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RESUMO

Este trabalho tem como propoésito o desenvolvimento de uma formulagdo do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) para anélise estatica de duas placas paralelas e conectadas
por camada elastica de Pasternak. A solucdo fundamental ¢ obtida por meio do operador de
Hormander e as equagdes integrais sao deduzidas usando o teorema da reciprocidade de
Betti. Alguns casos de placas com diferentes propriedades, condi¢des de contorno e
carregamento sdo estudados e seus resultados obtidos via MEC sdo validados por meio de
respostas analiticas. Os resultados do MEC para sistema de placas duplas recuperaram os
resultados analiticos de forma satisfatoria e ainda mostraram que as rigidezes das placas e
das constantes de fundagdo eldstica tem papel relevante na transmissibilidade de efeitos no

sistema de placas.

Palavras-Chave: Sistema de placas duplas; MEC; Kirchhoff, Pasternak; Equagdes

integrais.



ABSTRACT

In this work, a formulation of the Boundary Element Method (BEM) for static analysis of
two parallel plates connected by an elastic Pasternak layer is develop. The fundamental
solution is obtained using the Héormander operator and the integral equations are derived
using Betti's reciprocity theorem. Some cases of plates with different properties, boundary
conditions and loading are studied and their results obtained via BEM are validated through
analytical responses. The BEM results for the double plate system recovered the analytical
results satisfactorily and also showed that the stiffness of the plates and the elastic foundation

constants play a relevant role in the transmissibility of effects in the plate system.

Keywords: Double plate system; BEM; Kirchhoff; Pasternak; Integral equations.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracoes iniciais

Nos problemas de infraestrutura, os modelos de fundacdo elastica t€m sido
amplamente utilizados em muitos problemas de interacdo solo-estrutura, devido ao menor
custo computacional em comparagdo aos modelos baseados em continuo, especialmente em
analises estaticas e dindmicas de edificios, rodovias, estruturas ferroviarias etc.

Em alguns problemas estruturais homogéneos ¢ ndo homogéneos, tais como um
sistema de componentes estruturais interligados por camadas elasticas, t€ém recorrido a
idealizagdes e representagcdes de modelos de sistemas de estrutura dupla ou multipla. Além
disso, teorias de estruturas (placa ou viga) sdo assumidas governar o comportamento de cada
um dos componentes estruturais e idealiza¢des de fundagdes elasticas sdo adotadas para
representar camadas elasticas. Nas industrias mecanica, aeroespacial, naval e civil, estes
modelos tém sido aplicados em situagdes como: sistemas de tubulacdes enterradas,
nanotubos de carbono, nano placas de grafeno, absorvedores continuos de vibragao,
estruturas em sanduiche, constru¢do ferroviaria e rodoviaria, ¢ escudos de colisdo de
micrometeoroides para veiculos espaciais. Na figura 1.1 s3o mostrados alguns casos praticos
de placas elasticamente conectadas, tais como: para-choque Whipple, Fig 1.1 (a); viaduto,

Fig 1.1 (b); galerias de drenagem, Fig 1.1 (c); e os respectivos modelos de placa dupla para

Fig 1.1 (d)-(D).

(b) Viaduto

Pavimento Rigido
e

Placa Inferior Laje do viaduto Laje da galeria

(d) Modelo para-choque (e) Modelo viaduto (f) Modelo galeria

Figura 1.1 — Sistemas de placas elasticamente conectadas: (a) para-choque Whipple, (b)
viaduto; (c) galeria de drenagem; (d) modelo sanduiche; (e) Modelo viaduto; (f) modelo
galeria.



1.2 Revisao Bibliografica

Neste subitem inicialmente serd feita uma revisdo da literatura envolvendo o
desenvolvimento de equagdes integrais e do método dos elementos de contorno em placas
simples isoladas e apoiadas em base elastica. Em seguida, descreve-se o estado da arte em

problemas de placas duplas elasticamente conectadas.

1.2.1 Placas Delgadas

Em meados do XIX, tendo conhecimento das equagdes integrais, Betti (1872) e
Somigliana (1885) as aplicaram em trabalhos voltados para elasticidade plana. Apesar disso,
com o aumento na complexidade das geometrias e dos carregamentos, torna-se clara a
necessidade do uso de métodos numéricos.

Uma alternativa para solugdo de sistemas de equagdes diferenciais, principalmente
para algumas aplicacdes continuas, ¢ 0 Método dos Elementos de Contorno (MEC), podendo
ser bem observado nas questdes de dominio ilimitado. O conceito de resolver o problema
com integrais de contorno nao ¢ novo, mas a contar do momento em que o MEC foi estudado,
tomando uma extensa quantidade de trabalhos envolvendo flexdo de placas finas, a utiliza¢ao
do método tem se dado de forma bem satisfatoria, chamando atencdo para vantagens que
carrega consigo.

Uma contribui¢ao bastante relevante, dada por Kupradze (1965), foi a formulagdo
método dos elementos de contorno baseado em equagdes integrais, que Rizzo (1967), logo
em seguida, desenvolveu uma concep¢ao ainda mais completa para o MEC. Mais adiante,
houve a introdugdo de funcdes de forma constante, linear e quadratico na formulacio do
MEC, através de Cruze (1969), Lachat (1973) e Ricardella (1973).

A aplicagdo do MEC, particularmente em analise de placas, sobreveio a partir dos
trabalhos de: Jaswon et al. (1967) quando tratou problemas de valor de contorno
biharmonico em termos de equagdes integrais, e ainda trabalhou com cantos suaves “out
sharp”; Hansen (1976), que propds e aplicou o método direto para andlise de placas infinitas,
com furos, de contorno nao carregado, e por Bezine (1978) e Stern (1979). que considerando-
se duas equagoes integrais, relativas ao deslocamento transversal e a sua derivada na dire¢do

normal ao contorno, enunciaram formulagdes diretas baseadas na identidade de Green.
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Atentando que Bezine (1978) aplicou o MEC a placas poligonais, porém sem a colocacao
dos nds nos cantos, ja Stern (1979) apresentou uma descrigdo completa de placas através do
MEC tratando os termos livres de canto. Para a andlise de placas fundamentadas na Teoria
Classica de Kirchhoff, a formulagcao direta ¢ a mais utilizada, e diversos trabalhos
importantes nas diversas aplicacdes foram surgindo desde o inicio dos anos 80.

J& os primeiros trabalhos em formulacdo indireta na andlise de placas foram
apresentados por Wu e Altiero (1979), analisando placas reais contidas em um contorno
auxiliar infinito, de solugdo conhecida.

Ulteriormente, foram propostas alternativas para a solu¢do de problemas de placas
elasticas: Piltner e Taylor (1989) apresentaram funcdes complexas para definicdo das
solucdes fundamentais, considerando-se as deformagdes por cisalhamento para placas finas;
ja Hartmann e Zotemantel (1986) e Guo-Shu e Mukherjee (1986) estudaram fungdes
interpoladoras hermitianas para aproximacao dos deslocamentos, e; Abdel-Akher e Hartley
(1989) que trabalharam com fung¢des lagrangianas e integrais analiticas para o céalculo das
integrais singulares.

Nos trabalhos de Vander Weeén (1982), Karam (1986), Paiva (1987), Ribeiro (1992),
Chueiri (1994), Oliveira Neto (1998), Aliabadi (2002), Maciel (2020) também podem ser
encontradas solu¢des do método dos elementos de contorno aplicadas a placas delgadas ou
espessas livres de fundagdes elasticas.

Além disso, trabalhos que discorrem o MEC de placas simples sobre fundagao elastica
podem ser encontrados: Balas (1984), Katsikadelis (1988), Manzoli (1992) discutiram a
aplicacdo em placas delgadas sobre fundacao elastica de Winkler e Pasternak; Rashed et al.
(1998, 1999), Karam (2012) reportaram sobre placas espessas apoiadas em fundagdes de
Winkler/Pasternak. J& em Souza (2019), uma formulacdo do MEC para placas delgadas

sobre fundacgao elastica de Kerr foi estabelecida.

1.2.2 Placas Delgadas Elasticamente Conectadas

Viérias pesquisas sobre problemas de placa dupla/multipla foram realizadas com
enfoque em solugdes analiticas do modelo classico de placas elasticamente conectadas, onde
as placas sdo representadas pela teoria de placas de Kirchhoff e uma camada elastica ¢ tratada

como uma base elastica de Winkler.



Responsavel por um dos estudos pioneiros, McElman (1964) investigou
analiticamente o problema de flutter em um sistema de placa dupla retangular simplesmente
apoiado submetido a uma corrente de ar supersdnica na placa superior. Posteriormente,
Shore (1975) estudou 0 mesmo problema, porém com placas ortotrépicas conectadas por um
meio elastico. Os trabalhos de Kunukkasseril e Swamidas (1973), Marczak (2018), Hedrih
(2006) apresentam analiticamente a vibragdo livre de sistemas de placas duplas/multiplas
simplesmente apoiados. Em Chonan (1976) uma solucao fechada para vibracao livre de um
sistema de placa dupla circular sob tensdo radial trativa pode ser vista, possuindo prescrigoes
rigidas em deslocamentos transversais e rotacdes elasticamente impostas. Solugdes
analiticas para vibracdo forcada de sistemas de placa dupla sob carga dinamica
concentrada/distribuida pulsando fixamente sdo descritas nos trabalhos de Oniszczuk
(2004), Hedrih (2006). O mesmo problema, mas sob carga pontual dindmica moével ¢
discutido por Kessel (1967), que apresenta uma solug@o analitica e discute as equagdes de
deslocamento, apontando também condi¢des de ressonancia de duas placas elasticamente
conectadas simplesmente apoiadas e sujeitas a um carregamento movel ciclico.
Similarmente, em Hedrih (2007) sdo apresentadas solugdes analiticas com a utilizagdo de
expansdo em séries, abordando problema de vibragdo transversal forgada de um sistema de
placas duplas elasticamente conectadas por uma camada eldstica de Winkler. Ainda
utilizando a mesma camada eléstica, em Stokanovic ef al. (2015) sdo estudadas solucdes
aproximadas para formas explicitas das expressdes de frequéncias naturais e seus modos
num sistema multiplo de placas retangulares.

Também foram deduzidas solucdes aproximadas para sistemas de placas duplas
delgadas usando fundagdes diferentes do modelo de Winkler para representar as camadas
elasticas. Kunukkasseril ¢ Swamidas (1975) representam a camada elastica por suportes
elasticos discretos em anéis concéntricos e investiga o problema de flambagem de um
sistema de placa dupla circular. Sobre os trabalhos em que a fundagao viscoelastica continua
desempenham a funcdo do nucleo, Hedrih (2011) e Aida et al. (1995), apresentam solugdes
analiticas para o problema de controle de vibragao em placa dupla. Cobrindo a analise
dindmica de multiplas frequéncias num sistema de placas duplas circulares, Hedrih (2012)
apresenta uma modelo matematico ndo-linear, onde as placas sdo interconectadas por uma

distribui¢do continua viscoeléstica de Voigt-Kelvin.
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Figura 1.2 — Sistema de placas duplas retangulares elasticamente conectadas. Fonte:
Nasirshoaibi e Mohammadi (2015).

Assumindo uma fundacdo de Pasternak, Marczak (2018), Nasirshoaibi e
Mohammadi (2015a, 2015b) apresentam solugdes de vibragao livre e forcada de sistemas de
membrana-placa ou placas duplas. Ainda, a vibracdo de um sistema de placa dupla
conectadas por uma base elastica de Pasternak apoiado sobre o solo, que também foi tratado
como uma fundacdo elastica de Pasternak, foi estudado analiticamente por De Rosa e
Lippiello (2009). J4 em Pereira et al.(2023) foram deduzidas solugdes analiticas estaticas
para placas duplas delgadas retangulares interconectadas por uma fundagao de Pasternak.

Similarmente, foram deduzidas solugdes analiticas para casos em que as idealizagdes
de placa e nticleo sdo representadas por outras diferentes daquelas utilizadas no sistema de
placa dupla classico. Chonan (1979) apresentou um estudo de vibra¢do de um sistema de
placas duplas infinitamente longas, submetido a carregamento movel, onde as placas
respeitam as hipdteses da teoria de placas de Mindlin e o nucleo central médio € representado
por uma fundacao viscoelastica de Kelvin. Em Cao ef al. (2021) também ¢ estudado um
sistema similar ao anterior, porém assumindo uma camada viscoeléstica de Winkler.

A quantidade de trabalhos que lidam com solu¢@o numérica de sistema de placa dupla
encontrados na literatura sdo em menor numero das solugdes exatas discutidas
anteriormente. Em Gbadeyan et al. (2019) ¢ utilizado um método aproximado para reduzir
o sistema acoplado de equagdes diferenciais parciais de quarta ordem a um sistema acoplado
de diferencial de segunda ordem, com a ajuda de solugdes em série previamente assumidas
e do Método da Transformagdo Diferencial (DTM). Com isso, ¢ apresentada uma solucao
semi-analitica para analise de vibragdo de um sistema de placa dupla simplesmente apoiado
submetido a carga movel. Em Kukla (1998) ¢ apresentada uma solugao utilizando o Método

de Funcdo de Green (MFG) para um sistema de duas placas delgadas retangulares
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elasticamente conectadas, como também equagdes integrais ponderadas para esse sistema,
porém as equagoes integrais apresentadas ndo mostram a relagdo dual entre os campos reais
e os fundamentais intrinsecos da formulagdo direta do MEC. Ja Kukla (1999) apresentou
uma solugdo para vibracao livre de um sistema de placa dupla com camada elastica nao-
homogeénea, onde o problema ¢ representado por equagdes integrais contendo as fungdes de
Green.

Conforme ja discutido na se¢do 1.2.1, a maior parte das formulagdes diretas em MEC
sdao empregadas para representar modelos de placas simples, com ou sem base elastica. Em
Brito et al. (2018, 2019) ¢ feita uma revisao na utilizagdo de modelos de estruturas
elasticamente conectadas na analise estrutural estdtica e sdo consideravelmente poucos,
mesmo para sistemas de vigas duplas/multiplas conforme discutido. Contudo, apenas alguns
trabalhos usam o método dos elementos de contorno para analisar vigas duplas conectadas
como discutido em Brito (2018), e Brito et al. (2019), onde solu¢des de MEC para sistemas
de vigas duplas sdo deduzidas envolvendo trés diferentes teorias de vigas para representar
as barras em flexao e dois modelos para representar a camada elasticas. Em Pereira (2020)
e Pereira et al. (2022) ¢ apresentada uma analise estatica de um sistema de placas duplas
usando o MEC. O sistema ¢ composto por duas placas paralelas com uma camada elastica
entre elas. As placas sdo assumidas como sendo representadas pelo modelo de placas de
Kirchhoff e a camada elastica ¢ tratada como uma fundacao elastica de Winkler. Embora um
modelo mais refinado que o de Winkler ja tenha sido incorporado nas formulagdes de
elementos de contorno em vigas duplas, esse cenario ainda ndo se verificou em problemas
de placas duplas.

Assim, o propoésito desse trabalho € o estabelecimento do MEC para sistema de
placas duplas delgadas interconectadas por fundagdes de Pasternak, deduzindo para esse fim
desde equagdes integrais, solucdes fundamentais, representagdes algébricas do método dos

elementos de contorno.

1.3 Objetivos

Objetivo Geral:

® Desenvolver uma solucdo do MEC direto para placas duplas elasticamente

conectadas por uma camada eléstica de Pasternak.



Objetivos Especificos:
® Desenvolver a equacao integral para o problema do sistema de placas duplas;

® Desenvolver as solugdes fundamentais para problema de placas duplas

elasticamente conectadas;
® Gerar os sistemas algébricos e suas solucdes;

® Desenvolver um codigo para validagao dos resultados do MEC.

1.4 Estruturac¢ao do texto

O presente trabalho estd estruturado em seis capitulos, listagem de referéncias
bibliograficas e dois apéndices.

No Capitulo 2 sdo apresentados fundamentos de placas sem contato, onde sdo vistos
os conceitos de tensdes, deformacao, resultantes de tensdoes (momentos, forgas cortantes,
para o caso de flexdo), hipoteses, equacgoes de equilibrio e relagdes diferenciais para placas
isotropas segundo a teoria de Kirchhoff. Também, como um suporte a alguns modelos que
auxiliam a solug¢do proposta para problemas de placas duplas, sdo estendidas algumas
explicagdes sobre placas delgadas apoiadas em base eldstica de Pasternak.

No Capitulo 3, sdo explicitadas as equacdes governantes do problema para sistemas
de placas duplas elasticamente conectadas, sendo a camada eléstica regida pelo modelo de
Pasternak. Um ponto de destaque deste capitulo ¢ a deducdo das solugdes fundamentais para
esse sistema. E dada uma atencio para os trés conjuntos de raizes que dependem das
propriedades mecanicas da placa e da camada elastica.

No Capitulo 4, o ponto de destaque ¢ o estabelecimento das equagdes integrais de
dominio para o problema de placas duplas conectadas, em que as equacdes diferenciais
parciais e acopladas sdo transformadas em equagdes integrais equivalentes utilizando o
teorema da reciprocidade de Betti. Além disso, as equagdes integrais de contorno sao
discretizadas utilizando elementos de contorno de acordo a geometria da placa. Nesse
trabalho sdo usados elementos retos e circulares, sendo as variaveis em cada elementos de
contorno aproximadas por fungdes interpoladoras lineares. Ainda nesse capitulo, o sistema
de equacdes integrais discretizadas ¢ transformado num sistema algébrico. E, finalmente,
com a imposi¢do das condi¢des de contorno, as variaveis de contorno sao determinadas.

No Capitulo 5, sdo apresentadas as respostas numéricas para alguns problemas

envolvendo placas duplas elasticamente conectadas. Esses resultados da formulagdo
7



proposta sdo comparados com respostas numéricas e/ou analiticas. Esse capitulo também
tem como destaque as deducdes de solugdes analiticas, que constituem uma contribui¢ao
original para tais problemas.

No ultimo capitulo, sdo expostas as conclusdes e feitas algumas sugestdes para
trabalhos futuros sobre sistemas de placas duplas elasticamente conectadas.

No Apéndice A s3o apresentadas as derivadas de algumas solugdes fundamentais
discutidas no Capitulo 2, tanto em deslocamentos quanto em esforcos.

Nos Apéndices B, C e D sdo apresentadas, respectivamente as dedugdes dos
resultados analiticos utilizando o método de Navier, as dedugdes por meio do método de
Levy e dedugdes das respostas analiticas das placas duplas circulares a fim de comprovarem

a convergeéncia dos resultados apresentados no Capitulo 5.



2  FUNDAMENTOS DE PLACAS SIMPLES SOBRE BASE ELASTICA

Visando proporcionar um adequado fluxo de entendimento, que auxiliara na
compreensdo dos capitulos seguintes, neste segundo capitulo serdo abordados alguns
conceitos de placas simples isoladas e de placas delgadas com ou sem interagdo de bases

elasticas.

2.1 Placas Livres de Base Elastica

De acordo com a NBR 6118:2023, placas sao definidas como elementos estruturais de
superficies planas em que as agdes atuantes se dao preponderantemente perpendiculares a
seu plano médio, sendo admissiveis casos de pequena curvatura. Um aspecto desse elemento
¢ sua espessura, distancia entre as duas superficies, que ¢ pequena com relacdo as demais
dimensdes do corpo. O plano céntrico as duas superficies ¢ conhecido por superficie média
da placa. Outra marca desse elemento € possuir o carregamento sempre transversal ao plano
médio, combinado ou ndo com outro carregamento compreendido no plano médio, conforme
mostrado na Figura 2.1.

A classificagdo conforme seja o tipo do material componente da placa e suas
propriedades, se da da seguinte forma: anisotrdpica — apresentando propriedades diferentes
em qualquer plano; ortotropica — apresentando simetria em trés planos ortogonais; ou
isotropa — dispondo de propriedades iguais em todos os planos.

De forma bem simplificada, as teorias que regem as analises de placas podem ser
resumidas da seguinte forma: na primeira teoria, proposta por Kirchhoff (1850), a distor¢ao
transversa ¢ desprezada, tornando-a apropriada para placas delgadas. Em compensacao,
existe modelos refinados de placa cuja deformagao por cortante ¢ levada em conta, tais como
Reissner (1945) e Mindlin (1951), e Reddy (1984), podendo ser aplicadas a um espectro
maior de razdes de aspecto (L/h). Além do mais, um fator de corre¢dao de cisalhamento é
imposto no modelo de deformagao por cortante de Reissner e Mindlin, com o objetivo de
suprir o erro da suposicao da distribuicao constante das tensdes tangenciais transversas na
energia de deformagdo. Contudo, o modelo de deformagdo por cortante de terceira ordem de
Reddy n3o demanda tal correcdo, j& que o desenvolvimento de tensdes cisalhantes
transversas quadraticas ao longo da espessura ¢ possivel, por meio da idealizagdo do
relaxamento da manutencdo da planicidade da se¢do transversal no modelo. Vale a pena

mencionar que os modelos refinados de placas exigem uma manipulagdo matematica mais
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laboriosa, acarretando um sistema de equagdes com dimensdes maiores do que aquele

exigido pela teoria classica.

Contorno I’

Figura 2.1 — Placa isolada. Fonte: Autor.

Convém, também, apontar que as suposi¢coes desses modelos de placas possuem
correspondéncias com alguns modelos de vigas. A titulo de exemplo, as hipdteses da teoria
de placa de Kirchhoff sdo andlogas as hipdteses da teoria de viga de Euler-Bernoulli; modelo
de placa de Mindlin ¢ congruente ao modelo da viga de Timoshenko; e, finalmente, o modelo
de Bickford-Reddy est4 associado ao modelo de placas de Reddy. As principais condigdes
determinantes na distincao entre essas teorias (placa/viga) sao a posicao relativa da secao
transversal com relagdo a superficie média (placa), ou ao eixo longitudinal (viga), e sua
configuracdo. Dentre as hipdteses de Kirchhoff, a planicidade da secdo transversal ¢é
preservada, juntamente com sua ortogonalidade com relagao a linha eldstica, conforme
Figura 2.2(a). Ja na teoria refinada de Mindlin a planicidade da se¢cdo ¢ mantida, mas ndo
existe mais a obrigatoriedade da ortogonalidade da se¢do com a linha eléstica, vide Figura
2.2(b). Para a teoria de Reddy nem mesmo a planicidade da secdo transversal é preservada,

conforme Figura 2.2(c¢).

10



W

(1)

Figura 2.2 — Cinematica da secdo transversal na hipétese: (a) Kirchhoff; (b) Mindlin; (c)

Reddy. Fonte: Autor.

Neste trabalho serdo consideradas apenas as placas delgadas e isotropas, submetidas a

carregamento transversal e ortogonal ao plano médio, e sera baseado na teoria de Kirchhoff,

cujas hipodteses sao:

A placa ¢ constituida de material elastico-linear e, portanto, segue a lei de
Hooke;

Os deslocamentos transversais sdo pequenos em relacdo a espessura, h, da
placa;

Nao ha deformacao no plano médio da placa;

As deformagdes na placa, devidas a flexdo, variam linearmente com a
distancia ao plano médio desta placa, ao longo de sua espessura, o que
equivale dizer que as tensdes normais, paralelas ao plano médio, também
variam linearmente com a espessura;

As tensdes normais na superficie da placa sdo despreziveis em comparacao

com as tensOes normais devidas a flexao.
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A Figura 2.3 ilustra as componentes de deslocamento de um ponto pertencente a
w.

placa sdo representadas, sendo o deslocamento vertical do plano médio u; representado por

£

X

X5
/ N

7777777777777 \\
u

Figura 2.3 — Deslocamento positivo de um ponto qualquer. Fonte: Autor.

Uma consideragao inaugural, levando-se em conta que se trata de uma placa
suficientemente fina, ¢ que o deslocamento vertical de qualquer ponto da placa ¢ igual ao de

um ponto correspondente no plano médio na mesma vertical:

uz(xq, X2, x3) = w(xy, x3)

2.1)

desprezivel.

Neste trabalho, x4, x5, x3 s@o correspondentes a x, y, z respectivamente.
Tal consideracdo supde implicitamente que a deformag¢dao normal na dire¢ao z ¢

O campo de deslocamentos considerado na direcao de z ¢ o referente a superficie
média, e admitindo as hipoteses de Kirchhoft, € possivel descrevé-lo da seguinte forma:

U; = —2Zw,;

(2.2)
Adotando a nota¢do da Figura 2.3 e agora com a auxilio da equagdo (2.2), as

deformacdes ao longo da espessura h da placa podem ser expressas em funcao das curvaturas
da seguinte forma:
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(du; y  (  dPw )
£ d_xl - d32512
{£}={52}=< du () 4w 2.3)
Viz dx, dx,?
du, duy d?w
\d_x1 d_sz k—Zz dx1x5)

ou na forma indicial:

Sij = —ZW,l'j (24)

Novamente, considerando que o material empregado na placa ¢ homogéneo, linear e

isotropico, tem-se um caso de estado plano de tensao o qual, considerando-se a lei de Hooke,

¢ dado por:
o 1 v 0 £
(y=lolo_t v 1 0]}, 2.5)
=172 (7 1 — 2 1—v 2 )
T12 0 0 Y12
2
ou indicialmente:
E
O'l'j = ZGEij + 2_6ijgkk (26)
1—v
comi,j, k=1,2.
Sendo:
_E
T 2(1+v)

onde G, v ¢ E sdo o modulo de elasticidade transversal do material, o coeficiente de Poisson
do material e o modulo de elasticidade longitudinal do material, respectivamente.

O delta de Kroenecker ¢ dado por:

5 = 0,sei #j
A {l,sei =j (2.7)
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Assumindo ainda que podem ser desprezadas as tensdes relativas a direcdo normal
ao plano da placa e substituindo (2.4) em (2.6), pode-se escrever as relagdes de tensdes-

curvaturas da seguinte forma:

E . .
Oij = —Z7—— [8;vW e + (1 = v)w ;] ij=12 (2.8)

2.1.1 Relacoes diferenciais para placas isotropas sob a teoria de Kirchhoff

Tome inicialmente o elemento de placa da Figura 2.4, onde estdo indicadas as tensdes
solicitantes devidas a um carregamento transversal. Pode-se obter os esfor¢os - momentos
de flexdo, momento volvente— através das resultantes das tensdes que atuam num elemento
da placa, apresentadas na mesma.

Os momentos fletores, por unidade de comprimento, indicados na Figura 2.4(b) sao

obtidos da seguinte integracao sobre a espessura h do elemento:

h/2
Mij = f O'ijZ dz (29)
—h/2

g b g

X3

v
t\J|;:f.=

|

g |

[ |

Q |
=1
|I—‘

|

|

|

|

|

|

|

t\J|;3= !

(a) (b)

Figura 2.4 — Representagdo dos esfor¢os num elemento de placa. Fonte: Autor
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Tendo em vista a relagdo tensdo-curvatura dada na equacdo (2.8), essa quando
substituida na equacao (2.9), seguida de sua integracdo, as equagdes dos momentos podem

ser obtidas em fun¢do dos deslocamentos transversais, que ficam na forma:

(d?w )
y 1 v 0 dx,?
11 Eh3 v 1 0 d*w
{MZZ} = —m 1 —v < dx > (210)
M, 0 0 2
2 d*w
2
" dxgxy)
Que na forma indicial pode ser escrita:
M;j = =D[8;jw v+ (1 = v)w,;; | (2.11)
Significando D o mddulo de rigidez a flexao da placa, dado por:
D= ER° (2.12)
C12(1—-v?) '

As resultantes de tensao podem ser transformadas do sistema de coordenadas (x,

X,) para um outro sistema de coordenadas ( n, s), conforme ilustrado na Figura 2.5:

Figura 2.5 — Esfor¢os no elemento abc. Fonte: Autor.

Equilibrando os momentos atuantes no elemento abc, os momentos fletores e

momentos volventes, e através de algumas relagdes, chega-se as seguintes expressoes:
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M
M, ={m ny} {MZ;} = Myynn, + Mypnn, + My,non, (2.13)

M
MTlS = {Sl SZ}{MZ;} = M11n15‘1 + M12$1n2 + Mzznzsz (214)

onde s; sdo cossenos diretores da diregdo s.

Indicialmente, as equacdes (2.13) e (2.14)
M, = M;jnn; (2.15)
M, = M;jn;s; (2.16)
A Figura 2.6 mostra um elemento infinitesimal de placa com dimensdes dx e dy.
Sao indicados os esforgos cortantes g, € q,, os momentos fletores M; e M,, € os momentos

torsores M;, € M,;. Note que na convenc¢do de placas o eixo z positivo aponta para baixo.

O carregamento g ¢ a deflexdo w também sao positivos para baixo.

i ‘H"jl-2+ ‘Hfjl .l ':i'rl

Q +O L.l l:‘j'rrl

M+ M dx,

Figura 2.6 Elemento de placa. Fonte: Autor.
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Ao impor equilibrio sobre os esfor¢cos que atuam na placa é possivel escrever algumas

relagdes, como:
qi,i + g = 0 (217)
tratando-se g como o carregamento externo.

Vale notar que na teoria de placas de Kirchhoff as forgas cortantes nao sao calculadas
diretamente por meio da tensdo, devido a ndo consideragdo das distor¢des. Entretanto, sdo
escritas em fun¢ao da linha eléstica da placa, utilizando-se (2.18) e (2.11), resultando em:

q; = —Dw

rijj (2.19)

Derivando-se a equagdo (2.18) em relagdo a i e substituindo na equacao (2.17),

chega-se a equacgao diferencial de placas em funcdo dos momentos, resultando em:

Miji;+9 =0 (2.20)

A equagdo diferencial de placa delgadas, agora em func¢do do deslocamento

transversal, ¢ obtida substituindo a equacdo (2.11) em (2.20):

g
Wi =5 2.21)
sendo:
W,iijj = Vz,]'j = ViV2w = Viw (222)
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Ml"_Mrl"ldxl RC
2 2,

L
My+My ydxy M, ' A
\ \
¥ ¥
dx, dx; dx dx

[ L e = | ke Sl o
F 71~ A F =~ A

Figura 2.7 — Condi¢des nas bordas. Fonte: Autor.

Ha trés valores de forgas de superficie no contorno da placa, e estes estdo associados
a trés valores de deslocamentos. Contudo, a equagao diferencial da placa ¢ de quarta ordem,
ocasionando a necessidade de satisfazer duas condi¢des de contorno em cada lado da placa,
obrigando a eliminar uma forga de superficie, bem como o deslocamento a ela relacionado,
por ser diretamente dependente das demais. Com isso, surge uma forca cortante equivalente
ou for¢a de Kirchhoff, denominada por Kirchhoff (1850) ap6s demonstrar que as condigdes
de contorno relativas a forga cortante e ao momento de tor¢do deveriam ser agrupadas numa
unica condi¢do. A Figura 2.7 ilustra um elemento infinitesimal auxiliar que permite analisar
o caso. Nesse elemento atua um momento resultante M,,,, alternativamente escrito M,,; =
m,sds, e que pode ser substituido por um binario de forcas equivalente, aplicadas nas
extremidades do elemento. E importante notar que, em consequéncia da nio contribui¢io da
parcela da deformacdo por cortante, respeitando as condigdes de ortogonalidade e
planicidade da teoria de Kirchhoff, a for¢a cortante equivalente ndo € mais obtida via tensoes,
mas agora por meio do equilibrio. Com isso, os valores de contorno relativos a Q,, € M,

podem ser agrupados, recebendo a denominagao de cortante equivalente V},, escrita na forma:

OMys

—= (2.23)

Vo=¢qn+

Além disso, chama-se atencao que a substitui¢dao de forgas nao interfere na flexao da
placa, pois ndo modifica os valores de M.

Em regides do contorno onde existem angulagdes ou alteragdes na direcdo do
elemento se faz necessaria uma anélise complementar. Tome, assim, um canto i qualquer da
placa, como ¢ mostrado também na Figura 2.7. Devido ao cadenciamento dos momentos

volventes posterior e anterior a esse canto, surge uma resultante nao nula, dado as reacdes

18



de apoio correspondentes a cada lado. Tal resultante ¢ denominada reagdo de canto R, e ¢

dada por:
+ —
Rey = Mys™ — My, (2.24)
Um caso particular de interesse esta associado a placas circulares submetidas a

carregamentos axissimétricos, cuja equacdo de equilibrio (2.21) em coordenadas polares

fica:

62W+16W 62W+16W g .y
or2 ror)\or2 raor) D (2.25)

De acordo com Chueiri (1994), os momentos (fletores e volventes) e a forga cortante

no contorno da placa circular sob carregamento axissimétrico sao dados por:

0w ow
M, =—-D {w [v+ @ —=v)(r,;n)? + ar v+ @ -v)({,; Si)z]} (2.26)
2w ow
Mps = =D —v)(r,;n;)(r,; 5;) <w - E) (2.27)
— D 03w N 0w ow 598
qn__ r,in,i ar3 rarz_rZar ( . )
Também em coordenadas polares, a equagdo da for¢a de Kirchhoff fica:
5 1 23w 9*w  ow
Vn = _D(l - V) (rri ni) <(r)i Si) + 1— V) ar3 + rarz - rzar
N 1—4(r,;s)?\ (0*w ow
r or? ror
1 (= 20r; 5)7] 0°w  Ow 520
R Thi Si or?  ror (2.29)

sendo R o raio de curvatura do contorno da placa.

As derivadas direcionais do deslocamento em relagao a normal:
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ow B ow or

- 2.30
on Jdr on ( )

As representagdes integrais requerem que sejam calculadas as derivadas direcionais

dos esforcos em coordenadas polares. Segundo Chueiri (1994) essas relagdes podem ser

dadas como:
oV, D(1-v) W 2°w  ow
am (m nl (rrl n; )(rrl ml)) {( ar3 rarz r26r> [(r!l' Si)z

+ 1 ] aZW aw 1—4(T,i5i)2
1—vi\or? ror r

64W+63W+262W OW)[( )4 1 ]
or*  rors r2or2 T r3o0r i Si 1—v

+D(1—-v)r,; n; {r,i m; (

azw ow
+2(T,i sl-)(ml-sl (r)l Sl)(rll ml)) 07"3 r29r2 - r3or

D(1—-v) 03w y
+T{(r;i mi)m [(ris)*—1] +
0°w  ow
+ <_2 - —> [2(mys) (i 50) — (rimy) (r 5% + (ry; mi)]} (2.31)
ar rd

oM, 3w )
o = -D 53 v+ @ —=v)(,;n)*l(r,;m;) +

+ 602:; [(1 - v)(z(misi)(r;i s) —1rymi2(r,in)? — 2(ry; si)z)) + r;imiv]

- ZW [3r,imi(1 = v)(r,is)? + 1, ymv — 2(mys) (ry s) (1 — V)]} (2.32)
r2or
oM, 03w ow  0*w
o D(1-v) {W (rin) (r,; s (rymy) (m - r6r2> [(r); 50) (mymy
—(rin) (T, mi)) + (1 mi)(misi — (s mi))
+(rin) (i s)(ry mi)]} (2.33)
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€609 (1P 2)

Figura 2.8 — Ponto “p” e “q” do contorno da placa e os vetores 7, m, 7 € §

Em relagdo a diregdo x;, no ponto q, as derivadas de r = \/ (xq — xp)z + (yq — yp)z

sao dadas por:

or _ xi(@) —x) _

ox;(p) r '
ar,i _ 611 — T',l' T',]' _ (234)
0@ r Y

Um caso, sobretudo de interesse de placas circulares sob carregamento axissimétrico
para o MEC, ¢ o denominado problema fundamental, cujas caracteristicas sdo:

a) Placa de raio infinito na qual é aplicada uma fonte §(p, q) no ponto fonte p com
leitura de seus efeitos no ponto campo q. Sendo 6 (p, q) ou §(p — q) definido como delta de

Dirac, cujas propriedades sao:

5(p,q) =0,sep #q
{5(}9, q) =o00,Sep=¢q (2.35)
e
¢(P)6(p, q) Ao = 0(q) (2.36)

o
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b) O problema contém todas as propriedades mecanicas do problema real, ou
seja, a mesma coeréncia fisica.

Com base nisso, tem-se que as equacdes de equilibrio do problema fundamental de
placas delgadas isoladas sdo analogas aquelas do problema real (2.21), de forma que sua

equagdo governante pode ser escrita como:

DV*w*(p,q) = 6(p,q) (2.37)

A solugdo da equagao governante do problema fundamental (2.37) ¢ denominada de

solucao fundamental. De acordo com Bezine (1978), a solugdo pode ser escrita como:

r2In (r)
8mD

Stern (1979) propdés também uma solugdo alternativa para esse problema

w(p,q) = (2.38)

fundamental:

7,.2

8D

w*(p,q) = [ln(r) - %] (2.39)

Em Paiva (1987), Karam (1986), Chueiri (1994) sdo encontradas as solugdes
fundamentais de placas delgadas livres de bases elasticas em esforcos e suas derivadas

correspondentes as equagoes (2.26), (2.27), (2.29), (2.31) e (2.33).

2.2 Placas sobre fundacao elastica de Winkler
Winkler (1867) propos um modelo simplista que assume a camada elastica como um

conjunto de molas mutuamente independentes espagadas infinitesimalmente, ilustrado na

Figura 2.9.
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Figura 2.9 — Representacao da camada elastica de Winkler. Fonte: Autor.

5

Dessa maneira, ¢ assumido que a intensidade da reagdo da camada eldstica em um
dado ponto ¢ diretamente proporcional a deflexdo nesse ponto, ou seja, ha um unico

parametro mecanico, que define sua rigidez:

S= K,w (2.40)

onde w ¢ o deslocamento da placa e K,, o parametro da rigidez da camada elastica.

S
Selo
%
5
W "‘j Wi w

Figura 2.10 - Proporcionalidade da mola de Winkler. Fonte: Autor.

Considerando certa homogeneidade da camada elastica, sua rigidez pode assumir

valor constante, fazendo com que o problema descrito por tal modelo seja relativamente

simples.

O funcional da energia de deformac¢ao de uma placa apoiada em base de Winkler

pode ser dado por:
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om = f (M;;6w;; + K,,wéw) d2 (2.41)
n

O trabalho externo das cargas ¢ escrito na forma:

SW = f géw dQ (2.42)
n

Fazendo-se duas integragdes por partes apropriadamente em (2.39), aplicando o

principio de minimizacao de energia chega-se a expressao:
St — W = f (M + Ky —g)Swd2 =0 (2.43)
0

Assim a equagao de equilibrio do problema fica:

Substituindo a equacdo (2.11) em (2.44), chega-se a:

_ (g _DKWW) (2.45)

Viw
Consoante ao que foi mencionado anteriormente, define-se como problema
fundamental, uma placa de dominio infinito sujeita a uma carga transversal unitaria em um

ponto "q" deste dominio, conforme indicado na Figura 2.11.
A equacgdo governante do problema fundamental ¢ andloga aquela do problema real
(2.45), assumindo-se o carregamento externo como fonte pontual dada pelo delta de Dirac

cm:

Ko™ _ 5@, ) (2.46)

Viw* +
w D D

A Figura 2.11 consiste num sistema de coordenadas polares como origem no ponto
n n

p". Nota-se que ¢ um problema com simetria em relagdo a origem do sistema, sugerindo a

utilizacao da formulagdo feita para esses casos, como no item anterior, de placa simples.
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Dominio Infinito

I

Figura 2.11 - Pontos de carrgamento "p" e de deslocamento "q". Fonte: Autor.

Brebbia e Costa (1985) propdem a solucdo fundamental de placas sobre fundacao

elastica de Winkler:

_ kei(p)
"~ 2mDAY/2

(2.47)
Tratando-se p = Ar , 1 = /K,,/D , kei como uma das fun¢des de Kelvin, que esta
descrita em Abramowitz e Stegun (1972).
Em Manzoli (1992) podem ser encontradas as demais solugdes fundamentais em
deslocamento e esforcos, inclusive suas derivadas superiores, de placas simples apoiadas em

base elastica de Winkler.

2.3 Placas sobre fundacao elastica de Pasternak

Na Figura 2.12 estd representada uma placa delgada simples em uma base de
Pasternak (1954), que diferentemente do modelo de Winkler, leva em consideragdo as
interacdes entre as molas, implicando numa transmissao de efeitos para fora das regides
diretamente mobilizadas. Sdo idealizadas molas, sendo estas ligadas a uma camada

incompressivel, que resiste apenas as deformagdes por cisalhamento.
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Figura 2.12 — Representacdo da camada eléastica de Pasternak. Fonte: Autor.

Além do modelo da base elastica de Pasternak levar em consideracdo dois
parametros, constante de mola (K,,) ¢ constante da camada cisalhamento (Gp), também ¢é
assumido uma propor¢do entre as tensdes cisalhantes da camada de cisalhamento e as
distor¢des, implicando que a forca cortante na camada de cisalhamento seja proporcional a
inclinagdo da elastica.

As forgas cortantes atuantes na camada de cisalhamento sdo:

P1 = jo-lgdx3

Pz = J- Uzgdxg (248)
onde as dire¢des das forcas cortantes na camada de cisalhamento sdo determinadas pela
integracdo de gy3 € 0,3, ao longo da camada.

De acordo com a lei de Hooke, as tensdes tangenciais transversais podem ser escritas

da seguinte forma:

d 0
s = Gp (244 212)

dx; 0x;
=G <6u2 + 6u3> 2.49
0-23 — Yp ax3 axz ( . )

onde Gp ¢ 0 mddulo de elasticidade transversal da camada cisalhante.
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Visto que a camada de cisalhamento se estende infinitamente no plano xy, pode-se

assumir:
0x;
iauz ; (2.50)

As tensoes na camada de cisalhamento podem ser reescritas substituindo as equagdes
descritas em (2.49) em (2.48):

"2 dus
013 f Gp 5 dx;
_h/z x1
h (2.51)
f /2 dus 4
o X
23 Y P ox, 3

Shukla et al. (2011) considera que Kp ¢ dado por Kp = GpH, sendo H a espessura

da camada. Assim, as forcas cortantes na camada podem ser escritas como:

ou
P= e
1
iP . s (2.52)
2 — P axz

As forgas cortantes em (2.52) podem ser escritas inicialmente como:

Pl' = KpW,i (253)

O funcional da energia de deformag¢ao de uma placa apoiada em camada elastica de
Pasternak pode ser dado por:

om = f (Ml-j5w'ij + K,wéw — Kpw 16w — KPW,Z(SW'Z) df (2.54)
0

O trabalho externo das cargas ¢ escrito na forma:

6W=f goéwdn (2.55)
0

27



Fazendo-se duas integragdes por partes apropriadamente, aplicando o principio de
minimizagdo de energia chega-se a expressao:

om — oW = f (Ml-j5w,l-j + K,,wéw — Kpw 116w — Kpw 5,6w — g5w) df
0

=0 (2.56)
Que pode ser rescrita da seguinte maneira:

St — W = f (Myjij + Kyw — Kpw;; — g) Swd2 = 0 (2.57)
n

Assim a equagdo de equilibrio do problema fica:

Mij,ij + KW — KPW,ii — g = 0 (258)

Substituindo-se (2.10) em (2.56), chega-se na equagdo governante:

_ (g +KpV?w — K, w)

. (2.59)

V4w

Ja as forgas cortantes equivalentes de Kirchhoff no contorno em placas delgadas

sobre base de Pasternak recebem uma contribuicao da camada de cisalhamento:

dM,, TR aw

- 2.60
s P on ( )

Vo =qn+

O problema fundamental de placa delgada sobre fundag¢do de Pasternak, tomando a
mesma defini¢do descrita previamente no modelo de placa sobre fundacao de Winkler, ¢
caracterizado também por uma placa de raio infinito na qual ¢ aplicada uma fonte no ponto
"p" com leitura de seus efeitos no ponto "q" (ponto fonte e ponto campo, respectivamente)
que possui todas as propriedades do problema real. Dessa maneira, por analogia ao caso
anterior, a equagdo de equilibrio fundamental para o caso de placas delgadas sobre base de

Pasternak é escrita na forma:

DV*w* + K, w* — KpV?w* = §(p, q) (2.61)
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A equagdo (2.61) ainda pode ser reescrita na forma da equagdo governante do
problema fundamental proposta por Balas ef al. (1982):

Viw* — 2xV2w* + w* = (2.62)

Ky

K
Sendo x = —=—> 0.
2JKyyD

A equagdo (2.62), proposta por Balas et al (1982), pode ser organizada da seguinte

forma:

(V2 — a?)(V2 — b¥)w* = 5(5 9) (2.63)

Equivalendoa? = x + Vx2 —1e b? =x —Vvx2 —1
Balas et al (1982) sugerem diferentes solugdes fundamentais dependendo do
intervalo de variacdo de x:
Quando x > 1, a solugdo fundamental da equagdo (2.63) ¢ dada por:
. Kolar) — Ky(br)

2.64
4rvx? —1 ( )

Onde K, (zr) ¢ uma funcao de Bessel Modificada da segunda espécie e ordem zero.

No caso de 0 < x < 1, um novo parametro Y ¢ introduzido por x = cos2n; n €
(O; 77/4), e 0s parametros a e b tornam complexos conjugados, a = e = b, onde i = V—1.
Entdo de (2.63),e usando a relagio K, = K;(2) as fungdes de Bessel modificadas de ordem

v, obtém-se:

_ Im[KO(e”’r)]

4msen(2y) (2.65)

Correspondendo Im[K,(zr)] é a parte imaginaria de K,(zr). No caso de x = 0, que

corresponde fisicamente a uma fundagdo de Winkler, n = /4 entio:
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_Kei(r)

= (2.66)

2T

Quando x = 1, a solu¢do fundamental, segundo Balas et al. (1982), ¢ dada por:

. TK; (r)
w =

- (2.67)
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3 FUNDAMENTOS DE PLACAS DUPLAS

3.1 Introducao

Neste capitulo encontram-se expostas as relagdes matematicas que regem os
problemas de placas duplas delgadas elasticamente conectadas. Solugdes fundamentais sdao
deduzidas pela primeira vez para problemas de placas duplas interconectadas por uma

camada elastica de Pasternak.

3.2 Placa Dupla Elasticamente Conectada

3.2.1 Equac¢ao Governante

Na Figura 3.1 uma placa dupla com camada eléstica de Pasternak ¢ apresentada. Os
deslocamentos da placa superior e inferior sao representados, respectivamente por w e v. As
propriedades da placa superior (E;,vq, hy) e inferior (E5,v,, hy) sdo, respectivamente, o
modulo de elasticidade longitudinal, o coeficiente de Poisson e a espessura da placa. Os

carregamentos sdo representados por g;, na placa superior, € g,, na inferior.

Figura 3.1 — Placa dupla elasticamente conectada por camada de Pastenak

O funcional da energia de deformagao de uma placa apoiada em base de Pasternak
pode ser dado por:
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om = f [MU(SW'U + Tij5v,l-j + KW(W - 17)(5W - 5’[7)
0
+KP(W’1 - v,l)(6w,1 - 617‘1) + KP(W‘Z — v,z)(6w,2 — (Sv,z)] df (3.1
O trabalho externo das cargas ¢ escrito na forma:

W = f (g16w + g,6v)dn (3.2)
Q

Fazendo-se duas integragdes por partes apropriadamente, aplicando o principio de
minimizagdo de energia chega-se a expressao:

57-[ - 5W S f {[MU'U + KW(W - 17) - KP(W,ll - 17'11) - KP(W,ZZ - v,zz) - g1]5W
)
+[TU'U - KW(W - 17) + KP(W,ll - v'll) + KP(W,ZZ - 17,22) - g2]5v}dﬂ S O (33)
A equacdo (3.3) pode ser rescrita na forma:
om— oW = f {[MU'U + KW(W - 17) - KP(W,L'L' - v,ii) - g1]5W
0

+[Tij,ij - KW(W - 'U) + KP(W,ii - v,l-i) - g2]5v}d.(2 =0 (34)

O principio da conservagdo de energia impde 6w — §W = 0. Sendo assim:

[Mijij + KW —v) = Kp(wy —v) — 1] = 0 (3.5)
[Tiij — Kww = v) + Kp(wy; = v5) — g2] = 0 (3.6)
De forma semelhante a (2.11), para o sistema de placas duplas tem-se as seguintes
relacdes momento-curvatura:
Mij = =Di[8 W, vi + (1 = vi)w,; | 3.7)

Ty = —Da[8viava + (1 = v)v,y) ] (3.8)

onde D; e D, significam o mddulo de rigidez a flexdo das placas superior e inferior,
respectivamente.
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As equagdes de equilibrio em deslocamentos de placas duplas com camada elastica

de Pasternak sdo entdo obtidas pela substitui¢ao respectiva de (3.7) e (3.8) em (3.5) e (3.6):

{Dlv‘*w — KpV2w + Kyw + KpV?v — K,,v = g, (3.9)
D,V*v — KpV?v + K, v + Kp V2w — K,w = g, '
E rescritas na forma matricial chega-se a:
[Bl[u] = {f} (3.10)
Equivalendo:
N U4 _ 2 2 _
(8] = D,V Iz(pV + K, i(pV sz(w 3.11)
| KpV°—K, D,V* — KpV* + K,
W
[u] = _v] (3.12)
_[91
=gl (3.13)

Convém notar que as equacdes de equilibrio (3.9), deduzidas nesta tese via principios
variacionais, sao analogas aquelas da vibracdo de placas duplas apresentadas por

Nasirshoaibi e Nohammadi (2015) se forem desprezados os termos inerciais.

Em relagdo a cortante equivalente de Kirchhoff, uma parcela referente a camada de

cisalhamento deve ser adicionada, ficando:

Vi =q1+ Mz, tKp(W,1—v,1) (3.14)
Vo =qz + My 1 tKp(W— v,3) (3.15)
Qu=p1+ Tz — Kp(W,1—v,1) (3.16)

33



Q2 =p2+T211— Kp(W—v,3) (3.17)

No contorno, as resultantes de esfor¢os na placa superior e inferior sdo:

V1

My, = Mygnyeny = =Dy (1 — vq) |Wameny + m——=< Wyp (3.18)
(1-v)
Mg = Myngs; = =D (1 — v)w s, (3.19)
Vo = My + My s + Kp(W,n— v, ) (3.20)
V2
Ty = Tigniy = =Dy (1 — vo) [V ey + ——= Vpp (3.21)
(1-v,)
Tus = Tranyes; = —Da(1 — vo) v jumyes; (3.22)
Qn = Tkl,lnk + Tns,s —Kp (W;n_ V;n) (3.23)

3.2.2 Problema Fundamental

O problema fundamental de um sistema de placas conectadas pode ser associado com
um dominio infinito. O problema real estd contido no fundamental e, assim, o problema
fundamental ¢ governado por relagdes similares aplicadas no problema real, de modo que as
equagoes governantes fundamentais sdo analogas as equacdes governantes reais.

Aplicando-se primeiramente a fonte concentrada na placa superior, g,**(p,q) =

5, q) e g.**(p,q) = 0, obtem-se:

D,V* — KpV? + K, KpV? — K w' (p, q) 1
Ve ek | e D= 5o (o) (3.24)

KpV2 =K, DVt —KeV? + K, o™ (0, @)

Fazendo agora o mesmo processo na placa inferior, g,%*(p,q) = 6(p,q) e

9:%*(p,q) = 0, fica:
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D,V* —KpV? + K, KpV?% —K w*(p,q) 0
A | WSRO B X0 R b (3.25)
KpV* - K, D,V* — KpV* + K, 1 \w**(p, q)
Ou em termos de esforcos, as equagdes governantes (3.24) ficam:
{—Mij,jjz*(P. 0 + KW (0, @) —v* (0, 9] = 8, 9) (3.26)
~Tij ;" 0, @) — KuW* 0, @) = v** (0, @)1 = 0

A partir das equagoes (3.24) e (3.25), chega-se a equagao governante do problema

fundamental na forma matricial;

D,V* — K,V? + K, K,V? —K,,

1% 2%
: | | [w ®q) w*@]_ {91 0} (3.27)
KpV* —K, DoV" = KpV* + Ky

v (mq) v*Eql 0 g,

A equagdo (3.27) ainda pode ser escrita na forma compacta como:

[BI[G*] ={f"} (3.28)

sendo [B] é a matriz dos operadores, [G*] a matriz de influéncia dos deslocamentos e

rotagdes e {f*} a matriz dos esforgos:

D,V* — KpV? + K, KpV% — K,

B] = 2

L8] [ KpV% - K, D,V* — KpV? + K, (3.29)
w(,q) w¥([p,q)

1= ", * (3.30)
v (q) v¥(q)

. 0
=]y = s@am (33

onde g'* é o carregamento fundamental aplicado na placa i, § é o Delta de Dirac. Os pontos
campo e pontos fonte sdo denotados por q € P, e [I] ¢ a matriz identidade. w'* ¢ v!* sdo os
deslocamentos da placa superior ¢ inferior devido a fonte na placa superior, conforme
indicado na Figura 3.2. Por outro lado, w?* e v?* sdo os deslocamentos da placa superior e

inferior devido a fonte na placa inferior.
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gr= op.q) Placa superior
wi*

fecosnn ey
S

VI* T

L

Kw 2*
Placa inferior g= é(p,q)

Figura 3.2 — Problemas fundamentais do sistema, com base elastica de Pasternak: (a) Fonte
na placa superior; (b) Fonte na placa inferior. Fonte: Autor.

A equacgdo (3.28) constitui-se em um sistema acoplado de equagdes em termo das

variaveis w;j, cuja solugdo pode ser encontrada se ela a for transformada numa equagdo

equivalente desacoplada. Para tanto, pode ser utilizada uma técnica de desacoplamento,
como - por exemplo — o método de Hormander (1963). Esse método assume uma solugao

para equagao (3.28) considerando a fun¢ao escalar P (p, q):
[6*] = [BT]" y(r) (3.32)

Equivalendo [B¢/]T a matriz de cofatores de [B] dada pela equagdo (3.29).

Substituindo a matriz dos deslocamentos da equacdo (3.32) na equacao (3.28):
[BI[B<T]" (r) = {f"} (3.33)
A equacgdo (3.33) pode ser reduzida a:
[BI[B]'det[B] p(r) = {f"} (3.34)

Apo6s simplificagdes a equacao governante equivalente e desacoplada do problema

fundamental pode ser escrita:

det[Bly(r) = 6(p,q) (3.35)
ou
V4[D;D,V* — Kp(Dy + D;)V? + K,y (Dy + D) (r) = 6(p,q) (3.36)
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Admitindo V? = z na equagdo (3.36), a equacgio caracteristica fica:

DlDZZZ - KP(Dl + Dz)Z + KW(Dl + Dz) = 0 (337)

E suas raizes sao dadas pela forma:

(3.38)

Desta forma, as solugdes da funcao Y propostas neste trabalho dependem da natureza
das raizes dadas em (3.38).

Convém notar que as solucdes fundamentais do sistema (3.35) estdo correlacionadas
com a funcdo Y (r) pela relagdo de Hérmander (1963) em (3.32). No caso de placas duplas

com camada de Pasternak essas relagdes sao dadas por:

[Wl* Wz*] _ [(DZV4 — KpV? + K\ )P (r) (K = Kp V)Y (r) (3.39)

v v (KW - KPVZ)'(/)(T) (D1V4 - KPV2 + KW)IP(T)

Finalmente, os deslocamentos fundamentais podem ser dados explicitamente

substituindo-se (3.56), (3.63) e (3.64) em (3.39), resultando em:

w = oDV (r) — KpV?p (1) + Kb (1)} (3.40)
w2 = c{K,(r) — KpV*(r)} (3.41)
pl* = w2 (3.42)
v?* = c{D,V*P(r) — KpV 2P (r) + Ky ip (1)} (3.43)
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As derivadas das solugdes dos deslocamentos sdo apresentadas de forma mais
detalhada para cada caso mais adiante. As solucdes fundamentais para os esforgos de

momento fletor podem ser obtidas de forma anéloga:

d?wl* 1dwt*
My = —D1{ o [vi + (1 —v)(r,;n)?] + @ vi + (A —=v) (i Si)z]} (3.44)
1 dzvl* 2 1 dvl* 2
T = =Dy = [vo + (1 = v)(r,ym)*] + e [vo + (1 = vp) (1, 5)7] (3.45)
a2 1 dw?
ME = _Dl{ = [vi + (1 = v (r,;n)?] + P [vi + (A= v)(ry Si)z]} (3.46)

2%

dr

dZUZ*
T ==, Tt + (L)) 4

[vo + (1 —v)(ry Si)z]} (3.47)

A mesma nomenclatura utilizada para os deslocamentos fundamentais ¢ utilizada
para as fundamentais de esfor¢os, sendo M,, o momento fletor da placa superior ¢ T;, o
momento fletor da placa inferior.

Mesma notagdo dos momentos fletores ¢ aplicada aos momentos volventes que sao

dados por:

1 d*w*  1dw™

My =-D;(1 —v)(r,in)(r,s)) 7 T dr (3.48)
1 d?v*  1dv'*

Tns = _DZ(]- - VZ)(rri ni)(rlj S]) dr2 - ; dr (349)
. d*w?*  1dw?*

Mns = _Dl(l - Vl)(r)i ni)(rlj S]) dr2 - ; dr (350)
. d?v® 1dv*

Tns = _DZ(]- - VZ)(r)i ni)(rlj S]) dr2 - ; dr (351)
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As solugdes fundamentais das forgas cortantes de Kirchhoff na placa superior e

inferior ficam:

~ 3wt 1d?w?* 1 dw!*
Vir=-=Dy(1—vy) {[(1—1/1) 1+(7”’i5i)2]( dr3 +; drz  r2 dr >(7”,ini)

o (1d?w™ 1 dw"
+[1 —4(r,; 5)7] ~Z 72 gr (riny)

25,,1% 1% 1% 1%
—3<dw _law )[1—2(r,l-si>2]}+1<p(dw L )(r,ina (3.52)

R\ dr? r dr dr dr

~ d3vt* 1d*v™ 1 dv?™
711 = _D2(1 - VZ) {[(1 - VZ) ! + (rli Si)z] < dr3 +; drz - r_z dT )(rli ni)

. (1d?vY 1 dv™
+[1 —4(r,; 5)7] Pl e R (riny)

1/d?v"*  1dv" , dvt dwl
2\ Ty g | 2SR (o | (i) (3.53)

~ d3w?  1d?w? 1 dw?
_Dl(l _Vl) {[(1 _Vl) 1 + (rrl' Si)z] ( dr?, +; drz _r_z dr )(rli ni)

SN
*
I

1d?w?* 1 dw?*
+[1 - 4(r1i Si)z] <; drz - r_z dr ) (r'l' nl')

1 dZWZ* 1dW2* ) sz* de*
2l o | 2as)? ]l + Kp (— = = —— | (rima) (3.54)

d3v*  1d*v* 1 dv*
Q0 =-D,(1 —vz){[(l —v) h+ (T;isi)2]< 73 T rar i ar )(T;ini)

1d%v** 1 dv*
+[1 - 4(r1i Si)z] <; drz - r_z dr > (7",1' ni)

dv® dw?

) [1—-2(r,; Si)z]} + Kp ( T dr ) (riny) (3.55)

1/d*v® 1dv*
R\ dr? r dr

sendo V,, e Q,, os esforgos cortantes equivalentes de Kirchhoff da placa superior e inferior.
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3.2.2.1 Caso I: raizes complexas e conjugadas

2K, ~ ~ . ~
Se Kp < % entdo z; e z, serdo complexas e conjugadas. Desta forma a solugdo
D1 Dz

de 1 proposta para o problema ¢ dada por:

2]
Y(r) = c{r Z(r) +aln(r)+a Re[KO(r\/z_l)] + fat Im[KO(r\/z_l)]} (3.56)
onde:
_ 1
€= 21mz122D1 D, (3.57)
fat = (1 —a*z2,/2)/B (3.58)
B = Im(z,) (3.59)
a=1/z;,+1/z, (3.60)

sendo Re(z) e Im(z) as partes real e imaginaria das raizes complexas z, respectivamente.
As solugdes fundamentais propostas neste trabalho sdo dependentes das relagdes
envolvendo fungdes de Bessel modificada de segunda espécie e de ordens zero e um, K,(z)

e K;(2), cuja expansao genérica em série ¢ dada por:

n—1 (x)n+2k

K,(x) = (—1)"t? Z EICENRY ?n yaY {ln (;) - % [p(r+ 1)+ pe(n+7r+ 1)]}
k=0
n-1 n—
S ey

onde:

1 1 1
go(r+1)=(1+—+—+---+—)—y

2 3 T
p(1) = -y (3.62)
1 1
DN=14+=+ - —
p(n+r+1) Tttty
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sendo y = 0,5772156649 a constante de Euler-Mascheroni.

Conforme mostrados em (3.39), os deslocamentos fundamentais dependem também

do laplaciano e biharmonico da fungdo 1 (r), que podem ser escritas como:
V() =c{ln(r)+1+a/r+a Re[leO(r\/z_l)] + fat Im[leO(r\/z_l)]} (3.63)

V4(r) = c{a Re[z,°Ko(ry/z1)] + fat Im|z,2Ky(r\/z,) [} (3.64)

Conforme mostrado nas expressdes dos esforcos, podem ser requeridas até as
derivadas de quarta ordem dos deslocamentos. Isto implica que as derivadas até a quarta

ordem da fung¢do 1 e seus respectivos laplacianos e biharmdnicos devem ser escritos.

L . d . . A
A primeira derivada de Y, P, = %, e seus laplaciano e biharmodnico ficam:

Yi(r)=c {w + a/r + a Re[d,] + fat Im[dlo]} (3.65)

V2, (r) = c{1/r + a Re[z, dy,] + fat Im[z; di,]} (3.66)

V4, (r) = c{a Re[z,* dio] + fat Im[z,® dy,]} (3.67)
onde:

dyo = —\/z1K1(1\/21) (3.68)

2
Para a segunda derivada de ¢, ¥, = %, laplaciano e biharmonico resultam em:
3 In(r) a
Y,(r)=c 2 + > _r_2+ a Re[d,] + fat Im[d,] (3.69)
) 1
V l/)z(T) =C {_r_z +a Re[ZleO] + fat Im[zldzo]} (370)

V4, (r) = c{a Re[z,%dy,] + fat Im[z,%d,0]} (3.71)
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onde:

K
dyo = 2:Ko(ry/71) + 21 1:/‘/__) (3.72)

. . a3
Derivando Y mais uma vez, escrevendo 5 = it 4

—3» © seus laplaciano e biharmoénico:

1
Y3 = C{Z + 2a/r3 + a Re[d,,] + fat Im[d21]} (3.73)
2 2 4
V lp3 = C{r_g +a Re[Z1d21] + fat Im[Z1d21]} (37 )
V4lp3 = C{a Re[212d21] + fat Im[Z12d21]} (375)
onde:
K (T\/—)
dyr = —21[Ko(r/71) /7 + \J2:.Ky (ry[71) + 2 ——— \/_ (3.76)
Por fim, derivando Y novamente, ¥, = ‘:%’:, seu laplaciano e biharmoénico sdo
escritos:
r2 +12a
7./)4 =C T + a Re[dzz] + fat Im[dzz] (3.77)
2 6 3.78
V lp4 = C{_r_4+ aRe[Zldzz] + fat Im[Zldzz]} ( .7 )
V4lp4 - C{a Re[ledzz] + fat Im[ledzz]} (379)
onde:
3K, (r\/_) 2\/_1{ (r\/_) 6K, (rz1)
dyy = zl( "r +21Ko(ry/71) + L ;3\/2_1 (3.80)
1
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3.2.2.2 Caso II: raizes reais, positivas e distintas

, . .. . _— 2K,
Para se obter z, € Z, como raizes reais positivas e distintas, a condi¢do de Kp > —,
+

Dy Dz

devera ser obedecida. A solugdo proposta para esse caso sera:

r2in(r) a

Y(r) = c{ 2 + Eln(r) + (a; + Zlbl)KO(T\/Z_l) —(a; + Zzbl)KO(T\/Z_Z)} (3.81)

a=2z+ 2z, (3.82)

b =2z, (3.83)

d=z 1z, (3.84)

o = % _ % (3.85)

b, = — (3.86)
bd

De acordo com (3.39), os deslocamentos fundamentais dependem da fungdo i e de

seus laplacianos e biharmdnicos, cujas formas explicitas sdo:
Vzlp = C{lTl(T) + (a1 + Zlbl)ZlKo(r\/Z_l) - (al + Zzbl)ZZKo(r\/Z_z) + 1} (3.87)
V4lp = C{(al + Zlbl)leKo(r\/Z—l) - (a1 + Zzbl)ZzzKo(r\/Z—z)} (388)

. . d . . A
A primeira derivada de Y, P, = d—lf, e seus laplaciano e biharmoénico ficam:

r rin(r) a
1./)1 =C Z + 2 + E - (al + Zlbl)dlo + (al + Zzbl)elo (3.89)
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1
VY, =c {; + —(a, + z;b1)z;dqo + (a; + Zzbl)zzelo} (3.90)

Vi, = c{—(ay + z1b1)z,%d1o + (a; + 2,b1)2,% €40} (3.91)

onde:
dyo = /2K, (r/2,) (3.92)
e10 = /2K (1\/23) (3.93)

2
Para a segunda derivada de i, Y, = 1ap1a01an0 e biharmonico resultam em:

3 In(r) a
Yy =c 2 + 5 br2 + (a1 + z1b1)dy — (a1 + z2b1) ey (3.94)
) 1
Vg, = C{_r_z + (ay + z1by)z1d30 — (ay + Zzb1)22920} (3.95)
Vi, = c{(ay + 21b1)z,%d — (a1 + 2,b1) 2% €50} (3.96)
onde:
K (r
dyo = 2,Ko(r/71) + ————— Vi 1( VZ) (3.97)
Z, K, (ry/z
es0 = 2,Ko(1\/2,) + M (3.98)

. . a3 . . A
Derivando Y mais uma vez, escrevendo 5 = d—rf, e seus laplaciano e biharmonico:

1 2a
Y3 =c {Z T3 (a; + z1b1)dso + (ar + Zzb1)e30} (3.99)
1
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V41/J3 = c{—(a, + Zlbl)Z12d30 + (a; + Zzb1)222930} (3.101)

onde:
z1Ky(r
dyo = (2 + ) Jzak (ryf7r) + 2RV (3.102)
Z,Ko(r
es0 = ( )J_Kl(rf) L 0( V) (3.103)
Por fim, derivando i novamente, ¥, = %, seu laplaciano e biharmonico sao
escritos:
1 6a
Yy = C{_F Tt + (ay +2z1b1)dyo — (ay + Zzb1)e40} (3.104)
. 6
Ve, = C{_r_‘* + (ay + z1b1)71dyo — (ay + Zzb1)Zze40} (3.105)
Vi, = c{(ay + z1b1)z1%dyo — (ay + 23b1) 2,7 €40} (3.106)
onde:
3 2+/z1 K (r+/z
dyo = (Zl + r—z) IleO(r\/z_l) + Vi ;( \/—1)] (3.107)
3 24z, K1 (r
€40 = (zz +3 )[zzKo(r\/_) + V7K ( \/—)l (3.108)
3.2.2.3 Caso III: raizes reais iguais
Se Kp = Ii T, entdo z; e z, serdo reais, positivas e iguais, onde a solug@o proposta

Dy D3
sera:

45



Y(r) =c {rz lz(r) + 2312—1TK1(NZ_1) + by (In(r) + Ko(r\/z_l))} (3.109)
onde:

@ =1 (3.110)

b, = % (3.111)

Conforme ja foi discutido nas secdes anteriores, as solucdes fundamentais de

deslocamentos e esfor¢cos podem ser obtidas utilizando-se as seguintes relagdes explicitas:

V2 = c{ln(r) + 1+ [byzy — 1]Ko(ry/z1) + lr‘ﬂ Kl(r\/z_l)} (3.112)
V4 = c{[b1z12 — 221Ky (/21 + lr\/lel Kl(r\/z_l)} (3.113)

A primeira derivada de Y, P, = 1!) , € seus laplaciano e biharmoénico ficam:

Yy =c {w + % - [g] Ko(ry/z1) + [blzl]Kl(rJZ)} (3.114)
P2, = c{—— 55 Ko(ryz) + (a7 = bufm K (7 )} (3.115)

v4¢1=c{ [“lzl ]Ko(rr)+[2a1¢—zl bl\/z_lzlz]l{l(r\/z_l)} G.116)

Para a segunda derivada de i, ¢, = 1ap1a01an0 e biharmonico resultam em:

dz’

l 3 b
V2= { ERRE R LR (A Ve
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r

s [blx/Z N aer\/z_ll K, (r \/Z—l)} (3.117)

3a,2;

1
v, = -+ [byn? - 222 ko (ry )
N Ib1\/rZ—121 —a (E _ T\/§Z1>l Kl(T\/Z_l)} (3.118)

r

5a121

Vip, = c{lblzl3 — l Ko(ryz,)

N [bm/?ZlZ _q (2\/2_121 7”\/_21 )l Kl(r\/_)} (3.119)

r

. . a3 . . Al
onde derivando ¥ mais uma vez, escrevendo Y3 = d—;f, e seus laplaciano e biharmdnico:

2by 2 b
e e R L

+ [“\Z/Z_ b, <\/Z—121 + Zj—j—ﬂ K, (r\/z_l)} (3.120)

72p; = c{;3 + lal (Zr_l _ %) bz’ lKo(rJ_)
+ Ial <3z12‘/—1 2\/—> b, <\/_Z1 2z1\/_>l Kl(r\/_)} (3.121)

7t = o (22 257) - 225 )
+Ia1<5212\/—1 421\/—> b1<\/_zl 2z1 )lKl(r\/_)} i,

4
Por fim, derivando Y novamente, ¥, = %, seu laplaciano e biharmoénico sdo
escritos:
1 6b 3z4
¢4=C{_ﬁ_r_4+|:b1< +Z1 >_a121:|K0(7"\/_)
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T T 2r

+ [bl (2\/2_121 + 6\/32_1> _a, <£ _ rrzl)l Ky (ryz )} (3.123)

374

& 4=c{—r£+[a1(—r——221 )+b1<3r )lKO(r\/_)
l (5212\/2_1 521V7; 6\/Z_1>
+|ay -

2 2r 13
+b, (Zer\/_l 62;{)] Kl(r\/z_l)} (3.124)

. 62> 5 3z, .
V lp4 =C al - 7‘2 - 321 + bl 7‘_2 + Zl KO(T\/Z_l)
+la 2:°V7, _ 127,z _ 9z,%\z;
2 r3 2r

+b, (221 VA | on’ >lK1( J_)} (3.125)

T r3
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4 EQUACOES INTEGRAIS E EQUACOES ALGEBRICAS

Nessa secdo, sdo apresentadas as construcdes das representacdes integrais e
algébricas para os problemas de placas duplas com base elastica de Pasternak. Ainda neste
capitulo, ¢ discorrida a transformacdo das equacdes integrais de dominio do carregamento
em equagdes integrais de contorno. E por fim, sdo apresentadas as estratégias de formacao
do sistema algébrico, a comecar da defini¢ao dos elementos de contorno até o calculo das

integragdes envolvidas.

4.1 Equacgoes Integrais em Pontos de Dominio

Existe basicamente duas formas de proporcionar a transformacdo das equagdes
diferenciais de equilibrio do problema em equacdes integrais equivalentes: uma alternativa
¢ aplicando os fundamentos de energia, no caso, o Teorema da Reciprocidade de Betti, ¢ a
outra por meio do Método dos residuos Ponderados. Neste trabalho, optou-se por empregar
areciprocidade de Betti para obtencao das equagdes integrais para placas duplas com camada
elastica de Pasternak.
sup

No problema real sdo mobilizadas um estado de tensdes e deformagdes (o,

in su in . g . . . . . . N . ~
i f & P i 7Y bidimensionais nas placas superior e inferior devido a aplicagdo de
. ~ ~ supx1
carregamentos externos g; € g,. Seja um segundo estado de tensdes e deformagdes (o, i bt

inf*1 _sup*l _inf*1 . \ . ~ .
ij & €& ) associado a aplicagdo da fonte na placa superior do problema

fundamental de placas duplas. Com isso, aplicando o teorema da reciprocidade, uma relagdo

entre o problema real e o fundamental pode ser escrita como:

] o7 (@)e T (p.g)dV + ] o (@ (0, av
|4 |4
+ [ Kalw(@ = v@1w™ @, @ ld0

n

- fn Kp[w; (@—v; |[w} @) —vi (p.q)]d2 =
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= f a7 0. )P (@)dV + f o 0 (@adv
14 14

+ [ Kl 0.0 - o 0. lw(@-v(@]d0
)

_f KP[W,%*(P' q) — v}*(p, Q)][W,i (@)—v; ]d.() 4.1
0

onde V ¢ o volume e (2 ¢ o dominio das placas.

sup

~ ~ in
Tomando as relagdes deformacao-curvatura das placas & f =

= —Zwgj, Eij

—zv;j, relagdes momentos-tensdes ) aisjupz dz = My, ) ail;lf zdz = Tj; na equagdo (4.1)

pode ser reescrita:

[ My@whmaa+ | 1, @vhe.o

N N

+ fn K,y (w(@) = v(@) W™ (P, q) — " (p, 0))d2

- fn Ko[w, @, W () — v¥* (o, )]de

= | M@ qow,; (@d +f T (0, v, (q)d
N N

+ fn K,y (W™ (0, @) — v (0, ) (W(@) — v(q))d2

_f KP[W,%*(P' q) — v}*(p, Q)][W,i (@)—v; ]d.() (4.2)
0

Efetuando integragdes por partes nas duas primeiras parcelas no lado esquerdo de

(4.2) fica:

[ My @wseadns [ 1, @000

0 )

= [ My @wr@amar+ [ 1, @ur@onar
r r

- f M;; (@Qwi*(p,q)d2— ] T (@vi (p,@)dQ (4.3)
0 0
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Também operando uma integragdo por partes na quarta parcela no lado esquerdo de

(4.2):

fﬂ Ky[w, @—-v, |[w!* @ q) — v (0, )]do
= f K,[w; (@) —v; (@Q]w" (p, @)ndl" — f Ko[w (@) — vy (@w™(p, )d2 +
r N

+fr Ky[w; (@) —v; (@v" (o, Qn;dr —L Ky[wii (@) — v (@)v" (p,q)d2 (4.4)

Manipulando os momentos fletores e volventes no contorno na placa superior e
inferior, respectivamente, M, = M;jnin; ¢ My, = M;;ns;, T, =Tjjnmnj, e T =
T;; n;s;, multiplicando-se M,, por mw}" , T, por mvy’, My por sgwi’, Tus por spvy,

seguida da soma desses resultados, chega-se a:

My, Wi + Myssiwi' + Ty vy + TosSiV i 4.5)

= M;;nwi (njng + sjsi) + Ty nv g (nymy + s;85)
Sendo valida a seguinte identidade:

Ojx = nyny + s;si (4.6)
Ao relacionar as equagoes (4.5) e (4.6), tem-se:

My, mewi' + Mpsswi' + Ty mvy + Tussvyy = Mynws + Ty niv 4.7

Substituindo-se (4.7) nas parcelas das integrais definidas no contorno na equagdo

(4.3) fica:

j M;; (Q)njw,%*(p,q)dl’+j T;j (q)njv}*(p,q)dl’

r r

- f M, (W (o, redl + f T, (@ (o, @)ngdl
r r

+ f My (w3 (D, @)sidl + f Tos(QVi (. @)sxdl (4.8)
r r
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As ultimas integrais em (4.8) em regides do contorno que apresentarem uma

angularidade (canto), vide Figura 3.1, podem ser escritas como:

f My (@W (9, ) sidl" + f T (VY (0, )sidl
r r

1% * FZ
= [Mns(q)w (p; Q) + Ty (Q)vk (p' q)sk]p1

— f My, (@Qw* (p, @)dI” — f Tos, (v (p, @)dI" (4.9)
r r

Substituindo (4.9) e (4.8) em (4.3), chega-se em:

[ my@whwaod+ [ 1, @m0
o) )

- f M, (W (o, medl + f T, (@ (o, @)ngdl
r r
* % I:
+[Mus(@Qw" (0, ) + Tos (@)vic” (0, s,

- f My (@Qw" (p, )dl" — f Tos (v (p, @)dl
r r

—f Mi,-,j(q)W}*(p,q)dQ—] T,/ (@vi (p,@)dQ (4.10)
0 0

Ao aplicar uma integrac@o por partes nas duas ultimas parcelas de (4.10) tem-se:

[ My @wseadns [ 1, @000
0 )

= f My, (@Qwi (p, Oy dl’ + f T, (@vi (0, Q)medl
r r
1% * FZ
+[Mns(q)w (p; Q) + Tns(Q)vk (p' q)sk]p1

= [ My i + M @ G ar
r
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_f [T3;;(@n; + Tns_s(q)]vl*(p, q)dr

r

—f [Mij,j(Q)ni]Wl*(p'q)dF_f [T, (@n; v (p, q)dr
r r

+f Mij,ij(CI)Wl*(P,CI)dQ+f Ty (@v (. q)d2 (4.11)
Q Q

Subtraindo-se a primeira e terceira integrais do lado direito em (4.4) de (4.11) tem-

S¢:

| My @whiw.oda+ | T, @vhe.od
0 n
- Kolws @, vl @) - v} @.0)la0

= j M, (Qwy (p, Qnydl + j T (Vi (p, @)nydll
r r
* % I
+[Mus(@Qw" (0, ) + Tos (@)vic” (0, s,

_f [M;; ;(@)n; + My (q) + Kplw; (@) —v; (@]Iw" (p,q)ar
r
_f (T3, (@n; + Tus (@) — Kp[W,i (@) —v; @1v" (o, )dr
r
—f [M;; ;(@n;]w** (p, @)dI" — f [T, (@n; v (p,q)dr
r r

+ fg [My5(@) + Ky [w (@) = v (@] W (0, )d2

+f [Tij,ij(‘I) +Kp[wii (@) — v (q)]] v (p,q)d 2 (4.12)
Q
Tendo em vista que R,"P = — [Mns]i2 R™ = — [Tns]i2 s30 as reagdes de canto nas
1 1

placas superior e inferior, e ainda que as cortantes equivalentes de Kirchhoff nas placas
superior ¢ inferior, em especifico com fundagio de Pasternak, sdo dadas por V;, = M;; n; +
Mps s + Kp(Win—v,n) € @ =Ty + Mg, — Kp(Wn— v, ), @ equagdo (4.11) pode

reescrita como:
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| My @whmada+ [ 1, @uhe.0d
o) )

- f My, (W (o, Inyedl + f T, (@l (o, @)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

= ) RMPwE - Y R
c=1 c=1

- f V, (@Qw"*(p,q)dl — f Qn (@Qv"*(p,q)dr
r r

n f My, (W (0, @)ngdl” + j T, (@Y (@ @)ngdl’
r r

+ fg [Mij,ij(q) + Kp[wi (@) — vy (CI)]] w'(p, 9)dQ

+ fg [Tij,ij(q) + Kp[wi (@) — vy (CI)]] v (p, q)dQ (4.13)

Unindo (4.13) ao lado esquerdo de (4.2) e tem-se:

| my@whw.odae | 1, @vleade
N N
+ fn K,y (w(@) = v(@)) W™ (P, q) — " (p, 0))d2
—f V, (@Qw"™(p, q)df—f Qn (@Qv"*(p,q)dr
r r
+ f M, (@WY (o, @)mdl + f T, (v (o, @)nedl
# [ M@ + Kol @ = 0@ W . )2
0

+ [ @ = Kyl @ - @)1 (0. a2
02

Ncantos Ncantos
sup. . 1% inf 1x
=1 =1 (4.14)

Realizando analogamente procedimento aplicado das equagdes (4.3) a (4.13) no lado

direito de (4.2), uma relagdo reciproca a (4.14) fica:
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f MY (0, w,;(@)d2 + f T (0, )v,;(@)d
0 ()

+ fn Koy (W™ (0, @) — v (0, )W (q) — v(q))d2

- f VY (0, w(q)dr — f X (0, Yw(q)dr
r r

+ f M, (@WY (o, @)mdl + f T, (v (o, @)nedl
r r

+f (MY, @) + KW' (0, @) — v"* (p, )]

Q

—Kp (W 1 (0, @) — vk (0, 9))Iw(q)dQ

+ f [T (0 @) — KW (0, @) — v (0, )]
Q

+Kp (W ke (0, @) — vV ke (0, ) ]v(q)dQ

Ncantos Ncantos

suplx inflx
c=1 c=1

(4.15)

Tomando as relagdes da Eq.(3.24), que sdo —M;;;; + K,(Ww — v) — Kp(W, . —

ij,ij
Vi) = g1 € —Tijij — KwW —v) + Kp(Wye— Uy ) = g2, bem como da Eq.(3.56),
_Miljfij + Ky (W —v™) = Kp W = vV ) = 8(p,q) e —Tifij - K, (W™ —v') +

Kp(WY ik — v 4k ) = 0 e substituindo nas equagdes(4.13), (4.15) e (4.2), chega-se em:

f —5(p, Qw(q)d 2 f v (p, Qw(q)dr — f 0L (0, )v(g)dr
0 r r

t f M (0, Qw y (Q)nyedl + f T2 (p, vy (@)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

suplx infi1x _
c=1 c=1

- f Vo (@Qw(p,q)drl — f Qn (Qv™ (p, q)dr
r r
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t f M, (W (p, @)yl + f T, (@l (o, @)ngdl
r r

— f 91w (p, q)d2— f 9.v" (p, Q)dQ
0 0

Ncantos Ncantos

D )
c=1

(4.16)

A equagdo integral dos deslocamentos da placa superior em (4.16) pode ser reescrita

fazendo-se uso da propriedade do delta de Dirac [ o 9p,)f(@d2=f(p):

wp) + |

V2 (o, Qw(Q)dr + f X (0, v(g)dr
r r

- f M3 (0, Qw y (Q)redl — ] T (p, v (@)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

+ Z R w, + Z Rinfl*vc
c=1 c=1

=] V, (q)wl*(p,q)df+j Qn (Qv'*(p, q)ar
r r

- f M, (W (p, @)ngdl” — ] T, (v (p, Onedrl
r

r
Ncantos Ncantos
z RSPyl + z RIM
c=1
+f glwl*(p,q)d!2+f g.v" (p, q)dQ (4.17)
Q0 Q0

sup
b

Conforme discutido anteriormente, tensoes ¢ deformagdes bidimensionais (o;;

in Su; ln
ij 7 if p, f ;) sdo mobilizadas nas placas superior e inferior em decorréncia da aplicagdo
de carregamentos externos g; € g,. Seja uma fonte ativada na placa inferior do problema de

placas duplas fundamental implicando no desenvolvimento de tensdes e deformacdes

(sup*z inf*2 _supx*2 mf*z

i 0 € & ) Assim, o teorema da reciprocidade permite que uma relacao

entre o problema real e o fundamental pode ser escrita como:
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fv o' (e P (p,)dV + fv oo (e (0, )dV

+ fn Koy (W(@) = v(@)) W (0, q) — v** (9, g))d12

- fn K[y (@), |[Wh @ @) — v (0, @)]d02

= f o170, e T (dV + f o (o, e (q)dv
174 \%4

¥ fn Koy (W (0, @) — v** (0, @) (w(q) — v(q))d2

- fn Kp[w% (0, @) — v @, )] [wi (@)—v | (4.18)

Para o caso da fonte aplicada na placa superior, uma relacdo matematica para fonte

aplicada na placa inferior analoga a equacao (4.15) pode ser escrita como:

j M2 (p, w;(q)dR2 + f T2 (0, ) () d02

N 0N

+ fn K,y (W2 (0, @) — 1% (0, ) W(q) — v(q))d2

— fn Kp[w2 (p, @) —v& (@, @)][wy (@—v, |d2 =

- f V2 (p, w(q)dr — f 02 (0, Q)v(@)dr
r r

+ f M, (W2 (p, nyedl” + ] T, (v (b, @Inedrl +
r r

+ fg (M2 (P @) + KW (0, @) — v7* (0, ) IW(@)d2

+ fg 724, (0, ) — KW (0, q) — 1% (p, )](@)d2

Ncantos Ncantos
Sup2x* inf2x
— Z R w, — Z R.7 " v, (4.19)
c=1 c=1
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Se equagdo forem substituidas nas equagdes(4.13), (4.15) e (4.2), e ainda utilizando-

se a propriedade de Dirac [ o X0, 9)f(q)d2= f(p) , resulta em:

v(p) + ] V2 (p, Qw(q)dr + f 02 (0, v(@)dr
r r

_ f M2(p, w y (Q)nyedl — f T32(p, @) (@)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

T S
c=1 c=1

=f V. (@Qw* (p, q)dF+f Qn (Qv* (p, @)dr
r r

- f My, (w2 (p, Q)nyedl — f T, (@v2 (o, @)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

+ Z RI*Pw2 + Z Rénfvcz*
c=1 c=1

+ 2*(p, d_(2+f v¥*(p,q)d02
L gw” (p,q) ng . q9) (4.20)

Visto que o sistema de placas duplas possui quatro incognitas em deslocamento e/ou
esforgos, o problema carece de duas equagdes integrais para resolvé-lo. Essas duas equagdes
adicionais podem ser tomadas por meio da derivada direcional em relagdo ao ponto fonte

dos deslocamentos transversais na placa superior e inferior, (4.17) e (4.20), resultando em:

W,m (p) + f Vem (@ @w(q@)drl + f Qrim(p, Qv(g)dr
r r
Ncantos Ncantos

+ Z Rg}#l’l*wc + Z Ri’;{ll*vc
c=1 c=1

- f M (0, @)W (@)ngdl” — f T21. (0, @)v (@)nudl
r

r

- j V, (@wk (o, q)dr" + j 0 @V (0, )T
r r
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- f My, (@ (p, medl — f T, (@0l Q)ndl
r r

Ncantos Ncantos

S e S e

+ f 91w (0, Q)d Q2+ f 92V (p, q)d02
0 0

Vo (0) + f V2 (o, Qw(Q)dr + f Q02 (0, v()dr

- f M2, (0, @)W (@)ngdl” — f T22.(0, )v (@)nudl
r r

Ncantos Ncantos

+ Z RsupZ*WC + Z RmfZ*

=f V, (@Qw,z (p,q)dl“+f Qn (Vi (p,q)dl’
r

- f My, (w2 (b, medl — f T, (@2 (o, )ngdl
r r

Ncantos Ncantos

+ RsupWZ* + Rmf 2*
E c cm §
c=1

+ f 9iW.m (D, Q)d Q2+ f 92V, (0, q)d2
0 0

4.2 Equacgoes Integrais no Contorno

4.21)

(4.22)

Se a forma singular da solu¢do for desejada, para a formulacdo de flexao de placa

através Método dos Elementos de Contorno, além das equagdes (4.17), (4.20), (4.21) e (4.22)

para pontos do dominio, serd necessaria a imposi¢ao da obtencao de equagdes integrais para

pontos do contorno. Isso faz com que o ponto fonte seja locado no contorno do problema a

equagdo passe agora a nao ter somente integrandos regulares. Essa migragdo traz consigo

algumas singularidades nas solugdes fundamentais, visto que o na situa¢ao em que o raio r
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tende a zero (r - 0), alguma parcela ou fun¢do podera tender a infinito. Um procedimento

analogo ao discutido em Paiva (1987) para placas simples, que posteriormente foi utilizado
por Manzoli (1992) para placas simples apoiadas em base elastica de Winkler, sera deduzido
nesse trabalho.

Seja um ponto p, inicialmente no contorno, ilustrado na Figura 4.1. Uma
manipulagdo pode ser implementada pelo acréscimo de um contorno circular I';, centrado

em p, e pela diminui¢do da parcela do contorno do problema I, fazendo com que este ponto

se torne inteiro ao dominio dessa regido semicircular de raio &,

Figura 4.1 — Contorno circular acrescido a um ponto o de um canto da placa. Fonte: Autor

Com esse arranjo, apods a modificagdo no dominio da placa, o contorno pode ser
escrito em duas parcelas e a equagao integral do deslocamento transversal na placa superior

para o ponto p escrita a partir da equacao (4.17) fica:

r-r

w(p) + f V2 (0, Ow(q) + QX (0, )v(@)]dr
+ | WV, w(q) + Q3 (p, v(g)ldl;

Ie

- f M we (@ + T, v (@mi]dr
r-r
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~ [ M. @ @+ T2 0, D (@il
Ty

&

Ncantos Ncantos

) R eaowe + ) R
c=1 c=1

=f % @w"®,9) + Qn (v (b, @dr
r

-r

+] [V (@Qw"(p,q) + Qu (@v"(p,@)]dI:
T,

&

~ [ M oWk @ @me + T @k rdniar
r-r

- f (M, @ 0, g + Ty (@0 (0, @In]dr
Ie

Ncantos Ncantos

+ Z R;*wl(p,q) + Z RM v (p,q)
c=1 c=1

+] glwl*(p,q)d.(2+j g.v (p, Q)dR (4.23)
0 0

onde ¢ € o raio do semicirculo de centro no ponto fonte, que complementa o contorno I". Tal

procedimento se aplica também, de forma semelhante, nas equagdes integrais de rotacdo Py

*

ow

Fazendo-se a aproximag¢do do ponto fonte no contorno, ou seja, tendendo & — 0,

tem-se que:

we) +lim [ 4 w(@) + OF (. v(@ldr
r-r

+gim [ 1. w(@) + 0 G v(@lar:
£ e
~lim [ (M7 w @+ T 0 D @miar
r-r

~ gim [ M @ @ + Ty v (el
& I"S

Ncantos Ncantos

) R eaowe + ) R
c=1 c=1
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=lm | [V (@w" @)+ Qn (@Qv" (P @)]dr
r-r
+ lim f [V (@W"(®,9) + Qn (@v* (0, Q)]dr:
£ Ie

~tim [ (Mo @WE @@ + T @k Ga@dneldr
r-r

~tim [ (M @WE @ @me + T (@OVE G )mJdr
€ Ie

Ncantos Ncantos

+ Z RIPwr (p,q) + Z RM v (p,q)
c=1 c=1

+ f giwr (p,@)d 2+ f g (p,q)dR (4.24)
0 0

Devido a presenga de singularidades na segunda integral em ambos os lados da
equacdo (4.24), bem como na primeira e terceira integrais de cada lado da mesma, essas

devem ser tomadas no conceito do valor principal de Cauchy, resultando em:

Lim f W, w(g) + Q7 (v, Qv(g)ldr
r-r
—lm | Mz, w (@nie + T (0, v (@ ]dr
r-r

- f V2 (o, Qw(a) + QX (o, ) v(@)]dr
r

- f (M3 (o, w1 (D + T2 (0, v e (@]l (4.25)
r

%‘—Tfolf [ @w" (@, @) + Qn (v (0, @)]dr
r-r
~ f My (@wi @, @ + T (v (0, D] ar
r-r
=f [V (@w"®,9) + Qn (@v**(p,@)]ar
r

- f (M, (WY 0, D + T (V% (0, @) )dr (4.26)
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Porém so6 isso ainda nao ¢ suficiente para a analise. Faz-se necessario estudar as
parcelas definidas no contorno I'; para consumar a analise da equacdo integral. Um

procedimento que pode ser tomado € somar e subtrair, na primeira integral de cada lado da

equagao, os deslocamentos e rotagdes no ponto fonte:

tim [ (4 wCa) — M o wa(dm]
re
+lim [ [0k 0. 0v(@) ~ T3 G @wian] i
re
~tim | (R @@ W@ ~ w)] - MO Dwi(@) — wa@ln d
Tg
+lim [ {@F 0. 0W@ - v®)] - T 0. 0@ - n @]
re
+lim [ R @ w) - MY owiIn] dr;
re

+lim [ [0F (0 )v() ~ T O v dry (427)
T'e

Tomando uso da condigdo de Holder tanto para os deslocamentos quanto para as

rotacoes das placas, considera-se as seguintes relagdes:
w(p) —w(@)| < Cra®D (4.28)

sendo C; uma constantee 0 < a; < 1,comi = 1,2.

Prosseguindo com o calculo dos limites ap6s a substitui¢do de (4.28) em (4.27), tem-

se o seguinte resultado:

ff%f [V (0, dw(@) — My*(p, Yw, (@), ] dT
k3

+lim [ [0k 0. 0v(@) ~ T G vian] i
re
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—w@) tim [ .0l —wadndim [ M ()] dry
T'g I'e

+v(p)lim fr s o (p, 1 ATz — v, (PImlim fr s [T (0. @) dl; (4.29)

Conforme pode ser visto na Figura 4.1, tem-se que dI'; = {d@ e ainda que o raio

vetor r = £ ¢ coincidente com a normal do contorno do circulo auxiliar de raio de curvatura
implicando em r,;n; =1, r,;s; =0, m,;n; =r,;m;. Sendo [, o angulo interno do canto

da placa. A equagdo (4.29) fica:

éll'&f [V (0, w (@) — My* (o, Qw,(@ny] dT
k3

+lim f (03 (B, @)v(@) — T% (b, Dvu(@)ny] dr
rg

2n—L¢ 2n—B¢
— i) [ EOgde - wn [ M) do
0 0
2n—B, 2m—p,
+v(p) f [0X (v, 9)¢] a8 — v, (p)ny f [T (p, 9)¢] do] (4.30)
0 0
onde:
Vs - o dAwl* dPwh 1dw? o aw'*  dv'* aa
nf__l fdfg +d§2 _f df + P df_df ( )
e — _p v dPv" 1dv" X dv'*  dw" .
Qn S; - Y2 S; df3 + dfz - f df + Kp df - df ( . )
» aZ 1% P 1%
M,"§=—-Dy (E a‘; +v ;’5 ) (4.33)
. 92pl* 92pl*
Tnl f = _DZ (fa—fz + Vo a—€> (434)
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Chama-se atencdo que os esfor¢os indicados na equagdo (4.29), como ja visto,
dependem das solucdes fundamentais que sdo dependentes das relagdes envolvendo fungdes
de Bessel de segunda espécie e de ordens zero ¢ um, K,(z) ¢ K;(z). Para pequemos

argumentos z — Z, as expansoes € se resumem:

; — _v_Im(?
lim Ko(z) = ~y = In(3)
. (4.35)
limK,(z) > 5
zZ—Z Z

Uma vez que ¢ = 0, entdo se faz necessaria a discussdo de como essas fungdes

podem ser expressas quando sujeitas a pequenos argumentos:

2K,y
Para o caso II, Kp > —, as solucdes fundamentais ficam:
+

D1 D
im 2 i £ 2 (4.36)
b o T o T '
tim 29V _ {K 21 ()+1]} 4.37)
AP :

aZ 1*

lgl_r)r%) 6‘;}2 = {Dz %(zlln (11) - Zzln(4) + 2y(z, — zz)>l

K, [%(ln(zl) - ln(zz))]

iK, [3 — 4y + 2[In(r) + 2 n(2)] N ZyIn(z,) — z1In(z,) } 4.38)
4 2d
3wl b
lrl_@ '3 6‘:3 = c{—Dzﬁ [len (241) Zzln( ) + 2y — 1)d]
b
+Kp o2 in(z1) — In(z,)]

KW z
~24 Zzln(41) len( ) -2y - l)d]} (4.39)
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21<
Para o caso IIl, Kp = —, as solu¢des fundamentais ficam:
+
D1 D3

0w .
lim =limé——=—=0 (4.40)

T {D [in (2) + 2] - 222 1 (&) 4 201

§-0 & 0§
+—[2 (@) + ln(4) +y)+ 1]} (4.41)
92w D
o {2 1 (2) 420 ]+ 22 (2) 2 )
1 5 —3In(z,)]
+K,, li Bin2) =3y +In(r)) + — } (4.42)
3w (D K l 1]
i ¢ = et = |y + T - -5
1K, |2 <y + ln(zzl) - ln(2)> - 1” (4.43)

Para o Caso I (raizes complexas), um procedimento analogo pode ser feito para
obtencdo desses limites. J4 os limites de w2* e suas derivadas superiores para os casos I, II,
e IIT podem ser obtidas a partir das equagdes (4.36)-(4.39) atribuindo-se D, = 0.

Substituindo as expressoes em (4.30):

éll'&f [V (0, w(p) — My* (o, Qw, (p)ny ] dT
k3

+lim f 03 (0, @)v(p) — T (b, v ()] dT
rg

_ﬂc

2n—Bc
= W(P)f D;D,z:*cd@ = w(p) (4.44)
0

66



Assim, tendo em vista as equagdo (4.25) e (4.26) , fazendo as devidas substituicdes
das equagdes sob pequenos argumentos e (4.44) , a equagdo integral (4.24) para um ponto

no contorno fica:

Ciw(p) + f

V2 (o, Qw(q)dr + f 0L (0, v(g)dr
r r

- f M (0, wy (@)nyedl — f T2 (p, v (@)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

+ Z RV (0, Qw, + Z R ™ (p, v,
c=1 c=1

= f Vo (@Qw(p,@)drl’ + f Qn (v (p, @)dr
r r

- f M, (W (p, @)ngdl” — ] T, (@ (o, @)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

+ z RPwH(p,q) + Z RM v (p,q)
c=1 c=1

+ w*(p, d.(2+f v¥*(p, q)dQ
fg gw (p,q) ng »,q) (4.45)

O termo livre C;, da equacdo (4.45), pode ser escrito em func¢do de algumas

colocacdes do ponto fonte como:

0,sepgQ U T

Pe
-, er
o sep

1,sep € (4.46)

O
Il

De forma andloga, a equagdo integral do deslocamento transversal na placa inferior
para o ponto p pode ser escrita, apos esta modificacdo no dominio da placa, a partir da

equagao (4.20).

v(p) + ] V& (0, Qw — MZ (o, Qwn; + Q2" (p, Qv — T2 (p, v, my | dI¢
re
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+f [, w — ME* (o, Qwny + Q7 (p, v — T (p, ) v,my] dT
r-r
Ncantos

Z RI'P* (0, @)we + RETH (p, v, + R (0, @),

c=1

Ncantos

+ Z Rénfz*(p,q)vc +R;Tf2*(p,q)vr1+R}Zf2*(p,q)vr2
c=1

[Vaw?*(p, @) — MpuwT* (p, Oy + Quv**(p, @) — Tvi* (, Oy Al
r'e

+ f [Vaw?* (p, ) — Mpwi*(p, Oy + Quv* (0, @) — Tv7* (p, @)yl dT
r-r

Ncantos

Z RPwE (p, @) + REPwE (p, @) + R Pwh (0, @)

Ncantos

' Z R (p,q) + REWE (b @) + RETWE (p. )

2% 2%
+L [g1w** (p, q) + gv*"(p, )] dQ (4.47)

Aproximando o ponto fonte no contorno, ou seja, implicando em ¢ = 0. A equagao

(4.47) pode ser reescrita como:

v(p) + Lim ] [V (0, Qw — MZ (o, Qw,n; + Q2" (p, Qv — T2 (p, v, my | dI¢
r'e

Him | @ w = MEG.@wn + 0 (. v = T @, avm] dr

N cantos

z RIP* (p, QW +llm[RS””2 (0. Owr, + REP* (p, @)wr, |
c=1
Ncantos
+ Z Rmfz*(p,CI)UC +llm[ mfz (p;CI)Vr1+Rmf2*(p,CI)Ur2]
c=1

=lm | [aw® (@) = Mawi' (0, O+ Quv™ (0,0) = Tav i (b O] dl
T'e

+lim [Vaw?(p,q) — Mpwi*(p, Qny + Quv* (0, q) — Tvi*(p, @ny1 dI’
Ncan[osr

+ Z Rsup 2%(p, q) + é%[RF er “(n,q) + R;Zupwrz (, CI)]
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Ncantos
+ ) RO o) + lmRE wE o) + R WE 3,0)]
c=1

+ ] LW (0, @) + g>v** (p, )] A2 (4.48)
Q

Tomando o conceito do valor principal das integrais na equacao (4.48) , chega-se as

seguintes relacdes:

lfl—rféf [, w — My (0, w,n, + Q2 (p, v — T (p, Q)vym;] dI
r-F

- j [V:2*(p, Qw — ME*(p, Qw,ny + Q7 (p, Qv — TF*(p, Qv ] dT (4.49)
r

um | [Vow* (p,q) = Mo (p, )y + Quv* (0, @) — Tov " (p, Omu] dl
r-r

- j Vaw® (p, @) — Mpywi*(p, @n; + Quv**(p,q) — T,vi* (p, @)ny] dT (4.50)
r

Para completar a andlise da equacdo integral ¢ necessario estudar as parcelas

definidas no contorno I';. Somando e subtraindo deslocamentos e rotagdes no ponto fonte,

as seguintes relagdes podem ser escritas:

Lim f [V (0. Dw(@) = M (o, @w(@In, + Q7" (0, Q)v(q) — T (p, Dvu(gIny] dly
T'e

= lim f V& Qw(g) —wp)] — MZ (0, Q)[w,(q) — w,(P)|n;, +
e
+Q2* (p, Plv(q) — v(P)] — TZ*(p, D [v, (@) — v, (p)|n; }dI¢

+ éll’éf [V (0, dw(p) — MZ* (0, w,(p)ny] I
k3

+lim [ 03 @, v@) ~ T3 @@, (I d @31
T'e
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Fazendo uso da condi¢do de Holder para os deslocamentos e rotacdes das placas,

pode-se escrever as seguintes relagoes:
lv®) —v(@)| < Cra®@D (4.52)
sendo C; uma constantee 0 < a; < 1,comi = 1,2.

Conforme pode ser visto, tem-se que dlz = {d@ e ainda que o raio vetor r = & €
coincidente com a normal do contorno do circulo auxiliar de raio de curvatura implicando

em r,;n; =1,r,;s;, =0, m,;n; =r,; m;. Assim, a equagao (4.51) fica:

tim [ [4. w(@) = ME @ wa@m + 0 (0. Dv(@) ~ T G v dry
I

2n—L¢ 2n—fc
—timw®) [ R @Edo - won [ M (08 do
0 0
21— f¢ 2n—fc
v [ 10 GEde - v em [ [T (.08 do] (4.53)
0 0
onde:
Ve — o adBw? dPw 1 dw?* o dw?* dLZ* 454
nf__l fdfg, +d§2 _f df + P df_df ( )
2 _p d*v* A 1dv” X dv**  dw” 4se
Qn‘f—_ 2 ‘Edfg + dfz _fdf + Kp df - df ( )
. *w ow**

M,%*& = —-D, (f 652 +v 3% ) (4.56)
. 92 v 92 v

T,**& = —D, (f 052 +v; 3% ) (4.57)

As derivadas demandadas em (4.54)-(4.57) sao dadas por:
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21<
Para o caso II, Kp > —, as soluc¢des fundamentais ficam:
+
D1 D

m= {%[Zln(r)+1]}

62 2%

b
lfi_r)r(l) 6;2 = C{Dl [Zd <len (21) Zzln(4) + 2y(z; — Z2)>l

K, [%(ln(zl) - ln(zz))]

‘K, l?) — 4y + 2[In(r) + 2[n(2)] N z,In(zy) — z,In(z,) }

4 2d
lrl_@ f sz* = c{—Dl%[zlln (24) Zzln( ) + 2y — 1)d]
+Kp o lIn(z:) — In(z)]
22 [ain (2) = zin (2) - 2 - D]}

21<
Para o caso IIl, Kp = —, as solu¢des fundamentais ficam:
+
D1 D

v2* aZUZ*
m 5 = im &g =0

lgl_T)Y%) %a;;;* C{D1Z1 [l (21) + 2()/)] Kpzy [ln (ZT‘:) + 2()/)]

+—[2 (@) +ln(4) +y)+ 1]}

lim

-0 6{2

e = {2 () + 20+ 0]+ 22 [in(2) 4207 - )

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

71



+K,, E (Bin(2) =3y + In(r)) + 5—+n(zl)l} (4.64)

a3v%* D, Kp In(z,) 1
. _+ 2 __r _ _ =
lim ¢ 5.3 C{ 2 T Iy Ty @ 2]
In(z,)
+K, |2y + >~ ni2)|-1 (4.65)

Aqui também os resultados dos limites para o Caso I (raizes complexas) podem ser
obtidos empregando um procedimento analogo.

Os limites de v1* e suas derivadas superiores podem ser obtidas através das equagdes
(4.58)-(4.61), para Caso I, e das (4.62)-(4.65), para Caso II, atribuindo-se D; = 0.

Substituindo as equagdes e (4.58)-(4.61) e (4.62)-(4.65), conforme o caso, em (4.54)-
(4.57), a equacado (4.53) resulta em:

Lim f [V2* 0, Dw(@) — MZ*(p, Yw (@, + Q3 0, Dv(q) — T (0, v, (@In]| dI;
re

2m — B,
2T

2m—Pc¢
= v(p)j D;D,z,%cd® = — v(p) (4.66)
0
Semelhantemente, assim como ocorre com os limites das parcelas que envolvem as
reagdes de canto R, as demais integrais sobre I’y indicadas em (4.53) conduzem a valores

nulos.
Dessa maneira, a expressao (4.48), a qual representa a equacdo integral para um

ponto no contorno, fica:

Cov(p) + f V2 (o, w(g)dl + f 02 (p, )v(g)dr
r r

- ] MZ* (0, Qw y (Q)nyedl — f T2 (p, v (@)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

) R paowe + ) R
c=1 c=1
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f V. (@Qw*(p, q)dF+f Qn (Qv* (p, q)dr
r r

- f My, (w2 (b, )nyedl — f T, (@2 (o, @)ngdl
r r

Ncantos Ncantos

+ Z R;*PwZ(p,q) + Z R vZ(p,q)
c=1 c=1

+f glwz*('p,q)d_(2+f gzvz*('p,q)dﬂ (4.67)
o) Q

O termo livre pode ser escrito em funcdo de algumas colocacdes do ponto fonte
como:

0,sepgQ U T

Be
C, = -, er
2 o SEP

(4.68)
l,sep €

Seguindo o0 mesmo procedimento, o contorno sera acrescido de um trecho circular I

em torno do ponto "p" para a determinacao da representacao da equagao integral da derivada
direcional do deslocamento da placa superior para um ponto "p" do contorno da placa. Desse

n n r

modo, o ponto "p" ¢ integrado ao dominio e pode-se escrever a equacgao integral

W @)+ | [V, w — MEn (0, Qwny + Qi (0, v — T (0, Q)v,m)] d1
re

n f W W — M, QWany + Qhion(p, ¥ — T (0, @)v,m,] dT
r-r

Ncantos

Ncantos
+ Z ROV (0, we + z R (0, @),
c=1 c=1

j [VnW,ml*(p: q) - MnW,%:n(p: q)nl + an,ml*(p; CI) - Tnv,%:n(p: q)nl] ar
3

+f _[VnW,ml*(pl q) - MnW,%:n(p: q)nl + an,ml*(p; CI) - Tnv,%:n(p: q)nl] ar
r-r
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Ncantos Ncantos

+ Z RSPwls.(p,q) + z RV vl (0, )
c=1 c=1

+ j (91w (0, @) + g2vm* (0, @)] dO (4.69)
Q

Aproximando o ponto "p" para o contorno, pode-se reescrever a (4.69):

Wm(P) + lim f [Vie (0, @w — ME% (0, Qw iy + Qi (0, Qv — T (0, Qv AT
re

*

+ lfl_f’é _[an,;;z(P' QOw — My (o, Qwng + Qu'n(p, v — T::m(P' Qv,mn,|dr
r-T

Ncantos Ncantos

+ Z RV (p, Qw, + Z R (p, q)v,
c=1 c=1

= lim Vw2 (0, @) — Mpwin (0, 1y + Qv (0, @) — Tovin (p, @0yl dI°
£

* girr(} ] [Qnvm™ (D, @) — T (p, @)1y ] AT
~0Jg

+lim | [Vawm (P, @) — My (p, )my] dT
~YJr-r

+Um [ [Quvm (D,q) — Tovin(p, @n] dl
r-0Jr_r

Ncantos Ncantos

+ Z RSPwls. (p,q) + z RMvls.(p, @)
c=1 c=1

+ j (91w (0, @) + g2vm* (0, @)] dO (4.70)
Q

Lidando com o conceito do valor principal das integrais na equagao (4.70), tem-se:

im | Vi@, Qw(qQ) — My (v, Qw, (@n] dI’

r-0 r-T

+lm | (@i 9)v(@) ~ Trm® @vy(@)n] dr

r-r
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- f [V (0, W (q) — My’ (0, QYw,(@)n;] dT
r

+ [ [0 V(@ = Tim . vl r @71
r

um [ [Vowm' (0, 0) = Maw i (P, @11 + Q™ (0, @) = Tovm(p, O] AT
r-r

- j [VnW,ml*(p: q) - MnW,%;n(p: q)nl + an,ml*(p; CI) - Tnv,%:n(p: Q)nl] dr (4'72)
r

Faz-se necessario o estudo das parcelas definidas no contorno I';. Manipulando os

deslocamentos e rotagdes no ponto fonte, sdo escritas as seguintes relagdes:

tim f Vi (0, w(q) — My, W (@)n,] dlt
re
+lim f (X (@ V(@) = Trm P, @), ()] dT
re

= lim f Vi@, w(@) = w®)] — My, [w,i(@) — w, ()]
I'e
+Qim®, D (@) = v(P)] = Tom @, D[v1(@) — v, (D) |}l

+lim f [V (0, W — ML (0, Qwny + Qo (0, Qv — Trom (0, Qvmy | ATy (4.73)
re

A condicao de Holder para as rotagdes das placas, considera-se as seguintes relagoes:

< L,ra®o (4.74)

dw(p) dw(q)
ar or

Aplicando a equagdo (4.74) na (4.73)(4.73):

sendo L, uma constantee 0 < a; < 1,comi = 1,2.
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Lim f [V (0, w(q) — M (p, @w (@] ATy
re
+lim f [+Qi. (@, )v(q) — T (0, Qv (@)n] dI;
re
= w(p) lim f Vim (0, ) dI; — w(p)nlim f My (p, @) Ay
{—)O Fg f—>0 I"f

@i [ Q@) Al = vi@mli [ T, dry @.75)
e e

Imprimindo um movimento de corpo rigido de rotagdo w,;(p)n; = v,;(p)n; no
sistema de placas, resultam em deslocamentos w(p) = éw,;(p)n; e v(p) = &v, (p)n;. Além

disso, considerando que dI = £d®, pode-se reescrever a (4.75):

Lim f [V (0, w(q) — M (p, Qw, (@] dTy
re

+lim f (025, @)v(@) — Tam(, Do (@] dl
Fe

2n—B¢ 2n—f¢
=wi@) lim | Vi @,)8d0 —w,@om lim [ M@, 02do
2n—p, 2n—B,
w@ [ QG- w@ntn | TGO 76)
0 Yo

No contorno auxiliar, o raio vetor r = ¢ ¢ coincidente com a prépria normal do
contorno do circulo auxiliar de raio de curvatura implicando em r,;n; =1, r,;5; =0,

m,;n; = r,; m;, assim as seguintes relacdes podem ser escritas:

5 1k » 5 d*wt d*wl*  3dw!*

f Vn,m(P; Q) - EMn,m(pJ Q) = Dlru' m; E d€,4. +3 dfz - E df (477)
” 1 1 ,d*v d?v*  3dv'*

f Qn,m(p' Q) - ETn,m(pJ Q) = Dlr;i m; E df4 +3 dfz _E df (4-78)
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Levando-se em conta as solugdes fundamentais para pequenos argumentos (7 < 1),

21<
para o caso II, Kp > —, tem-se:
+
Dy D2

1 owl* 2In(f)+ 1
— ¢ {KW T} (4.79)

azwl*

lgl_r)r%) 57 = {Dz %(zlln (11) - Zzln(4) + 2y(z, — zz)>l
[% (ln(zl) + ln(zz))]

3—4y +2[In(r) + 2In(2)] 2zyIn(z,) — z;In(z,)
4 * 2d }

—Kp

(4.80)

+ |

b
D, [ﬁ (3z3n(2;) — 3z;In(z1) + (4 + In(64) — 6y) (2, — Zz))]

b
(ln(zl) — ln(zz))]

24wl {

K[3
Pl2d

K, [3 + 6[In(2) —v] d+3 zyIn(z1) — z1In(z;) } (4.81)

2 2d

ZK
E para o caso III, Kp = —, s@o escritas:

D1 D>

i 22 [P 1 (22 2] 2 i () + ]

+K,, [ln( ) + 2y + 2In(r) + 1]

im IV d0%w _ {Dzzl

£50 082 [l ( ) +2(y + 1)] Koz [ln (Z4—1) +2(y — 1)]

4

1 5 —3In(z,)
+K,, IE (Bin(2) =3y + In(r)) + T]} (4.82)

oW = c{—%zl +%3Z1 [ln(4) + 2y — 1]
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_KW

6 ()/ + ln(zzl) - ln(2)> — 3]} (4.83)

Os limites de w*

equacdes (4.79)-(4.81) , atribuindo-se D, = 0.
Substituindo (4.77),(4.78) ¢ (4.79)-(4.81) em (4.76):

e suas derivadas superiores podem ser obtidas de a partir das

Lim f [Viim (0, w(q) — M (p, @w, (@)ny] dly +
re

Lim f [Qken (0, D)v(q) — Trm (0, Qv (@)1 dI;
re

2n—L¢

2n—Bc 1
= w,l(q)ml'];) 2D,D,z.%cd@ = —;W,l(q)ml'];) r,m; d® (4.84)

sendo o angulo ¢ formado entre os eixos dos sistemas cartesianos (n,s) e (m,n), para

qualquer ponto do contorno I';:

r,,m; = sen(® — @) (4.85)

dw(p) _ dw(p)dm dw(p) ot

— (4.86)
on dm on dt on
onde:
am
% =min; = sen(@ - (P) (487)
at
55 = S = —cos(@ — ) (4.88)
Substituindo-se em (4.84), av;_;m e r,; m; por seus valores dados em (4.87) e (4.88),

efetuando-se a integracgdo e calculando-se o limite, deduz-se:
tim [ (7. ) w(@) = W] = M (0, D w2 (@) = wa@)]
Tg
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+Qn@, O(@) = vP)] = Trm (@, D[v1(0) — v, ()|}l

- {16 = 280 4 senczg + 0 = senCaon T3

+lcos 20 + B0) - cos20)] a“ggq)} (4.89)
im | R D) = W] = M Dl @ = sl

+Q2n @, Ov(@) = vP)] = Tm @, D[v1(a) — v, ()|}l

- ﬁ{[@m ~25.) + sen(2g + ) — sen(29)] o

+[cos(2p + B.) — cos(2¢)] al;(f)} (4.90)

Procedendo-se de forma semelhante, a parcela de (4.70), referente a reacao de canto

9R"(p)

P conduz a:

lim {aR*(p) ] + dR*(p) w rl}

&-0 on on p

(@ =-vy) aw(q)

= {—[sen(Z(p) —sen(2¢ + B.)] I

dw(q)
+[cos(2¢p) — cos(2p + B.)] 5t (4.91)
De forma analoga para v no equilibrio inferior, fica:
_ (0OR*(p) _ ., , OR*(P) _ p,

éL—TJ&{ on [UTI; + on [U]g}

A-w) av(q)

=~ {—[Sen(2<ﬂ) —sen(2¢ + B.)] I

+[cos(2¢) — cos(2¢p + B.)] al;(f)} (4.92)
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E as demais parcelas dependentes de ¢ em (4.70) conduzem a valores nulos. Assim,

apos as substituicdes de (4.89) e (4.91) em(4.70), obtém-se:

dw(p) av(p) . \
T+ €+ [ W@ 0w (@) ~ W] = M ) [wa0) = wa)]nJar
f {02, (0, D@ — v - T (0, D[vs(0) — v, ()|} dr
Ncantos Ncantos
Z RN [we = w(p)] + Z RO [ve = v()]
— [ V. ) = My il ar
r
+ [ @ 0.0 = Tl )l ar
r
Ncantos Ncantos
£ RMPwh ) + Z R vl (0, 0)
c=1
+[ (g 0.0+ g2om* @] 0 (4.93)
Q
onde:
(0,sepgQUT
C; =< Zﬁ—c + 4— [sen(2¢) + sen(2¢p + B.)],sep €T (4.94)
L lL,sep €}
f
0,sepgQ U T
v
C, =< ﬁ [sen(2¢) + sen(2p + B.)],sep €T (4.95)
L 1,sep €

Uma outra equagdo integral de interesse, quando o ponto fonte tende ao contorno, ¢

a inclinac¢do do deslocamento da placa inferior, que ap6s a inser¢ao do contorno auxiliar fica:
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Um(p) + lim f V2 (0, W — MZ 5 (0, Qw iy + Q2 (0, Qv — Trm (0, Q)v,my ] AT}
re

Ncantos—1 Ncantos—1
supz mfz
) R Gawe + ) RIFGow
c=1 c=1

= lim j [Vawn?* (0, @) = Maw2,(p, Oy + Qv (0, q) — Tyvim (0, Oy dI’
£

Ncantos—1 Ncantos—1

' Z R Wi (p,9) + Z R v25,(p,9)

Him [ [guwm® 3.0) + 920w (. 0)] d2 (4.96)
()

Tomando um procedimento anéalogo feita em (4.70), tem-se:

0 d
Cs M:a(tp) +Co g(p) J Vn @ Ow(@) —w®)] — M35 @) [w, (@) — w,(p)|n}dl

+ [ {02, @0@ — v~ Thn@ Dlpi(@ - v@)n) r
r

Ncantos Ncantos
v Z R [we —w@] + ) R [v. —v(p)]
c=1

- f Vaw 2 (0, @) — MawZ(p, @] dT
r

+ ] [0 (9, q) — Tav2es (P, O] dT
r

Ncantos Ncantos

+ O RMWE(p0) + Z R vZ(p,0)
c=1

+ j (91w (0, @) + g2vm** (0, )] dQ (4.97)
Q
onde:
0,sepgQ U T
Cs = Zﬁ—c + 4— [sen(2¢) + sen(2¢p + B.)],sep €T (4.98)
1,sep €Q
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0,sepgQ U T
v

Ce = é [sen(2¢) + sen(2p + B.)],sep €T (4.99)
1,sep €Q

4.3 Equacgoes Integrais de Curvatura no Dominio

Para a obtencdo dos esfor¢os no dominio sdo necessarias as curvaturas das placas,
visto que a equacdo (2.11) depende das curvaturas w,, € w,;;. Isso implica que novas
derivagoes deverdo ser realizadas com relacao as diregdes m e t no ponto fonte. Tomando a
equagao (4.21) e derivando na dire¢do t em relagao ao ponto fonte, podemos representar a

equagao integral de curvatura da placa superior da seguinte forma:

Wome @) + |

Ve (o, Qw(q)drl + f Qe (0, Qv(q)dlr
r r

Ncantos Ncantos
+ z R (o, qw, + Z R (0, @),
c=1 c=1
- f M3 (0, W (@mgedT — ] TaL (o, v (Qngdl
r r
- f v, (@w.k (o, qdr + f On @V, (b, )T
r r
- f My (@)W (0, @Il — f T (@)Y (P, gl
r r
Ncantos Ncantos

+ O R WhEL ) + ) R0k m.a)
c=1 c=1

+ f 91Wame (0, )d 2+ j 92Vt (0, q)dQ2 (4.100)
0 0

Analogamente, a equagdo de curvatura da placa inferior ¢ escrita:
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Ve @) + |

Vi, Qw(q)drl + f Qrime(, Qv(q)dr
r r

Ncantos Ncantos

+ ) REEG@we + ) R M.
c=1 c=1

- f M2 (0, )W o (@medl” — f T:2. (0, v (gl
r r

- f V, (@wZ: (o, q)drl + f QO @02 (0, @)l
r r

- f My, (W2 () @)rgdl” — f Ty (@0 (P 1idl
r r

Ncantos Ncantos

+ O RWEGD + ) R0k m.a)
c=1 c=1

+ f 91W.ime (0, @)d 2+ j 92V, (0, q)dQ2 (4.101)
0 0

Chama-se atencdo que as derivadas das solu¢des fundamentais podem ser vistas no

Apéndice A.

4.4 Transformacio das Equacdes Integrais de Carregamento

A exclusividade em trabalhar com integrais definidas no contorno ¢ uma das
caracteristicas das formulagdes puras do MEC. Como consequéncia disso, as discretizagdes
dos problemas sdo concebidas apenas no contorno, bem como as interpolacdes e locagdes
das variaveis. Dessa maneira, evidencia-se uma das maiores vantagens do MEC e sua
elegancia: a reducdo dimensional da solugdo numérica em uma ordem. Todavia, podem
existir integrais de dominio na representagdo integral do problema, como os casos de forcas
de corpo, problemas ndo lineares e ndo homogéneos, que t€ém potencial de suprimir essa
vantagem de reducdo de dimensionalidade do método. Nesses casos, a aplicacao de algumas
técnicas para lidar com essas integrais de dominio, a fim de reestabelecer o cardcter puro as
formulagdes do MEC, torna-se inevitavel. Neste trabalho serd mostrada uma estratégia

fundamentada na primeira identidade Green para transformar as equacdes integrais de
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dominio decorrentes de carregamentos distribuidos constantes em equagdes integrais de
contorno equivalentes.

Seja uma regido {2, com seu contorno I € o ponto de carregamento p, conforme a
Figura 4.2. Algumas expressoes podem ser escritas admitindo-se um sistema de coordenadas

polares e utilizando as relagdes geométricas indicadas na mesma figura:

d0 = rdrdd (4.102)
rin;
a0 ="ar (4.103)

Figura 4.2 - Regido carregada (). Fonte: Autor.

Tomando-se uma solu¢do fundamental em deslocamento genérico, dependente
apenas de r, como o deslocamento superior mobilizado pela carga atuante na mesma placa,
e assumindo g,*? ¢ g, constantes, entdo a integral de dominio de carga, pode ser escrita
como:

[ lowow + ggnror)an = goe [ wiaa+ gy | v ag @.104)
0 Q Q

g
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Integrando-se (4.104) em coordenadas polares, fica:

0 rr
j (90" 2w + go™ v'*] dQ = go*P f f wl*r dr d6
0 0 Y0

g

6 rr
+go™ f f vrdrdf (4.105)
o Jo
Ja a integracdo indefinida em r da equacao (4.105) resulta em:

Fs*(1) =f wlrdr (4.106)

Fit*(r) =] vVrdr (4.107)

Mas ao analisar os limites de integracdo na equagdo (4.106), chega-se a seguinte

expressao:

r

lim| [w¥]rdr =Fs¥™(r) — lirg Fs'* (&) (4.108)
£

r—0 0

Ao analisar (4.107), tem-se um resultado analogo a (4.108), chegando-se a:

r

lim | vV¥rdr =Fi%*(r) - lirrol Fil*(¢) (4.109)
£

r—0 0

Desta forma, a partir de (4.108), a equacgao (4.105) fica:

0

6 rr 0
j j (905w + g™ v*|r drdf = go**® j Fs' df — go™* lim f Fs'*(¢)d6
o Jo 0 £=0Jo

0 0
+g0™ f Fi** df — go™ lim f Fi**(e)do (4.110)
0 &% Jo
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A equacdo (4.108) pode ser finalmente transformada em integral de contorno, se a
relacdes (4.106) e (4.107) forem incorporadas e ainda sabendo-se que as relagdes

geométricas da Figura 4.2 tem-se df = r;n;dI'/r , resultando em:

j [gosupwl* +g0infv1*] do.
0

g

) )
= gosupj Fs1*do — g,5¥ limf Fs'(e)d6
0 -0 0

0 6
+go™ f Fi* d6 — g™ lim f Fi'*()do
0 &-0 0
=gosupf ){Sl*r,inidl"+goinff xit*r,;n;dl' + TLC, (4.111)
Iy Iy
sendo:
Fs™(r) 1
xst*(r) = ) = —f wl*rdr (4.112)
r r
e
Fit*(r) 1
xit"(r) = @ _ —f virdr (4.113)
r r
6 ' 6
TLC, = —go**? f linngl*(e) do — go"f f lingFil*(e) ao (4.114)
o &7 0 &

onde TLC; ¢ o termo livre de carga constante na placa superior.

As solugdes fundamentais dadas em (4.111) podem ser obtidas substituindo (3.40)

em (4.112) e (3.42) em (4.113), chegando-se a:

XY (1) = c{Dyia(r) + Kyio(r) — Kpin (1)} (4.115)
Xi% (1) = c{Kyio(r) — Kpir (1)} (4.116)
onde:
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Para o caso em que Kp < T T 1 (Caso I):

) r3[4ln6(;‘) -1, ar(zDzln[;) +1)

—a Re [%;/Z_l)l — fat Im [%fl)l (4.117)
TR RPN AR O ) P
is(r) = —a Re lzlz&;/z—l)l — fat Im [zlz%fl)_ (4.119)

Convém notar que as constantes (a, fat) foram definidas nas expressoes (3.58) e

(3.60).

Para o caso em que Kp > T T 1 (Caso II):

3 _ —
() = r [4ln6(;”) 1] N %r[Zln(;") 1]
+a, <K1 (\2/_25) A (\;Z_\iz_l)> + by (22 (rve) (\%@ g ) (Jzilz_l)> (4.120)
L) = r[2ln(;") + 1]
K (rVz;) _ K, (rzy) . K (rVz3) 2 Ky (7”\/2_1))
+a, (ZZ N Z; A > + b, <Z2 —\/Z Z; —\/Z_l (4.121)
i,(r)=a ( Kl(\;%_) 7,2 —Kl(\;ﬂz_\/lz—l)> + b, <223 —Kl(\;%Z) —z3 —KI(\;Z_\/IZ—I)> (4.122)

Convém notar que os as constantes (a4, b;) foram definidas nas expressoes (3.85) e

(3.86).
Para o caso em que Kp = 1 (Caso III):
D1 D2

r3[4ln(r)

) 1] 2;32_1 (Vaurko(ryz:) + 2K, (r/z) )

io(r) =
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+b, <r[21 ngf) e Kl(;ZilZ)> (4.123)
i (r) = w _a, ( KO(rr)) —b, (\/_ NN )) (4.124)

ip(r) =a; <\/_K1(r\/_) Ko(r\/_)>

NN AGNED (4.125)

Convém notar que os as constantes (a4, b;) foram definidas nas expressdes (3.110)
e (3.111).

O caélculo de termo livre de carregamento para a equagao integral de deslocamento
superior dado em (4.111) pode ser obtido manipulando apropriadamente os limites

envolvidos em (4.114) chegando-se a:
TLCl = gosupC[D2t4 + KWtO - Kptz] + golnfC[KWtO - Kptz] (4126)

Para o caso em que Kp < — T T = (Caso I):

~ 1 1
to = |a Re(Z) — fat Im (Z>] 0 (4.127)
t, =ab (4.128)
t, = [a Re(zy) — fat Im(z,)]6 (4.129)

Convém notar que os as constantes (a, fat) foram definidas nas expressoes (3.58) e

(3.60).

Para o caso em que Kp > T T 1 (Caso II):

D1 D2
le + Z1Zyp + Z22
£, = 125 (4.130)
Z1°Zy
zZ1+ z,
t, = 0 .
2 77, (4.131)
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t,=0 (4.132)

Para o caso em que Kp = # (Caso III):
D1 Dy
3
to = Z_12 0 (4.133)
2
t,=—2=0 (4.134)
Z
t, =6 (4.135)
onde:
2m,se p € (), para ponto fonte no dominio da carga distribuida
0 = m,se p € 1 para ponto fonte no contorno (4.136)

0,sep & Q U T para ponto fonte fora do contorno

De forma semelhante, as integrais de dominio da equacao integral dos deslocamentos

inferiores podem ser trabalhadas. Entdo, a seguinte relagao pode ser escrita:

9 6
[gosupwz* + goinfUZ*] do = gosup f FSZ* de — gosup lll'r(l)f FSZ*(S)dQ
N4 1 0 T

+goinff

%] 6
Fi?* df — go™ lim f Fi?*(e)do
0 €20 Jo

= gOSupj ){SZ*T,l’ nldF
T

g

+go™f ] xi%*r,; ndl + TLC, (4.137)
T,

g

De forma analoga as expressoes (4.112) e (4.113) chega-se as formas das solugdes

fundamentais descritas na (4.137), respectivamente:

x5 (r) = xi** (1) (4.138)
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X% (r) = c{Dyis(r) + Kyiog(r) — Kpip ()} (4.139)

onde as fungdes iy(r),i,(r) e iy(r) sdo dadas nas equacdes (4.114) a (4.114). Ja o termo
livre de carregamento obtido nesse caso, para a equagado integral do deslocamento inferior,
¢ analogo ao dado na equacdo (4.114), trocando Fs'* e Fil*, respectivamente, por Fs?* ¢ Fi?*,

0 que resulta na forma final:
TLCZ S gosupC(KwtO - Kptz) + goinfC(D1t4 + KWtO - Kptz) (4140)
Convém notar que as expressoes ty, t, € t, sao as mesmas daquelas presentes nas
equagoes (4.127)-(4.135).
Em casos que o carregamento distribuido seja hidrostatico (com variagdo linear em
uma ou mais dire¢des), conforme mostrado na Figura 4.3, tem-se:

g1 = g;"Prir = r(8g,""Pr1 + Agy, " Pr5) (4.141)

g2 = g;i™Mrir =r(8g,"Vry + Ag," 1) (4.142)

Figura 4.3 — Carregamento com variagado linear.
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Pode-se escrever a integral de dominio de carga hidrostatica da equagao integral de
deslocamento da placa superior, dada em (4.23), como:

j [gaw* + g,v'*]da = f g Prirwt dn +] giVrirvt* do
Q Q Q

0 0
= j g9i"*PriGs*dO — lim | g;"*PGs**(g)d0
0 -0 0 !

6 6
+j- g‘iinfr‘iGil* do — lim g,iinfr,iGil*(E)dH
0

£>0 Jg (4.143)
onde:
Gs'*(r) =] wlr2dr
(4.144)
Git™(r) =f v¥ridr
(4.145)

A partir das relagdes geométricas da Figura 4.2 tem-se que d6 = r;n;dI'/r , e quando
essa for substituida em (4.143) resulta em:

)

6 0

[giw'" + g,v] da = f 9, "PriGs™ d6 —lim | g;"Pr;Gs™ (¢)df
0

g 0

0 6
+f g™ riGitr do — lirréj 9" riGi'* (€)do
0 s 0

—f g,isupniAsl*r,j n]-dF+j g’iinfr,iAil*r,j n;dl’
Iy Iy
+TLH, (4.146)

As solugdes fundamentais As'* e Ail* associadas a (4.146) podem ser escritas:

ASl*(T) — GSl*(T)

(4.147)
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1 Git*(r)
AT () = — (4.148)

Ja o termo livre associado ao carregamento hidrostatico em (4.146):

6

0
TLH, =~ lim [ g rGs* ()d0 ~lim [ g, ri6i (2)do (4.149)
0

0

Além disso, as solugdes fundamentais As'* e Ai'* podem ser explicitamente

mostradas como:

AsY*(r) = c{Dyhy(r) + Kyho (1) — Kphy (1)} (4.150)
AiY*(r) = c{K,, ho(r) — Kph, (1)} (4.151)
Para o caso em que Kp < # (Caso I):
D; Dz
ho(r) = r4[5l711(()7(”)) —1] N ar2[3ln(gr) + 2]

—aRe [Zi Kr(r\/z_l)] — fat Im [le(r(r\/z_l)] (4.152)

onde:
v
K.(x) = x K, (x) — Kx(x) (4.153)
X
Pr(x) = > [Ko(x)Lq(x) + Kq (x)Lo(x)] (4.154)
> (_1)771 X\ 2mta+l
La(x) = Z 3 3 (E) (4.155)

m=01’(m+7)1"(m+0(+§)

Em (4.155), I'(z) é a fungdo gama, cuja definigdo pode ser encontrada em
Abramowitz e Stegun (1972).
Aplicando os operadores laplaciano e biharmdénico em (4.152), tem-se,

respectivamente:
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hy(r) = r2[3ln(gr) +2] aRe[K,(r\/z,)]| — fat Im|[K,(r\/z,)] (4.156)
hy(r) = —aRe[ler(r\/z_l)] — fat Im[ler(r\/z_l)] (4.157)

Convém notar que as constantes (a, fat) foram definidas nas expressdes (3.58) e

(3.60).

Para o caso em que Kp > T T 1 (Caso II):
D1 D2

r*[5in(r) — 1] r2[3ln(r) + 2]

ho(r) = 100 +a 9 —%(Kr(r\/z_l) —Kr(r\/z_z))
1- C:z@( K, (r70) - K (r\/—)> (4.158)
onde:
r?[3ln(r) + 2]
hy(r) = - [ K, (rJz5) - —K (7)) (4.159)
Z1Z3 1
hy(r) = T[Z r (4.160)

Convém notar que a constante a foi definida em (3.58) e b = z; — z,.

Para o caso em que Kp = E 1 (Caso III):
r*[5in(r) —1] 2 r?[3ln() + 2]

ho(r) = 100 T 9 7 dz, r(ryz.)]

—(1 - 2z)[-—5 K (ry/z1) + ——K ~(rz1)] (4.161)
hy(r) = [3lng) +2l tank (ryz1) — —K (ryz1) (4.162)

d
hy(r) = =K, (r/z1) + 2 d_ler(r‘/Z_l) (4.163)
onde:
l1"'1{(7”\/_)

K(r\/z—l)—f r\/—KO(r\/—) Kl(r\/—) (r\/_)z (4.164)
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Calculando as integrais e aplicando os limites adequadamente em (4.149), tem-se o
termo livre do carregamento com variacdao linear na equagdo integral de deslocamento

superior:

TLH1 = C(D2t4_ + KWtO - Kptz)(prgxsup + ypAgysup)
+c(Kyto — Kpty) (00 Ag:™ + yp0g,™) (4.165)

onde Ag,*"? e Ag,*"P sdo as variagdes do carregamento da placa superior nas diregdes x ¢

y, respectivamente. De forma anéloga, Ag,™ e A gymf sfo as variagdes do carregamento

da placa inferior nas direcdes x e y, respectivamente. As coordenadas do ponto fonte sao
representadas por x,, € ¥,. Convém notar que as constantes to, t, € t, ficam idénticas ao
caso do carregamento uniforme e sdo dadas de acordo com a natureza das raizes conforme
indicado nas equagdes (4.127) a (4.129) para raizes complexas (caso I). Ja para raizes reais
distintas (Caso II), tais constantes sdo dadas nas equacdes (4.130) a (4.132). Por fim, os
valores t,, t, e t, para raizes multiplas podem ser encontrados nas equagdes (4.133) a
(4.135).

A integral de dominio de carga hidrostatica da equacao integral de deslocamento da

placa inferior, vista em (4.47), pode ser escrita como:

0 0

f [giw? + g,v**]dQ = f 9:""PriGs* do — lim | g;**Pr;Gs*(e)do
ﬂg 0 -0 0
6 ' 0 '
+f 9i™riGi** do — lirr(} g™ rGi** (£)do
0 &20Jg

=f g,isupr,iAsz*r,j nde+f g,iinfr,iAiz*r,j n;dl’
T,

g Iy

+TLH, (4.166)

onde as solucdes fundamentais de termos de carga sdo dadas por:

Gs**(r) _

As?*(r) = A (r) (4.167)
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Gi®*(r)

A (r) = (4.168)

] ]
— _—]i Sup,.. 2% i Infoa. i2x
TLH, éllrolf() 9:°*Pr;Gs“*(e)do l_l_t)%fo g™ r;iGi“*(e)do (4.169)

Convém notar que os valores explicitos das solugdes fundamentais As?*, Ai%* e

termo livre TLH, sdo dadas por:

As?*(r) = c{Kyho(r) — Kphy (1)} (4.170)
Ai%*(r) = c{D1hy(7r) + K ho (1) — Kphy (1)} (4.171)

TLH, = c(Kyty — KPtZ)(prgxsup + ypAgysup)

+ c(Dyty + Kyto — Kpty) (A0, ™ + y,09,™) (4.172)

onde as fungoes hy(r), h,(r) e hy (1) sdo definidas por (4.152), (4.156) e (4.157) para o Caso
I (raizes complexas), de (4.158)-(4.160) para o Caso II (raizes reais distintas) e (4.161)-
(4.163) para o Caso III (raizes reais multiplas).

As integrais de dominio de carga uniforme pertencentes as integrais da rotacao da

placa superior, dada em (4.93), e inferior, vista em (4.97), sdo dadas por:

j [gosupwml* +gOinfv‘m1*] dQ = gosupf
n

g g

w1 dQ + g™ j v tdQ (4.173)
Qg

j (90" W + go™ v | d = g™ f
0

g g

w2 dQ + go™ j V2 dQ (4.174)
Qg

Aplicando em (4.173) e (4.174) um procedimento andlogo ao feito nas equagdes

(4.104) e (4.139), as seguintes expressdes podem ser escritas:

j [905PwW Y + go™ v, 1] dQ = gosupf Hs'r,;mr,; njdl
0 r

g g
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+go™ f Hi'*r,;m;r,; n;dl (4.175)
'y

g

f [905PWm? + g™ v, 2] dQ = gosu”f Hs*r,;mr,;ndl
0

g Ig
+90™ | Hi*r,;mr,;ndl (4.176)
Iy
sendo:
1 dw*(r)
Hsv ) =1 | 1S dr = D) + Kjo(r) — Koo 1) (4.177)
1 aw?
Hi'™(r) = Hs**(r) = ;f r Wd @ dr = c{K,jo(r) — Kpj, (1)} (4.178)
r
. 1 dv?* (r) ) . )
H () = [ r = dr = D) + Kijo() = Koo () (4.179)

onde:

Para o caso em que Kp < Y 1 (Caso I):

o) = — [617;(;”)‘*‘1 [ Kl(r\/—)l fat Im [ Py (r \/—) (4.180)

Jjo(r) =—1+aRe [21Ml+fatlmlzlml (4.181)
Jzir Z

ja(r) = aRe lzlz —Wm(ZT\?{Z)l + fat Im Izlz Piarve) (Zr\/Z—l) l (4.182)

Para o caso em que Kp > T T 1 (Caso II):
D1 D2

. _ r?leln(r) +1] al ¥k(rvz) ¥ (rVz,)
Jo(r) = — —a+ [1 JZir z—l

36 g
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n (1-a Z1zz) IIPK(r\/_) Wk(r@)l (4.183)
_ 1 Wi (rvz1) Y (rvzz)
J2(r) =-1 +E[—Zz K\/Z—l\/F + 7z K\/Z—z\/? (4.184)
. 212y Yi(rvz,) ¥x(rVzy)
Ja(r) = — 5 T l (4.185)
Convém notar que a constante a foi definida em (3.58) e b = z; — z,.
Para o caso em que Kp = 1 (Caso III):
. _orieln(r)+1] 2 2 (Wi (ryzp) l1”1(1(7”\/_)
Jo(r) = — 36 —Z‘FZ{ Zr + 1dz1l }
leK(T\/—)
+(1 - 221){d Z [ N 1} (4.186)
¥ ¥
Jo(r) = =21 - [ K(r\/_) Kjr_‘/r_) (4.187)
¥
Ja(r) = —2, 7 l K(r‘/—) (4.188)
onde:
v 1
[ <m)] oo/ ) - qJK(rr)} (4.189)

Convém notar que ndo ha a contribui¢do de termos livres de carregamento nas
equagoes integrais de rotacdo, quando se tratar de carregamento uniforme.

Seguindo um procedimento analogo aquele dado as integrais de dominio de carga
hidrostatica em equagdes de integrais de deslocamento, as integrais de dominio pertencentes

as integrais da rotacdo da placa superior e inferior podem ser expandidas como:
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f [9:5¥Prirwnt* + g™ rirv, 1] dQ
0
g

0 0
= ] 9;""r;Ks"'r,;m; d6 — lim f 9P riKsY ()r,; m;do
0 e=20Jo
9 . 6 .
+f g™ riKir,jm; do — lin(}f g™ riKit (e)r,;m;d6 =
0 £209Jo

f 9:5%Pr; xs¥r,jmir, ndl + f 9™ r; xi**r,;myr,, ndl + TLR, (4.190)
'y

g Ig

] [9:°Prirwm® + g™ rirv,*7] dO =
g
0 6
fo g rimyr,; Ks** df — lim i g;s*Primr,; Ks** (e)do
0 ]
+f g‘iinfr‘imjr,j Ki?*df@ — lim g‘i"”fr’imjr,j Ki**(e)do =
0

-0 0

j g’isupr‘iYsz*m]-r,j T N dl + j g’isupr‘iYiz*mjr,j T Ndl' + TLR, (4.191)
Iy

g Iy

onde definigdes das solugdes fundamentais e dos termos livres associados as equagdes

(4.190) e (4.191) sdo dadas por:

Ks'*(r) =f r? dw;*r(r) dr (4.192)
Ks?*(r) = f rde;(r)dr (4.193)
Ki%(r) = f r? dv:;(r) dr (4.194)
Ki%*(r) = f r? dv:r(r) r (4.195)
Ys(r) = KT ) _ Yit* (1) = c{Dyp4(r) + Kwpo(r) — Kpp2 (1)} (4.196)
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Ki?*(r)

Yi**(r) = = c{D1pa (1) + Kyypo (1) — Kpp2 (1)} (4.197)
TLR, = —llmf 9, Primyr, Ks'*(e)do —hmj g™ rimr,, ;Kit*(e)do
= c(Dyty + Kyto — Kpty)m;g P + c(Kyto — Kpty)m;g ;™ (4.198)

o
TLRzz—éi_r)rOl 9. Prmyr,; Ksz*(e)de—hmf gi"™ rimjr,; Ki**(e)de
0

= C(D1t4— + Kwt() - Kptz)mig,isup + C(KWtO - Kptz)mlg'llnf (4'199)

E as expressdes ty, t, € t, sdo as mesmas daquelas presentes nas equagoes (4.127)-

(4.135).

Para o caso em que Kp < T T 1 (Caso I):
D1 D2

3
po(r) =~ (DI S el () + et mlis () 200
p2(1) = — {5 + a Re[z1Ks(ry71)] + fat Im|z: K, (ry/7)]) (4.201)
pa(r) = —{a Re[z{K,3(r\/z1)] + fat Im[z}K,3(r\[z1)]} (4.202)

onde:

1
Ky3(ryz,) = NG (2K (r[z1) + 2K, (ry/z1). (4.203)

Para o caso em que Kp > Y 1 (Caso II):
D1 Dz

r3[4ln(r)+ 1] ar

po(r) = —{ 27 o+ %[lerg(r\/z_l) — 2,K,4(r/22)]

1—a? 2122

[rs(r\/_) KM(r\/Z_Z)]} (4.204)
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pa(r) = = {5 = 2 Koa(r70) + 7 Kpa (7))} (4.205)

Z1Z
pa(r) = —— 122

— [Kr3(ryz1) — Kra(ry22)] (4.206)

onde:

Kyo(r(z) = % (rzak, (ri72) + 2K (ry/22)) (4.207)

Convém notar que a constante a foi definida em (3.58) e b = z; — z,.

Para o caso em que Kp = E 1 (Caso III):
341 +1 2 d
) = - {% + 24 2 i) + e (7D
+(1 = 221) [Krs (ryz1)] } (4.208)

patr) =~ {5 - 21 g s + s 70 (4.209)

d
pa(r) = zlzd—z1 [Kr3(ryz1)] (4.210)

onde:

v
[Kr3(r\/z_1)]=—%l<%+ : )Kl(r\/z_l)+r1(0(r\/z_1) @211)

4.5 Meétodo dos Elementos de Contorno

Em concordancia com os pontos ja discutidos, a principio para grande parte dos
problemas de interesse pratico ndo € possivel obter a solugdo exata das equacdes integrais.
Alternativamente, uma opgao consideravel € resolvé-los de forma numérica, transformando

equacdes integrais em equagdes algébricas. Como o contorno, assim como o dominio, ¢
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também continuo, faz-se necessario gerar um niimero finito de pontos. Essa transformagao
compreende a discretizacdo do contorno da placa em segmentos, vide Figura 4.4, que sdo
chamados de elementos de contorno, sobre os quais deslocamentos e esfor¢os sao

aproximados por fungdes previamente adotadas.

Figura 4.4 — Contorno de uma placa dividida em elementos de contorno. Fonte: Autor.

Advindas das transformagdes das equagdes integrais, as equacodes algébricas
configuram um sistema de equagdes lineares onde as incognitas sdo esforcos e
deslocamentos em pontos definidos sobre o contorno. A fim de obter as respostas do
dominio, faz-se necessaria a imposicao das condi¢des de contorno, assim como a resolucao

final do sistema de equagdes resultante no contorno.

4.5.1 Equacoes Integrais Discretizadas

E necessario que as equagdes integrais das equacdes (4.17) e (4.20) tenham o ponto
fonte colocado no contorno ou fora do dominio, respectivamente, a forma singular ou regular
da solucdo do MEC. Estabelecendo a geometria do problema e, consequentemente, a
discretizagdo do contorno do problema em elementos de contorno, bem como a defini¢ao
nods funcionais e a interpolagdo dos campos de interesse. A interpolagdo ¢ feita através de
polindmios em fung¢do dos quais ¢ definido o numero de pontos nodais do elemento, com o
objetivo de aproximar os deslocamentos e esfor¢os ao longo de cada elemento. Com isso, 0s
deslocamentos e esfor¢os podem, em fungdo da matriz das fung¢des aproximadoras [D;]

serem escritos da seguinte forma:
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w = [@;]{wi}r, (4.212)

- w|3)

M, = [o]{ ni}rk (4.214)
V, = [CIDi]{Vni}rk 4.215)
v =[®]{vi}r, (4.216)
v ov

= [®; {<%)i}rk (4.217)
T, = [‘Di]{Tni},k (4.218)
Q, =[] {Qni}r (4.219)

Destaca-se que cada elemento de contorno ¢ associado a um ou mais pontos
denominados “nds”, “nods funcionais” ou “pontos nodais”. Os valores das varidveis
associados a esses nos sdo denominados “valores nodais”. Substituindo (4.212) - (4.219) nas

equagoes integrais e fazendo colocagdo do ponto no exterior ou contorno suave:

nelem
§ ow . X
cw@ + Y [ |lodowident =100 {(Ge) ] Mt + 0w, 00
j=1 T; e
]
a ncantos ncantos
v . inf1x
—[<pi]{<%)} T, dr + z RPYw, + z RM™y,
vrj c=1 c=1
nelem

= z f l[¢i]{%i}rjwl* - [(pi]{Mni}er'nl*-l_ [(pi]{Qni}rjvl*

Jj=1 Fj
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ncantos ncantos

_[(pi]{Tni}pjv;nl*]dF+ z R we (p, @) + Z R v @, )
c=1

nelem
+ E f (go*Pxs' + go™ xi**)r,;nydl +
- r:
j=1 "

nelem

+ z f [(g:Pri)As™ + (g, r;)Ait*|r,; ndl + TLC, + TLH,

1 °Tj

-
I

do ponto fonte no exterior ou no contorno suave.

(4.220)

onde nelem é o namero total de elementos de contorno e ncantos ¢ o nimero de cantos da

placa. O termo livre C; pode assumir o valor C; = 0 ou C; = 1/2 dependendo da colocagdo

A equacdo integral de rotacdo discretizada da placa superior com colocacdo no

exterior/contorno(suave) pode ser escrita como:

connt . | [l () - o3, (%)
J=1 T;
oo, (22) -t {(39) ) (agmﬂ ar
ncazntos Rsupl* ncazntos Rlnfl*
nelem

= Z ]l[(pi]{Vni}r,W'ml*_ [(pi]{Mni}r,WJnml*
J=1 T; ! !

+[§0i]{Qni}rjv;m1*_ [(pl] {Tni}rjv:nml*] dr
ncantos ncantos
Z R whi + Z R vl +
nelem

o[xst* _O[yit
T e

nelem

IR

[Asl* 11%]

( ,iinfr,i) d|Ai

l T, nldl" + TLR1

(4.221)
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De forma andloga a (4.20), apos as andlises dos termos livres, a equacdo integral

discretizada dos deslocamentos da placa inferior pode ser reescrita:

nelem P
* w * *
co@+ Y [ oo~ loa{(50) ] M+ lodtwidr, 0"
j=1 Fj n i[']-
P ncantos ncantos
% [ *
led{(50)} mElare D RIwe 4 Y R,
Yrj c=1 c=1
nelem

= z fl[¢i]{%i}rjwz*_[(pi]{Mni}er'nz*-l_ [(pi]{Qni}rjvz*
J=1 T;

ncantos ncantos
_ [(pi]{Tni}rjv’nZ* ] dl + Z Rz‘upWCZ* n Z RénvaZ*
c=1 c=1

nelem

+ E f (go*Pxs? + go™ xi**)r,;n;dl' +
=1 T
nelem
+ E j [(g:5%Pr)As?* + (g™ r;)Ai?*|r,;nidT + TLC, + TLH,  (4.222)
- T
]:1 J

Quando o ponto-fonte ¢ colocado no exterior/contorno(suave) do problema, a

equagao integral de rotagdo discretizada da placa inferior pode ser escrita como:

o3[t () -3, ()

2%

+[<pi]{vi}p,.<a§ )-tea{(G)} (aaTm>ldF

ncantos ncantos
Sup2* in 2*
+ E R w, + E RYY
nelem

- [m Uhd, W™= [0 (M}, W™
j=

+[<pi]{Qni}rjv,m2*— [0 (T} O | ar
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ncantos ncantos

Z Rsup z Rmf 2*

nelem

9[xs?] Ay
+ z J; (gosupw‘}‘golnfw T,l- nldr+
j=1 "J
nelem

d[As?*] . a[Ai%*]
+ z f [(g,isupr,i) + (g;"ry) r,;n;dl + TLR, (4.223)
~ om om

J& a equacdo integral de curvatura discretizada da placa superior pode ser escrita

como:

nelem o
S 2 f [o:](w l}p,(a at) [«pi]{(Z—Z)i}rj(aaszt)

+o:{vi} 70 [ ]{(av)} 0T dr
P\ mar | ¥ on/ i, \ amat
ncantos ncantos
+ ) R + Z Ry,
c=1
nelem
= > | |03, ot = M)
j=1 Fj
+[(Pi]{Qni}rjv:mt1*_ (o] {Tni}rjv'nmtl* ] dar
ncantos ncantos
+ Z REPwit., + Z RMple .+
nelem
aZ[Xsl*] 9?[xi]
sup inf __“ " - n.:dl’
* Z fr (go “omat 90 6m0t>r”nl *
j=1 "YJ
nelem

92[As] L 82[AM]
SUP 4 dnfo. N\~ |+ .n.
+ Z [(gl ) omot ( 9, r,l) omot lrunldr

Enquanto a equacdo integral de curvatura discretizada da placa inferior pode ser

escrita como:
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nelem M,
Vyme+ Z j [pil l}F1<a 6t> [(pi]{@_‘;:)i}rj(aarnr/z[gt)

0%Q,” v\ (97T,
Hodwr, ( < ) ~ o] {(%)} ( omat )|
ncantos ncantos
- ), R+ ) R
nelem

-2 [«m{vm} W= (1M} W

+[(pi]{Qni}I~jvimt2*_ [o;] {Tni}rjv'nmtz* ] dr

ncantos ncantos
Z Rsuchmt+ Z Rmf czjnt
nelem
02[xs?] . . 0[xi*"]
+ Z sub—— =~ g ———— | r,; n;dl’ +
- frj <g° gmat 9% Tgmar )7
nelem

02[As?*] . 02[Ai?%*]
sup anfo. Y- |4 .n.
l(gl r ) a at (g,l r,l) a at l r’l nldr

4.5.2 Equacdes Algébricas

O sistema algébrico de toda estrutura s6 podera ser preenchido quando forem
colocados os pontos-fonte para todos os nos de contorno e cantos nas equagdes integrais
discretizadas (4.220), (4.221), (4.222) e (4.223), bem como calculadas as integrais

requeridas. Fazendo isso, o sistema pode ser matricialmente representado por:
HFF HFC] Ur _ [Gr[‘ GFC] Pr {fr}
[HCF HCC {uC} B GC[' GCC {pc} + fC (4224)

onde:
e Hpr ¢ a submatriz de influéncia dos deslocamentos gerada pela colocacao do

ponto fonte no contorno € ponto campo no contorno, vide Figura 4.5(a);
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e Hp. ¢ asubmatriz de influéncia dos deslocamentos gerada pela colocacio do
ponto fonte no contorno e ponto campo nos cantos, vide Figura 4.5(b);

e H,r ¢ a submatriz de influéncia dos deslocamentos gerada pela colocacao do
ponto fonte nos cantos € ponto campo no contorno, vide Figura 4.5(¢c);

e H.c ¢ a submatriz de influéncia dos deslocamentos gerada pela colocacio do

ponto fonte no canto € ponto campo nos cantos, vide Figura 4.5(d).
Assim, a equacdo algébrica fica na forma compacta:
[HI{U} = [G]{P} + {f} (4.225)
onde [H] e [G] sdo as matrizes de influéncia da estrutura, em esfor¢o e deslocamento,

respectivamente. Os vetores {U}, {P} e {f} sdo, respectivamente, o vetor de deslocamento,

vetor de esforgo e o vetor de carregamento.

anti-horario

Cs

(¢) (d)

Figura 4.5 — Representagdo das partigdes das matrizes influéncia. Fonte: Autor.
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Nesta etapa, faz-se necessaria a aplica¢do das condi¢des de contorno, de forma que
o sistema algébrico pode ser separado numa matriz de influéncia de incognitas [A] e um

vetor independente [B], ¢ possibilite a resolug¢do do sistema no contorno:
[Al{X} = [B] (4.226)

O que interessa ao problema na equacao (4.226) ¢ a determinagdo das incégnitas do
contorno {X}. Para solugdo do sistema, diversas técnicas de resolugdo podem ser utilizadas:
desde métodos iterativos até métodos diretos, tais como a elimina¢ao de Gauss. Finalmente,
apds a determinacdo das variaveis do contorno, as incognitas no dominio podem ser

determinadas a partir da aplicagdo das equagdes integrais discretizadas.
4.5.3 Condicoes de Contorno

No sistema em questdo, de placa dupla de Kirchhoff elasticamente conectadas por

. . e . ow Jv ;
uma camada de Pasternak, existe oito varidveis (W, Voo Vi, Qny My, Tn) para cada no,

sendo que quatro sdo sempre conhecidas. De um modo geral, quando um deslocamento

ow adv\ , . e . .
(W, U,E,E) ¢ conhecido, o esforgo correspondente (V;,, Q,, M,,, T,,) ¢ incOgnita e vice-

versa. Analogamente a placa simples, os casos de vinculagdes cldssicas podem ser escritos

da seguinte forma:

Tabela 4.1 — Tipos classicos de vinculagdes das bordas.

' ‘ Variaveis Variaveis
Tipo de vinculagdo da borda ' ‘
Conhecidas Desconhecidas
Placa Superior w = % =0 V., M,
Engastada (E) -
. v
Placa Inferior == 0 Q,.T,
. _ ow
Simplesmente Placa Superior w=M,=0 -V
Apoiada (S) Placa Inferior =T, = % ,Qn
Placa Superior V,=M,=0 ,%
Livre (L) .
. _ v
Placa Inferior Q,=T,=0 -
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Dessa forma, depois de feita a imposigao das condi¢des de contorno, em cada n6 sao

concebidas quatro equagdes e quatro incognitas, exceto nos nos dos cantos, onde aparece

também, como incdgnita, a reagdo de canto da placa.

4.5.4 Elementos Utilizados

No presente trabalho as varidveis da placa serdo interpoladas linearmente e serdo

utilizados elementos retos nas discretizagdes dos contornos, vide Figura 4.6.

Admitindo-se que ao longo de cada elemento os deslocamentos e esfor¢os variem

linearmente, os valores para quaisquer outros pontos sobre o elemento sdo obtidos a partir

dos valores nodais posicionados em suas extremidades com o uso das fungdes

aproximadoras:

(4.227)

(4.228)

(4.229)

(4.230)

(4.231)

(4.232)
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sendo as fungdes interpoladoras:

1
1 :E(l - &)

: (4.233)
P = 5(1 + )

onde i e j sd0 0s nds associados ao elemento de contorno genérico k e n; ¢ o vetor normal

a esse elemento.

X; IA 1;
J } } -
% I
Elemento
Reto
Elemento T Bn
Circular 0

N o

Figura 4.6 — Representagdo de elementos retos e curvos numa discretizagdo do método.
Fonte: Autor.

Na composi¢do do contorno, a geometria da estrutura norteia a disposi¢do dos
elementos. Os elementos sao ditos continuos quando ndo ha descontinuidade nos valores das

variaveis entre dois elementos adjacentes, como ¢ mostrado na Figura 4.7.

U, ou P
U, ou B 2 2 Uy ou Ry

U ou I}

noj
Ty !

I B

Figura 4.7 — Elementos de contorno linear continuo no contorno I'. Fonte: Autor.
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Porém, em estruturas poligonais hd alteracdes nas dire¢cdes dos elementos,
apresentando uma variagao repentina das propriedades geométricas entre dois elementos
consecutivos e consequentemente, uma descontinuidade das varidveis, como ocorre nos
cantos, visualizado na Figura 4.7. Uma alternativa, que ¢ a adotada neste trabalho, estd na
consideracdo de nos duplos: dois nds definidos com as mesmas coordenadas. Esse recurso
impde a formulagdao de duas equacdes independentes para o ponto como condicdo para
representar a descontinuidade. Para isso, recalcular as coordenadas do né duplo, fazendo
com que ele passe a estar no interior do elemento e nio coincida mais com sua extremidade,

¢ um caminho.

Upon j Nos duplos

&

=

Elemento j

Elementoj - 1

N6 de canto (ponto
houP,  de descontinuidade)

Figura 4.8 — Nos duplos em descontinuidade de elemento (canto). Fonte: Autor.

Para realizar as devidas integragdes das solugdes fundamentais ponderadas pelas fungdes
aproximadoras, sdo necessarias algumas propriedades geométricas do elemento reto. Com o
objetivo de simplificar as expressdes das relagdes ¢ os desenhos, o sistema (x,y) passa a

representar o sistema (x4, x,). A seguir estdo descritas as principais relagdes de interesse:
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a) Coordenadas do ponto campo

{xq = QX + Q2X;
Yq = P1Yi + 92)j

(4.234)

b) Comprimento do raio vetor (distancia entre o ponto campo g e o ponto fonte p)

r= \/(xq - xp)z + (g = yp)z

¢) Cossenos diretores do raio vetor

e) Cossenos diretores da normal ao elemento

Yi = Vi

r
xj—xl-

f) Comprimento do elemento

L= JGy—x) + Oy -

(4.235)

(4.236)

(4.237)

(4.238)

(4.239)
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PP

yi ypyq y] :37

Figura 4.9 — Elemento reto. Fonte: Autor.

A Figura 4.10 ilustra um elemento circular de raio R com dois n6és funcionais, de

coordenadas (x;,y;) € (xj,y]-). Mais adiante sdo apresentadas algumas propriedades

geométricas de interesse.

X\

Va

Figura 4.10 — Elemento Circular. Fonte: Autor.
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e Diferencial da proje¢do do ponto "c" as coordenadas do eixo xy:

L L
Ax = xc —x; = =Ty R2_<_) —lez

r
B>
<
Il
NS
|
=
Il
|
>
<
=
N
|
|
N————
+
>
X
N o~

(4.240)

sendo L a distancia entre os nés funcionais do elemento, 7 ¢ a normal do segmento secante

ij e (x;, V) as coordenadas do centro do raio de curvatura do arco.

e O angulo total do arco:

L
a arcsen |

e Coordenadas do centro do raio de curvatura do arco:
{xc =x; + Ax
Ye =yi + Ay

e (Coordenadas do ponto campo q

{xq = cos(éa) (x; — xc) — sen(§a)(y; — xc) + x.
Vg = cos(a) (y; — xc) — sen(&a) (x; — xc) + Ye

sendo ¢ a coordenada adimensional ao longo da curva com origem no no inicial.

e (Cossenos diretores da normal ao elemento circular:
n = Xq — Xc
x R
_Yq — Ve

Além disso, s, = =1, € 5, = 1y.

(4.241)

(4.242)

(4.243)

(4.244)

O raio vetor, nesse caso, também ¢é dado por (4.235) e as inclinagdes dr/dx e dr/dy

por (4.236).
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao, os resultados do MEC sdo validados usando solugdes analiticas
fornecidas no Apéndice D. Elementos de contorno linear reto e circulares com 16 elementos
(MEC16), 32 elementos (MEC32) e 64 elementos (MEC64) s3o usados para discretizar

placas duplas retangulares, circulares e anulares, como mostrado na Figura 5.1 (a-1).

@ e @ e Q@ 90— 0—0—0—0— 0090000000000
° MECI6 * MEC32 MEC64
& ®
L] . E?) . L —.—-—-—g)—o—.—'— "-.—.-O-H-E)-.-'-H-l-ﬂ-
MECI6 MEC32 MEC64
d) e)
&
9
MECI6 MEC32
@ \ ~@—
IH,__.___,..‘.
g) h)

Figura 5.1 — Discretiza¢des do contorno para placa retangular, placa circular e placa anular.

115



5.1 Placas duplas simplesmente apoiadas sob carga pontual

Considere um sistema de placas duplas simplesmente apoiadas (SSSS), conforme

mostrado na Figura 5.2, submetido a uma carga concentrada P = 10 kN aplicada no centro

da placa superior. As dimensdes e espessura sao iguais paras as placas quadradas de 1 m de

comprimento e 0,01 m de espessura, com constante de mola K,, = 0,1MN/m3. Foram

utilizadas trés configuragdes: K,, = 2,646kN /m, K,, = 22,65kN /m ¢ K,, = 52,65kN /m ,

cobrindo raizes complexas, iguais e distintas, respectivamente. Os mddulos de elasticidade

longitudinal da placa superior e inferior sdo E = 28 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3.

As leituras dos deslocamentos e esfor¢os se deram na linha central da placa, na diregao x.

Tabela 5.1 — Deslocamentos e rotagdes das placas sob carga pontual — SSSS (Caso I)

X

(ETEEETEEET

e

Kp

S
S Placg g
Superior
Y S
S
Placa
. Inferior d
Y S

Figura 5.2 — Placa dupla submetida a carga pontual.

MEC

X Resultados T T ” Analitica

w(x10~%m) 1,2349 1,2501 1,2525 1,2532

a/8 0(x10~%rad) 9,7623 9,8854 9,9024 9,9068
v(x10™*m) 1,7297 1,7705 1,7744 1,7753
@(x10"%rad) 1,3173 1,3498 1,3531 1,3538
w(x10~%m) 2,4215 2,4489 2,4529 2,4540

a/4 0(x10~%rad) 9,0854 9,1579 9,1676 9,1703
v(x10~3m) 3,2192 3,2941 3,3015 3,3031
@(x1073rad) 1,0351 1,0566 1,0589 1,0594

a/2 w(x10~%m) 4,0092 4,0450 4,0501 4,0515
v(x1073m) 4,6144 4,7156 4,7257 4,7280
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Tabela 5.2 — Deslocamentos e rotagdes das placas sob carga pontual — SSSS (Caso II)

MEC i
X Resultados T T ” Analitica

w(x1073m) 9,0077 9,1115 9,1274 9,1319

a/8 0(x10"%rad) 7,1632 7,2475 7,2589 7,2618
v(x1073m) 5,0697 5,1599 5,1718 5,1750
@(x10%rad) 3,9154 3,9875 3,9966 3,9988
w(x107%m) 1,7825 1,8010 1,8037 1,8044

a/4 0(x10~%rad) 6,8618 6,9115 6,9180 6,9197
v(x1073m) 9,6092 9,7726 9,7937 9,7991
@(x1073rad) 3,258 3,3029 3,3085 3,3099

a/2 w(x10~2m) 3,0449 3,0694 3,0728 3,0737
v(x107%m) 1,4254 1,4471 1,4499 1,4506

Tabela 5.3 — Deslocamentos e rotagdes das placas sob carga pontual — SSSS (Caso I11)

MEC i
X Resultados T D P Analitica
w(x107%m) 1,0243 1,0359 1,0377 1,03819
a/8 0(x10"%rad) 8,1334 8,2277 8,2406 8,2439
v(x1073m) 3,8348 3,9129 3,9226 3,92502
@(x10%rad) 2,9453 3,0074 3,0149 3,0166
w(x107%m) 2,0217 2,0425 2,0456 2,04642
a/4 0(x10"%rad) 7,7251 7,7801 7,7874 7,7894
v(x1073m) 7,2154 7,3572 7,3745 7,3788
@(x10%rad) 2,3948 2,4343 2,4391 2,4403
a/2 w(x107%m) 3,4153 3,4425 3,4464 3,44741
v(x1072%m) 1,0551 1,0740 1,0763 1,07689

Pode-se observar que as solugdes dos MEC dos deslocamentos e rotagdes apresentam
respostas proximas as suas respectivas solugdes analiticas, nas Tabela 5.1-Tabela 5.3. Para
o primeiro caso, dentre os deslocamentos, o desempenho mais critico ocorre em L/4: a malha
MEC produz o maior erro relativo de 2,57%, diminuindo para 0,27% com MEC32 e
finalmente atingindo 0,051% quando a discretizagdo MEC64 ¢ usada. Também no mesmo
ponto, a rotagdo mais critica possui desempenho semelhante, com o0s seguintes erros
relativos: 2,70%, 0,30% e 0,052%, respectivamente, com MEC16, MEC32 e MEC64. Para
o Caso II, o desempenho mais baixo foi também em L/4. Para deslocamentos os erros

relativos sdo: 2,04%, 0,29% e 0,062% com 16, 32 e 64 elementos. E na mesma sequéncia,
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as rotagdes com os seguintes falha: 2,09%, 0,28% e 0,055%. Para o caso com raizes iguais,
no mesmo ponto: os erros relativos sao de 2,30%, 0,31% e 0,062% para deslocamentos e

2,36%, 0,31% e 0,056% para rotagdes.

Tabela 5.4 — Momentos fletores no dominio da placa (Caso I)

X Resultados MEC Analitica
(x102Nm/m) 16 32 64
M, 1,789 1,885 1,906 1,912
8 M, 3,953 3,978 3,987 3,999
a/ T, 0,525 0,544 0,546 0,546
T, 0,575 0,583 0,584 0,584
M, 4,769 4,874 4,888 4,891
M, 8,688 8,750 8,761 8,764
a/4 Ty 1,023 1,0498 1,052 1,053
T, 1,082 1,100 1,103 1,103
Tabela 5.5 — Momentos fletores no dominio da placa (Caso II)
X Resultados MEC Analitica
(x102Nm/m) 16 32 64
M, 1,059 1,126 1,141 1,145
a/8 M, 2,854 2,873 2,879 2,882
T, 1,2548 1,303 1,311 1,313
T, 1,674 1,688 1,691 1,693
M, 3,034 3,105 3,115 3,116
o/ M, 6,435 6,478 6,485 6,487
Ty 2,757 2,818 2,826 2,828
T, 3,335 3,372 3,378 3,380
Tabela 5.6 — Momentos fletores no dominio da placa (Caso III)
X Resultados MEC Analitica
(x102Nm/m) 16 32 64
M, 1,278 1,353 1,370 1,374
a/8 M, 3,256 3,276 3,284 3,290
T, 1,036 1,076 1,082 1,083
T, 1,271 1,284 1,287 1,288
M, 3,626 3,706 3,717 3,719
M, 7,300 7,343 7,352 7,353
a/4 Ty 2,165 2,218 2,224 2,225
T, 2,474 2,508 2,513 2,514
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Os resultados em momentos seguem a tendéncia dos deslocamentos. As respostas
revelam uma boa resposta da solug¢ao pelo MEC. A formulagao das respostas analiticas pode

ser encontrada no Apéndice B

5.2 Placas duplas simplesmente apoiadas sob carga distribuida

Nesse exemplo sera analisado um caso com bordas simplesmente apoiadas sujeito a
uma carga distribuida constante, conforme pode ser visto na Figura 5.3, com intensidade de
q = 1 kN /m? na placa superior. As dimensdes e espessura da placa quadrada superior sdo
1 m de comprimento ¢ 0,01 m de espessura. A camada de ligagdo estd associada a uma
constante de mola K, = 0,1 MN/m3. Trés configuracdes foram utilizadas: K, =
2,646kN /m, K, = 22,65kN /m e K, = 52,65kN /m , cobrindo raizes complexas, iguais e
distintas, respectivamente. O mddulo de elasticidade longitudinal das placas ¢ E = 28 GPa
e coeficiente de Poisson v = 0,3.

Nas Tabela 5.7 a 5.9 sdo apresentados resultados numéricos para as discretizagdes
com 16, 32 e 64 elementos de contorno. Os pontos observados estao posicionados ao longo
da linha central em x. A Tabela 5.10 traz as respostas de momentos fletores ao longo do eixo

central das placas, na direcao x.
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Figura 5.3 — Placa dupla simplesmente apoiada submetida a carga distribuida
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Tabela 5.7 — Deslocamentos e rotagdes das placas sob carga distribuida — SSSS (Caso 1)

MEC i,
X Resultados T T ” Analitica

w(x10~*m) 5,4119 5,5799 5,6001 5,6039

a/8 0(x103rad) 4,0123 4,1373 4,1520 4,1546
v(x10~°>m) 6,9010 7,2332 7,2632 7,2676
@(x10"*rad) 5,2190 5,4739 5,4976 5,5011
w(x10™*m) 0,9786 1,0078 1,0113 1,0119

a/4 0(x10 3rad) 2,9139 2,9878 2,9965 2,9980
v(x10™*m) 1,2731 1,3334 1,3389 1,3398
@(x10"*rad) 3,9882 4,1633 4,1802 4,1828

a/2 w(x1073m) 1,3525 1,3901 1,3946 1,3954
v(x10~*m) 1,7914 1,8802 1,8880 1,8891

Tabela 5.8 — Deslocamentos e rotagdes das placas sob carga distribuida — SSSS (Caso II)

MEC

X Resultados T T ” Analitica

w(x10~*m) 4,0213 4,1386 4,1528 4,1550

a/8 0(x103rad) 2,9680 3,0550 3,0650 3,0668
v(x10™*m) 2,0812 2,1645 2,1739 2,1756
@(x1073rad) 1,5665 1,6297 1,6367 1,6379
w(x10™*m) 7,2409 7,4441 7,4679 7,4721

a/4 0(x103rad) 2,1339 2,1846 2,1905 2,1915
v(x10™*m) 3,8188 3,9672 3,9838 3,9867
@(x103rad) 1,1790 1,2194 1,2240 1,2248

a/2 w(x1073m) 0,9967 1,0227 1,0258 1,0263
v(x10~*m) 5,3572 5,5539 5,5760 5,5798

Tabela 5.9 — Deslocamentos e rotagdes das placas sob carga distribuida — SSSS (Caso III).

MEC i
X Resultados T 3 P Analitica

w(x10~*m) 4,5465 4,6799 4,6957 4,6987

a/8 0(x1073rad) 3,3609 3,4597 3,4713 3,4733
v(x10~3m) 1,5559 1,6234 1,6306 1,6319
@(x10"%rad) 1,1736 1,2249 1,2304 1,2314
w(x10~*m) 8,1979 8,4288 8,4560 8,4610

a/4 0(x10™*rad) 2,4239 2,4813 2,4880 2,4892
v(x1073m) 2,8616 2,9825 2,9956 2,9979
@(x1073rad) 8,8903 9,2280 9,2650 9,2714

a/2 w(x1073m) 1,1298 1,1594 1,1628 1,1635
v(x1073m) 0,4026 0,4188 0,4206 0,4209
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As Tabela 5.7-Tabela 5.9 apresentam os resultados do MEC para o sistema de placa
dupla de carga uniforme para discretizagcdes sucessivas. Os casos criticos dos resultados
ocorrem em L/4 para o deslocamento e inclinagao da placa inferior. Para o caso I, obtém-se
um erro relativo de 5,04% (deslocamento) com a malha mais grossa, reduzindo para 0,473%
usando a discretizagdo MEC32 e chegando a 0,061% com a malha mais rica. A inclinag@o
tem um comportamento semelhante ao do deslocamento, iniciando com um erro relativo de
5,13%, diminuindo para 0,49% com a malha MEC32 e finalmente chegando a 0,064%
usando a discretizacio MEC64. Para o Caso II, o desempenho mais baixo foi também em
L/4. Para deslocamentos os erros relativos sdo: 4,34%, 0,51% e 0,078% com 16, 32 e 64
elementos. E na mesma sequéncia, as rotacdes com os seguintes falha: 4,36%, 0,50% e
0,073%. Para o caso com raizes iguais, no mesmo ponto: os erros relativos sao de 4,66%,
0,52% e 0,08% para deslocamentos e 4,69%, 0,53% e 0,081% para rotacdes. Os resultados

do MEC demonstram boa aproximagao para solucdes analiticas.

Tabela 5.10 — Mometos fletores das placas superior e inferior.

Resultados MEC

X (Nm/m) T D P Analitica
M, 21,355 22,289 22,412 22,436
a/8 M, 17,946 18,109 18,139 18,149
T, 2,285 2,427 2,440 2,442
T, 2,299 2,374 2,383 2,384
M, 33,269 34,326 34,450 34,472
a/4 M, 30,666 31,177 31,240 31,253
T, 4,199 4411 4,430 4,433
T, 4,197 4,358 4,374 4,377
a/2 M, 40,832 41,631 41,725 41,742
T, 5,887 6,117 6,140 6,144

Quanto aos esfor¢os de momento fletor, as respostas com discretizacdes MEC16
também apresentaram os maiores erros. Em L/8, na resposta do momento fletor da placa
inferior T,, ocorreu um erro relativo de 6,429%, diminuido a 0,082% com a malha mais
refinada. Convém notar que os resultados obtidos via MEC tiveram um bom desempenho

quando comparados com as respostas analiticas.
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5.3 Exemplo paramétrico

Seja um sistema de placas duplas simplesmente apoiado, submetido a uma carga
concentrada P = 10 kN aplicada no centro da placa superior. A dimensao do lado das placas
quadradas ¢ de 8 m de comprimento. Os modulos de elasticidade longitudinal da placa
superior ¢ inferior sdo E = 28 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. Com o intuito de se
investigar a influéncia dos parametros de rigidez das placas e da camada elastica no
comportamento final do sistema foram adotadas as seguintes configuracdes de razdo de
espessuras: hy/h, =1/2; hy/h, =1 e; hy/h, = 2 com h, = 0,08m. Além disso, para
cada uma dessas razdes foram admitidos diversos valores para a constante de mola da
camada eléstica. Os resultados para os deslocamentos e rotacdes das placas sdo obtidos
utilizando uma discretizag¢do de 32 elementos e monitorados nos pontos A (a/2, b/8), B
(a/2, b/4)eC (a/2, b/2).Nas Figura 5.4 a Figura 5.6 sdo apresentados os deslocamentos
das placas superior e inferior ao longo da direcao x.

Como esperado, as Figura 5.4 a 5.6 mostram que com o aumento do valor da
constante de mola em cada sistema de placas, os deslocamentos superior e inferior de cada
sistema tendem para os valores assintoticos associados a cada configuragdo. As formas das
curvas assintéticas sao dependentes da rigidez do conjunto placa e camada que formam
sistema de placa dupla.

Na primeira configuragdo, com arazdo h, /h, = 1/2, pode-se observar que o sistema
apresenta uma maior taxa para deslocamentos superiores em direcdo ao valor assintdtico,
isso em comparagdo com uma taxa crescente para deslocamentos menores em dire¢do ao
mesmo valor assintdtico. Também pode ser visto que quanto maior o médulo de K,,, menor
¢ a variacdo do deslocamento, implicando numa certa dominancia com relagdo a Kp.

Para o caso de placas gémeas onde h;/h, = 1, dado as rigidezes das placas sendo
iguais, ha uma transferéncia de energia proporcional por parte da camada elastica. A Figura
5.5 mostra curvas quase-simétricas associadas a deslocamentos superior e inferior tendendo
a um valor assintotico. Devido a rigidez nas regides proximas aos apoios da placa ser mais
elevada, o espectro de deslocamentos nesses pontos acaba sendo menor e,

consequentemente, hd uma menor influéncia com relagdo a variacdo da camada elastica.
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Figura 5.6 — Deslocamentos no ponto central da placa superior e inferior com relacao
hl/hz = 2

A partir dos graficos da Figura 5.6, para o sistema com relagdo h;/h, = 2, os
deslocamentos na placa superior sio menos influenciados pelos valores da constante da mola
e pela camada de cisalhamento, pois a carga ¢ aplicada diretamente na placa superior que

por ser mais rigida, acaba resultando em um trabalho externo mais absorvido.
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E interessante notar que, diferentemente do caso de razdo h;/h, = 1/2, uma
variagdo mais repentina de deslocamento entre mdédulos do cisalhamento da camada num
mesmo ponto nio ocorre quando para Kp menores, mas sim de forma inversa, quando o
sistema possui elevados modulos de Kp. Entdo, o aumento do modulo da camada cisalhante
acaba aumentando a rigidez do sistema das placas como um todo. Este fendmeno torna-se

ainda mais evidente quando a rigidez da placa inferior ¢ reduzida.

5.4 Placas duplas sob carga distribuida e condicio de contorno ESES

Nesse exemplo ¢ analisado um caso em que duas bordas estdo engastadas e outras
duas simplesmente apoiadas (ESES), em ambas as placas, vide Figura 5.7. E aplicada uma
carga distribuida ¢ = 10 kN/m? na placa superior. As dimensdes da placa quadrada sdo
3 m de comprimento. As espessuras da superior e inferior sdo, respectivamente de 0,04 m e
0,02 m. A camada de ligagio esta associada a uma constante de mola K,, = 0,1 MN/m3 e
0 modulo da camada de cisalhamento K, = 44,05kN/m. O modulo de elasticidade
longitudinal da placa superior ¢ E = 3,5 GPa ¢ o da inferior E = 28 GPa. Ambas as placas
possuem coeficiente de Poisson v = 0,3. Os resultados dos deslocamentos e esforgos foram

observados ao longo da linha central e na direcao x.
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Figura 5.7 — Placa dupla ESES submetida a carga distribuida.
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Tabela 5.11 — Deslocamentos e rotagdes das placas sob carga distribuida — ESES.

MEC i
X Resultados T T ” Analitica

w(x107%m) 2,1632 2,1380 2,1345 2,1346

a/8 0(x10%rad) 5,1709 5,1286 5,1215 5,1214
v(x107%m) 1,0474 1,0247 1,0217 1,0217
@(x10%rad) 2,5889 2,5483 2,5424 2,5423
w(x107%m) 3,7864 3,7506 3,7453 3,7453

a/4 0(x10~%rad) 3,4398 3,4250 3,4224 3,4222
v(x107%m) 1,8917 1,8589 1,8544 1,8544
@(x10"%rad) 1,8652 1,8511 1,8488 1,8487

a/2 w(x10~%m) 5,0501 5,0122 5,0066 5,0065
v(x1072%m) 2,6038 2,5687 2,5638 2,5638

Dentre os deslocamentos da Tabela 5.11, o desempenho mais critico ocorre em L/4,

onde a malha MEC produz 2,52% como o maior erro relativo, diminuindo para 0,29% com
MEC32 e finalmente atingindo 0,0001% quando a discretizagdo MEC64 ¢ usada. Também
no mesmo ponto, a rotacdo mais critica possui desempenho semelhante, com os seguintes

erros relativos: 1,83%, 0,24% e 0,0039%, respectivamente, com MEC16, MEC32 e MEC64.

Os resultados apresentam uma boa taxa de convergéncia da solucdo MEC. Nota-se

uma aproximacao superior, com relacdo a resposta exata.

Tabela 5.12 — Momentos fletores nas placas sob carga distribuida — ESES

que, diferentemente dos exemplos envolvendo a solu¢do de Navier, a convergéncia se da por

X Resultados MEC Analitica
(x103Nm/m) 16 32 64
M, 1,027 1,012 1,011 1,012
a/8 M, 0,892 0,891 0,892 0,893
T, 4,146 3,992 3,979 3,981
T, 4,597 4,568 4,572 4,576
M, 1,345 1,332 1,330 1,330
o/4 M, 1,469 1,466 1,466 1,467
T, 6,687 6,566 6,549 6,549
T, 8,203 8,151 8,149 8,151
M, 1,385 1,383 1,382 1,383
a2 M, 1,896 1,887 1,886 1,886
T, 8,142 8,119 8,116 8,117
T, 1,117 1,108 1,106 1,106
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Uma boa convergéncia do MEC para as solugdes analiticas associadas em cada placas,
tanto em deslocamentos e rotagdes, quanto em esfor¢os de momentos fletores pode ser vista
nas Tabela 5.11 e Tabela 5.12. O maior erro relativo € visto no momento fletor T,, chegando
a 4,14% com a discretizacdo de 16 elementos. Aumentando a discretizagdo, 0 mesmo

esforco em MEC64 apresenta um erro relativo de 0,05%.

5.5 Placas duplas circulares sob carga distribuida

As placas duplas circulares, neste exemplo, possuem espessuras das placas superior e
inferior iguais a 0,01m. Os raios adotados foram de 1 m. As propriedades da camada elastica
sdo: constante de mola K,, = 0,1MN /m3. Os médulos de elasticidade longitudinal da placa
superior ¢ inferior sdo E; = E, = 28 GPa ¢ coeficiente de Poisson v = 0,3. A camada
cisalhante tem modulo K, = 5,265kN /m. O carregamento aplicado tem intensidade g, =
10kN /m?.

Utilizando os mesmos parametros para os exemplos com placas circulares, foram
alteradas as condi¢des de contorno abordando: totalmente engastada (E/E); simplesmente
apoiada (S/S); placa superior apoiada e inferior engastada (S/E); e placa superior engastada

e inferior simplesmente apoiada (E/S).

g, g,
g Ldliiilllll

2 ! AR S
& ., & & e, B

Figura 5.8 — Placa dupla sob carregamento distribuido uniforme e condi¢des de contorno.
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Tabela 5.13 — Deslocamentos na placa dupla circular engastada

MEC )

X Resultados T T ” Analitica
0 w(x107%m) 3,6831 3,6888 3,6903 3,6957
v(x107%m) 2,3716 2,3951 2,4010 2,4058
w(x107%m) 3,4108 3,4152 3,4163 3,4206
0.2R 0(x10"%rad) 2,6750 2,6879 2,6912 2,6990
’ v(x107%m) 2,1692 2,1918 2,1975 2,2018
@(x10%rad) 1,9750 1,9846 1,9870 1,9910
w(x107%m) 2,6523 2,6531 2,6532 2,6559
0.4R 0(x10"%rad) 4,7607 4,7837 4,7895 4,7984
’ v(x107%m) 1,6199 1,6398 1,6448 1,6481
@(x10%rad) 3,3768 3,3931 3,3972 3,4029
w(x107%m) 1,5877 1,5832 1,5821 1,5830
0.6R 0(x10~%rad) 5,6243 5,6515 5,6583 5,6662
’ v(x1073m) 8,9234 9,0875 9,1286 9,1508
@(x10%rad) 3,6757 3,6994 3,6980 3,7033
w(x1073m) 5,3580 5,2630 5,2391 5,2347
0.8R 0(x10~%rad) 4,4753 4,4970 4,5024 4,5075
’ v(x1073m) 2,4888 2,6218 2,6551 2,6685
@(x10"%rad) 2,5000 2,5118 2,5148 2,5180

Na Tabela 5.13, € possivel notar a convergéncia ascendente dos resultados numéricos
para os momentos fletores, partindo da malha menos refinada (MEC16) até o modelo com
mais elementos de contorno (MEC64). O erro relativo percentual maximo das respostas
apresentadas foi de 6,73% para a malha mais pobre, no deslocamento da placa inferior da

posi¢ao “0,8R”. Quando utilizado MEC64, tal erro reduziu para 0,127%.

5 T T T T T T T T T B T
——w (Exata)
v (Exata)
w(MEC16) 4
v(MEC186)
w(MEC32)
V(MEC32) |
w(MEC64)
v(MEC84)

+ e [ [ O O

Deslocamentos (x 10 ™ ’m)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.9 — Deslocamento de placa dupla com ambas placas engastadas.
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Tabela 5.14 — Deslocamentos na placa dupla circular simplesmente apoiada

X Resultados T N;F;C ” Analitica
0 w(x107%m) 1,3189 1,3241 1,3254 1,3269
v(x1072%m) 1,1496 1,1563 1,1580 1,1595
w(x107%m) 1,2546 1,2595 1,2607 1,2621
0.2R 0(x10"%rad) 6,3787 6,4096 6,4173 6,4290
’ v(x107%m) 1,0918 1,0983 1,1000 1,1013
@(x10%rad) 5,7232 5,7509 5,7578 5,7657
w(x107%m) 1,0675 1,0715 1,0725 1,0736
0.4R 0(x10~%rad) 1,2189 1,2247 1,2262 1,2279
’ v(x107%m) 0,9246 0,9303 0,9317 0,9328
@(x10"%rad) 1,0853 1,0905 1,0919 1,0932
w(x10~%m) 7,7473 7,7727 7,7791 7,7863
0.6R 0(x10~%rad) 1,6850 1,6932 1,6952 1,6972
’ v(x1073m) 6,6557 6,7000 6,7111 6,7194
@(x10"%rad) 1,4806 1,4877 1,4895 1,4912
w(x1073m) 4,0528 4,0603 4,0621 4,0653
0.8R 0(x10~2%rad) 1,9745 1,9841 1,9865 1,9886
’ v(x10~3m) 3,4386 3,4674 3,4746 3,4793
@(x10"%rad) 1,7037 1,7120 1,7140 1,7159

No caso da placa dupla circular simplesmente apoiada, o maior erro relativo
percentual foi de 1,17%, no deslocamento da placa inferior da posicao “0,8R” da Tabela
5.14, ainda menor comparado a condi¢do anterior. Com a discretizagdo MEC64 o erro

relativo diminuiu para 0,135%.

1,4 - ——w (Exata) A

——v (Exata) A

B2 & w(MEC16)A
5 1 & v(MEC16)
21,0+ o w(MEC32) -
o v(MEC32) |

0,8 - w(MEC64)/

v(MEC84) |

Deslocamentos (x 1
(=] o
E=N [o)]
1 1

=
N
L

0,0

0.0 02 0.4 06 0.8 1,0
r(m)

Figura 5.10 — Deslocamentos de placa dupla simplesmente apoiada.
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Tabela 5.15 — Deslocamentos na placa dupla circular engastada e simplesmente apoiada

MEC i

X Resultados T T ” Analitica
0 w(x10~%m) 4,3228 4,3316 4,3338 4,3400
v(x1072%m) 3,4496 3,4784 3,4856 3,4917
w(x107%m) 4,0134 4,0207 4,0225 4,0276
02R 0(x10~%rad) 3,0440 3,0588 3,0624 3,0708
’ v(x1072%m) 3,2156 3,2433 3,2502 3,2558
@(x10"%rad) 2,2930 2,3041 2,3069 2,3113
w(x10~%m) 3,1458 3,1490 3,1498 3,1530
0.4R 0(x10~%rad) 5,4755 5,5020 5,5086 5,5185
’ v(x107%m) 2,5692 2,5937 2,5999 2,6044
@(x10"%rad) 4,0361 4,0556 4,0605 4,0671
w(x10~%m) 1,9097 1,9069 1,9062 1,9075
0.6R 0(x10~2%rad) 6,6000 6,6318 6,6398 6,6490
’ v(x107%m) 1,6696 1,6897 1,6948 1,6980
@(x10"%rad) 4,7613 4,7843 4,7901 4,7968
w(x107%m) 0,6571 0,6482 0,6459 0,6456
0.8R 0(x10"%rad) 5,4288 5,4551 5,4616 5,4679
’ v(x107%m) 0,7460 0,7617 0,7656 0,7676
@(x10%rad) 4,2945 4,3153 4,3205 4,3259

Um comportamento semelhante ¢ visto na Tabela 5.15, onde o erro relativo maximo
¢ de 2,81% na malha menos refinada, atingindo 0,261%, para mesmo ponto, quando

utilizada a MEC64.
5 T T T T T T T T T

w (Exata) |
—— v (Exata)

& w(MEC16) A
v(MEC16)
w(MEC32) 1
v(MEC32) |
w(MECG64)
v(MEC64) 1

e O O [»

Deslocamentos (x 10~ “m)

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Figura 5.11 — Deslocamentos na placa superior engastada e inferior simplesmente apoiada.
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Tabela 5.16 — Deslocamentos na placa superior simplesmente apoiada e inferior engastada.

X Resultados T N;F;C ” Analitica
0 w(x107%m) 6,3386 6,3571 6,3618 6,3697
v(x10~%m) 3,9472 3,9784 3,9862 3,9926
w(x107%m) 5,9882 6,0051 6,0093 6,0162
02R 0(x10"%rad) 3,4584 3,4751 3,4793 3,4879
’ v(x10~%m) 3,6536 3,6834 3,6909 3,6967
@(x10%rad) 2,8841 2,8980 2,9015 2,9077
w(x107%m) 4,9908 5,0028 5,0058 5,0107
0 4R 0(x10~2rad) 6,3848 6,4157 6,4235 6,4340
’ v(x10~%m) 2,8355 2,8614 2,8678 2,8724
@(x10"%rad) 5,1375 5,1624 5,1686 5,1756
w(x10~%m) 3,5022 3,5070 3,5082 3,5110
0 6R 0(x10"2rad) 8,2933 8,3384 8,3485 8,3590
’ v(x107%m) 1,6857 1,7060 1,7111 1,7140
@(x10"%rad) 6,0790 6,1084 6,1158 6,1231
w(x1072m) 1,7602 1,7567 1,7558 1,7565
08R 0(x10"2%rad) 8,8964 8,9395 8,9503 8,9597
’ v(x107%m) 0,5476 0,5628 0,5661 0,5677
@(x10"%rad) 4,8483 4,8718 4,8777 4,8841
7 I I T I I I T
—— w (Exata)
6 v (Exata)
= o w(MEC16) |
‘TD & o v(MEC16) |
= A w(MEC32)
x 4 v(MEC32) |
B - W(MEC64)
= v(MECS64)
=51 -
S
8 2- i
a)
1 .
0- -

0.0 0.2

Figura 5.12 — Deslocamentos na placa dupla, superior simplesmente apoiada e inferior
engastada.
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Os resultados da Tabela 5.16 mostram um bom desempenho das solugdes do MEC
quando comparados com a solucdo exata. O deslocamento inferior na posicao “0,8R”
apresentou um erro relativo de 3,541% para o MEC16. Aumentando a discretizagao, tal erro

¢ reduzido para 0,282%.

5.6 Placas duplas circulares sob carga pontual

As placas duplas circulares, nesta secdo, possuem as espessuras superior e inferior
iguais a 0,01m, respectivamente. Os raios adotados foram de 1 m. As propriedades da
camada elastica sdo: constante de mola K,, = 0,1MN/m3. Os mddulos de elasticidade
longitudinal da placa superior e inferior sdo E = 28 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3.
A camada cisalhante tem modulo K, = 23kN /m

Com os mesmos parametros para cada exemplo, as condi¢des abordadas sdo:
totalmente engastada (E/E); simplesmente apoiada (S/S); placa superior apoiada e inferior

engastada (S/E); e placa superior engastada e inferior simplesmente apoiada (E/S).

Figura 5.13 — Placa dupla circular sob carregamento pontual e condi¢des de contorno.

Na Tabela 5.17 sdo apresentados os deslocamentos e rotagdes das placas superior e
inferior. Convém notar que os resultados obtidos via MEC tiveram um bom desempenho

quando comparados com as respostas analiticas.
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Tabela 5.17 — Deslocamentos e rotagdes das placas duplas circulares sob carga pontual no

centro.
r(m) w(x107%m) 0(x10"%rad) v(x107%m) @(x10"%rad)
MEC Exata MEC Exata MEC Exata MEC Exata
Engastada-Engastada
0 5,4577 54577 - - - 3,7205 3,7205 - -
0,2R 44701 4,4701 7,0969  7,0969 3,3420 3,3420 3,4607  3,4607
0,4R 2,9591  2,9591 7,6232  7,6232 2,4756 2,4756 4,8873  4,8873
0,6R 1,5284  1,5284 6,4739  6,4739 1,4920 1,4920 47416 4,7416
0,8R 0,4495  0,4495 4,1005 4,1005 0,6386 0,6386 3,7108  3,7108
Simplesmente apoiada — Simplesmente apoiada
0 1,0971 11,0971 - - 8,7241 8,7241 - -
0,2R 0,9777  0,9777 09171  0,9171 8,1321 8,1321 0,5594 0,5594
0,4R 0,7641  0,7641 1,1798 11,1798 6,6277 6,6277 0,9126  0,9126
0,6R 0,5159  0,5159 1,2848 11,2848 4,5928 4,5928 1,0988  1,0988
0,8R 0,2561  0,2561 1,3004  1,3004 2,3131 2,3131 1,1635 11,1635
Engastada — Simplesmente apoiada
0 5,4577 54577 - - 3,7205 3,7205 - -
0,2R 4,4701  4,4701 7,0969  7,0969 3,3420 3,3420 3,4607  3,4607
0,4R 2,9591  2,9591 7,6232  7,6232 2,4756 2,4756 4,8873  4,8873
0,6R 1,5284 11,5284 6,4739  6,4739 1,4920 1,4920 47416 47416
0,8R 0,4495  0,4495 4,1005 4,1005 0,6386 0,6386 3,7108  3,7108
Simplesmente apoiada — Engastada
0 6,4303  6,4304 - - 3,7205 3,7205 - -
0,2R 5,4294  5,4294 7,2348  7,2348 3,3165 3,3165 3,7119  3,7119
0,4R 3,8734  3,8734 7,9507 17,9507 2,3785 2,3785 5,3379  5,3379
0,6R 2,3447  2,3447 7,1795  7,1795 1,2983 1,2983 5,2033  5,2033
0,8R 1,0415 1,0415 5,8122  5,8122 0,3967 0,3967 3,5555 3,5555
5.7 Placas duplas anulares sob carga distribuida

De maneira semelhante, as placas duplas anulares, nesta se¢ao, possuem configuragdes

em comum, porém sdo feitas variacdes nas condi¢des de contorno e nas cargas solicitantes.
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As placas duplas anulares, nesta se¢do, possuem as espessuras superior e inferior

iguais a 0,01m. Os raios externo e interno adotados foram, respectivamente, de 8 m e 4 m.

As propriedades da camada eléstica sdo: constante de mola K, = 0,1MN /m?>. Os médulos

de elasticidade longitudinal da placa superior e inferior sdo, respectivamente, E; = E,

28 GPa ¢ coeficiente de Poisson v =0,3. A camada cisalhante tem modulo K,

2,646kN /m. O carregamento aplicado tem modulo g = 1kN /m?.

Figura 5.14 — Placa dupla anular com varias condi¢des de contorno: (a) engastada (b)
engastada-apoiada (c)apoiada-engastada (d) SEES/ESSE.

Tabela 5.18 — Deslocamentos nas placas superior e inferior da placa dupla engastada.

Ty ™

(®)

-y

b

33 FEEE
@

MEC ..
X Resultados T T ” Analitica
w(x1072m) 0,7935 0,8086 0,8124 0,8136
0.625R 0(x10 %rad) 0,9742 0,9933 0,9981 0,9997
’ L p(x107%m) 0,7468 0,762 0,7658 0,767
©(x10~%rad) 0,9535 0,9721 0,9768 0,9784
w(x1072m) 1,2973 1,3222 1,329 1,3306
0.75R 0(x10 %rad) -0,0851 -0,0868 -0,0872 -0,0874
L p(x107%m) 1,2456 1,2705 1,2767 1,2788
©(x10~%rad) -0,0856 -0,0873 -0,0877 -0,0878
w(x107%m) 0,6957 0,7089 0,7122 0,7133
0(x10 %rad) -0,9459 -0,9645 -0,9691 -0,9707

0,875R; -
v(x107%m) 0,6492 0,6624 0,6657 0,6669
©(x10~%rad) -0,9234 -0,9415 -0,946 -0,9475

=
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Figura 5.15 — Deslocamentos na placa dupla anular engastada.
Tabela 5.19 — Deslocamentos da placa dupla anular engastada e apoiada.
MEC .
X Resultados T T ” Analitica
w(x1072%m) 1,1406 1,1625 1,168 1,1875
0.625R 0(x10~%rad) 1,2745 1,2995 1,3058 1,3186
’ b v(x107%m) 1,1419 1,1647 1,1705 1,1935
@(x10™%rad) 1,0994 1,121 1,1264 1,1282
w(x10~2%m) 1,768 1,8021 1,8107 1,8305
0(x10~%rad) -0,1098 -0,112 -0,1125 -0,121
0,75R, =
v(x10™*m) 1,7083 1,7422 1,7508 1,7702
@(x10™%rad) -0,1098 -0,1119 -0,1125 -0,1209
w(x10~2%m) 1,0065 1,0257 1,0306 1,0389
0(x10"%rad) -1,2527 -1,2773 -1,2835 -1,2958
0,875R; =
v(x10™*m) 1,006 1,0262 1,0313 1,04
@(x10~%rad) -1,0904 -1,1118 -1,1171 -1,1283
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Figura 5.16 — Deslocamentos da placa dupla anular engastada e simplesmente apoiada.

Tabela 5.20 — Deslocamentos e rotacdes de placa anular simplesmente apoiada e engastada.

MEC

X Resultados T T ” Analitica
w(x107%m) 1,258 1,2822 1,2883 1,3114

0.625R 0(x10~%rad) 1,1496 1,1721 1,1778 1,1797
’ 1 v(x107%m) 1,1554 1,1785 1,1844 1,204
@(x10"%rad) 1,3092 1,3349 1,3413 1,3542
w(x10~%m) 1,8453 1,8810 1,8900 1,9095
0(x10~%rad) -0,1101 -0,1123 -0,1128 -0,1213

0,75R; —

v(x107*m) 1,8031 1,8389 1,848 1,8678
@(x10"%rad) -0,1112 -0,1133 -0,1139 -0,1224
w(x10~2m) 1,1212 1,1427 1,1481 1,1569

0.875R 0(x10~%rad) -1,1421 -1,1645 -1,1701 -1,1814
’ L p(x107%2m) 1,0195 1,040 1,0451 1,0535

@(x10™%rad) -1,2871 -1,3123 -1,3187 -1,3311
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Tabela 5.21 — Deslocamentos e rotagdes de placa dupla anular SEES/ESSE.

MEC ...
X Resultados T D P Analitica

w(x10~%m) 1,1012 1,1222 1,1276 1,1489

0.625R, 0(x10"%rad) 0,9606 0,9794 0,9842 0,9849
’ v(x107%m) 1,0039 1,0241 1,0292 1,0473
@(x10%rad) 1,1000 1,1216 1,127 1,1382
w(x107%m) 1,5247 1,5541 1,5615 1,5785

0.75R, 0(x10"%rad) 0,218 -0,2223 -0,2234 -0,2322
’ v(x107%m) 1,477 1,5064 1,5138 1,5310
@(x10%rad) -0,2202 -0,2245 -0,2256 -0,2345
w(x107?m) 0,7753 0,7900 0,7937 0,8000

0,.875R, 0(x10~%rad) -1,0837 -1,1049 -1,1103 -1,1208
’ v(x107%m) 0,7289 0,7437 0,7474 0,7538
@(x10%rad) -1,0625 -1,0833 -1,0886 -1,0992

Nota-se, na Tabela 5.20, que partindo da malha menos refinada (MEC16) até o
modelo com mais elementos de contorno (MEC64) ocorre uma aproximacao ascendente dos
resultados numéricos para os deslocamentos e rotacdes. O erro relativo percentual maximo
das respostas apresentadas foi de 4,072% para a malha mais pobre, no deslocamento da
placa superior da posic¢ao “0,625R”. Quando utilizado MEC64, tal erro relativo reduziu para
1,762%.

J& para o sistema com condi¢do de contorno mista, referente aos raios interno e
externo, a Tabela 5.21 apresenta respostas dos deslocamentos e rotagdes com um
desempenho satisfatorios. O maior erro relativo percentual ocorreu em 0,625R e foi de

4,152% quando utilizado MEC16, reduzindo para 1,85% com MEC64.

5.8 Placas duplas sob carga linha

Considere um sistema de placas duplas simplesmente apoiadas submetido a uma
carga em linha P = 1kN /m aplicada no centro da placa superior. As dimensodes e espessura

sdo iguais paras as placas de dimensdes: 2 m de largura e 4 m de comprimento e 0,05 m de
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espessura. A constante de mola adotada foi de K,, = 0,1MN /m? e a camada cisalhante tem

modulos K, = 233,2kN/m, K;, = 283,2kN /m ¢ K;, = 253,2kN /m, para Caso I, Caso Il e

Caso III, respectivamente. Os modulos de elasticidade longitudinal da placa superior e

inferior sdo E = 28 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. Os resultados foram observados

ao longo do eixo central da placa, na diregao x.

]
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X SONNANANNANYN X
Placa Placa
Superior S s . S
uperior uperior
S NRNNNNNKNN
E
S x S x
Placa g Placa g
Inferior Inferior
S S
(a) (b)

Figura 5.17 — Placa dupla: (a) SSSS e (b) vinculagao ESES/SSSS sob carga em linha.

Tabela 5.22 — Deslocamentos da placa dupla simplesmente apoiada sob carga linha (Caso I)

X Resultados T N;F;C ” Analitica

w(x10™*m) 1,163 1,201 1,203 1,204

a/8 0(x10"*rad) 4,470 4,622 4,632 4,634
v(x10~°>m) 2,741 2,708 2,715 2,716
@(x10"*rad) 1,039 1,029 1,032 1,033
w(x10~*m) 2,192 2,264 2,269 2,270

a/4 0(x10™*rad) 3,665 3,782 3,790 3,792
v(x10~°>m) 5,074 5,020 5,034 5,035
@(x10~°rad) 8,038 7,964 7,990 7,992

a/2 w(x10™*m) 3,240 3,342 3,349 3,350
v(x107°m) 7,215 7,139 7,160 7,163
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Tabela 5.23 — Deslocamentos da placa dupla simplesmente apoiada sob carga linha (Caso

1)
X Resultados MEC Analitica
16 32 64

w(x10~*m) 1,146 1,170 1,173 1,173

a/8 0(x10"*rad) 4,404 4,505 4,515 4,517
v(x10~°>m) 2,915 3,015 3,022 3,023
@(x10"*rad) 1,105 1,146 1,150 1,150
w(x10™*m) 2,160 2,207 2,212 2,212

a/4 0(x10"*rad) 3,614 3,691 3,698 3,700
v(x107°m) 5,397 5,590 5,606 5,607
@(x10~°rad) 8,554 8,875 8,903 8,907

a/2 w(x10~*m) 3,193 3,260 3,267 3,268
v(x10~°>m) 7,677 7,953 7,977 7,980

Tabela 5.24 — Deslocamentos da placa dupla simplesmente apoiada sob carga linha (Caso

I11)
X Resultados T N;F;C ” Analitica

w(x10™*m) 1,176 1,188 1,191 1,191

a/8 0(x10™*rad) 4,517 4,573 4,584 4,586
v(x10~°>m) 2,617 2,836 2,843 2,844
@(x10"*rad) 9,919 1,078 1,081 1,081
w(x10~*m) 2,215 2,240 2,245 2,246

a/4 0(x10™*rad) 3,702 3,744 3,752 3,754
v(x107°m) 4,844 5,257 5,272 5,273
@(x10~°rad) 7,672 8,342 8,369 8,372

a/2 w(x10™*m) 3,272 3,308 3,315 3,316
v(x107°m) 6,887 7,478 7,500 7,502

As Tabela 5.22 a 5.24 apresentam convergéncias ascendentes dos resultados
numéricos para os deslocamentos, partindo da malha menos refinada (MEC16) até o modelo
com mais elementos de contorno (MEC64), para os trés casos de raizes. Os erros relativos
percentuais apresentados sdo: no Caso I, de 3,436% no deslocamento da placa superior em
L/4, chegando a 0,044%, quando refinada a MEC64. Para o Caso II, a diminui¢do do erro
foi de 3,745% a 0,018%, no deslocamento inferior da mesma posi¢cdo. No Caso III, na
mesma posi¢ao e mesma placa do Caso II, o erro relativo inicial foi de 8,136% com MEC16,

diminuindo consideravelmente a 0,019%.
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Tabela 5.25 — Deslocamentos da placa dupla ESES/SSSS (Caso I)

MEC Lo

X Resultados T T ” Analitica
w(x10~*m) 1,045 1,029 1,026 1,026
a/8 0(x10"*rad) 4,019 3,967 3,958 3,958
v(x10~°m) 2,278 2,233 2,222 2,221
@(x10~%rad) 8,630 8,490 8,454 8,452
w(x10~*m) 1,973 1,945 1,940 1,940
a/4 0(x10"*rad) 3,317 3,281 3,273 3,274
v(x10~°m) 4,216 4,142 4,123 4,122
@(x10~°rad) 6,678 6,586 6,559 6,558
a/2 w(x10~*m) 2,928 2,891 2,884 2,884
v(x10~°m) 6,000 5,900 5,872 5,871

Tabela 5.26 — Deslocamentos da placa dupla ESES/SSSS (Caso II)

MEC .

X Resultados T 3 P Analitica
w(x10~*m) 1,021 1,005 1,002 1,002
a/8 0(x10"*rad) 3,927 3,877 3,868 3,869
v(x10~°m) 2,545 2,497 2,484 2,484
@(x10~°rad) 9,643 9,494 9,455 9,454
w(x10~*m) 1,928 1,902 1,896 1,897
a/4 0(x10"*rad) 3,244 3,211 3,203 3,204
v(x10~°m) 4,711 4,632 4,611 4,611
@(x10™%rad) 7,470 7,371 7,342 7,341
a/2 w(x10~*m) 2,863 2,828 2,821 2,821
v(x10~°m) 6,703 6,600 6,571 6,570

Tabela 5.27 — Deslocamentos da placa dupla ESES/SSSS (Caso III)

MEC .

X Resultados T T ” Analitica
w(x10~*m) 1,035 1,019 1,016 1,016
a/8 0(x10"*rad) 3,981 3,930 3,921 3,921
v(x10~°m) 2,389 2,342 2,331 2,330
@(x10™*rad) 9,050 8,906 8,869 8,868
w(x10~*m) 1,954 1,927 1,922 1,922
a/4 0(x10~*rad) 3,287 3,252 3,244 3,245
v(x10~°m) 4,421 4,346 4,326 4,325
@(x10~%rad) 7,007 6,911 6,883 6,882
a/2 w(x10~*m) 2,901 2,865 2,858 2,858

v(x1075m) 6,289 6,189 6,162 6,161
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Nas Tabela 5.25 a 5.27 s@o apresentados os deslocamentos e rotagdes das placas
superior e inferior para os trés casos de raizes possiveis. Os erros relativos percentuais
apresentados sdo baixos e ocorreram todos na mesma posi¢cdo: no deslocamento da placa
inferior em L/8. No Caso I, de 2,566%, chegando a 0,024%, quando refinada a MEC64.
Para o Caso II, a diminui¢do do erro foi de 2,456% a 0,001. No Caso III, o erro inicial foi

de 2,530% com MEC16, diminuindo consideravelmente a 0,001%.

5.9 Placas duplas simplesmente apoiada sob carga distribuida hidrostatica

Considere um sistema de placas duplas simplesmente apoiadas submetido a uma
carga de variagio linear g; = g(0) + [g(a) — g(0)]x/a, onde g(0) = 1 kN/m? e g(a) =
2 kN /m? As dimensdes e espessura sio iguais paras as placas de dimensdes: 2 m de largura
e 4 m de comprimento ¢ 0,05 m de espessura. A constante de mola adotada foi de K, =
0,lMN/m?® e a camada cisalhante tem moddulo K, = 233,2kN/m. Os modulos de
elasticidade longitudinal da placa superior e inferior sdo E = 28 GPa e coeficiente de

Poisson v = 0,3. Os pontos observados estdo posicionados ao longo da linha central em x.

S x
g Placg g
Superior
¥ S
S ¢
Placa
S Inferior S
4 S

Figura 5.18 — Placa dupla simplesmente apoiada sob carregamento hidrostatico.
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Tabela 5.28 — Deslocamentos nas placas duplas sob carga hidrostatica

X Resultados T N;F;C ” Analitica

w(x10™*m) 2,289 2,355 2,363 2,364

a/8 0(x10"*rad) 8,624 8,894 8,926 8,931
v(x107°m) 4,937 5,161 5,183 5,185
@(x10"*rad) 1,866 1,956 1,966 1,967
w(x10~*m) 4,212 4,340 4,354 4,357

a/4 0(x10™*rad) 6,592 6,300 6,824 6,828
v(x10~°>m) 9,111 9,540 9,583 9,588
@(x10"*rad) 1,432 1,503 1,510 1,511
w(x10™*m) 6,015 6,197 6,218 6,222

a/2 0(x10~°rad) 2,756 2,792 2,795 2,781
v(x10~*m) 1,294 1,356 1,362 1,363
@(x10~%rad) 2,001 2,059 2,064 2,029
w(x10~*m) 4,397 4,526 4,541 4,544

3a/4 0(x10™*rad) -6,555 -6,762 -6,787 -6,790
v(x107°m) 9,239 9,671 9,715 9,719
@(x10™*rad) -1,431 -1,502 -1,509 -1,510
w(x10™*m) 2,426 2,494 2,502 2,503

7a/8 0(x10"*rad) -9,026 -9,301 -9,334 -9,339
v(x10~°>m) 5,028 5,255 5,277 5,279
@(x10"*rad) -1,895 -1,985 -1,995 -1,996

Sao apresentados os deslocamentos e rotagdes das placas superior e inferior, Tabela
5.28, e os esfor¢cos de momentos nas duas placas, Tabela 5.29.

Os erros apresentaram maiores respostas nas discretizacdes MEC16, tanto em
deslocamentos quanto em esforgos. Esses valores foram: referente ao deslocamento da placa
superior obteve-se 3,327%, no meio da placa; Nas rotagdes da placa superior, o destaque foi
para o erro relativo de 3,461% na posi¢ao de 3L/4. Ja para as respostas da placa inferior,
respectivamente em deslocamento e rotagdo, os maiores erros foram 5,062%, no meio da
placa, e 5,232% em L/4. Quanto aos esfor¢os de momento fletores, o maior erro ocorreu na
posicdo de L/4, apresentando um erro de 4,825% em T,.

Convém notar que os resultados obtidos via MEC tiveram um bom desempenho

quando comparados com as respostas analiticas.
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Tabela 5.29 — Momentos das placas duplas sob carga hidrostatica

X Resultados MEC Analitica
(x102Nm/m) 16 32 64
M, 2,004 2,036 2,041 2,043
M, 8,931 8,980 8,958 8,961
a/8 T, 4,208 4,310 4,321 4,322
T, 2,051 2,089 2,084 2,084
M, 3,418 3,518 3,529 3,531
M, 1,583 1,584 1,583 1,583
a/4 T, 7,574 7,920 7,955 7,958
T, 3,767 3,838 3,843 3,843
M, 4,816 4,945 4,960 4,963
M, 2,229 2,234 2,233 2,234
a/2 T, 1,084 1,133 1,138 1,138
T, 5,353 5,469 5,478 5,479
M, 3,987 4,093 4,105 4,107
M 1,764 1,763 1,762 1,762
3a/4 Y
T, 7,980 8,335 8,371 8,374
T, 3,901 3,971 3,976 3,976
M, 2,511 2,546 2,552 2,553
M, 1,053 1,056 1,053 1,054
7a/8 T, 4,513 4,622 4,633 4,634
T, 2,151 2,188 2,184 2,183
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CONCLUSOES

Uma formulagdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para flexdo de um
sistema de placas duplas conectadas por camada eléstica de Pasternak foi abordada nesse
trabalho. Algumas contribui¢des originais deste estudo podem ser destacadas na viabilizagao
do MEC para este sistema estrutural elasticamente conectado: proposi¢do de solugdo
fundamental; estabelecimento das equacdes integrais e a transformacdo das parcelas de
carregamento que contém equacdes de dominio em equagdes de contorno, inclusive a
deducgdo dos termos livres associados ao carregamento na solugdo pertinente. Exemplos
numéricos foram apresentados, nos quais testes de convergéncia foram realizados utilizando
trés tipos de discretizagdes nos problemas envolvendo placas retangulares. Verificou-se que
solucdes do MEC apresentam respostas proximas as solugdes analiticas. Além disso, os
resultados numéricos mostraram que as rigidezes das placas combinadas com a magnitude
da constante de mola e 0 moédulo de cisalhamento da camada eléstica tém papel relevante
para a transmissdo dos efeitos da placa superior para a inferior, propiciando um efetivo

trabalho do sistema duplo de placas.

Sugestoes para trabalhos futuros

Perante o exposto, algumas sugestdes que poderiam ser investigadas para o desenvolvimento

de estudos referentes a aplicagdo do MEC em placas duplas sdo:

e Utilizacao de teorias de placas duplas espessas;

e Utilizacao de modelos de bases elasticas mais refinadas, como as da familia de Kerr;

e Desenvolvimento de formulagdo para placas multiplas;

e Aplicacdo de métodos para transformagdes de carregamentos genérico, tais como
polinomiais de alta ordem, senoidais e outros;

e Anailise dindmica.
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APENDICE A

DERIVADAS DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS
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As derivadas das solugdes fundamentais de deslocamento sdo:

i dw
Wi = Tn gy
. dw
Win = ~Tm g
i dv
UVn="Tn E
dv
Vi = ~Tm - (A.1)
i} 1dw d*w
Wopm = — (mini - 7:n7:m) ;E + Th'm F (A.2)
i} 1dv d*v
Vim = — | (ming = 1rm) — T (A.3)

Os esforgos dos momentos volventes quando derivados no ponto fonte ficam:

Mrll;m = Dl(l - Vl) {[T:n(misi - 7:m7:s)

1[d?*w?  1dw!*
+7:s(mini_r,m7:n)]; dr2 _; dr

3wl 1dw™ 1d*wl
Tmln®s | g3 Y 2 g~ 7 ar Aa4)
2% —
Mns,m - Dl(l - Vl) {[ﬁn(misi - 7,'m7':s)
1[d?w?  1dw?
+7:s(mini - rmﬁn)] ; dr2 - ; dr
d3w?* 1 dw? 1d*°w?*
Tnln®s | g Y 2 g 7 a (A-5)
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d*v* 1dv1*l

1
T#;'m = D,(1—v,) {[rn(misi — TmTs) + Ts(Ming — )] = l dr2  r dr

d3v* 1 dvY 1d%v™
Tl Ts | T 2 ar 7 a2 (A-6)
. 1[d2v?  1dv*
Tns,m = D2(1 - VZ) [rn(misi - 7:m7:s) + T:S(minl rmrn)] dr? - ; dr
d3v** 1 dv* 1d%v*
FTmTn Ts dr3 + 2 dr r dr? (A7)

As derivadas dos esfor¢os dos momentos de flexdo no ponto fonte:

3wt 1d*w?
My, = D1{ 773 Tm [vl + (1 =v)(rn) ] to—s [(1 —v)[2minyr, — (Z(rﬂ)z

1 dwt*
(1)) Hamm] = == B = v ()" + vam = 2(1 - vl)misms]} (A8)

d3w?* 1d?w?
Mrzl*m = Dl {Wrm [vl + (1 - Vl)(r:n)z] + ; dr2 [(1 - Vl) [Zminirn —Tm (Z(T:n)z

1 dw?
_(7:5)2)] +V17:m] - T_z dr [3(1 - Vl)ﬁm(ﬁs)z + V17':m - 2(1 - Vl)misiﬁs]} (A-9)

. dv? 1 d2y? )
Tam =Dz {~—=—5Tm [Vz + (1 =v)(rn) ] e [(1 —v)[2mniry — 1 (Z(r,n)

2 1dv
_(775) )] +v27jm] g [3(1 — vz)rm(rs) +Vvorm — 2(1 = vy)mys; rs]} (A.10)

d3v2* 2.,2%

1d°v
Trf;‘n = DZ {Frm [VZ + (1 - VZ)(Y,'n)Z] + ; dr2 [(1 - VZ)[Zminitn - rm (Z(Kn)z

1 dv*
(1)) +vatm] = 5= 30 = v (1) + varm — 201 = vz)misms]} (A1D)
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As cortantes equivalentes de Kirchhoff quando derivadas no ponto fonte:

1 1(/d3w*  1d?w?
Vi = D1 (1 — vy) (myny, — TnTn) e e

1 dWl)’< : P 1 d2W1* ldwl* 5
L )[(1—v1) i (r) ]+;( U )[1—4(%) ]}

d*w™ 1 /d*w™ 2d*w™ ZdW
+D1(1_V1)7‘,n T'm dr +; dr3 _; dr? r2 dr [(Ts

o 2(dPw™ 1dPw™ 1dw"
+(1—V1) ]+; a3 +; a2 _T'_z dr Y:S[mksk_r:sr,m]

D1(1 V1) d*w'  1dw'
T'm dr3 (er 1)+ dr? —; dr (4mk5k7”,s—67‘_m7j52+r_m)

aw  dv'*\mmn; —rpr,  (dPw? dFvl
T B - + - T Tom (A.12)

dr dr dr? dr2
2+ 1((/d*w? 1d*w?
Viim = D1 (1 = vy)(myng — 1) ] e + ——
1 dWZ)’< P 1 dZWZ* 1 dWZ* 5
—_— _ -1 - 2t _
2 dqr > [(1 v) ™+ (1) ] + r( o > [1 4(ry) ]}

+0,1 ) d*w?* N 1/d3w?  2d?w?* 2 dw?* [(
1 VI)Tn\Tm dr# r\ dr3 r dr2 Tz dr Ts

2 d3w?  1d?w?* 1 dw?
+(1—-v) 1+ e +; I Ts[misk — r57m]

Dl(l — Vl) 2 dZWZ* 1 sz*
" tn g (2 = 1)+ 1o = (s 4 7,)
1K sz* de* mini _ r,n r,m N dZWZ* dsz* i
P dr dr r dr? dr? "' Tom ( . )

1% 1(/d3vY 1d%v'*
nm = Da(1 —v)(myny, — 1yy7y) r dr3 + r dr?

1 dvl* : 2 1 dzvl* 1dU1* 5
L dr)[m—vl) 1+(r,s)]+;<dr2 -2 dr>[1—4(r,s) ]}
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0,01 ) d4v1*+1 d3v1* 2d2v1* 2 dv'* [(
2 Ve )Tn ) Tm " T\ T3 T 7 a2 r2 dr Is

gy 2fdPv 1dPv™ 1 dv"
(1 =v2) ]+; dr3 +; dr2 12 dr rs[mksk_r'sr'm]

D,(1—v,)[ da3v* d?v*  1dv'™
+ : - [m dr3 (ZrS _1)+ dr2 ; dr (4mkskr:s_67:m7:sz+7:m)

dw'  dvi*\mn;, —r,, 1., [(d*w?*  d*vV*
-K, - - + - T Tom (A.14)

dr dr dr? dr?

d3v?* N 1d%v?*
dr3 r dr?

1 dv* ~ 21 1/d*v? 1dv* 2
e | (R e (B e | EO( O |
d*v?¥* 1(d*v* 2d*v* 2 dv* 2

Do (1 = v2)rn {r’m[ dr* +;( dr3  r dr? +r_2 dr )l [(775)

2 d3v®* 1d%v* 1 dv*
A -v) 7+ dr3 +; dr2 12 dr rs[mksk_r'sr'm]

1
rzl,*m = Dz(l - VZ)(mknk - 7:m7:n) ;{(

D (1 Vv ) d3 2% dZ 2% 1d1]2*
: : [ Tm= 3 (2r% - 1) + dr?  r dr (411 84T —6T1s® + 1)
K dw?*  dv*\min; — 7., Tom N d*w?  d*v* AL
P\ dr dr r dr? drz ) mTm (A-15)

onde: 7 = TNy, Iy = My, T's = Ty S € R € o raio da curvatura do contorno.

As segundas derivadas dos deslocamentos fundamentais podem ser escritas como:

W’ff{t = TtTmWir (A.16)
Vit = TelmV1r (A.17)
(pmt = mjnjrtm; + Tt War (A.18)

.’;;t = min;re % t T Tt Vsr (A.19)
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As expressdes das curvaturas, por envolver regra da cadeia, tornam as expressoes
bastante extensas.

A fim de facilitar a leitura, sejam assumidas as seguintes relagdes:

a, =D(1—-v) (A.20)
as=v —(1—-v)(r5)" (A21)
a;=v —1A-v)(r)" (A.22)
o =1—4(r,)" (A.23)
@y =1- z(rs)2 (A.24)

(rs) +T (A.25)
Az = Tn(Ming = 1) (A.26)
Asm = Ts(MiS; = TuTs) (A27)
Qome = (Mys; = 20m7s) (tis; — 2r51) — mat (1) (A.28)
Agme = (Myn; — 217, ) (Ei0; — 217 ) — miti(r,n)z (A.29)
gm = T (Minty = TnTn) (A:30)
Agm = Ts(MiS; = TT's) (A31)
age = Tt — 747y) (A.32)
Aot = rjs(tl-si - r,tr,s) (A.33)

As derivadas referentes a curvatura dos momentos de flexdo sdo:

1d3wt* 1wy
Mnmt - Dl g mlt r dT3 + WirTmT e + Ue (ml i 2 dr 3.3 + errmrt) +

1 dwl* d*wl
+2(1 - V1)r—2 Aeme ——— + Qgme —5—
1wy,
+2(1 - Vl) [(aSmTt + aStrm) + ((lﬁmrt + a6trm) ( d‘r' )]} (A.34)

. 1d3w? 1 wy,
Mzome = Diqjag miti;W + Wt |+ (miti_

— t W r,t t) +
72 dr3
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dw?* d2W2*>

1
+2(1-w) r_z(a6th + Qgme — 7

1wy
+2(1 - Vl) [(agmrt + agtrm) + ((lﬁmrt + a6trm) < d‘r )]} (A.35)
. 1d3vt 1 vy,
Toime = Dy{as miti;—g) + U e |+ Qg (mit"r_zﬁ + vlrr,mr,t) +
1 dvt* d?vt*
+2(1—vy) 2| Yeme — 7+ Aame 7~
1vy,
+2(1 —vy)— [(agmrt + ageTm) + (XemT + A6tTm) ( I )]} (A.36)

) 1d3vt 1 vy,
Time = Dy {ag| myt; T3 T VU e |+ g (mitiﬁ? + vlrr,mr,t> +
1 dv?* d?v?*
+2(1 = vy) 5| @ome 7+ dgme —7 5
1vy,
+2(1 - Vz) [(agmrt + agtrm) + (0(6m7't + 0(6t7‘m) < d‘r )]} (A.37)

De forma reduzida, as derivadas referentes a curvatura das cortantes ¢ das reacdes de

canto sao:
Vr’f,:nt(P; q) = fo+ fiot fir + fiz + fir (A.38)
nmt(p'q) = fiz + fia + fis t f16 — f1s (A.39)
Rl =Mk — MIK (A.40)
cmt nsmt nsmt .
Téme = Trsme — Tnsme (AA41)
onde:

1 W3
fo = —aymm; ;{ZastTr + 7e[ocz wor + (a3 + 059)W4r]} (A.42)
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1
f10 =—0 {; (mjtjrzn + njtjﬁm - 27’:m7,'n7ﬂ,t)[OC3W2r + (0(3 + a9)W4r] +

2 d d
+ ;aﬁtr:nrjm(WZr — 3Wyr) + TuTm T [a3 ar (war) + (a3 + ao) EWM]} (A43)
2
f11 - ;al{(t iz, + a6mtrn) + a6mrnrt(W2r 3W4r)} (A.44)
q

fiz =-—

1d d 1d
53 QA10M;S; T (Wir) + a1oTm? Iz (Wyr) — ~dr (W1r)

d 4 d wi,
_8a6trmd W) + = aﬁth1r+4a6mrtd (_) (A.45)

d? 2
fiz = Kp {F W17 (re)” +

L) S wn) :
z - [37",n(77m) — 2mnTy, — r,n] (A.40)
1 V3r
fiz3 = —aymjn; — {2a6t " + relagvy + (ay + ag)v4r]} (A.47)
1
fia = —az {; (mjtjfn +nitiTy, — 27",m7”,n7",t)[054772r + (ay + ag)vy,] +
2 d d
+ ;“etfnr,m(VZr — 3Var) + TpTm? [“45 (var) + (@ + a9) EUM]} (A.48)
2
fis = = = @ {(titully + AgniT) ==+ Qg e (V2 = 3041)] (A.49)
a, 2 1d
fie = — R A10M;S; rar (V1) + A10TmTt ar? (V1) — radr (v1r)
d 4 d i,
—8agtTm—— dr (v1r) + 7 XemtV1ir T dagmrs—— dr (_)} (A.50)

3

d 2
fis = Kp {F W) ()" +
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d d3
77 1) 7z ()

2
z - [37",n(7",m) — 2mynTy, — r,n] (A51)
age = Tn(tn; — 1¢Ty) (A.52)
Ao = Ts(tjSj — TeTs) (A.53)
Aeme = (MyS; — 2Ty 75) (EjS; — 2T Ts) — MytiT% (A.54)
Agme = Tn(Muiny — 210 ) (61 — 217, ) — Myt (A.55)
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APENDICE B

SOLUCOES ANALITICAS PARA CASO DE PLACAS DUPLAS RETANGULARES -
NAVIER
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Nesta se¢do sdo deduzidas solugdes analiticas para placas duplas retangulares

submetidas a alguns tipos de carregamentos utilizando os métodos de Navier e de Levy.

B.1 Método de Navier

Esta técnica ¢ geralmente aplicada para placas retangulares simplesmente apoiadas,
em que os deslocamentos de interesse sao expandidos em series duplas. No caso de placas
duplas elasticamente conectadas, os deslocamentos da placa superior e inferior podem ser

escritos como:

w(x,y) = Apnsen(X,,x)sen(X,y) (B.1)
v(x,y) = Z Z Bpnsen(Xpy,x)sen(X,y) (B.2)

1

3
I
3
I

mm nm ~ . ~
onde X, = —, X, = —e¢ (a, b) sdo as dimensdes da placa.

Para o caso de um carregamento aplicado na placa superior, esse também pode ser

expandido em serie:

3:69) = )Y Fnsen(Xpx)sen(¥X,y) B3)

m=1n=1

Substituindo-se (B.1), (B.2), (B.3) na equacao governante em (3.10), resulta em

M+ N —-N

—N g—jM +N {g:;l:} - {F’S"} (B.4)
onde:

M =Dy (Xpn* + 2X,° X% + X, *) (B.5)

N =K, — Kp(Xm® + X,,%) (B.6)

Resolvendo o sistema (B.4) tem-se:
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) M+ N] sen(X,, X)sen(X,Y)Fnn

w(x,y) = i > [Dl

(B.7)
m=1n=1 g_iMZ - IV2
(5, y) = Z [N Isen(XpX)sen(X,Y)Enn B3)

m=1n=1 D2M2 IV2

Ja as rotagdes em relagdo a x das placas superior e inferior podem ser encontradas

derivando-se (B.7) e (B.8), resultando em:

ZM + N cos(X,,x)sen(X,y)F,,

y el
DR 5o

m=1 n=1

dv(x,y) b Xm cos(X x)sen(Xny)an
ZZ (B.10)

DZMZ N?

m=1 n=1

O coeficiente F,,, pode ser determinado como:

4 b ra
Fpp = Ej j g1(x, y)sen(X,,x)sen(X,y)dxdy (B.11)
0 0

De acordo com g, (x, y), tem-se:

a) Carga constante g;(x,y) = g

Epn = sen? (@) sen? (n_n) (B.12)

b) Carga concentrada, g, (x,y) = P8(x,€)d(y,n), aplicada nas coordenadas (&, 1)

de intensidade P;
4P

E,, = %sen(Xms)sen(Xnn) (B.13)
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c) Carga constante em linha ao longo de y e na cota € em x, g,(x,y) = 6(x, €)g,

29
E,, = XSen(Xms) (B.14)
mm nm . ~ .
onde X,, = — and X,, = > sendo a e b as dimensdes da placa, e F,, um coeficiente

dependente do tipo de carga. Para um carregamento linear distribuido g;(x) = g,(0) +

x Ag/a atuando na placa superior, o coeficiente de carga ¢:

Frn = —16(7‘307:"%) sin (%) sin? (%) - ;ﬁfn sin? (%) (B.15)

onde Ag = g;(a) — g,(0).

Para uma carga pontual aplicada na placa superior nas coordenadas(g,n), o coeficiente

de carga ¢:
4p
E,, = £sin(Xm£)sin(Xnn) (B.16)

As curvaturas necessarias para obtencdo dos momentos fletores, que futuramente poderdo

ser comparados com o MEC, podem ser escritas da seguinte forma:

2

i i E , [M + Nl]sin(Xp,x)sin(X,y)

—w(x, =
9y? (x,y) . L %Mz — N2 B.17)
1
2 2 & [M + N]sin(X,x)sin(X,,y)
Ww(x’y)=_z Eansz D, 2m : n (B.18)
m=1n=1 D_M -N
1
_U(x ) = i i , N sin(Xx)sin(X,y)
% 2.2, X2 Dz Mz . (B.19)
92 e N sin(X,,x)sin(X,y)
ﬁv(x,y) _ z Z E, X, 2 >, m2 : n (B.20)
= = D_lM —N
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APENDICE C

SOLUCOES ANALITICAS PARA CASO DE PLACAS DUPLAS RETANGULARES -
LEVY
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Nesta se¢do sdo deduzidas solugdes analiticas para placas duplas retangulares

submetidas a alguns tipos de carregamentos utilizando os métodos de Levy.

C. Formulagao

Em contraste com o método Navier, no qual as solugdes analiticas finais sdo
derivadas em uma unica etapa, as solugdes analiticas baseadas no método Levy requerem
que equacodes diferenciais parciais acopladas, Eq. (3.11), a serem transformadas em equagdes

diferenciais ordindrias acopladas antes que as solugdes finais sejam determinadas.

C.1 Solucoes homogéneas e particulares

Considere sistemas retangulares de placas duplas tendo dois lados opostos
simplesmente apoiados nas bordas x = 0 e x = a, e outras condi¢des de contorno ao longo
dos lados restantes. Além disso, assume-se que as cargas superiores e inferiores sdao
continuamente distribuidas na dire¢do y. Sob estas condicdes, solugdes analiticas do
problema podem ser derivadas usando o método de Levy, representando tanto os
deslocamentos quanto o carregamento como sé€ries senoidais independentes, da seguinte

forma:

w(y) = D Ansin(Vin>)
m=1

v(0y) = ) Bu(sin (V=) ©1)

91(x,y) = Z Fn@)sin (VZm =)
m=1

92(63) = ) Gusin (7m ) 2

onde Z,, = m?m?, A,,(y), Bn(¥), En,(¥), € G, (v) sdo coeficientes dependentes de y a
serem determinados.
Se as Egs. (C.1) e (C.2) sdo substituidos em equagdes diferenciais parciais acopladas

Eq. (3.11), as equagdes governantes das placas duplas sdo reduzidas a
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LlAm(y) + LZBm(y) = Fn(y)/D,

LZAm(y) + L3Bm(y) = Gm(y)/DZ (C-3)
onde:
fi fo d? d*
Ll = F +¥d—yz +f3d—y4_
f7 Gc dz
Ly=—"3+—57>3
a* a‘dy
fa fs d* d*
L3 =

Cat T azdy? dyt

fi=K,+ G2y + azy”
fo = — (G, + 2az,,)
fz=a

fr =K.+ Gy

fo =K.+ G2y + 2°

1
fs = =5 (Ge + 22)

Equacdes governantes na Eq. (C.3) sdo equagdes diferenciais ordinarias acopladas
obtidas a partir da aplicagao do método de Levy. Para contornar este problema, uma mudanga
conveniente de varidveis A,,(y) = Lsy(y) and B,,(y) = —L,¥(y) ¢é usada em formas

homogéneas da Eq. (15) para desacoplar as equagdes governantes, resultando em:

d®  fg d® fod*  fio d®  fu
@ dy® a2 dyS +de4 _Fd_yz-}_g}lp(y) =0 (€4

onde:

fe =1+ a)G, + 4az,

fo =0+ a)K, + 32,G.) + 6az,°

fio = 2(K, + G.2,)[2G, + (1 + )2 + 20 fs
fir =K, +G2)2,° 1+ a) + azy*
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Solugdo da Eq. (C.4) para Y(y) pode ser dividido em ;(y) simétrico e Y, (y)

assimétrico:

Vv = () + (), (C.5)
onde:

Ys(y) = c1hy(y) + c2hy(y) + c3hs(y) + cohy (y) (C.6)

Yu(y) = cshs(y) + cshe(y) + c7h7(y) + cghg(y)

Os coeficientes ¢4, €3, €3, €4, Cs, Cg, C7, € Cg Na Eq. (C.6) sdo determinados de acordo

com as condi¢des de contorno. Além disso, as funcdes h;(y) dependem da natureza das
2
raizes de um polindmio caracteristico obtido pela substitui¢ao %y(zy) = p na Eq. (C.4) dado

por:

p*a —pifg/a® + p*fe/a* — pfie/a® + f11/a® = 0. €7

Formas simétricas e assimétricas de fungdes A,p(y) € By, em termos de Y(y) sdo

Amns(¥) = Las(¥) = ¢1q1(y) + c292(y) + c3q3(y) + c4q4(y) (C.8)
Amnu () = Lapy (¥) = ¢5q5(y) + ¢6q6 () + ¢7q7(y) + cq5(y) (C.9)
Bins(¥) = Labs(y) = 11 (y) + 212 (y) + car3(y) + cara(y) (C.10)
Bnu () = Loy, () = ¢s15(y) + c676(y) + c777(y) + cgrs(y) (C.11)

onde as fungdes q;(y) e r;(y) sdo combinagdes da fungio h;(y) e suas derivadas.
Solugdes particulares de equacdes dadas na Eq. (C.3) dependem das fungdes Fy,,,, €
Gmn- Se FEpp € Gy forem tratados como fungdes constantes ou lineares € By, (V) € Ay (¥)

também forem considerados fungdes constantes ou lineares em relagao ao eixo y, solugdes

especificas podem ser dadas como segue

Bnp () = a?a*(fyFn () + f1Gn )/ [DE (Fifa = ], (C.12)
Amp@) = a?a*(fuFn(¥) + ;G ())/ D (fifa = fD]. (C.13)

Os valores de F,,,, € G, associados a expansao de série trigonométrica tinica sao:
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a

2
Fn) =2 | 1) sinCm)d

0
a

2
Gn ) =% | 9203) sinCm)dx (C.14)

0

onde formas explicitas de F,, para determinadas cargas g, (x, y) sdo apresentadas na Tabela
C.1.

Tabela C.1- Coeficientes em expansdo de série trigonométrica Unica para certas

cargas
Tipo de . , : , :
Uniforme Hidrostatico y-dire¢do da linha
carregamento
91(%,y) 9o xAg/a gob(x —¢€)
49, mm 4Ag mmn 290
F _Jv . 2 _ g . 2 _ _ _Jv .
m — - sin ( > ) p—— [2sin ( > ) 1] » sin(X,€)

Para casos simétricos, os deslocamentos sao dados pelas Egs. (C.1), (C.2), (C.8),

(C.10), (C.12) e (C.13), resultando em

W) = D [Amns () + Ay D50 (X )
m=1
V() = ) [Bns () + Brup ()]st (Ko ) (1)

Se ndo ocorrerem simetrias simultaneas de condi¢des de contorno e carregamento,
os deslocamentos inferiores totais sdo obtidos pela superposicao das Egs. (C.8)-( C.11) e

com a ajuda das Egs. (C.1), (C.2), (C.12) e (C.13), resultando em
w(x,y) = Xm=1[Amns ) + A () + Amp(y)]Sin(me)a (C.16)
U(x: y) = Z;.?L=1[Bmhs()/) + Bmhu(y) + Bmp(y)]Sin(me)- (C17)

C.2 Raizes naturais e funcoes auxiliares

As formas explicitas de h;(y) dependem da natureza das raizes da Eq. (C.4), que na

forma fatorada é:
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5 fo2 2{ 2 1 1 5 1,2 1 .
(Zm/a® — D) {p —?[GC<1 +E)+22m]p+g[zm +(1 +E)(KC+ZmGC)]}

=0 (C.18)

onde as raizes sao:

_ b
Pl—;
P2
Zz E
_Am
Z3 —Z4 —E
G 1 1 1
=t (14 ) +3 (14 )V
G 1 1 1
b=t (145) =5 (14 5) Vs
A= (G)* —4—
1+

C.2.1 Caso I- Duas raizes complexas conjugadas

O primeiro conjunto de fungdes h;(y), q;(y), e 1;(y) associado a raizes duplas

positivas ¢:

h,(y) = cosh(\/a u)

hy(Y) = v/ 2 wsin h(\[2m, 1)

hs(y) = sin h(y/2, 1)

ha(y) = \/2m p cosh(y/2, 1)

q1(y) = Tyhy(y)/a*

a2 (y) = [T1hy(y) + 22, TRy () /a*

q3(y) = T1hs(y)/a*

A1 (y) = [T1ha(y) + 225, T2h3(y)/a*

r1(y) = Tshi(y)/a*

1, (y) = [T3h2(y) — 225,Gchy (y)]/a*

r3(y) = Tshs(y)/a*

13(y) = [Tshy(y) — 22h3(y)]/a* (C.19)
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onde:

A
n==&5
A=b/a

b
£=7/G)
Vomp = yXm

T, = ﬁl +ZAmf5 -}'Z’\m2
Tz == f5 + ZZAm
T3 = f7 — Zm G, (C.20)

Se A,< 0, 0 segundo conjunto de h;(y), q;(y), e 1;(y) é

hs(y) = sin h(411) sin(A,p)
he(y) = cos h(A11) cos(Az4)
h;(y) = sin h(4, ) cos(A 1)
hg(y) = cos h(A,p) sin(A,u)

a5 (y) = (t1hs(y) + t2he(y) /a*
q6(y) = (t1he(y) — t2hs(y))/a*
a7(y) = (t1h;(y) — t2 hg(y))/a*
qs(y) = (t1 hg(y) + t2h7(y))/a*
r5(y) = (51hs(y) + s2h6(y))/a*
16(y) = (51he(y) — s2hs(y))/a*
r7(y) = (s1h7(¥) — 52 h(¥))/a*
1(y) = (51 he(y) + s2h7(y))/a* (€21

onde:

ty = fa t aifs + bs
t, = byfs +as

s1 = fr —a1G.

S; = —b,G,

174



a, =13 — 13

b, = 2,1,

as = —40,73 + 4231,
by = AF — 61212 + 1%
A = Re(y/py)

Ay = Im(/Py)

C.2.2 Caso II- Duas raizes reais e distintas

O primeiro conjunto de fungdes h;(y), q;(y), e r;(y) éidéntico a Eq. (C.19). Se A,>
0, duas raizes reais positivas distintas p; ¢ P, sdo obtidas, de modo que o segundo conjunto

de fungdes h;(y), q:(y), e i (y) &

hs(y) = cos h(y/p; 1),
he(y) = cosh(y/p, 1)
h, (y) = sin h(\/py 1)
hg(y) = sin h(\/ﬁ u)
qs(y) = Rihs(y)/a*
q6(y) = Ryhe(y)/a*
q7(y) = Rih;(y)/a*
qs(y) = Rzhg(y)/a*
15(y) = R3hs(y)
16(¥) = Ryhe(y)
r7(y) = R3h; (y)
18(y) = Ryhg(y) (C.22)
onde:
Ri=fo+Pifs+D:°
Ry = fu + Pofs + B2

R3; = f7 — 041G,
Ry = f7 — D26,
A
u= Sci (C.23)
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C.2.3 Caso III- Duas raizes distintas e positivas

O primeiro conjunto de fungdes h;(y), q;(¥), e r;(y) é idéntico a Eq. (C.19). Se A,=
0, um segundo conjunto de raizes duplas p; = p, = Z2,,, + % (1 + %) ¢ obtido, de modo que

o segundo conjunto de fungdes h;(y), q;(y), e r;(y) sdo analogos a Eq.(C.20), exigindo
apenas a substituicdo de Z, por p;a® na Eq.(C.20). Vale ressaltar que embora
matematicamente ocorram quatro raizes multiplas quando K, = Kp = 0, isso ¢ fisicamente

inviavel, pois significa que ndo ha interligacdo entre as placas superior e inferior.
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APENDICE D

SOLUCOES ANALITICAS PARA CASO DE PLACAS DUPLAS CIRCULARES
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As solugdes analiticas do sistema duplo de placas circulares conectadas por camada
de Pasternak sob carga axissimétrica podem ser obtidas utilizando uma combinagao linear
das fungdes 12, In (r), r?in (1) e as funcdes de Bessel. Para o sistema sujeito a uma carga
concentrada e centralizada na placa superior, cujas raizes sdo reais e distintas, uma solugado

pode ser dada por:

PK,
w(r) = —y—[K,A; + A,(r? — 4Kp) — A,K,,(4In(7r) + 4)

21
+A5a1K0(r\/z_1) - A6a2K0(r\/z_2) - A7a310(r\/z_1) - A8a410(r\/z_2)
2
+%ln(r) + ag In(r) — (XGKO(T\/Z_l) + a7K0(r\/z_2)l (D.1)

PK,, )
v(r) = —)/Y [K,A; + Ay (r® — 4Kp) — ALK, (4 In(r) + 4)

+A5058K0(7”\/Z_1) - A6a9KO(T\/Z_2) - A7a1010(“r\/z_1) - A8a1110(7”\/z_2)
2

+ 2 () + a5 1) — agko(r75) + 0(71(0(7"\/2_2)] (D2)
onde:
ay = [Dyz,% — KPZ1]K0(T\/Z_1) (D.3)
a; = [Dyz,% - szz]Ko(T\/Z_z) (D.4)
asz = [D2Z12 + KW - szl]lo(r\/z—l) (DS)
ay, = [D2Z22 + KW - KPZZ]Io(r\/Z—z) (D6)
+
g = lelzzzz (D.7)
RACETS) e

178



41

“ = (D.9)
ag = —Kpz1Ko(r4/2;) (D.10)
ag = —Kpz,Ko(r+/2;) (D.11)
a0 = [Ky — Kpz111o(r/21) (D.12)
a1 = [Ky — Kpz,11o(r/2;) (D.13)

Os coeficientes A; sdo obtidos com a ajuda das equagdes (D.1) e (D.2) e impondo as
condig¢des de contorno para os deslocamentos e momentos. Para um sistema simplesmente
apoiado: w(R) = v(R) = M,,(R) = T,(R) = 0, onde os momentos fletores sdo dados por

d?>v v, dv
dr? r dr

2
My (r) = =Dy (5 + 2

arz | 7 ar

w(R) = 22 (R) = v(R) = T (R) = 0.

e T,(r) = =D, ( ). Ja para um sistema engastado:

Se o sistema de placas duplas engastadas estiver sob um carregamento distribuido

uniforme g aplicado na placa superior, os deslocamentos podem ser escritos:

W(T) = A1 + AzTZ + A3l n(T) — A4T2l n(T) + A5K0(T\/Z_1) + A6K0(T\/Z_2)

g r? D,
+A71o(r\z1) + Agly(1\[22) + b+ D, <a+K—W> (D.14)

U(?”) = Al + AZTZ + A3l TL(?”) - A4T2l n(T‘) + ASKO(r\/Z_l) + AéKo(T\/Z—z)

g (7’
+A,1, (T\/Z—l) + Agly (T\/Z_Z) + m <a> (DIS)
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