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Resumo

Este trabalho traz resultados de investigacoes em duas linhas distintas de pesquisa:
lineabilidade/espagabilidade em classes de operadores multilineares e versoes multipolinomi-
ais da Desigualdades de Kahane-Salem-Zygmund. Primeiramente, apresentamos as nogoes
e propriedades elementares das teorias e tépicos centrais da tese, o que compode o Capitulo
1. No Capitulo 2, fornecemos resultados nas recentes nogdes de lineabilidade/espagabilidade
pontual e («a, §)-lineabilidade/espagabilidade, que sdo mais restritivas que a nocao classica,
no contexto dos operadores multilineares somantes que assumem valores em espagos (quasi-)
Banach de sequéncias. Em particular, provamos que a classe dos operadores multilineares que
assumem valores em espagos £, (0 < g < 00) que sao absolutamente, mas nao sao multiplos so-
mantes, é pontualmente c-espagavel quando nao é vazio. No Capitulo 3, expomos um critério
de espacabilidade no ambito geral dos multi-ideais de operadores que generaliza o apresen-
tado por F. L. Hernandez et al. e algumas aplicagoes. Por fim, reservamos ao Capitulo 4
a apresentagao das versoes multipolinomiais da Desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund.
Uma variante inicial de uma versao multilinear com expoentes 6timos é obtida e, a partir de
certas restricoes, invocamos outras versoes multilineares e suas extensoes multipolinomiais

sao fornecidas.

Palavras-chave: lineabilidade, espacabilidade, operadores somantes, espagos de sequéncias,

multipolinémios, desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund.
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Abstract

This work presents results in two distinct lines of research: lineability/spaceability and mul-
tipolynomial versions of Kahane-Salem-Zygmund inequalities. First, we present the basic
notions and properties of the theories and central topics of the thesis, which form Chap-
ter 1. In Chapter 2, we provide results on the contemporary notions of pointwise lineabi-
lity /spaceability and (a, 3)-lineability /spaceability, which are more restrictive than the clas-
sical notion in the context of multilinear summing operators taking values on (quasi-)Banach
sequence spaces. In particular, we prove that the class of multilinear operators taking values
on 4, (0 < ¢ < oo) that are absolutely but not multiple summing is pointwise c-spaceable
when non-empty. In Chapter 3, we expose a criterion of spaceability within the general set-
ting of multi-ideal operators that generalizes the one presented by F. L. Herndndez et al. and
some applications. Finally, we reserve for Chapter 4 the presentation of the multipolyno-
mial versions of the Kahane-Salem-Zygmund inequalities. An initial variant of a multilinear
version with optimal exponents is obtained, and given certain restrictions, we invoke other

multilinear versions, and their multipolynomial extensions are provided.

Keywords: lineability, spaceability, summing operators, sequence spaces, multipolynomial,

Kahane-Salem-Zygmund inequality.
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Introducao

Parte I: Lineabilidade de operadores multilineares somantes

Lineabilidade é uma linha de pesquisa em Andlise Funcional que busca pela linearidade
na Matemaética. A investigacdo em lineabilidade se caracteriza pela busca de espacos vetoriais

em ambitos matematicos que, a primeira vista, nao aparentam dispor de uma estrutura linear.

Foi uma surpresa para a comunidade académica quando em 1872, durante uma apre-
sentacdo para a Academia de Berlim, o matema&tico alemao K. Weierstrass mostrou um
exemplo de uma funcao continua em todo ponto, porém nao diferenciavel em qualquer um
deles, rompendo com a intuicao geral da época: que uma funcao continua deve possuir de-
rivadas em um conjunto consideravel de pontos. O exemplo particular exibido e conhecido

como “Monstro de Weierstrass” foi a funcao f : R — R definida por
oo
f(z) = Z a® cos(bFrz),
k=0

onde 0 < a < 1, b é qualquer inteiro impar e ab > 1+ 37” Embora a primeira publicacao
de um exemplo dessa natureza seja certamente devido a Weierstrass, em 1830 o matematico
tcheco B. Bolzano ja havia exibido uma funcao continua nao diferenciavel em qualquer ponto
(veja [67] para um estudo detalhado dessas citacoes). A partir da publicagdo de Weierstrass,
outros exemplos surgiram, mas nao anulando a dificuldade de se fornecer explicitamente
funcoes desse tipo. Devido a isso, foi bem surpreendente quando em 1966 V. I. Gurariy [46]
mostrou que o conjunto das fungdes continuas em [0, 1] e nao diferencidveis em qualquer ponto
contém um subespaco vetorial de dimensao infinita, a menos do vetor nulo. Vale ressaltar
que ja em 1940 B. Levine e D. Milman [51] publicaram um resultado nessa dire¢ao, sobre a

(nao) existéncia de espagos vetoriais na classe das fungoes continuas em [0, 1] com variagao

xvii



limitada. Mais precisamente eles provaram que o conjunto das fungdes continuas em [0, 1]
com variacao limitada nao contém um subespaco fechado de dimensao infinita. E esses sao,
provavelmente, os primeiros trabalhos que se tem mencao na literatura que trazem resultados,

em terminologia atual, de lineabilidade e espacabilidade.

Figura 1: Fungao de Weierstrass

(8]
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Fonte: [15, FIG.1]

Mesmo que alguns trabalhos, de modo isolado, tenham sido obtidos no dltimo terco do
século passado, a pesquisa pela busca de espacos lineares em conjuntos aparentemente nao
provaveis da existéncia de linearidade, s6 comegou, de fato, no inicio do século atual. Os
termos Lineabilidade e Espacabilidade, por exemplo, surgiram somente pela primeira vez em
2005 no proficuo artigo [16] de R. M. Aron, V. I. Gurariy e J. B. Seoane-Sepiilveda: para «
um nimero cardinal, um subconjunto A de um espago vetorial V' é dito a-linedvel se AU{0}
contém um subespaco de V' de dimensao «. Se V', em adigao, é um espaco vetorial topoldgico,

entdo A é dito a-espagdvel se AU {0} contém um subespago fechado de V' de dimensao a.

A partir de entao, outras variantes dessa nogao surgiram. L. Bernal-Gonzalez (2010)
em [25] introduziu o conceito de conjunto mazimal linedvel e de mazimal denso-linedvel:
um conjunto A de um espago vetorial V' é dito mazimal linedvel (respec. maximal denso-
lineqvel) se contém, exceto pelo elemento nulo, um subespago (respec. subespago denso)
com dimensao igual & dimensao de V. Outras nogoes derivadas, como algebrabilidade, -
algebrabilidade e a-algebrabilidade forte surgem quando trocamos a busca de espagos vetoriais
por algebras (veja, por exemplo, [17-19,21]). A pesquisa em lineabilidade/espagabilidade e
nas nocoes variantes cresceu notoriamente desde o inicio do século atual, com resultados em
diversas areas da Matematica, como: Andlise Real, Andlise Complexa, Espacos de sequéncias,
Teoria da Medida e Integracao, Hiperciclicidade, Probabilidade, Topologia, entre outras. Na
primeira parte deste trabalho apresentamos nossos resultados provenientes de investigacoes

nessa linha de pesquisa.

Primeiramente, no Capitulo 1 trazemos as nogoes base dos principais temas trata-

dos nos demais trés capitulos da tese. No Capitulo 2, fornecemos resultados nas recentes
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nogoes de lineabilidade pontual e (a, fB)-lineabilidade, que sdo mais restritivas que a nogao
cléssica, no contexto dos operadores multilineares somantes que assumem valores em espacos
quasi-Banach de sequéncias. Pela desigualdade cléssica de Bohnenblust—Hille e também pelo

Teorema de Defant—Voigt é possivel concluir
I, (B K) € £("E;K) = %, ("E;K)

para todo 1 < r < nz—Tl Isso nos diz que o conjunto IIf} (" E;K) \ IIF5 ) (" E;K) dos
operadores multilineares absolutamente (r, 1)-somantes que nao sao multiplos (7, 1)-somantes
é nao vazio, e a busca de espacgos vetoriais fechados nesse contexto surge naturalmente.
Questionamentos como esse sdo respondidos como caso particular do resultado principal.
Além disso, como interessante aplicagao, mostramos que o conjunto da classe dos operadores
multilineares absolutamente somantes que assumem valores em espagos f; € que nao sao

multiplos somantes é maximal espacavel, caso seja nao vazio. Mais especificamente: para

Ei, ..., E,, espagos de Banach, multi-parametros (r,s) € [1,00)™ e ¢ € (0, 0],
IS (B s L) \ T (B, ., B )

é pontualmente c-espagivel quando nao é vazio.

No Capitulo 3, continuamos a busca por estruturas topolégicas robustas, agora no
ambiente geral dos ideais de operadores multilineares, no sentido de Pietsch [63]. Nossos
estudos tiveram como motivacao os resultados obtidos por F. L. Herndndez, C. Ruiz e V. M.
Sénchez em [17] que provam a espagabilidade do conjunto Z; (E; F')\ Zo(E; F), onde Z; (E; F)
e Io(E; F) sao ideais de operadores lineares limitados definidos entre espagos de Banach com
certas propriedades. O resultado principal do capitulo é uma generalizacao desse tltimo

resultado no contexto dos operadores multilineares em ambientes de espacos quasi-Banach.

Parte II: Versoes multipolinomiais das Desigualdades de Kahane—Salem—

Zygmund

A investigagdo de formas multilineares Ay, : £ x -+ x £3 =~ — K unimodulares (ou
seja, de coeficientes +1 ou —1, por vezes numeros complexos de moédulo 1) com normas
relativamente pequenas por meio de métodos probabilisticos norteiam a pesquisa das chama-

das Desigualdades de Kahane-Salem-Zygmund (desigualdades KSZ para abreviar). Recente-
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mente, uma gama de generalizagoes importantes dessas desigualdades foram desenvolvidas,
por exemplo, em [37,55,61]. A segunda parte desta tese é dedicada a apresentagao de versoes

multipolinomiais desse tipo de desigualdades especiais.

A nocao de multipolindémio é uma extensdo natural do conceito de polinémio ho-
mogéneo e surgiu pela primeira vez (com outra terminologia) no trabalho de I. Chernega
e A. Zagorodnyuk em [35]. Em [70], T. Velanga introduziu o conceito de multipolinémio (na
notagao e terminologia atual) na tentativa de unificar as teorias das aplica¢oes multilinea-
res e dos polinémios homogéneos entre espagos de Banach. Assim, relembremos que uma
aplicagdo P : F — F entre espacos de Banach F e F' é dita um polinémio m-homogéneo
se existe uma aplicacdo m-linear A : E™ — F tal que P coincide com A na diagonal, i.e.,
se P(x) = A(z,...,z) para todo z € E. Essa nogao estendida para o contexto multili-
near foi apresentada por T. Velanga [70] como segue: sejam m € N, (ny,...,n,) € N e
FEq, ..., Ep, F espagos de Banach. Uma aplicacao P : Fy X -+ X Ey,, — F é dita um polinémio

(n1,...,nm)-homogéneo (ou multipolindmio) se, para cada 1 < j < m, a aplicacao

P(:cl,...,a:j_l,-,xj+1,...,:Em):Ej — F

¢ um polinomio n;-homogéneo para todo z; € FE; fixado, com ¢ # j. Observemos que,
recuperamos o conceito de aplicagao linear para m = 1 e n; = 1; de polinémio homogéneo

para m =1 e n; > 1; e de aplicagao multilinear param >1en; =--- =n, = 1.

Ao Capitulo 4 desta tese reservamos a apresentagao das versoes multipolinomiais das
desigualdades de Kahane—Salem—Zygmund. Primeiramente, aplicamos a versao multilinear

da desigualdade KSZ devido a Pellegrino—Serrano—Silva [59, Theorem 1.1] e obtivemos, pre-

cisamente, a seguinte variante multipolinomial: sejam m,n, e ny,...,n,, inteiros positivos, e
sejam p1,...,pm € [1,00]. Entao, existe uma constante universal C's, uma escolha de sinais
IMA 1 A . n mn M
+1 e —1, e um polindémio (n1,...,n,)-homogeéneo Py, : £y x - x L3 — K do tipo
P aq (0%
Prp (21,05 2m) = E + a2t 2,
‘O‘1|:n17~~-7|am|:nm

com pelo menos n'™ coeficientes ¢, = 1, tal que

— e+ maxqn (-1 ),
|Paall < Oy - ety - (3730)0} N

O resultado acima reduz-se ao caso multilinear quando m > 1en; = --- = n,, = 1. Outra
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aplicacao assumindo m = 1, ny = d e p; = p, por outro lado, fornece uma versao particular
para polindomios homogéneos. Restringindo as hipdteses sobre os indices, considerando p; =
<++ = py = p para p € [1,00], aplicamos a desigualdade KSZ simétrica de H. Boas [28,
Theorem 3.4] e obtivemos uma segunda versao do teorema anterior agora com coeficientes

ca =[1; (') e a desigualdade (1) tornando-se

(%)

1y prmaxf 11
|Paall < /3200 log(611) - (M) mstzy -2 M {0},

como em Boas. Para o caso p1 = -+ = p,, = o0 e espagos de sequéncias ZJOVJ com dimensoées
N; € N nao necessariamente iguais, aplicamos a versao multilinear da desigualdade KSZ com
constantes assintoticamente 6timas de Raposo—Pellegrino [61, Theorem 1.1] e, como con-
sequéncia do resultado acima apresentado, chegamos na respectiva variante multipolinomial

com pelo menos Nj - - - Ny, coeficientes ¢, =1 e (1) sendo
1 1) & 1
HPM7N17"'7N77LH S (1 + 8) max {N12 re ,N%} H n] ’ NJ2
j=1

Por fim, finalizamos o capitulo com uma analise sobre as cotas superiores para a norma

| Parpn || em cada uma das desigualdades e com alguns comentérios e questionamentos finais.
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Lista de Simbolos

E,F,G,H

Em

|- e
El
Bg

L(Ey,...,Ep; F)

L5(ME; F)

P(ME,...

Sm B F)

Conjunto dos inteiros positivos
Nu{0}

Decomposicao infinita disjunta, ou seja, card Ny = card N para todo
keNeN,NNj=0sei#j

Conjunto dos nimeros reais R ou dos ntimeros complexos C
card N
card R

Espagos vetoriais (quasi-)normados, geralmente, espagos de Banach
ou espacos quasi-Banach

Ex---xFE
————

m

Espaco de sequéncia padrao quasi-Banach sobre um espaco de Banach
X

Norma usual de F
Dual topoldgico de E
Bola unitaria fechada de E

Espago vetorial de todas as aplicagbes multilineares continuas defini-
das do cartesiano F7 X --- X E,, em F

Espacgo de todas as aplicagbes m-lineares simétricas definidas do car-
tesiano £ X --- X F em F

Espago vetorial de todos os polinémios (ni,...,ny)-homogéneos de-
finidos do produto cartesiano Fq X --- X E,,, em F

Subconjuntos nao vazios de indices em N"*
Multi-parametros em N™ ou, simplesmente, r se r{y = -+ =7, =7r

Multi-indice em A C N™
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Classe dos operadores (r,s)-absolutamente somantes sob sua norma usual

s ()

Classe dos operadores multiplos (r,s)-somantes sob sua norma usual WE’I};)(-)

Classe dos operadores A-(r,s)-somantes sob sua norma usual Wé\r ’S)(‘)

Classe dos operadores Dunford-Pettis (ou completamente continuos) entre os

espacos de Banach F, F;
Ideal de operadores lineares

Multi-ideal de operadores m-lineares

1
{(-’Ifj)?:l rxj € K, com ||(z5)h ]| = (Z?:l \l‘j\p)p ,0<p<oceneN

1

{(iL‘j)jeN : (Z;’il \xj\p); <oo, comz; EKel<p< oo}

{(xj)jeN I SUpjey |zj| < oo, com z; € K}
1

{(ﬂfj)jeN : (Z;’il ||£L‘j||%>p <oo,comz; € Ee0<p< oo}

{(zj)jen - limjz; = 0,25 € E e ||(z5);]| = supjen |z £ < 00}

Espago de todas as multi-matrizes (zi)ienm = (Ziy ... iy )iy.....imeN tal que

"m—1

(1) ienm e, (5) = Z <Z chiHEm>

i1=1 im=1

{(zi)ier + Xjep |zil? < 00, com F subconjunto finito de I e z; € K}, sendo I

um conjunto arbitrario de indices e 0 < g < o0

2tz paran €N, 2= (z1,...,2,) €K' ea = (aq,...

ar+ - Fap,al=a!l-ayl paraneNea=(a,...

n! __

mn: f— n
2 _mparanENea—(ah-n,Oén)ENo

XX1V

n

,ap) € Nj

,ap) € N



Parte 1

Estruturas robustas em classes de

operadores
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Capitulo

Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentamos todos os conceitos e resultados considerados
preliminares para o que sera desenvolvido durante os demais capitulos da tese. Consoante a
isso, os resultados serdao expostos com demonstragoes omitidas, mas indicaremos referéncias
que abordam os temas mais sofisticados com maiores detalhes.

O capitulo esta dividido em cinco se¢oes: a primeira relembra os conceitos e os resul-
tados base da teoria das aplicagoes multilineares; a segunda se¢ao traz uma breve discussao
sobre os espagos quasi-Banach e, em particular, sobre o espago de sequéncia ¢, para 0 < p < 1;
sendo a teoria dos operadores somantes um dos principais ambientes tratados no Capitulo
2, a terceira segao revisita as definicGes e propriedades base dessas classes de operadores; a
secao quatro apresenta a nocao geral de multi-ideais de operadores, ambiente trabalhado nos
Capitulo 2 e 3; e, por fim, a segao cinco discorre sobre as nogoes e resultados concernentes aos
polindmios homogéneos e multipolindmios, essenciais para o desenvolvimento do Capitulo 4.

Ao longo desta tese, representaremos por K o corpo dos niimeros reais R ou dos niimeros
complexos C, por N o conjunto do nimeros naturais e Ny = N U {0}. As letras maidsculas
(e eventualmente com indices) tais como E, Ey,..., En, F,G, H representarao espagos ve-
toriais normados (ou quasi-normados) que, em geral, serao Banach (ou quasi-Banach). O
dual topolégico e a bola unitdria fechada de um espaco E serao denotados por E' e Bpg,

respectivamente.

1.1 Aplicagcoes multilineares

Nesta secao, relembraremos a definicao de aplicacoes multilineares e evidenciaremos

alguns importantes resultados da teoria. Para uma abordagem completa sobre o tema, reco-

3
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mendamos o classico livro [57].

Definigao 1.1. Para cada m € N, uma aplicacdo A : £ X --- X E,, — F é dita m-linear se,

para cada indice 1 < j < m, a aplicacao

A(xl,.. . ,xj_l,-,xj+1,...,:cm) : Ej — F
¢ linear para todos fixados z; € E;, com i # j. Denotaremos por L,(E1,...,Eyn; F) o
espago vetorial formado por todas as aplicagoes m-lineares de Fy X -+ X E,, em F, e por
L(E1,...,Ey; F) o subespago de todas as aplica¢oes m-lineares continuas.

Para cada A € L,(Ey,...,Eny; F), definamos a funcao

[A]] :=sup{C = 0 : [|A(z1, ..., zm)| < Cllza] -

|zml|,V2; € Ej, 5 =1,...,m} € [0, 0]

e estabelecamos as seguintes notacoes:
e Se By =--- = E,, = E, os espagos serao representados por L,("E;F) e L(TE; F);
e Sem =1, como usual, L,(*E; F) = L,(E;F) e LOE; F) = L(E; F);

e Se F' = K, omite-se a escrita de F' na notacao, logo todos os casos acima ficardo como

Lo(E1,...,Ep) e L(Ey,...,Ep)ouL,(™E) e L(ME) ou Ly(F) e L(E).

A fungao || - || acima nos diz exatamente como normar o espago das aplicagoes multili-

neares continuas. Vejamos as seguintes caracterizagoes.

Proposicao 1.1. Para cada A € L,(FE1, ..., En; F), as seguintes condigoes sdo equivalentes:
(i) A é continua;
(ii) A é continua na origem;

(iii) Existe uma constante ¢ > 0 tal que
[AGz1, - mm) | < ella]l - flzml]

para todo (z1,...,Tmy) € E1 X -+ X Ep;
(iv) [lA] < o0;
(v) A é uniformemente continua em subconjuntos limitados de Ej X -+ X Ep;

4
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(vi) A é limitado em toda bola com raio finito;

(vii) A é limitado em alguma bola;
(viii) A ¢ limitado em alguma bola com centro na origem.
Proposicao 1.2. Se A € L(Ey,...,Enp; F), entao:

(i) A expressao
[A]] = sup{C > 0 [|A(z1, ..., zm) || < Cllzall-- - [lemll, Va; € Ej 5 =1,...,m}

define uma norma no espago L(E1, ..., Ey,; F).
(i) |A(z1,...,zm)| < Alllz1] - - |zm| para todo x; € Ej, j =1,...,m.
(iii) Se F' é um espaco de Banach, entdao L(E1, ..., Enp; F) também é Banach.

Se na Proposicao 1.1 tivéssemos Ff1, ..., E,, espacos de Banach, a continuidade de A €

Lo(Er, ..., Enp; F) poderia ser caracterizada ainda via suas componentes em cada varidvel.

Proposicao 1.3. Sejam FEi,..., E,, espacos de Banach e A € L (Ey,...,En;F). A é

continua se, e somente se, para cada 1 < j < m a aplicacao linear
A(IEl, ey Lj—15 5 Ll e - ,CL‘m) : Ej — F

é continua.
No capitulo 4, necessitaremos da nog¢ao de aplicagao multilinear simétrica.

Definigao 1.2. Dizemos que uma aplicagdo A € L,("E; F) é simétrica se

A(To(1ys > To(m)) = A(T1, -+, Tm)

para todos z; € E, 1 < j < m, e para toda permutacao o dos primeiros m nimeros inteiros
positivos. O espaco de todas as aplicagoes m-lineares simétricas definidas do cartesiano E X
-+ X F em F sera denotado por £ (™E; F). Além disso, o espaco das aplicagbes multilineares
simétricas continuas é dado por L*(™E; F) = L(ME; F)NLE(™E; F). O caso F' = K recebe
a notacao simplificada, ou seja, L5 (ME) e L5(TE).

A notagao seguinte sera necessaria para apresentarmos as conhecidas Formula de Leib-

niz e a Formula de Polarizacdo. Além disso, tal notagio serd fortemente usada no Capitulo

4 desta tese.
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Para cada n € N e para cada multi-indice o = (a1, ..., a,) € N, denotemos

lal = |ai|+ - +an| e al=al...ap!

Assim, dado A € L,("E}; F), para cada (x1,...,z,) € E™ e para cada o = (ay, ..., a,) € Nj,

com |a| = m, escreveremos

aq . —
Azt oapm = ATy, ., Ty, Ty e, X))

Observemos que n < m. E o caso n = m retoma a representacao usual.

Férmula de Leibniz: Sejam A € L5(™E; F), (x1,...,x,) € E™ e multi-indices & = (a1, ..., ) €

¢, com |a| = m. Entao

!
Al + -+ a,)" = Z%Az?l Sxom.

Férmula de Polarizacdo: Seja A € L3("™E; F'). Entao para todo xg, ..., Ty, € F, temos
1 m
A(xla ce a$m) = mlom Z €1.. -5mA(x0 +e1x 4+ + 5ml‘m) .
gj==%1

1.2 Espacos quasi-Banach: aspectos basicos

Nesta se¢ao, apresentaremos os espacos quasi-Banach e discutiremos, brevemente, as-
pectos concernentes a tais espagos. Recomendamos [2, 48, 19] para mais detalhes sobre o

assunto. Iniciaremos com a seguinte definicao de quasi-norma.

Definicao 1.3. Uma quasi-norma em um espago vetorial £ é uma fungao |- || : £ — R

satisfazendo
(i) [|z]| = 0 se, e somente se, = = 0;
(ii) |laz| = |a|||z| para todo a € K e x € E;
(iii) Existe uma constante C' > 1 tal que, para quaisquer x,y € E, ||z +y| < C(||lz]| + ||y]|)-

A constante C' é, algumas vezes, chamada de mddulo de concavidade da quasi-norma. Note
que, para C' = 1 obtemos uma norma. Se || - || ¢ uma quasi-norma em um espago vetorial F,

opar (E,| -||) é chamado espaco quasi-normado. Ademais, se a aplicacdo || - || é p-subaditiva
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para 0 < p <1, i.e., se ela satisfaz
|z +yl[” < lz|” + [lyl[* para todos x,y € X,
||-|| é chamada uma p-norma. O seguinte resultado conhecido como Teorema de Aoki-Rolewicz

(veja [12,66] e [48, Theorem 1.3]) diz que toda quasi-norma admite uma p-norma equivalente.

Teorema 1.4 (Aoki-Rolewicz). Seja (E, || -||) um espago quasi-normado. Entdao existe 0 <
p <1 e uma p-norma ||| - ||| em E equivalente a || -||. Se C é o mddulo de concavidade de

1
|-, entdo C =2v"".

A p-norma ||| - ||| em questao é dada por

S

n n
||z]|| = inf (ZHJS@H’)) :x:in, com xi,...,2, € E e ne€N
i=1 i=1

Como toda p-subaditiva quasi-norma ||| - ||| induz uma topologia métrica no espaco, a qual
é dada por d(z,y) := |||z — y|||P (veja [49]), uma importante consequéncia do Teorema de
Aoki-Rolewicz é que todo espago quasi-normado é metrizavel e, além disso, a quasi-norma
é continua na topologia métrica induzida pela p-norma. Assim, um espaco quasi-normado
E é chamado um espaco quasi-Banach quando é completo para essa métrica. Um espago
quasi-Banach com a p-norma associada é também chamado um espaco p-Banach. A partir
deste momento, quando nos referirmos a espagos quasi-Banach, estamos considerando espago
espagos p-Banach para algum 0 < p < 1.

Diferentemente dos espacos de Banach, os espagos quasi-Banach nao sao localmente

convexos. Isso deve-se ao fato da bola unitaria fechada Bpg, definida por
B :={z e E:|z| <1},

nao ser um conjunto convexo quando E é quasi-normado (p-normado). De acordo com a
terminologia em [49], nesse caso, Bg serd um conjunto absolutamente p-convexo, ou seja,
dados z1,22 € Bg e aj,as € K, entao ayz; + asxs € By sempre que |a1|P + |az|P < 1. Essa
perda da convexidade local gera um enorme “desconforto” para se trabalhar com os espacos
quasi-Banach, uma. vez que temos a falha do Teorema de Hahn-Banach e de outros resultados
que dependem da convexidade. Além disso, a estrutura de espagos quasi-Banach podem sofrer
mudangas extremas quando comparados aos espacos de Banach. Por exemplo, L,[0,1] e ¢,

para 0 < p < 1 sao, provavelmente, os exemplos mais conhecidos de espacos quasi-Banach

7
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e o dual topolégico (L,[0,1])" = {0} é trivial e ¢, = l~. Logo, investigar problemas que
necessitem do dual de tais espacos nao é uma tarefa simples e requer certos cuidados. Devido
a isso, suporemos que os espagos quasi-Banach que aparecem na tese tenham dual separante.

Mesmo diante de questoes como essas, muitas definicoes e resultados cldssicos em
espacos de Banach podem ser transladados de maneira natural para os quasi-Banach, como
o Teorema da Limitagdo Uniforme, o Teorema da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico
Fechado, os quais dependem somente da completude do espaco. Abaixo enunciamos esses
resultados, mas antes, estabeleceremos algumas notacoes.

Se E e F sao espacos quasi-Banach (ou p-Banach para algum 0 < p < 1), denotaremos

por L(E; F') o espago de todos operadores lineares continuos 7' : E — F sobre a quasi-norma
T = sup{||T| : [Jf] < 1}.

O espago E' = L(F;K) sempre serd um espago de Banach e, além disso, essas nogoes podem

ser estendidas para o contexto multilinear de modo natural.

Teorema 1.5 (Principio da Limitacdo Uniforme). Sejam E um espago quasi-Banach, F
um espago quasi-normado e (T;);c;r uma familia de operadores em L(E;F) satisfazendo a
condi¢io de que para cada x € E existe uma constante Cy < 0o tal que sup;c ||Tiz| < Cy.

Entao sup;cr | Ti|| < oo.

Teorema 1.6 (Teorema da Aplicacao Aberta). [18, Corollary 1.5] Sejam E e F espacos

quasi-Banach e T : E — F um operador linear sobrejetivo. Entdo T é uma aplicacao aberta.

Teorema 1.7 (Teorema do Gréfico Fechado). [48, Corollary 1.7] Sejam E e F' espagos quasi-
Banach e T : E — F um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se, o grdfico de

T € fechado em E X F.

Na subsecao seguinte, trataremos sobre os espacos £, para 0 < p < 1, o qual ¢ uma das

nossas maiores fontes de exemplos no contexto de espagos quasi-Banach.

1.2.1 Os espacos {, para 0 <p <1
Para 0 < p < 00, ¢, é 0 espago de todas as sequéncias (z)nen, com z, € K, tal que

[(@n)nenllp := (Z m,p) "< (1.1)

n=1

8
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Para p = 00, lo é 0 espago de todas as sequéncias (zy)nen, com z, € K, tal que

[(zn)nenlloo = sup |zn| < 0.
neN
E importante destacar que, se 0 < p < ¢ < 00, entdo || - |; < || - ||, e, consequentemente,
¢, C 4. Os espacos £}, para p > 1 sao bem-conhecidos e amplamente tratados em todo livro
que aborde os fundamentos em Andlise Funcional. Aqui, trataremos um pouco dos espacos
¢y para 0 <p < 1.
Para 0 < p < 1, a funcéo | - ||, : £, = K dada em (1.1) define uma quasi-norma, com

1

1
constante C' = 27 . Com efeito, os itens (i) e (ii) da Defini¢ao 1.3 sao imediatos, assim,

provemos (iii). Sejam = = (2 )nen € ¥ = (Yn)neN sequéncias em £, entao

n=1

) [eS)
2+ 915 =D 20 +yal” <D (|zal + lynl)?-
n=1

Usando o fato que (a + b)P < aP + bP para todos os nimeros a,b > 0 e 0 < p < 1, obtemos

o0 >
H$+MMS(E:MJ”4%W>-

n=1

Como ambos os nimeros % e 1% sao maiores do que 1 e temos

- + i = 1, aplicando a

1-p
Desigualdade de Holder para o caso n = 2 e enxergando a soma ||z||} + ||y||b como 1 - ||z|) +

\-5\»-‘\»—-

1-|ly||b, temos

1
Iz +yllp < (L- [l + 1 )7

< (77 +075)7 (et + ipy*))

i
<20 (llllp + llyllp) -

=

Assim, || - ||, é uma quasi-norma, que é p-subaditiva e induz a topologia métrica no espaco
através da métrica d(z,y) := ||z — y||p. A prova que £, é completo para a quasi-norma || - ||,
segue de argumentos padrdes conhecidos do caso p > 1. Portanto, (¢p, || - ||p) é um espaco
quasi-Banach (ou p-Banach).

Como no caso dos espagos ¢, com p > 1, a sequéncia (e;);ey dos vetores canonicos,
ei = (di5)jen, € uma base de Schauder de ¢, para 0 < p < 1. Dessa forma, para cada i € N,
podemos definir o funcional linear limitado ¢; : ¢, — K dado por ¢(z) = z; para todo

x = (zp)neN € £p. Isso nos diz que o dual E; separa pontos (recordemos que para um espago

9
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quasi-normado F, dizemos que E’ separa pontos se dados x # y em E, existe ¢ € E’ tal que
o(x) # ¢(y).). Portanto, para 0 < p < 1, sabemos que £, tem dual separante. Mais ainda: o

dual de £}, é isométrico a f.
Teorema 1.8. [36, Day (1940)] Para 0 < p <1, ({,)" € isométrico a lo.

O resultado acima nos diz que £, possui “muitos” funcionais lineares continuos. Entre-

tanto, nao é um espaco localmente convexo.
Teorema 1.9. [48, Proposition 2.4] Para 0 < p < 1, ¢, ndo € localmente convezo.
A seguir, precisaremos da definicdo de espaco complementado.

Defini¢ao 1.4 (Subespago complementado). Um subespago fechado H de um espago p-
Banach FE é dito complementado se existe um subespaco fechado G de E tal que E = H D G,
istoé, E=H+Ge HNG = {0}.

O préximo resultado para 0 < p < oo retine dois importantes teoremas obtidos, primei-
ramente, para o caso 1 < p < 0o e para os espagos ¢y por Pelczynski (1960) (veja [1, Theorem

2.2.4]) e, posteriormente, para 0 < p < 1 por Styles (1970) (veja [48, Theorem 2.6]).

Teorema 1.10. ([1, Theorem 2.2.4] e [48, Theorem 2.6]). Sejam 0 < p < 0o e Y um

subespago complementado de dimensdo infinita de ¢, (resp. cp). Entdo Y € isomorfo a ¥

(resp. cop).

Além de ser um importante resultado sobre a estrutura dos espagos £, o teorema acima

serd de importante aplicabilidade para estabelecermos um exemplo no Capitulo 3.

1.3 Operadores Somantes

Nesta secao, nosso objetivo é apresentar os conceitos centrais da teoria dos operadores
lineares somantes. Apresentaremos as extensoes dessa no¢do para o contexto multilinear,
que serao uteis nos capitulos subsequentes da tese. Em particular, exibiremos as definicGes
base da teoria, faremos mencao as propriedades importantes de tais classes de operadores e
estabeleceremos as notacoes que sao as comumente adotadas.

Iniciemos com os seguintes conceitos: se F é um espago de Banach e 0 < r < 00, ¢,.(F)

é o espago vetorial constituido por todas as sequéncias (:L‘j)jeN C F tal que

T

o
=) lale | < oo
j=1

|@)se],

10
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A fungao |- ||, define uma norma (r-norma se 0 < r < 1) no espago. Por ¢ (E) representamos
o espaco vetorial das sequéncia (‘Tj)jeN C E tal que (¢ (xj))jeN € {, para todo ¢ € E'. A

funcao || - ||w, definida como

T

o0
|@sen| = sup [ S lotr
b j:l
¢ uma norma (r-norma se 0 < r < 1) em /¥ (F). Quando r = oo, define-se

|@jen]_ = supliaslis.
o0 JjeN

A seguir apresentaremos a definicao de operador linear absolutamente somante. A base
da teoria pode ser encontrada no cléssico livro [39].

Defini¢ao 1.5 (Operadores lineares absolutamente somantes). Sejam F, F' espacos de Ba-
nach e 1 < s <r < oco. Um operador linear continuo 7' : E — F é dito (r, s)-absolutamente
somante (ou, simplesmente, (7, s)-somante) se (T'z;);en € £, (F') sempre que (z;)ien € (Y (E).

Equivalentemente, T': E — F é (r, s)-somante se existe uma constante C' > 0 tal que

1
N T
(Z HT%H’”) < C - ll(@i)ilallw,s (1.2)
i=1

para todo N € N e para todos z; € F,i=1,...,N.

e A classe de todos os operadores lineares continuos (r,s)-somantes definidos entre os

espagos de Banach F e F' serd denotada por I, o (E; F') (ou IL.(E; F) se r = s).

e O infimo das constantes C' > 0 satisfazendo a desigualdade (1.2) define uma norma em

5 (E; F), a qual é denotada por m(, o (-) (ou m,(-) se 7 = s).
. (H(r,s)(E; F), 77(,,78)(')) ¢ um espaco de Banach.
e Ser < s, entao I, ,)(E; F) = {0}.

De acordo com mengoes na literatura, os trabalhos de A. Pietsch [63] e R. Alencar e M.

C. Matos [9] sdo considerados os precursores da teoria nao linear dos operadores somantes.

Definicao 1.6 (Operadores multilineares absolutamente somantes). Sejam E1,...,E,, e F
espacos de Banach, r um inteiro positivo e s := (s1,...,5y) € [1,00)™. Um operador m-

linear continuo 7' : Ej x --- X E,, — F ¢é dito absolutamente (r,s)-somante se existe uma

11
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constante C' > 0 tal que

1
<iHT(x£1)"""EEm)) T>T < ﬁ H(xl(k))i]iluwsk (1.3)
i=1 \Ske

WeB,k=1,....mei=1,...,N.

para N € N e para todos 935

e A classe de todos os operadores (r, s)-absolutamente somantes de Fy X - - x E,, em F serd

denotada por H‘(’fjs)(El,...,Em;F) (ou H?;s)(El, oy By F)se sp =+ = 8y, = 5).

e O infimo de todas as constantes C' > 0 que satisfazem a desigualdade (1.3) define uma

norma no espaco, a qual representaremos por W?is)(') (ou 7['?7,578)(-) S€ S| =" =S, =S).

° (HQS

(r,s)(El’ cos B F);W?f’s)(-)> é um espago de Banach.

e Sel> % +-- 4+ é, entao H?;S)(El,...,Em;F) = {0}. A fim de ndo recairmos no

Ll . 1

caso trivial, sempre consideraremos < = S
m

A definicdo de operadores somantes no contexto multilinear néo ficou restrita & nocao
apresentada acima, pelo contréario, a teoria nao linear ganhou espaco e definigoes mais gerais
surgiram. A seguir, apresentamos o conceito “mais forte” de operador multilinear mailtiplo

=

somante que foi introduzido em 2003, independentemente, por Matos [56] e por Bombal,

Pérez-Garcia e Villanueva [29].

Definicao 1.7. [Operador multilinear multiplo somante] Sejam Ej, ..., E,, e F espacos de
Banach, 7 um inteiro positivo e s := (s1,...,8y) € [1,00)™. Um operador m-linear continuo
T : FE x--x E, — F é dito multiplo (r,s)-somante se existe uma constante C' > 0

satisfazendo

Tvscﬁ(
k=1

N
3 HT(xEll), | 2 (1.4)

. w,Sk
114yt =1

paratodoNeNeparatodostI:)eEk,kzl,...,meikzl,...,N.

e A classe de todos os operadores m-lineares multiplos somantes de Fq X - - X E,,, em F sera

denotada por HZZS)(E;[, ey Ep; F) (ou HI(I;S)(E].’ oy By F)se sp =+ = 8y, = 5).

e O infimo das constantes C' > 0 que satisfazem a desigualdade acima define uma norma

em IT™

r s)(E17 ...y Ep; F), com a qual serd completo.
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Posteriormente, em [13], com o intuito de apresentar uma classe geral de operadores que
recuperasse as dos absolutamente e multiplos somantes, foi introduzida a classe dos operado-
res multilineares multiplos somantes com maltiplos expoentes. Essa nocao foi, provavelmente,
motivada pela notacao usada em [3], onde os autores provam que a desigualdade multilinear
de Bohnenblust—Hille é, na verdade, um caso particular de uma familia bastante geral de
desigualdades 6timas.

Relembremos que, para m um inteiro positivo, E um espago de Banacher := (ry,...,ry,) €

(0, 00]™, o espago de sequéncias de norma mista

be(E) ==l (bry (- -+ Uy Uy, (E))) -+ )

é formado por todas as multi-matrizes (x;)ienm = (Ziy ... i )i1,....imeN tal que

"m—1 é 1
o] o0 m
I(@s)ienm lepy == | D |-+ (Z ||xi||g"> < .
i1=1 im=1
Aqui, i = (41,...,%m) representa um multi-indice, como usual. Quando E = N, escreveremos
ly = £x(N) e, quando nenhuma precisao a mais for necesséria, || - [|¢,(z) = || - [Ir -

Definicao 1.8. [Operador multiplo somante com multiplos expoentes] [13, Definition 5.1]
Sejam m um inteiro positivo, Ej,...,Ey,, F espagos de Banach e r = (r1,...,7y),s =

(81,.+.,8m) € [1,00)™. Um operador m-linear continuo 7' : Ey X - -+ x E,,, — F é dito multiplo
(k)

(r,s)-somante se existe uma constante C' > 0 tal que, para todos x;, " € Eg,k=1,...,me

ir=1,...,N;

ry 1
"m—1 To it

Nl Nm, ™m m
| Taicsm lery = | 3 ---(ZHTM”> <c1]|
k=1

i1=1 im=1

xﬁf)H . (L5)

w,Sk

onde T'x; := T(xgll), . ,:I:Z(Z)). A classe de todos os operadores multiplos (r,s)-somantes de

E{x---xE,, em I sera denotada por H’g;fs)(El, oy By F). Quandor =7y =+ =r,ous =
$§1 = -+ = S, €SCreveremos HZEfS) (Eyy...,Em; F) e H?Iffs)(El, ..., Ep; F), respectivamente.
Os resultados fundamentais sobre essa classe de operadores sao provados em [13] e abaixo os

listamos.

e O infimo das constantes C' em (1.5) define uma norma no espago, que serd denotada
por w5 ();
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o (II5 (Ex,...,En; F), Wms)(')) é um espaco de Banach;

(r,s) (r,s

e A desigualdade ||T|| < Tirs) (T) é vélida para todo T' € H?;ss)(El, cos By F);

ms

e Se ocorrer 1 < S para algum k= 1,...,m, entdo H(r S)(El, ooy By F) ={0}.

Em uma tentativa de unificar as diferentes abordagens de operadores multilineares
somantes existentes, [23] e [64] introduziram, independentemente, a nogao de operador mul-
tilinear A-somante. Antes de apresentarmos a definicao, fixemos algumas notagoes: dado um
conjunto de indices A C N, por (xj)jep representamos uma multi-matriz com valores em E

indexada sobre A, e sua f.-norma pode ser vista como

1(zi)iealle ) = || (25 - Ta(D))ienm llee(e)s

onde 15 é a fungdo caracteristica de A. Vale a pena apontar algumas simples, mas tteis
propriedades de monotonicidade: || - |, < || - ||s sempre que 0 < s < r < 00; |[(4)ieallr <
|(a4)ier||r para toda multi-matriz escalar (o4 )jenm € para todos os conjuntos de indices (nao
vazios) A C I' € N ||(4)ieallr < [|[(Bi)ieallr se g < fi para todo i € A. Além disso, r,s

sempre representarao m-uplas r = (r1,...,7y) e s = (S1,...,Sy) em [1,00)™ e escreveremos

T'x; para representar o operador m-linear 1" aplicado na m-upla x;, com i € A.

Definicao 1.9. Sejam FEi,..., En,, F espacos de Banach, m um inteiro positivo, r,s €

[1,00)™ e A C N™ um conjunto de indices. Um operador multilinear 7' : Eq X - -+ X E,;, — F

é A-(r,s)-somante se existe uma constante C' > 0 tal que 2* € e (Br), k=1,...,m,
o L
oo oo TT;Z;I E . m
. - k
I Taienllem = | D2 - (Z |T2: - 1a (i)senn | ) <cII |+ -
=1 im=1 1 w,sp,

onde 1 é a fungdo caracteristica de A.

e Representaremos a classe de todos os operadores de Fi X -+ X FE,, em F que sao

A-(r, s)-somantes por Hf\r,s)(Elv cos By F);

O infimo das constantes C satisfazendo a desigualdade acima define uma norma em
H{\r,s)(El’ ..., En; F), a qual denotaremos por Wﬁ’s)(-). Além disso, o espaco serd com-

pleto para essa norma e, portanto;

&

(r,s)(El’ U F),7rA7S)(-)) é um espago de Banach.

(r

14
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Observagao 1.1. Para A = {(7,...,7) : ¢ € N}, a Definigao 1.9 recupera a nogao de operador
multilinear absolutamente (7, s)-somante. Quando A = N, recaimos no caso dos operadores

multiplos (r, s)-somantes.

Observagao 1.2. Sejam A C I' C N™ conjuntos de indices. Para quaisquer parametros

(r,s) € N™ valem as seguintes desigualdades

7l ) (T) < o) (T) < iy (T) < mpsy (T)

r?s)
e, consequentemente, as seguintes inclusoes

ms T A as
(rs) S i) € gy S Ui )

1.4 Multi-ideais de operadores

Nesta secao, exporemos os conceitos béasicos da teoria de ideais de operadores linea-
res, devido a A. Pietschi [62] e, em seguida, sua extensdo para o ambiente dos operadores
multilineares.

Relembremos que um operador linear continuo v : £ — F é chamado de posto finito
se sua imagem, u(E), tem dimensao finita. Equivalentemente, u tem posto finito se existem

O1,...,0n € B eby,..., b, € F tal que

para todo x € F.

Definigao 1.10. Um ideal de operador Z é uma subclasse da classe £ de todos os operadores
lineares continuos entre espagos de Banach tal que, para todos os espacos de Banach F e F,

suas componentes

I(E;F)=L(E;F)NT

satisfazem:

(P1) Z(E; F) é um subespaco linear de L(E; F') e contém todos operadores lineares de posto

finito;
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(P2) A propriedade de ideal: se u € Z(F; F), v € L(G; E) et € L(F; H), entao

touov € I(G; H).

Além disso, quando existe uma aplicacao || - ||z : Z — [0, 00) satisfazendo
(i) |||z restrita a Z(E; F') é uma (quasi-)norma para todos os espagos de Bananch E e F
(ii) [[{]lz =1, sendo [ : K — K, I(\) := X;

(iii) Desigualdade de ideal: se u € Z(E; F), v € L(G; E) et € L(F; H), entao

[t ouovfz <|tlflulzflv];

dizemos que Z é um ideal (quasi-)normado de operadores. Quando todas as componentes
I(E; F) sao completas sobre a (quasi-)norma || - ||z, entao Z é chamado ideal (quasi-)Banach
de operadores. Além disso, Z é dito fechado se todas as suas componentes Z(F;F) sao
subespacos fechados de L(E; F'), com a norma usual de L(E; F).

Listamos a seguir alguns exemplos de ideais de operadores apresentados por A. Pietsch
em [62]: ideal dos operadores de posto finito F; ideal dos operadores continuos £; ideal dos
operadores aproximaveis A; ideal dos operadores compactos K; ideal dos operadores comple-
tamente continuos (ou operadores Dunford-Pettis) D; ideal dos operadores (p, ¢)-somantes
Hpq)- E importante destacar que, (£, - |1), (A, |- []), (D,]- 1)) e (K,] - ||) sdo subespacos
fechados, logo, ideais Banach. Para 1 < r < oo, (H(Tys)m(r,s)) é um ideal Banach e, para
0<r<l, (H(m), W(T’S)) é um ideal quasi—Banach.

Como uma tentativa de levar para o contexto nao linear a bem sucedida teoria dos ideais
de operadores lineares, A. Pietsch [63] introduziu a teoria de ideais de aplica¢oes multilineares
entre espacos de Banach (ou, simplesmente, multi-ideais).

Recordemos que uma aplicagao multilinear A € L(E1, ..., Ey; F) é dita de tipo finito

se existem n € N, p1; € El,...,omi € E|, e b; € F, com 1 <i < n, tal que
n
Ay, m) = 01i(x1) - Pmi(Tm )b
i=1

para todo (z1,...,%m) € E1 X --- X Ey,. Denotaremos por L¢(E1,...,Eny; F') o subespago
de L(F1,..., En; F) formado por todas as aplica¢oes multilineares de tipo finito definidas de
EFix---x FE,emkF.
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Definigao 1.11. Para cada inteiro positivo m, L,, denota a classe de todas as aplicacoes
m-lineares continuas definidas entre espagos de Banach. Um ideal de aplicagoes multilineares
M (ou, simplesmente, um multi-ideal M) é uma subclasse da classe £ = UY_, L, de todas
as aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach tais que, para m um inteiro

positivo, F1, ..., E,, F espacos de Banach, suas componentes

M(E1, ..., En; F) = MNL(E,...,En; F)

satisfazem as seguintes condigoes:

(M1) M(E1,...,En; F) é um subespago vetorial de L(F1,...,En; F) e contém todos os

operadores multilineares de tipo finito;

(M2) Propriedade de multi-ideal: Se A € M(Ey,...,En;F), B; € L(G;; E;) para i =
1,...,met e L(F;G), entao

toAo(By,...,Bp) € M(Gy,...,Gn;G).

Quando existe uma aplicacao | - ||pm : M — [0, 00) que cumpre

(i) |l - ||m restrita a M(E1, ..., Eny,; F) é uma (quasi-)norma para todo m € N e espagos

Banach Fy, ..., E,, F;
(ii) |[Im|lm =1, sendo I, : K™ — K, I, (A1, ..., Am) := A1 ... Ay, para todo m € N;

(iii) Desigualdade de multi-ideal: Se A € M(E,...,En;F), B; € L(Gi; E;) para i =
1,...,met e L(F;G), entao

lto Ao (Bu..., Bu)l < Il Alad Bl - | Bl

dizemos que o par (M, | - ||pm) é um multi-ideal (quasi-)normado. Se toda componente
M(E1,...,E,) for completa com respeito a topologia gerada por || - [|s, entdo dizemos
que (M, || - [|m) é um multi-ideal (quasi-)Banach. A teoria dos multi-ideais normados (ou

quasi-normados) de operadores pode ser encontrada em [32,63].
Alguns exemplos de multi-ideais de operadores multilineares sao extensoes naturais de
ideais de operadores lineares: multi-ideal das aplicacoes multilineares continuas L,,; multi-

ideal das aplicacoes multilineares de tipo finito Ly; multi-ideal das aplicagoes multilineares
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aproximdveis L 4; multi-ideal dos operadores (p, q)-absolutamente somantes I1¢* )@ multi-

(pa

ideal do operadores (p,q)-miltiplo somantes H’(Trlfs). Como no caso linear, os multi-ideais

(Los |-, (L4, - ||) s@o fechados, logo multi-ideais Banach e, (H?js), W?js)) é Banach para
r > 1 e quasi-Banach para 0 < r < 1.
Na proposicao seguinte, enunciaremos duas diretas, porém uteis propriedades sobre

multi-ideais de operadores que serdao aplicadas no Capitulo 3.
Proposicao 1.11. Seja M um multi-ideal de operadores. Entao

(i) Se Fi, F5 s@o espagos de Banach isomdrficos, entao existe uma bijegdo entre as com-
ponentes M(FE1,...,Ep; F1) e M(Ey,...,Ey,; Fy) para todos os espagos de Banach
Ey,...,Epn.

(ii) Se Ei, ¢é um subespago fechado do espago de Banach Ey e T € M(Ey,...,Ep; F),

entdao T'|g, , x Byx--xEn € M(E1p, ..., En; ) para todo espago de Banach F.

1.5 Polindmios homogéneos e multipolinomios

Nesta secao, faremos um breve apanhado sobre a teoria de multipolinémios, que foi
desenvolvida e amplamente abordada em [71]. Essa nocao foi concebida inicialmente por I.
Chernega e A. Zagorodnyuk em [35, Definition 3.1] e retomada em [70] por T. Velanga, na
notagao / linguagem atual, na tentativa de unificar as teorias das aplica¢oes multilineares e
dos polinémios homogéneos entre espagos de Banach. Assim, comecaremos relembrando a de-
finicao de polinémio homogéneo. Para os fundamentos da teoria dos polindmios homogéneos,

indicamos J. Mujica [57] e S. Dineen [40]

Definicao 1.12. Sejam FE e F espacos vetoriais. Uma aplicacao P : £ — F' é chamada um

polinémio m-homogéneo se existe uma aplicagdo m-linear A : E™ — I tal que

para todo = € F.

O espaco vetorial de todos os polinémios m-homogéneos de F em F sera denotado por
P.("™E; F) e seu subespaco formado pelos polinémios m-homogéneos continuos por P(™E; F).
Para o caso F' = K, a notacgao sera reduzida a P,("FE) e P("E), respectivamente. Vale a

pena destacar que P("™E; F) é um espago vetorial normado ao ser munido com a norma
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P — || P|| dada por

[P := sup{[|[ P(2)] - © € E com |[z[| <1}.

Se F for um espago de Banach, entao P(™E; F') também serd Banach.

Aqui nao exporemos os resultados fundamentais da teoria de polindémios homogéneos,
apenas os resultados estendidos e obtidos por T. Velanga em [71], j4 que a nogao de multi-

polinémio recupera a de polinémio homogéneo.

Definicao 1.13. Sejam m € N, (n1,...,ny,) € N" e Eq, ..., E,, F espagos normados. Uma
aplicacao P : Ey X -+ x B, — F é dita um polinémio (nq, ..., ny,)-homogéneo se, para cada

1 < j <m, a aplicacao

P(.C[}l,...,.%j,l,-,ijrl,...,l‘m):Ej — F

¢ um polinémio n;-homogéneo para todo x; € E; fixado, com 7 # j.

O espago vetorial de todos os polindémios (n1, ..., n, )-homogéneos definidos do produto
cartesiano Fj X -+ X E,, em F serd denotado por P,(" Ey,...,"™ E,,; F'), e o seu subespago
formado por membros continuos por P(" Ey,...," E,; F). Quando F = K, escrevemos

Po(MEy,....,"m Ep) e P(ME,...,"™ Ey). A Definicdo 1.13 recai a nogoes familiares de
aplicacao linear, multilinear e polinémio homogéneo para alguns casos particulares: param =
1 e n1 = 1, recuperamos o conceito de aplicagao linear; para m = 1 e ny > 1, de polinémio
homogéneo; e param > len; = -+ = n,, = 1, de aplicagao multilinear. Aplicagoes desse tipo
sao chamadas de multipolinémios. A seguir, listamos alguns resultados fundamentais da teoria
de multipolinémios, os quais, com suas respectivas demonstragoes, podem ser consultados em
[71].

O préximo teorema, que é uma extensao natural daquele existente para aplicagoes

multilineares, apresenta equivaléncias que caracterizam os multipolinémios continuos.

Teorema 1.12. Para cada P € Py("Eq,...," E,; F), as sequintes condi¢des sGo equiva-

lentes:

(i) P é continuo;

(ii) P € continuo na origem;
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(iii) Existe uma constante ¢ > 0 tal que

1P, -y m)l| < elfa]™ - - lam]™

para todo (x1,...,&y) € Bl X -+ X Ep;
(i) || P|| < oo;
(v) P € uniformemente continuo em um subconjunto limitado de Ey X -+ X Ey,;
(vi) P € limitado em toda bola com raio finito;
(vii) P é limitado em alguma bola;
(viii) P € limitado em alguma bola com centro na origem.

Se En, ..., E,, forem espagos de Banach, a continuidade de P € P, (™ Ey,...,""» Ep,; F)

poderé ser caracterizada via continuidade de cada uma das suas componentes.

Proposicao 1.13. Se F, ..., E,, sdo espacos de Banach, entdo P € P,("™ Ey,...,"™ Ep; F)

é continuo se, e somente se, for separadamente continuo em cada uma das varidveis.

Como no caso evidenciado para aplicacoes multilineares continuas, também para mul-
tipolinémios a condic@o (iii) nos diz como definir uma norma em P(™Ey,...,"" E; F),

tornando-o um espaco vetorial normado.
Proposigao 1.14. Se P € P("M Ey,...,"™ E,,; F'), entao:

(i) A expressao

1Pl = sup {PGer, o)l s ] < 1. com o € B,
define uma norma no espago P(" Ey,...,"™ E,,; F).
(i) |1P(x1,. .. zm)|| < |P[[[Jlzi||™ - - - [|xm|™ para todo zj € Ej,j =1,...,m.
(iii) Se F' for Banach, entao P(" Fy,...,"™ E,,; F') é um espaco de Banach.

Abaixo, apresentaremos as extensoes multipolinomiais do Principio da Limita¢ao Uni-

forme e do Teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 1.15 (Principio da Limitacao Uniforme). Sejam Ei,..., E,, espacos de Banach,

F um espago normado e { P;}ic; uma familia em P("™ Ey,...,"™ En,; F). Entao, as sequintes

condi¢cdes sao equivalentes:
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(i) Para cada (x1,...,Ty) € By X -+ X Ep,, ezxiste uma constante C,, < 0o tal que

sup || Pi(2)|| < Cy.
i€l

(i) A familia {P;};c; € limitada na norma, isto é,

sup || Pi|| < oc.
iel

Corolério 1.16 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam FEj, ..., E,, espacos de Banach, F’

um espaco normado e (Py) uma sequéncia em P("™ Eq,...,"™ E,; F) tal que (Pg(x1,...,2m))
converge em F para todo (z1,...,2Zm) € E1 X+ X Ep,. Se definirmos P : E1 X ... x E,, — F
por

P(xy,...,xp) = klggo Py(z1,...,2m),

entdo P € P(MEy,...."" By F).

Se nas hipdteses do corolério anterior for adicionado F' um espaco de Banach, obtém-se

que (Py) converge para P uniformemente em subconjuntos compactos de Ej X -+ X Ep,.

Coroldrio 1.17. Sejam Ei,..., E,, F espacos de Banach e P,{P;}; multipolinomios em
P(MEy,...,"m Ey; F) tal que limg_,o0 Pi(21, ..., 2m) = P(x1,...,2y) paratodo (1, ..., Zy)
em Ej X -+ X Ey,. Entdo (Pg)g converge uniformemente para P em subconjuntos compactos

de By X -+ X Ep,.
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Capitulo

Estruturas robustas presentes na classe dos

operadores somantes

Neste capitulo, apresentamos resultados obtidos provenientes da busca por estruturas
topoldgicas lineares no ambito dos operadores multilineares somantes. E tais resultados

podem ser encontrados em:

[6] N. G. Albuquerque and L. Coleta, Large structures within the class of summing
operators, J. Math. Anal. Appl. 526 (2023), 127262, 13 pp.

Nossas investigagoes ocorreram em duas perspectivas: averiguacao das recentes nocoes de
lineabilidade pontual e («, 5)-lineabilidade, que sdo mais restritivas que a nocao classica; e
o estudo das classes dos operadores multilineares somantes que assumem valores em espacos
quasi-Banach de sequéncias. Quando trata-se de espagos quasi-Banach, o panorama pode
ser bem diferente daquele para espacos de Banach, a convexidade local do espaco é perdida
e, com isso, a aplicacao, por exemplo, de resultados como o Teorema de Hahn-Banach nao
¢ mais possivel. Assim, a busca por técnicas de lineabilidade/espacabilidade e, até mesmo,
a verificagdo que aquelas j& existentes se aplicam em espacos quasi-Banach pode ser uma
questao estimulante e desafiadora.

E bem conhecido pela desigualdade classica de Bohnenblust—Hille e também pelo Te-
orema de Defant-Voigt que II"¢,, (ME;K) C L (™E;K) = II?

(r,1) (r,1)
2m

1. Portanto IIE,) (ME;K) \ I (™E;K) é nao vazio e a busca por “grandes” espagos

(ME;K) para todo 1 < r <

vetoriais fechados surge naturalmente nesse contexto. Problemas semelhantes a esse sao
respondidos como uma aplicacdo do resultado que fornecemos. Além disso, como um im-

portante caso particular, provamos que o conjunto da classe dos operadores multilineares
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absolutamente somantes que assumem valores em espacos £, e que nao sao multiplos soman-
tes é c-espagavel, caso seja nao vazio. Mais especificamente: para FEi,..., E, espacos de
Banach, multi-parametros (r,s) € [1,00)™ e ¢ € (0, 0],

H?is)(El, s B ) NI (B, - B Ay)

(r;s)

é c-espacgavel quando nao é vazio.

2.1 Operadores somantes e lineabilidade: um breve panorama
historico

A moderna terminologia de lineabilidade e espagabilidade foi cunhada por R. M. Aron,
V. I. Gurariy e J. B. Seoane-Sepulveda em [16]: para o um ntimero cardinal, um subcon-
junto A de um espaco vetorial V' é dito a-linedvel se AU {0} contém um subespago de V' de
dimensao a. Se V, em adicao, é um espaco vetorial topoldgico, entao A é dito a-espacdvel
se AU {0} contém um subespago fechado de V' de dimensao a. Esses conceitos sao ampla-
mente investigados em diversos ramos da pesquisa, em particular, no contexto dos operadores
somantes, o foco desse panorama.

O primeiro trabalho conhecido sobre lineabilidade no contexto dos operadores lineares
absolutamente somantes é devido a D. Puglisi e J. B. Seoane-Sepilveda (2008), que provaram
dentre outros resultados interessantes, que para um espago de Banach E com certa propri-
edade, o conjunto dos operadores lineares limitados assumindo valores em fo que nao sao

absolutamente-somantes é lineavel. Mais precisamente:

[65, Theorem 1.3] Seja E um espago de Banach com a propriedade das duas séries.

Entao L(E;3) \ 111 (E; l2) ¢ lineavel.

No mesmo artigo, os autores levantaram o seguinte questionamento: se E é super-reflexivo e
p > 1, entdo o conjunto L(E; F)\1I,(E; F) é lineavel para todo espaco de Banach F'7 Exceto
para casos exdticos, G. Botelho, D. Diniz e D. Pellegrino (2009) responderam positivamente
a esse questionamento. Eles provaram que o conjunto K(E; F) \ I,(E; F') dos operadores
lineares compactos que nao sao p-somantes € linedvel para p > 1 e sob algumas condicoes de

reflexividade, dimensao infinita e base incondicional sobre os espacos de Banach E e F'.

[30, Theorem 2.1] Sejam p > 1 e E um espago de Banach super-reflexivo. Se

ou E contém um subespaco complementado de dimensao infinita com base in-
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condicional, ou F' contém uma sequéncia bdasica incondicional infinita, entao

K(E; F)\1I,(E; F) (assim L(E; F) \ II,(E; F)) é lineavel.

Em seguida, D. Kitson e R. M. Timoney (2011) generalizaram os resultados anteriores ob-
tendo um critério de espagabilidade para espagos de Fréchet com diversas aplicacoes, dentre

elas:

[50, Theorema 4.1] Sejam E e F' espagos de Banach com dimensao infinita, com

E super-reflexivo. Entao K(E; F')\ U <)o IIp(E5 F) € espagdvel.

Neste momento, torna-se interessante destacar um ponto levantado em [30] a respeito da
lineabilidade do conjunto geral Z;(E; F) \ Zo(E; F'), onde Z; e Ty sao ideais de operadores
lineares e F, F' espagos de Banach. Com um contraexemplo, foi mostrado que o conjunto
T,(E; F) \ Io(E; F) nao é, em geral, lineavel: se E é um espaco de Banach complexo here-
ditariamente indecomponivel e SS denota o ideal dos operadores lineares estritamente sin-
gulares, o conjunto L(E; E)\ SS(E; E) nao contém, sequer, um subespago 2—dimensional
(veja [30, Example 1.2]). Entretanto, para E ou F espagos de Banach “especiais”, chamados
o-reproduziveis (veja [47, Definition 3.1] ou Definicao 3.1), F. L. Hernandéz, C. Ruiz e V. M.
Sénchez (2015) obtiveram a espagcabilidade do conjunto geral 7, (E; F') \ Zo(E; F'), caso esse

seja nao vazio.

[47, Theorem 3.5] Sejam Z; e Ty ideais de operadores lineares tal que Z;(E; F) \
I(F; F) é nao vazio para F, F' espagos de Banach. Se F ou F' é o-reproduzivel e

Z,(E; F) é completo para uma ideal norma, entao Z; (E; F')\Za(E; F) é espagavel.

Em 2017, G. Aratjo e D. Pellegrino estabeleceram, provavelmente, o primeiro resultado de
lineabilidade/espagabilidade no ambito dos operadores multilineares somantes. O resultado
teve como motivacao a famosa Desigualdade de Bohnenblust—Hille que garante, em linguagem

de operadores multiplos somantes, que todo operador T € L(E,...,Ey,;K) é (nf—fl, 1)-

somante para todos espacos de Banach FE1,..., E,,, e o valor 72—1‘1 é 6timo.

14, Theorem 2.1] Sejam m > 2 um inteiro positivo e p € [2,00). Se 1 < s < p' e
) A =z p p ) > p

r< %, entao L(™y; K) \H?;fs) ("lp; K) é maximal espacével.

No ambito dos operadores lineares continuos definidos em espacos quasi—-Banach que nao sao

absolutamente somantes, D. Toméz (2018) obteve o préximo resultado.
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[69, Theorem 3.1] Sejam 0 < p<lel<s<r<oo. Entao

£(€p5 gp) \ U H(r,s) (€p§ gp)
1<s<r<oo
é c-linedvel. Além disso, o resultado é 6timo, uma vez que nao é valido para

p> 1

Em 2020, V. V. Févaro, D. Pellegrino e P. Rueda (2020) mostraram para operadores li-
neares continuos assumindo valores em familias soméaveis gerais de escalares e que nao sao

absolutamente somantes a («a, §)-lineabilidade do conjunto (veja Definigao 2.5).

[44, Proposition 3.2] Seja F um espago de Banach com dim E < card(I). Se
L(E;Lo(I)) \ I (E;£2(I)) é nao vazio, entao ele é (a, card(I))-linedvel para a <
card([]).

Recentemente, T. R. Alves e P. Turco (2022) lidaram com a espacabilidade de conjuntos
de aplicagoes lineares p-compactas, cujo dominio e contradominio sao espagos ¢y e ¢, com
1 < r < oo, obtendo diversas aplicacoes interessantes, inclusive no contexto dos operadores

somantes [11, Theorem 2.6].

2.2 Preliminares

Inicialmente vamos estabelecer algumas notacgoes e relembrar conceitos necessarios.
Escreveremos cardR = ¢ e card N = 8. Para m um inteiro positivo, i := (i1,...,%y) um

multi-indice em N™ e r := (71, ..., ry) um multi-parametro em (0, co]™, relembremos que

bei= oy (- (b (G (E)) )

é 0 espago (quasi-)Banach que retine todas as multi-matrizes (z;);cym € E com valores em

FE e com {,-norma finita, i.e.,

"m—1 Py T2

s s o Trm "3
H(xi)ieNmHEr(E) = Z Z "‘<ZHMH§§”> < 0.

i1=1 \ i2=1 im=1

A fp-norma ||| 0 (E) pode ser vista como um caso particular de uma defini¢ao geral, na qual

o conjunto de indices é tomado arbitrario: dado A C N”* um conjunto de indices nao vazio,
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por (Zj);c, representamos uma multi-matriz com valores em E e indexada sobre A, e sua

fy-norma pode ser vista como

l@iealle, ) = 16i - 1a@iennllg, ()

onde 1, é a funcao caracteristica de A. Para mais detalhes sobre a £.-norma, consulte a Secao
1.3 do Capitulo 1, onde propriedades tteis de monotonicidade sao destacadas. O resultado
deste Capitulo (Teorema 2.3) e a Proposi¢ao 2.2 sao obtidos para operadores que assumem
valores nos chamados espacos de sequéncia padrdo quasi-Banach. Assim, passemos a sua

definicao.

Definigao 2.1 (Espago de sequéncia padrao). Um espaco de sequéncia padrdo quasi-Banach
sobre um espago de Banach X é um espaco quasi-Banach £ de dimensao infinita, cujos
elementos sao sequéncias de entradas em X e com as operacoes usuais satisfazendo as seguintes

condigoes:

(i) Existe uma constante C' > 0 tal que
[zjllx < Clllle,

para todo = (z;)en € € e todo j € N.

(i) Se x = (xj)jen € € e (2n, )ken € uma subsequéncia de x, entao (zn, )ken € € €
(@, )kenlle < [zl

(ili) Sez = (zj)jeny € € e N :={n1 < ny <ng < ---} é um subconjunto infinito de N, entao

a sequéncia y = (y;);en definida por
L, se ] = Ny,

yj =
0, caso contrario ,

pertence a € e [|y|ls < ||ze.

A combinacao de (ii) e (iii) resulta em ||y|le = ||z|ls. Com relagdo & notagao, a n-ésima
coordenada de uma sequéncia z € £ C XN serd denotada por z, ou, quando mais precisio for
necesséria, por z(n). A menos que o contrério seja expressamente estabelecido, £ representard

um espaco de sequéncia padrao quasi-Banach.
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Exemplo 2.1. Espacos de sequéncias usuais sao espagos de sequéncias padrao (quasi-)Banach.
Como, por exemplo, os cldssicos espacos de sequéncias £,,(E), () (E), {;(E) com p € (0, 00),
co(E), c(E), e os espagos Lorentz £, ,. Para uma discussao mais profunda sobre os espagos

de sequéncias gerais e para mais detalhes e exemplos, indicamos ao leitor [31,41].

Finalizamos esta secao com a Proposigao 2.2, cujo resultado se revelara 1til e intima-
mente ligado a uma técnica de lineabilidade que remonta a [58]. Mas antes, precisaremos do

préximo lema.

Lema 2.1. Sejam r := (71,...,7,) € [1,00)™ ¢ A C N™. Se (aj);cp & 4:(€), entdo, ou

¢ 06, on  ((@li))emu ), #G(E) (2.1)

ieA

(1)) erv)

ieA
para qualquer N’ C N, com card N’ = card(N \ ) = Ry.

Demonstragao. Suponhamos que exista N’ C N, com card N’ = card(N \ N') = R e tal que

(2.1) ndo acontega. Para esse N', ambas as sequéncias em (2.1) pertencem a £,(£), ou seja,

H <(ai(‘j))j€N')ieAH£r(£) e e H((ai(j))jEN\N/)ieAHZr(f) =
Definindo as sequéncias (7i);cp € (8i);en, respectivamente, por
)= O TSN e
0, se j e N\ N ai(7), sejeN\N
obtemos
[ (@stisen) ey, e, = (1 800De) o
= [[(Gssene) oy + (GBOs0) Ly
< J(esier)pll, o+ 1 EDse)
— ((Oéi(j))jeN'>ieAHZr(5) + H ((Cli(j))jeN\N’>iEAHZr(S)
< 00,
o que é um absurdo, uma vez que (aj);cp & 4e(E). O

Definigao 2.2. Dizemos que (N), .y é uma decomposicio infinita disjunta dos nimeros
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(k) (k)

naturais quando podemos escrever N = | J, .y Ni, com cada Ny := {”1 <ng’ < eee } um

subconjunto infinito de N e N; NN; = () sempre que i # j.

Proposicao 2.2. Seja M um multi-ideal quasi-Banach de operadores. Dada uma decom-
posigao infinita disjunta (Nj), .y de N e um operador ndo nulo T' € M (Ey, ..., Ey; £), valem

as afirmagoes seguintes.

(i) Para cada natural k > 2, a aplicacao T : Ey X - -+ X E,, — £ definida por

. 07 Sej ¢ Nka
Ty (j) = i
Tx(i), sej= n® e Ny

%

pertence a M (Ey,...,Epn; &) e ||Trx|e = [T para todo z € By x -+ x E,,. Além

disso, o conjunto {7} : k > 2} é linearmente independente.

(ii) Para algum 0 < p <1, a aplicacao ¥ : £, - M (E1,..., E;; &) dada por

(o)
Ya := o1 + Z%‘Tj, a = (aj)jeN € Kp,
j=2

¢ bem-definida, linear, limitada e injetiva.

Demonstragdo. (i) Uma vez que T' é um operador nao nulo, existe zg € E1 X -+ X E, e
jo € N tal que Txo(jo) # 0, onde Tzy(jo) é a jo-ésima coordenada da sequéncia Tz € &.
Por simplicidade, assumiremos que jo € N;. Para cada k > 2, consideremos o subconjunto

N = {ngk) < ngk

)< } e, para esse, usando a condicao (iii) da Defini¢ao 2.1, definamos a
aplicagao Vi, : £ — & por Vi := (y;);jen para cada & = (25 )nen € .

Como Vj, é uma aplicagao linear limitada, ja que ||V|| < 1, entdo Ty = Vj o T pertence
a M(E1,...,En;€) e |[|[Tkllm < ||IT||m. A partir das condigoes (ii) e (iii) de espagos de

sequéncia padrao, temos
[Thlle = [[(Ve o T)alle = [Ve(Tx)|le = | Tl

para todo z € Ey X --- x Ep,. Por fim, como {Tjz}>2 é uma familia de sequéncias em &
cujos suportes sao dois a dois disjuntos para qualquer z, segue que {T}, : k > 2} é linearmente

independente.
(ii) Como A := M (E1,...,En;E) C L(E,. .., Ey;E) é um p-Banach para algum p € (0, 1],
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para qualquer a = (o) jen € £p,

D Tl = ey PUTy1% = D lagPITIE = 115 Y lajlP < oo,

j>2 j>2 j>2 j>2
o que nos diz que a série Zj>2 a;T; converge em A e, consequentemente, a aplicacao
U : {, — A estd bem-definida e é linear. A fim de simplificar a notagao, escreveremos
U, := Va para a € £,. Agora, suponhamos que ¥, = 0. Combinando T'z((jo) # 0 com o
fato que a sequéncia T;x tem coordenadas nulas em N\ N;, para todos z € Ey x --- x Ep, e
J =2,

o
0 = Wazo(jo) = a1 Two(jo) + ) ajTjzo(jo) = a1 To(jo),
=2

implicando que a; = 0. Como (Tj); é linearmente independente, temos a; = 0 para todo j.

Portanto a = 0, o que garante que V¥ é injetiva. ]

2.3 Espacabilidade de operadores multilineares somantes

Para m € N um inteiro positivo, r, s € [1,400)"™ e A C N” um conjunto de indices,
relembremos que um operador m-linear T : Fy X -+ X E,, — F é dito A-(r;s)-somante se

existe uma constante C' > 0 tal que

m N Sk
|Taseallry <C 11 sup (Z!qﬁ(wf-’”) > (22)
=1

k=1 (Z5kx€BE;€

paratodoNeNex(k) ceE,k=1,... mi=1,...,N. Aqui, Tx; :zT(a;(»l) x(m))

i i1 ) ? Vim
e a classe de todos os operadores que cumprem a desigualdade anterior é denotada por
Hé\r;s) (E1,...,En; F), que é um espago de Banach munido com a norma Wf}";s) (T') tomada
sob o infimo das constantes C' > 0 satisfazendo (2.2). Alguns detalhes sobre essa classe
geral de operadores somantes pode ser encontra na Sec¢ao 1.3 do Capitulo 1. Recordemos
que, para A = Diag (N™) := {(n,---,n) e N?":n €N} e A = N™, a classe II* recupera
a classe dos operadores absolutamente e mailtiplos somantes, respectivamente. Além disso,
podemos tratar o contradominio F' como um espaco quasi-Banach e, com argumento padrao,
mostrar que HE} 5) (E1,..., En; F) também é um espaco quasi-Banach. Para mais detalhes e
aplicagoes sobre a teoria dos operadores absolutamente e miltiplos somantes, veja [33] e suas

referéncias.

Nossas investigacoes no campo da lineabilidade para operadores A-somantes resultaram
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em respostas na recente nocao “geométrica” de lineabilidade pontual, introduzida por D.

Pellegrino e A. Raposo Jr. [60].

Definicao 2.3 (Lineabilidade/espagabilidade pontual). Sejam V' um espaco vetorial e & um
nimero cardinal, com a < dim V. Um subconjunto A C V é a-pontualmente linedvel se para
cada = € A, existe um subespaco W = Wy o de V tal que z € W C AU {0} e dimW = a.
Se, em adicao, V for um espago vetorial topolégico e W puder ser escolhido fechado, A é dito

a-pontualmente espacdvel.

Para a > Ny diremos que o conjunto é, simplesmente, pontualmente linedvel ou pontu-
almente espacavel, omitindo assim, a escrita do cardinal. Lineabilidade pontual é, claramente,
um conceito mais restritivo que lineabilidade classica. O primeiro enfrenta um tecnicismo que
nem sempre é abordado nos resultados usuais de lineabilidade: o subespaco gerado deve con-
ter todo vetor-mae inicial. Além disso, essa nogao esté relacionada com a («, §)-lineabilidade
(veja Definigao 2.5), basta considerar & = 1 nessa ultima. Para mais detalhes, referenciamos

[60].

Teorema 2.3. Sejam r,s,t,u € [1,4+00)™ e A CT' C N™ conjuntos de indices. Entdao
H*é\r,s) (Br, ooy Em; E)\ gy (B1, oo B €)

€ vazio ou pontualmente c-espacdvel.

A

Demonstragao. Para simplificar a notacdo, escrevamos A := H(r’s)(El, ooy Epn;E) e B =
Hl(ﬂt’u)(El, .oy By €). Vamos supor que existe um operador 7' € A \ B e, primeiramente,

provaremos que A \ B é pontualmente c-linedvel. Fixemos xg € F1 X -+ X Ep, e jo € N tais

que Tz(jo) # 0. Agora, consideremos sequéncias fracamente soméaveis zU) = (zg )> IS
neN

Kﬁ’j(Ej), j=1,...,m, de modo que

(T2 0.

)ieFHEt(é‘) -

Aqui relembre a notagao Tz :=T (zz-(ll), cees zg:)). O Lema 2.1 garante que podemos tomar

N; € N com jy € Ny, cardN; = card(N \ N;) = Ry e ainda

|(@50)ne) e, = 23)

Consideremos a seguinte decomposigao infinita disjunta (Defini¢ao 2.2): N\ N; = J;.~o Ny.
A

(r7s

Entao, a Proposicao 2.2 (i), aplicada para M = II ) fornece uma sequéncia (Ty)xen de
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operadores (linearmente independentes), com ||T,z| ¢ = | Tz||¢ para todo x € E1 X -+ x Ep,.
Isso nos permite concluir ||Tx||la = ||T]|a para todo k e, consequentemente, que (T%)ken

pertence a A\ B.

Para obtermos um espaco ¢-dimensional em A\ B que contenha T, usaremos a cons-
trugdo e a notacao da Proposicao 2.2 (ii): para algum 0 < p < 1, a aplicacao ¥ : £, — A
estd bem-definida, é limitada, linear e injetiva. De acordo com isso, ¥(¢,) C A é um espago
vetorial c¢-dimensional que contém T'. Agora devemos provar que ¥(¢,) \ {0} C A\ B, isto é:
U, ¢ B para qualquer a = (a;); € £,\{0}. Assim, consideremos z() € Gy (Ej), j=1,...,m,
como em (2.3). Se a1 # 0, usando novamente que Tjz é uma sequéncia com coordenadas

nulas em N\ N; para j > 2 e qualquer z,

1Wazillg = || | 1 Tz(n) + D a;Tjz(n) > ||| aaTz(n) + ) ajTyz(n)
i=2 neNllg i=2 neN; llg
= H(aszi(n)>neN1Hg
= || [[(Tz(n)) e, || -
A monotonicidade da quasi-norma fornece
H(\I’azi)ieFHzt(g) > || H ((Tzi(n))n€N1)ieFH = 00,

2(€)

com a tltima desigualdade sendo uma consequéncia de (2.3), o que mostra que ¥, ¢ B.
Neste momento, retornemos ao caso a1 = 0, no qual procederemos de maneira similar.
Consideremos «; # 0 para algum i € N. Usando a definicdo dos operadores (T})reny na

Proposigao 2.2 (i),

Iazille = ||| Y aTyztn) > || (e (o)), |, = el 1T (e
Jj=2

assim

”(‘I’azi)ieFH&(S) > ol H(Tzi)iGFHEt(é’) -

E isso prova a c-lineabilidade pontual de A \ B.

Agora provaremos a c-espagabilidade pontual de A\ B. Nosso candidato natural a

subespaco fechado de dimensao ¢ de A é W(¢,). Assim, devemos verificar que ¥(¢,) \ {0} C

A\ B e, para tal, fixemos S = limy, Uy, € ¥(£,) \ {0}, com Uy := ¥ o) e alk) = (045“) €l
j
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para todo k € N.

Inicialmente, verificaremos que o limite limy agk) existe. Notemos que, para todos
b=(Bn)n €lp, v € By X - xEpejeNy, Vpa(j) = 1Tx(j). Tomando zg € Ey X --- X By,

e jo € Ny tais que T'z(jp) # 0, temos
Szo(jo) = lim Wyzo(jo) = <kli_>n010 Oé%“) Txo(jo),

(k)

o que garante a existéncia do limite limj a7 .

Considere zU) ¢ 6y (Ej), j =1,...,m, como em (2.3). Supondo que o limy agk) # 0,

para todo x € Ey X --- X Ej, e para todo a € £}, vale

1ol = || [ @1T2) + 3 ayT3a(6)
j=2 ieNllg

> || aaTz(i) + Zajzj(i)
i=2 ieNy llg

= || H(Tﬂf(i))iel\h HS :

Entao

152l > lim 01| (T21(0)) e, le

de onde

H(Szi)ieFH&(é’) = h/]in |a§k)| ) H(T’Zi)iEFHZt(f) -

Facamos agora o caso limy agk) =0. Como § #0, existem z € £1 X --- X E,, eig € N
tais que Sxz(ip) # 0. Além disso, existem tnicos [, € N de modo que podemos escrever

(0

tg =mn, e, assim
Sl’(ZQ) = lim \I/kl‘(Zo)
k—ro0

= 1im | a{Ta(io) + Y ol Tja(ig)

k—o00 -
Jj=2

= lim (agk)Tx(ngl)) + a}“%(nﬁ”))
k—o0
= lim al(k)Tx(t),

k—o0
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0 que nos garante limy_, al(k) = 0. Dispondo disso,

|Sz|e = || lim ozgk)Tx—FZag»k)zj

k—oo 2
j=>2

= lim Zag-k)Tj:L'

k—oo ||~
Jjz2

13

£

> 1im || [ Y ol Ty(0)

k—o0 -
j=2 €N Il g

_ 1 ( (), )

feim ||\ (i) i€ ||
~ i @ :
=l o | e,
— lim [a"] [[(T2(i))sen]|

k00 l ieN|lg
— lim |o\®|||Tz|e

k—o00

para todo z € Ey X - -+ X E,,. Em particular, para cada z; como em (2.3),

: (k) _
ISl 2 (i o)) - Nl = o
Isso mostra que S ¢ B e, portanto, isso conclui a prova. ]

Procedendo da mesma maneira que a prova do Teorema 2.3, obtemos o préximo resul-

tado.

Teorema 2.4. Sejam A C N™ um congunto de indices e r,s € [1,+00)™. Entdo
LBy, B )\ g (Bry. o, B €)

€ ou vazio, ou pontualmente c-espacdavel.

Nos resultados anteriores, consideremos A = Diag (N") := {(n,--- ,n) € N" : n € N}

e I' = N™, o que resulta no seguinte.

Coroldrio 2.5. Sejam ¢q € (0,00] e r,s,t,u € [1,4+00)™. Entao, cada um dos conjuntos

LB, ..., Emib) \ I (Bvy..  Emily),  L(Ev,....Emil) \TI5 ) (E1,..., Emily)

2 S (Eryee o By ) \ TS (Bv . B by)
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é ou vazio, ou pontualmente c-espagavel.

2.3.1 Operadores nao absolutamente somantes em espacos classicos de

sequéncias

Nesta subsecao, dedicamos nossa atencao aos operadores lineares limitados definidos
nos espagos quasi-Banach classicos ¢, para 0 < ¢ < 1 que falham em ser absolutamente
somantes. Mais precisamente, para 0 < ¢ < 1, investigamos grandes estruturas lineares
topolégicas em L (£g, €g) \ U< s<p<o0 Hirs) (£g, £q) - Esse assunto foi recentemente investigado
em [69], onde a c-lineabilidade foi obtida. Aqui, damos um passo a frente, provando que o

conjunto é c-espacavel. Assim, o resultado seguinte generaliza [69, Theorem 3.1].

Teorema 2.6. Seja 0 < g < 1. Entdo

L (gq; gq) \ U 1_[(r,s) (éqS Eq)

1<s<r<oco

€ c-espacavel. Além disso, o resultado € étimo, uma vez que ndo € vdlido para q > 1.

Demonstragao. Primeiramente, precisamos garantir que o conjunto em questao é nao vazio.
E isso segue de um resultado chave devido a Maddox [53], o qual provou que a aplicagao
identidade em ¢, Id : £, — {4, nao é (r, s)-absolutamente somante para quaisquer que sejam
os parametros 1 < s < r < oo e para 0 < ¢ < 1 (para mais detalhes veja [69]).

Assim, podemos tomar T':= Id € L (€g; £g) \Uj<s<rco0 Hirs) (g3 €g). O argumento é se-
melhante a prova do Teorema 2.3. Mencionaremos apenas as pequenas mudancas necessarias:
na Proposigao 2.2 podemos tomar qualquer decomposicao infinita enumeravel de conjuntos
infinitos dois a dois disjuntos (Nj,), . sem adi¢ao a qualquer outra restricao; e o operador ¥ no
item (ii) deve ser definido como W, := } 2%, o;T; para a = (oj)jen € £p. A tltima afirmagao
do Teorema foi observada em [69], para ¢ > 1 a coincidéncia Il(yaxi2,q1,1) (g £g) = £ (£g;4q)

¢ bem conhecida. O

2.4 Operadores absolutamente somantes e operadores Dunford-

Pettis

Ainda no contexto dos operadores somantes, adicionamos nesta secao investigacoes
que remontam aos denotados operadores Dunford-Pettis, também conhecidos como com-

pletamente continuos. Verificaremos que o conjunto dos operadores lineares somantes que
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assumem valor em /,, 1 < ¢ < oo, que nao satisfazem a propriedade de Dunford-Pettis
admite estrutura linear, mais especificamente, mostraremos que o conjunto é pontualmente

c-espagavel.

Defini¢ao 2.4 (Operadores Dunford-Pettis). Um operador T': E — F' é chamado Dunford-
Pettis (ou completamente continuo) se Tz, converge para Tx (em F'), sempre que x,, converge

fracamente para r em F.

A partir de agora, a classe dos operadores Dunford-Pettis entre espacos de Banach E
e F serd denotada por DP(E; F'). Observemos que um operador compacto é um operador
Dunford-Pettis e, claramente, as duas nocoes coincidem quando E é reflexivo. O leitor
interessado pode encontrar mais informagoes e um panorama sobre o assunto em [38] e suas
referéncias.

Bennet, em [24], mostrou a conexao entre operadores absolutamente (7, s)-somantes e
operadores Dunford-Pettis: para quaisquer espagos de Banach E e F', existe um operador
absolutamente (7, s)-somante T': E — F, com 1 < r < s < 0o, que nao satisfaz a propriedade
de Dunford-Pettis. Com isso, temos um ambiente propicio para investigar propriedades de
lineabilidade e espacabilidade. Na verdade, o préximo resultado mostra que o conjunto dos
operadores (7, s)-somantes que assumem valores em ¢, e que falham em ser Dunford-Pettis é

pontualmente c-espacavel.

Teorema 2.7. Sejam 1 <g< oo el <r <s<oo. Entio
H(r,s)(E;gq) \ DP(E,Eq)

€ pontualmente c-espagdvel.

Demonstragdao. Para encurtar a notagao, escrevamos A =[], (E;{q) e DP := DP(E;/{,).
Fixemos um operador nao trivial 7 em A\ DP e tomemos uma sequéncia (x,), que con-
verge fracamente para x € E, porém com Tz, nao convergindo para Tz em f;. Também
consideremos xg € E e jo € N tais que Txo(jo) # 0, isto é, a jp-ésima coordenada da
sequéncia T'xg € ¢, é nao nula. Entao podemos escolher ¢¢ > 0 e Ny C N, com jo € Ny e

card N; = card(N '\ Nj) = R, tais que

=

> Tzn(l) = Tx()]" | > e, (2.4)
leNy

para algum n grande o suficiente.
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Procederemos como na prova do Teorema 2.3, assim, omitiremos alguns detalhes.
Aplicaremos a Proposi¢ao 2.2 com M = Il . Fixada uma decomposicao infinita dis-
junta N\ N; = (J;5,Nj, a sequéncia de operadores (Tj)xen da Proposicao 2.2 (i) fornece
Tkl = ||T||a e Ty € A\ DP para todo k. Uma vez que A é um espago de Banach, na
Proposicao 2.2 (ii) tomemos p = 1 e a aplicacao construida, ¥ : ¢; — A, é tal que ¥(¢;) C A
é um espago de dimensao ¢ contendo T'. Restando-nos provar entdao que ¥, ¢ DP para todo

a = (a;)32; € 1 nao nulo.

Primeiro, suponhamos que oy = 0. Uma vez que {T;z}ren s@o sequéncias em ¢, com

suportes dois a dois disjuntos para todo x,

q q
S [arall) ~ T = 3 S0y Tyaalt) — s Tyl =303 Ty - 2)()
=1 I=1|j=2 I=1 |j=2
Para cada | € N, existem tnicos t,s € N de modo que podemos escrever | = ngs) e, com isso,
2|2 eqTian =)0 = 30 |3 asTifen —a) (n”)
=1 |j=1 =1 j=1
00 T
- $ oo ()

s,t=1
[ee]

- 0sl" 3 T — 2) (1)1
t=1

> [lally - e,
onde a ultima desigualdade segue de (2.4). Por outro lado, a; # 0 implica

1Wazn — Wazly,

> T — 2) (1) + > o Tj(wn — 2)(1)
=2

leNy

= laa|? Y [T (an — )OI

leNy

> | |? - €.
Novamente, a tltima desigualdade segue de (2.4). Provamos, assim, que ¥, ¢ DP e, portanto,
a c-lineabilidade de A\ DP.
Agora provaremos que ¥(¢;) C (A\ DP)U{0}. Seja S = limy, Wa¥) € ¥(¢)\ {0}, com
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alk) = <a§k)> €/ para todo k € N. Resta-nos verificar que S ¢ DP. Consideremos ey > 0
j
e (zp)nen, ¢ € E como em (2.4). Pelos mesmos argumentos da prova do Teorema 2.3, existe

(k)

o limy oy’ e, primeiramente, suponhamos que este seja nao nulo. Assim temos

q

[e.e]
q _ (k) (k)
I8 G — )2, = || im |7 (0 —2) + 3 0T — )
j=2 Y
q
~ q
k k
= lim T (2, —2)(1) + Y T (2 — 2)(1)
leEN j=2
~ q
. k
>y lim T (2, — ) (1) + Y T (2, — 2)(0)
leNy j=2
=3 lim [o{ (e, x)u)]q
k—o00
leNy
= lim [a}"|- 3 [T (2n —2) ()"
1eNy
> lim |a§ |a. €.
k—o0
Se limy ozgk) = 0, como verificado na prova da c-espacabilidade pontual no Teorema 2.3, para
algum s € N, limy, agk) # 0. Entao
q
|S(@n — 2)lIf, = | lim P12y, —i—Za BT (2, — )
n by = 1
eq
~ q
'y K (0.
= kli}nC}oZaj Tj(zp — )
Jj=2 eq
q
= Z lim Za k)T —z)(l)
k—o0
leN j=2
q
> . —
> Jim Z o Tj(xn — )(1)
leNg j=2
= lim |a®)Ty (2, — a:)(l)‘q
k—o00
leNg
= 1i (k)|a. T.(z, — q
Jim [aP[7 - 37 [Tz - 2)(0)

leNs

: k
= Jim a7 [T (z — 2)]2

: k
> kli}rgo la(F)|a . el
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Portanto S falha em ser um operador Dunford-Pettis e, com isso, concluimos a prova do

teorema. O

2.5 Operadores somantes em familias somaveis gerais de es-

calares

Nesta se¢ao, lidaremos com operadores assumindo valores em ¢, (), o espaco de todas as
uplas g-soméveis indexadas em um conjunto arbitrario nao vazio I e ¢ € (0,00). Relembremos
que £4(I) é o espago vetorial de todas as fungoes f : I — K tais que >, ;| f(i)]? < oo, com

essa soma definida por

Z |f(@)|? := sup {Z |f(@)|? : F é um subconjunto finito de I} ,
iel el
e também relembre que £4(I) munido com || f|lq = (3, \f(i)\q)l/q é um espago quasi-Banch.
Para detalhes sobre o espago ¢4(I) e resultados relacionados, referenciamos [62].

Neste contexto, investigamos a nogao geométrica (o, 3)-lineabilidade, recentemente in-

troduzida por V. V. Féavaro, D. Pellegrino e D. Tomaz em [43].

Definicao 2.5 ((«a, §)-lineabilidade). Sejam «, 8, A nimeros cardinais e V' um espago vetorial,
com dimV =Xea< <A\ Um conjunto A C V é (a, §)-linedvel se ele é a-linedvel e para
todo subespago W, C V com W, C AU {0} e dim W, = «, existe um subespago Wz C V
com dimWpg = e W, C Wz C AU{0}. Quando V é um espago vetorial topolégico e o
subespago W3 pode ser escolhido fechado, A ¢ dito ser (a, 3)-espag¢dvel.

Observe que a («, /3)-lineabilidade engloba a nocao cléssica de lineabilidade (basta consi-

derar & = 0). No que concerne a lineabilidade pontual, é claro que a-lineabilidade/espagabilidade

pontual implica na (1, «)-lineabilidade/espagabilidade. A seguir, apresentamos nosso resul-

tado nessa direcao, e [41,42,44,60] sdo trabalhos recentes nessa linha.

Proposicao 2.8. Sejam ¢ € (0,00], I um conjunto nao vazio e E; um espago de Banach
de dimensao infinita, com dim F; < card [ para ¢ = 1,...,m. Também considere r,s,t,u €

[1,400)™ e A C T' C N™ conjuntos de indices. Entao
g (Brs o B g (D) \ Ty (B, -, B g (1)

é ou vazio, ou («, card I)-linedvel para um cardinal o < card I.

39



2. Estruturas robustas presentes na classe dos operadores somantes

Demonstragao. Escrevamos A = Hé\r’s) (Er,....,En;ly(I)) e B = H(th

para simplificar a notagdo. Suponhamos que existe 7' € A\ B e escrevamos I =

(Ela RN} Em7€q (I))
jel Ij
como uma uniao de conjuntos dois a dois disjuntos, com card I; = card I para todo j € I.
() 11 E I} e, assim, I = {n(j) 11, € I}. Entao, para

Para cada j € I, denotemos I; := { i ;
qualquer v € I, existem tnicos i, j € I tais que v = ngj ). Da mesma forma que a construcao

na Proposicao 2.2 (i), para todo v € I, definamos T, : By x --- x E,, — £4(I) por

T () =" 7

Txz(i), sej=uv.

Assim, || Ty]|a = ||T||a e isto implica T,, € A\ B para todo v € I. Além disso, {T, : v € I} é
linearmente independente e X :=span{7, : v € I} C (A\ B) U{0}. Uma vez que dim X =
card I, obtemos a card I-lineabilidade de A\ B.

Agora nos voltemos a verificagao de que A\ B é («, card I)-linedvel para todo o < card I.

Seja ¥V C A\ BU {0} um subespagco arbitrario de dimensao «. Considere
IT:={Va:VeVexecE X - xEy,} ClyI)

e denote por A o conjunto de indices formado por todas as coordenadas nao nulas de cada

familia de escalar Vo € T C £4(I). Percebamos que a cardinalidade de Z nao é maior que

B:=card(E1 X -+ X Ep) - -cardV < card I.
Considere uma nova decomposicao disjunta de I,

=L |ua,

jeI

com cardfj = card I para todo j € I. Como antes, temos que construir operadores Fj, :
Ey x---x Ey — £y(I) de modo que o suporte da familia de escalar F,z € £,(I) encontre-se
em I, e também | Evzlle, ) = I Tvzlle,(r) Para todo x € Ey X - -+ X Ep,. Assim, F, pertence a

A\ B para todo v € I e o subespago
W:=span{F,,V:veleV eV}

satisfaz V C W C (A\ B) U {0} e dim W = card I. O
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2.6 Comentarios e problemas

Jé sabemos que a c-lineabilidade / espagabilidade pontual implica na (1, ¢)—lineabilidade
/ espagabilidade. Isso nos permite ver o Teorema 2.3 na perspectiva da (a, §)—lineabilidade
para o caso particular &« = 1 e 8 = ¢. Diante disso, nos questionamos se é possivel melhorar

nosso resultado, obtendo-o para a > 2, ou seja,

Problema 2.1. Sejam r,s,t,u € [1,+00)™ e A C ' C N conjuntos de indices. Entao
Mgy (B Bis )\ I, ) (B1 -, B €)

é ou vazio, ou («, ¢)—espagavel para o > 27

Ainda o que tange o Teorema 2.3, o que poderiamos dizer quanto a c-espagabilidade
(ou até mesmo quanto a lineabilidade cldssica) do resultado para um caso semelhante ao do

Teorema 2.67 Mais especificamente, vejamos o problema seguinte.

Problema 2.2. Sejam m um inteiro positivo, E1, ..., E,, espacos de Banach, e £ um espago
de sequéncia padrao quasi-Banach. Considere r,s,t,,u, € [1,4+00)™ e A C T, C N para
indices v € I # (). Entao

Mg (B, B )\ |J T

(tu,uu
vel

)(El,...,Em;g)

é ou vazio, ou pontualmente c-espacavel?

O mesmo pode ser levantado para o caso H?r’s) (E1,...,En;E)=L(E1,...,En;€), nos
levando a tentativa de também melhorar o Teorema 2.4. De modo mais restritivo ao apre-
sentado no problema acima, poderiamos melhorar o Teorema 2.6 obtendo a espacabilidade

pontual? Assim, surge o préximo questionamento.

Problema 2.3. Seja 0 < g < 1. Entao

L (Eq; gq) \ U H(r,s) (eqS gq)
1<s<r<oco

é pontualmente c-espagavel?

O Teorema 2.7 apresenta um resultado de espagabilidade pontual no contexto dos ope-
radores lineares somantes que nao sao Dunford-Pettis. Mas isso ocorre para o caso particular

de operadores assumindo valores nos classicos espagos de sequéncia ¢, para 1 < ¢ < oo.
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Diante dos demais resultados apresentados ao longo deste capitulo para operados tomando

valores no gerais espacgos de sequéncia padrao &, seria possivel substituir ¢, por £7

Problema 2.4. Considere £ um espaco de sequéncia padrao quasi-Banach. Entao
o (E,E)\ DP(E,E)

é ou vazio, ou pontualmente c-espagavel?

42



Capitulo

Espacabilidade em multi-ideais de

operadores

Este capitulo tem como base o projeto em desenvolvimento
[8] N. G. Albuquerque and L. Coleta, Operators multi-ideals spaceability, preprint.

Aqui continuamos a busca por grandes estruturas topoldgicas, agora no ambiente geral dos
ideais de operadores multilineares, no sentido de Pietsch [63]. Em [47], F. L. Herndndez,
C. Ruiz e V. M. Sanchez obtiveram a espagabilidade do conjunto Z;(E; F') \ Zz(E; F), onde
Z,(E; F) e Io(E; F) sao ideais de operadores lineares limitados, definidos entre espagos de
Banach com certas propriedades. Esse resultado, devido & generalidade do ambiente tra-
balhado, engloba intimeros outros resultados de espacabilidade no contexto dos operadores
lineares. Aqui, investigamos este problema para o caso de ideais de operadores multilineares
assumindo valores em espacos quasi-Banach, obtendo um resultado geral. As nocoes elemen-
tares da teoria de ideais de operadores multilineares podem ser encontradas na Secao 1.3 do

Capitulo 1.

3.1 Critério de espacabilidade para multi-ideais de operadores

Nesta segao, apresentamos os resultados do capitulo, os quais generalizam os teore-

mas obtidos em [47]. Esses resultados sdo desenvolvidos no contexto dos multi-ideais de
operadores multilineares continuos M(E1,..., E,; F) para Ei,..., E,, espagos de Banach,
F' espago quasi-Banach e, com a condicao de algum E;, ¢+ = 1,...,m, ou F ser um espago

o-reproduzivel. Esse conceito, como ficard evidente, é a ferramenta central para o desenvol-

vimento do critério de espacabilidade obtido. Assim, iniciemos apresentando sua definicao e,
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3. Espagabilidade em multi-ideais de operadores

para tal, relembremos que um subespaco fechado H de um espago de Banach E é dito com-
plementado se existe um subespaco fechado G de E tal que E = H ® G, isto é, E = H + G

e HNG = {0}. Com a nogao de subespago complementado em mente, segue que:

Defini¢ao 3.1 (Espaco o—reproduzivel). Um espago (quasi-)Banach é dito o—reproduzivel

se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) existe uma sequéncia (E,,)nen de subespagos complementados;

(ii) para cada n € N, existe P, : E — E,, uma projecdo limitada, i.e., P2 := P, o P, = P,

com P; o P; =0 se i # j;
(iii) existe uma sequéncia ¢y, : E,, — E de isomorfismos e

(iv) para todo k € N, as projecoes P, = Zﬁ:l P, : E — @ E, sao uniformemente

limitadas.

A propriedade de um espaco ser o-reproduzivel é preservada por isomorfismos e, além

disso, vale o resultado seguinte.

Proposicao 3.1. [17, Proposition 3.2]) Se E ou F' sao espagos de Banach o-reproduziveis,

entao £ @ F e E’' sao o-reproduziveis.

Esse resultado é provado para E e F' espagos de Banach, porém, os argumentos sao
aplicados diretamente para o caso quasi-Banach. Em [17] sdo mencionados iniimeros exemplos
de espacos de Banach o-reproduziveis. Abaixo listamos alguns deles e citamos alguns casos
que podem ser aplicados para o contexto quasi-Banach. Mas primeiro, precisaremos da

préxima definigao.

Defini¢ao 3.2 (Decomposigao de Schauder). [52, p.47] Dado X um espago de Banach, uma
sequéncia (X, )nen de subespacos fechados de X é chamada uma decomposi¢ao de Schauder

de X se, para todo z € X, existe uma tnica representacao da forma z = > °°

el Tn, COM

Tn € X, para todo n € N.

Exemplo 3.1. Todo espaco de Banach E, o qual admite uma decomposicao de Schauder
(En)nen tal que cada subespaco E,, é isomorfo a F, é o-reproduzivel. Em contrapartida, se
E é um espaco indecomponivel, isto é, nao existem G e H subespacos fechados de F tal que

E =G ® H, E nao pode ser g-reproduzivel.

Exemplo 3.2. O espago C[0,1] das fungoes reais continuas definidas no intervalo [0,1] é

o-reproduzivel ([47, Proposition 3.4]). Consequentemente, C(K) é o-reproduzivel para K um
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3. Espagabilidade em multi-ideais de operadores

espago métrico compacto nao enumerdvel, uma vez que, C[0, 1] e C(K) sdo espagos isomérficos

(veja [1, Theorem 4.4.8]).

Exemplo 3.3. Para 0 < p < oo e F um espago de Banach de dimensao infinita, os espacos
lp(E) e co(E) sao o-reproduziveis. Em [1, Theorem 2.2.4] é provado que, se Y é um subespaco
de dimensao infinita complementado de ¢, para 1 < p < oo (respectivamente, cg), entao Y é
isomorfo a /£, (respectivamente, ¢g); para o caso 0 < p < 1, o mesmo resultado estd provado

em [48, Theorem 2.6] (ou veja Teorema 1.10 onde reunimos ambos os teoremas).

Exemplo 3.4. Seja D = {z : |z| < 1} o disco aberto unitédrio do plano complexo C. O disco
algébrico A(D), de todas as fungdes analiticas para |z| < 1 e continuas para |z| < 1, é um

espago o-reproduzivel, uma vez que é isomorfo a co(A(D)) (veja [72, p.190]).

O famoso Critério de Banach-Grunblum-Nikolskii, que fornece um critério pratico para
determinar sequéncias basicas, ¢ uma ferramenta fundamental para a prova dos resultados

que obtivemos, os quais apresentamos logo a seguir. Mas antes:

Defini¢ao 3.3 (Sequéncia bésica). Uma sequéncia (z;,),en no espago (quasi-)Banach F é

dita uma sequéncia bdsica se for uma base de Schauder de span{z,, : n € N}.

Lema 3.2 (Critério de Banach-Grunblum-Nikolskii). ([26, p.4004] e [20, p.258]) Seja E um
espago (quasi-)Banach. Uma sequéncia (x,)nen de vetores nao nulos em E é bésica se, e
somente se, existe uma constante K € (0,00) tal que, para nimeros naturais s < r e para

toda sequéncia finita de escalares aq,...,as, temos

<K

s
E AnTn
n=1

r
E AnTn
n=1

O proéximo resultado fornece a espacabilidade no contexto dos multi-ideais quasi-Banach

de operadores. As técnicas seguem as ideias de Hernandéz et. al [17].

Teorema 3.3. Sejam Ei,...,E, espacos de Banach, F um espaco quasi-Banach e sejam
Mi(Eq,....,Epn; F) e Ma(E1, ..., Eyn; F) multi-ideais quasi-normados de operadores tal que
Mi(Er, ..., En; F)\ Ma(E1,...,Ey; F) € nao vazio. Se F ou Ej, para algum j =1,...,m,

é um espago o—reproduzivel e se Mi(Ex,...,Eny,; F) é completo, entdo

Ml(El,...,Em;F)\MQ(El,...,Em;F)

€ espacduvel.
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Demonstragao. Seja T € My(Eq,...,Epn; F)\ Mao(E1,...,Eyn; F).

Caso 1. Suponhamos que E; seja um espago de Banach o—reproduzivel para algum j =
1,...,m. Por simplicidade de notacdo, suponhamos j = 1. Assim, existe uma sequéncia
(E1n)nen de subespacos complementados de Ej e, para cada n € N, um isomorfismo
¢1n * E1n — E1 e uma projecao limitada Py, : E1 — FEi, que cumprem as condicoes
da Definicao 3.1. A partir de entao, para cada n € N, definamos o operador m-linear

T,:FEF1 x---x E, — F como

T, =To,P,,
com P, e ®, operadores m-lineares definidos por ®,, = (¢1p,ldR,,...,Idg,) e P, =
(P, Idg,,...,1dg,,), onde ¢1,, : E1p — Ey e Py @ By — Ep, sdo, respectivamente,

os isomorfismos e as projecoes limitadas existentes do fato de E; ser o-reproduzivel e Idg;,
representa o operador identidade de E;, i = 1,...,m. A seguir, veremos que a sequéncia
(Th)nen acima definida estd contida em My (FEq, ..., En; F) \ Ma(E1,...,En; F), é com-

posta por operadores m—lineares linearmente independentes e
span{T,, : n € N} C (M1(E1,...,En; F)\ Ma(E1, ..., En; F))U{0}. (3.1)

Pela propriedade de multi-ideal, é claro que, T,, € M1(E1, ..., Ey; F) para todo n € N. Para
ver que T, ¢ Ms(E1, ..., E,; F) note que

Tn‘E1,n><E2><-~~><Em == (T@TLP?’L)’EL’”XEQXN'XEWL == T(I)n =To ((Z)Ln,IdE27 BN ,IdEm).

Como ¢;, é um isomorfismo e Ma(E1, ..., Ep; F) é estavel por composigao a direita com
operadores m-lineares limitados segue que T;, ndo pode pertencer a Mo(E1, ..., E,; F), caso
contrario, pela propriedade de multi-ideal, T' = T®,®,! € My(FEy,..., Ey; F). Aplicando
argumento analogo, consideremos N € N, escalares aj,as,...,ay € o operador Zivzl apTy.
Para cada 1 < j < N, a restricao de 1), a Eqj X Ey X -+ x Ej, coincide com T'®; quando

j =mn, e 0 caso contrario. Assim,

N N
arT; = arp TP P, =a;TP,. 3.2
(Z K k) By jxEoX--XEm (Z k & k> By jxEox--xEn J J ( )
k=1 k=1 :
Combinando isso com o fato de ¢; j ser um isomorfismo e 7' nao pertencer a Ma(E1, ..., Ep; F),

concluimos que Zszl a T} também nao pertence, o que prova (3.1). Pelo mesmo argumento

em (3.2) verifica-se diretamente que a sequéncia (71},), é linearmente independente, o que nos
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garante a lineabilidade do conjunto My (E1,...,Eyn; F)\ Ma(E1,...,Ey,; F).

Resta-nos agora provar a espacabilidade. Pelo Lema 3.2, (T5,),, é uma sequéncia bésica
em Mi(Eq,...,Ey; F). Com efeito, para um nimero natural s, definamos Py By x - X

E,, — F por P, := (]3175,IdE2, .. .,IdEm>, sendo ]31,3 => 71 P Assim

T, 0 Py = T®, (Pin, Idg,, ..., Idg,) o (15175,IdE2, . ,IdEm)
S
=T®, 0 (Z Pino Puy, ldp,, ... ,IdEm>
k=1
T,, sen<s,

0, caso contrario .

Consequentemente, para naturais » > s e escalares by, k € N,

S I
S onTi| = | S TPy gHﬁS .
k=1 k=1

> Ty
k=1

E como para todo s € N, as aplicagoes P, sio uniformemente limitadas, concluimos que (7},),,

é uma sequéncia béasica em M (E1, ..., Ey; F). Entao, dado S € span{7, : n € N} \ {0},
existe uma sequéncia de escalares (¢,)nen, com algum c¢,, # 0, tal que S = ZZOZI cn T,
Restringindo S a E , X Ea X - - - X Ey,, obtemos ¢y, T'®,,,, donde podemos concluir que .S nao
pertence a My (FE1,. .., En; F). Fica provada, assim, a espacabilidade de My (E1, ..., En; F)\

My (En, ..., Ey; F) para o caso Ej o-reproduzivel para algum j =1,...,m.

Caso 2. Suponhamos que F' seja um espago quasi-Banach o—reproduzivel, com subespacos
complementados F},, isomorfismos ¢, : F;, — F e projecoes P, : F' — F}, como na Definicao
3.1. Um raciocinio semelhante ao caso anterior se aplica aqui. Assim, apontaremos apenas

os principais fatos. Defina, para cada n € N, o operador m-linear
_ -1
Ihy=9¢, T

e, a menos de isomorfismo, T,, € My(F1,...,Ep; F). Como T ¢ My(Ey,...,Ep; F),
My(E1, ..., Eyn; F) é estavel por composicao & esquerda e ¢, ! é um isomorfismo, segue

que T, ¢ Mo(E1,...,Ep; F). Sejam N € Ne ay,...,ay escalares, para 1 <i < N,

N N N
Pro <Z am) =Y aPTe =3 aPigy ' T = aig; 'T.
k=1 k=1 k=1
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A partir dessa igualdade podemos concluir que a sequéncia (7},),, é linearmente independente
e span{T,, : n € N} C (My(E1,...,En; F)\ Ma(E,...,En; F)) U {0}. Novamente pelo
Lema 3.2, verificamos que (7},), é uma sequéncia bdsica. De fato, para s € N, consideremos

P, = > 71 Pr e note que

S S
P,T, = (Z Pk> 0, T =Y Puo,'T
k=1

k=1
&, 1T, sen <s,

0, caso contrario .

Assim, para ntmeros naturais r > s e escalares b, k € N, temos

= = <[P

9

> Ty
k=1

> Ty
k=1

I8 'S
> b PTy Pyo > by
k=1 k=1

o que nos garante que (7,), é uma sequéncia basica. Assim, se S € span{T,, : n € N} \ {0},

9
n=1

tng # 0. Como PpyS = nypgT ¢ Ma(E1...,Ep; F), segue que span{T, : n € N} C
(Mi(E1,...,Epn; F)\ Ma(E1,...,Ey,; F))U{0}. Com isso, a espagabilidade estd provada

podemos escrever S = > > ¢,T,, para alguma sequéncia (c,), de escalares, com algum

para o caso F' o-reproduzivel. O

Para o caso m = 1 e Fy,...,E, e F espacos de Banach, o Teorema 3.3 recupera o

resultado de F. L. Herndndez et.al [47, Theorem 3.5].

Corolario 3.4. [17, Theorem 3.5] Sejam Z; e Iy ideais de operadores tais que Z;(E; F) \
T»(E; F) é nao vazio para E, F espagos de Banach. Se F ou F é o-reproduzivel e Z;(E; F) é

completo para uma ideal norma, entao Z;(E; F') \ Zo(E; F) é espagavel.

O proximo teorema é uma generalizacao do Teorema 3.3 e sua prova, como no caso desse
ultimo, segue as ideias de [17, Theorem 3.7] com as adaptacoes necessérias para o contexto
multilinear, permitindo assim, a obtencao de um resultado geral sobre espacgabilidade para o

ambito nao linear.

Teorema 3.5. Sejam Fi, ..., E, espacos de Banach, F quasi-Banach e M, M,,n € N,
multi-ideais quasi-normados de operadores. Se F ou Ej, para algum j = 1,...,m, é um

espaco o—reproduzivel, se M(E ..., En; F) é completo para uma ideal (quasi-)norma, e se
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para todon € N, M(Ey ..., En; F)\ My(E1...,En; F) € nao vazio, entdo
oo
M(Ey...,En; F)\ UMn(El'HaEm;F)

€ espacduvel.

Demonstragao. Nosso principal objetivo nesta prova é obter um operador 1" que pertenca
a M(Ey...,En; F)\ My(E1...,En; F) para todo n € N. A partir disso, basta proce-
dermos como no teorema anterior para fornecermos uma sequéncia bésica (7,), tal que
span{T,, :n € N} € (M(E1...,Epn; F)\ U, Mn(E1...,Eyn; F)) U{0}. Assim, para cada
n € N, considere S,, € M(E1...,Ep; F)\ My (E1...,En; F).

Caso 1. Suponhamos que E; seja o—reproduzivel para algum j = 1,...,m. Para simplificar
a notacao, consideremos j = 1. Como E; é o—reproduzivel, existem (E] ;,)nen Uma sequéncia
de subespacos complementados de F1, isomorfismos ¢4, : E1, — E1 e projegoes Py, : B1 —

E1,, como na Definicao 3.1. Agora, para cada n, definamos o operador m-linear

§/n = 5,0, P,
com P, e ®, operadores m-lineares definidos por ®, := (¢1,,Ildpg,,...,Idg,) e P, =
(Pin,1dE,,...,Idg,,), onde ¢1, : E1,, — E1 e Py, : By — Ej, sdo, respectivamente, os

isomorfismos e as projecoes limitadas existentes do fato de E4 ser o-reproduzivel e Idg, repre-
senta o operador identidade de F;, ¢ = 1, ..., m. Note que, 5’; pertence a M(Ey ..., Ep; F)\

Mu(Ey ..., Ep; F). A partir desses operadores, definamos o operador m- linear

Z (3.3)

HS v

Verifiquemos que T' € M(Ey...,Epn; F)\ My (Ey...,Ey; F) para todo n € N e, conse-
quentemente, que T' € M(E; ..., Ep; F)\ U2 Mn(E1 ..., En; F). Primeiro vejamos que
T e M(Ey...,Ey; F) e, para tal, escrevamos

k
Z (3.4)

\S It
Para todos os inteiros positivos k > [, temos
i Sn o
1Zk — Zill pg = Z#H —0227_”)
n=Il+1 27| Snl| a1 M n=Il4+1
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3. Espagabilidade em multi-ideais de operadores

quando k,l — oo e a constante C' acima é devido a quasi-norma || - ||o¢. Portanto, (Zx)ken
¢ uma sequéncia de Cauchy em M(E; ..., Ey; F) e, pela completude do espago, trata-se
de uma sequéncia convergente, o que prova T € M(E;...,E,;F). Como 5‘1 restrito a

E1y, x Ey x -+ x Ep, coincide com S,,®,, se n = i, ou com 0 caso contrério, segue que

. ~ —
Si S
T }El,nx'“XEm = (Z J) = T’n,
=1 2'1Sillm ) BB 2018, ||
donde concluimos que T' ¢ M, (E1,...,Ey,; F) e como n € N foi tomado arbitrario, con-

clufmos que ' € M(E; ..., Ep; F)\Ur? i My (Er ..., Ep; F). Com isso, obtivemos o opera-
dor T' desejado.

Caso 2. Seja F' um espago quasi-Banach o—reproduzivel, com isomorfismos (¢, )nen € projegoes
limitadas (P, )neny como na Definicao 3.1. Para cada n € N, consideremos o operador nao

nulo S, € M(E;...,En; F)\ Mu(E1 ..., En; F). E, assim, definamos

— ¢! 08,
T —
2 5ot a sl

n=1

um operador m-linear em M(E ..., Epn; F)\ Uy Mn(E1 ..., En; F). A prova que T €
M(E; ..., Ep; F) segue como no caso anterior e, para todo nimero natural i, a composi¢ao
de P; com T resulta em d)i_l o S;, que nao pertence M;(FEj ..., E,;F). Portanto, T €
M(Ey...,Epn; F)\ M,(E;...,Ey; F) para todo n € N, ou seja, T € M(Ey...,E; F) \
Urly Mu(Er ..., Ep; F).
Em ambos os casos obtivemos um operador 7" pertencente ao conjunto M(Ej ..., En,; F)\

Uy Myp(E1 ..., Ep; F). A partir desse operador, a verificacao da espagabilidade é andloga
ao que foi desenvolvido no Teorema 3.3: constréi-se (1),), uma sequéncia basica de operadores

linearmente independentes tal que

span{T,, : n € N}\ {0} C M(E1 ..., Eni F)\ | Mu(E1 ..., Em; F).
n=1

Como consequéncia direta:

Corolario 3.6. [17, Theorem 3.7]. Se E ou F' é um espaco de Banach o-reproduzivel, M é
um ideal de operador completo para uma ideal norma e (M,,),en é uma sequéncia de ideais
de operadores tal que, para cada n € N, M(E, F)\ M, (E, F) é nao vazio, entdo o conjunto
M(E,F)\U,2; My(E, F) é espagédvel.
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3. Espagabilidade em multi-ideais de operadores

3.2 Aplicagoes

Nesta segao, fornecemos algumas consequéncias dos Teoremas 3.3 e 3.5 para alguns

casos particulares de multi-ideais Banach ou quasi-Banch de operadores.

3.2.1 Operadores somantes

Para algum FE; o-reproduzivel, com j = 1,...,m, ou &£ o-reproduzivel, obtemos a
espacabilidade de Hé\ms) (E1,...,En;E)\ Hl(l’u) (E1,...,En;E), o conjunto dos operadores
A — (r,s)—somantes que nao sao I' — (t,u)—somantes definidos entre o espago de Banach
FEy x---x E, e oespago £ de sequéncia padrao quasi-Banach. Mais precisamente, teriamos

como consequéncia imediata a seguinte versao do Teorema 2.3 do Capitulo 2.

Coroldrio 3.7. Sejam r,s,t,u € [1,400)™, A C ' C N conjuntos de indices, E1,..., Ep,
espacos de Banach e £ um espaco de sequéncia padrao quasi-Banach. Se Ej, para algum

j=1,...,m, ou & é o-reproduzivel, entao
H?r,s) (E17 s 7Emﬂ 5) \ Hl&;,u) (Ela ) Ema 5)

se nao for vazio, é espagavel.

Consequentemente, sob as mesmas condi¢oes do teorema acima, obtemos diretamente a

espacabilidade do conjunto £ (E1, ..., Ep; £)\IIA ) (Eq,..., Epn;E). Sem nenhuma mudanga

(r7s

sob as hipéteses, ¢ imediata a espacabilidade do Corolario 2.5. Pelo Exemplo 3.3, temos que
os espacos {4 para 0 < ¢ < oo, como todos aqueles que admitem uma representagao no sentido

de ¢4, sao o-reproduziveis. Assim, temos

Corolario 3.8. Sejam ¢q € (0,00] e r,s,t,u € [1,4+00)™. Entao, cada um dos conjuntos

LB, ..., By b) \II (Bvy. ., Emily), LBy, Emi ) \TI5 o (B1,..., Emity)

0 ) (Brs - B ) \ I (B, Emi ly)
é ou vazio, ou espagavel.

Ainda no ambiente geral dos operadores somantes, pelo Teorema 3.3, concluimos a

espacabilidade na Proposicao 2.8.
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3. Espagabilidade em multi-ideais de operadores

Corolério 3.9. Sejam ¢ € (0,00], I um conjunto nao vazio e E; um espago de Banach de
dimensao infinita, com i = 1,...,m. Também considere r,s,t,u € [1,4+00)" e A CT C N™

conjuntos de indices. Entao
g (Br o Emi g (D) \ Ty (B, -, B g (1)
é espagavel quando nao é vazio.

3.2.2 Operadores Dunford—Pettis

Sobre o conjunto dos operadores lineares definidos entre espacos de Banach que sédo
absolutamente somantes e nao sao Dunford—Pettis, no capitulo anterior, verficamos que
esse é pontualmente c-espacavel. No entanto, destacamos aqui que a conclusao apenas da
espagabilidade (no sentido cldssico) poderia ser obtida de [47, Theorem 3.5 e, consequente-

mente, do nosso Teorema 3.3.

Corolario 3.10. Sejam 1 <¢g<ocoel <r < s < oo. Entao
) (E,£q) \ DP(E, £)
é espagavel.

3.2.3 Indice de somabilidade

Em [54], M. Maia, D. Pellegrino e J. Santos introduziram a nogao de indice de somabili-
dade para pares de espagos de Banach [54, Definition 1.3]. Esses indices desempenham o papel
de “medir” quao distante um operador multilinear esta longe de ser miltiplo (r, s)-somante
(veja Defini¢ao 1.7). Como comentado pelos autores no artigo, quando a desigualdade (1.4)
nao ¢ satisfeita, isso significa que nao existe tal constante C' > 0, mas o que nao é de simples
percepcao, é que existird uma constante Cy (dependendo de N) de modo que a soma no lado
esquerdo da desigualdade (1.4) ndo tenda a infinito. A constante Cy = C1N¢ poderd ser
encontrada para um nimero £ dependendo de r, s, m e, j4 percebemos, a priori, que recaimos
ao caso do operador ser multiplo (r,s1,..., Sy )-somante para £ = 0. Em [34], o conceito
de indice de somabilidade é estendido para o contexto mais geral dos operadores multiplos
(r,s)-somantes, com r = (r1,...,7y) € S = (81,...,Sy,) multi-parametros (Veja Defini¢ao
(1.8)).

Definicao 3.4. [34, Definigao 4.1.1] Sejam FE; ..., E,,, F espacos de Banach, r,s € (0,00)™

52



3. Espagabilidade em multi-ideais de operadores

eé&=(&,...,&m), com & > 0 valores fixos para todo k = 1,...,m. Um operador m-linear
continuo 7' : Fy x -+ x E, — F é dito (r,s)-{-somante se existe uma constante C' > 0 tal
que
o L
"m—1 % 1
Nl Nm ™m m m
m k
| (Z |7l ) < CIINE T et o (35)
1=l im=1 k=1 k=1
para todo inteiro positivo Ny e zF = (:cj)jy:kl € Ly (Ey), k = 1,...,m. Aqui Tx; :=
T(ajgll), . ,wl(-::”)). A classe de todos os operadores de Ey X --- X E,, em F que satisfaz a
condigao (3.5) serd denotada por HZ:)'s(El, ..., En; F), a qual é um subespago vetorial de

L(Ey,...,Ey,; F) [34, Proposition 4.1.3], e coincide com a classe H(’;SS)(El, ooy By F) dos
operadores multiplos (r,s)-somantes quando £ = 0. Além disso, o infimo de todas as cons-

tantes C' que satisfazem (3.5) define uma norma no espago, com a qual serd de Banach.

Para esse novo espaco introduzido, K. S. Camara prova, para o caso F' = f, que o
conjunto HZ’ZS(EI, ey B loo) \Hgfs)(El’ ooy B loo) se nao for vazio, é maximal linedvel
[34, Proposition 4.2.2]. Como aplicagdo do Teorema 3.3, recuperamos esse resultado e, mais
ainda, damos um passo além obtendo a espacabilidade do conjunto para o caso F' = {, para

p € (0,00]. Assim, o seguinte coroldrio recupera e generaliza [34, Proposition 4.2.2].
Coroldrio 3.11. Sejam Fj, ..., E,,, F espacos de Banach, r,s € [1,00)™ e £ = ({1,...,&m),
com & > 0 valores fixados. Para p € (0, o0],

gy (B B ) \ TS (B, B 6y)

ou é vazio, ou é espacavel.

3.3 Comentarios e problemas

Como deve ter sido notado pelo leitor, diferentemente da maioria dos resultados do
Capitulo 2, que foram obtidos para as recentes nogoes de lineabilidade pontual e («, f3)-
lineabilidade (ver Definigoes 2.3 e 2.5), os resultados presentes no atual capitulo sdo obtidos
para o conceito classico de lineabilidade/espagabilidade conhecidos, contribuindo, assim, com
a teoria para o ambiente geral que é tratado. No que diz respeito as investigacoes do conjunto
Mi(E1, ..., Epn; F)\ Ma(E1,..., Ey; F) quanto as recentes nogoes “geométricas” de lineabi-
lidade/espacabilidade pontual e («, 8)-lineabilidade/espagabilidade, levantamos os seguintes

questionamentos:
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3. Espagabilidade em multi-ideais de operadores

Problema 3.1. Sob as condicées do Teorema 3.3 e para cardinais o < [ < dimM;q, o

conjunto

Ml(El,-.-,Em;F) \M2(E1,...,Em;F)
caso seja nao vazio, é (a, #)-linedvel/espagével ou pontualmente S-linedvel/espacéavel?
Ou mais geral:

Problema 3.2. Para as condig¢oes do Teorema 3.5 e para cardinais a < § < dimM, o

conjunto

caso seja nao vazio, é («, #)-linedvel/espacédvel ou pontualmente (-linedvel/espacéavel?
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Capitulo

Extensoes multipolinomiais da

Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund

Este capitulo foi desenvolvido com base no trabalho

[7] N. G. Albuquerque, L. Coleta and T. Velanga, Extensions of Kahane—Salem—

Zygmund inequality and applications, preprint,

e tem como objetivo investigar a desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund (desigualdades
KSZ para abreviar) dentro do contexto multipolinomial, que abrange tanto casos multilineares
quanto polinomiais. Assim, variantes da desigualdade KSZ no cenario multipolinomial sao
fornecidas. Ademais, analisamos diferentes aspectos entre esses resultados, primordialmente,
em termos de constantes e expoentes envolvidos.

Os conceitos de polindmio homogéneo e multipolindmio constituem uma das bases deste
capitulo. Desse modo, convidamos o leitor a revisitar as definigoes e aspectos basicos na Secao

1.5 do Capitulo 1.

4.1 Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund para multipo-
lindmios

A investigagao de formas multilineares Ay, : £, x - x £~ — K com coeficientes +1
tem aplicacoes em varios campos da matematica e tem sido explorada em diversos contextos
desde o inicio de meados do século passado. Essas formas sao geralmente chamadas for-
mas unimodulares, uma vez que seus coeficientes sao 1 e —1 (e também podem ser nimeros

complexos de médulo 1). Um dos objetivos que norteia este tépico estd na busca de formas
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4. Extensoes multipolinomiais da Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund

unimodulares com as menores normas possiveis. Em muitos casos, métodos probabilisticos en-
tram em agao. Hoje em dia essas abordagens sao exploradas em diferentes linhas de pesquisa
(veja [3-5,10,15,22,27,28,61,68] e suas referéncias). Em geral, argumentos probabilisticos
sao suficientes para fornecer expoentes 6timos, mas as constantes envolvidas nao sao precisas.
Apenas recentemente, em [61], foi obtido um resultado neste sentido com constantes precisas.
As desigualdades KSZ multilineares e polinomiais pertencem a essa classe de desigualdades
que fornecem formas multilineares unimodulares (e polinomiais) com normas pequenas por
meio de métodos probabilisticos. Recentemente, uma gama de generalizagoes importantes

dessas desigualdades foram desenvolvidas, por exemplo, em [37,55,61].

A primeira versao multilinear da KSZ que tratamos deve-se a D. Pellegrino, D. Serrano-
Rodriguez e J. Silva [59, Theorem 1.1], a qual é uma versao refinada da desigualdade KSZ

multilinear com expoentes 6timos.

Teorema 4.1. [59, Theorem 1.1]Sejam m e n inteiros positivos, e sejam pi,...,pm € [1,00].
Entao, existe wma constante universal C,,, uma escolha de sinais +1 e —1, e uma forma

m-linear de A,y : £y, X -+ x Ly — K do tipo

n
Am,n (21, cey Zm> = E :|:Z1j1 ce ijm,
j17“~’jm:1

tal que
1

ey e maxy =50
Al < Con - o} {50}

Além disso, o expoente no lado direito da desigualdade (4.1) € étimo.

Aplicamos a versao multilinear da KSZ acima para fornecermos nossa primeira variante
multipolinomial, a qual apresentamos em detalhes a seguir. Discutiremos mais adiante os
resultados que podem ser derivados dela, em particular uma desigualdade multipolinomial de
KSZ de [68, Teorema 2.4]. Mas antes, estabelecamos algumas notagoes: seja m um inteiro
positivo, para algum inteiro 1 < k < m, se 2z, = (21, -, 2kn) € £ € g = (g1, ..., Qkn) €

0, escreveremos z, " =zt - zpkn ok = agi+- - 4o € ag! = ag! - - - ogy!. Para fixados

T

. . o . . |
ni,...,Nm inteiros positivos, escreveremos ainda M =", n; e (”’“) = Z—’;, = o

(95

Teorema 4.2. Sejam m,n e ni,...,n,y, inteiros positivos e sejam pi,...,pm € [1,00].

Entao, existe uma constante universal Cyr, uma escolha de sinais +1 e —1, e um polinomio
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4. Extensoes multipolinomiais da Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund

(n1,...,nm)-homogéneo Py, : by, x - x by — K do tipo
Prrn (21,0 y2m) = Z +cqzft 2, (4.2)

lat|=n1,...,|am|=nm

com pelo menos n™ coeficientes ¢, = 1, tais que

by P maxyni (53— ) .0
IParall < Cag - pitmex{zei}} = i (3) }. (4.3)
Demonstracao. Pelo Teorema 4.1, existe uma constante universal Cjs, uma escolha de sinais

+1 e —1, e uma forma M-linear

ni Nm
N

Apn i by X oo Xl X Xl Xy — K (4.4)

do tipo
n
Avin (215 2m) = D E20 0 2Mjs
Jiseenjm=1
tal que
- L ” +ZM: max{ (2—-L)0
||AM7nH S CM ‘nmmlgkgﬂ/]{max{lpk}} k=1 {<2 pk) } (45)
A forma M-linear A, acima estd definida no cartesiano de £ x --- x £y , com os

espacos £p,, 1 < k < M, coincidindo em bloco, como evidenciado em (4.4). Mais especifica-
mente, para cada i fixado, com 1 < i < m, 0 NUMEro Pys_(n;4-..snm)+k; = Pi Para todo k;
variando de 1 a n;. Assim, o expoente que aparece no lado direito da desigualdade (4.5) pode

ser escrito como

1 “ 11
NESEER A 4.
min {max {2,p;} : 1 <i <m} —|—Zmax{n (2 pz‘> O} (46)

i=1

Dessa forma, definamos a aplicagao Pyry, @ £, X --+ X £) ~— K por

Prrn (215 52m) =Apn | 2150y Z1se ooy Zms ooy Zm | s (4.7)
—_——— —————
ni Nm
a qual é um polinémio (n1,...,ny,)-homogéneo como em (4.2) tal que ||Pryyl < [[Amnll; e

a estimativa (4.5) juntamente com o expoente (4.6) nos leva a

(Pasall < Oy - gy e (i3 )
il — .
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Para ver que Py, é, de fato, um multipolinémio como em (4.2), observe primeiro que cada

termo
Rlj1 " Rljng * AMIM—n41 T RMgM
ni Nm
na soma de (4.7) pode ser reescrito 2{" - - - z3m =: 2, onde |a;| = n; para todo i =1,...,m;

niyy ... (Mm : : 1o ng 4 3 .| .|
e o produto ( al) ( am) de coeficientes multinomiais (ai)’ que é igual a n;!/a;! para todo
1 < i < 'm, é o numero de vezes que este ‘monémio’ z% aparece na soma (veja, e.g. [28, p.
330]). Uma vez que devemos considerar a escolha dos sinais positivos e negativos provenientes
de Aprp, e levando em conta a possibilidade de que um par do mesmo monoémio z* vem com
sinais opostos +z% e —z%, deduzimos que seu correspondente “coeficiente monomial” ¢, deve
ser igual a esse produto menos um multiplo de dois. Para ser mais preciso, cada monémio
z“ tem coeficiente
(]
Co = H — 2k
5 (&7
=1
para algum inteiro nao negativo k com 0 < k < [[], (¥)]/2. Finalmente, temos pelo menos
2

™ coeficientes ¢, = 1. Estes correspondem exatamente aos coeficientes monomiais ¢, =

n
IL (Zz) tais que, para todo 1 < ¢ < m, a n-upla a; admite uma das n possiveis escritas

a;=(0,...,n4,...,0). O

Versoes anteriores da desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund podem ser derivadas
deste resultado. Primeiro, como mencionado antes, note que usando p; = -+ = p,, = p
no teorema, obtemos um polinémio (ny,. .., 7y, )-homogéneo Py, o qual é similar ao @ de

[68, Teorema 2.4] tal que
1_1)41q. 1
||PM,nH < CM . nmax{M<§ p)+271 p}’ (48)

que é a mesma estimativa superior de ||@Q]|. O nosso resultado também reduz-se a [59, Theorem
1.1] quandom > 1 en; = --- = ny, = 1. Outra aplicagdo assumindo m = 1, n; = d, e p; = p,
por outro lado, fornece uma versao particular para polindmios homogéneos. Assim, segue o

seguinte corolario do teorema.

Coroldrio 4.3. Sejam n e d inteiros positivos, e seja p € [1, o0]. Entao, existe uma constante
universal Cy, uma escolha de sinais +1 e —1, e um polinomio d-homogéneo Py, : £, — K
do tipo

Py (2) = Z + co 2,

laf=d
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com pelo menos n coeficientes ¢, = 1, tal que

1Panll < Ca - m{aG=3)+50-3]

Para elucidar melhor a escrita do polindmio no Teorema 4.2, o préximo exemplo expoe

um caso particular do resultado, permitindo-nos explicitar precisamente os seus coeficientes.

Exemplo 4.1. Tomemos m = 1,n = 2 e ny = 4. Entdao M = n; = 4. Para esse caso

particular, temos o ni-polinémio homogéneo

Py 05, =K

1

dado por
2
Prrn(21) = Ann(21, 21, 21, 21) = E E21j, 215, 213 214 - (4.9)
E/_/ . . . .
J1,J2,J3,J4=1

ni=4

Mas, de acordo com a equagao (4.2) do Teorema 4.2, devemos ter a seguinte expressao para

PMﬂ:
Prn(z1) = Z Car 21, (4.10)
o |=4
onde ¢q, = (Zi) — 2k para algum inteiro nao negativo 0 < k < (Zi)/2 O que vamos fazer

a partir de agora é explicitar, via este caso particular, o porqué a soma em (4.9) pode ser

escrita como a soma em (4.10).

Primeiramente, como z; € 2

1> bodemos escrever z; = (211, 2z12). Como j1, j2,73,J4 €

{1, 2}, percebemos que existem exatamente 16 possibilidades para o produto z1;, 21,215 %1js>

o que nos diz que a soma em (4.9) é composta por 16 termos. A saber:

211211211211 211211711212 212211211411 212211211212
211211712711 211211712712 212211212711 2127211712712
211712211411 211212711712 212212211711 212212711712
211212212711 211212712712 212212212711 212%212%212712-

o : : : .40

Cada produto z1j, 215,215,215, acima pode ser reescrito em uma das seguintes formas: 2727y
ou z3 21 2 22 3 21 0 24 d der d tidade d

11712 OU Zi12i9 OU 27] 219 OU 27,279 @ depender da quantidade de vezes que 211 e 212

se repetem. Adotando a notagdo introduzida no inicio da sec¢do, para z; = (211, 212) €

— Z](-041170412) 011 (12

a1 = (aq1,a12), temos z‘f‘l = 2]1'%15°. Entao, por exemplo, como no produto
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211211711712 O termo 211 repete-se trés vezes e z12 uma Unica vez, a3 = (3,1), donde

3
Z117117211°212 = 211712 = 2

Caso tivéssemos o produto z11212212212, sua reescrita ficaria z11275 = 2;

(3,1)

3 (1,3)
, Uma vez que 211

aparece uma unica vez e z19 trés vezes, resultando em a; = (1,3). Agora, reescreveremos

cada um dos elementos da lista acima na forma zf‘

aparecem listados.

1

exatamente na ordem que anteriormente

(4,0) (3,1) (3,1) (2,2)
“1 <1 “1 “1
(3,1) (2,2) (2,2) (1,3)
i 21 21 i
(3,1) (2,2) (2,2) (1,3)
21 21 “1 21
(2,2) (1,3) (1,3) (0,4)
“1 “1 21 “1
Note que, para todos os casos, |aj| = n; = 4. Resta-nos agora justificar a escrita dos
coeficientes c,,. Para isso, observemos que os termos z; 7’ e 2; aparecem uma unica
. (3,1) (1,3) (2,2) . .
vez; ja os termos 2, e 2 aparecem 4 vezes; e z; aparece seis vezes. Mais uma
. . . ~ |
vez relembrando a escrita adotada no inicio da secao, sabemos que (nl) = L sendo
> [e%} aqy'a2!
a1 = (a11,@12). Como
ny! 4!
para a; = (4,0) e oy = (0,4), temos (ail) = 701 = 1;
ny! 4! .
para a1 = (3,1) e a1 = (1,3), temos (ai!) =apm=4e
_ nily _ 4l _
para a; = (2,2), temos (oq!) = o157 = 6,
3 e 1 (470) (371) (173)
e tais valores sao exatamente a quantidade de vezes que cada um dos termos z; "7, 2,7, 2, "7,

(2,2)

222) ¢ 00

ez

se repetem na soma, evidenciando que os coeficientes c,, sao expressamente os

valores determinados por (Zi) Mas esta nao é, necessariamente, a expressao sinalizada para
os coeficientes do polindomio Pj2. Isso se deve a escolha dos sinais +1 e —1 que define a
aplicagao A4 2. Assim, apenas por uma questao de elucidacao, vamos fixar a seguinte escolha

de sinais

n z§4’0) n 253,1) _ 53,1) _ 252,2)
n Z§3,1) n 252,2) _ 252,2) _ Z§1,3)
+ Z§3,1) + z§2,2) _ 52,2) _ z§1,3)
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(2,2) (1,3) (1,3) (0,4)
+ 2 + 2 -z -z .
[ 4,0 . 3,1 2,2 .
O resultado dessa soma nos da: um termo z% ), dois termos z% ), zero termos z§ ), dois
termos —z; "’ e um termo —z, ', ou seja,

(4,0) (3,1) (2,2) (1,3)

Pio(z1) =127 +2- 277 +0- 77 =2z (0,4)

-1z

Entao, a menos do sinal, os coeficientes cy, sao

c(4,0) = 1 que pode ser escrito da forma ¢4 ) = fé)! — 2k para k = 0;

6(3,1):2:%*2’151)&1'&]{:1;

C(2,2) = :%—2~kparak:3;
€31 = :%—Q'kparakzl;e

0(0,4):12%“—2-0parak:0.

E isso justifica a escrita do polinomio P, 9 da forma

Pya(z1) = 0(4,0)Z§4’0) + 0(3,1)"«‘%3’1) + 0(2,2)25272) - 0(1,3)251’3) - 0(0,4)Z§074)

ou

Pyo(z1) = Z Car 217,

|a1|=4

ni
a1

onde ¢, = ( ) — 2k para algum 0 < k < [(31)} /2. Portanto, para dado caso particular,

verificamos que o polinémio Py, em (4.7) tem a forma dada em (4.2).

4.2 Variantes da Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund para

multipolindmios

Nesta secao, apresentamos especificas versoes do Teorema 4.2 que podem ser obtidas
restringindo-se as hipdteses sobre os indices pi,...,pm € [1,00]. Para p; = -+ = p,, = p,
podemos lidar com formas multilineares simétricas, o que nos remete a versao multilinear da

desigualdade KSZ devido a H. Boas [28, Theorem 4], que apresentamos a seguir.

Teorema 4.4. [28, Theorem 4] Se 1 < p < 0o, e se n e m sdo inteiros positivos maiores do

que 1, entao existe uma forma m-linear simétrica F : £y x --- x £y — K da forma

n n
me(zl,...,zm): E E :I:zljlo'-zmjm

Jji=1 Jm=1
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tal que

_1 1 mmaxf 11
| Fall < v/32mTog(6m) - (ml)wests . i mm{ 150}, (4.11)

Observagao 4.1. Sabemos que a escolha de sinais +1 e —1 que determina a forma m-linear
Farr, no Teorema acima tem sua existéncia garantida pelo resultado. Entretanto, algumas
condicoOes sao inerentes a esta escolha de sinais. Como enfatizado pelo préprio Boas em seu
artigo [28], como Fp, , é simétrica, a escolha de sinais deve atender a condigdo de que toda
permutagao de um dado conjunto de indices ji, ..., jm, receba o mesmo sinal, caso contrario,
nao se teria a simetria da aplicagao. Além disso, quando todos os vetores z; € £} sdo iguais,
digamos z = zj, para todo 1 < k < m, o Teorema 4.4 fornece um caso especial de polinémio
m-homogéneo. Observemos que, para uma lista de indices j1, ..., j, fixada, a quantidade de
vezes que o termo zj, - - - z;, aparece ¢ exatamente a quantidade de permutacoes da lista de
indices ji,...,Jjm. Se representarmos por oy a quantidade de vezes que o indice jj se repete,
entao a quantidade de permutacoes de dada lista de indices é (Z}) = ™ ouseja, o termo

at!lam!?

Zj, ** Zj, Se repete (:}) vezes. E, consequentemente, segue o seguinte corolario.

m

Coroldrio 4.5. [28, Corollary] Se 1 < p < oo, e se n e m sao inteiros maiores do que 1, entao

existe um polinémio m-homogéneo na varidvel z em ¢ da forma

m
Pon= + @
|a|=m
tal que o supremo do médulo do polindmio quando z pertence a bola unitaria de £ nao é

maior que a cota em (4.11).

No préximo exemplo exibiremos um caso particular do corolario acima com o intuito

de elucidar a forma dos coeficientes do polindémio.

Exemplo 4.2. Seja p € [1,00] e consideremos o caso particular m = 3 e n = 2 no Corolério

4.5. Assim, temos a existéncia de um polinémio 3-homogéneo P : 612, — K do tipo

com coeficiente ¢ = (') e a norma || P3| satisfazendo a desigualdade (4.11). E ainda
sabemos que
2
P(z) = F(z,2z,2) = Z +25,2j, %5 -
J1,J2,J3=1

Como F' ¢é simétrica, a escolha de sinais +1 e —1 que existe atende a condicao de que
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permutagoes de um mesmo conjunto de indices nao tem sinais diferentes. Diante disso, e

por uma questao elucidativa, suponhamos a existéncia de F' com a seguinte escolha de sinais

P(Z) = F3,2(Z7 z, Z) = 212121 + 212122 + 212221 — 212222

+ 202121 — 292129 — 292921 + 2229229

ou ainda

P(z) = z%zg + z%z% + z%z% — z%zg + z%z% — z%zg — z%z% + z?z%

. | |
Isso nos diz que, 2(3.0) ge repete % =1 vez; 21 se repete % = 3 vezes; —z(12) se repete

3!

|
Tio1 = 3 vezes e 2(0:3) ge repete % = 1 vez. Portanto,

P(z) = C(g’o)Z(&O) + 0(271)2(2’1) — C(1’2)2(172) + 6(073)2(0’3),

ou na escrita geral,

como queriamos elucidar.

Se no Teorema 4.2 p; = --- = p,, = p, podemos invocar a forma multilinear simétrica
do Teorema 4.4 de Boas para substituir Az, por Fis, no inicio da nossa prova. Essa
alternativa nos permitird simplificar a demonstracao de maneira natural. Obtemos assim a

seguinte extensao de ([28, Theorem 4]).

Teorema 4.6. Sejam m,n e ny,...,n,, inteiros positivos, e seja p € [1,00]. Entao, existe
uma escolha de sinais +1 e —1 e um polindmio (ny, ..., Ny, )-homogéneo Py, ng- . 'Xﬁg —
K do tipo
Prrn (21,0 y2m) = Z +cqzft ez, (4.12)
loa|=n1,....lom|=nm

com coeficientes co = []; (Z?), tais que
K3

1 liamadl_1
| Prtnll < /320 Tog(6M) - (M) ostsT .t M mex{ 350}, (4.13)

Demonstracao. Esta prova é um refinamento daquela feita para o Teorema 4.2, sendo que

aqui, invocaremos o Teorema 4.4 de Boas. Assim, pelo Teorema 4.4, existe uma escolha de
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sinais +1 e —1 e uma forma simétrica M-linear

ni Nm
——
. n IR n “ e n IR n
Fapp i by X oo XLy X oo Xy X x iy — K
do tipo
n
FM,n (Zl,...,ZM) = Z :l:zljl---zMjM,
j17"'7j1ﬂ:1
tal que
1 1. 1_ 1,
|Ftll < /320 Tog(63) - (M) oty . Hmax{3=5.0}
Entao, definamos o polindémio (n1, ..., ny,)-homogéneo Py, : by x - x £y — K por
Prrn (21, 52m) = Furm | 215003 2150y Zms -+ Zm
N — ———
ni Nm
e notemos que Py, é um polinémio (n1, ..., ny,)-homogéneo como em (4.12) tal que || Pps,n|| <

|Farnl|- A escrita dos coeficientes ¢, se justifica pela simetria de Fi, €, assim, a escolha de
sinais existente atende a condicao de que toda permutacao de um dado conjunto de indices
J1,--.,Jm recebe o mesmo sinal. Em outras palavras, para impor simetria sob permutagoes

dos vetores zq, ..., zm, todo termo

Rljr T Rlng T AMi M 1 T Amgr

'

ni Nm
para o qual a M-upla ji,...,jap é uma permutacao de uma determinada lista de indices deve
receber o mesmo sinal. E, com isso, concluimos a prova. ]
O Teorema 4.6 reduz-se ao Teorema 4.4 quandom >1leny =---=mn,, =1 e, ao seu

Corolério 4.5 quando m =1, ny = m, e p1 = p.

Observagao 4.2. Neste ponto, chamamos atengao as formas dos coeficientes ¢, nos teoremas
4.2 ¢ 4.6. No Teorema 4.2 cq = [T} (12) — 2k para algum 0 < k < [[T72, (22)] /2, jd no
Teorema 4.6, temos, simplesmente, ¢, = H;nzl (Zj ) Isso justifica-se pela condicao implicita-

mente conhecida sobre a escolha dos sinais +1 e —1 que existe e determina a aplicacao Fs .

Um caso particular foi feito no Exemplo 4.2 quando m =1, n; =3 en = 2.

Recentemente, A. Raposo Jr. e D. Pellegrino em [61] forneceram uma versao multilinear

da desigualdade KSZ com constantes assintoticamente étimas para o caso p; = -+ = p, = 0
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. N; . - - . . .
e os espagos de sequéncias fo com dimensoes N; € N nao necessariamente iguais, com

1 < j < m. Mais precisamente:

Teorema 4.7. [61, Theorem 1.1] Seja m um inteiro positivo. Dado € > 0, existe um inteiro

positivo N tal que, para todos Ni,...,Np > N, existe uma forma m-linear An, . N, :

N x fNm 5 K do tipo

Ny N,
AN1,...,Nm (Zla e 7Zm) = E e E izljl T 2 mgm
J1=1 Jm=1

tal que

1

} H;nzl NJE '

Sl

1
AN, ..M |l < (14 ¢) max {Nf ..., N

Por fim, usando o resultado de Raposo—Pellegrino (Teorema 4.7) com constantes as-

sintoticamente Otimas, podemos provar uma variante multipolinomial da desigualdade KSZ

com constantes assintoticamente Gtimas quando lidamos com os espagos £ .

Teorema 4.8. Sejam m,ni,...,Ny, inteiros positivos e M = Z;n:l n;. Dado € > 0, existe

um inteiro positivo N tal que, para todos N1, ..., Ny, > N, existe um polinomio (nq, ..

homogéneo Py ;... .N,, Kﬁl X oo X gé\fom — K do tipo

a a
PM,Nl,...,Nm(Zla---azm) = E :ECQZII"-me

|t |=n1,.|am|=nm

com pelo menos Ny --- Ny, coeficientes ¢, = 1, tal que

1 1) 2 1
| Py, N || < (1 + €) max {Nf,...,N,%} H”j -V
i=1

. 7nm)'

(4.14)

Demonstragao. A prova deste resultado segue de uma adaptacdo direta daquela feita para o

Teorema, 4.2 aplicando a forma A ;... N,, do Teorema 4.7 em vez de Ay, do Teorema 4.1.

Pelo Teorema 4.7, para M = Z;”zl n; e € > 0 dado, existe um inteiro positivo N de modo

que, para todos Ny, ..., Ny > N, existe uma M-linear forma

. N N N, N,
AMNy, Ny 2 lad X Xl X X e x U = K

vV
ni Nm

do tipo

N Nas
AMNy . Ny (2152 20) = E E E215, Mgy
Jm=1

Jj1=1

67



4. Extensoes multipolinomiais da Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund

tal que

1 Mo
||AN1,...,NM||g<1+5>maX{ NE,. }H e (4.15)

Entao definamos o polindémio (n,...,nmy)-homogéneo Py N, N, : N x o N s K
por

PM,Nl,...,Nm(Z17 LR} Zm) - AM,Nl,...,NM(Z].7 MR} Zl’ e JZm7 LR} ZT)’L)'

ni Nm
Com isso, obtemos Pys n, .. N, um polinémio (ni,...,ny)-homogéneo como em (4.14) sa-
tisfazendo || Py, Nl < [[AMNy,.. Ny ll. E como para cada 1 < ¢ < m, temos N; =
Nt (nittnm)+k;» com 1 < k; < n;, a expressao no lado direito da desigualdade em (4.15)

acima torna-se
1

(1+5)max{ NZ, %}Hn]

Além disso, j& sabemos que os coeficientes ¢, sdo da forma [[;*, ( ) — 2k para algum 0 <

k<L (G172 O

'l\)\»—l

4.3 Cotas superiores

Vamos supor que p; = --- = ppy, = p. Sob esse contexto, como tinhamos mencionado,
a estimativa para a norma de Pjr, in (4.3) torna-se a estimativa em (4.8). Entao surge
a pergunta: qual é a melhor extensao multipolinomial da desigualdade de Kahane-Salem—
Zygmund em um ponto de vista quantitativo, Teorema 4.2 (ou equivalentemente, [68, Theo-
rem 2.4]) ou Teorema 4.67 Dedicamos esta tltima se¢ao para esbogar uma comparagao entre
as cotas superiores de [Py || nas desigualdades (4.8) e (4.13). Finalmente, esta relacao
comparativa tornara nossas consideragoes adequadas para aplicagoes em situagoes m-lineares

e d-homogéneas.

Primeiro, note que a constante Cj; de (4.8) pode ser colocada (veja, e.g. [61, Eq.

(1.2)]) na forma

Cunr = \/32M log (6 M)V M.

Se p for um nimero real variando no intervalo 2 < p < oo, entao

max ¢ M 1.1 —1—1,1—1 :l—i— L M.
2 p 2 » 2 2 p

Assim, nesse caso, os limites superiores em (4.8) e (4.13) coincidem. Nossa consideragao é,
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portanto, restrita ao caso 1 < p < 2. Neste caso, temos

1 1 1 1 1
wocar (1Y 1Yt
2 p 2 P P
e pode-se verificar rapidamente que n < M! implica
1 1-1 1 91
n2 (M) " » < (M!)z2n »;

isto mostra que a cota superior em (4.8) é menos precisa que a dada em (4.13). Assim,
temos uma resposta parcial a nossa pergunta: do ponto de vista do controle da norma,
quando n < M!, o Teorema 4.6 parece ser uma melhor escolha que 4.2. Entretanto, deve-se
relembrar que exigimos simetria na prova do primeiro, o que nao ¢é exigido no segundo.
Prosseguindo com as observagoes sobre o cenario p; = - - - = p;, = p, vamos supor agora
que m >1len; =--- =n,;, = 1. Sob essas hipoteses, M = m, e tudo o que formulamos
nesta secao reduz-se ao contexto multilinear. Precisamente, do ponto de vista de controle
de norma, considerando a condi¢ao de simetria em questao, [28, Theorem 4] parece ser uma
escolha melhor que [59, Theorem 1.1] sempre que n < m!. Por outro lado, quando m =1

e n1 = d, nossos comentarios reduzem-se para a situacdao d-homogénea. Temos M = d e

o

o corolario de [28, p. 330] fornece uma cota superior mais precisa para || Py,| do que

O~

Corolario 4.3 (ou equivalentemente, [68, Theorem 2.3]) sempre que n < d!. Por ultimo,
claro que as cotas superiores invocadas no Teorema 4.8, isto é, Cpy < 1+ ¢ para Ny,..., Ny,

suficientemente grandes, sdo as melhores possiveis em termos de crescimento 6timo.

4.4 Comentarios e problemas

E bem conhecido que as investigagoes que norteiam as desigualdades KSZ sao pro-
venientes da busca por formas multilineares com coeficientes +1 e —1 (por vezes, nimeros
complexos de médulo 1) definidas no cartesiano de espagos do tipo y, comp € [1,00]en €N,
e com normas as menores possiveis. No que diz respeito aos espacos £, seria possivel no Te-
orema 4.1 generalizarmos esses espagos no sentido de tomar p € (0, 00|, ou seja, é possivel
obter uma desigualdade KSZ multilinear e, consequentemente, uma versao multipolinomial

em espacos quasi-Banach?
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