Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Classificacao e Identidades

Polinomiais de Algebras de Jordan
Bidimensionais

Matheus Gabriel Nascimento Lima

Joao Pessoa - PB

Janeiro de 2024


https://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K8557183H5&tokenCaptchar=03AAYGu2TUbFZWeSv_p5Z76zx4Y-Bmj8R33VbbFaKcqprRTe4HcoQou_knSNOT1mUHqvvP1Lh5csjvhA8ayR89jWgv1VivbPVQBU5E_uaSmqZKpvAg5OJ7KuTL5Krmzc5vK7Q7dXU6bxXyhK1ohwZdgkbysR5H7Zv21qr0AIWecWkBAKHqUpvDkAU2Vqee8bmZaDI0XDMV9BCO8pjWZEYg_c9Foe23Qb5p3ZJ2N132SWEFRCnI6_7DSaCJsaXHcU6EVKX8z1_djQ4e5odv0o2SJ1-KUs2n7RVhbFtIzgmI_XJS_MENCe6IZ8Yq8LzvUu1rIzPQUNWzUIXr1wZfpHP5gDm1m9C3Q2o2DgPs9IlULp5DNvPS6tn9tloEZGHLIaxbrmFjbCqttN3vjI8wBbwEllUW3gc4r3Nj-axkLsnF4kkwWV-0J5l5Ie-6eCxDki2ivkuiXW7fInk5Aw7nx9O5oM64_jklbwdu8QgbtZlvwNmhjg8d2xfiosmu1ZvwUWy2LVfu-qT3ab7-xsbIdQtLE8w_LcyGcOtoHOJQWcDPodLY7PpvgTuzlrGbW8e9QwGFlChRy2sSiB8GT6mw30vMFqT7M5hp-l8uToRhcHXpsLXZPTDwOm1M_7iVd7Ayax2xKBMjoNESX9HO

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Classificacao e Identidades

Polinomiais de Algebras de Jordan
Bidimensionais

por
Matheus (GGabriel Nascimento Lima
sob orientacao do

Prof. Dr. Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva

Joao Pessoa - PB

Janeiro de 2024


https://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K8557183H5&tokenCaptchar=03AAYGu2TUbFZWeSv_p5Z76zx4Y-Bmj8R33VbbFaKcqprRTe4HcoQou_knSNOT1mUHqvvP1Lh5csjvhA8ayR89jWgv1VivbPVQBU5E_uaSmqZKpvAg5OJ7KuTL5Krmzc5vK7Q7dXU6bxXyhK1ohwZdgkbysR5H7Zv21qr0AIWecWkBAKHqUpvDkAU2Vqee8bmZaDI0XDMV9BCO8pjWZEYg_c9Foe23Qb5p3ZJ2N132SWEFRCnI6_7DSaCJsaXHcU6EVKX8z1_djQ4e5odv0o2SJ1-KUs2n7RVhbFtIzgmI_XJS_MENCe6IZ8Yq8LzvUu1rIzPQUNWzUIXr1wZfpHP5gDm1m9C3Q2o2DgPs9IlULp5DNvPS6tn9tloEZGHLIaxbrmFjbCqttN3vjI8wBbwEllUW3gc4r3Nj-axkLsnF4kkwWV-0J5l5Ie-6eCxDki2ivkuiXW7fInk5Aw7nx9O5oM64_jklbwdu8QgbtZlvwNmhjg8d2xfiosmu1ZvwUWy2LVfu-qT3ab7-xsbIdQtLE8w_LcyGcOtoHOJQWcDPodLY7PpvgTuzlrGbW8e9QwGFlChRy2sSiB8GT6mw30vMFqT7M5hp-l8uToRhcHXpsLXZPTDwOm1M_7iVd7Ayax2xKBMjoNESX9HO
https://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4735708P0&tokenCaptchar=03AAYGu2SKLDeAY6s1y6sXyPE4F8mdgi9coL3d4lXbk7XM68lqdMYkik-f_fhgBza4ymuus6w9XOtTojbvdzEzGcivM5UZyy3Ja-8NMA03yToJhB_G0BzrHIm3GUrNZFHWplIechrO7ztXKvfssMEIZUTwRZ41WleF6npFap8ZwhzQqcK3rjSUZvvBBDuwvmnduliNlePVugXgdwUHqsyhORhgHY-cSSxarbG-wSaKbi3srENhnkhIIbHSKUWLmMlQb2LsuSOitT2j5FrSfs-kT9XKBLysmVG5p6BHZVF8vkmkEyO-lxYsltGvxiwX1cYr5XSDw0oo2vManczcfaJotu5ncTPdyv8MDxsGezqyFHU6SKtShmuIWCXUGpbzrh2V9kWU3aIvvm9KFrYmdr-Lo2YTiy__5LBnHkkkaUk-hufeQ9o9D0vfMNhlFc3haRkc9YcAZPZCZHgYJmhWOxHWKZq9_PjM7ORKv0CRCydbZsG24WSJ7IXDAKOS2H1eg03N13m3kerUIw4ILZRJW2qpoVLUgPHCskPZ1rTeo-lihkN05uHpC2G8q06jfBNgeC_b_QQRgCq-GL1ZhcMp4jz_bYXBTiWqmyzPn79pTaaYdLCtBbujwGmu3PxyZLLuBVtB17kOUnakYygt

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e O assificacéo

L732c Lima, Matheus Gabriel Nasci nento.

Classificacao e identidades polinom ais de al gebras

de Jordan bidinensionais / Mitheus Gabriel Nascinmento
Lima. - Jodo Pessoa, 2024.

83 f. : il.

Orientagdo: Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva.
Di ssertacdo (Mestrado) - UFPB/CT.

1. Algebras livres. 2. Identidades polinomais. 3.

Sequénci a de codi nensdes. 4. Sequénci a de cocaracteres.

UFPB/ BC

Silva, Diogo Diniz Pereira da Silva e. 1l. Titulo.

CDU 512. 57( 043)

El aborado por MAGNOLI A FELI X DE ARAUJO - CRB- 15/ 883




Classificagao e Identidades

Polinomiais de Algebras de Jordan
Bidimensionais

por
Matheus Gabriel Nascimento Lima'
Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduacao em Matematica da Uni-

versidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencao do titulo de Mestre

em Matematica.
Area de Concentragao: Algebra
Aprovada em: 29 de janeiro de 2024.

Banca examinadora:

Uioge  Dimy £S. Sifem
Prof. Dr. Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva - UFPB
(Orientador)

Prof. Dr. Alan de Araiijo Guimaraes - UFRN
(Examinador externo)

Documenta assinado digitalmente

ub DAMID LEVI DA SILVA MACEDOD
g Data: 07/02/2024 10:43:55-0300

Verifique em https:/ fvalidar. it gov. br

Prof. Dr. David Levi da Silva Macédo - UFERSA
(Examinador externo)

10 presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cadigo de Financiamento 001.



A minha mae, Maria.

Ao meu pai, Bira (in memoriam).



Agradecimentos

Agradego a minha mae, Maria Nascimento, por seu apoio incondicional e por,
mesmo sem perceber, me ensinar tanto, todos os dias, sobre perseverar. Te amo,
mae, este trabalho é para vocé. Agradego também ao meu pai, Bira Lima (in memo-
riam), por todo apoio dado nessa trajetéria. Sua partida representou um triste marco
em meio ao mestrado. Este trabalho também ¢é para voce, pai.

Aos meus irmaos Melqui, Pérola, Paloma e Zeus pelo companheirismo de sempre
e pelo incentivo nos momentos dificeis e também aos meus sobrinhos queridos Joao,
Maria e Laura.

A Milla, pelas conversas, devaneios e momentos de descontracao em Joao Pessoa,
tornando toda essa trajetéria mais leve. A Rubi e sua dog, Dandara Stephanie, por
me receberem em Joao Pessoa afetuosamente. Agradego também a todos os colegas do
PPGMAT UFPB, por toda ajuda prestada.

Sou grato a todos os professores do mestrado que me deram base para chegar até
aqui, em especial a Diogo, Allan, Evelina, Jacqueline, Otoniel, Jamilson e Cleto.

Agradeco ao meu amigo André Dosea, que me impulsionou em diversos momentos,
me fazendo enxergar possibilidades onde eu ja nao conseguia mais ver. Sou extrema-
mente grato pelo tempo que foi dedicado a mim, por todas as conversas e ensinamentos.

A Gustavo, Mateus, Max, Pedro e Timén pelo fundamental apoio e escuta nos
momentos de inseguranca e duvida, estando sempre presentes com palavras de forca e
encorajamento. Agradeco por tantos bons momentos compartilhados, que me serviram
de combustivel para seguir em meio as adversidades.

Agradego ao meu Orientador, Diogo Diniz, pelo incentivo, paciéncia, confianga e
pelo tempo dedicado a mim. Sem duvidas sua chegada foi uma virada de chave para
a minha persisténcia no mestrado e realizacao deste trabalho, tornando tudo possivel.
Sou profundamente grato.

Agradeco a banca examinadora, Alan de Araijo Guimaraes e David Levi da Silva
Macedo, pelo tempo e pelas valiosas contribuicoes.

A CAPES pelo fundamental apoio financeiro.

A todos aqueles que contribuiram, de alguma forma, para a realizagao deste traba-

lho, deixo aqui registrada minha imensa gratidao.



Resumo

Neste trabalho classificamos as algebras de Jordan bidimensionais sobre um corpo K
de caracteristica diferente de 2. Como consequéncia, provamos que existe, a menos
de isomorfismo, uma tnica algebra de Jordan nao associativa bidimensional sobre K,
a qual pode ser generalizada para uma &lgebra de dimensao arbitraria, mantendo as
propriedades algébricas fundamentais para nosso estudo. Quando K, além de ter ca-
racteristica diferente de 2, é um corpo infinito, determinamos uma base finita para os
T-ideais gerados pelas identidades polinomiais de cada uma dessas algebras obtidas na
classificagao e também suas sequéncias de codimensoes. Além disso, quando K tem

caracteristica 0, determinamos a sequéncia de cocaracteres dessas algebras.

Palavras-chave: Algebras de Jordan; Algebras Livres; Identidades Polinomiais; Algebras

Nao Associativas; Sequéncia de Codimensoes; Sequéncia de Cocaracteres.



Abstract

In this work we classify the two-dimensional Jordan algebras over a field K of characte-
ristic different from 2. As a consequence, we prove that there exists, up to isomorphism,
a unique two-dimensional non-associative Jordan algebra over K, such an algebra can
be generalized to an algebra of arbitrary dimension, maintaining the algebraic proper-
ties that are fundamental in our study. When K, in addition to having characteristic
different from 2, is an infinite field, we determine a finite basis for the T-ideals of the
polynomial identities of each of these algebras obtained in the classification and also
their codimension sequence. Furthermore, when K has characteristic 0, we determine

the cocharacter sequence of these algebras.

Keywords: Jordan Algebras; Free Algebras; Polynomial Identities; Non-associative

Algebras; Codimension Sequence; Cocharacter Sequence.
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Introducao

Uma algebra é um espaco vetorial sobre um corpo K munido de um produto que é
uma aplicagao bilinear. Citamos, por exemplo, os espagos vetoriais M, (K) (matrizes
quadradas de ordem n > 1), munido do produto usual de matrizes, e R? munido do
produto vetorial. Com estes respectivos produtos, temos que M, (K) é uma algebra
associativa, enquanto R3 é uma algebra nao associativa. A histéria das dlgebras nao
associativas remonta ao século XIX com a introducao dos quatérnions. Em 1843,
Hamilton conseguiu definir uma multiplicacao em R* mostrando que todos os axiomas
de corpo sao satisfeitos, exceto a comutatividade. Meses depois da descoberta dos
quatérnions, Graves introduziu os octonions, definindo uma multiplicacao em R8. Este
sistema de nimeros nao é comutativo e nem associativo.

Uma importante classe de dlgebras que em geral sao nao associativas é a classe das
algebras de Jordan, que sao algebras comutativas e satisfazem a igualdade
(a?b)a = a*(ba), para quaisquer elementos a e b da &lgebra. As algebras de Jordan
apareceram pela primeira vez no trabalho de Jordan, von Neumann e Wigner, publi-
cado no Annals of Mathematics em 1934. Esses autores mostraram que as propriedades
estatisticas de um sistema mecanico quantico ficavam mais simples quando descritas
usando a algebra M, (R)*. Esta élgebra é obtida quando consideramos a dlgebra de
matrizes M, (R) e trocamos a multiplicagdo usual AB das matrizes A e B pela multi-
plicacao Ao B =(1/2)(AB + BA).

Dada uma algebra de Jordan J, é conhecido que, para qualquer a € J e n,m € N,
aa™ = q"*tm. Algebras com esta propriedade sao chamadas associativas a poténcias
e tal propriedade equivale a dizer que as subalgebras geradas por um elemento sao
associativas. Nem toda algebra associativa a poténcias é de Jordan, basta observar que
M, (K), n>1, munida do produto usual de matrizes, é associativa a poténcias (por ser
associativa), mas nao é comutativa, logo nao é de Jordan. Além disso, ja foi provado
que algebras comutativas e associativas a poténcias de dimensao < 3 sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2,3 ou 5, sao 4lgebras de Jordan
e que existem algebras comutativas e associativas a poténcias de dimensao 4 que nao
sao algebras de Jordan, ver [I] e [17].

Classes importantes de dlgebras, como algebras de Jordan e élgebras de Lie, sao

definidas por meio de identidades polinomiais. Para isso, necessitamos da algebra livre



K{X}, onde X é um conjunto nao vazio. Ressaltamos que K{X} é uma algebra nao

associativa cujos elementos sao polinomios, nas variaveis de X e com coeficientes em K.

Sendo x4, ..., x, as variaveis que ocorrem num certo polinomio f, iremos denota-lo por
f(x1,...,2n). Quando a substitui¢do dos elementos x1,...,z, de X, pelos elementos
ai,...,a, de uma algebra A resultar em zero para quaisquer ai,...,a, em A, entao
f(x1,...,x,) serd chamado de identidade polinomial de A. Esta élgebra serd chamada

de PI-dlgebra quando existe um polinémio nao nulo de K{X} que é uma identidade
para A. Por exemplo, uma &algebra é comutativa se satisfaz a identidade xx9 — 914
e associativa se satisfaz a identidade (x1x9)x3 — x1(z223). O conjunto das identidades
de A, denotado por Id(A), é um ideal de K{X} invariante pelos endomorfismos desta
algebra, tais ideais de K{X} sao chamados de T-ideais. Um conjunto S ¢ K{X} é
uma base para Id(A) se Id(A) = (S)T, onde (S)T é o T-ideal de K{X} gerado por S.

Outro conceito importante para uma algebra é o de codimensao. A noc¢ao de co-
dimensao para uma algebra A foi introduzida por Regev e leva ao estudo do compor-
tamento assintético de sua sequéncia de codimensoes (¢,(A))n»1. No final da década
de 1990, Giambruno e Zaicev deram uma resposta positiva para uma conjectura de
Amitsur feita na década anterior, provando que, para uma PI-dlgebra associativa A, o
limite lim,,_, o m existe e ¢ um numero inteiro nao negativo, chamado expoente
de A, ver [10] e [9]. O mesmo resultado é valido para élgebras de Lie de dimensao finita,
algebras de Jordan, algebras alternativas e para pares de representacoes de dimensao
finita, ver [19], [§] e [I2]. Por outro lado, a sequéncia de codimensées de dlgebras nao
associativas pode ter crescimento superexponencial e até mesmo, para algebras nao
associativas com crescimento exponencial, o expoente pode nao ser um nimero inteiro,
ver [20] e [I5]. As codimensdes de dlgebras bidimensionais nao associativas sobre um
corpo de caracteristica zero foram estudadas em [7], onde foi provado que a sequéncia
de codimensoes de uma algebra nao associativa bidimensional A é limitada por n+1 ou
cresce exponencialmente como 2". A restrigdo aos corpos de caracteristica zero em [7]
¢ necessaria porque os autores aplicam a teoria de Young de representacoes do grupo
simétrico S,, a Pl-teoria (teoria das algebras com identidades polinomiais).

Neste trabalho, apresentamos a classificacao das algebras de Jordan bidimensionais
sobre um corpo de caracteristica diferente de 2. Na literatura, existem diversos resul-
tados de classicacao de édlgebras de dimensao baixa. Em [14], o autor faz a classificagao
de algebras comutativas bidimensionais sobre o corpo R utilizando equagoes diferenci-
ais e em [16] foram classificadas as algebras bidimensionais ndo associativas sobre um
corpo qualquer, incluindo os de caracteristica 2. A luz desses estudos, em [4], ao se
considerar uma algebra bidimensional, comutativa e associativa a poténcias sobre um
corpo K de caracteristica diferente de 2, é mostrado que essa algebra sera uma algebra

de Jordan isomorfa a uma das seguintes algebras:
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(i) N =span{u,u?} ¢ M3(K), onde u =1
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(ii) M =span{u,u?} c M3(K),onde u=|1 0 0];

A
(i) My =span{l,u} c My(K), onde u = ) 0) e e K;

(IV) D2 = Span{ell, 612} C UJQ(K)

Logo, obtem-se uma classificacao, a menos de isomorfismo, das dlgebras de Jordan
bidimensionais sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2. Sendo D, a tinica
algebra nao associativa das algebras listadas acima, segue que existe, a menos de iso-
morfismo, uma tnica algebra de Jordan bidimensional nao associativa sobre um corpo
de caracteristica diferente de 2.

Com isso, além de classificar as algebras de Jordan bidimensionais sobre um corpo
de caracteristica diferente de 2, o objetivo deste trabalho é descrever uma base finita
para o T-ideal Id(D;), bem como a sequéncia de codimensoes (¢,(D2))n>1, quando K
é qualquer corpo infinito de caracteristica diferente de 2, e a sequéncia de cocaracteres
(xn(D2))ns1 para qualquer corpo de caracteristica zero. O mesmo é feito para as
algebras N, M e M,. Para tanto, dividimos este trabalho em trés capitulos, descritos
abaixo.

O Capitulo 1 aborda o conceito de algebra, o processo de construcao das algebras
livres e definimos o T-ideal das identidades de uma algebra. Além disso, apresentamos
a definicao de algebras de Jordan e provamos que toda algebra de Jodan é associativa
a poténcias. Para isso, utilizamos como principais referéncias [5] e [21].

No Capitulo 2, expomos um pouco da teoria de médulos sobre uma algebra, especi-
almente sobre a algebra de grupo K|S, ], sendo S,, o grupo de permutagoes do conjunto
{1,...,n}. Além disso, tratamos também do conceito de representagdes de grupos, isso
serd necessario para o estudo da sequéncia de cocaracteres das algebras estudadas. Ao
notarmos a relagao biunivoca entre as estruturas de K[S,,]-médulos e as representacoes
do grupo S,,, por meio da Teoria de Young, definimos o K[S,,]-médulo irredutivel M,
associado a uma particao o de n e expomos uma maneira de calcular a dimensao desse
modulo. Além disso, sendo P, ¢ K{X} o subespago dos polinémios multilineares em

K{X}, ao notarmos que, dada uma algebra A, temos que

P

Pald) =55 1d(A)



pode ser visto como um K|S, ]-médulo e ao definirmos o caracter de um K [G]-médulo,
conceituamos a n-ésima codimensao como sendo dimg P,(A) e o n—ésimo cocaracter
como sendo o caracter do médulo P,(A). Neste capitulo, utilizamos principalmente
[3], [11], [13] e [I8] como referéncias.

Por ultimo, no Capitulo 3, onde abordamos todos os resultados de [4], fazemos a
classificacao das algebras de Jordan bidimensionais sobre um corpo de caracteristica
diferente de 2. Quando K é um corpo algebricamente fechado, por exemplo, mostra-
mos que, a menos de isomorfismo, existem apenas 5 algebras de Jordan bidimensionais
sobre K. Apés isso, denotamos por D uma algebra sobre um corpo K de caracteristica
diferente de 2 que é comutativa, associativa a poténcias, tem dimensao maior ou igual
a 2, e tal que {u,u?} é linearmente dependente para todo u € D. Com isso, observamos
que as identidades polinomiais de D independem da sua dimensao e, passando a con-
siderar que K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, descrevemos uma
base finita para o T-ideal Id(D), bem como a sequéncia de codimensoes (¢, (D)),»1 €,
quando a caracteristica de K é zero, a sequéncia de cocaracteres (x,(D))n»1. Assim,
uma vez que a algebra Dy satisfaz todas as propriedades definidas em D, também te-
remos estes resultados para D,. Além disso, descrevemos uma base para cada T-ideal
Id(N), Id(M) e Id(My), bem como a sequéncia de codimensoes, quando o corpo K
¢ infinito e tem caracteristica diferente de 2, e a sequéncia de cocaracteres, quando a
caracteristica de K ¢é zero, das algebras N, M e M,. Como consequéncia, constata-
mos que a n-ésima codimensao de qualquer élgebra de Jordan bidimensional sobre um
corpo infinito de caracteristica diferente de 2 é limitada por n, contrastando do caso
geral de dlgebras bidimensionais nao associativas, ja que em [7] os autores provam que

a sequencia de codimensoes é limitada por n + 1 ou cresce exponencialmente como 2.



Capitulo 1

Algebras

Este capitulo, inicialmente, abordara alguns conceitos e resultados gerais da teoria
de algebras. Apds isso, veremos o processo de construcao das algebras livres, que sao
algebras nao associativas essenciais para nosso trabalho, pois, a partir delas, daremos a
defini¢ao de identidades polinomiais para uma algebra qualquer. Além disso, explora-
remos um pouco sobre as algebras de Jordan, que sao algebras naturalmente definidas
por duas identidades polinomiais. Introduziremos as algebras de Jordan bidimensionais
sobre um corpo de caracteristica diferente de 2, as quais, como veremos no Capitulo
3, sao unicas, a menos de isomorfismo, e também mostraremos que algebras de Jordan
sao associativas a poténcias. Mais adiante, no Capitulo 3, veremos que as algebras

associativas a poténcias e comutativas de dimensao 2 sao algebras de Jordan.

1.1 Algebras

Definicao 1.1 (Algebra). Um conjunto A é chamado de algebra sobre o corpo K se A

Ww”

possui uma estrutura de K-espago vetorial e um produto que satisfaz as seguintes

propriedades
) z-(y+2)=x-y+x-z
2) (x+y) z=x-2+y-z
3) a(z-y) = (ax)-y=x-(ay)

para quaisquer x,y,z € A e a € K. Em outras palavras, A é um espago vetorial no qual

a aplicagdo A x A — A que leva (x,y) em z -y é bilinear.

Chamamos a algebra sobre o corpo K de K-algebra, porém, em alguns momentos,
podemos utilizar apenas a terminologia algebra, sem fazer referéncia ao corpo K. Di-
zemos que a dimensao de uma K-algebra A, denotada por dimg A, é a dimensao de

A como espaco vetorial e uma base para A é uma base para A como espago vetorial.
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Além disso, podemos denotar o produto z -y em A simplesmente por xy quando nao

houver ambiguidade.
Definicao 1.2. Dada uma &lgebra A, dizemos que:

1. A tem unidade, quando existe um elemento 1 € A tal que 1x = x1 = z, para todo

x €A,

2. A é comutativa se xy —yx = 0, para quaisquer z,y € A. Caso contrario A sera nao

comutativa;

3. A é associativa se, para quaisquer x,y, z € A, vale a igualdade (zy)z — z(yz) = 0.

Caso contrario, A sera nao associativa,;

4. A é uma algebra com divisao se, para todo a € A\{0}, existe b € A tal que
ab=ba=1.

Exemplo 1.3. Um corpo K é uma K-édlgebra comutativa, associativa, com divisao,

com unidade e de dimensdo 1.

Exemplo 1.4. Seja L uma extensao do corpo K, isto é, L é um corpo, tal que K ¢ L é
um subcorpo de L. Consideramos L como um K-espaco vetorial, onde a multiplicacao
por escalar K x L — L é a restricao da multiplicacao de L para o conjunto K x L. Com
esta estrutura de espago vetorial, temos que a multiplicagao do corpo L é K-bilinear e,
deste modo, obtemos uma estrutura de K-algebra em L comutativa, associativa, com

divisao e com unidade.

Exemplo 1.5. O espaco vetorial R? munido do produto vetorial é uma R-dlgebra nao

comutativa e nao associativa.

Exemplo 1.6 (Algebra das matrizes sobre K). Considere o K-espago vetorial M, (K)
das matrizes quadradas de ordem n > 1 com entradas em K. Munido do produto usual
de matrizes, M,,(K), com n > 1, é uma K-algebra ndo comutativa, associativa e com
unidade I,,, onde I,, é a matriz identidade de M, (K). Nesta algebra, destacamos os
elementos da forma e;;, 1 <4,j <n, onde ¢;; ¢ a matriz cuja unica entrada nao nula é 1

na i-ésima linha e j-ésima coluna. E sabido que estas matrizes formam uma base para
M, (K) e que dimg M, (K) = n?.

Definicao 1.7. Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2 e A uma algebra

(1M [Pl

associativa com produto “”. Definimos em A a multiplicacdo “o” dada por

aob:=(1/2)(a-b+b-a),

onde a,b e A.



Exemplo 1.8. Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2. Munida do produto
o, M,(K), com n > 1, é uma K-algebra comutativa e nao associativa. Com efeito, a

comutatividade é clara, uma vez que para quaisquer A, B € M, (K),
AoB=(1/2)(A-B+B-A)=(1/2)(B-A+A-B)=Bo A.
AgOI‘&, sejam €11,€12,U = €11 + €12 € Mn(K), entao

1
(612 o U) 0€11 —€120° (U o 611) = 5[612 ©€11 —€12° (611 + U)]

1 1
= 1(612 —2e19) = —1612 #0,

o que mostra a nao associatividade.

Exemplo 1.9 (Algebras de grupo). Sendo K um corpo e G um grupo com a operagao
*, a dlgebra de grupo K[G] é o conjunto de todas as combinagoes lineares de um ntimero
finito de elementos de G com coeficientes em K, portanto, de todos os elementos da

forma

Q101 + Qaga + - + Qp G,

onde «; pertence a K, g; pertence a G e g; # g; se i # j para todo i,j € {1,...,n}, onde

n € N. Este elemento pode ser denotado em geral por

Z g9,

geG

onde é assumido que a, # 0 para uma quantidade finita de elementos de G. K[G] é

uma algebra associativa sobre K em relacao a adicao definida pela regra

Z Qgg + Z 599 = Z(ag +ﬁg)gv

geG geG geG

o produto por um escalar dado por

Y agg = (any)yg,

geGG geG

e a multiplicacao

( 2 %hl)( 2 Bhghz) = ). (on By,

hl'EG hQEG hl,hQEG

onde g = hy * ho. Desta defini¢ao, segue-se que o elemento identidade de G é a unidade

de K[G], e que K[G] é comutativa se, e somente se, G for um grupo abeliano.

Como veremos, a dlgebra de grupo K[S,], onde S, é o grupo de permutagoes de n



elementos, serd bastante utilizada nos Capitulos 2 e 3.

Definigao 1.10. Sejam A e B algebras. Dizemos que uma aplicagao linear ¢ : A - B

é um homomorfismo de édlgebras se ¢(ajaz) = ¢(ar)p(az) para quaisquer aj,as € A.

As definigoes de monomorfismo (homomorfismo injetivo), epimorfismo (homomor-
fismo sobrejetor), isomorfismo (homomorfismo bijetivo) e automorfismo (isomorfismo
de uma dlgebra A nela prépria) sdo andlogas as definigdes para anéis. Dessa forma,
o homomorfismo ¢ na definicao acima é um isomorfismo se for bijetor e um automor-
fismo se, além disso, B = A. Dizemos que as algebras A e B sao isomorfas se existe um

isomorfismo entre A e B.

Definigao 1.11 (Subalgebra). Seja A uma algebra. Um subespaco B de A é uma
subalgebra da algebra A se by - by € B para quaisquer by, by € B.

Exemplo 1.12. Sejam V um K-espago vetorial com base = {vy,...,v,} e A 0 espago
de todas as transformacoes lineares de V', representado por Endg V', entao A é uma
K-algebra munida do produto dado pela composicao de transformagoes lineares de V
em V. Se B=M,(K) e f:A— B éa aplicagao na qual, para todo T € A, f(T) é a

forma matricial de T relativa a base S de V, entao f é um isomorfismo de algebras.

Exemplo 1.13. Seja UT, (K) a édlgebra das matrizes nxn triangulares superiores com
entradas em K, isto é, UT,(K) é o subespaco de M,(K) que consiste das matrizes
(a;;) tais que a;; =0 se i > j. Entao UT,(K) é uma subélgebra de M, (K).

Sejam I um conjunto de indices, {A; | i € [} uma familia de subélgebras de uma
K-élgebra A e
B = mA,L

iel
Dados b,0' € B e a € K, entao ab+b',bb’' € A;, para todo ¢ € I, logo ab+b',bb’ € B. Isso

implica que uma intersecao arbitraria de subalgebras de A é uma subdlgebra de A.

Definicao 1.14. Sejam A uma K-dlgebra e S um conjunto de elementos de A. Defi-
nimos a subalgebra gerada por S, denotada por (.S), como sendo a intersecao de todas

as subdalgebras de A que contém S.

E facil observar que (S) é a menor subélgebra de A, com respeito a inclusao, que
contém S. Mais adiante, na Proposicao [1.38], apds apresentarmos o conceito de algebra

livre, veremos uma caracterizagdo dos elementos da subélgebra (5.

Definicao 1.15. Seja A uma &algebra e a € A um elemento qualquer. Para n > 1,

definimos

at==a e a"*':=a(a").
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Assim, por exemplo, a definigdo anterior nos diz que a? = a-a, a® =a(a?) =a(a-a)

e a*=a(a®) =ala(a-a)).

Exemplo 1.16. Seja N =span{u,u?} c M3(K), onde

000
u=]1 0 0].
010

Entao N é a subélgebra de M3(K) gerada pelo conjunto unitério {u}. De fato, N
é uma K-dlgebra, pois u? = u(u-u) = 0. Além disso, se N’ é uma subalgebra de
M;3(K) que contém u, entdao u? € N’ assim, N € N'. Logo, ({u}) = N. Analogamente,
podemos concluir que M = span{v,v?} ¢ M3(K), onde

<

Il
o = O
_= o O
_ o O

é a subdlgebra de M3(K') gerada por {v}, observando que v® = v. Agora considere
M, =span{l,w} c My(K), onde 1 é a matriz identidade de M5(K) e

0 A
w = , AeK.

Uma vez que w? = X+ 1, segue que, para A # 0, M, é gerada por {w}.

Definigao 1.17 (Ideal). Seja A uma &lgebra. Dizemos que um subespago I de A é um
ideal & esquerda (respectivamente a direita) se al € I (respectivamente [a ¢ I) para

todo a € A. Um ideal de A é um subespacgo que é ideal a esquerda e também a direita
de A.

Exemplo 1.18. Se A é uma &algebra, entao {0} e A s@o ideais de A.

Exemplo 1.19. Se f: A -» B é um homomorfismo de algebras, entao o ntcleo de f,

isto é, o conjunto
ker f = {a € A| f(a) = 0},

é um ideal de A. De fato, dado a € A e b € ker f, entao, como f é um homomorfismo,
flab) = f(a)f(b)=0e f(ba) = f(b)f(a) =0, logo, ab e ba estao em ker f.

Assim como ocorre para homomorfismos de anéis, temos que f é um monomorfismo

se, e somente se, ker f = {0}.

Exemplo 1.20. A intersecao arbitraria de ideais de uma &algebra A é um ideal de A.

Com efeito, sejam {I;};e; uma familia de ideais de A e I = N;;1;. Dados a € A e
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¢ € I, uma vez que ¢ estd em I; para todo j € J, segue que ai € I;, para todo j € J,
consequentemente, ai € I. Isso mostra que I é um ideal a esquerda de A. Analogamente,

mostra-se que I é um ideal a direita de A.

Definicao 1.21 (Algebra quociente). Sendo A uma algebra e I um ideal de A, o espago

quociente A/I com a multiplicagao

AlI x AJT - A]T
(a+1,b+1)—~ab+1

¢ uma algebra chamada de quociente de A por I.

Exemplo 1.22. Sendo A uma &lgebra e I um ideal de A, a aplicacao quociente

7 A Al

ar7(a)=a=a+1

¢ um epimorfismo com nicleo I, chamado de projecao canodnica.

1.2 Algebras Livres

Nesta se¢ao nos direcionaremos ao processo de construcao de uma algebra essencial
para nosso estudo: a élgebra livre K{X}, onde X é um conjunto nao vazio.

Para construirmos uma algebra livre, primeiramente fixamos um conjunto nao vazio
X e adicionamos a ele mais dois simbolos, parénteses a esquerda e a direita, para
obter um conjunto X* = X u{(,)}. Considere todas as possiveis sequéncias finitas de
elementos do conjunto X*. Duas sequéncias a1as...a, € biby...b,, onde a;,b; € X*,
1<1<mel<j<n, sao consideradas iguais se m =n e a; = b; para 1 =1,2,...,m.
Definimos indutivamente um conjunto V[X] de sequéncias de elementos do conjunto

X* da seguinte forma:
1. todos os elementos do conjunto X pertencem ao conjunto V[ X];

2. se x1,x2 € X e u,v € V[X]\X, entdo as sequéncias x1z2, x1(u), (v)xs, e (u)(v)
também pertencem ao conjunto V[X]. Nenhuma outra sequéncia esta contida
em V[X].

Chamamos as sequéncias de V[X] de palavras nao associativas de elementos do
conjunto X. O numero de elementos do conjunto X que aparecem em uma palavra

nao associativa v é chamado de comprimento de v, e é denotado por d(v).
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Exemplo 1.23. Considere o conjunto X = {1, xs,z3, 74}, entdo a sequéncia

(I1($2$3))$4

é uma palavra nao associativa de elementos do conjunto X. De fato, no primeiro passo
da construgao de V[X], todos os elementos de X sao considerados palavras nao as-
sociativas vélidas. Portanto, x1,xs,23,24 € V[X]. No segundo passo da construgao,
aplicamos as regras indutivas para combinar elementos de X e palavras nao associa-
tivas j& existentes em V[X]. A sequéncia xors é uma palavra nao associativa vélida,
pois mo,x3 € X. A sequéncia z1(x2x3) também é uma palavra nao associativa valida,
onde estamos combinando o elemento z; de X com a palavra nao associativa zsxs.
Finalmente, a sequéncia (x1(x223))xy é formada combinando a palavra nao associativa
x1(z223) com o elemento x4 de X.

Por outro lado, a sequéncia (z;(x2x3)r4) ndo é uma palavra nao associativa, visto

que nao pode assumir nenhuma das formas possiveis de palavras de V[X].

Proposicao 1.24. Seja u uma palavra nao associativa de elementos de um conjunto
X. Entao

1. o numero de parénteses a esquerda de u € igual ao niumero de parénteses a direita,

2. em qualquer subsequéncia inicial da palavra u, o numero de parénteses a esquerda

€ mazior ou igual ao numero de parénteses a direita.

Demonstracao. Faremos inducao no comprimento da palavra u. Para palavras de com-
primento 0, 1, e 2 nao ha parénteses e ambos os itens da proposicao sao satisfeitos
trivialmente.

Seja u uma palavra de comprimento 3, temos que u = x(u’) ou u = (u')xr com
d(u") = 2. Portanto u tem um paréntes a esquerda e um parénteses a direita e os itens
1 e 2 também sao satisfeitos.

Suponha que a propriedade seja verdadeira para palavras de comprimento até n > 3.
Vamos mostrar que ela também é verdadeira para palavras de comprimento n+1. Seja

u uma palavra nao associativa de comprimento n + 1. Temos os seguintes casos:

1) existem x € X ev e V[ X]\X tais que u = x(v). Entao d(v) = n, logo, pela hipétese
de inducao, os itens 1 e 2 sao validos para v. Portanto, u tem um parénteses a
direita e um parénteses a esquerda a mais que v, logo, u tem a mesma quantidade
de parénteses a esquerda e a direita. Além disso, qualquer subsequéncia inicial
da palavra u, tem um numero maior de parénteses a esquerda, a menos que a
subsequéncia seja x ou proprio u, onde, nestes casos, o nimero de parénteses a

esquerda e a direita coincidem.
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2) existem z € X e v e V[X]\X tais que u = (v)x. Neste caso, o processo para
mostrar que u tem a mesma quantidade de parénteses a esquerda e a direita é
analogo ao caso anterior. Também podemos observar que qualquer subsequéncia
inicial da palavra u, tem um ntimero maior de parénteses a esquerda, a menos que
a subsequéncia seja (v) ou préprio u, onde, nestes casos, o numero de parénteses

a esquerda e a direita coincidem.

3) existem v,w € V[X]\X tais que u = (v)(w). Entao 2 < d(v),d(w) < n -1,
logo, pela hipdtese de indugao, os itens 1 e 2 sao validos para as palavras v e w.

Consequentemente, é claro que também sao validos para wu.

Portanto, em todos os casos, os itens 1 e 2 sao satisfeitos. O

(152

Definimos no conjunto V[X] uma operagao bindria, denotada por “”  de acordo

com as seguintes regras: sejam x1, 2z € X e u,v € V[X]\X, entdo

Ty To = X1xe, T1-u=x1(U),

v-xo = (V)xe, w-v=(u)v).

Proposicao 1.25. Toda palavra nao associativa v de elementos de um conjunto X,
com d(v) > 2, tem uma representa¢do unica na forma de um produto de duas palavras

nao associativas de comprimento menor.

Demonstracao. A existéncia de tal representacao decorre diretamente da definicao de
palavras nao associativas.  Considere v uma palavra nao associativa tal que
d(v) =n > 2. Suponha que v tenha duas representagoes diferentes, v = u-w = u' - w/,
com d(u), d(w), d(u"), d(w'") > 1. Sabemos que d(u)+d(w) = d(u")+d(w"), logo temos

0s seguintes casos

1. d(u) =1, d(w) = 1. Neste caso, v tem comprimento 2, assim d(u') = d(w') = 1.
Logo, temos v = x, w =y, v/ = 2" e w’ =9, onde z, y, z’, y' € X. Portanto,

v=xy=x'y’,dai, x=a"ey=1y'

2. d(u) =1, d(w) > 1. Aqui temos u = z, onde x € X, e v = z(w). Agora,
vamos supor que d(u’) > 1. Se isso fosse verdade, teriamos v = (u')(w’), se
d(w") > 1, ou v = (u')y’, se d(w') =1, onde w’ =y’ € X. No entanto, isso é uma
contradigao, pois uma representacao de v comega com z e outra com (. Portanto,
devemos ter d(u') = 1, o que implica que v’ = v = z. Com isso, d(w’) = d(w) e,

consequentemente, w = w’.

3. d(u) > 1, d(w) = 1. Nesta situagdo, temos w =y, com y € X, e v = (u)y. Agora,

vamos supor que d(w’) > 1. Se isso fosse verdade, terfamos v = (u')(w’), se
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d(u") > 1, ou v =z'(w'), se d(u') = 1, onde u’ = 2’ € X. No entanto, isso é uma
contradi¢ao, pois uma representacao de v termina com y e outra com ). Assim,

d(w") =1, o que implica que w’' =w =y. Dal, d(u’) = d(u) e, portanto, u = u'.

4. d(u), d(w) > 1. Neste caso, segue pelos casos anteriores que d(u'),d(w’) > 1,
assim v = (u)(w) = (u')(w’). Suponha que d(u) > d(u'), entdo u') é uma sub-
sequencia inicial da palavra u. Sendo u’ uma palavra nao associativa, entao, pela
primeira parte da Proposicao [1.24] u’ possui a mesma quantidade de parénteses a
direita e a esquerda, logo u') possui mais parénteses a direita do que a esquerda,
contrariando a segunda parte dessa mesma proposicao, ja que u’) é subsequéncia
inicial de u. Além disso, quando supomos que d(u) < d(u'), temos uma con-

tradigao andloga. Assim, d(u) = d(u'), o que implica que v =u' e w = w'.
Assim, o resultado esta provado. [

Consideramos agora o K-espago vetorial K{X} tendo como base o conjunto V[X],

e estendemos a operagao de multiplicagao definida em V[X] para K{X} pela regra

(Z OéiUi) : (Z ﬁj'Uj) = Zazﬁj(uz . Uj),

onde «;, f; € K e u;,v; € V[X]. Com essa estrutura de multiplicagao, obtemos a K-
algebra K{X} que é chamada de dlgebra livre sobre o corpo K do conjunto de geradores
X. Com isso, se f é um elemento arbitrario de K{X}, entdo f é uma soma finita de
produtos de elementos de K por elementos de V[X], logo aparecerd em f apenas um

nimero finito de elementos de X, por exemplo, x1,x»,...,2,. Neste caso, escrevemos
f = f(flfl,QIQ, e ,]}n).
Definigao 1.26. Considere a algebra livre K{X},

1. os elementos de K{X } sao chamados de polinémios nao associativos de elementos

do conjunto X, ou, simplesmente, polinomios;

2. um polindémio nao associativo da forma av, onde o € K\{0} e v € V[X], é

chamado de monomio nao associativo, ou, simplesmente, monomio;

3. se av é um monomio, o comprimento da palavra nao associativa v é chamado de

grau do monomio av e o denotamos por deg av;

4. o maximo dos graus dos monomios cuja soma forma um polinomio f diferente de

zero ¢ chamado de grau do polindmio f e o denotamos por deg f.

Observagao 1.27. Note que se v € V[ X], tem-se deg(v) = d(v). Neste trabalho, reserva-
mos a notagao deg(v) quando tratamos do grau do monémio v e d(v) quando tratamos

do comprimento da palavra nao associativa v.
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Definigao 1.28. Sejam v € K{X} um monoémio e f € K{X} um polinémio,

1. dizemos que o nimero de vezes que x; aparece no monomio u ¢ o grau de u em

T, € o denotamos por deg, u;

2. o polinomio f é dito homogéneo em z; se o grau de x; em todos os monomios
de f é o mesmo. Se f é homogéneo em todas as suas variaveis, dizemos que f é

multihomogéneo;
3. 0 monomio u ¢ dito linear em x; se deg,, u =1;

4. chamamos o polinémio f(z1,zs,...,x,) de linear em x; se todos os seus monémios
sao lineares em x;. Se f(x1,%a,...,%,) é multihomogéneo e linear em todas as

suas n varidveis, dizemos que f(x1,s,...,x,) é multilinear (de grau n);

5. se f(x1...,2,) é um polindmio multihomogéneo, o multigrau de f é a n-upla
(degxl f’ ce adegmn f)
Exemplo 1.29. Sejam

f($1>$2) = $1($1$2) + (($1$2)1’1)$2 € g($1,$2) =T1T2 — T2d1

polinomios em K{X}. Entao deg f =4, f é homogéneo em z; e ndo é homogéneo em

xo. Por sua vez, degg =2 e g é multilinear, uma vez que g ¢ linear em x; e em x,.

Definigao 1.30. Denotamos por P, o subespago vetorial de K{X} dos polinomios

multilineares nas variaveis x1, za, ..., T,.

Pela definigao anterior, segue que o polinémio g(z1,z2) do Exemplo pertence
a p2.

Observagao 1.31. Seja f(z1,...,x,) € K{X}. Note que é possivel reordenar os monémios

de f, de modo a escrever f como uma soma de polinomios multihomogéneos.

Algebras livres possuem a seguinte propriedade universal:

Teorema 1.32. Seja A uma K-dlgebra arbitrdria e 0 uma aplicacdo de um conjunto

X em A. Entao 0 se estende unicamente a um homomorfismo da dlgebra K{X} em

A.

Demonstragao. Primeiro estendemos 6 a V[ X]. Para isso, vamos definir indutivamente
a aplicagao 0 : V[ X ] - A da seguinte maneira: 0'(x) = 6(x) para todo x € X. Suponha
que 0’ esta definida para toda palavra em V[ X] de comprimento menor que n > 2. Seja

w € V[X] de comprimento n, entdao pela Proposigao [1.25] w tem uma representagao
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unica na forma de um produto de duas palavras de menor comprimento, w = u - v.
Os elementos ¢'(u) e 0'(v) ja estdo definidos pois d(u),d(v) < n, entdo definimos
0'(w) = 0"(u) - 0'(v). Essa aplicagdo estd bem definida, pois u e v sdo unicamente
determinados pela palavra w.

Agora vamos estender 6’ para K{X}. Para isso, definimos " : K{X} - A da

seguinte forma
6” (Z Oéiui) = Z aiﬁ’(ui)

para todo «; € K e u; € V[ X]. Isso pode ser feito porque K{X} é um K-espaco vetorial
com base V[X]. Afirmamos agora ver que ¢” é um homomorfismo de K{X} em A.
Com efeito, dados ¥, aus, o, B5v; € K{X}, entao

{fpon{5m) - (gnoie)
= Z azﬂjé"(ui . Uj)

= 2, i3 (0" (ui) - 0'(v;))
= (Z aﬁ'(ui)) . (Z ﬁjﬁ'(vj))
=0" (Z aiui) 0" (Z ﬁjvj) )

Mostremos agora a unicidade de #”. Considere o homomorfismo de algebras
v K{X} - A que estende § a V[X]. Logo, v(x) = 6(x) para todo z € X. Supo-
nha que y(v) = 0'(v) para todo v € V[X] de comprimento menor que n > 2. Seja
ue V[X] tal que d(u) = n, entdo u = uy - ug, onde d(uy),d(us) < n. Logo, por hipdtese

indutiva, segue-se que
V() = (- u) = y(ur) -y (uz) = 0'(ur) - 0 (uz) = 0" (g - u2) = 0'(u) = 6" (w).

Como V[X] é a base de K{X}, segue-se que 7 = 6. Isso conclui a prova do teorema.
[

Defini¢ao 1.33 (T-ideal). Diremos que um ideal I de K{X} é um T-ideal se I é inva-
riante por todos os endomorfismos de K{ X}, isto é, ¢(I) c I para todo ¢ endomorfismo
de K{X}.

E f4cil observar que se I é um T-ideal e f(x1,...,2,) € I, entao

f(hhhg,...,hn)EI,
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para quaisquer hq, ha, ..., h, € K{X}.

Exemplo 1.34. Se I e J sao T-ideais de K{X}, entao I +.J é um T-ideal de K{X}.

De fato, seja ¢ um endomorfismo de K{X} ei+jel+J, ondeiecl e jeJ, entdo
o(i+7)=0(i)+¢(j). Uma vez que ¢(i) e [ e ¢p(j) € J, temos ¢p(i+j)el+J.

Proposicao 1.35. Seja S um subconjunto de K{X}. Entdo a intersecio de todos os
T-ideais de K{X} que contém S, denotada por (S)T, € um T-ideal de K{X}.

Demonstracao. Segue do Exemplo que (S)T é um ideal. Assim, resta-nos mostrar
que (S)T é invariante por endomorfismos de K{X}. Sejam ¢ € End K{X} e a € (S)7,
entdo a pertence a todo T-ideal de K{X} que contém S, logo ¢(a) também pertence
a todo T-ideal de K{X} que contém S e, portanto, ¢(a) € (S)’, o que conclui a

demonstracao. O

Chamamos (S)T de T-ideal gerado por S. A proposigao anterior nos diz que (S)”

¢ o menor T-ideal, com respeito a inclusao, que contém S.

Observagao 1.36. Se S c K{X} e S"c(S)T, entao (S")T c (S)*.

Proposigao 1.37. Seja S um subconjunto nao vazio de K{X}. Entao (S)T € o espago

vetorial gerado por elementos da forma

p:w(wlu"'Jw]?l?f(hl;h%'"7hn)7wj+17-"7wm)7 (11)
onde f(x1,...,2,) € S, w(T1,...,Tj21,%j,Tjs1,...,Tm) € um monomio em P,
1<j<m, wy,...,Wj_1,Wjs1,...,Wn sdo monomios em K{X} e hy,...,h, sdo po-

linémios em K{X}.

Demonstracao. Seja W o espaco vetorial gerado por elementos da forma . Como
(S)T é um T-ideal e f(z1,22,...,2,) € (S)T, entdo f(hy,hs,...,h,) € (S)T, para quais-
quer hyq, ..., h, € K{X}. Pelo fato de (S)” ser um ideal a esquerda, entao para qualquer
ue K{X}, temos

w- f(hi,hg, ... hy)€(S)T.

T

Agora, como (S)T é um ideal a direita, para qualquer v € K{X}, temos

(u- f(hr,hoy- .. b)) v e (S)T.

Assim, usando esse argumento quantas vezes forem necesséarias, concluimos que um
polinémio da forma (1.1)) pertence a (S)T. Portanto, W c (S)7.

rarem ra qu 5 um T-i ue contém S. A inclusa 5 6bvia.

Mostraremos agora que W é T-ideal que contém S. A inclusao S c W é ébvia

Como W é um espaco vetorial, para mostrar que W é um ideal é suficiente mostrar
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que dado um polinémio u = Y%, ayu; € K{X}, onde u; € V[X] e a; € K para quaisquer
i=1,...,k e p um polinémio da forma (1.1)), entdo u-pe W e p-u e W. De fato,

k k
u-p= (Zaiui)p: Zai(uzwp) eW
i-1 i=1

k k
p~u:p~(2aiui) = Zai(pui) e W.
i1 i1

Logo W é um ideal de K{X}. Agora, seja ¢ € End K{X} e p e W da forma (1.1).

Temos

¢(p) = ¢(w(w1, RN ,u}j_l,f(hl,hg, Ce ,hn),wj+1, e ,wm))
=w(P(wi), ..., d(wj-1), 0(f(h1, b2, .. ), d(Wjs1), - - (W)
= w(¢(w1)v s 7¢(wj—1)af(¢(hl)v¢(h2)7 s 7¢(hn))v¢(wj+1)7 s 7¢(wm))

Logo, ¢(p) é uma combinagao linear de elementos da forma (1.1]) e, portanto, estd

em W. Assim, concluimos que W é um T-ideal que contém S, portanto, (S)” ¢ W. O

1.3 Identidades Polinomiais de uma Algebra

Sejam f(x1,2s,...,7,) um polindmio da &lgebra livre K{X}, A uma K-élgebra

qualquer e aq, as, ..., a, elementos de A. Pelo Teorema existe um 1nico homomor-
: - via x; i ) = . Vi i
fismo 0 : K{X A que envia x; para a; para todos ¢ = 1,2,...,n e envia os demais

elementos do conjunto X para zero. Vamos denotar a imagem do elemento f sob o ho-
momorfismo 0 por f(ay,as,...,a,), ou seja, o elemento f(ay,as,...,a,) é obtido pela
substituigao dos elementos ay, as, . . ., a, no polinémio nao associativo f(z1,s,...,x,).

Na Definicao vimos que uma subélgebra gerada por um conjunto S ¢ K{X},
denotada por (.5), é a intersegao de todas as subélgebras de A que contém S. Com a

discussao acima, podemos fazer a seguinte caracterizagao:

Proposicao 1.38. Sejam A uma K-dlgebra, S um conjunto nao vazio de elementos
de A e

k
Sz{Zaivi(al,...,an) |n>0, ay,...,a, €8 evi(xl,...,xn)EV[X],Vi:1,...,k}.
i=1

Entio S = (9).

Demonstracio. Dado f = Y aui(ay,...,a,) € S, onde v; € V[X] para todo
i =1,...,n, é claro que f pertence a toda subalgebra de A que contém S, assim
fe(9) e, portanto, S c (9).



19

Agora sejam f = Y8 opvi(ar, ..., a,), g = Zgzlﬁjwj(al,...,an) € S, onde v;,w; €
V[X] para quaisquer i = 1,...,n e j=1,...,l, e ay,...,a, sdo elementos de S que

aparecem em v; ou w; para quaisquer 1 <i<k e 1<j <[ Assim,

ko1
fg= Z Z aifjuij(a, ..., an),
i=1 j=1
onde w;;(ay,...,a,) = v;w;. Com isso, fg e S. Portanto, S é uma subélgebra de A que
contém S, logo (S)c S. O

Defini¢ao 1.39. Um polindémio nao associativo f = f(z1,29,...,2,) € K{X} é cha-
mado de identidade da algebra A se f(a,as,...,a,) =0 para quaisquer ay, as, ..., a, €
A. Denotamos o conjunto de todas as identidades de uma é&lgebra A por Id(A).
Quando existe f = f(x1,22,...,2,) € K{X}\{0} que é identidade para uma algebra A,

esta algebra é chamada de PI-dlgebra.

Exemplo 1.40. Os polinomios 125 — o1 € (x129)x3 — x3(z271) s@o identidades para

a R-algebra dos ntimeros reais.

Exemplo 1.41. Uma algebra é chamada de dlgebra de Lie se satisfaz as identidades
polinomiais 22 e (x122) 3+ (2223)x1 + (2321 )xe. Com isso, 0 espago vetorial R munido
do produto vetorial, é uma algebra de Lie. Além disso, toda algebra associativa A

munida do produto [a,b] = ab-ba, com a,b e A, é uma dlgebra de Lie.
Exemplo 1.42. Sejam A e B élgebras isomorfas. Entao Id(A) = Id(B).

Definigao 1.43. Um conjunto de identidades S ¢ Id(A) é uma base de Id(A) se
Id(A) = (S)T.

Proposicao 1.44. Seja A uma dlgebra. O conjunto I1d(A) é um T-ideal de K{X}.

Demonstra¢ao. Mostremos primeiramente Id(A) é um ideal da dlgebra K{X}. Dados
aeKe f(ry,...,x),9(x1,...,2,) € [d(A), onde xq,...,z, sdo os elementos de X
que aparecem em f ou em g. Entdo f(ai,...,a,) =0 e g(by,...,b,) = 0 para todos

a;,b;e A, i=1,...n. Logo,

(af +g)(ar,...,an) =af(ay,...,a,) +g(as,...,a,) =a0+0=0,

para quaisquer aq, ..., a, € A. Assim, af+g € Id(A) e, portanto, [d(A) é um subespago
de K{X}. Seja agora f(x1,...,2,) € Id(A) e h(xy,...,z,) € K{X}, onde n é o maior
indice das varidveis que aparecem em f ou em h, entdao f(aq,...,a,) =0 para todos

ai,...,a, € A. Logo,

hf(ay,...,a,)=h(ay,...,a,)- f(a,...,a,) =h(ay,...,a,)-0=0
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fhlay,...,an) = f(ay,...,a,) h(ay,...,a,) =0-h(ay,...,a,) =0,

para todos ay,...,a, € A. Isso mostra que Id(A) é um ideal de K{X}.

Agora, nos resta mostrar que Id(A) é invariante por qualquer endormorfismo de

K{X}. Seja ¢ € End K{X}, dado f(x1,...,2,) € Id(A), temos
o(f(x1, ... xn)) = f(o(x1),...,0(x,)), com ¢(z;)(z1,...,72;) € K{X} para todo
i=1,...,n, onde [ é o maior indice que aparece em algum dos ¢(z;), comi=1,... n.

Uma vez que ¢(z;)(aq,...,q) € A para todo ay,...,a; € A, entdao f(p(x1),...,0(x,))
continua sendo uma identidade de A. Portanto, ¢p(Id(A)) c Id(A), isto é, Id(A) é um
T-ideal. [l

Agora vamos demonstrar o Teorema que sera usado na demonstracao dos

principais resultados do Capitulo 3.

Teorema 1.45. Sejam f(xy,...,x,) € K{X} eke{1,2,...,m}. Considere

d
f(xl,...,xm):;fieK{X},

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em xy. Se o corpo K for infinito,
entao f; € (f)T, para todo i = 0,1,...,d. Em particular, se f é uma identidade de
uma dlgebra, entao f; também serd, para todo i = 0,1,...,d. Em razao disso, cada
componente multihomogénea de f pertence a ()T e, se f for uma identidade para uma

algebra, entao cada componente multihomogénea também serd.

Demonstragao. Provaremos aqui o caso k = 1, os demais casos sao analogos. Seja (f)”

o T-ideal de K{X} gerado por f. Escolhemos d + 1 elementos diferentes &g, &y, ..., &,
de K. Se j=0,1,...,d, uma vez que f; tem grau ¢ em x, para todo ¢ = 0,1,...,d,

entao

d
f(fjl‘l,{lfg, e ,l’m) = Zg;fi(fl,l‘g, Ce ,l’m).
=0

Além disso, uma vez que (f)7 é um T-ideal, temos

d
f(gijx%"'v‘rm):Zgji‘fi(mlax%'--axm)E<f>T7 j:OaL'"?d' (12)
=0
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Mostremos agora que existem zg, 21, ..., 24 € K tais que

20+21 4+ +24=0

ozo+ &1z + o+ 8gzq =0

ag+&im++8z=1

Edzo+ &z + -+ €324 =0,

onde 0 <7 < d. De fato, uma vez que o determinante da matriz associada ao sistema
linear ((1.3)) é o determinante de Vandermonde

1 1 ... 1
o & oo &
& & - &G=TIE-4)

& & . &

e é diferente de 0, segue-se que o sistema (|1.3)) é possivel e determinado. Logo por (|1.2))

e (|1.3), temos
ZOf(SOxly cee 7xm) toeeet Zif(fixh s ,me) toeeet de(gdxla o al‘m) = f’i(mh s 7xm)a

e concluimos que f;(z1,...,z,) pertence a (f)?, para todo i =0,1,...,d.
Suponha agora que f é uma identidade de uma &algebra A. Pela Observagao [1.36
(f)T cId(A), entao
fie ()T c1d(A),

para todo i =0,1,...,d.

Assim, escrevendo f; como soma de componentes homogéneas em zp, onde
i€ {l,...,d}, obtemos componentes de f homogéneas em z; e 3 e, por um argu-
mento andlogo ao que vimos acima, cada uma destas componentes pertence a (f;)7.
Uma vez que (f;)T ¢ (f)7, entao cada componente de f; homogénea em x; e x5 pertence
a (f)T, para todo ¢ = 1,...,d, ou seja, toda componente de f homogénea em x; e xo
pertence a (f)?. Repetindo o mesmo processo para as variaveis s, . .., x,, chegamos a
conclusao de que cada componente multihomogénea de f pertence a (f)T. Com isso,

concluimos a demonstracao. O
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1.4 Algebras de Jordan

Nesta secao, daremos a definicao de algebras de Jordan e dlgebras associativas a
poténcias e mostraremos que toda &algebra de Jordan é associativa a poténcias. De
agora em diante o corpo K tera caracteristica diferente de 2, a menos que se mencione

o contrério.

Definicao 1.46. Seja A uma algebra. Dados aq,as,a3 € A, o elemento

(a1> g, a3) = (01a2)a3 - al(a2a3)

é chamado de associador de aq, a9, as.

E claro que uma algebra A é associativa se, e somente se, (r1,x2,23) € K{X} é

uma identidade polinomial para A.

Definicao 1.47 (Algebra de Jordan). Uma édlgebra A é chamada de algebra de Jordan

se satisfaz as identidades polinomiais:
. 2
[21,72] = 2129 —w2w1 e (27,79, 71).

Da definigao anterior, segue que uma algebra de Jordan é uma PI-algebra.

Dada uma algebra associativa A, o espaco vetorial de A munido da multiplicacao
da Definicao , dada por aob = %(ab +ba), onde a,b e A, é uma élgebra de Jordan.
De fato,

[a,b]=aob-boa= (ab+ba)—%(ba+ab) =0

1
2
(a®,b,a) = (a®ob)oa—-a’*o (boa)
1 1
= §(a2b+ ba*)oa—a’o 3 (ba + ab)
= % [%((aQb +ba*)a + a(ab + ba?)) - %(aQ(ba +ab) + (ba + ab)a?)
1
= Z(a%a +ba® + a®b + aba® - a*ba - a*b - ba® - aba?) = 0.
Observagao 1.48. Se A for a algebra UT, (K') de matrizes triangulares superiores n x n

com entradas em K, entao denotamos a algebra de Jordan obtida dessa maneira por

UJn(K).
Exemplo 1.49. Toda &algebra comutativa e associativa é uma algebra de Jordan.

Exemplo 1.50. Seja K um corpo qualquer, entao as algebras
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0 00
N =span{u,u?} ¢ M3(K),ondeu=|1 0 0},
010
0
M =span{u,u®} ¢ M3(K), onde u=|1 ,
0

0 A
M, =span{1,u} c My(K), onde 1 é a identidade em My(K) e u = (1 ), com
AeK., e

Dy =span{eyy,en} c UJ,(K)

sao algebras de Jordan bidimensionais. Com efeito, sejam x = au+51u? e y = agu+ Pou?

em N, onde «;, 3; € K, para i = 1,2. Note que u3 =0 = (u?)(u?), assim

xy —yx = (qu + Biu?) (cpu + Bou?) — (cu + Bou?) (cyu + Bru?) = 0.

Logo, N é comutativa. Analogamente, mostramos que M é comutativa, observando que
u? =ue (u?)(u?) =u?, e que M, é comutativa, observando que u3 = \u e (u?)(u?) = Au?.
Agora, como o produto de matrizes é associativo, segue que as algebras N, M e M,
sao de Jordan. Além disso, como Dy é uma subdlgebra de UJy(K) (que é uma algebra

de Jordan), entdo D, é de Jordan.

Definicao 1.51 (Algebra associativa a poténcias). Uma algebra A é chamada de asso-

ciativa a poténcias se a subalgebra gerada por qualquer elemento de A for associativa.

Uma caracterizagao das algebras associativas a poténcia, e que justifica o nome, é

dada a seguir.

Proposicao 1.52. Uma dlgebra A € associativa a poténcias se, e somente se, para

todo a € A e para todos m,n >0, vale

Demonstracao. Seja A uma algebra associativa a poténcias, a € A um elemento qual-
quer e B a subalgebra gerada por a. Sendo m € N, mostremos por indugao sobre n
que a”-a™ = ™™ para qualquer n € N. Se n =1, entdo a'-a™ = a(a™) = a™*'. Su-
ponha que a™-a™ = ™™™ para algum natural menor ou igual a n > 1. Logo, usando a

associatividade de B e a hipdtese de inducgao, temos

@ am = (a(a) (@) = aa™ ) = @
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e segue o resultado.

Reciprocamente, suponha que, para todo m,n > 0, tem-se a”-a™ = a™™". Sendo B a
subalgebra gerada por a, mostraremos que B é associativa. Se f € B, pela Proposicao
m temos f = ¥ Nwvi(a,...,a), onde v;(xy,...,2;) é um mondémio em K{X} e
A € K, paratodoi=1,..., k. Sendo m; o comprimento de v;, mostremos, por indugao
sobre m;, que vi(a,...,a) = a™. Para m; = 1, temos v;(a) = a e segue o resultado.
Suponha que m; > 1, entao pela Proposicao [1.25] existem, monomios v} e v} de com-
primento menor que m,; tais que v; = vivy’. Sejam m;,,m;, os comprimentos de v} e v’
respectivamente, entao, usando a hipétese de inducao, temos

vi(a,...,a) =vi(a,...,a)v!(a,...,a) =a™1a™2 = ™1t M2 = g™,
Portanto, podemos escrever f = ¥ Aja’. Assim, dados f = ¥ Nia’, g = Y72 Bjal e

h=%73 yeak em B, como

(a',d’,a") = (a'a’)a* - a*(a/a*) = a™Ia® - ala’**

_ az+]+k _ az+]+k =0

Y

para quaisquer ¢ = 1,....ny,5 = 1,...,ny e k = 1,...,n3, segue que (f,g,h) =0 e,

portanto, B é associativa. Consequentemente, A é associativa a poténcias. O
Exemplo 1.53. Toda algebra associativa é associativa a poténcias.

Exemplo 1.54. Considere a dlgebra de Jordan Dy = span{ejr, e} ¢ UJo(K). Entao
Dy nao é uma algebra associativa, mas ¢é associativa a poténcias. De fato, do Exemplo
1.8] sabemos que Dy nao é associativa. Seja agora u = aeqq + Seqs € Do, entao

2 o af) o, o[ e?8) 5[t B

u“=uou= ;o u’=uous = ;o ut=uou’ =

0 O 0 0 0 0

Logo, se n >0, por inducao em n, concluimos que

n n—1
n (o B
u =
0 0
Assim, se m,n > 0, temos
am an—lﬁ a™ am—lﬁ qntm Oén-%—m—lﬁ
un o um — o - - un-%—m'

0 0 0 0 0 0

Logo, D, ¢é associativa a poténcias.
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Exemplo 1.55. A algebra livre K{X} nao é associativa a poténcias, uma vez que se
xr e X, temos
ot = z(x(2?)) # (2%)(2?).

Exemplo 1.56. Sabemos que a algebra M, (K), com n > 1, munida do produto usual
de matrizes é uma &lgebra nao comutativa e associativa, logo M, (K) é uma algebra

associativa a poténcias que nao é de Jordan.

Vimos nos exemplos anteriores que as algebras M, N, M, e Dy sao algebras de
Jordan, de dimensao 2 e associativas a poténcias. A partir de agora nosso objetivo
nesta secao sera mostrar que toda algebra de Jordan é associativa a poténcias.

Seja A uma K-algebra comutativa. Para cada elemento a € A definimos o endo-

morfismo

R,:A—> A

xTr = Ta.

A subalgebra da dlgebra de endomorfismos do K-espago vetorial A gerada por todos os
possiveis operadores R,, onde a € A, é chamada de dlgebra de multiplicagao da algebra
A e é denotada por R(A). Se A é uma subdlgebra de uma &lgebra B, denotamos por
RB(A) a subdlgebra gerada em R(B) pelos operadores R,, onde a € A.

Seja A uma algebra de Jordan e x,y € A. Usando a comutatividade, temos

(*y)x = 2*(yz) < (ya*)z = (yx)a?,

dai, f(x1,22) = (xea?)xy — (z2x1)x? é uma identidade para A. Agora observe que

Ry (R.2(y)) = Ro(yz?®) = (ya?)z e R2(Ro(y)) = Rez(yz) = (yx)2?, dal R,(R,2(y)) =
R.2(R.(y)). Como y é arbitrario em A, temos que R, - R,2 = R,2 - R,, portanto,

[R,,R,:] =0. (1.4)

Faremos agora um processo andlogo ao de linearizacao para a identidade
f(z1,22) = (x222)x1 — (2221)2? da dlgebra de Jordan A. Tal processo consiste em
obter um polinomio multilinear que é consequéncia de f, isto é, esta no T-ideal gerado
por f.

Comegamos este processo calculando f(aj+ag,y)—f(a1,y)—f(asz,y), onde ay, as,y €
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A. Temos

flar +az,y) - f(a1,y) - f(az,y)

= ((a1 +a2)?y) (a1 + ag) — (a1 +a2)*(y(as + as))
— (aty)ay + ai(yar) - (a3y)ag + a3(yaz)

= (aly +2(a1a2)y + azy)ar + (aiy + 2(ara2)y + a3y)as
~(ai(yar) +2(a1a9)(yar) + aj(yar)) - (ai(yaz) +2(aras)(yas) + a3(yasz))
— (aty)as + ai(yar) - (a3y)ag + a3(yaz)

= (afy)ar +2((@mraz)y)ar + (azy)ar + (afy)as + 2((ara2)y)az + (a3y)as - ai(ya:)
—2(maz)(yar) - a3(yar) - af(yas) - 2(ara2)(yaz) - a3(yas) - (ajy)a

+af(yar) - (a3y)as + a3(yas),

e dessa forma,

flar +az,y) = flar,y) - flaz,y)
= (a3y)ay + (aiy)az - a3(yar) — af(yaz) + 2((araz)y)ay + 2((araz)y)as
- 2(a1a2)(ya1) - 2(a1az)(yaz).

Agora seja

g(ay, az,y) = (a3y)ar + (aiy)az — a3(yar) - ai(yas)
+2((a1a2)y)ar + 2((a1a2)y)az - 2(araz)(yar) - 2(araz)(yasz).

Entao é claro que

g(x1, 29, 23) = (333953)331 + (1’%333)@ - 33%(51731’1) - 37%(333952)

+2((x1x9)w3) 2y + 2((2122) 3) 0 — 2(T122) (T31) — 2(7122) (T372)

também é uma identidade de A. Note que g(x1,z2,x3) ainda ndo é multilinear. Assim,
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vamos calcular g(by + by, as,y) — g(b1,a2,y) — g(ba, as,y), onde by, by, as,y € A. Temos

g(by + by, ag,y) = (a5y) (by + ) + ((by +b2)?y)as — a3(y(by +b2)) — (b1 + ba)? (yas)
+2(((by + b2)az)y)(by + b2) + 2(((by + b2)az)y)as
= 2((b1 + ba)az) (y(br + b2)) = 2((b1 + b2)az) (yaz)
= (a3y)br + (a3y)ba + (b + 2b1by + 03)y)as — a3 (ybr) - a3(ybs)
— (b2 +2b1by + b2) (yag) + 2(((brag) + (bzaz))y)(by + bs)
+2(((b1az) + (b2a2))y)az = 2((braz) + (b2a2))((yaz) + (yaz))
=2((braz) + (b2a2))(yaz).

Logo,

g(b1 + bz, ag,y) = (a3y)by + (a3y)be + (bTy)az +2((brbe)y)az + (b3y)as
—a3(ybr) — a3(ybs) — bi(yaz) - 2(bibe) (yaz) - b3 (yas)
+2((braz)y)br + 2((baaz)y)by + 2((b1az)y)bz + 2((baaz)y)bs
+2((braz)y)az + 2((baaz)y)as — 2(bias) (yb1) - 2(b2az) (yb1)
= 2(b1a2)(yba) = 2(b2a2) (ybs) - 2(b1az)(yaz) - 2(baaz2)(yas.

Além disso,

—g(b1, az,y) = —(azy)by - (biy)as + a3 (ybr) + b7 (yas)
= 2((b1az)y)br = 2((braz)y)az + 2(braz) (yb1) + 2(braz) (yaz),

-g(bg,a2,y) = —(a%y)bg - (bgy)ag + a%(be) + bg(y%)
= 2((b2a2)y)ba = 2((b2az)y)as + 2(baaz) (yb2) + 2(b2a2) (yas).

Portanto,

g(by + b2, a2,y) — g(b1,a2,y) — g(b2, a2,y)
= 2[((b1b2)y)az + ((b2a2)y)br + ((braz)y)ba = (b1b2)(yas) — (baaz)(yby) — (braz)(yb2)]

Dessa forma, temos que

h(x1, 9,23, 24) = ((x129)x4) 23 + ((X223)T4) 71 + ((T123)74) 20

= (z172) (v473) = (2273) (w471) = (2173) (T472)
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¢ um polinomio multilinear que é uma identidade da algebra de Jordan A. Portanto,

dados x,y,t,z € A, e usando a comutatividade, temos

((zy)2)t + ((2t)2)y + 2((yt)2) = (zy) (21) + (22)(yt) + (x)(y=). (1.5)

Agora notamos que no lado direito de (1.5)) todas as varidveis aparecem simetricamente
e, portanto, o lado esquerdo nao deve depender das posicoes das varidveis x e z. Assim,

usando comutatividade, obtemos as igualdades

(zy)(2t) + (22)(yt) + (21)(y2) = (2y) (2t) + (z2)(yt) + (21) (y)
= ((zp)2)t + ((2)2)y + z((yt))
= (@(y2))t + (x(2t))y + (x(yt))z. (1.6)

Dessa forma, de e obtemos ainda a identidade
((zy)2)t + ((21)2)y + x((yt)z) = (2(y2))t + (2(yt))z + (2(2t))y
que é equivalente a relacao dos operadores
RyR.Bi+ RiR. Ry + Ry = RyRy + R, Ry + Ry R (1.7)

Proposicao 1.57. Se a subdlgebra A de uma dlgebra de Jordan B € gerada pelo
conjunto Aoy, entdo a dlgebra RB(A) € gerada pelo conjunto de operadores

{Ra, Ry | a,b e Ag}.
Demonstracao. Como a algebra A é gerada por Ag, entao, pela Proposicao [1.38] todo

elemento de A é do tipo f = ¥,.0auvi(as, ..., a,), com ay,...,a, € Ag. Assim, a algebra
RB(A) é gerada por operadores da forma Ry, onde v = v(xy,...,x,) é algum monémio
nao associativo e v = v(ay, . .., a,) com a; € Ag, para todo i > 0. Basta mostrar que, para

qualquer monémio v, o operador Ry estd na subdlgebra R(B)’ de R(B) gerada pelo
conjunto {R,, Ra | a,b € Ag}. Faremos uma indugao sobre o comprimento do monémio
v. Se d(v) <2, entdo é 6bvio Rz € R(B)’. Se d(v) > 3, entao, pela comutatividade de
A, podemos supor que v = (v1vg)vs, onde 0 vy, v, v3 $80 mondémios de comprimento
menor que d(v). Por (1.7), temos

Rﬁ = —Rgl R53 R@Z - REQ R@S R@l + R51 R@2§3 + R52 Rﬂlﬁs + RES R@1EQ-

Pela hipétese de inducao Ry, Ry, € R(B)' e, portanto, Ry € R(B)’. Isso mostra que
R(B)' = RB(A), o que prova a proposicao. ]
Definicao 1.58. Uma subalgebra A de uma algebra de Jordan B é chamada fortemente

associativa se, para quaisquer elementos a,a’ € A e b e B, vale a igualdade (a,b,a’) = 0.
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Seja A uma subalgebra de uma algebra de Jordan B, note que
(a,b,a") = (ab)a’ —a(ba') = (ba)a’ — (ba")a = Ry (Ra(D)) — Ra(Rar (b))

para todos a,a’ € A e b € B. Assim, temos a relacao (a,b,a’) = [Rq4, Ra](b), 0 que
implica que a condicao de associatividade forte para uma subalgebra A de uma algebra

de Jordan B é equivalente a comutatividade da algebra RP(A).

Teorema 1.59. Toda subdlgebra gerada por um unico elemento de uma dlgebra de

Jordan € fortemente associativa.

Demonstracdao. Seja A uma subalgebra da algebra de Jordan B, onde A é gerada pelo
elemento a. Entdo, pela Proposicao [L.57, a dlgebra RP(A) é gerada pelos elementos
R, e R,2, que comutam por . Como RB(A) é associativa e R, e R,2 comutam
nao ¢é dificil ver que, como espago vetorial, RP(A) é gerada pelos elementos da forma
Ré,R{LQ, onde i,j € N. Logo, sejam 7 = ¥, ; al-ijlRiQ es=Yy BuRkR, em RE(A),

onde «;;, B € K e os somatdérios sao finitos, usando a comutatividade de R, e R,

temos
[r,s] = (Z @inszi2) (Z BklRl;Rfﬂ) - (Z 5klR’;Rfl2) (Z Oéz'ijzRiz)
i,J k,l k,l 2%
= > afuRLR,RER — Y Buoy;RERL,RLR,
i7j7k7l i7j7k7l
4k pl+ i+l
= > BRI R - Y By REVRY
irjoke,l irjokesl
=0.
Consequentemente, a dlgebra RB(A) é comutativa. Isso prova o teorema. ]

Corolario 1.60. Toda /flgebm de Jordan é associativa a poténcias.

Demonstracao. Seja A uma subdlgebra da algebra de Jordan B, onde A é gerada por
um tnico elemento. Como vimos no teorema anterior, A é fortemente associativa, logo
(a,b,a’) = 0 para todos a,a’ € A e b € B. Portanto, é claro que (a,a”,a’) = 0 para

quaisquer a,a’,a" € A. n



Capitulo 2

Modulos, Representacoes,

Codimensoes e Cocaracteres

Neste capitulo, veremos os resultados da teoria de mddulos e representagoes de
grupos, que serao utilizados nos principais resultados do Capitulo 3. Abordaremos
a relacao biunivoca entre essas representacoes e os modulos sobre algebras de grupo,
com foco no grupo de permutacoes S, onde, para isso, usaremos a teoria de Young
de representagoes de S,. Além disso, definiremos o caracter de uma representagao,
bem como a sequéncia de codimensoes e a sequéncia de cocaracteres de uma algebra.
Neste capitulo, a menos que haja mencao contraria, A serd uma &algebra associativa

com unidade.

2.1 Modulos e Representacoes de Grupos

Definicao 2.1. Considere uma K-algebra A associativa com unidade, um K-espaco

vetorial V' e o produto

CAXV 5V
(a,v) > a-v

satisfazendo

1) (ar+a)-v=(a;-v)+ (az-v)

2) a-(vi+vs) = (a-v1) + (a-v2)

3) (\a)-v=a-(\)=A(a-v)

1) ay - (az-v) = (a1a) v

5) 1a-v=10

30
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para quaisquer a,ai,as € A, v,v1,v5 € V e A € K. Munido desse produto, dizemos que

V é um A-mdodulo ou um modulo sobre A.

Exemplo 2.2. Como A é uma &algebra associativa e com unidade, entao A é um A-

modulo, cujo produto é a sua multiplicacao.

Sendo V' um espago vetorial sobre um corpo K, denotamos por GL(V') o grupo de

transformacoes lineares bijetivas de V em V.

Exemplo 2.3. Sejam G um grupo, V um K-espaco vetorial e ¢ : G - GL(V') um
homomorfismo de grupos, onde ¢(g) = ¢,. Considere o produto - : K[G] xV - V
definido por

(Z Agg,v) - (Z Ag‘q) w= ) Agdy(v).

geG geG ge@G
Do fato de ¢ ser um homomorfismo de grupos, pode-se notar que V', munido desse
produto, é um moédulo sobre a algebra de grupo K[G]. Também podemos dizer que V'

é simplesmente um G-modulo.
Definigao 2.4. Sejam A uma algebra e V um méddulo sobre A,

1. um submoédulo (ou A-submédulo) W de V' é definido como sendo um subespago

vetorial W de V tal que a-v e W para quaisquer a € A e v e W;

2. se V' é nao nulo e os unicos submédulos de V' sao {0} e V, dizemos que V' é um

modulo irredutivel.

Exemplo 2.5. Sejam A uma &algebra. Ao considerarmos A como um A-médulo, pela
definicao, segue-se que os submddulos de A s@ao exatamente os ideais a esquerda da

algebra A.

Exemplo 2.6. Sejam V um A-médulo e v € V. Entao o conjunto
A-v={a-v|aeA}

¢ um submodulo de V.

Exemplo 2.7. Se V; e V5 sao submédulos do A-mdédulo V', entao Vi n'Vs, é submdédulo
dos A-médulos V', V; e V5.

Exemplo 2.8. Considere a algebra de grupo K[S,, ], o subespago vetorial P, de K{X},

dos polindmios multilineares nas variaveis 1, ..., x,, € o produto

= K[S,]x P, > P,
(avf)Ha'fa
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onde a € KI[S,] e f € P,  Este produto é a aplicagao bilinear tal que
a- f(xr,...,20) = f(Ta@)s-- - Ta(n)), Para quaisquer a € S, e f(x1,...,2,) em Py,
ou seja, é a aplicacao bilinear induzida pela acao de « nos indices das varidveis de
f. Munido desse produto, P, é um S,-moédulo. Ademais, se A é uma K-algebra e
ge P,nId(A), como a-ge P,nId(A), para todo a € S,,, segue-se que P, n Id(A) é

um submédulo de P,.

Definicao 2.9. Sendo V um A-médulo e W um submddulo de V', o espago quociente
V /W é um A-médulo munido do produto definido por a-(v+ W) =av+ W, paraac A
ev+ W eV/W. Chamamos V /W de mddulo quociente de V' por W.

Exemplo 2.10. Do Exemplo [2.8] segue-se que

by
P,nId(A)

é um S,-moédulo quociente.

Definicao 2.11. Um homomorfismo de A-médulos V;, V5 é uma transformagao linear
® : V) - Vs tal que, para quaisquer a € A e x € Vi, tem-se ®(a-x) = a-P(z). Um

isomorfismo de A-mddulos é um homomorfismo bijetivo.

Observacao 2.12. Seja @ : V; —» V5 um homomorfismo de A-mdédulos, entao
1. ker ® é submodulo de V; e Im ® é submaddulo de V5,
2. se ® ¢é bijetivo e V] é irredutivel, entao V5 também é irredutivel.

Agora iremos apresentar alguns conceitos e resultados acerca de representacoes de

grupos. De agora em diante, GG sera sempre um grupo finito.

Definicao 2.13. Definimos uma representacao de um grupo GG em um espaco vetorial

V' de dimensao finita como sendo um homomorfismo de grupos

¢:G - GL(V)
g+ &(g) = ¢,

Exemplo 2.14. Considere um espago vetorial de dimensao finita V', entao

¢:G - GL(V)
g+ ¢(g) =Idy.

é uma representacao de G em V.
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Exemplo 2.15. Considere o grupo das permutacoes de 3 elementos

Sy ={(1),(12),(13),(23),(123), (132)}.

Podemos escrevé-lo em termos de seus geradores o = (123) e 5 = (12) e suas relagoes:
S3=(a, 8]’ = (1) = %, Ba = a?p).

Para definirmos uma representacao, basta definirmos nos geradores e verificarmos

que as relagoes do grupo sao preservadas na imagem dos geradores.

271

Tomemos V' =C? e seja w=¢€73 = cos (%”) + isen(%’r) e C. Escreva

U(a):(l(;) ;) o U(ﬂ):(; “’).

[U@) = [V - (; f)

0[O B OO [ |

Portanto, a aplicacao U : S5 - GL(V), onde dimg V' é igual a 2, determinada por

Claramente,

e note que

U(a) e U(B) é uma representacao de Ss.

Exemplo 2.16. Sejam ¢ : G - GL(V') uma representagao de G em V' e H um subgrupo
de G. Observe que a restri¢ao de ¢ a H, ou seja, ¢|y : H - GL(V') é uma representagao
de H em V.

Definigao 2.17. Seja ¢ : G - GL(V') uma representacao. Dizemos que um subespago
W de V é ¢-invariante se ¢4(W') ¢ W para todo g € G. Se nao existe um subespago
W nao trivial de V', isto é {0y} ¢ W ¢ V, que é ¢-invariante, entdo ¢ serd chamada
de representacao irredutivel. Se existe W satisfazendo tais condicoes, dizemos que ¢ é

redutivel.

Seja V' um espagco vetorial ndo nulo. Uma vez que os subespagos triviais, {0} e V|
de V sao ¢-invariantes, entao ¢ é irredutivel se, e somente se, os tnicos subespacos
¢-invariantes sao os triviais.

Agora considere um subespaco W de V' que seja ¢-invariante e g € G. Logo, temos
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¢qs(W) c W e podemos definir,

Gglw = W =W
w e gg(w).

Como ¢ 1 (W) = ¢g1 (W) € W, segue que ¢g(¢;'(W)) € ¢g(W), e, portanto, W ¢
¢g(W). Com isso, temos a igualdade ¢,(1W) = W, donde concluimos que ¢,lw €

GL(W). Assim, podemos enunciar a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.18. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita, ¢ : G - GL(V') uma
representacao e W um subespaco ¢-invariante de V. A restricao de ¢ a W é definida

como sendo a representagao

dlw : G - GL(W)
g dlw(g) = gglw.

Nestas condigoes, ¢|y é chamada de sub-representagao de G.

Como vimos no Exemplo [2.3] toda representagao de um grupo G estd associada a
um K[G]-médulo V. Se W é um subespago ¢-invariante de V', teremos que ¢,(w) =
g-w € W para quaisquer g € G e w € W. Como G gera a élgebra K[G], temos a-w € W,
para qualquer o € K[G]. Com isso, W é um submédulo de V.

Vamos considerar agora a construgao inversa e obter uma representagao a partir de
um G-moédulo. Dado um G-médulo qualquer V' de dimensao finita, para cada g € G,
defina

Gg: V>V

v py(v)=g-v.
Seja 1 a unidade de G, para todo v € V', temos
¢g*1(¢g(v)) = ¢g*1(9 : U) = 9_1 : (g : U) = (g‘lg) cv=1-v=u,

donde concluimos que ¢g-1 o ¢, = Idy. Analogamente, temos ¢4 0 ¢g-1 = Idy e segue

que ¢, € GL(V). Além disso, para quaisquer g, g2 € G, tem-se

Pgrga(V) = (9192) - v = g1+ (920) = g1+ (Dg, (V) = @y, (D, (v)),
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logo, a aplicagao

¢:G - GL(V)
g = ¢(g) = (bg?

¢ um homomorfismo de grupos e, portanto, uma representacao de G em V. Considere
agora um submédulo W de V. Uma vez que g-w € W, segue que ¢ (w) € W para
quaisquer g € G e w e W e, portanto, W é um subespago ¢-invariante de V.

Assim sendo, ha wuma correspondéncia biunivoca entre as estruturas de
K[G]-médulos em V' e as representagoes de G em V. Com isso, podemos dizer, por
exemplo, que os conceitos de submddulos e subespacos invariantes sao equivalentes e

os conceitos de moédulo irredutivel e representacao irredutivel sao equivalentes.

2.2 S,-Modulos

Nesta secao, iremos discutir algumas propriedades dos S,-moédulos. Vale ressaltar
que, como vimos na secao anterior, tais modulos estao relacionados de forma biunivoca
com as representagoes do grupo de permutagoes S,,.

Nesta secao, K serd um corpo de caracteristica zero, a menos que haja menc¢ao

contraria.

Definigao 2.19. Uma particao de um niimero n € N é uma r-upla de nimeros naturais

(n1,ne9,...,n,), satisfazendo

Ny 2ng2-2N, € MNi+ng+--+n,=n.

A notagao (ny,ns,...,n,) +n indica que (n1,ns,...,n,) é uma particdo de n.

O conjunto das partigoes de n € N, denotado por Par(n), é ordenado lexicografi-
camente da seguinte forma: se o = (n1,n9,...,n,.) e 5= (my,mo,...,m;) sdo partigoes
de n, entdo a > 3 se ng > my para k =min{i € N | n; #m;}.

Para uma partigao o = (ny,na,...,n,) Fn associamos um conjunto D, de n pares

ordenados, o qual chamamos de Diagrama de Young, dado por
D,={(1,7) e NxN|1<i<r 1<j<n}.

O diagrama de Young D,, é representado por n quadrados correspondentes aos n pares
ordenados. Tais quadrados estao dispostos em r linhas horizontais tais que a i-ésima

linha possui n; quadrados.
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Exemplo 2.20. Sendo « = (2,2,1) + 5, o diagrama de Young da particao o é dado

por

D, =

Dado o diagrama D, de uma particao a de n, podemos construir tabelas distri-
buindo os nimeros do conjunto I,, = {1,2,...,n} nos quadrados de D,, de modo que em
cada quadrado apareca um numero e quadrados distintos tenham nimeros distintos.
Tais tabelas sao chamadas tabelas de Young e cada niimero desta tabela corresponde a
uma entrada da tabela. Considere a = (2,2,1) + 5, como no Exemplo , entao uma

tabela de Young do diagrama D, (ou da partigao a) é

211
T=1314
5)
Definigao 2.21. Dada uma particdo o = (nq,ns,...,n,) de n, uma tabela de Young

T da particao a é standard quando satisfaz as seguintes propriedades:
1. T(i,j)<T(i,j+1), paral<i<rel<j<ny

2. T(i,7) <T(i+1,j) para 1 < j<my e 1<i<m;, onde m; é o nimero de quadrados

da j-ésima coluna de D,.

Com a defini¢ao anterior, uma tabela de Young standard de D, do Exemplo é

T=3]4 (2.1)

Se T' é uma tabela de Young, definimos o grupo Ry de permutagoes de linhas
de T' como sendo o subgrupo de 5,, de permutacoes que estabilizam os subconjuntos
de I, preenchidos nas linhas de 7. Da mesma forma, nés definimos o subgrupo Cr
de permutagoes de colunas de T' como sendo o subgrupo de S, de permutacoes que
estabilizam as colunas de 7. Por exemplo, em (2.1), temos que (1),(12) € Ry e
(1), (153) € Cr.

Se T' é uma tabela de Young e o € S,,, entao o7 é a tabela obtida de T" aplicando

o as suas entradas. Com isso, notamos que o7 é também uma tabela de Young.
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Para cada tabela de Young 7' de uma particao a de n € N, associaremos elementos

da algebra de grupo K[S,] como segue:

St = Z o, Ar-= Z (sgT)r e Er=ArSr= Z Z (sg 7)70, (2.2)

oeRy reCr reCr oeRp
onde sg 7 é o sinal da permutagao 7. Note que St #0 e Ay #0 em K[S,]. Além disso,
observe que Ry nCr = (1), pois um elemento comum a esses subgrupos estabiliza cada
linha e cada coluna e, portanto, fixa todos os elementos em {1,2,...,n}. Segue-se
agora que se 01,02 € Ry e 11,79 € Cp, entao 101 = 7a09 implica 907! = 7511 = (1) e,
portanto, o1 = 09 e 7 = 7. Logo, os produtos 7o que aparecem em FEr sao distintos e,

assim, Fr # 0.

Observacao 2.22. Seja T uma tabela de Young de uma particao de n € N, para quaisquer

p,T € S,, nota-se que
a) Ryr=pRrp™;
b) Cyr = pCrp!;

c) sg prpt=sgT.

Pela observagao anterior, segue que S,p = pSpp~t, A,r = pArp™t e Eyp = pEppL.
Além disso, se 0 € Ry e 7 € Cp, entdo, de (2.2)), temos

oSr=8Sr=Sr0 e TAp=(sgT)Ar=ArT. (2.3)

Lema 2.23. Sejam « e [ particoes de n tais que o > [ e sejam Ty e Ty tabelas de
Young associadas, respectivamente a « e 5. Suponha que dois nimeros que aparecem
na mesma linha em Ty nao estejam na mesma coluna de Ty. Entdo o = [ e existem

oceRp eTeCp tais que Ty = o711} .

Demonstracao. Como « > 3, o nimero de entradas na primeira linha de 7T} é maior
ou igual ao nimero de entradas na primeira linha de 75. Suponha que seja maior,
entao como o nimero de colunas de 75 é o nimero de entradas na primeira linha de 75,
duas entradas da primeira linha de 77 ocorrem na mesma coluna em 75, contrariando a
hipotese. Portanto, ambos os diagramas tém o mesmo niimero de entradas na primeira
linha. Além disso, existe uma permutacao de coluna 7| de 73 tal que a primeira linha
de 7{7T5 tem as mesmas entradas que a primeira linha de 7. A seguir, notamos que
as entradas na segunda linha de 7} ocorrem em colunas distintas de 7{75 e em linhas
apés a primeira. Segue-se que T e 7775 (e, portanto, 77 e T3) tém o mesmo numero
de entradas na segunda linha e uma permutagdo de coluna 75 de 775 (e de T3) faz

com que as entradas da segunda linha de 757{7T, sejam iguais as entradas da segunda
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linha de 77. Continuando desta forma, vemos que 5 = a e existe um 7/ € C'p, tal que
as entradas de cada linha de 7'7; e de T sao iguais. Portanto, existe o € Ry, tal que
oTy =1'Ty. Agora, 7' € Cp, = Crip, = Cop, = 0Cp 07t Portanto 7/ = o7~ lo™!, 771 e Cp,

e ot o~ Ty = 0Ty. Entao Ty = o77]. O

Agora considere «, § partigoes de n tais que a > . Entao o Lema [2.23| implica que

existem i,j € I,,, i # j, em uma linha de 7, e em uma coluna de T. Se 7 = (i) entdo
7€ Ry,, Cr,. Entao, por (2.3), 7St, = St, = S, m e mAq, = A, = Ap,m. Assim,

STQATB = (STQW)ATB = STa (WATﬁ) = _STQATB
ATgsTa = ATB (’/TSTQ) = (ATB’/T)STa = _AT/;STQ-

Portanto, S, Ar, = 0= Az, Sr,. Se pe S, entdo Syr, = pS,p~* e como Syr, Ar, =

0= ATﬂ Syr,, temos STap‘lATﬂ =0e ATﬁpSTa = 0. Sendo assim,
STQK[Sn]ATB =0= AT@K[Sn]STa; se o > ﬁ (24)

Lema 2.24. Seja T uma tabela de Young associada a uma particao de n. Um elemento
a € K[S,] satisfaz a igualdade Tao = (sg T)a para todo o € Ry e 7 € Cr se, e somente
se, a=kbEr, ke K.

Demonstracao. Sejam o € Ry e 7 € Cp, temos Eroc = ApSro = ArSr = Er
e TEp = TArSy = (sg 7)ArSr = (sg 7)Er. Portanto, qualquer kEr, com k € K,
satisfaz a igualdade 7(kEr)o = (sg 7)kEr. Agora, seja a = ¥ 5, k,p, satisfazendo as

condicoes dadas. Entao
k,=(sg T)kspo (2.5)

para 0 € Ry e 7 € Cp. Em particular, k;, = k@1)sg 7, entao se pudermos mostrar
que k, = 0, quando p nao for da forma 7o, 7 € Cr, 0 € Ry, teremos que a = k) Er
por (2.2). Portanto, suponha p # 70 para 7 € Cr, 0 € Ry, logo p~' # o7, 0 € Ry,
7€ Cp. Assim, p~'T # 07T e 0 Lema implica que existe uma transposicao 7 € Ry,
€ Cpip = ptCpp. Logo, m = p~'7’p, onde 7’ é uma transposicdo contida em Ci.
Dessa forma, p = 7'pm e kpypn = ky = —Kqrpr poOI . Dai, k, = 0 e a prova esta

completa. O

Agora seja x € K[S,] e considere o elemento ErxEr = ApSrxArSr. Por (2.3)),
temos TErxFEro = (sg 7)ErxEr para 0 € Ry e 7 € Cp. Portanto, pelo Lema [2.24]
temos EpaxEr = kEr, com k € K. Em particular, E2 = vEp, v € K. Mostremos que
v # 0. Para isso, consideramos a aplicacdo = — Erx de K[S,] em K[S,]. Se v =0,

entdao EZ = 0 e a aplicacdo = ~ Erz é nilpotente e, portanto, possui traco 0. Por
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outro lado, dado p € S,, se olharmos para a matriz de x — px relativa a base, vemos
que o trago desta aplicagao é 0 se p # (1) e é n! se p=(1). Como mostra que o
coeficiente de (1) na expressao para Er é 1, o trago de z —» Erx é n! (o que é possivel
para qualquer n > 1, uma vez que estamos supondo que a caracteristica do corpo K ¢é
Z€r0).

Agora, definimos ey =y~'E7. Entao
¢t = (v 'Er)(v ' Br) =y B} =y *yEr = er 0, (2.6)
logo er é um elemento idempotente de K[S,]. Além disso, pelo Lema m,

GTK[SR]GT = KGT. (27)

Proposigao 2.25. Sejam o e (8 particoes distintas de n, entdo er, K[S,]er, = 0.

Demonstragio. Se o« > 3, por (2.4), temos St (Ar, K[S,]Sr,)Ar, = 0, logo,
er, K[Snler, = 0. Se a < f, entdao por (2.4), temos Ag, K[S,]Sr, = 0, assim
St (Ar, K[S,]S1,)Ar, = 0 e, portanto, er, K[Sy]er, = 0. O

Seja ¢ : G - GL(V') uma representagao de G em V, pode-se notar que End eV
é uma K-algebra, onde sua multiplicacao é dada pela composicao de endormorfismos

em EndgaV.

Lema 2.26 (Lema de Schur). Se M ¢é um mddulo irredutivel, entio a dlgebra de

endomorfismos End M € uma dlgebra com divisao.

Demonstracao. Seja f um endomorfismo de M. Temos que ker f e Im f sao submddulos
de M, entao a irredutibilidade de M implica que ker f = M ou 0 e Im f = M ou 0.
Se f #0, entao ker f # M e Im f # 0. Assim, ker f =0 e Im f = M, logo, f é um

automorfismo. Portanto, f~' € End M e esta dlgebra é uma &lgebra com divisao. [

Dados dois A-médulos M e N, podemos obter um novo A-médulo, considerando o
conjunto
MeN={(m,n)|meMeneN}

definindo as seguintes operagoes

(m1,n1) + (M2, n2) = (Mmq + ma,ny +n2),

a(my,ny) = (amy,any),

para quaisquer « € A, para todo (mq,n1),(me,ny) € M & N. Este médulo é chamado
de soma direta de M e N.
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Teorema 2.27 (Teorema de Maschke). Toda representacio ¢ de um grupo G em um

K-espago vetorial V' tal que a caracteristica de K ndo divide |G| € irredutivel.

Demonstracao. Seja U um subespacgo ¢-invariante de V' e escreva V = U & Uy, onde U,
é um segundo subespago (ndo necessariamente invariante). Seja py a projegao em U
determinada por esta decomposi¢ao. Vamos agora construir, por meio de um processo

de média uma projecao em U que comuta com cada ¢4, g € G. Considere

Z ¢ pOng

p=
|G| geG

Como a caracteristica de K nao divide |G|, entao |G|™! existe em K e p esta bem

definida. Se ¢’ € GG, entao

¢;’1p¢g’ |G| ZC:;¢ 1¢ p0¢g¢g
ge
|G| ggcg¢gg'p0¢gg
|G| zé;¢ pO(bg
=p.

Portanto, ¢, p = ppy para g’ € G. Evidentemente, p € EndgV. Sey € U, entdo po(y) =y
e como ¢,4(y) € U, pois U é ¢g-invariante, podyy = dgy. Assim, ¢, pody(y) =y e

1
p(y) = |G| > 6, Pty (y) = |GlIGIyzy.

geG

Se v €V, entdao po(x) € U e ¢, pogy(x) € U, portanto p(x) € U. As duas condigoes
em p € EndgV, p(y) =y para y € U e p(x) € U para x € V, implicam que p é uma
projegao em U. Entao V =U @ U’ onde U’ = (1 -p)V e como p comuta com cada ¢,

U’ é ¢-invariante. O

Teorema 2.28. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que sua caracteristica
ndo divide |G|. Considere ¢ : G - GL(V') uma representacao de G em V. Entao ¢ €

irredutivel se, e somente se, Endgig)V € uma dlgebra com divisao.

Demonstragao. Se ¢ é irredutivel, entao EndggV € uma élgebra com divisao pelo
Lema [2.26l Agora, suponha que ¢ seja redutivel, entdo temos um subespago ¢-
invariante U # V,0. Pelo Teorema [2.27] existe uma projecao p em U que comuta
com cada ¢4. Entao p ¢ um idempotente diferente de 0 e 1 em Endg(o)V e EndgeV
nao ¢ uma algebra com divisao. Assim, se Endg(g)V ¢ uma dlgebra com divisao, entao
¢ ¢ irredutivel. O]
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Se T é uma tabela de Young associada a uma particao de n € N, pelo Exemplo [2.6
temos que
MT = K[Sn] e = {Oé€T | Q€ K[Sn]},

é um S,,-mddulo.
Mostraremos agora que M é um S,,-médulo irredutivel. Considere a transformacao

linear

(I)kZMT%MT

x - kx
onde ke K. Se ae K[S,] e x € My, tem-se
Op(a-x)=k(a-x)=a-(kx)=a- Dp(x),

portanto, ®, é um homomorfismo de K[S,]-mddulos, logo, & € Endks,Mr, para
todo k € K. Agora seja ® € Endgs,Mr e o € K[S,] tais que ®(er) = aep. Por (2.6)

e (2.7), temos

O(er) = P(erer) = er®(er) = eraer = ker

para algum k € K, logo para todo x = ver € My, v € K[S,], temos
O(x) = ®(ver) =v®(er) = y(ker) = kyer = kz,

assim, ® = ®;. Com isso, concluimos que Endgs,Mr = {®), | k € K}. Consequente-
mente, Endgg,|Mr ¢ isomorfo ao corpo K e, portanto, ¢ uma élgebra com divisao.
Como assumimos, no inicio desta secao, que a caracteristica de K é 0, entao, pelo
Teorema , segue que a representagao ¢ : .S, > GL(Mr) em K é irredutivel. Como
vimos na secao anterior, uma representacao irredutivel esta associada a um modulo

irredutivel, logo segue que M é um S,-moédulo irredutivel.

Proposigao 2.29. Sejam aq,ay particoes de n e Ty, Ty tabelas de Young das parti¢oes
a1, ag, respectivamente, entao My, e My, sao S,-mddulos isomorfos se, e somente se,

a1 = Q9.

Demonstracao. Seja ay # ap. Pela Proposigao [2.25] segue-se que eq,ver, = 0, para todo
v € K[S,]. Sejam 0 : My, — My, um homomorfismo de S,-médulos e v, € K[S,]

satisfazendo 0(er,) = 1€, entdo temos
Q(GTI) = 9(6T16T1) = 6T18(€T1) =enmer, = 0.

Logo, todo homomorfismo entre esses médulos é o homomorfismo nulo, o que implica
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que My, e Mp, ndao sao modulos isomorfos.

Reciprocamente, suponha que a1 = as. Logo, existe o € .5, tal que
T1 = O'Tg.
Da Observagao [2.22, podemos concluir que ey, = aceq,o~! para algum a € K —{0}. Isso
implica que My, = Mp,07! e, portanto, My, e My, sao S,-mbédulos isomorfos. O

Com isso, designaremos como M, o K[S,]-mddulo irredutivel, a menos de isomor-

fismo, associado a particao a de n.

Definigao 2.30. O gancho (7,j) em um diagrama de Young A, compreende os qua-
drados que se encontram a direita e abaixo do quadrado (7, 7), incluindo este quadrado

em questao.
Teorema 2.31. Se « é uma particao de n € N, entdo

1. a dimensdao do S,-mddulo irredutivel M, € igual ao numero de tabelas standard

da particao .

2. (Férmula do Gancho) o nimero de tabelas standard de «, denotado por S(a), €

dado pela sequinte formula

n!
S(@) = =—————,
( ) H(i,j)eDa hij

onde h;; denota o nimero de quadrados do gancho (i,7).

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [3], Capitulos 4 e 5. O

2.3 Sequéncia de Codimensoes e Sequéncia Coca-

racteres

Como vimos no Exemplo [2.10] se A é uma algebra, entao

A
Py 1d(A)

pode ser visto como um S,-moédulo. Nesta se¢ao, apresentaremos alguns conceitos

relacionados a tal médulo, que, a partir de agora o denotaremos por P, (A).

Definigao 2.32. Sendo A uma algebra, a n-ésima codimensao de A, denotada por

cn(A), é definida como sendo a dimensao, enquanto espago vetorial, de P,(A), isto é,

P,

Cn(A) = dlmK Pn(A) = dlmK m
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Além disso, a sequéncia de codimensdes de A é a sequéncia (¢,(A))ns1-

A partir de agora, nesta secao, consideraremos que K é um corpo de caracteristica
zZero.

Como vimos na Secao [2.1], uma representacao de um grupo finito G é um homo-
morfismo de grupos ¢ : G - GL(V'), onde V' é um espago vetorial de dimensao finita.
Fixada uma base de V', podemos entao considerar a matriz da transformagao linear

#(g), para todo g € G, que representaremos por [¢(g)].

Definigao 2.33. Sendo ¢ : G - GL(V) uma representacao de um grupo finito G
em um espago vetorial de dimensao finita V', definimos o caracter de ¢ como sendo a

aplicacao

xX:G—-K
g+ Tr([o(9)]),

onde Tr é a aplicacao trago. Se y é a aplicagao nula, escrevemos y = 0.

Exemplo 2.34. Se 1 é a unidade do grupo G, entdo ¢(1) é a identidade em V', assim,

se dimV =n, entao x(1) =n.

Definicao 2.35. O caracter de um K[G]-mddulo é o caracter da representagao asso-

clada a esse mddulo.

Exemplo 2.36. Se V é o K[G]-mdédulo nulo, entdo o caracter de V' é zero. Com efeito,
seja ¢ a representacao de G associada ao K[G]-médulo V', entao ¢(g) é a transformagao
nula, para todo g € G. Logo, Tr([¢(g)]) = 0, para todo g € G. Portanto, o caracter de

V ¢ a aplicacao nula.

Proposicao 2.37. Sejam ¢1: G - GL(V1) e ¢o: G - GL(V,) representagoes de G e
X1, X2 seus respectivos caracteres. Entao o caracter x da soma direta Vi @ Vs € igual a

X1t Xa-

Demonstragao. Sejam g € G e [¢1(g)], [¢2(g)] as formas matriciais de ¢1(g) e ¢2(9g),
respectivamente. Se ¢ ¢é a representacao de G em V) @ V5, entao tomando uma base
de V; @ V, formada pela uniao da base fixada em Vi com a base fixada em V5, a forma

matricial da transformacao linear ¢(g), onde g € G, é dada por

0 [¢a(9)]

Logo, Tr([¢(9)]) = Tr([¢1(9)]) + Tr([¢2(9)]), isto & x(g) = x1(g) + x2(g), para todo
g € G e segue o resultado. O



44

Mais detalhes sobre a construcao da soma direta de duas representacoes podem ser

encontrados em [I8], Capitulo 1.

Definigao 2.38. Sejam ¢; : G - GL(V}) e ¢ : G - GL(V3) representagoes do grupo
G. Dizemos que ¢1 e ¢y sao representagoes isomorfas se existe um isomorfismo linear
T:V, - V; tal que

Top1(g) = ga(g) o T,

para todo g € G, onde, neste caso, o denota a composicao de transformacoes lineares.

Nota-se, da definigdo anterior, que dizer que ¢, : G > GL(V}) e ¢ : G > GL(1%)

sao representacoes isomorfas de GG equivale a dizer que V; e V5 sao mddulos isomorfos.

Proposigao 2.39. Sejam ¢1: G > GL(V}) e ¢ : G > GL(V3) representagoes isomorfas

de G. Entao x1 = x2, onde X1 € X2 SGo 0s caracteres de ¢y e ¢, respectivamente.

Demonstragao. Seja T : Vi - V5, um isomorfismo de K[G]-mddulos, entao
T o ¢1(g) = ¢2(g) o T e, portanto, ¢1(g) =T o da(g) o T. Assim, se [¢1(g)], [T7'],
[02(g)] e [T'] sdo formas matriciais de ¢1(g), T7!, ¢2(g) e T, respectivamente, temos
Tr([¢1(9)]) = Te([T1][¢2(9)][T]) e, como o trago nao depende da ordem do produto,
segue que

Te([01(9)]) = Te([T)[T1[62(9)]) = Te([d2(9)]).

Portanto, x1(g) = x2(g). Como essa igualdade é valida para todo g € G, segue que
X1 = X2 O

Observagao 2.40. Considere K um corpo de caracteristica zero. Dada uma particao «
de n € N, como vimos na Proposicao para quaisquer duas tabelas de Young T}
e T, da particao «, temos que os S,-mddulos Mp, e My, sao isomorfos. Logo, pela
proposicao anterior, os caracteres de My, e My, coincidem. Com isso, denotaremos
por X, o caracter do S,-médulo M, onde M, é o K[S,]-mddulo irredutivel, a menos

de isomorfismo, associado a parti¢ao a.

Definigao 2.41. Se A é uma &lgebra e n € N, denotamos por x,(A) o caracter do

Sp-médulo P,(A). Além disso, a sequéncia

(Xn(A))nz1 = (X1(A), x2(A), - xn(A), )

¢ chamada de sequéncia de cocaracteres de A.



Capitulo 3

Classificacao e Identidades
Polinomiais de Algebras de Jordan

Bidimensionais

Neste capitulo, iremos classificar as algebras bidimensionais de Jordan sobre um
corpo arbitrario K de caracteristica diferente de 2. Além disso, quando K é um corpo
infinito de caracteristica diferente de 2, iremos descrever os T-ideais gerados pelas
identidades dessas algebras, bem como as sequéncias de codimensoes correspondentes

e também, as suas sequéncias de cocaracteres, caso a caracteristica de K seja zero.

3.1 As Algebras Bidimensionais Comutativas Asso-

ciativas a Poténcias

Nesta segao, descreveremos as algebras bidimensionais comutativas associativas a
poténcias sobre um corpo arbitrario K de caracteristica diferente de 2. Como con-
sequéncia, obteremos uma classificacao das algebras de Jordan bidimensionais sobre K
e provamos que, a menos de isomorfismo, existe uma unica algebra de Jordan bidimensi-
onal nao associativa. Observaremos que tal dlgebra pode ser naturalmente generalizada
para uma algebra de Jordan com uma dimensao arbitraria e com propriedades que se
mantém independentemente da dimensao. Devido a isso, comegaremos esta secao com
um resultado que nao depende da dimensao da &lgebra e nele introduziremos uma

notacao que serd tutil aqui e mais adiante.

Lema 3.1. Seja D uma dlgebra comutativa sobre um corpo K de caracteristica diferente
de 2 tal que D* + {0} (onde D? € o espago vetorial gerado pelos produtos da forma u-v,

comu,v € D). Se {u,u?} éum conjunto linearmente dependente para todo u € D, entdo

45
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existe um unico homomorfismo de K-dlgebras ¢ : D — K tal que

u? =Y (u)u

para todo w e D. Além disso, ¥ #0 e D é uma dlgebra de Jordan.

Demonstragao. Dado u € D - {0}, uma vez que {u,u?} é um conjunto linearmente

dependente, existe um tnico ¥(u) € K tal que u? = ¢(u)u. Defina ¢(0) = 0. Vamos

provar que ¥ : D - K é um homomorfismo de K-algebras.

(a)

Seue D e ae K, provaremos que (au) = ap(u). Se =0 ou u = 0, a igualdade

é claramente vélida. Agora, suponha que a# 0 e u # 0, entao
[ (au)](au) = (au)?® = a®u® = a®Y(u)u = [arp(u)](aw),

portanto, ¥ (au) = a(u).

Dados w,v € D, provaremos que ¥(u +v) = ¥(u) + ¥ (v). Seu=0ouwv =0, o
resultado é claro. Logo, supondo que u e v sao diferentes de 0, temos dois casos

a analisar:

Caso 1. {u,v} é um conjunto linearmente dependente. Neste caso, teremos

u=av,a € K, logo, usando o item (a), temos
U(u+v) =v(av+v) =¢((a+1)v) = (a+1)Y(v) = (av) + (v) = P(u) +P(v).

Caso 2. {u,v} é um conjunto linearmente independente. Neste caso,

[V(u+0v)](u+v) = (u+v)? =u?+2uv +v? = ¥(u)u + 2uv + (v)v

[ = v)](u =) = (u—v)? = u? = 2uv + v? = P (u)u - 2uv + (V).
Somando essas duas equacoes, concluimos que
[+ 0) + 8 = ) Ju+ [+ 0) = (= 0) o = 20 () + 2(v)o.
Portanto,
V(u+v) +(u-v)=2¢(u) e Yu+v)-v(u-v)=2¢(v),

assim, 2¢(u+v) = 2¢(u) +2¢(v). Uma vez que a caracteristica de K é diferente
de 2, segue-se que Y(u+v) =v(u) + ¥ (v).
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() Se u,v € D provaremos que $(uv) = ¥(u)(v). Temos
(1w +v)? = 02 + 2uv + 02 = P(u)u + 2uv + Y(v)
e, por (b),
(u+0)? = (u+0)(u+0) = D(u)u + D(w)v + ¥(v)u + H(v)o.

Com isso,

w = %(w(u)v F (o)), (3.1)

para todo u,v € D. Em particular,
wu0) = (S + (00 = S EWHE) +@)P() = b))

Concluimos, portanto, que ¥ é um homomorfismo de K-algebras. Agora, como D? #
{0}, existem u,v € D tais que uv # 0, logo, segue de , que ¥ (u) #0 ou ¥(v) # 0.
Com isso, 1 # 0.

Agora provaremos que D é uma algebra de Jordan. Se u,v € D entao usando a

comutatividade de D, tem-se

((wv)u = (((w)u)v)u = (u)((uw)u) = (u)(u(vw)) = (L(u)u)(vu) = (u?)(vu).

Portanto, como D ja é comutativa por hipdtese, segue que D é uma algebra de Jordan.
]

Observagao 3.2. Se dimg D > 2, existem u,v € D nao nulos tais que ¢(u) = 1 e
¥(v) = 0. De fato, dado w € D, tal que ¥(w) # 0 (isso é possivel, pois 1 # 0), de-
note u = (Y(w))'w, entdao ¥(u) = 1. A existéncia de v # 0 tal que (v) = 0, decorre
do fato de que dimg D > 2. Além disso, como u ¢ kert e v € ker ¢, entao u e v sao

linearmente independentes.

Exemplo 3.3. Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2 e D,, n > 1, a
subdlgebra de UJ,(K) gerada por ey, €12, ..., €1, (munida do produto o, como vimos
no Capitulo 1). Como UJ,(K) é uma élgebra de Jordan, entdo D, é uma algebra
comutativa. Além disso, D? # {0}, pois, se u = &e11 + &xe12 + - + Euer, € D, onde

&,...,&, € K, como

Ll o, ~ 0, set1#1
UOU—i(u +u’)=u’ e epeqj= ,
eyj, sei=1
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temos

u? = (Erenn + Eaera + o+ Enern) (Ere1r + Eaera + - + &)
= 51611(51611) + 51611(52612) toee 51611(§n€1n)
=& (e + &oern + -+ Epeny)

=&1u.

Assim, o homomorfismo v : D,, > K do Lema é (u) =&.

Teorema 3.4. Seja J uma dlgebra bidimensional comutativa associativa a poténcias
sobre um corpo arbitrario K de caracteristica diferente de 2. Entdo J é uma dlgebra

de Jordan, e se J? + {0}, entdo J € isomorfa a uma das sequintes dlgebras:

0 0

(i) N = span{u,u?®} c M3(K), ondeu=|1 0 ;
01
000

(i) M = span{u,u®} c M3(K), ondeu=|1 0 0

0 A
(iii) My = span{1,u} ¢ My(K), onde u = ) );

(iv) Dy = span{eiq,e1n} c UJy(K).

Além disso, para um dado )\ € K, quaisquer duas das dlgebras N, M, My e Dy ndao sao

isomorfas, e My € isomorfa a My se, e somente se, existe um elemento a € K diferente

de zero tal que \ = a?\'.

Demonstragao. Seja J uma élgebra bidimensional comutativa associativa a poténcias.

Se J% = {0}, entao ¢é trivial que J é uma &lgebra de Jordan. Suponha que J? # {0}.

Temos dois casos a considerar:

Caso 1. Existe u € J tal que {u,u?} é um conjunto linearmente independente.
Neste caso, {u,u?} é uma base para J. Além disso, sejam = = aqu + [u?,

Y = aou + fou?, e 2 = asu + f3u? em J, onde oy, §; € K. Vamos calcular (zy)z:

(zy)z = ((qu + ﬁluz)(azu + 62u2))(a3u + 53u2)
= (a1au? + oy Bot® + Bragu® + By Bou®) (asu + B3u?)
= ayanaau® + (g aofBs + ay faas + Brasas)u

+ (a1 23 + Braafs + B1 Pocis)u® + B Bo f3u’.
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Agora, vamos calcular z(yz):

2(yz) = (qu + fru?) ((ou + Bou?) (azu + B3u?))
= (06116 + 51U2)(062063U2 + 06253U3 + 52043U3 + ﬁ253u4)
= ajopazu’ + (a1aafs + a1 faaus + 51042043)U4

+ (15255 + Pras s + Brfaciz )u’ + By BaBsul.

Portanto, J é uma &lgebra associativa e, pela hipdtese de comutatividade, J é uma
algebra de Jordan.

Sejam «, § € K escalares tais que

u? = au? + Bu.

(a) Se = =0, entdo u? = 0. Definimos entao a aplicagao linear ¢ : J - N dada
por ¢(u) = e9 + ez e ¢(u?) = e3;. Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo de
K-algebras. Para isso, como ¢ é uma aplicacao linear entre espacos vetoriais de
dimensao 2 e a imagem de uma base de J pela ¢ é uma base de N, precisamos
apenas mostrar que ¢ é compativel com o produto, isto é, dados a,b € J, tem-se

o(ab) = ¢(a)p(b). Sejam aju + agu?, fiu+ Pou? € J, como u* = u(u?) = 0, temos

A((ru + anu?) (Bru + Bou?)) = ¢y Bru? + oy Bou® + anBru® + o Bou)
= a1 f1¢(u?)
= a1 fies
= (a1(ea1 + e32) + ezt ) (Bi(ear + e3) + Baesr)

= ¢(oqu + 042U2)¢(51U + 52“2)'

Assim, ¢ é compativel com o produto e, portanto, um isomorfismo entre as
algebras J e N.

(b) Sea#0e =0, entdao u? = au?. Seja v =a lu, logo

Assim, {v,v?} é uma base para J. Definimos agora a aplicagdo linear

¢ :J — M da seguinte forma: ¢(v) = €91 + €32 + €33 € P(v?) = e31 + 30 + €33.
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Dados a1v + agv?, B1v + Bov? € J, como v* = v(v?) = v(v?) = v3 = v2, temos

¢((cqv + 042?12)(511) + ﬁ2v2)) = ¢(0415102 + a1 B0® + ap f1v” + 0425204)
= ¢((a1 By + a1 fa + a3y + 06252)112)
= (11 + 1By + 231 + 2 3) p(v?)
= (1B + a1 By + P + anfBr) (€31 + €3 + €33)
= (a1 (ea1 + €39 + €33) + (€31 + €30 + €33))
(Bi(ea1 +e32 +e33) + Ba(ezr + €32 + €33))

= ¢(a1v + av?)(Brv + B2v?)),

logo, ¢ é um isomorfismo de dlgebras. Portanto, J e M sao isomorfas.

Agora, assuma que § # 0. Neste caso, u? = au? + fu. Assim, o elemento

r=-aflu+ f~u? é uma unidade em J. De fato, se s = aju? + S1u € J, entao

s-r=(oqu? + fru) (—af u+ 7 1u?)

= —arafu’ + a SNt - frafT P + B8N
Como
ut = u(u?) = u(au® + fu) = av® + fu® = a(au® + Bu) + Bu® = (o® + B)u* + afu,
entao

s-r=—ajaf  (au? + Bu) + a1 7 (o + B)u? + abu]
- BraBu? + 817 (au? + Bu)
= (a1 + e + o BB - BraBT + B )
+(—araf B+ a1 aB + BB B)u = s.

Analogamente, mostramos que r-s = s. Dessa forma, podemos concluir que r = 1
e como —aftu+ S~ u? = 1, segue-se que u? = au + S1. Além disso, observamos

que {1,u} é uma base para J. Se w =u - («/2)1, temos que

w? =u? — au+ (a?/4)1
=au+f1-au+ (a?/4)1
= (a?/4+P)1.

Logo, {1,w} também é uma base para J. Seja A\ = (a2/4 + ), considere a

aplicagao linear de J em M), dada por ¢(1) = (€11 + e22) e ¢p(w) = (Neja + ea1).
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Dados arbitrarios a1 + asw, 511 + Bow € J, temos

(a1l + aw)(Bil + Bow)) = d(a1 81l + a1 fow + azfrw + o fow?)
= ¢((1B1 + a2foA)1 + (a1 fow + zfr)w)
= (a1f1 + a2f2A)9(1) + (a1 fow + a2 51) p(w)
= (04151 + 04252/\)(611 + 622) + (04152w + Oé2ﬁ1)(>\612 + 621)
= (ay(e1 + ex) + ag(Neja + €21))
(Bi(e1r +e22) + Ba(Aera +€21))
= d(a 1+ aaw)p(Br11 + fow)).

Portanto, ¢ é um isomorfismo entre as algebras J e M,.

Caso 2.{u,u?} é um conjunto linearmente dependente para todo u € J.
Neste caso, segue do Lema [3.1] que J é uma dlgebra de Jordan. Além disso, o Lema

3.1 nos diz que existe um tinico homomorfismo de K-dlgebras ¢ : J - K tal que

u? = p(u)u

para todo u € J.
Pela Observagao podemos tomar uma base {u,v} de J tal que ¥(u) =1 e

Y(v) =0. A definigao de ¢ e (3.1)) implicam que
9 9 1 1
u'=u, v =0euv= §(¢(u)v +(v)u) = ¥

Definimos a aplicacao linear ¢ : J — Dy dada por é(u) = e e ¢(v) = eia.

Se aqu + v, fru+ Bov € J, lembrando que a multiplicacao de Dy é o, temos

d((ar1u + ) (Biu + Bov)) = ¢ Bru? + oy Bouw + apB1vu + aiy fov?)
= ¢ fru+ (a1 B + ) (1/2)v)
= (o B1)o(u) + (1/2) (0 Bz + 281 ) $(v)
= (a1Br)enn + (1/2) (a1 fa + azfr)ers
= (ie11 + agerz)(Brenn + faer)

= ¢(ou + azv)d(Bru + Pav).

Logo, ¢ é um isomorfismo de J para Ds.

Portanto, J é uma algebra de Jordan e se J? # 0, dos Casos 1 e 2, segue que J é
isomorfa a uma das algebras em (i)-(iv).

Observe que entre as algebras listadas N é a Unica algebra nilpotente, Dy é a tinica

algebra nao associativa, M ¢ a tnica algebra associativa que nao ¢é nilpotente e nao
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tem unidade, e M) é uma &lgebra associativa com unidade. Portanto, quaisquer duas
das dlgebras N, M, M, e Dy nao sao isomorfas.

Agora, assuma que M) e M), sdo isomorfas e seja ¢ : My — M)y um isomorfismo
de dlgebras. Seja uy = Aejg + €91, uma vez que ¢(1) = 1, onde 1 = e11 + ey, existem

a,fB e K, com §#0, de tal modo que

Pp(al + Buy) = uy.

Como
d(al + Puy)? = N1,

obtemos

d((al + Buy)?) = N1 < ¢(a?1 +2afuy + A1) = No(1)
< (o + B2N) (1) + 2aB¢(u) = No(1)

e assim =0 e \' = 32\ como desejado. Reciprocamente, se X = a?\’ entao {1,v}, onde

v = a tuy, é uma base de M,. Como
v =a"2\1 = N1,

a aplicagao linear ¢ : My — M, dada por ¢(1) =1 e ¢p(v) = uy é um isomorfismo de M,
para M,,. De fato, mostremos que tal aplicacao é compativel com o produto. Dados

a1l + agv, Bl + Bov em My, temos

O((ar1+ aov) (L1l + av)) = d(a1f1l + a1 fov + o f1v + g S A1)
= (a1 + a2\ )9(1) + (182 + azB1) P(v)
= (1B1 + @A) 1 + (1B + 2 )uy
= (a1 + aguy ) (B1l + Bauy)
= p(a1l + av) (P11 + Bav).

Isso encerra a demonstragao. O]

Pelo Corolario toda algebra de Jordan é associativa a poténcias, logo, com o
Teorema |3.4] concluimos que toda algebra de Jordan de dimensao 2 sobre um corpo K

de caracteristica diferente de 2 é isomorfa a uma das algebras: N, M, M), ou Ds.

Observagao 3.5. Seja D uma élgebra comutativa sobre um corpo K de caracteristica
diferente de 2 tal que D? # {0} e dimgD = n. Se {u,u?} é um conjunto linearmente
dependente para todo u € D entao D é isomorfo a D,, = span{ei1,ea,...,e1,}. De fato,

se 1 € a aplicagao do Lema podemos considerar uma base {uy,us,...,u,} de D tal
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que

Y(ur) =1 e P(ug) = =9(uy,) = 0.

Entao (3.1)) implica que a aplicagao linear ¢ : D - D,, tal que ¢(u;) = ey, i=1,...,n é

um isomorfismo de algebras.

Terminamos esta se¢ao com algumas classificagoes de algebras de Jordan bidimen-

sionais que podem ser obtidas como corolarios do Teorema

Corolario 3.6. Seja J uma dlgebra de Jordan bidimensional sobre um corpo K alge-
bricamente fechado de caracteristica diferente de 2. Se J? + 0 entao J € isomorfa a

uma das sequintes dlgebras
N, M, M(), M1 ou Dg.

Demonstracao. Seja J uma algebra de Jordan bidimensional sobre um corpo algebri-
camente fechado de caracteristica diferente de 2 tal que J? # 0. Pelo Teorema |3.4)
sabemos que J é isomorfa a uma das seguintes algebras: N, M, M, ou D,. Precisamos
mostrar que para qualquer A\ € K, M, é isomorfa a My ou M;.
Para A = 0, entao M, = M. Suponha que A # 0. Como K é um corpo algebricamente
fechado, a equacao
A-22=0

tem solugao em K. Logo existe a € K\{0} tal que A = a?1. Assim, pelo Teorema [3.4]

M, é isomorfa a M;. O

Corolario 3.7. Seja J uma dlgebra de Jordan bidimensional sobre o corpo dos niimeros

reais. Se J? + {0} entao J € isomorfa a uma das sequintes dlgebras
N, M,M_l,Mo,Ml ou D2.

Demonstracdo. Precisamos mostrar, neste caso, que M) é isomorfa a My, M; ou M_;.

Para A =0, entao M), = My. Se A >0, a equagao
A—22=0,

tem solucdo nos reais, logo existe a € K\{0} tal que A = a?1 e, pelo Teorema [3.4] M, é

isomorfa a M;. Se A <0, entao a equagao
“A-22=0,

tem solugao nos reais, logo existe a € K\{0} tal que A = a®(-1) e, pelo Teorema [3.4]

M, é isomorfa a M_;. O
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3.2 Algumas Identidades Polinomiais de D

A partir de agora D serd uma &algebra comutativa sobre um corpo qualquer K de
caracteristica diferente de 2, D? # {0}, dimg D > 2 e o conjunto {u,u?} serd linear-
mente dependente para todo u € D. Daqui em diante usaremos as notacoes do Lema
3.1] e também, a fim de evitar uma notagao complicada, para escrever o produto de

polinémios f1, fa, ..., fn € K{X}, usaremos a seguinte convencao:

Jiforfo = [ilfa (o (faoifn) )

Primeiro forneceremos algumas identidades polinomiais para D.

No que segue, consideramos os quatro polindmios em K{X} listados abaixo:

[131,372] =T1T2 — T2Tq, (3-2)
T(x1, T2, 73,24) = (x172, 23, T4) — T1(T2, T3, 74) — T2(x1, T3, T4), (3.3)
S(x1,x9,23,24) = (21,223, 74) — 2x9(21, T3, 24), (3.4)
U(x1,x9,x3,24,25) = (x122) (23, T4, T5) — 20129(X3, T4, T5). (3.5)

Proposicao 3.8. Os polinomios (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) sao identidades para D.

Demonstra¢ao. Como D é comutativa, é claro que (3.2) é uma identidade para D.

Sejam u,v,w,r € D, entao, usando (3.1)), teremos

(u,v,w) = (uwv)w - u(vw)
1 1 1 1
= (y/;(u)v + §¢(v)u) w-u (iw(v)w + §¢(w)v)
1 1 1 1
= §w(u)vw + 51/1(v)uw - §w(v)uw - §w(w)uv
- S0 (500 Sut) - Su) (Feo + 3iw)
1 1 1 1
= VP )w+ 2w (w)v - 2 (w)(u)v - 2 (w)(v)u
= L)@ - p(w)u). (36)
Assim, .
U((u,v,w)) = 19() (Y (W) (w) - (w)y(u)) =0,

e de (3.1)), segue-se que
1
r(u,v,w) = §w(r)(u,v,w). (3.7)

Analogamente, tem-se

u(r,v,w) = %Qp(u)(n v,W).
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Portanto, temos que
(ru,v,0) = (ryo)u = (ru) ()
- (300w + go@re)w- (Fp6Ius Sur) @)
= S0 () + () (ro)w - Su(u(ow) - Sv()r(ow)
= 00 (()w =~ u(ww)) + 2 () ((row - r(vw))
_ %Q/J(r)(u, v,w) + %w(u)(r,v,w)

=r(u,v,w) +u(r,v,w),

e (3.3) é uma identidade para D. Além disso, usando (3.6) e (3.7)), temos

(.70, w) = () () = Y(w)u)
= TO()R(0) ()~ b (w)u)
= 1/1(7”)(% U, w)

= 27"(/1'1/7 v? w)?

portanto, (3.4) também é uma identidade para D. Agora segue-se novamente de ((3.7))

que
2r(s(u,v,w)) = 27’%1/1(5)(% v, W)
= SO (v, w)

1
= §w(rs)(u,v,w)

= (rs)(u,v,w)

para quaisquer u,v,w,r,s € D e, portanto, o polinémio (3.5)) é uma identidade para

D. O

Seja I o T-ideal de K{X} gerado pelos polinomios (3.2)), (3.3), (3.4) e (3.5)). De-
finimos a relagdo de congruéncia “=” em K{X} da seguinte forma: se f,g ¢ K{X}
entao

f=gse esomentese, f+I=g+1.

No que segue, apresentaremos diversos lemas que serao utilizados na demonstragao

dos resultados da Secao 3.3.

Lema 3.9. Se I ¢ o T-ideal de K{X} gerado por (3.2)), (3.3), (3.4) e (3.5), entdo
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I < 1d(D).

Demonstra¢ao. Como Id(D) é um T-ideal que contém os polinémios (3.2)), (3.3)), (3.4)
e (3.5)), entdao, da Observagao |1.36}, I ¢ Id(D). O

Considere agora a algebra quociente K{X }/I e vejamos que a mesma ¢ de Jordan.

Primeiramente, note que
_ 2
0= T(x17$17x27xl) = (x17x27'r1) - 21;1(371,1‘2,371),
além disso,

(I1,$2,$1) = (Iﬂfz)l’l - $1($2I1)
= (-Tlx2)xl - 5751(1’1452 - [331,$2])
= (x129) 1 — 21 (2122) + 21 ([71, 22])

= [@122, 21] + 21([21, 22]),

assim, como [ é um T-ideal e [xy,22] € I, entdo, pela Proposi¢ao m,

(21,9, 21) = [2122, 21] + 21 ([21,22]) € I e, por isso, (x1,22,21) = 0. Portanto, temos
0 = (ZE%,ZL’Q,JZl) - 25(71(1’1,ZL‘2,ZE1) = (J}%,l’g,l‘l),

ou seja, (22,x9,21) € I. Como I é um T-ideal, entdo, pela Proposi¢ao m, [u,v] e
(u?,v,u) estdo em I para quaisquer u,v € K{X}. Com isso, concluimos que K{X}/I

¢ uma dlgebra de Jordan. Considere agora u,v, w € K{X}. Temos

(w,v,u) + (u,v,w) = (wv)u —w(vu) + (vv)w — u(vw)
= (wv)u —u(vw) + (wv)w — w(vu)
= (wv)u - u(wv - [w,v]) + (wv)w - w(uv - [u,v])
= (wv)u — u(wv) + u([w,v]) + (uwv)w - w(uv) + w([u,v])

= [wv,u] + u([w,v]) + [uv,w] + w([u,v])

(v,u,w) = (u,v,w) + (u,w,v) = (vu)w —v(uw) - (uv)w + u(vw) + (uw)v — u(wv)
= (vu)w - (uv)w + u(vw) — u(wv) + (vw)v - v(uw)

= ([v,u])w + u([v,w]) + [vw, v].

Assim, pela Proposigao [1.37, (w,v,u) + (u,v,w) € [ e (v,u,w) - (u,v,w) + (u,w,v) €I,
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ou seja,
(w,v,u) = -(u,v,w) e (v,u,w)=(u,v,w)-(u,w,v). (3.8)
Lema 3.10. As sequintes congruéncias ocorrem em K{X}:
a) (x1x9,x3,24) = 11 (X2, T3, T4) + To(X1, X3, 24);
b) (x3,24,2122) = x1(23, 24, T2) + xo(T3, T4, 21);
c) (1,013, 24) = 2mo( 1, w3, 74).

Demonstragao. Como T(x1,xs,x3,14) € I obtemos T'(x1,x2,x3,74) =0, ou seja,

($1$2,$3>$4) = $1($2,ZE37 1U4) + $2(£E1,IB3, 1154)-

Isso prova a afirmacao de a).
Por (3.8)) temos (z3,x4,x129) = —(x129,24,23). Agora usando o item a), temos

—(z129, 14, 23) = —21 (X2, T4, 3) — To(x1, T4, x3) €, usando (3.8]), concluimos que
—$1($2,9€47$3) - $2($1,9€47I3) = I1($3, Ty, xz) + xz(I:a, Ty, $1)-

Isso prova b).

Por fim, como S(x1,x2,23,14) € I entao S(xq,x2,23,24) =0, ou seja,
(21, 2223, 24) = 209(21, 73, 74).

Isso prova a afirmacao de c). O

A partir de agora demonstraremos alguns lemas envolvendo o T-ideal gerado por

(z1, 9, x3), ou seja, ((z1, 9, 23))T.

Lema 3.11. Se f € um elemento em ((x1,x2,23))T, entdo f+ 1 € uma combinagdio
linear de elementos

UlUg"‘Un(Ul,Ug,Ug) +]7 (39)
onde Ui, Us, . .., Uy, V1, V2, V3 SG0 monomios em K{X} en>0.

Demonstragao. Pela Proposicao o T-ideal ((x1,x2,23))T é o subespago vetorial

de K{X} gerado por todos os elementos da forma
g=w(wi,. .. y Wi-1, (h17h27h3)7wj+1; W),

onde w(Zy,...,Tj-1,T;,Tjs1,- -, Typ) € UM monoémio em P, 1 <j<m,

Wiy ee oy Wi-1,Wjt1, - -+, W
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sao monomios em K{X} e hi, hy,hy sdo polinomios em K{X}. Note que

se hy = Y1 oy, entao

(h1,ho, hs) = (iaiuia ha, h3) ((i aiui) h?) hs - (% aiui) (hahs)

i=1 i=1 i=1
= (Z Oél(uzhg)) hg - Z aiui(thg)
i=1 i=1

ni n1
= Z Oéi(uihg)hg - Z Ckiui(hghg)
i=1 i=1

= gai[(uihz)hs, —u;(hohs)]

i=1
ny
= Oéi(ui,hg,hg). (310)
i1
onde o; € K e u; é um monémio em K{X} para todo i = 1,...,n;. Agora,

se hy = X2 Biur e hg = Y72, yewy, onde 5,7, € K e v, wy, sao mondmios em K{X},
paral=1,...,np e k=1,... n3, entao aplicando em hy e h3 um argumento analogo ao
utilizado em ([3.10]), obtemos

nyp n2 n3

(hi,ha hs) = Y2303 aBrye(ui, v, wy).
i=11=1 k=1
Portanto,

ni n2 n3
g:w(wly"'awj—laZZZaiﬁl’yk(uiavlawk)awj+la"'7wm)

1=11=1 k=1

3

1 n,

= aiBve wlwi, .., wis, (Wi, v, WE), Wi, - -, Wiy )-
' 1

3
I\
@

S
1l
—_
~
Il
—_
o
1l

Com isso, g é uma combinacao linear de elementos da forma

f = UJ(CL)l, Ce ,w]',l, (Ul,Ug,Ug),Wj+1, Ce ,wm),

onde v1, v, v3 $80 monémios em K{X}. Logo, tais elementos geram o subespago veto-
rial ((z1,22,23))7.
Agora provaremos, por inducao em deg f, que f é congruente modulo I a um
polinomio da forma (3.9). Se deg f =3, entao f = (i, 24, 2s,) € f+1 é da forma (3.9).
Suponha que deg f > 4. Se m =1, entao f = (vy,vs,v3), €, neste caso, f+1 é da

forma (3.9)). Se m > 2, pela Proposicao m, podemos escrever

Wy, .. o) =W (2, o)W (2,20,
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onde w'(xy,,...,x;,) e w(xy,,,, ..., ) sdo monémios multilineares com

{ll,...,lt7lt+1,...,lm}={].,...,m},

onde 1 <t <m. Com isso, temos

f=w Wy, w,)w (Wi, (V1,02,03),...,w;, ) ou
f = w’(wll, Ceey (U17U2,U3), R ,wlt)w"(wlm, .. ,wlm).
No primeiro caso, w'(wy,, . . .,w,) ¢ um monoémio e, aplicando a hipétese de indugao em

w(Wiy,ys -y (V1,02,03), ... Wy, ), concluimos que f+ 1 é da forma (3.9). No segundo

caso, como K{X}/I é comutativa, segue que
fHT=w" (W, w0 (Wi, (U1, 02,03), .0 wy,) + T

e podemos usar o mesmo argumento do primeiro caso. Portanto, um elemento qualquer

em ((z1,2,23))" é uma combinagao linear de elementos
U1U,2"‘Un('01, V2, ,03)7

onde uy, Uy, ..., Uy, V1, Ve, v3 $80 monoémios em K{X} e n >0. Assim, o resultado estd

provado. O

Lema 3.12. Se f ¢ um elemento em ((x1,xq,x3))T, entdo f+1 € uma combinagdo
linear de elementos

Uy Uty (T4, T, g ) + 1,
onde uy,Us, . .., U, sio monomios em K{X}, n>0 e x;, x;,x,€X.

Demonstragao. Pelo lema anterior, podemos assumir que f = uyug---u, (v1, v, v3), onde
UL, U, - - - Up, U1, Vg, U3 820 mondmios em K{X} e n >0, é um dos geradores do espago

vetorial ((z1,x2,23))7, logo,
f+1=ugugu,(vy,v9,v3) + 1.

Se degv; > 2, entao existem mondmios vy, v € K{X} tais que v; = vjv]. Pelo Lema

3.10[- (a), obtemos a igualdade
A 144 144 !
f+1 =ugug-u,vi(v], ve,v3) + urug---u, vy (vy, v, v3) + 1.

Se necessario, podemos usar o mesmo argumento nas duas somas acima e, apds um
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nimero finito de passos, obteremos que f + I é uma combinacao linear de elementos
WiwWa W (25, V2,v3) + 1,

onde wy,ws, . ..,w, s@0 mondémios em K{X} m >0 e z; € X. Pelo Lema - (b)
e um argumento analogo, podemos assumir que vz € X. Pelo Lema m - (¢) e um

argumento semelhante, podemos supor que vy € X e concluimos a demonstragao. [

Lema 3.13. A congruéncia

(2122) X324 Ty (Tra1s Tns2, Tnag) = 20109034 T (Tt1, Tnsas Tnts)

vale em K{X} para todo n > 2.

Demonstracao. Demonstraremos este lema fazendo inducao sobre n. Como
U(xb Lo, X3, Ly, x5) el
obtemos U(x1, 2, T3, 24, 25) = 0, ou seja,
(129) (w3, 24, T5) = 201 29( 23, T4, T5),

logo, para n = 2, o resultado é imediato. Para n > 3 usando, respectivamente, o Lema

3.10]- (c), a hipétese de indugao e o Lema [3.10]- (c) novamente, temos

1
5(:61932)933---%_1 (Tps1, TnTps2, Tnes)

(z122) x5 xn(Tps1, Tne2s Tnes)

= X1T2X3*Tp-1 ($n+1, TnTn+2, fEn+3)

= 2I1$2I3“'$n—1$n($n+1; Ln+2, $n+3)

e obtemos a congruéncia desejada. ]

Lema 3.14. Se [ € um elemento em ((x1,x2,23))T, entdo f+ 1 € uma combinagio

linear de elementos da forma
xhxiz"'xin(xﬁ ) :Ejzvxj:a) +1,

onden>0 e x;,Ti,. .., Ti,,Tj,Tj,, Tj; € X.

Demonstracao. Pelo Lema podemos assumir que

f=U1U2'"Un(9Uz‘7$j7$k),

é um gerador de ((z1,29,23))7, onde uy,us, ..., u, sdo monomios em K{X} n>0e

x;,xj, % € X. Vamos provar o lema por indugao sobre o grau de f. Se deg f = 3 entao
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f=(x;,xj,xx). Assuma que deg f > 4. Aplicando a hipétese de indugao em
UQ"'Un(l'i, I‘j,xk),

podemos assumir que us, us, ..., u, € X. Se u; € X, entao o resultado é vélido. Assuma
— r,,11 / 14 e A 3 3
agora que deguy > 2 e escreva u; = wjuy, onde u} e u} sao monomios. Aplicando o

lema anterior segue que
[ = (i ugun (i, x5, 1) = 200 ugun (24, x5, T ).
Aplicamos novamente a hipétese de indugao em
uug - upn (T4, T4, g ).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que u} € X e, se necessario, recomegamos

o0 processo com u; e segue o resultado. O

Lema 3.15. A seguinte congruéncia é vdlida em K{X}:

L1283 T (Tt 1, Tnt2s Tneg) = TaX103 Ty (Tnats Tnt2, Tnss)

para todo n > 2.

Demonstracao. Usando o Lema a comutatividade de K{X}/I e novamente o

Lema [3.13], respectivamente, obtemos

1
T1T2%5 T (Tra1, Tns2s Tnes) §(x1x2)x3---:vn(:vn+1, Tn+2s Tnes)

1
§($2$1)$3“‘$n(In+1, Tn+2, $n+3)

= $2$11€3"'$€n($n+1,$n+27 37n+3)-

A prova esta completa. O

Lema 3.16. Sen>2 eo € S,, entao

To(1)To(2) " Lo(n-1) ($n+17 Lo(n); xn+2) =112 Tp-1 ($n+17 L, xn+2)- (311)

Demonstragao. Note primeiramente que, como S(xq,xs,x3,24) € I € [x1,22] € I, obte-
mos

1 1
xo(1,23,24) = 5(:61,:62963,964) = 5(961,:63902,334) = x3(21, T2, 4). (3.12)

Fagamos inducao sobre n. Para n =2, por (3.12)), temos

$1($3, X2, $4) = $2($37$1,$4),
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portanto, (3.11) é valida para todo o € S;. Suponha agora que n > 3, assim, usando
(3.12) e o lema anterior, temos

$15E2"'$n—1($n+1 y Ty $n+2) = $1$2"'$n($n+1, Tn-1, $n+2)

LTnX1ToTp-2 ($n+17 Tn-1, xn+2)7

agora, usando a hipotese de inducgao e o lema anterior, obtemos a congruéncia
T1X2 " Tp-1 («Tm—la L, xn+2) = TnTo(1)To(2) " To(n-2) (xn+1; Lo(n-1), xn+2)

= Lo(1)To(2)" Lo(n-1)(Tn+1s Tns Tns2) (3.13)

Para todo o € S,_1. Portanto, usando (3.12)) e o tdltimo lema quantas vezes forem
necesséarias em ([3.13)), chegamos a congruéncia

To(1)To(2) " To(n-1) (In+17 To(n), xn+2) = «rlIQ"'xn—l(IrHlv Tn, xn+2)-

para todo o € S,,. O

Definicao 3.17. Um polinomio
f = xi1xiz'"xit($j7xinl?xk)
¢ chamado de polindbmio bom se
jﬁit+1ﬁilﬁi2§"'ﬁit e j<l€
Neste caso, se deg,. f =m;, entao denotamos

[=f(xj, 200, 20) = f(j»k)

(mj,mjs1,.;mn)’
Exemplo 3.18. O polinémio

1,5
f(x1, 22,23, 24,75, 76) = f5371,27072,1) = 112273737576 (21, T1, T5)

¢ um polinémio bom.

Lema 3.19. Se g é um elemento em ((x1,x9,23))T, entio g+ 1 é uma combinagdo

linear de elementos h + I, onde os polinomios h sao polinomios bons.

Demonstracao. Pelo Lema|3.14, temos que g+ é uma combinacao linear de elementos
h + I onde

h = Ly Lig® Ly (le » Ljas ij)'
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Pelo Lema podemos assumir que

Jo Sty <dg < <y

Se j1 = js, como K{X}/I é comutativa, temos
(Tj i)+ 1 = [(j,25) 1 —xj ()] + 1 = [(2),2,)) — x5 (xj25,)]+ T =0+1,
logo, h+ I =0+ I, assim podemos supor que j; # j3. Por (3.8, temos

(@, @y wg) + 1 = (), 5,05, ) + 1,

com isso, podemos assumir que j; < j3 em h.

Se j1 < js entao h é um polindmio bom. Se j; > jo, entao de , segue-se que
(xjuwjz’ $j3) +1 = _(xjmszsvxﬁ) + (wjz’ xjuszs) +1.
Portanto h+ I =-h’'+ h' + I, onde
h' = Liy Ly Ty, ($j27 Ly, xﬁ) eh = Ly Ly Ty (xijjl ) x]a)

Se h/ e h'" sao polinomios bons, o lema esta provado, caso contrario, aplicamos nova-
mente o Lema [3.16/em A’ e h”. O

Lema 3.20. Seja H o subconjunto de K{X} formado por

(a) todos os polinomios (z™)(xy?)---(xn™), onde my,...,my >0 ndo sao simultane-

amente zero,
(b) e todos os polinomios bons.

Entao o espago vetorial quociente K{X}/I é gerado pelo conjunto de todos os elementos

h+1 onde he H.

Demonstragao. Se

[, =1+ <($17$27x3)>T7

entdo I’ é um T-ideal e [x1,22] e (x1,%2,23) estao em I’. Assim, K{X}/I' é uma
algebra comutativa e associativa. Com isso, se f(z1,22,...,x,) € K{X} é um monémio
entdo em K{X}/I' teremos

fIl= (o)) (ay")- () + 1,
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portanto,
= () € 1 = = () (32 a) = v g
= f = (2]")(23")(2") —i+ g,
para algum i € I e algum g € ((z1, 72, 23))" e mq,...,m, > 0. Logo,
FT = ) + g+
Agora usamos o Lema [3.19 em g + I e o resultado esta provado. O]

Se my,ma,...,my >0e fi, fo,..., frn e K{X}, denotamos

fifiefu faforfore fafnrofa por 1 [
—————— N—— —
mj vezes Mo vezes my, vezes

Atencao para a diferenca:

ST = ()0,

Por exemplo,

379 = 2101019 = 1 (21 (2122)) # (23) 20 = (21 (2121) ) T2
Outro exemplo,

f(174)

(5.22.1) = L1T1T1T2022323(21, 1, 24) = wirixs(xy, vy, ) # (23)(23)(23) (21, 71, 74).

Lema 3.21. Sejam u,v elementos diferentes de zero de D tais que ¥(u) =1 e(v) = 0.

Considere X; = u+ v, onde &, 1, € K. Entao
a) (X1, X2, X3) = (1/4)62(61m3 — 1is)v;
b) le'"ij (XiuXiz?Xis) = a€j1€j2'”€jm€i2 (fiﬂ-is - Tilg’is)vﬁ onde o = (1/2)m+2'
Demonstragao. Por (3.6) temos
(X1, X2, X3) = (/)9 (X2) (¢ (X1) X5 - ¢(X5) X1)

= (1/4)& (& (&3u + T3v) — E3(&u + Tw))
= (1/4)& (&3 = &3m0,

Assim, o item a) estd provado.
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Provaremos agora o item b) fazendo indu¢do em m. Para m = 0 a igualdade

segue do item a). Assuma que m > 1, usando a hipétese de inducao, a igualdade
(Xi17Xi27Xi3) = (1/4)&2(&17-1'3 - Ti1£i3)v € " temos

Xy Xy X (X Xigy Xig) = X5, (1/2) 025,656, 6 (€ Ty = Tir iy )
= (1/2)m_1§j2§j3"'§jm j (1/4)&‘2(&171‘3 = Tiy i )V
= (1/2)" €85 €5 (1/2)0 (X0 ) (1/4) &y (€11 iy = Tir i)
= (1/2)™* 285,617, 60 (Ein Tiy = T i )V

e estd provado o item b). O

Lema 3.22. Sejam u,v elementos de D diferentes de zero tais que v(u) =1 e(v) = 0.
Considere X; = &u + v, onde &, 1, € K. Entdo

. mj—l mji1 mp— Mn
(FGD V(X Xa) = 0T (€~ Gy,

.....

onde o = (1/2)mat+mn=1" o5 expoentes de & e & sao mj—1 e my — 1, respectivamente,

e o expoente de &, € my sempre que j<s<n es+k.

Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que m;,...,m, > 0. Se m; = 1,

temos dois casos:

1) k=j+1. Neste caso,

(159 ) (X, Xn) = X2 X X (X, X, X)),

(1,mj+1 ..... my) Jj+1
onde j+ 1< s<n. Assim, pelo Lema [3.21] temos
j K Mj11=2  emg  emy
(f((f,m)jﬂ ..... mn)) (Xjoooo s Xn) =gy & G G (§Tj01 = G
m; miy1—1 Mn
= a7 T (€T — G,

com
o= (1/2)((m1 1)+ (a1 =2)+- g e bmn )42 _ _ (1/2)ms+ma1,

2) k+j+1. Neste caso,

(f(j"“) mn>)(Xj,...,X) Xl X e X X (X, X, X,

(Lmyiase.s, J+1
onde j+1<s<mnes+k. Assim, pelo Lema [3.21] temos

(0 ) (Koo X) = Q€ e e (&7 — €y )0

m; my -1
= AT G (T - T v,
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com

o = (1/2)((mj—2)+(mj+1—1)+~~-+ms+~~~+(mk—l)+~-~+mn)+2 — (1/2)mj+~~~+mn—l'

Logo, dos casos anteriores, segue a igualdade desejada. Suponha agora que m; > 2,

entao

(f(j,k) ) (Xj, N 7Xn) _ ij_QwX;ns~-X]:n’“_1-~X7T"(Xj,Xj7Xk)7

(Mo J

onde j<s<nes#k. Assim, pelo Lema temos

(S y) (K. X = Q2o 06 (€7 = Gy 0

1 1
= Qg g (6 = Gy,

com
a = (1/2)((m]'—2)+..4+m5+...+(mk—1)+u.+mn)+2 — (1/2)mj+l..+mn_1'

Logo, segue o resultado e o lema esté provado. ]

3.3 Identidades Polinomiais, Sequéncia de Coca-

racteres e Codimensao de D

Nesta se¢do, descreveremos uma base finita para o T-ideal Id(D) e a sequéncia
de codimensoes (¢, (D))n»1 de D, quando K é um corpo infinito de caracteristica di-
ferente de 2, bem como a sequéncia de cocaracteres (x,(D))n»1 para qualquer corpo
de caracteristica zero. Como consequéncia, provaremos que o T-ideal Id(D) nao de-
pende da dimensao de D. Em particular, obteremos uma base finita para Id(D,), ou
seja, o T-ideal das identidades polinomiais da tnica algebra de Jordan bidimensional
nao associativa sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Aqui também

usaremos as notagoes do Lema [3.1]

Teorema 3.23. Se K ¢ um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entdo
Id(D) = I. Além disso, o conjunto do Lema forma uma base para o espago
vetorial K{X}/Id(D).

Demonstragao. Pelo Lema [3.9] temos I € Id(D). Seja H o conjunto do Lema e
escreva H = {g+ Id(D) | g € H}. Segue-se do Lema M que se f e K{X}, entao,

existem \; e K e he H,com i =1,...,r, tais que

f+[=zr:)\lhz+]
i=1
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Assim, f- Y  \h; e I € Id(D) e isso implica que

f+1d(D)=> \h; +1d(D).
i=1
Logo, K{X}/Id(D) c span(H) e, como a inclusdo contraria é ébvia, segue a igual-
dade K{X}/Id(D) = span(H). Provaremos agora que H é um conjunto linearmente
independente, para isso, considere uma combinacgao linear nula em K{X}/Id(D) dada

por
g(‘xh'"?xn) = Z )\th[d(D)7

heH
com h € H, A\, € K e Ay # 0 para um namero finito de elementos h € H. Como
K é um corpo infinito, pelo Teorema [1.45] cada componente multihomogénea de g
pertence a Id(D), logo podemos assumir que g é um polinémio multihomogéneo. Seja
(m1,...,my,) o multigrau de g(z1,...,x,) isto é, deg, g = m;, para j =1,2,...,n, e

assuma que mq,...,my, > 1, sem perda de generalidade. Nesse caso, g é da forma

,,,,,

g(@1, . my) = M@ ) (@) + >0 N\ (gé}nlf) mn)) (1,...,2,).
k=2

Sejam u,v € D elementos nao nulos tais que ¥(u) =1 e ¥(v) = 0. Usando a igualdade
u? = u, temos (u™)---(u™) =u e (u,u,u) =0, além disso, como g € Id(D) e u € D,
segue-se que

.....

g(u7 e 7“) = /\(um1)(umn) + Z)\k (g((;If) mn)) (u7' . ,U) =Au=0
k=2

e assim A = 0. Fixado 2 <[ <n, denotamos X; =u+v e X; =u se 7 #[. Sabemos que
9(X1,...,X,) =0, além disso, pelo Lema temos

..........

g(Xb cee 7Xn) = Z )‘k (géflrf) mn)) (X17 s JXn) = /\l (g((;ll) mn)) (X17 s JXTL) = —)\lOéU,
k=2

onde a = (1/2)mi+-+ma=1"portanto \; = 0, para todo 2 <1 <n e segue a independéncia
linear do conjunto H. Com isso, H é uma base para K{X}/Id(D).

Agora, dado f € Id(D), sabemos que existem X\; € K e h; € H, com i = 1,...,7,
tais que f— i \h; € I € Id(D). Logo ¥iy \;h; € Id(D) e, como vimos acima, isso
implica que \; = 0, para todo i = 1,...,r. Logo, ¥._; \;h; = 0 e, portanto, f € I. Com

isso, temos Id(D) c I e o teorema estd provado. O

Corolario 3.24. Se K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao Id(Ds) =

I. Além disso, o conjunto no Lema[3.20 forma uma base para o espago vetorial quoci-
ente K{X}/Id(Ds).
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Demonstracao. Como D, é uma algebra que satisfaz todas as propriedades definidas

em D, o resultado ¢é imediato. O]

Lema 3.25. Seja K um corpo infinito de caracteristica p+2 e H o conjunto do Lema
13.20. Entao o conjunto de todos os elementos h+(P,nId(D)), onde he P,nH é uma

base para o espaco vetorial
P,

P,nId(D)
Demonstracao. Considere f € P, c K{X}. Pelo Teorema [3.23| sabemos que

}?n(l)) =

f+1d(D) =Y N\h; +1d(D), (3.14)
i=1
com \; € K e h;e H paratodoi=1,...,r. Escreva
r 71 2
Z/\zhz"'ld(D) ZZO[JQJ+ZBka+]d(D), (315)
i=1 j=1 k=1
onde, para quaisquer j =1,...,7r1, k=1,...,79, tem-se que o, By € K e g;, ry € H tais

que g; € P, e r, ¢ P,. Entao de (3.14) e (3.15)), temos
(f—zajgj—Zﬁm) € Id(D). (3.16)
J=1 k=1

Uma vez que f — Z;lzl a;g; ¢ um polinomio multilinear, entao essa diferencga sera uma
componente multihomogénea do polinomio em (3.16)), logo, pelo Teorema segue
que (f - X5, ajg;) € [d(D) e, portanto, (f - XL, a;g;) € (P, nId(D)). Assim,

f+ (P 1d(D)) = ayg, + (P Id(D)), (3.17)

J=1

com g; € Hn P,. Com isso, denotando por H’ o conjunto formado pelos elementos da
forma h+(P,nId(D)), onde h € P,nH, como vimos em ([3.17)), H' gera o espaco vetorial
P,(D). Além disso, pelo Teorema segue que H' ¢é linearmente independente e,
portanto, uma base para P,(D). ]

Teorema 3.26. Se K é um corpo infinito de caracteristica p # 2, entao
a(D)=c(D)=1ec,(D)=n
quando n > 3. Além disso, se p =0, entdo
x1(D) = X(1)s x2(D) = X(2) € Xn(D) = X(n) t X(n-1,1)

quando n > 3.
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Demonstracao. Se K é um corpo infinito de caracteristica p # 2, entao pelo Lema
uma base para o espago vetorial P,(D) é o conjunto de todos os elementos
f+(P,nId(D)) tal que f e Hn P,, logo

1) f=x1,sen=1;
2) f=mx1x9, S€ M =2;
3) f=mxxex, ou f = f((llj)l) onde 2<j7<n,sen>3.

Portanto, a sequéncia de codimensoes de D é dada por
(D) =dimg Pi(D) =1, (D) =dimg P(D)=1 e ¢,(D)=dimg P,(D)=n,

quando n > 3.

Agora seja K um corpo de caracteristica p = 0 e sejam u,v € D elementos diferentes
de zero tais que Y (u) =1 e ¥(v) =0.

Dada uma particao A de n e uma tabela de Young standard 7' associada a A,

considere

eT=(Z 0)(2(%7)7),

oceRp ~yeCrp
onde Rp e Cr sao os estabilizadores das linhas e colunas de T', respectivamente.

Afirmacao 1. Seja T a tabela de Young associada a partigao (n) +n dada por

le 1 2 n

entao f(x1,...,2,) =en + (X324 Tp 171227, ) ndo é uma identidade para D.
Prova da Afirmagao 1. Neste caso, Ry, =S, e Cp, = (1). Assim, pela acao da
algebra K[S,] no S,-médulo P, (definida no Exemplo [2.8)), temos

f(xh e >$n) = Z To(3)Lo(4) " To(n-1)Lo(1)Lo(2)Lo(n)
o€eSy,

e, como u = u?, segue
flu,...,u) = (n)u™ = (n)u.

Portanto f ¢ Id(D) e a Afirmacao 1 estd provada.
Afirmacgao 2. Se n > 3, seja T, a tabela de Young, associada a particao (n—1,1) +

n, dada por

112 = |n-1

n

TQ =

entao f(x1,...,x,) = er, - (¥324Tp_121222,) ndo é uma identidade para D.
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Prova da Afirmagao 2. Aqui temos Ry, = S,-1 e Cp, = {(1),(1 n)}, assim,
usando a comutatividade de K{X}/Id(D), obtemos

f+1Id(D) = (Z 0) (1) = (1 n))-(z324wpq21022,) + 1d(D)

R,

= ( > 0) (2324 Tp10102%, ) — (2324 Tp 1 Tpx221)) + [d(D)

O’ESn71
1,
=—( 3 0)- &+ 1d(D)
UGSn,1
== Y Ta®)To(d) To(n-1)(To(1) To(2) Tn) + 1d(D).

UESn_l

Pelo Lema [3.16] podemos escrever f +1d(D) =g+ Id(D), onde

g(z1, ... x,) = =[(n = 2)asxn1 (21, T2, 20 )+
n—1
—[(n =211 wozja 21 (25, 21, 20).
)

Agora usando a comutatividade de D, temos que (u,v,u) = (uv)u —u(vu) = 0. Além
disso, por (3.1)), segue que (v,u,u) =—-(1/2)?v, assim

g(v,u,...,u)=[(n-2)1](1/2)" .

Logo, g ¢ Id(D) e, portanto, f ¢ Id(D) e segue a Afirmacao 2.

Agora, considere o S,-médulo P, (D). Mostremos que
Wi = K[Sn]-[er, - (w374 Tn171297,) + (P, 0 1d(D))]

é um submédulo irredutivel de P, (D) correspondente a partigao (n) + n. De fato,

como p = 0, considere o S,-mddulo irredutivel My, = K[S,]-er, e a aplicagao linear

¢: My, > P,(D)

aer, — aeq, - [(v3242, 101002, ) + (P, n Id(D))].

Note que ¢ é um homomorfismo de S,-médulos e sua imagem é W;. Como, pela
Afirmacao 1, eq, - (x3x4+Tp-171222,) nao pertence a Id(D), segue que ker ¢ # Mrp,.
Uma vez que My, é um S,-médulo irredutivel (como vimos na Segao e kero é
submédulo de My, entao ker ¢ = {0}. Com isso, ¢ é um isomorfismo sobre sua imagem
e, portanto, W; também é irredutivel. Agora, como T} é uma tabela de Young associada
a particao (n) F n, pela Secao , sabemos que existe apenas um .5,-mdédulo, a menos

de isomorfismo, associado a particao n, logo, denotamos Mz, por M,). Assim, pelo
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Teorema [2.31], temos que dimg M,y = 1, logo, dimg W, = 1.

Se n > 3, por um argumento analogo, temos que
Wy = K[S,] - [en, - (x3x42p 101297,) + (P, 0 Id(D))]

também é um submdédulo irredutivel de P, (D), correspondente a parti¢ao (n—1,1) + n,
isomorfo a My, = K[S,]-er,. Logo, novamente, denotando My, por M(,_1 1y e usando
o Teorema , temos que dimg M,-11) =n —1 e, portanto, dimg Wy =n - 1. Assim,
para n > 3, tem-se Wy £ W5. Além disso, sabemos que Wi n W5 é submédulo de Wi e

W3, logo, como estes modulos sao irredutiveis, temos Wi n W5 = 0. Portanto, temos
dimK(W1€BW2) =n e W1€BW2§PR(D).

Como dimg P,(D) = ¢,(D) = n, temos Wy & W5 = P,(D).

Agora, pela Proposicao segue-se que o caracter de P,(D) é a soma dos carac-
teres de Wi e W e, como tais S,-médulos sao isomorfos a M,y e M, 1), respectiva-
mente, entao, da Proposicao segue-se

Xn(D) = X(mn) t X(n-1,1),
se n > 3. Além disso, se n € {1,2}, entao P,(D) = Wy, logo
x1(D) = xqy e x2(D) = x(2)-

Com isso, a prova esta completa. n

Corolario 3.27. Se K é um corpo infinito de caracteristica p # 2, entao
Cl(Dg) = CQ(DQ) =1le Cn(DQ) =N
quando n > 3. Além disso, se p =0, entao

x1(D2) = X(1)> x2(D2) = X(2) € Xn(D2) = X(n) Tt X(n-1,1)

quando n > 3.
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3.4 Identidades Polinomiais, Codimensao e Coca-
racteres de Algebras de Jordan Associativas de

Dimensao Dois

Sejam N, M e M, as algebras do Teorema [3.4] e seja K um corpo infinito de
caracteristica diferente de 2. Nesta se¢ao, descreveremos os T-ideais Id(N), Id(M),
e Id(M,), as sequéncias de codimensoes das dlgebras N, M e M, e também suas
sequéncias de cocaracteres, caso a caracteristica de K seja zero. Recorde que, como
vimos na Secao 2.2 se K é um corpo de caracteristica zero e o é uma partigao de n, o
K[S,]-médulo M, é irredutivel.

Teorema 3.28. Se K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao Id(N)

¢ gerado, como um T-ideal, pelos polinomios
[x1,22] € Tyz073.

Além disso, o conjunto formado por todos os elementos f+ Id(N) tal que f = x; ou

[ =zx; para todo j>1i>1 forma uma base para o espago vetorial K{X}/Id(N).

Demonstragao. Note primeiramente que [z1,22] € x12223 sdo identidades de N, uma
vez que N é uma algebra comutativa e u3 = 0. Logo, se I = ([x1,x2], x12223)T, entao
I cId(N).

Afirmacgao: Seja H = {x;,z;x; | j > i > 1}, entao K{X}/I é gerado, como espago
vetorial, por elementos da forma h+ I, com h e H.

Demonstragao da Afirmagao: Primeiramente, note que nenhum elemento de H
pertence a I. Sabemos que o conjunto V[X], formado pelas palavras nao associativas,
geram K{X} como espago vetorial. Mostremos, por inducao, que toda palavra nao
associativa de comprimento maior ou igual a 3 pertence a I. Sejav € V[X]. Se d(v) = 3,
entdo temos que v = x;(x;xy) ou v = (v;x;)x, = xp(x;2;) + (275, 1] €, pela Proposicao
segue que v € . Supondo que d(v) > 3, entdo v = vy - vq, onde d(vy), d(ve) < d(v).
No caso em que d(v) =4 e v = (z;x;)(xrz;), entdo v € I, para qualquer outro caso,
usando a hipdtese de inducao, note que vy € I ou vy € I, 0 que resulta em v € I.

Agora observe que se z;x; € V[X] ei>j, entdo z;xj+1 = xju;+ @, x;]+1 = xjo,+ 1.
Assim, dado f e K{X}, temos que f+1 =37, \h;+1I,onde \; € K e h; € H, para todo
i=1,...,n eisso conclui a demonstracao da Afirmacao.

Mostremos que o conjunto H = {h+ Id(N) | h € H} é uma base para a algebra
K{X}/Id(N). Da Afirmagao, segue-se que se f ¢ K{X}, entdo existem \; ¢ K e

h; € H, para todo 7 =1,...,n, tais que

f+1:i)\ihi+1.

i=1



73

Logo, f— S, A\ih; € I € Id(N) e, portanto, f + Id(N) = X7, Aih; + Id(N). Assim, H
gera K{X}/Id(N). Agora, considere uma combinacao linear nula em K{X}/Id(N),
isto é,

Zaigi € Id(N)a
i=1

onde o; € K e g; € H, para todo 2 =1,...,m. Como cada componente «;g; ¢ multiho-
mogenea, pelo Teoremasegue—se que o;g; € Id(N), paratodoi=1,...,m. Como os
elementos de H nao sao identidades em N, segue-se que «; =0, para todo¢=1,...,m.
Assim H é um conjunto gerador linearmente independente de K{X}/Id(N) e, por-
tanto, uma base.

Resta-nos mostrar a igualdade Id(N) = I. Para isso, considere f € Id(N), entao,
existem Bi,...,0, € K e wy,...,w, € H tais que f - YF, Baw; € I ¢ Id(N). Logo
Y¥  Baw; € Id(N) e, como vimos, isso implica que 8; = 0 para todo i = 1,...,k. Por-

tanto, f € I e concluimos a demonstracao. [

Teorema 3.29. Se K ¢ um corpo infinito de caracteristica p + 2, entao
ci(N)=ca(N)=1ec,(N)=0
quando n > 3. Além disso, se p =0, entdo

X1(N) = x1), X2(N) =X@), € xa(N) =0
quando n > 3.

Demonstracao. Seja K é um corpo de caracteristica p # 2 e considere o conjunto
H = {z;,x;x; | j > 1 > 1}, entdo, utilizando um argumento semelhante ao usado no
Lema [3.25] segue-se que o conjunto de todos os elementos h + (P, n Id(N)), onde
h e P,n H, é uma base para o espaco vetorial P,(N) = P,/(P,nId(N)).

Dessa forma, se n =1, entao Pyn H = {x1}, se n =2, P,n H = {x122} e se n > 3,
entdo P, nId(N) = P,. Assim, como ¢,(N) = dimg P,(N), temos

ci(N)=1, co(N)=1, e c,(N) =0.

Agora, considere p = 0 e vamos calcular a sequéncia de cocaracteres (X, (V) )nen-
Sen =1, entao P (N) = K[S1]-[z1+(PinId(N))]. Seja

T=|1

a unica tabela de Young associada a particao (1) + 1, entao, como Ry = Cr = (1), temos
er = (1), logo, usando as notagoes da Secdo 2.2, My = K[S1]- (1) = K[S1] = M) ¢ o
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S,-médulo associado a parti¢ao (1) + 1. Com isso, a aplicacao linear

o : M(l) — Pl(N)
ap—)@-[l‘l"'(le[d(N))]

¢ um isomorfismo de S,-médulos e, pela Proposicao [2.39] segue que x1(N) = x(1)-
Se n =2, entdo Poy(N) = K[Ss] - [x120+ (Pan Id(N))]. Seja

To={112

uma tabela de Young relacionada a particao (2) + 2, entdo Ry = Sy e Cr = (1), logo
er, = (1) + (1 2). Assim, My, = K[Ss] -eqn, = K[So]-[(1) + (1 2)] = K[S3] = M(9) é o

S,-médulo associado a partigao (2) + 2. Com isso

U M(2) — PQ(N)
ara- [Tz + (PynId(N))]

é um isomorfismo de S,,-médulos e, portanto, x2(V) = x(2).-
Por fim, se n > 3, entao P,(N) = 0, logo, pelo Exemplo [2.36] temos x,(N) =0 e

isso encerra a demonstracao. O

Embora M e M), nao sejam algebras isomorfas, seus T-ideais coincidem. Veremos
isso nos resultados a seguir, concluindo o estudo das identidades polinomiais de algebras

de Jordan bidimensionais sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.

Teorema 3.30. Seja A a dlgebra M ou M. Se K é um corpo infinito de caracteristica

diferente de 2, entao Id(A) é gerado, como um T-ideal, pelos polinémios

[331,372] € (x17$27$3)'

Além disso, o congunto formado por todos os elementos (x")---(xn™) + Id(A), onde

mi,...,my >0 nao sao simultaneamente zero e n > 1, forma uma base para o espaco
vetorial K{X}/Id(A).

Demonstracao. A demonstracao desse Teorema segue os mesmos passos da demons-
tracao do Teorema Neste caso, temos que A é comutativa e associativa, logo, se
I = ([z1,22], (x1,22,23))T, entdo I € Id(A). Além disso, sendo K{X}/I uma algebra

comutativa e associativa, entao o conjunto
H={(z1)™(x,)™" | mq,...m, >0 nao sao todos nulos e n > 1}

gera K{X}/I.
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O processo para mostrar que o conjunto H = {h + Id(A) | h € H} é uma base para
K{X}/Id(A) e que Id(A) c I é andlogo ao utilizado na demonstragao do Teorema[3.29]

onde usamos o fato de que os elementos de H sao polinomios multihomogéneos. O

Teorema 3.31. Seja A a dlgebra M ou M,. Se K € um corpo infinito de caracteristica
p + 2, entao
cn(A) =1

para todo n>1. Além disso, se p=0, entao xn(A) = x(n) para todo n > 1.

Demonstracao. Seja K um corpo infinito de caracteristica p # 2 e considere o conjunto
H do teorema anterior. Por um argumento semelhante ao usado no Lema [3.25 o
conjunto formado pelos elementos h+ (P, nId(A)), onde h € P, n H, é uma base para

o espago vetorial P,(A). Como P, n H = {zy--x,}, entdo, para todo n > 1, temos
cn(A) =dimg P, (A) = 1.

Agora, considere p = 0. Sabemos que P,(A) = K[S,]-[x1x, + (P,nId(A))]. Seja

uma tabela de Young associada & partigao (n) + n, entdo Ry = S, e Cr = (1). Logo,

er = Yges, 0 €, portanto, My = K[S,]-ep = K[S,] = M(,). Com isso, a aplicagao linear

D My — P.(A)
o= o [:L‘ll‘n + (Pn n ]d(A))]

¢ um isomorfismo de .S,,-mddulos. Assim, pela Proposicao 2.39], para todo n > 1, temos

Xn(A) = X(n)-
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