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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas contribuicoes a teoria dos operado-
res absolutamente somantes. No contexto linear, definimos e estudamos um espaco
de sequéncias com valores vetoriais, denominado espaco de sequéncias anisotrépicas
(s,q,r)-soméveis e também definimos duas classes de operadores lineares envolvendo
este novo espaco. Além disso, ampliamos o escopo de trés resultados importantes da
teoria linear; o primeiro foi obtido por Bu e Kranz, o segundo por Bu e o terceiro por
Kwapien. Finalmente, agora no ambiente nao linear, apresentamos uma abordagem
abstrata para outro famoso resultado de S. Kwapienn que relaciona um operador so-
mante e seu adjunto e mostramos que, mesmo quando restrito ao caso linear, nosso

resultado generaliza o teorema de Kwapien.

Palavras-chave: Espacgos de Sequéncias; Espacos de Banach; Operadores Somantes.
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Abstract

The aim of this work is to present some contributions to the theory of absolutely
summing operators. In linear context, we define and study a vector-valued sequence
space, called the space of anisotropic (s, ¢, r)-summable sequences and also we define
two classes of linear operators involving this new space. Furthermore, we extend the
scope of three important results in the linear theory; the first was obtained Bu and
Kranz, the second one is due to Bu and the third one is due to Kwapien. Finally, now in
the non-linear environment, we present an abstract approach to another famous result
of S. Kwapien that relates a summing operator and its adjoint and we show that, even

when restricted to the linear case, our result generalizes Kwapieni’s theorem.

Keywords: Sequence Spaces; Banach Spaces; Summing Operators.

viil



Sumario

[Notacao e terminologial . . . . . . . ... ... ... ... ... ......

ntroducaol . . . . . . .o

I Conceiios Prolim |

(1.1 Espaco de Banachl. . . . ... ... ... ... ... .

(1.2 Espacos de Sequencias| . . . . . . . . . ...

[1.2.1 Sequencias Limitadas, Nulas e Eventualmente Nulas[. . . . . . .

[1.2.2  Sequencias fortemente e fracamente p-somaveis| . . . . . . . ..

[1.2.3  Sequencias quase incondicionalmente somaveis| . . . . . . . . . .

[1.2.4  Sequencias Cohen fortemente p-somaveis| . . . . . . . .. .. ..
(1.3 Espacos de Hilbert| . . . . ... ... ... ... ... ... ... ...
(1.4 Classes de Operadores| . . . . . . . . .. .. ... .. ... .......
(1.4.1 Ideais de Operadores . . . . . . . . . . . . ... .. ... ....

[1.4.2  Operadores absolutamente somantes| . . . ... ... ... ...

[1.4.3  Operadores quase somantes| . . . . . . . . . . . . . ... ....

[1.4.4  Operadores Lipschitz somantes . . . . .. ... .. ... ....

[1.4.5  Operadores Cohen fortemente p-somantes . . . ... .. .. ..

(1.5 Nocoes topologicas] . . . . .. .. ... ... ... .

(1.6 Lp-espacos| . . . . . . ...

Espacos de Sequéencias Anisotropicas|

2.1 Sequencias Mistas|. . . . . . . . ...

[2.2  Sequencias Anisotropicas| . . . . . ... ..o

[2.2.1 Espaco das Sequéencias anisotropicas (s, g, 7)-somaveis| . . . . . .

|2.2.2 Resultados de Coincidéncia do espaco Eé, oy (X )| .........

|2.2.3 Outras importantes propriedades do espaco ¢7. (X )| ......

(5,9,7

|2.3 Operadores associados ao espaco K(As’ o) (X) | ...............

[2.3.1 Operador fracamente anisotropicol . . . . . . . . . . . . ... ..

[2.3.2  Operadores anisotropicos somantes| . . . . . . . . . ... .. ..

X

—_

© 0o oo ot Ot

12
13
14
16
16
17
18
21
23
23
25



[3 Algumas propriedades dos operadores quase somantes| 71

[3.1 Fstendendo o Teorema de Bu-Kranz . . ... ... ... ... .. ... 71
B.2 FEstendendo o Teorema de Bul . . . ... ... ... ... ... ..... 75
[3.3  Estendendo o Teorema de Kwapien| . . . . . ... ... ... ... ... 78

[4 Uma Versao Abstrata do lTeorema de Kwapien| 80
4.1 Teorema de Kwapienl . . . . . . .. ... ... ... ... ........ 80
4.2 Teorema de Kwapien Abstrato|. . . . . . . .. ... ... .. ... ... 82
[4.3  Aplicacoes do Teorema de Kwapien Abstrato]. . . . . . . . ... .. .. 85
[4.3.1  Operadores lineares absolutamente somantes{ . . . . . . . . . .. 85

[4.3.2  Operadores Lipschitz p-somantes| . . . . . ... ... ... ... 86

[4.3.3  Operadores Lipschitz p-somantes em um pontol. . . . . . . . .. 86




Notacao e terminologia

K denotara o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os espacos vetoriais

sempre serao considerados sobre K = R ou C. Ocasionalmente escreveremos
Ny := NU{0}, com N ={1,2,3,...}.

BAN representara o conjunto de todos os espacgos de Banach sobre o corpo K.

Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “funcao”. Se E e F' sao
espagos vetoriais normados sobre o corpo K, denotaremos por £ (F; F') o espago

dos operadores lineares continuos de £ em F.

Seja 1 < p < oo. Denotaremos por p* o conjugado de p, isto é, é satisfeito

1.1 9

p T p* ’

0;; denotard o delta de Kronecker, ou seja, d;; = 0, se i # j e 0;; = 1 caso
contrario.

As notagoes d(-,-) e || - || serdo utilizadas para representar, respectivamente, a

métrica e a norma de um espaco.

C(X) denotara o espago de todas as aplicagoes continuas de X em Ke || - ||« 2

norma, do supremo.

X* = L(X,K) denotard o dual topolégico de X. Neste caso, X** serd o dual

topoldgico de X*, que denominaremos de bidual topolégico de X.
Bx :={xz € X ; ||z|]| < 1} serd a notacao para a bola fechada unitaria de X.

Sendo ¢ uma funcédo de X em Y, usaremos, em alguns casos a seguinte notacao
s ) ) s
(p,x) := p(x). Todavia, em outros casos, (-,-) sera utilizado para representar o

produto interno.
Denotaremos por X~ o espaco de todas as sequéncias a valores em X.

Para cada u € £(X,Y), iremos denotar o operador induzido por u por @ : XN —

Y8, com @((x;)52,) = (u(x;))52s-

X1



(o (X) denotara o espagos de todas as sequéncias limitadas sobre X.

coo(X) denotard o espago de todas as sequéncias eventualmente nulas a valores
em X.

co(X) denotard o espago de todas as sequéncias nulas a valores em X.

¢,(X) denotard o espago de todas as sequéncias p-soméaveis a valores em X. Além

disso, || - ||, ird representar a norma p.

E;;)(X ) denotard o espaco de todas as sequéncias fracamente p-somantes a valores

em X. Além disso, || - ||, ird representar a norma fraca p.
¢, representard o espago £,(K).

€Z(X ) representard o espago das sequéncias com exatamente n entradas. Tal

notacao sera usada de forma andloga para os demais espagos de sequéncias.

Jx : X = X*, dado por Jx(z)(p) = ¢(x),Vz € X e ¢ € X*, serd o mergulho

canonico de X em X**.
rn 1 [0,1] = R, para cada n € N, denotarao as fungdes de Rademacher.

L,(X) denotard o espago de todas as fungoes mensurdveis f de X em K tais que

Jx [fIPdv < o0, onde v é uma medida associada a X.

Rad(X) denotard o espago de todas as sequéncias quase incondicionalmente
somaveis a valores em X. Além disso, || - || gea(x) denotard a norma do espago
Rad(X).

¢, (X) denotard o espago de todas as sequéncias Cohen fortemente p-soméveis

com valores em X. Além disso, || - ||¢, denotard a norma de tal espago.

Sejam X um espaco de Hilbert e S € X. Denotaremos por S+ o conjunto de

todos os elementos de X ortogonais a S.

Seja S C X. Denotaremos por [S] o espago cujos elementos sao combinagoes
lineares finitas de elementos em S e S representara o fecho do conjunto S em X.
Em alguns casos, quando S = {z1,...,z,}, usaremos a notagao span{zxy,...,z,}

para denotar [S].

Para cada j € N, e; representara a sequéncia canonica onde todas as entradas
sao nulas, exceto a j-ésima que serd o nimero 1. A notagao x - e; representara a

sequencia e; trocando a nimero 1 da j-ésima entrada por x.

xii



Seja T € L(X,Y). Com isso, denotaremos 7% : Y* — X* com T*(p)(z) =
©(T(x)), para todos z € X e ¢ € Y*, como o operador adjunto de 7.

T representard um ideal de operadores. Z%% serd o ideal dual de Z, isto é, dados
X,Y € BAN, temos Z%(X|Y) := {u € L(X,Y); u* € Z(Y*, X*)}.

1dx representara a aplicacao identidade de X em X.

I1, ,(X,Y’) denotara o espago dos operadores (p, ¢)-somantes e 7, ,(-) representard
a norma de tal espago. Quando p = ¢, usaremos as notagoes IL,(X,Y) e m,(-), e

o operador seréa denominado apenas por p-somante.

IT.5,(X,Y) denotard o espago dos operadores quse p-somantes e g s ,(-) repre-
sentard a norma de tal espago. Quando p = 2, usaremos as notagoes I, (X,Y)

e Ta..(+), e o operador serd denominado apenas por quase somante.

Sendo u uma aplica¢do Lipschitz, Lip(u) representard o infimo sobre todas as

constantes que satisfazem a propriedade de u ser Lipschitz.

Lipo(X,Y’) representard o espago de todas as fungoes Lipschitz que preservam
ponto base. Quando Y = K, usaremos a notacao X7, a qual denominaremos de
dual Lipschitz.

D,(X,Y) denotara a classe de todos os operadores Cohen fortemente p-somantes
de X em Y.

o(X, X*) denotard a topologia fraca e o(X*, X) a topologia fraca estrela. Além

. W . ’ N w* N
disso, — indicara convergéncia fraca e — convergéncia fraca estrela.

Seja f : X — Y com Z C X. Usaremos a notagao f|z para representar a

restricao de f ao subconjunto Z.

m , .. . ' .
E(S; q)(X ) representard o espago de todas as sequéncias mistas (s; ¢)-somaveis em

X e || - |lm(s;q) serd a norma de tal espaco.
E‘é qr)(X ) denotard o conjunto de todas as sequéncias anisotrépicas (s, q,r)-

somaveis. Além disso, || - ||4(s,q) Serd a norma de tal espaco.

1
Sejam X e Y espacos de Banach. Entao X — Y denotard inclusao continua de

X em Y, isto é, ||z||y < ||x||x para qualquer x € X.

A notacao ~ indicara de dois espagos sao isometricamente isomorfos.

xiil



Sejam X, Y C Z. Usaremos as notagoes X\Y ou X — Y para indicar o conjunto

de elementos que estao em X e nao pertencem a Y.
(Q, X, u) denotard um espago de probabilidade.

W (Bx~) denotara o conjunto de todas as medidas de probabilidade regulares de-
finidas na o-algebra dos subconjuntos Borel de Bx«. Além disso, J, representara

a medida de Dirac.

Wé, o) (U; X)) denotara o espago de todos os operadores fracamente anisotrépico

(s,q,7;p)-somantes de U em X. A norma de tal espago serd denotada por
A
w(&qm;p)(')'

A
(p;8,9,7)

somantes de U em X. A norma de tal espaco serd denotada por m(y;s q.r)(-)-

(U; X) denotard o espago de todos os operadores anisotrépico (p; s, q,)-



Introducao

Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers mostraram que, em espacos de Banach
de dimensao infinita, as nocoes de somabilidade incondicional e absoluta nunca sao
equivalentes. De modo mais preciso, foi provado que em todo espaco de Banach de di-
mensao infinita existem séries incondicionalmente somaveis que nao sao absolutamente
somaveis. Posteriormente, A. Grothendieck observou que, mediante ao resultado de
Dvoretzky e Rogers (o qual ele apresentou uma segunda demonstra¢ao), o operador
identidade nao transforma todas as sequéncias incondicionalmente soméveis em abso-
lutamente somaveis. Por esse motivo, foi introduzido por ele a noc¢ao dos operadores
que satisfazem tal propriedade, que na época foram chamados de "application semi-
integral a droite”. Posteriormente, esses operadores foram denominados operadores
absolutamente somantes. Esse foi o ponto inicial da Teoria de Operadores Somantes,
que ¢ consolidada e estudada até os dias de hoje. Vale ressaltar, que apenas na década
de 60, mediante diversos trabalhos de Pietsch, Lindenstrauss, Pelczynski e Mitjagin, a
teoria foi amadurecida, juntamente com uma nova notacao que facilitou o seu enten-
dimento, tornando-a mais acessivel. Neste intervalo de tempo, a Teoria de Operadores
Somantes ascendeu na Anélise Funcional.

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas contribuicoes para a Teoria dos
Operadores Somantes. E importante frisar que tais contribuigoes abrangem casos li-
neares e nao-lineares. Para alcancar tal meta, dedicamos o primeiro capitulo para
discussao de temas importantes (e alguns bastantes difundidos) da Anélise Funcional
com o intuito de deixar o trabalho mais autossuficiente. Todos os conceitos e exemplos
do capitulo 1 serao de grande valia para os capitulos subsequentes.

A primeira contribuicao encontra-se no segundo capitulo. Iremos abordar um
novo espaco de sequéncias, que serd denominado espaco das sequéncias anisotrépicas
somaveis. Sua descoberta deu-se através dos resultados [19, Theorems 20.1.1 e 20.1.4].

Eles garantem que um operador T' é (m(s; q); p)-somante se, e somente se, existe uma



constante C' > 0 de modo que

® Q
Q=

n m
DD lw (T @)l < Oll(zo)iZ [lwpll (23R [ls,
i=1 \k=1
para todos m,n € N, z7,...,x2; € X* e z1,...,x, € U. Porém, é esperado da Teoria
dos Operadores Somantes que || + |[,.(s:q) (& norma do espago das sequéncias mistas) es-
(s:9)

tivesse presente no lado esquerdo da desigualdade anterior. Tendo esse fato em mente,
definimos as sequéncias anisotropicas como as sequéncias tais que a dupla série do lado
esquerdo da desigualdade seja convergente. Iremos garantir uma norma associada a
tal espaco de sequéncia que o tornara um espaco de Banach. Além disso, provaremos
diversos resultados de coincidéncia, incluindo um Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers.
Garantiremos também que o novo espaco de sequéncia satisfara as condi¢oes do ambi-
ente de classes de sequéncias, que foi introduzido em [7]. Outro fato importante é que
as sequencias mistas serao um caso particular das anisotropicas e, neste caso, as normas
associadas a esses espacos irao coincidir. Desta forma, o espaco das sequéncias mistas
¢ levado para o ambiente de classes de sequéncias (o que nao havia sido garantindo
ainda) e todo o seu conjunto de ferramentas uteis para o estudo de operadores soman-
tes, fornecendo novas propriedades para o espago das sequéncias mistas. Associado ao
novo espaco de sequéncias, apresentaremos também duas novas classes de operadores
que sao caracterizadas por transformacoes de classicas sequéncias com valores vetoriais
e sequeéncias anisotropicas somaveis. Com relagao a essas classes de operadores, prova-
mos que sao ideais de Banach, apresentam a propriedade injetiva de ideal, resultados
de inclusao e Teoremas do tipo Dominacao de Pietsch.

As contribuigoes presentes no capitulo 3 estao diretamente relacionadas com a classe
dos operadores quase somantes. E sabido que todo operador ¢g-somante é quase so-
mante, para todo ¢ € [1, +00). Além disso, apresentaremos um exemplo de um opera-
dor que é quase somante e nao é g-somante, para todo q. Mediante essas informacoes,
no capitulo 3 deste trabalho iremos demonstrar extensoes de classicos resultados da
Teoria de Operadores Somantes para a classe dos operadores quase somantes, isto é,
tais resultados também serao verificados para a classe dos operadores quase somantes,
0 que antes era provado apenas para os operadores absolutamente somantes. Os resul-
tados estendidos foram: Teorema Bu-Kranz ([14]), Teorema de Bu ([I3]) e o Teorema
de Kwapien ([26]). E importante salientar que a demonstracio do Teorema Bu-Kranz
utilizou fortes ferramentas como o Teorema da Dominagao de Pietsch e as desigualda-
des de Khinchin e Kahane. Porém, a demonstracao da extensao de tal resultado nao

faz uso de nenhuma dessas ferramentas, e é provado de uma maneira mais direta.



Por fim, dedicamos o ltimo capitulo deste trabalho ao estudo do Teorema de Kwa-
pieri presente em [25] (que é distinto do Teorema de Kwapienn apresentado em [26]).
Tal teorema é um cléssico resultado da Teoria de Operados, ele fornece condigoes para
que um operador linear T' seja absolutamente somante quando o adjunto 7™ for ¢-
somante, para algum ¢ € [1,00). Porém, nos tultimos anos uma série de trabalhos
([121, B4 35], 36l B7]) mostraram que varios resultados importantes da Teoria dos Ope-
radores Somantes nao precisam de estrutura linear para serem validos. Tendo isso em
vista, apresentamos no capitulo 4 uma versao abstrata (nao-linear) do classico Teo-
rema de Kwapien. A demonstragao de tal resultado foi baseado no ambiente abstrato
apresentado em [36]. Como aplicagao de tal resultado, apresentamos uma versao do Te-
orema de Kwapien para operadores absolutamente somantes que recupera e generaliza
o resultado classico. Além disso, também foi possivel generalizar uma versao nao-linear

do Teorema de Kwapien com respeito as fungoes Lipschitz que foi apresentada em [16].



Capitulo 1
Conceitos Preliminares

Dedicamos este primeiro capitulo a apresentacao de resultados e conceitos da Analise
Funcional, focado na Teoria de Operadores, que irao nos auxiliar nos capitulos subse-
quentes. E importante que o leitor tenha uma base académica em temas abordados em
um curso de Anélise no R”, pois iremos supor alguns conceitos matematicos que estao,
em geral, presentes neste curso. A menos de mencao contraria, utilizaremos a notagao
K para representar R ou C, que denotam o corpo dos ntiimeros reais e complexos, res-
pectivamente. Sendo 1 < p < oo, p* representara o nimero que satisfaz 119 + ]% = 1.
Neste caso, dizemos que p* é o conjugado de p e vice-versa. Os temas e resultados

presentes neste capitulo podem ser encontrados em [11], 20].

1.1 Espaco de Banach

Um dos objetos matematicos mais basicos e essenciais para Analise Funcional sao os
espacos normados, que sao casos particulares dos espacos métricos. De maneira sucinta,
podemos entender os espagos métricos como conjuntos nao-vazios onde é possivel medir
distancia entre pontos. Ja os espacos de normados sao espagos vetoriais onde existe a
possibilidade de calcular o comprimento de vetores. Nesta subsecao iremos apresentar
uma breve introducao sobre tais conceitos, para que possamos abordar a nocao de
espacos de Banach. E importante ressaltar que a nocao de espacgos de Banach é uma
generalizacao dos espacos euclidianos. Também abordaremos alguns exemplos que

terao grande importancia ao longo deste trabalho.

Definicao 1.1. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma aplicagao d : X x X — R ¢é dita
um métrica se para quaisquer x,y, z € X tem-se

o d(z,y) > 0;

ed(x,y) =0&x=y;

o d(z,y) = d(y, x);



1. Conceitos Preliminares

o d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
Caso d seja uma métrica, dizemos que o par (X, d) é um espago métrico. Sendo X um

espago métrico e ex € X, dizemos que o par (X, ex) é um espa¢o métrico pontuado.

Observe que para o par (X,d) ser um espa¢o métrico, nao é necessario que exista
uma operacao sobre o conjunto X. A seguir, vamos apresentar alguns exemplos de

espagos métricos que podem ser facilmente verificados.

Exemplo 1.1. i) Se X = {zy,...,z,}, entdo podemos considerar d : X x X — R
dado por d(z;,z;) = 1 — 6,5, cujo d;; é o delta de Kronecker, ou seja, 0;; = 0, se

i # j e d;; =1 caso contrario.
ii) Se X =R, entdo podemos considerar d : X x X — R, com d(z,y) = |z — y|.

iii) Sendo C([a,b]) o conjunto das aplicagdes continuas de [a, b] em K, podemos definir

a métrica dada por d(f,g) = sup |f(x) — g(x)|.

z€[a,b]

[e.e]

Defini¢ao 1.2. Seja (X, d) um espago métrico. Dizermos que uma sequéncia (z,)%

é sequéncia de Cauchy em X se x, € X para todon € N, e dado ¢ > 0, existe n. € N
de modo que

m,n > ne = d(T,, T,) < €.

No caso em que toda sequéncia de Cauchy for convergente, dizemos que X é um espaco
métrico completo. Sem muitas dificuldades, é possivel mostrar que os itens (ii) e (iii)

do Exemplo sao espacos métricos completos.

Definigao 1.3. Seja X um espaco vetorial. Dizermos que a aplicagao ||| : X — R é
uma norma se para quaisquer z,y € X e a € K, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

o o] > 0;

oz =0z =0;

ol +yll < llel + lyll;

o [laz| = [afll].
O par (X, || - ||) serd denominado espag¢o normado. Se definirmos d(z,y) = ||z — y||,
entao é possivel mostrar que (X, d) é um espago métrico, ou seja, todo espago normado
estd associado a um espago métrico. Caso (X, |- ||) for completo, dizemos que X é um
espaco de Banach. Denotaremos por BAN o conjunto de todos os espagos de Banach

sobre o corpo K.

Exemplo 1.2. i) Os itens (ii) e (iii) do Exemplo [1.1| sdo espagos de Banach.
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ii)

iii)

iv)

Seja X um espago compacto. Denotaremos por C(X) o espaco de todas as

aplicacoes continuas de X em K. Com isso, se definirmos

| fllco = sup |f(z)| para todo = € X,
zeX

entao (C(X);| - ||oc) é um espaco de Banach.

Sendo X,Y € BAN, denotaremos por L(X,Y’) o espago de todos os operadores
lineares continuos de X em Y. Vale ressaltar que um operador linear é uma

funcao linear entre espacos de Banach. Se definirmos

|T|| = sup ||T'(z)|| para todo x € X,
rx€Bx
é possivel mostrar que (L£(X,Y); ] - ||) é um espago de Banach. Quando Y =K,
iremos denotar L(X,K) por X*, o qual denominaremos de dual topoldgico de X.
Iremos denotar por X** o dual topolégico de X*, que denominaremos de bidual

topolégico de X.

Seja X € BAN. A bola fechada unitaria de X serd denotada por By, isto é,

Bx ={re X ; [lz <1}.

Um importantissimo resultado presente na Analise Funcional é o famoso Teorema
de Hahn-Banach (ver [II], Teorema 3.1.1]). Tal resultado é puramente algébrico e
apresenta iniimeras aplicagoes, nao somente na Anélise Funcional, como também
em diversas areas da matematica e fisica. Iremos apresentar agora um corolario
deste resultado que é bastante tutil na Andalise Funcional e que, muitas vezes,

também é chamado de Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 1.1. ([I1, Coroldrio 3.1.5]) Sejam X um espago normado, X # {0} e
r € X. FEntao,

Jz]] = sup |o(z)].
@EBx*

Outro resultado bastante difundido com relagao aos espacos de Banach é a carac-
terizacao de subespacos vetoriais que sao Banach com a norma induzida. Enun-

ciemos tal resultado agora.

Proposicao 1.2. ([11, Proposi¢io 1.1.1]) Sejam X um espag¢o de Banach e Y
um subespaco vetorial de X. FEntao, Y € um espaco de Banach, com a norma

induzida por X, se, e somente se, Y ¢é fechado em X.
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Observacao 1.1. Considere uma funcao ¢ : X — Y, de modo que X e Y sejam
conjuntos nao vazios. Em alguns casos, com o intuito de facilitar o entendimento

matematico, iremos utilizar a seguinte notacao:

(p,2) == p(x).

Na préxima segao utilizaremos a notagao (-,-) para representar um produto interno.
Sendo assim, ¢ importante entender o contexto para que nao haja duvidas sobre tais

notacoes.

1.2 Espacos de Sequéncias

Importantes classes de operadores lineares e nao lineares entre espacos de Banach
foram definidas ou caracterizadas via transformacoes de sequéncias sobre espacos de Ba-
nach. Por esse motivo, o estudo de espacos de sequéncias se tornou bastante relevante.
Nesta secao, iremos abordar alguns desses cldssicos espacos. Denotaremos por X" o
espago de todas as sequéncias a valores em X, e para cada u € £(X,Y), iremos definir
o operador (linear) induzido por u como @ : XN — Y™, com U((x;)32,) = (u(x;))52,.

Jj=1

1.2.1 Sequéncias Limitadas, Nulas e Eventualmente Nulas

Sendo X um espago de Banach, dizemos que (z;)52, € X N'& sequéncia limitada se
existir M > 0 de modo que ||z;|| < M para todo j € N. Denotaremos o espaco de todas
as sequéncias limitadas a valores em X por (. (X). Quando X = K, denotaremos
apenas por /.. Devido a limitacao dessas sequéncias, podemos definir a norma do

supremo da seguinte forma:
)2l = sup |lz;]] para toda ()72 € feo(X). (1.1)
J

E possivel mostrar que (fog(X), || - [|oc) ¢ um espaco de Banach (ver [IT, Secdo 1.4]).

Dizemos que (z;)52, € XN & sequéncia eventualmente nula se existir jo € N de
modo que j, = 0 para todo j > jo. Denotaremos o espaco de todas as sequéncias
eventualmente nulas a valores em X por cop(X). No caso de X = K, denotaremos
apenas por coo. Dizermos que (z;)52, € X" é sequéncia nula se ]lirilo |z;|l = 0. De-
notaremos o espaco de todas as sequéncias nulas a valores em X por ¢y(X). No caso
de X = K, denotaremos apenas por cg. E possivel mostrar sem muitas dificuldades a
seguinte inclusao:

coo(X) C co(X) C loo(X).
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Assim, podemos munir cyo(X) e co(X) com a norma (|1.1)). Porém, apenas (co(X), ||||o)
¢ um espago de Banach (ver [I1, Exemplo 1.1.7]).

1.2.2 Sequéncias fortemente e fracamente p-somaveis

Sendo X um espaco de Banach, diremos que (xj);’il c XN ¢ uma sequéncia forte-
oo

mente p-somdvel (ou sequéncia p-somdvel) se E ||z;||P < oo. Denotaremos o espago
=1
de todas as sequéncias p-somaveis a valores em X por £,(X). No caso X = K, deno-

taremos apenas por £,. Considerando (7;)52, € £,(X), podemos definir a norma p da

seguinte forma:
1(25)72 |l == (Z ||%||”>

Observagao 1.2. I) Duas importantes desigualdades relacionadas a norma p sao
as desigualdade de Minkowski ([I1], Proposi¢ao 1.4.2]) e Hélder ([11, Proposicao

1.4.1]) que sao dadas, respectivamente, da seguinte forma:

(Z\aj +bj|p>p < (Z\aﬂp)p ¥ (Zrbjrp)p, 12)

Jj=1 Jj=1 J=1

e
1 1
m m I3 m p*
b |P . |p*
E |a;b;] < <§ :|CLJ|> <§ b >
Jj=1 J=1 Jj=1
para quaisquer escalares ai,...,ap, b1, ..., by,.

IT) Outro importante fato bastante relevante sobre os espagos ¢, ¢ a relacao entre as
normas p (também conhecida como monotonicidade das normas p) e as inclusoes
proprias entre tais espagos. Considere 1 < p < g < 00 e (xj)j?";l € (, nao nula.
Sendo assim, defina

Y = V7 e N.

H(SU])] 1l
Desta forma, |y;| < 1, para todo j € N. Logo, |y;|9"? < 1 para qualquer j, uma
vez que 1 < p < ¢. Isso implica em |y;|? < |y;[P para qualquer j € N. Assim,

1(y)52 1§ < [1(y)52ally = 1.

Portanto, por defini¢ao da sequéncia (y;)5

521, segue que

IGz5)50llg < 11(25)52 -
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Isso implica em ¢, C ¢,. Mais ainda, ¢ possivel mostrar que ¢, C ¢,, basta con-
siderar z; = 1 para todo j € N e notar que (7;);2, € £, — {,. E importante
mencionar que essa relacao é bastante conhecida e as ideias desta demonstracao
nao sao novas, mas estao aqui com o intuito de deixar neste trabalho mais com-

pleto.

E possivel mostrar que o par (£,(X),| - |l,) é um espaco de Banach (ver [IT]
Secao 1.4]). Para cada n inteiro natural, a notacao ¢;(X) ird representar o espago
das sequéncias com exatamente n coordenadas em X. Usaremos essa mesmo tipo de

notagao para as outras classes de sequéncias.

Observagao 1.3. Dado x = ()22, € {p., é possivel provar que
[o.¢]
ijyj < o0, Y(y;)52, € 4p.
j=1

Desta forma, podemos definir a aplicacao

U o U — (L)
X = (2;)52 > @x
onde ¢x : ¢, — R com cpx (y5) ad 1 ijyj A aplicacado ¥ é um isomorfismo

isométrico, isto é, bijetiva e preserva a norma. Sendo assim, podemos concluir que
o dual de ¢, ¢ isometricamente isomorfo ao espaco £,-. De modo andlogo ¢ possivel
garantir que o dual de ¢y é isometricamente isomorfo a ¢;. Para mais informacoes,

consulte [I1l Segao 4.2].

Sendo X um espago de Banach, dizemos que (z;)%2, € X N'¢ uma fracamente p-

somdvel se para todo ¢ € X*, tivermos Z lo(z;)|P < oco. Com o auxilio do Teorema
j=1
do Gréfico Fechado (ver [I1, Teorema 2.5.1]), é possivel definir a norma fraca p da

seguinte forma:

=

1) oy = sup (Zw z;) ) para toda ()32, € (4(X).

pEBx*

O espaco de todas as sequéncias fracamente p-somantes é a valores em X sera denotado
por £(X). Utilizando argumentos andlogos ao caso do £,(X), é possivel mostrar que,

munido da norma fraca p, Ep“’(X ) é um espago de Banach. Além disso, para 1 < p < oo,

10
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é possivel garantir que
con(X) C 6,(X) C Y(X) C loo(X) (1.3)

E importante lembrar que as sequéncias canonicas representadas por e; = (5ij)‘]?‘;1 estao
em todos os espacos de sequéncias mencionados na cadeia em questao. Além disso, uma
questdo interessante é saber em quais contextos existe a igualdade entre £,(X) e £;/(X).
Tal problema foi resolvido com o auxilio do Teorema de Dvoretzky-Rogers (para mais

informagoes sobre tal resultado consulte [I1], Se¢ao 10.1]) da seguinte forma:

Proposicao 1.3. Seja X um espaco de Banach. Entao X apresenta dimensdo finita
se, e somente se, ,(X) = £)(X).

Em muitos contextos, a Proposicao também ¢ denominada de Teorema de

Dvoretzky-Rogers.

Observagao 1.4. Sendo X um espago de Banach, vamos considerar x* = (17)32, €

£y (X*). Com isso, por definicio podemos dizer que
Z ™ (23)||P < oo, V™ € X*. (1.4)

Por outro lado, considere Jx : X — X** o mergulho canonico de X em X** (ver [I1],

Secao 4.3]), que é uma isometria linear dada por

Jx(x)(¢) = ¢(x),Vr € X e p € X™.

Assim, considerando ™ = Jx(z) em . podemos dizer que
o0
>l yP—ZHJX 2})|IP < oo, Va € X.
j=1

Logo, a sequéncia (z}(7))32, € £,. Sendo assim, podemos definir o operador

Te @ X — ¢,

v @)

E possivel verificar que esse operador ¢ linear continuo e satisfaz ||(z )3ty = [T |-

Como consequéncia, por definicao, podemos concluir a seguinte igualdade:

1(27)521 lwp = sup (le ) V(x3)5, € £, (X7). (1.5)

rE€Bx

11



E importante ressaltar que tal igualdade é bastante difundida no meio académico e que
a ideia da demonstracao dessa igualdade nao é algo novo. Ela estd presente neste texto

com o intuito de disseminar tal prova.

1.2.3 Sequéncias quase incondicionalmente somaveis

Antes de definirmos as sequéncias quase incondicionalmente somaéaveis, devemos
abordar o conceito das fun¢oes de Rademacher, cujas propriedades aqui mencionadas
podem ser encontradas em [20, P.10]. Formalmente, as func¢oes de Rademacher r,, :
[0,1] = R, para cada n € N, sdo definidas por r,(t) := sign(sin2™xt), onde a aplicagao
sing : R — {1, —1} relaciona, respectivamente, valores positivos e negativos com 1
e —1. Por convengao, se estabelece que r,(0) = 0 para todo n € N. Sendo I um
intervalo de R, podemos definir a aplicacao 1; de modo que 1;(t) = 1 set € [ e
1;(t) = 0 caso contrario. Desta forma, podemos estabelecer que 71 = 1(g1/9) — 1j1/2,1) €
rni1(t) = r1(2"t) para todosn € Ne t € [0,1].

Usando a notagao Lo(X) para representar o espaco de todas as fungoes mensuraveis
f de X em K tais que [, |f[*dv < oo (ver [LI} Segéo 1.2] para mais informagdes sobre
tal espago), uma propriedade interessante sobre as fungoes de Rademacher é que a

sequéncia (r;)32; é ortonormal em Ly[0,1]. Como consequéncia, obtermos

/

para toda (a;)7_; € {3 e todo inteiro positivo n. Além disso, a famosa desigualdade

n

> ri(t)a

J=1

2 n
dt = Ja| (1.6)
j=1

de Khinchin garante que os espagos gerados pelas fungoes Rademacher tém normas L,

equivalentes, a demonstragao de tal resultado pode ser encontrada em [20, Theorem
11.1].

Observagao 1.5. De modo andlogo ao que comentamos sobre o espago Lo(X), é

possivel definir o espago L,(X). A norma de tal espago ¢ dada por

1l = ( /X |f|pdu)” ,

com f € L,(X). Para mais informagoes sobre tal espago consulte [IT], Segao 1.2].

Teorema 1.4. (Desigualdade de Kahane). Sejam 0 < p,q < oo. Entao erxiste uma

Y
dt),

constante K, , > 0 para o qual

([

q ¢ 1
dt> < K, ( /
0
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independente da escolha do espago de Banach X e qualquer quantidade finita de vetores

T1yenny Ty de X.

O principal resultado sobre as fungoes de Rademacher é uma poderosa desigualdade

de Khinchin. A prova dessa desigualdade pode ser encontrada em |20, Theorem 1.10).

Teorema 1.5. (Desigualdade de Khinchin). Para cada 0 < p < 0o, existem constan-

tes positivas A, e B, tais que independentemente da sequéncia escalar (aj)J‘?‘;l € Uy,

Ap (Z\%F) < (/0 er(t)aj )pSBp <Z’@j\2> :

Observagao 1.6. Quando ¢ = 2 e X = K, podemos dizer que, por meio de (|1.6)),

a desigualdade de Kahane recupera a desigualdade de Khinchin. Neste caso, K, 5 6

obtemos

geralmente denotado por A,.

Sendo X um espago de Banach, dizemos que uma sequéncia (z;)32, € X N ¢ quase
incondicionalmente somavel se .
> i)

j=1
é convergente quase sempre, isto é, a série é convergente para todo ¢t a menos de um
conjunto de medida nula. Denotamos o espaco de todas as sequéncias quase incondi-

cionalmente somdveis a valores em X por Rad(X). E possivel definir a norma

9 1/2

dt|

[e.9]

> i),

=1

1
1) oy = /

que torna Rad(X) um espago de Banach.

1.2.4 Sequéncias Cohen fortemente p-somaveis

Sendo X um espaco de Banach, dizemos que (:cj)]?’il € XV é uma sequéncia Cohen

fortemente p-somdvel (ou sequéncia fortemente p-somdvel) se
o0
Z |mj(x])| < 0, V(x;)j';l € 6;”*(X*).
j=1

Denotaremos o espaco de todas as sequéncias Cohen fortemente p-somaveis com en-

tradas em X por £, (X). Utilizando técnicas andlogas as usadas na norma fraca p,

13



podemos garantir que

I@)illey = sup > |a(x)]

(@5)521€Bew, (x+) j=1

define uma norma sobre £, (X). E possivel mostrar que (£, (X), || - [lcp) é um espaco

de Banach. Para mais informagoes sobre esse espago de sequéncia consulte [17].

1.3 Espacos de Hilbert

E sabido que, na Teoria da Algebra linear, a nocao de espaco com produto in-
terno nos permite uma interpretacao geométrica envolvendo espagos vetoriais e trans-
formacoes lineares. A nocao de espacos de Hilbert é um generalizacao de tal conceito
que aproxima ainda mais a teoria do espacos de Banach a teoria euclidiana. Veja-
mos agora uma breve revisao sobre tais conceitos. Para mais informagoes consulte
[TT], Capitulo 5].

Defini¢ao 1.4. Sejam X um espaco vetorial sobre um corpo K e () : V xV — K

uma aplicacao. Valem as condicgoes
1) <$1 + 'r27y> = <l’1,y> + <Z’2,y>,

i) (Az1,y) = X (21, 9);

i) (z1,) = (7.22), onde 7,27} € o conjugado de {y, z,):
iv) (x1,21) >0, com x; # 0.

para quaisquer xq1, 22,y € X e A € K, dizemos que (-, ) é um produto interno sobre X.

Neste caso, X é um espaco com produto interno.

Sendo X um espago com produto interno, é possivel definir a seguinte aplicagao:

- : X — R

r — /{x,x)

Tal aplicagao é chamada de norma induzida pelo produto interno, e torna X um espaco
normado. Neste caso, sempre que (X, | - ||) for completo, dizermos que X é um espa¢o
de Hilbert.

14



Exemplo 1.3. Consideremos X = R". Com isso, dados * = (z1,...,2,),y =

(Y1, -, Yn) € R" podemos definir a aplicagao

(z,y) = Z LYy
j=1

Tal aplicacao é o produto interno usual do espaco euclidiano, tornando R™ um espago
de Hilbert.

Um fato bastante difundido é que todo espago vetorial (com dimensao finita ou
infinita) possui uma base (ver [I1], Proposi¢ao A.4]), ou seja, todo vetor de um espago
vetorial pode ser escrito como a combinacao linear de vetores da base. No caso de
dimensao finita tal fato é bastante util pois a base apresenta uma quantidade finita
de vetores. Porém, quando estamos diante de espacos vetoriais de dimensao infinita,
em geral, a base em questao nao apresenta utilidade pratica. Tendo isso em mente,
vamos agora abordar uma noc¢ao bastante 1til de representacao de vetores em espagos
de Hilbert como combinagoes (que podem nao ser finitas) de vetores convenientemente

estabelecidos. Para mais informagoes consulte [T, Segao 5.3].

Definicao 1.5. Seja X um espaco com produto interno. Um conjunto S C X ¢ dito

ortonormal se para quaisquer z,y € S, tem-se

<$,y>:{ 0, se z#y

1, se z=y

Definindo S+ := {x € X ; (z,y) = 0 para todo y € S}, dizemos que S é um sistema

ortonormal completo se S for ortonormal e S+ = {0}.

Enunciemos agora um resultado que caracteriza e fornece importantes propriedades

sobre os sistemas ortonormais completos quando definidos em um espaco de Hilbert.

Teorema 1.6. [11, Teorema 5.3.10] Seja S = {x; ; i € I} um conjunto ortonormal
em um espaco de Hilbert X. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
i) Para cada x € X, tem-se v = Z (@, x;) x;;
iel
it) S é um sistema ortonormal completo;

iii) [S] = X, onde [S] € o subespago gerado S, isto é, todo elemento é uma combinagao

linear de elementos de S;

w) Para cada x € X, tem-se ||z|* = Z | {z,z;) |* (Identidade de Parseval);

iel
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v) Para todos x,y € X, tem-se (x,y) = Z (x, ) (y, ;).
iel
Exemplo 1.4. i) A base {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é um sistema ortonormal com-
pleto de R3.

ii) O conjunto {e, ; n € N} é um sistema ortonormal completo de ¢, onde e, é
a sequencia canonica com todas as entradas nulas, exceto a n-ésima que sera o

numero 1.

1.4 Classes de Operadores

A teoria dos operadores lineares absolutamente somantes, originada da teoria de
Grothendieck em [24], desempenha um papel fundamental na teoria dos espagos de
Banach e aplicacoes. Hoje em dia, variantes lineares e nao lineares de operadores ab-
solutamente somantes tém sido exploradas em diferentes configuragoes com aplicacoes
em diferentes campos de matematica pura e aplicada. Nesta secao, iremos abordar
algumas dessas classes de operadores, e dedicaremos a primeira subsecao para tratar

brevemente sobre a teoria de ideais de operadores.

1.4.1 Ideais de Operadores

Iremos denotar por £ a classe de operadores lineares continuos que atuam entre
espagos de Banach arbitrarios, ou seja, £(X,Y') é um elemento de £, com X,Y € BAN.

Desta forma, podemos definir um ideal de operadores da seguinte forma:

Definicao 1.6. Um ideal de operadores T é uma subclasse de £ de modo que, para
quaisquer X,Y € BAN
I(X,)Y)=INL(X,)Y).

As seguintes condigoes também devem ser satisfeitas:
(i) idk € Z, sendo idg a aplicagao identidade sobre o corpo K.
(ii) Dados T1,T, € Z(X,Y), segue que T} + 1o € Z(X,Y).
(iii) Se T € L(X,,Y), SeZ(X,Y) e Re€ L(X,Y)), entdao Ro SoT € Z(Xy, Yp).

E possivel mostrar que se Z é um operador ideal, entao toda componente Z(X,Y)
¢ um subespago linear de £(X,Y). A condigao (iii) é chamada de propriedade de
ideal para operadores. Além disso, a classe dos operadores compactos e fracamente
compactos sao exemplos de ideais de operadores. Para mais informagoes, consulte [38]
Chaper 1].
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Definicao 1.7. Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que Z é um ideal injetivo
no caso em que, para quaisquer U, X, Y € BAN,sevoT € Z(U;Y) para qualquer v
satisfazendo [|v(z)|| = ||z|| para todo x € X, entao T' € Z(U; X).

Defini¢ao 1.8. Sejam X e Y espacos vetoriais normados, e ' € L(X,Y). Com isso,
podemos definir 7% : Y* — X* dado por

T*(p)(z) = (T (x)), paratodos z € X e p € Y™,

O operador T* é denominado operador adjunto de T.

Vamos representar por Z% o ideal dual de T (ver [20, P. 186]), isto é, dados
X,Y € BAN, temos

TN X,Y) ={uec LIX,Y); u* € Z(Y*, X*)}.

1.4.2 Operadores absolutamente somantes

Suponhamos 1 < ¢ < p < oo e u: X — Y um operador linear entre espacos de
Banach. Dizermos que u é um operador absolutamente (p,q)-somante se existir uma

constante C' > 0 de modo que, para todos m € Ne xy,...,x,, € X, temos

q

m 7 m
(; IIU(%)IIP) < C;%E* (;Iw(ﬂfj)lq) - (1.7)
O infimo sobre as constantes C' de serda denotado por m,,(u). O espago de to-
dos os operadores absolutamente (p, ¢)-somantes com dominio X e contradominio Y
serda denotado por IL, ,(X,Y). E simples checar que I1,,(X,Y) é um subespaco de
L(X,Y), (IL, ,(X,Y),m4(-)) é um espago de Banach e que |Ju|| < 7,,(u) para todo
u € I, ,(X,Y). No caso em que p = ¢, chamaremos tais operadores de p-somantes
e usaremos a notagao I1,(X,Y) e m,,(-). Quando p = 1, dizemos que o operador é

absolutamente somante.

Observacao 1.7. No caso em que p < ¢, é possivel mostrar que o Unico operador
)
(p, q)-somante é o operador nulo. Por esse motivo, s6 consideramos o caso em que

g < p. Para mais informagoes consulte [20].

Iremos agora enunciar alguns importantes resultados sobre os operadores p-somantes
que serao utilizados posteriormente. O primeiro é uma caracterizacao que ird relaci-
onar esses operadores com as classes (/(X) e £,(Y). O segundo é um teorema de
Inclusao relacionado ao indice p, e por fim, iremos enunciar os famosos Teoremas de

Grothendieck e da Dominacao de Pietsch.
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Proposigao 1.7. 20, Proposition 2.1]. Seja 1 < p < co. Entio, u € IL,(X,Y) se, e
somente se, u(£, (X)) C £,(Y). Neste caso, |[u: £ (X) — £,(Y)|| = mp(u).

Teorema 1.8. [20, Theorem 2.8]. Se 1 < p < q < o0, entao I1,(X,Y) C II,(X,Y).
Além disso, para cada u € I1,(X,Y), seque que my(u) < my(u).

Teorema 1.9. [T1, Teorema 10.2.6] Todo operador linear continuo u : 1 — ly €

absolutamente somante.

Teorema 1.10. [20}, Theorem 2.12]. Suponhamos 1 <p < oo eu: X — Y um opera-
dor linear entre espagos de Banach, e K é um subespaco nao vazio de Bx+ compacto
munido da topologia fraca estrela. Entdo, u € p-somante se, e semente se, existem uma
constante C' > 0 e uma medida reqular de probabilidade y sobre K de modo que para

todo x € X, temos

@l < ( [ lotlauo))’

Para mais informagoes sobre essa classe de operadores, veja [20, Chapter 2].

1.4.3 Operadores quase somantes

De acordo com [5], um operador linear entre espacos de Banach u : X — Y é quase

p-somante se existir uma constante C' > 0 de modo que

1
2 2

1|l m
LISt ) <l (L3
para todos inteiro positivo m e x1,...,x,, € X. A classe de todos os operadores quase

p-somantes de X em Y serda denotado por I, ,(X,Y). O infimo sobre as constantes
C satisfazendo serda denotado por 7y s ,(u), € torna Iy s,(X,Y) um espago de
Banach. E possivel mostrar que ||u]| < 7a.s,(1). No caso p = 2, os operadores serdo
denominados quase somantes e escrevemos 11, 5 (X,Y), ao invés de I, ,2(X,Y). Por

[20, Proposition 12.5], dados X,Y € BAN, podemos garantir que

U M(X.Y) C (X, Y). (1.9)

1<g<

Para mais informagdes sobre essa classe, consulte [20], Chapter 12].

Veja agora um exemplo onde a inclusao ¢é propria. Vale ressaltar que nao con-
seguimos encontrar, com facilidade, na literatura um exemplo que satisfaca a inclusao
propria. Por esse motivo, optamos por abordar tal exemplo de maneira detalhada. O

exemplo aqui abordado foi retirado de [2§].

18



Exemplo 1.5. Inicialmente vamos considerar o espago de Banach

Y = <ka) = {(ﬂ%)io:a sk € b e [|(zn)iZslh = ) e, < OO}
k=3 1

k=3

Tktgl%gk

um operador T}, que nao é absolutamente k-somante para todo k € {3,4,5,...} (ver
[4, Proposition 5.2(v)]). Por outro lado, para todo k € {3,4,5,...} (ver [4, Proposition
5.2(iii)]) podemos dizer que

Hk;Jr]_ (61, gkz) = ﬁ (61, gkz) .

Logo,
Ty, € Wypq (61, 0r) C Hops (64, L)

Vejamos agora que, para todo k € {3,4,5,...,}, podemos definir
como a inclusao natural dada por

i ((aj)j;) _ (o,...,o,(aj);?‘;l,o,o,...),

com (aj)]o.il na (k — 2)-ésima posicao e as outras sao as sequéncias nulas. Sem muitas

dificuldades é possivel observar que ||ix|| = 1. Desta forma, consideremos
T 51 —Y

de modo que
T(2) = ZT,
k=3
onde
Ck = Qk : Wal.s(Tk)-

Note que T' estd bem definido, é linear e continuo. Com efeito, como || Ty || < mar.s(Tk)

obtemos

ik 0] Tk
Ch

o)
k=3

= Zg ik o T
k=3 k
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<X i

_Z 175l
2k . 7Tal8 Tk

< 0Q.

Assim, concluimos que

estd bem definido. Como T} e i; sdo lineares continuas, segue que 7' € L (¢1,Y). Veja

também que

1Tk ()]l < Cr - 1T (@) -

Com isso, como T}, falha em ser absolutamente k-somante, é simples observar que

T¢ |J m6Yy)={Jm, (4, Y)

ke{3,4,..} p>1

Resta provar que T é quase somante. Como Ty € Il (¢1,¢x), pela propriedade de
ideal, temos
ik o Tk S Hal.s (gla Y) .

Porém, como ||ix|| = 1, segue que
Zﬂ-al.s (— = Z_ * Tal.s (Zk o Tk)
k=3 Ck s Ch
o0 1 )
< Za Niwll - mars (Tk)
k=3
- 1
=) 0 Ta.s (Tk)
;Qk * Tal.s (Tk)
< Q.

Como I (¢1,Y) é um espaco de Banach, concluimos que

Z i, 0 Ty

converge em Il ¢ (¢1,Y), isto é, T' é quase somante.

Duas outras nocoes atreladas as fungoes de Rademacher e aos operadores quase

somantes sao os espacos que tem tipo p e cotipo ¢. Vejamos tais definicoes agora.
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Definicao 1.9. Dizemos que um espago de Banach tem tipo p se existe uma constante

C > 0 de modo que, para todos m € N e zq, ..., x, € X, tem-se

/

O infimo sobre todas as constantes C' serd denotado por T,(X).

1
2 2

dt | <C- (@), -

m

> r(t)r;

j=1

Definicao 1.10. Dizemos que um espaco de Banach tem cotipo g se existe uma cons-

tante K > 0 de modo que, para todos m € N e x4, ..., 2z, € X, tem-se

1
2

il <5 | [ it

Z ri(t)x;

O infimo sobre todas as constantes K sera denotado por C,(X).

Vamos enunciar agora alguns resultados envolvendo espagos que apresentam tipo p

que serao de grande importancia nos capitulos subsequentes.

Proposicao 1.11. [20, Proposition 12.4] Sejam X um espaco de Banach el < p < 0.

Entao, X tem tipo p se, e somente se, {,(X) € um subespaco linear de Rad(X).

Proposicao 1.12. [2ll, Proposition 11.10] Se um espago de Banach X tem tipo p,

entao X* tem cotipo p*.

Proposicao 1.13. [20, Corollary 12.7] Se um espago de Banach 'Y tem cotipo 2, entdo
ILs(X,Y) =11,(X,y) para todo espago de Banach X e todo r € [2,00).

1.4.4 Operadores Lipschitz somantes

Iremos apresentar agora uma importante classe de operadores nao lineares definida
entre espacos métricos. Uma aplicacao u : X — Y, com X e Y espacos métricos, €

dita Lipschitz se existe uma constante C' > 0 de modo que

dy (u(z),u(y)) < Cdx(z,y)

para quaisquer z,y € X. O infimo sobre as constantes C sobre a desigualdade anterior
¢ denominado de nimero de Lipschitz (ou constante de Lipschitz) da aplica¢ao u, e

serd denotada por Lip(u). De modo equivalente, podemos dizer que

Lip(u) = sup d <df(:> z;m
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Por convencao, consideraremos % = 0. No caso em que Lip(u) = oo, dizemos que u nao
é Lipschitz. Uma classica propriedade dessas aplicacoes é que toda aplicacao Lipschitz
¢ uniformemente continua. Todavia, a reciproca nao é verdadeira, basta considerar
f(z) =1 — 22, com z € [0,1]. Para mais informacoes sobre essas aplicacoes consulte
[41], Subsection 1.2].

Em [41], Theorem 1.33], a extensao de McShane garante que aplicagoes Lipschtz com
dominio contido em um espaco métrico podem ser estendidas para outras aplicacoes
Lipschtz preservando a constante de Lipschtz. Isso ocorre de forma semelhante para
a classe operadores lineares continuos, com o classico Teorema de Hanh-Banach. Tal

resultado é enunciado da seguinte maneira:

Teorema 1.14. (Extensao de McShane). Sejam X um espago métrico, Xo um sub-
congunto nao vazio de X, e fo uma aplicacdo Lispchitz de Xy em R. Entado, existe uma
extensao f: X — R de fy que tem o mesmo Lipschitz numero. Se fy € limitada, entao

podemos garantir que || follco = || .f]]oo-

Definicao 1.11. Sejam X um espago métrico pontuado e Y um espaco de Banach.
Com isso, podemos definir Lipy(X,Y) como o espago de todas as aplicagdes Lipschitz

que preservam ponto base, isto é,
Lipo(X,Y) :={u: X — Y funcao Lipschitz ; u(ex) = 0}.

Em particular, quando Y = K, iremos denotar Lipy(X, K) por X#, que denominaremos

de dual lipschitz. Para mais informagoes sobre esse espaco consulte [41, Subsection 1.6]

Observacao 1.8. (i) Sejam X um espag¢o métrico, ¥ um espaco de Banach, yg € Y
um ponto nao nulo fixado e u : X — Y com u(x) = yo para todo z € X. E claro que
u é uma aplicacao lipschitz de com Lip(u) = 0. Assim, como u nao é a aplicagao nula,
concluimos que Lip(-) visto como uma aplica¢ao nao define uma norma sobre o espago
de todas a aplicacgoes lipschitz de X em Y. Por esse motivo, é fundamental que fixemos
um ponto base para X, pois desta forma é possivel demonstrar que (Lipo(X,Y"), Lip(+))
¢ um espaco de Banach.

(ii) A defini¢ao do Lipg(X,Y) independe da escolha do ponto base ex (ver [41]
Theorem 2.2.2]).

A luz da classe dos operadores p-somante, Farmer e Johnson apresentaram em
[21] uma nova classe envolvendo os operadores Lipschitz. Tal classe serd trabalhada

posteriormente.

Definicao 1.12. Sendo X um espaco métrico pontuado e Y um espaco métrico, dizer-

mos que uma aplicagao u : X — Y é Lipschitz p-somante se existe uma constante C' > 0
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de modo que, dados aq,...,a, nimeros reais positivos € x1,...,Tn,Y1,...,Yn € X,

n € N, temos

n

> aidy (u(w:), u(y))” < C sup Y ail f(x;) = flyi) P (1.10)

i=1 feBx# i

Em [21], Farmer e Johnson mencionam que a defini¢do anterior é suficiente para o caso

em que a; = ---=a, = 1.

1.4.5 Operadores Cohen fortemente p-somantes

Em [17], Cohen introduziu uma classe de operadores que caracteriza adjuntos p*-
somantes. Tais operadores sao denominados Cohen fortemente p-somantes ou forte-
mente p-somantes. Considerando u € L(X,Y), dizermos que u é Cohen fortemente

p-somante ou fortemente p-somante se
(u(w;))j2, € £, (Y) sempre que (75)72; € £,(X).

A classe de todos operadores Cohen fortemente p-somantes de X em Y sera deno-
tada por D,(X,Y). Equivalentemente, é possivel garantir que u € £(X,Y) é Cohen

fortemente p-somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0 de modo que

Dy (@) < C - @)l - 1D g
i=1

para quaisquer i, ..., T, € X, y7,...,y:, € Y* e todo inteiro positivo m.
Enunciemos agora dois resultados, que serao usados posteriormente, com relacao a

classe dos operadores Cohen fortemente p-somantes.

Proposicao 1.15. [20, Corollary 12.21] Se' Y é um espago de Banach de tipo 2, entdo
para todo espago de Banach X, temos Dy (X,Y) C Il (X,Y).

Teorema 1.16. [17, Theorem 2.2.2] Sejam T € L(X;Y) e 1 < p < oo. Entao,
T € Dy (X:;Y) se, e somente se, T* € IL,(Y™*; X*).
1.5 Nocgoes topolégicas

Nesta secao temos o objetivo de apresentar, de maneira sucinta, duas topologias
bastante utilizadas na Anadlise Funcional, as quais utilizaremos posteriormente. Para

mais informagoes sobre tais topologias consulte [I1], Capitulo 6].
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Considerando X um espaco de normado, definimos a topologia fraca de X, denotada
por o(X, X*), como a menor topologia que mantém os funcionais lineares continuos

(na topologia da norma) ¢ € X* ainda continuos, isto é, os conjuntos
p H(A) ={r € A; p(z) € A},

com ¢ € X* e A aberto em R, sdo abertos bésicos de o(X, X*) (ou seja, todo aberto
em o(X, X*) é uma uniao de intersecoes finitas de conjuntos da forma o~!(A)). Neste
caso, dizemos que a topologia (X, X*) foi gerada pelos elementos de X*. Quando

uma sequéncia (z;)52, converge para z na topologia o (X, X*), iremos escrever
w
T — X.

Vejamos agora um resultado bastante 1til com relacao a topologia fraca.
Proposigao 1.17. ([I1, 6.2.2]) Seja X um espago normando. Entdo

. A . ~ w A .
a) Seja (x;)32, uma sequéncia em X. Entdo, x; — x se, somente se, a sequéncia

(¢(75))32, converge para p(x) para todo ¢ € X*.
b) A topologia o(X, X*) é de Hausdorff.

E fato que podemos considerar a topologia fraca de X* que é denotada por o(X*, X**)
e gerada por elementos do bidual de X. Porém, considerando Jx : X — X** o famoso

mergulho canonico de X em X** dado por
Ix(z)(p) = p(z),Vr € X e p € X7,

foi observado Jx(X) forma um conjunto notédvel em X*. Sendo assim, foi definida
a topologia fraca estrela como a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos
Jx(x) € X*, que sera denotada por o(X*, X). Quando uma sequéncia (z})7, em X*

converge para x* na topologia fraca estrela, utilizaremos a seguinte notagao
w*

Agora vamos enunciar um resultado bastante 1til com relagao a topologia fraca estrela.
Proposigao 1.18. ([I1, 6.5.2]) Seja X um espago normando.

. A ~ w* A
a) Seja ()52, uma sequéncia em X. Entdo, xj, — x* se, somente se, a sequéncia

(x5 (x))52, converge para x*(x), para todo x € X.
b) A topologia o(X*, X) € de Hausdorff.
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1.6 L, -espagos

Observando as equagoes (1.7), (1.8]) e (1.10)), é possivel perceber que a definigao

de um operador envolve apenas um ntumero finito de vetores por vez. Veja que o
conhecimento desses operadores sera grandemente aprimorado se tivermos uma boa
compreensao dos subespacos de dimensao finita dos espagos de Banach com os quais
trabalhamos. Tendo isso em mente, podemos definir os £,-espacos com uma proprie-
dade conveniente de que seus subespacgos de dimensao finita estao sempre contidos em
copias levemente distorcidas dos espagos €. Isso faz com que seja possivel associar
argumentos sobre certos operadores em L,-espagos para argumentos sobre operadores

nos espagos ;. Vejamos a defini¢ao formal de tais espagos.

Definicao 1.13. Sejam 1 < p < oo e A > 1. Dizemos que X € BAN é um L, y-espago
se todo subespaco de dimensao finita £ de X estiver contido em algum subespago de
dimensao finita F' de X para o qual existe um isomorfismo v : F' — EZim(F) satisfazendo
|o[[[lv~!]] < A. Dizemos que X é um L,-espago quando X for um L, y-espago para

algum A\ > 1.
Agora iremos demostrar que todo espago de Hilbert é um Lo-espaco.
Proposicao 1.19. Todo espago de Hilbert é um Ls-espaco.

Demonstracao. Sejam H um espago de Hilbert e E um subespago de H de dimensao
finita. Logo, é possivel obter zy,...,x, € E que formam uma base para E. Con-
sequentemente, podemos dizer que [z1,...,z,] = E. Utilizando o cldssico processo
de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, podemos supor que {z1,...,x,} é um conjunto
ortonormal. Definindo F = [zy,...,x,], o conjunto S = {x1,...,z,} é um sistema
ortonormal completo em F'. De fato, basta observar que S satisfaz o item (iii) do Teo-
rema . Por outro lado, para cada = € F, ((z,2;)),_, € {3. Assim, podemos definir
o operador
v F — T4

n

v o= ((z,7));

Utilizando a propriedade (i) e (i7) da defini¢do [L.4] podemos garantir que v é linear.

Pela identidade de Parseval, para todo x € F, segue que ||z||*> = Z |(z, ;)|* . Portanto,
j=1

|z|| = ||v(z)]| para todo x € F. (1.11)

Logo, garantimos que v ¢ injetora. Por outro lado, dado (a;)}, € (3, considere x =
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n

Z a;x; € F. Como {x,...,x,} é um sistema ortonormal completo de F, segue que

- () - (]

J]=

Sendo assim, v é sobrejetiva. Portanto, v é um isomorfismo. Ademais, utilizando

(1.11)), podemos dizer que [jv]| <1 e |jv™!| < 1. Portanto, H é um Ly-espago. O
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Capitulo 2

Espacos de Sequéncias

Anisotropicas

Neste capitulo estamos interessados em definir e estudar um novo espaco de sequéncias
com valores vetoriais denominado espago de sequéncias anisotrdpicas (s, ¢, r)-somaveis.
Esse espago generaliza o cldssico espago das sequéncias (s; ¢)-mistas (ou sequéncias mis-
tas (s; ¢)-somaveis) e garantird novas propriedades para tal espago. Além disso, defini-
remos novas classes de operadores lineares associados a este novo espaco de sequéncias.
Vale ressaltar que uma dessas classes generaliza os operadores lineares (s; ¢)-mistos,
que foram definidos por A. Pietsch. Iremos também abordar caracterizagoes, como
também resultados de inclusao e um teorema do tipo dominacao de Pietsch para es-
sas novas classes de operadores. Mediante a isso, vamos inciar abordando o conceito
das sequéncias mistas com o intuito de fornecer uma motivagao para a definicao das
sequéncias anisotrépicas. Vale ressaltar que os resultados apresentados com relagao as

sequéncias anisotrépicas foram retirados de [15].

2.1 Sequéncias Mistas

Entre os exemplos classicos de espagos de sequéncias com valores vetoriais que fazem
parte do escopo desta teoria, como por exemplo £,(X) e £;(X), o espago de sequéncias
mistas (s; ¢)-somaveis em X (também chamadas de sequéncias (s; ¢)-mistas somaveis),
onde X é um espaco de Banach, aparece em vdrias obras de Defant e Floret (ver [19]),

Pietsch (ver [38]) e Matos (ver [29, 30]). Vejamos a defini¢ao de tal espaco.

Definicao 2.1. Sejam 0 < ¢ < s < oo e considere s(q)" de modo que 1/s(q)" +1/s =

1/q. Dizemos que uma sequéncia (z;)52, em X é mista (s;q)-somdvel se
x; = T15y; Vj € N, com (75)72, € Lyqy e (y5)721 € €(X). (2.1)
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O espago de todas as sequéncias mistas (s; ¢)-somdveis em X sera denotado por Ui (X).

E possivel mostrar que a expressao

15) 7% lmisia) = I 1 (7) 720 sar 119572 s

onde o infimo é considerado sobre todas as representagoes possiveis como em ([2.1),
define uma norma para (f, q)(X ) tornando-o um espago de Banach, para 1 < ¢. Em

[T9, Proposition 16.4.4.] é provado que este espaco satisfaz as seguintes inclusoes

C(X) C U7 (X) C i (X).

(s;9)

Neste mesmo artigo existe um estudo sobre operadores mistos definidos por Pietsch,
denominados operadores (m(s; q), p)-somantes, com ¢ < p e ¢ < s. Esses operadores
sao definidos pela seguinte propriedade: Um operador linear continuo entre espagos de

Banach T': U — X é (m(s;q); p)-somante se

(T'(z4))52, € E?;;q)(X), sempre que (z;);2, € £,/ (U).

Além disso, por [19, Theorems 20.1.1 e 20.1.4], podemos formular o seguinte resultado:
Teorema 2.1. As sequintes sentencas sao equivalentes:

(i) T é (m(s;q);p)-somante;

(ii) Eziste uma constate C' > 0 de modo que

1T (5) 50 [msia) < Cll(25) 7w
para todosm € N e xy,...,x, € U;

(ii1) Eziste uma constante C' > 0 de modo que

1

> (Z IwZ(T(-’L’i))!S> < Cll(a)iZallwpll (@i s

i=1 k=

®» bQ

para todos m,n € N, z},...,z;, € X* exy,...,2, € U.

Observando o item (iii) da caracterizagdo anterior e tendo em mente tudo o que se

sabe sobre a teoria dos operadores somantes, surge uma questao natural:

Problema 2.2. Se considerarmos ||(z})}_||s < 1, qual é a relagao entre o lado esquerdo

da desigualdade em (iii) e a norma || - [|;n(s;q)?
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A procura de uma resposta para este questionamento foi uma das principais mo-

tivacoes para o estudo das sequéncias anisotropicas.

2.2 Sequéncias Anisotrépicas

Inspirados no Problema[2.2] na primeira subsegao iremos considerar todas as sequéncias
que irao satisfazer a condigao (iii) do Teorema , as quais serao denominadas, poste-
riormente, sequéncias anisotrépicas (s, ¢, 7)-somaveis. Analisaremos os indices s, g e 7,
com a intengao de investigar em quais condi¢oes o conjunto das sequéncias em questao
coincide com classicos espacos de sequéncias. Apresentaremos um norma associada
a este novo espaco de sequéncias, que o tornara um espago de Banach, e resultados
de inclusao continua. Na segunda subsecao, iremos garantir uma série de resultados
de coincidéncia associados ao espago das sequéncias anisotrépicas (s, g, )-soméveis,
incluindo um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers e condigoes para que o espago das
sequéncias anisotrépicas (s, g, r)-somédveis seja igual aos espacos das sequéncias mistas
(s, q)-somaveis. Na ultima subsecao abordaremos importantes conceitos sobre a teoria
dos espagos de sequéncias, que foram introduzidas em [7], e provaremos que o novo

espaco de sequéncias goza de tais propriedades.

2.2.1 Espacgo das Sequéncias anisotrépicas (s, ¢, r)-somaveis

Consideremos X um espago de Banach e 1 < s,7,¢ < co nimeros reais. Desta
forma, inspirado no Problema vamos denotar por Eé’ o) (X) o conjunto de todas
as sequéncias (7;)32, € X N de modo que

q

S

S (Sl ) < oo, sempre aue (a)i € 6(X°)
1

j=1 \k=
isto é,
((2k(2)))r21)521 € Le(ls) sempre que (zp);Z; € £ (X7).

Observagao 2.1. 1. Note que se seguirmos exatamente o item (iii) do Teorema
2.1 deverfamos considerar r = s. Todavia, com o objetivo de uma definigdo mais

geral, optamos por considerar » nimero real maior ou igual a 1.

2. Veja que E(AS,W) (X) é um espaco vetorial. Com efeito, consideremos (z;)52,,(y;)32; €

Kéw) (X) e A € K. Como /,(¢s) é espago vetorial, dada (z})72, € £,(X™*), temos

(g + dyp) i) = (k) + Aeg(y))is)5%
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= (o)) + Ay (y;)is)ie
= ((wr(2)i20)72n + (A (y5)720))520 € £o(Ls)-

Sendo assim, ()52, + A(y;)32, = (75 + Ay;)52, € g (s,q,r )(X)'

Proposicao 2.3. Se considerarmos r > s, entao K(Sqr)( ) = {0}, onde 0 estd repre-

sentando a sequéncia nula.

Demonstragdo. Vamos supor que exista ()52, € E y(X)\{0}. Sendo assim, existe

jo € N de modo que x;, # 0. Por outro lado, o fato de (z;)52, € é

Sq’f‘

(X) implica em

(s,q,7)
(g (75))521)721 € 44(€s) paratoda (x7)32; € €.(X7).
Logo, dado j € N, temos
(73(75))7Z1 € s para toda (73);2; € £(X7).
Em particular,
(@5 ()5))iZs € € para toda (23)72; € 6 (X7). (2:2)

Agora note que podemos obter z* € X* de modo que z*(zj,) # 0. De fato, caso
isso ndo ocorra terfamos z*(z;,) = 0 para todo z* € X*. Dali, pelo Teorema isso
implicaria em zj, = 0, o que nao ¢ possivel. Por outro lado, pelo que comentamos no
item (II) da Observagao a hipdtese r > s nos permite considerar (A;)32; € £, \/s.
Logo, (Akz*)72, € £,(X*). Desta forma, tomando zj = Ajz* em ([£.8), segue que

(M (250))i € 6 & Y ™ ()| < o0

k=1
|$*(9Cjo)lsz [ Ail® < o0
& (Mg, € £
Mas isso ¢ uma contradigao, pois (A\g)p, ¢ ¢5. Com isso, £ Sqr)( ) = {0}. O

Proposigao 2.4. Sejar <s. Ses<qep<gq, entio £;)(X) C K(S’% (X).

Demonstragao. Sejam (r;)22, € £;(X) e (v3)2; € £-(X*). Com o auxilio da desigual-

dade de Minkowski com relagao a ¢, podemos dizer que

q

(Z 2} <:cj>|8) s

IN

k=1

(Z(!wi (xj)ls);I) ,vn e N.
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Logo, fazendo n — oo, podemos dizer que

>

7=1

()

9
s

S
q

<

Q@

Desta forma, elevando os dois membros a %, segue que

>

Jj=

>

1

Z | ()

» b

)

D

(2

k

1

j=1

>l ()

-\
w) |

Porém, utilizando a relacao das normas p e sabendo que r < s e p < g, segue que

Portanto, (7;)32, € €A

o0

>

k=1

o0

J=1

»q7

> Jai (x))]

$

n(X).

1
s\
q
q)

<

D

k=1

o0

j=1

> il
k=1

o0
(z et ) )
k=1

p A e

(2

o0} [e.e]
> (13|
k=1 j=1

J

(f:

1

1
s

@) (Z Hx}i\ls> S
) ol

< [125) 52w ol (2

Jezalls
)izl

Corolério 2.5. Sejar <s. Se s < q, entdo (;)(X) = €A7q7 )(X).

Demonstracao. Se tomarmos p = ¢ na proposicao anterior, entao 6;"( )
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Por outro lado, se ()32, € E‘(“S’qﬂﬂ) (X), entdo

2

00
J=1

<Z Ix?i(xj)\s> <00, V(xp)iZ, € 6 (X7).
k=1
Sendo assim, dado ¢ € X*, podemos tomar (z})3; = (¢,0,0,...) € £,(X*). Logo,
D (e < oo, Vp € X~

j=1

Assim, (z;)52, € (¥(X) C (¥(X). Portanto, £2(X) = (),

(5,q7)

(X). O

Através da Proposicao [2.3| e do Corolario podemos dizer que s6 é interessante

A
(s,q,7)

espacos de sequéncias ja conhecidos. Sendo assim, de agora em diante iremos sempre

A
(s,q,7)

deste espago como anisotrépicas (s, ¢, )-somdveis. Formalmente, podemos definir tal

analisar o espago /¢ (X) quando ¢ < s e r < s, pois os outros casos resultam em

considerar ¢ (X) com as condigbes ¢ < s e r < s. Denominaremos as sequéncias

espaco da seguinte forma:

Definigao 2.2. Sejam ¢ < s e r < s ntimeros reais. Uma sequéncia ()32, € XN ¢

chamada anisotrdpica (s, q,r)-somdvel se
((wg(z))p21)521 € £4(Ls) sempre que (w3)52, € £(X7),

ou seja,
aq

> (Z |xz<xj>|s) " < oo sempre que (r})f2, € £,(X°). 24)

j=1 \k=1

A

(5:0:7) (X) o conjunto de todas as sequéncias anisotrépicas (s, q,r)-

Denotaremos por ¢

somaveis.

O préximo lema nos dara condicoes suficientes para introduzirmos uma norma no

espago das sequéncias anisotrépicas (s, g, r)-somaveis.

Lema 2.6. Seja (7;)%2, € XN uma sequéncia anisotrépica (s, q,r)-somdvel. Entao,

® Q
Q=

sup Z(Z\xzws) <o,

(@)R21€Be(x*) \ j=1 \ k=1

Demonstragao. Considere x = (r;)?2; uma sequéncia anisotrépica (s, q,r)-somavel.
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Vamos definir o seguinte operador

T, : ((X*) — 0,(5)

Veja que T, estd bem definido pois (7;)52; € £(s,4,)(X). Além disso, se (z})72,, (V5)72, €
0, (X*) e A € K, entao

ToMap)iss + Wois) = (g +y0) ()75,
= AM(@r(@)))pt)52 + ((Wel25))ez1)5%
= AT ((z)iy) + To((yi)ey),

ou seja, T, ¢é linear. Agora, observe que

1Tl = sup 1T () ez1) [lg
(25)7L1€B, (x)
= sup (@5 (25))221) 724 g

(T3)721€Bey (x%)

o ‘
N T O [ e
(@)R21€Be(x%) \ j=1

q

o Z(Z!mkyc] ) é.

(xz)zozler'r(X*> Vi 1

Desta forma, é suficiente mostrarmos que T, é continuo para finalizarmos a demons-

o0

tragao. Sendo assim, vamos considerar (x",7,(x"))22, uma sequéncia no grafico de

T, de modo que x" = (z}, )72, € {,(X*) para cada n € N. Suponhamos

(x", To(x")) = (a,b),

onde a = (ag)p2, € £(X*) e b= (V)52 € Ly(Ls), onde b* = (b)32, € £, para cada
k € K. Com isso, T,(x") — b. Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que

n>nyg = ||Tx(x")—bl, <e
= || Tu((=, )Zo 1) — (bk)Zilllq <€

= (@ k@))R2)52 — (b)) lly < e

1

= (ZH 0o (%5)) (W)ZLHZ) <e

J=1

= @)@z — )l <€ Vi €N
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(Z |z, 1 (5) — bf|s> <e VjeEN
k=1

= o u(e;) =05 <e, VE,jEN.
Por outro lado, x® — a. Logo, de maneira anéloga, existe n; € N, tal que

n>n = ||x"—al,<e

= |[(z )02 — (ap)pzyllr <€

= |lzh, —all <€ Vk €N
Sendo assim, Ty ELLEN a;. Em particular,
v olw7) = aj(ay)

para quaisquer k,j € N. Pela unicidade do limite, aj(z;) = bé? para todo 7,k € N.

Portanto, T,(a) = b. Desta forma, pelo Teorema do Grafico Fechado, T}, é continuo. [

Proposicao 2.7. Sejam X um espago de Banach e (7;)32, € E(S o) (X). Com isso, a

61‘;07“6880,0

®Q
Q|-

IG@5)Z 1 lagsgr = sup Z (Z |2k (2;) ) (2:5)

(@P)RZ1€Be(x*) \ j=1 \ k=1

define uma norma sobre KA’% ) (X).

Demonstragao. Considere (z;)32,, (y;)52, € Z (5.0 (X) e A € K. Note que

»

1
(@)1l asqm =0 = Sup Z <Z |2k (25) ) =0

(T5)7L1€Bry (x%) j=1 \k=1

» IQ

= ) (Z |~"UZ(%')|S> =0, Y(z})iZ1 € Be(x+

j=1 \k=1

|z (25)] = 0, V(23)i2; € Be(x+) e j, k € N.

Em particular, se tomarmos (x})52, = (2*,0,0,...), com z* € Bx«, entdo para todo
JeN,
|z*(x;)| = 0,Vaz* € Bx~

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, ||z;|| = 0, isto é, z; = 0 para todo j € N.
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Reciprocamente, se (7;);2, = (0,0,...), entdo xj(z;) = 0, para qualquer (z})p, €
By, (x+) e j, k € N. Portanto, ||(2;)32;[|a(sqr) = 0
Por outro lado, usando duas vezes a desigualdade de Minkowski (ver equacao (|1.2))),

temos

J=1

<.
Il
-

VAN
3
VR
NE

B

T ¥

>

8

oL
&En/
|

+
oY
NE

B

T ¥

=

Tw
N~

<.
Il
—_

VAN
o
l‘ 3
Eal
iNgE
=
I %
>
g
o,
\mJ
W =
\_/
=)
_|_

3

W =
Q
Q=

= A (Z |x;;(xj)|5) +
k=1

j=1

3

Jj=1 k=1

Desta forma, fazendo m,n — oo e tomando o supremo com relacao a (x3)32; € By, (x+),

podemos concluir que

IAG)520 + W3)52 lacar < AME5)5 awan + 10520 A0

Logo, || - || A(s,¢,r) define uma norma sobre E‘é’w) (X). O

Sendo X um espac¢o normado, pela Proposi¢ao anterior sabemos que fé’ qﬂ,)(X ) é
de fato um espaco normado munido com || - || a¢s,q,r)- Agora é interessante analisarmos
a completude de tal espaco no caso em que X seja um espaco de Banach. Os préximos
resultados serdo importantes nesta tarefa. Ademais, esses resultados irao fornecer
relacoes entre classicos espagos de sequéncias e o espaco das sequéncias anisotrépicas

(s, q,r)-soméaveis.

Proposicao 2.8. Para todo X Banach, coo(X) C Kéw) (X). Além disso, a aplicagdo

X =04

(5.ar) (X), dado por x +— 7(x) = (x,0,0,...), € uma imersao isométrica.
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Demonstragdo. Considere uma sequéncia ()52, € coo(X). Como r < s, podemos

dizer que, para todo j € N, tem-se

(lei(%)ls> < (Z IOCZ(xj)IT) < 5] (Z |ya;;||7"> < 00, V()i € r(X7).
k=1 k=1 k=1

Por outro lado, como ()32, é eventualmente nula, existe ng € N tal que z; = 0, para

todo j > ng. Assim,

» =

(ZI%Z(%)!S>S Z (Z |z () > < 00, V(zp)iZy € 6r(X7).

7j=1

Portanto, (z;)52, € E )(X), provando que coo(X) C I

(5.07) (X) Além disso, tal
(Sqr)(X), dado por z — 7(z) = (z,0,0,...),

estd bem definida e claramente é linear. Considerando (z;)2

7q/r

inclusao garante que a aphcagao T X =/
2, = (2,0,...) podemos
observar, utilizando o fato de r < s, que

1
@l = s 3 (z |wz<xj>rs>

@) €Be(x*) \ j=1

~ (Z |a:;;<x>|s>&

(T3) 721 €Bey(x*)

- (T |a:z<:c>|s>s

(TR)RZ1€Be (x*) \ =1

< sup ([l IR
(@F)RZ1€Bey (x%)
< sup ([l {[(zR)all)
(@E)RZ1€Bey (x %)
<l sup [l
(T )h=1€Be, (x%)
< [l]l-
Por outro lado, pelo Teorema (1.1} dado z € X, podemos dizer que ||z|| = sup |p(z)].

pEBx*

Sendo assim, considerando novamente (z;)%2; = («,0,0,...) = 7(z) e sabendo que se

7j=1
¢ € Bx-, entao (¢,0,0,...) € By, (x+), podemos dizer que

[z = sup |o(z)|
pEBx*
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1/s

j=1 \k=1
o [ o s/q\
< sup (Z |IZ(%')|Q>
(@)L €Ber(x*) \ j=1 \k=1
= ™ (@)l aean-
Portanto, 7 é uma imersao isométrica, uma vez que ||z|| = [|7(x) | a(s,q,r)- O]

Analogamente aos espagos das sequéncias mistas (s; ¢)-soméaveis, o espago E (5.0 (X)
também pode ser colocado em uma cadeia com os espacos de sequéncias somaveis

absoluta e fracamente:

Proposicao 2.9. Seja X espaco de Banach. Entao,

1

l,(X) %E(Sqr)(X) — (7(X). (2.6)

q

Demonstragdo. Inicialmente vamos considerar ()32, € £,(X) e (73)i2; € Be(x+)-

Desta forma, utilizando o fato de que r < s, segue que

®

»
Q=

IA

> (i |xz<xj>\s>

j=1 \k=1

> (i el )

j=1

» hQ
Q=

- f(nxjnsgnm )

@ hQ
Q=

_ Z A (Z (el >

— <ZII%H (€78 1||>
= ()2l (Zuxﬂlq)

= [I(@p)ilellsll ()72 1lq
< ||<xk)k:1||7’||(xj>j:1||q

= [l(z5)7Z -
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Aplicando o supremo com relagao a (z})32; € By, (x+) concluimos que

1252 A < 1(25)520 ],

isto 6, £,(X) — €A ( ). Agora vamos considerar (xj)f-‘;l € Eé,,q’r)(X).

(s,q,7)

x* € By« (x7)72, = (%,0,0,...) € By, (x+). Assim,

®
|

R

7=1

00 o0 s %
< sup xy(x;
k()

@R EBe(x) \ j=1 \ k=1

= [[(z5)721 | a@.gm)-

Aplicando o supremo com relagao a z* € B+, obtemos

1(25)51 lw.g < [1(25)520 [ Asa.m)-

(X)) < 09(X).

Assim, podemos concluir que €A p

8q7

1

Sejam

]

Observagio 2.2. E conhecido que ¢¥(X) < (. (X). Logo, pela proposicio anterior,

podemos concluir que
1
U gy (X) = Log(X).

Proposicao 2.10. Seja X um espago normado. Entao, <€é7q7r)(X); || - HA(S’q’T)) é um

espaco de Banach, se e somente se, X é Banach.

Demonstragao. Suponhamos que X seja Banach. Considere ()%, uma sequéncia de

Cauchy em EA (X) Dado € > 0, existe ng € N de modo que

sqr

n,m >ng = ||.Tn - xm“A(s,q,?") <e€

= [l — 272l asan <€

Porém, pela observacao anterior, €A ) (X) = (>°(X). Logo,

SqT

nom=mng = |[(@F = 27) [l <

= ||z} — 2}"|| < € para todo j € N.

(2.7)

Portanto, (x;?)fle ¢ uma sequéncia de Cauchy em X para todo 7 € N. Logo, existe

a; € X de modo que x7} BLLEN a;, para qualquer j € N. Por outro lado, por 1} para
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m,n > ng, temos

»
Q=

)3 (Z ok (a7) — xZ(fCT)F) o< (2.8)

para quaisquer hi,ho € N e (23)32, € By (x+). Dali, fazendo m — oo em ({2.8),

obtemos

1
q Y

i(ka e am) <

j=1

Logo, para n > ng, temos

» IQ

sup Z (Z |2y (2}) — o aj)|s> < e

(@)R21€Be.(x%) \ j=1

Tomando a = (a;)$2,, podemos garantir que (z");2; converge para a e (2" — a) €
€A7q T)( ). Porém, como E (ar) (X) é um espago vetorial
— (2™ —a) € EA ) (X).

7Q7

Portanto, f X) é espago de Banach.

)
(s,q,7)
Reciprocamente, vamos supor que E(S ) (X) seja espago de Banach. Desta forma,
consideremos F' = {(z,0,0,...) ; x € X}. Pela Proposigao F C K‘iqr)(X). Note
que F' é fechado, pois é isomorfo isometricamente a X. Desta forma, pela Proposicao

F é um espago de Banach. Agora vamos considerar o seguinte operador:

T X — Eé,qr)(X)

x +— (2,0,0,...)

Pela Proposicao 7 é uma imersao isométrica. Porém, como m(X) = F, segue que

X é espaco de Banach. O

A préxima proposicao estabelece a relagao entre espacos de sequéncia anisotrépica
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através de seus indices.

Proposicao 2.11. Sery <1 < 51 < 8o, 1 < o < S92 € 1 < S1, entdo, para todo
espaco de Banach X,

1
géhqhm)(X) — g(sg,qg,’r‘g) (X) (29>

Demonstragdo. Considere (z;)52, € 6 ) (X) e (23)p2; € 6, (X). Como g1 < go e

31 »q1,T1 - -

s1 < 89, segue da monotonicidade das normas p que

1 q2 L 1 q2 o

> (Z |x;;<:cj>r”) (Z uzwr*)

j=1 k=1 k=1

“

<
Il
—

0o i q1 E
(szmwl) |
k=1

Portanto, podemos concluir que para todo (z})%2; € ¢, (X™), tem-se

<
I
—_

-

Z (Z |k () 52) : <> <Z Ix}i(xj)lsl> R R (2.10)

j=1 j=1

Porém, como ry < rq, temos que £,,(X*) C £, (X*). Com isso, (2.10)) é valida para
toda (77)72, € £r,(X™), 0 que implica em (z;)32, € E(SQ gy (X). Além disso, observe
que para qualquer (z3)i2; € By, (X¥), temos

2\ o o /oo ay o
S(Srieor) ) e s (S (Swer) )
j=1 \k= (@R €8y x \ j=1 \k=1
Consequentemente,
2\ o o /oo ay\ o
ap () ) = e (S (SEear) ]
(fgt)?:leBeTz(X* j=1 \k=1 (zz)i":leBzrl<X*> j=1 \k=1
. 1
Sendo assim, || - || A(ss,qr2) < ||+ [l A(s1,q1,m1)- Portanto, €A81 (X)) = E(SQ’qz’rz)(X). O

2.2.2 Resultados de Coincidéncia do espaco E (s.0.1) ( )

Neste subsecao temos o interesse em fornecer condi¢oes para que o espago £ (5:0r) (X)
coincida com os demais espacos envolvidos em . Para isso, apresentemos primei-

ramente alguns fatos relevantes. Dado x € X, como estamos considerando r < s, para
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cada (z})72, € £,.(X™), podemos garantir o seguinte:

0 1 00 H
(lew)ls) < || (Zuxan) = [zl [@Dall, < 2l @D, < o
k=1

k=1

Isso nos mostra que (zj(z))52, € ¢s. Mediante a esse fato, poderemos formular o
proximo resultado que ira nos fornecer uma aplicacao linear continua que serd de grande
importancia em resultados futuros.
Proposigao 2.12. Para cada x* = (x})52, € (.(X*), a aplicagio Uy : X — {; dada
por

Wor () := (k ()7L,

< Izl

Demonstracao. Como (x}(x))32, € {s para todo z € X, podemos dizer que Wy esta

¢ bem definida, linear, continua e satisfaz ||V

bem definida. Dados z,y € X e A € K, como zj € X* para todo k£ € N, segue que

W (A +y) = (23 (Ar +9))iZs = Mo ()i + (4(2))52 = A () + Wi (y),

ou seja, Wy« € linear. Além disso,

[0 ()]s = Nl (25 (2))iZalls = (Z [z (2 ) (Z (el ) ][ (2.11)

k=1

Logo, como Wy« é linear, podemos dizer que Wy« é continua. Por fim, sabendo que

r < s, pela desigualdade (2.11)),

1
[ (2 (Z [Eniy ) el = [IGR)Rl =l

Aplicando o supremo com relagdo a x € By, concluimos que ||[Wy|| < [[(z5)52,]],. O

Teorema 2.13. Seja X espago de Banach. Entao,
Uogn (X)) = (X) & T €T,(X30), VX" = ()2 € 6(X),

Demonstragao. Vamos supor que ZASqT (X) = £7(X). Comisso, dada (z;)52, € £'(X),

temos que (z;)32, € EA )(X). Logo, por defini¢do, dada (z})72; € £,(X™), temos

7qr

»Q
Q=

Z(Zm ) > < 0.

41



Tomando x* = (x})72, e sabendo que ¥y« (z) = (2} (2))5,, obtemos

» hQ
Q=

1
(S imetoe) = (3 (Lwier) ) <o
j=1 j=1 \k=1
Logo, Uy~ € I1,(X; ¢;) para todo x* = (x})72, € £.(X¥).
Reciprocamente, se Wy € I1,(X; /) para todo x* = (2})72, € (,(X"), entdo dado
(z5)321 € €(X) segue que (Wxr (75))52 = ((w5(75))7L1)32 € £y(Ls) paratoda (73)32, €
(.(X*). Logo, (x )j 1 € E (X). Com isso, (7'(X) C EA )(X). Portanto, pela

(s,q,7) (s,q,7)

Proposigao . = EAS (X)) O

Com o objetivo de abordar um Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para o espago

das sequéncias anisotrépicas (s, g, 7)-somaveis, iremos apresentar dois lemas a seguir.

Lema 2.14. Se (z;)2, € (7(X), entdo

(ZZI%Z(%)IS>S <@l @)l V@R € 6 (X7). (2.12)

j=1 k=1

Demonstragdo. Dada (x7}),, € (,(X*), como r < s, temos

1

(&5 ) - (EL o)

)

oo oo =
S ey \—f@j)
2 il 2 [y

< @l NaDial,

<Nz, DR,
0
Lema 2.15. Sejam s,q € [1,00) e ()52, € £¢(X)\ls(X) de modo que =141 com
t > 0. Se para cada (a;)52, € E% tivermos i |a;] [|lz;]|* < oo, entdo (|lz,]|")}Z, € ls,
j=1

ou seja, (|2])32, € L.

Demonstracao. Inicialmente vamos considerar

— K

o /L
(@) — > ajllay]
=1

Q|+
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o o0

Como Z ajl|z;||* < Z |aj|||75]|* para todo (a;)32, € Eﬁ’ pela hipétese, podemos dizer
j=1 j=1

que ¢ estd bem definido. E claro que ¢ é linear. Vejamos agora a continuidade. Para

00
n=1

n

J

n € N, de modo que a" — a em £+, com a = (a;)32; € . Pelo fato de (. ser espago
q q q

isso, vamos considerar (a”);2; uma sequéncia em £:, sendo a" = (a})32, para cada
q

vetorial podemos dizer que (a" — a) € ¢: para todo n € N. Dai, usando novamente a
q

hipdtese, segue que

o0
Sl — ayllla;]1? < oo, ¥n € N.
j=1

Pelo Critério de Cauchy, dado € > 0, existe kg € N de modo que

o0

€
S o - allay < & .13
Jj=ko+1

ko -1
Por outro lado, como a” — a em (:, para ¢ = § - g |z |7 | , existe ng € N de
q
J=1

modo que

n>mng=|a" —allt < e.
q

, 1 .
Porém, sabemos que ¢+ — (.. Sendo assim,
q
n>mny = la} —a;| <e, VjeN.

Logo, podemos concluir que
ko kO €
n>ng= Y laf —ajllle]|” < e Dl = 3 (2.14)
=1 =1
Com isso, dado n > nyg, segue das equagoes (2.13) e (2.14]) que
o0 o0
o) = o) = [D_afllzllt = ajllayll
j=1 j=1
[e.e]
= > _(a] - aj)ijHQ‘
j=1
o
> laf = al [l
j=1
o0

ko
= > ) —allla1*+ D la) —aglllzs)°
j=1

j=ko+1

IN
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< +

DN

€
2
= €

Portanto, ¢(a™) — ¢(a). Pela arbitrariedade do a, podemos concluir que ¢ é continua.
Por outro lado, 1 = + 4+ +. Assim, ls = <€ ) Portanto,
q q

q

O fg — <€;>*

q

b= (b])oo — dy

Jj=1

00 o o9 ’ . . S, . .
com Py ((a;)52,) = X527, a;b;, € um isomorfismo isométrico. Sendo assim, como ¢ €

*
(&) existe (b;)%2, € E , tal que @, = ¢. Dali, sendo ¢e; os vetores canonicos, temos
q

bj = ®u(e;) = ¢(e;) = [l Vi € N.

Portanto, (||z;[|7)32, € ls. O

Teorema 2.16. Um espag¢o de Banach X tem dimensdo finita se, e somente se,

gsqr)( ):EQ(X)

Demonstmgdo Se X tem dimensao finita, entao pela Proposicao C(X) = £,(X).
Assim, por KAS ) ( ) = {,(X). Para garantir a reciproca vamos supor que X
seja um espago de Banach de dimensao de infinita e mostrar que £ (ear X\ (X) # @
Com efeito, pela Proposigao existe (7;)32; € €7 (X)\(X). Como g < s, existe
um numero real t > 0 tal que

R (2.15)

Afirmacao 2.1. Se (\;)2, € {4, seque que (N\jz;)32, € E ) (X).

Sq’f‘

De fato, usando a desigualdade cldssica de Holder e o Lemal2.14} para cada (z}),-, €
(,(X*) temos

®

|

®
Q=

5 (z |xz<mj>|s>

gwwq (i ot(z,) )
= (il&-l’f) (iim ()] )i

J=1 k=

E19) )
< H(/\j)}?;Ht H(%)Joiluws (@)l -

Logo, (A\j7;)32, € E(Sqr (X), isto é, a Afirmacao estd provada. Por outro lado,
sabendo que (7;)22, ¢ £,(X) e utilizando o Lema [2.15, podemos garantir a existéncia
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de uma sequéncia (a;)52, € £+ tal que
q

o0

D lagl ll;)* = oo (2.16)

j=1

Considerando a sequéncia (b;)32, = <|aj|$> , temos (b;)52, € £;. Pela Afirmagio ,
=1

(bjz;)32, € L7, ,y(X). Por outro lado, (|2.16' garante que (b;z;)%2, ¢ £,(X). Portanto,

(s,q7)

(77)521 € s gy (X)\o(X). =

(s,q,7

Agora iremos demonstrar um dos resultados mais importantes envolvendo o espago
6@7 4. (X) que ird responder o Problema . Este resultado faz uso de uma caracte-
rizacao devida a B. Maurey para a norma || - [|(s,q) (ver [0, Teorema 1.1]) e de uma
nocao de medidas regulares. Para alcancar tal objetivo vamos agora definir essa nocao

de medida e enunciar o resultado de B. Maurey.

Definigao 2.3. Considere (€2, X, ) um espago de probabilidade. Dado =z € (), a

5,(A) = 1 sexe A
A 0 sex ¢ A

medida definida por

é uma chamada medida de Dirac associada a x € €). Além disso, dizemos que uma
medida p é uma medida de probabilidade discreta em () se existem x,,...,x,, € {2 tais

que

n= Z VO,
k=1

de modo que v > 0, §;, a medida de Dirac associada a z, para todo k € {1,...,m}, e
m

Z Vi = 1.

k=1

Teorema 2.17. [30, Teorema 1.1] Sejam 0 < q < s e (7;)32; € loo(X). As sequintes

sentengas sao equivalentes:
i) (25)52, € m(s;q)-somdvel;

it) Denotando por W (Bx+) o conjunto de todas as medidas de probabilidade regulares
definidas no o-dlgebra dos subconjuntos Borel de Bx+, quando este conjunto é

dotado da restricao a topologia estrela fraca de X*, seque que

oo

(( /. \x*(xmdu(x*))‘l) ety

Jj=1

®
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para toda 1 € W(Bx~). Neste caso,

1\ 0©
(2 I—— ( / |x*<xj>|8du<x*>)
MEW(B)(*) BX* .

Teorema 2.18. Seja X um espaco de Banach. Se 1 < g < s, entao

() (X) = g 0(X) € 1(27)3 2 lmsia) = (@)1 | ags.q.0)-
Demonstragdo. Seja (x;);2, € €[5, (X). Agora considere a representacio z; = Aju;,
para todo j € N, com ()32, € lyqy e (u;)32, € £{(X). Usando a desigualdade de

Holder, temos
> (i) ) - (32
Jj=1 J=

k=1 =1

(Z |mz<Ajuj>|S) S

k=1

Z A1 (Z |$Z(%‘)!S>

Holder ad s(q)’ ﬁ X = s s
5 (zw ) (Zszw)

=1 k=1
2

H ()\])ﬁl Hs(q)/

()], DR,

Logo (xj)j.il € Kéqs)(X). Além disso, tomando o supremo sobre (x})72; € By, (x+)

obtemos

H(xj)?ilufl(s,q,s) S H()‘J);ilns(q)' (uj);ozlllw,s ’

Pela propriedade de infimo, podemos concluir que

e PP TE - N 2.17)
Agora consideremos (r;)32, € 6@(173)()(). Pela definicao de || - [|4(sq,5), Para toda
()2, € Ls(X™), temos
> <Z |y}§(f€j)|s> < @) 521 M aesas 1@ R lls-
j=1 \k=1
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Em particular, para quaisquer y7, ...,y € Bx+ e n € N, podemos dizer que

1
q

j{: <j£:|yk ;) ) < i<l acsas 1)k lls- (2.18)

7=1

q
s

Com isso, considere p uma medida de probabilidade discreta sobre Byx«. Logo, por
m

definicao, existem z7,...,z) € Bx- de modo que pu = kaék com ¢; a medida de

k=1
Dirac associada a xj, para cada k € N. Desta forma, segue da definicao de integral que

[ alduta Zm% v =
By

i < || (viet),
< vsx*>
k "k k=11ls

*
Vg Ty,
efeito, pela definicao da norma s a primeira desigualdade é verificada. Por outro lado,
m

s

viay(z;)| , Vi eN. (2.19)

k=1

Observemos que

< 1 para qualquer k € {1,...,m}. Com

sabendo que ka =1, vy > 0 e ||zf|| = 1 para todo k, podemos provar segunda
k=1
desigualdade da seguinte maneira:

0 =

Sendo assim, por ([2.18]) e (2.19), para cada n € N, temos

(Z () stdw))?);

Jj=1

q
1

vprp(25)
=1

m

IN

1
1) s - || (v

< (@)1l ae.gs)-

k=1lls

Logo, como W (Bx+) é o conjunto de todas as medidas de probabilidade regulares

definidas na o-algebra dos subconjuntos de Bx+«, podemos dizer que

Q=

(i (/Bx* 2" ()] dﬂ@*))g) < (25)521 | ags,q,s) < 00 (2.20)

Jj=1

para toda medida de probabilidade discreta p € W(Byx+). Porém, neste caso, as
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medidas discretas sao densas em W (Bx~) com relagao a topologia fraca definida por
C(Bx~) (ver [23, Proposition 437K and Exercise 437X (g)]). Desta maneira, podemos
concluir que é véalida para toda medida em W (Bx-). Sendo assim, pelo Teorema
m podemos dizer que ¢4 (X)) C ly(sq(X) €

(5,9,5)
1(25)52 1 msa) < N(3) 520 [ Ags.g.0)- (2.21)
Portanto, por e , podemos concluir que
00 (X) = 6,0 (%) e @2 lacas = 1@ 2 s

O

Observacao 2.3. Vale ressaltar os seguintes comentédrios com respeito ao Teorema

2.1

i) Em [38] é provado que (7} (X) = €J(X). Por outro lado, pelo Coroldrio
A )(X) = £7(X), ou seja, (5 (X) = A )(X). Portanto, podemos concluir

(s,8,8 (8,88

que o Teorema também é vélido para o caso ¢ = s.

ii) O Teorema juntamente com o Teorema estabelecem uma caracterizagao

para o espaco 67(7; 9 (X), que até onde sabemos nao esté presente na literatura.

iii) Os Teoremas e estabelecem um Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers
para o espaco de sequéncias mistas (s; ¢)-somdveis. Porém, este resultado ja foi

comprovado em [30, Theorem 2.1].

2.2.3 Outras importantes propriedades do espaco Eég,r)(X )

Em [7] foi elaborada uma teoria abstrata construida com o intuito de lidar com ideais
de operadores lineares e multilineares caracterizados pela transformacao de sequéncias
com valores vetoriais unificando tais propriedades. Tal estrutura é chamada classe de
sequéncias. Além da construcao, os resultados e exemplos presentes no artigo [7] e nas
referéncias [T}, [3, 8, [0, O] 10, [39] nos trazem diversas aplicagdes do ambiente de classes de

sequéncias que mostram sua versatilidade para a teoria de operadores. Iremos provar

A

nesta subsegao que o espaco E(s o

)(X ) goza de tais propriedades. Mas antes vejamos

a definicao de tais conceitos.

Definigao 2.4. Uma classe de sequéncia é uma regra X — Z(X) que atribui a cada
espago Banach X a um espago de Banach Z(X) de modo que Z(X) C XN, Além disso,

as seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas
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i) coo(X) C Z(X);
i) Z(X) < loo(X);
111) ||€j||X(K) =1 para tOdOj e N.

Uma classe de sequéncias X —— Z(X) é dita finitamente determinada quando ()52, €

Z(X) se, e somente se, sup |[(z;)j_; [/ z(x) < oo. Além disso, devemos ter
neN

IG5)5zllz00 = sup [(25)5= 200,

Dizemos que X +— Z(X) é linear estdvel se dados (7;)52, € Z(U) e u € L(U; X),

tem-se (u(r;))32; € Z(X) e, neste caso, o operador induzido

i Z20U) —  Z(X)

(x])_] 1 (u@a))?;
estd bem definido, é continuo e satisfaz ||u|| = ||u]|.

Antes de provarmos que €A

(s.am) (X ) satisfaz todos os itens da definigdo anterior,

vejamos um lema auxiliar.

Lema 2.19. (32, Lema 2.4.10]) Se X eY sdo conjuntos nao vazios e F': X XY — R
€ uma funcao, entao

sup sup F'(z,y) = supsup F(z,y).
zeX yeYy yeY xeX

Teorema 2.20. A correspondéncia X +—» EA (X) € uma classe de sequéncias linear

sqr

estavel e finitamente determinada.
Demonstracao. Pela Proposicao e a Observagao podemos dizer que c¢oo(X) C

€A7q T)( ) <i> l+(X). Por outro lado, como ||e;|l; = ||€jllwq = 1, segue da Proposicao

que llejllags,gry = 1. Sendo assim, X — K(Sqr)
Agora, dado (x})%2, € (.(X*), temos (z} o u)p2, € (.(U*) para todo u € L(U; X).
(U), temos

(X) é uma classe de sequéncias.

Desta forma, considerando ()22, € é (s.0r)

> (Z (a7 u)(xj>|5> <

Logo, (u(x;))52, € £} )(X). Agora defina o seguinte operador induzido

(s,q,7)

géqr)(U) — gsqr)(X)
(

Mz (u(@;))5e
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o0
Pelo que mostramos, u estd bem definido. Além disso, como (ajz o —) € By, v+,
k=

para todo ()2, € By, (x+), podemos dizer que

[ull = sup [a((2;)520) [ As.a.m

(x3)321€B,a
TIE T G gm @)

= sup ()52 Acs 0

(x3)321€B,a
TIE T g @)

= sup sup > (Z ICUZ(U(%))IS> 5

@728 @y \ @B\ =1

_ el sw p z(

(z5)52 1632(‘“)(@ (@R €Ber(x*) \ j=1 \k=1
<l sup 1(25)52 | ags,q.m)
(I])J 1€B1;A t%)
(s,q,7)
<l

Por outro lado, se tomarmos z € By e (7;)%2, = (2,0,0,...), sabemos que [|(z;)32,[|; <
1. Assim, pela Proposicao , [(77)521 [ A(s,q,) < 1. Observe também que, para qual-
quer ¢ € By, temos (23)32; = (,0,0,...) € By, (x+). Portanto,

S H(u<xj));il”z4(s,q,r)7 Vo € BU'

»
Q=

e = (3 (Zm

7j=1 =

Logo, pela Proposigao [L.3] tem-se

lu(@)ll = sup fe(u@)l < I(u(z;)izllacen = [@@)5Z0laean < ll@ll, Vo € Bx.
pebx*
Desta forma, ||u|| < ||u]|. Portanto, ||u| = ||u||. Sendo assim, a classe de sequéncias

X — €‘§qr (X) é linear estavel. Por fim, vamos supor que (z;)32; € K(Sqr (X). Com

isso, dado n € N, temos

»

£ () < (Ereor)

7j=1

para toda (x})52, € £.(X*). Logo, podemos dizer que

S

1
q a q
s

sup Z (Z |27 () ) < ) sup Z (Z |$Z($J>’S>

(@P)R21€Be(x%) \ j=1 re1€Be(x) \ =1
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Assim, para qualquer n € N, temos

15) iz lacs.ar < 10257 a0

Portanto,

sup [|(;)7-1 las.gm < 1(25)521 |l agsqm < oo
neN

Reciprocamente, pelo Lema [2.19, podemos dizer que

" - s/q 1/s
sup [|(z;)j-1 [l as.gr) = sup sup DD ()l
neN neN | (z3)52 €4 (X*) =1 \k=1
n 0o s/q s
= sup sup |k ()|
(g et (x) | nen Z<;

(z3)52 1 €r(X™)

00 0o s/q
C Z(Z\xzw)
= |I(x5)521 | A@s.gir)-

A

Log07 (x])_(j)il = E(qu”‘)

(X) sempre que sup [|(z;)]_; || (s,qr) < 00. Além disso, provamos
neN

também que

Sup [[(25)j=1 laar) = 1(@5)52 -

A

Sendo assim, a classe de sequéncias X +—> E(s o

)(X) € finitamente determinada. O

Para encerrar esta subsecao, comentemos o impacto do Teorema [2.18 em nosso
estudo. Como mencionamos anteriormente, a norma do espago E?;‘; 2 (X) é originalmente
definida por um infimo e isso dificulta o trabalhar no ambiente de classe de sequéncias.
Por exemplo, nao sabemos se Eg; 9 (X) é finitamente determinado. Mesmo a palavra
”somavel’na definigdo de sequéncias mistas (s; ¢)-somaveis nao faz sentido, uma vez

que a expressao || - |lm(s;q) D0 envolve uma série. O resultado do Teorema na

?;;q)

de classe de sequéncias (através do Teorema|2.20)) e todo o seu conjunto de ferramentas

verdade introduz uma norma alternativa no espaco ¢ (X) que nos leva ao ambiente

uteis para o estudo de operadores somantes.

2.3 Operadores associados ao espaco Zé o) (X)

Motivado pela cadeia de inclusoes [2.6] estudaremos nesta secao duas novas classes

de operadores que sao caracterizadas por transformacoes de classicas sequéncias com
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valores vetoriais e sequéncias anisotropicas somaveis. No que se segue, 1 < s,q,7,p <

oo sao nimeros reais, X e U espagos de Banach e T € L(U; X).

2.3.1 Operador fracamente anisotrépico

A primeira classe de operadores sera composta pelos operadores fracamente ani-
sotrépicos (s, g, r; p)-somantes. Tais operadores irdo associar as sequéncias fracamente

p-somaveis com as anisotrépicas (s, g, 7)-somaveis. Vejamos a definigao de tal espago.

Definigao 2.5. Sejam 1 < p < ¢ < s, 1 < r < s nimeros reais e T € L(U; X).

Dizemos que T é um operador é fracamente anisotropico (s,q,r;p)-somante se
(T(u;))52, € L4 (X) sempre que (u;)52, € £/ (U),

isto é, o operador induzido T : e U) — 6(“” (X), dado por f((uj)‘;‘;l) = (T'(u;))32y,

estd bem definido. Denotaremos por W U; X) o espaco de todos os operadores

(s,9,7;p) (
fracamente anisotrépico (s, g, 7; p)-somantes de U em X.

Observacao 2.4. Note que:

1) Como E(Sqr) (X)) é um espago vetorial, é possivel mostrar que qurp)(U; X) é

um espago vetorial.

2) Ser > s, entao pela Proposu;aoKA ,(X) = {0}, onde 0 estd representando a

S ,q, T’
sequéncia nula. Neste caso, uma vez que todo operador fracamente anisotrépico

A

(S’qﬂ,;p)(U; X) = {0}, onde 0 representa, neste caso,

somante ¢ linear, teriamos W

o operador nulo.

3) Se s < g, entao pelo Corolério ﬁ (X)) = Ké,qm) (X). Nesta caso, por defini¢ao,
WA (U5 X) =L, (U; X).

,4,75p)

Proposicao 2.21. Quando p > q, o unico operador fracamente anisotrépico (s,q,r;p)-

somante de U em X € o nulo.

Demonstracao. Primeiramente vamos supor que W (s.ar) (U ; X) # {0}, onde 0 repre-
senta, neste caso, o operador nulo. Como, por hipétese, p > ¢, pelo que comentamos
na Observacao item (II), existe ()\;)%2, € £,\l,. E claro que (Nu)2, € 4)(U)

7=1
qualquer que seja v € U. Entao, dado T € W (U; X) — {0}, existe u € U de

(s,q,m3p)

modo que T'(u) # 0. Além disso, por defini¢ao, temos

00 00 s/q
Z (Z \)\ij(T(u))|q> < oo sempre que (z})52 € £.(X7). (2.22)

J=1
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Considerando em (2.22)) a sequéncia (z7)%2, = (2%,0,0,...) € £,(X*), com z* € X*,

obtemos

|2(T(u))] Z [Aj]* < o0

Como |z*(T(u))| # 0, podemos concluir que

D NI < o0,
=1
ou seja, (A;)32; € £, o que é uma contradicao. Logo, Wé,w;p)(UQ X) ={0}. ]

Veja que nas hipdteses da Observacao ou da Proposicao WA )(U ; X)

(s,q,m5p
resulta em espacos ja conhecidos. Esse é o motivo pelo qual, na Definicao [2.5] sao

impostas condigoes sobre os indices s, q,r e p.

Agora vamos apresentar caracterizagoes para que um operador seja fracamente ani-
sotrépico (s, g, r; p)-somantes. Mediante essas caracterizagoes, definiremos uma norma
para W(‘: qmp)(U ; X)) e mostraremos que tal espago é de Banach. Para auxiliar na de-
mostragao das caracterizagoes, enunciaremos o caso n = 1 da Proposi¢ao 2.4 presente

em [7].

Proposicao 2.22. Sejam H, e Hy classes de sequéncias. Os sequintes itens sao equi-

valentes para qualquer operador linear continuo A € L(E,F).
a) (A(xj));‘il € Hy(F) sempre que (:cj)‘]?‘;l € H(E);

b) O operador induzido A H\(E) — Hy(F), dado por g((x]);";l) = (A(z;))3,

esta bem definido, é continuo e linear.

Além disso, no caso em que Hy e Hy sdo finitamente determinadas, podemos

dizer que as condigoes acima também sao equivalentes a condi¢ao (c) abaizo:

¢) Eziste uma constante C > 0 de modo que

1(A(;)) il ey < Cli(zs)5 ) (2.23)

para todos k € N e x1,...,2; € E. Neste caso,
1Al = inf{C ; satisfaz (2.23)}.

Proposicao 2.23. Sejam X,U espagos de Banach e T € L(U;X). As sequintes

sentencas sao equivalentes:

(i) O operador T' € fracamente anisotrdpico (s,q,r;p)-somante;
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(ii) Ewiste uma constante D > 0 tal que

|z, <Pl (224
sempre que (u;)52, € £ (U);
(iii) Ewiste uma constante D > 0 tal que
o) N [ 1 W (2.25)
para quaisquer m € N e uy, ..., u, € U.
(iv) Eziste uma constante D > 0 tal que
> (Z o} <T<uj>>|5> < D ()il 1), (2.26)
j=1 \k=1
para todos (u;)32, € £)(U) e (2})32, € €(X7).
(v) Existe uma constante D > 0 tal que
> (Z 77 <T<uj>>|5> <DlEpEl, [wiml,, 2
j=1 \k=1

para todos m € N, uy, ..., uy, € U e (2})52, € £.(X™).

(vi) Existe uma constante D > 0 tal que

1
q

> (Z I <T<uj>>18> < D@pill, 1), (2.28)

@ bQ

j=1 \k=1

para todos m,n € N, uy,...,u,, €U ex],...,z; € X*.

O infimo de todas as constantes D satisfazendo uma das desigualdades anteriores
A (U; X).

serd denotado por wé,w;p)(T) e define uma norma para W .

Demonstrag¢ao. Como Eé or () € () sao classes de sequéncias finitamente determi-
4 () define uma

nadas, pela Proposicao (i), (ii) e (iii) sao equivalentes e w{; .,
norma sobre W(“;qmp) (U; X).
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(ii) = (iv). Por hipdtese, podemos dizer que

3 (z ) < Dl

j=1 \k=1
para todos (u;)%2, € £ (U) e (z})32, € £(X™). Logo,

w Q
Q=

*
Ly,

T, ¢ )

1
q

> (Z 23, (T ) < DDl 1)l - Yu)3s € ).

7=1

n hQ

Portanto, (iv) é valida.
(iv) = (v). Basta observar que cyo(U) C ¢¥(U).
(v) = (vi). Basta observar que coo(X™) C £,(X*).
(vi) = (ii). Consideremos (u;);2, € £;/(U) e (v

1)ieq € By, (x+). Dai, por hipétese,
existe uma constante D > 0 tal que

»
Q|

7=1

3 (Z g (T ) < D)ol w3,

para todos m,n € N. Assim, podemos dizer que

1
q

3 (Z i (T ) < Dl ),

J=1

»

para todos m,n € N. Logo,

sup sup Z(Z\xw(umrsy < D),

Isso implica que

@
Q=

(5 (S

< D),
7=1

Dai, como KAS qr)( ) é finitamente determinada, segue que

IT(up)llacsgr < D)l
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Assim, o resultado esta provado. O]

Para um operador T' € L(U; X*), onde o contradominio é um espago espago dual,

podemos formular a seguinte caracterizacao.

Corolario 2.24. Seja T € L(U; X*). Entao, T € W(A (U; X*) se, e somente se,

8,4,73p)
existe D > 0 de modo que

b
Q|

@

> (Z !(T(uj)(wk))ls> < D [(@r)iall, 1), , (2.29)

j=1 \k=1
para todos m,n € N, uy,...,u, €U exq,...,x, € X. Nesta caso, wé?w;p)(T) ¢ iqual
ao infimo das constantes D.

Demonstracao. Primeiramente vamos supor que 1" € Wé,w;p)(U; X*). Seuy, ..., Uy €

Uexy,...,z, € X, podemos observar que, para cada k € {1,...,n} eje{l,...,m},

temos
T (ws) ()| = |J (@) (T (u))]

onde J : X — X* é o mergulho canoénico. Sendo assim, por ([2.28]), existe D > 0 de

modo que

1 N
> (Siawmr) | = (3 (Sieorur)
j=1 \k=1 j=1 \k=1
< DI, )l
= D, )],
Reciprocamente, vamos considerar uy,...,u, € U e z7*,... 22 € X**. Assim, tome-

mos M e N, respectivamente, como os espacos de todas as combinacao lineares finitas

dos elementos {z7*,..., 25} e {T'(u1),...,T(un)}, isto é,

M = span{z}*,...,z;'} C X*™

N = span{T(uy),...,T(un)} € X"

Desta forma, pelo Principio da Reflexividade Local (ver [20, 8.16 Principle of Local
Reflexivity]), para todo € > 0, existe R € L(M; X), com ||R|| <1+ ¢, de modo que

y (R(z™)) = 2" (y")
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para todos y* € N e z** € M. Em particular,

T(u)(R(xy")) = 2" (T'(uy))

para quaisquer k € {1....,n} e j € {1...,m}. Sendo assim, por hipétese, podemos

obter D > 0 tal que

q

Q=

g\ +
s q

m

Z(ZI%Z*(T(W))IS)S = Z( |T(uj)(R(x;;*))|S>

j=1 = j=1 \k=

1
D (R )il ([ ()il
< DRI icall, |l
< D+ D) [l [ )il -

IN

Dai, pela arbitrariedade do €, podemos concluir que

1
q

) (Z r<xz*<T<uj>>>rS) < Dol ),

j=1 \k=1

®Q

Sendo assim, T € W(A )(U; X¥). Além disso, pela Proposigao [2.23| wi \(T) é

8,4,T3P (s,q,73p
igual ao infimo das constantes D. O]
Vejamos agora alguns consideragoes imediatas com relacao ao espago Wé rip) (U; X).

Observacao 2.5. a) Em [38, Segdo 20|, Pietsch abordou a classe dos operadores
mistos (s;¢)-somantes. Tal classe associa as sequéncias fracamente p-somantes
com as mistas (s, ¢g)-somantes, isto é, um operador T' € L(U; X) é misto (s;q)-
somante se, e somente se,
(T'(u;));2, € £4(X) sempre que (u;)2, € ¢4, (V).
Com isso, pelo Teorema [2.18] a classe dos operadores fracamente anisotropicos

(s, q, s; p)-somantes generaliza a classe de operadores mistos (s; ¢)-somantes, basta

tomar p = q.

b) Com p e ¢ satisfazendo as condigdes da Definigao utilizando as inclusoes do
espago das sequéncias p-somaveis, é possivel garantir que I, ,(U; X)) C VV(‘;x - (U; X).

Além disso, pela Proposigao , se T € Wévq’r;p)(U;X) e S eI, (X;Y), entao
SoT ell,(U;Y).

O classico teorema de inclusao (ver [20, Theorem 10.4]) garante que se 1 < p; <
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q; < 0o, para j € {1,2}, satisfazendo py <paeqy <@g e p_1 — qil < p% — q% entao

HQLPI (U; X) - qu,pz (U§ X)

para quaisquer U, X € BAN. Em particular, se p < ¢, temos I1,(U; X) C II, ,(U; X).
Assim, pela Observa(;éo item (b) temos I1,(U; X) C WA

(5,9,75p)

y(U; X). Agora iremos

melhorar esta inclusao provando que II; C WS D) (U ; X)) sempre que t > q e satisfizer
11,1

Proposicao 2.25. Seja t > q tal que % = %—l— % Se T € 1,(U; X), entao T €
W( V(U X).

7q T7p

Demonstragao. Seja T € I1(U; X). Dado (u;)32, € £)(U) C £7(U), de [20, Lemma
2.23], existem sequéncias ();)22, € 4; e (z5)32, € (Y (X) tais que Tu; = A\;x; para todo
j € N. No Theoremv1mos que (Tu;)32, = (N\jz;)52, € E (s.q.)(X). Portanto, por
definigao, T' € W (U X). O

(5,4,7m5p)
O proéximo resultado fornece outra caracterizacao para operadores somantes fraca-
mente anisotrépicos usando o operador V. definido na Proposigao [2.12

Teorema 2.26. As sequintes sentencas sao equivalentes para T € L(U; X):

Z)TGW U; X).

5,4,73p) (
i) Wae o T €11, ,(U; £s) para toda x* = (x7)72, € By, (x+).
Além disso, se (i) for verificada (e consequentemente (ii)), entdo my, (Ve 0o T) =

A
W(s,q,rip)

(T') para todo =" = (x3)72, € By, (x+)-
Demonstragdo. Primeiramente, vamos observar que dada x* = (x7)72; € By, (x+) temos

q

Z (Z |2y (Tu;)| > _ (Z || W e oT(uj)||g> (2.30)

7=1

para toda sequéncia (u;)52, € £;(U). Dai, se T' € W sqrp (Ui X), entdo por (2-26) e

(2.30), temos

(Z [Wyr 0 T(UJ)HZ) < wévw;p)(T) H(uj)ﬁle,p'
j=1
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Logo, Uy-oT € 11, ,(U; £5). Além disso, m,, (Vxx 0 T) < w
se Uyr o T € 11, ,(U; ¢s), entdo

W(s gy (T)- Reciprocamente,

(Z [Wsr © T(uj)Hfi) < Tgp (Uaer 0 T) [[ (1) 724 [[q-
j=1

Sendo assim, por ([2.30)),

® bQ

1
> (et ) | <m0 (9, o7) 0l

7=1

Portanto, por 1D T € Wéqm;p)(U; X). Além disso, wé’qm;p)(T) < myp (W 0 T).
Logo, w(} .y (T) = Ty p (U= 0 T). O

(s,am3p
Corolario 2.27. As sequintes sentencas sao verificadas:

1 1
a) Sepr <q1 <5, pr < qa <5, r<se—1—q—1§p—

Wi (U; X) 5 W o (U3 X).

5,q1,7,P1) (s,q2,7,p2)

b) SeV _» €1l,,(X;{) para cada x* = (x})72, € (,.(X*), entdo Wéqur;p)(U;X) =

M=

LU; X).

Demonstragao.  a) Considere T € W (U X) e x* = (23)52; € 6:(X™). Dessa

3 »q1 Tpl

forma, como r < s, podemos definir

\Ijx*,T U — ES
u (2 (T ()R,

Note que Uy« 7 = Uy 0T Assim, Pela Proposi(;éom Uy 7 estd bem definido,

é continuo e satisfaz

[Wser || < ([ Wi

AT < AT {l -

Por outro lado, comoTEW (U5 X)), (T(u))5e, €€

(s,q1,mp1) (X) sempre que
(u ])jzl ﬁ;j’l(U). Logo,

(s,q1,7)

(W 1 (u))720 = (Uoer 0 T(1))721 € Ly, (6s)-

Sendo assim, Uy r € 11, , (U;¥€s). Com isso, a hipdtese nos parametros junta-

mente com o Teorema de Inclusao nos garante que Uy« € 11, , (U; {5). Ademais,
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pelo Teorema [2.26, podemos garantir que

7T(qz,pz)(‘yX*,T) < 7T(q1,p1)<\IJX*,T) = wé,q1,r,p1)(T) x|
Sendo assim, para toda (u;)52, € £, (U), segue que

a2

2\ 5
Z(Zm ) < o (Ter) - (6l

7j=1

< Wlgr (D) - @D - 18)3 o
Portanto, pela arbitrariedade de ()72, € £.(X*) e a propriedade de infimo, a

proposicao esta provada.

b) Dado T € L(U; X), novamente pela propriedade de ideal dos operadores (s;p)-

somantes, temos ¥ .+ o T € Il ,(U;¥,) e portanto T € W (U; X).

(B

(5,4,75p)

]

O préximo resultado ird garantir que certas relagoes de inclusao envolvendo as
classes de sequéncias 6(8 4n () € 6(-) nos fornece outro resultado de coincidéncia para

a classe de operadores fracamente anisotrépicos.
Proposigao 2.28. Seja 2 < g < oo um numero real. Entao,
a) Se U tem cotipo 2 < q < 00, entao (¥(U) C E(S’% ) (U).
b) Se U ou X tem cotipo 2 < q < o0, entdo L(U; X) = W(squ (U; X).

Demonstragao.  a) Suponha que U tenha cotipo 2 < g < co. Por [19, 24.7] ou [20,
Theorem 11.17], a aplicagao identidade de U, a qual denotaremos por idy, é (¢, 1)-
somante. Pela Observa(;ao idy € qur y(UsU), ouseja, £7(U) € I y(U).

(s,q,7)
b) Se U tem cotipo 2 < g < o0, entao, pela Proposicao podemos dizer que
o) C EA y(U). Sendo assim, I € Wéq’T;l)(U;X), para qualquer F' €

(s,q,7)

L(U; X), pois féqr) é linear estével. Logo, L(U; X) = W(Squ)(U X). Ana-
logamente para o caso X com cotipo ¢ < oo.
[

Estamos interessado em apresentar um Teorema do tipo dominacao de Pietsch
A ) : :
para a nova classe de operadores W(& q,r;s)<U ; X). Para isso, iremos agora apresentar a

abordagem abstrata presente em [33] [36]. Sejam Yi, Y5, E' e G conjuntos nao-vazios,
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‘H uma familia nao vazia de aplicacoes com dominio Y; e contradominio Y5 e K um

espaco topolégico de Hausdorff compacto. Consideremos também
R:KXEXG—[0,00)eS:HxEXxG—[0,00)
aplicacoes de modo que

R,y : K — [0, 00)
Y Rz,b(@):R(Sva?b)

seja continua. Para todos p € (0,00), dizemos que f € H é RS-abstrato p-somante se

existir uma constante C' > 0 de modo que

m 7 m i

Z S(f,z;,0)P | < Csup Z R(p,z;,0,)" | (2.31)
j=1 vER \j=1

paratodos x1,...,x, € K, by,...,b, € Gem € N. O infimo sobre as constantes C' sera

denotado por mgs,(f). Nessas condigoes e tomando G um espago de Banach, podemos

enunciar o seguinte resultado (que é conhecido como verao abstrata do Teorema de

Pietsch):

Teorema 2.29 (Theorem 3.1, [33]). Uma aplicacao f € H é RS-abstrata p-somante
se, e somente se, existe uma constante C' > 0 e uma medida reqular de probabilidade

1 nos borelianos de K tal que

S(f,0,b) < C ( | o b)pdu(w));

para todos v € E e b € G. Além disso, o infimo sobre as constantes C' € igual a

7TRS,;D(f)'

Teorema 2.30. Sejam U e X espagos de Banach e T € L(U; X). O operador T é
fracamente anisotrdpico (s,p,r;p)-somante se, e somente se, ezristem uma constante
C > 0 e uma medida reqular de probabilidade p nos borelianos de By+, com a topologia

fraca estrela, tais que

[0 (T ()]s < C / [ ()| dpa(u”) (2.32)
U*
para cada x° = (x7)p2, € By (x+) e para todo w € U. Além disso, wé%r;s) (T) =

inf{C; C satisfaz (2.32))}.
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Demonstragao. Mediante as notagoes do Teorema para cada x* = (z})%2, €

By, (x+), vamos considerar:
H=LU;X), E=Ux{x"}, G=Re K = By,

com K munido da topologia fraca estrela. O classico Teorema de Banach-Alaoglu-
Bourbaki ([T1, Teorema 6.3.9.]) garante que By« é compacta na topologia fraca-estrela,

isto é, K é compacto e Hausdorff. Além disso, vamos definir

S(T, (u,x7),b) = [[Wser (T'(w)) [

R(QO, (u> X*)a b) = ‘gO(U)’

Note que se (goj)j‘;l converge fraca estrela para ¢ em By« entao, para qualquer u € U,
(goj(u))?"zl converge para ¢(u), ou seja, (Reuxb(95))32, converge para (Riux5(¢)).
Como By« ¢ munido com a topologia fraca estrela, podemos concluir que a aplicacao

Ryxp € continua. Além disso, por defini¢ao, note também que

1
P

T é RS-abstrato p-somante <= (Z || Wy (T(u))“’s’) < C'sup (Z |gp(u)|p)
K\ 4
j=1

j=1 we

Ou seja, T é RS-abstrato p-somante se, e somente se, W . oT" é um operador p-somante
para todo x* € By, (x+). Desta forma, pelo Teorema [2.26] podemos dizer que

T é RS-abstrato p-somante <= T € W(A (U; X).

s7p?/r;p)

. oy . . A .
Sendo assim, utilizando o Teorema , podemos inferir que T € W{ ., (U; X)
se, e somente se existem uma constante positiva C' > 0 e uma medida regular de

probabilidade i nos borelianos de By+, com a topologia fraca estrela, tais que

P

[ (T ()]s < € / | (w)[” dp(u”)

para cada x* = ()32, € By, (x+) e para todo v € U. Além disso, wé’q’m) (T) =

inf{C; C satisfaz (2.32)}. O

Mostraremos agora que a classe dos operadores fracamente anisotrépicos somantes
se enquadram na estrutura de ideais de operadores. Além disso, provaremos também

que tal classe possui a propriedade de injetividade de ideais. Para isso, necessitamos
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enunciar o Teorema 3.6 presente em [7] no caso n = 1.

Teorema 2.31. Seja Hy e Hy classes de sequéncias linear estaveis satisfazendo Hq(K) <i>

Hy(K). Entao (Luy.my; | - || ay.m,) € um ideal de Banach de operadores, onde Ly, .m,
denota o conjunto de operadores lineares continuos que levam sequéncias de Hy(U) com

sequéncias em Hy(X), para quaisquer X, U € BAN.

Proposigao 2.32. Sejam U e X espacos de Banach. Entao, (qurp)(U X);w ( o 7,J))( ))
¢ um ideal Banach de operadores.

U; X) é
um espaco vetorial. Note também que, pelo Teorema - b, = f (5:0:7) ( ). Com isso,

Demonstrac¢ao. Usando a desigualdade de Minkowski, ¢ facil ver que W (s.0mp) (

pelo fato de p < ¢, podemos dizer que
w 1 A
gp (K) = fp — gq = g(s,q,r) (K)

Dai, sendo E(S o () € 07 (+) classes de sequéncias linearmente estéveis, segue do Teorema

2.31{ que <W(S gy (U5 X5 (wrp)(-)) ¢ um ideal Banach de operadores. O

Proposicao 2.33. O ideal qurp) € injetivo.
Demonstragao. Sejam T € L(U;X) e i € L(X;Y) de modo que |i(x)| = ||z| para
todos 2 € X eioT € W U;Y). Consideremos (u;)52, € £;(U) e (73)i, €

(,(X*). Com isso, para cada k € N, defina

sqrp)<

zp o Im(i) — K
@) — 24() = 51()

Como 7 ¢ injetiva, z; estd bem definido. Note também que, pelo fato de x} e i serem

lineares continuos, podemos dizer que z; € (Im(i))*. Assim, pelo Teorema de Hahn-

Banach, existe y; € Y* de modo que yi|im@e) = 2 e |lyill = [|2xll. Além disso,
lyell = llzill = sup |z (y)l = sup |2(i(z))] = sup |zi(z)| = [[zk].
YEBIm(i) i) <1 z€Bx

Como isso, obtemos (y;)2, € £.(Y*), pois (z7)52, € £.(X*). Sendo assim, como
ZOTEW (U;Y), segue que

(5,9:73p)

@ bQ
Q=

5 (Srar)) - (5 (Sern)

i=1 \k=1 j=1

(Zwrr)
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< wis qn‘p)@OT H ;)72 1pr W)zl -

Portanto, T' € W U; X). O

2.3.2 Operadores anisotrépicos somantes

A segunda classe de operadores que iremos abordar agora sera composta pelos
operadores anisotrépicos (p; s, ¢, r)-somantes, oe quais associardo as sequéncias ani-

sotrépicas (s, g, T)-somaveis com as p-somaveis. Segue a definigdo de tal espago.

Definigao 2.6. Sejam 1 < g < s, ¢ < pel <r < snumeros reias e T € L(U; X).

Dizemos que T é um operador anisotropico (p; s, q,r)-somante se

(T(Uj));il € £,(X) sempre que (u;)52, € €A7q 7q)(U)

ou seja, o operador induzido T KAS ar

J(U) = £,(X), dado por T((u;)32,) = (T(u;))32,,

A
(p3s,q,r)

anisotrépico (p; s, q,r)-somantes de U em X.

estd bem definido. Denotaremos por 11 (U : X) o espaco de todos os operadores

Observagao 2.6. Note que

1) Como ¢,(X) é um espago vetorial, é possivel mostrar que H( (U; X) também

D;8,q,T)
é.

2) Se s < g, entao, pelo Corolario ﬁ ly(X) = €A7q7 (X). Logo, por definigao,
o4 (U; X) =11,,(U; X)

(p;s,q;7)
(s..)(X) = {0}, onde 0 estd representando
a sequencia nula. Neste caso, uma vez que todo operador anisotrépico somante é

A
(p;5,q,7)

3) Se s < r, entao, pela Proposagao. 3, ¢4

linear, teriamos I1 (U; X)) = {0}, onde 0 representa, neste caso, o operador

nulo.

Proposicao 2.34. Sejam 1 < g <sel <r <s. Sep < q, entao o unico operador

anisotrdpico (p; s, q,r)-somante € o operador nulo.

Demonstracao. Com efeito, vamos supor que exista um operador nao nulo T’ € 1_[(S 0rp) (U; X),
isto é, existe x € By de modo que T'(z) # 0. Por outro lado, como p < ¢, pelo que
comentamos na Observagao item (II), existe (A;)%2; € £;\f,. Desta forma, dada

(x3)52, € £.(X*) e sabendo que r < s, segue que

S (Zm Al ) S (ermz W>s

j=1 j=1
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I
VRS
NE
2
q
=
VR
NE
B,
‘|
=
N———

j=1 k=1

< )2 llg - 1 ())izy lls
< )2 llg - I1CR)Rzy Il

< ©Q.

Sendo assim, (A\;z) € Eéqr)(U). Como T ¢ operador anisotrépico (p; s, g, r)-somante,

segue que (T'(\;x)) € €,(X). Porém, como T'(x) # 0, é possivel observar que

(T(\jr)) € 6(X) & Z [T (Ajz)” < o0

& Y NP IT(@)P < o
j=1
& TP Y NP < oo
j=1

= ()\]);”;1 S gp.

Todavia, isso é uma contradigao com o fato de (\;)32, ¢ {,. Portanto, T' é o operador

nulo.

]

Se observarmos com atencao, nas hipoteses da Observagao [2.6) ou da Proposicao
2.34] 118

(p35,a,7)
sao impostos condicoes sobre os indices s, q, 7 e p.

(U; X) resulta em espagos ja conhecidos. Por esse motivo, na Definigao

Analogamente aos operadores fracamente anisotrépico (s, ¢, ; p)-somantes, o proximo
teorema apresenta caracterizacoes para os operadores anisotrépicos. Através dessas

caracterizagoes, poderemos fornecer uma norma para o espago Hé,s qr)(U : X) que o

tornard um ideal de Banach.

Proposicao 2.35. Sejam X, U espagos de Banach e T € L(U; X). Entao, as sequintes

sentengas sao equivalentes:
(i) O operador T' é anisotropico (p;s,q,r)-somante;

(ii) Ewiste D > 0 de modo que

(T (ug))5Zallp < D 1 (ug) 320 | ags.qr) (2.33)
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sempre que (u;)52; € KA’(L ) (U).

(iii) Ewiste D > 0 de modo que

(T (u3)) i llp < D - ()72 L ags,gm (2.34)
para todos m € N e uy, ..., u, € U.

O infimo das constantes D de e serd denotado por W(psqr)( ) e define
y(U; X)

A
uma norma para H (is.07)

A
Demonstracao. Ja sabemos que E (5.:0.7)

determinadas. Desta forma, pela Proposigao | segue que (i), (ii) e (iii) s@o equi-

)(1) e £;(-) sdo classes de sequéncias finitamente

valentes e Wé;& 4n () define uma norma sobre Hés o (U5 X). O

Observagao 2.7. Algumas consideragoes imediatas:

i) Em [30), Definition 2.2], Matos definiu os operadores (p; m(s; q))-somantes, que
associam sequéncias mistas (s;¢)-somdveis com sequéncias p-soméaveis, isto é,

T € L(U; X) é (p;m(s; q))-somante se, e somente se,
(T'(u;))52, € £,(X) sempre que (T'(uy))72; € £75,,(U).

Através do Teorema podemos dizer que a classe dos operadores anisotropicos
(p; s, q, s)-somantes generaliza a classe de operadores (p; m(s; ¢))-somantes, basta

tomar r = s.

ii) Considerando p e ¢ nas condigoes da Definigao e sabendo, pela Proposicao
, que €0, , (X)) C €2(X), podemos dizer que TI,,,(U; X) CTIj, o (U; X).

(p,s,q,7)

O resultado subsequente ird garantir que certas relacoes de coincidéncia envolvendo
as classes de sequéncia E (s qr)( ) e £;(+) nos fornecem outro resultado de coincidéncia

para a classe de operadores anisotrépicos.

Proposicao 2.36. Seja U um espaco de Banach. Sdao equivalentes as sequintes sen-
tencas:

(1) Lqn(U) =2 (U);

(ii) H(qsqr)(U; X) =11,(U; X) para todo X espaco de Banach;

(iii) 1T Uils) =11,(U; 5);

qsqr(
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Demonstragao. (1) = (ii). Seja X espago de Banach e vamos supor que ¢ sqr)(U) =
£r(U). Assim,

T e Hé}sqr U; X)) & (T(uj)) °, € Ly(X) sempre que (u ) °, € €Sq7 (U)
& (T(uy))52, € £4(X) sempre que (u;)52, € £(U)
& Tell,(U;X).
Portanto, H“qur (U; X) =11,(U; X) para todo X espaco de Banach.
(ii) = (iii). Basta tomar X = /;.
(iii) = (i). Primeiramente note que se x* = (z})2, € (,(U*), entdo WUy €

U;ls). Com efeito, dada (u;)52, € ﬁA )(U), por defini¢ao temos

((L 7qT ( ,q?"

((@r())21))521 € Lo(Ls),
isto é,
(s (uy))521 € Lo(Cs)-
Desta forma, por hipétese, Wy« € II,(U;{;). Assim, pelo Teoreman (s.ar) U) =
(). O

De modo andlogo ao que fizemos para a classe dos operadores fracamente ani-
sotrépicos (s, p, ; p)-somantes, iremos utilizar a abordagem abstrata do Teorema
com o intuito de formular um teorema do tipo Dominacao Pietsch para a classe dos

operadores anisotropicos. Vejamos tal resultado a seguir.

Teorema 2.37. Sejam U e X espagos de Banach e T € L(U; X). O operador T é
anisotrdpico (p; s, p,r)-somante se, e somente se, existem uma constante positiva C > 0
e uma medida reqular de probabilidade ji nos borelianos de B, . )=, com a topologia

fraca estrela, tais que

p

irwi<c| [ (me ) ) (o)
Bty

k=1

para todo u € U. O infimo sobre as constantes C' € igual a Wé;s%r) (T).

Demonstragao. Pela equagao (2.33) da Proposicao podemos dizer que T' € L(U; X)

¢ um operador anisotrépico (p; s, p, r)-somante se, e somente se, existe uma constante
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o . 00 A
positiva C' > 0 de modo que para qualquer (u]-)j:1 € K(S7q7r)(U), tem-se

w3
|

(Z|T<uj>|p>pgo(*) up Z(ZI%Z(%)P) e

ke1€Bexn) \ j=1 \ k=1

Porém, a relagdo de dualidade entre ¢,.(U*) e (£«(U))* estabelecida pelo isomorfismo

isométrico que associa

X" = (z)p21 € 6(UT) — e € (6 (U))7,

o0
onde @y ((u)52,) = fo(ul), nos garante, mediante (2.35)), que T € L(U;X) é
i=1
um operador anisotrépico (p; s, p, r)—somante se, e somente se, existe uma constante

positiva C' > 0 de modo que, para qualquer (uj);?‘;l € Eé gr)(U)» tem-se

EAS]
S =

(Z |T<u])|p> p < C sup Z <Z |§0x* (Uj . €k>’8> ,

exr €8t \ =1 \k=1

onde, para todo j € N, u; - ¢; representa a sequéncia cuja j-ésima entrada ¢ u; e as
demais sao todas zero. Por outro lado, considere H = L(U;X), E = U, G = {0}
e K = (By,.))*, com K munido da topologia fraca estrela. Além disso, para cada
TeLU;X),uecUex*=(z7)2, € {.(U"), defina

1
S(Tu,0) = [T(u)ll e Rpx-,u,0) = (Z [P (- 6k)!8> :
k=1
Afirmacao 2.2. Para cada u € U, a aplica¢do Ry : (By,.w))" — (0,00) definida por
Ry o(px) = R(px,u,0) € continua.

Com efeito, pela relagao de dualidade podemos dizer que todo elemento de (By,. 1))*
¢ da forma @+, onde x* € By +). Desta forma, vamos considerar (gpx;)‘;‘;l uma
sequéncia em (By ., 7))* que converge fraco estrela para ¢+, com x*, X; € By, (y+). Sendo
assim, pela propriedade da topologia fraca estrela, podemos dizer que (gox; (¥))52
converge para (px-(y)), para todo y € By . (), com a topologia usual de norma, ou
seja,

i (¥) =5 0 (v)

para qualquer y € By . (7). Em particular, para y = u - e, segue que
SOx;(U ce) = e (U ep).
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Como a norma ¢ uma funcao continua, podemos dizer que para cada u € U,

lim R(px:,u,0) = T [[(@x (u - ex))iZals
= | jhm (s (u - €x)) iy s
= [[(px=(u - e))iZa lls
- R(Sox*auao)a

isto é, a Afirmagéao[2.2]estd provada. Por defini¢ao, podemos dizer que T' é anisotrépica
(p; s, p, r)-somante se e somente se T é RS-abstrata p-somante. Logo, pelo Teorema

2.29| o resultado esta provado. O

Utilizando a monotonicidade das normas do L, podemos estabelecer um resultado
de inclusao para a classe dos operadores anisotropicos, que serda uma consequéencia

imediata do teorema anterior.
Corolario 2.38. Se 1 < p; < py < 00, entao s p, ) (U; X) =N Hposs.p0,m) (U3 X).

Para finalizar, mostraremos que a classe dos operadores anisotropicos somantes se
enquadra na estrutura de ideais de operadores e possuem a propriedade de injetiva de

idealis.

(p3s,q,m)

Proposicao 2.39. Sejam U e X espacgos de Banach. Entao, (HA (U X);m ps e ))

¢ um ideal Banach de operadores.

Demonstracao. Pelo Teorema podemos dizer que
1
Uy gy (K) = £y = £,(K).

Como 6(5 () € 6p(+) sdo classes de sequéncias linearmente estdveis, pelo Teorema [2.31

podemos dizer que <H(S gy (U3 X )5 qw)( )) ¢ um ideal Banach de operadores.

[
Proposicao 2.40. O ideal H% sar) é injetivo.
Demonstracao. Sejam T € L(U;X) e i € L(X;Y) de modo que |i(x)| = ||z| para
todoz € XeioT € Hé; «qr(U;Y). Pela Proposigao existe D > 0 de modo que
1o T(w;))iillp < D - [1(u)721 l Asam)s
sempre que (u;)32; € KSqT (U). Porém, como ||i(z)|| = ||z| para todo x € X, em
particular podemos dizer que [|i(T(u;))|| = ||7'(u;)|| para todo j € N. Sendo assim,
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(@0 T(u;))52 1l = 1T (u;)52, |- Logo, pela desigualdade anterior,

1o T(w;))7illp < D - [1(u)721 l Asam)s

sempre que (u;)52, € E(Asﬂm)(U), isto é, T' é anisotrépico (p; s, g, r)-somante. Portanto,
o ideal H(‘; 5.7) ¢ injetivo. O]
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Capitulo 3

Algumas propriedades dos

operadores quase somantes

O principal objetivo deste capitulo é apresentar novas propriedades envolvendo
os operadores quase somantes. Inspirados por , apresentaremos trés resultados
importantes na teoria linear de operadores absolutamente somantes com o intuito de
ampliar o escopo dos mesmos, mais precisamente iremos garantir que tais teoremas
serao validos para a classe dos operadores quase somantes, o que antes era provado
apenas para os operadores absolutamente somantes. Os resultados demonstrados neste

capitulo foram retirados de [2§].

3.1 Estendendo o Teorema de Bu-Kranz

Utilizando fortes ferramentas para sua demonstracgao, como o Teorema de Do-
minac¢ao de Pietsch e as desigualdades de Khinchin e Kahane, o principal resultado

obtido por Bu e Kranz em [I4] é formulado da seguinte forma:

Teorema 3.1. [1j, Theorem 1] Sejam X e Y espacos de Banach e u um operador
linear continuo de X em Y. Se u* é p-somante para algum p > 1, entdo, para todo
q > 2, temos

(u(w;))52, € £(Y) sempre que (7;)52, € Rad(X).

O préximo teorema é o principal resultado desta secao. Com seu auxilio iremos
garantir que o Teorema de Bu-Kranz também ¢ vélido para a classe dos operadores
quase somantes. A prova deste resultado é muito simples e nao requer a utilizagao do

Teorema de Dominagao de Pietsch e das desigualdades de Khinchin e Kahane.

Teorema 3.2. Sejam X e Y espacos de Banach, com Y sobre o corpo dos reais, e u

um operador linear continuo de X em Y. Se u* é quase p*-somante para algum p > 1,
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entao
(u(w;))j2y € Lp(Y) sempre que (r;)32, € Rad(X).

Demonstragao. Seja u € L(X,Y). Dados x1,...,z, € X, yi,...,y:, € Y* e tomando
0; = sign[y;(u(z;))], com j = 1,...,m, temos

> Iy (ula;)) | = Zejy;xu@ )

I
<
b
<

I
g‘i
%
S
VoY
NE
k:ﬁ
=
8
<
~_
oW
~

j=1
5 1/2 5 1/2
m 1 m
/ S rn @) | [ 3 rm)|
j=1 0 || j=1
3 . o
< Tarspr (W) - [10597) 721 lwpe - 1(25) 721 | Raacx)
= Tasp () - [ (W5) 1 lhwp - 1(25) 21| Raacx)-
Desta formar, podemos concluir que
Zlyj w(@;)| < Taspe (W) - [ (W5) 71w - 1(25)520 || Raacx)- (3.1)

Agora vamos considerar (r;)32; € Rad(X) e (y7)32, € (. (Y™). Por [7, 40],

sup | ()72 [lwpr = 11(5)5721 llwpe (3.2)
meN

sup |[(25)721 | raa(x) = [1(25)521 | Rad(x)- (3:3)

meN

Aplicando o supremo com relacdo a m € N em (§3.1)), segue de (3.2)) e (3.3) que
Z ly; (w(@i)| < Tarspr (W) - [1(45)52 10w - 1(25)721 | Rad(x) < 0.

Logo, para cada (z;)52, € Rad(X), (u(r;))52; € £,(Y). O

Corolario 3.3. Sejam X eY espacos de Banach e u um operador continuo de X em

Y. Se u* € quase somante, entao, para todo q > 2,

(u(w;))52, € L(Y) sempre que (7;)52, € Rad(X).
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Demonstracao. Seja u € L(X,Y) de modo que u* € I, (Y*, X*). Tomando p = 2 no

teorema anterior, temos

S Iy ()] < o0

para cada (z;)2; € Rad(X) e todo (y; )2, € {3 (Y™). Por outro lado, £z (Y™*) C £y (Y™)

i/

com ¢* < 2. Assim,

S Iy ()] < o0

para cada (7;)f2,; € Rad(X) e todo (y;)2, € £;.(Y™). Consequentemente, para todo
(2:)i2) € Rad(X), (u(x:))iZ; € £4(Y). O

Observe que, devido a ([1.9)), o Corolario estende o enunciado do Teorema de

Bu-Kranz. Vejamos agora outras consequéncias do Teorema [3.2

Corolario 3.4. Sejam X e Y espacos de Banach de modo que X tenha tipo p, com
1 <p <2, eu um operador linear continuo de X em Y. Se u* € quase p*-somante,

entdo u is Cohen fortemente p-somante.

Demonstracao. Seja v um operador linear continuo de X em Y de modo que u* é
quase p*-somante. Dada (z;)72, € ¢,(X), como X tem tipo p, pela Proposicao |1.11}
temos que (x;)7°, € Rad(X). Pelo Teorema [3.2] (u(x;))2, € £,(Y). Assim, u é Cohen

fortemente p-somante. n

Um problema interessante na teoria dos operadores somantes é investigar em que
condigoes o adjunto de um operador é p-somante. Cohen garante em [I7] que um
operador linear u : X — Y é Cohen fortemente p-somante se, e somente se, u* :
Y* — X* é p*-somante. Seguindo essa linha, o préximo resultado aborda este tipo de
problema e fornece uma espécie de reciproca do Teorema de Bu-Kranz quando X tem

tipo p, com 1 < p < 2.

Teorema 3.5. Consideremos X e Y espacos de Banach de modo que X tenha tipo
p, com 1 < p < 2, ewu um operador linear continuo de X em Y. Se (u(z;))32; €
0,(Y), sempre que (7;)%2, € Rad(X), entdo u* é p*-somante (ouu € Cohen fortemente

p-somante).

Demonstracao. Devemos mostrar que se
(u(w;))j2; € £p(Y) sempre que (7;)52, € Rad(X),

entao
(u(x5))521 € £y-(X™) sempre que (z;)52, € £,.(Y™).
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Com efeito, consideremos (z;)32; € £,(X) e (yj)32; € £ (Y"). Como X tem tipo
p, pela Proposicao m temos (7;)22; € Rad(X) e por hipétese (u(x;))32, € £,(Y).

Assim,

> 1y (ulz;))] < co.
j=1
Entao -
Dl (a5)] < oe.
=1
Pela arbitrariedade de ()52, € £,(X), (u*(y}))52, € £p- (X7). O

Vejamos uma interessante consequéncia deste resultado.

Corolario 3.6. [1j, Theorem 4] Consideremos X eY espagos de Banach de modo que
X* étipo 2 eue L(X,Y). Entio

(u(zy))52, € (YY) sempre que (7;)52, € Rad(X),

se, e somente se, u* € 2-somante (ou u é Cohen fortemente 2-somante).

Demonstracao. Como X*, pela Proposicao podemos dizer que I, (Y*, X*) =
I, (Y*, X*). Entao o resultado segue do Theorem 3.2 ¢ Teorema O

O Teorema nos diz que a hipdtese u € L(X,Y) satisfazendo
(u(;))j2, € £p(Y) sempre que (7;)72, € Rad(X) (3.4)

¢ uma condicao suficiente para que u* seja p*-somante, sempre que X tiver tipo p.
Por outro lado, em geral, existem operadores com o adjunto p-somante que nao sao
p-somantes. Sendo assim, podemos dizer que a hipdtese nao é uma condicao
suficiente para que u seja p-somante para algum p > 1. Entretanto, iremos garantir
que existem alguns espacos de Banach X e Y de modo que a hipdtese é condicao

suficiente para que u seja 1-somante. Para este propdsito utilizamos o Teorema [4.8

Teorema 3.7. Consideremos X e Y espacos de Banach de modo que X tenha tipo 2

e Y seja um Ly-espaco, e u seja um operador linear continuo de X em Y. Se
(u(w;))j2, € La(Y) sempre que (7;)52, € Rad(X),

entao u € 1-somante.

Demonstracao. Como X tem tipo 2, Corolario [3.6| assegura que u* é 2-somante. Por
(11.9), u* é quase somante. Como Y é um Ls-espaco, segue do Teorema que u é

1-somante. O
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Do [17, Teorema 3.2.3(ii)] sabemos que se Y é um Lo-espaco, entdao Dy(X,Y) C
II,(X,Y) para todo espaco de Banach X. O Corolério eo Teorema melhoram
esta inclusao, eles garantem que Dy(X,Y) C II;(X,Y) sempre que X tem tipo 2 e YV

¢ um espaco L.

3.2 Estendendo o Teorema de Bu

Seja X um espago de Hilbert. Em [I8], Cohen mostrou a seguinte inclusao:
II, (X,Y) C Dy (X,Y) para todo espago de Banach Y. (3.5)

Em [I3], Bu estendeu a inclusao anterior. Ele mostrou que ((3.5)) é valida sem restri¢oes
dos parametros p,q € (1,00) ao invés de p = g = 2. Tal resultado é enunciado da

seguinte forma:

Teorema 3.8. [13, Main Theorem] Sejam 1 < p,q < 0o, X espaco de Hilbert e Y
espaco de Banach. Entao,
IL,(X,Y)CD,(X,Y).

O objetivo desta se¢ao é apresentar uma extensao do Teorema de Bu (Teorema3.8))
para Lp--espacos, com 2 < p < 0o, e operadores quase p-somante ao invés de espacos

de Hilbert e operadores p-somantes.

Teorema 3.9. Consideremos 2 < p < o0, 1 < qg< oo, X eVY espacos de Banach de

modo que X seja um L,--espago. Entao
Hal.s.p <X7 Y) g Dq (X7 Y) .

Demonstragao. Consideremos u € Iy ,(X,Y), z1,..,2m € X e yf,..,ys, € Y™
Como X é um L«-espaco, existem um subespaco de dimensao finita /' de X contendo
span{xy, ..., tm}, A > 1 e um isomorfismo v : F — £ de modo que [[v[[[v™!]| < A.

Com isso, existem v;, k € K tais que
n

VT = 5 viker, J=1,...,m,
k=1

7 N * ~ o .
onde (ey),_, ¢ a base canonica de £. = (EZ) . Entao, usando a monotonicidade das

normas de £, e as desigualdades de Holder e Khinchin, segue que

S Iy el = 3 Iy (e v(a)
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<Z<i|vj,kp*)l/p <Zry] (er) )W
<y (Zly] "ex)) )1/2

j=1
” e 1/q"
<3 el - Zrk i e)| e
j=1
m n e 1/q*
< Joll - - (an) > / (0 (w0 (e1)|
L Pt
1 1 m n @ H
—1
=l Ml | 30 f (o e )|
q 0 j=1 k=1

Mas por (|1.5)), temos

1/q* 1/q*
T P (zw ) ) - (Dyj ) |

y**€By yEBy

Entao

1 1 n a* Ve

m -1 *\m

Zly] u(z;))| < ol - 5= ()52 llq - /0 Y r®uo e || - 1) e | dt

Ag k=1

1 1| n T e

S||v||-A—q*-ll(%)}illlq-ll(y}‘)@ T /O > re(tyuv (er)|| dt
k=1
Utilizando a desigualdade de Kahane temos
9 1/2

n

Zrk(t)uv’l(ek) dt

1 m *\MM !
Zly] w(@p)] < ol - 7= () ilalle - 1570 g - Ko - /0
q*

Como u é quase p-somante, podemos inferir que uv™! também é quase p-somante e

como |[[(ex)i—; llpw = 1 em £5., segue que

1 _
Z i (@)l < loll - —— - @) llg - N g - K2gr Tarsp(w) - o7 - ll(er)izy llpw
q*
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Ay

q

<A

Koge arsp () - (@) llg - 11(9)iZ 0 wg-

Logo, u € D, (X,Y). O

Como corolério, tomando p = 2, uma vez que ([1.9) é vélido e, pela Proposigao m,
todo espago de Hilbert é um Lo-espago, temos uma melhoria do Teorema de Bu [I3]

Main Theorem]:

Corolario 3.10 (Extensao do Teorema de Bu). Considere 1 < g < oo. Se X é um

Lo-espaco e Y € um espaco de Banach, entdo
Hus(X,Y) CD,(X,Y).

Em [20, Corolario 9.12(b)] hé uma caracteriza¢ao com relagao a subespagos fechados
dos espagos L,, com 1 < r < oo, que é dada da seguinte forma: um espaco de Banach
Y é isomorfo a um subespago fechado de algum L, (isto é, isomorfo a algum subespago

de L,(v), para alguma medida v) se, e somente se, para todo o espago de Banach X
D (X,Y)CIL (X,Y).

Mediante tal resultado, mostramos no proximo corolario um resultado de coincidéncia
entre as classes dos operadores Cohen fortemente r*-somantes, absolutamente r-somantes

€ quase somantes.

Corolario 3.11. Sejam X um Lo-espaco e Y um espaco de Banach isomorfo a um

subespaco fechado de algum L,, com 1 <r < oco. Entao
Iy s (Xa Y) = D~ (Xv Y) =11, (X7 Y) :

Demonstracao. Seja X um Ly-espago. Assim, considerando p = 2 e ¢ = r* no Teorema

[3.9) segue que
My, (X,Y) C Dy (X,Y).

Uma vez que Y é um espaco de Banach isomorfo a um subespaco fechado de algum
L,, segue de |20, Corollary 9.12(b)] e que D (X,Y) CIL. (X,Y) C Il (X,Y).
Logo,

Mas (X,Y) = Dye (X, Y) = I, (X, 1),

como queriamos mostrar. O

7



3.3 Estendendo o Teorema de Kwapien

Cohen questionou, em [18], se (3.5]) caracteriza espagos isomorfos a um espago de
Hilbert. Em [26] Kwapienni garantiu que esta questdo tem uma resposta positiva. Tal

resultado é enunciado da seguinte forma:

Teorema 3.12. [20] As sequintes propriedades sio equivalentes para qualquer espago
de Banach X.

(i) O espaco X € isomorfo a um espago de Hilbert;

(1) TL(X,Y) C Dy(X,Y) para todo espago de Banach'Y .

Veja agora o teorema a seguir, que é o resultado principal desta secao e é uma

melhoria do teorema anterior.

Teorema 3.13. As sequinte propriedades sao equivalentes para qualquer espago de
Banach X.

(i) O espago X € isomorfo a um espago de Hilbert;

(11) Iy s(X,Y) CDy(X,Y) para todos g € (1,00) e Y espago de Banach;

(111) My s(X,Y) € Dyo(X,Y) para todo espago de Banach'Y .

Demonstragao. (i) = (ii) Se X é isomorfo a um espaco de Hilbert, entdo é um Lo-
espaco. Pelo Teorema segue que I, 4(X,Y) C D,(X,Y) para todo espago de
Banach Y e todo 1 < ¢ < .

(71) = (iii) Basta tomar g = 2.

(1i1) = (i) Para todo espago de Banach Y, vamos supor que u € IIo(X,Y). Por
(L.9), u € Ius(X,Y). Agora usando a hipdtese, segue que u € Dy(X,Y). Logo, o

Teorema de [3.12] garante que X ¢é isomorfo a um espaco de Hilbert. O]

Vejamos agora uma consequéncia direta deste resultado no caso em que Y apresenta

tipo 2.

Corolario 3.14. Se X € isomorfo a um espago de Hilbert e Y tem tipo 2, entdo
My (X,Y) =Dy (X,)Y).

Demonstracao. Como X é isomorfo a um espago de Hilbert, o Teorema [3.13] assegura
que Iy 5 (X,Y) € Dy (X,Y). Por outro lado, como Y tem tipo 2, segue da Proposigao
que Dy (X,Y) C Iy, (X,Y). Assim, a demonstracao estd completa. O
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Capitulo 4

Uma Versao Abstrata do Teorema

de Kwapien

Em [25], Kwapieri provou que um operador linear com dominio espago de Banach
e contradominio espaco de Hilbert é absolutamente 1-somante sempre que seu adjunto
for absolutamente g-somante para algum ¢ € [1,00). Recentemente Chen e Zheng
estenderam esse resultado para as operadores Lipschitz somantes, que é uma classe de
aplicagoes nao-lineares. Com isso, surgiu o questionamento se tal resultado também
seria valido para outras classes de aplicagoes e em outros contextos. Desta forma,
este capitulo tem como objetivo apresentar os frutos desta investigagao garantindo
que os Teoremas de Kwapien e Chen-Zheng sao validos em um ambiente nao linear
com hipdteses mais fracas. Mesmo quando restrito ao caso linear original, o principal
resultado deste capitulo ird generalizar o classico Teorema de Kwapien pois ele sera
valido quando o adjunto for um operador quase somante. Além disso, uma variante
para espacos L,, com p > 2, em vez de espacos de Hilbert, sera fornecida. Os resultados

aqui presentes foram retirados de [27].

4.1 Teorema de Kwapien

Nesta subsegao iremos apresentar o cldssico Teorema de Kwapieni (ver [25]). Para
entendermos sua motivacao vamos considerar a aplicacao inclusao i : £5 — ¢q. E claro
que 7 estd bem definida, pois ¢ C ¢y. Vejamos que a aplicacao ¢ nao é 2-somante. Com
efeito, considere a sequéncia (z™)%2; com z" = (;,)32,. Note que (x")22, ¢ lo(co),

pois

e8]
Dol =1+1+-- =oo.
n=1
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Porém, dado ¢ € B,)+, pela Observacao , podemos dizer que ¢ = (¢;)52, € (s.
Além disso, ainda pela Observacao|l.3|e utilizando de desigualdade de Holder, podemos

dizer que

o\ 1/2

Z Py

i=1

(E(Eege)

=1

(zww) S

n=1

- 1/2
- (Z |90i|2> = [[(p:)Z1l2 < oo
=1

Logo, podemos concluir que (z™)2°, € (¥ ({s). Pela contrapositiva da Proposicao [L.7], i
nao pode ser 2-somante. Por outro lado, sabemos que o adjunto de ¢ é uma aplicacao
continua e, pela relacao de dualidade presente na Observacao (1.3, é dada por i* : {; —
(5. Assim, pelo classico Teorema de Grothendieck ([I1], Teorema 10.2.6]) ¢ o Teorema
1* é 2-somante. Desta forma, podemos concluir também que i** nao é 2-somante.
Sendo assim, concluimos que, em geral, o adjunto de um operador p-somante pode nao

ser p-somante e vice-versa. De modo natural, surge o seguinte problema:

Problema 4.1. Para quais espacos de Banach X e Y e 1 < p,g < oo a seguinte
inclusao é verificada:

&'(X,Y) CIL,(X,Y).

Kwapienn apresentou em [25] um importante resultado que fornece uma resposta
parcial para o Problema [4.1} Foi mostrado que um operador linear 7' de um espago de
Banach X em um espaco de Hilbert H é absolutamente 1-somante sempre que 1% é

absolutamente g-somante, para algum ¢ € [1,00). Em outras palavras:

Teorema 4.2. [2(, Theorem 2.21] Se X é um espago de Banach e H é um espago de
Hilbert, entao
U ml(x, 1) CIL(X, H).
1<g<o0
Em 2011, Chen e Zheng forneceram uma extengao do Teorema de Kwapien para
a classe das operadores Lipschitz p-somantes. Tal variante do Teorema de Kwapien é

enunciada da seguinte forma:

Teorema 4.3. [16, Theorem 3.1] Sejam X um espago métrico pontuado e H um espago
de Hilbert. Se T € Lipo(X; H) com T#

algum q € [1,00), entao T € Lipschitz 1-somante.

= um operador absolutamente q-somante para

Como os operadores Lipschitz p-somantes estd associada a uma classe nao linear, é

natural o surgimento dos seguintes problemas:
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Problema 4.4. Ezistem outras extensoes/generalizagoes nao lineares do Teorema de

Kwapien?

Problema 4.5. Existem variantes do Teorema de Kwapien em que a tmagem nao €

necessariamente um espaco de Hilbert?

Tais problemas foram respondidos de forma positiva em [27]. Vejamos tais resulta-

dos nas préximas subsecoes.

4.2 Teorema de Kwapien Abstrato

A prova do resultado principal desta subsecao foi baseado no ambiente abstrato
apresentado em [33, [36], isto é, 0 mesmo ambiente abordado no Teorema apre-
sentado na Secao [2.3. Porém, neste caso, sendo X e Y conjuntos nao vazios, iremos
considerar Y7 = X, Yo =Y, E = G = X. Sendo assim, as aplicacoes R e S sao da
forma

R:KxXxX-—10,00)eS:H(X;Y)xXxX —][0,00),

com K um espaco de Hausdorff compacto.

No caso em que X ¢é um espaco métrico pontuado e Y é um espaco de Banach,
podemos escolher um espaco Banach adequado X?¢ C KX, onde KX representa o con-
junto de todas as funcoes com dominio X e contradominio K, contendo X# de modo
que

[ Y# — X4 f*%h):=hof,

estd bem definido para todo f € H (X;Y'). Sem muitos problemas é possivel notar que
f* é sempre uma aplicacao linear. Em geral, para nossas aplicagoes, bastara considerar
X% = X#. Observe também que quando f é um operador linear entre espacos de
Banach temos f*(y*) = f*(y*) para todo y* € Y*. Por esse motivo, denominamos f*
como adjunto abstrato de f. Para garantir o resultado desejado, vamos precisar impor
as seguinte propriedades para R e S

(D) S(f,z,q) < [ f(z) — f(q)|| para todos f € H(X;Y)ewx, g€ X.

(II) K C X% Bjaiysy C K e

lg(x) — 9(q)| < R(g,2,q) para quaisquer g € Bfay+y e x,q € X.

Nosso principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 4.6. Sejam X um espago métrico pontuado, Y um L,-espago, com 2 < p <
0o, e f€H(X;Y). Se R eS satisfazem (I) e (II), e f°
f € RS-abstrata 1-somante.

y+ € quase p-somante, entao

81



Demonstra¢ao. Como Y é um L,-espaco, considere A > 1 de modo que Y seja um L, »-
espaco. Fixando zq,...,2,,q1,...,q, € X, podemos tomar um subespaco de dimensao
finita Yy C Y que contém {f(z1),.... f(xn), f(q1),-.-, f(gn)}, para o qual existe um
isomorfismo v : Yo — £7" tal que [|v[|[[v"]| < A. Logo, utilizando (I) temos que

ZS friq0) <Z\|fa:z @)l
=:j£jnv—1vf<x»-—zf4vf<%>n
<l §juvf ) = vf(g)lp-

Porém, como v f(z;) —vf(q:) € £}, existe (y;)jL, € £ de modo que v f(z;) —vf(q:) =
(y;)j2,. Por outro lado, denotando por (eg);—; a base canonica de £)% = (fpm)*, pela

relacao de dualidade que mencionamos na Observacao podemos dizer que
er((vf(z:) —vf(a)) Zyjekg = Yk,

onde ey; representa o j-ésimo termo da sequéncia e;. Com isso, por defini¢ao segue
que
1 1
[of (z:) —of (@), = <Z ka|p> = (Z ler((vf () = vf(fh))\”) :
k=1 k=1

Portanto, utilizando a igualdade anterior temos

3 =

ZS(f, 23 qi) < [l (Z lex (vf (2:) — vf(%))!”)

i=1 k=1

Agora, devido a monotonicidade das normas p, segue que

N

Zs(fa i, qi) < |lv7! Z <Z lex (vf(2:) —vf(q:)) |2>

=1

Dai, pela desigualdade de Khinchin, podemos dizer que

VI

ZS(f, i g)) < o) (Z e (vf (z:) = vf(q)) |2>

i=1 k=1

sﬁwwwgl

dt

> e (uf(a) = oS () - (0
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dt

— 2. lo=] - Z/o Zek(vf x;)) Zek vf(g:)) - ri(t)

=V2- o7t Z/O > v (ew) (@) - rat) = Yo" (ew) (f(@) - (1)

Pelo Teorema de Hahn-Banach podemos estender v*(ey) para Y*, e assim

> S(fwna) < V207 ) /0 D F (o) (o) rilt) = 3 S (ex) () el

:\/§.Hv—1||.i2:;/01 (Zm ) (zrk ><qz>

Combinando a desigualdade anterior com (II) obtemos

> smwa) < VE- o) [ > (v (e di- supZRg,qu»
i=1 0 |[k= 9ek
e, usando a monotonicidade das normas L,, temos
1
n 1 m 2 2
STS(fana) < V2l / St v (en)| dt su;;ZR 9,76, @):
i=1 0 Jlk=1 9

Como f*

disso, como |[(ex)r—; |lpw = 1 em £, temos

y+ €é quase p-somante, segue que fy-v* também é quase p-somante. Além

y*U SUPZR gaxla%>

gGK

> S(fwina) < V2 07 - Tarap (£
=1

< V2 o] o] - Farsp (F

y+) - sup Z R(g, i, q;)

VB ol g () -sup S (21040

gEKZ 1

S \/§ : >\ : 71'al.s.p(f

Y* SUPZR gaxza(J’L)

gEK
Logo, f é RS-abstrata 1-somante. O]

Como corolario, uma vez que todo espaco de Hilbert é um Ly-espaco (pela Pro-
posicao|l.19)), podemos estabelecer uma generalizacao abstrata do Teorema de Kwapien

da seguinte forma:
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Corolario 4.7 (Teorema Abstrato Tipo Kwapieri). Sejam X um espaco métrico pon-
tuado, H um espago de Hilbert e f € H(X,H). Se R e S satisfazem (I) e (II),

¢ absolutamente q-somante para algum 1 < g < oo, entao T é RS-abstrato 1-somante.

4.3 Aplicacoes do Teorema de Kwapien Abstrato

Iremos agora garantir primeiramente que o Teorema recupera e generaliza o
classico Teorema de Kwapien e o Teorema Posteriormente, utilizando o Teorema
para apresentar um novo teorema do tipo Kwapien para uma classe de operadores
que nao gozava de tal propriedade. Em [27] é possivel encontrar outros teoremas do

tipo Kwapien para outras classes de operadores.

4.3.1 Operadores lineares absolutamente somantes

Sejam X e Y espagos de Banach e T: X — Y um operador linear. Por [IT
Proposigao 6.3.2] e [11, Teorema 6.3.9], Bx+ é Hausdorff compacto, quando munido da
topologia fraca estrela (para mais informagoes sobre essa topologia consulte [I1, Segao

6.3]). Sendo assim, considere a topologia fraca estrela sobre B+,
(K, H(X;Y)) = (Bx+, L(X3Y)),

{ R: K x X xX —>[0,00)
R(p,x,q) = |e(z = q)l,

{ S L(X;Y) % X x X —» [0,00)
S(T,x,q) = |T(z —q)||.

Desta forma, por definicao, podemos dizer que T' é RS-abstrato p-somante se, e somente

se, existe uma constante C' > 0 de modo que
1 1
p P
(Sirtn-ar) <o (Siete-ar)
pEBx* i

para todos Z1,...,ZTn, q1,---,q, € X e todo inteiro positivo n. Sendo assim, por (|1.7))

T ¢é absolutamente p-somante se, e somente se, T RS-abstrato p-somante. Tomando

y+ = T*. Assim, as hipéteses (I) e (IT) s@o satisfeitas, pois ¢

e T sao lineares. Desta forma, o Teorema proporciona o seguinte resultado:

Teorema 4.8. Sejam X um espago de Banach, Y um L,-espago, com 2 < p < 00, e

feL(X;Y). SeT* é quase p-somante, entio T € absolutamente 1-somante.
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Como todo espago de Hilbert é um Lo-espago (Proposigao|l.19) e todo operador ab-
solutamente p-somante é quase somante (equagao (1.9))), podemos dizer que o Teorema

anterior generaliza o classico Teorema de Kwapien (Teorema [4.2]).

4.3.2 Operadores Lipschitz p-somantes

Quando X for um espaco métrico com ponto base denotado por 0 e Y for um L,-
espago, com 2 < p < oo, podemos dizer por ([1.10) que um operador 7' : X — Y é

Lipschitz p-somante se existe uma constante C' > 0 de modo que

(Z I7() - T<q¢>||p) <0 sw (Z () - so(qz-)v’)p ,

PE€Bxx \ =1

para todo inteiro positivo n e quaisquer 1, ..., T, q1,...,q, € X. Munindo By% com
a topologia de convergéncia pontual teremos um espago de Hausdorff compacto (para
mais informagoes sobre essa topologia consulte [31, Chapter 7] e [41, Chapter 2]). Desta

rm nsiderem # com i nvergenci ntu
forma, consideremos By# com a topologia de convergéncia pontual,

(K, 1 (X;Y)) = (Bx#, Lipo(X,Y)),

{ R: K x X x X — [0,00)
R(p,7,q) = |p(r) — ¢(q)|

{ St Lipy (X,Y) x X x X — [0, 00)

S(T,x,q) = [IT(x) = T(g)]-
Desta forma, T é Lipschitz p-somante se, e somente se, T é RS-abstrata p-somante.
Tomando X¢ = X# segue que Ty« = T

satisfeitas, podemos recorrer ao Teorema para garantir a seguinte extensao do

y=. Como as condigoes (I) e (II) sao

Teorema de Chen-Zheng:

Teorema 4.9. Sejam X um espago métrico pontuado e Y um Ly-espago, com 2 <
p < oo. SeT € Lipy(X;Y) € tal que T#

1-somante.

y+ € quase p-somante, entao T é Lipschitz

4.3.3 Operadores Lipschitz p-somantes em um ponto

A préxima defini¢ao estd presente em [34] e nas referéncias nele contidas.

Definicao 4.1. Sejam X um espago vetorial normado e Y um espaco de Banach. Um

operador Lipschitz T : X — Y € Lipschitz p-somante em um ponto w € X se existe
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uma constante C' > 0 de modo que

S

(Z 7w+ a7) = Tw+ q@-wp) <0 sw (Z folai) - so(qmp) ,

@GBX# i—=1
para todo inteiro positivo n e QUAISQUET X1, ..., Ty, 1, .-, @n € X.

Note que Lipschitz p-somante em 0 é precisamente a nocao de Lipschitz p-somante.
Dado T € Lip(X,Y), definimos T}, : X — Y por T),(z) = T(w+xz)—T(w). E simples
verificar que T € Lip(X,Y) se, e somente se, T,, € Lip(X,Y) e Lip(T) = Lip(T,).

Observe também que

T é Lipschitz p-somante no ponto w se, e somante se, T, é Lipschitz p-somante

T é Lipschitz p-somante se, e somente se, T é Lipschitz p-somante.

Agora defina w — Lip(X,Y) :={T, : T € Lip(X,Y)} e considere Bys munido com
a topologia de convergéncia pontuada, que ja vimos que resulta em um espaco de

Hausdorff compacto. Com isso, tomando
(K,H(X;Y)) = (Bx#,w— Lip(X,Y)),

R: Bxy# x X x X — [0, 00)
R(p,z,q) = |o(x) — p(q)],

{&w—mm&mxXxX—+mm)

S(Tw, v, q) = [|Tw(z) = Tuw(g)ll
podemos concluir que T, € w—Lip(X,Y) é RS-abstrata p-somante se, e somente se, T},
é Lipschitz p-somante (ou equivalentemente, 7" é Lipschitz p-somante em w). Tomando
X4 = X# segue que T%y- = T#|y~. Como (I) e (II) sdo satisfeitos, o Teorema

fornece um teorema do tipo Kwapien para os operadores Lipschitz p-somante em um

ponto que serd enunciado da seguinte forma:

Teorema 4.10. Sejam X um espaco vetorial normado, w € X, Y um Ly-espaco, com
2<p<oo, eT € Lip(X;Y). Se (T,)*

1-somante em w.

y+ € quase p-somante, entao T € Lipschitz
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