
Universidade Federal da Paráıba
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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas contribuições à teoria dos operado-

res absolutamente somantes. No contexto linear, definimos e estudamos um espaço

de sequências com valores vetoriais, denominado espaço de sequências anisotrópicas

(s, q, r)-somáveis e também definimos duas classes de operadores lineares envolvendo

este novo espaço. Além disso, ampliamos o escopo de três resultados importantes da

teoria linear; o primeiro foi obtido por Bu e Kranz, o segundo por Bu e o terceiro por

Kwapień. Finalmente, agora no ambiente não linear, apresentamos uma abordagem

abstrata para outro famoso resultado de S. Kwapień que relaciona um operador so-

mante e seu adjunto e mostramos que, mesmo quando restrito ao caso linear, nosso

resultado generaliza o teorema de Kwapień.

Palavras-chave: Espaços de Sequências; Espaços de Banach; Operadores Somantes.
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Abstract

The aim of this work is to present some contributions to the theory of absolutely

summing operators. In linear context, we define and study a vector-valued sequence

space, called the space of anisotropic (s, q, r)-summable sequences and also we define

two classes of linear operators involving this new space. Furthermore, we extend the

scope of three important results in the linear theory; the first was obtained Bu and

Kranz, the second one is due to Bu and the third one is due to Kwapień. Finally, now in

the non-linear environment, we present an abstract approach to another famous result

of S. Kwapień that relates a summing operator and its adjoint and we show that, even

when restricted to the linear case, our result generalizes Kwapień’s theorem.

Keywords: Sequence Spaces; Banach Spaces; Summing Operators.
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Notação e terminologia

� K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os espaços vetoriais

sempre serão considerados sobre K = R ou C. Ocasionalmente escreveremos

N0 := N∪{0}, com N = {1, 2, 3, ...}.

� BAN representará o conjunto de todos os espaços de Banach sobre o corpo K.

� Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “função”. Se E e F são

espaços vetoriais normados sobre o corpo K, denotaremos por L (E;F ) o espaço

dos operadores lineares cont́ınuos de E em F.

� Seja 1 ≤ p < ∞. Denotaremos por p∗ o conjugado de p, isto é, é satisfeito
1
p
+ 1

p∗
= 1.

� δij denotará o delta de Kronecker, ou seja, δij = 0, se i ̸= j e δij = 1 caso

contrário.

� As notações d(·, ·) e ∥ · ∥ serão utilizadas para representar, respectivamente, a

métrica e a norma de um espaço.

� C(X) denotará o espaço de todas as aplicações cont́ınuas de X em K e ∥ · ∥∞ a

norma do supremo.

� X∗ = L(X,K) denotará o dual topológico de X. Neste caso, X∗∗ será o dual

topológico de X∗, que denominaremos de bidual topológico de X.

� BX := {x ∈ X ; ∥x∥ ≤ 1} será a notação para a bola fechada unitária de X.

� Sendo φ uma função de X em Y , usaremos, em alguns casos a seguinte notação

⟨φ, x⟩ := φ(x). Todavia, em outros casos, ⟨·, ·⟩ será utilizado para representar o

produto interno.

� Denotaremos por XN o espaço de todas as sequências a valores em X.

� Para cada u ∈ L(X, Y ), iremos denotar o operador induzido por u por û : XN →
Y N, com û((xj)

∞
j=1) = (u(xj))

∞
j=1.
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� ℓ∞(X) denotará o espaços de todas as sequências limitadas sobre X.

� c00(X) denotará o espaço de todas as sequências eventualmente nulas a valores

em X.

� c0(X) denotará o espaço de todas as sequências nulas a valores em X.

� ℓp(X) denotará o espaço de todas as sequências p-somáveis a valores em X. Além

disso, ∥ · ∥p irá representar a norma p.

� ℓwp (X) denotará o espaço de todas as sequências fracamente p-somantes a valores

em X. Além disso, ∥ · ∥w,p irá representar a norma fraca p.

� ℓp representará o espaço ℓp(K).

� ℓnp (X) representará o espaço das sequências com exatamente n entradas. Tal

notação será usada de forma análoga para os demais espaços de sequências.

� JX : X → X∗∗, dado por JX(x)(φ) = φ(x),∀x ∈ X e φ ∈ X∗, será o mergulho

canônico de X em X∗∗.

� rn : [0, 1] → R, para cada n ∈ N, denotarão as funções de Rademacher.

� Lp(X) denotará o espaço de todas as funções mensuráveis f de X em K tais que∫
X
|f |pdν <∞, onde ν é uma medida associada a X.

� Rad(X) denotará o espaço de todas as sequências quase incondicionalmente

somáveis a valores em X. Além disso, ∥ · ∥Rad(X) denotará a norma do espaço

Rad(X).

� ℓp ⟨X⟩ denotará o espaço de todas as sequências Cohen fortemente p-somáveis

com valores em X. Além disso, ∥ · ∥C,p denotará a norma de tal espaço.

� Sejam X um espaço de Hilbert e S ⊆ X. Denotaremos por S⊥ o conjunto de

todos os elementos de X ortogonais a S.

� Seja S ⊆ X. Denotaremos por [S] o espaço cujos elementos são combinações

lineares finitas de elementos em S e S representará o fecho do conjunto S em X.

Em alguns casos, quando S = {x1, . . . , xn}, usaremos a notação span{x1, ..., xn}
para denotar [S].

� Para cada j ∈ N, ej representará a sequência canônica onde todas as entradas

são nulas, exceto a j-ésima que será o número 1. A notação x · ej representará a

sequência ej trocando a número 1 da j-ésima entrada por x.
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� Seja T ∈ L(X, Y ). Com isso, denotaremos T ∗ : Y ∗ → X∗ com T ∗(φ)(x) =

φ(T (x)), para todos x ∈ X e φ ∈ Y ∗, como o operador adjunto de T .

� I representará um ideal de operadores. Idual será o ideal dual de I, isto é, dados

X, Y ∈ BAN , temos Idual(X, Y ) := {u ∈ L(X, Y ); u∗ ∈ I(Y ∗, X∗)}.

� idX representará a aplicação identidade de X em X.

� Πp,q(X, Y ) denotará o espaço dos operadores (p, q)-somantes e πp,q(·) representará
a norma de tal espaço. Quando p = q, usaremos as notações Πp(X, Y ) e πp(·), e
o operador será denominado apenas por p-somante.

� Πal.s.p(X, Y ) denotará o espaço dos operadores quse p-somantes e πal.s.p(·) repre-
sentará a norma de tal espaço. Quando p = 2, usaremos as notações Πal.s.(X, Y )

e πal.s.(·), e o operador será denominado apenas por quase somante.

� Sendo u uma aplicação Lipschitz, Lip(u) representará o ı́nfimo sobre todas as

constantes que satisfazem a propriedade de u ser Lipschitz.

� Lip0(X, Y ) representará o espaço de todas as funções Lipschitz que preservam

ponto base. Quando Y = K, usaremos a notação X#, a qual denominaremos de

dual Lipschitz.

� Dp(X, Y ) denotará a classe de todos os operadores Cohen fortemente p-somantes

de X em Y .

� σ(X,X∗) denotará a topologia fraca e σ(X∗, X) a topologia fraca estrela. Além

disso,
w−→ indicará convergência fraca e

w∗
−→ convergência fraca estrela.

� Seja f : X → Y com Z ⊆ X. Usaremos a notação f |Z para representar a

restrição de f ao subconjunto Z.

� ℓm(s;q)(X) representará o espaço de todas as sequências mistas (s; q)-somáveis em

X e ∥ · ∥m(s;q) será a norma de tal espaço.

� ℓA(s,q,r)(X) denotará o conjunto de todas as sequências anisotrópicas (s, q, r)-

somáveis. Além disso, ∥ · ∥A(s,q,r) será a norma de tal espaço.

� Sejam X e Y espaços de Banach. Então X
1
↪→ Y denotará inclusão cont́ınua de

X em Y , isto é, ∥x∥Y ≤ ∥x∥X para qualquer x ∈ X.

� A notação ≃ indicará de dois espaços são isometricamente isomorfos.
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� Sejam X, Y ⊆ Z. Usaremos as notações X\Y ou X − Y para indicar o conjunto

de elementos que estão em X e não pertencem a Y .

� (Ω, X, µ) denotará um espaço de probabilidade.

� W (BX∗) denotará o conjunto de todas as medidas de probabilidade regulares de-

finidas na σ-álgebra dos subconjuntos Borel de BX∗ . Além disso, δx representará

a medida de Dirac.

� WA
(s,q,r;p)(U ;X) denotará o espaço de todos os operadores fracamente anisotrópico

(s, q, r; p)-somantes de U em X. A norma de tal espaço será denotada por

wA
(s,q,r;p)(·).

� ΠA
(p;s,q,r)(U ;X) denotará o espaço de todos os operadores anisotrópico (p; s, q, r)-

somantes de U em X. A norma de tal espaço será denotada por π(p;s,q,r)(·).



Introdução

Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers mostraram que, em espaços de Banach

de dimensão infinita, as noções de somabilidade incondicional e absoluta nunca são

equivalentes. De modo mais preciso, foi provado que em todo espaço de Banach de di-

mensão infinita existem séries incondicionalmente somáveis que não são absolutamente

somáveis. Posteriormente, A. Grothendieck observou que, mediante ao resultado de

Dvoretzky e Rogers (o qual ele apresentou uma segunda demonstração), o operador

identidade não transforma todas as sequências incondicionalmente somáveis em abso-

lutamente somáveis. Por esse motivo, foi introduzido por ele a noção dos operadores

que satisfazem tal propriedade, que na época foram chamados de ”application semi-

integral à droite”. Posteriormente, esses operadores foram denominados operadores

absolutamente somantes. Esse foi o ponto inicial da Teoria de Operadores Somantes,

que é consolidada e estudada até os dias de hoje. Vale ressaltar, que apenas na década

de 60, mediante diversos trabalhos de Pietsch, Lindenstrauss, Pelczynski e Mitjagin, a

teoria foi amadurecida, juntamente com uma nova notação que facilitou o seu enten-

dimento, tornando-a mais acesśıvel. Neste intervalo de tempo, a Teoria de Operadores

Somantes ascendeu na Análise Funcional.

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas contribuições para a Teoria dos

Operadores Somantes. É importante frisar que tais contribuições abrangem casos li-

neares e não-lineares. Para alcançar tal meta, dedicamos o primeiro caṕıtulo para

discussão de temas importantes (e alguns bastantes difundidos) da Análise Funcional

com o intuito de deixar o trabalho mais autossuficiente. Todos os conceitos e exemplos

do caṕıtulo 1 serão de grande valia para os caṕıtulos subsequentes.

A primeira contribuição encontra-se no segundo caṕıtulo. Iremos abordar um

novo espaço de sequências, que será denominado espaço das sequências anisotrópicas

somáveis. Sua descoberta deu-se através dos resultados [19, Theorems 20.1.1 e 20.1.4].

Eles garantem que um operador T é (m(s; q); p)-somante se, e somente se, existe uma

2



constante C > 0 de modo que

 n∑
i=1

(
m∑
k=1

|x∗k(T (xi))|s
) q

s

 1
q

≤ C∥(xi)mi=1∥w,p∥(x∗k)nk=1∥s,

para todos m,n ∈ N, x∗1, . . . , x∗m ∈ X∗ e x1, . . . , xn ∈ U . Porém, é esperado da Teoria

dos Operadores Somantes que ∥ · ∥m(s;q) (a norma do espaço das sequências mistas) es-

tivesse presente no lado esquerdo da desigualdade anterior. Tendo esse fato em mente,

definimos as sequências anisotrópicas como as sequências tais que a dupla série do lado

esquerdo da desigualdade seja convergente. Iremos garantir uma norma associada a

tal espaço de sequência que o tornará um espaço de Banach. Além disso, provaremos

diversos resultados de coincidência, incluindo um Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers.

Garantiremos também que o novo espaço de sequência satisfará as condições do ambi-

ente de classes de sequências, que foi introduzido em [7]. Outro fato importante é que

as sequências mistas serão um caso particular das anisotrópicas e, neste caso, as normas

associadas a esses espaços irão coincidir. Desta forma, o espaço das sequências mistas

é levado para o ambiente de classes de sequências (o que não havia sido garantindo

ainda) e todo o seu conjunto de ferramentas úteis para o estudo de operadores soman-

tes, fornecendo novas propriedades para o espaço das sequências mistas. Associado ao

novo espaço de sequências, apresentaremos também duas novas classes de operadores

que são caracterizadas por transformações de clássicas sequências com valores vetoriais

e sequências anisotrópicas somáveis. Com relação a essas classes de operadores, prova-

mos que são ideais de Banach, apresentam a propriedade injetiva de ideal, resultados

de inclusão e Teoremas do tipo Dominação de Pietsch.

As contribuições presentes no caṕıtulo 3 estão diretamente relacionadas com a classe

dos operadores quase somantes. É sabido que todo operador q-somante é quase so-

mante, para todo q ∈ [1,+∞). Além disso, apresentaremos um exemplo de um opera-

dor que é quase somante e não é q-somante, para todo q. Mediante essas informações,

no caṕıtulo 3 deste trabalho iremos demonstrar extensões de clássicos resultados da

Teoria de Operadores Somantes para a classe dos operadores quase somantes, isto é,

tais resultados também serão verificados para a classe dos operadores quase somantes,

o que antes era provado apenas para os operadores absolutamente somantes. Os resul-

tados estendidos foram: Teorema Bu-Kranz ([14]), Teorema de Bu ([13]) e o Teorema

de Kwapień ([26]). É importante salientar que a demonstração do Teorema Bu-Kranz

utilizou fortes ferramentas como o Teorema da Dominação de Pietsch e as desigualda-

des de Khinchin e Kahane. Porém, a demonstração da extensão de tal resultado não

faz uso de nenhuma dessas ferramentas, e é provado de uma maneira mais direta.

3



Por fim, dedicamos o último caṕıtulo deste trabalho ao estudo do Teorema de Kwa-

pień presente em [25] (que é distinto do Teorema de Kwapień apresentado em [26]).

Tal teorema é um clássico resultado da Teoria de Operados, ele fornece condições para

que um operador linear T seja absolutamente somante quando o adjunto T ∗ for q-

somante, para algum q ∈ [1,∞). Porém, nos últimos anos uma série de trabalhos

([12, 34, 35, 36, 37]) mostraram que vários resultados importantes da Teoria dos Ope-

radores Somantes não precisam de estrutura linear para serem válidos. Tendo isso em

vista, apresentamos no caṕıtulo 4 uma versão abstrata (não-linear) do clássico Teo-

rema de Kwapień. A demonstração de tal resultado foi baseado no ambiente abstrato

apresentado em [36]. Como aplicação de tal resultado, apresentamos uma versão do Te-

orema de Kwapień para operadores absolutamente somantes que recupera e generaliza

o resultado clássico. Além disso, também foi posśıvel generalizar uma versão não-linear

do Teorema de Kwapień com respeito as funções Lipschitz que foi apresentada em [16].
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Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Dedicamos este primeiro caṕıtulo à apresentação de resultados e conceitos da Análise

Funcional, focado na Teoria de Operadores, que irão nos auxiliar nos caṕıtulos subse-

quentes. É importante que o leitor tenha uma base acadêmica em temas abordados em

um curso de Análise no Rn, pois iremos supor alguns conceitos matemáticos que estão,

em geral, presentes neste curso. A menos de menção contrária, utilizaremos a notação

K para representar R ou C, que denotam o corpo dos números reais e complexos, res-

pectivamente. Sendo 1 < p < ∞, p∗ representará o número que satisfaz 1
p
+ 1

p∗
= 1.

Neste caso, dizemos que p∗ é o conjugado de p e vice-versa. Os temas e resultados

presentes neste caṕıtulo podem ser encontrados em [11, 20].

1.1 Espaço de Banach

Um dos objetos matemáticos mais básicos e essenciais para Análise Funcional são os

espaços normados, que são casos particulares dos espaços métricos. De maneira sucinta,

podemos entender os espaços métricos como conjuntos não-vazios onde é posśıvel medir

distância entre pontos. Já os espaços de normados são espaços vetoriais onde existe a

possibilidade de calcular o comprimento de vetores. Nesta subseção iremos apresentar

uma breve introdução sobre tais conceitos, para que possamos abordar a noção de

espaços de Banach. É importante ressaltar que a noção de espaços de Banach é uma

generalização dos espaços euclidianos. Também abordaremos alguns exemplos que

terão grande importância ao longo deste trabalho.

Definição 1.1. Seja X um conjunto não-vazio. Uma aplicação d : X ×X → R é dita

um métrica se para quaisquer x, y, z ∈ X tem-se

• d(x, y) ⩾ 0;

• d(x, y) = 0 ⇔ x = y;

• d(x, y) = d(y, x);
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1. Conceitos Preliminares

• d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Caso d seja uma métrica, dizemos que o par (X, d) é um espaço métrico. Sendo X um

espaço métrico e eX ∈ X, dizemos que o par (X, eX) é um espaço métrico pontuado.

Observe que para o par (X, d) ser um espaço métrico, não é necessário que exista

uma operação sobre o conjunto X. A seguir, vamos apresentar alguns exemplos de

espaços métricos que podem ser facilmente verificados.

Exemplo 1.1. i) Se X = {x1, . . . , xn}, então podemos considerar d : X ×X → R
dado por d(xi, xj) = 1 − δij, cujo δij é o delta de Kronecker, ou seja, δij = 0, se

i ̸= j e δij = 1 caso contrário.

ii) Se X = R, então podemos considerar d : X ×X → R, com d(x, y) = |x− y|.

iii) Sendo C([a, b]) o conjunto das aplicações cont́ınuas de [a, b] emK, podemos definir

a métrica dada por d(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

Definição 1.2. Seja (X, d) um espaço métrico. Dizermos que uma sequência (xn)
∞
n=1

é sequência de Cauchy em X se xn ∈ X para todo n ∈ N, e dado ϵ > 0, existe nϵ ∈ N
de modo que

m,n > nϵ ⇒ d(xn, xm) < ϵ.

No caso em que toda sequência de Cauchy for convergente, dizemos que X é um espaço

métrico completo. Sem muitas dificuldades, é posśıvel mostrar que os itens (ii) e (iii)

do Exemplo 1.1 são espaços métricos completos.

Definição 1.3. Seja X um espaço vetorial. Dizermos que a aplicação ∥ · ∥ : X → R é

uma norma se para quaisquer x, y ∈ X e α ∈ K, as seguintes condições são satisfeitas:

• ∥x∥ ≥ 0;

• ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;

• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥;
• ∥αx∥ = |α|∥x∥.

O par (X, ∥ · ∥) será denominado espaço normado. Se definirmos d(x, y) = ∥x − y∥,
então é posśıvel mostrar que (X, d) é um espaço métrico, ou seja, todo espaço normado

está associado a um espaço métrico. Caso (X, ∥ · ∥) for completo, dizemos que X é um

espaço de Banach. Denotaremos por BAN o conjunto de todos os espaços de Banach

sobre o corpo K.

Exemplo 1.2. i) Os itens (ii) e (iii) do Exemplo 1.1 são espaços de Banach.
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ii) Seja X um espaço compacto. Denotaremos por C(X) o espaço de todas as

aplicações cont́ınuas de X em K. Com isso, se definirmos

∥f∥∞ = sup
x∈X

|f(x)| para todo x ∈ X,

então (C(X); ∥ · ∥∞) é um espaço de Banach.

iii) Sendo X, Y ∈ BAN , denotaremos por L(X, Y ) o espaço de todos os operadores

lineares cont́ınuos de X em Y . Vale ressaltar que um operador linear é uma

função linear entre espaços de Banach. Se definirmos

∥T∥ = sup
x∈BX

∥T (x)∥ para todo x ∈ X,

é posśıvel mostrar que (L(X, Y ); ∥ · ∥) é um espaço de Banach. Quando Y = K,

iremos denotar L(X,K) por X∗, o qual denominaremos de dual topológico de X.

Iremos denotar por X∗∗ o dual topológico de X∗, que denominaremos de bidual

topológico de X.

iv) Seja X ∈ BAN . A bola fechada unitária de X será denotada por BX , isto é,

BX = {x ∈ X ; ∥x∥ ≤ 1}.

Um important́ıssimo resultado presente na Análise Funcional é o famoso Teorema

de Hahn-Banach (ver [11, Teorema 3.1.1]). Tal resultado é puramente algébrico e

apresenta inúmeras aplicações, não somente na Análise Funcional, como também

em diversas áreas da matemática e f́ısica. Iremos apresentar agora um corolário

deste resultado que é bastante útil na Análise Funcional e que, muitas vezes,

também é chamado de Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 1.1. ([11, Corolário 3.1.5]) Sejam X um espaço normado, X ̸= {0} e

x ∈ X. Então,

∥x∥ = sup
φ∈BX∗

|φ(x)|.

Outro resultado bastante difundido com relação aos espaços de Banach é a carac-

terização de subespaços vetoriais que são Banach com a norma induzida. Enun-

ciemos tal resultado agora.

Proposição 1.2. ([11, Proposição 1.1.1]) Sejam X um espaço de Banach e Y

um subespaço vetorial de X. Então, Y é um espaço de Banach, com a norma

induzida por X, se, e somente se, Y é fechado em X.
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Observação 1.1. Considere uma função φ : X → Y , de modo que X e Y sejam

conjuntos não vazios. Em alguns casos, com o intuito de facilitar o entendimento

matemático, iremos utilizar a seguinte notação:

⟨φ, x⟩ := φ(x).

Na próxima seção utilizaremos a notação ⟨·, ·⟩ para representar um produto interno.

Sendo assim, é importante entender o contexto para que não haja dúvidas sobre tais

notações.

1.2 Espaços de Sequências

Importantes classes de operadores lineares e não lineares entre espaços de Banach

foram definidas ou caracterizadas via transformações de sequências sobre espaços de Ba-

nach. Por esse motivo, o estudo de espaços de sequências se tornou bastante relevante.

Nesta seção, iremos abordar alguns desses clássicos espaços. Denotaremos por XN o

espaço de todas as sequências a valores em X, e para cada u ∈ L(X, Y ), iremos definir

o operador (linear) induzido por u como û : XN → Y N, com û((xj)
∞
j=1) = (u(xj))

∞
j=1.

1.2.1 Sequências Limitadas, Nulas e Eventualmente Nulas

Sendo X um espaço de Banach, dizemos que (xj)
∞
j=1 ∈ XN é sequência limitada se

existirM > 0 de modo que ∥xj∥ ≤M para todo j ∈ N. Denotaremos o espaço de todas

as sequências limitadas a valores em X por ℓ∞(X). Quando X = K, denotaremos

apenas por ℓ∞. Devido a limitação dessas sequências, podemos definir a norma do

supremo da seguinte forma:

∥(xj)∞j=1∥∞ = sup
j∈N

∥xj∥ para toda (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ∞(X). (1.1)

É posśıvel mostrar que (ℓ∞(X), ∥ · ∥∞) é um espaço de Banach (ver [11, Seção 1.4]).

Dizemos que (xj)
∞
j=1 ∈ XN é sequência eventualmente nula se existir j0 ∈ N de

modo que jn = 0 para todo j ≥ j0. Denotaremos o espaço de todas as sequências

eventualmente nulas a valores em X por c00(X). No caso de X = K, denotaremos

apenas por c00. Dizermos que (xj)
∞
j=1 ∈ XN é sequência nula se lim

j→∞
∥xj∥ = 0. De-

notaremos o espaço de todas as sequências nulas a valores em X por c0(X). No caso

de X = K, denotaremos apenas por c0. É posśıvel mostrar sem muitas dificuldades a

seguinte inclusão:

c00(X) ⊆ c0(X) ⊆ ℓ∞(X).
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Assim, podemos munir c00(X) e c0(X) com a norma (1.1). Porém, apenas (c0(X), ∥·∥∞)

é um espaço de Banach (ver [11, Exemplo 1.1.7]).

1.2.2 Sequências fortemente e fracamente p-somáveis

Sendo X um espaço de Banach, diremos que (xj)
∞
j=1 ∈ XN é uma sequência forte-

mente p-somável (ou sequência p-somável) se
∞∑
j=1

∥xj∥p < ∞. Denotaremos o espaço

de todas as sequências p-somáveis a valores em X por ℓp(X). No caso X = K, deno-

taremos apenas por ℓp. Considerando (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp(X), podemos definir a norma p da

seguinte forma:

∥(xj)∞j=1∥p :=

(
∞∑
j=1

∥xj∥p
) 1

p

.

Observação 1.2. I) Duas importantes desigualdades relacionadas à norma p são

as desigualdade de Minkowski ([11, Proposição 1.4.2]) e Hölder ([11, Proposição

1.4.1]) que são dadas, respectivamente, da seguinte forma:

(
m∑
j=1

|aj + bj|p
) 1

p

≤

(
m∑
j=1

|aj|p
) 1

p

+

(
m∑
j=1

|bj|p
) 1

p

, (1.2)

e
m∑
j=1

|ajbj| ≤

(
m∑
j=1

|aj|p
) 1

p

·

(
m∑
j=1

|bj|p
∗

) 1
p∗

para quaisquer escalares a1, . . . , am, b1, . . . , bm.

II) Outro importante fato bastante relevante sobre os espaços ℓp é a relação entre as

normas p (também conhecida como monotonicidade das normas p) e as inclusões

próprias entre tais espaços. Considere 1 ≤ p < q < ∞ e (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp não nula.

Sendo assim, defina

yj =
xj

∥(xj)∞j=1∥p
, ∀j ∈ N.

Desta forma, |yj| ≤ 1, para todo j ∈ N. Logo, |yj|q−p ≤ 1 para qualquer j, uma

vez que 1 ≤ p < q. Isso implica em |yj|q ≤ |yj|p para qualquer j ∈ N. Assim,

∥(yj)∞j=1∥qq ≤ ∥(yj)∞j=1∥pp = 1.

Portanto, por definição da sequência (yj)
∞
j=1, segue que

∥(xj)∞j=1∥q ≤ ∥(xj)∞j=1∥p.
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Isso implica em ℓp ⊆ ℓq. Mais ainda, é posśıvel mostrar que ℓp ⊊ ℓq, basta con-

siderar xj = 1

j
1
p
para todo j ∈ N e notar que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓq − ℓp. É importante

mencionar que essa relação é bastante conhecida e as ideias desta demonstração

não são novas, mas estão aqui com o intuito de deixar neste trabalho mais com-

pleto.

É posśıvel mostrar que o par (ℓp(X), ∥ · ∥p) é um espaço de Banach (ver [11,

Seção 1.4]). Para cada n inteiro natural, a notação ℓnp (X) irá representar o espaço

das sequências com exatamente n coordenadas em X. Usaremos essa mesmo tipo de

notação para as outras classes de sequências.

Observação 1.3. Dado x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp∗, é posśıvel provar que

∞∑
j=1

xjyj <∞, ∀(yj)∞j=1 ∈ ℓp.

Desta forma, podemos definir a aplicação

Ψ : ℓp∗ −→ (ℓp)
∗

x = (xj)
∞
j=1 7−→ φx,

onde φx : ℓp → R com φx

(
(yj)

∞
j=1

)
=

∞∑
j=1

xjyj. A aplicação Ψ é um isomorfismo

isométrico, isto é, bijetiva e preserva a norma. Sendo assim, podemos concluir que

o dual de ℓp é isometricamente isomorfo ao espaço ℓp∗ . De modo análogo é posśıvel

garantir que o dual de c0 é isometricamente isomorfo a ℓ1. Para mais informações,

consulte [11, Seção 4.2].

Sendo X um espaço de Banach, dizemos que (xj)
∞
j=1 ∈ XN é uma fracamente p-

somável se para todo φ ∈ X∗, tivermos
∞∑
j=1

|φ(xj)|p < ∞. Com o aux́ılio do Teorema

do Gráfico Fechado (ver [11, Teorema 2.5.1]), é posśıvel definir a norma fraca p da

seguinte forma:

∥(xj)∞j=1∥w,p = sup
φ∈BX∗

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|p
) 1

p

, para toda (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (X).

O espaço de todas as sequências fracamente p-somantes é a valores em X será denotado

por ℓwp (X). Utilizando argumentos análogos ao caso do ℓp(X), é posśıvel mostrar que,

munido da norma fraca p, ℓwp (X) é um espaço de Banach. Além disso, para 1 ≤ p <∞,
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é posśıvel garantir que

c00(X) ⊆ ℓp(X) ⊆ ℓwp (X) ⊆ ℓ∞(X) (1.3)

É importante lembrar que as sequências canônicas representadas por ei = (δij)
∞
j=1 estão

em todos os espaços de sequências mencionados na cadeia em questão. Além disso, uma

questão interessante é saber em quais contextos existe a igualdade entre ℓp(X) e ℓwp (X).

Tal problema foi resolvido com o aux́ılio do Teorema de Dvoretzky-Rogers (para mais

informações sobre tal resultado consulte [11, Seção 10.1]) da seguinte forma:

Proposição 1.3. Seja X um espaço de Banach. Então X apresenta dimensão finita

se, e somente se, ℓp(X) = ℓwp (X).

Em muitos contextos, a Proposição 1.3 também é denominada de Teorema de

Dvoretzky-Rogers.

Observação 1.4. Sendo X um espaço de Banach, vamos considerar x∗ = (x∗j)
∞
j=1 ∈

ℓwp (X
∗). Com isso, por definição podemos dizer que

∞∑
j=1

∥x∗∗(x∗j)∥p <∞, ∀x∗∗ ∈ X∗∗. (1.4)

Por outro lado, considere JX : X → X∗∗ o mergulho canônico de X em X∗∗ (ver [11,

Seção 4.3]), que é uma isometria linear dada por

JX(x)(φ) = φ(x),∀x ∈ X e φ ∈ X∗.

Assim, considerando x∗∗ = JX(x) em (1.4) podemos dizer que

∞∑
j=1

∥x∗j(x)∥p =
∞∑
j=1

∥JX(x)(x∗j)∥p <∞, ∀x ∈ X.

Logo, a sequência (x∗j(x))
∞
j=1 ∈ ℓp. Sendo assim, podemos definir o operador

Tx∗ : X −→ ℓp

x 7−→ (x∗j(x))
∞
j=1.

É posśıvel verificar que esse operador é linear cont́ınuo e satisfaz ∥(x∗j)∞j=1∥w,p = ∥Tx∗∥.
Como consequência, por definição, podemos concluir a seguinte igualdade:

∥(x∗j)∞j=1∥w,p = sup
x∈BX

(
∞∑
j=1

|x∗j(x)|p
) 1

p

, ∀(x∗j)∞j=1 ∈ ℓwp (X
∗). (1.5)
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É importante ressaltar que tal igualdade é bastante difundida no meio acadêmico e que

a ideia da demonstração dessa igualdade não é algo novo. Ela está presente neste texto

com o intuito de disseminar tal prova.

1.2.3 Sequências quase incondicionalmente somáveis

Antes de definirmos as sequências quase incondicionalmente somáveis, devemos

abordar o conceito das funções de Rademacher, cujas propriedades aqui mencionadas

podem ser encontradas em [20, P.10]. Formalmente, as funções de Rademacher rn :

[0, 1] → R, para cada n ∈ N, são definidas por rn(t) := sign(sin2nπt), onde a aplicação

sing : R → {1,−1} relaciona, respectivamente, valores positivos e negativos com 1

e −1. Por convenção, se estabelece que rn(0) = 0 para todo n ∈ N. Sendo I um

intervalo de R, podemos definir a aplicação 1I de modo que 1I(t) = 1 se t ∈ I e

1I(t) = 0 caso contrário. Desta forma, podemos estabelecer que r1 = 1(0,1/2] − 1[1/2,1) e

rn+1(t) = r1(2
nt) para todos n ∈ N e t ∈ [0, 1].

Usando a notação L2(X) para representar o espaço de todas as funções mensuráveis

f de X em K tais que
∫
X
|f |2dν <∞ (ver [11, Seção 1.2] para mais informações sobre

tal espaço), uma propriedade interessante sobre as funções de Rademacher é que a

sequência (rj)
∞
j=1 é ortonormal em L2[0, 1]. Como consequência, obtermos

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

rj(t)aj

∣∣∣∣∣
2

dt =
n∑

j=1

|ai|2 (1.6)

para toda (aj)
n
j=1 ∈ ℓn2 e todo inteiro positivo n. Além disso, a famosa desigualdade

de Khinchin garante que os espaços gerados pelas funções Rademacher têm normas Lp

equivalentes, a demonstração de tal resultado pode ser encontrada em [20, Theorem

11.1].

Observação 1.5. De modo análogo ao que comentamos sobre o espaço L2(X), é

posśıvel definir o espaço Lp(X). A norma de tal espaço é dada por

∥f∥p :=
(∫

X

|f |pdν
) 1

p

,

com f ∈ Lp(X). Para mais informações sobre tal espaço consulte [11, Seção 1.2].

Teorema 1.4. (Desigualdade de Kahane). Sejam 0 < p, q < ∞. Então existe uma

constante Kp,q > 0 para o qual

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥
q

dt

) 1
q

≤ Kp,q

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥
p

dt

) 1
p

,
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independente da escolha do espaço de Banach X e qualquer quantidade finita de vetores

x1, . . . , xm de X.

O principal resultado sobre as funções de Rademacher é uma poderosa desigualdade

de Khinchin. A prova dessa desigualdade pode ser encontrada em [20, Theorem 1.10].

Teorema 1.5. (Desigualdade de Khinchin). Para cada 0 < p < ∞, existem constan-

tes positivas Ap e Bp tais que independentemente da sequência escalar (aj)
∞
j=1 ∈ ℓ2,

obtemos

Ap

(
∞∑
j=1

|aj|2
) 1

2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

rj(t)aj

∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤ Bp

(
∞∑
j=1

|aj|2
) 1

2

.

Observação 1.6. Quando q = 2 e X = K, podemos dizer que, por meio de (1.6),

a desigualdade de Kahane recupera a desigualdade de Khinchin. Neste caso, K−1
p,2 é

geralmente denotado por Ap.

Sendo X um espaço de Banach, dizemos que uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ XN é quase

incondicionalmente somável se
∞∑
j=1

rj(t)xj

é convergente quase sempre, isto é, a série é convergente para todo t a menos de um

conjunto de medida nula. Denotamos o espaço de todas as sequências quase incondi-

cionalmente somáveis a valores em X por Rad(X). É posśıvel definir a norma

∥(xj)∞j=1∥Rad(X) :=

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥
2

dt

1/2

,

que torna Rad(X) um espaço de Banach.

1.2.4 Sequências Cohen fortemente p-somáveis

Sendo X um espaço de Banach, dizemos que (xj)
∞
j=1 ∈ XN é uma sequência Cohen

fortemente p-somável (ou sequência fortemente p-somável) se

∞∑
j=1

∣∣x∗j(xj)∣∣ <∞, ∀(x∗j)∞j=1 ∈ ℓwp∗(X
∗).

Denotaremos o espaço de todas as sequências Cohen fortemente p-somáveis com en-

tradas em X por ℓp ⟨X⟩. Utilizando técnicas análogas às usadas na norma fraca p,
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podemos garantir que

∥(xj)∞j=1∥C,p := sup
(x∗

j )
∞
j=1∈Bℓw

p∗ (X∗)

∞∑
j=1

∣∣x∗j(xj)∣∣
define uma norma sobre ℓp ⟨X⟩. É posśıvel mostrar que (ℓp ⟨X⟩ , ∥ · ∥C,p) é um espaço

de Banach. Para mais informações sobre esse espaço de sequência consulte [17].

1.3 Espaços de Hilbert

É sabido que, na Teoria da Álgebra linear, a noção de espaço com produto in-

terno nos permite uma interpretação geométrica envolvendo espaços vetoriais e trans-

formações lineares. A noção de espaços de Hilbert é um generalização de tal conceito

que aproxima ainda mais a teoria do espaços de Banach à teoria euclidiana. Veja-

mos agora uma breve revisão sobre tais conceitos. Para mais informações consulte

[11,Caṕıtulo 5].

Definição 1.4. Sejam X um espaço vetorial sobre um corpo K e ⟨·, ·⟩ : V × V → K
uma aplicação. Valem as condições

i) ⟨x1 + x2, y⟩ = ⟨x1, y⟩+ ⟨x2, y⟩;

ii) ⟨λx1, y⟩ = λ ⟨x1, y⟩;

iii) ⟨x1, y⟩ = ⟨y, x1⟩, onde ⟨y, x1⟩ é o conjugado de ⟨y, x1⟩;

iv) ⟨x1, x1⟩ > 0, com x1 ̸= 0.

para quaisquer x1, x2, y ∈ X e λ ∈ K, dizemos que ⟨·, ·⟩ é um produto interno sobre X.

Neste caso, X é um espaço com produto interno.

Sendo X um espaço com produto interno, é posśıvel definir a seguinte aplicação:

∥ · ∥ : X −→ R
x 7−→

√
⟨x, x⟩

Tal aplicação é chamada de norma induzida pelo produto interno, e torna X um espaço

normado. Neste caso, sempre que (X, ∥ · ∥) for completo, dizermos que X é um espaço

de Hilbert.
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Exemplo 1.3. Consideremos X = Rn. Com isso, dados x = (x1, . . . , xn), y =

(y1, . . . , yn) ∈ Rn podemos definir a aplicação

⟨x, y⟩ =
n∑

j=1

xjyj.

Tal aplicação é o produto interno usual do espaço euclidiano, tornando Rn um espaço

de Hilbert.

Um fato bastante difundido é que todo espaço vetorial (com dimensão finita ou

infinita) possui uma base (ver [11, Proposição A.4]), ou seja, todo vetor de um espaço

vetorial pode ser escrito como a combinação linear de vetores da base. No caso de

dimensão finita tal fato é bastante útil pois a base apresenta uma quantidade finita

de vetores. Porém, quando estamos diante de espaços vetoriais de dimensão infinita,

em geral, a base em questão não apresenta utilidade prática. Tendo isso em mente,

vamos agora abordar uma noção bastante útil de representação de vetores em espaços

de Hilbert como combinações (que podem não ser finitas) de vetores convenientemente

estabelecidos. Para mais informações consulte [11, Seção 5.3].

Definição 1.5. Seja X um espaço com produto interno. Um conjunto S ⊂ X é dito

ortonormal se para quaisquer x, y ∈ S, tem-se

⟨x, y⟩ =

{
0, se x ̸= y

1, se x = y

Definindo S⊥ := {x ∈ X ; ⟨x, y⟩ = 0 para todo y ∈ S}, dizemos que S é um sistema

ortonormal completo se S for ortonormal e S⊥ = {0}.

Enunciemos agora um resultado que caracteriza e fornece importantes propriedades

sobre os sistemas ortonormais completos quando definidos em um espaço de Hilbert.

Teorema 1.6. [11, Teorema 5.3.10] Seja S = {xi ; i ∈ I} um conjunto ortonormal

em um espaço de Hilbert X. As seguintes afirmações são equivalentes:

i) Para cada x ∈ X, tem-se x =
∑
i∈I

⟨x, xi⟩xi;

ii) S é um sistema ortonormal completo;

iii) [S] = X, onde [S] é o subespaço gerado S, isto é, todo elemento é uma combinação

linear de elementos de S;

iv) Para cada x ∈ X, tem-se ∥x∥2 =
∑
i∈I

| ⟨x, xi⟩ |2 (Identidade de Parseval);
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v) Para todos x, y ∈ X, tem-se ⟨x, y⟩ =
∑
i∈I

⟨x, xi⟩ ⟨y, xi⟩.

Exemplo 1.4. i) A base {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} é um sistema ortonormal com-

pleto de R3.

ii) O conjunto {en ; n ∈ N} é um sistema ortonormal completo de ℓ2, onde en é

a sequência canônica com todas as entradas nulas, exceto a n-ésima que será o

número 1.

1.4 Classes de Operadores

A teoria dos operadores lineares absolutamente somantes, originada da teoria de

Grothendieck em [24], desempenha um papel fundamental na teoria dos espaços de

Banach e aplicações. Hoje em dia, variantes lineares e não lineares de operadores ab-

solutamente somantes têm sido exploradas em diferentes configurações com aplicações

em diferentes campos de matemática pura e aplicada. Nesta seção, iremos abordar

algumas dessas classes de operadores, e dedicaremos a primeira subseção para tratar

brevemente sobre a teoria de ideais de operadores.

1.4.1 Ideais de Operadores

Iremos denotar por L a classe de operadores lineares cont́ınuos que atuam entre

espaços de Banach arbitrários, ou seja, L(X, Y ) é um elemento de L, comX, Y ∈ BAN .

Desta forma, podemos definir um ideal de operadores da seguinte forma:

Definição 1.6. Um ideal de operadores I é uma subclasse de L de modo que, para

quaisquer X, Y ∈ BAN

I(X, Y ) := I ∩ L(X, Y ).

As seguintes condições também devem ser satisfeitas:

(i) idK ∈ I, sendo idK a aplicação identidade sobre o corpo K.

(ii) Dados T1, T2 ∈ I(X, Y ), segue que T1 + T2 ∈ I(X, Y ).

(iii) Se T ∈ L(X0, Y ), S ∈ I(X, Y ) e R ∈ L(X, Y0), então R ◦ S ◦ T ∈ I(X0, Y0).

É posśıvel mostrar que se I é um operador ideal, então toda componente I(X, Y )

é um subespaço linear de L(X, Y ). A condição (iii) é chamada de propriedade de

ideal para operadores. Além disso, a classe dos operadores compactos e fracamente

compactos são exemplos de ideais de operadores. Para mais informações, consulte [38,

Chaper 1].
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Definição 1.7. Seja I um ideal de operadores. Dizemos que I é um ideal injetivo

no caso em que, para quaisquer U,X, Y ∈ BAN , se v ◦ T ∈ I(U ;Y ) para qualquer v

satisfazendo ∥v(x)∥ = ∥x∥ para todo x ∈ X, então T ∈ I(U ;X).

Definição 1.8. Sejam X e Y espaços vetoriais normados, e T ∈ L(X, Y ). Com isso,

podemos definir T ∗ : Y ∗ → X∗ dado por

T ∗(φ)(x) = φ(T (x)), para todos x ∈ X e φ ∈ Y ∗.

O operador T ∗ é denominado operador adjunto de T .

Vamos representar por Idual o ideal dual de I (ver [20, P. 186]), isto é, dados

X, Y ∈ BAN , temos

Idual(X, Y ) := {u ∈ L(X, Y ); u∗ ∈ I(Y ∗, X∗)}.

1.4.2 Operadores absolutamente somantes

Suponhamos 1 ≤ q ≤ p < ∞ e u : X → Y um operador linear entre espaços de

Banach. Dizermos que u é um operador absolutamente (p, q)-somante se existir uma

constante C > 0 de modo que, para todos m ∈ N e x1, . . . , xm ∈ X, temos

(
m∑
j=1

∥u(xj)∥p
) 1

p

≤ C sup
φ∈BX∗

(
m∑
j=1

|φ(xj)|q
) 1

q

. (1.7)

O ı́nfimo sobre as constantes C de (1.7) será denotado por πp,q(u). O espaço de to-

dos os operadores absolutamente (p, q)-somantes com domı́nio X e contradomı́nio Y

será denotado por Πp,q(X, Y ). É simples checar que Πp,q(X, Y ) é um subespaço de

L(X, Y ), (Πp,q(X, Y ), πp,q(·)) é um espaço de Banach e que ∥u∥ ≤ πp,q(u) para todo

u ∈ Πp,q(X, Y ). No caso em que p = q, chamaremos tais operadores de p-somantes

e usaremos a notação Πp(X, Y ) e πp,q(·). Quando p = 1, dizemos que o operador é

absolutamente somante.

Observação 1.7. No caso em que p < q, é posśıvel mostrar que o único operador

(p, q)-somante é o operador nulo. Por esse motivo, só consideramos o caso em que

q ≤ p. Para mais informações consulte [20].

Iremos agora enunciar alguns importantes resultados sobre os operadores p-somantes

que serão utilizados posteriormente. O primeiro é uma caracterização que irá relaci-

onar esses operadores com as classes ℓwp (X) e ℓp(Y ). O segundo é um teorema de

Inclusão relacionado ao ı́ndice p, e por fim, iremos enunciar os famosos Teoremas de

Grothendieck e da Dominação de Pietsch.
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Proposição 1.7. [20, Proposition 2.1]. Seja 1 ≤ p < ∞. Então, u ∈ Πp(X, Y ) se, e

somente se, û(ℓwp (X)) ⊆ ℓp(Y ). Neste caso, ∥û : ℓwp (X) → ℓp(Y )∥ = πp(u).

Teorema 1.8. [20, Theorem 2.8]. Se 1 ≤ p < q < ∞, então Πp(X, Y ) ⊆ Πq(X, Y ).

Além disso, para cada u ∈ Πp(X, Y ), segue que πp(u) ≤ πq(u).

Teorema 1.9. [11, Teorema 10.2.6] Todo operador linear cont́ınuo u : ℓ1 → ℓ2 é

absolutamente somante.

Teorema 1.10. [20, Theorem 2.12]. Suponhamos 1 ≤ p <∞ e u : X → Y um opera-

dor linear entre espaços de Banach, e K é um subespaço não vazio de BX∗ compacto

munido da topologia fraca estrela. Então, u é p-somante se, e semente se, existem uma

constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade µ sobre K de modo que para

todo x ∈ X, temos

∥u(x)∥ ≤ C

(∫
K

|φ(x)|dµ(φ)
) 1

p

.

Para mais informações sobre essa classe de operadores, veja [20, Chapter 2].

1.4.3 Operadores quase somantes

De acordo com [5], um operador linear entre espaços de Banach u : X → Y é quase

p-somante se existir uma constante C > 0 de modo que

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(t)u(xj)

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

≤ C∥(xj)mj=1∥p,w, (1.8)

para todos inteiro positivo m e x1, . . . , xm ∈ X. A classe de todos os operadores quase

p-somantes de X em Y será denotado por Πal.s.p(X, Y ). O ı́nfimo sobre as constantes

C satisfazendo (1.8) será denotado por πal.s.p(u), e torna Πal.s.p(X, Y ) um espaço de

Banach. É posśıvel mostrar que ∥u∥ ≤ πal.s.p(u). No caso p = 2, os operadores serão

denominados quase somantes e escrevemos Πal.s.(X, Y ), ao invés de Πal.s.2(X, Y ). Por

[20, Proposition 12.5], dados X, Y ∈ BAN , podemos garantir que

⋃
1≤q<∞

Πq(X, Y ) ⊆ Πal.s(X, Y ). (1.9)

Para mais informações sobre essa classe, consulte [20, Chapter 12].

Veja agora um exemplo onde a inclusão (1.9) é própria. Vale ressaltar que não con-

seguimos encontrar, com facilidade, na literatura um exemplo que satisfaça a inclusão

própria. Por esse motivo, optamos por abordar tal exemplo de maneira detalhada. O

exemplo aqui abordado foi retirado de [28].
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Exemplo 1.5. Inicialmente vamos considerar o espaço de Banach

Y =

(
∞∑
k=3

ℓk

)
1

:=

{
(xk)

∞
k=3 ; xk ∈ ℓk e ∥(xk)∞k=3∥1 =

∞∑
k=3

∥xk∥ek <∞

}

e

Tk : ℓ1 → ℓk

um operador Tk que não é absolutamente k-somante para todo k ∈ {3, 4, 5, . . .} (ver

[4, Proposition 5.2(v)]). Por outro lado, para todo k ∈ {3, 4, 5, . . .} (ver [4, Proposition

5.2(iii)]) podemos dizer que

Πk+1 (ℓ1, ℓk) = L (ℓ1, ℓk) .

Logo,

Tk ∈ Πk+1 (ℓ1, ℓk) ⊂ Πal.s (ℓ1, ℓk) .

Vejamos agora que, para todo k ∈ {3, 4, 5, . . . , }, podemos definir

ik : ℓk → Y

como a inclusão natural dada por

ik

(
(aj)

∞
j=1

)
=
(
0, . . . , 0, (aj)

∞
j=1 , 0, 0, . . .

)
,

com (aj)
∞
j=1 na (k − 2)-ésima posição e as outras são as sequências nulas. Sem muitas

dificuldades é posśıvel observar que ∥ik∥ = 1. Desta forma, consideremos

T : ℓ1 → Y

de modo que

T (z) =
∞∑
k=3

(ik ◦ Tk) (z)
Ck

,

onde

Ck := 2k · πal.s(Tk).

Note que T está bem definido, é linear e cont́ınuo. Com efeito, como ∥Tk∥ ≤ πal.s(Tk)

obtemos

∞∑
k=3

∥∥∥∥ik ◦ TkCk

∥∥∥∥ =
∞∑
k=3

1

Ck

∥ik ◦ Tk∥
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≤
∞∑
k=3

1

Ck

∥ik∥ ∥Tk∥

=
∞∑
k=3

∥Tk∥
2k · πal.s(Tk)

<∞.

Assim, conclúımos que

T :=
∞∑
k=3

ik ◦ Tk
Ck

está bem definido. Como Tk e ik são lineares cont́ınuas, segue que T ∈ L (ℓ1, Y ) . Veja

também que

∥Tk (x)∥k ≤ Ck · ∥T (x)∥1 .

Com isso, como Tk falha em ser absolutamente k-somante, é simples observar que

T /∈
⋃

k∈{3,4,...}

Πk (ℓ1, Y ) =
⋃
p≥1

Πp (ℓ1, Y ) .

Resta provar que T é quase somante. Como Tk ∈ Πal.s (ℓ1, ℓk), pela propriedade de

ideal, temos

ik ◦ Tk ∈ Πal.s (ℓ1, Y ) .

Porém, como ∥ik∥ = 1, segue que

∞∑
k=3

πal.s

(
ik ◦ Tk
Ck

)
=

∞∑
k=3

1

Ck

· πal.s (ik ◦ Tk)

≤
∞∑
k=3

1

Ck

· ∥ik∥ · πal.s (Tk)

=
∞∑
k=3

1

2k · πal.s (Tk)
· πal.s (Tk)

<∞.

Como Πal.s (ℓ1, Y ) é um espaço de Banach, conclúımos que

∞∑
k=3

ik ◦ Tk
Ck

converge em Πal.s (ℓ1, Y ), isto é, T é quase somante.

Duas outras noções atreladas às funções de Rademacher e aos operadores quase

somantes são os espaços que tem tipo p e cotipo q. Vejamos tais definições agora.

20



Definição 1.9. Dizemos que um espaço de Banach tem tipo p se existe uma constante

C ≥ 0 de modo que, para todos m ∈ N e x1, ..., xm ∈ X, tem-se

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

≤ C ·
∥∥(xi)mj=1

∥∥
p
.

O ı́nfimo sobre todas as constantes C será denotado por Tp(X).

Definição 1.10. Dizemos que um espaço de Banach tem cotipo q se existe uma cons-

tante K ≥ 0 de modo que, para todos m ∈ N e x1, ..., xm ∈ X, tem-se

∥∥(xi)mj=1

∥∥
q
≤ K ·

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

.

O ı́nfimo sobre todas as constantes K será denotado por Cq(X).

Vamos enunciar agora alguns resultados envolvendo espaços que apresentam tipo p

que serão de grande importância nos caṕıtulos subsequentes.

Proposição 1.11. [20, Proposition 12.4] Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞.

Então, X tem tipo p se, e somente se, ℓp(X) é um subespaço linear de Rad(X).

Proposição 1.12. [20, Proposition 11.10] Se um espaço de Banach X tem tipo p,

então X∗ tem cotipo p∗.

Proposição 1.13. [20, Corollary 12.7] Se um espaço de Banach Y tem cotipo 2, então

Πas(X, Y ) = Πr(X, y) para todo espaço de Banach X e todo r ∈ [2,∞).

1.4.4 Operadores Lipschitz somantes

Iremos apresentar agora uma importante classe de operadores não lineares definida

entre espaços métricos. Uma aplicação u : X → Y , com X e Y espaços métricos, é

dita Lipschitz se existe uma constante C > 0 de modo que

dY (u(x), u(y)) ≤ CdX(x, y)

para quaisquer x, y ∈ X. O ı́nfimo sobre as constantes C sobre a desigualdade anterior

é denominado de número de Lipschitz (ou constante de Lipschitz) da aplicação u, e

será denotada por Lip(u). De modo equivalente, podemos dizer que

Lip(u) = sup
x,y∈X

dY (u(x), u(y))

dX(x, y)
.
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Por convenção, consideraremos 0
0
= 0. No caso em que Lip(u) = ∞, dizemos que u não

é Lipschitz. Uma clássica propriedade dessas aplicações é que toda aplicação Lipschitz

é uniformemente cont́ınua. Todavia, a rećıproca não é verdadeira, basta considerar

f(x) =
√
1− x2, com x ∈ [0, 1]. Para mais informações sobre essas aplicações consulte

[41, Subsection 1.2].

Em [41, Theorem 1.33], a extensão de McShane garante que aplicações Lipschtz com

domı́nio contido em um espaço métrico podem ser estendidas para outras aplicações

Lipschtz preservando a constante de Lipschtz. Isso ocorre de forma semelhante para

a classe operadores lineares cont́ınuos, com o clássico Teorema de Hanh-Banach. Tal

resultado é enunciado da seguinte maneira:

Teorema 1.14. (Extensão de McShane). Sejam X um espaço métrico, X0 um sub-

conjunto não vazio de X, e f0 uma aplicação Lispchitz de X0 em R. Então, existe uma

extensão f : X → R de f0 que tem o mesmo Lipschitz número. Se f0 é limitada, então

podemos garantir que ∥f0∥∞ = ∥f∥∞.

Definição 1.11. Sejam X um espaço métrico pontuado e Y um espaço de Banach.

Com isso, podemos definir Lip0(X, Y ) como o espaço de todas as aplicações Lipschitz

que preservam ponto base, isto é,

Lip0(X, Y ) := {u : X → Y função Lipschitz ; u(eX) = 0}.

Em particular, quando Y = K, iremos denotar Lip0(X,K) porX#, que denominaremos

de dual lipschitz. Para mais informações sobre esse espaço consulte [41, Subsection 1.6]

Observação 1.8. (i) Sejam X um espaço métrico, Y um espaço de Banach, y0 ∈ Y

um ponto não nulo fixado e u : X → Y com u(x) = y0 para todo x ∈ X. É claro que

u é uma aplicação lipschitz de com Lip(u) = 0. Assim, como u não é a aplicação nula,

conclúımos que Lip(·) visto como uma aplicação não define uma norma sobre o espaço

de todas a aplicações lipschitz de X em Y . Por esse motivo, é fundamental que fixemos

um ponto base para X, pois desta forma é posśıvel demonstrar que (Lip0(X, Y ), Lip(·))
é um espaço de Banach.

(ii) A definição do Lip0(X, Y ) independe da escolha do ponto base eX (ver [41,

Theorem 2.2.2]).

À luz da classe dos operadores p-somante, Farmer e Johnson apresentaram em

[21] uma nova classe envolvendo os operadores Lipschitz. Tal classe será trabalhada

posteriormente.

Definição 1.12. Sendo X um espaço métrico pontuado e Y um espaço métrico, dizer-

mos que uma aplicação u : X → Y é Lipschitz p-somante se existe uma constante C > 0
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de modo que, dados a1, . . . , an números reais positivos e x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ X,

n ∈ N, temos

n∑
i=1

aidY (u(xi), u(yi))
p ≤ C sup

f∈B
X#

n∑
i=1

ai|f(xi)− f(yi)|p. (1.10)

Em [21], Farmer e Johnson mencionam que a definição anterior é suficiente para o caso

em que a1 = · · · = an = 1.

1.4.5 Operadores Cohen fortemente p-somantes

Em [17], Cohen introduziu uma classe de operadores que caracteriza adjuntos p∗-

somantes. Tais operadores são denominados Cohen fortemente p-somantes ou forte-

mente p-somantes. Considerando u ∈ L(X, Y ), dizermos que u é Cohen fortemente

p-somante ou fortemente p-somante se

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓp ⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓp(X).

A classe de todos operadores Cohen fortemente p-somantes de X em Y será deno-

tada por Dp(X, Y ). Equivalentemente, é posśıvel garantir que u ∈ L(X, Y ) é Cohen

fortemente p-somante se, e somente se, existe uma constante C > 0 de modo que

m∑
i=1

|y∗i (u(xi))| ≤ C · ∥(xi)mi=1∥p · ∥(y
∗
i )

m
i=1∥w,p∗

para quaisquer x1, ..., xm ∈ X, y∗1, ..., y
∗
m ∈ Y ∗ e todo inteiro positivo m.

Enunciemos agora dois resultados, que serão usados posteriormente, com relação à

classe dos operadores Cohen fortemente p-somantes.

Proposição 1.15. [20, Corollary 12.21] Se Y é um espaço de Banach de tipo 2, então

para todo espaço de Banach X, temos D2 (X, Y ) ⊆ Πal.s (X, Y ) .

Teorema 1.16. [17, Theorem 2.2.2] Sejam T ∈ L(X;Y ) e 1 < p ≤ ∞. Então,

T ∈ Dp∗(X;Y ) se, e somente se, T ∗ ∈ Πp(Y
∗;X∗).

1.5 Noções topológicas

Nesta seção temos o objetivo de apresentar, de maneira sucinta, duas topologias

bastante utilizadas na Análise Funcional, as quais utilizaremos posteriormente. Para

mais informações sobre tais topologias consulte [11, Caṕıtulo 6].
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Considerando X um espaço de normado, definimos a topologia fraca de X, denotada

por σ(X,X∗), como a menor topologia que mantém os funcionais lineares cont́ınuos

(na topologia da norma) φ ∈ X∗ ainda cont́ınuos, isto é, os conjuntos

φ−1(A) := {x ∈ A ; φ(x) ∈ A},

com φ ∈ X∗ e A aberto em R, são abertos básicos de σ(X,X∗) (ou seja, todo aberto

em σ(X,X∗) é uma união de interseções finitas de conjuntos da forma φ−1(A)). Neste

caso, dizemos que a topologia σ(X,X∗) foi gerada pelos elementos de X∗. Quando

uma sequência (xj)
∞
j=1 converge para x na topologia σ(X,X∗), iremos escrever

xj
w−→ x.

Vejamos agora um resultado bastante útil com relação à topologia fraca.

Proposição 1.17. ([11, 6.2.2]) Seja X um espaço normando. Então

a) Seja (xj)
∞
j=1 uma sequência em X. Então, xj

w−→ x se, somente se, a sequência

(φ(xj))
∞
j=1 converge para φ(x) para todo φ ∈ X∗.

b) A topologia σ(X,X∗) é de Hausdorff.

É fato que podemos considerar a topologia fraca deX∗ que é denotada por σ(X∗, X∗∗)

e gerada por elementos do bidual de X. Porém, considerando JX : X → X∗∗ o famoso

mergulho canônico de X em X∗∗ dado por

JX(x)(φ) = φ(x),∀x ∈ X e φ ∈ X∗,

foi observado JX(X) forma um conjunto notável em X∗. Sendo assim, foi definida

a topologia fraca estrela como a topologia gerada pelos funcionais lineares cont́ınuos

JX(x) ∈ X∗, que será denotada por σ(X∗, X). Quando uma sequência (x∗k)
∞
k=1 em X∗

converge para x∗ na topologia fraca estrela, utilizaremos a seguinte notação

x∗k
w∗
−→ x∗.

Agora vamos enunciar um resultado bastante útil com relação à topologia fraca estrela.

Proposição 1.18. ([11, 6.3.2]) Seja X um espaço normando.

a) Seja (x∗k)
∞
k=1 uma sequência em X. Então, x∗k

w∗
−→ x∗ se, somente se, a sequência

(x∗k(x))
∞
k=1 converge para x∗(x), para todo x ∈ X.

b) A topologia σ(X∗, X) é de Hausdorff.
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1.6 Lp-espaços

Observando as equações (1.7), (1.8) e (1.10), é posśıvel perceber que a definição

de um operador envolve apenas um número finito de vetores por vez. Veja que o

conhecimento desses operadores será grandemente aprimorado se tivermos uma boa

compreensão dos subespaços de dimensão finita dos espaços de Banach com os quais

trabalhamos. Tendo isso em mente, podemos definir os Lp-espaços com uma proprie-

dade conveniente de que seus subespaços de dimensão finita estão sempre contidos em

cópias levemente distorcidas dos espaços ℓnp . Isso faz com que seja posśıvel associar

argumentos sobre certos operadores em Lp-espaços para argumentos sobre operadores

nos espaços ℓnp . Vejamos a definição formal de tais espaços.

Definição 1.13. Sejam 1 ≤ p <∞ e λ > 1. Dizemos que X ∈ BAN é um Lp,λ-espaço

se todo subespaço de dimensão finita E de X estiver contido em algum subespaço de

dimensão finita F de X para o qual existe um isomorfismo v : F → ℓ
dim(F )
p satisfazendo

∥v∥∥v−1∥ < λ. Dizemos que X é um Lp-espaço quando X for um Lp,λ-espaço para

algum λ > 1.

Agora iremos demostrar que todo espaço de Hilbert é um L2-espaço.

Proposição 1.19. Todo espaço de Hilbert é um L2-espaço.

Demonstração. Sejam H um espaço de Hilbert e E um subespaço de H de dimensão

finita. Logo, é posśıvel obter x1, . . . , xn ∈ E que formam uma base para E. Con-

sequentemente, podemos dizer que [x1, . . . , xn] = E. Utilizando o clássico processo

de ortogonalização de Gram-Schmidt, podemos supor que {x1, . . . , xn} é um conjunto

ortonormal. Definindo F = [x1, . . . , xn], o conjunto S = {x1, . . . , xn} é um sistema

ortonormal completo em F . De fato, basta observar que S satisfaz o item (iii) do Teo-

rema 1.6. Por outro lado, para cada x ∈ F , (⟨x, xj⟩)nj=1 ∈ ℓn2 . Assim, podemos definir

o operador

v : F −→ ℓn2

x 7−→ (⟨x, xj⟩)nj=1

Utilizando a propriedade (i) e (ii) da definição 1.4, podemos garantir que v é linear.

Pela identidade de Parseval, para todo x ∈ F , segue que ∥x∥2 =
n∑

j=1

|⟨x, xj⟩|2 . Portanto,

∥x∥ = ∥v(x)∥ para todo x ∈ F. (1.11)

Logo, garantimos que v é injetora. Por outro lado, dado (ai)
n
i=1 ∈ ℓn2 , considere x =
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n∑
i=1

aixi ∈ F . Como {x1, . . . , xn} é um sistema ortonormal completo de F , segue que

v(x) =

(〈
n∑

i=1

aixi, xj

〉)n

j=1

=

(
n∑

j=1

aj ⟨xi, xj⟩

)n

j=1

= (aj)
n
j=1.

Sendo assim, v é sobrejetiva. Portanto, v é um isomorfismo. Ademais, utilizando

(1.11), podemos dizer que ∥v∥ ≤ 1 e ∥v−1∥ ≤ 1. Portanto, H é um L2-espaço.
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Caṕıtulo 2

Espaços de Sequências

Anisotrópicas

Neste caṕıtulo estamos interessados em definir e estudar um novo espaço de sequências

com valores vetoriais denominado espaço de sequências anisotrópicas (s, q, r)-somáveis.

Esse espaço generaliza o clássico espaço das sequências (s; q)-mistas (ou sequências mis-

tas (s; q)-somáveis) e garantirá novas propriedades para tal espaço. Além disso, defini-

remos novas classes de operadores lineares associados a este novo espaço de sequências.

Vale ressaltar que uma dessas classes generaliza os operadores lineares (s; q)-mistos,

que foram definidos por A. Pietsch. Iremos também abordar caracterizações, como

também resultados de inclusão e um teorema do tipo dominação de Pietsch para es-

sas novas classes de operadores. Mediante a isso, vamos inciar abordando o conceito

das sequências mistas com o intuito de fornecer uma motivação para a definição das

sequências anisotrópicas. Vale ressaltar que os resultados apresentados com relação as

sequências anisotrópicas foram retirados de [15].

2.1 Sequências Mistas

Entre os exemplos clássicos de espaços de sequências com valores vetoriais que fazem

parte do escopo desta teoria, como por exemplo ℓp(X) e ℓwp (X), o espaço de sequências

mistas (s; q)-somáveis em X (também chamadas de sequências (s; q)-mistas somáveis),

onde X é um espaço de Banach, aparece em várias obras de Defant e Floret (ver [19]),

Pietsch (ver [38]) e Matos (ver [29, 30]). Vejamos a definição de tal espaço.

Definição 2.1. Sejam 0 < q ≤ s ≤ ∞ e considere s(q)′ de modo que 1/s(q)′ + 1/s =

1/q. Dizemos que uma sequência (xj)
∞
j=1 em X é mista (s; q)-somável se

xj = τjyj ∀j ∈ N, com (τj)
∞
j=1 ∈ ℓs(q)′ e (yj)

∞
j=1 ∈ ℓws (X). (2.1)
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O espaço de todas as sequências mistas (s; q)-somáveis emX será denotado por ℓm(s;q)(X).

É posśıvel mostrar que a expressão

∥(xj)∞j=1∥m(s;q) = inf ∥(τj)∞j=1∥s(q)′∥(yj)∞j=1∥w,s,

onde o ı́nfimo é considerado sobre todas as representações posśıveis como em (2.1),

define uma norma para ℓm(s;q)(X) tornando-o um espaço de Banach, para 1 ≤ q. Em

[19, Proposition 16.4.4.] é provado que este espaço satisfaz as seguintes inclusões

ℓq(X) ⊂ ℓm(s;q)(X) ⊂ ℓwq (X).

Neste mesmo artigo existe um estudo sobre operadores mistos definidos por Pietsch,

denominados operadores (m(s; q), p)-somantes, com q ≤ p e q ≤ s. Esses operadores

são definidos pela seguinte propriedade: Um operador linear cont́ınuo entre espaços de

Banach T : U → X é (m(s; q); p)-somante se

(T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓm(s;q)(X), sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓwp (U).

Além disso, por [19, Theorems 20.1.1 e 20.1.4], podemos formular o seguinte resultado:

Teorema 2.1. As seguintes sentenças são equivalentes:

(i) T é (m(s; q); p)-somante;

(ii) Existe uma constate C > 0 de modo que

∥T (xj)mj=1∥m(s;q) ≤ C∥(xj)mj=1∥w,p

para todos m ∈ N e x1, . . . , xm ∈ U ;

(iii) Existe uma constante C > 0 de modo que

 n∑
i=1

(
m∑
k=1

|x∗k(T (xi))|s
) q

s

 1
q

≤ C∥(xi)mi=1∥w,p∥(x∗k)nk=1∥s

para todos m,n ∈ N, x∗1, . . . , x∗m ∈ X∗ e x1, . . . , xn ∈ U .

Observando o item (iii) da caracterização anterior e tendo em mente tudo o que se

sabe sobre a teoria dos operadores somantes, surge uma questão natural:

Problema 2.2. Se considerarmos ∥(x∗k)nk=1∥s ≤ 1, qual é a relação entre o lado esquerdo

da desigualdade em (iii) e a norma ∥ · ∥m(s;q)?
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A procura de uma resposta para este questionamento foi uma das principais mo-

tivações para o estudo das sequências anisotrópicas.

2.2 Sequências Anisotrópicas

Inspirados no Problema 2.2, na primeira subseção iremos considerar todas as sequências

que irão satisfazer a condição (iii) do Teorema 2.1, as quais serão denominadas, poste-

riormente, sequências anisotrópicas (s, q, r)-somáveis. Analisaremos os ı́ndices s, q e r,

com a intenção de investigar em quais condições o conjunto das sequências em questão

coincide com clássicos espaços de sequências. Apresentaremos um norma associada

a este novo espaço de sequências, que o tornará um espaço de Banach, e resultados

de inclusão cont́ınua. Na segunda subseção, iremos garantir uma série de resultados

de coincidência associados ao espaço das sequências anisotrópicas (s, q, r)-somáveis,

incluindo um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers e condições para que o espaço das

sequências anisotrópicas (s, q, r)-somáveis seja igual aos espaços das sequências mistas

(s, q)-somáveis. Na ultima subseção abordaremos importantes conceitos sobre a teoria

dos espaços de sequências, que foram introduzidas em [7], e provaremos que o novo

espaço de sequências goza de tais propriedades.

2.2.1 Espaço das Sequências anisotrópicas (s, q, r)-somáveis

Consideremos X um espaço de Banach e 1 ≤ s, r, q < ∞ números reais. Desta

forma, inspirado no Problema 2.2, vamos denotar por ℓA(s,q,r)(X) o conjunto de todas

as sequências (xj)
∞
j=1 ∈ XN de modo que

∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

<∞, sempre que (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗)

isto é,

((x∗k(xj))
∞
k=1)

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓs) sempre que (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗).

Observação 2.1. 1. Note que se seguirmos exatamente o item (iii) do Teorema

2.1, deveŕıamos considerar r = s. Todavia, com o objetivo de uma definição mais

geral, optamos por considerar r número real maior ou igual a 1.

2. Veja que ℓA(s,q,r)(X) é um espaço vetorial. Com efeito, consideremos (xj)
∞
j=1,(yj)

∞
j=1 ∈

ℓA(s,q,r)(X) e λ ∈ K. Como ℓq(ℓs) é espaço vetorial, dada (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), temos

((x∗k(xj + λyj))
∞
k=1)

∞
j=1 = ((x∗k(xj) + λx∗k(yj))

∞
k=1)

∞
j=1
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= ((x∗k(xj))
∞
k=1 + λ(x∗k(yj))

∞
k=1)

∞
j=1

= ((x∗k(xj)
∞
k=1))

∞
j=1 + ((λx∗k(yj)

∞
k=1))

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓs).

Sendo assim, (xj)
∞
j=1 + λ(yj)

∞
j=1 = (xj + λyj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X).

Proposição 2.3. Se considerarmos r > s, então ℓA(s,q,r)(X) = {0}, onde 0 está repre-

sentando a sequência nula.

Demonstração. Vamos supor que exista (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X)\{0}. Sendo assim, existe

j0 ∈ N de modo que xj0 ̸= 0. Por outro lado, o fato de (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X) implica em

((x∗k(xj))
∞
k=1)

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓs) para toda (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗).

Logo, dado j ∈ N, temos

(x∗k(xj))
∞
k=1 ∈ ℓs para toda (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗).

Em particular,

(x∗k(xj0))
∞
k=1 ∈ ℓs para toda (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). (2.2)

Agora note que podemos obter x∗ ∈ X∗ de modo que x∗(xj0) ̸= 0. De fato, caso

isso não ocorra teŕıamos x∗(xj0) = 0 para todo x∗ ∈ X∗. Dáı, pelo Teorema 1.1 isso

implicaria em xj0 = 0, o que não é posśıvel. Por outro lado, pelo que comentamos no

item (II) da Observação 1.2, a hipótese r > s nos permite considerar (λk)
∞
k=1 ∈ ℓr\ℓs.

Logo, (λkx
∗)∞k=1 ∈ ℓr(X

∗). Desta forma, tomando x∗k = λkx
∗ em (4.8), segue que

(λkx
∗(xj0))

∞
k=1 ∈ ℓs ⇔

∞∑
k=1

|λkx∗(xj0)|s <∞

⇔ |x∗(xj0)|s
∞∑
k=1

|λk|s <∞

⇔ (λk)
∞
k=1 ∈ ℓs.

Mas isso é uma contradição, pois (λk)
∞
k=1 /∈ ℓs. Com isso, ℓA(s,q,r)(X) = {0}.

Proposição 2.4. Seja r ≤ s. Se s ≤ q e p ≤ q, então ℓwp (X) ⊆ ℓA(s,q,r)(X).

Demonstração. Sejam (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (X) e (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). Com o aux́ılio da desigual-

dade de Minkowski com relação a q
s
, podemos dizer que

(
n∑

k=1

|x∗k (xj)|
s

) q
s

≤

(
n∑

k=1

(|x∗k (xj)|
s)

q
s

)
,∀n ∈ N.
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Logo, fazendo n→ ∞, podemos dizer que ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k (xj)|
s

) q
s

 s
q

≤

(
∞∑
j=1

(|x∗1 (xj)|
s)

q
s

) s
q

+ · · ·+

(
∞∑
j=1

(|x∗k (xj)|
s)

q
s

) s
q

+ . . .

=

(
∞∑
j=1

|x∗1 (xj)|
q

) s
q

+ · · ·+

(
∞∑
j=1

|x∗k (xj)|
q

) s
q

+ . . .

=
∞∑
k=1

(
∞∑
j=1

|x∗k (xj)|
q

) s
q

.

Desta forma, elevando os dois membros a 1
s
, segue que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k (xj)|
s

) q
s

 1
q

≤

 ∞∑
k=1

(
∞∑
j=1

|x∗k (xj)|
q

) s
q

 1
s

. (2.3)

Porém, utilizando a relação das normas p e sabendo que r ≤ s e p ≤ q, segue que

 ∞∑
k=1

(
∞∑
j=1

|x∗k (xj)|
q

) s
q

 1
s

=

 ∞∑
k=1

(
∞∑
j=1

∥x∗k∥q
∣∣∣∣ x∗k∥x∗k∥

(xj)

∣∣∣∣q
) s

q

 1
s

=

 ∞∑
k=1

(
∥x∗k∥q

∞∑
j=1

∣∣∣∣ x∗k∥x∗k∥
(xj)

∣∣∣∣q
) s

q

 1
s

=

 ∞∑
k=1

∥x∗k∥s
(

∞∑
j=1

∣∣∣∣ x∗k∥x∗k∥
(xj)

∣∣∣∣q
) s

q

 1
s

≤

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥s∥(xj)∞j=1∥sw,q

) 1
s

= ∥(xj)∞j=1∥w,q

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥s
) 1

s

= ∥(xj)∞j=1∥w,q∥(x∗k)∞k=1∥s
≤ ∥(xj)∞j=1∥w,p∥(x∗k)∞k=1∥r.

Portanto, (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X).

Corolário 2.5. Seja r ≤ s. Se s ≤ q, então ℓwq (X) = ℓA(s,q,r)(X).

Demonstração. Se tomarmos p = q na proposição anterior, então ℓwq (X) ⊆ ℓA(s,q,r)(X).
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Por outro lado, se (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X), então

∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

<∞, ∀(x∗k)∞k=1 ∈ ℓr(X
∗).

Sendo assim, dado φ ∈ X∗, podemos tomar (x∗k)
∞
k=1 = (φ, 0, 0, . . .) ∈ ℓr(X

∗). Logo,

∞∑
j=1

|φ(xj)|s <∞, ∀φ ∈ X∗.

Assim, (xj)
∞
j=1 ∈ ℓws (X) ⊆ ℓwq (X). Portanto, ℓwq (X) = ℓA(s,q,r)(X).

Através da Proposição 2.3 e do Corolário 2.5 podemos dizer que só é interessante

analisar o espaço ℓA(s,q,r)(X) quando q < s e r ≤ s, pois os outros casos resultam em

espaços de sequências já conhecidos. Sendo assim, de agora em diante iremos sempre

considerar ℓA(s,q,r)(X) com as condições q < s e r ≤ s. Denominaremos as sequências

deste espaço como anisotrópicas (s, q, r)-somáveis. Formalmente, podemos definir tal

espaço da seguinte forma:

Definição 2.2. Sejam q < s e r ≤ s números reais. Uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ XN é

chamada anisotrópica (s, q, r)-somável se

((x∗k(xj))
∞
k=1)

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓs) sempre que (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗),

ou seja,
∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

<∞ sempre que (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). (2.4)

Denotaremos por ℓA(s,q,r)(X) o conjunto de todas as sequências anisotrópicas (s, q, r)-

somáveis.

O próximo lema nos dará condições suficientes para introduzirmos uma norma no

espaço das sequências anisotrópicas (s, q, r)-somáveis.

Lema 2.6. Seja (xj)
∞
j=1 ∈ XN uma sequência anisotrópica (s, q, r)-somável. Então,

sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

<∞.

Demonstração. Considere x = (xj)
∞
j=1 uma sequência anisotrópica (s, q, r)-somável.
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Vamos definir o seguinte operador

Tx : ℓr(X
∗) −→ ℓq(ℓs)

(x∗k)
∞
k=1 7−→ ((x∗k(xj))

∞
k=1)

∞
j=1.

Veja que Tx está bem definido pois (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ(s,q,r)(X). Além disso, se (x∗k)

∞
k=1, (y

∗
k)

∞
k=1 ∈

ℓr(X
∗) e λ ∈ K, então

Tx(λ(x
∗
k)

∞
k=1 + (y∗k)

∞
k=1) = ((λx∗k + y∗k)(xj))

∞
k=1)

∞
j=1

= λ((x∗k(xj))
∞
k=1)

∞
j=1 + ((y∗k(xj))

∞
k=1)

∞
j=1

= λTx((x
∗
k)

∞
k=1) + Tx((y

∗
k)

∞
k=1),

ou seja, Tx é linear. Agora, observe que

∥Tx∥ = sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

∥Tx((x∗k)∞k=1)∥q

= sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

∥((x∗k(xj))∞k=1)
∞
j=1∥q

= sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

(
∞∑
j=1

∥(x∗k(xj))∞k=1∥qs

) 1
q

= sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

.

Desta forma, é suficiente mostrarmos que Tx é cont́ınuo para finalizarmos a demons-

tração. Sendo assim, vamos considerar (xn, Tx(x
n))∞n=1 uma sequência no gráfico de

Tx, de modo que xn = (x∗n,k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗) para cada n ∈ N. Suponhamos

(xn, Tx(x
n))

n−→ (a, b),

onde a = (a∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗) e b = (bk)∞k=1 ∈ ℓq(ℓs), onde b
k = (bkj )

∞
j=1 ∈ ℓs, para cada

k ∈ K. Com isso, Tx(x
n)

n−→ b. Assim, dado ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ ∥Tx(xn)− b∥q < ϵ

⇒ ∥Tx((x∗n,k)∞k=1)− (bk)∞k=1∥q < ϵ

⇒ ∥((x∗n,k(xj))∞k=1)
∞
j=1 − ((bkj )

∞
k=1)

∞
j=1∥q < ϵ

⇒

(
∞∑
j=1

∥(x∗n,k(xj))∞k=1 − (bkj )
∞
k=1∥qs

) 1
q

< ϵ

⇒ ∥(x∗n,k(xj))∞k=1 − (bkj )
∞
k=1∥s < ϵ, ∀j ∈ N
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⇒

(
∞∑
k=1

|x∗n,k(xj)− bkj |s
) 1

s

< ϵ, ∀j ∈ N

⇒ |x∗n,k(xj)− bkj | < ϵ, ∀k, j ∈ N.

Por outro lado, xn n−→ a. Logo, de maneira análoga, existe n1 ∈ N, tal que

n > n1 ⇒ ∥xn − a∥r < ϵ

⇒ ∥(x∗n,k)∞k=1 − (a∗k)
∞
k=1∥r < ϵ

⇒ ∥x∗n,k − a∗k∥ < ϵ, ∀k ∈ N.

Sendo assim, x∗n,k
n−→ a∗k. Em particular,

x∗n,k(xj)
n−→ a∗k(xj)

para quaisquer k, j ∈ N. Pela unicidade do limite, a∗k(xj) = bkj para todo j, k ∈ N.
Portanto, Tx(a) = b. Desta forma, pelo Teorema do Gráfico Fechado, Tx é cont́ınuo.

Proposição 2.7. Sejam X um espaço de Banach e (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Com isso, a

expressão

∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r) := sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

(2.5)

define uma norma sobre ℓA(s,q,r)(X).

Demonstração. Considere (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X) e λ ∈ K. Note que

∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r) = 0 ⇒ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

= 0

⇒

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

= 0, ∀(x∗k)∞k=1 ∈ Bℓr(X∗)

⇒ |x∗k(xj)| = 0, ∀(x∗k)∞k=1 ∈ Bℓr(X∗) e j, k ∈ N.

Em particular, se tomarmos (x∗k)
∞
k=1 = (x∗, 0, 0, . . .), com x∗ ∈ BX∗ , então para todo

j ∈ N,
|x∗(xj)| = 0,∀x∗ ∈ BX∗

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, ∥xj∥ = 0, isto é, xj = 0 para todo j ∈ N.
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Reciprocamente, se (xj)
∞
j=1 = (0, 0, . . .), então x∗k(xj) = 0, para qualquer (x∗k)

∞
k=1 ∈

Bℓr(X∗) e j, k ∈ N. Portanto, ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r) = 0.

Por outro lado, usando duas vezes a desigualdade de Minkowski (ver equação (1.2)),

temos

 n∑
j=1

(
m∑
k=1

|x∗k(λxj + yj)|s
) q

s

 1
q

=

 n∑
j=1

( m∑
k=1

|x∗k(λxj + yj)|s
) 1

s

q
1
q

≤

 n∑
j=1

( m∑
k=1

|x∗k(λxj)|s
) 1

s

+

(
m∑
k=1

|x∗k(yj)|s
) 1

s

q
1
q

≤

 n∑
j=1

( m∑
k=1

|x∗k(λxj)|s
) 1

s

q
1
q

+

 n∑
j=1

( m∑
k=1

|x∗k(yj)|s
) 1

s

q
1
q

= |λ|

 n∑
j=1

( m∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) 1

s

q
1
q

+

 n∑
j=1

( m∑
k=1

|x∗k(yj)|s
) 1

s

q
1
q

Desta forma, fazendo m,n→ ∞ e tomando o supremo com relação a (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗),

podemos concluir que

∥λ(xj)∞j=1 + (yj)
∞
j=1∥A(s,q,r) ≤ λ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r) + ∥(yj)∞j=1∥A(s,q,r).

Logo, ∥ · ∥A(s,q,r) define uma norma sobre ℓA(s,q,r)(X).

Sendo X um espaço normado, pela Proposição anterior sabemos que ℓA(s,q,r)(X) é

de fato um espaço normado munido com ∥ · ∥A(s,q,r). Agora é interessante analisarmos

a completude de tal espaço no caso em que X seja um espaço de Banach. Os próximos

resultados serão importantes nesta tarefa. Ademais, esses resultados irão fornecer

relações entre clássicos espaços de sequências e o espaço das sequências anisotrópicas

(s, q, r)-somáveis.

Proposição 2.8. Para todo X Banach, c00(X) ⊆ ℓA(s,q,r)(X). Além disso, a aplicação

π : X → ℓA(s,q,r)(X), dado por x 7→ π(x) = (x, 0, 0, . . .), é uma imersão isométrica.
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Demonstração. Considere uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ c00(X). Como r ≤ s, podemos

dizer que, para todo j ∈ N, tem-se

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) 1

s

≤

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|r
) 1

r

≤ ∥xj∥

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥r
) 1

r

<∞,∀(x∗k)∞k=1 ∈ ℓr(X
∗).

Por outro lado, como (xj)
∞
j=1 é eventualmente nula, existe n0 ∈ N tal que xj = 0, para

todo j > n0. Assim,

∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

=

n0∑
j=1

( ∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) 1

s

q

<∞, ∀(x∗k)∞k=1 ∈ ℓr(X
∗).

Portanto, (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X), provando que c00(X) ⊆ ℓA(s,q,r)(X). Além disso, tal

inclusão garante que a aplicação π : X → ℓA(s,q,r)(X), dado por x 7→ π(x) = (x, 0, 0, . . .),

está bem definida e claramente é linear. Considerando (xj)
∞
j=1 = (x, 0, . . .) podemos

observar, utilizando o fato de r ≤ s, que

∥π(x)∥A(s,q,r) = sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

= sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

( ∞∑
k=1

|x∗k(x)|s
) q

s

 1
q

= sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

(
∞∑
k=1

|x∗k(x)|s
) 1

s

≤ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

(∥x∥ ∥(x∗k)∞k=1∥s)

≤ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

(∥x∥ ∥(x∗k)∞k=1∥r)

≤ ∥x∥ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

∥(x∗k)∞k=1∥r

≤ ∥x∥.

Por outro lado, pelo Teorema 1.1, dado x ∈ X, podemos dizer que ∥x∥ = sup
φ∈BX∗

|φ(x)|.

Sendo assim, considerando novamente (xj)
∞
j=1 = (x, 0, 0, . . .) = π(x) e sabendo que se

φ ∈ BX∗ , então (φ, 0, 0, . . .) ∈ Bℓr(X∗), podemos dizer que

∥x∥ = sup
φ∈BX∗

|φ(x)|
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= sup
(x∗

k)
∞
k=1=(φ,0,0,...)∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|q
)s/q

1/s

≤ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|q
)s/q

1/s

= ∥π(x)∥A(s,q,r).

Portanto, π é uma imersão isométrica, uma vez que ∥x|| = ∥π(x)∥A(s,q,r).

Analogamente aos espaços das sequências mistas (s; q)-somáveis, o espaço ℓA(s,q,r)(X)

também pode ser colocado em uma cadeia com os espaços de sequências somáveis

absoluta e fracamente:

Proposição 2.9. Seja X espaço de Banach. Então,

ℓq(X)
1
↪→ ℓA(s,q,r)(X)

1
↪→ ℓwq (X). (2.6)

Demonstração. Inicialmente vamos considerar (xj)
∞
j=1 ∈ ℓq(X) e (x∗k)

∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗).

Desta forma, utilizando o fato de que r ≤ s, segue que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

≤

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥s∥xj∥s
) q

s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

(
∥xj∥s

∞∑
k=1

∥x∗k∥s
) q

s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

∥xj∥q
(

∞∑
k=1

∥x∗k∥s
) q

s

 1
q

=

(
∞∑
j=1

∥xj∥q∥(x∗k)∞k=1∥qs

) 1
q

= ∥(x∗k)∞k=1∥s

(
∞∑
j=1

∥xj∥q
) 1

q

= ∥(x∗k)∞k=1∥s∥(xj)∞j=1∥q
≤ ∥(x∗k)∞k=1∥r∥(xj)∞j=1∥q
= ∥(xj)∞j=1∥q.
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Aplicando o supremo com relação a (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗) conclúımos que

∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r) ≤ ∥(xj)∞j=1∥q,

isto é, ℓq(X)
1
↪→ ℓA(s,q,r)(X). Agora vamos considerar (xj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Sejam

x∗ ∈ BX∗ , (x∗k)
∞
k=1 = (x∗, 0, 0, . . .) ∈ Bℓr(X∗). Assim,

(
∞∑
j=1

|x∗(xj)|q
) 1

q

=

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

≤ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

= ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r).

Aplicando o supremo com relação a x∗ ∈ BX∗ , obtemos

∥(xj)∞j=1∥w,q ≤ ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r).

Assim, podemos concluir que ℓA(s,q,r)(X)
1
↪→ ℓwq (X).

Observação 2.2. É conhecido que ℓws (X)
1
↪→ ℓ∞(X). Logo, pela proposição anterior,

podemos concluir que

ℓA(s,q,r)(X)
1
↪→ ℓ∞(X).

Proposição 2.10. Seja X um espaço normado. Então,
(
ℓA(s,q,r)(X); ∥ · ∥A(s,q,r)

)
é um

espaço de Banach, se e somente se, X é Banach.

Demonstração. Suponhamos que X seja Banach. Considere (xn)∞n=1 uma sequência de

Cauchy em ℓA(s,q,r)(X). Dado ϵ > 0, existe n0 ∈ N de modo que

n,m ≥ n0 ⇒ ∥xn − xm∥A(s,q,r) < ϵ

⇒ ∥(xnj − xmj )
∞
j=1∥A(s,q,r) < ϵ. (2.7)

Porém, pela observação anterior, ℓA(s,q,r)(X)
1
↪→ ℓ∞(X). Logo,

n,m ≥ n0 ⇒ ∥(xnj − xmj )
∞
j=1∥∞ < ϵ

⇒ ∥xnj − xmj ∥ < ϵ para todo j ∈ N.

Portanto, (xnj )
∞
n=1 é uma sequência de Cauchy em X para todo j ∈ N. Logo, existe

aj ∈ X de modo que xnj
n−→ aj, para qualquer j ∈ N. Por outro lado, por (2.7), para
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m,n ≥ n0, temos

sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xnj )− x∗k(x
m
j )|s

) q
s

 1
q

< ϵ,

o que implica em

 h1∑
j=1

(
h2∑
k=1

|x∗k(xnj )− x∗k(x
m
j )|s

) q
s


1
q

< ϵ (2.8)

para quaisquer h1, h2 ∈ N e (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗). Dáı, fazendo m −→ ∞ em (2.8),

obtemos  h1∑
j=1

(
h2∑
k=1

|x∗k(xnj )− x∗k(aj)|s
) q

s


1
q

< ϵ

Logo, para n ≥ n0, temos

sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xnj )− x∗k(aj)|s
) q

s

 1
q

< ϵ.

Tomando a = (aj)
∞
j=1, podemos garantir que (xn)∞n=1 converge para a e (xn0 − a) ∈

ℓA(s,q,r)(X). Porém, como ℓA(s,q,r)(X) é um espaço vetorial

a = xn0 − (xn0 − a) ∈ ℓA(s,q,r)(X).

Portanto, ℓA(s,q,r)(X) é espaço de Banach.

Reciprocamente, vamos supor que ℓA(s,q,r)(X) seja espaço de Banach. Desta forma,

consideremos F = {(x, 0, 0, . . .) ; x ∈ X}. Pela Proposição 2.8, F ⊆ ℓA(s,q,r)(X). Note

que F é fechado, pois é isomorfo isometricamente a X. Desta forma, pela Proposição

1.2, F é um espaço de Banach. Agora vamos considerar o seguinte operador:

π : X −→ ℓA(s,q,r)(X)

x 7−→ (x, 0, 0, . . .)

Pela Proposição 2.8, π é uma imersão isométrica. Porém, como π(X) = F , segue que

X é espaço de Banach.

A próxima proposição estabelece a relação entre espaços de sequência anisotrópica
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através de seus ı́ndices.

Proposição 2.11. Se r2 ≤ r1 ≤ s1 ≤ s2, q1 ≤ q2 < s2 e q1 < s1, então, para todo

espaço de Banach X,

ℓA(s1,q1,r1)(X)
1
↪→ ℓA(s2,q2,r2)(X). (2.9)

Demonstração. Considere (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s1,q1,r1)(X) e (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr1(X). Como q1 ≤ q2 e

s1 ≤ s2, segue da monotonicidade das normas p que

 ∞∑
j=1

( ∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s2
) 1

s2

q2
1
q2

≤

 ∞∑
j=1

( ∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s1
) 1

s1

q2
1
q2

≤

 ∞∑
j=1

( ∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s1
) 1

s1

q1
1
q1

.

Portanto, podemos concluir que para todo (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr1(X

∗), tem-se

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s2
) q2

s2

 1
q2

≤

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s1
) q1

s1

 1
q1

<∞. (2.10)

Porém, como r2 ≤ r1, temos que ℓr2(X
∗) ⊆ ℓr1(X

∗). Com isso, (2.10) é valida para

toda (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr2(X

∗), o que implica em (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s2,q2,r2)(X). Além disso, observe

que para qualquer (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr2

(X∗), temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s2
) q2

s2

 1
q2

≤ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr1 (X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s1
) q1

s1

 1
q1

.

Consequentemente,

sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr2 (X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s2
) q2

s2

 1
q2

≤ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr1 (X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s1
) q1

s1

 1
q1

.

Sendo assim, ∥ · ∥A(s2,q2,r2) ≤ ∥ · ∥A(s1,q1,r1). Portanto, ℓ
A
(s1,q1,r1)

(X)
1
↪→ ℓA(s2,q2,r2)(X).

2.2.2 Resultados de Coincidência do espaço ℓA(s,q,r)(X)

Neste subseção temos o interesse em fornecer condições para que o espaço ℓA(s,q,r)(X)

coincida com os demais espaços envolvidos em (2.6). Para isso, apresentemos primei-

ramente alguns fatos relevantes. Dado x ∈ X, como estamos considerando r ≤ s, para
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cada (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), podemos garantir o seguinte:

(
∞∑
k=1

|x∗k(x)|
s

) 1
s

≤ ∥x∥

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥
s

) 1
s

= ∥x∥ ∥(x∗k)∞k=1∥s ≤ ∥x∥ ∥(x∗k)∞k=1∥r <∞.

Isso nos mostra que (x∗k(x))
∞
k=1 ∈ ℓs. Mediante a esse fato, poderemos formular o

próximo resultado que irá nos fornecer uma aplicação linear cont́ınua que será de grande

importância em resultados futuros.

Proposição 2.12. Para cada x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), a aplicação Ψx∗ : X → ℓs dada

por

Ψx∗(x) := (x∗k(x))
∞
k=1,

é bem definida, linear, cont́ınua e satisfaz ∥Ψx∗∥ ≤ ∥(x∗k)∞k=1∥r.

Demonstração. Como (x∗k(x))
∞
k=1 ∈ ℓs para todo x ∈ X, podemos dizer que Ψx∗ está

bem definida. Dados x, y ∈ X e λ ∈ K, como x∗k ∈ X∗ para todo k ∈ N, segue que

Ψx∗(λx+ y) = (x∗k(λx+ y))∞k=1 = λ(x∗k(x))
∞
k=1 + (y∗k(x))

∞
k=1 = λΨx∗(x) + Ψx∗(y),

ou seja, Ψx∗ é linear. Além disso,

∥Ψx∗(x)∥s = ∥(x∗k(x))∞k=1∥s =

(
∞∑
k=1

|x∗k(x)|s
) 1

s

≤

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥s
) 1

s

∥x∥. (2.11)

Logo, como Ψx∗ é linear, podemos dizer que Ψx∗ é cont́ınua. Por fim, sabendo que

r ≤ s, pela desigualdade (2.11),

∥Ψx∗(x)∥s ≤

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥r
) 1

r

∥x∥ = ∥(x∗k)∞k=1∥r∥x∥.

Aplicando o supremo com relação a x ∈ BX , conclúımos que ∥Ψx∗∥ ≤ ∥(x∗k)∞k=1∥r.

Teorema 2.13. Seja X espaço de Banach. Então,

ℓA(s,q,r)(X) = ℓwq (X) ⇔ Ψx∗ ∈ Πq(X; ℓs), ∀ x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗).

Demonstração. Vamos supor que ℓA(s,q,r)(X) = ℓwq (X). Com isso, dada (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwq (X),

temos que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Logo, por definição, dada (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

<∞.
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Tomando x∗ = (x∗k)
∞
k=1 e sabendo que Ψx∗(x) = (x∗k(x))

∞
k=1, obtemos

(
∞∑
j=1

∥Ψx∗(xj)∥qs

) 1
q

=

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

<∞.

Logo, Ψx∗ ∈ Πq(X; ℓs) para todo x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗).

Reciprocamente, se Ψx∗ ∈ Πq(X; ℓs) para todo x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), então dado

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓwq (X) segue que (Ψx∗(xj))

∞
j=1 = ((x∗k(xj))

∞
k=1)

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓs) para toda (x

∗
k)

∞
k=1 ∈

ℓr(X
∗). Logo, (xj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Com isso, ℓwq (X) ⊆ ℓA(s,q,r)(X). Portanto, pela

Proposição 2.9, ℓwq (X) = ℓA(s,q,r)(X).

Com o objetivo de abordar um Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para o espaço

das sequências anisotrópicas (s, q, r)-somáveis, iremos apresentar dois lemas a seguir.

Lema 2.14. Se (xj)
∞
j=1 ∈ ℓws (X), então

(
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|x∗k(xj)|
s

) 1
s

≤ ∥(x∗k)∞k=1∥r
∥∥(xj)∞j=1

∥∥
w,s
, ∀ (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). (2.12)

Demonstração. Dada (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), como r ≤ s, temos

(
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|x∗k(xj)|
s

) 1
s

=

(
∞∑
k=1

∞∑
j=1

|x∗k(xj)|
s

) 1
s

=

(
∞∑
k=1

∥x∗k∥
s

∞∑
j=1

∣∣∣∣ x∗k∥x∗k∥
(xj)

∣∣∣∣s
) 1

s

≤
∥∥(xj)∞j=1

∥∥
w,s

∥(x∗k)∞k=1∥s
≤
∥∥(xj)∞j=1

∥∥
w,s

∥(x∗k)∞k=1∥r .

Lema 2.15. Sejam s, q ∈ [1,∞) e (xj)
∞
j=1 ∈ ℓws (X)\ℓs(X) de modo que 1

q
= 1

s
+ 1

t
, com

t > 0. Se para cada (aj)
∞
j=1 ∈ ℓ t

q
tivermos

∞∑
j=1

|aj| ∥xj∥q < ∞, então (∥xj∥q)∞j=1 ∈ ℓ s
q
,

ou seja, (∥xj∥)∞j=1 ∈ ℓs.

Demonstração. Inicialmente vamos considerar

ϕ : ℓ t
q

−→ K

(aj)
∞
j=1 7−→

∞∑
j=1

aj∥xj∥q
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Como
∞∑
j=1

aj∥xj∥q ≤
∞∑
j=1

|aj|∥xj∥q para todo (aj)
∞
j=1 ∈ ℓ t

q
, pela hipótese, podemos dizer

que ϕ está bem definido. É claro que ϕ é linear. Vejamos agora a continuidade. Para

isso, vamos considerar (an)∞n=1 uma sequência em ℓ t
q
, sendo an = (anj )

∞
j=1 para cada

n ∈ N, de modo que an → a em ℓ t
q
, com a = (aj)

∞
j=1 ∈ ℓ t

q
. Pelo fato de ℓ t

q
ser espaço

vetorial podemos dizer que (an − a) ∈ ℓ t
q
para todo n ∈ N. Dáı, usando novamente a

hipótese, segue que
∞∑
j=1

|anj − aj|∥xj∥q <∞, ∀n ∈ N.

Pelo Critério de Cauchy, dado ϵ > 0, existe k0 ∈ N de modo que

∞∑
j=k0+1

|anj − aj|∥xj∥q <
ϵ

2
. (2.13)

Por outro lado, como an → a em ℓ t
q
, para ϵ1 = ϵ

2
·

(
k0∑
j=1

∥xj∥q
)−1

, existe n0 ∈ N de

modo que

n ≥ n0 ⇒ ∥an − a∥ t
q
< ϵ1.

Porém, sabemos que ℓ t
q

1
↪→ ℓ∞. Sendo assim,

n ≥ n0 ⇒ |anj − aj| < ϵ1, ∀j ∈ N.

Logo, podemos concluir que

n ≥ n0 ⇒
k0∑
j=1

|anj − aj|∥xj∥q ≤ ϵ1 ·
k0∑
j=1

∥xj∥q =
ϵ

2
. (2.14)

Com isso, dado n ≥ n0, segue das equações (2.13) e (2.14) que

|ϕ(an)− ϕ(a)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

anj ∥xj∥q −
∞∑
j=1

aj∥xj∥q
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

(anj − aj)∥xj∥q
∣∣∣∣∣

≤
∞∑
j=1

|anj − aj|∥xj∥q

=

k0∑
j=1

|anj − aj|∥xj∥q +
∞∑

j=k0+1

|anj − aj|∥xj∥q
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<
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

Portanto, ϕ(an) → ϕ(a). Pela arbitrariedade do a, podemos concluir que ϕ é cont́ınua.

Por outro lado, 1 = 1
s
q
+ 1

t
q

. Assim, ℓ s
q
≃
(
ℓ t

q

)∗
. Portanto,

Φ : ℓ s
q

−→
(
ℓ t

q

)∗
b = (bj)

∞
j=1 7−→ Φb

com Φb((aj)
∞
j=1) =

∑∞
j=1 ajbj, é um isomorfismo isométrico. Sendo assim, como ϕ ∈(

ℓ t
q

)∗
, existe (bj)

∞
j=1 ∈ ℓ s

q
, tal que Φb = ϕ. Dáı, sendo ej os vetores canônicos, temos

bj = Φb(ej) = ϕ(ej) = ∥xj∥q, ∀j ∈ N.

Portanto, (∥xj∥q)∞j=1 ∈ ℓ s
q
.

Teorema 2.16. Um espaço de Banach X tem dimensão finita se, e somente se,

ℓA(s,q,r)(X) = ℓq(X).

Demonstração. Se X tem dimensão finita, então pela Proposição 1.3, ℓwq (X) = ℓq(X).

Assim, por (2.6), ℓA(s,q,r)(X) = ℓq(X). Para garantir a rećıproca vamos supor que X

seja um espaço de Banach de dimensão de infinita e mostrar que ℓA(s,q,r)(X)\ℓq(X) ̸= ∅.

Com efeito, pela Proposição 1.3, existe (xj)
∞
j=1 ∈ ℓws (X)\ℓs(X). Como q < s, existe

um número real t > 0 tal que
1

q
=

1

s
+

1

t
. (2.15)

Afirmação 2.1. Se (λj)
∞
j=1 ∈ ℓt, segue que (λjxj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X).

De fato, usando a desigualdade clássica de Hölder e o Lema 2.14, para cada (x∗k)
∞
k=1 ∈

ℓr(X
∗) temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(λjxj)|
s

) q
s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

|λj|q
(

∞∑
k=1

|x∗k(xj)|
s

) q
s

 1
q

≤

(
∞∑
j=1

|λj|t
) 1

t
(

∞∑
j=1

∞∑
k=1

|x∗k(xj)|
s

) 1
s

(2.12)

≤
∥∥(λj)∞j=1

∥∥
t

∥∥(xj)∞j=1

∥∥
w,s

∥(x∗k)∞k=1∥r .

Logo, (λjxj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X), isto é, a Afirmação 2.1 está provada. Por outro lado,

sabendo que (xj)
∞
j=1 /∈ ℓs(X) e utilizando o Lema 2.15, podemos garantir a existência
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de uma sequência (aj)
∞
j=1 ∈ ℓ t

q
tal que

∞∑
j=1

|aj| ∥xj∥q = ∞. (2.16)

Considerando a sequência (bj)
∞
j=1 =

(
|aj|

1
q

)∞
j=1

, temos (bj)
∞
j=1 ∈ ℓt. Pela Afirmação 2.1,

(bjxj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Por outro lado, (2.16) garante que (bjxj)

∞
j=1 /∈ ℓq(X). Portanto,

(bjxj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X)\ℓq(X).

Agora iremos demonstrar um dos resultados mais importantes envolvendo o espaço

ℓA(s,q,r)(X) que irá responder o Problema 2.2. Este resultado faz uso de uma caracte-

rização devida a B. Maurey para a norma ∥ · ∥m(s;q) (ver [30, Teorema 1.1]) e de uma

noção de medidas regulares. Para alcançar tal objetivo vamos agora definir essa noção

de medida e enunciar o resultado de B. Maurey.

Definição 2.3. Considere (Ω, X, µ) um espaço de probabilidade. Dado x ∈ Ω, a

medida definida por

δx(A) :=

{
1 se x ∈ A

0 se x /∈ A

é uma chamada medida de Dirac associada a x ∈ Ω. Além disso, dizemos que uma

medida µ é uma medida de probabilidade discreta em Ω se existem x1, . . . , xm ∈ Ω tais

que

µ =
m∑
k=1

vkδk

de modo que vk ⩾ 0, δk a medida de Dirac associada a xk para todo k ∈ {1, . . . ,m}, e
m∑
k=1

vk = 1.

Teorema 2.17. [30, Teorema 1.1] Sejam 0 < q < s e (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ∞(X). As seguintes

sentenças são equivalentes:

i) (xj)
∞
j=1 é m(s; q)-somável;

ii) Denotando porW (BX∗) o conjunto de todas as medidas de probabilidade regulares

definidas no σ-álgebra dos subconjuntos Borel de BX∗, quando este conjunto é

dotado da restrição a topologia estrela fraca de X∗, segue que((∫
BX∗

|x∗(xj)|s dµ(x∗)
) 1

s

)∞

j=1

∈ ℓq,

45



para toda µ ∈ W (BX∗). Neste caso,

∥(xj)∞j=1∥m(s;q) = sup
µ∈W (BX∗ )

∥∥∥∥∥∥
((∫

BX∗

|x∗(xj)|s dµ(x∗)
) 1

s

)∞

j=1

∥∥∥∥∥∥
q

.

Teorema 2.18. Seja X um espaço de Banach. Se 1 ≤ q < s, então

ℓm(s;q)(X) = ℓA(s,q,s)(X) e ∥(xj)∞j=1∥m(s;q) = ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,s).

Demonstração. Seja (xj)
∞
j=1 ∈ ℓm(s;q)(X). Agora considere a representação xj = λjuj,

para todo j ∈ N, com (λj)
∞
j=1 ∈ ℓs(q)′ e (uj)

∞
j=1 ∈ ℓws (X). Usando a desigualdade de

Hölder, temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|
s

) q
s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(λjuj)|
s

) q
s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

|λj|q
(

∞∑
k=1

|x∗k(uj)|
s

) q
s

 1
q

Hölder

≤

(
∞∑
j=1

|λj|s(q)
′

) 1
s(q)′

(
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|x∗k(uj)|
s

) 1
s

(2.12)

≤
∥∥(λj)∞j=1

∥∥
s(q)′

∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,s

∥(x∗k)∞k=1∥s .

Logo (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,s)(X). Além disso, tomando o supremo sobre (x∗k)

∞
k=1 ∈ Bℓs(X∗)

obtemos

∥∥(xj)∞j=1

∥∥
A(s,q,s)

≤
∥∥(λj)∞j=1

∥∥
s(q)′

∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,s
.

Pela propriedade de ı́nfimo, podemos concluir que

∥∥(xj)∞j=1

∥∥
A(s,q,s)

≤ ∥(xj)∞j=1∥m(q;s). (2.17)

Agora consideremos (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,s)(X). Pela definição de ∥ · ∥A(s,q,s), para toda

(y∗k)
∞
k=1 ∈ ℓs(X

∗), temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|y∗k(xj)|
s

) q
s

 1
q

≤ ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,s)∥(y∗k)∞k=1∥s.
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Em particular, para quaisquer y∗1, . . . , y
∗
m ∈ BX∗ e n ∈ N, podemos dizer que

 n∑
j=1

(
m∑
k=1

|y∗k(xj)|
s

) q
s

 1
q

≤ ∥(xj)nj=1∥A(s,q,s)∥(y∗k)mk=1∥s. (2.18)

Com isso, considere µ uma medida de probabilidade discreta sobre BX∗ . Logo, por

definição, existem x∗1, . . . , x
∗
m ∈ BX∗ de modo que µ =

m∑
k=1

vkδk com δk a medida de

Dirac associada a x∗k, para cada k ∈ N. Desta forma, segue da definição de integral que

∫
BX∗

|x∗(xj)|sdµ(x∗) =
m∑
k=1

|x∗k(xj)|svk =
m∑
k=1

∣∣∣v 1
s
k x

∗
k(xj)

∣∣∣s , ∀j ∈ N. (2.19)

Observemos que
∥∥∥v 1

s
k x

∗
k

∥∥∥ ≤
∥∥∥(v 1

s
k x

∗
k

)m
k=1

∥∥∥
s
≤ 1 para qualquer k ∈ {1, . . . ,m}. Com

efeito, pela definição da norma s a primeira desigualdade é verificada. Por outro lado,

sabendo que
m∑
k=1

vk = 1, vk ≥ 0 e ∥x∗k∥ = 1 para todo k, podemos provar segunda

desigualdade da seguinte maneira:

∥∥∥(v 1
s
k x

∗
k

)m
k=1

∥∥∥
s

=

(
m∑
k=1

∥∥∥v 1
s
k x

∗
k

∥∥∥s) 1
s

=

(
m∑
k=1

vk ∥x∗k∥
s

) 1
s

≤

(
m∑
k=1

vk

) 1
s

= 1.

Sendo assim, por (2.18) e (2.19), para cada n ∈ N, temos

(
n∑

j=1

(∫
BX∗

|x∗(xj)|sdµ(x∗)
) q

s

) 1
q

=

 n∑
j=1

(
m∑
k=1

∣∣∣v 1
s
k x

∗
k(xj)

∣∣∣s) q
s

 1
q

≤ ∥(xj)nj=1∥A(s,q,s) ·
∥∥∥(v 1

s
k x

∗
k

)m
k=1

∥∥∥
s

≤ ∥(xj)nj=1∥A(s,q,s).

Logo, como W (BX∗) é o conjunto de todas as medidas de probabilidade regulares

definidas na σ-álgebra dos subconjuntos de BX∗ , podemos dizer que

(
n∑

j=1

(∫
BX∗

|x∗(xj)|s dµ(x∗)
) q

s

) 1
q

≤ ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,s) <∞ (2.20)

para toda medida de probabilidade discreta µ ∈ W (BX∗). Porém, neste caso, as
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medidas discretas são densas em W (BX∗) com relação à topologia fraca definida por

C(BX∗) (ver [23, Proposition 437K and Exercise 437X (g)]). Desta maneira, podemos

concluir que (2.20) é válida para toda medida emW (BX∗). Sendo assim, pelo Teorema

2.17, podemos dizer que ℓA(s,q,s)(X) ⊆ ℓm(s;q)(X) e

∥(xj)∞j=1∥m(s;q) ≤ ∥(xi)∞j=1∥A(s,q,s). (2.21)

Portanto, por (2.17) e (2.21), podemos concluir que

ℓm(s;q)(X) = ℓA(s,q,s)(X) e ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,s) = ∥(xj)∞j=1∥m(s;q).

Observação 2.3. Vale ressaltar os seguintes comentários com respeito ao Teorema

2.18:

i) Em [38] é provado que ℓm(s;s)(X) = ℓws (X). Por outro lado, pelo Corolário 2.5

ℓA(s,s,s)(X) = ℓws (X), ou seja, ℓm(s;s)(X) = ℓA(s,s,s)(X). Portanto, podemos concluir

que o Teorema 2.18 também é válido para o caso q = s.

ii) O Teorema 2.18 juntamente com o Teorema 2.13 estabelecem uma caracterização

para o espaço ℓm(s;q)(X), que até onde sabemos não está presente na literatura.

iii) Os Teoremas 2.18 e 2.16 estabelecem um Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers

para o espaço de sequências mistas (s; q)-somáveis. Porém, este resultado já foi

comprovado em [30, Theorem 2.1].

2.2.3 Outras importantes propriedades do espaço ℓA(s,q,r)(X)

Em [7] foi elaborada uma teoria abstrata constrúıda com o intuito de lidar com ideais

de operadores lineares e multilineares caracterizados pela transformação de sequências

com valores vetoriais unificando tais propriedades. Tal estrutura é chamada classe de

sequências. Além da construção, os resultados e exemplos presentes no artigo [7] e nas

referências [1, 3, 8, 6, 9, 10, 39] nos trazem diversas aplicações do ambiente de classes de

sequências que mostram sua versatilidade para a teoria de operadores. Iremos provar

nesta subseção que o espaço ℓA(s,q,r)(X) goza de tais propriedades. Mas antes vejamos

a definição de tais conceitos.

Definição 2.4. Uma classe de sequência é uma regra X 7−→ Z(X) que atribui a cada

espaço Banach X a um espaço de Banach Z(X) de modo que Z(X) ⊆ XN. Além disso,

as seguintes condições devem ser satisfeitas
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i) c00(X) ⊆ Z(X);

ii) Z(X)
1
↪→ ℓ∞(X);

iii) ∥ej∥X(K) = 1 para todo j ∈ N.

Uma classe de sequênciasX 7−→ Z(X) é dita finitamente determinada quando (xj)
∞
j=1 ∈

Z(X) se, e somente se, sup
n∈N

∥(xj)nj=1∥Z(X) <∞. Além disso, devemos ter

∥(xj)∞j=1∥Z(X) = sup
n∈N

∥(xj)nj=1∥Z(X).

Dizemos que X 7−→ Z(X) é linear estável se dados (xj)
∞
j=1 ∈ Z(U) e u ∈ L(U ;X),

tem-se (u(xj))
∞
j=1 ∈ Z(X) e, neste caso, o operador induzido

û : Z(U) −→ Z(X)

(xj)
∞
j=1 7−→ (u(xj))

∞
j=1

está bem definido, é cont́ınuo e satisfaz ∥u∥ = ∥û∥.

Antes de provarmos que ℓA(s,q,r)(X) satisfaz todos os itens da definição anterior,

vejamos um lema auxiliar.

Lema 2.19. ([32, Lema 2.4.10 ]) Se X e Y são conjuntos não vazios e F : X×Y → R
é uma função, então

sup
x∈X

sup
y∈Y

F (x, y) = sup
y∈Y

sup
x∈X

F (x, y).

Teorema 2.20. A correspondência X 7→ ℓA(s,q,r)(X) é uma classe de sequências linear

estável e finitamente determinada.

Demonstração. Pela Proposição 2.8 e a Observação 2.2 podemos dizer que c00(X) ⊆
ℓA(s,q,r)(X)

1
↪→ ℓ∞(X). Por outro lado, como ∥ej∥q = ∥ej∥w,q = 1, segue da Proposição

2.9 que ∥ej∥A(s,q,r) = 1. Sendo assim, X 7→ ℓA(s,q,r)(X) é uma classe de sequências.

Agora, dado (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), temos (x∗k ◦ u)∞k=1 ∈ ℓr(U
∗) para todo u ∈ L(U ;X).

Desta forma, considerando (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U), temos

∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|(x∗k ◦ u)(xj)|s
) q

s

<∞.

Logo, (u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Agora defina o seguinte operador induzido

û : ℓA(s,q,r)(U) −→ ℓA(s,q,r)(X)

(xj)
∞
j=1 7−→ (u(xj))

∞
j=1.
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Pelo que mostramos, û está bem definido. Além disso, como
(
x∗k ◦ u

∥u∥

)∞
k=1

∈ Bℓr(U∗),

para todo (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗), podemos dizer que

∥û∥ = sup
(xj)∞j=1∈BℓA

(s,q,r)
(U)

∥û((xj)∞j=1)∥A(s,q,r)

= sup
(xj)∞j=1∈BℓA

(s,q,r)
(U)

∥(u(xj))∞j=1∥A(s,q,r)

= sup
(xj)∞j=1∈BℓA

(s,q,r)
(U)

 sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(u(xj))|s
) q

s

 1
q


= ∥u∥ sup

(xj)∞j=1∈BℓA
(s,q,r)

(U)

 sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

∣∣∣∣(x∗k ◦ u

∥u∥

)
(xj)

∣∣∣∣s
) q

s

 1
q


≤ ∥u∥ sup

(xj)∞j=1∈BℓA
(s,q,r)

(U)

∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r)

≤ ∥u∥.

Por outro lado, se tomarmos x ∈ BU e (xj)
∞
j=1 = (x, 0, 0, . . .), sabemos que ∥(xj)∞j=1∥q ≤

1. Assim, pela Proposição 2.9, ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r) ≤ 1. Observe também que, para qual-

quer φ ∈ BX∗ , temos (x∗k)
∞
k=1 = (φ, 0, 0, . . .) ∈ Bℓr(X∗). Portanto,

|φ(u(x))| =

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(u(xj))|s
) q

s

 1
q

≤ ∥(u(xj))∞j=1∥A(s,q,r), ∀x ∈ BU .

Logo, pela Proposição 1.3, tem-se

∥u(x)∥ = sup
φ∈BX∗

|φ(u(x))| ≤ ∥(u(xj))∞j=1∥A(s,q,r) = ∥û((xj)∞j=1)∥A(s,q,r) ≤ ∥û∥, ∀x ∈ BX .

Desta forma, ∥u∥ ≤ ∥û∥. Portanto, ∥u∥ = ∥û∥. Sendo assim, a classe de sequências

X 7→ ℓA(s,q,r)(X) é linear estável. Por fim, vamos supor que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Com

isso, dado n ∈ N, temos

n∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

≤
∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

.

para toda (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). Logo, podemos dizer que

sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 n∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

≤ sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|s
) q

s

 1
q

.
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Assim, para qualquer n ∈ N, temos

∥(xj)nj=1∥A(s,q,r) ≤ ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r).

Portanto,

sup
n∈N

∥(xj)nj=1∥A(s,q,r) ≤ ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r) <∞.

Reciprocamente, pelo Lema 2.19, podemos dizer que

sup
n∈N

∥(xj)nj=1∥A(s,q,r) = sup
n∈N

 sup
(x∗

k)
∞
k=1∈ℓr(X∗)

 n∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|q
)s/q

1/s


= sup
(x∗

k)
∞
k=1∈ℓr(X∗)

sup
n∈N

 n∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|q
)s/q

1/s


= sup
(x∗

k)
∞
k=1∈ℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(xj)|q
)s/q

1/s

= ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r).

Logo, (xj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X) sempre que sup

n∈N
∥(xj)nj=1∥A(s,q,r) <∞. Além disso, provamos

também que

sup
n∈N

∥(xj)nj=1∥A(s,q,r) = ∥(xj)∞j=1∥A(s,q,r).

Sendo assim, a classe de sequências X 7→ ℓA(s,q,r)(X) é finitamente determinada.

Para encerrar esta subseção, comentemos o impacto do Teorema 2.18 em nosso

estudo. Como mencionamos anteriormente, a norma do espaço ℓm(s;q)(X) é originalmente

definida por um ı́nfimo e isso dificulta o trabalhar no ambiente de classe de sequências.

Por exemplo, não sabemos se ℓm(s;q)(X) é finitamente determinado. Mesmo a palavra

”somável”na definição de sequências mistas (s; q)-somáveis não faz sentido, uma vez

que a expressão ∥ · ∥m(s;q) não envolve uma série. O resultado do Teorema 2.18 na

verdade introduz uma norma alternativa no espaço ℓm(s;q)(X) que nos leva ao ambiente

de classe de sequências (através do Teorema 2.20) e todo o seu conjunto de ferramentas

úteis para o estudo de operadores somantes.

2.3 Operadores associados ao espaço ℓA(s,q,r)(X)

Motivado pela cadeia de inclusões 2.6, estudaremos nesta seção duas novas classes

de operadores que são caracterizadas por transformações de clássicas sequências com
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valores vetoriais e sequências anisotrópicas somáveis. No que se segue, 1 ≤ s, q, r, p <

∞ são números reais, X e U espaços de Banach e T ∈ L(U ;X).

2.3.1 Operador fracamente anisotrópico

A primeira classe de operadores será composta pelos operadores fracamente ani-

sotrópicos (s, q, r; p)-somantes. Tais operadores irão associar as sequências fracamente

p-somáveis com as anisotrópicas (s, q, r)-somáveis. Vejamos a definição de tal espaço.

Definição 2.5. Sejam 1 ≤ p ≤ q < s, 1 ≤ r ≤ s números reais e T ∈ L(U ;X).

Dizemos que T é um operador é fracamente anisotrópico (s, q, r; p)-somante se

(T (uj))
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X) sempre que (uj)

∞
j=1 ∈ ℓwp (U),

isto é, o operador induzido T̂ : ℓwp (U) → ℓA(s,q,r)(X), dado por T̂ ((uj)
∞
j=1) = (T (uj))

∞
j=1,

está bem definido. Denotaremos por WA
(s,q,r;p)(U ;X) o espaço de todos os operadores

fracamente anisotrópico (s, q, r; p)-somantes de U em X.

Observação 2.4. Note que:

1) Como ℓA(s,q,r)(X) é um espaço vetorial, é posśıvel mostrar que WA
(s,q,r;p)(U ;X) é

um espaço vetorial.

2) Se r > s, então pela Proposição 2.3 ℓA(s,q,r)(X) = {0}, onde 0 está representando a

sequência nula. Neste caso, uma vez que todo operador fracamente anisotrópico

somante é linear, teŕıamos WA
(s,q,r;p)(U ;X) = {0}, onde 0 representa, neste caso,

o operador nulo.

3) Se s ≤ q, então pelo Corolário 2.5 ℓwq (X) = ℓA(s,q,r)(X). Nesta caso, por definição,

WA
(s,q,r;p)(U ;X) = Πp,q(U ;X).

Proposição 2.21. Quando p > q, o único operador fracamente anisotrópico (s, q, r; p)-

somante de U em X é o nulo.

Demonstração. Primeiramente vamos supor que WA
(s,q,r;p)(U ;X) ̸= {0}, onde 0 repre-

senta, neste caso, o operador nulo. Como, por hipótese, p > q, pelo que comentamos

na Observação 1.2 item (II), existe (λj)
∞
j=1 ∈ ℓp\ℓq. É claro que (λju)

∞
j=1 ∈ ℓwp (U)

qualquer que seja u ∈ U . Então, dado T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X) − {0}, existe u ∈ U de

modo que T (u) ̸= 0. Além disso, por definição, temos

∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|λjx∗k(T (u))|q
)s/q

<∞ sempre que (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). (2.22)
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Considerando em (2.22) a sequência (x∗k)
∞
k=1 = (x∗, 0, 0, . . .) ∈ ℓr(X

∗), com x∗ ∈ X∗,

obtemos

|x∗(T (u))|
∞∑
j=1

|λj|s <∞.

Como |x∗(T (u))| ≠ 0, podemos concluir que

∞∑
j=1

|λj|s <∞,

ou seja, (λj)
∞
j=1 ∈ ℓs, o que é uma contradição. Logo, WA

(s,q,r;p)(U ;X) = {0}.

Veja que nas hipóteses da Observação 2.4 ou da Proposição 2.21, WA
(s,q,r;p)(U ;X)

resulta em espaços já conhecidos. Esse é o motivo pelo qual, na Definição 2.5, são

impostas condições sobre os ı́ndices s, q, r e p.

Agora vamos apresentar caracterizações para que um operador seja fracamente ani-

sotrópico (s, q, r; p)-somantes. Mediante essas caracterizações, definiremos uma norma

para WA
(s,q,r;p)(U ;X) e mostraremos que tal espaço é de Banach. Para auxiliar na de-

mostração das caracterizações, enunciaremos o caso n = 1 da Proposição 2.4 presente

em [7].

Proposição 2.22. Sejam H1 e H2 classes de sequências. Os seguintes itens são equi-

valentes para qualquer operador linear cont́ınuo A ∈ L(E,F ).

a) (A(xj))
∞
j=1 ∈ H2(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ H1(E);

b) O operador induzido Â : H1(E) → H2(F ), dado por Â((xj)
∞
j=1) = (A(xj))

∞
j=1,

esta bem definido, é cont́ınuo e linear.

Além disso, no caso em que H1 e H2 são finitamente determinadas, podemos

dizer que as condições acima também são equivalentes a condição (c) abaixo:

c) Existe uma constante C > 0 de modo que

∥(A(xj))kj=1∥H2(F ) ≤ C∥(xj)kj=1∥H1(E) (2.23)

para todos k ∈ N e x1, . . . , xj ∈ E. Neste caso,

∥Â∥ = inf{C ; satisfaz (2.23)}.

Proposição 2.23. Sejam X,U espaços de Banach e T ∈ L(U ;X). As seguintes

sentenças são equivalentes:

(i) O operador T é fracamente anisotrópico (s, q, r; p)-somante;
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(ii) Existe uma constante D > 0 tal que∥∥∥(T (uj))∞j=1

∥∥∥
A(s,q,r)

≤ D
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

(2.24)

sempre que (uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (U);

(iii) Existe uma constante D > 0 tal que∥∥∥(T (uj))mj=1

∥∥∥
A(s,q,r)

≤ D
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

(2.25)

para quaisquer m ∈ N e u1, . . . , um ∈ U .

(iv) Existe uma constante D > 0 tal que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D ∥(x∗k)∞k=1∥r
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

(2.26)

para todos (uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (U) e (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗).

(v) Existe uma constante D > 0 tal que

 m∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D ∥(x∗k)∞k=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

(2.27)

para todos m ∈ N, u1, . . . , um ∈ U e (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗).

(vi) Existe uma constante D > 0 tal que

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D ∥(x∗k)nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

(2.28)

para todos m,n ∈ N, u1, . . . , um ∈ U e x∗1, . . . , x
∗
n ∈ X∗.

O ı́nfimo de todas as constantes D satisfazendo uma das desigualdades anteriores

será denotado por wA
(s,q,r;p)(T ) e define uma norma para WA

(s,q,r;p)(U ;X).

Demonstração. Como ℓA(s,q,r)(·) e ℓwp (·) são classes de sequências finitamente determi-

nadas, pela Proposição 2.22, (i), (ii) e (iii) são equivalentes e wA
(s,q,r;p)(·) define uma

norma sobre WA
(s,q,r;p)(U ;X).
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(ii) ⇒ (iv). Por hipótese, podemos dizer que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

∣∣∣∣ x∗k
∥(x∗k)∞k=1∥r

(T (uj))

∣∣∣∣s
) q

s

 1
q

≤ D
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

para todos (uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (U) e (x∗k)

∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). Logo,

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D ∥(x∗k)∞k=1∥r
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

,∀(uj)∞j=1 ∈ ℓwp (U).

Portanto, (iv) é válida.

(iv) ⇒ (v). Basta observar que c00(U) ⊆ ℓwp (U).

(v) ⇒ (vi). Basta observar que c00(X
∗) ⊆ ℓr(X

∗).

(vi) ⇒ (ii). Consideremos (uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (U) e (x∗k)

∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗). Dáı, por hipótese,

existe uma constante D > 0 tal que

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D ∥(x∗k)nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

para todos m,n ∈ N. Assim, podemos dizer que

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D ∥(x∗k)∞k=1∥r
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

para todos m,n ∈ N. Logo,

sup
n∈N

sup
m∈N

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

.

Isso implica que

sup
n∈N

 ∞∑
j=1

(
n∑

k=1

|x∗k (T (uj))|
s

) q
s

 1
q

≤ D
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

.

Dáı, como ℓA(s,q,r)(·) é finitamente determinada, segue que

∥T (uj)∥A(s,q,r) ≤ D
∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

.
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Assim, o resultado está provado.

Para um operador T ∈ L(U ;X∗), onde o contradomı́nio é um espaço espaço dual,

podemos formular a seguinte caracterização.

Corolário 2.24. Seja T ∈ L(U ;X∗). Então, T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X

∗) se, e somente se,

existe D > 0 de modo que

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|(T (uj)(xk))|s
) q

s

 1
q

≤ D ∥(xk)nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

(2.29)

para todos m,n ∈ N, u1, . . . , um ∈ U e x1, . . . , xn ∈ X. Nesta caso, wA
(s,q,r;p)(T ) é igual

ao ı́nfimo das constantes D.

Demonstração. Primeiramente vamos supor que T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X

∗). Se u1, . . . , um ∈
U e x1, . . . , xn ∈ X, podemos observar que, para cada k ∈ {1, . . . , n} e j ∈ {1, . . . ,m},
temos

|T (uj)(xk)| = |J(xk)(T (uj))| ,

onde J : X → X∗∗ é o mergulho canônico. Sendo assim, por (2.28), existe D > 0 de

modo que

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|(T (uj)(xk))|s
) q

s

 1
q

=

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|(J(xk)(T (uj)))|s
) q

s

 1
q

≤ D ∥(J(xk))nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

= D ∥(xk)nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

.

Reciprocamente, vamos considerar u1, . . . , um ∈ U e x∗∗1 , . . . , x
∗∗
n ∈ X∗∗. Assim, tome-

mos M e N , respectivamente, como os espaços de todas as combinação lineares finitas

dos elementos {x∗∗1 , . . . , x∗∗n } e {T (u1), . . . , T (um)}, isto é,

M = span{x∗∗1 , . . . , x∗∗n } ⊆ X∗∗

e

N = span{T (u1), . . . , T (um)} ⊆ X∗.

Desta forma, pelo Prinćıpio da Reflexividade Local (ver [20, 8.16 Principle of Local

Reflexivity]), para todo ϵ > 0, existe R ∈ L(M ;X), com ∥R∥ ≤ 1 + ϵ, de modo que

y∗(R(x∗∗)) = x∗∗(y∗)
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para todos y∗ ∈ N e x∗∗ ∈M . Em particular,

T (uj)(R(x
∗∗
k )) = x∗∗k (T (uj))

para quaisquer k ∈ {1 . . . , n} e j ∈ {1 . . . ,m}. Sendo assim, por hipótese, podemos

obter D > 0 tal que

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|x∗∗k (T (uj))|s
) q

s

 1
q

=

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|T (uj)(R(x∗∗k ))|s
) q

s

 1
q

≤ D ∥(R(x∗∗k ))nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

≤ D∥R∥ ∥(x∗∗k )nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

≤ D(ϵ+ 1) ∥(x∗∗k )nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

.

Dáı, pela arbitrariedade do ϵ, podemos concluir que

 m∑
j=1

(
n∑

k=1

|(x∗∗k (T (uj)))|s
) q

s

 1
q

≤ D ∥(x∗∗k )nk=1∥r
∥∥(uj)mj=1

∥∥
w,p

Sendo assim, T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X

∗). Além disso, pela Proposição 2.23, wA
(s,q,r;p)(T ) é

igual ao ı́nfimo das constantes D.

Vejamos agora alguns considerações imediatas com relação ao espaçoWA
(s,q,r;p)(U ;X).

Observação 2.5. a) Em [38, Seção 20], Pietsch abordou a classe dos operadores

mistos (s; q)-somantes. Tal classe associa as sequências fracamente p-somantes

com as mistas (s, q)-somantes, isto é, um operador T ∈ L(U ;X) é misto (s; q)-

somante se, e somente se,

(T (uj))
∞
j=1 ∈ ℓwp (X) sempre que (uj)

∞
j=1 ∈ ℓAs,q,r(U).

Com isso, pelo Teorema 2.18, a classe dos operadores fracamente anisotrópicos

(s, q, s; p)-somantes generaliza a classe de operadores mistos (s; q)-somantes, basta

tomar p = q.

b) Com p e q satisfazendo as condições da Definição 2.5, utilizando as inclusões do

espaço das sequências p-somáveis, é posśıvel garantir que Πq,p(U ;X) ⊆ WA
(s,q,r;p)(U ;X).

Além disso, pela Proposição 2.9, se T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X) e S ∈ Πq(X;Y ), então

S ◦ T ∈ Πq,p(U ;Y ).

O clássico teorema de inclusão (ver [20, Theorem 10.4]) garante que se 1 ≤ pj ≤
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qj <∞, para j ∈ {1, 2}, satisfazendo p1 ≤ p2 e q1 ≤ q2 e 1
p1

− 1
q1

≤ 1
p2

− 1
q2
, então

Πq1,p1(U ;X) ⊆ Πq2,p2(U ;X)

para quaisquer U,X ∈ BAN . Em particular, se p ≤ q, temos Πq(U ;X) ⊂ Πq,p(U ;X).

Assim, pela Observação 2.5 item (b) temos Πq(U ;X) ⊆ WA
(s,q,r;p)(U ;X). Agora iremos

melhorar esta inclusão provando que Πt ⊆ WA
(s,q,r;p)(U ;X) sempre que t > q e satisfizer

1
q
= 1

s
+ 1

t
.

Proposição 2.25. Seja t > q tal que 1
q
= 1

s
+ 1

t
. Se T ∈ Πt(U ;X), então T ∈

WA
(s,q,r;p)(U ;X).

Demonstração. Seja T ∈ Πt(U ;X). Dado (uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (U) ⊆ ℓwq (U), de [20, Lemma

2.23], existem sequências (λj)
∞
j=1 ∈ ℓt e (xj)

∞
j=1 ∈ ℓws (X) tais que Tuj = λjxj para todo

j ∈ N. No Theorem 2.18 vimos que (Tuj)
∞
j=1 = (λjxj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(X). Portanto, por

definição, T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X).

O próximo resultado fornece outra caracterização para operadores somantes fraca-

mente anisotrópicos usando o operador Ψx∗ definido na Proposição 2.12.

Teorema 2.26. As seguintes sentenças são equivalentes para T ∈ L(U ;X):

i) T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X).

ii) Ψx∗ ◦ T ∈ Πq,p(U ; ℓs) para toda x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗).

Além disso, se (i) for verificada (e consequentemente (ii)), então πq,p (Ψx∗ ◦ T ) =

wA
(s,q,r;p)(T ) para todo x∗ = (x∗k)

∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗).

Demonstração. Primeiramente, vamos observar que dada x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗) temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(Tuj)|s
) q

s

 1
q

=

(
∞∑
j=1

∥Ψx∗ ◦ T (uj)∥qs

) 1
q

(2.30)

para toda sequência (uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (U). Dáı, se T ∈ WA

(s,q,r;p)(U ;X), então por (2.26) e

(2.30), temos

(
∞∑
j=1

∥Ψx∗ ◦ T (uj)∥qs

) 1
s

≤ wA
(s,q,r;p)(T )

∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

.
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Logo, Ψx∗ ◦T ∈ Πq,p(U ; ℓs). Além disso, πq,p (Ψx∗ ◦ T ) ≤ wA
(s,q,r;p)(T ). Reciprocamente,

se Ψx∗ ◦ T ∈ Πq,p(U ; ℓs), então

(
∞∑
j=1

∥Ψx∗ ◦ T (uj)∥qs

) 1
q

≤ πq,p (Ψx∗ ◦ T ) ∥(uj)∞j=1∥w,q.

Sendo assim, por (2.30),

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(Tuj)|s
) q

s

 1
q

≤ πq,p

(
Ψ x∗

∥x∗∥r
◦ T
)
∥(uj)∞j=1∥w,q.

Portanto, por (2.26), T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X). Além disso, wA

(s,q,r;p)(T ) ≤ πq,p (Ψx∗ ◦ T ).
Logo, wA

(s,q,r;p)(T ) = πq,p (Ψx∗ ◦ T ).

Corolário 2.27. As seguintes sentenças são verificadas:

a) Se p1 ≤ q1 < s, p2 ≤ q2 < s, r ≤ s e 1
p1

− 1
q1

≤ 1
p2

− 1
q2
, então

WA
(s,q1,r,p1)

(U ;X)
1
↪→ WA

(s,q2,r,p2)
(U ;X).

b) Se Ψ x∗
∥x∗∥r

∈ Πq,p(X; ℓs) para cada x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗), então WA
(s,q,r;p)(U ;X) =

L(U ;X).

Demonstração. a) Considere T ∈ WA
(s,q1,r,p1)

(U ;X) e x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). Dessa

forma, como r ≤ s, podemos definir

Ψx∗,T : U −→ ℓs

u 7−→ (x∗k(T (u)))
∞
k=1

.

Note que Ψx∗,T = Ψx∗ ◦T . Assim, Pela Proposição 2.12, Ψx∗,T está bem definido,

é cont́ınuo e satisfaz

∥Ψx∗,T∥ ≤ ∥Ψx∗∥ · ∥T∥ ≤ ∥T∥ · ∥x∗∥r.

Por outro lado, como T ∈ WA
(s,q1,r,p1)

(U ;X), (T (uj))
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q1,r)(X) sempre que

(uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp1(U). Logo,

(Ψx∗,T (uj))
∞
j=1 = (Ψx∗ ◦ T (uj))∞j=1 ∈ ℓq1(ℓs).

Sendo assim, Ψx∗,T ∈ Πq1,p1(U ; ℓs). Com isso, a hipótese nos parâmetros junta-

mente com o Teorema de Inclusão nos garante que Ψx∗,T ∈ Πq2,p2(U ; ℓs). Ademais,
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pelo Teorema 2.26, podemos garantir que

π(q2,p2)(Ψx∗,T ) ≤ π(q1,p1)(Ψx∗,T ) = wA
(s,q1,r,p1)

(T ) · ∥x∗∥r.

Sendo assim, para toda (uj)
∞
j=1 ∈ ℓwp2(U), segue que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(T (uj))|s
) q2

s

 1
q2

≤ π(s,p2)(Ψx∗,T ) · ∥(uj)∞j=1∥p2,w

≤ wA
(s,q1,r,p1)

(T ) · ∥(x∗k)∞k=1∥r · ∥(uj)∞j=1∥p2,w.

Portanto, pela arbitrariedade de (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗) e a propriedade de ı́nfimo, a

proposição está provada.

b) Dado T ∈ L(U ;X), novamente pela propriedade de ideal dos operadores (s; p)-

somantes, temos Ψ x∗
∥x∗∥r

◦ T ∈ Πs,p(U ; ℓq) e portanto T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X).

O próximo resultado irá garantir que certas relações de inclusão envolvendo as

classes de sequências ℓA(s,q,r)(·) e ℓwp (·) nos fornece outro resultado de coincidência para

a classe de operadores fracamente anisotrópicos.

Proposição 2.28. Seja 2 ≤ q <∞ um número real. Então,

a) Se U tem cotipo 2 ≤ q <∞, então ℓw1 (U) ⊆ ℓA(s,q,r)(U).

b) Se U ou X tem cotipo 2 ≤ q <∞, então L(U ;X) = WA
(s,q,r;1)(U ;X).

Demonstração. a) Suponha que U tenha cotipo 2 ≤ q < ∞. Por [19, 24.7] ou [20,

Theorem 11.17], a aplicação identidade de U , a qual denotaremos por idU , é (q, 1)-

somante. Pela Observação 2.5, idU ∈ WA
(s,q,r;1)(U ;U), ou seja, ℓw1 (U) ⊆ ℓA(s,q,r)(U).

b) Se U tem cotipo 2 ≤ q < ∞, então, pela Proposição 2.9, podemos dizer que

ℓw1 (U) ⊆ ℓA(s,q,r)(U). Sendo assim, F ∈ WA
(s,q,r;1)(U ;X), para qualquer F ∈

L(U ;X), pois ℓA(s,q,r) é linear estável. Logo, L(U ;X) = WA
(s,q,r;1)(U ;X). Ana-

logamente para o caso X com cotipo q <∞.

Estamos interessado em apresentar um Teorema do tipo dominação de Pietsch

para a nova classe de operadores WA
(s,q,r;s)(U ;X). Para isso, iremos agora apresentar a

abordagem abstrata presente em [33, 36]. Sejam Y1, Y2, E e G conjuntos não-vazios,
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H uma famı́lia não vazia de aplicações com domı́nio Y1 e contradomı́nio Y2 e K um

espaço topológico de Hausdorff compacto. Consideremos também

R : K × E ×G −→ [0,∞) e S : H× E ×G −→ [0,∞)

aplicações de modo que

Rx,b : K −→ [0,∞)

φ 7−→ Rx,b(φ) = R(φ, x, b)

seja cont́ınua. Para todos p ∈ (0,∞), dizemos que f ∈ H é RS-abstrato p-somante se

existir uma constante C > 0 de modo que

(
m∑
j=1

S(f, xj, bj)
p

) 1
p

≤ C sup
φ∈K

(
m∑
j=1

R(φ, xj, bj)
p

) 1
p

, (2.31)

para todos x1, . . . , xm ∈ E, b1, . . . , bm ∈ G em ∈ N. O ı́nfimo sobre as constantes C será

denotado por πRS,p(f). Nessas condições e tomando G um espaço de Banach, podemos

enunciar o seguinte resultado (que é conhecido como verão abstrata do Teorema de

Pietsch):

Teorema 2.29 (Theorem 3.1, [33]). Uma aplicação f ∈ H é RS-abstrata p-somante

se, e somente se, existe uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade

µ nos borelianos de K tal que

S(f, x, b) ≤ C

(∫
K

R(φ, x, b)pdµ(φ)

) 1
p

para todos x ∈ E e b ∈ G. Além disso, o ı́nfimo sobre as constantes C é igual a

πRS,p(f).

Teorema 2.30. Sejam U e X espaços de Banach e T ∈ L(U ;X). O operador T é

fracamente anisotrópico (s, p, r; p)-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e uma medida regular de probabilidade µ nos borelianos de BU∗, com a topologia

fraca estrela, tais que

∥ψx∗(T (u))∥s ≤ C

∫
BU∗

|u∗(u)|p dµ(u∗)

 1
p

(2.32)

para cada x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗) e para todo u ∈ U . Além disso, wA

(s,q,r;s) (T ) =

inf{C;C satisfaz (2.32)}.
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Demonstração. Mediante as notações do Teorema 2.29, para cada x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈

Bℓr(X∗), vamos considerar:

H = L(U ;X), E = U × {x∗}, G = R e K = BU∗ ,

com K munido da topologia fraca estrela. O clássico Teorema de Banach-Alaoglu-

Bourbaki ([11, Teorema 6.3.9.]) garante que BU∗ é compacta na topologia fraca-estrela,

isto é, K é compacto e Hausdorff. Além disso, vamos definir

S(T, (u,x∗), b) = ∥Ψx∗(T (u))∥s

e

R(φ, (u,x∗), b) = |φ(u)|.

Note que se (φj)
∞
j=1 converge fraca estrela para φ em BU∗ , então, para qualquer u ∈ U ,

(φj(u))
∞
j=1 converge para φ(u), ou seja, (R(u,x∗),b(φj))

∞
j=1 converge para (R(u,x∗),b(φ)).

Como BU∗ é munido com a topologia fraca estrela, podemos concluir que a aplicação

R(u,x∗),b é cont́ınua. Além disso, por definição, note também que

T é RS-abstrato p-somante ⇐⇒

(
m∑
j=1

∥Ψx∗(T (u))∥ps

) 1
p

≤ C sup
φ∈K

(
m∑
j=1

|φ(u)|p
) 1

p

.

Ou seja, T é RS-abstrato p-somante se, e somente se, Ψx∗ ◦T é um operador p-somante

para todo x∗ ∈ Bℓr(X∗). Desta forma, pelo Teorema 2.26, podemos dizer que

T é RS-abstrato p-somante ⇐⇒ T ∈ WA
(s,p,r;p)(U ;X).

Sendo assim, utilizando o Teorema 2.29, podemos inferir que T ∈ WA
(s,p,r;p)(U ;X)

se, e somente se existem uma constante positiva C > 0 e uma medida regular de

probabilidade µ nos borelianos de BU∗ , com a topologia fraca estrela, tais que

∥ψx∗(T (u))∥s ≤ C

∫
BU∗

|u∗(u)|p dµ(u∗)

 1
p

para cada x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ Bℓr(X∗) e para todo u ∈ U . Além disso, wA

(s,q,r;s) (T ) =

inf{C;C satisfaz (2.32)}.

Mostraremos agora que a classe dos operadores fracamente anisotrópicos somantes

se enquadram na estrutura de ideais de operadores. Além disso, provaremos também

que tal classe possui a propriedade de injetividade de ideais. Para isso, necessitamos
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enunciar o Teorema 3.6 presente em [7] no caso n = 1.

Teorema 2.31. Seja H1 e H2 classes de sequências linear estáveis satisfazendo H1(K)
1
↪→

H2(K). Então (LH1;H2 ; ∥ · ∥H1;H2) é um ideal de Banach de operadores, onde LH1;H2

denota o conjunto de operadores lineares cont́ınuos que levam sequências de H2(U) com

sequências em H1(X), para quaisquer X,U ∈ BAN .

Proposição 2.32. Sejam U e X espaços de Banach. Então,
(
WA

(s,q,r;p)(U ;X);wA
(s,q,r;p)(·)

)
é um ideal Banach de operadores.

Demonstração. Usando a desigualdade de Minkowski, é fácil ver que WA
(s,q,r;p)(U ;X) é

um espaço vetorial. Note também que, pelo Teorema 2.16, ℓq = ℓA(s,q,r)(K). Com isso,

pelo fato de p ≤ q, podemos dizer que

ℓwp (K) = ℓp
1
↪→ ℓq = ℓA(s,q,r)(K)

Dáı, sendo ℓA(s,q,r)(·) e ℓwp (·) classes de sequências linearmente estáveis, segue do Teorema

2.31 que
(
WA

(s,q,r;p)(U ;X);wA
(s,q,r;p)(·)

)
é um ideal Banach de operadores.

Proposição 2.33. O ideal WA
(s,q,r;p) é injetivo.

Demonstração. Sejam T ∈ L(U ;X) e i ∈ L(X;Y ) de modo que ∥i(x)∥ = ∥x∥ para

todos x ∈ X e i ◦ T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;Y ). Consideremos (uj)

∞
j=1 ∈ ℓwp (U) e (x∗k)

∞
k=1 ∈

ℓr(X
∗). Com isso, para cada k ∈ N, defina

z∗k : Im(i) −→ K
i(x) 7−→ z∗k(i(x)) = x∗k(x).

Como i é injetiva, z∗k está bem definido. Note também que, pelo fato de x∗k e i serem

lineares cont́ınuos, podemos dizer que z∗k ∈ (Im(i))∗. Assim, pelo Teorema de Hahn-

Banach, existe y∗k ∈ Y ∗ de modo que y∗k|Im(i) = z∗k e ∥y∗k∥ = ∥z∗k∥. Além disso,

∥y∗k∥ = ∥z∗k∥ = sup
y∈BIm(i)

|z∗k(y)| = sup
∥i(x)∥≤1

|z∗k(i(x))| = sup
x∈BX

|x∗k(x)| = ∥x∗k∥.

Como isso, obtemos (y∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(Y

∗), pois (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗). Sendo assim, como

i ◦ T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;Y ), segue que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(Tuj)|s
) q

s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|z∗k(i(Tuj))|s
) q

s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|y∗k(i(Tuj))|s
) q

s

 1
q
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≤ wA
(s,q,r;p)(i ◦ T )

∥∥(uj)∞j=1

∥∥
w,p

∥(y∗k)∞k=1∥r .

Portanto, T ∈ WA
(s,q,r;p)(U ;X).

2.3.2 Operadores anisotrópicos somantes

A segunda classe de operadores que iremos abordar agora será composta pelos

operadores anisotrópicos (p; s, q, r)-somantes, oe quais associarão as sequências ani-

sotrópicas (s, q, r)-somáveis com as p-somáveis. Segue a definição de tal espaço.

Definição 2.6. Sejam 1 ≤ q < s, q ≤ p e 1 ≤ r ≤ s números reias e T ∈ L(U ;X).

Dizemos que T é um operador anisotrópico (p; s, q, r)-somante se

(T (uj))
∞
j=1 ∈ ℓp(X) sempre que (uj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U),

ou seja, o operador induzido T̂ : ℓA(s,q,r)(U) → ℓp(X), dado por T̂ ((uj)
∞
j=1) = (T (uj))

∞
j=1,

está bem definido. Denotaremos por ΠA
(p;s,q,r)(U ;X) o espaço de todos os operadores

anisotrópico (p; s, q, r)-somantes de U em X.

Observação 2.6. Note que

1) Como ℓp(X) é um espaço vetorial, é posśıvel mostrar que ΠA
(p;s,q,r)(U ;X) também

é.

2) Se s ≤ q, então, pelo Corolário 2.5, ℓwq (X) = ℓA(s,q,r)(X). Logo, por definição,

ΠA
(p;s,q,r)(U ;X) = Πp,q(U ;X)

3) Se s < r, então, pela Proposição 2.3, ℓA(s,q,r)(X) = {0}, onde 0 está representando

a sequência nula. Neste caso, uma vez que todo operador anisotrópico somante é

linear, teŕıamos ΠA
(p;s,q,r)(U ;X) = {0}, onde 0 representa, neste caso, o operador

nulo.

Proposição 2.34. Sejam 1 ≤ q < s e 1 ≤ r ≤ s. Se p < q, então o único operador

anisotrópico (p; s, q, r)-somante é o operador nulo.

Demonstração. Com efeito, vamos supor que exista um operador não nulo T ∈ ΠA
(s,q,r;p)(U ;X),

isto é, existe x ∈ BU de modo que T (x) ̸= 0. Por outro lado, como p < q, pelo que

comentamos na Observação 1.2 item (II), existe (λj)
∞
j=1 ∈ ℓq\ℓp. Desta forma, dada

(x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(X

∗) e sabendo que r ≤ s, segue que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k (λjx)|
s

) q
s

 1
q

=

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

||λj|sx∗k (x)|
s

) q
s

 1
q
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=

 ∞∑
j=1

|λj|q
(

∞∑
k=1

|x∗k (x)|
s

) q
s

 1
q

=

(
∞∑
j=1

|λj|
q

)1/q( ∞∑
k=1

|x∗k (x)|
s

) 1
s

≤ ∥(λj)∞j=1∥q · ∥(x∗k(x))∞k=1∥s
≤ ∥(λj)∞j=1∥q · ∥(x∗k)∞k=1∥r
< ∞.

Sendo assim, (λjx) ∈ ℓA(s,q,r)(U). Como T é operador anisotrópico (p; s, q, r)-somante,

segue que (T (λjx)) ∈ ℓp(X). Porém, como T (x) ̸= 0, é posśıvel observar que

(T (λjx)) ∈ ℓp(X) ⇔
∞∑
j=1

|T (λjx)|p <∞

⇔
∞∑
j=1

|λj|p · |T (x)|p <∞

⇔ |T (x)|p ·
∞∑
j=1

|λj|p <∞

⇔ (λj)
∞
j=1 ∈ ℓp.

Todavia, isso é uma contradição com o fato de (λj)
∞
j=1 /∈ ℓp. Portanto, T é o operador

nulo.

Se observarmos com atenção, nas hipóteses da Observação 2.6 ou da Proposição

2.34, ΠA
(p;s,q,r)(U ;X) resulta em espaços já conhecidos. Por esse motivo, na Definição

2.6 são impostos condições sobre os ı́ndices s, q, r e p.

Analogamente aos operadores fracamente anisotrópico (s, q, r; p)-somantes, o próximo

teorema apresenta caracterizações para os operadores anisotrópicos. Através dessas

caracterizações, poderemos fornecer uma norma para o espaço ΠA
(p;s,q,r)(U ;X) que o

tornará um ideal de Banach.

Proposição 2.35. Sejam X,U espaços de Banach e T ∈ L(U ;X). Então, as seguintes

sentenças são equivalentes:

(i) O operador T é anisotrópico (p; s, q, r)-somante;

(ii) Existe D > 0 de modo que

∥(T (uj))∞j=1∥p ≤ D · ∥(uj)∞j=1∥A(s,q,r) (2.33)
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sempre que (uj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U).

(iii) Existe D > 0 de modo que

∥(T (uj))mj=1∥p ≤ D · ∥(uj)mj=1∥A(s,q,r) (2.34)

para todos m ∈ N e u1, . . . , um ∈ U .

O ı́nfimo das constantes D de (2.35) e (2.35) será denotado por πA
(p;s,q,r)(T ) e define

uma norma para ΠA
(p;s,q,r)(U ;X).

Demonstração. Já sabemos que ℓA(s,q,r)(·) e ℓwp (·) são classes de sequências finitamente

determinadas. Desta forma, pela Proposição 2.22, segue que (i), (ii) e (iii) são equi-

valentes e πA
(p;s,q,r)(·) define uma norma sobre ΠA

(p;s,q,r)(U ;X).

Observação 2.7. Algumas considerações imediatas:

i) Em [30, Definition 2.2], Matos definiu os operadores (p;m(s; q))-somantes, que

associam sequências mistas (s; q)-somáveis com sequências p-somáveis, isto é,

T ∈ L(U ;X) é (p;m(s; q))-somante se, e somente se,

(T (uj))
∞
j=1 ∈ ℓp(X) sempre que (T (uj))

∞
j=1 ∈ ℓm(s;q)(U).

Através do Teorema 2.18 podemos dizer que a classe dos operadores anisotrópicos

(p; s, q, s)-somantes generaliza a classe de operadores (p;m(s; q))-somantes, basta

tomar r = s.

ii) Considerando p e q nas condições da Definição 2.6 e sabendo, pela Proposição

2.9, que ℓA(s,q,r)(X) ⊂ ℓwq (X), podemos dizer que Πp,q(U ;X) ⊆ ΠA
(p,s,q,r)(U ;X).

O resultado subsequente irá garantir que certas relações de coincidência envolvendo

as classes de sequência ℓA(s,q,r)(·) e ℓwq (·) nos fornecem outro resultado de coincidência

para a classe de operadores anisotrópicos.

Proposição 2.36. Seja U um espaço de Banach. São equivalentes as seguintes sen-

tenças:

(i) ℓA(s,q,r)(U) = ℓwq (U);

(ii) ΠA
(q;s,q,r)(U ;X) = Πq(U ;X) para todo X espaço de Banach;

(iii) ΠA
(q;s,q,r)(U ; ℓs) = Πq(U ; ℓs);
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Demonstração. (i) ⇒ (ii). Seja X espaço de Banach e vamos supor que ℓA(s,q,r)(U) =

ℓwq (U). Assim,

T ∈ ΠA
(q;s,q,r)(U ;X) ⇔ (T (uj))

∞
j=1 ∈ ℓq(X) sempre que (uj)

∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U)

⇔ (T (uj))
∞
j=1 ∈ ℓq(X) sempre que (uj)

∞
j=1 ∈ ℓwq (U)

⇔ T ∈ Πq(U ;X).

Portanto, ΠA
(q;s,q,r)(U ;X) = Πq(U ;X) para todo X espaço de Banach.

(ii) ⇒ (iii). Basta tomar X = ℓs.

(iii) ⇒ (i). Primeiramente note que se x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(U

∗), então Ψx∗ ∈
ΠA

(q;s,q,r)(U ; ℓs). Com efeito, dada (uj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U), por definição temos

((x∗k(uj)
∞
k=1))

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓs),

isto é,

(Ψx∗(uj))
∞
j=1 ∈ ℓq(ℓs).

Desta forma, por hipótese, Ψx∗ ∈ Πq(U ; ℓs). Assim, pelo Teorema 2.13, ℓA(s,q,r)(U) =

ℓwq (U).

De modo análogo ao que fizemos para a classe dos operadores fracamente ani-

sotrópicos (s, p, r; p)-somantes, iremos utilizar a abordagem abstrata do Teorema 2.29

com o intuito de formular um teorema do tipo Dominação Pietsch para a classe dos

operadores anisotrópicos. Vejamos tal resultado a seguir.

Teorema 2.37. Sejam U e X espaços de Banach e T ∈ L(U ;X). O operador T é

anisotrópico (p; s, p, r)-somante se, e somente se, existem uma constante positiva C > 0

e uma medida regular de probabilidade µ nos borelianos de B(ℓr∗ (U))∗, com a topologia

fraca estrela, tais que

∥T (u)∥ ≤ C

∫
B(ℓr∗ (U))∗

(
∞∑
k=1

|φx∗(u · ek)|s
) p

s

dν(φx∗)

 1
p

para todo u ∈ U . O ı́nfimo sobre as constantes C é igual a πA
(p;s,p,r)(T ).

Demonstração. Pela equação (2.33) da Proposição 2.35, podemos dizer que T ∈ L(U ;X)

é um operador anisotrópico (p; s, p, r)-somante se, e somente se, existe uma constante
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positiva C > 0 de modo que para qualquer (uj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U), tem-se

(
∞∑
j=1

|T (uj)|p
) 1

p

≤ C sup
(x∗

k)
∞
k=1∈Bℓr(X∗)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|x∗k(uj)|s
) p

s

 1
p

. (2.35)

Porém, a relação de dualidade entre ℓr(U
∗) e (ℓr∗(U))

∗ estabelecida pelo isomorfismo

isométrico que associa

x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(U

∗) 7−→ φx∗ ∈ (ℓr∗(U))
∗,

onde φx∗((ui)
∞
i=1) =

∞∑
i=1

x∗i (ui), nos garante, mediante (2.35), que T ∈ L(U ;X) é

um operador anisotrópico (p; s, p, r)-somante se, e somente se, existe uma constante

positiva C > 0 de modo que, para qualquer (uj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U), tem-se

(
∞∑
j=1

|T (uj)|p
) 1

p

≤ C sup
φx∗∈B(ℓr∗ (U))∗

 ∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|φx∗(uj · ek)|s
) p

s

 1
p

,

onde, para todo j ∈ N, uj · ej representa a sequência cuja j-ésima entrada é uj e as

demais são todas zero. Por outro lado, considere H = L(U ;X), E = U , G = {0}
e K = (Bℓr∗ (U))

∗, com K munido da topologia fraca estrela. Além disso, para cada

T ∈ L(U ;X), u ∈ U e x∗ = (x∗k)
∞
k=1 ∈ ℓr(U

∗), defina

S(T, u, 0) = ∥T (u)∥ e R(φx∗ , u, 0) =

(
∞∑
k=1

|φx∗(u · ek)|s
) 1

s

.

Afirmação 2.2. Para cada u ∈ U , a aplicação Ru,0 : (Bℓr∗ (U))
∗ → (0,∞) definida por

Ru,0(φx∗) = R(φx∗ , u, 0) é cont́ınua.

Com efeito, pela relação de dualidade podemos dizer que todo elemento de (Bℓr∗ (U))
∗

é da forma φx∗ , onde x∗ ∈ Bℓr(U∗). Desta forma, vamos considerar (φx∗
j
)∞j=1 uma

sequência em (Bℓr∗ (U))
∗ que converge fraco estrela para φx∗ , com x∗,x∗

j ∈ Bℓr(U∗). Sendo

assim, pela propriedade da topologia fraca estrela, podemos dizer que (φx∗
j
(y))∞j=1

converge para (φx∗(y)), para todo y ∈ Bℓr∗ (U), com a topologia usual de norma, ou

seja,

φx∗
j
(y)

j−→ φx∗(y)

para qualquer y ∈ Bℓr∗ (U). Em particular, para y = u · ek, segue que

φx∗
j
(u · ek)

j−→ φx∗(u · ek).
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Como a norma é uma função cont́ınua, podemos dizer que para cada u ∈ U ,

lim
j→∞

R(φx∗
j
, u, 0) = lim

j→∞
∥(φx∗

j
(u · ek))∞k=1∥s

= ∥ lim
j→∞

(φx∗
j
(u · ek))∞k=1∥s

= ∥(φx∗(u · ek))∞k=1∥s
= R(φx∗ , u, 0),

isto é, a Afirmação 2.2 está provada. Por definição, podemos dizer que T é anisotrópica

(p; s, p, r)-somante se e somente se T é RS-abstrata p-somante. Logo, pelo Teorema

2.29 o resultado está provado.

Utilizando a monotonicidade das normas do Lp podemos estabelecer um resultado

de inclusão para a classe dos operadores anisotrópicos, que será uma consequência

imediata do teorema anterior.

Corolário 2.38. Se 1 ≤ p1 ≤ p2 <∞, então Π(p1;s,p1,r)(U ;X)
1
↪→ Π(p2;s,p2,r)(U ;X).

Para finalizar, mostraremos que a classe dos operadores anisotrópicos somantes se

enquadra na estrutura de ideais de operadores e possuem a propriedade de injetiva de

ideais.

Proposição 2.39. Sejam U e X espaços de Banach. Então,
(
ΠA

(p;s,q,r)(U ;X);πA
(p;s,q,r)(·)

)
é um ideal Banach de operadores.

Demonstração. Pelo Teorema 2.16 podemos dizer que

ℓA(s,q,r)(K) = ℓq
1
↪→ ℓp(K).

Como ℓA(s,q,r)(·) e ℓp(·) são classes de sequências linearmente estáveis, pelo Teorema 2.31

podemos dizer que
(
ΠA

(s,q,r;p)(U ;X); πA
(s,q,r;p)(·)

)
é um ideal Banach de operadores.

Proposição 2.40. O ideal ΠA
(p;s,q,r) é injetivo.

Demonstração. Sejam T ∈ L(U ;X) e i ∈ L(X;Y ) de modo que ∥i(x)∥ = ∥x∥ para

todo x ∈ X e i ◦ T ∈ ΠA
(p;s,q,r)(U ;Y ). Pela Proposição 2.35 existe D > 0 de modo que

∥(i ◦ T (uj))∞j=1∥p ≤ D · ∥(uj)∞j=1∥A(s,q,r),

sempre que (uj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U). Porém, como ∥i(x)∥ = ∥x∥ para todo x ∈ X, em

particular podemos dizer que ∥i(T (uj))∥ = ∥T (uj)∥ para todo j ∈ N. Sendo assim,
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∥(i ◦ T (uj))∞j=1∥p = ∥T (uj)∞j=1∥p. Logo, pela desigualdade anterior,

∥(i ◦ T (uj))∞j=1∥p ≤ D · ∥(uj)∞j=1∥A(s,q,r),

sempre que (uj)
∞
j=1 ∈ ℓA(s,q,r)(U), isto é, T é anisotrópico (p; s, q, r)-somante. Portanto,

o ideal ΠA
(p;s,q,r) é injetivo.
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Caṕıtulo 3

Algumas propriedades dos

operadores quase somantes

O principal objetivo deste caṕıtulo é apresentar novas propriedades envolvendo

os operadores quase somantes. Inspirados por (1.9), apresentaremos três resultados

importantes na teoria linear de operadores absolutamente somantes com o intuito de

ampliar o escopo dos mesmos, mais precisamente iremos garantir que tais teoremas

serão válidos para a classe dos operadores quase somantes, o que antes era provado

apenas para os operadores absolutamente somantes. Os resultados demonstrados neste

caṕıtulo foram retirados de [28].

3.1 Estendendo o Teorema de Bu-Kranz

Utilizando fortes ferramentas para sua demonstração, como o Teorema de Do-

minação de Pietsch e as desigualdades de Khinchin e Kahane, o principal resultado

obtido por Bu e Kranz em [14] é formulado da seguinte forma:

Teorema 3.1. [14, Theorem 1] Sejam X e Y espaços de Banach e u um operador

linear cont́ınuo de X em Y . Se u∗ é p-somante para algum p ≥ 1, então, para todo

q ≥ 2, temos

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓq⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Rad(X).

O próximo teorema é o principal resultado desta seção. Com seu aux́ılio iremos

garantir que o Teorema de Bu-Kranz também é válido para a classe dos operadores

quase somantes. A prova deste resultado é muito simples e não requer a utilização do

Teorema de Dominação de Pietsch e das desigualdades de Khinchin e Kahane.

Teorema 3.2. Sejam X e Y espaços de Banach, com Y sobre o corpo dos reais, e u

um operador linear cont́ınuo de X em Y . Se u∗ é quase p∗-somante para algum p ≥ 1,
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então

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓp⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Rad(X).

Demonstração. Seja u ∈ L(X, Y ). Dados x1, ..., xm ∈ X, y∗1, ..., y
∗
m ∈ Y ∗ e tomando

θj = sign[y∗j (u(xj))], com j = 1, ...,m, temos

m∑
j=1

|y∗j (u(xj))| =

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

θjy
∗
j (u(xj))

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

u∗
(
θjy

∗
j

)
(xj)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

m∑
j=1

rj(t)u
∗(θjy

∗
j )

(
m∑
j=1

rj(t)xj

)
dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

rj(t)u
∗(θjy

∗
j )

∣∣∣∣∣
2

dt

1/2

·

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥
2

dt

1/2

(1.8)

≤ πal.s.p∗(u
∗) · ∥(θjy∗j )mj=1∥w,p∗ · ∥(xj)mj=1∥Rad(X)

= πal.s.p∗(u
∗) · ∥(y∗j )mj=1∥w,p∗ · ∥(xj)mj=1∥Rad(X).

Desta formar, podemos concluir que

m∑
j=1

|y∗j (u(xj))| ≤ πal.s.p∗(u
∗) · ∥(y∗j )mj=1∥w,p∗ · ∥(xj)mj=1∥Rad(X). (3.1)

Agora vamos considerar (xj)
∞
j=1 ∈ Rad(X) e (y∗j )

∞
j=1 ∈ ℓwp∗(Y

∗). Por [7, 40],

sup
m∈N

∥(y∗j )mj=1∥w,p∗ = ∥(y∗j )∞j=1∥w,p∗ (3.2)

e

sup
m∈N

∥(xj)mj=1∥Rad(X) = ∥(xj)∞j=1∥Rad(X). (3.3)

Aplicando o supremo com relação a m ∈ N em (3.1), segue de (3.2) e (3.3) que

∞∑
j=1

|y∗j (u(xj))| ≤ πal.s.p∗(u
∗) · ∥(y∗j )∞j=1∥w,p∗ · ∥(xj)∞j=1∥Rad(X) <∞.

Logo, para cada (xj)
∞
j=1 ∈ Rad(X), (u(xj))

∞
j=1 ∈ ℓp⟨Y ⟩.

Corolário 3.3. Sejam X e Y espaços de Banach e u um operador cont́ınuo de X em

Y . Se u∗ é quase somante, então, para todo q ≥ 2,

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓq⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Rad(X).
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Demonstração. Seja u ∈ L(X, Y ) de modo que u∗ ∈ Πal.s(Y
∗, X∗). Tomando p = 2 no

teorema anterior, temos
∞∑
i=1

|y∗i (u(xi))| <∞

para cada (xi)
∞
i=1 ∈ Rad(X) e todo (y∗i )

∞
i=1 ∈ ℓw2 (Y

∗). Por outro lado, ℓwq∗(Y
∗) ⊆ ℓw2 (Y

∗)

com q∗ ≤ 2. Assim,
∞∑
i=1

|y∗i (u(xi))| <∞

para cada (xi)
∞
i=1 ∈ Rad(X) e todo (y∗i )

∞
i=1 ∈ ℓwq∗(Y

∗). Consequentemente, para todo

(xi)
∞
i=1 ∈ Rad(X), (u(xi))

∞
i=1 ∈ ℓq⟨Y ⟩.

Observe que, devido a (1.9), o Corolário 3.3 estende o enunciado do Teorema de

Bu-Kranz. Vejamos agora outras consequências do Teorema 3.2.

Corolário 3.4. Sejam X e Y espaços de Banach de modo que X tenha tipo p, com

1 ≤ p ≤ 2, e u um operador linear cont́ınuo de X em Y . Se u∗ é quase p∗-somante,

então u is Cohen fortemente p-somante.

Demonstração. Seja u um operador linear cont́ınuo de X em Y de modo que u∗ é

quase p∗-somante. Dada (xi)
∞
i=1 ∈ ℓp(X), como X tem tipo p, pela Proposição 1.11,

temos que (xi)
∞
i=1 ∈ Rad(X). Pelo Teorema 3.2, (u(xi))

∞
i=1 ∈ ℓp⟨Y ⟩. Assim, u é Cohen

fortemente p-somante.

Um problema interessante na teoria dos operadores somantes é investigar em que

condições o adjunto de um operador é p-somante. Cohen garante em [17] que um

operador linear u : X → Y é Cohen fortemente p-somante se, e somente se, u∗ :

Y ∗ → X∗ é p∗-somante. Seguindo essa linha, o próximo resultado aborda este tipo de

problema e fornece uma espécie de rećıproca do Teorema de Bu-Kranz quando X tem

tipo p, com 1 ≤ p ≤ 2.

Teorema 3.5. Consideremos X e Y espaços de Banach de modo que X tenha tipo

p, com 1 < p ≤ 2, e u um operador linear cont́ınuo de X em Y . Se (u(xj))
∞
j=1 ∈

ℓp⟨Y ⟩, sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ Rad(X), então u∗ é p∗-somante (ou u é Cohen fortemente

p-somante).

Demonstração. Devemos mostrar que se

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓp⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Rad(X),

então

(u∗(xj))
∞
j=1 ∈ ℓp∗(X

∗) sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwp∗(Y

∗).
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Com efeito, consideremos (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp(X) e (y∗j )

∞
j=1 ∈ ℓwp∗(Y

∗). Como X tem tipo

p, pela Proposição 1.11 temos (xj)
∞
j=1 ∈ Rad(X) e por hipótese (u(xj))

∞
j=1 ∈ ℓp⟨Y ⟩.

Assim,
∞∑
j=1

|y∗j (u(xj))| <∞.

Então
∞∑
j=1

|u∗(y∗j )(xj)| <∞.

Pela arbitrariedade de (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp(X), (u∗(y∗j ))

∞
j=1 ∈ ℓp∗(X

∗).

Vejamos uma interessante consequência deste resultado.

Corolário 3.6. [14, Theorem 4] Consideremos X e Y espaços de Banach de modo que

X∗ é tipo 2 e u ∈ L(X, Y ). Então

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓ2⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Rad(X),

se, e somente se, u∗ é 2-somante (ou u é Cohen fortemente 2-somante).

Demonstração. Como X∗, pela Proposição 1.13 podemos dizer que Πal.s (Y
∗, X∗) =

Π2 (Y
∗, X∗). Então o resultado segue do Theorem 3.2 e Teorema 3.5.

O Teorema 3.5 nos diz que a hipótese u ∈ L(X, Y ) satisfazendo

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓp⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Rad(X) (3.4)

é uma condição suficiente para que u∗ seja p∗-somante, sempre que X tiver tipo p.

Por outro lado, em geral, existem operadores com o adjunto p-somante que não são

p-somantes. Sendo assim, podemos dizer que a hipótese (3.4) não é uma condição

suficiente para que u seja p-somante para algum p ≥ 1. Entretanto, iremos garantir

que existem alguns espaços de Banach X e Y de modo que a hipótese (3.4) é condição

suficiente para que u seja 1-somante. Para este propósito utilizamos o Teorema 4.8.

Teorema 3.7. Consideremos X e Y espaços de Banach de modo que X tenha tipo 2

e Y seja um L2-espaço, e u seja um operador linear cont́ınuo de X em Y . Se

(u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓ2⟨Y ⟩ sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Rad(X),

então u é 1-somante.

Demonstração. Como X tem tipo 2, Corolário 3.6 assegura que u∗ é 2-somante. Por

(1.9), u∗ é quase somante. Como Y é um L2-espaço, segue do Teorema 4.8 que u é

1-somante.
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Do [17, Teorema 3.2.3(ii)] sabemos que se Y é um L2-espaço, então D2(X, Y ) ⊆
Π2(X, Y ) para todo espaço de Banach X. O Corolário 3.6 e o Teorema 3.7 melhoram

esta inclusão, eles garantem que D2(X, Y ) ⊆ Π1(X, Y ) sempre que X tem tipo 2 e Y

é um espaço L2.

3.2 Estendendo o Teorema de Bu

Seja X um espaço de Hilbert. Em [18], Cohen mostrou a seguinte inclusão:

Π2 (X, Y ) ⊆ D2 (X, Y ) para todo espaço de Banach Y. (3.5)

Em [13], Bu estendeu a inclusão anterior. Ele mostrou que (3.5) é válida sem restrições

dos parâmetros p, q ∈ (1,∞) ao invés de p = q = 2. Tal resultado é enunciado da

seguinte forma:

Teorema 3.8. [13, Main Theorem] Sejam 1 < p, q < ∞, X espaço de Hilbert e Y

espaço de Banach. Então,

Πp (X, Y ) ⊆ Dq (X, Y ) .

O objetivo desta seção é apresentar uma extensão do Teorema de Bu (Teorema 3.8)

para Lp∗-espaços, com 2 ≤ p < ∞, e operadores quase p-somante ao invés de espaços

de Hilbert e operadores p-somantes.

Teorema 3.9. Consideremos 2 ≤ p < ∞, 1 < q ≤ ∞, X e Y espaços de Banach de

modo que X seja um Lp∗-espaço. Então

Πal.s.p (X, Y ) ⊆ Dq (X, Y ) .

Demonstração. Consideremos u ∈ Πal.s.p(X, Y ), x1, ..., xm ∈ X e y∗1, ..., y
∗
m ∈ Y ∗.

Como X é um Lp∗-espaço, existem um subespaço de dimensão finita F de X contendo

span{x1, ..., xm}, λ > 1 e um isomorfismo v : F → ℓnp∗ de modo que ∥v∥∥v−1∥ ≤ λ.

Com isso, existem vj, k ∈ K tais que

vxj =
n∑

k=1

νj,kek, j = 1, ...,m,

onde (ek)
n
k=1 é a base canônica de ℓnp∗ =

(
ℓnp
)∗
. Então, usando a monotonicidade das

normas de ℓp e as desigualdades de Hölder e Khinchin, segue que

m∑
j=1

|y∗j (u(xj))| =
m∑
j=1

|y∗j (uv−1v(xj))|
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=
m∑
j=1

∣∣∣∣∣y∗j
(
uv−1

(
n∑

k=1

νj,kek

))∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

(
n∑

k=1

|νj,k|p
∗

)1/p∗

·

(
n∑

k=1

|y∗j (uv−1(ek))|p
)1/p

≤
m∑
j=1

∥vxj∥p∗ ·

(
n∑

k=1

|y∗j (uv−1(ek))|2
)1/2

≤
m∑
j=1

∥v∥∥xj∥ ·
1

Aq∗

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

rk(t)y
∗
j (uv

−1(ek))

∣∣∣∣∣
q∗

dt

1/q∗

≤ ∥v∥ · 1

Aq∗
·

(
m∑
j=1

∥xj∥q
)1/q

·

 m∑
j=1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

rk(t)y
∗
j (uv

−1(ek))

∣∣∣∣∣
q∗

dt

1/q∗

= ∥v∥ · 1

Aq∗
· ∥(xj)mj=1∥q ·

∫ 1

0

m∑
j=1

∣∣∣∣∣y∗j
(

n∑
k=1

rk(t)uv
−1(ek)

)∣∣∣∣∣
q∗

dt

1/q∗

.

Mas por (1.5), temos

∥∥(y∗j )mj=1

∥∥
w,q∗

:= sup
y∗∗∈BY ∗∗

(
m∑
j=1

|y∗∗(y∗j )|q
∗

)1/q∗

= sup
y∈BY

(
m∑
j=1

|y∗j (y)|q
∗

)1/q∗

.

Então

m∑
j=1

|y∗j (u(xj))| ≤ ∥v∥ · 1

Aq∗
· ∥(xj)mj=1∥q ·

∫ 1

0

(∥∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)uv
−1(ek)

∥∥∥∥∥ · ∥(y∗j )mj=1∥w,q∗

)q∗

dt

1/q∗

≤ ∥v∥ · 1

Aq∗
· ∥(xj)mj=1∥q · ∥(y∗j )mj=1∥q∗,w ·

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)uv
−1(ek)

∥∥∥∥∥
q∗

dt

1/q∗

.

Utilizando a desigualdade de Kahane temos

m∑
j=1

|y∗j (u(xj))| ≤ ∥v∥ · 1

Aq∗
· ∥(xj)mj=1∥q · ∥(y∗j )mj=1∥w,q∗ ·K2,q∗ ·

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)uv
−1(ek)

∥∥∥∥∥
2

dt

1/2

.

Como u é quase p-somante, podemos inferir que uv−1 também é quase p-somante e

como ∥(ek)nk=1∥p,w = 1 em ℓnp∗ , segue que

m∑
i=1

|y∗i (u(xi))| ≤ ∥v∥ · 1

Aq∗
· ∥(xi)mi=1∥q · ∥(y∗i )mi=1∥w,q∗ ·K2,q∗ · πal.s.p(u) · ∥v−1∥ · ∥(ek)nk=1∥p,w
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≤ λ · 1

Aq∗
·K2,q∗ · πal.s.p(u) · ∥(xi)mi=1∥q · ∥(y∗i )mi=1∥w,q∗ .

Logo, u ∈ Dq (X, Y ).

Como corolário, tomando p = 2, uma vez que (1.9) é válido e, pela Proposição 1.19,

todo espaço de Hilbert é um L2-espaço, temos uma melhoria do Teorema de Bu [13,

Main Theorem]:

Corolário 3.10 (Extensão do Teorema de Bu). Considere 1 < q ≤ ∞. Se X é um

L2-espaço e Y é um espaço de Banach, então

Πal.s(X, Y ) ⊆ Dq(X, Y ).

Em [20, Corolário 9.12(b)] há uma caracterização com relação a subespaços fechados

dos espaços Lr, com 1 ≤ r <∞, que é dada da seguinte forma: um espaço de Banach

Y é isomorfo a um subespaço fechado de algum Lr (isto é, isomorfo a algum subespaço

de Lr(ν), para alguma medida ν) se, e somente se, para todo o espaço de Banach X,

Dr∗ (X, Y ) ⊆ Πr (X, Y ) .

Mediante tal resultado, mostramos no próximo corolário um resultado de coincidência

entre as classes dos operadores Cohen fortemente r∗-somantes, absolutamente r-somantes

e quase somantes.

Corolário 3.11. Sejam X um L2-espaço e Y um espaço de Banach isomorfo a um

subespaço fechado de algum Lr, com 1 ≤ r <∞. Então

Πal.s (X, Y ) = Dr∗ (X, Y ) = Πr (X, Y ) .

Demonstração. Seja X um L2-espaço. Assim, considerando p = 2 e q = r∗ no Teorema

3.9, segue que

Πal.s (X, Y ) ⊆ Dr∗ (X, Y ) .

Uma vez que Y é um espaço de Banach isomorfo a um subespaço fechado de algum

Lr, segue de [20, Corollary 9.12(b)] e (1.9) que Dr∗ (X, Y ) ⊆ Πr (X, Y ) ⊆ Πal.s (X, Y ) .

Logo,

Πal.s (X, Y ) = Dr∗ (X, Y ) = Πr (X, Y ) ,

como queŕıamos mostrar.
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3.3 Estendendo o Teorema de Kwapień

Cohen questionou, em [18], se (3.5) caracteriza espaços isomorfos a um espaço de

Hilbert. Em [26] Kwapień garantiu que esta questão tem uma resposta positiva. Tal

resultado é enunciado da seguinte forma:

Teorema 3.12. [26] As seguintes propriedades são equivalentes para qualquer espaço

de Banach X.

(i) O espaço X é isomorfo a um espaço de Hilbert;

(ii) Π2(X, Y ) ⊆ D2(X, Y ) para todo espaço de Banach Y .

Veja agora o teorema a seguir, que é o resultado principal desta seção e é uma

melhoria do teorema anterior.

Teorema 3.13. As seguinte propriedades são equivalentes para qualquer espaço de

Banach X.

(i) O espaço X é isomorfo a um espaço de Hilbert;

(ii) Πal.s(X, Y ) ⊆ Dq(X, Y ) para todos q ∈ (1,∞) e Y espaço de Banach;

(iii) Πal.s(X, Y ) ⊆ D2(X, Y ) para todo espaço de Banach Y .

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Se X é isomorfo a um espaço de Hilbert, então é um L2-

espaço. Pelo Teorema 3.9 segue que Πal.s(X, Y ) ⊆ Dq(X, Y ) para todo espaço de

Banach Y e todo 1 < q ≤ ∞.

(ii) ⇒ (iii) Basta tomar q = 2.

(iii) ⇒ (i) Para todo espaço de Banach Y , vamos supor que u ∈ Π2(X, Y ). Por

(1.9), u ∈ Πal.s(X, Y ). Agora usando a hipótese, segue que u ∈ D2(X, Y ). Logo, o

Teorema de 3.12 garante que X é isomorfo a um espaço de Hilbert.

Vejamos agora uma consequência direta deste resultado no caso em que Y apresenta

tipo 2.

Corolário 3.14. Se X é isomorfo a um espaço de Hilbert e Y tem tipo 2, então

Πal.s (X, Y ) = D2 (X, Y ) .

Demonstração. Como X é isomorfo a um espaço de Hilbert, o Teorema 3.13 assegura

que Πal.s (X, Y ) ⊆ D2 (X, Y ). Por outro lado, como Y tem tipo 2, segue da Proposição

1.15 que D2 (X, Y ) ⊆ Πal.s (X, Y ) . Assim, a demonstração está completa.
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Caṕıtulo 4

Uma Versão Abstrata do Teorema

de Kwapień

Em [25], Kwapień provou que um operador linear com domı́nio espaço de Banach

e contradomı́nio espaço de Hilbert é absolutamente 1-somante sempre que seu adjunto

for absolutamente q-somante para algum q ∈ [1,∞). Recentemente Chen e Zheng

estenderam esse resultado para as operadores Lipschitz somantes, que é uma classe de

aplicações não-lineares. Com isso, surgiu o questionamento se tal resultado também

seria válido para outras classes de aplicações e em outros contextos. Desta forma,

este caṕıtulo tem como objetivo apresentar os frutos desta investigação garantindo

que os Teoremas de Kwapień e Chen-Zheng são válidos em um ambiente não linear

com hipóteses mais fracas. Mesmo quando restrito ao caso linear original, o principal

resultado deste caṕıtulo irá generalizar o clássico Teorema de Kwapień pois ele será

válido quando o adjunto for um operador quase somante. Além disso, uma variante

para espaços Lp, com p ≥ 2, em vez de espaços de Hilbert, será fornecida. Os resultados

aqui presentes foram retirados de [27].

4.1 Teorema de Kwapień

Nesta subseção iremos apresentar o clássico Teorema de Kwapień (ver [25]). Para

entendermos sua motivação vamos considerar a aplicação inclusão i : ℓ2 → c0. É claro

que i está bem definida, pois ℓ2 ⊆ c0. Vejamos que a aplicação i não é 2-somante. Com

efeito, considere a sequência (xn)∞n=1 com xn = (δin)
∞
i=1. Note que (xn)∞n=1 /∈ ℓ2(c0),

pois
∞∑
n=1

∥xn∥2∞ = 1 + 1 + · · · = ∞.
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Porém, dado φ ∈ B(ℓ2)∗ , pela Observação 1.3, podemos dizer que φ = (φi)
∞
i=1 ∈ ℓ2.

Além disso, ainda pela Observação 1.3 e utilizando de desigualdade de Hölder, podemos

dizer que

(
∞∑
n=1

|φ(xn)|2
)1/2

=

 ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

φix
n
i

∣∣∣∣∣
2
1/2

≤

(
∞∑
n=1

(
∞∑
i=1

|φi|2
∞∑
i=1

|xni |2
))1/2

=

(
∞∑
i=1

|φi|2
)1/2

= ∥(φi)
∞
i=1∥2 <∞.

Logo, podemos concluir que (xn)∞n=1 ∈ ℓw2 (ℓ2). Pela contrapositiva da Proposição 1.7, i

não pode ser 2-somante. Por outro lado, sabemos que o adjunto de i é uma aplicação

cont́ınua e, pela relação de dualidade presente na Observação 1.3, é dada por i∗ : ℓ1 →
ℓ2. Assim, pelo clássico Teorema de Grothendieck ([11, Teorema 10.2.6]) e o Teorema

1.8, i∗ é 2-somante. Desta forma, podemos concluir também que i∗∗ não é 2-somante.

Sendo assim, conclúımos que, em geral, o adjunto de um operador p-somante pode não

ser p-somante e vice-versa. De modo natural, surge o seguinte problema:

Problema 4.1. Para quais espaços de Banach X e Y e 1 ≤ p, q < ∞ a seguinte

inclusão é verificada:

Πdual
q (X, Y ) ⊆ Πp(X, Y ).

Kwapień apresentou em [25] um importante resultado que fornece uma resposta

parcial para o Problema 4.1. Foi mostrado que um operador linear T de um espaço de

Banach X em um espaço de Hilbert H é absolutamente 1-somante sempre que T ∗ é

absolutamente q-somante, para algum q ∈ [1,∞). Em outras palavras:

Teorema 4.2. [20, Theorem 2.21] Se X é um espaço de Banach e H é um espaço de

Hilbert, então ⋃
1≤q<∞

Πdual
q (X,H) ⊆ Π1(X,H).

Em 2011, Chen e Zheng forneceram uma extenção do Teorema de Kwapień para

a classe das operadores Lipschitz p-somantes. Tal variante do Teorema de Kwapień é

enunciada da seguinte forma:

Teorema 4.3. [16, Theorem 3.1] Sejam X um espaço métrico pontuado e H um espaço

de Hilbert. Se T ∈ Lip0(X;H) com T#|H∗ um operador absolutamente q-somante para

algum q ∈ [1,∞), então T é Lipschitz 1-somante.

Como os operadores Lipschitz p-somantes está associada a uma classe não linear, é

natural o surgimento dos seguintes problemas:
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Problema 4.4. Existem outras extensões/generalizações não lineares do Teorema de

Kwapień?

Problema 4.5. Existem variantes do Teorema de Kwapień em que a imagem não é

necessariamente um espaço de Hilbert?

Tais problemas foram respondidos de forma positiva em [27]. Vejamos tais resulta-

dos nas próximas subseções.

4.2 Teorema de Kwapień Abstrato

A prova do resultado principal desta subseção foi baseado no ambiente abstrato

apresentado em [33, 36], isto é, o mesmo ambiente abordado no Teorema 2.29 apre-

sentado na Seção 2.3. Porém, neste caso, sendo X e Y conjuntos não vazios, iremos

considerar Y1 = X, Y2 = Y , E = G = X. Sendo assim, as aplicações R e S são da

forma

R : K ×X ×X −→ [0,∞) e S : H (X;Y )×X ×X −→ [0,∞),

com K um espaço de Hausdorff compacto.

No caso em que X é um espaço métrico pontuado e Y é um espaço de Banach,

podemos escolher um espaço Banach adequado Xd ⊆ KX , onde KX representa o con-

junto de todas as funções com domı́nio X e contradomı́nio K, contendo X# de modo

que

fa : Y # −→ Xd , fa(h) := h ◦ f,

está bem definido para todo f ∈ H (X;Y ). Sem muitos problemas é posśıvel notar que

fa é sempre uma aplicação linear. Em geral, para nossas aplicações, bastará considerar

Xd = X#. Observe também que quando f é um operador linear entre espaços de

Banach temos fa(y∗) = f ∗(y∗) para todo y∗ ∈ Y ∗. Por esse motivo, denominamos fa

como adjunto abstrato de f . Para garantir o resultado desejado, vamos precisar impor

as seguinte propriedades para R e S:

(I) S(f, x, q) ≤ ∥f(x)− f(q)∥ para todos f ∈ H (X;Y ) e x, q ∈ X.

(II) K ⊆ Xd, Bfa(Y ∗) ⊆ K e

|g(x)− g(q)| ≤ R(g, x, q) para quaisquer g ∈ Bfa(Y ∗) e x, q ∈ X.

Nosso principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte:

Teorema 4.6. Sejam X um espaço métrico pontuado, Y um Lp-espaço, com 2 ≤ p <

∞, e f ∈ H (X;Y ). Se R e S satisfazem (I) e (II), e fa|Y ∗ é quase p-somante, então

f é RS-abstrata 1-somante.
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Demonstração. Como Y é um Lp-espaço, considere λ > 1 de modo que Y seja um Lp,λ-

espaço. Fixando x1, ..., xn, q1, ..., qn ∈ X, podemos tomar um subespaço de dimensão

finita Y0 ⊆ Y que contém {f(x1), ..., f(xn), f(q1), ..., f(qn)}, para o qual existe um

isomorfismo v : Y0 −→ ℓmp tal que ∥v∥∥v−1∥ ≤ λ. Logo, utilizando (I) temos que

n∑
i=1

S(f, xi, qi)
(I)

≤
n∑

i=1

∥f(xi)− f(qi)∥

=
n∑

i=1

∥v−1vf(xi)− v−1vf(qi)∥

≤ ∥v−1∥ ·
n∑

i=1

∥vf(xi)− vf(qi)∥p.

Porém, como vf(xi)− vf(qi) ∈ ℓmp , existe (yj)
m
j=1 ∈ ℓmp de modo que vf(xi)− vf(qi) =

(yj)
m
j=1. Por outro lado, denotando por (ek)

m
k=1 a base canônica de ℓmp∗ =

(
ℓmp
)∗
, pela

relação de dualidade que mencionamos na Observação 1.3 podemos dizer que

ek((vf(xi)− vf(qi)) =
m∑
j=1

yjekj = yk,

onde ekj representa o j-ésimo termo da sequência ek. Com isso, por definição segue

que

∥vf(xi)− vf(qi)∥p =

(
m∑
k=1

|yk|p
) 1

p

=

(
n∑

k=1

|ek((vf(xi)− vf(qi))|p
) 1

p

.

Portanto, utilizando a igualdade anterior temos

n∑
i=1

S(f, xi, qi) ≤ ∥v−1∥ ·
n∑

i=1

(
m∑
k=1

|ek (vf(xi)− vf(qi))|p
) 1

p

.

Agora, devido à monotonicidade das normas p, segue que

n∑
i=1

S(f, xi, qi) ≤ ∥v−1∥ ·
n∑

i=1

(
m∑
k=1

|ek (vf(xi)− vf(qi)) |2
) 1

2

.

Dáı, pela desigualdade de Khinchin, podemos dizer que

n∑
i=1

S(f, xi, qi) ≤ ∥v−1∥ ·
n∑

i=1

(
m∑
k=1

|ek (vf(xi)− vf(qi)) |2
) 1

2

≤
√
2 · ∥v−1∥ ·

n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

ek (vf(xi)− vf(qi)) · rk(t)

∣∣∣∣∣ dt
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=
√
2 · ∥v−1∥ ·

n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

ek(vf(xi)) · rk(t)−
m∑
k=1

ek(vf(qi)) · rk(t)

∣∣∣∣∣ dt
=

√
2 · ∥v−1∥ ·

n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

v∗ (ek) (f(xi)) · rk(t)−
m∑
k=1

v∗ (ek) (f(qi)) · rk(t)

∣∣∣∣∣ dt.
Pelo Teorema de Hahn-Banach podemos estender v∗(ek) para Y

∗, e assim

n∑
i=1

S(f, xi, qi) ≤
√
2 · ∥v−1∥ ·

n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

fav∗ (ek) (xi) · rk(t)−
m∑
k=1

fav∗ (ek) (qi) · rk(t)

∣∣∣∣∣ dt
=

√
2 · ∥v−1∥ ·

n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
(

m∑
k=1

rk(t)f
av∗ (ek)

)
(xi)−

(
m∑
k=1

rk(t)f
av∗ (ek)

)
(qi)

∣∣∣∣∣ dt.
Combinando a desigualdade anterior com (II) obtemos

n∑
i=1

S(f, xi, qi) ≤
√
2 · ∥v−1∥ ·

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk(t)f
av∗(ek)

∥∥∥∥∥ dt · supg∈K

n∑
i=1

R(g, xi, qi)

e, usando a monotonicidade das normas Lp, temos

n∑
i=1

S(f, xi, qi) ≤
√
2 · ∥v−1∥ ·

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk(t)f
av∗(ek)

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

· sup
g∈K

n∑
i=1

R(g, xi, qi).

Como fa|Y ∗ é quase p-somante, segue que fa|Y ∗v∗ também é quase p-somante. Além

disso, como ∥(ek)nk=1∥p,w = 1 em ℓmp∗ , temos

n∑
i=1

S(f, xi, qi) ≤
√
2 · ∥v−1∥ · πal.s.p(fa|Y ∗v∗) · sup

g∈K

n∑
i=1

R(g, xi, qi)

≤
√
2 · ∥v−1∥ · ∥v∗∥ · πal.s.p(fa|Y ∗) · sup

g∈K

n∑
i=1

R(g, xi, qi)

=
√
2 · ∥v−1∥ · ∥v∥ · πal.s.p(fa|Y ∗) · sup

g∈K

n∑
i=1

R(g, xi, qi)

≤
√
2 · λ · πal.s.p(fa|Y ∗) · sup

g∈K

n∑
i=1

R(g, xi, qi).

Logo, f é RS-abstrata 1-somante.

Como corolário, uma vez que todo espaço de Hilbert é um L2-espaço (pela Pro-

posição 1.19), podemos estabelecer uma generalização abstrata do Teorema de Kwapień

da seguinte forma:
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Corolário 4.7 (Teorema Abstrato Tipo Kwapień). Sejam X um espaço métrico pon-

tuado, H um espaço de Hilbert e f ∈ H(X,H). Se R e S satisfazem (I) e (II), e fa|H∗

é absolutamente q-somante para algum 1 ≤ q <∞, então T é RS-abstrato 1-somante.

4.3 Aplicações do Teorema de Kwapień Abstrato

Iremos agora garantir primeiramente que o Teorema 4.6 recupera e generaliza o

clássico Teorema de Kwapień e o Teorema 4.3. Posteriormente, utilizando o Teorema

4.6, para apresentar um novo teorema do tipo Kwapień para uma classe de operadores

que não gozava de tal propriedade. Em [27] é posśıvel encontrar outros teoremas do

tipo Kwapień para outras classes de operadores.

4.3.1 Operadores lineares absolutamente somantes

Sejam X e Y espaços de Banach e T : X −→ Y um operador linear. Por [11,

Proposição 6.3.2] e [11, Teorema 6.3.9], BX∗ é Hausdorff compacto, quando munido da

topologia fraca estrela (para mais informações sobre essa topologia consulte [11, Seção

6.3]). Sendo assim, considere a topologia fraca estrela sobre BX∗ ,

(K,H (X;Y )) = (BX∗ ,L(X;Y )) ,{
R : K ×X ×X −→ [0,∞)

R(φ, x, q) = |φ(x− q)|,
e {

S : L (X;Y )×X ×X −→ [0,∞)

S(T, x, q) = ∥T (x− q)∥.

Desta forma, por definição, podemos dizer que T é RS-abstrato p-somante se, e somente

se, existe uma constante C > 0 de modo que

(
n∑

i=1

∥T (xi − qi)∥p
) 1

p

≤ C sup
φ∈BX∗

(
n∑

i=1

|φ(xi − qi)|p
) 1

p

,

para todos x1, . . . , xn, q1, . . . , qn ∈ X e todo inteiro positivo n. Sendo assim, por (1.7)

T é absolutamente p-somante se, e somente se, T RS-abstrato p-somante. Tomando

Xd = X#, segue que T a|Y ∗ = T ∗. Assim, as hipóteses (I) e (II) são satisfeitas, pois φ

e T são lineares. Desta forma, o Teorema 4.6 proporciona o seguinte resultado:

Teorema 4.8. Sejam X um espaço de Banach, Y um Lp-espaço, com 2 ≤ p < ∞, e

f ∈ L (X;Y ). Se T ∗ é quase p-somante, então T é absolutamente 1-somante.
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Como todo espaço de Hilbert é um L2-espaço (Proposição 1.19) e todo operador ab-

solutamente p-somante é quase somante (equação (1.9)), podemos dizer que o Teorema

anterior generaliza o clássico Teorema de Kwapień (Teorema 4.2).

4.3.2 Operadores Lipschitz p-somantes

Quando X for um espaço métrico com ponto base denotado por 0 e Y for um Lp-

espaço, com 2 ≤ p < ∞, podemos dizer por (1.10) que um operador T : X → Y é

Lipschitz p-somante se existe uma constante C > 0 de modo que

(
n∑

i=1

∥T (xi)− T (qi)∥p
) 1

p

≤ C sup
φ∈B

X#

(
n∑

i=1

|φ(xi)− φ(qi)|p
) 1

p

,

para todo inteiro positivo n e quaisquer x1, ..., xn, q1, ..., qn ∈ X. Munindo BX# com

a topologia de convergência pontual teremos um espaço de Hausdorff compacto (para

mais informações sobre essa topologia consulte [31, Chapter 7] e [41, Chapter 2]). Desta

forma, consideremos BX# com a topologia de convergência pontual,

(K,H (X;Y )) = (BX# , Lip0(X, Y )) ,{
R : K ×X ×X −→ [0,∞)

R(φ, x, q) = |φ(x)− φ(q)|
e {

S : Lip0 (X, Y )×X ×X −→ [0,∞)

S(T, x, q) = ∥T (x)− T (q)∥.

Desta forma, T é Lipschitz p-somante se, e somente se, T é RS-abstrata p-somante.

Tomando Xd = X#, segue que T a|Y ∗ = T#|Y ∗ . Como as condições (I) e (II) são

satisfeitas, podemos recorrer ao Teorema 4.6 para garantir a seguinte extensão do

Teorema de Chen-Zheng:

Teorema 4.9. Sejam X um espaço métrico pontuado e Y um Lp-espaço, com 2 ≤
p < ∞. Se T ∈ Lip0(X;Y ) é tal que T#|Y ∗ é quase p-somante, então T é Lipschitz

1-somante.

4.3.3 Operadores Lipschitz p-somantes em um ponto

A próxima definição está presente em [34] e nas referências nele contidas.

Definição 4.1. Sejam X um espaço vetorial normado e Y um espaço de Banach. Um

operador Lipschitz T : X −→ Y é Lipschitz p-somante em um ponto w ∈ X se existe
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uma constante C > 0 de modo que

(
n∑

i=1

∥T (w + xi)− T (w + qi)∥p
) 1

p

≤ C sup
φ∈B

X#

(
n∑

i=1

|φ(xi)− φ(qi)|p
) 1

p

,

para todo inteiro positivo n e quaisquer x1, ..., xn, q1, ..., qn ∈ X.

Note que Lipschitz p-somante em 0 é precisamente a noção de Lipschitz p-somante.

Dado T ∈ Lip(X, Y ), definimos Tw : X −→ Y por Tw(x) = T (w+x)−T (w). É simples

verificar que T ∈ Lip(X, Y ) se, e somente se, Tw ∈ Lip(X, Y ) e Lip(T ) = Lip(Tw).

Observe também que

T é Lipschitz p-somante no ponto w se, e somante se, Tw é Lipschitz p-somante

e

T é Lipschitz p-somante se, e somente se, T0 é Lipschitz p-somante.

Agora defina w − Lip(X, Y ) := {Tw : T ∈ Lip(X, Y )} e considere BX# munido com

a topologia de convergência pontuada, que já vimos que resulta em um espaço de

Hausdorff compacto. Com isso, tomando

(K,H (X;Y )) = (BX# , w − Lip(X, Y )) ,{
R : BX# ×X ×X −→ [0,∞)

R(φ, x, q) = |φ(x)− φ(q)|,
e {

S : w − Lip(X, Y )×X ×X −→ [0,∞)

S(Tw, x, q) = ∥Tw(x)− Tw(q)∥ ,

podemos concluir que Tw ∈ w−Lip(X, Y ) é RS-abstrata p-somante se, e somente se, Tw

é Lipschitz p-somante (ou equivalentemente, T é Lipschitz p-somante em w). Tomando

Xd = X#, segue que T a
w|Y ∗ = T#

w |Y ∗ . Como (I) e (II) são satisfeitos, o Teorema 4.6

fornece um teorema do tipo Kwapień para os operadores Lipschitz p-somante em um

ponto que será enunciado da seguinte forma:

Teorema 4.10. Sejam X um espaço vetorial normado, w ∈ X, Y um Lp-espaço, com

2 ≤ p < ∞, e T ∈ Lip(X;Y ). Se (Tw)
#|Y ∗ é quase p-somante, então T é Lipschitz

1-somante em w.
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[2] J. C. Angulo-López e M. Fernández-Unzueta, Lipschitz p-summing multilinear

operators, J. Funct. Anal., 279 (2020), Article no. 108572.
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