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Resumo
Atalhos para a adiabaticidade (APA) são protocolos que aceleram uma dinâmica quântica
adiabática, que por definição são dinâmicas que demandam um tempo longo de evolução,
de modo a reproduzir os mesmos resultados, mas, em um intervalo de tempo mais
curto. Tal encurtamento é de fundamental importância pois, devido o processo adiabático
ocorrer de modo lento, torna o sistema sujeito a efeitos indesejados como a decoerência,
ruídos externos e até mesmo transições entre os autoestados do hamiltoniano. Nesta tese
estudamos alguns desses métodos de APA, em especial o método de reescalonamento
temporal em que fazemos a ilustração nos casos do oscilador harmônico paramétrico e na
inversão de população em um sistema de dois níveis, onde para este último caso realizamos
uma análise da estabilidade do método. Desenvolvemos também uma nova proposta
de APA denominada de método de parâmetros ajustáveis, onde, através de um termo
adicionado ao hamiltoniano de referência é possível acelerar uma dinâmica adiabática.
Tanto o método dos parâmetros ajustáveis quanto o de reescalonamento temporal não
exigem qualquer informação acerca dos autoestados instantâneos do hamiltoniano de
referência. Para ilustramos esta nova abordagem consideramos os cenários do oscilador
harmônico paramétrico e o da inversão de spin.

Palavras-chave: Controle quântico, teorema adiabático, atalhos para adiabaticidade.



Abstract
Shortcuts to adiabaticity (STA) are protocols that accelerate adiabatic quantum dynamics,
which by definition are dynamics that require a long evolution time, in order to reproduce
the same results, but in a shorter time interval. Such shortening is of fundamental
importance because, due to the adiabatic process occurring slowly, it makes the system
subject to caused effects such as decoherence, external noise and even transitions between
the hamiltonian eigenstates. In this thesis we study some of these STA methods, in
particular the time-rescaling method in which we make an illustration in the cases of the
parametric harmonic oscillator and in the population inversion in a two-level system, where
for the latter case we perform an analysis of the stability of the method. We also developed
a new STA proposal called the tunable parameters method, where, through a term added
to the reference Hamiltonian, it is possible to accelerate an adiabatic dynamics. Both
the tunable parameters and the time-rescaling methods did not require any information
about the instantaneous eigenstates of the reference Hamiltonian. To illustrate this new
approach, we consider the parametric harmonic oscillator and spin inversion scenarios.

Keywords: Quantum control, adiabatic teorem, shortcuts to adiabaticity.
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garantir que Ĥ(tf/a) = Ĥ(tf ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Figura 18 – Comportamento temporal da frequência angular ω̃(t) em um regime de
compressão para alguns valores do fator de contração temporal a. A
curva a = 1 equivale ao protocolo de referência, como de fato deveria
ser. Assumimos aqui ωf = 5ω0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Figura 19 – Comportamento do campo magnético B̃(t) responsável pela modulação
do momento linear da partícula sujeita ao potencial harmônico para
alguns valores do parâmetro de contração temporal a. B0 representa a
intensidade do campo magnético constante do protocolo de referência.
Podemos novamente perceber que a = 1 é equivalente ao protocolo de
referência. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72



Figura 20 – Campo magnético dependente do tempo necessário para realizar a
inversão de spin para alguns valores do fator de contração a. Podemos
perceber que o caso a = 1 é equivalente ao protocolo de referência.
Notamos também que, quanto mais rápido ocorre o processo, o valor
máximo da intensidade do campo magnético também aumenta. A
intensidade do campo magnético de referência foi considerada B0 = 2. . 76



Sumário

1 INTRODUÇÃO E ORGANIZAÇÃO DA TESE . . . . . . . . . . . . 14
1.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2 Organização da Tese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 TEOREMA ADIABÁTICO E APROXIMAÇÃO ADIABÁTICA . . . 17
2.1 O Teorema Adiabático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Aproximação Adiabática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3 Condições para a Adiabaticidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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1 Introdução e organização da tese

1.1 Introdução
Nos últimos anos, a busca por métodos que possibilitem o controle da dinâmica de

sistemas quânticos têm ganhado cada vez mais atenção e os resultados dessas pesquisas vem
proporcionando avanços em diversas áreas, como por exemplo, física atômica e nuclear,
computação quântica e no desenvolvimento de tecnologias quânticas [2–9]. Contudo,
quando consideramos dinâmicas quânticas em que desejamos obter resultados com altas
fidelidade e robusteza nos deparamos com limitações impostas pelo teorema adiabático
[10, 11]. Tal teorema, proposto por Born e Fock (1928), nos diz que: Um sistema físico
permanece em seu autoestado instantâneo, não degenerado, ao longo da evolução temporal,
se sobre ele é aplicada uma perturbação suficientemente pequena. Deste modo, evoluções
ditas adiabáticas são processos que por definição demandam um tempo longo. Outro
ponto acerca dos processos adiabáticos é que estes não permitem transições entre estados,
sendo assim, uma vez que o sistema é preparado em um dado estado inicial, através dessa
transformação, sabemos que o sistema evoluirá seguindo tal estado.

Devido à longa duração de um processo adiabático, efeitos indesejados como decoerência
e ruídos externos podem acontecer a um determinado sistema quântico que segue essa
evolução. Tais efeitos são muitas vezes não apenas indesejáveis, mas até mesmo prejudiciais.
Assim, o desenvolvimento de técnicas para contornar o problema temporal imposto pelo
teorema adiabático, e consequentemente minimizar estes efeitos indesejados, se transformou
em uma importante fonte de pesquisas teóricas e experimentais [12–18]. Essas técnicas
foram denominadas por Cheng (2010) [12] como atalhos para adiabaticidade (APA), em
inglês shortcuts to adiabaticity (STA).

Atalhos para adiabaticidade são então, rotas rápidas para obter os mesmos resultados
finais que transformações adiabáticas (lentas). A principal motivação para a aplicação dos
métodos STA para sistemas quânticos é manipulá-los em escalas de tempo mais curtas que
os tempos de evoluções dos processos adiabáticos. Entre os STA mais populares e estudados
na literatura, podemos citar as abordagens de engenharia inversa usando os invariantes
de Lewis-Riesenfeld (LR) [19], a técnica de avanço rápido (em inglês fast-forward - FF)
[20–22], e o método contradiabático (CD) [23–25], sendo este último um dos métodos
mais utilizados na literatura. Tais técnicas de atalhos são utilizadas em diversos tipos de
aplicações, como por exemplo, controle da dinâmica quântica de um qubit em átomos
frios [16], armadilhas de ions [26,27], qubits supercondutores [28], computação quântica
adiabática [29–31], sistemas de dois e três níveis [13, 32], entre outros.

Proposto por Demirplack e Rice [24, 25], e de forma independente por Berry [23], o
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método contradiabático tem como ideia princial a determinação de um termo chamado
hamiltoniano contra-diabático ĤCD(t), ou simplesmente termo contradiabático, que deve
ser adicionado ao hamiltoniano original (adiabático), Ĥ(t) do problema de modo que
o hamiltoniano efetivo, definido pela soma desses dois termos Ĥeff = Ĥ(t) + ĤCD(t),
imite a evolução adiabática desejada. O termo contradiabático é então definido por
ĤCD(t) = iℏ∑n(|∂tnt⟩ ⟨nt| − ⟨nt|∂tnt⟩ |nt⟩ ⟨nt|), onde |nt⟩ são os autoestados instantâneos
do hamiltoniano de referência, ou seja, para construir um protocolo contrabiabático se faz
necessário informação acerca dos autoestados instantâneos do protocolo de referência.

Recentemente, uma nova abordagem de STA foi proposta por Bernardo [1], chamado
método de reescalonamento temporal, em inglês time-rescaling method (TR), que consiste
em reescalonar a variável temporal, através da mudança t → f(τ), no operador de evolução
quântica a fim de encontrar dinâmicas rápidas que permitam reproduzir o mesmo estado
final e condições de um processo quântico de referência. Entretanto, diferente do método
contradiabático, o reescalonamento temporal é um método que não necessita de qualquer
informação sobre os autoestados do hamiltoniano original. Um ponto importante sobre
este método é que ele não impõe nenhuma restrição à dinâmica de referência, ou seja, não
exige que esta seja adiabática. Contudo, quando a dinâmica de referência se trata de uma
evolução adiabática, o método funciona como um STA. Já sobre o tempo de evolução, esse
novo processo é regido por um parâmetro a, chamado fator de contração temporal, e para
o caso em que a > 1 temos que o tempo de evolução será a vezes mais rápido que o de
referência.

O foco de interesse nessa tese é então, estudar alguns desses métodos de atalhos para
adiabaticidade em especial a realização de aplicações utilizando o método de reescalona-
mento temporal. Além disso, também é apresentada nesta tese uma nova proposta de
atalho para adiabaticidade, chamado de método dos parâmetros ajustáveis [33]. Tal pro-
posta consiste em adicionar um termo potencial extra Ṽ (t) ao hamiltoniano de referência
Ĥ(t), de modo que o efeito conjunto desses dois termos através de um hamiltoniano efetivo
Ĥeff (t) = Ĥ(t) + Ṽ (t) é capaz de acelerar uma dinâmica quântica adiabática. Esse termo
potencial extra é ajustado de acordo com cada problema abordado, daí o nome do método.
Assim como o método de reescalonamento temporal não exige qualquer informação sobre
os autoestados instantâneos do hamiltoniano de referência. O método dos parâmetros
ajustáveis apresenta uma vantagem do ponto de vista experimental uma vez que não
necessita de nenhuma manipulação nos campos/agentes do protocolo de referência, mas
sim, a adição de uma nova interação independente através do termo extra. Por fim, a
organização e estruturação da tese são tratadas a seguir.
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1.2 Organização da Tese
Após a introdução, onde apresentamos e discutimos de forma sucinta as ideias relevantes

que embasam este trabalho, a organização da tese se dará da seguinte forma:

• No Capítulo 2 realizamos uma revisão bibliográfica sobre o teorema adiabático em
sua forma tradicional, onde discutimos as implicações físicas presentes nas dinâmicas
que obedecem a tal teorema. Após isso apresentamos as condições de validade que
tais evoluções adiabáticas devem satisfazer. Por fim, realizamos e discutimos a
aplicação do teorema adiabático no bem conhecido caso de uma partícula em uma
caixa unidimensional.

• No Capítulo 3 apresentamos as principais ideias referentes aos atalhos para adiaba-
ticidade e discutimos detalhadamente dois importantes métodos de STA. Especifi-
camente, abordaremos o método de engenharia inversa baseada em invariantes de
Lewis-Riesenfeld, e o método contradiabático, onde, para este último, reproduzimos
o exemplo da inversão de população para um sistema de dois níveis.

• Em seguida, no Capítulo 4 realizamos uma revisão do método de reescalonamento
temporal, onde detalhamos e discutimos a funcionalidade e as características do
método. Em seguida, utilizamos o método em dois casos de grande interesse teórico
e prático, sendo eles o oscilador harmônico paramétrico e a inversão de população
em um sistema de dois níveis. Para este último exemplo, realizamos também uma
análise sobre a estabilidade do método quando consideramos erros experimentais.

• No capítulo 5 apresentamos o método dos parâmetros ajustáveis. Método este que
representa uma nova proposta de STA. Aqui descrevemos todas as características e
funcionamento do método, bem como as diferenças entre este e os demais métodos
discutidos nesta tese. Para ilustrar o funcionamento, realizamos a aplicação em dois
exemplos: o oscilador harmônico paramétrico e a inversão de spin.

• Encerramos esta tese apresentando, no capítulo 6, as conclusões obtidas ao final
da execução dos projetos que deram origem a este trabalho. Também discutimos
brevemente sobre as possíveis extensões desse projeto, mencionando as perspectivas
de estudos futuros.



17

2 Teorema Adiabático e Aproximação Adia-
bática

Neste capítulo será feita uma breve apresentação do Teorema Adiabático, na sua forma
tradicional, bem como um detalhamento sobre a aproximação adiabática. Além disso são
feitas as demonstrações matemáticas das condições necessárias para que tal aproximação
seja válida, e discutiremos suas implicações físicas na dinâmica de um sistema quântico. É
abordado também um exemplo de processo adiabático de uma partícula em uma caixa em
uma dimensão.

2.1 O Teorema Adiabático
Sabemos que em geral, sistemas físicos estão sujeitos a interações causadas por agentes

externos. Assim, ao estudarmos a dinâmica de um sistema estamos interessados em
entender sua evolução quando sujeito a tais agentes. Em Mecânica Clássica, tal estudo é
feito através das equações de movimento obtidas através das Leis de Newton, formalismo
de Lagrange ou formalismo de Hamilton-Jacobi [34]. Já em Mecânica Quântica, a evolução
de um sistema físico é regida pela equação de Schrödinger

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t) |ψ(t)⟩ , (2.1)

onde ℏ é a constante de Planck, Ĥ(t) é o operador hamiltoninano e |ψ(t)⟩ é o estado do
sistema. Em geral, a solução da equação de Schrödinger resulta em um sistema de equações
diferenciais acopladas com coeficientes que podem depender do tempo. Ao resolvermos
tal equação estamos interessados em determinar |ψ(t)⟩ que está sujeito ao hamiltoninano
Ĥ(t) [35].

De modo geral, a evolução de um sistema quântico pode acontecer de diversas manei-
ras. Por exemplo, ocorrer transições entre diferentes níveis de energia ou alteração das
probabilidades referentes a cada autoestado de energia. Contudo, uma possível evolução é
tal que o sistema seja controlado de modo que, durante todo o protocolo de evolução, ele
seja mantido no mesmo autoestado de energia. Essa é a essência do Teorema Adiabático
que será discutido e demonstrado neste capítulo.

O Teorema Adiabático e as noções de evoluções adiabáticas são utilizadas em trabalhos
[36–40], sendo recentemente utilizado em diversas pesquisas nas áreas de computação
quântica adiabática e controle quântico [41–47]. Em sua versão tradicional, o Teorema
adiabático foi primeiramente proposto por Born e Fock [10] em 1928 e posteriormente, em
1950, com uma demonstração matematicamente mais rigorosa, por Kato [11]. O enunciado
proposto por Born e Fock é dado da seguinte forma:
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Teorema: Seja um sistema quântico governado por um hamiltoniano arbitrário depen-
dente do tempo. Desta forma, o sistema físico é mantido em seu autoestado instantâneo
se uma perturbação atuar sobre ele de forma suficientemente lenta e se o espectro do
hamiltoniano for não-degenerado.

O Teorema Adiabático nos diz então que, se o sistema é preparado em um autoestado
|En(t0)⟩ de Ĥ(t0), em um tempo tf posterior, após uma evolução suficientemente lenta do
hamiltoniano, o sistema terá evoluido para o autoestado |En(tf )⟩ de Ĥ(tf ). É importante
ressaltar que a evolução adiabática não garante que as autoenergias nos instantes t e t0
sejam iguais, em geral En(t0) ̸= En(tf ). O sistema evoluirá seguindo no mesmo autoestado,
ou seja, sem transições entre níveis de energia.

Vamos a partir de agora demonstrar o Teorema Adiabático (TA), em sua forma
tradicional. Seja |ψ(t)⟩ o estado evoluído do sistema que é solução da Equação de
Schrödinger (2.1). Podemos, sem perda de generalidade, expandir esse estado como
combinação linear dos autoestados instantâneos de Ĥ(t), cuja forma mais geral é

|ψ(t)⟩ =
∑

n

cn(t)eiθn(t) |En(t)⟩ , (2.2)

com θ(t), sendo a fase dinâmica, definida por

θn(t) = −1
ℏ

∫ t

0
En(t′)dt′, (2.3)

onde, por simplicidade, escolhemos t0 = 0.

A fase dinâmica está relacionada com o modo com que as autoenergias variam com
o tempo [35]. É facil observarmos que, se estivermos tratando de casos estacionários, a
fase dinâmica se reduz a θn(t) = −Ent/ℏ, que implicará em uma evolução usual quando o
hamiltoniano é independente do tempo.

Ainda sobre a eq. (2.2), cn(t) são coeficientes complexos, cujo módulo quadrado nos
informa a probabilidade de, ao realizarmos uma medida de energia, obtermos o valor En(t).
Os autoestados associados {|En(t)⟩} formam uma base ortonomal instantânea de Ĥ(t),
que satisfaz a seguinte equação de autovalores

Ĥ(t) |En(t)⟩ = En(t) |En(t)⟩ . (2.4)

Vamos ainda considerar o caso geral em que [Ĥ(t), Ĥ(t′)] ̸= 0 e que os autovalores são não
degenerados [11].

Substituindo a expressão do estado evoluido (2.2) na equação de Schrödinger (2.1),
ficamos com

iℏ
d

dt

[∑
n

cn(t)eiθn(t) |En(t)⟩
]

= Ĥ(t)
∑

n

cn(t)eiθn(t) |En(t)⟩ . (2.5)
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Aplicando a regra da derivada do produto do termo da esquerda e considerando a equação
de autovalores (2.4), temos

iℏ
∑

n

[
ċn(t) |En(t)⟩ + icn(t)θ̇n(t) |En(t)⟩ + cn(t) |Ėn(t)⟩

]
eiθn(t) =∑

n

cn(t)eiθn(t)En(t) |En(t)⟩ , (2.6)

onde ( ˙ ) representa a derivada com relação ao tempo.

Atuando ⟨Em(t)| pela esquerda, a Eq. (2.6) fica

⟨Em(t)| iℏ
∑

n

[
ċn(t) |En(t)⟩ + icn(t)θ̇n(t) |En(t)⟩ + cn(t) |Ėn(t)⟩

]
eiθn(t) =

⟨Em(t)|
∑

n

cn(t)eiθn(t)En(t) |En(t)⟩ ⇒

iℏ
∑

n

[
ċn(t)δmn + icn(t)θ̇n(t)δmn + cn(t) ⟨Emt|Ėn(t)⟩

]
eiθn(t) =

∑
n

cn(t)eiθn(t)En(t)δmn ,

(2.7)

onde utilizamos a condição de ortonormalidade dos autoestados da base ⟨Em(t)|En(t)⟩ =
δmn, com δnm sendo a delta de Kronecker.

Para darmos continuidade vamos levar em conta a propriedade da delta de Kronecker∑
i δijbi = bj, como também que, da eq. (2.3), θ̇n(t) = −En(t)/ℏ. Desta forma, a eq. (2.7)

fica

iℏ
[
ċm(t)eiθm(t) − i

ℏ
cm(t)Em(t)eiθm(t) +

∑
n

cn(t) ⟨Em(t)|Ėn(t)⟩ eiθn(t)
]

= cm(t)eiθm(t)Em(t).

(2.8)

Podemos perceber que o segundo termo do lado esquerdo é igual ao termo do lado
direito da igualdade. Assim, separando o somatório nos termos em que n = m e n ≠ m, a
equação anterior pode ser reecrita como

ċm(t) = −cm(t) ⟨Em(t)|Ėm(t)⟩ −
∑

n̸=m

cn(t) ⟨Em(t)|Ėn(t)⟩ eiθnm , (2.9)

onde θnm ≡ θn − θm.

Para obtermos uma expressão mais explícita para ⟨Em(t)|Ėn(t)⟩, iremos recorrer
novamente à equação de autovalores (2.4), onde iremos derivar com respeito ao tempo.
Desta forma, temos

d

dt
[Ĥ(t) |En(t)⟩] = d

dt
[En(t) |En(t)⟩] ⇒

˙̂
H(t) |En(t)⟩ + Ĥ(t) |Ėn(t)⟩ = Ėn(t) |En(t)⟩ + En(t) |Ėn(t)⟩ . (2.10)

Tomando o produto interno com ⟨Em(t)| na equação anterior, ficamos com

⟨Em(t)| ˙̂
H(t) |En(t)⟩ + ⟨Em(t)| Ĥ(t) |Ėn(t)⟩ = Ėn(t) ⟨Em(t)|En(t)⟩ + En(t) ⟨Em(t)|Ėn(t)⟩ .

(2.11)
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Como o interesse é reescrever o segundo termo da equação (2.9), temos que o primeiro
termo do lado direito da equação (2.11) se anula devido a ortonormalidade dos estados
base. Assim, a equação anterior pode ainda ser reescrita como

⟨Em(t)| ˙̂
H(t) |En(t)⟩ + Em(t) ⟨Em(t)|Ėn(t)⟩ = En(t) ⟨Em(t)|Ėn(t)⟩ , (2.12)

onde utilizamos o fato que ⟨Em(t)| Ĥ(t) = ⟨Em(t)|Em(t). Desta forma, obtemos

⟨Em(t)|Ėn(t)⟩ = ⟨Em(t)| ˙̂
H(t) |En(t)⟩

En(t) − Em(t) . (2.13)

Substituindo a equação (2.13) em (2.9), temos

ċm(t) = −cm(t) ⟨Em(t)|Ėm(t)⟩ −
∑

n̸=m

cn(t)⟨Em(t)| ˙̂
H(t) |En(t)⟩

En(t) − Em(t) eiθnm . (2.14)

A relação acima é exata, e nos dá a dinâmica dos coeficientes cm. Tal evolução possui
contribuição de dois termos: o primeiro diz respeito à variação do m-ésimo autoestado
|Ėm(t)⟩, enquanto o segundo termo possui uma mistura entre o m-ésimo e n-ésimo autoes-
tados, além da diferença de energias entre tais autoestados e a variação do hamiltoniano.
Vale a pena ressaltar também que esse termo de mistura é o responsável por acoplar o
sistema de equações diferenciais oriundas de (2.14).

Outro ponto importante é que a equação (2.14) é válida somente para os casos em
que o espectro de energias é não degenerado, como estipulado pelo Teorema Adiabático.
Embora seja possível obtermos uma expressão que envolva os casos em que o espectro é
degenerado, generalizando o caso tradicional do Teorema Adiabático, não será discutida
tal generalização neste trabalho.

2.2 Aproximação Adiabática
Ao impormos determinadas condições ao sistema, podemos tornar o segundo termo do

lado direito em (2.14) neglingenciável, desta forma, “eliminando” o termo de mistura entre
os autoestados do hamiltoniano, desacoplando assim as equações diferenciais oriundas do
Teorema Adiabático.

A Aproximação Adiabática consiste em impormos que a taxa com que Ĥ(t) varia com
o tempo seja muito menor que a diferença de energias En(t) − Em(t) entre o n-ésimo e
m-ésimo autoestado. Assim, a eq. (2.14) se torna

ċm(t) ≈ −cm(t) ⟨Em(t)|Ėm(t)⟩ , (2.15)

onde desconsideramos o segundo termo do lado direito da eq. (2.14). A justificativa e
significado de desconsiderarmos este termo será esclarecida na seção seguinte.
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Podemos resolver a eq. (2.15) de forma direta, obtendo o seguinte resultado

cm(t) = cm(0)eiγm(t), (2.16)

com γn(t) sendo a fase geométrica ou fase de Berry [38], definida por

γm(t) = i
∫ t

0
⟨Em(t)|Ėm(t)⟩ dt . (2.17)

Note a partir eq.(2.16) que determinamos como ocorre a evolução dos coeficientes cm(t),
onde, devido à aproximação adiabática, pudemos encontrar relações em que cada um deles
evolui de forma independente. Podemos agora retornar à expressão para o estado evoluído
|ψ(t)⟩, eq. (2.2), e descrevermos seu comportamento em uma dinâmica adiabática,

|ψ(t)⟩ ≈
∑

n

cn(0)eiθn(t)eiγn(t) |En(t)⟩ . (2.18)

Um fato importante a ser observado sobre a expressão obtida acima é que, devido às
condições impostas pela aproximação adiabática, não há mistura de autoestados, ou seja,
não existem transições entre os níveis de energia.

2.3 Condições para a Adiabaticidade
Para encontrarmos uma solução para a evolução do estado segundo a aproximação

adiabática, foi necessário realizarmos algumas considerações acerca da dinâmica do sistema
para que pudessemos desacoplar os coeficientes c′

ns e consequentemente obtermos uma
solução aceitável. Faremos agora uma discussão e derivação de duas condições equivalentes,
necessárias para que a aproximação adiabática seja válida [48,49]

2.3.1 Condição sobre o hamiltoniano Ĥ(t)

Durante a seção anterior foi mencionada e imposta a condição que a taxa com que o
hamiltoniano Ĥ(t) varia com o tempo deve ser muito menor que diferença de energias
entre o n-ésimo e m-ésimo autoestados. Em outras palavras, a dinâmica do sistema deve
acontecer de forma lenta afim de garantir que não haja transição entre os autoestados
de energia. Esta condição imposta sobre o hamiltoniano pode ser enunciada e expressa
matematicamente por:

Seja um hamiltoniano dependente do tempo Ĥ(t), a evolução do sistema pode ser
descrita pela aproximação adiabática, se for obedecida a seguinte relação

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣⟨Em(t)| ˙̂
H(t)|En(t)⟩

En(t) − Em(t)

∣∣∣∣∣∣ ≪ 1 , ∀ (n,m) (2.19)

onde T é o tempo total da evolução.
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2.3.2 Condição sobre o tempo de evolução

Da condição sobre o hamiltoniano, temos que, quanto menor for a diferença entre as
autoenergias En(t) e Em(t), a mudança temporal no hamiltoniano deve ser ainda mais
lenta, o que nos leva a um tempo de evolução muito grande. Desta forma, podemos nos
fazer a seguinte pergunta: o quão grande deve ser o tempo total de evolução para que a
aproximação adiabática seja válida? Para respondermos essa pergunta, vamos tomar como
ponto de partida a equação (2.14) .

Primeiramente, note que

d

dt

[
cn(t)e−iγn(t)

]
= e−iγn(t) [ċn(t) − iγ̇n(t)cn(t)]

= e−iγn(t)
[
ċn(t) + ⟨En(t)|Ėn(t)⟩ cn(t)

]
. (2.20)

Desta forma, retornando para a (2.14) e substituindo (2.20), podemos reescrevê-la como

d

dt

[
cn(t)e−iγn(t)

]
= −

∑
n̸=m

cn(t)⟨Em(t)| ˙̂
H(t) |En(t)⟩
Enm

eiθnme−iγn(t), (2.21)

com Enm(t) ≡ En(t) − Em(t).

Vamos agora introduzir uma nova escala de tempo através da parametrização

s = t

T
, (2.22)

onde T é o tempo total da evolução. Escrevendo a eq. (2.21) em termos do parâmetro s,
temos

∂

∂s

[
cn(s)e−iγn(s)

]
= −

∑
n̸=m

cn(s)⟨Em(s)| ∂sĤ(s) |En(s)⟩
Enm

eiT ωnm(s)e−iγn(s), (2.23)

onde ∂s ≡ ∂/∂s, com ωnm(s) e γn(s), definidos respectivamente por

ωnm(s) = −1
ℏ

∫ s

Enm(s′)ds′ (2.24)

e

γn(s) = i
∫ s

⟨En(s′)|∂s|En(s′)⟩ ds′ . (2.25)

A grandeza ωnm(s) nada mais é que a diferença entre as fases dinâmicas θn e θm, enquanto
γn(s) é a fase geométrica, ambas agora com relação ao novo parâmetro s.

Vamos definir também a seguinte variável

Fnm(s) = cn ⟨Em(s)|∂sĤ|En(s)⟩ e−iγn(s) , (2.26)

que ao substituirmos na eq. (2.23), obtemos

∂

∂s

[
cn(s)e−iγn(s)

]
= −

∑
n ̸=m

Fnm(s)
Enm(s)eiT ωnm(s) . (2.27)
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Integrando em em relação ao tempo parametrizado, ficamos com∫ s

0

∂

∂s′

[
cn(s′)e−iγn(s′)

]
ds′ = −

∑
n̸=m

∫ s

0

Fnm(s′)
Enm(s′)eiT ωnm(s′)ds′. (2.28)

Antes de seguirmos com a resolução da integral, vamos reescrever o termo do lado direito
da seguinte forma

Fnm(s)
Enm(s)eiT ωnm(s) = Fnm(s)

[Enm(s)]2Enm(s)eiT ωnm(s). (2.29)

Contudo, da definição de ωnm(s), eq.(2.24), podemos facilmente observar que

Enm(s)eiT ωnm(s) = −iℏ
T

∂

∂s

[
eiT ωnm(s)

]
. (2.30)

Assim,

Fnm(s)
Enm(s)eiT ωnm(s) = −iℏ

T

Fnm(s)
[Enm(s)]2

∂

∂s

[
eiT ωnm(s)

]
. (2.31)

Substituindo a equação acima em (2.28), temos∫ s

0

∂

∂s′

[
cn(s′)e−iγn(s′)

]
ds′ = iℏ

T

∑
n̸=m

∫ s

0

Fnm(s′)
[Enm(s′)]2

∂

∂s′

[
eiT ωnm(s′)

]
ds′

cn(s)e−iγn(s) − cn(0) = iℏ
T

∑
n̸=m

∫ s

0

{
∂

∂s′

[
Fnm(s′)
Enm(s′)2 eiT ωnm(s′)

]
+

− ∂

∂s′

[
Fnm(s′)
Enm(s′)2

]
eiT ωnm(s′)

}
ds′ , (2.32)

onde aplicamos a técnica de integração por partes no lado direiro da equação e também
utilizamos o fato que γn(0) = 0. Daí,

cn(s)e−iγn(s) − cn(0) = iℏ
T

∑
n ̸=m

[
Fnm(s)
Enm(s)2 eiT ωnm − Fnm(0)

Enm(0)2

]
+

iℏ
T

∑
n̸=m

∫ s

0

∂

∂s′

[
Fnm(s′)
Enm(s′)

]
eiT ωnm(s′)ds′ . (2.33)

Nosso intúito é encontrar uma expressão em que possamos ter uma evolução para
os coeficientes c′

ns de forma desacoplada, ou seja, sem os termos de misturas entre os
autoestados. Esta tarefa pode ser obtida se conseguirmos anular os termos do lado direito
da igualdade.

Vamos começar pelo segundo termo do lado direito. O termo ∂
∂s′

Fnm(s′)
Enm(s′)2 é integrável

no intervalo [0, s]. Juntando isso com o fato de que, se considerarmos o tempo total de
evolução T como sendo muito longo, podemos utilizar o lemma de Riemann-Lebesgue
[50,51], definido por

lim
|ξ|→∞

∫
f(x)eiξxdx → 0 , (2.34)
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que no nosso caso fica

lim
T →∞

∫ s

0

∂

∂s′

[
Fnm(s′)
Enm(s′)2

]
eiT ωnm(s′)ds′ → 0. (2.35)

Agora, para o primeiro termo do lado direito de (2.33), desejamos que ele seja cada
vez mais negligenciável. Como estamos considerando o tempo de evolução como sendo
muito longo (T → ∞), impomos a seguinte condição

max
s∈[0,1]

∣∣∣∣∣ 1T Fnm(s)
Enm(s)2

∣∣∣∣∣ ≪ 1 , (2.36)

ou ainda de forma mais explítita,

T ≫ max
s∈[0,1]

∣∣∣∣∣⟨Em(s)|∂sĤ|En(s)⟩
En(s) − Em(s)

∣∣∣∣∣ , (2.37)

que é a condição sobre tempo de evolução, conhecida também como vínculo temporal.
A condição acima significa que o tempo de total de evolução, para que o sistema evolua
segundo (2.18), se torna cada vez maior com a diminuição do gap energético.

Desta forma, uma vez satisfeita essa condição, a equação (2.33), retornando para o
parâmetro t, fica

cn(t) = cn(0)eiγn(t), (2.38)

que é o mesmo resultado da eq.(2.16). É importante ressaltar que, a validade e limites,
bem como a generalização da aproximação adiabática têm sido fonte de diversos trabalhos
[52–56].

2.4 Partícula em uma caixa unidimensional
Vamos agora realizar uma comparação entre os resultados obtidos através da aproxi-

mação adiabática e a solução exata para o bem conhecido exemplo de uma partícula em
uma caixa em uma dimensão [57].

O potencial que governa esse sistema é descrito por

V̂ (x) =
 0, se 0 ≤ x ≤ L

∞, caso contrário,
(2.39)

onde L é a largura da caixa.

Resolvendo a equação de Schrödinger em uma dimensão, obtemos respectivamente, as
seguintes expressões para autofunções e autoenergias,

φn(x) =
√

2
L

sen
(
nπ

L
x
)

(2.40)
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e

En = n2ℏ2π2

2mL2 . (2.41)

A aproximação adiabática para este exemplo ocorre quando consideramos que uma das
paredes da caixa é movél e o comprimento da caixa aumenta (ou diminui) lentamente com
velocidade constante v, de modo que a mudança na largura em um tempo t é dada por

L(t) = L0 + vt, (2.42)

onde L0 é o comprimento da caixa em t = 0.

Figura 1 – Representação de uma evolução adiabática para uma partícula em uma caixa.
No caso a) a largura da caixa é L0 e a partícula está no estado fundamental.
Em b) movemos a parede da caixa lentamente (regime adiabático) de modo
que a largura é dada por L0 + vt, desta forma a partícula se mantém no estado
fundamental. Em c) movemos a parede da caixa de forma rápida, v′ >> v,
de modo que, o sistema não acompanha a mudança e permanece no estado
fundamental apenas durante um curto intervalo de tempo, ou seja, será uma
combinação linear das várias autofunções para a caixa com a parede deslocada.

Na Figura 1 temos uma representação gráfica da evolução adiabática para o problema
da partícula em uma caixa. A Figura 1a representa a função de onda para o estado
fundamental quando consideramos a largura da caixa como sendo L0. Após isso, se
movermos a parede da caixa de forma lenta a aproximação adiabática nos diz que o sistema
será mantido no mesmo autoestado, como pode ser observado na Figura 1b. Se movermos
a parede da caixa repentinamente, o sistema não consegue acompanhar a mudança do
potencial permanecendo no estado fundamental apenas durante um curto período de
tempo, de modo que podendo fazer qualquer afirmação sobre o estado do sistema após
isso, Figura 1c. Nos casos b e c, a largura da caixa varia de acordo com a eq.(2.42).

Podemos também fazer uma análise sobre as modificações nos níveis de energias devido
a essa mudança no comprimento/largura da caixa. Da eq. (2.41), podemos perceber
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que uma mudança no comprimento da caixa promove uma modificação nas autoenergias
(ver Figura 2), onde, no caso de uma expansão, as autoenergias diminuem e, no caso de
compressão, as auto energias aumentam.

Figura 2 – Funções de onda (linhas sólidas) e níveis de energias (linhas tracejadas), para
alguns valores de n, da partícula em uma caixa em uma dimensão.

Uma vez discutido como ocorre a evolução adiabátia para este exemplo, podemos
iniciar o tratamento matemático para encontrar o do estado que descreve a evolução desse
sistema.

Em termos de autofunções, o estado obtido da aproximação adiabática (2.18), fica

ψ(t) =
∑

n

cn(0)eiθn(t)eiγn(t)φn(t). (2.43)

Vamos agora calcular a fase dinâmica através da eq. (2.3), onde, com o auxílio da
equação (2.42), ficamos com:

θn(t) = −1
ℏ

∫ t

0
En(t′)dt = −1

ℏ

∫ t

0

n2ℏ2π2

2mL2 dt

= −1
ℏ

∫ L

L0

n2ℏ2π2

2mL2v
dL = −n2ℏπ2

2mv

[
− 1
L

]L

L0

= n2ℏπ2

2mv

[ 1
L

− 1
L0

]
θn(L) = n2ℏπ2

2mv
(L0 − L)
L0L

. (2.44)

Como φ(t) depende de t através de L(t), a fase geométrica pode ser reescrita como [35]

γn(t) = i
∫ L

L0

[∫ L

0

(
φn

d

dL
φn

)
dx

]
dL, (2.45)
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onde usamos o fato que, pela regra da cadeia,

d

dt
φn = dφn

dL

dL

dt
. (2.46)

Desta forma, temos

γn(t) = i
∫ L

L0


∫ L

0

√
2
L

sen
(
nπ

L
x
)
d

dL

√ 2
L

sen
(
nπ

L
x
) dx

 dL
= i

∫ L

L0


∫ L

0

√ 2
L

sen
(
nπ

L
x
)(

− 1
L2

)
×

×

√L
2 sen

(
nπ

L
x
)

+ nπx

√
2
L

cos
(
nπ

L
x
) dL.

(2.47)

O resultado da integral interna é − sen2(nπ)
L

, contudo, como n = 1, 2, 3, 4... , este termo se
anula. Então,

γn(t) = i
∫ L

L0
{0}dL = 0 . (2.48)

Uma vez calculadas a fase dinâmica e a fazer geométrica, temos os seguintes resultados
para os autoestados evoluídos φn(x, L) e estado ψ(x, L) considerando a aproximação
adiabática

φn(x, L) = exp
[
i
n2ℏπ2

2mv
(L0 − L)
L0L

]√
2
L

sen
(
nπ

L
x
)

(2.49)

e

ψ(x, L) =
∑

n

cn(0) exp
[
i
n2ℏπ2

2mv
(L0 − L)
L0L

]√
2
L

sen
(
nπ

L
x
)
. (2.50)

As soluções exatas para este problema podem ser encontradas em [58] e são dadas por

φ̃n(x, L) = exp
[
i

(
mvx2

2ℏL − n2ℏπ2

2mv
(L− L0)
L0L

)]√
2
L

sen
(
nπ

L
x
)

(2.51)

e

ψ̃(x, L) =
∑

n

cn exp
[
i

(
mvx2

2ℏL − n2ℏπ2

2mv
(L− L0)
L0L

)]√
2
L

sen
(
nπ

L
x
)
. (2.52)

Com as soluções adiabáticas (2.49) e (2.50), e exatas (2.51) e (2.52), podemos fazer
uma comparação entre as probabilidades de transição para alguns estados, onde para isto
vamos considerar que inicialmente o sistema se encontra no estado fundamental (n = 1),
de modo que, c1(0) = 1.

Na Figura 3, temos o comportamento da probabilidade de transição do estado funda-
mental em função da velocidade da parede da caixa. As linhas vermelhas correspondem
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às probabilidades utilizando o estado evoluído segundo a aproximação adiabática, onde
a linha vermelha sólida corresponde à probabilidade de que o sistema se mantenha no
estado fundamental (n = 1), e a linha vermelha tracejada corresponde à probabilidade de
haver transição para o primeiro estado excitado (n = 2). Podemos perceber que, uma vez
no estado fundamental, o sistema se mantém em tal autoestado, confirmando o Teorema
Adiabático. As linhas azuis correspondem às probabilidades utilizando a solução exata. A
linha sólida é a probabilidade do estado se manter no estado fundamentao, n = 1, a linha
azul tracejada é a probabilidade de haver transição entre n = 1 e n = 2 e, a linha azul
pontilhada, a probabilidade da transição de n = 1 para n = 3.

Figura 3 – Probabilidade de Transição entre o estado fundamental e n = 1 (linhas sólidas),
n = 2 (linhas tracejadas) e n = 3 (linha pontilhada) para a aproximação
adiabática (vermelha) e a solução exata (azul) em função de v. Adaptado da
referência [25].

Podemos perceber que a partir de um certo valor da velocidade v começam a aparecer
transições entre o estado fundamental e os demais estados excitados. Contudo, podemos
obervar também que para valores de v < 0.2Å/s, o sistema se mantém no autoestado
n = 1. Isso implica que a aproximação adiabática descreve de forma eficaz a dinâmica do
sistema no regime lento (adiabático).
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3 Atalhos para adiabaticidade

No capítulo anterior tratamos do Teorema Adiabático e das evoluções adiabáticas, onde
foi apresentado as condições para que tais dinâmicas sejam realizadas e suas implicações.
Uma das condições para que uma dinâmica adiática ocorra é que o tempo de evolução
necessita ser longo o suficiente. Desta forma, podemos nos fazer a seguinte pergunta:
podemos, de alguma forma, obter o mesmo resultado que um processo adiabático, mas
com tempo de evolução reduzido? Ou seja, teríamos alguma forma de termos o mesmo
resultado, mas de forma mais rápida?

A resposta para esta pergunta é: sim. Esses métodos são chamados atalhos para
adiabaticidade. Atalhos para adiabaticidade, do inglês shortcut to adiabaticity (STA) [12],
são protocolos que aceleram a dinâmica quântica através rotas de não-adiabáticas, mas
que reproduzem o mesmo resultado das evoluções adiabáticas. A utilização de atalhos
para adiabaticidade para realizar tais dinâmicas em um intervalo mais curto proporciona
uma diminuição de efeitos indesejados como, por exemplo, ruído externos e a decoerência.

Neste capítulo apresentaremos dois métodos de atalhos para adiabaticidade. Sendo eles:
O método de Engenharia Reversa baseada em invariantes e o método Contra-diabático
[23–25,59]. Outro método de STA é o método de Reescalonamento Temporal [1] que será
discutido com mais detalhes no próximo capítulo.

3.1 Engenharia inversa baseada em invariantes

3.1.1 Invariantes de Lewis-Riensenfeld

Proposto por Lewis e Riensenfeld no ano de 1969 [19], o método de invariantes de
Lewis-Riensenfeld consiste em considerarmos um sistema descrito por um hamiltoninano
dependente do tempo Ĥ(t) que é hermitiano. Após isso, assumimos a existência de um
operador Î(t), também hermitiano (Î(t)† = Î(t)), e que satisfaça a seguinte equação:

d

dt
Î(t) = ∂

∂t
Î(t) + i

ℏ
[
Ĥ(t), Î(t)

]
= 0. (3.1)

A equação acima é a equação de movimento de Heisenberg para o operador Î(t), que
significa que a quantidade relacionada a este mesmo operador se conserva, daí o termo
invariante.

Temos também que a evolução temporal de um estado |ψ(t)⟩ do sistema é governada
pela equação de Schrödinger

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t) |ψ(t)⟩ . (3.2)
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Assim, multiplicando a equação (3.1) por |ψ(t)⟩ pela direita, temos

iℏ
∂Î(t)
∂t

|ψ⟩ = Ĥ(t)
[
Î(t) |ψ(t)⟩

]
− Î(t)

[
Ĥ(t) |ψ(t)⟩

]
,

iℏ
∂Î(t)
∂t

|ψ⟩ = Ĥ(t)
[
Î(t) |ψ(t)⟩

]
− Î(t)iℏ ∂

∂t
|ψ(t)⟩ ,

iℏ
∂

∂t

(
Î |ψ(t)⟩

)
= Ĥ

(
Î |ψ(t)⟩

)
, (3.3)

onde, para não sobrecarregar a notação, omitimos a dependência temporal dos operadores,
ou seja, escrevemos Î(t) = Î.

A equação (3.3) significa que a atuação do operador invariante Î em um estado que
obedece a equação (3.2) resulta em uma outra solução para a equação de Schrödinger, ou
seja, a atuação do operador Î não altera a estrutura da solução. Outro ponto importante
a ser ressaltado é que a equação (3.3) é válida para qualquer invariante, mesmo que este
possua derivadas temporais. Contudo, por simplicidade, vamos assumir que Î(t) não
possui derivada parcial com relação ao tempo [19].

Vamos assumir que o operador Î possui um conjunto completo de autovetores {|λ, κ⟩},
e que obedece

Î |λ, κ⟩ = λ |λ, κ⟩ (3.4)

e

⟨λ′, κ′|λ, κ⟩ = δλ′λδκ′κ, (3.5)

onde a primeira é a equação de autovalores para Î e a segunda representa a ortonormalidade
dos autoestados {|λ, κ⟩}, com λ relacionado com os autovalores e κ representa os outros
números quânticos. Devido à hermiticidade do operador invariante Î, temos que seus
autovalores λ são reais, ou seja, λ = λ∗.

Derivando a equação de autovalores (3.4) com relação ao tempo, temos

∂Î

∂t
|λ, κ⟩ + Î

∂

∂t
|λ, κ⟩ = ∂λ

∂t
|λ, κ⟩ + λ

∂

∂t
|λ, κ⟩ . (3.6)

Multiplicando o resultado acima por ⟨λ′, κ′| pela esquerda, ficamos com

⟨λ′, κ′| ∂Î
∂t

|λ, κ⟩ + ⟨λ′, κ′| Î ∂
∂t

|λ, κ⟩ = ⟨λ′, κ′| ∂λ
∂t

|λ, κ⟩ + ⟨λ′, κ′|λ ∂
∂t

|λ, κ⟩

⟨λ′, κ′| ∂Î
∂t

|λ, κ⟩ + λ′ ⟨λ′, κ′| ∂
∂t

|λ, κ⟩ = ∂λ

∂t
⟨λ′, κ′|λ, κ⟩ + λ ⟨λ′, κ′| ∂

∂t
|λ, κ⟩

⟨λ′, κ′| ∂Î
∂t

|λ, κ⟩ = ∂λ

∂t
δλλ′δκκ′ + (λ− λ′) ⟨λ′, κ′| ∂

∂t
|λ, κ⟩ . (3.7)

Vamos agora retornar para a equação (3.1) e multiplicá-la por |λ, κ⟩. Temos então

∂Î

∂t
|λ, κ⟩ + i

ℏ
ĤÎ |λ, κ⟩ − i

ℏ
ÎĤ |λ, κ⟩ = 0

∂Î

∂t
|λ, κ⟩ + λ

i

ℏ
Ĥ |λ, κ⟩ − i

ℏ
ÎĤ |λ, κ⟩ = 0. (3.8)
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Multiplicando agora o resultado anterior por ⟨λ′, κ′| pela esquerda encontramos

⟨λ′, κ′| ∂Î
∂t

|λ, κ⟩ + λ
i

ℏ
⟨λ′, κ′| Ĥ |λ, κ⟩ − i

ℏ
⟨λ′, κ′| ÎĤ |λ, κ⟩ = 0

⟨λ′, κ′| ∂Î
∂t

|λ, κ⟩ + λ
i

ℏ
⟨λ′, κ′| Ĥ |λ, κ⟩ − λ′ i

ℏ
⟨λ′, κ′| Ĥ |λ, κ⟩ = 0

iℏ ⟨λ′, κ′| ∂Î
∂t

|λ, κ⟩ = (λ− λ′) ⟨λ′, κ′| Ĥ |λ, κ⟩ . (3.9)

Na equação anterior, para o caso em que λ = λ′, temos que

⟨λ′, κ′| ∂Î
∂t

|λ, κ⟩ = 0 , (3.10)

e da equação (3.7)
∂λ

∂t
= 0. (3.11)

Da relação acima podemos concluir que os autovalores do invariante Î são independentes
do tempo. Além disso, uma vez que os autovalores são independentes do tempo, os
autoestados |λ, κ⟩ devem ser depenentes do tempo, ou seja, |λ, κ⟩ = |λ, κ; t⟩ .

A partir disso, vamos agora investigar a relação entre os autoestados de Î e a solução
da equação de Schrödinger. Para isso vamos voltar à equação (3.6), e vamos levar em
conta (3.11). Ficamos então com

∂Î

∂t
|λ, κ; t⟩ = (λ− I) ∂

∂t
|λ, κ; t⟩ . (3.12)

Multiplicando por ⟨λ′, κ′; t| pela esquerda, obtém-se

⟨λ′, κ′; t| ∂Î
∂t

|λ, κ; t⟩ = (λ− λ′) ⟨λ′, κ′; t| ∂
∂t

|λ, κ; t⟩ . (3.13)

Agora, substituindo (3.13) em (3.9), encontramos que

iℏ(λ− λ′) ⟨λ′, κ′; t| ∂
∂t

|λ, κ; t⟩ = (λ− λ′) ⟨λ′, κ′; t| Ĥ |λ, κ; t⟩

(λ− λ′) ⟨λ′, κ′; t|
{
iℏ
∂

∂t
− Ĥ

}
|λ, κ; t⟩ = 0 . (3.14)

Considerando agora o caso em que λ ̸= λ′, temos

iℏ ⟨λ′, κ′; t| ∂
∂t

|λ, κ; t⟩ = ⟨λ′, κ′; t| Ĥ |λ, κ; t⟩ . (3.15)

É importante observar que a equação acima não é válida para o caso λ = λ′ devido aos
outros números quânticos representados por κ e κ′. Contudo, se a equação (3.15) for válida
tanto para λ = λ′ quanto para λ ̸= λ′, podemos concluir que o autoestado |λ, κ; t⟩ é uma
solução especial do estado geral do sistema |ψ(t)⟩. Logo, ainda da equação (3.15), obtemos

iℏ
∂

∂t
|λ, κ; t⟩ = Ĥ(t) |λ, κ; t⟩ . (3.16)
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Desta forma, assumindo que o invariante Î não depende de derivadas com respeito ao
tempo, podemos definir um novo conjunto de autoestados que diferem do conjunto inicial
apenas por um fator de fase multiplicativo, ou seja,

|λ, κ; t⟩ → eiαλκ(t) |λ, κ; t⟩ , (3.17)

onde αλκ(t) é uma função arbitrária, dependente do tempo e real. É importante ressaltar-
mos que, ao realizarmos esta mudança, não alteramos em nada as equações anteriores.

Para obtermos mais informações acerca das implicações dessa modificação, vamos
primeiro tomar a derivada com respeito ao tempo,

∂

∂t

(
eiαλκ(t) |λ, κ; t⟩

)
= ieiαλκ(t)dαλκ(t)

dt
|λ, κ; t⟩ + eiαλκ(t) ∂

∂t
|λ, κ; t⟩ . (3.18)

Substituindo (3.18) em (3.15), ficamos com

iℏ ⟨λ′, κ′; t| e−iαλ′κ′ (t)eiαλκ(t)
{
i
dαλκ(t)
dt

+ ∂

∂t

}
|λ, κ; t⟩ = ⟨λ′, κ′; t| e−iαλ′κ′ (t)Ĥeiαλκ(t) |λ, κ; t⟩ .

(3.19)

Cancelando as exponenciais e considerando a ortonormalidade entre os autoestados, obtém-
se

−ℏ
dαλκ(t)
dt

δλλ′δκκ′ + iℏ ⟨λ′, κ′; t| ∂
∂t

|λ, κ; t⟩ = ⟨λ′, κ′; t| Ĥ |λ, κ; t⟩

ℏ
dαλκ(t)
dt

δλλ′δκκ′ = ⟨λ′, κ′; t|
{
iℏ
∂

∂t
− Ĥ

}
|λ, κ; t⟩ . (3.20)

Como mencionado anteriormente, a equação (3.15) é válida apenas para o caso λ ̸= λ′,
contudo, a escolha da fase é tal que o resultado seja mantido também para λ = λ′. Desta
forma, fazendo essas considerações, a equação (3.20) resulta em

ℏ
dαλκ(t)
dt

δκκ′ = ⟨λ, κ′; t|
{
iℏ
∂

∂t
− Ĥ

}
|λ, κ; t⟩ . (3.21)

Para que a equação acima seja satisfeita, devemos escolher o autoestado |λ, κ⟩ de modo
que o lado direito seja anulado para κ ̸= κ′ uma vez que, o lado esquerdo será nulo devido
à delta de Kronecker. Assim, podemos determinar a fase arbitrária através da equação

ℏ
dαλκ(t)
dt

= ⟨λ, κ; t|
{
iℏ
∂

∂t
− Ĥ

}
|λ, κ; t⟩ , (3.22)

ou ainda

αλκ(t) = 1
ℏ

∫ t

0
⟨λ, κ; t|

{
iℏ
∂

∂t
− Ĥ

}
|λ, κ; t⟩ dt. (3.23)
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A fase αλκ é conhecida na literatura como fase de Lewis-Riesenfeld. Além disso, tal
diagonalização na passagem de (3.21) para (3.22) é possivel devido o operador iℏ ∂

∂t
− Ĥ(t)

ser hermitiano.

Por fim, uma vez que os autoestados |λ, κ; t⟩α ≡ eiαλκ(t) |λ, κ; t⟩ satisfaçam a equação
de Schrödinger, a solução geral |ψ(t)⟩ pode ser expandida nesta nova base, isto é,

|ψ(t)⟩ =
∑
λ,κ

cλκ |λ, κ; t⟩α , (3.24)

ou ainda

|ψ(t)⟩ =
∑
λ,κ

cλκeiαλκ(t) |λ, κ; t⟩ , (3.25)

onde cλκ são os coeficientes da expansão e são independentes do tempo.

3.1.2 Engenharia Inversa

Suponha que se deseja conduzir um sistema de um hamiltoniano inicial Ĥ(0) para um
hamiltoniano final Ĥ(tf) de tal forma que as populações relacionadas com os níveis de
energia nos instantes inicial e final sejam preservadas, e admitindo que durante o processo
possam haver transições. Em outras palavras, durante o processo, podem existir transições
entre os níveis de energias, mas, as populações dos níveis energéticos referentes ao instante
inicial e final devem ser as mesmas que o protocolo adiabático. A engenharia inversa
consiste em escrever o hamiltoniano dependente do tempo Ĥ(t) em termos dos autovalores
e autovetores do invariante Î(t). Para isso, vamos definir Î(t) da seguinte forma

Î(t) =
∑

n

|ϕn(t)⟩λn ⟨ϕn(t)| , (3.26)

onde agora |ϕn(t)⟩ e λn são respectivamente os autovetores e autovalores do invariante.

Vamos agora escrever o operador evolução temporal Û(0, t) da seguinte forma

Û(0, t) =
∑

n

eiαn(t) |ϕn(t)⟩ ⟨ϕn(0)| , (3.27)

que deve obedecer à equação de Schrödinger, ou seja,

iℏ
∂

∂t
Û(0, t) = Ĥ(t)Û(0, t). (3.28)

A escolha de Û(0, t) na forma da equação (3.27) é conveniente, pois podemos facilmente
observar que, a menos da fase eiαn(t), o estado |ϕn(t)⟩ nada mais é que o estado evoluído
relativo à atuação de Û(0, t) em |ϕn(0)⟩.

A partir de agora, para simplificar a notação, vamos simplesmente escrever Û(0, t) ≡
Û(t). Assim, utilizando a definição de Û(t) na forma da equação (3.27), temos

∂

∂t
Û(t) =

∑
n

eiαn(t)
{
i |ϕn(0)⟩ α̇n(t) ⟨ϕn(t)| + |ϕ̇n(t)⟩ ⟨ϕn(0)|

}
, (3.29)
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onde os pontos (˙) significam derivadas com respeito ao tempo e também consideramos
que ⟨ϕ̇n(0)| = 0.

Podemos também, a partir da equação (3.28), escrever uma expressão para o hamilto-
niano em termos do operador evolução temporal. Para isso, vamos multiplicar ambos os
lados da equação (3.28) por Û †(t) pela direita. Assim, obtém-se

iℏ
∂

∂t
Û(t)Û †(t) = Ĥ(t)Û(t)Û †(t)

Ĥ(t) = iℏ
∂

∂t
Û(t)Û †(t), (3.30)

onde utilizamos o fato de Û(t) ser unitário, ou seja, Û(t)Û †(t) = I com I sendo o operador
identidade.

Desta forma, utilizando as equações (3.27), (3.29) e (3.30), chegamos à seguinte forma
para o hamiltoniano

Ĥ(t) = iℏ
∑

n

{
i |ϕn(t)⟩ α̇n(t) ⟨ϕn(t)| + |ϕ̇n(t)⟩ ⟨ϕn(t)|

}
. (3.31)

Uma vez definida a expressão para o hamiltoniano em termos dos autovetores do invariante
Î(t), podemos ter várias possibilidades de como este hamiltoniano vai influenciar o sistema,
de acordo com o invariante que é escolhido, como por exemplo diferentes escolhas de
fases de Lewis-Riesenfeld αn(t). Em outras palavras, ao adotarmos a forma do invariante,
estamos definindo a ação do hamiltoniano sobre o sistema. Algumas aplicações do
método de engenharia inversa baseada em invariantes podem ser observadas nas referências
[12,19,60–65].

Da equação de Heisenberg para Î(t), eq. (3.1), temos que para tempos muito longos, por
exemplo processos adiabáticos, que [Î(t), Ĥ(t)] ≈ 0. Ou seja, o invariante e o hamiltoniano
compartilham um conjunto de autovetores simultanêos, desta forma, o processo regido
pelo invariante também será aproximadamente adiabático.

Em geral, o invatiante Î(t) não comuta com o hamiltoniano Ĥ(t) nos instantes iniciais
e finais, ou seja, [Î(t0), Ĥ(t0)] ̸= 0 e [Î(tf), Ĥ(tf)] ̸= 0. Contudo, quando impomos a
comutatividade nesses mesmos instantes, isto é, [Î(t0), Ĥ(t0)] = [Î(tf), Ĥ(tf)] = 0, os
autovetores do invariante e do hamiltoniano coincidem nos instantes inicial e final. Com
isso, uma vez estabelecidas as condições do sistema e do hamiltoniano em t0 e tf , podemos
definir as condições de contorno necessárias para definirmos Î(t), seus autovalores e
autovetores e a fase αn(t), fazendo com que o protocolo regido pelo invariante possua as
mesmas propriedades que o hamiltoniano nos instantes inicial e final.

Um ponto importante a ser ressaltado é que a imposição da comutatividade entre
Î(t) e Ĥ(t), nos instantes inicial e final, garante apenas que os autovetores coincidem
nesses instantes. Durante o processo de evolução, tais autoestados podem evoluir de forma
diferente. Contudo, quando consideramos o caso em que a evolução regida pelo invariante
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acontece em um tempo mais curto, e se o protocolo original regido pelo hamiltoniano é um
processo adiabático, podemos construir um processo STA através da engenharia inversa.

Em resumo, uma vez que o processo descrito pelo hamiltoniano Ĥ(t) é adiabático,
e quando sabemos o comportamento e as propriedades do sistema nos intantes t0 e tf ,
podemos definir um novo protocolo através de Î(t) de modo que tenhamos as mesmas
condições no início e no final em um tempo mais curto. A ideia de engenharia inversa,
baseada em invariantes, foi utilizada também como base para outros métodos de atalhos
para adiabaticidade, em especial, podemos citar o método contradiabático que será
estudado de forma mais detalhada na subseção seguinte.

3.2 Método Contradiabático
Desenvolvido por Demirplak e Rice [24,25,59], e posteriomente, de forma independente

por Berry [23], o método contradiabático (CD), também conhecido como condução quântica
sem transição (em inglês transitionless quantum driving), consiste em adicionarmos um
hamiltoniano auxiliar HCD(t) ao hamiltoniano do procotolo de referência , H0(t), de modo
que a dinâmica do sistema resulte na mesma dinâmica que a evolução adiabática do
protocolo de referência. Desta forma, o hamiltoniano total para o método contradiabático
é dado por

H(t) = H0(t) +HCD(t). (3.32)

Vamos agora demonstrar e discutir qual deve ser a forma para o potencial auxiliar
HCD(t). Para isso, vamos discutir tanto a formulação de Demirplak e Rice, quanto a de
Berry.

3.2.1 Formulação de Demirplak e Rice

Como ponto de partida da formulação do método contra-diabático proposto por
Demirplak e Rice [24,25], vamos considerar a seguinte equação de Schrödinger

iℏ
∂

∂t
|ψ0(t)⟩ = H(t) |ψ0(t)⟩ , (3.33)

onde |ψ0(t)⟩ é escrito em uma base ortonormal e estática.

O próximo passo é realizar uma mudança de base através da atuação de um operador
unitário U(t), de modo que |ψ1(t)⟩ é o estado escrito nessa nova base. Do ponto de vista
matemático, temos

|ψ1(t)⟩ = U(t) |ψ0(t)⟩ . (3.34)

Devido à ortonormalidade da base de |ψ0(t)⟩ e da unitariedade de U(t), a base em que
|ψ1(t)⟩ é escrita, também é ortonomal. Além disso, devido à dependencia temporal do
operador U(t), a base de |ψ1(t)⟩ é dinâmica.
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Utilizando a equação (3.34) e substituindo |ψ0(t)⟩ em (3.33), obtém-se

iℏ
∂

∂t

[
U †(t) |ψ1⟩ (t)

]
= H(t)U †(t) |ψ1(t)⟩

iℏ
∂U †(t)
∂t

|ψ1(t)⟩ + iℏU †(t) ∂
∂t

|ψ1(t)⟩ = H(t)U †(t) |ψ1(t)⟩ . (3.35)

Atuando U(t) pela esquerda, temos

iℏU(t)∂U
†(t)
∂t

|ψ1(t)⟩ + iℏU(t)U †(t) ∂
∂t

|ψ1(t)⟩ = U(t)H(t)U †(t) |ψ1(t)⟩

iℏ
∂

∂t
|ψ1(t)⟩ =

{
U(t)H(t)U †(t) − iℏU(t)∂U

†(t)
∂t

}
|ψ1(t)⟩ . (3.36)

Utilizando o fato que U(t)U †(t) = I, com I sendo o operador identidade, podemos
ainda reescrever a equação (3.36) como

iℏ
∂

∂t
|ψ1(t)⟩ =

{
U(t)

[
H(t) − iℏ

∂U †(t)
∂t

U(t)
]
U †(t)

}
|ψ1(t)⟩ . (3.37)

Se estivermos considerando uma evolução adiabática, podemos prosseguir por dois
caminhos. O primeiro é negligenciar o termo iℏ∂U†(t)

∂t
U(t) (aproximação adiabática). Uma

outra forma de resolver este problema é adicionando um termo extra no hamiltoniano de
modo a cancelar esse termo não desejado. Desta forma, vamos realizar seguinte mudança

H(t) → H(t) +HCD(t) . (3.38)

Esta mudança nada mais é do que a apresentada na equação (3.32). Ao realizarmos a
adição do termo extra HCD(t), não alteramos a forma do operador U(t).

Assim, a equação (3.39) fica

iℏ
∂

∂t
|ψ1(t)⟩ =

{
U(t)

[
H(t) +HCD(t) − iℏ

∂U †(t)
∂t

U(t)
]
U †(t)

}
|ψ1(t)⟩ . (3.39)

Como mencionado anteriormente, o intuito de adicionarmos o hamiltoniano contradiabático
HCD é anular o termo não adiabático. Desta forma, impomos que

HCD(t) = iℏ
∂U †(t)
∂t

U(t), (3.40)

Vamos escolher U(t) como em [59,66].

U(t) =
∑

n

e−
∫ t

0 ⟨n0(t′)| ∂
∂t

|n0(t′)dt′⟩ |n0(t)⟩ ⟨n0(0)| . (3.41)

Assim, temos

∂

∂t
U †(t) =

∑
n

e
∫ t

0 ⟨n0(t′)| ∂
∂t

|n0(t′)dt′⟩
{

− ⟨n0(t)|
∂

∂t
|n0(t)⟩ |n0(0)⟩ ⟨n0(t)| + |n0(0)⟩ ∂

∂t
⟨n0(t)|

}
.

. (3.42)
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Na passagem anterior usamos o fato que ⟨n0(t)| ∂
∂t

|n0(t)⟩ = −∂⟨n0(t)|
∂t

|n0(t)⟩, uma vez que
∂
∂t

{⟨n0(t)|n0(t)⟩} = 0.

Então, com o auxílio das equações (3.41) e (3.42) e após algum desenvolvimento
matemático, encontramos HCD(t) como

HCD(t) = iℏ
∑

n

{
− ⟨n0(t)|

∂

∂t
|n0(t)⟩ |n0(t)⟩ ⟨n0(t)| + |n0(t)⟩

∂

∂t
⟨n0(t)|

}
. (3.43)

Ou ainda,

HCD(t) = iℏ
∑

n

{− ⟨n(t)|∂tn(t)⟩ |n(t)⟩ ⟨n(t)| + |∂tn(t)⟩ ⟨n(t)|} , (3.44)

onde, para simplificar a notação, retiramos o subíndice 0 e também escrevemos ∂
∂t

≡ ∂t. A
expressão (3.44) é a forma mais conhecida do hamiltoniano contradiabático.

3.2.2 Formulação de Berry

A formulação proposta por Berry (2009) é um pouco mais simples [66]. O ponto de
partida é o hamiltoniano de referência H0(t), definido por

H0(t) =
∑

n

En(t) |n(t)⟩ ⟨n(t)| , (3.45)

onde En(t) e |n(t)⟩ são, respectivamente, os autovalores e autoestados instantâneos de
H0(t). Considerando ainda que H0(t) está variando lentamente, a dinâmica do sistema
segue a aproximação adiabática. Desta forma, a dinâmica do n-ésimo autoestado será
dada por [67]

|ψn(t)⟩ = e
−i
ℏ

∫ t

0 En(t′)dt′e−
∫ t

0 ⟨n(t′)| ∂
∂t

|n(t′)⟩dt′ |n(t)⟩ . (3.46)

Estamos interessados em encontrar um hamiltoniano efetivo Heff(t) de modo que a
dinâmica regida por ele reproduza a mesma dinâmica que uma evolução adiabática. Desta
forma, temos a seguinte equação de Schrödinger,

iℏ
∂ |ψn(t)⟩

∂t
= Heff (t) |ψn(t)⟩ . (3.47)

Vamos agora definir o operador evolução temporal U(t) da seguinte maneira

U(t) =
∑

n

|ψn(t)⟩ ⟨ψn(0)| , (3.48)

com |ψn(t)⟩ dado por (3.41). A escolha de U(t) nesta forma é conveniente, pois o resultado
da atuação no estado inicial |ψn(0)⟩ nos fornece (3.46), ou seja, |ψn(t)⟩ = U(t) |ψn(0)⟩
Além disso, U(t) deve obedecer

iℏ
∂

∂t
U(t) = HeffU(t) (3.49)
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, que nos leva à seguinte equação para Heff (t)

Heff (t) = iℏ
∂U(t)
∂t

U †(t). (3.50)

O desenvolvimento realizado até o momento é análogo ao feito na engenharia inversa
(EI), (3.28) e (3.30). Contudo, enquanto na engenharia inversa o operador U(t) é escrito
em termos dos autoestados do invariante I(t), aqui ele é escrito em termos dos autoestados
do hamiltoniano de referência H0(t) que gera uma dinâmica adiabática. Outra diferença
se encontra na fase. No caso da EI se trata da fase de Lewis-Riesenfeld, dada por (3.23) ,
enquanto para o caso que estamos tratando são as fases dinâmica e geométrica, definidas
no capítulo 2 , eq. (2.3) e (2.17).

Utilizando (3.42), o operador U(t) é escrito explicitamente como

U(t) =
∑

n

e
−i
ℏ

∫ t

0 En(t′)dt′e−
∫ t

0 ⟨n(t′)| ∂
∂t

|n(t′)⟩dt′ |n(t)⟩ ⟨n(0)| , (3.51)

onde usamos o fato que |ψn(0)⟩ = |n(0)⟩.

Derivando U(t) com relação ao tempo, obtemos

∂U(t)
∂t

=
∑

n

e
−i
ℏ

∫ t

0 En(t′)dt′e−
∫ t

0 ⟨n(t′)| ∂
∂t

|n(t′)⟩dt′
{

− i

ℏ
En(t) |n(t)⟩ ⟨n(0)| +

− ⟨n(t)|∂tn(t)⟩ |n(t)⟩ ⟨n(0)| + |∂tn(t)⟩ ⟨n(0)|} . (3.52)

Além disso, de (3.51), temos

U †(t) =
∑

n

e
i
ℏ

∫ t

0 En(t′)dt′e−
∫ t

0
∂⟨n(t′)|

∂t
|n(t′)⟩dt′ |n(0)⟩ ⟨n(t)| ,

U †(t) =
∑

n

e
i
ℏ

∫ t

0 En(t′)dt′e
∫ t

0 ⟨n(t′)| ∂
∂t

|n(t′)⟩dt′ |n(0)⟩ ⟨n(t)| , (3.53)

onde, usamos novamente o fato que ⟨n0(t)| ∂
∂t

|n0(t)⟩ = −∂⟨n0(t)|
∂t

|n0(t)⟩.

Desta forma, substituindo (3.52) e (3.53) em (3.52), encontramos

Heff = iℏ
∑

n

∑
m

e
−i
ℏ

∫ t

0 En(t′)dt′e−
∫ t

0 ⟨n(t′)| ∂
∂t

|n(t′)⟩dt′e
i
ℏ

∫ t

0 Em(t′)dt′e
∫ t

0 ⟨m(t′)| ∂
∂t

|m(t′)⟩dt′ ×

×
{

− i

ℏ
En(t) |n(t)⟩ ⟨n(0)| − ⟨n(t)|∂tn(t)⟩ |n(t)⟩ ⟨n(0)| + |∂tn(t)⟩ ⟨n(0)|

}
|m(0)⟩ ⟨m(t)| .

(3.54)

Podemos perceber que em todos os termos aparece o produto ⟨n(0)|m(0)⟩ = δnm. Desta
forma, a equação (3.54) fica

Heff =
∑

n

En(t) |n(t)⟩ ⟨n(t)| + iℏ
∑

n

{|∂tn(t)⟩ ⟨n(t)| − ⟨n(t)|∂tn(t)⟩ |n(t)⟩ ⟨n(t)|} .

(3.55)
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Da equação (3.45), temos que o primeiro termo de (3.55) nada mais é que o hamiltoniano
de referência H0(t). Assim, podemos escrever Heff = H0(t) +HCD(t) definindo

HCD(t) = iℏ
∑

n

{|∂tn(t)⟩ ⟨n(t)| − ⟨n(t)|∂tn(t)⟩ |n(t)⟩ ⟨n(t)|} , (3.56)

onde, HCD(t) é o hamiltoniano contradiabático. A equação (3.56) é idêntica à equação
(3.44), assim, podemos afirmar que as formulações de Demirplak e Rice e de Berry são
análogas. Adicionar o termo contradiabático nos permite imitar uma evolução adiabática,
mas, sem a necessitadade de submeter o tempo de evolução a algum tipo de vínculo como
o apresentado na aproximação adiabática.

Para exemplificar a aplicação do método contradiabático, na subseção seguinte iremos
aplicá-lo no bem conhecido sistema de dois níveis. Esta aplicação foi primeiramente
proposta nas referências [13,68].

3.2.3 Inversão de População em um Sistema de Dois Níveis

Seja Ĥ0(t) o hamiltoniano dependente do tempo que gera um processo adiabático
em um sistema atômico de dois níveis por conta de uma interação com um laser. Tal
hamiltoniano, pode ser escrito na base {|1⟩ , |2⟩}, com |1⟩ e |2⟩ sendo os níveis atômicos
fundamental e excitado, respectivamente. Desta forma Ĥ0(t) pode ser descrito como

Ĥ0(t) = ℏ
2

 −∆(t) ΩR(t)eiφ(t)

ΩR(t)e−iφ(t) ∆(t)

 , (3.57)

onde ∆(t) é chamada dessintonia (ou do inglês, detuning), ΩR(t) é a frequência de Rabi e
φ(t) uma fase dependente do tempo. A dessintonia é definida por ∆(t) = ωL − ω0, onde
ωL é a frequência do laser e ω0 é a frequência de transição entre os níveis de energia do
átomo. Já a frequência de Rabi é definida como ΩR(t) = d⃗ij · E⃗/ℏ, onde d⃗ij é o momento
de dipolo de transição i → j e E⃗ é o campo elétrico do laser.

Por simplicidade, vamos considerar φ = 0. Assim, fazendo esta consideração, (3.57)
pode ser reescrita como

Ĥ0(t) = ℏ
2

−∆(t) ΩR(t)
ΩR(t) ∆(t)

 , (3.58)

cujos autoestados instantâneos são

|n+(t)⟩ = cos
(
θ(t)
2

)
|1⟩ + sin

(
θ(t)
2

)
|2⟩ (3.59)

e

|n−(t)⟩ = − sen
(
θ(t)
2

)
|1⟩ + cos

(
θ(t)
2

)
|2⟩ , (3.60)
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onde θ(t) = arccos[−∆(t)/Ω(t)] é chamado ângulo de mistura e Ω(t) =
√

∆2(t) + Ω2
R(t) é

a frequência de Rabi generalizada. Além disso, as autoenergias são E±(t) = ±ℏΩ(t)/2.

Vamos assumir que o sistema é inicialmente preparado em um dos autoestados ins-
tantâneos do hamiltoniano, ou seja, |ψ±(0)⟩ = |n±(0)⟩. Se considerarmos o estado inicial
como |ψ+(0)⟩ = |n+(0)⟩, as probabilidades da partícula ser encontrada nos níveis 1 e 2
serão respectivamente dadas por

P1(t) = | ⟨1|n+(t)⟩ |2 = cos2
(
θ

2

)
(3.61)

e

P2(t) = | ⟨2|n+(t)⟩ |2 = sen2
(
θ

2

)
. (3.62)

Uma vez descrita as generalizades do nosso problema, vamos agora encontrar a forma
explítica para o hamiltoiniano contradiabático HCD(t). Vamos iniciar calculando a derivada
temporal dos autoestados (3.59) e (3.60). Daí, temos

∂t |n+(t)⟩ = − sen
(
θ(t)
2

)
θ̇(t)
2 |1⟩ + cos

(
θ(t)
2

)
θ̇(t)
2 |2⟩ (3.63)

e

∂t |n−(t)⟩ = − cos
(
θ(t)
2

)
θ̇(t)
2 |1⟩ − sen

(
θ(t)
2

)
θ̇(t)
2 |2⟩ , (3.64)

onde θ̇(t) = dθ

dt
.

Vamos agora calcular o produto interno ⟨n±(t)|∂tn±(t)⟩. Assim, obtemos

⟨n±(t)|∂tn±(t)⟩ = θ̇(t)
2

{
− cos

(
θ(t)
2

)
sen

(
θ(t)
2

)
⟨1|1⟩ + sen

(
θ(t)
2

)
cos

(
θ(t)
2

)
⟨2|2⟩

}
⟨n±(t)|∂tn±(t)⟩ = 0 (3.65)

Precisamos também dos termos |∂tn±(t)⟩ ⟨n±(t)|. Então,

|∂tn+(t)⟩ ⟨n+(t)| = θ̇(t)
2

{
cos

(
θ(t)
2

)
sen

(
θ(t)
2

)
|1⟩ ⟨1| − cos2

(
θ(t)
2

)
|1⟩ ⟨2| +

+ sen2
(
θ(t)
2

)
|2⟩ ⟨1| − sen

(
θ(t)
2

)
cos

(
θ(t)
2

)
|2⟩ ⟨2|

}
(3.66)

e

|∂tn−(t)⟩ ⟨n−(t)| = θ̇(t)
2

{
− cos

(
θ(t)
2

)
sen

(
θ(t)
2

)
|1⟩ ⟨1| − sen2

(
θ(t)
2

)
|1⟩ ⟨2| +

+ cos2
(
θ(t)
2

)
|2⟩ ⟨1| + sen

(
θ(t)
2

)
cos

(
θ(t)
2

)
|2⟩ ⟨2|

}
(3.67)



Capítulo 3. Atalhos para adiabaticidade 41

Por fim, necessitaríamos calcular os termos |n±(t)⟩ ⟨n±(t)|. Contudo, da eq. (3.65),
temos ⟨n+(t)|∂tn−(t)⟩ = ⟨n−(t)|∂tn−(t)⟩ = 0. Então, utilizando este fato, ficamos com
⟨n±(t)|∂tn±(t)⟩ |n±(t)⟩ ⟨n±(t)| = 0. Utilizando a expressão (3.56) para o hamiltoniano
HCD(t), e escrevendo explicitamente em termos da base de autoestados {|n+(t)⟩ , |n−(t)⟩},
temos

HCD(t) = iℏ {|∂tn+(t)⟩ ⟨n+(t)| + ⟨n+(t)|∂tn+(t)⟩ |n+(t)⟩ ⟨n+(t)| +
+ |∂tn−(t)⟩ ⟨n−(t)| + ⟨n−(t)|∂tn−(t)⟩ |n−(t)⟩ ⟨n−(t)|} . (3.68)

Substituindo as equações (3.65), (3.66) e (3.67) em (3.68), com as considerações
mencionadas no parágrafo anterior, encontramos que

ĤCD(t) = iℏ
θ̇(t)
2 {− |1⟩ ⟨2| + |2⟩ ⟨1|} , (3.69)

ou, na forma de matriz,

ĤCD(t) = ℏ
2

 0 −iθ̇(t)
iθ̇(t) 0

 . (3.70)

Este é o hamiltoniano contradiabático que deve ser adicionado de modo a reproduzir os
resultados adiabáticos com um tempo de evolução menor que o processo adiabático gerado
pelo hamiltoniano de referência, eq. (3.58).

O hamiltoniano efetivo, Heff (t) = H0(t) +HCD(t), será então dado por

Ĥeff (t) = ℏ
2

 −∆(t) ΩR(t) − iΩa(t)
ΩR(t) + iΩa(t) ∆(t)

 , (3.71)

onde definimos Ωa(t) ≡ θ̇(t) = {ΩR(t)∆̇(t) − Ω̇R(t)∆(t)}/Ω(t)2. Do ponto de vista prático,
para conseguirmos a inversão de população, é necessário a adição de uma nova frequência
Ωa para interagir com o sistema de dois níveis.

Para observarmos o comportamento das probabilidades de inversão de população,
vamos considerar o esquema de passagem adiabática de Allen-Eberly (AE) [69,70], onde a
frequência de Rabi e a dessintonia são dadas respectivamente por

ΩR(t) = Ω0 sech
[
π(t− 4t0)

2t0

]
, (3.72)

∆(t) =
(

2β2t0
π

)
tanh

[
π(t− 4t0)

2t0

]
, (3.73)

onde os parâmetros Ω0 e β são constantes reais com dimensão de frequência, e t0 é
uma constante que representa a escala de tempo característica da dinâmica. Um ponto
importante a ser ressaltado é que a passagem adiabática AE requer um tempo infinitamente
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longo para promover uma inversão de população completa (probabilidade igual a 1).
Contudo, considerando o tempo de evolução igual a 8t0, conseguimos uma inversão de
população com probabilidade maior que 0.999.

Utilizando a frequência de Rabi ΩR(t) e a dessintonia ∆(t) dadas respectivamente pelas
eqs. (3.72) e (3.73), Ωa(t) pode ser escrita explicitamente como

Ωa(t) =
Ω0β

2π2Cosh
[

π
2t0

(t− 4t0)
]

2t20β4Cosh
[

π
t0

(t− 4t0)
]

+ π2Ω2
0 − 2t0β4

. (3.74)

Na figura 4 temos o comportamendo da frequência de Rabi ΩR(t) (linha vermelha),
da dessintonia ∆(t) (linha azul) e de Ωa(t) (linha verde) para a passagem adiabática de
Allen-Eberly descritas respectivamente pelas eqs. (3.72), (3.73) e (3.74).

Figura 4 – Comportamento das funções ΩR(t), ∆(t) e Ωa(t) com parâmetros Ω0 = 2,
β =

√
2 e t0 = 1.

Na figura 5 temos o comportamento das probabilidades de inversão para o protocolo
contradiabático, representado pelo hamiltoniano efetivo, eq. (3.71). A linha verde re-
presenta a propabilidade da partícula ser encontrada no estado |1⟩, que foi considerado
como estado inicial. Já a linha laranja corresponde à probabilidade de encontrarmos a
partícula no estado excitado |2⟩. Podemos perceber também que para t = 4t0 temos 50%
de probabilidade para cada nível, enquanto que em t = 8t0 temos a inversão total das
populações.
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Figura 5 – Evolução temporal das populações dos dois níveis atômicos para o protocolo
contradiabático com o estado inicial |1⟩ e parâmetros Ω0 = 2, β =

√
2 e t0 = 1.
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4 Reescalonamento temporal

Desenvolvido por Bernardo [1], o método de reescalonamento temporal, do inglês
Time-Reescaling (TR), é uma nova proposta para acelerar dinâmicas quânticas através
de uma mudança de variável no hamiltoniano de um protocolo de referência. Quando o
hamiltoniano de referência gera uma dinâmica adiabática, este método funciona como um
STA.

4.1 Generalidades
Como ponto de partida, vamos considerar um sistema quântico que evolui segundo

um operador evolução temporal Û(tf , t0), onde t0 e tf são os tempos inicial e final do
protocolo, respectivamente. Por simplicidade, vamos adotar t0 = 0. Seja então Ĥ(t) o
hamiltoniano dependente do tempo para o protocolo de referência que governa o sistema.
Assim, o operador Û(tf , 0) deve obedecer à seguinte equação de Schrödinger

Ĥ(t)Û(tf , 0) = iℏ
∂

∂t
Û(tf , 0). (4.1)

A solução da equação (4.1) para o caso em que o hamiltoniano comuta em diferentes
tempos, [Ĥ(ti), Ĥ(tj)] = 0 com (i ̸= j), é dada por [71]

Û(tf , 0) = exp
{

− i

ℏ

∫ tf

0
Ĥ(t)dt

}
, (4.2)

onde é considerado que Û(0, 0) = I, sendo I o operador identidade.

Vamos fazer agora o reescalonamento temporal através da mudança de variável t = f(τ).
Desta forma, a equação acima pode ser reescrita como

Û(tf , 0) = exp
{

− i

ℏ

∫ f−1(tf )

f−1(0)
Ĥ [f(τ)] f ′(τ)dτ

}
, (4.3)

onde usamos o fato que dt = f ′(τ)dτ , com f ′(τ) sendo a primeira derivada e f−1(τ) como
sendo a inversa de f(τ), respectivamente.

Definindo Ĥ(τ) ≡ Ĥ[f(τ)]f ′(τ) como sendo o hamiltoniano reescalonado, a (4.3) fica

Û
[
f−1(tf ), f−1(0)

]
= exp

{
− i

ℏ

∫ f−1(tf )

f−1(0)
Ĥ(τ)dτ

}
. (4.4)

Vamos chamar esse operador evolução temporal dado pela eq. (4.4) de operador evolução
temporal reescalonado. Para o caso em que Ĥ(t) não comuta em diferentes tempos, a
solução para o operador reescalonado fica

Û
[
f−1(tf ), f−1(0)

]
= T̂ exp

{
− i

ℏ

∫ f−1(tf )

f−1(0)
Ĥ(τ)dτ

}
, (4.5)
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onde T̂ é o operador de ordenação temporal.

Uma vez estabelecidas as expressões para o operador evolução temporal reescalonado
da eq. (4.4), e para o operador evolução do protocolo de referência, eq. (4.2), vamos
investigar a atuação de cada um deles em um estado inicial arbitrário |ψ(0)⟩. Daí,

|ψ(tf )⟩ = Û(tf , 0) |ψ(0)⟩ , (4.6)
|Ψ
(
f−1(tf )

)
⟩ = Û

[
f−1(tf ), f−1(0)

]
|ψ(0)⟩ . (4.7)

Utilizando a mudança de variável feita anteriormente, podemos facilmente observar
que as eqs. (4.6) e (4.7) são equivalentes. Desta forma, a atuação do operador Û(tf , 0)
e do operado Û [f−1(tf ), f−1(0)] em um mesmo estado inicial, irá reproduzir o mesmo
estado final, então, |ψ(tf )⟩ = |Ψ (f−1(tf ))⟩. Contudo, é importante ressaltar que tal
equivalência só é verdadeira quando consideramos tais atuações durante os intervalos de
tempo correspondentes, ou seja, para o caso da atuação do operador de evolução temporal
no protocolo de referência, o intervalo de tempo será ∆t = tf − t0 = tf . Já para o caso da
atuação do operador de evolução temporal reescalonado, o intervalo de tempo deve ser
∆τ = f−1(tf ) − f−1(0).

Um comentário relevante é que, dependendo da relação entre os intervalos de tempo
∆τ e ∆t, podemos ter um protocolo TR (Time-Reescaling) mais rápido ou mais lento que
o protocolo de referência. Se ∆τ > ∆t, teremos um protocolo mais lento. Entretanto, se
∆τ < ∆t, teremos um protocolo mais rápido, funcionando assim como um atalho para
obtermos o mesmo estado final desejado.

Ainda sobre os estados inicial |ψ(0)⟩ e final |ψ(tf )⟩ do sistema, temos que eles não
necessitam ser autoestados do hamiltoniano inicial e final, ou seja, o protocolo TR
não depende dos autoestados instantâneos. Desta forma, não há nenhuma restrição ou
imposição à dinâmica que se quer reproduzir. Contudo, caso o protocolo de referência seja
uma transformação adiabática, o protocolo TR representará um processo mais rápido e
equivalente ao de referência, ou seja, um atalho para adiabaticidade (STA). Desta forma,
a partir de agora, vamos considerar o protocolo de referência como uma transformação
adiabática.

4.1.1 Função de reescalonamento f(τ)

Uma vez estabelecida as generalidades do método de reescalonamento temporal, vamos
agora descrever algumas propriedades para a função de reescalonamento f(τ). Primei-
ramente, a liberdade de escolha da função f(τ) é o ponto chave para estabelecermos a
duração do protocolo TR, uma vez que, o intervalo ∆τ é definido pela inversa de f(τ).

Para que tenhamos sucesso em obter um STA, é necessário a escolha de uma função
de reescalonamento f(τ) adequada e que satisfaça às seguintes condições:
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(i) f−1(0) = t0 = 0 ,
(ii) f−1(tf ) < tf ,

(iii) Ĥ[f−1(0)] = Ĥ(0) ,
(iv) Ĥ[f−1(tf )] = Ĥ(tf ).

A condição (i) simplesmente impõe que os instantes iniciais dos protocolos TR e de
referência devem ser iguais. Já a condição (ii) garante que o protocolo TR é mais rápido
(∆τ < ∆t). As condições (iii) e (iv) significam que os hamiltonianos nos instantes iniciais
e finais devem ser iguais.

Além disso, as condições (iii) e (iv) garantem que as condições externas sejam iguais
no início e no final dos protocolos. Por exemplo, uma partícula de spin 1/2 sujeita a um
campo magnético variável no tempo, devemos ter B(0) = B[f−1(0)] e B(tf ) = B[f−1(tf )].
Ou ainda, se considerarmos um processo adiabático, onde o estado inicial seja um dos
estados estacionários |n⟩ de Ĥ(0), após ocorrer tal processo, o estado final também deverá
ser um estado estacionário |n′⟩, mas agora de Ĥ(tf ).

Escolher uma função f(τ) que satisfaça às duas primeiras condições é uma tarefa
relativamente fácil. Entretanto para que as duas últimas condições sejam satisfeitas,
vamos retornar à definição do hamiltoniano TR, Ĥ(τ) = Ĥ[f(τ)]f ′(τ). Então, devemos
ter Ĥ[f−1(0)] = Ĥ(0)f ′[f−1(0)] e Ĥ[f−1(tf )] = Ĥ(tf )f ′[f−1(tf )]. Desta forma, (iii) e (iv)
são obtidas se f ′[f−1(0)] = f ′[f−1(tf )] = 1.

Uma vez que a função de reescalonamento f(τ) obedeça todas as condições, podemos
utiliza-la para escrever adequadamente o operador evolução temporal TR de modo que
Û [f−1(tf ), f−1(0)] = Û(tf , 0) e, como mencionado anteriormente, garantindo assim a
reprodução do mesmo estado final.

Por fim, uma função que obedece a todas estas condições é dada por

f(τ) = aτ − tf
2πa(a− 1) sen

(
2πa
tf

τ

)
. (4.8)

A função inversa de f(τ) não pode ser escrita de forma explícita em termos das funções
convencionais. Temos então que f−1(0) = 0 e f−1(tf ) = tf/a, onde a é chamado de fator
de contração temporal, de modo que a > 1 indica que o protocolo TR será realizado a vezes
mais rápido que o de referência. Um ponto importante a ser ressaltado é que os valores de
0 < a < 1 também são possíveis, contudo, não fornecem qualquer aplicação tecnológica
aparente uma vez que se produziria um tempo de duração maior que o protocolo original.
Na figura 6 temos o gráfico da função f(τ) para alguns valores do parâmetro de contração
temporal a. Podemos perceber que para o caso em que a = 1 vamos ter f(τ) = t = τ .
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Figura 6 – Comportamento da função de reescalonamento f(τ) para alguns valores do
parâmetro de contração temporal a com tf = 6.

A derivada de f(τ) dada pela eq. (4.8) é escrita como

f ′(τ) = a− (a− 1) cos
(

2πa
tf

τ

)
. (4.9)

Com a derivada de f(τ), podemos facilmente observar que as condições sobre f ′(τ) são
obedecidas, ou seja, f ′(0) = 1 e f ′(tf/a) = 1. Na figura 7, temos o comportamento de
f ′(τ) para alguns valores de a.

Figura 7 – Comportamento de f ′(τ) para alguns valores do parâmetro de contração tem-
poral a com tf = 6.

Uma vez que f(τ) obedece todas as condições, o protocolo proposto pelo método
de reescalonamento temporal pode ser utilizado como um atalho para adiabaticidade.
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Entretanto, é importante ressaltar que esta solução dada pela eq. (4.8) não é única,
podendo haver várias outras funções que possam também obedecer às condições e servindo
como STA. Na referência [1] o autor apresenta também uma outra função f(τ) que satisfaz
todas as condições mencionadas, sendo essa uma função polinomial dada por:

f(τ) = 2(a2 − a3)
t2f

τ 3 + 3(a2 − a)
tf

τ 2 + τ . (4.10)

Uma outra função de reescalonamento é proposta por Zhu et al. na ref. [32], onde f(τ) é
escrita combinando um termo linear e uma expansão de senos com N termos:

f(τ) = aτ +
N∑

n=1
Cn sen

[
2nπa
tf − ti

(
τ − ti

a

)]
, (4.11)

onde é imposta também a seguinte condição

N∑
n=1

nCn = (1 − a)(tf − ti)
2πa . (4.12)

Podemos observar que se considerarmos apenas um termo na soma (N = 1) nas eqs. (4.11)
e (4.12) e também considerarmos o tempo inicial ti = 0, obtemos novamente a expressão
para a função de reescalonamento, eq. (4.8).

Nas próximas subseções vamos aplicar o método de reescalonamento temporal em dois
problemas: o oscilador paramétrico [1] e a inversão de população de um sistema de dois
níveis [72].

4.2 Oscilador paramétrico
Como primeira aplicação vamos tratar do bem conhecido caso do oscilador paramétrico.

Em tal sistema é considerado que um dos parâmetros como a massa ou a frequência
angular dependem do tempo. É importante ressaltar que o oscilador paramétrico possui
relevantes aplicações experimentais em especial as armadilhas ionicas como por exemplo
as Paul traps [73–77].

O oscilador paramétrico é descrito pelo seguinte hamiltoniano dependente do tempo

Ĥ(t) = p̂2

2m + 1
2mω

2(t)x̂2 , (4.13)

onde p̂ é o operador momento linear, x̂ é o operador posição, m é a massa do oscilador e ω(t)
é a frequência angular dependente do tempo. A dependência temporal do hamiltoniano
Ĥ(t) se deve exclusivamente à frequência angular ω(t).

Vamos considerar que o sistema é submetido a um determinado protocolo adiabático
em um intervalo de tempo t = 0 a t = tf . Para que o protocolo seja considerado adiabático,
vamos considerar que o tempo de evolução é suficientemente longo de modo que obedeça o
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teorema adiabático e que as populações em cada nível de energia devem ser as mesmas no
início e no final do protocolo. É importante lembrar que a energia do oscilador harmônico
quântico é dada por En = ℏω(n + 1/2). Dessa forma, se considerarmos o caso em que
a frequência angular aumenta, o valor da energia em cada nível também irá aumentar,
contudo, o número de partículas deve permanecer o mesmo (ver figura 8).

Figura 8 – Oscilador paramétrico com ω(t) crescente no tempo e que segue um protocolo
adiabático. Fonte: Ref.[1]

Iremos agora utilizar o método de reescalonamento temporal para diminuir a duração
do protocolo de τ = 0 a τ = tf/a. Para isso vamos considerar a função de reescalonamento
f(τ) e a definição do hamiltoniano TR. Desta forma, temos que o hamiltoniano reescalonado
fica

Ĥ(τ) = Ĥ[f(τ)]f ′(τ),

Ĥ(τ) = p̂2

2mf ′(τ) + 1
2mω

2[f(τ)]f ′(τ)x̂2,

Ĥ(τ) = p̂2

2mf ′(τ) + 1
2mω̃

2(τ)x̂2 , (4.14)

onde definimos a frequência angular TR como ω̃2(τ) = ω2[f(τ)]f ′(τ). Desta forma a
mudança de ω(t) para ω̃(τ) significa uma modificação na intensidade e na dependência
temporal dos campos que geram o potencial harmônico.

Vamos considerar o caso de uma compressão em que a frequência angular no protocolo
de referência é dada por

ω(t) = ω0 + (ωf − ω0) sen2
(
πt

2tf

)
, (4.15)

onde ω(tf ) = ωf e ω(0) = ω0 são as frequências nos instantes final e inicial, respectivamente.
Por se tratar de uma compressão, temos ωf > ω0. Com a frequência dada pela equação
(4.15), temos que ω̇(0) = ω̇(τ) = 0, que são condições necessárias para que o potencial seja
estático no início e no final do protocolo de compressão.

Assim, utilizando a função de reescalonamento f(τ) dada pela eq. (4.8) e sua derivada,
eq. (4.9), a frequência angular do protocolo TR será dada por

ω̃(τ) =
[
a− (a− 1) cos

(
2πa
tf
τ
)] 1

2
{
ω0 + (ωf − ω0) sen2

[
πa
2tf
τ −

(
a−1
4a

)
sen

(
2πa
tf
τ
)]}

.

(4.16)
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Ao analisarmos a eq. (4.16), podemos perceber que ω̃(0) = ω0 e ω̃(tf/a) = ωf . Estas são
exatamente as mesmas condições inicial e final do protocolo de referência, respectivamente,
mas, agora com um intervalo de tempo igual a tf/a, ou seja, uma evolução mais rápida.

Na figura 9, temos as curvas para a frequência ω̃(τ) considerando alguns valores do
parâmetro de contração temporal. Podemos perceber que para o caso em que a = 1 (linha
verde) a frequência angular do protocolo TR reproduz o mesmo comportamento que a
frequência angular ω(t) (linha tracejada) do protocolo de referência. Tal resultado está de
acordo com o esperado, uma vez que, quando consideramos a = 1, a duração do protocolo
TR é igual a duração do protocolo de referência ∆τ = ∆t = tf . Já para os casos em que
a = 2 (linha vermelha) e a = 4 (linha azul) o protocolo TR reproduz o mesmo resultado
final com intervalos de tempo iguais a ∆τ = 0.5tf e ∆τ = 0.25tf , respectivamente.

Figura 9 – Frequencia angular em função do tempo para alguns valores do parâmetro
de contração temporal a. A linha tracejada representa a frequência ω(t) do
protocolo de referência. Em todos os casos assumimos ωf = 6ω0.

Ainda sobre a figura 9, podemos notar que a intensidade da frequência angular, durante
o processo, pode ultrapassar o valor da frequência final ωf . Entretanto, no final do
protocolo, ou seja, no tempo tf/a, o protocolo TR garante que ω̃(tf/a) = ωf . Para o caso
a = 2 e a = 4 o valor máximo da frequência angular chegam aproximadamente a 8.22ω0 e
12.6ω0, nos tempos t = 0.3431tf e 0.165tf , respectivamente.

Retornando para a eq. (4.14), observamos que o termo cinético representado por
p̂2/2m está sendo modulado pela derivada da função de reescalonamento f ′(τ), ou seja, no
protocolo TR o termo cinético passaria a ser também dependente do tempo. Tal modulação
pode ocorrer, por exemplo, se considerarmos que a partícula sujeita ao potencial harmônico
possui uma carga elétrica q, o momento pode ser controlado a partia da aplicação de um
campo magnético dependente do tempo B(τ).
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Para entender como isso ocorre, vamos lembrar que, do eletromagnetismo clássico,
uma partícula de carga q e massa m, sujeita a um campo magnético B(τ) sofre a seguinte
transformação p̂ → p̂− qA(τ), onde A(τ) é o potencial vetor magnético e obedece a relação
B(τ) = ∇ ×A(τ). Assim, considerando a modificação no hamiltoniano do protocolo TR,
onde Ĥ(t) → Ĥ[f(τ)]f ′(τ) nos leva à seguinte relação

[p̂− qA(τ)]2 = p̂2f ′(τ) ⇒

A(τ) = p̂

q
[1 − f ′(τ)1/2]x̂, (4.17)

onde x̂ é o vetor unitário que aponta na direção positiva de x. Tal consideração foi feita
pois, a partícula está confinada em um potencial harmônio na direção x. Da eq. (4.17),
temos que o primeiro termo do lado direito da igualdade não dependente do tempo, assim,
devido à invariância de gauge, a adição de um termo constante não é fisicamente relevante.
Desta forma, considerando apenas o termo dependente do tempo em (4.17), podemos
reescrever o potencial vetor como

A(τ) = −B0yf
′(τ)1/2x̂, (4.18)

onde B0 é uma constante positiva com dimensão de campo magnético.

Utilizando a expressão para o potencial vetor (4.18), o campo magnético fica

B(τ) = ∇ × A(τ),

B(τ) =
(
∂

∂x
x̂ + ∂

∂y
ŷ + ∂

∂z
ẑ
)

×
[
−B0yf

′(τ)1/2x̂
]
,

B(τ) = −B0f
′(τ)1/2ŷ × x̂,

B(τ) = B0f
′(τ)1/2ẑ . (4.19)

Um ponto para ser comentado é que, como a partícula está confinada na direção x, a
dependência da coordenada y no potencial vetor (4.18) é irrelevante. Outro ponto é que,
da eq. (4.19), temos que o campo magnético responsável pela modulação do momento
linear da partícula, atua ao longo da direção z. Poderíamos também ter reescrito o
potencial vetor como A(τ) = −B0zf

′(τ)1/2x̂, o que nos levaria a um campo magnético
B(τ) = −B0f

′(τ)1/2ŷ. Assim, para que o momento p̂ seja devidamente modulado, o campo
magnético o qual a partícula está submetida deve estar em uma direção perpendicular à
direção x. Substituindo a expressão para f ′(τ) dada pela (4.9), o campo magnético (4.19)
fica

B(τ) = B0

[
a− (a− 1) cos

(
2πa
tf

τ

)] 1
2

ẑ , (4.20)

onde podemos observar que B(0) = B(tf/a) = B0.

Para finalizar nossa análise, precisamos comentar o papel da constante B0. Para isso,
podemos notar que, na eq. (4.20), quando a = 1, ou seja, quando não há reescalonamento
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temporal, o protocolo TR é igual ao protocolo de referência. Assim, temos que o protocolo
de referência envolve a aplicação de um campo magnético constante tal que Bref = B0ẑ.
Em outras palavras, para que o campo magnético dado pela eq. (4.20) possa realizar
a modulação do termo cinético no protocolo TR, se faz necessário que o protocolo de
referência seja descrito tanto pela frequência angular ω(t) quanto pelo campo magnético
Bref . Isto significa que B0 nada mais é que a intensidade do campo magnético no protocolo
de referência. Também devemos salientar que o operador momento p̂ na equação (4.14)
é então dado por p̂ = p̂′ − qAref , onde p̂′ é o operador momento da partícula livre de
qualquer influência eletromagnética externa, e Aref é o potencial vetor do protocolo de
referência.

Figura 10 – Dependência temporal do campo magnético para alguns valores do parâmetro
a, onde adotamos B0 = 1.

Um ponto importante é que, embora o sistema trate de uma partícula se movendo ao
longo do eixo x̂ e sujeito a um campo magnpetico na direção ẑ o que induziria uma força
de Lorentz na direção ŷ, o sistema está confinado em uma dimensão, eixo x̂. Deste modo,
podemos desconsiderar os efeitos dessa força induzida.

Na figura 10 temos o comportamento do campo magnético do protocolo TR ao longo
do tempo para alguns valores do parâmetro a. Podemos perceber que, como mencionado
anteriormente, para o caso em que a = 1 não existe reescalonamento temporal, fazendo com
que o protocolo TR seja exatamente igual ao protocolo de referência. Para os casos em que
a > 1, semelhante ao caso da frequência angular ω̃(τ), podemos observar que a intensidade
do campo magnético aumenta até o intervalo de tf/2a quando começa a diminuir até
retornar à intensidade inicial B0 no tempo de duração tf/a. Para os casos a = 2 e a = 4,
o máximo da intensidade do campo magnético chega aos valores aproximadamente de
1.732B0 e 2.646B0, nos tempos t = 0.25tf e 0.125tf , respectivamente.
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Podemos então entender que para que o protocolo TR funcione de fato como um atalho,
as intensidades da frequência angular ω̃(τ) e do campo magnético B(τ) durante o processo
podem adquirir valores diferentes dos estabelecidos pelo protocolo de referência. Mas,
como dito anteriormente, ao final do protocolo TR, os valores para tais grandezas são os
mesmos que no protocolo de referência, mas em uma duração de tempo menor. Caso haja
alguma imprecisão nas condições iniciais (frequência inicial ω0 e campo magnético inicial
B0) ou durante o protocolo, o sistema pode não atingir a frequência final ωf , implicando
em uma fidelidade menor que 1, ou seja, o sucesso da evolução será menor que 100%. Um
estudo de como os erros nos parâmetros influenciam na fidelidade do sistema é realizado
na seção seguinte.

4.3 Inversão de população em um sistema de dois níveis
O controle da dinâmica de sistemas de dois níveis que interagem com campos externos

dependentes do tempo têm sido uma área de pesquisa com interesse relevante proporcio-
nando aplicações no desenvolvimento várias tecnologias quânticas [4, 5, 7, 78, 79]. Uma das
primeiras aplicações de um atalho para adiabaticidade em um sistema de dois níveis e três
níveis, foi proposta por Chen et al. na ref. [13] utilizando o método contradiabático. Tal
desenvolvimento, para o caso de dois níveis, foi apresentado no capítulo 3. Vamos agora
apresentar a aplicação, que realizamos em nosso grupo, do método de reescalonamento
temporal na inversão de população de um sistema de dois níveis. Esta proposta foi
publicada na referência [72] e é um dos resultados obtidos durante este doutorado.

Temos como objetivo, realizar a inversão completa das populações dos níveis de energia
do sistema. Para realizar tal tarefa, é comum a utilização de pulsos ressonantes π [69] e
pulsos compostos [80–82]. Embora tais protocolos promovam a inversão de população de
forma rápida, são extremamente sensíveis à variações na área ou na intensidade dos pulsos.
Outro meio de promover a inversão é a utilização da passagem adiabática [83] que, por sua
vez, possui certa robustez em relação a imperfeições experimentais. Contudo, esta técnica
necessita de uma evolução com uma duração de tempo relativamente longa, tornando-a
vulnerável a fenômenos indesejados como a decoerência ou ruídos. Desta maneira, um
atalho que promova esta inversão em um tempo mais curto e com uma certa robustez
seria uma técnica extremamente útil.

Neste exemplo, vamos primeiramente descrever todo o protocolo adiabático de referência
e em seguida, aplicar o método de reescalonamento temporal. Após isso, faremos um
estudo sobre a fidelidade do método TR [72].
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4.3.1 Sistema de dois níveis

Inicialmente, vamos considerar que o hamiltoniano dependente do tempo de um sistema
atômico de dois níveis interagindo com um laser é dado por

Ĥ0(t) = ℏ
2

 ∆(t) ΩR(t)eiφ(t)

ΩR(t)e−iφ(t) −∆(t)

 , (4.21)

onde ∆(t) é a dessintonia definida por ∆(t) = ωL −ω0, com ωL sendo a frequência do laser
e ω0 a frequência de transição entre os níveis de energia do átomo, ΩR(t) é a frequência de
Rabi definida como ΩR(t) = d⃗ij · E⃗/ℏ, onde d⃗ij é o momento de dipolo da transição i → j,
e E⃗ é o campo elétrico do laser, e φ(t) uma fase dependente do tempo. Na eq. (4.21), o
hamiltoniano Ĥ0(t) foi escrito na base {|1⟩ , |2⟩}, com |1⟩ e |2⟩ sendo respectivamente os
níveis atômicos fundamental e excitado.

Os autoestados instantâneos do hamiltoniano Ĥ0(t) são dados por

|n+(t)⟩ = sen
(
θ(t)
2

)
|1⟩ + eiφ cos

(
θ(t)
2

)
|2⟩ (4.22)

e

|n−(t)⟩ = −e−iφ cos
(
θ(t)
2

)
|1⟩ + sen

(
θ(t)
2

)
|2⟩ , (4.23)

onde θ(t) = arccos[−∆(t)/Ω(t)] e Ω(t) =
√

∆2(t) + Ω2
R(t) é a chamada frequência de Rabi

generalizada. Também temos que E±(t) = ±ℏΩ(t)/2 são as autoenergias do sistema.

Por simplicidade, vamos adotar φ = 0. Assim, o hamiltoniano (4.21) e os autoestados
(4.22) e (4.23) serão dados respectivamente por

Ĥ0(t) = ℏ
2

 ∆ ΩR

ΩR −∆

 , (4.24)

|n+(t)⟩ = sen
(
θ

2

)
|1⟩ + cos

(
θ

2

)
|2⟩ (4.25)

e

|n−(t)⟩ = − cos
(
θ

2

)
|1⟩ + sen

(
θ

2

)
|2⟩ , (4.26)

onde, para não carregar a notação, omitimos a dependência temporal, ΩR = ΩR(t),
∆ = ∆(t) e θ = θ(t).

Considerado que o sistema se encontra inicialmente em um dos autoestados do ha-
miltoniano, ou seja, |ψ±(0)⟩ = |n±(0)⟩, e assumindo que a condição de adiabaticidade
|ΩR∆̇ − Ω̇R∆| ≪ |Ω3| é satisfeita [12, 68], a evolução temporal do sistema é descrita de
acordo com a eq.(2.2) oriunda do teorema adiabático,

|ψ±(tf )⟩ = exp
{

− i

ℏ

∫ tf

0
E±(t)dt

}
|n±(t)⟩ . (4.27)
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Vamos assumir que o sistema se inicia no estado |n+(0)⟩ = |1⟩. Assim, a evolução das
populações dos níveis atômicos 1 e 2 serão

P ad
1 (t) = |⟨1|n+(t)⟩|2 = sen2

(
θ

2

)
, (4.28)

e

P ad
2 (t) = |⟨2|n+(t)⟩|2 = cos2

(
θ

2

)
. (4.29)

Aqui, vamos considerar novamente o sistema de passagem adiabática de Allen-Eberly
(AE) [69,70], onde a frequência de Rabi e a dessintonia são dadas respectivamente por

ΩR(t) = Ω0 sech
[
π(t− 4t0)

2t0

]
, (4.30)

∆(t) =
(

2β2t0
π

)
tanh

[
π(t− 4t0)

2t0

]
, (4.31)

onde os parâmetros Ω0 e β são constantes reais com dimensão de frequência, e t0 é uma
constante que representa a escala de tempo característica da dinâmica. Como mencionado
no capítulo 3, para promover uma inversão de população completa (probabilidade igual a
1), a passagem adiabática AE requer um tempo infinitamente longo. Mas, considerando o
tempo de evolução igual a 8t0, conseguimos uma inversão de população bem-sucedida com
probabilidade maior que 0.999.

Figura 11 – Comportamento da frequência de Rabi ΩR(t) e da dessintonia ∆(t) com
parâmetros Ω0 = β2 = 2 e t0 = 1.

Na figura 11, temos o comportamento temporal da frequência de Rabi ΩR(t) e da
dessintonia ∆(t) descritas pela passagem adiabática de Allen-Eberly, eq. (4.30) e (4.31),
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respectivamente. Ainda dessas equações, podemos perceber que no tempo t = 0, temos
ΩR(0) ≈ 0 e ∆(0) ≈ −4/π o que nos leva a um ângulo de mistura θ(0) ≈ π. Assim, a
escolha de |n+(0)⟩ como estado inicial, corresponde aproximadamente ao autoestado |1⟩.

Enquanto isso, na figura 12, temos a evolução das populações dos níveis atômicos,
onde a curva azul é descrita pela eq. (4.28) e a curva laranja é descrita pela eq. (4.29).
Vemos que inicialmente a probabilidade de encontrarmos a partícula no estado |1⟩ é igual
a aproximadamente 1, e para o estado |2⟩ aproximadamente igual a 0. Em t = 4t0, temos
iguais probabilidades para os estados |1⟩ e |2⟩, e em t = 8t0 temos a inversão de população,
onde agora a probabilidade de encontrarmos a partícula no estado |2⟩ é aproximadamente
1, e para |1⟩ é aproximadamente 0.

Figura 12 – Comportamento temporal das populações dos níveis de energia atômicos com
estado inicial |n+(0)⟩ ≈ |1⟩ e parâmetros Ω0 = β2 = 2 e t0 = 1.

4.3.2 Aplicando o método de reescalonamento temporal

Uma vez descrito todo o protocolo de referência, podemos realizar a aplicação do método
de reescalonamento temporal. Primeiramente vamos escrever o operador hamiltoniano TR
Ĥ(τ) = Ĥ(τ)f ′(τ). Desta forma, temos

Ĥ(τ) = ℏ
2

 ∆̃ Ω̃R

Ω̃R −∆̃

 , (4.32)

onde Ω̃R é a frequência de Rabi TR definida por Ω̃R(τ) = ΩR[f(τ)]f ′(τ) e ∆̃ a dessintonia
TR definida por ∆̃(τ) = ∆[f(τ)]f ′(τ). Considerando a função de reescalonamento temporal
f(τ) dada pela eq. (4.8), sua derivada f ′(τ) dada pela eq. (4.9) e a frequência de Rabi
e dessintonia descritas pelas eq. (4.30) e (4.31), respectivamente, podemos escrever
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explicitamente as expressões para Ω̃R(τ) e ∆̃(τ). Temos então que

Ω̃R(τ) = Ω0

[
a− (a− 1) cos

(
2πa
tf

τ

)]
sech

{
π

2t0

[
aτ − (a− 1)

2πa tf sen
(

2πa
tf

τ

)
− 4t0

]}
,

(4.33)

e

∆̃(τ) =
(

2β2t0
π

)[
a− (a− 1) cos

(
2πa
tf

τ

)]
×

× tanh
{
π

2t0

[
aτ − (a− 1)

2πa tf sen
(

2πa
tf

τ

)
− 4t0

]}
.

(4.34)

Figura 13 – Dependência temporal da frequência de Rabi Ω̃R e da dessintonia ∆̃ para o
protocolo TR. Em (a) o fator de contração temporal assume o valor a = 2,
enquanto em (b), temos a = 10. Parâmetros: Ω0 = β2 = 2 e t0 = 1

O comportamento temporal de Ω̃R e de ∆̃ pode ser visto na figura 13, onde o parâmetro
de contração temporal assume os valores de a = 2 em (a) e a = 10 em (b). Podemos
observar que o protocolo TR promove a evolução temporal a vezes mais rápido que o
protocolo de referência. Outro ponto que pode ser observado é que o valor máximo de Ω̃R

aumenta à medida que a também aumenta e que tal máximo ocorre sempre em tf/2a, ou
seja, sempre na metade da duração do protocolo. Desta forma, da eq. (4.33), temos que
Ω̃R(tf/2a) = Ω̃MAX

R = (2a− 1)Ω0 e, como Ω0 representa o máximo da ferquência de Rabi
no protocolo de referência, o protocolo TR requer uma frequência com máximo 2a − 1
vezes maior. Já com relação à dessintonia, temos que ∆̃(tf/2a) = 0, que é a exatamente a
ressonância entre a frequência do laser e a frequência de transição dos níveis atômicos.

Precisamos agora conferir se o protocolo TR consegue com sucesso promover a inversão
de população em um tempo mais curto. Seria bastante intuitivo utilizarmos os estados
descritos pelas eqs. (4.24) e (4.25), mas, tais relações são resultados da equação de
Schrödinger referente ao hamiltoniano (4.24), ou seja, são estado obtidos a partir da
utilização da aproximação adiabática. Assim, não podemos simplesmente realizar a
mudança t → f(τ) diretamente nos estados.
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Para estudar a evolução das populações, precisamos então calcular o estado diretamente
da equação de Schrödinger para o hamiltoniano reescalonado Ĥ(τ) e com Ω̃R e ∆̃ dadas
respectivamente por (4.33) e (4.34), ou seja, precisamos resolver a equação

Ĥ(τ) |ψ1,2(τ)⟩ = iℏ
∂

∂τ
|ψ1,2(τ)⟩ , (4.35)

onde |ψ1,2(τ)⟩ são os autoestados de Ĥ(τ). Escolhendo o estado inicial como sendo
|ψ1(0)⟩ = |1⟩, temos que a evolução temporal das populações dos níveis atômicos 1 e 2
serão dadas por

PTR
1 (τ) = |⟨1|ψ1(τ)⟩|2, (4.36)

PTR
2 (τ) = |⟨2|ψ1(τ)⟩|2. (4.37)

A eq. (4.35) não pode ser resolvida analiticamente, assim, calculamos a evolução
temporal descritas pelas equações acima, numericamente. Tal resultado pode ser visto na
figura 14, onde assumimos a = 2 em (a) e a = 10 em (b).

Figura 14 – Evolução temporal das populações descritas pelas eq. (4.36) e (4.37) para o
protocolo TR. Em (a) o fator de contração temporal assume o valor a = 2,
enquanto em (b), temos a = 10. Parâmetros: Ω0 = β2 = 2 e t0 = 1

Podemos perceber então que o método de reescalonamento temporal consegue, com
sucesso, promover a inversão de população a vezes mais rápido que o protocolo de referência,
figura 12.

4.3.3 Estabilidade

Como visto, o método de reescalonamento temporal reproduz com sucesso a inversão de
população em um intervalo de tempo a vezes menor que o protocolo de referência. Contudo,
como mencionado anteriormente, se faz necessário também que a dinâmica promovida
pelo protocolo TR seja robusta e estável com relação a possíveis erros na manipulação
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dos parâmetros externos, por exemplo, a frequência angular ω̃(τ) no exemplo do oscilador
paramétrico, e a frequência de Rabi Ω̃(τ) e a dessintonia ∆̃(τ) no caso do sistema de dois
níveis.

Vamos agora analisar a estabilidade da inversão de população descrita anteriormente.
Para isso vamos considerar erros na frequência de Rabi e na dessintonia de modo que Ω0 →
Ω0(1+ϵ) e β2 → β2(1+δ), respectivamente. Para tal análise, vamos considerar a fidelidade
F = P2 que é a probabilidade de obtermos com sucesso o estado |2⟩ após a realização do
protocolo dado que este iniciou no estado |1⟩. A figura 15 mostra o comportamento da
fidelidade F quando consideramos tais erros. Em (a) temos o comportamento da fidelidade
quando Ω0 → Ω0(1 + ϵ), onde a linha laranja corresponde à fidelidade para o caso em que
a = 2, a linha tracejada preta corresponde ao caso em que a = 10 e a linha tracejada azul
corresponde à fidelidade para um pulso π quando consideramos erros na frequência de Rabi
ΩR → ΩR(1 + ϵ), mantendo ∆ = 0. É importante ressaltar que o pulso π não representa
um processo adiabático,e se trata de um pulso de difícil reprodução experimental, uma
vez que, a tarefa de modular os campos para gera-lo é muito complicada. Para este último
caso, a fidelidade é dada pela relação F = sen2[(1 + ϵ)π/2]. Em (b), temos também o
comportamento de F , mas agora para o caso em que β2 → β2(1 + δ), onde, novamente, a
linha laranja corresponde à fidelidade para o caso em que a = 2, a linha tracejada preta
corresponde ao caso em que a = 10.

Figura 15 – Fidelidade (F = P2) versus erros sistemáticos: (a) na frequência de Rabi
Ω0 → Ω0(1 + ϵ) , e (b) na dessintonia β2 → β2(1 + δ). As linhas laranja e
tracejada preta correspondem à dinâmica referente ao protocolo TR para os
casos a = 2 e a = 10, respectivamente. A linha azul tracejada corresponde
à fidelidade de um pulso π descrita por F = sen2[(1 + ϵ)π/2]. Mesmos
parâmetros que na figura 14.

Podemos perceber que, em ambos os casos o máximo da fidelidade, ou seja, F = 1,
não ocorre nos pontos em que ϵ = 0 e δ = 0. Isso deve-se ao fato que o protocolo TR,
bem como a própria dinâmica de referência, possui probabilidade de inversão maior que
0.999, mas, não 1. Contudo, podemos ver que para erros de até 20% em Ω0, a figura 15a
indica uma fidelidade F ≥ 0.913 quando ϵ < 0 e F ≤ 0.947 quando ϵ > 0. Já na figura
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15b, vemos que o protocolo TR é ainda mais estável em relação a erros na dessintonia,
onde, considerando erros de até 20% temos uma fidelidade superior a 0.986.

Uma vez realizado o estudo da estabilidade, temos que o método de reescalonamento
temporal possui uma robustez semelhante a outros métodos de atalhos para adiabaticidade
[84]. Além disso, pode ser observado que a fidelidade é independente do parâmetro de
contração temporal a, ou seja, seu valor não é modificado para qualquer que seja o intervalo
∆τ = tf/a utilizado no protocolo TR.

4.4 Comentários adicionais
Na ref. [32], é feito um estudo comparativo da inversão de populações com pulsos hiper-

Gaussianos, onde um dos métodos utilizados é o método de reescalonamento temporal.
Como resultado, os autores concluem que o método de reescalonamento temporal para o
caso tratado apresenta uma boa fidelidade, bem como um comportamento suave durante
a inversão de população.

Uma outra aplicação do método de reescalonamento temporal pode ser vista na ref.
[85]. Aqui, o protocolo TR é utilizado em mecânica quântica relativística, onde os autores
conseguem aplicar o método para dinâmicas envolvendo a equação de Dirac.

Como demonstrado nos exemplos apresentados anteriormente, o método de reescalona-
mento temporal não necessita de qualquer imposição sobre a dinâmica de referência do
sistema. Outro fato importante que o torna vantajoso em relação a outros métodos é que
não se faz necessário obter qualquer informação acerca dos autoestados instantâneos do
hamiltoniano do protocolo de referência.

Ainda na ref. [72], é realizado um estudo sobre o custo termodinâmico de aplicação do
protocolo TR. Como resultado, os autores apresentam que a média do trabalho para o
protocolo TR é a mesma do protocolo de referência associado. Isso deve-se ao fato de que
ambos os protocolos possuem os mesmos estados inicial e final. Além disso é demonstrado
que as flutuações quânticas do trabalho são as mesmas para ambos os protocolos, uma vez
que, além dos estados inicial e final, o método TR garante a igualdade do hamiltoniano
nos instantes inicial e final.
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5 Parâmetros ajustáveis

Publicado na referência [33], o método dos parâmetros ajustáveis se trata de uma pro-
posta de atalho para adiabaticidade através da adição de um termo extra no hamiltoniano
de referência. Este termo extra é descrito de uma forma geral, onde, para cada problema
que se deseja abordar, é necessário o ajuste de dois parâmetros independentes. Tal método
é também um dos resultados obtidos neste trabalho de tese.

Somar um novo termo ao hamiltoniano significa adicionar uma nova interação que, do
ponto de vista experimental é mais fácil que realizar manipulações no hamiltoniano de
referência. Embora a ideia geral do método em adicionar um novo termo ao hamiltoniano
de referência seja a mesma que o método contradiabático, nosso método torna-se vanta-
joso, uma vez que, como veremos a seguir, e semelhante ao método de reescalonamento
temporal, não se faz necessário qualquer informação acerca dos autoestados instantâneos
do hamiltoniano original tornando-se assim um mecanismo independente do estado para
acelerar a evolução de um estado quântico. Para ilustrar a funcionalidade desse método,
vamos aplica-lo em dois sistemas relevantes: o oscilador paramétrico e a partícula de spin
1/2 em um campo magnético.

5.1 Preliminares
Considere um sistema quântico fechado que segue uma evolução temporal regida de

acordo com o operador evolução temporal Û(tf , t0), onde tf e t0 são os tempos final e inicial
da evolução, respectivamente. Tal operador deve ser unitário, ou seja, Û †(tf , 0)Û(tf , 0) = I,
sendo I o operador identidade e onde, por simplicidade, adotamos t0 = 0. Além disso,
este operador deve satisfazer à equação de Schrödinger

Ĥ(t)Û(tf , 0) = iℏ
∂

∂t
Û(tf , 0), (5.1)

onde Ĥ(t) é o hamiltoniano dependente do tempo que rege o sistema. Considerando que o
hamiltoniano Ĥ(t) comuta em diferentes tempos, a solução para a equação (5.1) é dada
por

Û(tf , 0) = exp
[
− i

ℏ

∫ tf

0
Ĥ(t)dt

]
. (5.2)

A unitariedade de Û(tf , 0) pode ser facilmente verificada. Além disso, podemos ver que
Û(0, 0) = I, uma vez que Û(0, 0) |ψ(0)⟩ = I |ψ(0)⟩ = |ψ(0)⟩, onde, |ψ(0)⟩ é um estado
inicial arbitrário.
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Para o caso em que Ĥ(t) não comuta em diferentes tempos, a solução formal da eq.
(5.1) para tal situação é

Û(tf , 0) = T̂ exp
[
− i

ℏ

∫ tf

0
Ĥ(t)dt

]
, (5.3)

onde T̂ é o operador de ordenação temporal. A atuação do operador evolução temporal
em um estado quântico inicial arbitrário |ψ(0)⟩ produz o estado final |ψ(tf )⟩, ou seja,
Û(tf , 0) |ψ(0)⟩ = |ψ(tf )⟩ [71, 86].

A partir de agora o operador evolução temporal dado pela eq. (5.2) e o hamiltoniano
Ĥ(t) serão referidos como protocolo de referência. Além disso, como nosso foco é realizar
um atalho para adiabaticidade, vamos considerar que o protocolo de referência se trata de
uma evolução adiabática.

5.2 Método
Vamos agora introduzir as características gerais do método de parâmetros ajustáveis.

Assim, considere que o Ĥ(t) atua no sistema durante um intervalo de tempo ∆t = tf − t0 =
tf . Nosso objetivo é realizar um protocolo que reproduza os mesmos resultados que
o protocolo de referência em um tempo menor. O intervalo de tempo que estaremos
considerando é tal que ∆t = tf/a, onde a é uma constante positiva chamada de parâmetro
de contração temporal e que, assim como no método de reescalonamento temporal,
representa quantas vezes mais rápido o novo protocolo será em relação ao de referência.
Desse modo, se a = 2 significa que o novo protocolo será duas vezes mais rápido que o de
referência, a = 4, por sua vez, seria quatro vezes mais rápido, e assim por diante.

A essência do método de parâmetros ajustáveis (PA) é a adição de um potencial
auxiliar V̂(t) ao hamiltoniano de referência Ĥ(t). Assim, o hamiltoniano efetivo Ĥ(t) para
o protocolo PA será dado por

Ĥ(t) = Ĥ(t) + V̂(t). (5.4)

Um ponto importante a se ressaltar é que apenas a atuação do potencial auxiliar não é
capaz de reproduzir o protocolo de referência, mas sim a atuação do hamiltoniano efetivo
Ĥ(t), ou seja, a ação conjunta do hamiltoniano de referência Ĥ(t) e do potencial V̂(t).

Como queremos que o processo rápido reproduza o mesmo estado final da dinâmica
quântica para o caso de referência, em que o sistema evolui do estado inicial |ψ(0)⟩ para
|ψ(tf )⟩, o hamiltoniano efetivo Ĥ(t) deve satisfazer às seguintes condições

Ĥ(0) = Ĥ(0), (5.5)
Ĥ(tf/a) = Ĥ(tf ). (5.6)

A condição dada pela eq. (5.5) representa a equivalência entre os protocolos PA e de
referência no instante inicial. Já a condição representada pela eq. (5.6) significa que o
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hamiltoniano do protocolo PA no instante tf/a deve ser igual ao do protocolo de referência
no instante tf , ou seja, o protocolo PA deve reproduzir o protocolo de referência em um
tempo mais curto. Outro ponto importante sobre essas condições é que elas garantem que
o sistema estará submetido à mesma influência externa no início e fim dos processos de
referência e rápidos.

Das eqs. (5.4) e (5.6) nós temos que V̂(0) = 0, ou seja, o potencial auxiliar é nulo no
início do protocolo. Além disso, temos que Ĥ(tf/a) = Ĥ(tf/a) + V̂(tf/a) = Ĥ(tf ). Agora,
dado o estado inicial do sistema |ψ(0)⟩, para garantir que o processo rápido sempre forneça
o mesmo resultado final do protocolo de referência, simplesmente exigimos que os estados
finais sejam iguais no final dos processos de referência e rápidos. Portanto, temos que

|Ψ(tf/a)⟩ = Û(tf/a, 0) |ψ(0)⟩ , (5.7)

onde Û(tf/a, 0) é o operador evolução temporal referente ao protocolo PA, que é dado por

Û(tf/a, 0) = exp
[
− i

ℏ

∫ tf /a

0
Ĥ(t)dt

]
. (5.8)

Sabemos que o estado evoluído |ψ(tf )⟩ para o protocolo de referência é dado por
|ψ(tf )⟩ = Û(tf , 0) |ψ(0)⟩, com Û(tf , 0) dado pela eq. (5.2). Como consideramos que ambos
os protocolos possuem o mesmo estado inicial |ψ(0)⟩, devemos ter o mesmo estado final,
ou seja, |Ψ(tf/a) = |ψ(tf )⟩⟩. Estas considerações implicam então em uma outra condição
que deve ser satisfeita

Û(tf/a, 0) = Û(tf , 0). (5.9)

É fundamental considerar que o potencial auxiliar depende do parâmetro de contração
a, assim, V̂(t) ≡ V̂(t, a), pois, como mencionado anteriormente, o fator a dita o quão
curto é o tempo de duração do processo rápido. Desta maneira, temos também que o
hamiltoniano efetivo fica Ĥ(t) ≡ Ĥ(t, a).

Uma vez estabelecida as condições necessárias para que o protocolo PA tenha sucesso
em funcionar como um STA, temos o seguinte ansatz para o potencial auxiliar

V̂(t, a) = Ô cos2
[
2−2+aπ sen2

(
aπ

2

)]{
A sen

[
2πa
tf

t− π + arccos
( Btf

A2πa

)]
+

+Bt+ A sen
[
π − arccos

( Btf
A2πa

)]}
+ 2Q̂(a− 1) sen2

(
aπt

tf

)
, (5.10)

onde A e B são parâmetros independentes que são ajustados de modo que as condições
representadas pelas eqs. (5.5), (5.6) e (5.9), enquanto Ô e Q̂ são operadores que serão
adotados de acordo com os problemas a serem abordados. O significado e o modo como os
parâmetros A e B são ajustados será desenvolvido na próxima subseção.

Para construir esse ansatz geral, foram considerados os seguintes pontos:
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i) suavidade do potencial em tempos próximos a 0 e tf/a;

ii) a possibilidade de ajustar o tempo de duração da dinâmica, juntamente com os
valores inicial e final do potencial auxiliar V̂(t, a);

iii) o potencial é nulo quando a = 1.

O item i) significa que o potencial auxiliar deve ser suave no início e no final do protocolo,
pois, do ponto de vista experimental, isso torna a execução do controle dos agentes externos
responsáveis pela evolução mais facilmente reprodutíveis. Já o item ii) representa a ideia de
ajustar os valores inicial e final do potencial auxiliar através dos parâmetros independentes
A e B, bem como sua dependência do fator a ditando o quão rápido será o protocolo. Por
fim, a condição iii) serve para garantir que no caso a = 1 não temos modificação do tempo
de evolução, em outras palavras, o protocolo PA e o protocolo de referência serão iguais,
deste modo, o potencial auxiliar deve ser igual a zero, V̂(t, 1) = 0. Esta última condição é
garantida pelo termo cos2

[
2−2+aπ sen2

(
aπ
2

)]
.

O primeiro termo da eq. (5.10) garante as condições i) e ii), e estará relacionado
com os termos explicitamente dependentes do tempo do hamiltoniano de referência. Já
o segundo termo estará relacionado com os termos que não dependem explicitamente
do tempo. Deste modo, conseguimos garantir também a igualdade entre os operadores
evolução temporal do protocolo PA e de referência, eq. (5.9).

5.3 Ajuste dos parâmetros A e B

Como relatado pelo próprio nome do método, o ajuste dos parâmetros A e B é a
chave para o sucesso do método. Assim, uma vez apresentado as ideias gerais do método,
vamos agora apresentar o significado físico e como acontece os ajustes de tais parâmetros
independentes.

5.3.1 Parâmetro A

Vamos iniciar nossos ajustes de modo a garantir que o nosso método satisfaça à condição
de igualdade entre os operadores evolução temporal dos protocolos PA e de referência.
Para isso, vamos retornar às expressões do operador evolução temporal Û(tf/a, 0) referente
ao protocolo PA dado pela eq. (5.8), e Û(tf , 0) referente ao protocolo de referência, eq.
(5.2). Substituindo essas expressões na condição dada pela eq. (5.9), chamamos a seguinte
igualdade

exp
[
− i

ℏ

∫ tf /a

0
Ĥ(t)dt

]
= exp

[
− i

ℏ

∫ tf

0
Ĥ(t)dt

]
,

∫ tf /a

0
Ĥ(t)dt =

∫ tf

0
Ĥ(t)dt. (5.11)
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Utilizando agora a expressão para o hamiltoniano efetivo, eq. (5.4), e substituindo na
eq.(5.11) ficamos com

∫ tf /a

0
Ĥ(t)dt+

∫ tf /a

0
V̂(t, a)dt =

∫ tf

0
Ĥ(t)dt. (5.12)

Considerando que a integral pode ser compreendida geometricamente como a área sob
a curva, onde no nosso caso, temos a curva de energia versus o tempo, a eq. (5.11) nos diz
que as áreas abaixo das curvas representadas pelos hamiltonianos Ĥ(t) no intervalo curto
∆t = tf/a e Ĥ(t) no intervalo ∆t = tf , devem ser iguais. Além disso, se olharmos para
a eq. (5.12), temos que o primeiro termo do lado esquerdo representa a contribuição na
área do hamiltoniano de referência no intervalo compreendido entre 0 e tf/a. Já o termo
que contem o potencial auxiliar é responsável então por compensar a área referente ao
hamiltoniano Ĥ(t) no intervalo entre tf/a e tf . Do ponto de vista matemático, partindo
da eq. (5.12), temos

∫ tf /a

0
V̂(t, a)dt =

∫ tf

0
Ĥ(t)dt−

∫ tf /a

0
Ĥ(t)dt,∫ tf /a

0
V̂(t, a)dt =

∫ tf /a

0
Ĥ(t)dt+

∫ tf

tf /a
Ĥ(t)dt−

∫ tf /a

0
Ĥ(t)dt,∫ tf /a

0
V̂(t, a)dt =

∫ tf

tf /a
Ĥ(t)dt, (5.13)

onde utilizamo o fato de que
∫ c

a f(x)dx =
∫ b

a f(x)dx+
∫ c

b f(x)dx. A eq. (5.13) nos afirma
então que o potencial auxiliar é o responsável por compensar a “área faltando” devido
ao encurtamento do tempo de evolução. Assim, o papel do parâmetro independente
A, contido no potencial auxiliar é garantir que as integrais (5.11) sejam iguais, ou seja,
podemos entender esse parâmetro como um tipo de “normalização” da área, onde o termo
de “normalização” aqui se refere à igualdade entre as áreas.

Na figura 16, temos um esquema geral representando geometricamente a igualdade
das áreas entre os protocolos de referência, fig. 16 a) e do protocolo PA, fig. 16 b). Um
ponto importante para ser ressaltado é que o hamiltoniano efetivo Ĥ(t) não segue o mesmo
“caminho” que o hamiltoniano de referência. Contudo, o método dos parâmetros ajustáveis
garante apenas que o protocolo regido por Ĥ(t) será igual ao hamiltoniano de referência
nos instantes t = 0 e t = tf/a, condições (5.5) e (5.6). Além disso, uma vez que o tempo
de evolução é menor, o formato da curva de Ĥ(t) precisa ser modificado pelo potencial
auxiliar para garantir a condição referente aos operadores evolução temporal, eq.(5.9),
que por sua vez garantem que o estados evoluídos referentes à atuação de Û(tf/a, 0) e
Û(tf , 0) em um mesmo estado inicial |ψ(0)⟩ serão iguais, ou seja, |Ψ(tf/a⟩ = |ψ(tf )⟩,
sendo Û(tf/a, 0) e |Ψ(tf/a⟩ referentes ao protocolo PA, e Û(tf , 0) e |ψ(tf )⟩ ao protocolo
de referência, respectivamente.
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Figura 16 – a) Comportamento temporal de um hamiltoniano arbitrário Ĥ(t) agindo
no intervalo ∆t = tf . b) Comportamento temporal de um hamiltoniano
efetivo arbitrário Ĥ(t) agindo no intervalo ∆t = tf/a. Podemos observar
que Ĥ(0) = Ĥ(0) e Ĥ(tf/a) = Ĥ(tf). O parâmetro independente A do
potencial auxiliar V̂(t, a) contido em Ĥ(t) é ajustado para garantir que as
áreas representadas em a) e b) sejam iguais.

Para finalizarmos a análise a os significados dos termos e parâmetros do potencial
auxiliar V̂(t, a), temos que o termo 2Q̂(a− 1) sen2

(
aπt
tf

)
na eq.(5.10) não contribui com

o hamiltoniano efetivo nos instantes t = 0 e t = tf/a. Contudo, uma vez que ele está
relacionado com os termos do hamiltoniano de referência que não dependem explicitamente
do tempo, seu papel é garantir que a integral desses termos no intervalo curto igual a
integral do intervalo original. Assim, o operador Q̂ deverá ter o mesmo formato que os
operadores contidos nos termos independentes do tempo.

5.3.2 Parâmetro B

Como ponto de partida para o ajuste do parâmetro B, vamos considerar os termos do
hamiltoniano de referência que dependem explicitamente do tempo, onde podemos então
observar o seu comportamento ao longo do tempo. Pensando em Ĥ(t) como a energia
do sistema, temos que no final do protocolo de referência, teremos um valor de energia
referente ao hamiltoniano Ĥ(tf). Como nosso intuito é encurtar o tempo de evolução,
devemos observar que, em um tempo final igual a tf/a, teremos uma energia referente
ao hamiltoniano Ĥ(tf/a), o que nos leva a uma diferença de energia entre tais instantes
finais.

Na figura 17, temos o comportamento temporal de um hamiltoniano arbitrário Ĥ(t),
onde podemos observar que quando consideramos um tempo mais curto, existe uma
diferença entre os valores do hamiltoniano nos instantes finais do protocolo curto e de
referência, ou seja, Ĥ(tf )−Ĥ(tf/a). Deste modo, como queremos que o nosso hamiltoniano
efetivo Ĥ(t) reproduza o mesmo resultado que o hamiltoniano de referência, condição
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representada na eq.(5.6), precisamos compensar essa diferença. Tal compensação é feita
através do potencial auxiliar quando definimos ÔB = [Ĥ(tf) − Ĥ(tf/a)]a/tf . Assim, o
parâmetro B pode ser entendido como um “complemento” de energia para garantir a
igualdade entre Ĥ(tf/a) e Ĥ(tf ). Sobre o operador Ô podemos então inferir que ele terá
a mesma forma que os operadores presentes no hamiltoniano de referência, fazendo assim
com que o hamiltoniano efetivo tenha o mesmo formato que o de referência.

Figura 17 – Comportamento temporal de um hamiltoniano arbitrário Ĥ(t). Quando redu-
zimos o tempo de evolução, provocamos uma diferença entre os hamiltonianos
nos instantes tf e tf/a, respectivamente. Assim, para compensar essa diferença
definimos ÔB ≡ [Ĥ(tf ) − Ĥ(tf/a)]a/tf que está presente no potencial auxiliar
e será o termo responsável por garantir que Ĥ(tf/a) = Ĥ(tf ).

Da equação para a forma geral do potencial auxiliar, eq. (5.10), temos que nos instantes
t = 0 e t = tf/a os termos com seno se anulam. Tal fato pode ser facilmente verificado se
usarmos a identidade trigonométrica sen(A±B) = sen(A) cos(B)±cos(A) sen(B). Assim, o
único termo que irá contribuir para o potencial nos instantes inicial e final será o termo ÔBt,
uma vez que, para qualquer valor de a ̸= 1, com a ∈ N, temos cos2

[
2−2+aπ sen2

(
aπ
2

)]
= 1.

Então, através do ajuste do parâmetro B, que estará relacionado com a diferença de energia
devido ao encurtamento no tempo de evolução, garantimos de fato a igualdade entre os
hamiltonianos efetivo e de referência no instante final. Além disso, podemos observar
também que de fato no instante inicial, ou seja, em t = 0 teremos V̂(0, a) = 0. Deste
modo, as condições representadas pelas eqs. (5.5) e (5.6) são satisfeitas.

Um ponto a ser ressaltado é que, embora tenhamos apresentado primeiro o parâmetro
A, do ponto de vista prático realizamos primeiro o ajuste do parâmetro B para depois
ajustar o parâmetro A através da eq. (5.13).

Vamos agora ilustrar nosso método, a seguir apresentando duas aplicações de impor-
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tância fundamental e prática: o oscilador paramétrico e o sistema de spin 1/2 em um
campo magnético.

5.4 Oscilador harmônico paramétrico
O oscilador paramétrico unidimensional é caracterizado pelo seguinte hamiltoniano

dependente do tempo

Ĥ(t) = p̂2

2m + 1
2mω

2(t)x̂2, (5.14)

onde p̂ e x̂ são os operadores momento linear e posição, respectivamente, m é a massa do
oscilador, e ω(t) é a frequência angular. Vamos considerar como protocolo de referência o
caso em que a frequência angular será dada por

ω(t) = ω0 + (ωf − ω0) sen2
(
πt

2tf

)
, (5.15)

Assim, podemos observar que a dependência temporal do hamiltoniano é devido exclu-
sivamente à frequência angular ω(t). Além disso, temos que ω(t) obecede às seguintes
condições: ω(0) = ω0, ω(tf) = ωf e ω̇(0) = ω̇(tf) = 0, onde ω0 e ωf são as frequências
no início e no final da evolução, respectivamente. Esta última condição significa que o
potencial é estático no início e no final da transformação. Vamos também considerar um
regime de compressão, o que implica ωf > ω0, que do ponto de vista prático significa um
estreitamento do potencial harmônico.

Uma vez descrita as generalidades do protocolo de referência, desejamos agora construir
um protocolo de compressão rápido através do método dos parâmetros ajustáveis que
tenha o mesmo resultado que o protocolo descrito anteriormente. Para isso devemos
primeiramente identificar os termos dependentes e independentes do tempo no protocolo
de referência. Assim, da eq.(5.14), observamos que o termo cinético p̂2/2m é independente
do tempo, enquanto o potencial harmônico, mx̂2ω2(t)/2, depende explicitamente do tempo.
Deste modo, como descrito na seção anterior, para construir o potencial auxiliar V̂(t, a),
precisamos definir o operador Q̂ que estará relacionado com os termos temporalmente
independentes, e o operador Ô que terá o mesmo formato que o termo dependente do
tempo. Vamos definir então Q̂ = p̂2/2m e Ô = mx̂2/2, que por sua vez nos levará à
seguinte equação para o potencial V̂(t, a)

V̂(t, a) = mx̂2

2 cos2
[
2−2+aπ sen2

(
aπ

2

)]{
A sen

[
2πa
tf

t− π + arccos
( Btf

A2πa

)]
+ Bt+

+ A sen
[
π − arccos

( Btf
A2πa

)]}
+ 2 p̂

2

2m(a− 1) sen2
(
aπt

tf

)
. (5.16)
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O hamiltoniano efetivo Ĥ(t, a) que é responsável pelo protocolo rápido será então
escrito como

Ĥ(t, a) = Ĥ + V̂(t, a),

Ĥ(t, a) = p̂2

2m + 1
2mx̂

2ω2(t) + 2 p̂
2

2m(a− 1) sen2
(
aπt

tf

)
+ mx̂2

2 cos2
[
2−2+aπ sen2

(
aπ

2

)]
×

×
{

A sen
[

2πa
tf

t− π + arccos
( Btf

A2πa

)]
+ Bt+ A sen

[
π − arccos

( Btf
A2πa

)]}
,

Ĥ(t, a) = p̂2

2m

[
1 + 2(a− 1) sen2

(
aπt

tf

)]
+ 1

2mx̂
2ω̃2(t, a), (5.17)

onde definimos a frequência modificada ω̃(t, a), dada por

ω̃2(t, a) =
[
ω0 + (ωf − ω0) sen2(πt/2tf )

]2
+ cos2

[
2−2+aπ sen2

(
aπ

2

)]
×

×
{

A sen
[

2πa
tf

t− π + arccos
( Btf

A2πa

)]
+ Bt+ A sen

[
π − arccos

( Btf
A2πa

)]}
,

(5.18)

com [ω0 + (ωf − ω0) sen2(πt/2tf )]2 = ω2(t).

Vamos agora realizar os ajustes dos parâmetros A e B. Iniciando pelo parâmetro B,
temos que ÔB = [Ĥ(tf ) − Ĥ(tf/a)]a/tf . Com Ô = mx̂2/2, ficamos com

ÔB = [Ĥ(tf ) − Ĥ(tf/a)] a
tf
,

1
2mx̂

2B =
[(

p̂2

2m + 1
2mx̂

2ω2
f

)
−
(
p̂2

2m + 1
2mx̂

2
[
ω0 + (ωf − ω0) sen2(π/2a)

]2)] a
tf
,

1
2mx̂

2B = 1
2mx̂

2
{
ω2

f −
[
ω0 + (ωf − ω0) sen2(π/2a)

]2} a

tf
, (5.19)

Para que a eq.(5.19) seja verdadeira, devemos então ter que

B =
{
ω2

f −
[
ω0 + (ωf − ω0) sen2(π/2a)

]2} a

tf
. (5.20)

De (5.20) percebemos que o parâmetro B depende exclusivamente do fator de contração
temporal a. Isso se deve ao fato que, como definido na seção anterior, tal parâmetro
está relacionado com a diferença de energias entre os instantes tf e tf/a. Sendo assim,
para cada valor de a, o valor de B deve mudar para garantir as condições referentes aos
instantes inicial e final do protocolo rápido.

Agora, para ajustar o parâmetro A, usamos a condição Û(tf/a, 0) = Û(tf , 0), que
nos leva à eq.(5.12). Substituindo as expressões para os hamiltonianos Ĥ(t) e Ĥ(t, a),
eqs.(5.14) e (5.17), respectivamente, obtemos

A = 1
16π sec2

[
2−2+aπ sen2

(
aπ

2

)] {
16(1 + π2)F (a)2 − 8πF (a)G(a) +G(a)2

}
,

(5.21)
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com

F (a) = (ω0 − ωf ) cos2
(
π

2a

) [
ω0 + 3ωf + (ω0 − ωf ) cos

(
π

a

)]
cos2

[
2−2+aπ sen2

(
aπ

2

)]
(5.22)

e

G(a) = −2π(a− 1)(3ω2
0 + 3ω2

f + 2ω0ωf ) + 8a(ω2
0 − ω2

f ) sen
(

π
a

)
+ a(ωf − ω0)2 sen

(
2π
a

)
.

(5.23)

Podemos perceber que, assim como o parâmetro B, o parâmetro A também depende
apenas do fator a. Tal fato é esperado, pois, quanto maior for o valor de a, maior será a
diminuição no tempo de evolução do protocolo. Assim, é necessário que tais parâmetros
se ajustem de acordo com o tempo de evolução.

Uma vez determinados os parâmetros A e B, eqs.(5.20) e (5.21), podemos perceber
que ω̃(0, a) = ω0 e ω̃(tf/a, a) = ωf que, como esperado, são as mesmas condições para a
frequência angular do protocolo de referência. Na figura 18 podemos ver o comportamento
temporal da frequência angular ω̃(t), referente ao protocolo PA, para alguns valores do
fator de contração temporal a.

Figura 18 – Comportamento temporal da frequência angular ω̃(t) em um regime de com-
pressão para alguns valores do fator de contração temporal a. A curva a = 1
equivale ao protocolo de referência, como de fato deveria ser. Assumimos aqui
ωf = 5ω0.

Podemos observar que, de fato, o protocolo PA reproduz as mesmas condições que o
protocolo de referência, mas, em um tempo mais curto. Entretanto, como podemos notar
ainda na figura 18, o formato da curva da frequência angular ω̃(t) difere da do protocolo
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de referência. Do ponto de vista prático podemos entender que durante o processo de
compressão há um estreitamento do potencial harmônico ultrapassando a frequência final
ωf e após atingir um valor máximo, relaxa até atingir o valor desejado ωf no final do
protocolo em t = tf/a. Isso deve-se ao fato que o protocolo PA não impõe qualquer
condição durante o processo, mas, garante que as condições sejam iguais às do protocolo
de referência apenas no início e no final da evolução. Temos ainda que no protocolo
PA, quanto menor for o tempo de evolução, maior será o valor máximo alcançado pela
frequência angular durante o processo. Mesmo assim, ao final do processo, sempre é
garantido que ω̃(tf/a) = ωf . O valor máximo para a frequência angular para os casos
a = 2, a = 4 e a = 8 chegam aproximadamente a 5.8ω0, 8.72ω0 e 12.8ω0, nos tempos
t = 0.3tf , t = 0.1344tf e t = 0.06451tf , respectivamente.

Retornando agora para o hamiltoniano efetivo Ĥ(t), eq. (5.17), temos que o termo
cinético está sendo modelado pelo fator f(t) = 1 + 2(a− 1) sen2(aπt/tf ), onde facilmente
podemos notar que f(0) = 1 e f(tf/a) = 1 que garante as condições de igualdade entre
os protocolos no início e no final da evolução, eqs. (5.5) e (5.6). A modulação no termo
cinético pode acontecer de várias formas, mas, assim como o caso apresentado no método
de Reescalonamento temporal, vamos considerar que a partícula sujeita ao potencial
harmônico possui carga elétrica q e estará sujeita a um campo magnético dependente
do tempo B̃(t). Neste caso, o momento pode ser controlado através da transformação
p̂ → p̂ − qA(t), conhecida como acoplamento mínimo, onde A(t) é o potencial vetorial
dependente do tempo, que satisfaz a relação B̃(t) = ∇ × A(t). Com isso, o controle do
momento linear do oscilador requer que

A(t) = p̂

q

[
1 − f(t)1/2

]
x̂, (5.24)

onde x̂ é o vetor unitário apontando na direção x. Devido à invariância de gauge, o primeiro
termo no lado direito da eq. (5.24) não é fisicamente relevante, pois, é independente do
tempo. Desta forma, vamos considerar apenas o termo que varia com o tempo. Podemos
então reescrever o potencial vetor como A(t) = zB0f(t)1/2x̂, que está associado ao
campo magnético dependente do tempo B̃(t) = B0[f(t)]1/2ŷ, onde B0 é uma constante.
Assim, temos que o campo magnético responsável pela modulação do momento p̂ deve ser
perpendicular à direção da armadilha harmônica e será dado explicitamente por

B̃(t) = B0

[
1 + 2(a− 1) sen2

(
aπt

tf

)]1/2

ŷ. (5.25)

Como o operador de momento é modulado por este campo magnético, isso significa que
o operador momento no protocolo de referência descrito pela eq.(5.14) é representado por
p̂ = p̂′ − qA′, onde p̂′ e A′ são respectivamente o momento da partícula livre de influência
eletromagnética e o potencial vetor devido ao campo magnético constante B = B0 no
protocolo de referência. Em outras palavras, a partícula do protocolo de referência será
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uma partícula carregada e estará sujeita a um campo magnético constante de intensidade
B0. Assim como a seção 4.2, devido estarmos tratando de uma partícula confinada em
uma dimensão, novamente vamos desconsiderar os efeitos da força de Lorentz.

Na figura 19 temos as curvas para o campo magnético B̃(t) para alguns valores do
fator a. Podemos observar primeiramente que recuperamos o protocolo de referência
quando adotamos a = 1, ou seja, B̃ = B0ŷ. Tal fato é esperado pois implica que não há
redução no tempo de evolução. Podemos perceber também que, independentemente do
valor do fator de contração a, temos B̃(0) = B̃(τ) = B0, que são as condições necessárias
para a equivalência dos protocolos PA e de referência no início e no final do processo.
Outro fato que pode ser observado é que a intensidade do campo magnético atinge o
valor máximo no instante t = tf/2a e que tal máximo também depende do fator a, ou
seja, B̃(tf/2a) = B̃max =

√
2a− 1B0. Deste modo temos que, quanto mais rápido for o

protocolo PA, maior será o máximo do campo magnético B̃(t).

Figura 19 – Comportamento do campo magnético B̃(t) responsável pela modulação do
momento linear da partícula sujeita ao potencial harmônico para alguns valores
do parâmetro de contração temporal a. B0 representa a intensidade do campo
magnético constante do protocolo de referência. Podemos novamente perceber
que a = 1 é equivalente ao protocolo de referência.

Em suma, o encurtamento do tempo de evolução é feito então, através da adição do
potencial V̂(t) fazendo com que o sistema seja descrito agora pelo hamiltoniano (5.17).
Do ponto de vista experimental, para este caso, estamos tratando o sistema ainda como
um potencial harmônico, mas com a frequência angular ω̃(t) agora dada pela eq.(5.18),
e com os parâmetros A e B ajustados conforme as eqs. (5.21) e (5.20), respectivamente,
além da manipulação do momento linear através do campo magnético, eq. (5.25). Como
mencionamos no início do capítulo, para descrever um protocolo rápido utilizando o
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método dos parâmetros ajustáveis, não foi necessário qualquer informação referente aos
autoestados de Ĥ(t).

5.5 Partícula de Spin 1/2 em um campo magnético
Vamos agora aplicar o método dos parâmetros ajustáveis a um importante caso que é

o de uma partícula submetida a um campo magnético externo dependente do tempo B(t).
Este sistema é descrito pelo hamiltoniano

Ĥ(t) = −
(

e

mec

)
B(t) · Ŝ, (5.26)

onde e é a carga elétrica elementar (e < 0 para o elétron), me é a massa da partícula e c
é a velocidade da luz [71]. Aqui consideramos a partícula como sendo um elétron. Por
sua vez, Ŝ é o vetor de spin da partícula que, em termos das matrizes de Pauli pode ser
expresso como Ŝ = ℏ/2(σ̂x, σ̂y, σ̂z).

Para simplificar, vamos considerar o protocolo de referência como o caso em que o
campo magnético é constante e orientado ao longo do eixo z, B(t) = B0ẑ . Assim, o
hamiltoniano do protocolo torna-se

Ĥ = ωŜz, (5.27)

onde ω ≡ |e|B0/mec e os autovalores são E± = ±ℏω/2. Deste modo, o operador evolução
temporal para este sistema será dado por

Û(tf , 0) = exp
[
− i

ℏ

∫ tf

0
ωŜzdt

]
,

Û(tf , 0) = e−iωtf /2 |+⟩ ⟨+| + eiωtf /2 |−⟩ ⟨−| , (5.28)

onde usamos o fato que Ŝz = ℏσ̂z/2 = ℏ(|+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|)/2.

Vamos agora considerar que o sistema inicialmente se encontra no estado |ψ(0)⟩ =
|Sx,+⟩ = 1√

2(|+⟩ + |−⟩) e levando em conta que Ŝz |±⟩ = ±ℏ/2 |±⟩, temos que a atuação
do operador evolução temporal no estado inicial fica

|ψ(tf )⟩ = Û(tf , 0) |ψ(0)⟩ ,

|ψ(tf )⟩ =
(
e−iωtf /2 |+⟩ ⟨+| + eiωtf /2 |−⟩ ⟨−|

) 1√
2

(|+⟩ + |−⟩),

|ψ(tf )⟩ = 1√
2
(
e−iωtf /2 |+⟩ + eiωtf /2 |−⟩

)
. (5.29)

A equação (5.29) descreve o conhecido caso da precessão de spin. Vamos considerar que o
instante final da evolução será dado por tf = π/ω. Assim, a eq. (5.29) fica

|ψ(π/ω)⟩ = 1√
2
(
e−iπ/2 |+⟩ + eiπ/ω |−⟩

)
,

|ψ(π/ω)⟩ = −i√
2

(|+⟩ − |−⟩) ,

|ψ(π/ω)⟩ = −i |Sx,−⟩ , (5.30)
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onde usamos o fato de que ei±π/2 = ±i e que |Sx,−⟩ = 1√
2(|+⟩− |−⟩). A eq. (5.30) nos diz

então que, após um intervalo ∆t = π/ω a interação da partícula com o campo magnético
B(t) = B0ẑ, a menos do fator global i, causa uma inversão de spin na direção x.

Agora nos voltamos para a investigação do protocolo rápido de acordo com o método
dos parâmetros ajustáveis. Para isso, primeiro notamos que o hamiltoniano no protocolo
de referência, eq. (5.27), é independente do tempo. Assim, conforme visto na seção 5.2,
adotando Ô = B = 0 e Q̂ = ωŜz, o potencial que deverá ser adicionado será dado por

V̂(t, a) = 2ωŜz(a− 1) sin2
(
aπt

tf

)
. (5.31)

Desse modo, o hamiltoniano efetivo Ĥ(t) fica

Ĥ(t, a) = ωŜz + 2ωŜz(a− 1) sin2
(
aπt

tf

)
,

Ĥ(t, a) = ωŜz

[
1 + 2(a− 1) sin2

(
aπt

tf

)]
,

Ĥ(t, a) = ω̃(t, a)Ŝz, (5.32)

onde definimos a frequência modificada ω̃(t) como

ω̃(t, a) = ω

[
1 + 2(a− 1) sin2

(
aπt

tf

)]
. (5.33)

Como a frequência ω está relacionada ao campo magnético B0 através da relação
ω = |e|B0/mec, podemos então escrever a frequência dependente do tempo ω̃(t, a) em
termos de um campo magnético B̃(t, a), tal que ω̃(t, a) = |e|B̃(t, a)/mec. Deste modo,
utilizando essas relações na eq. (5.33), o campo magnético dependente do tempo B̃(t, a)
será dado por

B̃(t, a) = B0

[
1 + 2(a− 1) sin2

(
aπt

tf

)]
ẑ. (5.34)

Podemos observar que B̃(0, a) = B̃(tf/a, a) = B0ẑ, que nada mais são que as condições
de contorno para os instantes inicial e final e que devem ser iguais aos do protocolo de
referência. Podemos notar também que para a = 1, temos B̃(t, 1) = B0ẑ, que é exatamente
o protocolo de referência.

Vamos agora escrever o operador evolução temporal para o protocolo PA descrito pelo
hamiltoniano Ĥ(t, a), eq.(5.32), que será dado por

Û(tf/a, 0) = exp
{

− i

ℏ

∫ tf /a

0
Ĥ(t, a)dt

}
,

Û(tf/a, 0) = exp
{

−iŜz

ℏ

∫ tf /a

0
ω̃(t, a)dt

}
,

Û(tf/a, 0) = exp
{

−iωŜz

ℏ
tf

}
. (5.35)
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Podemos notar que o termo do lado direito da eq.(5.35) nada mais é que o próprio operador
evolução temporal do protocolo de referência, como de fato deveria ser, uma vez que
a igualdade entre os operadores evolução temporal é uma das condições que deve ser
obedecida. Considerando agora o intervalo ∆t = tf/a = π/aω, e considerando o estado
inicial do sistema como sendo |ψ(0)⟩ = |Sx,+⟩, o estado evoluído |ψ(π/aω)⟩ será dado por

|ψ(π/aω)⟩ = Û(π/aω) |Sx,+⟩ ,

|ψ(π/aω)⟩ = exp
{

−iŜz

ℏ

∫ π/aω

0
ω̃(t, a)dt

}
|Sx,+⟩ ,

|ψ(π/aω)⟩ = exp
{

−iπ

ℏ
Ŝz

}
|Sx,+⟩ ,

|ψ(π/aω)⟩ = −i |Sx,−⟩ . (5.36)

A equação (5.36) nos mostra então que a atuação do campo magnético B̃(t, a), dado
pela eq. (5.34), produz a mesma inversão de spin que o protocolo de referência. Em
outras palavras, através do protocolo PA, obtivemos o mesmo estado final que o protocolo
de referência, mas, em um intervalo de tempo menor. O sucesso do método neste caso
fica claro se considerarmos a fidelidade entre os estados iniciais e os estados finais nos
protocolos de referência e rápido. Isso fornece

⟨ψref (0)|ψfast(0)⟩ = ⟨Sx,+|Sx,+⟩ = 1 (5.37)

e

⟨ψref (tf )|ψfast(tf/a)⟩ = ⟨Sx,−|Sx,−⟩ = 1. (5.38)

A eq.(5.37) é intuitiva, uma vez que consideramos o mesmo estado inicial para ambos os
protocolos. Já na eq. (5.38) temos que de a fidelidade entre os estados finais dos protocolos
de referência e PA é igual a 1, ou seja, conseguimos reproduzir, em um tempo mais curto,
o mesmo estado final que o protocolo de referência.

Na figura 20 ilustramos o comportamento do campo magnético dependente do tempo
B̃(t, a). Podemos observar que quanto menor o tempo de duração do protocolo, maior
é o valor máximo da intensidade do campo magnético envolvido. O pico para o campo
magnético B̃max ocorre sempre no instante tf/2a. Além disso, o valor máximo é dado por
B̃(tf/2a) = B̃max = (2a− 1)B0. Isso significa que uma dinâmica através do protocolo PA
que é a vezes mais rápida que o protocolo de referência requer um pico para o campo
magnético 2a− 1 vezes maior. Outro importante fato que podemos notar na figura 20 é
que, para o caso de a = 1, temos um campo magnético constante igual ao caso original,
como de fato deveria ser, uma vez que, para este caso os protocolos são equivalentes.
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Figura 20 – Campo magnético dependente do tempo necessário para realizar a inversão
de spin para alguns valores do fator de contração a. Podemos perceber que
o caso a = 1 é equivalente ao protocolo de referência. Notamos também
que, quanto mais rápido ocorre o processo, o valor máximo da intensidade do
campo magnético também aumenta. A intensidade do campo magnético de
referência foi considerada B0 = 2.
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6 Conclusões e perspectivas

Nesta tese realizamos a aplicação do método de reescalonamento temporal [1] para
obtermos a inversão de população em um sistema atômico de dois níveis [72] tendo como
protocolo de referência a passagem adiabática de Allen-Eberly [69]. A utilização do método
nos forneceu soluções analíticas para o comportamento temporal da frequência Rabi e
da dessintonia que são adequados para alcançar uma inversão de população de forma
rápida. Foi realizada também uma análise da estabilidade do método, onde obtivemos
uma fidelidade superior a 0.913 para erros sistemáticos de até 20% na frequência de Rabi,
e, quando tratamos erros de até 20% na dessintonia, obtivemos um protocolo ainda mais
estável, com fidelidade superior a 0.986. Pudemos observar também que tais resultados
de estabilidade são independentes do parâmetro de contração temporal a, fator esse que
nos informa quantas vezes mais rápido será o novo protocolo em relação ao original.
Deste modo temos que para tal dinâmica, o método se mostrou bastante robusto com
relação a possíveis erros experimentais, independentemente do quão rápido seja o processo
reescalonado. Tal robusteza, para este caso, é similar às apresentadas por outros métodos
como o contradiabático e engenharia inversa [84].

Além dessa nova aplicação utilizando o método de reescaolonamento temporal, apresen-
tamos também uma nova proposta de atalho para adiabaticidade: o método de parâmetros
ajustáveis [33]. Este método consiste na adição de um termo potencial ao hamiltoniano
de referência de tal modo que esse termo é o responsável por realizar um encurtamento
do tempo de evolução. Além disso, o termo do potencial extra é ajustado através de dois
dos parâmetros A e B de acordo com os problemas a serem abordados. Aqui também
temos a presença do parâmetro ou fator de contração temporal a. Como ilustração do
método, realizamos a aplicação nos problemas do oscilador harmônico paramétrico e na
partícula de spin 1/2 em um campo magnético. Apesar da semelhança com o método de
reescalonamento temporal, o método de parâmetros ajustáveis traz a ideia de acelerar a
dinâmica quântica através da adição de um potencial, em vez da modulação do protocolo
de referência. Isso pode fornecer vantagem experimental, uma vez que não necessitamos re-
alizar qualquer manipulação do protocolo de referência, ou seja, a referência e os potenciais
adicionados atuam de forma independente em uma realização experimental.

No primeiro exemplo conseguimos ter sucesso em reproduzir os mesmos resultados que
o protocolo de referência em um intervalo de tempo menor. Observamos que a frequência
angular para o novo protocolo em alguns instantes, durante o processo, pode até mesmo
ultrapassar o valor da frequência final. Contudo, ao final do protocolo é garantido que
obteremos o mesmo valor final do protocolo de referência. Por exemplo, para o fator de
contração temporal a = 2, a frequência angular atinge um pico igual a 5.8ω0 no tempo
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t = 0.3tf . Além disso, realizamos a modulação do termo cinético através da aplicação de
um campo magnético externo cuja intensidade aumenta à medida que o tempo de evolução
diminui, tendo seu máximo igual a B̃max =

√
2a− 1B0 no instante t = tf/2a. Já na

segunda aplicação, o método de parâmetros ajustáveis nos fornece uma expressão analítica
para um campo magnético dependente do tempo B̃(t) que é o responsável por realizar a
inversão de spin. Para este caso encontramos que quanto mais rápido ocorre o protocolo
modificado, maior será a intensidade necessária do campo magnético dependente do tempo
para promover a inversão. O valor máximo para a intensidade do campo magnético é
B̃max = (2a− 1)B0, também no instante t = tf/2a. Neste segundo exemplo é demonstrado
também que a fidelidade entre os estados inicial e final nos protocolos de referência e
rápido é máxima, quando não consideramos erros nos parâmetros de controle.

Um fato importante a ser observado é que, tanto o método de reescalonamento
temporal quanto o de parâmetros ajustáveis não requerem qualquer informação acerca dos
autoestados instantâneos do hamiltoniano de referência. Tal fato torna-se uma vantagem
em relação a outros métodos, por exemplo, o contradiabático, uma vez que a tarefa de
obter esses autovetores geralmente é muito complicada. Além disso, vimos que, em ambos
os métodos, o encurtamento do tempo de evolução da dinâmica de referência é em princípio
arbitrário, sendo o parâmetro a o responsável por nos dizer quantas vezes mais rápido
será o protocolo encurtado. Por fim, as ideias apresentadas em ambos os métodos podem
ser aplicadas para melhorar o desempenho de muitas tecnologias e sistemas quânticos
como, por exemplo, controle de sistemas atômicos, processamento de informação quântica
e execução de ciclos termodinâmicos em máquicas quânticas [87–93].

6.1 Perspectivas
Em vista dos resultados apresentados nesta tese, seria de grande interesse continuar a

exploração de aplicações envolvendo o método de reescalonamento temporal bem como
o dos parâmetros ajustáveis. Em especial, é de interesse investigar a utilização de tais
métodos para acelerar dinâmicas mais complexas como por exemplo sistema de três níveis
[94, 95], modelo de Rabi quântico [96–98] e outros sistemas em que os autoestados do
hamiltoniano dependente do tempo podem ser difíceis de calcular.

Outra possível perspectiva de estudo é que, em ambos os métodos apresentados, não é
feita qualquer restrição acerca do quão rápido pode ser a nova dinâmica, ou seja, não há
qualquer restrição no parâmetro de contração temporal a. Desse modo, a investigação da
existência de algum limite do quão curto podem ser os tempos de evolução dos protocolos
modificados, ou seja, se existe um valor máximo para o fator a, pode nos dar informações
com relação a possíveis limites que tais métodos possam apresentar.

Com respeito ao método de reescalonamento temporal, podemos também investigar a
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existência de outras funções de reescalonamento f(τ), bem como as características comuns
ou individuais de tais funções, tendo em vista que a escolha conveniente da função de
reescalonamento é fundamental para o sucesso do método.

Por fim, recentemente foi publicado na referência [99] um método onde, devido à
analogia matemática entre a equação paraxial de Hemholtz e a equação de Schrodinger em
duas dimensões, é possível descrever a evolução espacial de um campo óptico gaussiano
através do formalismo de operadores. Deste modo, podemos investigar a aplicação do
método de reescalonamento, que para este caso funcionaria como um encurtamento espacial
ao longo da direção de propagação do feixe. Esse estudo poderia então ser aplicado por
exemplo para a construção de fibras ópticas no sentido de economizar material. O artigo
[99] também é um dos resultados obtidos durante as investigações deste trabalho de tese.
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