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Resumo

Atalhos para a adiabaticidade (APA) sdo protocolos que aceleram uma dindmica quantica
adiabatica, que por defini¢ao sao dinamicas que demandam um tempo longo de evolugao,
de modo a reproduzir os mesmos resultados, mas, em um intervalo de tempo mais
curto. Tal encurtamento é de fundamental importancia pois, devido o processo adiabatico
ocorrer de modo lento, torna o sistema sujeito a efeitos indesejados como a decoeréncia,
ruidos externos e até mesmo transi¢oes entre os autoestados do hamiltoniano. Nesta tese
estudamos alguns desses métodos de APA, em especial o método de reescalonamento
temporal em que fazemos a ilustragdo nos casos do oscilador harmoénico paramétrico e na
inversao de populacao em um sistema de dois niveis, onde para este 1ltimo caso realizamos
uma analise da estabilidade do método. Desenvolvemos também uma nova proposta
de APA denominada de método de parametros ajustaveis, onde, através de um termo
adicionado ao hamiltoniano de referéncia é possivel acelerar uma dinamica adiabatica.
Tanto o método dos parametros ajustaveis quanto o de reescalonamento temporal nao
exigem qualquer informagao acerca dos autoestados instantdneos do hamiltoniano de
referéncia. Para ilustramos esta nova abordagem consideramos os cenarios do oscilador

harmoénico paramétrico e o da inversao de spin.

Palavras-chave: Controle quéintico, teorema adiabatico, atalhos para adiabaticidade.



Abstract

Shortcuts to adiabaticity (STA) are protocols that accelerate adiabatic quantum dynamics,
which by definition are dynamics that require a long evolution time, in order to reproduce
the same results, but in a shorter time interval. Such shortening is of fundamental
importance because, due to the adiabatic process occurring slowly, it makes the system
subject to caused effects such as decoherence, external noise and even transitions between
the hamiltonian eigenstates. In this thesis we study some of these STA methods, in
particular the time-rescaling method in which we make an illustration in the cases of the
parametric harmonic oscillator and in the population inversion in a two-level system, where
for the latter case we perform an analysis of the stability of the method. We also developed
a new STA proposal called the tunable parameters method, where, through a term added
to the reference Hamiltonian, it is possible to accelerate an adiabatic dynamics. Both
the tunable parameters and the time-rescaling methods did not require any information
about the instantaneous eigenstates of the reference Hamiltonian. To illustrate this new

approach, we consider the parametric harmonic oscillator and spin inversion scenarios.

Keywords: Quantum control, adiabatic teorem, shortcuts to adiabaticity.
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1 Introducao e organizacao da tese

1.1 Introducao

Nos tltimos anos, a busca por métodos que possibilitem o controle da dinamica de
sistemas quanticos tém ganhado cada vez mais atenc¢ao e os resultados dessas pesquisas vem
proporcionando avangos em diversas areas, como por exemplo, fisica atomica e nuclear,
computac¢ao quantica e no desenvolvimento de tecnologias quanticas [2-9]. Contudo,
quando consideramos dinamicas quanticas em que desejamos obter resultados com altas
fidelidade e robusteza nos deparamos com limitacoes impostas pelo teorema adiabatico
[10,11]. Tal teorema, proposto por Born e Fock (1928), nos diz que: Um sistema fisico
permanece em seu autoestado instantaneo, nao degenerado, ao longo da evolugdo temporal,
se sobre ele € aplicada uma perturbagao suficientemente pequena. Deste modo, evolugoes
ditas adiabaticas sao processos que por definicido demandam um tempo longo. Outro
ponto acerca dos processos adiabaticos é que estes nao permitem transi¢oes entre estados,
sendo assim, uma vez que o sistema é preparado em um dado estado inicial, através dessa

transformacao, sabemos que o sistema evoluira seguindo tal estado.

Devido a longa duracao de um processo adiabatico, efeitos indesejados como decoeréncia
e ruidos externos podem acontecer a um determinado sistema quantico que segue essa
evolucao. Tais efeitos sdo muitas vezes nao apenas indesejaveis, mas até mesmo prejudiciais.
Assim, o desenvolvimento de técnicas para contornar o problema temporal imposto pelo
teorema adiabatico, e consequentemente minimizar estes efeitos indesejados, se transformou
em uma importante fonte de pesquisas teéricas e experimentais [12-18|. Essas técnicas
foram denominadas por Cheng (2010) [12] como atalhos para adiabaticidade (APA), em
inglés shortcuts to adiabaticity (STA).

Atalhos para adiabaticidade sao entao, rotas rapidas para obter os mesmos resultados
finais que transformagoes adiabaticas (lentas). A principal motivagdo para a aplicagdo dos
métodos STA para sistemas quanticos é manipula-los em escalas de tempo mais curtas que
os tempos de evolugoes dos processos adiabaticos. Entre os STA mais populares e estudados
na literatura, podemos citar as abordagens de engenharia inversa usando os invariantes
de Lewis-Riesenfeld (LR) [19], a técnica de avango rapido (em inglés fast-forward - FF)
[20-22], e 0 método contradiabatico (CD) [23-25], sendo este tltimo um dos métodos
mais utilizados na literatura. Tais técnicas de atalhos sdo utilizadas em diversos tipos de
aplicacoes, como por exemplo, controle da dinamica quantica de um qubit em atomos
frios [16], armadilhas de ions [26,27], qubits supercondutores [28], computacao quintica

adiabatica [29-31], sistemas de dois e trés niveis [13,32], entre outros.

Proposto por Demirplack e Rice [24,25], e de forma independente por Berry [23], o
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método contradiabatico tem como ideia princial a determinacao de um termo chamado
hamiltoniano contra-diabético He p(t), ou simplesmente termo contradiabatico, que deve
ser adicionado ao hamiltoniano original (adiabético), H(t) do problema de modo que
o hamiltoniano efetivo, definido pela soma desses dois termos H, = H (t) + ﬁCD(t),
imite a evolugdo adiabética desejada. O termo contradiabatico é entao definido por
Hep(t) = ihY,(|0imy) (ng| — (ng|dyny) |ng) (ny]), onde |ny) siio os autoestados instantaneos
do hamiltoniano de referéncia, ou seja, para construir um protocolo contrabiabatico se faz

necessario informacao acerca dos autoestados instantaneos do protocolo de referéncia.

Recentemente, uma nova abordagem de STA foi proposta por Bernardo [1], chamado
método de reescalonamento temporal, em inglés time-rescaling method (TR), que consiste
em reescalonar a variavel temporal, através da mudanga t — f(7), no operador de evolugao
quantica a fim de encontrar dindmicas rapidas que permitam reproduzir o mesmo estado
final e condigoes de um processo quantico de referéncia. Entretanto, diferente do método
contradiabatico, o reescalonamento temporal ¢ um método que nao necessita de qualquer
informacao sobre os autoestados do hamiltoniano original. Um ponto importante sobre
este método é que ele ndo impde nenhuma restricdo a dindmica de referéncia, ou seja, nao
exige que esta seja adiabatica. Contudo, quando a dindmica de referéncia se trata de uma
evolucao adiabética, o método funciona como um STA. J& sobre o tempo de evolucao, esse
novo processo € regido por um parametro a, chamado fator de contracao temporal, e para
0 caso em que a > 1 temos que o tempo de evolugao serd a vezes mais rapido que o de

referéncia.

O foco de interesse nessa tese é entao, estudar alguns desses métodos de atalhos para
adiabaticidade em especial a realizacao de aplica¢oes utilizando o método de reescalona-
mento temporal. Além disso, também é apresentada nesta tese uma nova proposta de
atalho para adiabaticidade, chamado de método dos pardmetros ajustaveis [33]. Tal pro-
posta consiste em adicionar um termo potencial extra V(¢) ao hamiltoniano de referéncia
H (t), de modo que o efeito conjunto desses dois termos através de um hamiltoniano efetivo
Hs¢(t) = H(t) + V(t) é capaz de acelerar uma dindmica quantica adiabatica. Esse termo
potencial extra ¢é ajustado de acordo com cada problema abordado, dai o nome do método.
Assim como o método de reescalonamento temporal nao exige qualquer informacgao sobre
os autoestados instantaneos do hamiltoniano de referéncia. O método dos pardmetros
ajustaveis apresenta uma vantagem do ponto de vista experimental uma vez que nao
necessita de nenhuma manipulagdo nos campos/agentes do protocolo de referéncia, mas
sim, a adicdo de uma nova interacao independente através do termo extra. Por fim, a

organizacao e estruturacao da tese sao tratadas a seguir.
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1.2 Organizacdo da Tese

Apés a introducao, onde apresentamos e discutimos de forma sucinta as ideias relevantes

que embasam este trabalho, a organizacao da tese se dara da seguinte forma:

» No Capitulo 2 realizamos uma revisao bibliografica sobre o teorema adiabatico em
sua forma tradicional, onde discutimos as implicagoes fisicas presentes nas dindmicas
que obedecem a tal teorema. Apds isso apresentamos as condi¢oes de validade que
tais evolugoes adiabdticas devem satisfazer. Por fim, realizamos e discutimos a
aplicacao do teorema adiabatico no bem conhecido caso de uma particula em uma

caixa unidimensional.

« No Capitulo 3 apresentamos as principais ideias referentes aos atalhos para adiaba-
ticidade e discutimos detalhadamente dois importantes métodos de STA. Especifi-
camente, abordaremos o método de engenharia inversa baseada em invariantes de
Lewis-Riesenfeld, e o método contradiabatico, onde, para este ultimo, reproduzimos

o exemplo da inversao de populagao para um sistema de dois niveis.

o Em seguida, no Capitulo 4 realizamos uma revisao do método de reescalonamento
temporal, onde detalhamos e discutimos a funcionalidade e as caracteristicas do
método. Em seguida, utilizamos o método em dois casos de grande interesse teodrico
e pratico, sendo eles o oscilador harmonico paramétrico e a inversao de populagao
em um sistema de dois niveis. Para este ultimo exemplo, realizamos também uma

analise sobre a estabilidade do método quando consideramos erros experimentais.

e No capitulo 5 apresentamos o método dos parametros ajustaveis. Método este que
representa uma nova proposta de STA. Aqui descrevemos todas as caracteristicas e
funcionamento do método, bem como as diferencas entre este e os demais métodos
discutidos nesta tese. Para ilustrar o funcionamento, realizamos a aplicacdo em dois

exemplos: o oscilador harmoénico paramétrico e a inversao de spin.

« Encerramos esta tese apresentando, no capitulo 6, as conclusoes obtidas ao final
da execucao dos projetos que deram origem a este trabalho. Também discutimos
brevemente sobre as possiveis extensoes desse projeto, mencionando as perspectivas

de estudos futuros.
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2 Teorema Adiabatico e Aproximacao Adia-

batica

Neste capitulo serd feita uma breve apresentacao do Teorema Adiabético, na sua forma
tradicional, bem como um detalhamento sobre a aproximacao adiabatica. Além disso sao
feitas as demonstracoes matematicas das condigdes necessarias para que tal aproximacao
seja vélida, e discutiremos suas implicacdes fisicas na dindmica de um sistema quantico. E
abordado também um exemplo de processo adiabatico de uma particula em uma caixa em

uma dimensao.

2.1 O Teorema Adiabatico

Sabemos que em geral, sistemas fisicos estao sujeitos a interagdes causadas por agentes
externos. Assim, ao estudarmos a dinamica de um sistema estamos interessados em
entender sua evolugdo quando sujeito a tais agentes. Em Mecanica Classica, tal estudo é
feito através das equagdes de movimento obtidas através das Leis de Newton, formalismo
de Lagrange ou formalismo de Hamilton-Jacobi [34]. J4 em Mecanica Quéntica, a evolugao

de um sistema fisico ¢ regida pela equagao de Schrodinger
L d -
) = A1) ), (21)

onde % ¢ a constante de Planck, H(t) é o operador hamiltoninano e [4)(t)) ¢ o estado do
sistema. Em geral, a solucao da equacao de Schrodinger resulta em um sistema de equagoes
diferenciais acopladas com coeficientes que podem depender do tempo. Ao resolvermos
tal equagao estamos interessados em determinar |¢)(t)) que esta sujeito ao hamiltoninano

A

H(t) [35].

De modo geral, a evolu¢ao de um sistema quantico pode acontecer de diversas manei-
ras. Por exemplo, ocorrer transi¢oes entre diferentes niveis de energia ou alteracao das
probabilidades referentes a cada autoestado de energia. Contudo, uma possivel evolugao é
tal que o sistema seja controlado de modo que, durante todo o protocolo de evolugao, ele
seja mantido no mesmo autoestado de energia. Essa é a esséncia do Teorema Adiabatico

que serda discutido e demonstrado neste capitulo.

O Teorema Adiabatico e as nogdes de evolugoes adiabéticas sdo utilizadas em trabalhos
[36-40], sendo recentemente utilizado em diversas pesquisas nas dreas de computagao
quantica adiabética e controle quantico [41-47]. Em sua versao tradicional, o Teorema
adiabatico foi primeiramente proposto por Born e Fock [10] em 1928 e posteriormente, em
1950, com uma demonstragdo matematicamente mais rigorosa, por Kato [11]. O enunciado

proposto por Born e Fock é dado da seguinte forma:
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Teorema: Seja um sistema qudantico governado por um hamiltoniano arbitrdrio depen-
dente do tempo. Desta forma, o sistema fisico é mantido em seu autoestado instantaneo
se uma perturbagdo atuar sobre ele de forma suficientemente lenta e se o espectro do

hamiltoniano for nao-degenerado.

O Teorema Adiabatico nos diz entao que, se o sistema é preparado em um autoestado
|En(to)) de H (tp), em um tempo t posterior, apés uma evolucao suficientemente lenta do
hamiltoniano, o sistema terd evoluido para o autoestado |E,(t;)) de H(t). E importante
ressaltar que a evolucao adiabatica nao garante que as autoenergias nos instantes t e %
sejam iguais, em geral E, (ty) # E,(ts). O sistema evoluira seguindo no mesmo autoestado,

ou seja, sem transigoes entre niveis de energia.

Vamos a partir de agora demonstrar o Teorema Adiabatico (TA), em sua forma
tradicional. Seja |¢(t)) o estado evoluido do sistema que é solugdo da Equagao de
Schrodinger (2.1). Podemos, sem perda de generalidade, expandir esse estado como

combinaciio linear dos autoestados instantaneos de H (t), cuja forma mais geral é
(1) = Y eal®)e™ OB (1)), (2.2)
com 6(t), sendo a fase dindmica, definida por

0u(t) = — /OtEn(t’)dt’, (2.3)

onde, por simplicidade, escolhemos ¢ty = 0.

A fase dindmica esta relacionada com o modo com que as autoenergias variam com
o tempo [35]. E facil observarmos que, se estivermos tratando de casos estaciondrios, a
fase dindmica se reduz a 0, (t) = —E,t/h, que implicard em uma evolugao usual quando o

hamiltoniano ¢é independente do tempo.

Ainda sobre a eq. (2.2), ¢,(t) s@o coeficientes complexos, cujo médulo quadrado nos
informa a probabilidade de, ao realizarmos uma medida de energia, obtermos o valor E,(t).
Os autoestados associados {|E,(t))} formam uma base ortonomal instantanea de H(¢),

que satisfaz a seguinte equacao de autovalores
H()|Ea(t) = Enlt) [Ea(1)) - (2.4)

Vamos ainda considerar o caso geral em que [H(t), H(t')] # 0 e que os autovalores sio nio

degenerados [11].

Substituindo a expressao do estado evoluido (2.2) na equagao de Schrodinger (2.1),

ficamos com

”’th SV E0)| = H() Y ealt)e™ V| E,(2)) . (2.5)

n
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Aplicando a regra da derivada do produto do termo da esquerda e considerando a equacao

de autovalores (2.4), temos
mz [en() | En(t)) + icn (£)0n(t) [ En(t)) + ca(t) [En())] €0 =
> calt) e VB (1) | Ea(t)), (2.6)

onde () representa a derivada com relagdo ao tempo.

Atuando (E,,(t)| pela esquerda, a Eq. (2.6) fica
OIS [eul®) IBn() + ieal®)fn(t) 1u(6)) + enlt) |Eult))] 2 =
t)] Z cn(t) e O E, (1) | Ba(t)) =

ih> [n()0mn + i ()0 (£)0mn + Cn(t) (Ent] By (¢ }M ch e DB ()0

n

(2.7)

onde utilizamos a condi¢ao de ortonormalidade dos autoestados da base (FE,,(t)|E,(t)) =

Omn, cOm 0,,, sendo a delta de Kronecker.

Para darmos continuidade vamos levar em conta a propriedade da delta de Kronecker
3, 04:b; = bj, como também que, da eq. (2.3), 6,(t) = —E,(t)/h. Desta forma, a eq. (2.7)

fica

il | Cn (8) €9 — —c, (1) B, (1) 0D 4 ch O E. (1)) O = ¢, () E, (1).

(2.8)

Podemos perceber que o segundo termo do lado esquerdo ¢ igual ao termo do lado
direito da igualdade. Assim, separando o somatoério nos termos em que n =men # m, a
equagao anterior pode ser reecrita como

em(t) = —Cn() (En(®O|En(t)) = D calt) (Em(t)|En(t)) ¢ (2.9)
n#m

onde 0,,,, = 0,, — 0,,.

Para obtermos uma expressao mais explicita para (E,,(t)|E,(t)), iremos recorrer
novamente a equacao de autovalores (2.4), onde iremos derivar com respeito ao tempo.

Desta forma, temos

d . ~ d
| SR Ea0)] = S0 [Eat))] =
) Ea(0) + B0 | Ea®) = Ea) 1Ea0) + Ea) a0, (210)

Tomando o produto interno com (F,,(t)| na equagdo anterior, ficamos com

(B8) H (D) |Ea (1) + (B (O] H(E) |E,(0) = Bo(t) (B Ea(t)) + Ea(t) (En(0)| Ea(0))
(2.11)
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Como o interesse é reescrever o segundo termo da equagao (2.9), temos que o primeiro
termo do lado direito da equagao (2.11) se anula devido a ortonormalidade dos estados

base. Assim, a equacao anterior pode ainda ser reescrita como

() H () |Ea(®) + Ent) EnIEa(0) = Ea(t) (Ba(|Ea®) . (212)

A

onde utilizamos o fato que (E,,(t)| H(t) = (Ep(t)| En(t). Desta forma, obtemos

(Ba(®|EW(1) = : (2.13)

Substituindo a equagao (2.13) em (2.9), temos

Em(t) = —cul(t) <Em(t)|Em(t)> - Z cn(t)

m(1)]
2 Eo(t) — B (t) eorm o (2.14)

A relacdo acima é exata, e nos da a dinamica dos coeficientes c¢,,,. Tal evolugdo possui
contribuicao de dois termos: o primeiro diz respeito a variacdo do m-ésimo autoestado
|E,.()), enquanto o segundo termo possui uma mistura entre o m-ésimo e n-ésimo autoes-
tados, além da diferenga de energias entre tais autoestados e a variagao do hamiltoniano.
Vale a pena ressaltar também que esse termo de mistura é o responséavel por acoplar o

sistema de equagoes diferenciais oriundas de (2.14).

Outro ponto importante é que a equagao (2.14) é valida somente para os casos em
que o espectro de energias é ndo degenerado, como estipulado pelo Teorema Adiabatico.
Embora seja possivel obtermos uma expressao que envolva os casos em que o espectro é
degenerado, generalizando o caso tradicional do Teorema Adiabatico, nao sera discutida

tal generalizacao neste trabalho.

2.2 Aproximacao Adiabatica

Ao impormos determinadas condig¢oes ao sistema, podemos tornar o segundo termo do
lado direito em (2.14) neglingenciavel, desta forma, “eliminando” o termo de mistura entre
os autoestados do hamiltoniano, desacoplando assim as equagoes diferenciais oriundas do

Teorema Adiabatico.

A Aproximacao Adiabatica consiste em impormos que a taxa com que H (t) varia com
o tempo seja muito menor que a diferenca de energias E,(t) — E,,(t) entre o n-ésimo e

m-ésimo autoestado. Assim, a eq. (2.14) se torna
ém<t> ~ _Cm(t) <Em(t>|Em(t)>7 (215>

onde desconsideramos o segundo termo do lado direito da eq. (2.14). A justificativa e

significado de desconsiderarmos este termo seréd esclarecida na secao seguinte.
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Podemos resolver a eq. (2.15) de forma direta, obtendo o seguinte resultado
em(t) = cm(0)erm®) (2.16)

com 7,(t) sendo a fase geométrica ou fase de Berry [38], definida por

lt) = z'/ot<Em(t)|Em(t)>dt. (2.17)

Note a partir eq.(2.16) que determinamos como ocorre a evolugao dos coeficientes ¢, (t),
onde, devido a aproximagao adiabatica, pudemos encontrar relacoes em que cada um deles
evolui de forma independente. Podemos agora retornar a expressao para o estado evoluido

[1(t)), eq. (2.2), e descrevermos seu comportamento em uma dindmica adiabéatica,

W) = D ea(0)e” e OB, (D). (2.18)

Um fato importante a ser observado sobre a expressao obtida acima é que, devido as
condic¢bes impostas pela aproximagao adiabatica, nao ha mistura de autoestados, ou seja,

nao existem transi¢oes entre os niveis de energia.

2.3 Condicbes para a Adiabaticidade

Para encontrarmos uma solugao para a evolucao do estado segundo a aproximacao
adiabatica, foi necessario realizarmos algumas consideragoes acerca da dinamica do sistema
para que pudessemos desacoplar os coeficientes ¢/, s e consequentemente obtermos uma
solucao aceitavel. Faremos agora uma discussao e derivacao de duas condig¢oes equivalentes,

necessarias para que a aproximagao adiabatica seja valida [48,49]

2.3.1 Condicio sobre o hamiltoniano H(t)

Durante a se¢do anterior foi mencionada e imposta a condicao que a taxa com que o
hamiltoniano H (t) varia com o tempo deve ser muito menor que diferenga de energias
entre o n-ésimo e m-ésimo autoestados. Em outras palavras, a dinamica do sistema deve
acontecer de forma lenta afim de garantir que nao haja transi¢ao entre os autoestados
de energia. Esta condi¢do imposta sobre o hamiltoniano pode ser enunciada e expressa

matematicamente por:

Seja um hamiltoniano dependente do tempo I:[(t), a evolugao do sistema pode ser

descrita pela aprorimacdo adiabdtica, se for obedecida a sequinte relacao

(En(®)| H()|E. (1))
En (t) - Em (t)

te[0,T)

| < 1, V (n,m) (2.19)

onde T € o tempo total da evolugdo.
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2.3.2 Condicao sobre o tempo de evolucao

Da condic¢ao sobre o hamiltoniano, temos que, quanto menor for a diferenca entre as
autoenergias F,(t) e E,,(t), a mudanca temporal no hamiltoniano deve ser ainda mais
lenta, o que nos leva a um tempo de evolugdo muito grande. Desta forma, podemos nos
fazer a seguinte pergunta: o quao grande deve ser o tempo total de evolucao para que a
aproximacao adiabatica seja valida? Para respondermos essa pergunta, vamos tomar como

ponto de partida a equagao (2.14) .

Primeiramente, note que

d

- [ea()e O] = e W e, (1) — i3 (E)en(t)]

e (e (8) + (Ba(t)|En(t)) en(t)] - (2.20)
Desta forma, retornando para a (2.14) e substituindo (2.20), podemos reescrevé-la como

| H(t) | Ea(8)
Enm

4
dt

[cn(t)e—ﬂn(t)] — Z cal(t) (Em(l)

n#Em

onm e_i”’"(t), (2.21)

com E,,,(t) = E,(t) — E,.(t).

Vamos agora introduzir uma nova escala de tempo através da parametrizacao

t
= — 2.22
S T? ( )
onde T é o tempo total da evolu¢ao. Escrevendo a eq. (2.21) em termos do pardmetro s,
temos
0 . En(8)| 0,H(s) | En(s)) i
87 {Cn(s)e—wn(s)} — Z Cn($)< (5)| = (S) ‘ (S)> esznm(s)e Z’yn(s)’ (223)
S nm

n#m

onde 05 = 0/0s, com Wy (s) e Yn(s), definidos respectivamente por

Wnm (8) = —711 /S Enm(s")ds' (2.24)

nl(8) = i / (En(5)0s| En(s)) ds' . (2.25)
A grandeza wy,(s) nada mais é que a diferenca entre as fases dindmicas 0, e 0,,, enquanto

Tn(8) é a fase geométrica, ambas agora com relagdo ao novo pardmetro s.

Vamos definir também a seguinte variavel
Fon(s) = ¢p (Bn(8)|0:H|E,(s)) e ) (2.26)

que ao substituirmos na eq. (2.23), obtemos

aas [Cn(s)e—mn(s)} _ Z an(s)

Twnm(s) | 2.27
n#Em E”m(s) ’ ( )
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Integrando em em relagdo ao tempo parametrizado, ficamos com

[ fenlshye ] as' = —Z/ e ad.)

Antes de seguirmos com a resolucao da integral, vamos reescrever o termo do lado direito

da seguinte forma

an(S) i (s) an(s) 0T
AL giTwnm(s) Mg (s) e Twnm(s) (2.29)
Enm(s) [Enm(S)]Q
Contudo, da definigdo de wp,(s), eq.(2.24), podemos facilmente observar que
(Twnm(s) __ ih 0 1T wnm (s)
Epml(s)€ = ~75; E . (2.30)
Assim,
an(S) T (s) ih an<3) 0 iT (s)
1L Wnm (S - ~ 7 Lt Wnm (S . 231
B (s) T (B (5)]2 0 e | (2:31)

Substituindo a equagdo acima em (2.28), temos

s 9 _ ' S Fon(s) 0 [ e (o
[l = 2 2 [ gy ]

—ivn (s th 0 an s’ iTw s
cn(s)e” ) — ¢ (0) = T Z/ {83’ [()GT o ( )]—i—

~ 5 1 eiTw"m<S’>} ds' ,(2.32)

Enm( S’)2
onde aplicamos a técnica de integracao por partes no lado direiro da equacao e também

utilizamos o fato que 7, (0) = 0. Dai,

en(s)e ) e (0 Z l nm(j)) - ml '

ih O N Fun(S) | imwnm(s') 1.0
- - Tenm() qg (2,
T n;n/o 0s’ [Enm(s’)] ‘ ds’. (2.33)

n;ém

Nosso inttito é encontrar uma expressao em que possamos ter uma evolucao para
os coeficientes ¢, s de forma desacoplada, ou seja, sem os termos de misturas entre os
autoestados. Esta tarefa pode ser obtida se conseguirmos anular os termos do lado direito

da igualdade.

Vamos comegar pelo segundo termo do lado direito. O termo 8‘2 F"’"((S,))2 é integravel

no intervalo [0, s]. Juntando isso com o fato de que, se considerarmos o tempo total de
evolucao T' como sendo muito longo, podemos utilizar o lemma de Riemann-Lebesgue
[50,51], definido por

lim /f(:p)e’f”’cdx —0, (2.34)

|§|—00
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que 1no nosso caso fica

lim —
T=oo Jo O

s 0 an(sl) T wWnm (s

Agora, para o primeiro termo do lado direito de (2.33), desejamos que ele seja cada
vez mais negligenciavel. Como estamos considerando o tempo de evolugao como sendo

muito longo (7" — o0), impomos a seguinte condigao

1 an
<>| <1, (2.36)

max TEnm($)2

s€[0,1]

ou ainda de forma mais explitita,

(En(5)|0H|E,W(s))
En(s) - Em(s)

, (2.37)

que é a condicao sobre tempo de evolugao, conhecida também como vinculo temporal.
A condicao acima significa que o tempo de total de evolucao, para que o sistema evolua

segundo (2.18), se torna cada vez maior com a diminui¢do do gap energético.

Desta forma, uma vez satisfeita essa condigao, a equagao (2.33), retornando para o

parametro t, fica
() = ¢, (0)em®) (2.38)

que é o mesmo resultado da eq.(2.16). E importante ressaltar que, a validade e limites,
bem como a generalizacdo da aproximacao adiabatica tém sido fonte de diversos trabalhos
[52-56].

2.4 Particula em uma caixa unidimensional

Vamos agora realizar uma comparacao entre os resultados obtidos através da aproxi-
macao adiabatica e a solucao exata para o bem conhecido exemplo de uma particula em

uma caixa em uma dimensao [57].

O potencial que governa esse sistema é descrito por

(2.39)

. 0, se0<ax<L
o0, caso contrario,
onde L é a largura da caixa.

Resolvendo a equacao de Schrodinger em uma dimensao, obtemos respectivamente, as

seguintes expressoes para autofungoes e autoenergias,

pn(r) = ﬁsen (Tw) (2.40)
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n2h?m?

A aproximacao adiabatica para este exemplo ocorre quando consideramos que uma das
paredes da caixa é movél e o comprimento da caixa aumenta (ou diminui) lentamente com

velocidade constante v, de modo que a mudanca na largura em um tempo ¢ ¢ dada por
L(t) = Lo+ vt, (2.42)

onde Ly é o comprimento da caixa em ¢t = 0.

LO L0+I7t L0+U't

Figura 1 — Representacdo de uma evolucao adiabatica para uma particula em uma caixa.
No caso a) a largura da caixa é Ly e a particula estd no estado fundamental.
Em b) movemos a parede da caixa lentamente (regime adiabético) de modo
que a largura é dada por Lg + vt, desta forma a particula se mantém no estado
fundamental. Em ¢) movemos a parede da caixa de forma rapida, v’ >> v,
de modo que, o sistema nao acompanha a mudanca e permanece no estado
fundamental apenas durante um curto intervalo de tempo, ou seja, serd uma
combinacao linear das varias autofuncoes para a caixa com a parede deslocada.

Na Figura 1 temos uma representagao grafica da evolucao adiabatica para o problema
da particula em uma caixa. A Figura la representa a funcao de onda para o estado
fundamental quando consideramos a largura da caixa como sendo Ly. Apods isso, se
movermos a parede da caixa de forma lenta a aproximacao adiabatica nos diz que o sistema
sera mantido no mesmo autoestado, como pode ser observado na Figura 1b. Se movermos
a parede da caixa repentinamente, o sistema nao consegue acompanhar a mudanca do
potencial permanecendo no estado fundamental apenas durante um curto periodo de
tempo, de modo que podendo fazer qualquer afirmacao sobre o estado do sistema apds

isso, Figura lc. Nos casos b e ¢, a largura da caixa varia de acordo com a eq.(2.42).

Podemos também fazer uma analise sobre as modifica¢gdes nos niveis de energias devido

a essa mudanga no comprimento/largura da caixa. Da eq. (2.41), podemos perceber
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que uma mudanga no comprimento da caixa promove uma modificacdo nas autoenergias
(ver Figura 2), onde, no caso de uma expansao, as autoenergias diminuem e, no caso de

compressao, as auto energias aumentam.

Figura 2 — Fungoes de onda (linhas sélidas) e niveis de energias (linhas tracejadas), para
alguns valores de n, da particula em uma caixa em uma dimensao.

Uma vez discutido como ocorre a evolucao adiabatia para este exemplo, podemos
iniciar o tratamento mateméatico para encontrar o do estado que descreve a evolucao desse

sistema.

Em termos de autofungoes, o estado obtido da aproximacao adiabética (2.18), fica

Y(t) = Zcn(O)ew"(t)e”"(t)gpn(t). (2.43)

Vamos agora calcular a fase dindmica através da eq. (2.3), onde, com o auxilio da

equagao (2.42), ficamos com:

1 st , 1 [t n?h?n?

0.(t) = —%/0 Bu(tdt = — [ St

B 1 (L n2h%n? B n’hr? 11%

T h Lo 2mIL2v C 2mw {_L]LO

_onthr 7l 1

 2mw {L B Lo]

n?hn? (Lo — L)

0.(L) = oy Lol (2.44)

Como ¢(t) depende de t através de L(t), a fase geométrica pode ser reescrita como [35]

Ylt) = Z/LZ VOL <90nngon> dx] dL, (2.45)
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onde usamos o fato que, pela regra da cadeia,

d  dp,dL

dt™" T AL dt
Desta forma, temos

(t) = L{/ \[sen T dL \Esen(”g> dw}dL
-1 e () ()
(o () o (7))

(2.46)

} i

(2.47)
O resultado da integral interna é —w, contudo, como n =1,2,3,4... , este termo se
anula. Entao,
L
z/ {0}L=0. (2.48)
Lo

Uma vez calculadas a fase dinamica e a fazer geométrica, temos os seguintes resultados

para os autoestados evoluidos ¢, (x, L) e estado ¢ (x, L) considerando a aproximagao

n?hn? (Lo — L)] |2 nm
L) = : o Zsen (28 2.4
enlw, L) = exp [Z omv Lol |V L " ( L m) (2.49)

; ¢ (0) exp [zfﬁf (LZO_LL)] \/zsen (TQ?) : (2.50)

As solugoes exatas para este problema podem ser encontradas em [58] e sdo dadas por
mvz?  nPhr? (L — Ly) 2 nm
D L) = ' — — — 2.51
Pula, L) = exp [Z ( onl,  2mv Lol )|V L™ ( L x) (2:51)
mvz?  n?hr? (L — L) 2 nm
" — — —u . 2.52
= 2 caexp [ < onl  2mw Lol )|V I ( L m) (2:52)

Com as solugoes adiabaticas (2.49) e (2.50), e exatas (2.51) e (2.52), podemos fazer

uma comparacao entre as probabilidades de transi¢do para alguns estados, onde para isto

adiabatica

vamos considerar que inicialmente o sistema se encontra no estado fundamental (n = 1),

de modo que, ¢;(0) = 1.

Na Figura 3, temos o comportamento da probabilidade de transicao do estado funda-

mental em funcao da velocidade da parede da caixa. As linhas vermelhas correspondem
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as probabilidades utilizando o estado evoluido segundo a aproximacao adiabatica, onde
a linha vermelha soélida corresponde a probabilidade de que o sistema se mantenha no
estado fundamental (n = 1), e a linha vermelha tracejada corresponde a probabilidade de
haver transi¢ao para o primeiro estado excitado (n = 2). Podemos perceber que, uma vez
no estado fundamental, o sistema se mantém em tal autoestado, confirmando o Teorema
Adiabatico. As linhas azuis correspondem as probabilidades utilizando a solucao exata. A
linha solida é a probabilidade do estado se manter no estado fundamentao, n = 1, a linha
azul tracejada é a probabilidade de haver transicao entre n =1 e n = 2 e, a linha azul

pontilhada, a probabilidade da transicdo de n = 1 para n = 3.

1.0|

o
)
o

o
o

Probabilidade de Transicao
o =
N »

o
[=]
|
|
|

0.01 0.10 1 10 100

Figura 3 — Probabilidade de Transigao entre o estado fundamental e n = 1 (linhas sélidas),
n = 2 (linhas tracejadas) e n = 3 (linha pontilhada) para a aproximagao
adiabatica (vermelha) e a solugao exata (azul) em func¢do de v. Adaptado da
referéncia [25].

Podemos perceber que a partir de um certo valor da velocidade v comecam a aparecer
transicoes entre o estado fundamental e os demais estados excitados. Contudo, podemos
obervar também que para valores de v < 0.2A/s, o sistema se mantém no autoestado
n = 1. Isso implica que a aproximacao adiabatica descreve de forma eficaz a dindmica do

sistema no regime lento (adiabdatico).
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3 Atalhos para adiabaticidade

No capitulo anterior tratamos do Teorema Adiabatico e das evolugdes adiabaticas, onde
foi apresentado as condigdes para que tais dindmicas sejam realizadas e suas implicac¢oes.
Uma das condig¢oes para que uma dindmica adiatica ocorra é que o tempo de evolugao
necessita ser longo o suficiente. Desta forma, podemos nos fazer a seguinte pergunta:
podemos, de alguma forma, obter o mesmo resultado que um processo adiabatico, mas
com tempo de evolugao reduzido? Ou seja, terifamos alguma forma de termos o mesmo

resultado, mas de forma mais rapida?

A resposta para esta pergunta é: sim. Esses métodos sdo chamados atalhos para
adiabaticidade. Atalhos para adiabaticidade, do inglés shortcut to adiabaticity (STA) [12],
sao protocolos que aceleram a dinamica quantica através rotas de nao-adiabaticas, mas
que reproduzem o mesmo resultado das evolugoes adiabaticas. A utilizacdo de atalhos
para adiabaticidade para realizar tais dindmicas em um intervalo mais curto proporciona

uma diminuicao de efeitos indesejados como, por exemplo, ruido externos e a decoeréncia.

Neste capitulo apresentaremos dois métodos de atalhos para adiabaticidade. Sendo eles:
O método de Engenharia Reversa baseada em invariantes e o método Contra-diabatico
[23-25,59]. Outro método de STA é o método de Reescalonamento Temporal [1] que sera

discutido com mais detalhes no proximo capitulo.

3.1 Engenharia inversa baseada em invariantes

3.1.1 Invariantes de Lewis-Riensenfeld

Proposto por Lewis e Riensenfeld no ano de 1969 [19], o método de invariantes de
Lewis-Riensenfeld consiste em considerarmos um sistema descrito por um hamiltoninano
dependente do tempo H (t) que é hermitiano. Apds isso, assumimos a existéncia de um
operador I(t), também hermitiano (I(¢)" = I(t)), e que satisfaca a seguinte equacao:

d + 0 - T .
—I(t)==1(t)+ - |H(t),I(t)| =0. 3.1
) = o @) + 4 [H(0).1(1)] (3.)

A equacgado acima é a equagdo de movimento de Heisenberg para o operador I(t), que
significa que a quantidade relacionada a este mesmo operador se conserva, dai o termo

invariante.

Temos também que a evolugao temporal de um estado |¢(t)) do sistema é governada

pela equacao de Schrodinger

L0 A
thoa [0() = H(t)[¥(t)). (3-2)
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Assim, multiplicando a equagao (3.1) por [1(t)) pela direita, temos

w220 )~ e 7o) ooy - 1) [ﬁf(t) v |
w201y o [io )] - Hoin ) |
m@ (Te@)) = H(I1wE)), (3.3)

onde, para nao sobrecarregar a notagao, omitimos a dependéncia temporal dos operadores,

ou seja, escrevemos /(t) = I.

A equagao (3.3) significa que a atuagdo do operador invariante I em um estado que
obedece a equagao (3.2) resulta em uma outra solucao para a equagao de Schrodinger, ou
seja, a atuagao do operador I ndo altera a estrutura da solucao. Outro ponto importante
a ser ressaltado é que a equagao (3.3) é valida para qualquer invariante, mesmo que este
possua derivadas temporais. Contudo, por simplicidade, vamos assumir que I (t) nao

possui derivada parcial com relagao ao tempo [19].

Vamos assumir que o operador I possui um conjunto completo de autovetores {I\ k) },

e que obedece

TN E)Y = A\ K) (3.4)

<)‘/7 'Li/‘)‘a KZ) = 5)\’/\5,'{’&7 (35)

onde a primeira é a equacao de autovalores para [ e a segunda representa a ortonormalidade
dos autoestados {|A, )}, com A relacionado com os autovalores e x representa os outros
numeros quanticos. Devido a hermiticidade do operador invariante I, temos que seus

autovalores \ sao reais, ou seja, A = \*.

Derivando a equagao de autovalores (3.4) com relagao ao tempo, temos

o |/\ K) +] |)\ K) = A |)\ K) +)\ |)\ K) . (3.6)

Multiplicando 0 resultado acima por (X, K/| pela esquerda, ficamos com

N K ~ 0 / /a)‘
(X, | P\/‘é) (A ,HU*!/\,@ = (LR 5 [A R) (X HM ;A 8)
, o))
(X, | |>\f€>+/\< K 5 |/\ff> = 5 WrA ) AN K o !>\f<>
(N /4|—|)\ K) = Qé O + (A= X)) (N H/|—|)\ k). (3.7)
5 ot ) - ot AN Vkk! 5 ot ) < \9-
Vamos agora retornar para a equagao (3.1) e multiplicé-la por |\, k). Temos entao
aAM W)+ LHT N R) — LT IA R = 0
h h
|)\ /<;>+>\ZH\>\ k) — LTE N k) = 0. (3.8)
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/

Multiplicando agora o resultado anterior por (XN, ’| pela esquerda encontramos

e A |M>+Ah<',/4|ff|x,n>—%<X,/~e'|fﬂ|x,ﬁ>=o

oo |M>+Ah<f,,amm,@—X%w,n’mu,@:o
. ! /8j ’ IS
Zﬁ()\,li|a‘)\,li>:()\—)\)</\,I€‘H|>\,Ii>. (3.9)

Na equacao anterior, para o caso em que A = )\, temos que

I
(N, K| Zt A k) =0, (3.10)
e da equagao (3.7)
1))
— =0. 3.11
T (3.11)

Da relacao acima podemos concluir que os autovalores do invariante I sao independentes
do tempo. Além disso, uma vez que os autovalores sdo independentes do tempo, os

autoestados |\, k) devem ser depenentes do tempo, ou seja, |\, k) = |\, k;t) .

A partir disso, vamos agora investigar a relagao entre os autoestados de [ e a solucao
da equagao de Schrodinger. Para isso vamos voltar & equagao (3.6), e vamos levar em

conta (3.11). Ficamos entao com
g{M,H;t) = (A—]);ﬁp\,/—c;@. (3.12)
Multiplicando por (X, &/; t| pela esquerda, obtém-se
(N, K5 ] A\Amt) (A=) (N, K t] \)\Fat> (3.13)
Agora, substituindo (3.13) em (3.9), encontramos que
iR\ — X)) (N Kt gt A kst) = (A= N) (N, &5t H X ki t)

(A= X)) (N, K5 t] {mgt - H} A kit) =0 . (3.14)

Considerando agora o caso em que A # X', temos
il (N, \ ])\ kit) = (LKt H N Kt (3.15)

E importante observar que a equacdo acima nio é valida para o caso A = X devido aos
outros numeros quanticos representados por k e ’. Contudo, se a equagao (3.15) for vélida
tanto para A = A quanto para A # X', podemos concluir que o autoestado |\, k;t) é uma

solugdo especial do estado geral do sistema [1(t)). Logo, ainda da equagdo (3.15), obtemos

mgt X ks t) = H(t) |\ ki t) . (3.16)



Capitulo 3. Atalhos para adiabaticidade 32

Desta forma, assumindo que o invariante I ndo depende de derivadas com respeito ao
tempo, podemos definir um novo conjunto de autoestados que diferem do conjunto inicial

apenas por um fator de fase multiplicativo, ou seja,
I\, mp ) = o\ kit (3.17)

onde . (t) é uma funcdo arbitraria, dependente do tempo e real. E importante ressaltar-

mos que, ao realizarmos esta mudanca, nao alteramos em nada as equagoes anteriores.

Para obtermos mais informacoes acerca das implicagoes dessa modificacdo, vamos

primeiro tomar a derivada com respeito ao tempo,

o, o dan(t
e (6204/\,.6(15) |)\’ K; t)) — ielakﬁ(t)L()

ot dt
Substituindo (3.18) em (3.15), ficamos com

, 0
A, ki t) + ew‘“(t)a I\, ki t) . (3.18)

. . day,(t 0 ‘ N
ih <)\/7 lil;t| o100 (1) gican (t) {Z a;t( ) + at} |/\7 K;t> _ <)\/, Ii/;t| e (8) FT g (t) |)\’ K: t) .

(3.19)

Cancelando as exponenciais e considerando a ortonormalidade entre os autoestados, obtém-

se
da,(t . 0 A
_pf ( )5,\)\/5ml +ih (N Kt = |\ ks t) = (N Rt H N K3 t)
dt ot
da/\/f(t) o /A . a ] .
h dt (5>\)\/5,€,{/ = </\ , K ,t| Zha - H |/\, lﬁ,t> . (320)

Como mencionado anteriormente, a equagao (3.15) é vélida apenas para o caso A # X
contudo, a escolha da fase é tal que o resultado seja mantido também para A = \. Desta

forma, fazendo essas consideragoes, a equagao (3.20) resulta em

ClOé)\,..C (t)

h
dt

S = (N, 13 1] {mgt — H} X, ki t) (3.21)

Para que a equacao acima seja satisfeita, devemos escolher o autoestado |\, k) de modo
que o lado direito seja anulado para k # k' uma vez que, o lado esquerdo serd nulo devido

a delta de Kronecker. Assim, podemos determinar a fase arbitraria através da equagao

don(t)

h
dt

= (\ kst {z’hgt - H} I\ Kit) (3.22)

ou ainda

t A
ane(t) = ;/0 O ki {mgt - H} ks t) dt. (3.23)
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A fase ay, é conhecida na literatura como fase de Lewis-Riesenfeld. Além disso, tal
diagonalizagao na passagem de (3.21) para (3.22) é possivel devido o operador ih% - H (t)
ser hermitiano.

Por fim, uma vez que os autoestados |\, k; ), = e |\ k:t) satisfacam a equacdo

de Schrodinger, a solugdo geral |¢(t)) pode ser expandida nesta nova base, isto é,
= ZC}\H |A,K/;t>a y (324>

ou ainda
(1) =Y enee O\ kit) | (3.25)
AR

onde c,, sao os coeficientes da expansao e sao independentes do tempo.

3.1.2 Engenharia Inversa

Suponha que se deseja conduzir um sistema de um hamiltoniano inicial H(0) para um
hamiltoniano final H (t7) de tal forma que as populagoes relacionadas com os niveis de
energia nos instantes inicial e final sejam preservadas, e admitindo que durante o processo
possam haver transicoes. Em outras palavras, durante o processo, podem existir transi¢oes
entre os niveis de energias, mas, as populacoes dos niveis energéticos referentes ao instante
inicial e final devem ser as mesmas que o protocolo adiabatico. A engenharia inversa
consiste em escrever o hamiltoniano dependente do tempo H (t) em termos dos autovalores

e autovetores do invariante I(t). Para isso, vamos definir I(t) da seguinte forma
Z ENGIPCHGI (3.26)

onde agora |¢,(t)) e A, s@o respectivamente os autovetores e autovalores do invariante.

Vamos agora escrever o operador evolucao temporal U (0,t) da seguinte forma

= > D g, () (6a(0)], (3.27)
que deve obedecer a equacao de Schrodinger, ou seja,
m;ﬁ(o, t) = H()U(0,t). (3.28)

A escolha de U (0,¢) na forma da equacao (3.27) é conveniente, pois podemos facilmente
observar que, a menos da fase ¢°*) o estado |, (t)) nada mais é que o estado evoluido
relativo & atuacao de U(0,t) em |¢,(0)).

A partir de agora, para simplificar a notagdo, vamos simplesmente escrever U 0,t) =

Ult). Assim, utilizando a definicao de U(t) na forma da equacio (3.27), temos

Zem"(t {716n(0)) ctn () (@n(8)] + [Sn()) (D (0]} (3.29)
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onde os pontos (") significam derivadas com respeito ao tempo e também consideramos
que (¢, (0)| = 0.
Podemos também, a partir da equacao (3.28), escrever uma expressao para o hamilto-

niano em termos do operador evolugao temporal. Para isso, vamos multiplicar ambos os

lados da equacdo (3.28) por Uf(t) pela direita. Assim, obtém-se

z’h&U(t)UT(t) = HHU @)U (1)
H(t) = mﬁﬁ(t)fﬁ (t), (3.30)

onde utilizamos o fato de U(t) ser unitério, ou seja, U(£)UT(t) = Z com Z sendo o operador
identidade.

Desta forma, utilizando as equagoes (3.27), (3.29) e (3.30), chegamos a seguinte forma

para o hamiltoniano
) =2 {i100(0) dn(t) (Ga(O] + 160(8) (9 (D)1} - (3:31)

Uma vez definida a expressao para o hamiltoniano em termos dos autovetores do invariante
I (t), podemos ter vérias possibilidades de como este hamiltoniano vai influenciar o sistema,
de acordo com o invariante que é escolhido, como por exemplo diferentes escolhas de
fases de Lewis-Riesenfeld «,(t). Em outras palavras, ao adotarmos a forma do invariante,
estamos definindo a acdo do hamiltoniano sobre o sistema. Algumas aplicagdes do

método de engenharia inversa baseada em invariantes podem ser observadas nas referéncias
[12,19,60-65].

Da equacio de Heisenberg para [ (1), eq. (3.1), temos que para tempos muito longos, por
exemplo processos adiabaticos, que [1(t), H(t)] ~ 0. Ou seja, o invariante e o hamiltoniano
compartilham um conjunto de autovetores simultanéos, desta forma, o processo regido

pelo invariante também sera aproximadamente adiabatico.

Em geral, o invatiante (¢) ndo comuta com o hamiltoniano H(t) nos instantes iniciais
e finais, ou seja, [I(to), H(to)] # 0 e [I(t;), H(t;)] # 0. Contudo, quando impomos a
comutatividade nesses mesmos instantes, isto é, [I(to), H(to)] = [[(t;), H(t;)] = 0, os
autovetores do invariante e do hamiltoniano coincidem nos instantes inicial e final. Com
isso, uma vez estabelecidas as condigoes do sistema e do hamiltoniano em ¢, e t¢, podemos
definir as condicdes de contorno necessérias para definirmos [ (t), seus autovalores e
autovetores e a fase a,(t), fazendo com que o protocolo regido pelo invariante possua as

mesmas propriedades que o hamiltoniano nos instantes inicial e final.

Um ponto importante a ser ressaltado é que a imposicao da comutatividade entre
I(t) e H(t), nos instantes inicial e final, garante apenas que os autovetores coincidem
nesses instantes. Durante o processo de evolucao, tais autoestados podem evoluir de forma

diferente. Contudo, quando consideramos o caso em que a evolucao regida pelo invariante
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acontece em um tempo mais curto, e se o protocolo original regido pelo hamiltoniano é um

processo adiabatico, podemos construir um processo STA através da engenharia inversa.

Em resumo, uma vez que o processo descrito pelo hamiltoniano H (t) é adiabatico,
e quando sabemos o comportamento e as propriedades do sistema nos intantes t, e ty,
podemos definir um novo protocolo através de I (t) de modo que tenhamos as mesmas
condi¢bes no inicio e no final em um tempo mais curto. A ideia de engenharia inversa,
baseada em invariantes, foi utilizada também como base para outros métodos de atalhos
para adiabaticidade, em especial, podemos citar o método contradiabatico que sera

estudado de forma mais detalhada na subsecao seguinte.

3.2 Meétodo Contradiabatico

Desenvolvido por Demirplak e Rice [24,25,59], e posteriomente, de forma independente
por Berry [23], o método contradiabatico (CD), também conhecido como condugao quantica
sem transi¢ao (em inglés transitionless quantum driving), consiste em adicionarmos um
hamiltoniano auxiliar Hop(t) ao hamiltoniano do procotolo de referéncia , Hy(t), de modo
que a dindmica do sistema resulte na mesma dindmica que a evolucao adiabatica do
protocolo de referéncia. Desta forma, o hamiltoniano total para o método contradiabatico

¢é dado por
H(t) = Hy(t) + Hep(t). (3.32)
Vamos agora demonstrar e discutir qual deve ser a forma para o potencial auxiliar

Hep(t). Para isso, vamos discutir tanto a formulagao de Demirplak e Rice, quanto a de

Berry.

3.2.1 Formulacao de Demirplak e Rice

Como ponto de partida da formulagao do método contra-diabatico proposto por

Demirplak e Rice [24,25], vamos considerar a seguinte equacao de Schrodinger

0
ihy [ho(t)) = H(t) [%o(t)) , (3.33)
onde [¢y(t)) é escrito em uma base ortonormal e estatica.
O préximo passo é realizar uma mudanca de base através da atuagao de um operador

unitario U(t), de modo que [¢(t)) é o estado escrito nessa nova base. Do ponto de vista

matematico, temos
[1(t)) = U(1) |[tbo(t)) - (3.34)

Devido a ortonormalidade da base de |ty(t)) e da unitariedade de U(t), a base em que
|11 (t)) € escrita, também é ortonomal. Além disso, devido & dependencia temporal do
operador U(t), a base de [1;(t)) é dindmica.
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Utilizando a equagao (3.34) e substituindo [io(t)) em (3.33), obtém-se

O (U ) ()] = HOU'®) (o)
) + U S () = HOUT@ Rae). (339

Atuando U(t) pela esquerda, temos
oU T( )

L oUT(t)
ih T

thU (t) 91 (1)) +4hU (U () - [a(0) = UGH@UT (1) [vn (1))

"
ou'(t )} ). (336)

gy ) = {UOHU ) - n0 o)

Utilizando o fato que U(t)UT(t) = Z, com T sendo o operador identidade, podemos

ainda reescrever a equacao (3.36) como

T
Zﬁgt [1(t)) = {U(t) [H(t) — iha%t(t) U(t)} UT(t)} Y1 (£)) . (3.37)

Se estivermos considerando uma evolucao adiabatica, podemos prosseguir por dois

. . . ’ . . .2 OUT (¢t . ~ . sy
caminhos. O primeiro é negligenciar o termo ZHT()U (t) (aproximagao adiabatica). Uma
outra forma de resolver este problema ¢ adicionando um termo extra no hamiltoniano de

modo a cancelar esse termo nao desejado. Desta forma, vamos realizar seguinte mudanca
H(t) — H(t)+ Hep(t) . (3.38)
Esta mudanga nada mais é do que a apresentada na equacao (3.32). Ao realizarmos a
adigao do termo extra Hop(t), ndo alteramos a forma do operador U (t).
Assim, a equagdo (3.39) fica

;
zhgt |1 (t)) = {U(t) [H(t) + Hep(t) — ZhaUat(t)U(t)] UT(t)} 1 (1) . (3.39)

Como mencionado anteriormente, o intuito de adicionarmos o hamiltoniano contradiabatico

Hgp é anular o termo nao adiabatico. Desta forma, impomos que

oUT(t)

Hep(t) =ik pn Ul(t), (3.40)
Vamos escolher U(t) como em [59,66].
= 3 e I 1)) no(0)] (3.41)
Assim, temos
O i Ji tro®) 1 mo(#)d' 4 4
U (1) = D ehiila = {no(®)l 5 0(8)) Ino(0)) (no(t)] + 1n0(0)) 7, (no(t)] ¢ -

(3.42)
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Na passagem anterior usamos o fato que (ng(t)|2|no(t)) = —W |no(t)), uma vez que
g L no(t)no(t))} = 0.
Entao, com o auxilio das equagbes (3.41) e (3.42) e apés algum desenvolvimento

matematico, encontramos Heop(t) como

Henl(t) = mz{ )2 0(8)) o) (D) + Ina(t)) = o<t>|} BNCYEY
Ou ainda,

Hep(t —mZ{ (D)0 (t)) [n(2)) (n()] + |9 (1)) (n()]} (3.44)

onde, para simplificar a notagao, retiramos o subindice 0 e também escrevemos % =0,. A

expressao (3.44) é a forma mais conhecida do hamiltoniano contradiabético.

3.2.2 Formulacao de Berry

A formulagao proposta por Berry (2009) é um pouco mais simples [66]. O ponto de

partida é o hamiltoniano de referéncia Hy(t), definido por

Ho(t) = > En(t) In(t)) (n(t)], (3.45)

n

onde E,(t) e |n(t)) sdo, respectivamente, os autovalores e autoestados instantaneos de
Hy(t). Considerando ainda que Hy(t) esta variando lentamente, a dindmica do sistema
segue a aproximacgao adiabatica. Desta forma, a dindmica do n-ésimo autoestado sera
dada por [67]

[a(t)) = €7 Jo O = [y WO I 1)) (3.46)
Estamos interessados em encontrar um hamiltoniano efetivo H.;f(t) de modo que a

dindmica regida por ele reproduza a mesma dindmica que uma evolucao adiabatica. Desta

forma, temos a seguinte equagao de Schrodinger,

Ok ) ). (3.47

Vamos agora definir o operador evolugao temporal U(t) da seguinte maneira

com |, (t)) dado por (3.41). A escolha de U(t) nesta forma é conveniente, pois o resultado
da atuagdo no estado inicial |¢,,(0)) nos fornece (3.46), ou seja, |, (t)) = U(t) [1,(0))
Além disso, U(t) deve obedecer

ZhaatU( ) = Hefo(t) (349)
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, que nos leva a seguinte equagio para H.ys(t)

Ut(t). (3.50)

O desenvolvimento realizado até o momento é analogo ao feito na engenharia inversa
(EI), (3.28) e (3.30). Contudo, enquanto na engenharia inversa o operador U(t) é escrito
em termos dos autoestados do invariante I(t), aqui ele é escrito em termos dos autoestados
do hamiltoniano de referéncia Hy(t) que gera uma dindmica adiabédtica. Outra diferenga
se encontra na fase. No caso da EI se trata da fase de Lewis-Riesenfeld, dada por (3.23) ,
enquanto para o caso que estamos tratando sao as fases dinamica e geométrica, definidas
no capitulo 2 , eq. (2.3) e (2.17).

Utilizando (3.42), o operador U(t) é escrito explicitamente como
= 3 o7 b OGO o)) (n(0)], (350)

onde usamos o fato que |1,(0)) = |n(0)).

Derivando U(t) com rela¢do ao tempo, obtemos

t —i [t N4 t / ’ /
algi ) _ zn: eh o En(t')dt 67f0<n(t )|%|n(t ))dt {_hEn(t) ]n(t)) <7”L(O)’ +

— (n()|0im (1)) In(t)) (n(0)] + [dn(2)) (n(O)]} . (3.52)

Além disso, de (3.51), temos

Z eh fo En t/ dt/ fO 3<n(t )\ t ) dt/ | (O)) <n(t)| 7
Ul(t) = 3 ef b B8 el 0O 1)) 1)) (3.53)
onde, usamos novamente o fato que (ng(t)|2|no(t)) = —W |no(t)).

Desta forma, substituindo (3.52) e (3.53) em (3.52), encontramos
eff = ZFLZ Z e? 0 E” dt/ fo n(#’ )|at‘n Pl dt/ fo Em(t)dt! efo ‘Btlm( )’ X

X {—;En(t) In(t)) (n(0)] = (n(£)|0in(t)) [n(t)) (n(0)] + [Oen(t)) <n(0)l} m(0)) (m(t)].
(3.54)

Podemos perceber que em todos os termos aparece o produto (n(0)|m(0)) = d,,,. Desta

forma, a equagdo (3.54) fica

Hegy ZE (n(t)] +ihY_{|0n(t)) (n(t)] — (n(t)|0in(t)) In(t)) (n(t)]} .
(3.55)
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Da equagao (3.45), temos que o primeiro termo de (3.55) nada mais é que o hamiltoniano

de referéncia Hy(t). Assim, podemos escrever H.sr = Hy(t) + Hep(t) definindo
Hep(t) = ih)_ {[0m(t)) (n(t)] = (n(®)|0in(t)) In(t)) (n(t)]}, (3.56)

onde, Heop(t) é o hamiltoniano contradiabatico. A equacao (3.56) é idéntica a equacao
(3.44), assim, podemos afirmar que as formulagdes de Demirplak e Rice e de Berry sao
analogas. Adicionar o termo contradiabatico nos permite imitar uma evolucao adiabatica,
mas, sem a necessitadade de submeter o tempo de evolugao a algum tipo de vinculo como

o apresentado na aproximagcao adiabatica.

Para exemplificar a aplicacao do método contradiabdtico, na subsecao seguinte iremos
aplicd-lo no bem conhecido sistema de dois niveis. Esta aplicacao foi primeiramente

proposta nas referéncias [13, 68].

3.2.3 Inversdo de Populacao em um Sistema de Dois Niveis

Seja ﬁo(t) o hamiltoniano dependente do tempo que gera um processo adiabatico
em um sistema atémico de dois niveis por conta de uma interacdo com um laser. Tal
hamiltoniano, pode ser escrito na base {|1),]2)}, com [1) e |2) sendo os niveis atomicos

fundamental e excitado, respectivamente. Desta forma ﬁo(t) pode ser descrito como

Ao R =A@l Qp(t)e?)
Ho(t)—2(QR(t)ew(t) A() ) (3.57)

onde A(t) é chamada dessintonia (ou do inglés, detuning), Qx(t) é a frequéncia de Rabi e
©(t) uma fase dependente do tempo. A dessintonia é definida por A(t) = wy, — wp, onde
wr, ¢ a frequéncia do laser e wy ¢ a frequéncia de transi¢cdo entre os niveis de energia do
atomo. J4 a frequéncia de Rabi é definida como Qg(t) = d;j - E/h, onde d?j é 0 momento

de dipolo de transicao ¢ — j e Eéo campo elétrico do laser.

Por simplicidade, vamos considerar ¢ = 0. Assim, fazendo esta consideracao, (3.57)

pode ser reescrita como
X ho(—At) Qp(t
Ho(t) = = ( (1) )) : (3.58)

cujos autoestados instantaneos sao

I, (£)) = cos (9(;)> 1) + sin (@) 12) (3.59)

In_(t)) = —sen (;) 1) + cos (@) 12), (3.60)
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onde (t) = arccos[—A(t)/Q(t)] é chamado angulo de mistura e Q(t) = /A2(t) + Q%(¢) ¢
a frequéncia de Rabi generalizada. Além disso, as autoenergias sao Ei(t) = £h(t)/2.

Vamos assumir que o sistema € inicialmente preparado em um dos autoestados ins-
tantaneos do hamiltoniano, ou seja, [1+(0)) = |n+(0)). Se considerarmos o estado inicial
como |14 (0)) = |n4(0)), as probabilidades da particula ser encontrada nos niveis 1 e 2

serao respectivamente dadas por

Pu(t) = | (U (B) 2 = cos? (9) (3.61)

Py(t) = | (2[n4 () |2 = sen? (g) . (3.62)

Uma vez descrita as generalizades do nosso problema, vamos agora encontrar a forma
explitica para o hamiltoiniano contradiabatico Hop(t). Vamos iniciar calculando a derivada
temporal dos autoestados (3.59) e (3.60). Dai, temos

Oy |ny(t)) = —sen <Q(t)> 9(;) |1) 4 cos <9<2t)> 9(;) |2) (3.63)

2
Oy In_(t)) = — cos <8<2t)> 8(;) |1) — sen (0(27») ‘9(;) 12) , (3.64)
onde 6(t) = Zz

Vamos agora calcular o produto interno (ny(t)|0;n+(t)). Assim, obtemos

st = 0o (%) s (%2 41 (7)o (72

(ne()|Oms(t)) = 0 (3.65)

Precisamos também dos termos |0yn(t)) (n4(t)|. Entao,

|am+<t>><n+<t>|=9(2”{cos (9(;)) sen(eg))|1> (1] — cos? (“) 2] +

+ sen” (“?) 12) (1|—sen< “)) < t>)| ) (2 y} (3.66)
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Por fim, necessitariamos calcular os termos |n.(t)) (n+(t)|. Contudo, da eq. (3.65),
temos (ny(t)|0mn_(t)) = (n_(t)|0n_(t)) = 0. Entdo, utilizando este fato, ficamos com
(ne(t)|0ma(t)) Ine(t)) (ne(t)| = 0. Utilizando a expressao (3.56) para o hamiltoniano
Hep(t), e escrevendo explicitamente em termos da base de autoestados {|n(t)), [n_(t))},

temos

Hep(t) = ih {[0m (1)) (i (D] + (ny (D] (1)) [n4.(2)) (ny-(8)] +
+10m (1)) (n—(6)] + (n—(8)[9n—(8)) [n—(8)) {n- ()]} - (3.68)

Substituindo as equagoes (3.65), (3.66) e (3.67) em (3.68), com as consideracoes

mencionadas no paragrafo anterior, encontramos que

Hoo(t) = i) - 11) 2] +[2) (1}, (3.69)

ou, na forma de matriz,

Hep(t) = Z (ié((]t) _ig(t)) . (3.70)

Este é o hamiltoniano contradiabatico que deve ser adicionado de modo a reproduzir os
resultados adiabaticos com um tempo de evolu¢ao menor que o processo adiabatico gerado

pelo hamiltoniano de referéncia, eq. (3.58).

O hamiltoniano efetivo, H.s¢(t) = Ho(t) + Hep(t), serd entdo dado por

N h —A(t Qr(t) —1Q,(t

Heps(t) = 5 (.) #lt) = 8{t) , (3.71)
2 \Qp(h) + i) A@)

onde definimos Q,(t) = 0(t) = {Qr(t)A(t) — Qr(t)A(t)}/Q(t)2. Do ponto de vista prético,

para conseguirmos a inversao de populagao, é necesséario a adigdo de uma nova frequéncia

(), para interagir com o sistema de dois niveis.

Para observarmos o comportamento das probabilidades de inversao de populacao,
vamos considerar o esquema de passagem adiabética de Allen-Eberly (AE) [69,70], onde a

frequéncia de Rabi e a dessintonia sao dadas respectivamente por

Qgr(t) = Qg sech [W(t;t:lto)] : (3.72)
A(t) = <257Tt0> tanh [”(t;tf())] : (3.73)

onde os parametros {2y e [ sdo constantes reais com dimensao de frequéncia, e tg €
uma constante que representa a escala de tempo caracteristica da dindmica. Um ponto

importante a ser ressaltado é que a passagem adiabatica AE requer um tempo infinitamente
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longo para promover uma inversao de populagao completa (probabilidade igual a 1).
Contudo, considerando o tempo de evolugao igual a 8tj, conseguimos uma inversao de

populagao com probabilidade maior que 0.999.

Utilizando a frequéncia de Rabi Qp(t) e a dessintonia A(¢) dadas respectivamente pelas

egs. (3.72) e (3.73), Q,(t) pode ser escrita explicitamente como

Qo B>m*Cosh |- (t — 4to) |

Q.(t) = .
) 2t33*Cosh {%(t — 4t0)} + w202 — 2ty 54

(3.74)

Na figura 4 temos o comportamendo da frequéncia de Rabi Qg(t) (linha vermelha),
da dessintonia A(t) (linha azul) e de €,(¢) (linha verde) para a passagem adiabética de

Allen-Eberly descritas respectivamente pelas eqs. (3.72), (3.73) e (3.74).

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0
-0.5

-1.0 A(t)

0 2 4 6 8
Utq

Figura 4 — Comportamento das fungoes Qg(t), A(t) e Q4(t) com pardmetros Qy = 2,
B = \/§ € t() = 1.

Na figura 5 temos o comportamento das probabilidades de inversao para o protocolo
contradiabético, representado pelo hamiltoniano efetivo, eq. (3.71). A linha verde re-
presenta a propabilidade da particula ser encontrada no estado |1), que foi considerado
como estado inicial. Ja a linha laranja corresponde a probabilidade de encontrarmos a
particula no estado excitado |2). Podemos perceber também que para t = 4t, temos 50%
de probabilidade para cada nivel, enquanto que em t = 8¢, temos a inversao total das

populacoes.
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Figura 5 — Evolucgao temporal das populacoes dos dois niveis atomicos para o protocolo
contradiabatico com o estado inicial |1) e pardmetros Qy = 2, § = V2ety=1.
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4 Reescalonamento temporal

Desenvolvido por Bernardo [1], o método de reescalonamento temporal, do inglés
Time-Reescaling (TR), é uma nova proposta para acelerar dindmicas quanticas através
de uma mudanca de variavel no hamiltoniano de um protocolo de referéncia. Quando o

hamiltoniano de referéncia gera uma dinamica adiabatica, este método funciona como um

STA.

4.1 Generalidades

Como ponto de partida, vamos considerar um sistema quantico que evolui segundo
um operador evolugao temporal U (tr,t0), onde ty e t; sdo os tempos inicial e final do
protocolo, respectivamente. Por simplicidade, vamos adotar ¢, = 0. Seja entao H (t) o
hamiltoniano dependente do tempo para o protocolo de referéncia que governa o sistema.

Assim, o operador U (t7,0) deve obedecer a seguinte equagao de Schrodinger
N N 0 ~
H(t)U(ty,0) = ihaU(tf,O). (4.1)

A solugao da equagao (4.1) para o caso em que o hamiltoniano comuta em diferentes
tempos, [H(t;), H(t;)] = 0 com (i # j), é dada por [71]

O(t;,0) = exp{—;/otf ﬁ(t)dt}, (4.2)

onde é considerado que U (0,0) =Z, sendo Z o operador identidade.

Vamos fazer agora o reescalonamento temporal através da mudanca de variavel t = f(7).
Desta forma, a equacao acima pode ser reescrita como

0tr0) = {— [ A I ()} (43)

onde usamos o fato que dt = f'(7)dr, com f'(7) sendo a primeira derivada e f~!(7) como

sendo a inversa de f(7), respectivamente.

Definindo H(7) = H|[f(7)]f'(7) como sendo o hamiltoniano reescalonado, a (4.3) fica

N i ) .

u {f_l(tf),f_l(())} = exp {_h . H(T)dT}. (4.4)

Vamos chamar esse operador evolucao temporal dado pela eq. (4.4) de operador evolugao
temporal reescalonado. Para o caso em que H (t) ndo comuta em diferentes tempos, a

solugao para o operador reescalonado fica

A

[ tg), £(0)] = Texp {—; /ff_l(tf) ;%)ch} , (4.5)



Capitulo 4. Reescalonamento temporal 45

onde T é o operador de ordenacao temporal.

Uma vez estabelecidas as expressoes para o operador evolucao temporal reescalonado
da eq. (4.4), e para o operador evolugao do protocolo de referéncia, eq. (4.2), vamos

investigar a atuacao de cada um deles em um estado inicial arbitrario |¢(0)). Dai,

A

[W(tr)) = Ulty,0) [1(0)) (4.6)
W (fE))) = U FHO)] [(0)) (4.7)

Utilizando a mudanca de variavel feita anteriormente, podemos facilmente observar
que as eqs. (4.6) e (4.7) sdo equivalentes. Desta forma, a atuacdo do operador U (tr,0)
e do operado U [f~1(ts), £75(0)] em um mesmo estado inicial, ird reproduzir o mesmo
estado final, entdo, |[¢(t;)) = [P (f~'(¢s))). Contudo, é importante ressaltar que tal
equivaléncia s6 é verdadeira quando consideramos tais atuagoes durante os intervalos de
tempo correspondentes, ou seja, para o caso da atuacao do operador de evolugao temporal
no protocolo de referéncia, o intervalo de tempo serd At =ty —ty = t;. Ja para o caso da
atuacao do operador de evolugao temporal reescalonado, o intervalo de tempo deve ser
At = f7Hty) — f7H(0).

Um comentério relevante é que, dependendo da relacao entre os intervalos de tempo
AT e At, podemos ter um protocolo TR (Time-Reescaling) mais rdpido ou mais lento que
o protocolo de referéncia. Se At > At, teremos um protocolo mais lento. Entretanto, se
AT < At, teremos um protocolo mais rapido, funcionando assim como um atalho para

obtermos o mesmo estado final desejado.

Ainda sobre os estados inicial |¢(0)) e final |[¢(tf)) do sistema, temos que eles ndo
necessitam ser autoestados do hamiltoniano inicial e final, ou seja, o protocolo TR
nao depende dos autoestados instantaneos. Desta forma, ndo ha nenhuma restricao ou
imposicao a dinamica que se quer reproduzir. Contudo, caso o protocolo de referéncia seja
uma transformagcao adiabatica, o protocolo TR representara um processo mais rapido e
equivalente ao de referéncia, ou seja, um atalho para adiabaticidade (STA). Desta forma,
a partir de agora, vamos considerar o protocolo de referéncia como uma transformacao

adiabatica.

4.1.1 Func3o de reescalonamento f(7)

Uma vez estabelecida as generalidades do método de reescalonamento temporal, vamos
agora descrever algumas propriedades para a fungao de reescalonamento f(7). Primei-
ramente, a liberdade de escolha da fungao f(7) é o ponto chave para estabelecermos a

duragdo do protocolo TR, uma vez que, o intervalo At é definido pela inversa de f(7).

Para que tenhamos sucesso em obter um STA, é necessario a escolha de uma func¢ao

de reescalonamento f(7) adequada e que satisfaga as seguintes condigoes:
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(i) f7'0)=t=0,
(it) [ (ty) <ty ,
iii) H[f(0)] = H(0)

A condigao (i) simplesmente impoe que os instantes iniciais dos protocolos TR e de
referéncia devem ser iguais. Ja a condigao (i7) garante que o protocolo TR é mais rdapido
(AT < At). As condigoes (7i7) e (iv) significam que os hamiltonianos nos instantes iniciais

e finais devem ser iguais.

Além disso, as condigoes (iii) e (iv) garantem que as condi¢oes externas sejam iguais
no inicio e no final dos protocolos. Por exemplo, uma particula de spin 1/2 sujeita a um
campo magnético varidvel no tempo, devemos ter B(0) = B[f~1(0)] e B(t;) = B[f~'(t;)].
Ou ainda, se considerarmos um processo adiabatico, onde o estado inicial seja um dos
estados estaciondrios |n) de H(0), ap6s ocorrer tal processo, o estado final também devers

ser um estado estaciondrio |n'), mas agora de H(ty).

Escolher uma fungao f(7) que satisfaca as duas primeiras condigbes é uma tarefa
relativamente facil. Entretanto para que as duas ultimas condigoes sejam satisfeitas,
vamos retornar a definicdo do hamiltoniano TR, H(7) = H[f(7)]f'(r). Entdo, devemos
ter ALF0)) = AO)FLF1(0)] e FLF1(t0)] = H(t) 1 (27)]. Desta forma, (iii)  (iv)
sao obtidas se f/[f71(0)] = f/[f ' (tp)] = 1.

Uma vez que a fungao de reescalonamento f(7) obedega todas as condigoes, podemos
utiliza-la para escrever adequadamente o operador evolucao temporal TR de modo que
U[f(tg), f71(0)] = U(t;,0) e, como mencionado anteriormente, garantindo assim a

reproducao do mesmo estado final.

Por fim, uma funcdo que obedece a todas estas condig¢oes é dada por

2ma

f(r) = ar— t—f(a —1) sen (tT> . (4.8)

2ma f

A funcao inversa de f(7) nao pode ser escrita de forma explicita em termos das fungdes
convencionais. Temos entdo que f~1(0) =0 e f~'(¢;) = t;/a, onde a é chamado de fator
de contragao temporal, de modo que a > 1 indica que o protocolo TR sera realizado a vezes
mais rapido que o de referéncia. Um ponto importante a ser ressaltado ¢ que os valores de
0 < a < 1 também sao possiveis, contudo, nao fornecem qualquer aplicagao tecnologica
aparente uma vez que se produziria um tempo de duragao maior que o protocolo original.
Na figura 6 temos o grafico da fun¢do f(7) para alguns valores do pardmetro de contragao

temporal a. Podemos perceber que para o caso em que a = 1 vamos ter f(7) =t = 7.
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Figura 6 — Comportamento da fungdo de reescalonamento f(7) para alguns valores do
parametro de contracao temporal a com ¢y = 6.

A derivada de f(7) dada pela eq. (4.8) é escrita como

f'(r) = a—(a—1)cos <m7> ) (4.9)

ty
Com a derivada de f(7), podemos facilmente observar que as condigoes sobre f'(7) sdo

obedecidas, ou seja, f(0) =1 e f'(tf/a) = 1. Na figura 7, temos o comportamento de

f'(7) para alguns valores de a.

f(@®

Figura 7 — Comportamento de f’(7) para alguns valores do pardmetro de contragio tem-
poral a com t; = 6.

Uma vez que f(7) obedece todas as condigoes, o protocolo proposto pelo método

de reescalonamento temporal pode ser utilizado como um atalho para adiabaticidade.
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Entretanto, é importante ressaltar que esta solucdo dada pela eq. (4.8) nao é unica,
podendo haver varias outras fungoes que possam também obedecer as condigoes e servindo
como STA. Na referéncia [1] o autor apresenta também uma outra fungdo f(7) que satisfaz
todas as condi¢oes mencionadas, sendo essa uma fun¢ao polinomial dada por:

2(a* —a®) 5, 3(a*—a) ,

T + 7O+ T (4.10)

f(T) = t% t

Uma outra fung¢ao de reescalonamento é proposta por Zhu et al. na ref. [32], onde f(7) é

escrita combinando um termo linear e uma expansao de senos com N termos:

N
2 t;
f(r) = aT—i—ZCnsen[ nra <’7‘—>] : (4.11)
n=1 tf o t@ a
onde ¢ imposta também a seguinte condigao
N
1—a)(ty —1;
S nC, = (L=a)t;=t) (4.12)
2ma

Podemos observar que se considerarmos apenas um termo na soma (N = 1) nas eqs. (4.11)
e (4.12) e também considerarmos o tempo inicial ¢; = 0, obtemos novamente a expressao

para a funcdo de reescalonamento, eq. (4.8).

Nas préximas subsegoes vamos aplicar o método de reescalonamento temporal em dois
problemas: o oscilador paramétrico [1] e a inversao de populagdo de um sistema de dois

niveis [72].

4.2 Oscilador paramétrico

Como primeira aplicagdo vamos tratar do bem conhecido caso do oscilador paramétrico.
Em tal sistema é considerado que um dos parametros como a massa ou a frequéncia
angular dependem do tempo. E importante ressaltar que o oscilador paramétrico possui
relevantes aplicagoes experimentais em especial as armadilhas ionicas como por exemplo
as Paul traps [73-77).

O oscilador paramétrico ¢ descrito pelo seguinte hamiltoniano dependente do tempo
N 1
At = £ 4 omern)a?, (4.13)

onde p é o operador momento linear, & é o operador posigao, m é a massa do oscilador e w(t)
é a frequéncia angular dependente do tempo. A dependéncia temporal do hamiltoniano

H(t) se deve exclusivamente & frequéncia angular w(t).

Vamos considerar que o sistema ¢ submetido a um determinado protocolo adiabatico
em um intervalo de tempo ¢t = 0 a t = ¢;. Para que o protocolo seja considerado adiabatico,

vamos considerar que o tempo de evolugao é suficientemente longo de modo que obedega o



Capitulo 4. Reescalonamento temporal 49

teorema adiabatico e que as populagoes em cada nivel de energia devem ser as mesmas no
inicio e no final do protocolo. E importante lembrar que a energia do oscilador harménico
quantico é dada por E, = hw(n + 1/2). Dessa forma, se considerarmos o caso em que
a frequéncia angular aumenta, o valor da energia em cada nivel também ird aumentar,

contudo, o nimero de particulas deve permanecer o mesmo (ver figura 8).

Figura 8 — Oscilador paramétrico com w(t) crescente no tempo e que segue um protocolo
adiabdtico. Fonte: Ref.[1]

Iremos agora utilizar o método de reescalonamento temporal para diminuir a duragao
do protocolo de 7 = 0 a 7 = t/a. Para isso vamos considerar a funcdo de reescalonamento
f(7) e a defini¢do do hamiltoniano TR. Desta forma, temos que o hamiltoniano reescalonado

fica
H(r) = H[f()]f (1),

A = L po) + s f )7 (),

H(r) = 2p—mf'(7) + ;mJﬂ(T)f? : (4.14)

onde definimos a frequéncia angular TR como &?*(7) = w?[f(7)]f'(7). Desta forma a
mudancga de w(t) para @(7) significa uma modificagdo na intensidade e na dependéncia

temporal dos campos que geram o potencial harmonico.

Vamos considerar o caso de uma compressao em que a frequéncia angular no protocolo

de referéncia é dada por
wt) = wo+ (wp—wp) sen? (;Z) , (4.15)
onde w(ty) = wy e w(0) = wy sdo as frequéncias nos instantes final e inicial, respectivamente.
Por se tratar de uma compressao, temos wy > wp. Com a frequéncia dada pela equacao
(4.15), temos que w(0) = w(7) = 0, que sdo condi¢des necessarias para que o potencial seja

estatico no inicio e no final do protocolo de compressao.

Assim, utilizando a fungéo de reescalonamento f(7) dada pela eq. (4.8) e sua derivada,

eq. (4.9), a frequéncia angular do protocolo TR sera dada por

o(r) = [a — (a—1)cos (%7)} ? {wo + (wy — wo) sen” {%T - (%) Sen (QthGT)} } '
(4.16)
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Ao analisarmos a eq. (4.16), podemos perceber que &(0) = wy e @(tf/a) = wy. Estas sao
exatamente as mesmas condigoes inicial e final do protocolo de referéncia, respectivamente,

mas, agora com um intervalo de tempo igual a t;/a, ou seja, uma evolugao mais rapida.

Na figura 9, temos as curvas para a frequéncia @(7) considerando alguns valores do
parametro de contragao temporal. Podemos perceber que para o caso em que a = 1 (linha
verde) a frequéncia angular do protocolo TR reproduz o mesmo comportamento que a
frequéncia angular w(t) (linha tracejada) do protocolo de referéncia. Tal resultado esta de
acordo com o esperado, uma vez que, quando consideramos a = 1, a duragao do protocolo
TR ¢ igual a duragao do protocolo de referéncia A7 = At = t;. Ja para os casos em que
a = 2 (linha vermelha) e a = 4 (linha azul) o protocolo TR reproduz o mesmo resultado

final com intervalos de tempo iguais a A7 = 0.5ty e AT = 0.25t¢, respectivamente.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 9 — Frequencia angular em fun¢ao do tempo para alguns valores do parametro
de contragdo temporal a. A linha tracejada representa a frequéncia w(t) do
protocolo de referéncia. Em todos os casos assumimos w¢ = 6wy.

Ainda sobre a figura 9, podemos notar que a intensidade da frequéncia angular, durante
o processo, pode ultrapassar o valor da frequéncia final wy. Entretanto, no final do
protocolo, ou seja, no tempo ¢¢/a, o protocolo TR garante que w(ts/a) = wy. Para o caso
a =2 e a =4 o valor maximo da frequéncia angular chegam aproximadamente a 8.22w, e

12.6wp, nos tempos ¢t = 0.3431¢; e 0.165¢¢, respectivamente.

Retornando para a eq. (4.14), observamos que o termo cinético representado por
p?/2m esta sendo modulado pela derivada da fungdo de reescalonamento f’(7), ou seja, no
protocolo TR o termo cinético passaria a ser também dependente do tempo. Tal modulacgao
pode ocorrer, por exemplo, se considerarmos que a particula sujeita ao potencial harmonico
possui uma carga elétrica ¢, o momento pode ser controlado a partia da aplicacdo de um

campo magnético dependente do tempo B(T).
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Para entender como isso ocorre, vamos lembrar que, do eletromagnetismo cléssico,
uma particula de carga ¢ e massa m, sujeita a um campo magnético B(7) sofre a seguinte
transformacao p — p—qA(7), onde A(7) é o potencial vetor magnético e obedece a relacao
B(1) =V x A(7). Assim, considerando a modificagdo no hamiltoniano do protocolo TR,
onde H(t) — H[f(7)]f'(7) nos leva & seguinte relacio

A~ 2 A
[ — qA(T))" = p*f'(1) =
A =0l - S5 (4.17)
onde X é o vetor unitario que aponta na direcao positiva de x. Tal consideragao foi feita
pois, a particula estd confinada em um potencial harmoénio na diregao x. Da eq. (4.17),
temos que o primeiro termo do lado direito da igualdade nao dependente do tempo, assim,
devido a invaridncia de gauge, a adicdo de um termo constante nao é fisicamente relevante.

Desta forma, considerando apenas o termo dependente do tempo em (4.17), podemos

reescrever o potencial vetor como
A(r) = —Boyf'(1)"’%, (4.18)
onde By é uma constante positiva com dimensao de campo magnético.

Utilizando a expressao para o potencial vetor (4.18), o campo magnético fica

By = (e oy e ara) < [ Bons )]
B(r) = —Bof'(1)"?y x %,
B(r) = Bof(r)"% . (4.19)

Um ponto para ser comentado é que, como a particula estd confinada na dire¢do z, a
dependéncia da coordenada y no potencial vetor (4.18) é irrelevante. Outro ponto é que,
da eq. (4.19), temos que o campo magnético responsavel pela modulagdo do momento
linear da particula, atua ao longo da direcao z. Poderiamos também ter reescrito o

/2% 0 que nos levaria a um campo magnético

potencial vetor como A(7) = —Byzf'(7)
B(1) = =By f'(1)Y/?y. Assim, para que o momento p seja devidamente modulado, o campo
magnético o qual a particula esta submetida deve estar em uma direcao perpendicular a
direcdo . Substituindo a expressao para f’'(7) dada pela (4.9), o campo magnético (4.19)

fica

B(t) = By [a — (a—1)cos (WTH ’ Z, (4.20)

Para finalizar nossa analise, precisamos comentar o papel da constante By. Para isso,

podemos notar que, na eq. (4.20), quando a = 1, ou seja, quando nao hé reescalonamento
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temporal, o protocolo TR é igual ao protocolo de referéncia. Assim, temos que o protocolo
de referéncia envolve a aplicacdo de um campo magnético constante tal que B,.; = Byz.
Em outras palavras, para que o campo magnético dado pela eq. (4.20) possa realizar
a modulacao do termo cinético no protocolo TR, se faz necessario que o protocolo de
referéncia seja descrito tanto pela frequéncia angular w(t) quanto pelo campo magnético
B,.cs. Isto significa que By nada mais é que a intensidade do campo magnético no protocolo
de referéncia. Também devemos salientar que o operador momento p na equagao (4.14)
é entao dado por p = p' — gA,.s, onde P’ é o operador momento da particula livre de
qualquer influéncia eletromagnética externa, e A,.; ¢ o potencial vetor do protocolo de

referéncia.
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Figura 10 — Dependéncia temporal do campo magnético para alguns valores do parametro
a, onde adotamos By = 1.

Um ponto importante é que, embora o sistema trate de uma particula se movendo ao
longo do eixo Z e sujeito a um campo magnpetico na direcao Z o que induziria uma forga
de Lorentz na diregao 7, o sistema esta confinado em uma dimensao, eixo Z. Deste modo,

podemos desconsiderar os efeitos dessa forca induzida.

Na figura 10 temos o comportamento do campo magnético do protocolo TR ao longo
do tempo para alguns valores do parametro a. Podemos perceber que, como mencionado
anteriormente, para o caso em que a = 1 nao existe reescalonamento temporal, fazendo com
que o protocolo TR seja exatamente igual ao protocolo de referéncia. Para os casos em que
a > 1, semelhante ao caso da frequéncia angular &(7), podemos observar que a intensidade
do campo magnético aumenta até o intervalo de t;/2a quando comeca a diminuir até
retornar a intensidade inicial By no tempo de duracdo ts/a. Para os casos a =2 e a = 4,
o maximo da intensidade do campo magnético chega aos valores aproximadamente de
1.732B, e 2.646 By, nos tempos t = 0.25tf e 0.125t f, respectivamente.
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Podemos entao entender que para que o protocolo TR funcione de fato como um atalho,
as intensidades da frequéncia angular @(7) e do campo magnético B(7) durante o processo
podem adquirir valores diferentes dos estabelecidos pelo protocolo de referéncia. Mas,
como dito anteriormente, ao final do protocolo TR, os valores para tais grandezas sao os
mesmos que no protocolo de referéncia, mas em uma duracao de tempo menor. Caso haja
alguma imprecisao nas condigoes iniciais (frequéncia inicial wy e campo magnético inicial
By) ou durante o protocolo, o sistema pode nao atingir a frequéncia final wy, implicando
em uma fidelidade menor que 1, ou seja, o sucesso da evolucdo serd menor que 100%. Um
estudo de como os erros nos parametros influenciam na fidelidade do sistema é realizado

na secao seguinte.

4.3 Inversao de populaciao em um sistema de dois niveis

O controle da dinamica de sistemas de dois niveis que interagem com campos externos
dependentes do tempo tém sido uma area de pesquisa com interesse relevante proporcio-
nando aplicagdes no desenvolvimento vérias tecnologias quanticas [4,5,7,78,79]. Uma das
primeiras aplicagoes de um atalho para adiabaticidade em um sistema de dois niveis e trés
niveis, foi proposta por Chen et al. na ref. [13] utilizando o método contradiabatico. Tal
desenvolvimento, para o caso de dois niveis, foi apresentado no capitulo 3. Vamos agora
apresentar a aplicagao, que realizamos em nosso grupo, do método de reescalonamento
temporal na inversao de populacao de um sistema de dois niveis. Esta proposta foi

publicada na referéncia [72] e é um dos resultados obtidos durante este doutorado.

Temos como objetivo, realizar a inversao completa das populagoes dos niveis de energia
do sistema. Para realizar tal tarefa, é comum a utilizagdo de pulsos ressonantes m [69] e
pulsos compostos [80-82]. Embora tais protocolos promovam a inversao de populagao de
forma rapida, sao extremamente sensiveis a variagoes na area ou na intensidade dos pulsos.
Outro meio de promover a inversao é a utilizacao da passagem adiabatica [83] que, por sua
vez, possui certa robustez em relacdo a imperfeigoes experimentais. Contudo, esta técnica
necessita de uma evolucao com uma duracao de tempo relativamente longa, tornando-a
vulneravel a fenémenos indesejados como a decoeréncia ou ruidos. Desta maneira, um
atalho que promova esta inversao em um tempo mais curto e com uma certa robustez

seria uma técnica extremamente Util.

Neste exemplo, vamos primeiramente descrever todo o protocolo adiabatico de referéncia
e em seguida, aplicar o método de reescalonamento temporal. Apods isso, faremos um
estudo sobre a fidelidade do método TR [72].
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431 Sistema de dois niveis

Inicialmente, vamos considerar que o hamiltoniano dependente do tempo de um sistema
atomico de dois niveis interagindo com um laser é dado por
. h A(t Qr(t)ere®)
Ho(t) = = ® (1) , (4.21)
2 \Qg(t)e™®  —A(t)
onde A(t) é a dessintonia definida por A(t) = wy, — wy, com wy, sendo a frequéncia do laser
e wp a frequéncia de transi¢do entre os niveis de energia do atomo, Qz(t) é a frequéncia de
Rabi definida como Qg(t) = d;j . E/h, onde d;j é o momento de dipolo da transi¢ao i — j,
e E é o campo elétrico do laser, e ©(t) uma fase dependente do tempo. Na eq. (4.21), o
hamiltoniano Hy(t) foi escrito na base {|1),]2)}, com |1) e |2) sendo respectivamente os

niveis atomicos fundamental e excitado.

Os autoestados instantaneos do hamiltoniano ﬁo(t) sao dados por

Iny(t)) = sen (9(;)> 1) + €' cos <9(2t)> 2) (4.22)

In_(t)) = —e " cos (9(;)) |1) + sen (9(2t)> 12), (4.23)

onde 6(t) = arccos[—A(t)/Q(t)] e Qt) = \/A%(t) + Q% () é a chamada frequéncia de Rabi

generalizada. Também temos que F(t) = +h€(t)/2 sdo as autoenergias do sistema.

Por simplicidade, vamos adotar ¢ = 0. Assim, o hamiltoniano (4.21) e os autoestados

(4.22) e (4.23) serao dados respectivamente por

Ho(t) = Z ( QAR ?Z) : (4.24)

Ny (1)) = sen (Z)H)—l—cos (Z) 2) (4.25)

In_(t)) = —cos (g) |1) + sen (g) 12) , (4.26)
onde, para nao carregar a notagao, omitimos a dependéncia temporal, Qr = Qg(t),
A=A(t)e=0(t).

Considerado que o sistema se encontra inicialmente em um dos autoestados do ha-
miltoniano, ou seja, [14(0)) = [n4(0)), e assumindo que a condi¢do de adiabaticidade
QA — QrA| < Q3] é satisfeita [12,68], a evolucao temporal do sistema é descrita de

acordo com a eq.(2.2) oriunda do teorema adiabético,

[he(ty)) = exp{—;/otf Ei(t)dt}mi(t)) : (4.27)
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Vamos assumir que o sistema se inicia no estado |n,(0)) = |1). Assim, a evoluc¢ao das

populagoes dos niveis atémicos 1 e 2 serao

PR = {1y ()2 = sen? (2) , (4.28)

PR = i) = oo (3). (129

Aqui, vamos considerar novamente o sistema de passagem adiabatica de Allen-Eberly

(AE) [69,70], onde a frequéncia de Rabi e a dessintonia sao dadas respectivamente por

Qn(t) = Qp sech r(t;to‘“())] , (4.30)

A(t) = (25%0) tanh lm_%)] : (4.31)

™ 2t0
onde os parametros {2y e [ sdo constantes reais com dimensao de frequéncia, e ty é uma
constante que representa a escala de tempo caracteristica da dindmica. Como mencionado
no capitulo 3, para promover uma inversao de populagao completa (probabilidade igual a
1), a passagem adiabética AE requer um tempo infinitamente longo. Mas, considerando o
tempo de evolugao igual a 8tj, conseguimos uma inversao de populacao bem-sucedida com

probabilidade maior que 0.999.
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Figura 11 — Comportamento da frequéncia de Rabi Qg(t) e da dessintonia A(t) com
parametros Qg = 2 =2 ety = 1.

Na figura 11, temos o comportamento temporal da frequéncia de Rabi Qg(t) e da

dessintonia A(t) descritas pela passagem adiabética de Allen-Eberly, eq. (4.30) e (4.31),
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respectivamente. Ainda dessas equagoes, podemos perceber que no tempo ¢ = 0, temos
Qr(0) =~ 0 e A(0) = —4/7 o que nos leva a um angulo de mistura 6(0) ~ . Assim, a

escolha de |n(0)) como estado inicial, corresponde aproximadamente ao autoestado |1).

Enquanto isso, na figura 12, temos a evolugao das populagdes dos niveis atomicos,
onde a curva azul é descrita pela eq. (4.28) e a curva laranja é descrita pela eq. (4.29).
Vemos que inicialmente a probabilidade de encontrarmos a particula no estado |1) é igual
a aproximadamente 1, e para o estado |2) aproximadamente igual a 0. Em ¢ = 4t,, temos
iguais probabilidades para os estados |1) e |2), e em t = 8ty temos a inversdao de populagao,
onde agora a probabilidade de encontrarmos a particula no estado |2) é aproximadamente

1, e para |1) é aproximadamente 0.
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Figura 12 — Comportamento temporal das populagdes dos niveis de energia atémicos com
estado inicial |n, (0)) &~ |1) e pardmetros Qy = 3> =2e ty = 1.

4.3.2 Aplicando o método de reescalonamento temporal

Uma vez descrito todo o protocolo de referéncia, podemos realizar a aplicagdo do método
de reescalonamento temporal. Primeiramente vamos escrever o operador hamiltoniano TR,
H(r) = H(7)f'(7). Desta forma, temos

X A Q

H(T) =75 | ~ o, (4.32)
2\Qr —-A

onde Qf ¢ a frequéncia de Rabi TR definida por Qg(7) = Qg[f(7)]f(7) e A a dessintonia

TR definida por A(7) = A[f(7)]f'(r). Considerando a funcio de reescalonamento temporal

f(7) dada pela eq. (4.8), sua derivada f'(7) dada pela eq. (4.9) e a frequéncia de Rabi

e dessintonia descritas pelas eq. (4.30) e (4.31), respectivamente, podemos escrever
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explicitamente as expressoes para Qg(7) e A(7). Temos entao que

Qn(r) = 0 la ~(a—1)cos (Tfﬂ sech {27;0 lm - (az;al)tf sen (%Z‘%) - 4150] } ,

A(r) = (26ﬂt0> la — (a—1)cos (TT)] X
X tanh {W |fL7' — (o~ 1)tf sen (27TG7'> — 4t0] } .
2t0 2ma tf

(4.34)
a) b)
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Figura 13 — Dependéncia temporal da frequéncia de Rabi Qp e da dessintonia A para o
protocolo TR. Em (a) o fator de contragao temporal assume o valor a = 2,
enquanto em (b), temos a = 10. Parametros: Qy = > =2ety=1

O comportamento temporal de Qx e de A pode ser visto na figura 13, onde o pardmetro
de contragao temporal assume os valores de @ = 2 em (a) e a = 10 em (b). Podemos
observar que o protocolo TR promove a evolucao temporal a vezes mais rapido que o
protocolo de referéncia. Outro ponto que pode ser observado é que o valor maximo de Qg
aumenta a medida que a também aumenta e que tal maximo ocorre sempre em t/2a, ou
seja, sempre na metade da duragdo do protocolo. Desta forma, da eq. (4.33), temos que
Qr(t;/2a) = QMAX = (24 — 1)Q e, como  representa o méximo da ferquéncia de Rabi
no protocolo de referéncia, o protocolo TR requer uma frequéncia com maximo 2a — 1
vezes maior. J4 com relacdo a dessintonia, temos que A(t £/2a) = 0, que ¢é a exatamente a

ressonancia entre a frequéncia do laser e a frequéncia de transicdo dos niveis atéomicos.

Precisamos agora conferir se o protocolo TR consegue com sucesso promover a inversao
de populacao em um tempo mais curto. Seria bastante intuitivo utilizarmos os estados
descritos pelas eqs. (4.24) e (4.25), mas, tais relagdes sao resultados da equagao de
Schrodinger referente ao hamiltoniano (4.24), ou seja, sdo estado obtidos a partir da
utilizagdo da aproximacao adiabdtica. Assim, nao podemos simplesmente realizar a

mudanga t — f(7) diretamente nos estados.
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Para estudar a evolucao das populacoes, precisamos entao calcular o estado diretamente
da equagao de Schrédinger para o hamiltoniano reescalonado 7:[(7') e com Qp e A dadas

respectivamente por (4.33) e (4.34), ou seja, precisamos resolver a equacao
~ ) 0
H(T) [Y12(7)) = ih=— |th1,2(7)) (4.35)

onde [115(7)) sdo os autoestados de #(7). Escolhendo o estado inicial como sendo
|11(0)) = |1), temos que a evolu¢ao temporal das populagdes dos niveis atdmicos 1 e 2

serao dadas por
PIR(7) = [(Lfeh (1)) P, (4.36)
PY(r) = [(24 (7)) . (4.37)
A eq. (4.35) nado pode ser resolvida analiticamente, assim, calculamos a evolugao

temporal descritas pelas equagoes acima, numericamente. Tal resultado pode ser visto na

figura 14, onde assumimos a = 2 em (a) ¢ a = 10 em (b).
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Figura 14 — Evolucao temporal das populagdes descritas pelas eq. (4.36) e (4.37) para o
protocolo TR. Em (a) o fator de contragao temporal assume o valor a = 2,
enquanto em (b), temos a = 10. Parametros: Qy = *=2ety=1

Podemos perceber entao que o método de reescalonamento temporal consegue, com
sucesso, promover a inversao de populagdo a vezes mais rapido que o protocolo de referéncia,

figura 12.

4.3.3 Estabilidade

Como visto, o método de reescalonamento temporal reproduz com sucesso a inversao de
populacdao em um intervalo de tempo a vezes menor que o protocolo de referéncia. Contudo,
como mencionado anteriormente, se faz necessario também que a dindmica promovida

pelo protocolo TR seja robusta e estavel com relagao a possiveis erros na manipulagao
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dos pardmetros externos, por exemplo, a frequéncia angular ©(7) no exemplo do oscilador
paramétrico, e a frequéncia de Rabi Q(7) e a dessintonia A(7) no caso do sistema de dois

niveis.

Vamos agora analisar a estabilidade da inversao de populacao descrita anteriormente.
Para isso vamos considerar erros na frequéncia de Rabi e na dessintonia de modo que €2 —
Qo(1+4¢€) e B2 = B%(1+0), respectivamente. Para tal andlise, vamos considerar a fidelidade
F = P, que é a probabilidade de obtermos com sucesso o estado |2) ap6s a realizagao do
protocolo dado que este iniciou no estado |1). A figura 15 mostra o comportamento da
fidelidade F' quando consideramos tais erros. Em (a) temos o comportamento da fidelidade
quando Qo — Qo(1 + €), onde a linha laranja corresponde a fidelidade para o caso em que
a = 2, a linha tracejada preta corresponde ao caso em que a = 10 e a linha tracejada azul
corresponde a fidelidade para um pulso m quando consideramos erros na frequéncia de Rabi
Qr — Qr(1 + €), mantendo A = 0. E importante ressaltar que o pulso m nio representa
um processo adiabatico,e se trata de um pulso de dificil reproducgao experimental, uma
vez que, a tarefa de modular os campos para gera-lo é muito complicada. Para este ultimo
caso, a fidelidade é dada pela relacio F' = sen?[(1 + €)7/2]. Em (b), temos também o
comportamento de F', mas agora para o caso em que (3> — 3?(1 + §), onde, novamente, a
linha laranja corresponde a fidelidade para o caso em que a = 2, a linha tracejada preta

corresponde ao caso em que a = 10.
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Figura 15 — Fidelidade (F' = P,) versus erros sistematicos: (a) na frequéncia de Rabi
Qo — (1 +¢), e (b) na dessintonia 32 — 3%(1 + §). As linhas laranja e
tracejada preta correspondem a dinamica referente ao protocolo TR para os
casos a = 2 e a = 10, respectivamente. A linha azul tracejada corresponde
a fidelidade de um pulso 7 descrita por F' = sen?[(1 + €)7/2]. Mesmos
parametros que na figura 14.

Podemos perceber que, em ambos os casos o maximo da fidelidade, ou seja, F' = 1,
nao ocorre nos pontos em que € = 0 e 6 = 0. Isso deve-se ao fato que o protocolo TR,
bem como a propria dinamica de referéncia, possui probabilidade de inversao maior que
0.999, mas, nao 1. Contudo, podemos ver que para erros de até 20% em ), a figura 15a
indica uma fidelidade F' > 0.913 quando € < 0 e F' < 0.947 quando € > 0. J4 na figura
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15b, vemos que o protocolo TR é ainda mais estavel em relacdo a erros na dessintonia,

onde, considerando erros de até 20% temos uma fidelidade superior a 0.986.

Uma vez realizado o estudo da estabilidade, temos que o método de reescalonamento
temporal possui uma robustez semelhante a outros métodos de atalhos para adiabaticidade
[84]. Além disso, pode ser observado que a fidelidade é independente do parametro de
contracao temporal a, ou seja, seu valor nao é modificado para qualquer que seja o intervalo

AT = ts/a utilizado no protocolo TR.

4.4 Comentarios adicionais

Na ref. [32], é feito um estudo comparativo da inversao de populagoes com pulsos hiper-
Gaussianos, onde um dos métodos utilizados é o método de reescalonamento temporal.
Como resultado, os autores concluem que o método de reescalonamento temporal para o
caso tratado apresenta uma boa fidelidade, bem como um comportamento suave durante

a inversao de populagao.

Uma outra aplicagdo do método de reescalonamento temporal pode ser vista na ref.
[85]. Aqui, o protocolo TR ¢é utilizado em mecénica quantica relativistica, onde os autores

conseguem aplicar o método para dinamicas envolvendo a equacao de Dirac.

Como demonstrado nos exemplos apresentados anteriormente, o método de reescalona-
mento temporal nao necessita de qualquer imposi¢ao sobre a dinamica de referéncia do
sistema. Outro fato importante que o torna vantajoso em relacao a outros métodos é que
nao se faz necessario obter qualquer informacao acerca dos autoestados instantaneos do

hamiltoniano do protocolo de referéncia.

Ainda na ref. [72], é realizado um estudo sobre o custo termodindmico de aplicac¢ao do
protocolo TR. Como resultado, os autores apresentam que a média do trabalho para o
protocolo TR é a mesma do protocolo de referéncia associado. Isso deve-se ao fato de que
ambos os protocolos possuem os mesmos estados inicial e final. Além disso é demonstrado
que as flutuacgoes quanticas do trabalho sao as mesmas para ambos os protocolos, uma vez
que, além dos estados inicial e final, o método TR garante a igualdade do hamiltoniano

nos instantes inicial e final.
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5 Parametros ajustaveis

Publicado na referéncia [33], o método dos pardmetros ajustaveis se trata de uma pro-
posta de atalho para adiabaticidade através da adicdo de um termo extra no hamiltoniano
de referéncia. Este termo extra é descrito de uma forma geral, onde, para cada problema
que se deseja abordar, ¢ necessario o ajuste de dois parametros independentes. Tal método

é também um dos resultados obtidos neste trabalho de tese.

Somar um novo termo ao hamiltoniano significa adicionar uma nova interacao que, do
ponto de vista experimental é mais facil que realizar manipulagoes no hamiltoniano de
referéncia. Embora a ideia geral do método em adicionar um novo termo ao hamiltoniano
de referéncia seja a mesma que o método contradiabatico, nosso método torna-se vanta-
joso, uma vez que, como veremos a seguir, e semelhante ao método de reescalonamento
temporal, nao se faz necessario qualquer informacao acerca dos autoestados instantaneos
do hamiltoniano original tornando-se assim um mecanismo independente do estado para
acelerar a evolucao de um estado quantico. Para ilustrar a funcionalidade desse método,
vamos aplica-lo em dois sistemas relevantes: o oscilador paramétrico e a particula de spin

1/2 em um campo magnético.

5.1 Preliminares

Considere um sistema quantico fechado que segue uma evolucao temporal regida de
acordo com o operador evolugao temporal U (tf,t0), onde tf ety sao os tempos final e inicial
da evolucio, respectivamente. Tal operador deve ser unitdrio, ou seja, U T(ty, O)U (tf,0) =1,
sendo Z o operador identidade e onde, por simplicidade, adotamos tg = 0. Além disso,
este operador deve satisfazer a equacao de Schrodinger

Ht)U(ty,0) = z'hgtf](tf, 0), (5.1)

onde H (t) é o hamiltoniano dependente do tempo que rege o sistema. Considerando que o
hamiltoniano A (t) comuta em diferentes tempos, a solugao para a equagao (5.1) é dada
por

0(t,,0) = exp H_L Otffl(t)dt]. (5.2)

A unitariedade de U (tf,0) pode ser facilmente verificada. Além disso, podemos ver que
U(0,0) = Z, uma vez que U(0,0) [¢(0)) = Z](0)) = [4(0)), onde, |1(0)) é um estado

inicial arbitrario.
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Para o caso em que H (t) nao comuta em diferentes tempos, a solugao formal da eq.

(5.1) para tal situacao é
N A [t A
0(tr.0) = Texp |1 ["fe)at]. (5.3)
0

onde T é o operador de ordenacao temporal. A atuacao do operador evolugao temporal

em um estado quantico inicial arbitrario [¢(0)) produz o estado final |¢(tf)), ou seja,

A

Ults, 0) [4(0)) = [(tg)) [71,86].

A partir de agora o operador evolugao temporal dado pela eq. (5.2) e o hamiltoniano
H (t) serao referidos como protocolo de referéncia. Além disso, como nosso foco é realizar
um atalho para adiabaticidade, vamos considerar que o protocolo de referéncia se trata de

uma evolucao adiabatica.

5.2 Meétodo

Vamos agora introduzir as caracteristicas gerais do método de parametros ajustaveis.
Assim, considere que o H (t) atua no sistema durante um intervalo de tempo At =ty —ty =
ty. Nosso objetivo é realizar um protocolo que reproduza os mesmos resultados que
o protocolo de referéncia em um tempo menor. O intervalo de tempo que estaremos
considerando é tal que At = t;/a, onde a é uma constante positiva chamada de parametro
de contracao temporal e que, assim como no método de reescalonamento temporal,
representa quantas vezes mais rapido o novo protocolo sera em relagao ao de referéncia.
Desse modo, se a = 2 significa que o novo protocolo sera duas vezes mais rapido que o de

referéncia, a = 4, por sua vez, seria quatro vezes mais rapido, e assim por diante.

A esséncia do método de pardmetros ajustaveis (PA) é a adigdo de um potencial
auxiliar V(t) ao hamiltoniano de referéncia H(t). Assim, o hamiltoniano efetivo 7L(t) para

o protocolo PA sera dado por
H(t) = H(t) + V(). (5.4)

Um ponto importante a se ressaltar é que apenas a atuagao do potencial auxiliar nao é
capaz de reproduzir o protocolo de referéncia, mas sim a atuacao do hamiltoniano efetivo

H(t), ou seja, a acio conjunta do hamiltoniano de referéncia H(t) e do potencial V(t).

Como queremos que o processo rapido reproduza o mesmo estado final da dindmica
quéntica para o caso de referéncia, em que o sistema evolui do estado inicial |¢)(0)) para
(t5)), o hamiltoniano efetivo H(t) deve satisfazer as seguintes condicoes

o) = H(0), (5.5)
H(ty/a) = Hty). (5.6)
A condicdo dada pela eq. (5.5) representa a equivaléncia entre os protocolos PA e de

referéncia no instante inicial. J& a condi¢ao representada pela eq. (5.6) significa que o
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hamiltoniano do protocolo PA no instante t¢/a deve ser igual ao do protocolo de referéncia
no instante ¢;, ou seja, o protocolo PA deve reproduzir o protocolo de referéncia em um
tempo mais curto. Outro ponto importante sobre essas condigdes é que elas garantem que
o sistema estarda submetido a mesma influéncia externa no inicio e fim dos processos de

referéncia e rapidos.

Das egs. (5.4) e (5.6) ndés temos que ]A}(O) = 0, ou seja, o potencial auxiliar é nulo no
inicio do protocolo. Além disso, temos que H(ty/a) = H(ts/a) + V(ts/a) = H(ts). Agora,
dado o estado inicial do sistema |)(0)), para garantir que o processo rapido sempre fornega
o mesmo resultado final do protocolo de referéncia, simplesmente exigimos que os estados

finais sejam iguais no final dos processos de referéncia e rapidos. Portanto, temos que

U (ts/a)) = U(ts/a,0) [1(0)), (5.7)
onde U (tf/a,0) é o operador evolugao temporal referente ao protocolo PA, que é dado por
~ 1 [trle .
U(ts/a,0) = exp ~ H(t)dt| . (5.8)
0

Sabemos que o estado evoluido |¢(ts)) para o protocolo de referéncia é dado por
1W(ts)) = Ulty,0)]1(0)), com U(ty,0) dado pela eq. (5.2). Como consideramos que ambos
os protocolos possuem o mesmo estado inicial |¢(0)), devemos ter o mesmo estado final,
ou seja, |W(tr/a) = |1(tr))). Estas consideragoes implicam entdo em uma outra condigao

que deve ser satisfeita

U(ts)a,0) = Ulty,0). (5.9)

E fundamental considerar que o potencial auxiliar depende do pardmetro de contragao
a, assim, ]A/(t) = )A/(t,a), pois, como mencionado anteriormente, o fator a dita o quao
curto é o tempo de duracao do processo rapido. Desta maneira, temos também que o
hamiltoniano efetivo fica H(t) = (¢, a).

Uma vez estabelecida as condi¢des necessarias para que o protocolo PA tenha sucesso

em funcionar como um STA, temos o seguinte ansatz para o potencial auxiliar

2 t
22+ gen? (m)} Asen |22 _ ¢ + arccos ( Bi, ) +
2 ty A27a

Btf A 2 amt
+Bt + Asen [7? — arccos <A27ra>}} +20Q(a — 1) sen <tf> , (5.10)

V(t,a) = Ocos®

onde A e B sdo pardmetros independentes que sao ajustados de modo que as condig¢oes
representadas pelas eqs. (5.5), (5.6) e (5.9), enquanto O e Q sido operadores que serdo
adotados de acordo com os problemas a serem abordados. O significado e 0 modo como os

pardmetros A e B sao ajustados sera desenvolvido na préxima subsecgao.

Para construir esse ansatz geral, foram considerados os seguintes pontos:
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i) suavidade do potencial em tempos proximos a 0 e t5/a;

ii) a possibilidade de ajustar o tempo de dura¢ao da dindmica, juntamente com os

valores inicial e final do potencial auxiliar )>(t, a);

iii) o potencial é nulo quando a = 1.

O item ) significa que o potencial auxiliar deve ser suave no inicio e no final do protocolo,
pois, do ponto de vista experimental, isso torna a execucao do controle dos agentes externos
responsaveis pela evolu¢do mais facilmente reprodutiveis. Ja o item i) representa a ideia de
ajustar os valores inicial e final do potencial auxiliar através dos parametros independentes
A e B, bem como sua dependéncia do fator a ditando o quao rapido sera o protocolo. Por
fim, a condicao #ii) serve para garantir que no caso a = 1 nao temos modifica¢ao do tempo
de evolucgao, em outras palavras, o protocolo PA e o protocolo de referéncia serdo iguais,
deste modo, o potencial auxiliar deve ser igual a zero, f/(t, 1) = 0. Esta tultima condigao é

garantida pelo termo cos? [2_2+“7r sen? (%’T)}

O primeiro termo da eq. (5.10) garante as condigoes @) e ii), e estara relacionado
com os termos explicitamente dependentes do tempo do hamiltoniano de referéncia. Ja
o segundo termo estard relacionado com os termos que nao dependem explicitamente
do tempo. Deste modo, conseguimos garantir também a igualdade entre os operadores

evolugao temporal do protocolo PA e de referéncia, eq. (5.9).

5.3 Ajuste dos parametros A e B

Como relatado pelo proprio nome do método, o ajuste dos pardmetros A e B é a
chave para o sucesso do método. Assim, uma vez apresentado as ideias gerais do método,
vamos agora apresentar o significado fisico e como acontece os ajustes de tais pardmetros

independentes.

5.3.1 Parametro A

Vamos iniciar nossos ajustes de modo a garantir que o nosso método satisfaca a condigao
de igualdade entre os operadores evolugao temporal dos protocolos PA e de referéncia.
Para isso, vamos retornar as expressoes do operador evolucao temporal u (tf/a,0) referente
ao protocolo PA dado pela eq. (5.8), e U (tf,0) referente ao protocolo de referéncia, eq.
(5.2). Substituindo essas expressoes na condigao dada pela eq. (5.9), chamamos a seguinte

igualdade

S

exp [—; /Otf/aﬁ(t)dt] = exp {— /Otf ﬁ(t)dt] :

/Otf/a’;fz(t)dt — /Otffl(t)dt. (5.11)
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Utilizando agora a expressao para o hamiltoniano efetivo, eq. (5.4), e substituindo na

eq.(5.11) ficamos com
tf/a ~ tf/a A, (TN
/ H@ﬁ+/ vmwﬁ::/‘ﬂwﬁ (5.12)
0 0 0

Considerando que a integral pode ser compreendida geometricamente como a area sob
a curva, onde no nosso caso, temos a curva de energia versus o tempo, a eq. (5.11) nos diz
que as areas abaixo das curvas representadas pelos hamiltonianos ’}-A[(t) no intervalo curto
At = t;/a e H(t) no intervalo At = t;, devem ser iguais. Além disso, se olharmos para
a eq. (5.12), temos que o primeiro termo do lado esquerdo representa a contribui¢ao na
area do hamiltoniano de referéncia no intervalo compreendido entre 0 e t¢/a. Ja o termo
que contem o potencial auxiliar é responsavel entdo por compensar a area referente ao
hamiltoniano A (t) no intervalo entre t;/a e t;. Do ponto de vista matematico, partindo
da eq. (5.12), temos

tr/a . ty/a
/fV@Wﬁ: ﬁ—/fH@@
0

tr/a . t /a ~ tr/a
"Vt a)dt = /f t)dt + H(t)dt—/f A(t)dt,
0

0

tr/a .
/fvmmﬁz
0

onde utilizamo o fato de que [¢ f(x)dx = [° f(z)dx + [ f(x)dz. A eq. (5.13) nos afirma

entao que o potencial auxiliar é o responsavel por compensar a “area faltando” devido

tr/a

(5.13)

ao encurtamento do tempo de evolucao. Assim, o papel do pardmetro independente
A, contido no potencial auxiliar é garantir que as integrais (5.11) sejam iguais, ou seja,
podemos entender esse parametro como um tipo de “normalizagdo” da area, onde o termo

de “normalizacao” aqui se refere a igualdade entre as areas.

Na figura 16, temos um esquema geral representando geometricamente a igualdade
das areas entre os protocolos de referéncia, fig. 16 a) e do protocolo PA, fig. 16 b). Um
ponto importante para ser ressaltado é que o hamiltoniano efetivo 7:[(75) nao segue 0 mMesmo
“caminho” que o hamiltoniano de referéncia. Contudo, o método dos parametros ajustaveis
garante apenas que o protocolo regido por ﬁ(t) serd igual ao hamiltoniano de referéncia
nos instantes t = 0 e t = ty/a, condigoes (5.5) e (5.6). Além disso, uma vez que o tempo
de evoluc¢ao é menor, o formato da curva de 7:[(t) precisa ser modificado pelo potencial
auxiliar para garantir a condi¢do referente aos operadores evolugao temporal, eq.(5.9),
que por sua vez garantem que o estados evoluidos referentes a atuacao de U (tf/a,0) e
U(ts,0) em um mesmo estado inicial [(0)) serdo iguais, ou seja, |W(ts/a) = [U(tf)),
sendo U(ts/a,0) e |W(ts/a) referentes ao protocolo PA, e U(ts,0) e [4)(t)) ao protocolo

de referéncia, respectivamente.
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b
a2 H(t) ) ()

H(tp)

H(tr/a) /
¥(0)

H(0)

Figura 16 — a) Comportamento temporal de um hamiltoniano arbitrario H (t) agindo
no intervalo At = t;. b) Comportamento temporal de um hamiltoniano
efetivo arbitrario #(t) agindo no intervalo At = t;/a. Podemos observar
que H(0) = H(0) e H(tf/a) = H(t;). O pardmetro independente A do
potencial auxiliar V(t,a) contido em #(t) é ajustado para garantir que as
areas representadas em a) e b) sejam iguais.

Para finalizarmos a andlise a os significados dos termos e parametros do potencial

ant
tf

) na eq.(5.10) nao contribui com
o hamiltoniano efetivo nos instantes t = 0 e t = ty/a. Contudo, uma vez que ele esta

auxiliar lA)(t, a), temos que o termo QQ(a — 1) sen? (
relacionado com os termos do hamiltoniano de referéncia que nao dependem explicitamente
do tempo, seu papel é garantir que a integral desses termos no intervalo curto igual a
integral do intervalo original. Assim, o operador Q deverd ter o mesmo formato que os

operadores contidos nos termos independentes do tempo.

5.3.2 Parametro B

Como ponto de partida para o ajuste do parametro B, vamos considerar os termos do
hamiltoniano de referéncia que dependem explicitamente do tempo, onde podemos entao
observar o seu comportamento ao longo do tempo. Pensando em H (t) como a energia
do sistema, temos que no final do protocolo de referéncia, teremos um valor de energia
referente ao hamiltoniano H (t7). Como nosso intuito é encurtar o tempo de evolucao,
devemos observar que, em um tempo final igual a tf/a, teremos uma energia referente
ao hamiltoniano H (¢ 7/a), o que nos leva a uma diferenca de energia entre tais instantes

finais.

Na figura 17, temos o comportamento temporal de um hamiltoniano arbitrério H (1),
onde podemos observar que quando consideramos um tempo mais curto, existe uma
diferenca entre os valores do hamiltoniano nos instantes finais do protocolo curto e de
referéncia, ou seja, H(t;)— H(t;/a). Deste modo, como queremos que o nosso hamiltoniano

efetivo 7:[(t) reproduza o mesmo resultado que o hamiltoniano de referéncia, condigao
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representada na eq.(5.6), precisamos compensar essa diferenga. Tal compensacao é feita
através do potencial auxiliar quando definimos OB = [H(t;) — H(t;/a)]a/t;. Assim, o
parametro B pode ser entendido como um “complemento” de energia para garantir a
igualdade entre #(t;/a) e H(t;). Sobre o operador O podemos entdo inferir que ele terd
a mesma forma que os operadores presentes no hamiltoniano de referéncia, fazendo assim

com que o hamiltoniano efetivo tenha o mesmo formato que o de referéncia.

H(
B R B ‘ :;::_';:.'-:-a-.._-
H(tp/a) P -
H(0) fammmmm="
0 - . 5 ' . !

Figura 17 — Comportamento temporal de um hamiltoniano arbitrario H (t). Quando redu-
zimos o tempo de evolugao, provocamos uma diferencga entre os hamiltonianos
nos instantes ¢y e t¢/a, respectivamente. Assim, para compensar essa diferenca
definimos OB = [H (t;) — H(t;/a)]a/t; que esta presente no potencial auxiliar
e seréd o termo responsével por garantir que H(ty/a) = H(ty).

Da equacao para a forma geral do potencial auxiliar, eq. (5.10), temos que nos instantes
t =0et=ts/a os termos com seno se anulam. Tal fato pode ser facilmente verificado se
usarmos a identidade trigonométrica sen(A+B) = sen(A) cos(B)=£cos(A) sen(B). Assim, o
{inico termo que ird contribuir para o potencial nos instantes inicial e final serd o termo OBt,
uma vez que, para qualquer valor de a # 1, com a € N, temos cos? {2*”‘1% sen? (%)} =1.
Entao, através do ajuste do pardmetro B, que estara relacionado com a diferenca de energia
devido ao encurtamento no tempo de evolucao, garantimos de fato a igualdade entre os
hamiltonianos efetivo e de referéncia no instante final. Além disso, podemos observar
também que de fato no instante inicial, ou seja, em t = 0 teremos )A/(O, a) = 0. Deste

modo, as condigoes representadas pelas eqs. (5.5) e (5.6) sdo satisfeitas.

Um ponto a ser ressaltado é que, embora tenhamos apresentado primeiro o parametro
A, do ponto de vista préatico realizamos primeiro o ajuste do parametro B para depois

ajustar o parametro A através da eq. (5.13).

Vamos agora ilustrar nosso método, a seguir apresentando duas aplicagoes de impor-
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tancia fundamental e pratica: o oscilador paramétrico e o sistema de spin 1/2 em um

campo magnético.

5.4 Oscilador harménico paramétrico

O oscilador paramétrico unidimensional é caracterizado pelo seguinte hamiltoniano

dependente do tempo
2 _ b Lo a2
H(t) = —+ -mw(t)27, (5.14)

onde p e T sao os operadores momento linear e posigao, respectivamente, m ¢é a massa do
oscilador, e w(t) é a frequéncia angular. Vamos considerar como protocolo de referéncia o

caso em que a frequéncia angular sera dada por

wt) = wo+ (wp—wp) sen? (27:;) , (5.15)

Assim, podemos observar que a dependéncia temporal do hamiltoniano é devido exclu-
sivamente a frequéncia angular w(t). Além disso, temos que w(t) obecede as seguintes
condigoes: w(0) = wy, w(ty) = wy e w(0) = w(ty) = 0, onde wy e wy sao as frequéncias
no inicio e no final da evolucao, respectivamente. Esta tltima condigao significa que o
potencial é estatico no inicio e no final da transformacao. Vamos também considerar um
regime de compressao, o que implica wy > wp, que do ponto de vista pratico significa um

estreitamento do potencial harmonico.

Uma vez descrita as generalidades do protocolo de referéncia, desejamos agora construir
um protocolo de compressao rapido através do método dos pardmetros ajustaveis que
tenha o mesmo resultado que o protocolo descrito anteriormente. Para isso devemos
primeiramente identificar os termos dependentes e independentes do tempo no protocolo
de referéncia. Assim, da eq.(5.14), observamos que o termo cinético p*/2m é independente
do tempo, enquanto o potencial harménico, m#?w?(t)/2, depende explicitamente do tempo.
Deste modo, como descrito na se¢ao anterior, para construir o potencial auxiliar f/(t, a),
precisamos definir o operador 0 que estara relacionado com os termos temporalmente
independentes, e o operador O que tera o mesmo formato que o termo dependente do
tempo. Vamos definir entao Q= P?/2m e O = mi?/2, que por sua vez nos levard a

seguinte equagao para o potencial lA/(t, a)

2 Bt
272+ gen? (cwr)] Asen Lat — 7 4 arccos ( f ) + Bt+
2 ty A2ra

Bt 7 > (ot
+ Asen {7? arccos <A27ra>}} + 22m(a 1) sen i) (5.16)

-2
V(t,a) = % cos?
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O hamiltoniano efetivo ’}:[(t, a) que é responsavel pelo protocolo rapido serd entao

escrito como

H(t,a) = H+V(t a),

N 52 1 AD ¢ ~9
H(t,a) = 2‘%1 + 2mi’zwz(t) + 22p—m(a — 1) sen? (i:) + % cos? |27 sen® (a;r)] X

2ma Bty Bty
X {Asen [ Iy t — 7 + arccos (A27m)] + Bt + Asen [71’ — arccos (A27m)] } ,

A2

H(t,a) = 2pm ll +2(a — 1) sen® (a;;tﬂ + ;m£2w2(t,a), (5.17)

onde definimos a frequéncia modificada @(t, a), dada por

22+ gen? <a27T)] X

2ma Bt Bt
X {Asen [ i t — m + arccos <,A27TCL>] + Bt + Asen [’/T — arccos (AQ?TCL)] } ,
(5.18)

O3 (t,a) = [wo + (wy — wo) sen2(7rt/2tf)}2 + cos?

com [wo + (wy — wo) sen®(wt/2t5)]> = W(t).

Vamos agora realizar os ajustes dos parametros A e B. Iniciando pelo pardmetro B,
temos que OB = [H(t;) — H(t/a)]a/t;. Com O =mi?/2, ficamos com

0B = [mtf)—mtf/a)];,

1 ia 1 ia 1 2
§mx28 = KQPm + 2m£2w}%> — <2pm + 2mx2 [wo + (wy — wp) sen (7r/2a)} )1 Z,
I 5 1 o5( o 9 2] a
—mi‘B = -—m2 {wf - {wo + (wy — wp) sen (W/Qa)} } —, (5.19)
2 2 ty
Para que a eq.(5.19) seja verdadeira, devemos entao ter que
2 2 2| a
B = jwi- {wo + (wy — wp) sen (71'/2&)} o (5.20)
!

De (5.20) percebemos que o pardmetro B depende exclusivamente do fator de contracao
temporal a. Isso se deve ao fato que, como definido na se¢dao anterior, tal parametro
estd relacionado com a diferenca de energias entre os instantes ¢t e t;/a. Sendo assim,
para cada valor de a, o valor de B deve mudar para garantir as condi¢oes referentes aos

instantes inicial e final do protocolo rapido.

Agora, para ajustar o pardmetro A, usamos a condicio Ll(tf/a 0) = U( 0), q
nos leva & eq.(5.12). Substituindo as expressdes para os hamiltonianos H(t) e Hi(t, )

eqs.(5.14) e (5.17), respectivamente, obtemos

A = L sec? {Q_H%T sen’ (CLQW)] {16(1 + %) F(a)? — 81 F(a)G(a) + G(G)Q} ’

167
(5.21)
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com

F(a) = (wo — wy) cos® (;) {wo + 3w + (wo — wy) cos (Wﬂ cos? [272 9 sen? (agﬂ
a a

(5.22)
e
G(a) = —2m(a —1)(3ws + 3w} + 2wowy) + 8a(wg — w7) sen (g) + a(wy — wp)? sen (Qf) .
(5.23)

Podemos perceber que, assim como o pardmetro B, o pardmetro A também depende
apenas do fator a. Tal fato é esperado, pois, quanto maior for o valor de a, maior sera a
diminuicao no tempo de evolucao do protocolo. Assim, é necessario que tais parametros

se ajustem de acordo com o tempo de evolucao.

Uma vez determinados os parametros A e B, eqs.(5.20) e (5.21), podemos perceber
que ©(0,a) = wy e W(ts/a,a) = wy que, como esperado, sdo as mesmas condi¢oes para a
frequéncia angular do protocolo de referéncia. Na figura 18 podemos ver o comportamento
temporal da frequéncia angular &(t), referente ao protocolo PA, para alguns valores do

fator de contracao temporal a.

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
t
e,

Figura 18 — Comportamento temporal da frequéncia angular ©(t) em um regime de com-
pressao para alguns valores do fator de contragao temporal a. A curva a =1
equivale ao protocolo de referéncia, como de fato deveria ser. Assumimos aqui
wr = duwy.

Podemos observar que, de fato, o protocolo PA reproduz as mesmas condigoes que o
protocolo de referéncia, mas, em um tempo mais curto. Entretanto, como podemos notar

ainda na figura 18, o formato da curva da frequéncia angular &(t) difere da do protocolo



Capitulo 5. Pardametros ajustdveis 71

de referéncia. Do ponto de vista pratico podemos entender que durante o processo de
compressao ha um estreitamento do potencial harmonico ultrapassando a frequéncia final
wy e apods atingir um valor maximo, relaxa até atingir o valor desejado w; no final do
protocolo em t = ty/a. Isso deve-se ao fato que o protocolo PA nao impoe qualquer
condicao durante o processo, mas, garante que as condi¢oes sejam iguais as do protocolo
de referéncia apenas no inicio e no final da evolugao. Temos ainda que no protocolo
PA, quanto menor for o tempo de evolugao, maior sera o valor maximo alcancado pela
frequéncia angular durante o processo. Mesmo assim, ao final do processo, sempre é
garantido que w(ts/a) = wy. O valor maximo para a frequéncia angular para os casos
a =2,a=4ea= 8 chegam aproximadamente a 5.8wg, 8.72wy e 12.8wy, nos tempos
t=0.3ty, t = 0.1344¢5 e t = 0.06451¢, respectivamente.

Retornando agora para o hamiltoniano efetivo 7L(t), eq. (5.17), temos que o termo
cinético estd sendo modelado pelo fator f(¢) = 1+ 2(a — 1) sen?(art/t;), onde facilmente
podemos notar que f(0) =1 e f(ts/a) =1 que garante as condicoes de igualdade entre
os protocolos no inicio e no final da evolugdo, egs. (5.5) e (5.6). A modulac¢do no termo
cinético pode acontecer de varias formas, mas, assim como o caso apresentado no método
de Reescalonamento temporal, vamos considerar que a particula sujeita ao potencial
harmoénico possui carga elétrica ¢ e estard sujeita a um campo magnético dependente
do tempo B(t). Neste caso, o momento pode ser controlado através da transformacao
p — p — qA(t), conhecida como acoplamento minimo, onde A(t) é o potencial vetorial
dependente do tempo, que satisfaz a relagao f’)(t) =V x A(t). Com isso, o controle do

momento linear do oscilador requer que
At) = ’q’ 1-f) . (5.24)

onde X é o vetor unitario apontando na direcao x. Devido a invariancia de gauge, o primeiro
termo no lado direito da eq. (5.24) nao é fisicamente relevante, pois, é independente do
tempo. Desta forma, vamos considerar apenas o termo que varia com o tempo. Podemos
entdo reescrever o potencial vetor como A(t) = zBof(t)'/?%, que estd associado ao

1/2¢ onde B, é uma constante.

campo magnético dependente do tempo B(t) = Bo[f ()]
Assim, temos que o campo magnético responsavel pela modulagdo do momento p deve ser

perpendicular a direcao da armadilha harmoénica e sera dado explicitamente por

1/2
B(t) = B, [1 + 2(a — 1) sen® (?)] y. (5.25)
Como o operador de momento é modulado por este campo magnético, isso significa que
o operador momento no protocolo de referéncia descrito pela eq.(5.14) é representado por
p=1p —qA’, onde P’ e A’ sdo respectivamente o momento da particula livre de influéncia
eletromagnética e o potencial vetor devido ao campo magnético constante B = By no

protocolo de referéncia. Em outras palavras, a particula do protocolo de referéncia sera
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uma particula carregada e estara sujeita a um campo magnético constante de intensidade
By. Assim como a secao 4.2, devido estarmos tratando de uma particula confinada em

uma dimensao, novamente vamos desconsiderar os efeitos da for¢ca de Lorentz.

Na figura 19 temos as curvas para o campo magnético B(t) para alguns valores do
fator a. Podemos observar primeiramente que recuperamos o protocolo de referéncia
quando adotamos @ = 1, ou seja, B = Byy. Tal fato é esperado pois implica que néo hé
reducgao no tempo de evolugao. Podemos perceber também que, independentemente do
valor do fator de contracio a, temos B(0) = B(7) = By, que sdo as condi¢des necessarias
para a equivaléncia dos protocolos PA e de referéncia no inicio e no final do processo.
Outro fato que pode ser observado é que a intensidade do campo magnético atinge o
valor maximo no instante ¢ = ¢;/2a e que tal maximo também depende do fator a, ou
seja, B(tf/2a) = B,ae = V26 — 1By. Deste modo temos que, quanto mais rapido for o

protocolo PA, maior serd o maximo do campo magnético B(t).

ar

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
t
e

Figura 19 — Comportamento do campo magnético B(t) responsavel pela modulagao do
momento linear da particula sujeita ao potencial harmonico para alguns valores
do parametro de contracao temporal a. By representa a intensidade do campo
magnético constante do protocolo de referéncia. Podemos novamente perceber
que a = 1 é equivalente ao protocolo de referéncia.

Em suma, o encurtamento do tempo de evolucao é feito entao, através da adicao do
potencial ]>(t) fazendo com que o sistema seja descrito agora pelo hamiltoniano (5.17).
Do ponto de vista experimental, para este caso, estamos tratando o sistema ainda como
um potencial harmonico, mas com a frequéncia angular @(t) agora dada pela eq.(5.18),
e com os pardmetros A e B ajustados conforme as eqgs. (5.21) e (5.20), respectivamente,
além da manipulagdo do momento linear através do campo magnético, eq. (5.25). Como

mencionamos no inicio do capitulo, para descrever um protocolo rapido utilizando o
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método dos parametros ajustaveis, nao foi necessario qualquer informagao referente aos
autoestados de H(t).

5.5 Particula de Spin 1/2 em um campo magnético

Vamos agora aplicar o método dos pardmetros ajustaveis a um importante caso que é
o de uma particula submetida a um campo magnético externo dependente do tempo B(t).
Este sistema é descrito pelo hamiltoniano

aw = —( ¢ )B(t)-é, (5.26)

MeC

onde e é a carga elétrica elementar (e < 0 para o elétron), m, é a massa da particula e ¢
é a velocidade da luz [71]. Aqui consideramos a particula como sendo um elétron. Por
sua vez, S é o vetor de spin da particula que, em termos das matrizes de Pauli pode ser

expresso como S = 1/2(6,,6,,62).

Para simplificar, vamos considerar o protocolo de referéncia como o caso em que o
campo magnético é constante e orientado ao longo do eixo z, B(t) = Byz . Assim, o

hamiltoniano do protocolo torna-se

A

H=wS., (5.27)

onde w = |e| By/mecc e os autovalores sdo Ey = +hw/2. Deste modo, o operador evolucao
temporal para este sistema sera dado por

A

VR LN
U(ty,0) = exp [— wSzdt],

hJo
Ult,0) = e 2 ) (] 4 /2 | =) (], (5.28)
onde usamos o fato que S, = 6. /2 = h(|+) (+| — |=) (—])/2.

Vamos agora considerar que o sistema inicialmente se encontra no estado [1(0)) =
1Sz, +) = %(H—) +|-)) e levando em conta que S, |£) = £h/2|+), temos que a atuacio
do operador evolucao temporal no estado inicial fica

A

[W(ts)) = Ulty,0)[4(0)),

W) = (7 ) (] + 72 =) () 5

(14 + 1),

Uit) = s (e )+ ) (5.29)

Sl

A equagao (5.29) descreve o conhecido caso da precessao de spin. Vamos considerar que o

instante final da evolugdo serd dado por t; = 7/w. Assim, a eq. (5.29) fica

(/) = 5 () + e ).

[ (m/w)) = %(IH—H),
[(m/w)) = —i|Sz—), (5.30)
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onde usamos o fato de que e*™/? = +i e que |S,, —) = %(H) —|=)). Aeq. (5.30) nos diz
entdo que, ap6s um intervalo At = 7/w a interagdo da particula com o campo magnético

B(t) = Byz, a menos do fator global i, causa uma inversao de spin na direc¢ao z.

Agora nos voltamos para a investigacao do protocolo rapido de acordo com o método
dos parametros ajustaveis. Para isso, primeiro notamos que o hamiltoniano no protocolo
de referéncia, eq. (5.27), é independente do tempo. Assim, conforme visto na se¢ao 5.2,

adotando O =B=0¢ Q =wS,, 0 potencial que devera ser adicionado sera dado por

~ A t
V(t,a) = 2wS.(a— 1)sin? (T) . (5.31)
f
Desse modo, o hamiltoniano efetivo #L(t) fica
N A A t
H(t,a) = wS,+2wS.(a—1)sin? (tl:) ,
f

Hta) = wl. l1+2(a—1)sm2 (mﬂ

A

H(t,a) = &(t,a)S., (5.32)

onde definimos a frequéncia modificada &(t) como

amt
O(t,a) = w [1 +2(a — 1) sin? (t)} : (5.33)

f
Como a frequéncia w esta relacionada ao campo magnético B, através da relacao
w = le|By/mec, podemos entao escrever a frequéncia dependente do tempo @(¢,a) em
termos de um campo magnético B(t, a), tal que &(t,a) = |e|B(t, a)/mec. Deste modo,
utilizando essas relacoes na eq. (5.33), o campo magnético dependente do tempo B(t, a)

sera dado por

- amt

B(t,a) = By l1 +2(a — 1) sin® (:)1 5. (5.34)
!

Podemos observar que B(0,a) = B(tf/a,a) = Byz, que nada mais sdo que as condigoes

de contorno para os instantes inicial e final e que devem ser iguais aos do protocolo de

referéncia. Podemos notar também que para a = 1, temos B(t, 1) = Boz, que é exatamente

o protocolo de referéncia.

Vamos agora escrever o operador evolugao temporal para o protocolo PA descrito pelo

hamiltoniano H(t, a), eq.(5.32), que serd dado por

tr/a .

U(t)a,0) = exp{—h/o ”H(t,a)dt},

~ 1 tr/a
U(tr/a,0) = exp{—z%/f @(t,a)dt},
0

U(t;a,0) — exp{_“:%f}. (5.35)
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Podemos notar que o termo do lado direito da eq.(5.35) nada mais é que o préprio operador
evolucao temporal do protocolo de referéncia, como de fato deveria ser, uma vez que
a igualdade entre os operadores evolucao temporal é uma das condi¢oes que deve ser
obedecida. Considerando agora o intervalo At = t;/a = 7/aw, e considerando o estado

inicial do sistema como sendo [1(0)) = |S;, +), o estado evoluido |¢(7/aw)) serda dado por

(r/aw)) = Ulr/aw)|S:+),
pinfa)) = e {1 [ a0 15,4,

pr/a) = exp{-T8118,+),

[W(r/aw)) = —ilS.,—). (5.36)

A equacdo (5.36) nos mostra entdo que a atuacio do campo magnético B(t,a), dado
pela eq. (5.34), produz a mesma inversao de spin que o protocolo de referéncia. Em
outras palavras, através do protocolo PA, obtivemos o mesmo estado final que o protocolo
de referéncia, mas, em um intervalo de tempo menor. O sucesso do método neste caso
fica claro se considerarmos a fidelidade entre os estados iniciais e os estados finais nos

protocolos de referéncia e rapido. Isso fornece

<¢T€f(0>|¢fast(0)> = <S$7 +|Sﬂc> +> =1 (537)

<¢Tef(tf)|¢fast<tf/a)> = <Sac7 _|Sac7 _> =1 (538)

A eq.(5.37) ¢é intuitiva, uma vez que consideramos o mesmo estado inicial para ambos os
protocolos. J& na eq. (5.38) temos que de a fidelidade entre os estados finais dos protocolos
de referéncia e PA é igual a 1, ou seja, conseguimos reproduzir, em um tempo mais curto,

o mesmo estado final que o protocolo de referéncia.

Na figura 20 ilustramos o comportamento do campo magnético dependente do tempo
B(t, a). Podemos observar que quanto menor o tempo de duragao do protocolo, maior
¢é o valor maximo da intensidade do campo magnético envolvido. O pico para o campo
magnético Bi,es OCOITE Sempre no instante ¢ 7/2a. Além disso, o valor méaximo é dado por
B(t;/2a) = Bpax = (2a — 1) By. Tsso significa que uma dindmica através do protocolo PA
que é a vezes mais rapida que o protocolo de referéncia requer um pico para o campo
magnético 2a — 1 vezes maior. Outro importante fato que podemos notar na figura 20 é
que, para o caso de a = 1, temos um campo magnético constante igual ao caso original,

como de fato deveria ser, uma vez que, para este caso os protocolos sao equivalentes.
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Figura 20 — Campo magnético dependente do tempo necessario para realizar a inversao
de spin para alguns valores do fator de contracao a. Podemos perceber que
o caso a = 1 é equivalente ao protocolo de referéncia. Notamos também
que, quanto mais rapido ocorre o processo, o valor maximo da intensidade do
campo magnético também aumenta. A intensidade do campo magnético de
referéncia foi considerada By = 2.
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6 Conclusoes e perspectivas

Nesta tese realizamos a aplicacdo do método de reescalonamento temporal [1] para
obtermos a inversao de populagdo em um sistema atoémico de dois niveis [72] tendo como
protocolo de referéncia a passagem adiabatica de Allen-Eberly [69]. A utiliza¢do do método
nos forneceu solugoes analiticas para o comportamento temporal da frequéncia Rabi e
da dessintonia que sao adequados para alcangar uma inversao de populacao de forma
rapida. Foi realizada também uma andlise da estabilidade do método, onde obtivemos
uma fidelidade superior a 0.913 para erros sistematicos de até 20% na frequéncia de Rabi,
e, quando tratamos erros de até 20% na dessintonia, obtivemos um protocolo ainda mais
estavel, com fidelidade superior a 0.986. Pudemos observar também que tais resultados
de estabilidade sao independentes do parametro de contragdo temporal a, fator esse que
nos informa quantas vezes mais rapido serd o novo protocolo em relacdo ao original.
Deste modo temos que para tal dinamica, o método se mostrou bastante robusto com
relacdo a possiveis erros experimentais, independentemente do quao rapido seja o processo
reescalonado. Tal robusteza, para este caso, é similar as apresentadas por outros métodos

como o contradiabatico e engenharia inversa [84].

Além dessa nova aplicacao utilizando o método de reescaolonamento temporal, apresen-
tamos também uma nova proposta de atalho para adiabaticidade: o método de parametros
ajustdveis [33]. Este método consiste na adigdo de um termo potencial ao hamiltoniano
de referéncia de tal modo que esse termo é o responsavel por realizar um encurtamento
do tempo de evolugdo. Além disso, o termo do potencial extra é ajustado através de dois
dos parametros A e B de acordo com os problemas a serem abordados. Aqui também
temos a presenca do parametro ou fator de contragdo temporal a. Como ilustracao do
método, realizamos a aplicagao nos problemas do oscilador harmonico paramétrico e na
particula de spin 1/2 em um campo magnético. Apesar da semelhanga com o método de
reescalonamento temporal, o método de parametros ajustaveis traz a ideia de acelerar a
dinamica quantica através da adigao de um potencial, em vez da modulac¢ao do protocolo
de referéncia. Isso pode fornecer vantagem experimental, uma vez que nao necessitamos re-
alizar qualquer manipulacao do protocolo de referéncia, ou seja, a referéncia e os potenciais

adicionados atuam de forma independente em uma realizagdo experimental.

No primeiro exemplo conseguimos ter sucesso em reproduzir os mesmos resultados que
o protocolo de referéncia em um intervalo de tempo menor. Observamos que a frequéncia
angular para o novo protocolo em alguns instantes, durante o processo, pode até mesmo
ultrapassar o valor da frequéncia final. Contudo, ao final do protocolo é garantido que
obteremos o mesmo valor final do protocolo de referéncia. Por exemplo, para o fator de

contragao temporal a = 2, a frequéncia angular atinge um pico igual a 5.8wy no tempo
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t = 0.3t;. Além disso, realizamos a modulacao do termo cinético através da aplicagao de
um campo magnético externo cuja intensidade aumenta a medida que o tempo de evolucgao
diminui, tendo seu maximo igual a B = V2a — 1B, no instante t = t;/2a. Ja na
segunda aplicagao, o método de parametros ajustaveis nos fornece uma expressao analitica
para um campo magnético dependente do tempo B(t) que é o responsavel por realizar a
inversao de spin. Para este caso encontramos que quanto mais rapido ocorre o protocolo
modificado, maior sera a intensidade necessaria do campo magnético dependente do tempo
para promover a inversao. O valor maximo para a intensidade do campo magnético é
| S (2a — 1) By, também no instante ¢ = t¢/2a. Neste segundo exemplo é demonstrado
também que a fidelidade entre os estados inicial e final nos protocolos de referéncia e

rapido é méxima, quando nao consideramos erros nos parametros de controle.

Um fato importante a ser observado é que, tanto o método de reescalonamento
temporal quanto o de parametros ajustaveis nao requerem qualquer informacao acerca dos
autoestados instantaneos do hamiltoniano de referéncia. Tal fato torna-se uma vantagem
em relacdo a outros métodos, por exemplo, o contradiabatico, uma vez que a tarefa de
obter esses autovetores geralmente é muito complicada. Além disso, vimos que, em ambos
os métodos, o encurtamento do tempo de evolucao da dinamica de referéncia é em principio
arbitrario, sendo o parametro a o responsavel por nos dizer quantas vezes mais rapido
serda o protocolo encurtado. Por fim, as ideias apresentadas em ambos os métodos podem
ser aplicadas para melhorar o desempenho de muitas tecnologias e sistemas quanticos
como, por exemplo, controle de sistemas atomicos, processamento de informacao quantica

e execucao de ciclos termodindmicos em méquicas quanticas [87-93].

6.1 Perspectivas

Em vista dos resultados apresentados nesta tese, seria de grande interesse continuar a
exploragao de aplicacoes envolvendo o método de reescalonamento temporal bem como
o dos parametros ajustaveis. Em especial, é de interesse investigar a utilizacao de tais
métodos para acelerar dindmicas mais complexas como por exemplo sistema de trés niveis
[94,95], modelo de Rabi quantico [96-98] e outros sistemas em que os autoestados do

hamiltoniano dependente do tempo podem ser dificeis de calcular.

Outra possivel perspectiva de estudo é que, em ambos os métodos apresentados, nao é
feita qualquer restricao acerca do quao rapido pode ser a nova dindmica, ou seja, ndo ha
qualquer restricdo no parametro de contragao temporal a. Desse modo, a investigacao da
existéncia de algum limite do quao curto podem ser os tempos de evolucao dos protocolos
modificados, ou seja, se existe um valor maximo para o fator a, pode nos dar informacoes

com relagao a possiveis limites que tais métodos possam apresentar.

Com respeito ao método de reescalonamento temporal, podemos também investigar a
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existéncia de outras fungdes de reescalonamento f(7), bem como as caracteristicas comuns
ou individuais de tais fungoes, tendo em vista que a escolha conveniente da func¢ao de

reescalonamento é fundamental para o sucesso do método.

Por fim, recentemente foi publicado na referéncia [99] um método onde, devido a
analogia matematica entre a equagao paraxial de Hemholtz e a equacao de Schrodinger em
duas dimensoes, ¢ possivel descrever a evolucao espacial de um campo Optico gaussiano
através do formalismo de operadores. Deste modo, podemos investigar a aplicagao do
método de reescalonamento, que para este caso funcionaria como um encurtamento espacial
ao longo da direcao de propagacao do feixe. Esse estudo poderia entao ser aplicado por
exemplo para a construcao de fibras 6pticas no sentido de economizar material. O artigo

[99] também é um dos resultados obtidos durante as investigagoes deste trabalho de tese.
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