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Resumo

Segundo a Teoria Quantica de Campos, a matéria e suas interagoes sao descritas por
estruturas fundamentais denominadas de campos, os quais permeiam todo o Universo.
Uma caracteristica fundamental dos campos quanticos é que estes sempre flutuam. Nesse
sentido, os conceitos de vacuo de acordo com as perspectivas classica e da teoria quantica
de campos sao totalmente distintos. A primeira associa o vacuo a um estado de completo
vazio. Por outro lado, o segundo ponto de vista, sugere que, na verdade, o vacuo
(quéntico) corresponde a uma estrutura cadtica, em constante agitagdo e preenchido
pelas flutuacoes quanticas de vacuo, decorrentes da criacdo e aniquilagao de particulas
virtuais. A real existéncia destas flutuagoes é um fato bem estabelecido. Sabe-se que
as mesmas dao origem a fendmenos fisicos, como os contemporaneos efeito Casimir e
desvio de Lamb. Outro efeito, mais recente, é o movimento estocastico que particulas
pontuais podem adquirir por influéncia destas flutuacdes quéanticas de vacuo dos campos
(ex. eletromagnético ou escalar). Esse fendmeno é conhecido na literatura como Movimento
Browniano Quéantico ou Movimento Browniano Quéantico induzido (MBQI), em alusao ao
Movimento Browniano classico que uma particula executa, quando se encontra suspensa
em um fluido com temperatura finita. Esse é o tema central da presente tese. Apds
uma breve revisao sobre o formalismo necessario e os calculos antecipados das fungoes de
Wightman de frequéncia positiva, estudamos o MBQI em trés cenarios distintos. Seguindo
uma abordagem a la Langevin, na primeira parte do trabalho, calculamos a dispersao de
velocidades de uma particula em um condensado de Bose-Einstein com desclinacao, que
simula o vacuo de um universo em expansao de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW) com a presenga de uma corda césmica. De maneira geral, diferente do que se
encontra na literatura, observamos anisotropias nas dispersoes de velocidades por influéncia
da desclinagdo. No segundo cenario, estudamos as influéncias de dois mecanismos de
confinamento unidimensional sobre o MBQI de uma particula acoplada a um campo escalar
sem massa no espaco-tempo de Minkowski. No primeiro caso, visando complementar (e
transcender) um paralelo observado na literatura, entre o MBQI por campo eletromagnético
e escalar, investigamos o MBQI de uma particula na presenca de dois planos perfeitamente
refletores sob condigoes de Dirichlet, Neumann e Mistas. No segundo caso estudamos os
efeitos de uma compactificacdo unidimensional com condigao quasiperidédica. Em cada
situacao as dispersoes de velocidades e posicao sao calculadas, observando-se a existéncia
de anisotropias e que o parametro associado ao confinamento (distancia entre as placas
e comprimento da compactificagao) serve como uma escala natural para o sistema. Por
ultimo, analisamos o MBQI de uma particula acoplada a um campo escalar sem massa em
um espago-tempo curvo. Tendo em vista as dificuldades técnicas, consideramos o universo
de Einstein, uma versao simplificada de espaco-tempo curvo, que corresponde ao universo

estatico de FLRW com constante de curvatura positiva. Nesse tultimo estudo, todas as



componentes da dispersao para o momento fisico, assim como para os comprimentos fisicos,
sao iguais, indicando uma manifestagao das propriedades de isotropia e homogeneidade do

modelo de universo.

Palavras-chave: flutuagoes quanticas. vacuo quéantico. fungdo de Wightman. movimento

Browniano quantico. movimento Browniano quantico induzido.



Abstract

According to Quantum Field Theory, matter and its interactions are described by fun-
damental structures called fields, which permeate the entire Universe. A fundamental
characteristic of quantum fields is that they always fluctuate. In this sense, the concepts
of vacuum according to the classical and quantum field theory perspectives is totally
different. The first associates the vacuum with a state of complete emptiness. On the other
hand, the second viewpoint suggests that, in fact, the (quantum) vacuum corresponds
to a chaotic structure, in constant agitation and filled by quantum vacuum fluctuations,
resulting from the creation and annihilation of virtual particles. The real existence of these
fluctuations is a well-established fact. It is known that they give rise a physical phenomena,
such as the Casimir effect and Lamb shift. Another, more recent, effect is the stochastic
motion that point particles can obtain due to the influence of these quantum vacuum
fluctuations of the fields (e.g. electromagnetic and scalar). This phenomenon is known
in the literature as quantum Brownian motion or induced quantum Brownian motion
(IQBM), in reference to the classical Brownian Motion that a particle performs, when it is
suspended in a fluid with a finite temperature. This is the central theme of this thesis.
After a brief review of the necessary formalism and previous calculations of the positive
frequency Wightman functions, we study the IQBM in three different scenarios. Following
a a la Langevin approach, in the first part of the work, we calculate the velocity dispersion
of a particle in a Bose-Einstein condensate with disclination, which simulates the vacuum
of an expanding universe of Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) with the
presence of a cosmic string. In general, unlike what is found in the literature, we observe
anisotropies in the velocity dispersions due to the influence of disclination. In the second
scenario, we study the influences of two one-dimensional confinement mechanisms on the
IQBM of a particle coupled to a massless scalar field in Minkowski spacetime. In the first
case, aiming complement (and transcend) a parallel observed in the literature, between
the IQBM by electromagnetic and scalar fields, we investigated the IQBM of a particle
in the presence of two perfectly reflecting planes under Dirichlet, Neumann and mixed
conditions. In the second case, we study the effects of a one-dimensional compactification
with a quasiperiodic condition. In each situation, the velocity and positions dispersions
are calculated, observing the existence of anisotropies and that the parameter related
to confinement (distance between planes and compactification lengh) works as a natural
scale for the system. Finally, we analyze the IQBM of a particle coupled to a massless
scalar field in a curved spacetime. In view of technical difficulties, we consider Einstein’s
universe, a simplified version of curved spacetime, which corresponds to the static FLRW
universe with positive curvature constant. In this latest study, all dispersion components
for the physical momentum, as well as for the physical lengths, are equal, indicating a

manifestation of the isotropy and homogeneity properties of the universe model.
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1 Introducao

Em 1828 Robert Brown publica no Philosophical Magnazine a sintese de uma
série de observagoes realizadas por ele, entre os meses de junho e agosto de 1827, que em
suas palavras versavam “sobre as particulas contidas nos graos de pdlen das plantas e a
existéncia de moléculas ativas em corpos organicos e inorganicos” [1]. No inicio de seus
relatos Brown indica que, observando os graos de pélen de uma planta imersa em agua
(a Clarkia pulchella), percebeu que pequenas particulas contidas nesses graos de pdlen

apresentavam um pequeno movimento.

Seguindo seu programa de estudos, diferentes plantas foram investigadas e o
movimento das particulas, em todos os casos, sempre foi observado. Uma vez que todas as
plantas utilizadas nas observagoes estavam vivas, Brown suspeitou se esse fenémeno do
movimento das particulas estaria, de algum modo, associado a essa condi¢ao. Entao, em
uma nova sequéncia de observagoes, Brown utilizou plantas secas, que até mesmo estavam
preservadas por mais de 20 anos ou aproximadamente um século, e ainda assim constatou
o movimento vivido, quando as amostras eram imersas em agua (ou, em alguns casos,

outra substancia, como o alcool).

Brown [1] deixa claro em seu artigo que nao foi o primeiro a relatar o movimento
das particulas de pélen suspensas em agua, porém, pelo que se entende a partir do seu
trabalho, foi o primeiro a considerar esse fendmeno de forma mais detalhada e minuciosa.
De fato, destaca-se que em suas investigacoes, além das particulas provenientes de plantas
(vivas ou secas), diferentes materiais orgénicos e derivados, juntamente com minerais
(substéncias inorgénicas), foram considerados, por exemplo, tecidos animais e vegetais,

madeira fossilizada, carvao, vidro, pedras, terras e metais.

O fendmeno brevemente relatado acima ficou conhecido como movimento Browniano
(MB) e foi explicado apenas no século seguinte por Albert Einstein [2], em 1905, que ofereceu
um tratamento matematico para o problema. Baseado em argumentos probabilisticos de
fisica estatistica e em um tratamento via equagao de difusao, Einstein encontrou que o
valor médio para o deslocamento ao quadrado, (z?), associado a uma particula Browniana
esférica de raio a, suspensa em um fluido com temperatura 7' e viscosidade 7, poderia ser

estimado através da relacao [2, 3, 4]

RT

2
=
(@) 3nNan

(1.1)
onde t corresponde ao intervalo de tempo transcorrido na observacao do fenémeno, R a
constante universal dos gases e N4 representa nimero de Avogadro (ntimero de moléculas

por mol de uma substancia arbitraria).
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O resultado de Einstein mostrou uma forma direta de como encontrar uma esti-
mativa para o numero de Avogadro, visto que as demais grandezas em (1.1), exceto Ny,
poderiam ser obtidas diretamente [4]. A concordéancia dos resultados de Einstein com
a confirmacao experimental do fendomeno foi um fator significativo para a época, pois
forneceu grande suporte para a aceitacao e existéncia fisica dos atomos como pequenos
constituintes da matéria, um vez que permitiu estimar o niimero de Avogadro N, [3]. Para
o leitor interessado em obter mais detalhes sobre o tema do MB e os demais formalismos,
recomendamos a leitura inicial dos artigos [4] e [3], além das Refs. [5] e [6]. Além disso,
destaca-se que, antes de Einstein houveram grandes esfor¢os de muitos pesquisadores para

elucidar esse fenomeno (MB) — sobre este aspecto veja a nota (I) da Ref. [2, p. 86-88].

Em 1908, o fisico francés P. Langevin propos uma formulagao matematica para
o MB de uma particula totalmente diferente da abordagem seguida por Einstein, mas
capaz de prever o mesmo resultado para o deslocamento quadratico médio indicado na Eq.
(1.1). Conforme a descrigdo de Langevin, em sua formulagao completamente diferente, o
movimento de uma particula Browniana, suspensa e em equilibrio térmico com um fluido

qualquer, é descrito pela equagao diferencial [7]
x
m—- = —6mna— + X. (1.2)

As quantidades m, a e n ja foram prontamente definidas anteriormente. Desde ja adverte-se
que, por questoes de padronizacao e compatibilizacao da escrita, alteramos o rétulo original

da fonte [7] para a viscosidade.

A Eq. (1.2), em esséncia, corresponde a 2* lei de Newton, que fornece a dinamica
resultante de um corpo com massa m, sob a agao de multiplas forcas. O primeiro termo
no lado direito, —67r77a%, representa uma forca de atrito viscoso, sofrida pela particula
ao se movimentar pelo fluido. O segundo termo, a forca X, representa o elemento
inovador do formalismo de Langevin [7]. Em suas palavras, essa for¢ca complementar
X, indiferentemente positiva e negativa, é responsavel por descrever a frenética agitagao
observada para a particula Browniana. Através de manipulacoes e argumentos fisicos,
Langevin demonstrou que a Eq. (1.2), de maneira simples, fornece como solugao o resultado

obtido por Einstein para (z?), isto é, a Eq. (1.1).

De acordo com o paradigma atual, no movimento Browniano classico (MBC), o
movimento estocastico adquirido pela particula Browniana imersa (ou em suspensiao) no
fluido, com temperatura de equilibrio 7', se deve as frequentes colisdes que a mesma sofre
com as demais particulas (ou moléculas) de tamanho menor que compdem o fluido [5].
Esse ponto de vista, a respeito da ideia elementar do fené6meno, como originado pelas

colisoes, foi introduzido muito tempo antes dos trabalhos originais de Einstein [2].

A discussao do MB introduzida por Einstein surgiu em um periodo (1900-1927)

no qual as bases da Mecanica Quantica, Eletrodindmica Quantica e Teoria Quantica de



25

Campos estavam sendo estabelecidas. Conforme sugere Franca e Gomes [8], de certo modo,
o trabalho do MB e as ideias subjacentes a este estao historicamente relacionados aos
trabalhos precursores da mecanica quéantica. De fato, o periodo compreendido entre os
anos de 1900 e 1927 envolveu muitas discussoes cruciais, como o problema da radiagao de
corpo negro, discutido por Planck, juntamente com outros pesquisadores da época, bem
como a teoria da absorcao e emissao da radiagao proposta por Dirac. Embora tenhamos
destacado esse periodo em particular, é importante ressaltar que, posteriormente a essa
época muitos trabalhos e resultados fundamentais foram desenvolvidos. Visto que nao é
nosso objetivo delinear toda esta historia, recomendamos o excelente texto encontrado
na Ref. [9], o qual fornece um panorama histérico geral sobre o nascimento da Teoria

Quéantica de Campos.

Em meio aos debates acerca das ideias fundamentais da mecanica quantica, desta-
cadas acima, outro aspecto emergente destas discussoes foi a energia de ponto zero. De
acordo com Milonni [10], em 1912 Planck apresentou uma segunda versao da sua teoria
(sobre a radiagdo de um corpo negro) em que admitiu a contribui¢do de uma energia de
ponto zero % para a energia média U de um oscilador (com frequéncia v) em equilibrio
térmico com um campo de radiagao (a temperatura 7). A constante h representa a recém
introduzida constante de Planck. Também, em 1913 Einstein e Otto Stern obtiveram um
grande sucesso utilizando a energia de ponto zero para explicar uma redugao aproximada
de 2 cal/mol-K no calor especifico molar de uma amostra de hidrogénio Hy & temperatura
ambiente (5 cal/mol-K para T' =~ 300 K) quando sua temperatura era diminuida para cerca
de T' =~ 60 K. De acordo com o conhecimento atual, embora a justificativa de Einstein e
Stern para o fendmeno estivesse, em partes, equivocada, suas discussoes foram favoraveis
para a perspectiva e importancia do conceito da energia de ponto zero nos fenémenos
fisicos. As evidéncias teodricas e experimentais apresentadas no decorrer do tempo sugeriam
fortemente a existéncia da energia de ponto zero (consulte o Capitulo 1 da Ref. [10] para

um visao global desse cendrio).

Atualmente, a real existéncia dessa energia é bem estabelecida e esta associada
a energia do estado de vacuo dos campos quanticos. Além disso, sabe-se que a mesma
é responsavel por fendmenos fisicos bem conhecidos na literatura, como por exemplo, o

efeito Casimir [11] e o seu contemporaneo desvio de Lamb [12].

Por volta de 1928 a teoria mais completa e disponivel para o a&tomo de hidrogénio
previa que certos pares de estados excitados desse atomo deveriam ser degenerados, isto €,
ter o mesmo valor de energia [9]. Entretanto, em 1947 W. E. Lamb e R. C. Retherford
[12], usufruindo dos avangos nas técnicas experimentais em micro-ondas, reportaram que
os estados QS% e QP% do atomo de hidrogénio, diferente da igualdade energética prevista
pela teoria de Dirac, na verdade, possuiam uma diferenca de energia. Essa diferenca de

energia é o que conhecemos hoje como o desvio de Lamb (“Lamb shift”).
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Especificamente, Lamb e Retherford [12] constataram experimentalmente que a
energia do estado 25 1 era superior a energia do estado QP% , com a diferenca de energia
correspondente a frequéncia aproximada de 1000 MHz. Uma explicacao tedrica para o
fendmeno surgiu logo em seguida por H. A. Bethe [13], que atribuiu esse fendmeno ao efeito
de interacao do elétron com o campo de radiacdo, isto é, com o campo eletromagnético de
vacuo. O leitor interessado em mais informacoes sobre o desvio de Lamb pode consultar a

fonte original ja citada, além do texto didéatico apresentado no Capitulo 3 da Ref. [10].

Possivelmente, o mais popular entre os fenémenos de vacuo quantico é o efeito
Casimir, assim chamado apds H. B. G. Casimir observar que as mudancas da energia de
ponto zero do campo eletromagnético podem dar origem a uma forca entre duas placas
perfeitamente condutoras [11]. Em seus estudos, Casimir (1948) considerou uma placa
quadrada, de drea A = L?, no interior de uma cavidade ciibica de paredes perfeitamente
condutoras, com arestas medindo L, confinando os modos de oscilagao de um campo
eletromagnético. Comparando a energia entre as situagoes em que a placa encontrava-se
paralelamente em (i) uma distancia a muito préxima de uma das paredes da cavidade e
(77) em uma distancia da ordem das dimensdes das placas, isto é, L, Casimir obteve uma
densidade de energia superficial sobre as placas tal que [11]

oE her? 1
L2 720 a¥
Para placas com dimensoes fixas, essa densidade de energia por sua vez o permitiu estimar

uma pressao sobre as placas:

F <5E>  her? 1 w3

T L2 da\L®) 240 a*’
Como observado por Casimir, o resultado (1.3), que depende exclusivamente da distancia
entre as placas, permite concluir que as placas experimentam uma forca (atrativa) devido

a energia de ponto zero do campo eletromagnético.

Historicamente, a energia de ponto zero e as flutuagoes de vacuo foram predomi-
nantemente discutidas considerando apenas o campo eletromagnético, uma vez que os
fendmenos e o conhecimento da época estavam centrados sobre essa quantidade fisica.
Entretanto, conforme indica Milonni [10], qualquer campo que existe na natureza possui
energia de ponto zero e, consequentemente, flutuagoes (quéanticas) de vacuo associadas
aos mesmos. Essa é uma energia fundamental associada aos graus de liberdade do campo
quantizado e que independe de efeitos térmicos, isto é, persiste mesmo na situagao particu-
lar (e ideal) de temperatura zero (T' = 0). Portanto, semelhante ao caso eletromagnético,
é possivel obter uma energia de Casimir associada as perturbacoes na energia de ponto

zero de um campo escalar — veja, por exemplo, o Capitulo 10 da Ref. [14].

E instrutivo recordar que a concepcao da realidade do mundo fisico, atualmente

aceita, é proveniente de estruturas fundamentais denominadas de campos. Tudo que
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observamos, isto é, os fendmenos fisicos associados a matéria e suas interacoes, sao
consequéncias da dindmica destes campos. Nesse sentido, as particulas elementares (ex.
elétron, préton, féton, bdsons, etc) sdo excitagoes de campos especificos que existem na
natureza. As interagoes também sao descritas por campos, através da troca de particulas
mediadoras que “carregam” e transmitem a forga que observa-se existir entre as particulas.
Por exemplo, nessa perspectiva, duas particulas carregadas e separadas interagem por
meio da troca de fétons, os quais sdo as particulas associadas ao campo (quéantico)

eletromagnético [9].

Tendo em vista que o espaco é preenchido por campos, o conceito moderno de
vacuo ¢é totalmente distinto da definicao classica. De acordo com a fisica classica, o estado
de vacuo para um campo escalar corresponde a solugéo ¢(x) = 0, que na ocasido representa
a configuragdo de minima energia do sistema [14]. Por outro lado, a teoria quantica sugere
que a concepc¢ao de um espaco verdadeiramente vazio é inconcebivel. De fato, segundo as
leis da mecanica quantica, no estado de vacuo, particulas virtuais sao criadas e aniquiladas
constantemente de forma espontanea. Portanto, o vicuo na verdade corresponde a uma
estrutura cadtica e em constante agitacao. Essa criagao e aniquilagao de particulas é
regulada pela relacao de incerteza energia-tempo:

AEAt > . (1.4)

| St

Em termos simples, a relacdo acima indica que uma particula com uma energia AFE
pode ser espontaneamente criada, mas sua existéncia esta limitada ao intervalo de tempo

At ~ ﬁ de modo que, instantaneamente, apods esse intervalo de tempo esta deixa de

existir [15]. Em outras palavras, um par de particulas virtuais (particula e antiparticula)

h
2AFE

sem deixar qualquer vestigio de sua existéncia. Contudo, se perturbacoes externas sao

é criado, cada um com sua energia AFE, mas apds o tempo At ~ este par se aniquila
realizadas no estado de vacuo é possivel constatar a natureza fisica das suas flutuagoes
quanticas, as quais se revelam através dos fenomenos fisicos ja mencionados. Vale ressaltar
que, o conceito de um espaco vazio ¢ um debate muito antigo e que foi empreendido por
muitos filésofos, como Demécrito, Aristoteles, Descartes, além de outros, até a concepcao
moderna. Na antiguidade haviam pensadores que admitiam como verdadeira a existéncia
de um espago vazio no universo, como por exemplo Demécrito, e também aqueles que

rejeitavam tal concepgao, como Aristoteles — veja a Ref. [16] para maiores detalhes.

Além do efeito Casimir e do desvio de Lamb, existem outros fenémenos que estao
associados as flutuagoes quanticas de vacuo — consulte o Capitulo 3 da Ref. [10]. Por
questoes de objetividade foram mencionados apenas os dois fendmeno ja citados, visto
que ambos sdo contemporaneos e comumente indicados na literaura. Contudo, outro
fendmeno de vacuo quantico que tem sido investigado nas recentes décadas consiste no

assim chamado movimento Browniano Quantico induzido.
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Conforme mencionado anteriormente, os campos quanticos sempre flutuam em
virtude da energia de ponto zero e flutuagoes quanticas do vacuo [10, 15]. Portanto, uma
particula pontual situada no espago “vazio”, sob as perspectivas da mecéanica quantica
e da teoria quantica de campos, estara sujeita as influéncias de tais flutuagoes. Conse-
quentemente, seus observaveis, como posigao e momento (ou velocidade), podem adquirir
uma contribuicao randémica. Logo, tais observaveis tornam-se grandezas estocasticas,
passiveis do calculo de quantidades estatisticas, como o valor esperado e a dispersao, a
fim de estimar os efeitos, bem como a amplitude, das contribuigoes de natureza quantica

provenientes do vacuo.

A semelhanca com o MBC, caso em que as dispersoes da posicao e velocidades
da particula Browniana sao calculadas, sugere que a situacao relatada acima pode servir
como uma analogo quantico para tal fenomeno. Em resumo, o movimento aleatério
que uma particula pontual adquire em virtude da sua interagao com as flutuacoes de
um campo quantico no estado de vacuo, conceitualmente, representa o que define-se
como Movimento Browniano Quantico (MBQ) ou, de forma mais sugestiva, Movimento
Browniano Quéntico induzido (MBQI). E importante destacar que, enquanto no MBC o
movimento estocastico da particula Browniana é proveniente das colisdes com as moléculas
do fluido com temperatura 7', no MBQI este se deve as flutuagdes quanticas de vacuo, que

atuam como meio circundante e existem independente de efeitos térmicos (1 = 0).

O MBQI consiste em outro exemplo na lista dos fenémenos de vacuo quantico e
nas recentes décadas foi investigado considerando diferentes cenarios e aspectos. De fato,
pouco tempo atras o MBQI foi sugerido como um método local e acessivel para identificar
inomogeneidades globais do espago [17], além de um possivel indicador de orientabilidade
espacial [18, 19, 20, 21]. A grosso modo, a ideia é utilizar o MBQI de uma particula
pontual (ou dipolo elétrico) acoplado a um campo eletromagnético no espago-tempo de
Minkowski com secao espacial modificada, configurando diferentes topologias. Assim, a
analise do comportamento da dispersao de velocidades da particula em funcao do tempo

pode servir como um indicador de inomogeneidade e orientabilidade.

Conforme explicado, a ideia elementar do fendmeno consiste em uma particula
pontual no estado de vacuo interagindo com um campo quantico eletromagnético ou escalar,
os quais geralmente sao considerados na presenca de placas ou planos refletores, uma vez
que tais elementos excitam os efeitos do vacuo quantico. Por exemplo, as Refs. [22] e [23]
analisam o MBQI pelo campo eletromagnético em uma particula pontual, respectivamente,
na presenca de uma e duas placas condutoras perfeitamente refletoras. Em ambos os casos
as dispersoes de velocidades e posi¢ao, como func¢oes do tempo, sao analisadas. Os efeitos
térmicos no cendrio de uma placa, desse mesmo modelo, sdo investigados na Ref. [24].
Utilizando uma abordagem distinta e um sistema conceitualmente analogo, e sem placas,

os efeitos térmicos também foram discutidos na Ref. [25].
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Muitos aspectos desses sistemas foram analisados, a fim de trazer realidade fisica
ao problema, como por exemplo, a natureza quantica da particula como pacote de onda
[26] e os efeitos da implementagdo dos mecanismo de switching ou switching functions
(fungoes de troca) [27, 28, 29]. Basicamente, esses mecanismos dizem respeito sobre a
rapidez do processo de medida da dispersao de velocidades ou, de maneira equivalente, o

tempo de transicao entre os estados de vacuo sem planos e na presenca de planos.

Quanto ao MBQI por campo escalar, as pesquisas seguem uma linha de investigagoes
semelhante ao caso eletromagnético. Por exemplo, na Ref. [30] foi investigado o MBQI de
uma particula pontual interagindo com um campo escalar sem massa na presenca de um
plano pontual perfeitamente refletor, enquanto que na Ref. [31] sdo estudados os efeitos

das funcgoes switching em um modelo tridimensional no espago-tempo de Minkowski.

Na Ref. [32] um modelo mais geral foi considerado, onde foi investigado o MBQI
de uma particula acoplada a um campo escalar massivo em (D + 1) dimensoes na presenga
de um plano refletor juntamente com as func¢oes switching. Além disso, em complemento,
na Ref. [33] foram examinados os efeitos térmicos do MBQI devido a um campo escalar
massivo em (D + 1) dimensées com um plano perfeitamente refletor e fungées switching. E
importante destacar que, recentemente, um aspecto diferente foi investigado na Ref. [34],
onde os autores estudaram o MBQI unidimenisonal de uma particula pontual acoplada

com um campo escalar sem massa na presenca de um plano parcialmente refletor.

A partir dos breves relatos indicados acima, observa-se que as pesquisas sobre o
MBQI por campos eletromagnético e escalar possuem um paralelo de modo que muitos
dos elementos mencionados foram investigados em ambos os casos. Entretanto, no caso do
campo escalar, a admissao de dois planos paralelos sob diferentes condi¢oes de contorno,
além de Dirichlet, até o nosso conhecimento, ainda nao foi explorado. Nesse sentido, no

Capitulo 5 oferecemos um contribuicao que visa preencher esse paralelo.

O presente trabalho foi elaborado buscando oferecer um texto técnico, objetivo e
autocontido quanto ao ferramental matematico e aos resultados apresentados. Do ponto
de vista conceitual, as discussoes desenvolvidas no Capitulo 2, formalmente em nivel de
revisao, estao divididas em duas partes principais: (i) espago-tempo plano, Segbes 2.1, 2.2
e 2.3; e (ii) espago-tempo curvo, Secao 2.4. A fim de manter a organizaciao, ambas as

discussoes sao realizadas separadamente.

Conforme serd visto, muitas das estruturas matematicas do espago-tempo curvo sao
analogas as expressoes particulares do espaco-tempo plano, de modo que, frequentemente,
sao obtidas por meio de comparacao ou substituicao do tensor métrico de Minkowski
N POr um tensor métrico dependente de um sistema de coordenadas arbitrario g, (z).
Entretanto, vale ressaltar que, essa aparente e simples substituicdo provoca complexas

modificagoes nas equacoes de movimento do sistema e na teoria de quantizacdo do campo.
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Essencialmente, as Seg¢oes 2.1, 2.2 e 2.3 compoem uma revisao sobre os conceitos
elementares da mecéanica Lagrangiana e Hamiltoniana de sistemas pontuais (discretos), cuja
extensao para o tratamento de sistemas continuos nos conduz naturalmente ao conceito
de campo escalar. Nesse sentido, a fim de ganhar familiaridade com os métodos revisados,
além de antecipar alguns dos modelos estudados ao longo do trabalho, apresentamos
algumas teorias escalares e suas correspondentes equacoes de movimento, isto é, equagoes
de Klein-Gordon. Em seguida, é discutido sumariamente o processo de quantizacao do
campo escalar no espaco-tempo plano, além da condicao de normalizacao para as solugoes
da equagao de Klein-Gordon. Por fim, na Secao 2.4, estendemos todas as construgoes
matematicas (previamente apresentadas) e suas ideias subjacentes para o espago-tempo
curvo, uma vez que serdo utilizadas para o estudo do MBQI em um cenario de espago-tempo

curvo (Capitulo 6).

No Capitulo 3 todas as func¢oes de Wightman de frequéncia positiva utilizadas
no decorrer do trabalho sao detalhadamente calculadas para o campo escalar sem massa.
Embora seu contetido seja predominantemente técnico, essa parte do trabalho tem como
justificativa o fato de que a funcao de Wightman é uma quantidade indispensavel para os
nossos estudos do MBQI. Além disso, realizar o cdlculo da fun¢ao de Wightman em meio
as discussoes do MBQI, possivelmente, provocaria uma quebra de raciocinio e compreensao
dos desenvolvimentos. Logo, destinar uma parte especifica para estas discussdes torna o
texto mais fluido e continuo, além de nos permitir redigir um texto detalhado, instrutivo e
autocontido. Destaca-se que, na Se¢ao 3.3.5 propomos uma construgao muito 1util para
a funcao de Wightman, que nos permitirda estudar o MBQI de uma particula pontual
interagindo com um campo escalar sem massa confinado unidimensionalmente por dois
planos perfeitamente refletores e sob diferentes configuracoes de condigoes de contorno,

que até o nosso conhecimento ainda nao haviam sido exploradas na literatura.

De maneira geral, os Capitulos 4, 5 e 6 compdem as partes originais desta tese, nos
quais descrevemos em detalhes os resultados referentes as nossas humildes contribuigoes
para a literatura sobre o tema do MBQI por campos escalares, os quais foram organizados
e divulgados nas Refs. [35], [36] e [37].

Motivados pela capacidade dos modelos andlogos de gravidade [38, 39], construidos
com sistemas de matéria condensada, em simular fenomenos astrofisicos, como por exemplo
a radiacdo Hawking [40], expansdo cosmoldgica [41] e espagos com curvaturas nao triviais
42, 43, 44], no Capitulo 4 estudamos o MBQI de uma particula em um Condensado de
Bose-Einstein com desclinacao e expansao assintética plana. Esse sistema corresponde
ao andlogo do modelo de universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
com a presenca de uma corda césmica. A proposta de estudo para o MBQI no contexto
dos modelos analogos de gravidade nao é uma ideia nova, e ja foi explorada teoricamente

por Bessa e colaboradores [45], admitindo apenas os efeitos da expansao simulada e
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a presenca de planos refletores sob condigoes de Dirichlet. Contudo, no Capitulo 4,
investigamos um sistema similar, mas admitindo na ocasiao a presenca da desclinacao no
meio. Sera visto que a implementacao de tal elemento acarretara em expressoes distintas
para as componentes da dispersao de velocidades da particula, indicando uma quebra das

propriedades de isotropia e homogeneidade, diferente do que foi obtido na Ref. [45].

De maneira geral, no Capitulo 5 investigamos o MBQI de uma particula acoplada
com um campo escalar confinado unidimensionalmente por dois mecanismos distintos: (i)
dois planos perfeitamente refletores e (i7) compactificagao. A grosso modo, essas duas
formas de confinamento correspondem a andlise de 6 possiveis configuragoes distintas de
condigoes de contorno, especificamente, 4 configuragoes no caso dos planos paralelos e 2

particulares no caso da compactificagao.

Realizando uma busca na literatura pertinente, percebemos que existe um paralelo
entre as investigagoes do MBQI por campos escalares e eletromagnético, bem como o
fato de que apenas no caso do campo eletromagnético as influéncias de duas placas,
sob condic¢oes de Dirichlet, foram analisadas. Entao, na Sec¢do 5.3, visando estreitar e
complementar tal paralelo na literatura, estudamos o MBQI de uma particula pontual
no espaco-tempo de Minkowski devido as flutuagoes de um campo escalar sem massa
confinado por dois planos paralelos, sob a influéncia das condigoes de Dirichlet, Neumann e
Mistas (Dirichlet-Neumann e Neumann-Dirichlet). Essas sdo as 4 configuragoes indicadas
no paragrafo anterior. O confinamento realizado pelos planos fornece uma escala natural de
comprimento para o sistema, a qual corresponde a distancia de separacao a entre os planos,
que permite estimar todas as quantidades fisicas relevantes em unidades de a. Constata-se
que, o estudo realizado se mostra consistente, visto que, nos limites apropriados, resultados

da literatura sao recuperados.

No caso do mecanismo de confinamento por compactificagao, Se¢ao 5.4, também
implementamos uma condicao de quasiperiodicidade por meio de uma fase (3, a qual foi
introduzida visando generalizar o estudo, uma vez que nos permite interpolar continuamente
os resultados do MBQI entre as situagoes particulares do campo escalar sob condigoes
periddicas e antiperiddicas. Esses casos particulares, periddico e antiperidédico, representam
as 2 configuragoes que mencionamos anteriormente. Tal condigdo de contorno, até o nosso
conhecimento, ainda nao havia sido explorada no contexto do MBQI. Conforme sera
observado na Secao 5.4, os resultados possuem uma forte dependéncia com o pardmetro (3,
que os torna negativos ou positivos dependendo dos valores que o mesmo pode assumir
no intervalo 0 < 8 < 1. Além disso, semelhante ao caso das placas, o comprimento da

compactificagdo fornece uma escala natural para o sistema.

Concluindo as investigagoes, no Capitulo 6 consideramos um espaco-tempo FLRW
estatico com curvatura positiva, o qual define o universo de Einstein. No Capitulo 4 a

simetria conforme nos permitiu trasportar os calculos para o espaco-tempo localmente
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plano, sem expansao e com desclinagao (corda césmica). Entretanto, embora o universo de
Einstein suporte a simetria conforme, este nao é plano e nem mesmo esta conformemente
relacionado a um espago-tempo plano. Portanto, no Capitulo 6, conduzimos um estudo do

MBQI no cenério de um espago-tempo curvo.

Conforme indicado por Dowker e Critchley [46], o universo de Einstein é a forma
mais simples de espago-tempo curvo que se origina por modificagoes na métrica do espago-
tempo de Minkowski. De fato, como sera visto na Se¢ao 3.4.2, a fungdo de Wightman
para o campo escalar no universo de Einstein possui uma grande semelhanca com o que
encontramos no espago-tempo plano de Minkowski. Logo, tendo em vista as dificuldades
matematicas emergentes de um espaco-tempo curvo arbitrario, o universo de Einstein
consiste em um 6timo modelo para desenvolver uma analise inicial do problema. Um
resultado digno de nota é que, nesse espaco-tempo, as componentes das dispersoes para
os momentos fisicos e comprimentos fisicos sao iguais, o que é interpretado como uma
consequéncia das propriedades de homogeneidade e isotropia que o universo de Einstein
possui [47, 48], uma vez que, em esséncia, corresponde a um caso particular do modelo
FLRW. Semelhante ao que acontece no Capitulo 5, o raio do universo (compacto) de
Einstein, ag, surge como uma escala natural do sistema que, novamente, servira de base

para comparacao e escrita de algumas das quantidades fisicas.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos um resumo sobre cada estudo desenvolvido
ao longo desta tese (nos Capitulo 4, 5 e 6) juntamente com os principais resultados
obtidos, além de possiveis perspectivas que, a principio, em um futuro proximo, podem

ser examinadas.
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2 Teoria quantica dos campos escalares

Esse capitulo consiste em uma breve revisao das relagoes fundamentais da Teoria
Classica de Campos que sao utilizadas no processo de quantizacdo dos campos, algo que
nos conduz naturalmente ao que chamamos de Teoria Quéantica de Campos (TQC). Por
questoes de objetividade, nossas discussoes estarao concentradas sobre campos escalares,
embora alguns pontos da discussao sejam gerais e aplicaveis a outros campos, por exemplo,
campos escalares complexos. Além disso, destaca-se que, nao é nosso objetivo realizar uma
revisao minuciosa sobre todo o formalismo da TQC, mas apresentar de uma forma técnica
e pratica as relagoes essenciais que utilizaremos ao longo desse trabalho, comentando
qualitativamente os pontos principais, afim de tornar o texto moderadamente autocontido.
Mais detalhes podem ser obtidos nas referéncias citadas ao longo do texto, as quais nos

baseamos para a construcao do texto.

2.1 Revisao sobre a mecanica classica de sistemas pontuais e o

conceito de campos classicos

Na Mecéanica Classica a descricao de um sistema pontual ou de particula, em
especial suas equagoes de movimento, pode ser realizada utilizando trés formalismos: o
(1) newtoniano; (ii) lagrangiano e (ii7) hamiltoniano. Todos esses equivalentes entre si,
quanto as previsdoes do comportamento dos sistemas em fungdao do tempo, como deve
ser. A seguir, apresentaremos de forma objetiva cada um dos formalismos listados. Mais
detalhes sobre os temas (ii) e (i74) podem ser encontrados, por exemplo, na Ref. [49], sob

a qual nos baseamos fundamentalmente, assim como na Ref. [50].

A mecanica newtoniana é baseada no conceito de forga e para um sistema pontual
qualquer, digamos uma particula de massa m, declara que o seu comportamento em fungao
do tempo é descrito pela equagao

dp d*x

Fr
onde Fp representa a forga resultante que atua sobre o corpo e x = x(t) sua posigao
no espago em funcdo do tempo. Veja a Figura la para uma ilustracdo. A Eq. (2.1)
¢é conhecida como segunda lei de Newton. Uma caracteristica marcante da abordagem
via o conceito de forga é o carater vetorial dessa quantidade. Aqui convencionamos que

quantidades escritas em negrito representam vetores, ou seja, Fr = Fr, p=pe x = 7.

De maneira alternativa, e equivalente, os formalismos lagrangiano e hamiltoniano

sao baseados em uma descricdo energética do problema. A descricao consiste na espe-



34 Capitulo 2. Teoria qudntica dos campos escalares

Figura 1 — Exemplo de um sistema mecanico pontual.
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Legenda: Uma particula pontual de massa m viaja pelo espago. Em (a) temos uma visdo newto-
niana desse sistema enquanto que (b) apresenta a visdo energética dos formalismos lagrangiano e
hamiltoniano. Fonte: Produzido pelo autor, 2024.

cificacao das fungoes escalares K e V| que representam as energias cinética e potencial,

respectivamente, associadas ao sistema em estudo.

Formalmente, segundo a abordagem lagrangiana o sistema fisico em estudo é

descrito por uma funcao escalar

L(q,q.1), (2.2)

chamada lagrangiana, a qual depende do tempo ¢ e dos parametros

q=q(t) ={a(t), 2(t), @2(t), ..., qn(t)} (2.3)

q= q(t) = {le(t)v QQ(t)> 42(15)7 S 7C]N<t)}’ (24)

denominados de coordenadas generalizadas, ¢, e velocidades generalizadas, ¢. O ponto
sobre as quantidades representa uma diferenciacdo com respeito ao tempo e o indice N
corresponde ao numero de coordenadas e velocidades generalizadas associadas a descricao
do sistema. O termo “generalizado” é usado porque o parametro g pode representar tanto
coordenadas de posigdo como angulos. A fun¢ao L em (2.2) também é escrita em termos

de K e V conforme a relacao [49, 50]

L=K-V. (2.5)

As equagdes de movimento do sistema sao extraidas de L através da minimizagao
da quantidade fisica chamada de agao, representada pela letra S e definida como a integral
de L entre dois instantes de tempo sucessivos, a saber,

iy
S = dtL, (2.6)

t;
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com ty > t;. Uma vez que L tem unidade de energia, a acao S possui unidade de energia

vezes tempo.

A minimizacao da agdo, também referida como principio de Hamilton ou da minima
acao, diz que a variagao da acao de um sistema em movimento entre os instantes ¢; e ty ¢

minima [49, 50, 51]. Matematicamente, essa condigdo pode ser expressa como

t
58 = / " asL =o. (2.7)
t;
E possivel mostrar que a variacio da acdo S acima fornece o conjunto de relacdes funda-
mentais
dL  d (dL
—Z_ (=) =0 2.8
dq; dt (in> ’ (2:8)

conhecidas como equagoes de Euler-Lagrange. Nao vamos derivar a expressao (2.8), porém
apo6s a introducao do conceito de campos, faremos essa deducgao no contexto de sistemas

continuos, que segue os mesmos principios.

Especificada a lagrangiana L, que representa a configuracao energética do sistema,
a partir da Eq. (2.8) encontramos as equagdes de movimento que governam a evolugao
temporal do sistema. Por exemplo, a lagrangiana para uma particula de massa m viajando

com velocidade v = x na presenga de um potencial arbitrario V' [49], Figura 1b, é tal que

2
L:mx
2

O primeiro termo consiste na energia cinética da particula devido ao seu estado de

~V(x). (2.9)

movimento e V(z) um termo de energia potencial. Por conveniéncia temos admitido a
equivaléncia de rétulo ¢ = x a fim de recuperar a semelhanca entre resultados. Essa
equagao, exceto pelo termo de potencial, sera considerada em investigacoes futuras, no

Capitulo 5, quando estudarmos uma particula pontual acoplada com um campo escalar.
Substituindo (2.9) em (2.8), obtemos, para cada coordenada,
dQSUi
m
dt?
que é uma possivel representacao da 2* lei de Newton (2.1) no caso de forcas conservativas.

= —V,V, (2.10)

De maneira alternativa, também podemos descrever os sistemas mecanicos através
da fungao H(p,q,t), denominada de hamiltoniana. Essa func¢ao, H, depende do tempo t,
das coordenadas generalizadas ¢ e do assim chamado momento canonico ou conjulgado p,
definido por

_ oL
0

pi (2.11)

A hamiltoniana H estd relacionada a lagrangiana L por meio da relagao [49]

H(q,p,t) = sz'qz' — L(q,4,1). (2.12)
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A soma ¢é realizada sobre todas as N coordenadas ¢; e seus momentos conjugados p;
conforme a defini¢ao (2.11). As equagdes de movimento para o sistema sao obtidas

mediante o par de equagoes

oH
li = 2.13
@@= (2.13)
e
OH
Vo 2.14
pl aql’ ( )

que sao conhecidas como as equacoes de Hamilton. A fim de checar a consisténcia entre
os formalismos, a partir das Eqs. (2.9), (2.11) e (2.12), com i =1,2,3 e ¢ = {q1,¢2,q3} =

{z,y, 2z}, encontramos que

H=P v (2.15)

- 2m

Logo, para as equagbes de movimento do sistema, utilizando as relagoes (2.13) e (2.14),

obtemos
. Di
;== 2.16
h= (216)
e
p; = —V;V. (2.17)

Na Eq. (2.15) usamos (2.11) para substituir ¢; por p;. Observa-se que a Eq. (2.16) consiste
na defini¢ao trivial do momento e (2.17) recupera as expressoes destacadas no formalismo
lagrangiano, Eq. (2.9), e newtoniano, Eq. (2.1). A mudanga entre os formalismos
lagrangiano e hamiltoniano, para a descricdo de um sistema mecanico, pode ser vista como
uma transformada de Legendre entre as variaveis conjugadas p; e ¢;. Para uma discussao

detalhada sobre esse aspecto veja, por exemplo, as Refs. [50, p. 334-343] e [51, p. 212-217].

As ideias inerentes de cada formalismo que temos introduzido sdo validas tanto
para sistemas de uma unica particula — Figura 1 — como para aqueles compostos por um
conjunto de N particulas, caso em que sao necessarias gy coordenadas generalizadas para
sua descricao segundo o formalismo lagrangiano. Se a abordagem hamiltoniana é utilizada,
além das gy coordenadas, também sao requeridos py momentos para definir o sistema
fisico [49].

Para uma situacao cuja descri¢ao do sistema envolve um nimero muito grande de
coordenadas ¢;(t), torna-se conveniente para descrevé-lo utilizarmos objetos matematicos
conhecidos como campos. O tipico e geral conceito de um campo consiste em uma funcao
com valores bem definidos a cada ponto x do espaco e que representa sistemas continuos,

ou seja, com infinitos graus de liberdade [51]. O nimero de graus de liberdade, para teorias
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sem vinculos, corresponde ao proprio niimero de coordenadas necessarias para especificar

a configuracao de um sistema.

A corda vibrante é um claro exemplo de sistema continuo, que pode ser visualizada
como o limite € — 0 de um conjunto de massas pontuais igualmente espacadas por uma
distancia € — veja a Ref. [51, p. 319-323]. Também podemos citar um conjunto de
osciladores idénticos acoplados, cuja distancia de separagao € tende a zero — confira a Ref.

[52, p. 21-22]. Na Figura 2 dispomos uma ilustragdo de ambos os sistemas mencionados.

Figura 2 — Exemplos de sistemas pontuais descritos por campos no limite do continuo.

o)

]

Legenda: Em ambos os casos, o limite continuo € — 0 acontece com a densidade linear m/e fixa.
Fonte: As figuras (a) e (b) foram reproduzidas e modificadas, nessa ordem, das Refs. [51, p. 321]
e [52, p. 21].

Vamos considerar uma rede quadrada, na qual cada ponto (sitio) possui uma
coordenada generalizada ¢;(t) e estd equidistante de seus vizinhos por um comprimento
fixo € — veja a Figura 3a. Se o espacamento € tende a zero, o indice discreto ¢, localizando
cada sitio, torna-se um indice continuo referente a prépria posigao x; = (x;, y;, z;) de cada
ponto do sistema, descrito por ¢;(¢) em um instante de tempo fixo ¢ qualquer. Além disso,
a rede discreta torna-se uma superficie continua. Matematicamente, no limite ¢ — 0,

temos a equivaléncia [53]

a(t) = a(t) = plxt) (2.18)

Gi(t) — q(t) = o(xit). (2.19)

A notagao x; indica que cada sitio i estd localizado na posicao x, ou seja, possui coordenadas
(i, i, z;). O ponto sobre as quantidades, como sabemos, representa uma derivada temporal
da variavel. A funcao y(x,t) corresponde ao que chamamos de campo e para cada conjunto
de pontos (x;,t) possui um valor bem definido. Essa abordagem que apresentaremos em

seguida para a transigao de um sistema discreto para um continuo é baseada na Ref. [53].
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Figura 3 — Representagao discreta de uma superficie continua.

\
€
- - 0z,
et : (. - oV
G-;G'-:ﬁ :ﬂ--;ﬂ-:*’-: -;ﬁ'-:ﬂ:"zﬂ-: -
A - e q,(t)
POl Saltadrorarorai A 000
M s oy,
e-v i
o, /

Legenda: A superficie em (a) pode ser discretizada em i células com volumes iguais 0V; =
dx;0y;0z; centrados sobre g;(t), como exposto em (b). Temos que {¢;} = {q1,q2,...,9n}, com
@1 = {x1,y1,21} etc. Fonte: produzido pelo autor baseado na Ref. [53, p. 28].

Se a cada sitio da rede estao associadas as quantidades L; e H;, a lagrangiana e

hamiltoniana totais do sistema serdao dadas através das somas

L=Y L (2.20)

H =) H. (2.21)

Em virtude do limite infinitesimal ¢ — 0, é conveniente descrever cada sitio da rede
centrando cada ponto em células com volumes iguais dV;, conforme a Figura 3b. Entao,

introduzindo os conceitos de densidades de lagrangiana

L;

L; = — 2.22
5V (2.22)
e hamiltoniana
H.
H; = — 2.2
5V (2.23)

em cada sitio, as quantidades totais referentes ao sistema por completo, Eqs. (2.20) e

(2.21), podem ser escritas como

L=Y6VidL; (2.24)

H =Y Vi#,. (2.25)

Uma vez que os volumes §V; sdo iguais e as quantidades L; e H; dependem das coordenadas
¢;, consequentemente as densidades JL; e #; podem variar a cada sitio e, por essa razao,

temos os indices nas expressoes (2.22) e (2.23).
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No limite 0V; — 0, percebe-se que

lim 36V, = / &x. (2.26)

oV;—0 F

Logo, para as Eqs. (2.24) e (2.25) encontramos que

L= /dsxef(go,@mo) (2.27)

H= /d?’xa"f(go,ﬂ), (2.28)
com a densidade de hamiltoniana # dada por [53]
H(z) =m(z)p(x) — L(p, Oup), (2.29)

onde definimos a versao continua do momento canoénico, Eq. (2.11), por
oL
Op(x)

Nas expressoes acima temos desprezado o subscrito ¢ em virtude do limite 0V; — 0 (e

(2.30)

m(x)

e — 0), pois nesse regime x; corresponde a prépria posi¢ao x. Os intervalos das integrais
em (2.27) e (2.28) se estendem sobre todo o espago, para o sistema em um instante de
tempo t [53]. Se houver mais de um campo no sistema além de ¢, digamos a presenca dos
campos ¢ e ¢ no interior de cada célula, na Eq. (2.29) devemos somar todos os termos de

momentos conforme a versao discreta (2.12), isto é, devemos adicionar os termos 1) e

W¢$ com Ty = OoL ) € Ty = oL /D¢
No estabelecimento das Eqs. (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30) utilizamos a notagao

quadrivetorial

ot = (2 2") = (t,7,y,2) = (t,%) (2.31)

0 o o0 0 0 0

Por questoes de generalidade, ao estabelecermos a Eq. (2.27) assumiu-se a possibilidade
de que a densidade de lagrangiana pode depender das derivadas com respeito ao tempo e
espaco. Formalmente, 2° = ct e % = C%t, onde ¢ corresponde a constante da velocidade
da luz no vacuo. Entretanto, exceto quando necessario, utilizaremos o sistema de unidades

naturais, cuja convencao estabelece que ¢ = h = 1.

A teoria quantica dos campos é fundamentalmente descrita pelas densidades

de lagrangiana [ e hamiltoniana #. Para alguns propositos uma quantidade é mais
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conveniente ao invés da outra. Entretanto, conforme mostram as relagoes (2.29) e (2.30),
ambas estao relacionadas e se obtivermos uma podemos encontrar a outra. Aqui, por uma
questao de conveniéncia com as quantidades estudadas e os métodos utilizados, estaremos
concentrados sobre a formulagdo lagrangiana dos sistemas. A seguir, antes de discutirmos
o processo de quantizagdo do campo @(x), vamos introduzir um pouco de formalismo
acerca da quantidade £ ainda no nivel classico, mas acentuando detalhes inerentes a

quantizagao descrita posteriormente.

Para finalizar essa secao gostariamos de fazer um breve esclarecimento sobre a
terminologia que serd usada e que é comum encontrar em textos versando sobre os temas
aqui discutidos. Conforme observado, Eq. (2.5), L tem unidade de energia, enquanto que
L, Egs. (2.22) e (2.27), possui unidade de densidade de energia. Por esse motivo £ é
chamada de densidade de lagrangiana. Contudo, é comum, para simplificar a escrita e
evitar a repeticao, rotular &£ como a prépria lagrangiana. Outro detalhe é que em alguns
contextos utiliza-se a terminologia “teoria” para se referir a lagrangiana. Essa linguagem
ocorre em virtude de £ conter toda a informagao de um sistema, ou seja, toda a teoria

capaz de descrever o seu comportamento.

2.2 Teoria classica de campos, equacao de Klein-Gordon e quanti-

zacao do campo escalar

Recapitulando a discussao anterior, vimos que no caso de sistemas continuos a
descricao é feita em termos de campos, que sdo fungoes matematicas dependentes das
coordenadas do espago-tempo (posigdo e tempo). A versao continua da lagrangiana L
¢ chamada de densidade de lagrangiana, a qual geralmente representamos pela letra

caligrafica L. Anteriormente observou-se que
L =L(p,0up). (2.33)

Confira a Eq. (2.27). Embora a expressdao acima nao seja o caso mais geral, é bem
conhecido que apenas uma dependéncia explicita de JL com respeito ao campo e sua
derivada é suficiente para descrever grande parte dos problemas fisicos [53]. De fato, essa
estrutura para a densidade de lagrangiana nos conduz a equagoes diferencias de segunda
ordem para a dinamica dos campos. Esse fato motiva a sua escolha, uma vez que, equagoes
diferenciais de segunda ordem sdo tipicas da maioria dos problemas fisicos (ex. 2 lei
de Newton, oscilador harménico, equagao de propagacao das ondas, equagao de Poisson,
equagao de Laplace, etc.). E importante destacar que, na Eq. (2.33) oL nao depende
explicitamente das coordenadas x*, todavia possui uma dependéncia implicita através
do campo, pois ¢ = p(z). A dependéncia do campo com as coordenadas serd omitida

durante as manipulagoes a fim de simplificar a notagao e escrita das expressoes.
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Considerando as Egs. (2.6) e (2.33) podemos escrever a agao S em termos da

densidade de lagrangiana, obtendo como resultado

S = /dtL:/dt/d3x£(<p,8gp)
S = /dA‘ch(go,@Mgp), (2.34)

onde identificamos o elemento de quadrivolume d*z = dtd®x. Quanto aos limites de
integracao na Eq. (2.34), para a varidvel t consideram-se dois instantes de tempo arbitrarios,
t; ety com t; < ty. Para a integral no espaco considera-se todo o intervalo compreendido

pelas coordenadas do elemento de volume d3x.

Ainda que a forma especifica da fungao £ na Eq. (2.34) nao tenha sido especificada,
conhecendo sua dependéncia funcional, podemos encontrar um resultado geral e bem
conhecido da Teoria Cléassica de Campos, a saber, a equacao de Euler-Lagrange. A

variacao da acao (2.34) nos fornece a expressao

58 = / dz {aai&o + l 5 (%fw)] 5(0, )} . (2.35)

Algumas manipulagoes matematicas no ultimo termo da Eq. (2.35) podem ser
realizadas, nos permitindo reescrevé-lo de um forma mais conveniente e de particular
interesse. O primeiro passo é observar que as operagoes da variacao funcional e derivada
parcial atuando sobre o campo comutam, isto é, 6(9,¢) = 9,(d¢). Em seguida, utilizando

a regra da cadeia, podemos escrever

S R |

Assim, diante das observacoes anteriores, encontramos que

om o2t o (o)

Observando o lado direito da equagao acima, nota-se que as manipulagoes realizadas

Tf

(2.37)

Ty

anteriormente nos permitiram evidenciar a variacdo do campo dp em todos os membros

do integrando, além de gerar um termo de superficie (iltimo termo da expressao).

Uma vez que a operac¢ao dy representa uma variacdo no proprio campo escalar, em
outras palavras, uma modificacdo na estrutura da funcao ¢ para um ponto fixo x, nota-se
que o ultimo termo de (2.37) é nulo, pois nos extremos, isto ¢, nos pontos inicial e final, a

variacao do campo é nula — veja a Figura 4 para uma ilustragao. Portanto,

L [oL 0L
58 = /d z {8@0 — 9, la(am] } (). (2.38)
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Figura 4 — Tlustracdo do efeito que a operagao d¢ produz sobre o comportamento do campo
escalar p(z).

Legenda: Na figura, a e b exemplificam duas variagdes no comportamento da fungao escalar ¢(z),
cuja amplitude da variagdo dp(x) muda ponto a ponto, exceto nos extremos p(x;) e p(x¢), onde
x; e x5 demarcam os pontos inicial e final, respectivamente. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

A Eq. (2.38) representa a variagao da ac¢do construida a partir da densidade de
lagrangiana (2.33). Conforme visto, o principio de Hamilton, Eq. (2.7), nos fornece
naturalmente as equacoes de movimento que governam o comportamento de um sistema.
De acordo com esse principio, a extremizacao da acao deve ser tal que 65 = 0. Com
isso em mente, observando a Eq. (2.38) percebe-se que d¢ consiste em uma variagao
arbitraria, que pode assumir qualquer valor. Portanto, para que 05 = 0, somos levados a
conclusao de que todo o termo entre chaves deve ser igual a zero. Assim, encontramos que
[51, 52, 53, 54],

0L “l 0.L ]: 230

e 9(0up)
A equagao acima é um resultado geral, valido para qualquer densidade de lagrangiana que
depende do campo e sua primeira derivada, que foram as tinicas consideracoes admitidas
durante a dedugao — confira as Eqs. (2.33) e (2.34). A Eq. (2.39), assim como sua dedugao,
corresponde a versao continua da Eq. (2.8). Como sabemos, essa expressao é conhecida

como equacao de Euler-Lagrange e consiste em uma relagao bem conhecida dentro dos

formalismos da Mecanica Lagrangiana e da Teoria Classica de Campos.

Em termos préticos, dada uma funcao L' (¢, d,¢), que representa um sistema fisico,
que por sua vez é descrito por um campo escalar real ¢(z), utilizando a Eq. (2.39),
podemos obter as equagoes de movimento para o campo ¢(z) simplesmente realizando
as derivadas convenientes de JL. Uma vez obtidas as equagoes diferenciais governando a
dindmica do campo e suas solugoes, podemos prosseguir com o processo de quantizagao

do campo, que segue uma estrutura bem definida.
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Diante do nosso interesse em sistemas descritos por campos escalares reais, antes
de discutirmos a quantizagao dos campos, ¢é instrutivo apresentarmos brevemente alguns
exemplos, a fim de ganhar experiéncia com os conceitos introduzidos, bem como adiantar
alguns dos elementos que serao utilizados futuramente nesse trabalho. Por simplicidade,
vamos realizar as discussoes considerando um espago-tempo plano ou de Minkowski, isto é,
vamos negligenciar os possiveis efeitos da curvatura do espago (gravidade). A generalizacao
para o espago-tempo curvo, no qual incluimos os efeitos da gravidade, é deixada para
um momento posterior desse trabalho. Contudo, é importante frisar que as discussoes
realizadas no espaco-tempo plano tornarao a generalizagao para o espago-tempo curvo
mais natural e compreensiva, uma vez que muitas das modificagoes sao diretas e partem

dos resultados referentes ao espago-tempo plano.
A densidade de lagrangiana mais geral possivel para uma teoria descrita por um
campo escalar real ¢(z) no espago de Minkowski tem a forma

£ = S(0,9)(0"0) ~ Ulp). (2.40)

O primeiro termo no lado direito da equacao acima é identificado como a parte cinética
do campo escalar ¢(x), enquanto que o segundo membro, U(y), representa, de forma
genérica, termos devido a presenca de pontenciais, que comumente dependem apenas do
campo. O termo cinético diz respeito sobre a propagac¢ao do campo pelo espago, enquanto
que o potencial, por sua vez, representa os diferentes tipos de modificagdes energéticas
que podem alterar a propagacao do campo, como por exemplo, efeitos de auto-interacao e
interacoes internas ou externas. E instrutivo recordar que, a quantidade L consiste em
uma densidade de energia, consequentemente podemos dizer que U corresponde a uma

densidade de energia potencial.

Substituindo a Eq. (2.40) nas equagoes de Euler-Lagrange (2.39), encontramos que

o campo ¢(x) satisfaz a equac¢do de movimento
ou
=3

onde o objeto matemético [J é denominado de operador caixa (“boz”) ou, formalmente,

Oe(x) (2.41)

operador d’Alembertiano no espago-tempo plano, o qual é dado pela expressao

62
0= 9,0" =n"0,0, = (at?’ —v2> : (2.42)
Nas expressoes acima n*” corresponde a representagao contravariante para as componentes
do tensor métrico covariante 7, do espago-tempo de Minkowski, cuja representacao

matricial é

N = . (243)
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Dizemos que a assinatura do tensor métrico 7,, é negativa com a nota¢ao compacta
(+ — ——), refletindo os sinais da diagonal principal. Também, é possivel utilizarmos uma
assinatura positiva, de modo que os sinais da diagonal em (2.43) sdo invertidos, isto é,

(— 4+ ++). Ambas as assinaturas mencionadas satisfazem a propriedade fundamental
N =1, (2.44)

com I no lado direito representando uma matriz identidade 4 x 4, em consequéncia de
p,v =0,1,2,3. Note que (2.42) segue imediatamente de (2.32) e (2.43).

Conforme discutido acima, a estrutura matematica que o potencial U(p) pode
assumir define diferentes teorias, ao passo que adimite efeitos distintos, podendo tornar a
descrigao do sistema fisico cada vez mais realistico. Por exemplo, se o potencial U(p) em

(2.41) assume a forma particular

1

U(p) = Up(p) = 5m’¢”, (2.45)

de modo que a densidade de lagrangiana correspondente (2.40) torna-se

L= (0,0)(0") — e, (2.46)

encontramos que, a equagao de movimento que governa o comportamento do campo (),

em funcao das coordenadas do espago-tempo z, é dada por
(O +m?)p(x) = 0. (2.47)

Observando a definigdo do operador O em (2.42) e utilizando o método da separagao de

varidveis, é possivel mostrar que possiveis solugoes da Eq. (2.47) sdo as ondas planas
@(1) = Ne witikx (2.48)
com w representando as frequéncias da solucao, definidas por
w? = |k|* + m?, (2.49)

e k o vetor momento (ou nimero de onda), tal que [k|> = k -k e k = ki + k,J + k.k.
A letra N representa uma constante de normalizacdo arbitraria, que pode ser obtida de
forma que as solugoes (2.48) componham um conjunto ortonormal (ortogonal e normal).
Uma vez que a condi¢ao de normalizagdo para as solugoes (2.48), que permite obter o
valor de N, possui sutilezas inerentes ao processo de quantizacao do campo escalar, sua

discussao sera realizada em uma se¢ao exclusiva apresentada posteriormente.

As solugoes (2.48) também sao chamadas de modos normais, ou simplesmente
modos, e quando a teoria classica descrita pela lagrangiana (2.46) é quantizada, dizemos
que m representa a massa das excitagoes do campo ¢, as quais por sua vez sao interpretadas

como particulas.
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O resultado (2.47) é conhecido como equagio de Klein-Gordon para um campo
escalar massivo e, historicamente, surgiu como uma das primeiras equacoes obtidas com o
objetivo de encontrar uma equacao relativistica para a funcao de onda da mecénica quantica
[54, p. 59-60]. No contexto da Teoria Quéantica de Campos ela descreve o comportamento
de particulas elementares sem spin, a saber, os mésons, como por exemplo, os pions
(representados pela letra grega m) [51, 55]. A titulo de informagao, historicamente o méson
foi proposto por Yukawa como a particula mediadora da forga nuclear forte, responsavel
por manter prétons e néutrons coesos no niicleo atomico. Contudo, posteriormente, através
do estudo de raios césmicos, concluiu-se que na verdade existem dois tipos de mésons:
os pions, que sao as particulas mediadoras descritas pela teoria de Yukawa, e os muons,

simbolicamente representados através da letra grega p [56, p. 18-20].

A partir da Eq. (2.41) nota-se que, a configuracao U = 0 é o caso mais simples
que podemos encontrar e corresponde a teoria utilizada para descrever um campo escalar

real nao massivo. Essa configuracao é representada pela densidade de lagrangiana

L= 0u)(0"), (2.50)

que conduz a equagao de propagacao da onda no vacuo

[oalt
Op =55~ Vi =0, (2.51)

cujas solugoes para ¢(x) ainda correspondem as ondas planas (2.48), porém com a relagao

de dispersao dada por (2.49) tomando o limite m = 0, isto é,
w = |k|. (2.52)

Nota-se imediatamente que (2.50) corresponde ao caso particular m = 0 da Eq. (2.46).
Nessa ocasido as excitagoes do campo ¢(z) podem descrever particulas ndo massivas, como
por exemplo, os fonons em uma rede de atomos ou perturbagoes em fluidos. Esse modelo de
teoria, Eq. (2.50), surgird em nossos estudos no Capitulo 4, quando estivermos estudando

a simulag¢ao do movimento Browniano Quantico induzido em geometrias efetivas.

Em teoria quantica as frequéncias sao compreendidas como as préprias energias,
em virtude das relagoes £ = hw e p = hk. De fato, quando as unidades naturais sao
utilizadas, ¢ = h = 1, constatam-se nitidamente as equivaléncias £ = w e p = k. Portanto,
de acordo com a Eq. (2.52), a energia associada as excitagoes (particulas) nao massivas
possui um comportamento linear com o momento k de tal maneira que uma excitacao com
momento nulo possui uma energia igual a zero. Por outro lado, para excitagdoes massivas,
conforme a relacao de dispersao (2.49), se k = 0 o valor minimo da energia é igual a
E = w = |m|, que corresponde a energia de repouso relativistica (recorde que E = mc?).
O comportamento das energias para ambos os casos, ou seja, das relagoes de dispersao

(2.49) e (2.52), estd exposto na Figura 5. E interessante notar que, conforme a Figura 5, a
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Figura 5 — Comportamento da energia em funcdo do momento das excitagdes associadas aos
campos escalares massivo e ndo massivo.

/k2+m2 w E k2+m2

Lol
L

Legenda: A curva solida corresponde ao caso massivo, Eq. (2.49), enquanto que a curva tracejada
representa o caso ndo massivo, Eq. (2.52). Em virtude das relagoes F = hiw, p = hk e o uso das
unidades naturais ¢ = i = 1 os conceitos dos observaveis (w, k) sdo tomados como sinénimos
para (F,p). Fonte: produzido pelo autor com base na Ref. [54, p. 65-66].

massa tem um papel significativo para regimes de baixos momentos (k < m), mas quando

k > m sua influéncia torna-se cada vez mais sutil.

As densidades de lagrangiana (2.46) e (2.50) dizem respeito a configuracao de um
campo escalar ¢(x), massivo e ndo massivo, respectivamente, que se propaga livremente
pelo espaco, isto é, ndo sofre influéncias de outros campos, fontes externas ou de efeitos de
autointeragao. Portanto, descrevem particulas que nao interagem entre si [54]. Quando
existem fontes externas, ou seja, quando o campo escalar ¢ interage com uma fonte externa,
a homogeneidade de (2.47) ¢ violada devido ao surgimento de um termo extra no lado

direito. Por exemplo, se considerarmos um potencial com a forma

U(p) = Uo(p) — p(x)p(w), (2.53)

o qual implica em uma densidade de lagrangiana

1 1
L = 5(0u9)(0"p) — 570" + pp, (2.54)

ao contrario da Eq. (2.47), através das equagoes de Euler-Lagrange (2.39), obtemos
(O +m?)p(z) = p(z). (2.55)

Por questoes de generalidade estamos considerando o caso massivo. Obviamente, o caso
nao massivo é obtido através do limite m = 0 nas expressoes acima. Essa teoria sera
utilizada no Capitulo 5 quando estudarmos o movimento Browniano Quantico induzido de

uma particula pontual acoplada ao campo escalar ¢ nao massivo.

Na densidade de lagrangiana, interagoes entre campos e fontes sao representadas
através do produto entre o campo e a fonte, aqui representada por p, conforme exposto
na Eq. (2.54). Observando a Eq. (2.55) percebemos que no lado esquerdo existe uma

expressao apenas em termos do campo, enquanto que no lado direito encontra-se a presenca
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exclusiva da fonte, a qual impede que o campo se propague livremente como as ondas
planas (2.48). Em principio, a estrutura matematica que p(z) pode assumir é arbitraria
e depende apenas da forma como a interagao acontece. Por exemplo, no Capitulo 5

utilizaremos uma fonte do tipo [57]
o) = g5 — ), (2.56)

onde ¢ representa a intensidade do acoplamento entre a fonte e o campo escalar e §(x’ — x)

é a bem conhecida fungao delta de Dirac em 3 dimensoées [58, 59, 60], a saber,
d(x—x')=d(x—2)o(y—y)d(z— 2. (2.57)

Essa estrutura corresponde a uma densidade de carga pontual ¢ semelhante ao eletromag-
netismo — confira [60, p. 27]. Portanto, o termo pp, com p dado por (2.55), representa a
interagao entre uma fonte (ou carga) pontual e um campo escalar ¢. Uma representagao
ilustrativa dessa interagdo é mostrada na Figura 6. E importante destacar que na Eq.
(2.56) as coordenadas espaciais x’ e x sao fungoes do tempo, isto é, x' = x'(t) e x = x().
Por questoes de simplificacao a dependéncia temporal nas coordenadas espaciais foi omitida

e a notagao quadrivetorial = (¢,x) foi utilizada.

Figura 6 — Representacao ilustrativa de uma fonte pontual p.

(a) p(@')/q (b)
? (z,y,2)

g @
e

Legenda: Em (a) temos o comportamento de p(z’)/q em fungao da posigéo y, que corresponde
a uma funcdo delta de Dirac centrada em x’ = x. Enquanto isso, em (b) dispomos uma
representacao do campo o, ilustrado pela grade, sob o efeito da fonte pontual p, cujo efeito
também age nas vizinhancas de sua localizacdo x. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

(z,9,2)

Na Figura 6a um esbogo para o comportamento da distribuicao (2.56) é mostrado,
o qual corresponde a prépria funcao delta de Dirac, uma vez que o parametro ¢ é uma
constante. Portanto, a fonte consiste em uma estrutura pontual localizada com a qual o
campo interage localmente, mas também sente seus efeitos em uma vizinhanga proxima —
Figura 6b. Na verdade, como sabemos, a delta corresponde a um pico infinito e localizado,
na ocasiao em x’ = X, cuja area total corresponde a unidade. Apenas para fins de ilustracao
estamos representando a Delta como um perfil simétrico, fino e tipo gaussiano, com ¢é feito
rotineiramente em alguns livros textos, em virtude das possiveis equivaléncias matematicas

entre a delta e outras fungdes matematicas — confira por exemplo [59, p. 83-95]
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Muito do que foi discutido até o momento esta no dominio da teoria classica de cam-
pos, ainda que por vezes tenhamos introduzido moderadamente algum comentario sobre os
aspectos quanticos das teorias apesentadas. Agora, vamos apresentar os desenvolvimentos

da TQC para o campo escalar, que serdo necessarios no presente trabalho.

O procedimento de quantizagdo candnica do campo escalar p(z) segue uma
metodologia simples e bem definida. Conforme pode-se constatar na literatura, Refs.
(52, 53, 54, 61, 14], em primeiro lugar devemos escrever a densidade de lagrangiana que
representa o sistema que desejamos estudar. Um vez especificada a quantidade £, calcu-
lamos o momento canoénico da teoria através da Eq. (2.30). Em seguida, promovemos o
campo cldssico ¢(z) e seu momento conjugado m(z) ao status de operadores mediante a
prescricao

o(z) = @) (2.58)

m(x) = 7 (z). (2.58b)

Ao longo desse trabalho operadores sao identificados com um acento circunflexo. Além
disso, ambos os operadores, ¢(x) e 7(z), devem satisfaz as relagdes fundamentais de
comutagao [53, 61]

[p(x,1),7(x', )] = i0(x — X) (2.59a)

[p0x. 1), (¢, 1)] = [7(x, £), 7(x, 1)] = 0. (2.59)
Note que as relagoes de comutacao acima sao avaliadas em um mesmo instante de tempo.

Por fim, apds o estabelecimento das relagoes acima, o campo quantico ¢(x) é

construido através da combinagao linear [61]

2(x) =3 agps(w) + als (2)] (2.60)

(e

A expressao acima é conhecida como a expansao em modos do campo quéntico (escalar)
¢(x) e tem um papel central no processo de quantizagao do campo cléssico p(z). Na
sequéncia, vamos discutir cada um dos objetos presentes nessa estrutura matematica e os

seus significados.

O indice o no somatério da Eq. (2.60) simboliza o conjunto de todos os momentos
associados as solugoes ¢, () e seus respectivos intervalos. Por exemplo, para a solugao
(2.48) temos que 0 = k = {k,, k,, k.}, com k, = k, = k, = [—00,4+00]. A somatéria, por
sua vez, indica uma instruc¢ao de soma sobre todos os momentos o envolvidos, os quais

podem ser discretos ou continuos, ou seja,

> - {/d3x;zn:/dkydkz; § } (2.61)
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Os intervalos de cada uma das somas acima (discreta ou continua) dependera das condigoes
de contorno aplicadas as solugoes ¢, (x). As fungdes escalares ¢, (z) e sua conjulgada
©*(x), denominadas como modos, sdo identificadas pelo conjunto o e satisfazem igualmente
a equagao de Klein-Gordon (2.47). Para cada configuragdo do conjunto de momentos
o existe um unico par ¢,(x) e ¢ (x), com frequéncia w, dada por (2.49). Os detalhes
matematicos subjacentes a construgao (2.60) serao melhor compreendidos no Capitulo 3,
no qual calcularemos as fung¢oes de Wightman de frequéncia positiva para o campo escalar

em diferentes situagoes.

Nota-se que a estrutura da Eq. (2.60) ¢ tal que ¢(x) = ¢'(z), garantindo a hermi-
ticidade do operador de campo e que o mesmo, portanto, representa um observavel fisico
[62], consonante as leis da mecanica quantica nao relativistica. Como ja foi argumentado
anteriormente, as excitagoes do campo sao compreendidas como particulas, com momento
p=k=o0ecenergia F =w=(k*+ mz)%. A conexao com o mundo das particulas
também estd incorporada na Eq. (2.60) através dos coeficientes @, e a, denominados de
operadores de aniquilacdo e criacao, respectivamente. Esses coeficientes sao independentes

das coordenadas x* e satisfazem as relagoes de comutagao [61, 62]

ldo, d0r] = [af,a0,] =0 (2.62a)

5] =000 (2.62b)

Q>

[&0'7
O simbolo d,, na Eq. (2.62b) corresponde a uma fungao delta de Kronecker, tal que

dyor = 1 para 0 =0’ e §,,» = 0 para o # o’.

A quantizacdo do campo escalar possui um estreita relacdo de analogia com a
quantizacao do oscilador harménico simples (OHS) — veja, por exemplo, o Capitulo 4 de
[14] ou ainda o Capitulo 9 de [63]. Semelhante ao OHS, o operador a, reduz a energia
de um estado com momento ¢ em uma unidade de hw, enquanto que a! adiciona uma
unidade de hw, a energia do estado com momento o. Utilizando esses operadores, é possivel
construir qualquer estado |n,) através da aplicacio sucessiva de d, e @, observando suas
algebras particulares [61]

i,|0) =0, V o, (2.63a)

4ulne) = Vil(n - 1),) (2.63b)

al|ng) = vn+1|(n +1),). (2.63c)

Conforme exposto em (2.63a) o estado de vacuo, denotado por |0), consiste no estado
em que nao ha a presenca de particulas e corresponde a configuragao mais fundamental
possivel para o estado do campo quéntico ¢(x). Nao existem estados “abaixo” de |0),

apenas acima.



50 Capitulo 2. Teoria qudntica dos campos escalares

Nas expressoes anteriores |n,) corresponde a um estado com n particulas (ou
quantas de energia) com momento o. Esse estado pode ser alcancado a partir da aplicagao

sucessiva do operador @, sobre o estado de vacuo |0), matematicamente [63]

_(@)"
In,) o 10). (2.64)

Observando (2.64), um estado contendo n,, particulas idénticas com momento oy,
n,, particulas com momento oy, n,, particulas com momento oy, e assim sucessivamente,

pode ser construido através da relagao [14]

i (a,)"
|n0'0an0'17n0'2a"'7naj> :H7|O>a (265)
i=0 (nﬁi)!
onde a notagao simplificada [0) = [0,0,0...,0) foi usada. Note que cada operador a/,

bem como a,,, s6 altera o nimero de particulas n,, do estado. Explicitamente, seguem a
algebra [63]

Qo Mo
{&:Z }|nao,ngl,...,nai,...,na]):{ - 7 }|n00,n01,...,ngi$1,...,nc,].>(2.66)

Da mesma forma como acontece no problema do OHS, todos os possiveis estados na forma

Mg, Moy 5 - - - s Mo;) COMPOEmM uma base, que por sua vez gera o espaco de Hilbert da teoria.

A expansao (2.60) corresponde a forma mais geral para as solugdes do campo de
Klein-Gordon ¢(x) e as fungoes ¢, (x) constituem uma base ortonormalizada através da

construgao [61, 63]

(9007 ‘:00’) = _i/d?’x [900(67590;’) - (@%)SOZ/] ) (2'67)

que também, por vezes, é identificada como o produto escalar ou interno entre duas
solugoes arbitrarias (p, e p,) da equacao de Klein-Gordon. O produto escalar (2.67)

possui as seguintes propriedades

(Som 900’) = 500’7 (268&)
(90:;, 90:’) = _50'0’ (268b)

(S
(prrt) =0 (2.65¢)

A Eq. (2.68a) representa a condi¢do de normalizacao para as solugoes provenientes da
equagao de Klein-Gordon, Eqs. (2.47) e (2.48). O sinal negativo em (2.68b) tem origem

devido a unidade imaginaria em (2.67). A Eq. (2.68¢c) mostra a ortogonalidade entre os
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modos ¢, e seus complexos conjugados ¢}, para qualquer configuracao de momento o.
Além disso, a funcao 6, nas Egs. (2.68a) e (2.68b) corresponde a uma notagao simbdlica,
que pode representar tanto uma fungao delta de Kronecker, para os casos em que o indice

o é discreto, como uma funcgao delta de Dirac, se o indice o é continuo.

A fim de amenizar a percepcao de artificialidade imposta pela apresentacao direta
de (2.67), a seguir, fornecemos uma discussao matematica que conduz a essa condicao de
normalizacao. Para mais detalhes e uma maior compreensao dos aspectos fisicos envolvidos

na discussao seguinte recomendamos as Refs. [54], Capitulo 6, e [55], Capitulo 1.4.

2.3 Quanto a normalizac3o das solucoes da equacao Klein-Gordon

De modo a tornar a seguinte argumentacao objetiva e clara, além de ganhar intuicao
para o estabelecimento de algumas das relagoes que serao apresentadas, vamos iniciar
recordando alguns dos conceitos elementares da Mecanica Quantica nao-relativistica. De
acordo com o formalismo ondulatério da mecanica quantica, uma particula de massa m,
sob a influéncia de um potencial arbitrario V', é descrita por uma func¢ao de onda W(x,t),

cuja evolucao temporal é dada pela equagao diferencial

L OV(x,t) h?
ot

2D (L Fge, v) W(x.1) = HU(x, 1) (2.69)

conhecida como equagao de Schréodinger dependente do tempo, ou simplesmente, equacao
de Schrodinger. A expressao entre parénteses corresponde ao operador hamiltoniano

H= % + V', com a prescricao p — —ihV.

O médulo ao quadrado da funcao de onda ¥(x,t) em (2.69) fornece a densidade de
probabilidade de encontrarmos uma particula em uma certa regiao do espago, com volume

d3x, no tempo particular ¢, isto é,
p(x, 1) = [W(x, £)]2 = W(x, ()W (x, 1) (2.70)

Essa interpretagao estatistica da funcao de onda requer que a densidade de probabilidade

seja normalizada conforme a relacao [58, p. 9]

/d3xp(x, £) = /d3x|\11(x, B2 =1. (2.71)

Apesar da dependéncia temporal da fungdo de onda em (2.69) e, consequentemente,
explicita em (2.70), é possivel mostrar que, uma vez normalizada, a solugdo W(x,t)
permanece normalizada para qualquer instante de tempo. Em outras palavras, a constante
de normalizagao obtida via (2.71) para W(x,t), solugdo da Eq. (2.69), é independente
do tempo. Além disso, é possivel mostrar que na equagdo de Schrodinger (2.69) estéd

codificada uma equacao de continuidade para a densidade de probabilidade [64, p. 101], a
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saber,

Op(x,1t)

ot
com p(x,t) dado por (2.70) e o vetor corrente J(x,t), ou fluxo de probabilidade, definido

+ V- I(x,t) =0, (2.72)

pela relagao
I, 8) = _2"?” (0 (x, [V (x,1)] — [V (x, )] B (x, 1)} (2.73)

A expressao (2.72) revela a conservacao da densidade de probabilidade. Para o seu
estabelecimento primeiro derivamos p(x,t) com respeito ao tempo e utilizamos (2.69)
para substituir as derivadas temporais da fun¢dao de onda. O restante da demonstracao
consiste em usar a regra da cadeia para reorganizar as derivadas e identificar as expressoes

correspondentes [58].

Semelhante ao caso de Schrodinger apresentado acima, também podemos deduzir
uma equagao da continuidade a partir da equacao de Klein-Gordon. Seja ¢, () uma
solu¢do arbitraria com momento . Multiplicando (2.47) pela esquerda por ¢ (z) e

subtraindo o resultado por seu complexo conjugado, apds as simplificagoes, encontramos
oo, — pe0pr = 0. (2.74)

A fim de manter a coeréncia do presente discurso é importante lembrar que o campo escalar
é real, isto é, nos fornece valores reais em cada ponto do espaco-tempo. Entretanto, como
observamos em (2.48), suas solugoes podem ser complexas, logo, considerar a operagao
de conjugagao em (2.74) nao é uma trivialidade ou até mesmo estranha no contexto do

campo escalar real.

Utilizando a regra da cadeia, a partir da Eq. (2.74), segue que

Ipka () _

T + V- Jxa(z) =0, (2.75)
prale) = i 0o (a) 222D _ 1 () 00D (2.76)
T (@) = —i [ (@) Vg (&) — 0o (@) Vit ()] (2.77)

No inicio dessa se¢ao, a partir da discussao com a equacao de Schrodinger, foi
observado que (7) a densidade de probabilidade p, Eq. (2.70), esté relacionada a uma
equagao de continuidade, Eq. (2.72), e que (7) a integral de p sobre todo o espago (ou
uma regiao de volume finito) fornece a condi¢ao de normalizagao (2.71). Tendo em vista

as conclusoes (7) e (i), somos tentados a estabelecer o mesmo paralelo para o caso das
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relagoes provenientes da equagao de Klein-Gordon. Entretanto, como sera discutido,
ainda que as estruturas matematicas sugestionem, essa correspondéncia nao pode ser feita
diretamente. A respeito da observacao (i) o motivo é que p nao é positiva definida e,
portanto, nao pode ser interpretada como uma genuina densidade de probabilidade, como
acontece no caso de Schrodinger. De fato, com o auxilio das Eqgs. (2.48) e (2.49), a partir

da Eq. (2.76), encontramos
pra = 2we|N|? = £2|N|*VK2 4+ m?2, (2.78)

indicando que a quantidade pxg pode assumir valores negativos. Vale ressaltar que, embora
a interpretagao probabilistica para pkxg nao seja possivel, a relacao de conservacao entre
as quantidades pkg e Jkg, expressa por (2.75), ainda é garantida, além de representar a

independéncia temporal de pkg [55].

No que concerne a observagdo (7i), nota-se que a integral de pkxg possui um
valor bem definido apenas para solucoes ¢, (x) confinadas em regioes de volume finito.
Realmente, tomando mais uma vez (2.48) como exemplo, a partir da Eq. (2.76) nota-se
que, apo6s as derivadas com respeito ao tempo, as exponenciais se cancelam devido a
conjugacao complexa, restando apenas uma integral sobre o elemento de volume dx, ou

seja,
/d3prG = 2w|N|2/d3x. (2.79)

Assim, quando a solugao é confinada, digamos em um cubo com arestas de comprimento
L e volume V = L3, obtemos que [d3x = V e podemos extrair o valor de N para
a normalizacdo, mas se a integral se estende por todo o espago (V — 0), entdo, o
resultado diverge e a normalizacao nao é factivel. Portanto, o paralelo entre os casos nao
relativistico e relativistico, representados respectivamente pelas equacoes de Schrodinger e

Klein-Gordon, é inconsistente, visto que as observagoes (i) e (i¢) nao se concretizam.

De acordo com os comentarios no paragrafo anterior a origem matematica para
a possivel divergéncia é o cancelamento entre as exponenciais. Contudo, a estrutura de
pxc (2.76), junto a esse fato, nos fornece um bom palpite de como resolver esse impasse,
a fim de obter uma condicao de normalizagao adequada para as solugoes da equacao de
Klein-Gordon. Uma inspec¢ao mais minuciosa revela que o cancelamento nao é apenas
devido a conjugagao em (2.76), mas também porque os momentos o sdo iguais. Assim, se
considerarmos um desenvolvimento andlogo ao anterior, porém admitindo duas solugoes
com momentos distintos, digamos ¢, e ./, é possivel mostrar que a integral da quantidade

prla) = i |po(a) 22D g () 2PD) (2.80)

sobre todo o espaco é bem definida. Note que pkg no limite ¢/ — o recupera a expressao

usual para pxa. A Eq. (2.80) surge a partir da subtragao entre as relagoes ¢, (O+m?)p, =
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0 e o, (0 + m?)p: = 0, cujo resultado consiste em (2.74) com a troca de ¢’ por ¢/,

seguindo com a manipulacdo das derivadas através da regra da cadeia.

A integral de (2.80) define o produto escalar entre duas solugoes distintas para
a equagao de Klein-Gordon (2.47) com momentos distintos, o qual foi apresentado em

(2.67), a saber,

(r. ) = [ dxpic = —i [ dx [w%';f) ksl P SURCY Y

Para estabelecer a tltima igualdade utilizamos a propriedade (2.68a). O significado da
fungao delta d,,/ ja foi comentado na se¢ao anterior. A Eq. (2.81) nos permite normalizar

tanto as solugoes espacialmente restritas como as solugoes que existem sobre todo o espaco.

A fim de exemplificar a consisténcia da construgdo matematica (2.81), vamos
normalizar as solu¢oes de ondas planas, ou de particulas livres, dadas pela Eq. (2.48).

Substituindo (2.48) em (2.81), apds as simplificagoes, encontramos que
(0o 0or) = (27)3(w + W )e @5 (K — k), (2.82)

onde a representacao integral para a funcao delta de Dirac foi utilizada. Observando
(2.82), para que tenhamos um resultado diferente de zero k = k' e, consequentemente,
em virtude de (2.49), w = w'. Logo, a partir da Eq. (2.82) percebe-se que o valor da
constante N para que os modos (2.48), junto ao seus complexos conjugados, formem uma

base ortonormal deve ser

N1 (N em) (2.83)
2w(2m)3

Os comentarios que foram desenvolvidos nessa se¢do tiveram como objetivo central
oferecer uma possivel linha de raciocinio que motiva o estabelecimento da expressao (2.67),
a qual utilizaremos frequentemente ao longo desse trabalho. Nesse sentido, as discussoes
buscaram apresentar a condi¢do de normalizagao fazendo alguns paralelos com as relagoes
da mecanica quantica nao relativistica, com as quais estamos habituados e que talvez por
esse motivo (2.82) possa causar estranheza a primeira vista. Entao, ainda que a explanagao
apresentada nao seja uma prova matemaética formal, acreditamos que possivelmente ela

reduz esta impressao de artificialidade.

2.4 Generalizacao para o espaco-tempo curvo

As discussoes realizadas nas ultimas se¢oes foram desenvolvidas considerando um
espago-tempo com geometria plana, isto é, no espaco-tempo de Minkowski. Agora, vamos
generalizar as argumentagoes e estender os resultados para uma geometria de espago-tempo

arbitraria. Além disso, de modo a preservar a estrutura textual e a ordem de apresentacao



2.4. Generalizagdo para o espago-tempo curvo 55

que foi desenvolvida na Sec¢ao 2.1, vamos iniciar com a deduc¢ao de uma equacgao de
movimento simplificada para uma particula pontual em um sistema de coordenadas
arbitrario, a qual em esséncia pode ser considerada como uma generalizagao da 22 lei de
Newton no espago-tempo plano (2.1), expressa de maneira equivalente pelas Egs. (2.10) e

(2.17) nos formalismos lagrangiano e hamiltoniano.

Conforme visto, a Eq. (2.9) especifica a funcao lagrangiana que representa uma
particula pontual de massa m movendo-se com velocidade v = x por uma regiao com

energia potencial V' (x). Com base na notagao tensorial, podemos escrever:

o2
L = %—V(x),

- %gija‘:%i — V(a). (2.84)

Na expressdo acima g, = g,,(z*) é uma fungdo das coordenadas e corresponde a generali-
zacao de 1), para o espago-tempo curvo. O tensor métrico g, codifica e carrega consigo

todas as informacoes relativas a geometria do espaco-tempo ao qual esta relacionado.

Considerando a expressao (2.84), para os respectivos termos das equagoes de

Euler-Lagrange (2.8), encontramos que [47]

oL m ..
@ = Eg%kx IJ — ‘/:k, (285&)
oL
Ok = mgirx
e, consequentemente,
d {OL i
dt <8xk> = m(girZ" + Gin,; '3 ). (2.85b)

Para obter os resultados (2.85) utilizou-se a regra da cadeia, uma vez que g;; é funcao das
coordenadas ¥, além da troca conveniente de indices mudos. Assim, a partir das Eqs.
(2.8) e (2.85), encontramos que [47, 65]

m <9ik$ + ik &' E — 5 i kT fU]) + Vi =0,

mi" + mlji'd) = —g™V. (2.86)

O resultado acima foi estabelecido explorando a liberdade da troca e ajuste dos indices

mudos, bem como a propriedade de simetria do tensor métrico.

Os coeficientes I'}; identificados na Eq. (2.86) sdo conhecidos como sfmbolos de
Christoffel e tém origem fundamentada na arbitrariedade do sistema de coordenadas, isto
é, em virtude da curvatura do espago-tempo. Estes simbolos sao computados em fungao

das componentes do tensor métrico através da relagao 48]

Nz

g
Tap = 7(90%3 + 9up.a = Gopu); (2.87)
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na qual ¢g"”(x) simboliza os coeficientes da matriz de representagao do tensor métrico

contravariante, que corresponde a matriz inversa de g, (z) e obedece a identidade

G (2)g" (x) = I (2.88)

Note que a identidade acima representa a generalizagao de (2.44) para o espago-tempo
curvo. Além disso, em (2.85), (2.86) e (2.87) as virgulas simbolizam derivadas parciais, de

modo que gov.s = 05(gar)-

A Eq. (2.86) corresponde a forma da 2* lei de Newton para um espago-tempo
descrito por um sistema de coordenadas arbitrario. Comparando as Eqgs. (2.10) e (2.86)

observa-se que, o primeiro termo no lado esquerdo de (2.86) representa a forma usual
'

i)
corre¢ao exclusiva devido ao espago curvo. Além disso, como podemos verificar através

do espaco plano, enquanto que a segunda contribuicao, proporcional a I'}., inclui uma

das equagoes acima, é oportuno comentar que, o termo devido a I'}; pode ser interpretado

como uma forga (ficticia) [47], que possui uma origem geométrica.

Prosseguindo, no tocante ao formalismo para campos, o nosso ponto de partida
corresponde a ac¢ao S, pois essa quantidade, aliada ao principio de Hamilton, Eq. (2.7),
nos fornece as equagoes de movimento da teoria. No que concerne ao espago-tempo curvo,
a teoria da relatividade nos ensina que as derivadas, de maneira geral, sao covariantes e os
elementos de quadrivolume invariantes tém a forma /—gd*z. Portanto, no espago-tempo

curvo a agao S invariante é dada pela expressdo [66, 65, 67]

S = /d%f((p?V“go), (2.89)

com

L = /=gL(p, V,up). (2.90)

Antes de proceder com as demais generalizacoes das estruturas matematicas desenvolvidas

na Secao 2.2, vamos fazer alguns comentérios a respeito dos elementos da equagao acima.

O fator g em (2.90) corresponde ao determinante da matriz de representacao do

tensor métrico (covariante) g, (z) escrito em um geometria arbitraria, a saber,
g = Det[g,.,.(x)]. (2.91)

O objeto matematico V, em (2.89) e (2.90) é chamado de derivada covariante e

para um quadrivetor qualquer, digamos A*, é definido pela expressao [48]
VA" = 0gA" + F’ofﬁAO‘, (2.92)

onde Jj corresponde a derivada parcial e os coeficientes I', 5 sdo contribuicdes devido a

curvatura do espago-tempo, os quais sdo computados através da relagao (2.87).
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De maneira analoga a metodologia delineada na Secao 2.2, é possivel mostrar que
a minimizacao da acao (2.89) com respeito ao campo ¢ nos permite obter a versdo para o

espago-tempo curvo das equagoes de Euler-Lagrange [65, 66]

oL g, [‘M} 0. (2.93)

ap "0V,

Comparando as Egs. (2.39) e (2.93) nota-se que a mudanga ocorre apenas na diferenciagao
do campo, com 9, — V,,. Uma vez que ¢(z) é um campo escalar, a derivada covariante é
equivalente a propria derivada parcial. Entretanto, na Eq. (2.89), a notagao foi mantida
por uma formalidade e prevendo o fato de que o termo entre colchetes na Eq. (2.93) é
um quadrivetor, logo a derivada V,, dessa quantidade obedecera a relagdo (2.92), que é

diferente da derivada parcial.

Na Secao 2.2 apresentamos a densidade de lagrangiana para um campo escalar
massivo e livre, Eq. (2.46), cuja equagdo de movimento associada é a célebre equacao de
Klein-Gordon, Eq. (2.47). A expressao que representa a generaliza¢ao dessa teoria para o

espago-tempo curvo é dada por (2.90) com

L= [g"(Vup)(Vip) — mPp? — €Rp?). (2.94)

DO | —

Em paralelo com (2.46) identificamos que o primeiro termo de (2.94) corresponde a
generalizacdo do termo cinético do campo escalar no espaco-tempo curvo. Como pode ser

observado o termo de massa permanece inalterado.

O fator extra ERy? diz respeito sobre o acoplamento entre o campo escalar ¢ e
os efeitos da gravidade [61], a qual é resultado das deformidades no espago-tempo. Em
outras palavras, o estudo de uma teoria no espaco-tempo curvo deve levar em conta a
contribuicao dos efeitos gravitacionais, visto que a gravidade, como entendemos hoje,
¢ uma manifestacao da curvatura do espago-tempo. O pardmetro ¢ é denominado de

constante de acoplamento e
R = R(z) = ¢" R, (2.95)

¢é o conhecido escalar de Ricci que, como mostra a relagao acima, pode ser obtido por meio
do tensor de Ricci [47]

R, =17

vB,u

B o B pa
— T+ 15,05, —Ths0 (2.96)

pv?

cujos simbolos Ffﬂ sao definidos por (2.87).

A partir das Egs. (2.93) e (2.94), separadamente, encontramos que

0L
B —(m® + ER)gp (2.97a)
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V. 2.97b
9Y,7) 9"V ( )

Note que a derivada de £ é com respeito a dependéncia explicita do campo ¢ e sua
derivada covariante V¢, conforme exposto em (2.89) e (2.90). Portanto, substituindo
(2.97) em (2.93) obtemos [61, 67]

(O+4m*+ ER)p(z) = 0, (2.98)

que corresponde a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo se propagando
em um espago-tempo curvo, isto ¢, na presenca da gravidade. Para estabelecer o resultado

acima utilizamos a identidade [48, 47|
1
V, AY = —0,(v/—gA" 2.99
\/_—g #( g ) ( )

e a identificagdo do operador d’Alembertiano no espago-tempo curvo [61, 67, 47|
1

Do = Vu(g""Vup) = N

0u(V=99"" V). (2.100)

Diferente do caso relativo ao espago-tempo plano, Egs. (2.47) e (2.48), a Eq.
(2.98) nao pode ser resolvida de maneira geral, ou seja, sem antes especificarmos g,,, e,
consequentemente, as quantidades Oy e R, em virtude das relagoes (2.95) e (2.100). De
fato, é necessario definirmos a geometria (“forma”) do espago-tempo através do qual o
campo escalar p(x) se propaga. A dependéncia de g,, com as coordenadas x* torna a
estrutura de (g nao trivial, além de R, nos impedindo de solucionar (2.98) para quaisquer

formas de Ly e R, uma vez que ambas as quantidades podem depender das coordenadas.

Como discutido no paragrafo acima, embora nao seja possivel solucionar imediata-
mente (2.98), como fizemos para o caso de Minkowski na Segdo 2.2, as solugdes provenientes
de (2.98) devem ser normalizadas. Para obtermos a condigao de normalizagao referente ao
espago-tempo curvo partimos do caso plano, Eq. (2.67), com a filosofia de substituir as
derivadas usuais por derivadas covariantes, d, — V,,, e o elemento de quadrivolume por
seu correspondente covariante, d'r — \/—gd*z. Nesse sentido, o produto escalar entre

duas solugoes da Eq. (2.98) é dado pela expressao [61, 63]

(@o, Por) = —i / V=95[¢s(Vu05) — 05:(V o) " dS = g0, (2.101)

onde n* é um vetor unitario ortogonal a hipersuperficie do tipo-espaco .S, com elemento
de volume covariante /—gsdS. O fator \/—gg corresponde ao determinante da métrica

relativa a hipersuperficie S.

O produto escalar (2.101) satisfaz igualmente todas as propriedades do espago

plano, Egs. (2.68), e é independente da escolha da hipersuperficie S, logo adimitiremos a
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hipersuperficie n* = (n° n’) = (1,0) de modo que

(s Por) = —i / V=95.105(Vops) — 51 (Vops)]dS; = 000, (2.102)

com o rétulo Sy simbolizando a hipersuperficie definida por um valor de tempo ¢ constante,
a qual possui uma maior similaridade com a expressao do espago plano (2.67). Em (2.101)
e (2.102), uma vez que o campo ¢é escalar V,, = 0,, mas por uma questao de formalidade

temos mantido a notagao covariante.

A equacao de Klein-Gordon para um campo escalar sem massa no espago-tempo

curvo ¢é obtida imediatamente a partir de (2.98) tomando o limite m = 0, o que resulta em
(O+E&R)p(x) = 0. (2.103)

O parametro ue estabelece o acoplamento entre o campo escalar e os efeitos da
7
gravidade, em principio é arbitrario e pode assumir qualquer valor. Contudo, na literatura

destacam-se dois valores especiais [61, 63, 67|, sao estes:

(7) € = 0, que define o caso conhecido como acoplamento minimo, no qual os efeitos
da interacao entre o campo escalar e a gravidade sao desconsiderados. Note que,
nesse caso particular, embora o termo proporcional a £ nao ofereca contribuigoes,
0 espaco-tempo nao é plano, pois [J também leva em conta a geometria do espaco,

como pode ser visto a partir de (2.100);

(77) existe também o caso denominado de conformemente acoplado, situa¢ao na qual,

para um espago-tempo com n dimensoes,

(n—2)

{=¢(n)= =1y (2.104)

Para o caso de (3+1) dimensdes, n = 4, constata-se que £ = 1/6. Essa estrutura,
Eq. (2.104), assim como sua terminologia, é identificada a partir da propriedade
de simetria conforme que a Eq. (2.103) obedece. A Eq. (2.104) serda deduzida no
Apéndice A considerando um caso particular de espago-tempo a fim de minimizar a

impressao de artificialidade imposta pela sua apresentagao direta.

Suponhamos dois sistemas de coordenadas distintos, caracterizados pelas métricas

Juw € g Para transformacoes da métrica que satisfazem a relagao

(@) = () gy (), (2.105)

a expressao (2.103) mantém sua forma se o campo também obedece a lei de transformagao

2—n)

olx) =077 p(x). (2.106)
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Matematicamente, quando as leis de trasformagoes (2.105) e (2.106) sao consideradas

mostra-se que [61, 68]

2—n)

2 (O+ER)p(a), (2.107)

(O+&R)p =0

de modo que (O 4 £R)@ = 0 implica em (2.103), com ¢ dado pela Eq. (2.104). De
acordo com a Eq. (2.107) resolver a equagao no sistema definido por g,, pode ser feito

considerando a solugao no sistema de g, .

A Eq. (2.105) é conhecida como transformagao conforme e relaciona duas métricas
(ou espagos-tempos) que em tese diferem por uma fungao das coordenadas €2(x), deno-
minada de fator conforme, que é uma funcao real, finita, continua e nao nula [61]. Nesse
sentido, considerando os resultados acima, dizemos que a equacao de Klein-Gordon para
um campo escalar sem massa, Eq. (2.103), é invariante por transformagoes conformes — Eq.
(2.107) com (2.105) e (2.106). Destaca-se que, a invaridncia conforme considera o valor da
constante £ dado por (2.104). Alguns detalhes da prova matemética sobre os aspectos da
invariancia conforme e das relagoes decorrentes dessa simetria podem ser encontrados em
[68]. No Apéndice A oferecemos uma prova baseada no caso particular do espago-tempo
conformemente plano, no qual as estruturas (2.104) e (2.107) surgem naturalmente como

consequéncias das leis de transformagoes (2.105) e (2.106).

Para quantizar o campo escalar ¢(x) no espago-tempo curvo seguimos o mesmo
procedimento descrito anteriormente para o espago-tempo plano, porém, é claro, consi-
derando agora as estruturas matematicas generalizadas para o espago-tempo curvo que
temos apresentado. A fim de tornar claro o paralelo, vamos relembrar ponto a ponto o

procedimento:

(i) promovemos o campo classico ¢(x) e seu momento conjugado w(z) ao posto de
operadores conforme as prescrigoes (2.58) e impomos que ambos os operadores
satisfagam as relagoes fundamentais de comutagao (2.59) para tempos iguais, com o
momento conjugado definido por (2.30). Devemos observar que a delta em (2.59)
na presente ocasiao refere-se a uma funcéo delta no espago-tempo curvo, ou seja, a

relagdo de comutagao é tal que [63]

[p(t,x), 7 (t,x")] = i (2.108)
(7)) obtemos as solugbes da equagao de Klein-Gordon (2.98) e as normalizamos por meio
da Eq. (2.102), para que o conjunto de modos {¢} = {¢s; ¢%} formem uma base

ortonormal, satisfazendo todas as propriedades expostas em (2.68);

(#i1) utilizando como base o conjunto ortonormal {p}, construidos conforme (i7), ex-

pandimos o operador de campo quintico $(z) como uma combinacao linear dos
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operadores d, e a), segundo (2.60), com os operadores d, e a! satisfazendo as relagoes

de comutagao (2.62).

Como sabemos das discussoes precedentes, sao os operadores G, e G) que nos
permitem estabelecer as caracteristicas de particulas associadas ao campo quéntico ¢(x).
O passo seguinte da metodologia delineada acima seria a definicdo do estado de vacuo
da teoria, obedecendo as algebras (2.63), (2.64), (2.65) e (2.66). No entanto, para um
espago-tempo curvo arbitrario a defini¢do do estado de vacuo nao é tnica, além de simples,

como no espago-tempo de Minkowski.

Reformulando o comentéario do paragrafo anterior, a liberdade de escolha do
conjunto {p,; ©*} mais os operadores @, e @) para a construcio do operador de campo
como em (2.60) e a definigdo univoca do estado de vacuo, Eq. (2.63), é perdida quando o
processo de quantizagao é realizado no espago-tempo curvo. Consequentemente, é possivel
existir outro conjunto de modos {@,; @%} e operadores b, e l;j,, obedecendo igualmente as
propriedades (2.68) e (2.63), que permitem expandir ¢(z) conforme (2.60). E importante
ressaltar que, ambos os conjuntos representam o mesmo campo $(z) e possuem as mesmas
caracteristicas fisicas: operadores de criacao (aniquilagdo) criam (destroem) particulas em
suas respectivas bases e seus estados de vacuo, ainda que distintos, nao contém particulas,
como deve ser. Para uma melhor compreensao veja a Tabela 1, onde essas ideias estao

sistematizadas em um quadro comparativo com as principais relagoes.

Tabela 1 — Sintese comparativa entre dois possiveis conjuntos de modos para a expansao do
campo quantico ¢ no espago-tempo curvo.

Conjunto de base {0} ={po; 0} {o} ={po; 05}
Expansdo do campo  ¢(x) = Y (dops + af¢}) G(x) =3, (bs @y + D 5%)
Relagées ortonormais (@07 QOU’) = _((paa 90(7’) = 500’ (900, 900/) = _(Qoav ng') = 500’
da base (po,2) =0 (o, 95) =0
a a ! = AT AT = b b i = AT AT =
Relacoes de comutacio a0, Go'] = [0, 851] = 0 [lja’ lj” J = [bg b6} =0
ligy )] = 50 Do, bL,] = 0y
, 0, 07
Estado de vacuo AU|O>¢ 0. Vo Ba|0>¢ — 0. Vo
%0y, = [15) b5 10)s = [10)e

Legenda: De maneira geral os conjuntos {p} e {¢} sdo distintos, assim como os operadores
i (al) e by(bl), além de |0), # [0)s. No quadro acima |15), e |15)5 representam um estado
contendo 1 particula com momento o. A notagao { ; } simboliza os elementos de cada conjunto
de quantidades, e ndo comutadores. Por esse motivo a notacao ; foi usada para fazer distingao
dos comutadores, definidos usualmente como {A, B} = AB + BA.
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A existéncia de multiplos e diferentes estados de vacuo, como exemplificado na
Tabela 1, permite chegar a conclusao de que no espaco-tempo curvo dois observadores
distintos podem nao perceber o mesmo estado de vacuo de um sistema. Uma vez que ¢ é
o mesmo, pode-se estabelecer uma relagao entre as quantidades de ambos os conjuntos
{¢} e {¢}. Na linguagem da mecanica quantica, podemos obter a lei de transformagao
entre as bases vetoriais distintas {¢} e {¢}. Através de tais transformacoes, por exemplo,
observa-se que se o sistema estd no estado de vicuo descrito pela base {¢}, situagao
em que nao ha particulas, o mesmo pode conter particulas com respeito ao estado de
vacuo definido pela base {¢} — matematicamente a,|0), = 0, mas a,|0)s # 0. Esse fato
exemplifica de maneira simples um fenémeno conhecido como a producgao de particulas.
Por questoes de objetividade o tema producao de particulas nao sera abordado aqui. Para
maiores detalhes sobre as ideias apresentadas, assim como exemplos, recomendamos: os
livros textos [61], Capitulo 3; [14], Capitulos 3, 4.1-4 e 6.1-5; [63]; e para um texto mais

especifico sobre o tema producao de particulas veja [69].

O conjunto de solugoes normalizadas que utilizamos para expandir o operador de
campo sao construidas de forma que podemos identifica-las como modos de frequéncia

positiva. Especificamente, buscamos escrever ¢, com a estrutura separavel [63]
0o (7) = R,(x)e ™", (2.109)

onde a fungao R, (x) representa de maneira generalista a parte espacial da solugdo mais
possiveis constantes de normalizacdo. Note que, a parte espacial também pode depender
de w e por esse motivo o subscrito foi adicionado. Solugoes respeitando a estrutura (2.109)

podem ser descritas como modos de frequéncia positiva fixando w > 0.

No espago-tempo plano a estrutura (2.109) é facilmente obtida, uma vez que as
equagoes de Klein-Gordon (2.47) e (2.51) descrevem ondas planas. Em termos matemaéticos,
tomando como exemplo as solugoes (2.48), que satisfazem a Eq. (2.109), essa condigao
nos diz que

0y
ot

Lembre da equagao de Schrodinger (2.69), ihd;p, = He,, de forma que (2.110) possui

i = wY,, com w > 0. (2.110)

um “autovalor” positivo de hw para o operador energia H O complexo conjugado
desse resultado mostra que os modos ¢} possuem um valor associado de —w e por isso
sa@o denominados como modos (ou estado) de frequéncia (ou energia) negativa. Essa
¢ apenas uma terminologia, e na verdade os estados de energia negativa correspondem
a antiparticulas com energia positiva — a anergia das particulas e antiparticulas sao
positivas. Veja a discussao em [54, p. 61-62]. E interessante observar que a expansao
(2.60) considera ambos os casos, ou seja, consiste em uma superposi¢ao dos estados de
particulas e antiparticulas. Como estamos lidando com um campo escalar real o operador

a,(al) refere-se tanto a particulas como antiparticulas [54].
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Em termos praticos, no espago-tempo plano, o fato de que as componentes do
tensor métrico (g,, = 7,,) independem das coordenadas nos proporciona a oportunidade
de resolver a equacao de Klein-Gordon de maneira direta, pelo método da separacao
separaveis. Entretanto, no caso do espago-tempo curvo essa facilidade nao esta a nossa
disposigao, pois de maneira geral g,, depende das coordenadas, logo as solugoes para
(2.98) podem nao concordar com a estrutura (2.109) e, consequentemente, nao satisfazer

(2.110). Para métricas que satisfazem as condigoes [63]

9o =0 (2.111a)
¢ 0
g,U«l/
2 — 0 2.111b
at Y ( )

é possivel estabelecer um conjunto de modos ortonormalizados com a forma (2.109) e
que, portanto, satisfazem imediatamente a condi¢ao (2.110). As relagoes (2.111) mostram
que a métrica é independente do tempo e nesse caso dizemos que a mesma define um
espago-tempo estatico. Podemos facilmente interpretar cada uma das condigoes (2.111).
A Eq. (2.111a) expressa a exigéncia de que a coordenada temporal nao se misture com
as demais coordenadas espaciais, enquanto que (2.111b) impde que as componentes do

tensor métrico devem ser independentes do tempo.
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3 Funcoes de Wightman de frequéncia posi-

tiva para o campo escalar sem massa

Um elemento fundamental para os calculos do valor esperado no estado de vacuo
(VEV) de alguns observéveis fisicos é a fungdo de Wightman de frequéncia positiva
(FWFP). Com o seu auxilio podemos obter quantidades como o VEV do operador campo
ao quadrado, (($?), tensor energia-momento, <TW), e o VEV para a dispersao de velocidades
de uma particula pontual interagindo com um campo escalar (real) sem massa, como
veremos nos Capitulos 4, 5 e 6. Tendo em vista a sua relevancia e frequente utilizacao no
presente trabalho, a seguir, faremos uma breve revisao sobre essa quantidade. Também,
vamos calcular as expressoes para a FWFP em situagoes particulares, as quais sao definidas
pela implementacao de diferentes configuracoes, como geometrias nao triviais e condi¢oes
de contorno. Embora seja uma discussao técnica, esse capitulo se justifica na proposta
de construir um texto continuo e autocontido no tocante a todos os elementos que sao
necessarios para as discussoes posteriores. Desde ja, enfatizamos que nao é nosso objetivo
revisar toda a teoria das fungdes de Green, mas dar um enfoque maior para uma delas em

particular: a FWFP. Maiores detalhes podem ser encontrados nas referéncias citadas ao

longo do texto.

3.1 Definicoes e expressoes gerais

Na Teoria Quantica de Campos é bem conhecido o fato de que o valor esperado
no estado de vacuo (VEV) para o produto de um ntmero arbitrario de operadores de
campo pode ser reduzido e identificado como fungoes de Green [61]. Especificamente,
quantidades como (0|@1$2|0) ou, de maneira geral, (0192 ... $P,|0), estdo relacionadas
a fungoes de Green. Em virtude do constante surgimento no decorrer desse trabalho,
uma funcao de Green particular que estaremos interessados é a funcao de Wightman de

frequéncia positiva (FWFP), a qual é definida pela expressao

W (z,2') = (0]p(x)$()|0), (3.1)

onde ¢(x) e $(z’) sao dois operadores de campo, construios conforme (2.60), para dois
pontos arbitrarios do espago-tempo, identificados pelas coordenadas z = (x,t) e 2’ = (x/,t).
Diferentes notagoes podem ser encontradas na literatura para representar as fungoes de
Wightman. Por exemplo, as Refs. [61, 67] usam o rétulo G, enquanto que a Ref. [70]
utiliza a notagdo W. Por questdes de conveniéncia utilizaremos ao longo deste trabalho a
representacao W, além de que nas se¢Oes seguintes o sobrescrito “ 4+ 7 serd omitido a fim

de simplificar a notacao, deixando implicita a sua presenca.
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Utilizando a expansao (2.60) para os operadores de campo em (3.1), podemos
reescrever a expressao para W1 em termos dos modos ¢,. Entao, apds a distribuicao dos

termos, encontramos que

W+(x’ a') = Z<0|[dada’9@a(x)9@a’ (') + &U&L"PU(I)%OZ’ (z)

o0’

+ Al oy (1) 0o (x) + alal, ok (x) s (2)]]0). (3.2)

Os modos ¢, () em (3.2) podem ser permutados com os operadores e os valores
esperados (0] ...]0), sem quaisquer efeitos sobre os resultados, uma vez que sao fungdes
escalares. Além disso, observando as dlgebras dos operadores de criagdo a! e aniquilacio

i, expostas em (2.63), nota-se que

(0lasal,|0) = (Olag|1e) = Soo, (3.3a)
(0lafas|0) = (0]af (0)]0) = 0 (3.3b)
(0]agas|0) = (0]ajaf]0) = 0. (3.3¢)

Portanto, utilizando os resultados (3.3) em (3.2), obtemos a expressao que é tipicamente

apresenta na literatura para a FWFP, isto é,
W (z,2") =) wo(2)¢s (). (3.4)

O simbolo de soma na Eq. (3.4), como sabemos, corresponde a uma notagao representativa
que nos instrui a somar sobre todos os niimeros quanticos o da solucao, podendo representar
tanto integrais, se o indice for continuo, como somatorias, se o indice for discreto — confira

novamente a Eq. (2.61).

A importancia que a FWFP possui no célculo do VEV dos observaveis também
pode ser exemplificada observando a conexao que a mesma possui com outras fungoes de
Green bem conhecidas da teoria quantica de campos. A Tabela 2 retine algumas destas
expressoes, as quais exibem a relagao particular que a FWFP possui com outras fungoes
de Green. Em termos praticos, tais relacdes nos mostram que, uma vez encontrada a
expressao para W (z, 2'), podemos obter indiretamente outras fungoes de Green desejadas

utilizando as expressoes convenientes expostas na Tabela 2.

E instrutivo observar que a quantidade W+ também pode ser pensada como uma
soma de amplitudes no espaco dos momentos. Esse raciocinio encontra suporte em uma
possivel interpretacao que as fungoes de Green possuem, que é a equivaléncia com o
propagador de particulas em mecanica quantica — para mais detalhes sobre o assunto veja,

por exemplo, os Capitulos 16 e 17 da Ref. [54]. Resumidamente, o propagador nos informa
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Tabela 2 — Relacio entre a FWFP W (z, 2’) para o campo escalar e outras funcdes de Green da
teoria quantica de campos.

FWF negativa W~ W= = (WH)*

Funcao de Hadamard G G = 2Re(W™)

Funcao de Green retardada G, G, = =20(t — ) Im(W™)

Funcao de Green avangada G, Gy =20(t —t)Im(W™)

Funcdo de Green de Feynman Gr Gp = i{0(t — t")[WH] — 0t — t)[W']*}

Legenda: Por simplicidade a dependéncia das fung¢bes com as coordenadas de espaco-tempo
(x,2') foi omitida. Nas expressoes acima, as notagdes Re(z), Im(z) e z* significam que devemos
considerar a parte real, imaginaria e o complexo conjugado da quantidade z, respectivamente.
A funcdo 6(t) = 1 set > 0 e nula para t < 0. A sigla FWF na primeira linha corresponde a
expressao: “fun¢ao de Wightman de frequéncia” (positiva ou negativa). Fonte: construida pelo
autor com base nos resultados da Ref. [67, p. 82].

sobre a amplitude de transicao A correspondente ao processo de uma particula sair de
um estado inicial |x’,#') para um estado final |x,t) com ¢ > t'. Portanto, de acordo com
as leis da mecénica quantica, a amplitude desse processo é dada por A = (x,t|x’,t'), que
pode ser desenvolvida da seguinte forma:

A = (et 1) = Y (x o) (X, ]o))"

[

= D ¢o(@)ps(a) = Wi(z,2), (3.5)
onde a famosa relacao de completeza
> lo)ol =1
foi utilizada, para projetar o produto interno no espaco dos momentos o e, em seguida,
identificamos as solugoes (x,t|o) = ¢, (x), com a notagao quadrivetorial x = (x,t). Entao,
como estamos considerando o estado de vacuo, a Eq. (3.5) pode representar a amplitude

referente ao processo no qual uma particula é criada no estado de vacuo, no ponto 2/, e

posteriormente aniquilada, em um ponto z.

A partir da Eq. (3.4) indubitavelmente percebe-se que a dependéncia da FWFP
com os modos implica que diferentes solugoes para ¢, (z) produzem diferentes expressoes
para W (z,2"). Essencialmente, como veremos, a modificagdo estrutural das solugoes
ocorre como consequéncia das alteragoes na geometria ou topologia do espago, as quais
podem ser implementadas através de condicoes de contorno ou espacos-tempos nao triviais.
Em ambas as situacgoes a propagacao dos modos pelo espago ¢é distorcida. Na sequéncia,
vamos resolver a equagao de Klein-Gordon para o campo escalar sem massa em diferentes

situacoes e, em seguida, utilizar as solugoes normalizadas para construir as respectivas
FWFP através da Eq. (3.4).
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3.2 FWEFP no espaco-tempo cilindrico com corda césmica e condi-

cao quasiperiodica

3.2.1 Aspectos geométricos e modos normalizados

De acordo com a teoria do “Big bang” o Universo emergiu de uma fase inicial
extremamente densa e quente. A medida em que o Universo expandiu, sua temperatura
(assim como a densidade) diminuiu, permitindo a formacao de estruturas micro e ma-
croscopicas, como particulas, dtomos, estrelas, galdxias, etc [71]. Um remanescente desse
estado primordial que observamos atualmente é a radiacao césmica de fundo [47]. Aliada
ao mecanismo de quebra espontanea de simetria, as variagoes de temperatura, isto é,
transicoes de fase, pelas quais o Universo passou, podem ter gerado outras estruturas que
(em tese) possivelmente ainda estao presentes no Universo atual, como por exemplo, as

cordas cosmicas [72].

Um modelo simplificado de corda cdésmica assume que a mesma consiste em uma
linha com espessura zero capaz de gerar um campo suficientemente fraco, de modo que a
descrigdo matemaética pela gravidade linearizada é aplicavel [73]. Nessas aproximagoes, o

espago-tempo de uma corda cosmica paralela ao eixo z é descrito pelo elemento de linha
ds* = —c*dt* + dp* + p*d¢® + dz?, (3.6)

onde p > 0, z € [—00, +00] e a coordenada angular ¢ € [0, 27 /p|, com
p=(1—-4Gu)™ (3.7)

escrito em termos da constante gravitacional newtoniana GG e densidade linear de energia

i da corda césmica. Na aproximacao de campo fraco Gu << 1.

A expressao (3.6) possui uma estrutura semelhante a de um elemento de linha
para um espaco-tempo plano em coordenadas cilindricas. Entretanto, de acordo com a
Eq. (3.7), o espaco-tempo nao é verdadeiramente cilindrico, uma vez que a coordenada ¢
possui um défice angular de 8wG i, o qual revela a presencga da corda césmica. Em outras
palavras, a manifestacdo da corda, bem como seus efeitos, estao codificados no parametro
Gu [73, 74].

Na vizinhancga da corda césmica o espaco-tempo é localmente plano, mas do ponto
de vista global dizemos que o espago-tempo é conico [74]. Uma imagem geométrica desse
aspecto esta exposta na Figura 7, em que apds a remogao do arco 8mGp do plano polar

usual (27) as faces de corte sdo unidas para formar a geometria de espago-tempo conica.

Apés a simula geométrica realiza acima, vamos resolver a equagao de Klein-Gordon
para um campo escalar sem massa (2.103) em (3+1) dimensoes, minimamente acoplado

(¢ = 0), no espago-tempo cilindrico com a presenga da corda cosmica, isto é, considerando
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Figura 7 — Origem do espago-tempo globalmente conico pela remocao do défice angular induzido
pela presenca de uma corda cosmica.

(a) # — (b) ? = (¢ #
E87T,U,G

Legenda: Em (a) encontra-se a representacao usual do espago cilindrico, no qual p > 0, z =
[—00, +00] e ¢* = [0,27]. Apds a remogao do arco 87Gu e juncao das faces de corte u, conforme
mostrado em (b), o plano circular é convertido em um cone, segundo a ilustracao (c). Fonte:
produzido pelo autor com base na referéncia [74].

o elemento de linha (3.6). De acordo com as Eqgs. (2.103), (2.100) e (3.6), devemos resolver

a equacao diferencial

1d [ dp 1 d?0 d*¢ 1d%

=\ P S T T 2 (3.8)
pdp \' dp p*do dz cg dt

Por motivos que serao esclarecidos no Capitulo 4, vamos manter explicitamente a velocidade

da luz em nossas expressoes, além de utilizar o rétulo ¢y para essa quantidade.

Em virtude da auséncia de termos cruzados em (3.8) podemos admitir o ansatz de

solugoes separaveis

p(x) =T R(p)(9)Z(2), (3.9)

que permite isolar a dependéncia de cada variavel em membros distintos. Logo, a substi-

tuigao de (3.9) em (3.8) nos fornece como resultado:

1dfdrRy 1d¢ 1&2 1 &T
Rpdp \"dp ) T®p2de? T Zd2 T TR dir

(3.10)

A Eq. (3.10) mostra uma relagao entre quatro equagoes diferenciais com variaveis
distintas e independentes, porém vinculadas. Para que essa relagdo seja possivel, cada
equagao diferencial deve ser igual a uma constante de separagao particular. Portanto,

admitindo diferentes constantes de separacdo, constatamos que
T(t)®(¢)Z(z) = Ne~witikootikez (3.11)
e que a fungdo R obedece a equacao diferencial

#R  1dR k2
—+——+R< ——¢>=0, (3.12)

com s = lp e (> = (w/cy)?* — k2, onde ¢ representa uma constante de separacio associada a

parte R da solugdo. Na Eq. (3.11), N representa uma constante arbitraria. Os pardmetros
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w, ks e k. sao constantes de separacao, as quais nessa ordem sao identificadas como a

frequéncia e os momentos associados as coordenadas ¢ e z.

A estrutura da Eq. (3.12) corresponde a uma equagao diferencial de Bessel [59, 75],

que admite como solugoes as fungoes de Bessel de primeiro tipo
R(s) = R(£p) = Jy, (0p), (3.13)

com o momento |ky| correspondendo a ordem da fungdo. O médulo em (3.13) surge devido
a possibilidade de que a constante k, em (3.12) possa assumir valores negativos. Entao, a
partir das Egs. (3.9), (3.11) e (3.13), segue que

p(x) = Ne~™itkedtihzz 1 (£p) (3.14)

sdo as solugdes para (3.8).

No espago-tempo da corda céosmica a periodicidade da coordenada angular é tal
que dois pontos ¢ e ¢ + 2w /p coincidem. Aqui, vamos impor condigoes de contorno

quasiperiédicas sobre a solu¢ao ¢(x), as quais obedecem a relacdo matematica

. 9
ot p,d,2) = e 2Py (t, P, o+ ;, Z> : (3.15)

A variavel 8 é chamada de constante ou parametro de quasiperiodicidade e pode assumir
quaisquer valores dentro do intervalo 0 < 3 < 1. Os valores particulares 3 =0e = 1/2
recuperam as condi¢oes de contorno periddicas, ¢(t, p, ¢, z) = @(t, p, 7 + 27/p, ), e anti
periddicas, ¢(t, p, ¢, 2) = —@(t, p,m™ + 2w /p, z). Quando a solugao (3.14) é submetida a
condig¢ao (3.15), encontra-se que o momento relativo a coordenada ¢ deve satisfazer a

igualdade:
ks =p(m+ B),
com m inteiro. Note que k4 pode assumir valores nao inteiros. Portanto,

p(r) = Ne~witiptmtBotikz 1 o (Lp). (3.16)

A constante de normaliza¢do N em (3.16) pode ser obtida através da Eq. (2.102),
observando que dyp = —iw, dyp* = +iw e g = —p?. Ap6s as devidas simplificagdes,

encontramos que as solugdes normalizadas para (3.8) sdo

p6h62 —itwt+ip(m ik.z
goto) = (B ) TR ), .17

com (? = (w/cy)? — k? e o subscrito ¢ identificando o conjunto de ntimeros quanticos

associados a solugao, especificamente, o = (¢, m, k).
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3.2.2 FWFP para o campo escalar no espaco-tempo da corda césmica com

condicao quasiperiodica

Utilizando os modos (3.17) e a Eq. (3.4) podemos calcular a FWFP para o campo
escalar sem massa no espago-tempo cilindrico com a presenca de uma corda césmica,

sujeito a condigoes de contorno do tipo quasiperiddicas. Entao, observando que

i /;OO dk, /OOO de, (3.18)

m=—00

> =

temos que
hpCQ > Heo o ¢ —iw 1p(m % z
W= 2 /_oo de/O A= A AR ] 1 (€9) Ty 51 (C), (3.19)

Pazoes praticas foram definidas as quantidades At =t —t', Ao =¢p — ¢/, Az =2—7"¢
omitiu-se a dependéncia de W com as coordenadas no lado esquerdo da expressao.

As integrais em (3.19) podem ser calculadas de forma simples através dos resultados

3.325 e 6.633(2) da Ref. [75], cujas expressoes, nessa ordem, sao

o0 1
/0 dve 3% = 2\/?62\/% (3.20a)

00 1 o2 2
/o dzze=*""" J,(ax) ], (yz) = 27326_( e )L/ (;;) ) (3.20b)

com a,b, o,y > 0, Re(v) > —1, |Arg(s)|< 7/4 e I,(z) representando a fungao de Bessel

de argumento imaginario. Entao, desenvolvendo a Eq. (3.19) com o auxilio das relagoes

(3.20), encontramos que

hpCO C- ip(m & —Lx,
= 87T2pp’ Z el +f3)A¢/0 dxe 2e0 Ip|m+ﬁ|($), (3.21)

cuja varidvel de integragao = = pp’/2c3s* e definimos a quantidade
§=p*+p? + A% 4+ AT (3.22)

na qual A7 = iAt. Com o intuito de manter as discussdes compreensiveis e objetivas,
é importante descrevermos moderadamente os procedimentos matematicos que foram
utilizados entre as Eqgs. (3.19) e (3.21). Primeiro, utilizamos (3.20a) para desacoplar os
momentos reunidos na frequéncia w e separar as integrais em (3.19) para cada variavel.
Em seguida, a Eq. (3.20b) é aplicada para resolver a integral na varidvel ¢. Finalmente, a

integracao em k, é computada, observando sua estrutura de integral do tipo gaussiana.
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Podemos simplificar ainda mais a Eq. (3.21) utilizando o resultado [76, 77]

g(ﬁ7p, 5) = Z eipmAqst\erB\(S)

m=—0oQ

_ 1 Z 65 cos(%%fAdﬁ ei,@(?mw—pAd))

2

1 S
o7 20 3 [Ty (€. p. 5y, 20), (323)

Jj=-1

no qual o somatério em m no lado direito ¢ restrito a condicao

(3.24a)

_ {coshlpy(1 — B)] — cosh(ppy)e”#2¢Hm}
Hi(&p, 8,9, AG) = ) Teosh(py) — coslp(Bd 1] (3.24D)

Assim, identificando as varidveis correspondentes e substituindo a estrutura (3.23) na Eq.

(3.21), ap6s a solucao das integrais na variavel = e devidas simplificagoes, encontramos que

W(z,z') = RZ—

= e 0y L (8.p, AL y), (3.25)

3
8131 0 oy

onde definimos a fungao auxiliar

) {cosh[py(1 — B)] — cosh(ppy)eP2oHim}

1
F(B,p,A¢,y) = jeltm? : 3.26
( ) j_z_:l {cosh(py) — cos[p(A¢ + jm)]} (3:26)

juntamente com as quantidades
Om =0 — 2pp’ cos <2m7r - A(b) (3.27a)

p
e

oy = 0 + 2pp cosh(y). (3.27Db)

Recordando a defini¢ao de ¢ em (3.22), nota-se que as Eqs. (3.27) tém estruturas seme-

lhantes a separacoes de espago-tempo.

A Eq. (3.25) corresponde a FWFP para um campo escalar sem massa em um
espaco-tempo cilindrico, com a presenca de uma corda cosmica idealizada e sujeito a
condicoes de contorno quasiperiddicas. Esse resultado sera utilizado no Capitulo 4, quando
estivermos estudando o movimento Browniano Quantico induzido em uma geometria
efetiva, desenvolvida considerando um meio com desclinacao, que possui uma analogia

com o espaco-tempo das cordas coésmicas no contexto gravitacional.
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3.3 FWFP para o campo escalar sem massa em (3+1) dimensdes

unidimensionalmente confinado

3.3.1 Aspectos preliminares

A configuracao geral para este cenario consiste em um campo escalar ndo massivo
o(x) se propagando pelo espago-tempo de Minkowski em (3 + 1) dimensoes. Os modos do
campo estao limitados unidimensionalmente de duas formas distintas: (¢) por dois planos
paralelos perfeitamente refletores, situados sobre o eixo cartesiano z, e (i) confinados
mediante uma condicao de quasiperiodicidade na direcdo x, por um comprimento finito a.

Ambas as configuragdes estao ilustradas na Figura 8.

Figura 8 — Ilustracao das formas de confinamento estudadas para o campo escalar ndo massivo
em (3+1) dimensdes no espago-tempo de Minkowski.

4

Legenda: Na configuracdo (a) os modos do campo escalar ¢(z) referentes a componente x
estao confinados por dois planos paralelos (p) situados em z = 0 e x = a. No cendrio (b) a
componente x do campo escalar é compactificada em uma regido de comprimento finito a e
sua periodicidade é modificada por uma fase dependente do parametro 3, que é chamado de
constante de quasiperiodicidade. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

________ e

No caso dos planos paralelos, estaremos interessados em estudar quatro configu-
ragoes distintas que podem ser formadas utilizando as tipicas condigoes de contorno de

Dirichlet ¢ Neumann. Juntamente com suas estruturas matemaéticas, sao estas:

1. Condigoes puras de Dirichlet (D),

o(t, 2, Y, 2) om0 = ©(t, 2, Y, 2)|g=a = 0; (3.28a)

2. Condigoes puras de Neumann (N),

Op(t,x,y, z) o
lax] —0; (3.28b)

=0
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Figura 9 — Planos paralelos atuando como um filtro dos modos do campo, satisfazendo uma
condicdo de contorno particular de Dirichlet.

(N)

P

Legenda: Dois planos perfeitamente refletores p sdo sensiveis e intransponiveis para os modos
que satisfazem a condicdo de Dirichlet, (p(D), mas indiferentes para modos livres dessa condicéo,
por exemplo, satisfazendo condi¢oes de Neumann, go(N). Fonte: produzido pelo autor, 2024.

3. Condigoes mistas (M),
3.1 Dirichlet-Neumann (DN),

op(t,x,y, z
ot oma = 2222 (3.280
3.2 Neumann-Dirichlet(ND),
Oo(t
[W] = o(t, 2,9, 2)|aea = 0. (3.28)
Ox 0

Quando dizemos puras estamos nos referindo ao fato de que a condig¢ao em particular é

aplicada a ambos os planos.

De maneira geral, para os casos envolvendo condi¢oes de contorno de Dirichlet,
Neumann e Mistas, a configuracao do sistema serd sempre descrita pela ilustracao apresen-
tada na Figura 8a, porém cada uma das condi¢oes mencionadas implicara em mudancas
particulares inerentes de sua prépria natureza. Além disso, as condi¢bes de contorno
impostas sobre os planos podem ser interpretadas como filtros, que nos permitem sondar

como cada “tipo” de modo contribui para o resultado final.

Para fins de exemplo, considere a Figura 9. Se uma condicao de Dirichlet é utilizada
sobre um plano, todos os modos satisfazendo essa condicao de contorno, ¢, serao nulos
sobre a fronteira, em outras palavras, estao confinados na regiao de dimensao finita. Por
outro lado, embora as expressoes nao mostrem explicitamente, a presenca dos modos que
nao satisfazem a condicdo particular de Dirichlet estda implicita, por exemplo, aqueles

(N). Portanto, ™) est4 livre para deixar a regiao

satisfazendo condi¢des de Neumann, ¢
compacta, uma vez que nao obedece a condi¢ao de Dirichlet, ou seja, nao é filtrado
pela fronteira. Em sintese, as fronteiras tornam-se sensiveis apenas aos modos que sao

selecionados por cada condi¢ao de contorno.
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Outra possibilidade de realizar o confinamento do campo é através da implementacao
de condigdes periddicas, tais que p(z) = ¢(z + a), ou antiperiédicas, p(z) = —p(z + a),
onde a é o comprimento da compactificagdo. Aqui estaremos interessados em uma condicao
similar, mas com uma sutil modifica¢do, que se resume na introducao de uma fase na

condicao periddica, a saber,
o(x) = e 7Plp(x + a). (3.29)

Essa é a condigao de contorno quasiperiodica que apresentamos anteriormente, confira a
Eq. (3.15), mas agora implementada em um espago-tempo plano, com o parametro de

quasiperiodicidade 0 < 3 < 1.

A condigao quasiperiddica pode ser visualizada como um espaco-tempo compactifi-
cado na direcdo = e que possui uma topologia S', enquanto as demais coordenadas, v, z e
t, perfazem um espaco do tipo IR? - confira a Figura 8b para uma ilustracao. A implemen-
tagao da fase, através do parametro de quaisiperiodicidade 3, nos permite realizar uma
analise genérica, em que sdo contemplados tanto os casos particulares peridédico (8 = 0) e

antiperiédico (5 = 1/2) como situagdes nao triviais, em que ¢(z) # ¢(r + a).

Semelhante ao caso anterior iniciamos o problema resolvendo a equacao de Klein-
Gordon, que na ocasiao, isto é, para um campo escalar ndo massivo no espaco-tempo de
Minkowski, corresponde a Eq. (2.51) da Secao 2.2. Por uma questao de plena compreensao

vamos reproduzi-la novamente:

92
o(a) = (g~ V) ol =0, (330
cujas solugoes, como sabemos, sao as ondas planas
p(x) = Newrtilex, (3.31)

onde w = k|, k-x = k,x+k,y+k.z e N é a constante de normalizacao, obtida via condicao
(2.67) e (2.68a). Em termos gerais, para obter (3.31) seguimos a risca o método utilizado
na segao anterior. Assumimos solugbes separaveis p(z) = Q(x)R(y)S(z)T(t), o que nos
fornece um conjunto de quatro equacoes diferenciais de segunda ordem independentes, cujas
solugoes sao facilmente obtidas. Entao, o produto das solugoes particulares encontradas
compoe a Eq. (3.31), que representa os modos com frequéncia positiva para o campo

escalar sem massa.

Para todos os casos dessa subsecao a forma geral das solugdes corresponde a Eq.
(3.31). Além disso, muitos dos detalhes referentes aos calculos da fun¢ao de Wightman
para cada um destes casos sao compartilhados. Portanto, tendo em vista estas semelhancas,
para evitar a repeticdo, na sequéncia faremos em detalhes o caso das condi¢oes de Dirichlet,
enquanto que para os demais casos seremos um pouco mais objetivos nas passagens
semelhantes, obviamente, comentando os passos e indicando, se necessario, as leves

alteragoes nos desenvolvimentos.
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3.3.2 Condicdes de Dirichlet

Aplicando a condic¢ao de Dirichlet (3.28a) sobre as solugdes (3.31) e utilizando a

Eq. (2.67) para normalizé-las, nos permite encontrar que

1 ) ) .
o () = ————sin(k,x)e wnitikuytik:z 3.32

o(a) = g sin(lya) (3.32)
onde w? = k2 + k‘fj + k2, —00 < ky, k, < oo ek, =" (n=1,2,...). Note que a aplicagao
das condigoes de Dirichlet para os dois planos produziu uma mudanca estrutural na Eq.
(3.31) por meio da uma espécie de selegao ou filtragem dos modos, de tal maneira que
a componente x dos momentos tornou-se discreta. O subindice ¢ rotula o conjunto de

nimeros quanticos associados aos modos, isto é, o = (n, ky, k).

De posse dos modos, a FWFP associada sera dada pela Eq. (3.4) com o simbolo

da somatoria
s +o00 +o00
=3[ ak, [ k. (3.33)
= n—1—o0 —00

em virtude dos intervalos das varidveis de momento na Eq. (3.32). Assim,

1 efiwnAtJriﬁ-Af

o 400 +o00o
Wi = oy / dk, / dk, sin(k,) sin(kp2’) ————, (3.34)
mea n—1v— —00

Wn

onde foram definidas, convenientemente, as quantidades p'= k,§ + k.2, Al = Ayg + Azz,
At =(t—1t), Ay = (y—9') e Az = (2 — 2/). O indice superior no lado esquerdo foi

adicionado para identificar a condi¢ao de contorno particular.

A dupla integral na expressao anterior pode ser facilmente resolvida se as coor-
denadas de momento k, e k, sao tratadas engenhosamente como um espago abstrato
bidimensional do tipo polar. Utilizando esse artificio matematico podemos definir o raio
Pt = k; + k2%, tal que 0 < p < 0o, e em seguida estabelecer a correspondéncia entre os
elementos de area dk,dk, = dppdf, com o angulo polar 0 < 6 < 27. Veja a Figura 10 para

uma representagao desse espaco abstrato. Entao, com base nesse artificio e no resultado

2 .
/ 00 = onJ)(2), »€ RR, (3.35)
0
podemos escrever
WP = L /OO dppJo(pAl) i sin(k, ) sin(kna:')e_iwnm (3.36)
2ma Jo =1 Wn

onde Jy(z) é a fungao de Bessel de primeiro tipo [75].

Observando que a somatéria em (3.36) atua sobre uma func¢do com estrutura
genérica
efiwnAt

F(n) = sin(k,z) sin(k,z") : (3.37)

Wn,
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Figura 10 — Espago polar abstrato para as coordenadas de momento k, e k..

o)
©®
[ “Plano polar kykz ”]
a)
k. [pl=p2=k?+ k?
b i
Q : ':> dk, dk = pdpdf
0<p<Loo
/ 0 i 0<6<2x
\\2:][’/4 k
Fonte: produzido pelo autor, 2024.
podemos utilizar a férmula de Abel-Plana [78]
> F(+4ih) — F(—ih)]
F / dhF(h / ! , 3.38
2 F(n)=5F(0)+ ) +i @ 1) (3.38)

para converter a soma em integral. A grosso modo, o efeito que a Eq. (3.38) produz em
nossas expressoes € a conversao do indice discreto n em uma variavel continua h. Assim,
observando que F'(0) = 0, diante das Egs. (3.36), (3.37) e (3.38), encontramos que

/ —twn At
Wb = / dppJo(pAl) {/ dh sin (hm:) sin (hmz ) ¢
2ra a a Wn

+ i / dhsm (mm) sin <%) [6‘”*"}‘&& _ e_iw_mm] } (3.39)

(e?mh —1) Wik W—ih

Em virtude da relagiao entre as variaveis continuas p e h no interior das quantidades
W+in, 0 uso da formula de Abel-Plana exige uma atencao especial no segundo termo da Eq.
(3.39), no sentido de escolhermos a raiz correta para wi;,. Pode-se observar que
P2 — (%)2, para h < 22,
Wi = (3.40)
+1i ('”r) — p%, para h > 2.

a

Do ponto de vista matematico, esse detalhe é crucial, pois envolve uma mudanca de
comportamento das fungdes no integrando de (3.39). Note que na regiao 0 < h < 2* temos
win € IR, logo os fatores e™™+it = cos(Aw,) — i sin(Awy,) sdo fungdes senoidais, bem
comportadas e que oscilam entre valores finitos. Por outro lado, na regiao 2* < h < oo
temos que w;, € C e, consequentemente, e~ ™+ = e@tin = cosh(Awy,) £ sinh(Awiip),

que sao fungdes hiperbdlicas, cujo comportamento é divergente para grandes argumentos.

Diante das observagoes acima, a Eq. (3.40) mostra que no intervalo 0 < h < 2 a

contribui¢do proveniente do segundo termo em (3.39) é nula, pois havera um cancelamento



78 Capitulo 3. Fungoes de Wightman de frequéncia positiva para o campo escalar sem massa

entre as quantidades devido a diferenca de sinais. Entao, com base nessas observagoes

conclui-se que
w® = WP W) (3.41)
onde definimos

1 o9 e
wiP) = 27?2/0 dssin(sx) sin(sa:’)/o d,o\/m eIV T (pA) (3.42a)

(D) _ 1/00 A /OO sin(isx) sin(isz’) cosh(Aty/s2 — p?) o
W2 w2 Jo dppJO(p l) p ds (62as_1) /—82_p2 . (3 b)

A decomposicao acima é 1util tanto em um sentido pratico como para fins de clareza e

organizacao nos desenvolvimentos, pois permite desenvolver cada contribuicao separada-
mente, algo que faremos na sequéncia. Além disso, para o estabelecimento de ambas as
Egs. (3.42a) e (3.42b), introduzimos convenientemente a nova varidvel s = 22 visto que

tal procedimento simplifica as expressoes.

Na expressao de WgD) , a contribuicdo proveniente da integral em p pode ser

calculada com o auxilio do resultado [79, p. 203]

o0 x sin(bvz? + 22) 0 g2V
/o e Va2 4 22 {cos(b\/x2 + 22)} Joler) = {1} VR — b2 (3.43)

com Re(z) > 0e 0 < b < c,além da aplicagao da férmula de Euler e”* = cos(z) + i sin(z),
para decomposicao do termo exponencial. Seguidamente, a integracao em s é resolvida
por meio da relacao [75, p. 488]

2vzw
[+ (2 + 0] + (z —w)?]’

observando que 4zw = [y* + (z + w)?| — [7? + (¢ — w)?]. Portanto, identificando cada

/Ooo dxe " sin(zx) sin(wx) = (3.44)

quantidade na Eq. (3.42a) correspondente aos pardmetros livres nas relagoes (3.43) e
(3.44), apés alguma algebra, obtemos que
1 1 1
Wi = ( - > 3.45
4m2 \Ar2  AP2)’ (3.45)
onde foram definidas as separagoes Ar? = Az? + Ay? + Az? — At? e A2 = Az? + Ay? +
Az? — At? com Ar = (x — 2') e AT = (z + /).

D . . . . .
Para W) devemos ser cuidadosos com a permutacio das integrais em p e s, pois
2 )
observa-se que o limite inferior da integracao em s corresponde a variavel da integragao
sobre p. Simbolicamente, o integrando ¢ representado por uma funcao genérica de duas

variaveis f(p,s). Logo, utilizando a identidade [75, p. 608]

/dz/ dwf(z,w) = /dw/ dzf(z,w), (3.46)
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com A\ = 00, é possivel inverter a ordem das integrais em (3.42b) com seguranga. Note que
essa manipulacao coresponde a uma mudanca na regiao de integragdo. Entao, aplicando a

identidade (3.46), podemos escrever

Wi L sin(isy) sin(isy) / dppCOSh(AtW)Jo@Az)
ol S e
_ 1 oodssin(isx) sin(isz’) SiH(OéS)’ (3.47)
72 Jo (62as_1) o

com o = A2 — At? e Al? = Ay? + Az2%. Para estabelecer a segunda igualdade da equacio

acima utilizamos o resultado [79, p. 201]

w cos(by/v? — w?) sin(yvb% + ¢2)
| dw ey olew) = , (3.48)
VA2 —w? Vb2 + 2
com 7y > 0 e a equivaléncia cos(iw) = cosh(w).
Diante da identidade trigonométrica
2sin(isz)sin(isz’) = cosh(sAz) — cosh(sAz), (3.49)

D o e~ . .
observa-se que Wg ) pode ser dividida em duas contribuic¢oes, as quais sao facilmente

resolvidas através da relagdo [75, p. 523]

sin(Aw) cosh(fw) ~ —A ks sinh (M)
/ dw (evw — 1) 2(A42 4 B2) - 2y [cosh (%) Wcos (2“5)} (350)

v

tal que Re(y) > |Re(p)|. Portanto, a partir das Eqs. (3.47), (3.49) e (3.50)

(D)
1 { sinh (72) B sinh (72) } (350

Srace | oo (2 —con (2] st (22) — o (227

onde Wi ¢ dado pela Eq. (3.45).

Considerando os resultados obtidos para WED) e WéD), respectivamente, Eqs. (3.45)

e (3.51), de acordo com (3.41) encontramos que a FWFP sera

W) _ 1 { sinh (%) B sinh (%) } ' (3.52)

8mac [cosh (%) cos (”ﬁx)} [COSh (%) cos (Mm)}

Tomando o = 27 na identidade [75, p.48]

S w e sinh(e) + ¢ sinh[y(2r — o)
":z‘:oo (=B +77 v [cosh(27y) — cos(273)] (3:53)

e identificando v = «/2a e = Ax/2a encontramos, por exemplo, que o primeiro termo

no lado direito da Eq. (3.52) pode ser reescrito da seguinte forma:

sinh (%) _ 2aa & 1
[cosh (%) — cos (“Axﬂ o n;oo [(Az — 2an)* + a?]

(3.54)
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O mesmo se aplica para o segundo termo de wP ), mas na ocasiao = Az/2a, o que

corresponde a fazermos a troca Az — AZ no resultado (3.54).

Diante da equivaléncia exposta em (3.54), encontramos que a FWFP para condigoes

de Dirichlet sera dada por

1 =
W) (z, 2') = y n:z_:oo [fu(Ar) — fo(AT)], (3.55)
com
1
Jl&r) = (Az — 2an)? + Ay? + Az? — At? (3:562)
e

1

JulB7) = (AZ — 2an)? + Ay? + Az? — A2’

(3.56b)

Antes de prosseguir para o préximo caso vamos fazer alguns comentarios sobre a
solucao obtida para w® (x,2"). Uma possivel questao sobre a forma final em que deixamos
a FWFP para as condigoes de Dirichlet é: por que optamos por (3.55), a qual inclui uma
operacao de soma infinita, ao invés da Eq. (3.52), que nao possui a somatéria? Embora
(3.52) seja um expressao legitima para W®) | a razio da escolha se deve ao fato de que,
para nossos propdsitos, a estrutura de (3.55) é preferivel, pois permite extrair diretamente
a contribuigao divergente de nossas expressoes. De fato, note que a contribuigao ﬁ fo(Ar),
que representa a FWFP para o espaco-tempo de Minkowski, é divergente no limite de
coincidéncia, r — 2/, enquanto que os demais termos na Eq. (3.55) sdo finitos. Por
exemplo, o termo ﬁ fo(AT), que representa a contribuigdo de um tnico plano em = = 0, é
regular no limite de coincidéncia. Assim, uma vez que em TQC os infinitos sdo comuns,
e precisao ser removidos, mediante um processo de renormalizacdo, a Eq. (3.55) nos
permite fazer isso de uma forma direta e consistente, pois a identificacao da divergéncia
¢ imediatamente compreendida ser devido ao termo de Minkowski, que por sua vez é

facilmente identificado.

3.3.3 Condicées de Neumann

Considerando a condigdo de Neumann (3.28b) para as solugoes (3.31), encontramos

que os modos normalizados via Eq. (2.67) sao dados por
0o (1) = ¢ cos(kyx)e wnttikyytikez, (3.57)

com as frequéncias w; =k + k2 + k2, k, =" (n=0,1,2,...) e as constantes

L
ep = { VO AWy (3.58)
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Semelhante ao caso anterior, o conjunto de niimeros quanticos associados aos modos (3.57)
¢ definido por o = (n, k,, k,). Contudo, note que nessa ocasiao a estrutura da solucao
geral ¢, (x) considera apenas os modos pares na componente x. Também, percebe-se que

existe uma distin¢ao entre a constante de normalizacao ¢, paran=0en > 1.

Em paralelo ao que foi desenvolvido no caso anterior, para obter a FWFP referente
as condigoes de Neumann, iniciamos substituindo os modos (3.57) na relagao geral (3.4),

com o simbolo de soma
0 400 +o00
S= [ dk [ k.
- n=0’/—© —00

Entao, apds uma organizacao dos termos, encontramos

N 1 9] +o0 +o0 e—iwnAt—i-ikyAy-i—ik’zAz
WM = yo= ch;/ dky/ dk. cos(k,z) cos(k,z") . (3.59)
T™a —00 —00

Wn

com ¢,_o =1/2 e c;5; = 1. Além disso, a identidade trigonométrica
cos(k,z) cos(kpx') = cos(k,Az) + sin(k,z) sin(k,z") (3.60)
nos permite escrever para (3.59) a seguinte decomposigao:
W = Wi 4 w®) (3.61)

com

1 00 +oo +oo —iwn At+iky Ay+ik. Az
W= Y / dk, / dk, cos(knAT) S (3.62)
mea n—0 —00 —00

Wn

e WP dada pela Eq. (3.55) ou, de maneira equivalente, por (3.52). A origem da
contribuicao de Dirichlet W) em (3.61) é uma consequéncia do segundo termo no lado

direito da identidade (3.60) aliada ao fato de que para n = 0 temos cj»; = 1 e sin(k,x) = 0.

Poderiamos seguir um caminho similar ao que foi adotado no caso de Dirichlet,
porém uma alternativa mais viavel e econdmica para a solugao da Eq. (3.62), em termos

de calculos matematicos, consiste no uso da identidade

—wnAT 2 © 2.2 Ar?
R A 3.63
P ) A (363

a qual pode ser deduzida a partir da Eq. (3.20a).

e

A principio, o uso da identidade (3.63) em (3.62) pode parecer inconveniente, visto
que introduz mais uma integracao na féormula de WgN). Entretanto, a sua implementacao
nos permite desacoplar os momentos de maneira que as integrais nas varidveis k, e k,
sao computadas separadamente como simples integracoes gaussianas. Entao, diante do

exposto, a expressao resultante sera

1 1 0 A_ TAT
Wi = l + ) cos <mr w) e (5 )n] ;
n=1

- 2maa |2 a



82 Capitulo 3. Fungoes de Wightman de frequéncia positiva para o campo escalar sem massa

que através da relagao [75, p. 51]

sinh(w)
[cosh(w) — cos(z)]

142 cos(nz)e ™ =

n=1

Y

com w > 0, pode ser escrita na forma

1 sinh (=2 )
 Arac [cosh (%) — COS (%)} '

wiM (3.64)

Em vista da relacao (3.61) e dos resultados (3.52) e (3.64), a FWFP para o campo

escalar sem massa sujeito as condi¢oes de Neumann sera dada por

—+00

S [falAr) + fu(AT)]. (3.65)

n=—oo

, 1

W) (x,2") = i
As fungoes auxiliares f,,(Ar) e f,(A7) estdao definidas nas Eqgs. (3.56a) e (3.56b). Nova-
mente temos a presenca de uma somatoéria com intervalos infinitos na expressao para a
funcao de Wightman. Essa soma esta associada a reflexao infinita dos modos entre os
planos situados na diregao x [61], conforme ilustrado pela Figura 8a. Observando as Egs.
(3.55) e (3.65) nota-se que a mudanca entre os casos de Dirichlet e Neumann ocorre apenas

por um sinal no segundo termo das expressoes.

3.3.4 Condicbes Mistas

No caso em que as condigoes mistas do tipo Dirichlet-Neumann (3.28¢) sao aplicadas

as solugoes (3.31), encontramos que

1 o

o(2) = ———sin(k,x)e wnttikuytikaz 3.66
0o(2) = g sin(l,2) (3.66)
com as frequéncias dadas pela estrutura usual w = |k| e 0 momento na diregao confinada
agora definido por &k, = (2n+1)5-, com n = {0,1,2,...}. Além disso, note que as solugdes

ja estao devidamente nomalizadas conforme a condigao (2.67).

A fungao de Wightman associada as solugoes (3.66) serd obtida através da expressao

geral (3.4) com

s +o00 +o00
S=3 ) an [ an. (3.67)
e n—0 ’ —0 —00

Observando as Eqgs. (3.66) e (3.32) nota-se certa similaridade estrutural entre ambas as
expressoes e que, portanto, muito do desenvolvimento de (3.66) serd analogo ao que foi
explicitado para (3.32) na Segdo 3.3.2. Logo, para evitar uma repetigao excessiva, seremos

mais diretos quanto as passagens similares. Seguindo os mesmos passos, encontramos que
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a funcdo de Wightman serd, em forma de expressao, igual a Eq. (3.36), mas com a soma

sobre os numeros quanticos definida pela Eq. (3.67), ou seja,

efiwnAt

WPN — / dppJo(pAl) Zsm (kpx) sin(kpx") (3.68)

21a =0 Wn

Diante da estrutura que o momento na direcao confinada assume no presente caso,
kn = (2n 4+ 1), torna-se conveniente utilizarmos uma versao alternativa da férmula de

Abel-Plana (3.38), a qual também pode ser expressa da seguinte maneira [78]:

F(+ih) — F(—ih)]

ZF<n+ ) | anEm) —i [ an! T (3.69)

Portanto, com a relagao apresentada acima seremos capazes de converter o somatorio

presente na Eq. (3.68) em integrais definidas. Apds realizarmos algumas simplificagoes,

todas semelhantes as que ja temos comentado até entao, é possivel mostra que
WON = WP WP (3.70)

com WSDN) = WgD) e

1 /OO sin(isz) sin(isz’) sin(as)
0

WPN =
(e2as + 1) a

(3.71)

7T2

A Eq. (3.70) é consequéncia direta do uso das Egs. (3.68) e (3.69), enquanto que (3.71)
¢ estabelecida com o auxilio das relagoes (3.40), (3.46) e (3.48), além da redefini¢ao de

varidvel s = . Note que as Eqgs. (3.47) e (3.71) diferem por um sinal no denominador.

Para resolver a integragao em (3.71) utilizamos novamente a identidade trigonomé-
trica (3.49) e a relagao [75, p. 523]

o sin(Aw)cosh(Bw) A o sinh (%) cos (%)
/0 e (e +1) C2(A2+ 82 v [cosh( QA) — oS 2%)} ’ (3.72)

tal que Re(y) > |Re(f)|. Logo, identificando as quantidades A = o, 7 = 2a ¢ f = (Az, AZ),

encontramos que

WéDN) _ WgDN)
1 sinh (%) cos (AQ‘Z”) sinh ( ) cos (Aza“> }
Ax - TAZ ’ (373>
{ [cosh (%) — cos (”T)] [COSh (7) — Cos (T)}

Por fim, escolhendo ¢ = 7 na identidade (3.53) é possivel mostrar, por exemplo,

que vale a seguinte igualdade:

sinh ( ) oS (”Ax) (—=1)n
[cosh <7> cos (”A’f)} n_z,:oo Az — 2an)? + a2’ (3.74)
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Consequentemente, a partir das Eq. (3.70), (3.73) e (3.74), encontramos que

+oo

> ()" [falAr) — fu(AD)]. (3.75)

n=—oo

1
WO, a) =
T

As funcoes f,(Ar) e f,(Ar) ja foram definidas anteriormente em (3.56). Essa é a FWFP
para um campo escalar sem massa no espaco-tempo de Minkowski, na presenca de dois

planos refletores, sujeito a condigoes de contorno mistas do tipo Dirichlet-Neumann.

Para a configuragdo mista do tipo Neumann-Dirichlet (ND) os modos (3.31) re-
sultantes da aplicagdo das condig¢oes de contorno (3.28d), devidamente normalizados por
(2.67), sao

1
SOO'(J;) = /471'20,&]”

Na equacao acima tanto as frequéncias w, como os momentos (ky,, k,, k.) sdo iguais as

cos(ky,x) e inttikyytikzz (3.76)

defini¢des da condi¢ao DN.

A distingao entre os modos DN (3.66) e ND (3.76) produzird algumas distingdes sutis
nos resultados da FWFP (3.75), porém a metodologia utilizada na solu¢ao é semelhante aos
casos anteriores e, portanto, vamos apenas descrever o processo ordenadamente. Primeiro,
utilizamos coordenadas do tipo polares para resolver as integrais em £, e k., seguido pelo
uso do resultado (3.35). Segundo, em virtude da estrutura dos momentos discretos, ainda
podemos utilizar a férmula de Abel-Plana (3.69) para eliminar o somatério. Apds essas
duas etapas de calculos mais o uso da identidade (3.40), encontramos que a FWFP para

as condi¢oes ND assume a forma

WP = Wit Wi, (3.77)
onde
WiND) ! /oo cos(sx) cos(sz')e**
2m2a Jo
1 1 1
= 3.78
472 <Ar2 * Af2> (3.78)
e
WD) _ 1 /00 cos(isz) cos(isz’) sin(ozs)' (3.79)
72 Jo (e2as + 1) o

Quanto a contribuicao do termo WgND) exposta em (3.78), para determinar a primeira
igualdade utilizamos o resultado (3.43), que pode ser escrito conforme a segunda igualdade

através da relacdo [75, p. 488]

V(" + 2+ w?)
[+ (z+w?][y? + (2 —w)?]

/Oo dxe 7" cos(zx) cos(wzx) =
0
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A parcela WgND), proveniente do segundo fator na férmula de Abel-Plana, assume
a forma (3.79) ap6s utilizamos a identidade (3.46) que, consequentemente, nos permite

fazer o uso da relagao (3.48). Diante da identidade trigonométrica
2 cos(isx) cos(isz’) = cosh(sAzx) + cosh(sAx)

e da relagdo (3.72), apés a identificacdo dos pardmetros correspondentes em cada expressao,

encontramos

WgND) _ _WgND)

L[ (e () b ()eos(3) |
| o (52) = con (=2)] " [rosh () —eon (227 f o5

Finalmente, a partir das Eqgs. (3.77), (3.78) e (3.80), encontramos que a FWFP

para o campo escalar ndo massivo com condigdes mistas do tipo ND (3.28d) serd dada

pela expresao

WO, o) = L 5% (1) (M) + £,(A7). (3.51)

A2 —
Todas as quantidades na expressdo acima j4 foram definidas anteriormente. E interessante
notar o paralelismo que existe entre as expressoes para a FWFP com condig¢oes de Dirichlet,
Neumann, Dirichlet-Neumann e Neumann-Dirichlet. Assim como nos casos de condig¢oes
puras de Dirichlet e Neumann, os casos mistos Dirichlet-Neumann e Neumann-Dirichlet

diferem por um sinal entre suas estruturas particulares.

3.3.5 Construcao genérica para a FWFP-DNM

Nas prévias subsecoes obtivemos expressoes particulares para a FWFEP relativa a
um campo escalar sem massa confinado unidimensionalmente por dois planos, separados
por uma distancia fixa no espaco-tempo de Minkowski — confira novamente a Figura 8a
para uma imagem desse sistema. A partir dos resultados finais, a saber, Eqs. (3.55), (3.65),
(3.75) e (3.81), observamos que todas as expressoes possuem uma estrutura similar e que
dependem das fungoes da separagao espacial f,(Ar) e f,(A7), Egs. (3.56a) e (3.56b),
respectivamente. Além disso, todas elas possuem um coeficiente multiplicativo a frente
das quantidades f, que pode ser fixo ou variavel. Os coeficientes fixos ocorrem para os
casos de Dirichlet e Neumann, os quais sao +1 e ambos independentes dos valores de n.
Por outro lado, no caso das condigoes mistas (DN ou ND) existe uma dependéncia dos
coeficientes com o indice discreto n, especificamente na forma (—1)", o qual muda de sinal

para valores pares ou impares de n.

Tendo em vista as observacgoes acima, por construcao, podemos definir uma FWFP

que retune todas as trés condi¢oes de contorno. Em outra palavras, podemos organizar os
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resultados W(D), W(N), WPN 6 WD) 6 uma tnica expressao matematica, a saber,

WOo) = 5 35 hg(an + 80 ,(87)]. (3.2

onde definimos convenientemente os coeficientes

70 = AP, A0, PN, AP = 41, 41, (1), (1)) (3.83a)
€
00 = [8(, 60, 6PN gNPI| = [—1,+1, (=)™ (=1)"] . (3.83b)

A partir de agora vamos rotular a equagao acima como FWFP-DNM em virtude
dos resultados que ela reune. Em termos praticos, a expressao acima é muito util no sentido
de que operagoes temporais e espaciais sobre a mesma, como por exemplo, integracoes ou
derivadas, atuam exclusivamente sobre as fungoes f,,. Portanto, observaveis que dependem
da FWFP-DNM podem ser estudados para trés condigoes distintas de uma tnica vez com
a selecdo apropriada dos coeficients v\ e 6. E importante enfatizar que a estrura acima

é referente ao espago-tempo plano.

3.3.6 Condicao quasiperiddica

Aplicando a condigao de quasiperiodicidade (3.29) para as solugdes (3.31), encon-
tramos que os modos devidamente normalizados via relagao (2.67) sdo dados por
()= =
o(1) = —=—
7 V8mlaw,

com as autofrequéncias w) = kj + k. + k2, —o0 < ky k. < oo ek, = M tal que

efzwnt+lknx+lkyy+lkzz’ (384)

n ={0,£1,4+2,...}. Analogamente aos casos anteriores, o conjunto de niimeros quanticos

¢ constituido por um indice discreto (n) e dois indices continuos (k,, k. ), especificamente,

o= (n,ky, k).

Substituindo (3.84) em (3.4) vamos encontrar a fungao de Wightman referente a
condi¢ao quasiperididica. Novamente, podemos utilizar o artificio das coordenadas polares
para resolver as integrais nas variaveis de momento k, e k., além do resultado (3.35), de

maneira que ao final encontramos

—twn At+ikn Ax

4m Z / dpp~—————Jo(pAl).

n=—oo

Através da férmula de Euler para a exponencial complexa e o resultado (3.43), podemos

resolver a integracao na variavel p, de tal forma que

Z ezkn Ax— a|kn

n=—0oo
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O modulo no momento discreto é uma consequéncia direta das restrigoes que acompanham
o expressao (3.43). Semelhante aos casos anteriores, um indice superior () foi adicionado
no lado esquerdo das expressdes para identificar a funcao de Wightman associada a

condicao de contorno em questao.

Observando que |k,| = +k, para n = [0, +00] e |k,| = —k, para n = [—o0, —1],
com a ajuda de um software de manipulagao algébrica, apds algumas simplificagoes é

possivel mostrar que

1 {sinhfa (1 — B)]e¥ 4+ sinh(a, B)eSe (D )

W(ﬂ) —
ATac [cosh(ay) — cos(Az,)] ’

(3.85)

onde por praticidade na notacdo definiram-se as quantidades a, = ¢ e Az, = 28z

a a
A equacao anterior possui uma semelhanca estrutural notavel quando comparada
com a identidade (3.53). Fazendo uma correspondéncia entre as respectivas grandezas

nestas duas expressoes, isto é, Egs. (3.53) e (3.85), obtemos que

1 = -
W (z,2") = 12 > ePPrig, (Ar) (3.86)

n=-—00
com

1
(Az — 2an)? + Ay? + Az? — At

gn(AT) = (3.87)

A Eq. (3.86) corresponde a FWFP para um campo escalar sem massa submetido a uma
condi¢ao de quasiperiodicidade, Eq. (3.29), cujo efeito total sobre as solugoes é impor uma
compactificacdo na coordenada espacial x, por um comprimento fixo a, além de alterar a

periodicidade do campo por um fator de fase entre as solugoes.

3.4 FWEFP para o campo escalar no universo de Einstein

3.4.1 Alguns aspectos geométricos

Cosmologia é uma ciéncia que busca a compreensao do universo em larga escala,
isto é, em dimensoes da ordem de 10? anos luz. Além disso, é um ramo da Fisica que
tem evoluido significativamente nas recentes décadas devido aos avancgos tecnologicos,
viabilizando a construgdo de novos instrumentos e o desenvolvimento de métodos cada vez
mais precisos e sofisticados para a observacao do universo, além de seus constituintes e
fendmenos. Brevemente falando, para descrever o Universo a cosmologia parte de algumas
consideragoes sobre o Universo em larga escala: (i) a dominancia da forga da gravidade;
(74) o Universo e suas estruturas em larga escalar sao tratados como um fluido (césmico)
perfeito; e (iii) o Universo é visto ser aproximadamente homogéneo e isotropico. Vale

ressaltar que, todas essas questoes estao relacionadas a fatos constados observacionalmente,
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a saber, a expansao acelerada do universo, a radiagao césmica de fundo e a distribuicao
de aglomerados de galdxias [47]. Todas essas informagoes, isto é, expansao acelerada,

isotropia e homogeneidade, estao essencialmente codificadas no elemento de linha

ds? = Adt? — de?, (3.88)
com
2 2 dr? 21 192 .9 2
dv® = a*(t) Tz " [dO° + sin“(0)d¢”] ¢ . (3.89)

A Eq. (3.88) é conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
e a(t) é uma func¢ao do tempo real, chamada de fator de escala, o qual determina a forma
da expansao acelerada do Universo. Essa é a métrica padrao da cosmologia. Na Eq.
(3.89), a variavel k é denominada de pardmetro de curvatura e pode assumir trés valores
especificos, k = (—1,0,+1), os quais caracterizam diferentes geometrias e topologias para
o espago-tempo, mas todos igualmente isotrépicos e homogéneos [47, 48]. Na sequéncia,
por questoes de objetividade e proposito, estaremos interessados no caso particular £ = +1
e vamos apresentar brevemente algumas de suas principais propriedades geométricas, que
serao uteis no sentido de estimular os raciocinios de analogia apresentados posteriormente.
A discussao abaixo pode ser encontrada em varios livros texto, como por exemplo nas

Refs. [71], [80] e [81], sobre as quais nos baseamos fundamentalmente.

Tomando k& = +1 na Eq. (3.89) percebemos a existéncia de uma singularidade
para o ponto r = 1. Entao, a fim de contornar esse problema, é conveniente admitir a
transformacao de coordenada r = sin(v), de modo que dr = cos(v))dy e cos®()) = 1 — r?.
Portanto, nesse novo sistema da coordenadas (x, 6, ¢), a secdo espacial dz? do elemento de

linha (3.88) sera dado pela expressao
de? = a®(t) {dx2 + sin? () [d6* + sin2(9)d¢2]} : (3.90)

O universo de Einstein é caracterizado pelo elemento de linha (3.88) com a segao espacial
definida pela Eq. (3.90). A fim de analisar algumas propriedades geométricas referentes ao
triespago (3.90) vamos nos concentrar sobre uma hipersuperficie definida por um instante
de tempo constante arbitrario ¢y, de modo que a(t = () possui um valor constante, o qual

rotulamos por ag.

Uma primeira observagao que pode ser feita sobre o triespago (3.90) é que este
corresponde a uma estrutura de espaco-tempo fechado ou compacto. De fato, para o
conjunto de coordenadas utilizado em (3.89), especificamente {dr} = {0 <r < oo; 0 <
0 <m; 0<¢ <27}, o espago-tempo corresponde ao FLRW usual. Por outro lado, apds a
mudanca de coordenadas {dr} — {de, } ={0 <9y <7, 0<0<m; 0<¢ <27} o espaco
torna-se compacto, pela substituicao do raio infinito » por um “raio finito e compacto”

associado ao angulo 0 < y < w. Consequentemente, sua topologia de espago-tempo, isto €,



3.4. FWEFP para o campo escalar no universo de Finstein 89

Figura 11 — Ilustragoes relativas ao espago-tempo FRLW com parametro de curvatura k = +1.

)
(a) Topologia do espago—tempom (b) [ $p=0o0uy=0 I
t (R) RxS? ——.
o ’E X=7/2
Hiperespaco com topologia b 3
fechada ou compacta S% l
Q
______ Hipersuperficie S?
t = constante AX = 47ra02

Legenda: A imagem (a) mostra uma representacao topoldgica total do universo de Einstein. A
figura (b) exibe o caso particular ¢ = 0 ou (y = 0) do espago Euclidiano quadridimensional, no
qual a secio espacial do universo de Einstein com topologia S® pode ser imersa. A drea de uma
superficie y constante, cuja topologia é S?, possui uma semelhanca estrutural com a drea de uma
esfera em coordenadas usuais (r, 6, ¢), com ag fazendo o papel do raio r. Fonte: produzido pelo
autor com base nas Ref. [71, p. 320] e [80, p. 44].

a topologia do espago-tempo definido pelo elemento de linha (3.88), com a sec¢ao espacial
(3.90), é do tipo IRxS?, onde IR associa o conjunto dos reais para os valores do tempo
cosmico t e S = S xS xSt os espacos compactos (finitos) das coordenadas angulares

(x,0,¢) — veja a Figura 11 para uma representacao ilustrativa.

Uma imagem do triespago (3.90) pode ser obtida observando que este pode ser

imerso em um espaco quadridimensional Euclidiano com coordenadas do tipo cartesianas:

w = agcos(x),

x = agsin(y)sin(f) cos(¢),

y = apsin(x)sin(f)sin(¢),

z = agsin(y)cos(d), (3.91)

onde ag = a(ty). De fato, a partir desse conjunto de coordendas, é possivel mostrar que

dw® + dz”® + dy* + dz* = di} (3.92)

w® + 2% +y° + 22 = a. (3.93)

A Eq. (3.91) mostra a validade do processo de imersao do triespaco (3.90) no espago
Euclidiano quadridimensional definido pelas coordenadas (3.91). Note que a transformagao
das coordenadas (3.91) é semelhante ao que fazemos no espago plano com coordenadas
cartesianas (z, y, z) e esféricas (r, 6, ¢), porém na ocasiao estamos realizando uma conversao
das coordenadas cartesianas quadridimensionais (w,z,y,z) para coordenadas do tipo

hiperesféricas (ao, X, 0, ¢).
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A estrutura da Eq. (3.93) sugere que o espago quadridimensional (w,z,y, z) pode
ser visto como uma hiperesfera com raio constante ag, que também pode ser denominada
de 3-esfera ou triesfera, com a notacdo topoldgica S3. Essa mesma notacao é aplicada para
o caso usual de uma esfera no espago Euclidiano, a qual pode ser chamada de 2-esfera ou
biesfera e possui a representacio topoldgica S?. A grosso modo e em poucas palavras, uma
2-esfera consiste de uma esfera em um espaco tridimensional, enquanto que uma 3-esfera,

por analogia, representa uma esfera em um espaco quadridimensional.

No caso particular ¢ = 0, esse espago torna-se andlogo ao de uma esfera no espaco
Euclidiano usual, isto ¢, em trés dimensoes — veja a Figura 11a. Entretanto, ¢ importante
estar atento ao fato de que a semelhanca é apenas visual, pois essa “superficie esférica”,
definida pelas coordenadas (w,z,y,z) = (w,,0, z), possui peculiaridades totalmente
distintas. Por exemplo, a area e o volume compreendido por uma superficie definida por

um valor arbitrario constante de y sao, respectivamente,

™ 2
A, = / dflag sin(x)] x / dolag sin(x) sin(6)] = 4mrag sin®(x) (3.94)
0 0
e
0 ™ 2
Vy :/ dxag X / dfag sin(x)] x / do[ag sin(x) sin(f)] = 27%a;. (3.95)
™ 0 0
Ambas as expressoes acima diferem em estrutura quando comparadas as equagoes para
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tais expressoes pertencem a dois espagos distintos. Contudo, é curioso que a poténcia

a area e volume de uma superficie esférica (47r? e ). Como deve ser, uma vez que
numérica no parametro ag seja compativel com a grandeza em questdo, ou seja, a2 para a
drea e aj para o volume. Além disso, observa-se que A, no ponto y = 7/2 corresponde
exatamente a drea de uma superficie esférica. E em virtude das similaridades indicadas nas
expressoes acima, por exemplo, Eqgs. (3.93), (3.94) e (3.95), que o pardmetro constante ag
¢ chamado de raio do universo. Essas observagoes nos mostram que o espaco-tempo do
universo de Einstein, ainda que distinto, possui certas semelhancas com o espago-tempo

plano de Minkowski.

Por fim, ap6s essa breve andlise geométrica sobre o triespago (3.90), definido por
uma hipersuperficie de tempo constante, por uma questao de clareza, gostariamos de
estabelecer explicitamente a forma completa do elemento de linha que define o universo

estatico de Einstein:
dsty, = dt* — af {dx* + sin®(x)[d6” + sin*(0)de’] } , (3.96)

onde o intervalo de cada coordenada ¢é tal que 0 <t < o0, 0 < xy <7, 0< 0 < me
0 < ¢ < 27. Note que os angulos 6 e ¢ coincidem com as coordenadas esféricas usuais
do espago plano. Como ja foi mencionado, ag corresponde ao chamado raio do universo e
nesse modelo de universo o fator de escala possui unidades de comprimento. Além disso, o
subscrito “UE” trata-se de um acroénimo introduzido para rotular e identificar (3.96) como

o elemento de linha que representa o espaco-tempo do universo de Einstein.
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3.4.2 Universo de Einstein

Conforme exposto na Sec¢ao 2.4, a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar
no espago-tempo curvo é dada pela Eq. (2.98). Entao, utilizando o elemento de linha
(3.96), nota-se que os modos do campo escalar no universo de Einstein sao solugoes da
equacao diferencial

0? 1 0 0 1 0 0 1 o2
3~ ) Lo | e 05|+ s o)
+ M?*p =0, (3.97)

onde por praticidade rotulamos a “massa efetiva” M? = m% + ¢R. E importante destacar
que, em principio, o escalar de Ricci pode depender das coordenadas do espago-tempo.
Logo, sob estas circunsténcias, a solugdo da Eq. (3.97) poderia ser modificada e seguir um
caminho diferente do que sera apresentado a seguir. Entretanto, no presente cenério o
escalar de Ricci é uma constante e pode ser assimilado na massa efetiva M? sem prejuizos

ou perda de generalidade.

Para resolver a Eq. (3.97) supomos que as solugoes ¢ sdo separaveis, isto é,
obedecem a decomposicao ¢(x) = T'(t)R(x)O(0)F(¢). Esse ansatz nos permite desacoplar
as quatro solugoes de modo a resolvé-las separadamente. Seguindo esse procedimento,

encontra-se que a solugao referente a parte temporal sera
T(t) = Toe ™, (3.98)

onde Ty é uma constante e w? = (k/a)? + M?. A principio w e k surgem como constantes
de separacao, em consequéncia da admissao de solugoes separaveis. Entretanto, como
veremos, elas estardo relacionadas as autofrequéncias e momentos (nimeros quanticos) dos
modos ¢(x). Em vista dessa relacio, novamente estamos escolhendo solugoes de frequéncia

ou energia positiva.

Os desenvolvimentos das equagoes diferencias referentes as partes angulares ©(0) e

F(¢) revelam que o produto das suas solugoes corresponde aos harmonicos esféricos:

204+ 1) (0 —m)!
dr (L+ml)

Y™ (0,0) = ©(0)F () = (—1)mJ ( Py (cos(6))e™. (3.99)

Na equagdo acima P;"(z) sao as fungoes de Legendre associadas [59, p. 771], com
0<o¢p<2m,0<0<m (={0,1,2,...} e =¢ < m < /. De certa forma, esse resultado
para as contribuigoes das coordenadas 6 e ¢ poderia ser esperado, uma vez que, mesmo
no universo de Einstein, ambas correspondem as variaveis angulares usuais do sistema de

coordenadas esféricas.

Por fim, para resolvermos a equagao diferencial referente a funcao R(x), a qual

tem a forma explicita [82]

3 .92 aR 2 .2 _
o lsm OO@X] + [k sin*(x) — (¢ + 1)]R =0,
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devemos assumir que R(x) = sin(x)f(x), onde f(x) é uma funcio a ser determinada.

Assim, encontramos a expressao equivalente e associada
sin®(x) /" + 2(¢ + 1) sin(x) cos(x).f" + [k — £(¢ + 2)] sin®(x) f = 0,
que sob a mudanca de varidvel z = cos(x) assume a seguinte forma:
(1—=22)f" =200+ 1) + 1zf + [k* = (L +2)]f = 0. (3.100)

A linha nas equagoes acima representa simbolicamente uma operacao de derivada com

respeito a variavel z.

O resultado (3.100) guarda certa semelhanga com a equagao diferencial

(1- Zz)dzgz(;) — 20+ 1)d€i (ZZ>

+m(2a+m)g(z) =0, (3.101)

cujas solugdes sdo as funcdes C¥)(z), denominadas de polindémios ultraesféricos [83] ou
polinémios de Gegenbauer [75]. Tragando a correspondéncia m — (n—/¢) e « — ({+1) na
Eq. (3.101) e identificando k& = n(n + 2), concluimos que f(z) = C:7(2), logo [82, 84, 85]

R(x) = sin‘(x)C i (cos(x)). (3.102)
Assim, a partir das Egs. (3.98), (3.99) e (3.102), segue que

p(t,x, 0, ¢) = Nsin®(x) G, (cos(x)) V(" (0, d)e ™", (3.103)

Utilizando a Eq. (2.102), a constante de normalizagdo N em (3.103) pode ser
facilmente determinada, com o auxilio das condi¢oes de ortogonalidade para os harmonicos

esféricos [59)],

27 T ,
/ d / d0 sin(0)[Y;" (0, O) Y (8, 6) = SuerGrmm (3.104)
0 0
e para os polinomios de Gegenbauer [75, p. 993],

0, se j #k,

12_22)\—1/2?\2 2\2: 7_(12)\ )
[t mraeae) .2(>\ +§§TF+<A2>?3’quandO] =k 00, O

A partir das Eqgs. (3.103), (2.102), (3.104), e (3.105), as solugoes da Eq. (3.97)

devidamente normalizadas sao
0o (t, X, 0, ) = Npysin®(x)CoF L (cos(x)) Y™ (0, ¢)e ™, (3.106)

com

_ 22 (n 4+ 1)(n — O£+ 1)]? 1/2
e { magw, (€ +m + 2) } ' (3.107)
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As autofrequéncias w,, sao definidas pela relagao

1/2
W = [W + MQ] , (3.108)
o
com M? = m?% + R e o conjunto de niimeros quinticos o = (n, m, £). As solugoes (3.106)
correspondem aos modos normalizados de um campo escalar (massivo) que se propaga
por um espago-tempo cuja geometria é definida pelo Universo estatico de Einstein. Na
sequéncia, vamos admitir a massa do campo nos desenvolvimentos, porém, semelhante aos
casos anteriores, apenas o limite nao massivo das expressoes sera considerado em nossas

investigacoes.

A FWEFP correspondente aos modos (3.106) serd dada pela expresao (3.4), com a

soma sobre os niimeros quanticos definida por

S-EEE,

o

Portanto, conforme exposto na Ref. [85], utilizando os teoremas da adigdo para os

harménicos esféricos [59, p. 797],

47
20+ 1

Py(cos(7)) = (6, )Y (0, &))"

m=—/

e para os polindmios de Gegenbauer [75, p. 992],

CX(cos(1) cos(¥) + sin(y) sin(19) cos(p))
TN —1) & 2% (n— OIT(A+0))?
[T(\)]? 2 LA +n+ 1)

=0

x sin' (1) sin (9) CA (cos(46)) O (cos(9)) 0~ (cos ().

2\ + 20— 1)

com 1, ¥ e p reais e A # 1/2, encontramos que

W(z,2') = 2@3 i nt 12}61'%& C}(cos(a)), (3.109)
cos(a) = cos(x) cos(x') + sin(x) sin(x’) cos(7) (3.110)
cos(y) = cos(0) cos(0") + sin(0) sin(0") cos(¢ — ¢'). (3.111)

Outro elemento importante para o estabelecimento da Eq. (3.109) é a propriedade de
equivaléncia C} / ?(2) = Py(z), onde Py(z) corresponde ao polindmio de Legendre de grau ¢

na varidvel z [75]. Além disso, At = (t —t') e w, corresponde a Eq. (3.108).
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Figura 12 — Representacao para dois pontos espaciais definidos pelas coordenadas esféricas usuais
e pelas coordenadas angulares do universo de Einstein.

(xf Y, Z) (b> -------

o) o= ]

~~~

.

Legenda: (a) O dngulo v representa a separacao angular entre dois pontos arbitrarios no espago,
definidos pelas coordenadas esféricas (r,0,¢) e (r',6',¢’) ou, de maneira equivalente, pelas
coordenadas cartesianas x = (z,y,2) e X' = (2/,¢/, 2’). Por analogia, em (b) o angulo  mede
a separacao angular entre dois pontos no universo de Einstein, definidos pelas coordenadas
angulares (x,0,¢) e (x/,¢,¢'). Na figura (b) ¢ = ¢/, de modo que podemos visualizar « de
maneira andloga a representagdo em (a). O comprimento de arco As (distancia geodésica
espacial), representado no espago abstrato em (b), estd relacionado ao raio ag através do angulo
a conforme a relagdo As = aag. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

A Figura 12 mostra o significado dos angulos v e «, nessa ordem, presentes nas Eqs.
(3.110) e (3.111). Como exposto na Figura 12a, o d&ngulo -y representa a separagao angular
entre dois vetores cartesianos x e X', que podem ser representados alternativamente pelos
conjuntos de coordenadas esféricas (1,60, ¢) e (r',0',¢’), cujos setores angulares (6, ¢) e
(0', ¢') localizam os pontos em relagao ao sistema de eixos fixo, enquanto que as coordenadas
radiais r e ' demarcam a distancia de cada ponto em relacdo a origem. Por analogia, na
Figura 12b, o angulo « corresponde a separacao angular entre dois pontos do espago-tempo
definidos pelas coordenadas angulares (x, 6, ¢) e (X', 0, ¢') [86]. Uma vez que o raio do
universo é constante, podemos expressar o angulo de separacao a em termos da distancia

geodésica espacial como a = As/ay.

A partir da Eq. (2.104) segue que, para o caso do campo escalar conformemente
acoplado & = 1/6. Além disso, diante do elemento de linha (3.96) é possivel mostrar que
o R = 6a2 — veja o Apéndice D.1. Consequentemente, as autofrequéncias (3.108) nos
permitem estabelecer que aw? = (n + 1)? + a?m%. Entdo, em virtude dessas observagoes

e da propriedade dos polinomios de Gegenbauer [75, p. 992]

O (cos(a)) = SnllnFDa],

sin(«)

a Eq. (3.109) pode ser reescrita como

Z ksin(ka) e_ZATW’ (3.112)
=R+ adme

onde rotulamos AT = At/ag e temos redefinido o indice de soma, tal que k = n + 1.

47r a sin(«
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Diante da estrutura da Eq. (3.112), identificando

k Sln(k;@) e—iAT\ /k2+agm%’
2 2,42
\ k? + agmz

podemos utilizar novamente a formula de Abel-Plana (3.38) e encontrar que

F(k) =

W =W, + Wy, (3.113)
com
Wo= 21. /oo 0 rsin(ra) NN e (3.114)
4m2a sin(«) Jo m
e
W -1 /Ood rsin(ra) cosh(Aty/r? — agmi) (3.115)
= r : .
T oor2aZsin(a) Jre (€27 — 1) /r2 — agm?
com rg = agmp. Na Eq. (3.115), semelhante aos casos anteriores, ja utilizamos a

observacao sobre o sinal correto para a raiz no integrando, que em resumo nos diz que a

raiz \/(j:ir)Q + agm? ¢ real para 0 < r < agmp e complexa no intervalo agmp < r < oo.

A integral em (3.114) pode ser computada através do resultado [75, p. 491]

© = zsin(bz) _ VR b
d wA/v<+2z — K 2 b2
o EET A Var g oVt

com a correspondéncia b = «, v = agmp e w = iA7, além da relacao [79, p. 730]

. T
K (iz) = = H? (2),

onde H(¥(z) é chamada de funcdo de Hankel ou Bessel de terceiro tipo, enquanto que
K, (=) pode ser denominada variadamente como fun¢do de Macdonald ou func¢ao de Bessel

com argumento imaginario [75, 79]. Assim, obtém-se que

imF As (2)
Wy = H VA2 — As?). 3.116
0 87TCLO SiIl(Oz) /—AtQ — A52 1 (mF S ) ( )

Da mesma forma, a contribuigao (3.115) pode ser desenvolvida com o auxilio da

representagiao exponencial da fungao sinh(z) em conjunto com a relagao [87, p. 372]

Dz ¢
| a ZG_W cosh(evFT=w?) = g @), @)

= )7

sujeita as condigoes {e = 0 ou 1;w > 0; Re(p) > |Re(c)|}, além da equivaléncia

- —(27k n
(e%k 2_: ) (3.118)
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Portanto, seguindo a descigao acima, isto é, empregando as expressoes (3.117) e (3.118)

em (3.115), ap6s algum trabalho algébrico encontramos que

j > As + 2
W1 _ Zm.F Z ( s + Waon) H1(2) (mF\/At2 _ (AS + 27Ta0n)2)(3‘119)
8mag sin(a) n e At?2 — (As + 2magn)?
n#0

Por fim, a partir dos resultados (3.116) e (3.119), encontramos que a FWFP para

um campo escalar real com massa mp no universo de Einstein sera dada por

) < (As+2
W(a,a') = — = % (As +2maon) pey, oy (3.120)

8mag sin (7> — On

onde definimos a separacao do espago-tempo
o2 = At? — (As + 2magn)®. (3.121)
Observando que
21 1 i

HP (€)]oar = = + {2 o[-+ 2y - In) + 21n(e)]} e, (3122)

onde v =~ 0.577216 corresponde a constante de Euler, podemos encontrar a FWFP para

um campo escalar sem massa no universo de Einstein, a saber,

1 2. (As+2magn)

a2 A g
daom® 2= sin (g) o2
ag

W(z,2") = (3.123)
Esse resultado, assim como (3.120), é consistente com a Ref. [88]. Em virtude das
dificuldades matematicas impostas pela estrutura da FWFP (3.120), por questoes de
simplicidade e de um estudo inicial, vamos considerar o limite ndo massivo (3.123) em

nossas futuras analises.
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4 MBQI em uma geometria efetiva com des-

clinacao

Nessa parte vamos estudar o MBQI no cenario dos chamados modelos andlogos de
gravidade, os quais em sintese sao sistemas baseados na propagacao de perturbagoes actsti-
cas por fluidos, capazes de reproduzir efeitos que simulam fendmenos fisicos gravitacionais
(ex. horizonte de eventos em buracos negros e radiagao Hawking). Inicialmente, algumas
ideias gerais serao apresentadas a fim de contextualizar e motivar o presente estudo. Em
seguida, os elementos necesarios para a composicao do sistema sao construidos e, por fim,

o VEV da dispersao de velocidades é estudado.

4.1 Motivacao

A Relatividade Geral assim como a Teoria quantica de Campos em espagos curvos
fazem previsoes tedricas sobre fendmenos muito sutis e particulares, por exemplo, as ondas
gravitacionais e a radiagdo Hawking (RH), de modo que qualquer experimento, destinado
a estudar as propriedades fisicas associadas a tais eventos, necessita indubitavelmente de
tecnologias precisas e avancadas. As ondas gravitacionais, previstas em teoria a muito
tempo, apenas nas recentes décadas foram detectadas experimentalmente [89]. Por outro
lado, a RH até entao nao foi estudada empiricamente, pois uma grande barreira nessa
direcao é a sua pequena magnitude. A razdo por tras dessa infima quantidade se deve
ao fato de que a temperatura Hawking Ty é inversamente proporcional a massa M do

buraco negro ao qual ela estd associada [14, 47, 90]:

hed 1

T — —
B SrGlg M’

onde h é a constante de Planck, G a constante da gravitagao universal, ¢ a velocidade da
luz e kg a constante de Boltzmann. Para fins de exemplo, considerando um buraco negro
com uma massa solar (M = Mg ~ 2 x 10*kg) percebe-se que Ty = Ty, ~ 107 K.
Entao, comparando Tz, com o valor da radiacao césmica de fundo, T' = 2.7 K, nota-se
a dificuldade técnica de distinguir e observar esse efeito em um sistema gravitacional real.
Além disso, de maneira geral, Ty é muito menor que 10~8K, pois as massas dos buracos
negros sao muito maiores que uma massa solar. O primeiro buraco negro reconhecido, o
Cygnus x-1, por exemplo, tinha cerca de 15M, de modo que Ty ~ 1072K [47]. Contudo,
RH (andloga) tem sido estudada no contexto dos modelos analogos de gravidade (MAG),

um cendrio no qual essa quantidade foi medida, veja por exemplo a Ref. [40].
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Apés o trabalho de W. G. Unruh [91], os MAG atrairam o interesse da comunidade
devido a capacidade de mimetizarem sistemas astrofisicos e alguns de seus fendmenos,
em particular a RH citada anteriormente. No nivel mais elementar, estes sistemas sao
compostos por fluxos de fluidos, como a adgua, através dos quais a propagacao das per-
turbagoes acusticas (o som) possui analogia com a propagagao da luz pelo espago-tempo.
Para uma revisao e consulta dos detalhes sobre o tema dos MAG reomendamos as Refs.
[38] e [39]. Mesmo nesse nivel cldssico, estudos muito elaborados para fendmenos distintos
ja foram desenvolvidos, como, por exemplo, superradiancia [92] ou ainda mecanismos de

instabilidade no nicleo das estrelas em colapso [93].

A analogia dos MAG também pode ser explorada em sistemas mais complexos,
tais como sistemas da matéria condensada, mais especificamente nos Condensados de
Bose-Einstein (CBE). Simplificadamente, um CBE consiste em um gas de bésons resfriado
a uma temperatura extremamente baixa. Além da observacao da RH em MAG baseados
em CBE [40], a capacidade de manipular os CBE adquirida ao longo do tempo tem
permitido o desenvolvimento de experimentos cada vez mais sofisticados. Como exemplo,
podemos citar a modelagem de um universo em expansao relatada na Ref. [41], na
qual utilizando um CBE com formato de anel, Figura 13, entre outras coisas, os autores
investigam o redshift de fonons em analogia ao redshift de f6tons em cosmologia. Além
disso, ¢ interessante assinalar que o surgimento de pares de vértices também ¢ uma questao

relatada pelos autores.

Figura 13 — MAG baseado em um CBE anelar simulando um universo em expansao.

eee00008D 0 00 |
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Legenda: Na imagem acima sdo mostrados os resultados tedricos (“theory”) e experimentais
(“experiment”) para a expansao da densidade atomica (“Atomic density”), medida em unidades
arbitrarias (“arb. units.”). As letras d e d’ sdo, nessa ordem, as distancias inicial e final apds o
processo de expansao. Fonte: retirado de [41, p. 2].

Uma excelente explica¢ao que também nos permite enxergar a formagao de defeitos
em materiais, como a desclinacao, pode ser encontrada em [94] e que, para fins de exemplo,
serd resumida brevemente. Vamos considerar uma se¢ao reta de um material eléstico
com formato cilindrico centrado no eixo z, o qual obviamente é melhor descrito pelas

coordenadas cilindricas, conforme a Figura 14a. De acordo com as explicagoes em [94],
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a desclinagao pode ser visualizada como a remocao ou adi¢ao de uma fatia do material
em questao, de modo que o angulo resultante de uma volta entorno do eixo z, apds esse
processo de retirada ou acréscimo, serda menor ou maior quando comparado com o valor
usual de 27, isto é, sem o defeito. Nos casos em que o angulo resultante do processo é
menor (maior) do que 27, significa que uma fatia de material foi removida (adicionada),
o que do ponto de vista geométrico corresponde a um défice (acréscimo) angular. Essa
ideias estao ilustradas de maneira didatica na Figura 14b. Além disso, como é ressaltado,

o nucleo do defeito coincide exatamente com o eixo de simetria, isto €, com o eixo z.

Figura 14 — Representacao didatica da formagao da desclinacdo em materiais.

o)
t e z constantes J

-

Legenda: (a) Um corte é feito em um segao reta de um cilindro e em seguida (b) uma fatia pode
ser retirada (imagem superior) ou adiciona (imagem inferior), o que em ambos os casos ocasiona
na origem da desclinagdo no material. O circulo escuro no centro das imagem em (b) indica a
localizacao do defeito formado. Fonte: produzido pelo autor com base na Ref. [94].

De acordo com os comentérios anteriores sistemas de matéria condensada sdo um
campo fértil para estabelecer modelos andlogos que simulem alguns sistemas astrofisicos
e seus fendmenos. De fato, cordas cdsmicas sao defeitos (topolégicos) que, em principio,
se formaram nas transigoes de fase pelas quais o Universo passou apds o Big bang e a
reducao de temperatura subsequente. Alguns efeitos que possivelmente podem indicar sua
presenca sao, por exemplo, a observacao de efeitos de lentes gravitacionais e a emissao de

ondas gravitacionais e particulas altamente energéticas [74].



100 Capitulo 4. MBQI em uma geometria efetiva com desclinagio

E bem conhecido atualmente que tais objetos, as cordas césmicas, possuem fortes
analogias em sistemas de matéria condensada como os vértices em super fluidos [95],
além de cristais liquidos nemdticos com desclinagao [96]. A titulo de informagao, os
cristais liquidos sao materiais que compartilham algumas caracteristicas das substancias
liquidas assim como propriedades cristalinas, por exemplo, fluidez, anisotropia e arranjos

moleculares periédicos e ordenados em uma diregao particular [97].

Foi mostrado na Ref. [96] que a propagagdo de um raio de luz por um cristal
liquido na fase nemadtica com a presenca do defeito desclinagao (d), percebe uma geometria

efetiva que é descrita pelo elemento de linha
ds® = dp® + agp*de?, (4.1)

onde p representa a coordenada radial do modelo e a constante ag corresponde a um
parametro escrito em termos dos indices de refracao ordinério e extraordinario do meio,
tal que ag > 1. Destaca-se que, algumas das variaveis da fonte original foram renomeadas
a fim de recuperar as expressoes conhecidas e apresentadas anteriormente. Conforme
bem observado pelos autores, a Eq. (4.1) corresponde a uma se¢ao reta do espago-tempo
(efetivo) da corda césmica (3.6), definida pelos valores de t e z constantes, com o angulo
efetivo ¢’ = ag¢. No caso de meios neméticos com a presenga de vértices (v) o elemento de

linha ainda tem a forma de (4.1), mas com agq — o, = aj' e, consequentemente, v, < 1.

Diante do exposto, sobre as potencialidades dos MAG em sistemas de matéria
condensada, um pensamento natural seria idealizar um estudo do MBQI de uma particula
no cendrio dos MAG. Uma pesquisa nessa diregao ja foi desenvolvida na Ref. [45], na qual
investiga-se o MBQI de uma particula pontual escalar em um espaco-tempo FLRW em
expansao, simulado por um CBE, na presenca de um e dois planos paralelos. Além disso,
na Ref. [98] um problema semelhante foi estudado, em que é analisado o MBQI de uma

particula no espago-tempo cosmolégico FRLW na presenca de uma corda cosmica.

Com base nas pesquisas destacadas acima, percebe-se a oportunidade de investigar
o MBQI de uma particula escalar sem massa em um MAG simulando um universo em
expansao FLRW na presenca de uma corda cosmica. Essa é uma possibilidade que, até o
nosso conhecimento, ainda nao havia sido explorada. Portanto, a presente pesquisa [35]
encontra ampla motivacao, visto que tais sistemas analogos, conforme exposto, podem
ser mais acessiveis de um ponto de vista pratico, além de possivelmente fornecer alguma

intuicao sobre as questoes que ainda necessitam de uma maior compreensao.

Para estabelecer a analogia com o universo FLRW, semelhante a Ref. [45], utili-
zaremos como sistema um CBE em expansao conforme, enquanto que a corda césmica
no modelo serd introduzida considerando a presenca da desclinacao no meio. Além disso,
visando tornar o estudo um pouco mais geral, condigoes de quasiperiodicidade também

sao impostas para a variavel angular do campo escalar.
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4.2 Geometrias efetivas em condensados de Bose-Einstein e espaco-

tempo com desclinacao

Em poucas palavras, a condensacao de Bose-Einstein é um fenémeno no qual
as particulas de um gas de bdsons, quando submetido a temperaturas extremamente
baixas, aglomeram-se no estado de mais baixa energia do sistema, isto ¢, no seu estado
fundamental. A producao de um gas quantico dessa natureza exige técnicas de resfriamento
e aprisionamento muito sofisticadas que, a grosso modo, envolvem a combinacao de campos
magnéticos e a incidéncia de lasers sobre os a&tomos da amostra — para mais detalhes veja,
por exemplo, as Refs. [99] e [100]. Quanto a descrigao fisica desse sistema (quantico e de
muitos corpos), esta pode ser realizada através do formalismo da segunda quantizagao,
no qual os campos associados ao sistema sao promovidos ao posto de operadores. Nesse
ambito, um gas formado por N bdsons com massa m e fracamente interagentes pode ser
descrito pela hamiltoniana efetiva [101, 102, 103]

H=Hy+ ﬁinta (4.2a)
co1m
N A h2 A
Hy = /dwa(X, t) [—va2 + Vet (X) | ¥(x, 1) (4.2b)
€
By = o [ e, 101 0,0, 1), ) (1.2¢)

Nas Egs. (4.2b) e (4.2¢), 1h(x,t) e i (x,t) sdo os operadores de campo e representam os
boésons no condensado. Para um instante de tempo ¢ qualquer, enquanto Q/AJT(X, t) cria um
béson na posicao x o operador &(x, t) aniquila um bésons em x. Ambos os operadores

satisfazem as relagoes de comutagao [101]

[(x, 1), 01 (%, )] = 6(x — x'), (4.3a)
[(x, 1), ¢, )] =0, (4.3b)
[ (x, ), T ()] = 0. (4.30)

E instrutivo observar a semelhanca que o termo entre colchetes na Eq. (4.2b) possui
com a equagao de Schrodinger (2.69). O hamiltoniano de particula tnica H,, isto é, ndo
interagente, pode ser interpretado como a contribuigao resultante dos N bésons individuais
presentes no condensado, visto que a integral soma todos os bdésons contidos no volume
dx. Além disso, Vi representa um potencial externo ao sistema, que afeta igualmente

todas as particulas do gés, por exemplo, o potencial de confinamento [101, 102, 103].
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O termo de interacao f]int, dado pela Eq. (4.2c), consiste em uma aproximagao, a
qual considera apenas colisoes bindrias entre as particulas do condensado. Esse potencial
interatomico é comumente utilizado para sistemas bem diluidos em regimes de baixas
energias (temperaturas), situagdo em que apenas as colisoes dtomo-atomo sao relevantes
e modeladas como interagdes de curtas distancias [102, 103]. Portanto, nesse caso, o
hamiltoniano de interagdo assume a forma exposta na Eq. (4.2¢) e o potencial de interacao

U ¢ escrito em termos do comprimento de espalhamento a conforme a expressao [101]

4 2
L (4.4)
m

Destaca-se que o comprimento de espalhamento a tera um papel central nos desenvol-
vimentos futuros, pois sera através desse parametro que a velocidade das perturbagoes

acusticas no condensado sera definida como fun¢ao do tempo.
Dado um operador arbitrario O, a equacao de Heisenberg determina que a sua
evolugao temporal serd governada pela equagao

ih— = [@H} , (4.5)

com o hamiltoniano H responsavel pela evolu¢ao temporal. Portanto, de acordo com
as Egs. (4.2a) e (4.5), para obter a dinimica do operador ¢ é necesséario calcular os

comutadores [zﬁ,ﬁo} e [ﬂ,ﬁim]

A partir das Egs. (4.2b), (4.2¢) e (4.3) é uma questao de dlgebra mostrar que

00 ] = [ o0+ V0] it (4.60)
[0, 1), Hu] = U [00x, )] D0, 8). (4.6b)

Assim, utilizando os resultados (4.6) e as Eqs. (4.2a) e (4.5), a dinAmica do operador de

campo @, associado aos bésons do condensado, serd dada pela equagao [101, 102, 103]

)

o) |- 9 4 Vi) + U1, 00 )| ), (.7

Conforme mencionado, o comportamento exato do CBE é descrito pela Eq. (4.7),
mas em virtude do grande niimero de constituintes do condensado a solugao dessa expressao
torna-se extremamente complicada e inviavel, seja por métodos analiticos ou numéricos.
Contudo, diante da ocupacao coletiva dos atomos no estado fundamental, é possivel seguir

uma abordagem aproximada em que a solucao ¥(x,t) admite a decomposicao

~

D(x,t) = P(x,t) + 60 (x, ). (4.8)

De acordo com essa metodologia, a contribui¢ao ¢ (x,t) na expressao acima representa

uma parte classica do operador de campo @(X, t), a qual é equivalente ao valor médio
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A~

(¥(x,t)) = (x,t). Por outro lado, o termo 5@(){, t) corresponde a parte quintica
do operador, com valor médio nulo: (6W(x,t)) = 0. Nesse tratamento, o médulo ao
quadrado do campo cléssico 1 (x, t) é identificado como a densidade atémica do condensado:
p=mno/V = |1(x,t)|?, com ng representando o niimero de dtomos no estado fundamental e
V o volume do condensado [102]. Além disso, a contribuicao 0¥ (x, ) pode ser interpretada
como pequenas flutuagoes de natureza quintica ou térmica. A decomposigao (4.8) é uma

abordagem de campo médio conhecida como aproximagcao de Bogoliubov [101].

Segundo a Ref. [103], a motivacdo para estabelecer a Eq. (4.8) estd no fato da
ocupagao dominante (macroscopica) dos dtomos no estado fundamental do sistema. Para
um condensado com np atomos, o estado fundamental na condensacao ¢ tal que ng > npo.

Assim, a partir da Eq. (2.66) segue que

a N
{ O}]no,nl,...,np> = { i1}|n02|:17n1,...,np>

(A]J(Jg o
~ /nolng,na, ... np), (o > npso), (4.9)

em que ng corresponde ao nimero de particulas no estado fundamental do condensado,
com momento p = 0. Por questoes de conveniéncia e simplicidade, a notagao introduzida

no Capitulo 2 foi modificada a fim de tornar os argumentos mais intuitivos.

A Eq. (4.9) mostra que, nesse limite, os operadores de cria¢ao &L e aniquilacao ap
tém aproximadamente o mesmo autovalor constante \/ng e podem ser ambos identificados
como constantes. Negligenciando por um instante as variagoes temporais e considerando
a expansao @(X) = Y, GptPp(x) para o operador de campo, na qual ¢p(x) = ﬁe‘ip'x
sao fungdes de onda de particula tinica, com momento p e confinadas em uma regiao de
volume finito V', por exemplo, em uma caixa ctibica. Entao, com base na Eq. (4.9), é

possivel notar que

h(x) =P+ \/17 ; ape P (4.10)

(p#£0)

Diante do resultado (4.9) duas conclusdes podem ser inferidas. Primeiro, observa-se
que o estado fundamental corresponde a uma quantidade classica, a qual é equivalente a
densidade de atomos no estado fundamental do condensado. Segundo, os demais estados
excitados, isto é, com p # 0, podem ser enxergados como pequenas flutua¢oes quanticas
ou térmicas, visto que os dtomos ocupam predominantemente o estado com momento nulo.
Note que a contribuigao devido a p # 0 ainda é quantica, porque o limite da aproximagao
(4.9) é aplicavel apenas ao estado fundamental, visto que ng + 1 &~ ng para ng > 1.
Entretanto, os estados excitados sao minimamente populosos e, consequentemente, essa
aproximagao nao ¢ admissivel. Com base em ambas as observagoes relatadas, nota-se que,
na verdade, p representa a propria densidade do condensado, visto que as contribuigoes

provenientes de p # 0 em (4.10) sao despreziveis frente a magnitude de /p.
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A generalizacao dos argumentos apresentados acima, isto é, envolvendo a depen-
déncia temporal, culmina na expressao (4.8) e todas as suas propriedades mencionadas
anteriormente. Mais detalhes sobre a aproximacao (4.8) podem ser encontrados na Ref.
[103], sobre a qual nos baseamos. Além disso, para complemento, bem como um exemplo

de aplicagao, recomendamos também a consulta do capitulo 42 da Ref. [54].

Perante o exposto, utilizando as Eqs. (4.7) e (4.8), além de ignorar as contribuigoes
do termo flutuante 5\11, podemos estabelecer a seguinte expressao:
L OYP(x,t h?
n?5D gy ) + Ul | i), (4.11)
ot 2m
conhecida como equacao de Gross-Pitaevskii, ou ainda equagdo de Schrodinger nao linear,
em virtude da sua semelhanga com a expressao usual da mecéanica quantica, Eq. (2.69), e
devido ao termo nao linear Ult|? originado pela interacao interatémica dos dtomos no
condensado. Diferente de (4.7), que envolve operadores, a Eq. (4.11) estd escrita em
termos de uma fung¢ao de onda classica, que descreve o comportamento coletivo dos atomos

no estado fundamental do condensado.

Matematicamente, para observar a produc¢ao de um espaco-tempo efetivo curvo
para as perturbagoes actsticas no condensado devemos recordar da situagao com fluidos
classicos, cujo ponto de partida sao as equagoes da continuidade e Euler para a dinamica
dos fluidos [38]. Expressoes “hidrodindmicas” similares para o CBE podem ser obtidas

imediatamente considerando a seguinte representacao para o campo:

Y(x,t) = \/n(x, t)e?Ct), (4.12)

conhecida na literatura como representacdo de Madelung [102]. Na Eq. (4.12), as
quantidades n(x,t) e (x,t) sdo, respectivamente, campos classicos reais de densidade
e fase. A seguir, os desenvolvimentos matematicos introduzidos para a construgao do
espago-tempo efetivo no condensado estdao alinhados com a Ref. [101], sobre a qual nos

baseamos fundamentalmente.

Substituindo a transformacao do campo (4.12) na Eq. (4.11), ap6s alguma dlgebra,

encontramos que

—hvn (gf) + l%};ﬁ (?Z)] i = ;; [\/ﬁve VO — V0 + 27;1 (Vi Vet + n3/2U)]
s 2(VV/n) - VO + /nV?0] .

2m

Para que o resultado acima seja valido as partes reais e imaginarias em ambos os lados

devem ser idénticas. Entao, igualando as devidas quantidades obtém-se:

on h
0 0y, = 4.1
BT + - V- (nV0) =0 (4.13a)
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ot 2m /n

Nesse nivel, a Eq. (4.13a) corresponde a expressao analoga para a equacao da continuidade

00  h?* V2 h?
FL V \/ﬁ + V:gxt + TLU + %|V0|2 = 0 (413b)

dos fluidos, com a definicao do campo de velocidade

V= ZV@. (4.14)
Por outro lado a Eq. (4.13b), é semelhante a equacao de Euler para um fluido ndo viscoso
e irrotacional, escrita na forma de Hamilton-Jacobi, exceto pela contribui¢ao extra identi-
ficada como um potencial quantico (segundo termo no lado esquerdo) [38]. E instrutivo
notar que v, conforme a definigdo (4.14), possui de fato unidades de velocidade, dado que
[h/m] = L?/T e [VO] = 1/L, com L e T, nessa ordem, representando figurativamente as

unidades de comprimento e tempo.

Com o objetivo de estudar o comportamento da propagacdo das perturbacgoes
acusticas no condensado considera-se a linearizagdo das Eqgs. (4.13), que consiste em

assumir as seguintes prescricoes:

n— ng + i (415&)

0 — 60+ 6;. (4.15D)

As correspondéncias acima indicam que ambas as grandezas, n e 6, possuem pequenas
flutuacoes, nq e él, em torno de valores fixos e bem definidos, ng e 6. Entao, substituindo
as Egs. (4.15) nas Eqgs. (4.13) e mantendo apenas os termos de primeira ordem nas

perturbagoes, encontram-se o par de equagoes

on, h

= TV [0V + 71 Vo] =0 (4.16a)
e A
00 ~ h? ~
ht + Uny + —Vby - Vo =0, (4.16b)
ot m
onde definiram-se os operadores
3 B2 .
‘ 1 1 N
Doty = —=ng*/*(V2/n)i 2 (L) 4.17h
27 5o (V*Vn)in + 2\/71_0V <\/ﬁ (4.17b)

Observando as Eqgs. (4.16a) e (4.16b) nota-se que ambas as expressdes dependem
essencialmente dos parametros 7y, éo, Ay e . A partir da Eq. (4.16b) percebe-se a

possibilidade de isolar 7; de modo a escrevé-lo em termos de 0, e 60;:

00 .

= —hU™"
= ot

(4.18)
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Entéao, substituindo (4.18) em (4.16a), apés algumas simplificagdes é possivel estabelecer

o seguinte resultado:

Ou (£0,0,) =0, (4.19)

com a definicdo dos objetos
O =gt (4.20a)
0= —'U !, (4.20b)
£ = —U W, (4.20c)

(§
i = 2050 i, (4.20d)
m

Na Eq. (4.18) foi utilizada a definicdo do campo de velocidades estabelecida em (4.14),
logo nas Egs. (4.20) v = %VGO e representa um campo de velocidades de fundo fixo, isto
é, sem perturbagoes [101]. No presente caso, estamos trabalhando com um sistema fisico
real em (3 + 1) dimensoes. Entretanto, as Eqgs. (4.19) e (4.20) podem ser estendidas para
um caso geral de (d+ 1) dimensoes, de modo que os indices u, v = (0,1,2,...,d) enquanto

que i, = (1,2,...,d), para d dimensbes espaciais.

A estrutura compacta da Eq. (4.19) possui uma incrivel semelhanca com a equagao
de movimento para um campo escalar sem massa em um espaco-tempo curvo minimamente
acoplado a gravidade (£ = 0) — confira as Egs. (2.98) e (2.100). Contudo, a principio,
essa analogia é simples e puramente formal, pois os objetos f*” sao operadores. De
fato, nota-se que todas as Eqs. (4.20) dependem de U, Eq. (4.17a), que por sua vez
depende do operador diferencial Ds, definido pela Eq. (4.17b), além da fungao classica U.
Consequentemente, nao ¢é possivel associar f* a definicao de uma métrica efetiva com

significado fisico, isto é, que representa uma geometria de espaco-tempo analogo.

A origem do empecilho relatado no pardgrafo acima estd no operador D,, porém,
em certas circunstancias, este pode ser descartado ou desenvolvido de maneira conveniente,
permitindo estabelecer uma legitima métrica efetiva para as perturbacoes actsticas no
condensado. Entre os procedimentos possiveis, o mais simples consiste em negligenciar a
contribuicdo Dy. Essa abordagem ¢ denominada de aproximacao quasiclassica, também
nomeada como aproximacao acustica ou hidrodindmica [101]. A motivagao fisica por
tras de tal procedimento estd no fato de que Dy é multiplicado por um fator de A2, logo
este termo fornece um ajuste fino e de alta ordem. Entao, para uma teoria aproximada,
podemos desprezé-lo [102]. Em outras palavras, mantemos apenas termos de primeira
ordem em £, pois de acordo com a Eq. (4.14) a velocidade v é proporcional a constante i

(por essa razao o nome “quasiclassico”). Outras aproximagoes podem ser encontradas na

Ref. [102)].
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Implementando a aproximacio descrita acima, em que Dy — 0 e U — U, conse-
quentemente, todas as componentes f*”, dispostas em (4.20), tornam-se fungdes escalares,
visto que passam a depender exclusivamente do potencial U, Eq. (4.4), e das componentes
da velocidade de fundo v. Logo, nesse limite, a Eq. (4.19) possui um significado fisico e

pode—se escrever

fr = UM, (4.21)
com a definicdo da matriz
1 v
MW = .. . (4.22)
vt — (0 —vh))

e a velocidade do som no condensado
= —. (4.23)

E importante ressaltar que nesse estdgio dos desenvolvimentos a matriz f**, definida
pelas Eqs. (4.21) e (4.22), corresponde a uma matriz quadrada de ordem (d + 1), com
d representando o nimero de dimensodes espaciais do modelo. E esclarecedor observar a
coeréncia das unidades na Eq. (4.23), dado que [U/m]| = LT 2 e [ng] = L73.

A partir da associagao [ = \/—gg"”, sugerida pela Eq. (4.19), com a aproximacao
quasiclassica, é possivel mostrar que as perturbacoes na fase da funcao de onda do
condensado experimentam um espaco-tempo curvo aparente, cuja geometria é caracterizada

pela métrica efetiva [101]

2 :
Ng \ @-1)
guu(xa t) = (CTTL) ............... . s . (424)

Todas as quantidades expostas na expressao acima ja foram previamente definidas. No
Apéndice B.3 encontram-se alguns detalhes sobre a dedugao da Eq. (4.24). De maneira
geral, esse resultado mostra a possibilidade de construir um modelo analogo de gravidade
utilizando um CBE, semelhante ao que ocorre para os modelos com fluidos classicos. A
seguir, a Eq. (4.24) serd utilizada para estabelecer um espago-tempo efetivo capaz de

simular um cendrio gravitacional com corda césmica.

Para simular uma métrica plana FLRW da cosmologia, utilizando a métrica efetiva
(ou actstica) dada pela Eq. (4.24), duas rotas distintas podem ser seguidas. A primeira,
rotulada por “explosoes”, consiste em admitir explosdes no meio fluido. Ja a segunda
forma considera uma velocidade de propagacao do som variavel, além de presumir o meio

fluido estatico [38, 104]. O segundo método é bem estabelecido e comumente utilizado na
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literatura, conforme pode ser observado, por exemplo, nas Refs. [101], [35], [45] e [105].
Portanto, seguindo a tendéncia da literatura, essa abordagem também sera utilizada em
nossos desenvolvimentos. Além disso, consonante a essas fontes, a dependéncia temporal
na velocidade do som sera introduzida através do comprimento de espalhamento a, ou

seja, a partir das Eqs. (4.23) e (4.4), serd admitido que

. TloU(t) . 471'712710

2
co(t
(*) m m2

a(t), (4.25)

mantendo os demais pardmetros (ng e v) constantes. E importante enfatizar que, nesse es-
tagio do estudo, essa consideragao nao modifica nenhum dos desenvolvimentos matematicos

e resultados anteriores.

Nessa abordagem, a simulacao de um espaco-tempo efetivo FLRW plano esta
diretamente relacionada a capacidade de controlar a velocidade do som no condensado, que
por sua vez esta associada ao controle da interacao entre os atomos através do comprimento
de espalhamento. De maneira conveniente, as variagoes na velocidade do som podem ser
modeladas através da introdugao de uma fungdo auxiliar b(t), também chamada de fungao

de escala, tal que [101]

4mthnga noU
2 0do oUo
c(t)y=|———]b(t) = b(t), 4.26
0= (5 Yot = "o (4.26)
com Uy = U(t = tg) e ag = a(t = ty) representando, nessa ordem, um valor constante
para o potencial de contato e o comprimento de espalhamento para um tempo inicial t;.
Podemos imaginar o instante de tempo ¢, como um tempo de referéncia, por exemplo, o
tempo em que se deu inicio ao experimento, situagao na qual os valores para os parametros
do condensado sao identificados como fixos [106]. A partir da Eq. (4.26) fica claro que
para a configuracao inicial b(tg) = 1. Além disso, é facilmente percebido que a func¢ao de
escala b(t) pode ser escrita em termos da velocidade do som no meio segundo a relagao
2
c(t
b(t) = [“] : (4.27)

Co

com ¢y = c(t = ty). Destaca-se que as Eqs. (4.26) e (4.27) resultam diretamente da
correspondéncia matematica a(t) = agb(t), a qual em palavras indica que as variagdes
temporais do parametro a sdo descritas em termos da fungao b(t), que modula o valor fixo

ap em fungao do tempo.

Dado que todos os parametros do condensado sao mantidos constantes, com excecao
da velocidade do som, definida em (4.26), considerando as discussoes acima e uma situacao
na qual a velocidade do meio é nula, isto é, v = 0, a partir da métrica (4.24), obtém-se o

seguinte elemento de linha efetivo [101, 45]:

ds? = QF [—b2 (t)chdt® + b2 (1)d;da'da’] (4.284)
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com
)

02 = (4.28b)

mco
Apesar da introducgao de variagoes na velocidade do som o condensado permanece em

repouso, logo a velocidade de fundo do meio é zero [106].

Em virtude da constante dimensional 03, observando a Eq. (4.28a) nota-se que, o
elemento de linha anterior nao possui unidades de comprimento ao quadrado. Entretanto,
como indicado pela Ref. [45], as unidades podem ser facilmente recuperadas redefinindo
o elemento de linha através da parametrizacio ds? = y?ds%. Esse procedimento nio
produz perdas de generalidade, uma vez que {2y é um fator constante. Portanto, dessa

maneira obtemos o novo elemento de linha

ds% = —b2 (t)c2dt> + b2 (t)6;;da’ da? (4.29)

A Eq. (4.29) representa um legitimo elemento de linha (efetivo) da relatividade,
o qual possui unidades de comprimento ao quadrado. No presente capitulo pretende-se
estudar o MBQI de uma particula em um meio com desclinagao, isto é, de um atomo no
condensado. Nesse seguimento, com base nas discussoes apresentadas nas Segoes 3.2.1 e
4.1, tendo em vista a simetria cilindrica da métrica efetiva de um meio com desclinacao,

assim como das cordas césmicas, é conveniente identificar a se¢ao espacial
Sijdr'dr? = dp* + p*de* + dz* (4.30)

com p <0, ¢ €10, 2?”] e z € [—o0,+00]. Aqui o pardmetro p pode assumir valores reais,
positivos e maiores ou menores do que a unidade (diferente das cordas césmicas em que
p > 1). Nos casos em que p # 1 diz-se que hd uma desclinagdo no meio ou, no contexto
dos modelos analogos, existe a presenca de uma corda césmica. Em todo caso, a presenga
de tais defeitos é introduzida através de uma modificacao na coordenada angular ¢. Vale
ressaltar que o cendrio p = 1 caracteriza um meio sem desclinacdo ou um espago-tempo

sem corda cdsmica.

Para finalizar esta segao gostariamos de evidenciar que o elemento de linha (4.29)

admite uma simetria conforme, quando implementa-se a transformacao de tempo conforme
dt = b_%(n)dn, (4.31)

resultando em
ds% = b2 (n) {—ng?f +dp® + p*de” + dzﬂ . (4.32)

A Eq. (4.32) corresponde ao elemento de linha para um espago-tempo efetivo FLRW
da cosmologia na presenca de uma desclinagdo, que por sua vez estd conformemente
relacionado ao espago-tempo efetivo localmente plano com desclinacao através do fator
conforme b2 (t). Como seré visto adiante, a simetria conforme exibida pelas Egs. (4.31) e
(4.32) terd um papel crucial nos calculos da dispersao de velocidades associada a particula

Browniana no condensado.
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4.3 Equacoes de movimento

Para estudar o MBQI de uma particula pontual em um espago-tempo FLRW na

presenga de uma corda césmica devemos considerar a expressao [45, 98, 35, 107]
m(z) [i” +T0,i"3"] = q [¢™ + i%3°| V(). (4.33)

A Eq. (4.33) descreve o movimento de uma particula pontual de massa m e carga ¢ em um
espago-tempo curvo arbitrario, acoplada com um campo escalar ¢ [108]. Nessa equagao,
2” = 2°(7) representa as componentes do quadrivetor posicao da particula, as quais sdo
fungoes do tempo préprio 7 (que parametriza a sua linha de universo). O ponto sobre
as coordenadas representa uma derivada com respeito a 7. Uma deduc¢ao matematica
da Eq. (4.33) é apresentada no Apéndice B.1. Conforme discutido no Apéndice B.1, o
primeiro termo no lado direito de (4.33) é suscetivel a uma mudanga de sinal, que depende
exclusivamente da assinatura da métrica. Contudo, no presente caso, em virtude da

assinatura de (4.29), esta mudanga nao ocorre.

Os simbolos T'¥ ap €M (4.33) sao computados em funcao das componentes do tensor
métrico através da Eq. (2.87). Além disso, o termo entre parénteses no seu lado esquerdo
corresponde a derivada intrinseca ou absoluta [109] do quadrivetor velocidade u” = i”, a
qual é definida como

Du” duﬁ
= + I uu” 4.34
dr  dr ( )

Conforme revisado breve e didaticamente no Apéndice B.1, a massa m em (4.33) é
uma quantidade dindmica e pode variar com respeito as coordenadas z”(7) da particula

segundo a equagao diferencial

dm
R The . 4
o u*Vap(x) (4.35)

De acordo com a Ref. [108] a variagdo da massa exposta acima pode ser escrita na forma

dm 1

T (1 -6)PR - [ V,Gralalr),alr)dr (4.36)

O parametro £ representa uma constante de acoplamento, R o escalar de Ricci e 77 uma
modificagdo no limite superior da integracao que evita o comportamento singular da func¢ao
de Green retardada Ge. Observando o primeiro termo no lado direito da Eq. (4.36)
percebe-se nitidamente que, se o espago-tempo é plano (R = 0) ou conformemente plano
(R #0e & =1/6) sua contribuigao serd nula para ambas as situagoes. Embora nao seja
tao evidente quanto o primeiro, segundo a Ref. [108], o termo integral em (4.36) também
¢ nulo para esses casos. Entao, conclui-se que as variagoes da massa, relatadas acima, sao

inexistentes quando o espaco-tempo é plano ou conformemente plano.
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Diante das discussoes acima e dado que nossa geometria de espaco-tempo é local-
mente plana, a parir das Eqgs. (4.33), (4.34) e (4.36), podemos escrever:
DuP

= =g’V b 4.37
m- =4y o+ foxt (4.37)

O termo de forca ffxt foi adicionado com o intuito de generalizar a expressao incluindo os

efeitos de possiveis interagoes externas ao sistema. Esse resultado também pode ser obtido
assumindo que o campo ¢ admite como decomposi¢do a soma de duas contribui¢oes: uma
de natureza cléssica e nao-flutuante, cuja contribuicao é representada por fe[it; e outra
puramente quantica (¢g°*V,p), que varia randomicamente. Nesse sentido, em espirito
a Eq. (4.37) é similar a equagdo de Langevin para o movimento Browniano classico.
Além disso, sob essa perspectiva, fg(t atua como uma forga classica que tende a cessar o
movimento aleatério, enquanto que o primeiro termo no lado direito de (4.37) é responsavel

pelo movimento estocastico da particula.

Em nosso estudo do MBQI estaremos concentrados em um regime de velocidades
nao relativistico. Logo, pode-se admitir com boa aproximacgao que, o tempo proprio 7
e coordenado t sdo aproximadamente iguais, visto que dr = (1 — Z—z)%dt e v < c. Vale
ressaltar que, no contexto dos MAGs a velocidade do som no meio fluido desempenha
o papel da velocidade da luz no espago-tempo real. Portanto, no presente cenario, esse
regime é compreendido como uma situacao na qual a velocidade da particula Browniana é

muito menor do que a velocidade das perturbagoes acuisticas no CBE.

A partir das Eqgs. (4.29) e (2.87) é possivel mostrar que os tnicos simbolos de
Christoffel nao nulos sao aqueles mostrados na Tabela 3. A partir desses simbolos nota-se
que a solugdo para a Eq. (4.37) ndo é uma tarefa simples, uma vez que existe uma mistura
de componentes nas equagoes particulares. Todavia, admitindo uma forga externa cujas

componentes sao

ext’ ext

fg(t = [ 0 fepxtafed))(ta ; } = {O,mfg¢u¢u¢,2mfﬁ¢u’)u¢,0} ) (438)

a Eq. (4.37) é grandemente simplificada, de modo que encontramos

m—— — —-u' = qg" V. (4.39)

Devido ao limite nao relativistico, de agora em diante, apenas as componentes espaciais da
equacao de movimento serdo consideradas. Além disso, em consondncia com a Ref. [45],
as propriedades de homogeneidade e isotropia do universo FLRW nos permitem escolher,

sem perda de generalidade, uma direcao particular ¢ para a andalise do movimento.

Como sabemos, as contribuicoes de Fﬁy sao provenientes da curvatura do espago-
tempo, em ouras palavras, tém um origem geométrica. Logo, assumir (4.38) é razoavel,

visto que a geometria do espacgo-tempo é satisfatoriamente descrita pela Relatividade.
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Tabela 3 — Simbolos de Chirstoffel ndo nulos para a métrica efetiva (4.29).

_ ¢ _ 1 1z 1z 1[7(’5)
ng_F,gO_FOgb_Fd)O_FOz_ 20 T 7 4eg b(D)
P _
Loy = —p

o _ 1o _ 1
Fp¢_r¢5p_5

Legenda: O ponto sobre o fator de escalar representa uma derivada com respeito ao tempo.
Conforme mostram os resultados acima, os simbolos de Christoffel sdo simétricos com respeito
aos indices inferiores, isto é, FZB = Fg .- Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Contudo, antes de prosseguir, é essencial no momento introduzir uma pequena motivagao
fisica sobre a escolha de feﬁxt.

Anteriormente, sem muitos detalhes, foi mencionado que f., estd associada a
contribui¢oes de natureza classica. Agora vamos expor alguns detalhes que motivam essa
associacdo. Por exemplo, considerando as componentes ©” e u® como as velocidades radial
v e angular w = %, respectivamente, a partir da Eq. (4.38) e dos resultados na Tabela 3,
constata-se que f2; corresponde a uma forca centripeta:

U2

b= mFg¢u¢u¢ = —m—,
P

com p representando a distdncia radial da particula até o niicleo do defeito (ou corda
césmica no sentido gravitacional). Do mesmo modo, encontra-se que a componente
o =21, /p, a qual aparenta ser uma densidade linear de forca ao longo da diregao
radial. Nesse ultimo caso, lembre que, essas sao forcas de coordenadas, logo existe a
possibilidade de que suas estruturas matematicas nao tenham uma correspondéncia direta
com as expressoes habituais, como aconteceu para a componente f2;. Esse é um detalhe
que serd observado posteriormente a fim de obter a dispersao de velocidades fisicas para a
particula. Em ambos os casos, nota-se que f¢ . é aprecidvel apenas em regides proximas

ao defeito.

A estrutura cldssica obtida a partir de f£, sugere que f. ., de maneira geral, é
uma forga classica de perfil fixo e bem definida. Assim, a escolha inicial (4.38) é coerente
e no contexto do movimento Browniano, fZ ., representa de forma legitima uma forga
nao-flutuante, isto é, que ndo possui natureza quantica e estocastica. Em outras palavras,
a Eq. (4.38) é conveniente no sentido de que permite estudar a dispersao de velocidades
associada exclusivamente as flutuacdes quanticas do campo de fase. E interessante observar
que a Eq. (4.38) elimina todas as contribuiges de origem geométrica em (4.37) e mantém
apenas os efeitos da expansdo, os quais estao codificados no fator de escalar b(t).

i

De acordo com a Ref. [45], que discute um sistema similar, a forga f! , é responsével

por “ligar” as particulas de maneira que cancela localmente todos os efeitos da expansao
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simulada no sistema. Consequentemente, as particulas ndo sentem a expansao acontecer.
Uma interpretagao similar em um contexto gravitacional, para particulas eletricamente

7
ext

carregadas, é fornecida em [107]. Nesse sentido, aqui também desempenha um papel
semelhante, visto que lembra uma forca centripeta, a qual em principio tende a ligar a

particula pontual e a corda. A Figura 15 fornece uma ilustragao sobre essas ideias.

Figura 15 — Ilustragdo para uma possivel interpretacio das componentes f2 ..

- ~<

Legenda: Na figura acima p corresponde a distancia radial da particula ao eixo vertical z,
enquanto que 4° e 4% sdo vetores unitarios. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Observando que para uma constante s qualquer

fsd is_dui bz
b %(ub)— 7 +sbu,

podemos reescrever (4.39) como

1 d i—i\ ij
mb?a (u b 2) = qg” V.
Integrando essa expressao entre dois instantes de tempo sucessivos ty e ¢ encontra-se
imediatamente a equacao da velocidade. Assumindo que a particula estd em repouso no

tempo inicial ¢y, isto é, que u’(ty) = 0, obtemos

b2(t) [t 1 .
_ ) 1) (4.40)

m to

u'(x)

A Eq. (4.40) fornece o comportamento da velocidade coordenada de uma particula pontual
em funcao do tempo ¢, movendo-se por um espaco-tempo efetivo FLRW com desclinacgao.
E importante destacar que, as informacoes sobre a presenca do defeito (andlogo da corda
cosmica) e da expansdo estdo codificadas em g e no fator de escala b(t), respectivamente.
Também, como serd visto, as modificagdoes do espaco-tempo pela presenca do defeito

influenciam na forma da correlagao entre os campos, ou seja, na funcao de Wightman.
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4.4 Estudo da dispersao de velocidades

Ao longo desse trabalho estaremos interessados em calcular a dispersao dos obser-
vaveis associados a particula Browniana (ex. velocidade ou momento e posi¢ao). Essa
quantidade fisica serd o indicativo da existéncia do movimento Browniano Quéantico

induzido sobre a particula pelas flutuacoes quanticas de vacuo dos campos.

De acordo com os métodos estatisticos, dado um observavel qualquer @, que pode
assumir diferentes valores, o calculo da dispersao é uma maneira conveniente de obter uma
medida sobre o espalhamento da distribuicao dos valores do observavel em torno do seu
valor médio [110]. No formalismo da mecénica quantica, para um estado arbitrario |(2), a

dispersao ¢é definida pela expressao

((A0)%) = ((© - (O))?) (4.41)
= (9% — (0)?, (4.42)
(©) = (0|0

(©?) = (2|OO|Q).

De acordo com a Eq. (4.42), pode-se inferir que uma dispersao nula significa a auséncia
de quaisquer desvios em relacao ao valor médio, em outras palavras, o observavel possui
um valor constante. Se [€2) é auto estado de ©, também obtém-se que ((A©)2) =0 [111].
Além disso, uma vez que no lado esquerdo existe uma quantidade positiva (devido ao
quadrado) conclui-se que, necessariamente, (©2?) > (O)2. A dispersao também pode ser
chamada como variancia, ou ainda desvio médio quadratico, porque nesse ultimo caso o
operador AO = O — (©) em (4.41), cujo valor médio é nulo, (AQ) = 0, estima o desvio

dos valores de © a partir do seu valor médio (O).

No panorama da TQC, quando os observaveis sao proporcionais ao operador de

campo, é conveniente reescrever a Eq. (4.42) da seguinte forma:

(A0)) = lim [(O(x)O(')) — (O(2))(O(2"))] . (4.43)
A operagao do limite na expressao acima é conhecida como limite de coincidéncia dos
observaveis O(z) e O(z'), ela estabelece a igualdade entre as Eqs. (4.42) e (4.43). O
segundo termo no lado direito da Eq. (4.43) comumente se anula, pois em boa parte
dos casos O(z) o p(x), 3,@(x), ¥ @(x) ou [ @(x), de modo que o VEV (O) o (p) = 0,
porque conforme a Eq. (2.60) temos (4) = 0, uma vez que (a,) = {al) = 0. A estrutura
matemaética do termo entre colchetes na Eq. (4.43) também sugere que a dispersao pode

ser visualizada como uma fungao de correlagao para o observavel © [54, 14].
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Diante do exposto, agora podemos obter a dispersao de velocidades associada a
particula Browniana no condensado. Implementando a prescricio quantica ¢ — ¢ na Eq.

4.40) segue imediatamente que u* — ‘. Portanto, observando que
g

bi(t) [t .
=01 i a)giv9) =0, (1.44)

m to

(@'(2)

a partir das Eqs. (4.40) e (4.43), encontra-se que a dispersao de velocidades no estado de

vacuo |0) serd dada por

(AG)?) = lim (@' (2)di (2)) — (@' (x)) (@ (2')]

' —x
¢°b(t) T N N T 7 '
= /tdtz t dt b2 (t1)b"2(t2) g7 95 0;0; W(x, 2")pLrw+a.  (4.45)
0 0

O objeto W(z, 2" )pLrwra = (p(z)@(2")) corresponde a fungdo de Wightman de frequéncia
positiva para um campo escalar sem massa $(z) no espago-tempo efetivo FLRW com
desclinagao (ou corda césmica). Essa quantidade estd associada ao espago-tempo definido
pelas Eqgs. (4.29) e (4.30). Nota-se que, em vista das Eqs. (4.42), (4.43) e (4.44), a
Eq. (4.45) também corresponde ao VEV da velocidade ao quadrado. Por questoes de

simplicidade, de agora em diante a notagao do limite sera omitida.

Em virtude da simetria conforme exibida pelo espaco-tempo efetivo (4.32), é
possivel obter a expressao para W(z, 2’ )pLrwia = (@(2)H(2’)) em termos da fungao de
Wightman para o espago-tempo efetivo localmente plano com desclinacgao W(z, z')q, a
qual foi calculada na Segao 3.2 e cuja expressao final é dada pela Eq. (3.25). De fato,
de acordo com as discussoes da Segao 2.4, sobre as transformagoes conformes (2.105) o
campo deve se transformar segundo a Eq. (2.106). Logo, no presente caso, a partir da Eq.

(4.32), é possivel identificar o fator conforme Q = b= de modo que

©(T)FLRW4d = bi(ﬁ)@(ﬂﬁ)d

e, consequentemente,

el

W(z, 2 )rrrwad = b (171)b3 ()W (z, 2')q. (4.46)

Implementando a transformacao de tempo conforme (4.31) na Eq. (4.45) e utili-

zando o resultado (4.46), encontra-se que

" °b K K 3 -3 ij if’
(A = L0 [ [ b el 0,0, W e, (447)

m 10

com x = (N, p1,01,21) € & = (M2, p2,P2,22). A Eq. (4.47) fornece a dispersao de
velocidades para uma particula em um espago-tempo efetivo em expansao conforme na
presenga da desclinagdo. A fungao de Wightman W(x,2')q é dada pela Eq. (3.25) e os

coeficientes g pela métrica efetiva associada ao elemento de linha conforme (4.32).
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Nesse momento, é crucial perceber a correspondéncia entre os cendrios efetivo (do
modelo com o CBE) e real do espago-tempo. O condensado a temperatura zero simula
um vacuo quantico para os fonons, que sao as excitagoes acusticas criadas no meio. Assim,
nota-se que essa situagao é analoga ao que acontece no espaco-tempo legitimo, no qual
0 espago vazio representa um vacuo para os campos quanticos [41]. Além disso, na Eq.
(4.47), a quantidade W(x, 2")q também inclui condigdes de quasiperiodicidade. De acordo
com as argumentagoes da Ref. [35]; a inclusdao da quasiperiodicidade possivelmente indica

efeitos de interacoes no sistema.

A Eq. (4.47) mostra claramente o algoritimo que deve ser seguido para encontrar a
expressao final da dispersao de velocidades. Todos os elementos dessa expressao, Wq e g%,
ja foram especificados anteriormente, com excegao da fungao adimensional b(n). Como
sabemos, essa funcao é responsavel por modelar a expansao ou, de maneira equivalente, a
variagao da velocidade do som no condensado. Aqui, vamos considerar o fator de escala

assintoticamente plano
bi(n) = bt + bf tanh (77> , (4.48)
T

cujo comportamento estd ilustrado na Figura 16. Na Eq. (4.48) o pardmetro 7 representa
um tempo constante que fixa a taxa de expansao. As constantes adimensionais bo e bl,
podem ser escritas em termos dos valores assintéticos b (+00), com a restri¢ao bo > b4

fim de evitar singularidades no elemento de linha (4.32), isto é, para que bi(n) # 0. Esse
é um fator de escala bem conhecido e utilizado na literatura [107, 45, 35, 105], uma vez

que oferece a possibilidade de resolver a Eq. (4.47) analiticamente.

Figura 16 — Comportamento do fator de escala bi (n) em funcao do tempo.
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Legenda: Gréfico em unldades de b(n) = bi (n)/bi. Todas as curvas admitem o mesmo valor

para a razao \ = b4 / bo 1/2. Fonte: produzido pelo autor, 2024.
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4.4.1 Componente p

A partir das Eqgs. (4.47) e (4.32) a dispersao de velocidades associada a componente

p serd dada por

(o - £ [ [ b )b 00,0, W e (149)

m? Jowo

Antes de prosseguir é oportuno fazer alguns esclarecimentos sobre a Eq. (4.49), visto
que tais detalhes serdao comuns para as demais componentes. Para o estabelecimento da
expressao acima foi utilizada a relacao entre a velocidade fisica v* e coordenada u® que, para
a componente p, consiste na relagao v? = b, Quanto aos limites de integracao, estes
foram estendidos de (ng,n) para (—oo, +00) a fim de resolver as integrais analiticamente.
Esse tltimo passo consiste em uma aproximacao e estda baseado no interesse de analisar o
comportamento do sistema no regime de tempos longos, ou seja, muito apds a expansao
alcontecer. Entao, nesse limite, o fator de escala bi (n) assume um valor final constante
bi = bi(n = 00) = b4 + b , configurando uma situacao na qual os efeitos da expansao
cessaram ou estao ausentes. Enfatiza-se que, adiante, esses mesmos procedimentos e suas
justificativas serao aplicados diretamente as demais componentes, de modo que, para evitar

redundancias, a discussao minuciosa de tais aspectos estara implicita.

Substituindo a Eq. (3.25) na Eq. (4.49), encontra-se que

. he qu% w8mi [T _1 too 1
@00y = BN [ ) [ )00,
pePPAdi

o0 +oo 1 +oo 1 1
|y [ dmb i) [ dmb om0, 0 (450)

271 y
com as fungdes F, 0, e 0, dadas pelas Eqgs. (3.26), (3.27a) e (3.27b), respectivamente.
Note que as permutacgoes entre as quantidades contidas em W, com as operagoes de
integragao e derivada foram possiveis porque a dependéncia temporal estd restrita apenas
aos fatores de o, € 0y, além de que F independe de p. A dependéncia funcional de F foi

omitida com o intuito de simplificar a notacao.

Observando as derivadas
{92 p1COS (2mﬂ A¢>} { — P2 CO8 <2m7r A¢)}

0p Opyot =
e [—c3(m —m)? + a2)’
2 cos (2’"” Agb) (451)
[—c3(m — 12)? + a2,)” '
e
0,00~} — [p2 + p1 cosh (y)] [p1 + pa cosh (y)] 2 cosh (y) (452)
e [~ (m —m2)? + a2’ [—cR(m — 1m2)2 + a2,)*’
nota-se que devemos resolver integrais do tipo
1
(4.53a)

Ay(p) = (=1)7 /O:o b () /o:o b ) (B —m2)2 —a2]’
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com o fator de escala b~1 dado pelo inverso da Eq. (4.48) e os pardmetros

a; = (as,,al), (4.53b)
2
aZ, = p? + pa — 2p1py COS <m7r — Agb) + AZ? (4.53c¢)
p
e
a2 = pi + p3 + 2p1p2 cosh (y) + Az%. (4.53d)

De acordo com os desenvolvimentos do Apéndice B.2, a solugdo para a Eq. (4.53a)

é obtida através do método dos residuos e fornece como resultado

47®1% sinh*(g)

A = 4.54
’\/(lu) (7-‘-007—)27 blé S’Y(M)? ( 5 a)
com
; o A2] (4.54b)
A = . 4.54
o (meeT)? (4.54¢)

A constante g que aparece 1o argumento da fungao hiperbdlica em (4.54a) é definida em

termos dos parametros bo e 61 conforme a relacao

1. [a?+1
=21 4.
o=y (%), (4.59

1
com a? = b /bf > 0.

Substituindo as derivadas (4.51) e (4.52) na Eq. (4.50) e utilizando o resultado
geral (4.54a) para as devidas integrais, que surgem na forma da Eq. (4.53a), apés a
simplificacao dos fatores comuns, no limite de coincidéncia encontramos que

2 4
((Af;p)2> _ 2hq bf smh1 [Z eQwﬁmzsm

m2ricdr?

L W5 20l )], (4.56)

27?2

onde por praticidade foram definidas as fungoes auxiliares

s) = sint () (im0 = 2 (5] ) + Salm). (4570)
e
sy(x) = 4x” cosh” (g) Ss(y, x) — 2 cosh? (g) Sa(y, x) + S2(y X), (4.57b)
além da varidvel adimensional 5
X = . (4.57¢)
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As somatérias S, nas Egs. (4.57a) e (4.57b) sao dadas pela Eq. (4.54b). A notacao
originalmente introduzida em (4.54b) foi ligeiramente modificada a fim de explicitar a
dependéncia que S, possui com a variavel x, devido a sua relagao com a quantidade ai. De
fato, a partir das Eqs. (4.54¢), (4.53c) e (4.53d) observa-se que no limite de coincidéncia
lim Ai = [Afn,Alﬂ = [X2 sin? (T) ,x? cosh? (yﬂ ) (4.58)

' —x 2

Logo, S, depende explicitamente de x, além das varidveis m, y e do parametro p associado
a desclinacdo no condensado. Destaca-se que, os colchetes na Eq. (4.58) ndo representam
uma operac¢ao de comutacao, e foram utilizados para representar de forma compacta as

quantidades A, e A,,.

A Eq. (4.56) ainda pode ser simplificada de modo a obtermos uma expressao
pratica para as analises subsequentes, especialmente para fins de graficos. Nesse sentido, é

conveniente definir

1 —1
2hq®b;  sinh(g)

m2mic

(AT7)%) = ((A27)7)

4.59
=or | (4.59)
uma vez que todos os fatores multiplicativos em (4.56) sdo constantes. Portanto, a partir

das Eqgs. (4.56) e (4.59) podemos escrever

(A)%) = 2((3)+2 3 cos2nBm)sn(x) = 5= | Ay (5.p,0,4)5,(0). (4:60)

—— 2mi

a qual representa a dispersao de velocidades adimensional associada a componente p, para
a particula Browniana no condensado com desclinacao. O comportamento grafico da
Eq. (4.60) em funcdo do pardmetro y, Eq. (4.57¢), estd exposto na Figura 17a. Visando

clarificar a estrutura desse resultado vamos explicar brevemente a sua composigao.

A contribuigao proveniente do termo m = 0 foi explicitada na Eq. (4.60), uma vez
que essa parcela é constante. A fungdo F(3,p,0,y) é dada pela Eq. (3.26) no limite de

coincidéncia, cuja forma explicita é

cosh[py(1 — B)]sin(mpp) + cosh(pfy) sin[pm(1 — F)]
cosh(py) — cos(pm)

F(B,p,0,y) = 2i { } . (4.61)
As fungoes auxiliares s, e s, na Eq. (4.60), sao dadas pelas Eqs. (4.57a) e (4.57b),
com as somas .S, definidas conforme a expressao (4.54b) e escritas em termos do parametro

adimensional A2, Eq. (4.54c), que no limite de coincidéncia é dado pela Eq. (4.58).

Na transi¢ao da Eq. (4.56) para a Eq. (4.60) o somatorio, regulado inicialmente
pela desigualdade (3.24a), foi reescrito observando que s,, é uma funcdo par com respeito
ao indice de soma m. Além disso, a notacao [g] indica que apenas a parte inteira da razao
£ deve ser considerada.
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Figura 17 — Comportamento grafico da dispersiao de velocidades ((A#”)?) em funcio dos para-
metros x e .

(a) (b)
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Legenda: Na figura (a) cada curva é definida pelos valores particulares dos parametros de
quasiperiodicidade [ e desclinacdo p. A figura (b) admite como exemplo o caso x = 1 para todos
os valores indicados de p. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Inicialmente, observa-se que o resultado para dispersao ((A2”)?), em esséncia, é
composto por duas contribui¢oes: uma constante e outra que depende dos parametros
associados a quasiperiodicidade 3 e desclinacao p. Como sabemos 0 < § < 1, enquanto
que o parametro p nos sistemas de matéria condensada pode assumir valores tais que p > 0
[112], ou seja, pode assumir valores menores que a unidade. O termo constante é uma
consequéncia imediata da escolha do fator de escala bt (n), em outras palavras, devido as

efeitos da expansdo assintoticamente plana (Figura 16) simulada no condensado.

Quanto as contribuigdes variaveis nota-se que, para p < 2 o somatério em (4.60) é
ausente, pois essa situagao fornece um valor fora do intervalo compreendido pela soma,
dado que m é um numero inteiro. Por exemplo, se p = 1, a soma sera nula e, portanto,
a dispersao passa a depender exclusivamente da constante 2((3) e do termo integral em

(4.60), o qual na ocasiao oferece uma contribuigao quasiperiédica pura.

Em relagao ao parametro 3, percebe-se que, no caso periddico (f = 0) a dispersao
torna-se uma funcao exclusiva da desclinagao p, uma vez que F torna-se dependente
apenas de p, semelhante as expressoes de s,, e s,. Constata-se também que, no caso

. ST 1 s o~ ,
antiperiodico (B = 5) a contribuicao integral sera nula para qualquer valor par de p. Em
sintese, a contribuicao da funcao F com respeito aos parametros e p, definida conforme

(4.61), pode ser resumida da seguinte forma:

F (0, pins, 0, ) = 0,V p inteiro,

g Y 707 =
Fp 00 =1 g (3, Ppar, 0,9) = 0, p par.

(4.62)

As informacoes relatadas nos dois tltimos paragrafos serao compartilhadas pelas demais

componentes da dispersao de velocidades que serao obtidas adiante.
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A partir da Figura 17a nota-se que a dispersdo ((A9”)?) possui um comportamento
nao trivial préximo da origem x = 0 (p = 0), isto é, préximo ao nicleo do defeito. Além
disso, este comportamento é de tal maneira que, para cada configuracao referente ao
par de valores (3, p), as curvas da dispersao podem aumentar ou diminuir. Contudo, na
medida em que x assume valores cada vez maiores, todas as curvas tendem para um valor

constante, independente dos valores de [ e p.

O valor constante relatado acima representa a situagao periddica (5 = 0) e sem
desclinagdo (p = 1), pois nesse caso p < 2 anula o somatério em (4.60) ao passo que
f =0ep=1anulam o termo integral, conforme mostra a Eq. (4.62). A principio,
é tentador interpretar essa contribui¢ao constante, 2¢(3), como andloga ao vacuo de
Minkowski. Entretanto, essa associagio estd equivocada, pois o vadcuo (puro) de Minkowski
sempre oferece uma contribuigao divergente no limite de coincidéncia (' — x). Na
verdade, a origem do termo constante em nossas expressoes se deve ao processo de
expansao do condensado. Em outras palavras, devido a funcao b%(n). Em certo sentido, a
funcao bi (1) no presente caso desempenha um papel similar aos mecanismos conhecidos
na literatura como “switching functions”, os quais regularizam tipicas divergéncias nos
modelos considerados — veja, por exemplo, a Ref. [31] e as fontes 14 citadas. Sob a luz
desse ultimo aspecto levantado, é importante destacar que, os nossos resultados sao validos
unicamente para regimes de tempos infinitamente longos, e nada podemos dizer sobre a

dispersao para valores finitos de tempo.

A Figura 17b exibe o comportamento da dispersao em funcao do parametro (3,

para o caso particular y = 1 ou ainda, de acordo com a Eq. (4.57c), para a distancia

TCoT
2T
(4.60) pode atingir com respeito ao pardmetro de quasiperiodicidade 3, mantendo fixas a

circunvizinha p = Esse grafico revela qual o maior ou menor valor que a dispersao

desclinacao p e a distancia y.

O comportamento assintotico da dispersao de velocidades p longe da origem é
intuitivo e, de certo modo, ja esperado. O ntcleo do defeito esta localizado em y = 0
e seus efeitos sao apreciaveis apenas em uma vizinhanca préxima. Entao, para pontos
suficientemente distantes dessa regiao o seu efeito é negligencidvel e estd ausente (restando
apenas a contribui¢do constante). No contexto das cordas cdsmicas, os efeitos do campo
gravitacional gerado pela corda sao relevantes apenas em pontos circunjacentes, porém,

longe desse objeto tornam-se fracos e irrelevantes.

Um ultimo ponto que gostariamos de discutir consiste na convergéncia ou diver-
géncia das curvas mostradas na Figura 17a, isto é, sobre o comportamento da dispersao
na origem ou centro da desclinagdo x = 0. Em primeiro lugar, a partir das Eqgs. (4.57a),
(4.54Db) e (4.58), observa-se que s,,(x = 0) é finita, logo a contribui¢ao divergente em nossas
expressoes é proveniente do termo integral na Eq. (4.60). Portanto, vamos considerar

apenas o integrando da Eq. (4.60) no limite y — 0.
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No limite y > 1 pode-se utilizar a aproximagao cosh(y) =~ e¥/2 de modo que, para

a Eq. (4.61), encontra-se
Fys1) = 21 {sin(ﬂpﬁ)e’pﬁy + sin[mp(1 — 5)]6727(1*5)3’} (4.63)

e para a funcdo auxiliar s,(0), Eq. (4.57b),

ERS GO +¢(3). (4.64)

5y>>1 (0) 2

A notagdo = nas Eqs. (4.63) e (4.64) tem a finalidade de indicar que a igualdade esté
condicionada a uma situacgao especial, na ocasiao y > 1. Nesse ponto deve-se observar

que Fy1) por si s6 é convergente, para grandes valores de y, pois 0 < 8 < 1ep > 0.

Considerando as Eqgs. (4.63) e (4.64), para o integrando I, = Fs, na Eq. (4.60),

segue que

Ly = —((3)i {sin(ﬂpﬁ)e(l_pﬁ)y + sin[mp(1 — 5)]6[1_’)(1_5)@} +((3)Fys1. (4.65)

De acordo com a Eq. (4.63), o ultimo termo da expressdo acima nao oferece nenhuma
divergéncia, visto que a funcao Fs1) € finita. Entretanto, as exponenciais no primeiro
termo da Eq. (4.65), dependendo da combinagao dos valores de p e [, podem convergir ou

nao. E facil ver que a convergéncia do integrando é atingida quando ambas as relagoes

pb>1 (4.66a)

p(1—=p)>1 (4.66D)

sao satisfeitas. De fato, se qualquer uma das desigualdades (4.66) for violada o resultado
diverge, pois nesse caso um termo da Eq. (4.65) converge enquanto que o outro diverge
no limite y — oo. Assim, por exemplo, para a curva (5;p) = (0.4;3) na Figura 17 a
condigao (4.66a) fornece 1.2 > 1 ao mesmo tempo que (4.66b) retorna 1.8 > 1. Logo,
essa curva é convergente, dado que satisfaz ambas as condigoes (4.66). Por outro lado,
considerando a curva (f3;p) = (0.4;2) as relagdes (4.66a) e (4.66b) retornam os valores 0.8
e 1.2, respectivamente. Entao, diante desses resultados, nota-se que uma das condigoes,
Eq. (4.66b), foi violada, logo, a curva (5;p) = (0.4;2) é divergente.

4.4.2 Componente ¢

Semelhante ao caso anterior, a dispersao de velocidades na componente ¢ ¢é obtida
utilizando as Eqs. (4.47) e (4.32), de modo que

Ap\2\ _ ngf% +oo oo 1 _1 ,
((A2%)7) = dny dmnib™ 3 (n1)b™ % (12)0g, 09, W (2, 2')q, (4.67)

m2p1pz J—oo -
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na qual a relacio v? = pb’iu‘b, entre as velocidades coordenada u? e fisica v, foi empregada.
Como sabemos, o fator de escala b~1(n) corresponde ao inverso da Eq. (4.48). Deve-se
notar também que, os limites de integragao (1o, 7) ja foram estendidos para os valores

assintéticos (—oo, +00), com as mesmas justificativas discutidas anteriormente.

Diferente do algoritimo indicado pela Eq. (4.67), a saber, derivar sucessivamente
com respeito ao par de varidveis (¢1, ¢2) e realizar a dupla integragao, vamos seguir um
método alternativo, o qual é baseado nos desenvolvimentos do Apéndice A da Ref. [98].
A motivagao para esta mudanca se encontra no fato de que a dependéncia da funcao de
Wightman com respeito a coordenada ¢ estd contida tanto no fator exponencial como nas
fungdes 0, e F — conforme observa-se a partir da Eq. (3.25). Entdo, o procedimento direto,
sugerido pela Eq. (4.67), torna-se inconveniente, pois pela regra da cadeia estas operagoes
produzem muitos termos, tornando a expressao demasiadamente grande e complicada para

ser manuseada.

Levando em conta a Eq. (3.21), observa-se que

—+00

_xd
W | dxe e m + B)2eP(mth)Ad 4.68
72 / m;wp B)%e pimts (€). (4.68)

h
04,04, Wy = P

E oportuno nesse momento enfatizar o comentério anterior de que utilizando a Eq. (3.25)
as derivadas atuam em mais termos quando comparadas com a agao sobre a Eq. (3.21),
cujo resultado final estd4 mostrado na Eq. (4.68). Logo, nota-se a praticidade e conveniéncia

do método seguido.

As fungoes de Bessel modificadas sao solugoes da equacao diferencial

Ptz — (2 + 1w =0, (4.69)

com w = [I+,(2), K,(2)] — veja, por exemplo, a Ref. [83, p. 374]. Portanto, utilizando a
Eq. (4.69), podemos reescrever a Eq. (4.68) da seguinte forma:

h ) d? d
g, 09, Wi = 87:20]9 / dre 27 (xdeQ +x— - ) Z Lpjm+p) (2 (4.70)

m=—0oQ

Como as derivadas 0y, e 04, ja fora realizadas, o limite de coincidéncia (l.c.) espacial,
(p1, P1,21) = (p2, P2, 22), ja foi implementado antecipadamente, visto que nao afeta os
resultados finais e facilita as operacoes. Também, a fim de simplificar a notagao, redefiniu-se

o rétulo p; = po = p nas expressoes.

O somatério na Eq. (4.70) corresponde a identidade (3.23) avaliada no limite de

coincidéncia. Assim, substituindo (3.23) em (4.70), apés realizar as derivadas e permutar
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a ordem das integrais, encontramos a seguinte expressao:

c hC()p T Bmi . 2mm o0 — | =25 —cos zmT" x
g, 0, Wi = 87r2p2%:62 p {—sm2 (p )/0 drz’e [2”2 ( )}

+ cos <m> /OO dl’$€_ {222_COS<27;W)]36}
P 0

hCop o . 192 0 9 — %Jrcosh(y) x
16707 Jo 9”{s1nh (y)/o dxz“e LP }

o0 —| =45 +cos x
—cosh(y)/ drze [Qpﬁ h(y)] } (4.71)
0

Na equagao anterior, todas as integracoes com respeito a variavel x sao facilmente compu-
tadas usando o resultado [75, p. 340]

oo k!
/ drake®" = Re(©) > 0, (4.72)
0

- @k+1’

com a identificacdo apropriada dos parametros k£ e ©. Além disso, as devidas solugoes para
as integrais em (4.71) sdo simplificadas utilizando as Egs. (3.22), (4.53c) e (4.53d) no limite
de coincidéncia espacial. Entdo, a partir das Eqs. (4.71) e (4.72), apds a simplificacido dos

fatores comuns e organizacao do resultado, é possivel mostrar que

2mm 2 w12 [ 2mm
9. 0 Wl.c. _ hCOpQ Ze2ﬂ5mi cos (T) _ 4p Sin (T)
P 22 | % [~c3(m —m)? + a2 [=(m —no)? + a2
p [ 4p? sinh? (y) cosh(y)
T o9 dﬁ”[_2 — )2 213 [—2(m — 1o)2 272 , (4.73)
2m1 Jo [—cg(m —m)? +aZ]®  [—cg(m —n2)? + a2

onde a funcao & ¢é dada pela Eq. (4.61).

Substituindo (4.73) na Eq. (4.67) constata-se novamente a presenga de integrais
com a estrutura exibida na Eq. (4.53a), as quais surgiram no decorrer da andlise para a
dispersao ((Av”)?). Isso ocorre em consequéncia da dependéncia temporal estar confinada
nos denominadores da Eq. (4.73), nos permitindo comutar a ordem das integra¢oes em
(4.67) e identificar a Eq. (4.53a). Assim, a partir das Eqs. (4.67), (4.73) e (4.53a),

juntamente com as solugoes (4.54a), é possivel mostrar que, no limite de coincidéncia,

(AD?)?) =2¢(3) + 2 z_: cos(2mSm)h,, (x)

+ o= | dyF(B,p,0,9)h,(x), (4.74)

com a definicdo da quantidade
1 -1
2hg*b}  sinh*(g)

(87 = (@20%) | ™ (4.75)
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e das fungoes auxiliares

hm(x) = cos (27;771) Sy(m, x) — x*sin? (27;m> Ss(m, x) (4.76a)
hy(x) = cosh(y)Sa(y, x) — x* sinh*(y) S3(y, x)- (4.76b)

As somatoérias S, em (4.76a) e (4.76b) sao definidas pela Eq. (4.54b), com A, dado pela
Eq. (4.58). A fungdo F é definida conforme a Eq. (4.61) e satisfaz a relagao (4.62), para

valores particulares de p e .

A Eq. (4.74) corresponde a dispersao de velocidades adimensional referente a
componente ¢, Eq. (4.75), que esta relacionada ao plano de uma secao reta do espago-
tempo efetivo (da corda). Semelhante ao caso anterior, o termo m = 0 foi explicitado
com a finalidade de manter a simetria das expressoes, em que existe uma parte constante,
2((3), e outra dependente dos pardmetros p e 3. A contribui¢do constante 2(¢(3) provém
dos efeitos de expansao, os quais sao simulados pelas variagoes da velocidade do som no

condensado, e modelados pela funcao bi(n) — Eq. (4.48) e Figura 16.

A Figura 18a mostra o comportamento gréafico de ((Av?)?) como fungio da varidvel
adimensional y, para diferentes valores de p e #. Por outro lado, a Figura 18b exibe a
dispersao em funcao do parametro de quasiperiodicidade [ mantendo y constante, o qual
revela a situagdo com a maior (ou menor) dispersao em um ponto particular p e quando
0 meio possui uma desclinagao p. Imediatamente nota-se que, a Figura 18b possui um
comportamento inverso ao que foi observado na Figura 17b, mas preserva o mesmo perfil

oscilatério constatado anteriormente.

Figura 18 — Comportamento gréfico da dispersao de velocidades ((A7?)?) em funcio dos para-
metros x e (.
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Legenda: Na figura (a) cada curva é definida pelos valores particulares dos pardmetros de
quasiperiodicidade f e desclinagdo p. A figura (b) admite como exemplo o caso y = 1 para todos
os valores indicados de p. Fonte: produzido pelo autor, 2024.
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Novamente, a dispersao possui um comportamento nao trivial préximo da origem
(x = 0), mas para pontos distantes o suficiente a mesma torna-se constante, independente
de quaisquer configuracoes, conforme revelado pela Figura 18a. O comportamento singular
é proveniente da contribui¢ao integral em (4.74). De fato, para y = 0 encontra-se que
hm(0) = ¢(3) cos (Q"LT”) e hy(0) = ¢(3) cosh(y). Logo, o termo da somatéria serd finito,
mas o integrando poderd oferecer uma contribuicao divergente. Com base na andlise
desenvolvida na sec¢ao anterior, vamos estudar o integrando /4 = Fh, no limite y — 0
(o ponto da divergéncia) e y > 1, para descobrir sob quais condigbes obtemos resultados

finitos ou singulares.

No limite y > 1 podemos utilizar a aproximagcao cosh(y) = €¥/2, de modo que a
funcao F sera dada pela Eq. (4.63). Entao, dado que h,(0) = ((3) cosh(y) ~ ((3)e¥/2,

encontramos que
Lyys1) = ¢(3)i {sin(mpB)e! 7Y 4 sinfmp(1 — B)lelt 20 =Flv . (4.77)

O integrando Iy,s1) revela que a convergéncia do resultado ¢ atingida se, e somente se,
ambas as condigoes p5 > 1 e p(1 — ) > 1 sdo satisfeitas. Essa condigoes correspondem as
mesmas desigualdades obtidas na se¢do anterior, a saber, Eqs. (4.66a) e (4.66b). Assim,
por exemplo, a curva (f,p) = (0.4;3.5) fornece pf = 1.4 > 1 e p(1 — ) = 2.1 > 1,
logo, é convergente. Por outro lado, a curva (8,p) = (0.5;1) retorna pf = 0.5 < 1 e
p(1 —B) = 0.5 < 1, indicando que a curva serd divergente na origem. O mesmo raciocinio
pode ser aplicado para as demais curvas da Figura 18. Por fim, ressalta-se que ambas as
condigbes (4.66) devem ser satisfeitas, e quando apenas uma destas é violada o resultado
em questao sera divergente, pois enquanto uma exponencial na Eq. (4.77) vai para zero a

outra tenderd para o infinito — esse é o caso, por exemplo, da curva (3, p) = (0.3;2).

4.4.3 Componente z

Para computar a dispersao de velocidades associada a componente 2z seguimos o
mesmo procedimento adotado para a componente p. A partir das Eqs. (4.47) e (4.32),

inicialmente encontra-se que

AZ\2\ ngf% +eo R _1 _1 /
(@09 = [ gy [ a0 0 W e (478)

com as funcdes bi(n) ¢ W(z, 2')q dadas pelas Egs. (4.48) ¢ (3.25). Semelhante aos casos
anteriores, os limites de integracao foram estendidos para as regides assintéticas oo, a
fim de resolver as integrais analiticamente. Além disso, a dispersao (4.78) ¢ referente a

) , . 1
velocidade fisica v¥ = b~ 1u~.
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Substituindo a expressao (3.25) para W(z, z')q na Eq. (4.78) encontra-se

1
s hcog®bE 8mi [T _1 oo 1 1
((AD )2> = 47T2m; [%:62 ’ /_Oo dnab 4(772)/_00 dmb 4(771)@1@2a
pePPAdi

S +0oo 1 +o0 1 1
/0 dyF /_ dneb% (1) /_ dmb ™ (0)0.,0,,— | . (4.79)

271 y

Novamente, a permuta entre as integrais foi possivel porque a dependéncia das expressoes
com a coordenada z estd retida na funcao o,. Para as derivadas necessarias da funcao de

Wightman exibidas acima, segue que
—8AZ? n 2
[—(m — )+ a2)”  [~B(m —m)? +a2)’

0,001 =

22¥'m

(4.80a)

—8Az2 2
0., 0,0, = : + . (4.80b)

[~ —mp+a2)” [~B0n —m)? +a?]

Perante as integrais na Eq. (4.79), o intervalo Az, nas Eqs. (4.80), pode ser
visto como uma constante. Logo, a partir das Eqs. (4.79) e (4.80) observa-se que, as
integrais que devem ser resolvidas possuem a mesma estrutura encontrada nas discussoes
precedentes. Portanto, identificando as integrais (4.53a) na Eq. (4.79) e utilizando o
resultado (4.54a), ap6s a simplificagao dos fatores comuns, podemos estabelecer o seguinte

resultado no limite de coincidéncia:

(AT")?) =2¢(3) + 2 cos(27Bm)Sy(m, x)

com

1 -1
2hg*b} sinh*(g)
m2ricdr? b%

(AT%)%) = ((A07)?) (4.82)
Na Eq. (4.81) as somas Sa(m, x) e Sa(y, x) sao definidas pelas Eqs. (4.54b) e (4.58), jé a
fungdo F ¢é dada pela Eq. (4.61). Semelhante a Eq. (4.59), por razoes praticas, definiu-se a
quantidade (4.82), dado que todos os fatores multiplicativos sdo constantes. Com respeito
a notacao utilizada, todas as defini¢oes e propriedades matematicas ja foram esclarecidas

anteriormente.

A Eq. (4.81) corresponde a dispersao de velocidades para a componente z, que é a
direcao paralela a linha de desclinacao. Esse resultado segue a mesma simetria apresentada
pelos casos anteriores, nos quais existem duas contribui¢oes: uma constante e outra variavel,
que depende dos pardmetro p e 3. O comportamento para a dispersao ((A77)?) em funcio

de x estd exibido na Figura 19a, para diferentes valores de p e §. Também, na Figura 19b
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mostra-se o comportamento da dispersao como fun¢ao da quasiperiodicidade 3, para valores
arbitrarios da desclinagdo p e mantendo a distancia y constante. Nota-se que os grafico
da dispersao em funcao da constante § para as componentes p e z, Figuras 17b e 19b, sao
similares e possuem um formato de “u” ou “w”. Entretanto, ambos diferem da componente
¢, Figura 18b, que tem um formato inverso. Contudo, vale destacar que, apesar dessa leve
disting¢ao, todos possuem um perfil oscilante. Possivelmente, essa assimetria grafica se

deve a alteracao que a coordenada angular sofre em razao da desclinacao.

Figura 19 — Comportamento grafico da dispersdo de velocidades ((Av7)?) em funcio dos para-
metros x e 5.
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Legenda: Na figura (a) cada curva é definida pelos valores particulares dos pardmetros de
quasiperiodicidade [ e desclinacdo p. A figura (b) admite como exemplo o caso x = 1 para todos
os valores indicados de p. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Em virtude da simplicidade do integrando em (4.81) a andlise sobre a convergéncia
das curvas para dispersao torna-se igualmente simples. Na origem x = 0, a fungao Fys €
por si mesma convergente, como discutido abaixo da Eq. (4.63). Além disso, de acordo com
a Eq. (4.54b), a soma S5 no limite y — 0 produz uma constante, a saber ((3). Portanto, a
partir da Eq. (4.63), percebe-se facilmente que o integrando I, = FSy = ((3)F, avaliado
em x = 0 e no limite y > 1, serd convergente, como pode ser constatado pelas curvas da

Figura 19a.
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5 MBQI no espaco-tempo plano com confi-

namento unidimensional

Diferente do estudo anterior, desenvolvido sobre uma geometria efetiva, nesse
capitulo vamos investigar o MBQI de uma particula pontual acoplada a um campo escalar
sem massa no espago-tempo plano em (3 + 1) dimensoes, na presenca de dois planos
perfeitamente refletores e sujeito a uma condicao de quasiperiodicidade. Como elementos
inovadores, serao considerados diferentes condi¢oes de contorno sobre os planos, além das
condicoes de Dirichlet usualmente aplicadas. Nesse cenario, inicialmente as equagoes de
movimento serao deduzidas e em seguida utilizadas para o estudo de ambas as dispersoes
de velocidades e posi¢oes da particula, além da analise da assim chamada condigao de

pequenos deslocamentos.

5.1 Motivacao

Antes de iniciar as andlises, visando manter o padrao textual adotado, gostariamos
de elencar brevemente alguns comentarios fisicos e matematicos, os quais estao alinhados
aos objetivos do presente estudo. A ideia principal dessa motivacao é tornar as investigagoes
subsequentes menos artificiais, ainda que as mesmas estejam em um nivel de primeiros
principios, isto é, em um estégio de investigacao elementar, que nos permite observar com

atencao apenas os detalhes superficiais do problema.

Recapitulando as discussoes da Secao 3.3.1, a condicao de contorno do tipo Dirichlet
fixa o valor do campo sobre a superficie, enquanto que a condicdo de Neumann fixa a
derivada do campo na direcao normal a superficie. No contexto do eletromagnetismo, por
exemplo, a condi¢ao de Dirichlet define o valor do potencial elétrico sobre a superficie de
interesse, enquanto que a condi¢cao de Neumann estabelece a densidade de cargas sobre
a superficie [60, 59]. Essas estruturas matemédticas foram definidas na Sec¢ao 3.3.1 para
um campo escalar ¢, que nesse panorama seria o correspondente do potencial elétrico —
confira as Eqs. (3.28a) e (3.28b).

Situagdes envolvendo as condigoes de contorno de Dirichlet sdo comuns nos estudos
da eletrostatica como, por exemplo, no problema do calculo do potencial elétrico devido a
uma carga pontual situada a uma distancia fixa de um plano condutor com potencial nulo
— veja a Segao 3.2 da Ref. [113]. Problemas com condi¢oes de Neumann sdo menos usuais,
porém de acordo com a Ref. [114] estes surgem quando correntes estaciondrias estao
presentes em meios Ohmicos. Para mais detalhes sobre este aspecto, veja o comentario no

final da pagina 200 da Ref. [114], bem como a Sec¢ao 9.4 dessa mesma fonte.
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Anteriormente também foram definidas as chamadas condi¢oes mistas (aplicaveis
somente em situagoes com duas superficies), Egs. (3.28¢) e (3.28d). Nesse tultimo caso,
a motivacao para considerar tais construgoes, isto é, Egs. (3.28¢) e (3.28d), baseia-se na
proposta de realizar um estudo de nivel fundamental, buscando investigar as consequéncias
de uma configuracao exética, em que cada plano refletor possui propriedades distintas.
Com base nas discussoes da Secao 3.3.2, de maneira geral, os planos sujeitos a cada
condicao de contorno sao interpretados como filtros, que influenciam e selecionam apenas

modos particulares do campo escalar.

Na Secao 3.3.2 definimos de forma elementar as condi¢oes de contorno do tipo
quasiperiodicas, a saber, Eq. (3.29). Recapitulando, a ideia central desta condigao, sob
a perspectiva matematica, ¢ fornecer uma generalizagao das andlises, além dos casos
particulares de solugoes periédicas (5 = 0) e antiperiédicas (b’ = %) A Figura 20 mostra
uma representacao desse mecanismo de generalizagao, em que a depender do valor do
pardmetro de quasiperiodicidade 5 podemos recuperar os casos conhecidos (periddicos e

antiperidicos) e explorar situagoes exdticas (6 #1, %)

Figura 20 — Plano complexo para o campo escalar sujeito a condigoes quasiperiédicas.
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Legenda: Na imagem acima sido destacados os pontos (3, @), com ¢ = e 2™y e Im(p) sim-

bolizando a parte complexa do campo escalar ¢. Nos casos particulares § =0e g = % temos

p = @ e ¢ = —, respectivamente, recuperando os casos periédicos e antiperiddicos. Nas regices

intermedidrias (5 #0, i, %, %) 0 campo é composto por uma parte real e outra complexa. Fonte:

produzido pelo autor, 2024.

Um exemplo fisico mais “palpavel” que podemos citar consiste no emprego da
condicao de quasiperiodicidade em sistemas de matéria condensada, especificamente, em
nanotubos de carbono (folhas de grafeno enroladas em formato cilindrico) — Figura 21.
De acordo com a Ref. [115], quando o campo espinorial ) em um nanotubo esta sujeito
a condicdo de contorno (t, z1, 20) = e 2™)(t, 21, 2, + L), para B = 0 o nanotubo é
metalico, mas se 3 = i% o nanotubo é semicondutor. Quanto a notagao, L representa o
comprimento da dire¢do compactificada (do cilindo) e z; (i = 1,2) as devidas coordenadas
espaciais do modelo. Nesse cenario, a energia de Casimir tem sido investigada, tanto para

campos fermidnicos [115] como escalares [116].
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Figura 21 — Estrutura bidimensional do grafeno e nanotubo de carbono.

Legenda: Na imagem acima cada esfera representa um atomo de cabono ligado aos demais,
formando uma estrura atémica com formato exagonal ou do tipo favo de mel (“honeycomb”). A
esquerda encontra-se a estrutura atomica (bidimensional) do grafeno, cuja dobradura em formato
cilindrico produz o nanotubo de carbono mostrado a direita. Fonte: reproduzido e modificado
da Ref. [117, p. 4].

Em termos de estrutura a condi¢do quasiperidédica lembra o problema do efeito
Aharonov-Bohm, em que dois feixes de particulas (elétrons) se movendo por uma regiao
de campo magnético B nulo sofrem um interferéncia, a qual é proveniente do potencial
vetor A — veja a Figura 22 para uma ilustracdo. Essa interferéncia estd codificada em
uma fase 0 na funcao de onda dos elétrons, €W, que é proporcional a integral de linha do
potencial vetor e, consequentemente, ao fluxo do campo magnético g (existente apenas
na regiao em que as particulas ndo tém acesso) — para mais detalhes, veja por exemplo,
(118, p. 343-349].

Como exemplo, podemos mencionar ainda que, a condicao quasiperiodica também
tem sido discutida no contexto da Mecanica Estatistica, como uma forma de generalizar e
estudar as implicagoes de uma estatistica intermediaria entre os casos particulares e bem
conhecidos das estatisticas para bésons e férmions — veja por exemplo as Refs. [119] e
[120]. Vale ressaltar que, nestes exemplos a condi¢ao de quasiperiodicidade esté associada
a temperatura. Além disso, é comentado que a fase da periodicidade tem um papel

semelhante ao de um campo de gauge constante.

Em vista do exposto, somos motivados a supor que a condi¢ao quasiperiddica,
além de generalizar as expressoes, possivelmente pode ser compreendida como uma forma
de simular algum tipo de interagdo no sistema, ou ainda, conforme a Figura 2, pode
implicar em uma mudanga da natureza do campo de escalar real (neutro) para complexo
(carregado), quando 3 # (0, %) A primeira dessas hipétese possui um maior suporte,
visto que a fase § modifica a relagdo de dispersao, em outras palavras, altera a propagacao

dos modos e, portanto, podendo ser resultado de alguma interacao no sistema.
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Figura 22 — Ilustragao simplista do efeito Aharonov-Bohm.
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Legenda: Um feixe de elétrons (F') parte (da esquerda para a direita) em dire¢do a uma regiao
contendo um longo solenoide (S), cujo campo magnético na regiao externa é zero e no seu interior
possui um valor uniforme B. Na regido externa do solenoide o potencial vetor A é diferente de
zero. O feixe principal é dividido de modo que os feixes F; e Fy seguem por lados opostos e
recombinam-se em seguida. Quando os feixes divididos F; e Fy se encontram, estes apresentam
uma diferenca de fase Af, proporcional ao fluxo magnético ®g. Fonte: elaborado pelo autor
com base na Ref. [118, p. 346-347].

A seguir vamos estudar o MBQI de uma particula admitindo as diferentes condigoes
de contorno mencionadas nessa secao. Quanto as condi¢des sobre os dois planos refletores
(Dirichlet, Neumann e Mistas) o objetivo serd generalizar e estender os casos conhecidos na
literatura. Por outro lado, a analise do MBQI sob a influéncia da condicao quasiperiodica,
até o nosso conhecimento, ainda nao havia sido considerada na literatura e, por esse

motivo, compos boa parte da originalidade desta tese, cujos resultados foram apresentados

na Ref. [36].

5.2 Descricao do sistema fisico e equacées de movimento

Seguindo o formalismo da TQC, o ponto de partida, como sempre, consiste em
obter as equacdes de movimento associadas ao sistema. Conforme temos visto ao longo
desse trabalho, a extremizacao da acao S, que representa um sistema particular, fornece
todas as equagoOes necessarias que descrevem a sua dinamica. Portanto, a acao total que

devemos considerar ¢ dada por
Stot = Sp + Sp + Sints (5.1)

com

(5.2a)

s, — / it / dv(%@)z(@“w)
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representado a agao do campo escalar sem massa,

o2
S, = /dt%, (5.2b)

a acao da particula (Browniana), de massa m e velocidade v = %, e por fim

Sint = —g/dt/dV53(x —x)o, (5.2¢)

definindo a acao que descreve a forma da interacao entre a particula e o campo escalar
©, cuja intensidade do acoplamento é estimada pela constante g. Quanto aos limites
de integracao nas Egs. (5.2), para as integrais no tempo dt estas variam de um tempo
inicial qualquer (digamos ty) até um instante posterior (¢'). As integrais sobre o elemento
de volume dV a principio se estendem sobre todo o espago, exceto quando condig¢oes de
contorno sao impostas sobre a existéncia do campo em regioes finitas. Note que a estrutura
da interacao (5.2¢) ja foi discutida anteriormente, confira a Eq. (2.56). O modelo de
estudo definido pela agao classica (5.1) é bem conhecido e utilizado com frequéncia na

literatura para estudar o MBQI em diversas circunstancias [57, 31, 30, 29, 32, 33].

A agao classica (5.1) descreve completamente o modelo que serd utilizado nas
investigacoes seguintes. Variando a agao Si,; com respeito ao campo ¢ encontra-se que o

mesmo obedece a equagdo nao-homogénea
O = —go(x" —x), (5.3)

com o operador d’Alembertiano [J dado pela Eq. (2.42). Aqui, seguindo a literatura,
vamos assumir que a influéncia da particula sobre a dindmica do campo escalar é fraca o
suficiente para ser negligenciada de maneira que o erro introduzido seja desprezivel [30].

Assim, com base nesse pressuposto, a partir da Eq. (5.3), segue que
Op =0, (5.4)

mostrando que ¢ satisfaz a equagdo de Klein-Gordon para um campo escalar sem massa
(3.30), cuja solugao geral corresponde as ondas planas (3.31). Se condigbes de contorno sao
impostas de modo a confinar o campo em uma dimensao espacial, situagao considerada

adiante, as ondas planas (3.31) sdo modificadas conforme as discussdes na Segao 3.3.

Do mesmo modo, variando a agdo (5.1) com respeito a coordenada de posi¢ao x;

encontramos a expressao

dv; dp(x,t)

com i = (z,y, z), cuja integracao fornece a equacao

. 9 Jp(x,t)
vi(r / A=, (5.6)



134 Capitulo 5. MBQI no espago-tempo plano com confinamento unidimensional

que governa o comportamento da componente v; da velocidade da particula. Na Eq. (5.6)
foi assumida a hipotese classica de que a velocidade inicial da particula é nula, isto é, que
v; = 0 para t = 0. Além disso, a varidvel 7 em (5.6) representa simbolicamente um instante
de tempo arbitrario 7 > 0. O Apéndice C.1 contém alguns detalhes sobre as dedugoes
das Egs. (5.3) e (5.5). Note que, nesse caso, os efeitos da curvatura do espago-tempo e

variacao da massa estao ausentes, uma vez que o espago-tempo é plano.

Uma das simplificacoes que também serd implementada no modelo estudado é que
as particulas Brownianas em questao se movem lentamente, de modo que a dependéncia
temporal das coordenadas espaciais em (5.6) pode ser negligenciada [22, 23, 24, 27, 26,
28, 29, 30, 31]. Em outras palavras, que seus deslocamentos sao pequenos o suficiente
para suportar essa hipotese simplificadora com a introducao de um erro desprezivel. De
fato, uma descricdo precisa, em principio, deve levar em conta a existéncia dessa possivel
dependéncia temporal que as coordenadas de posi¢ao possuem, ou seja, que x; = z;(t).
Como sera visto, essa suposicao implicard em restricoes sobre a validade dos nossos
resultados e, com o objetivo de manter a clareza das exposigoes, os detalhes dessa discussao

serao realizados apos o estudo da dispersao de velocidades em secoes exclusivas.

Para obter a dispersao em cada componente da velocidade da particula, por
influéncia das flutuagoes quanticas do campo escalar, primeiro devemos quantizar a Eq.
(5.6) através da prescricao quantica ¢ — ¢, que instantaneamente fornece v; — 0;. Esse é
um procedimento necessario para “ativar” as flutuagdes quanticas de vacuo, pois devemos
lembrar que o campo classico ¢ nao flutua. Portanto, quantizando a Eq. (5.6) através do

método indicado e utilizando a Eq. (4.43), com © = ©;, encontra-se que

(AD:)*)ren = lim [(0:(2)05(2")) — (0:(2)0i(2"))arv] (5.7)

Tr—T
2 2
A L A '
S /0 U i, Woen ) (5.8)

Para estabelecer o resultado acima foi utilizado o fato de que o VEV (%;) = 0 e, na
segunda linha, também foi omitida a notagao do limite de coincidéncia espacial — conforme

a notagao formal mostrada na expressao de origem (4.43) e Eq. (5.7).

Nas Egs. (5.7) e (5.8) o subscrito “ren” indica, de maneira geral, que um processo
de regularizacao foi implementado a fim de renormalizar o observavel ((A9;)?), de modo
que no limite de coincidéncia ' — = um resultado finito seja obtido. No campo da TQC
esse é um procedimento comum e necessario, visto que resultados contendo divergéncias
(infinitos) podem surgir, quando lidamos com observéaveis dependentes do produto de

campos, ou seja, fungoes de Green em geral [61].

Diferentes métodos de renormalizacao podem ser seguidos e estes dependem tanto
da abordagem utilizada em um estudo como da estrutura do espago-tempo em questao,

isto é, se 0 mesmo ¢é plano ou curvo — veja as discussoes, por exemplo, na Ref. [61]. Aqui,
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em virtude das estruturas matematicas com as quais lidamos, sera utilizada uma técnica
conhecida como separagao de ponto (tradugao do inglés “point-splitting”). Em resumo,
esse procedimento consiste em redefinir um produto de campos no mesmo ponto — ex.
o(z)? = p(z)p(z) — como campos avaliados em pontos diferentes — ()% = ¢(2)@(')]r=e-
Por esse motivo o nome separacao de pontos. Em seguida as devidas operacgoes sao
efetuadas admitindo a nova estrutura, ¢(z)p(z'), devendo ao final tomar o limite de
coincidéncia 2’ = x para recuperar a construgao inicial — ()% Apds realizar essa troca
e subtrair apropriadamente o fator identificado como causador da divergéncia (“div”),

obtém-se o resultado renormalizado [86]. Em esséncia essa ¢ a ideia contida na estrutura
das Egs. (5.7) e (5.8).

Em nossas expressoes (referentes ao espago-tempo plano) o fator divergente é bem
conhecido e facilmente identificado como oriundo do vacuo de Minkowski, o qual na TQC
¢é definido como o espago-tempo vazio, através do qual os campos quanticos se propagam
livremente, isto €, sem qualquer tipo de perturbacao originada, por exemplo, pela presenca
de planos refletores (condi¢oes de contorno), efeitos térmicos, alteragoes da topologia,
efeitos de expansao (backgrounds dependentes do tempo), etc. Matematicamente, a forma
explicita da FWFP para o campo escalar sem massa referente a contribui¢do do vacuo de

Minkowski é dada pela expressao

1 1
AT [Ar? + A2 4+ A2 — A2 Ax?

Wo(z, 2') folAr) = ¢ 00(Ar),

onde as ultimas igualdades foram estabelecidas utilizando as definigoes (3.56a) e (3.87).
Note que no limite de coincidéncia ' — x os intervalos Az; = (z;—}), com z; = {t, z,y, 2},
se anulam e Wy, — oco. Entao, desde ja adianta-se que, nesse capitulo as funcgoes de
Wightman renormalizadas, W,.,, sdo obtidas subtraindo os termos ﬁ fo(Ar) e ﬁ go(AT)
das devidas expressoes finais da Secao 3.3, pois conforme discutido essas sao as incias partes
divergentes dos resultados e correspondem, ambas 155 fo(Ar) e 1= go(Ar), a contribui¢do

divergente do vacuo de Minkowski ha pouco relatada.

5.3 Confinamento por placas paralelas

5.3.1 Estudo da dispersao de velocidades

Nessa primeira parte, estamos interessados em estudar o MBQI de uma particula
pontual devido as flutuagdes quanticas de vacuo de um campo escalar sem massa, com
o qual a mesma interage, confinado unidimensionalmente por duas fronteiras planas
perfeitamente refletoras, sujeitas a diferentes condigdes de contorno. A Figura 23 apresenta
um esbocgo geral do sistema considerado. Além disso, as andalises serao desenvolvidas no

espago-tempo de Minkowski em (3 + 1) dimensdes.
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Figura 23 — Particula pontual de massa m e carga g interagindo com um campo escalar sem
massa ¢ confinado unidimensionalmente em uma regido de tamanho a.
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Legenda: Os dois planos perfeitamente refletores p, situados sobre o eixo cartesiano x, nas
posicoes = 0 e & = a, confinam os modos do campo escalar (), o qual est4 sujeito & diferentes
condigoes de contorno i sobre os planos, a saber, Dirichlet (D), Neumann (N) e Mistas (DN e
ND). Fonte: produzido pelo autor, 2024.

De acordo com a Eq. (5.8), para estudar o MBQI no cendrio descrito acima,
representado na Figura 23, necessitamos da funcao de Wighmtan correspondente a cada
uma das configuragoes indicadas, ou seja, para o campo escalar sem massa sob condi¢oes
de Dirichlet, Neumann e Mistas. Estas expressoes foram deduzidas em detalhes na Secao
3.3 e reunidas em uma construgao tnica rotulada como FWFP-DNM, Eq. (3.82), que sera
utilizada na sequéncia. Para obter a dispersao de velocidades associada a componente

paralela aos planos, isto é, dire¢do ¢ = x, primeiro é importante observar que

62W§ie)n — L i’ (i) 1 B 16((171)2
da’ |~ 20 2 ™ [(A(an)? = ARP T (4an)? — AR)?
5 1 1622
_ (i) B 2

com At = (t —t') e ,, = x — an. O resultado (5.9) é obtido derivando sucessivamente
a Eq. (3.82) com respeito as varidveis = e a’, conforme solicitado pela Eq. (5.8). Além
disso, na Eq. (5.9) o limite de coincidéncia espacial ja foi implementado, visto que as
operagoes sobre o setor espacial ja foram realizadas. Destaca-se que, a linha no simbolo
de soma significa que o termo n = 0 da expressao foi removido do intervalo. De acordo
com as discussoes anteriores, essa contribuicao ¢ removida com o intuito de regularizar as

expressoes, visto que no limite de coincidéncia produz uma singularidade no resultado.

A partir das Eqgs. (5.8) e (5.9) segue que
2

N T T S 1 16(an)?
(A0 = 27T2m2/0 dt/o dt{ 2w [(4(%)2—&2)2 - (4(an)2—At2)31

n=—0oo

e}

. 1 1622
_ (i) _ n
2 00 [t w e ae | 510

n=—0oo
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Observando que os integrandos da dispersao ((Ad,)?)en sd0 funcoes de At = &,

podemos utilizar a identidade [30, 31]

[ [Fage— i) =2 [ der - 9616) (.11)

para reduzir a dupla integragao em (5.10). Entao, utilizando a identidade (5.11) na Eq.
(5.10) e dispondo dos resultados

T 2r+r1
dn 1 5.12
/ 4r2—n )? T 323 n<2r—7') (5.122)
) (r ) 2 3 2
T T—7 T T T+ 7'>
d = 1 5.12b
/0 77(47‘2 —n?)3 12874 (4r? — 72) * 512/ (27“ —71)’ ( )
com r = (an, x,), podemos estabelecer o seguinte resultado:
A2\ () — <
<(AU:E> >I(“e)n - 167T2m2a2 [ Z 7 TL Ta) - n:z_:oo 57(7,)R(‘ra -n, Ta)] ) (513)
onde definiram-se as fungoes auxiliares
R(r, 1) = P(r,7,) + Q(r,74), (5.14a)
272
P(r,7,) = —%*— 5.14b
(7 = g (5.14b)
e o+ )
Ta r+T,
Q(rm) =55 <2r — Ta) : (5.14c)

A Eq. (5.13) corresponde a dispersdao de velocidades (renormalizada) da particula
na direcao perpendicular aos dois planos perfeitamente refletores, que confinam unidimen-
sionalmente o campo escalar sem massa sob diferentes condigoes de contorno, alterando
as suas flutuagoes quanticas de vacuo. Essa expressao estd convenientemente escrita em

termos dos parametros adimensionais

]
e = — 5.15
o= (5.152)
€
T
a= 5.15b
ra = (5.15b)

associados, nessa ordem, ao tempo de observacao e a posi¢ao da particula com respeito ao
comprimento de separagao entre os planos. O uso das definigdes (5.15a) em (5.13) fornece
uma maior generalidade para as expressoes, dado que sao comparadas com um parametro
constante e arbitrario do sistema, o qual corresponde a distancia a entre os planos. Nesse
sentido, a constante a atua como uma escala natural para as grandezas do sistema. O
comportamento de ((A9,)%){) em funcio do tempo estd exposto na Figura 24, para as

devidas condic¢oes de contorno.
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Figura 24 — Comportamento grafico da dispersao de velocidades perpendicular aos planos em
fungdo do tempo adimensional 7,, para condi¢oes de Dirichlet (D), Neumann (N) e
Mistas (DN e ND).
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Legenda: Gréfico tracado em unidades de ((Av,)?)®) = <(A@$)2)§2n (%) , para valores arbi-

trarios da posigao relativa z, = x/a. Linhas verticais indicando pontos de descontinuidade das
funcoes foram removidos através de cortes na funcgdo, a fim de melhorar os aspectos visuais das
curvas. Fonte: produzido pelo autor, 2024.
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O tempo de observagao (5.15a) refere-se ao intervalo de tempo em que a particula
pontual interage com as flutuacgoes quanticas de vacuo do campo escalar, o qual inicia
instantaneamente em ¢t = 0 e termina imediatamente em ¢ = 7. Tendo em vista a defini¢ao
(5.15b), percebe-se prontamente que, os valores para o pardmetro z, sdo restringidos pela
desigualdade 0 < z, < 1, pois a coordenadas x esta limitada a regido de tamanho a. Antes
de discutirmos quaisquer aspectos fisicos associados a dispersao de velocidades, vamos
obter a dispersao referente a componente paralela aos planos, pois muitas das observa(;()es

realizadas adiante sio compartilhadas por todas as componentes de ((A%;)?)4)

ren*

Para i = y, semelhante ao caso anterior, a partir da Eq. (3.82), inicialmente
devemos encontrar a derivada conveniente da FWFP-DNM considerando a dire¢ao i = y,

cujo resultado no limite de coincidéncia ¢é

1 (& G = 50
“ 5o\ st e O

n=—oo n=—oo

82W (i)

ren

Oyoy’

Logo, substituindo (5.16) na Eq. (5.8) com i = y, temos

(i (i
<(My)2>fe“:27r2m2/ dt/ dt{ i )7" ANEE + Z M}.(al?)

n=—0oo n=—oo

Utilizando novamente a identidade (5.11), podemos converter a dupla integral na
Eq. (5.17) em uma integragao simples, a qual pode ser diretamente resolvida empregando

o resultado (5.12a), de modo que, apds organizar os devidos termos, obtém-se

2

N e { Z Wam )+ 3 80—, m} . (518)
onde foram utilizadas as definigdes da fungao auxiliar Q(r, 7,), Eq. (5.14c¢), e dos pardmetros
adimensionais 7, e x,, Eqs. (5.15). A Eq. (5.18) corresponde a dispersao de velocidades
da particula associada a componente y, a qual é perpendicular aos planos paralelos. Esse
resultado representa igualmente a componente z da dispersao, bastando fazer a troca
y — 2, ou seja, ((Ad,)2)) = ((A9,)2)D) . Em virtude dessa igualdade entre as expressdes
para as componentes perpendiculares y e z, nas discussoes seguintes, apenas a componente
y sera examinada, subentendendo-se que as mesmas analises se aplicam a componente z.

O comportamento de {(Ad,)?){) estd exposto na Figura 25, para cada uma das condigdes

ren

de contorno utilizadas.

O primeiro ponto a ser discutido sobre as expressoes obtidas consiste na possibi-
lidade de recuperar os resultados da literatura, assim como estendé-los moderadamente.
Para condigoes de Dirichlet observa-se que a contribuicao n = 0, proveniente do segundo
somatorio no lado direito das Egs. (5.13) e (5.18), corresponde aos resultados da literatura
para o MBQI devido a um plano perfeitamente refletor [31]. De fato, a contribuigao

ﬁ fo(Ar) da Eq. (3.82) corresponde a FWFP para um campo escalar sem massa na
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Figura 25 — Comportamento grafico da dispersao de velocidades paralela aos planos em funcao
do tempo adimensional 7,, para condi¢oes de Dirichlet (D), Neumann (N) e Mistas

(DN e ND).
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Legenda: Grafico tragado em unidades de {(Awv,)?)) = ((A@y)2>&)ﬂ (%) , para valores arbitra-

rios da posicio relativa z, = z/a. A componente ((Av,)2)(®) possui os mesmos perfis gréaficos.
Os “bicos” nas devidas curvas representam pontos de descontinuidade. Fonte: produzido pelo

autor, 2024.
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presenca de um plano perfeitamente refletor situado em x = 0, logo esse termo indubita-
velmente deve reproduzir os resultados para a dispersao de velocidades de uma particula

imersa em tal sistema. A partir das Egs. (5.13) e (5.18) é possivel mostrar que

2 2 2
g 27 T (2:B + T)
= — —1 5.19
167m2m2x? [(:102 —72) * 20 \2z — 71 (5-19a)

[92593)3(% —n, Ta)]

1672m2a?

n=0
e
25(D) _ 2 2 2
765 Q(xq — 1, 7,) ___ 9 T, ( x+7> , (5.19b)
3912m2a2 0 32m2m2a2 2 20 — T

os quais sao equivalentes aos resultados encontrados na literatura — veja as Eqs. (4.1) e
(4.2) da Ref. [31]. Esse fato mostra a consisténcia dos resultados obtidos até o momento.
Além disso, as relagoes (5.19) mostram que se as condi¢oes de Neumann sdo empregadas

sobre as fronteiras os resultados tém um sinal oposto, visto que § = —§(P) = +1.

Observando as Figuras 24 e 25 nota-se a presenca de divergéncias para alguns
valores especificos de 7,, 0s quais merecem uma atencao especial. Inicialmente, através das
Egs. (5.13) e (5.18), é possivel identificar que existem dois tipos de divergéncias, a saber,
quando 7, = 2n e 7, = 2|x, — n|. Imediatamente constata-se que, diferente de 7, = 2n,
a relagdo 7, = 2|z, — n| depende da posigao relativa x,. Duas divergéncias tipicas das
expressoes sao verificadas e merecem destaque, sao estas x, = 0 e z, = 1, que sao os
pontos nos quais os planos estdo idealmente localizados. E instrutivo observar que, para
x, = 0 ambas as relagdes preveem a mesma divergéncia, ou seja, 7, = 2n. De maneira
geral, essas divergéncias sao identificadas como divergéncias de “round trip”, as quais sao
definidas como o tempo que um sinal de luz gasta para realizar uma viagem de ida e volta
partindo da particula, situada em z,, até os planos refletores, localizados em z, = 0 e

e = 1[22, 23] — veja a Figura 26 para uma ilustragao.

Figura 26 — Ilustracao das divergéncias de round trip.

:ca:O :ca=1

Legenda: Particula pontual de massa m e carga ¢ situada na posicao z, relativa ao plano (p) em
xq =0 e |z, — 1| em relagdo ao plano localizado em x, = 1. Fonte: produzido pelo autor, 2024.
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Considerando as discussoes acima, nas Figuras 24 e 25, constata-se, por exemplo,
nos casos de Dirichlet e Neumann, que para o modo n = 0 o termo dependente da posicao
prevé uma divergéncia para o valor 7, = 1,4 quando a particula esta situada na posicao
r, = 0,7. Da mesma forma, para n = 1 o termo independente da posicao indica que
havera um comportamento singular em 7, = 2 ao passo que a contribuicao dependente de
1z, fornece uma divergéncia antecipada em 7, = 0,6. E interessante observar que no caso
das condigoes mistas, Figuras 24c e 25¢, existe uma simetria quanto ao ponto médio do
conjunto (z, = 0,5), a qual revela que as condigdes mistas DN e ND sao equivalentes para
essa configuracao particular. Contudo, apesar das semelhancas, vale destacar que, em cada

configuracao o sistema apresenta um comportamento nao trivial com respeito ao tempo.

Foi indicado na literatura que uma possivel causa das divergéncias sobre os planos
se deve a posicao fixa das fronteiras, as quais em um tratamento mais realistico podem
flutuar devido aos efeitos de incerteza quantica [22, 30, 23]. O leitor interessado no assunto
pode consultar, por exemplo, a Ref. [121], na qual os autores, considerando um campo
escalar sem massa, entre outras coisas, mostram que, assumindo flutuagoes na posicao
de uma fronteira idealmente fixa, é possivel eliminar divergéncias associadas ao VEV

renormalizado dos observdveis campo ao quadrado, {p?), e densidade de energia, {p).

Outra forma de regularizagao para estas tipicas divergéncias, que surgem nos
sistemas de MBQI, sao as chamadas fungoes de troca (switching functions), as quais tém
sido discutidas extensivamente na literatura [27, 28, 31, 32]. Além da posigao fixa das
fronteiras, outra idealizacdo comum nos modelos consiste no fato de que a particula inicia
e finaliza instantaneamente a sondagem das flutuac¢des quanticas do campo com o qual
interage. Entretanto, em situagoes reais, é necessario um tempo para que a particula inicie
a sondagem efetiva dos efeitos das flutuagoes, visto que também existird um intervalo de
tempo associado a mudanca da particula de um estado de vacuo sem planos para um estado
de vacuo com planos refletores. Nas investigagoes, esse aspecto realista é introduzido
através das fungoes de troca (ou transi¢ao). Contudo, o mesmo nao serd abordado ao
longo dessa tese, e no Ambito destas discussoes, nossos desenvolvimentos se referem apenas
ao caso idealizado de transigbes repentinas (sudden switching), situagao em que o tempo

de troca ¢ nulo. Para mais detalhes recomendam-se as fontes ja citadas.

Dando sequéncia as analises, motivados pelo andlogo classico, vamos verificar a

estrutura das expresses para ((Ad,)%) D e ((AD,)%)D) nos regimes de tempo curto (7, < 1)

ren ren

e longo (7, > 1), dado que em muitas situagoes o conhecimentos de um sistema nesses
regimes pode revelar propriedades fundamentais, permitindo realizar previsoes sobre o seu
comportamento e estimativas. Iniciando com o caso 7, < 1, considerando os resultados

do Apéndice C.3.1, encontramos para a direcao perpendicular aos planos que

4

g2r? -
“ 3¢(4) — (5(“])?[2 + cos(2mz,)] esct (m,) (5.20a)

16m2m2a?

(80, = -

ren



5.8. Confinamento por placas paralelas 143

2.2
(AD,)2)M) ~ % [21¢(4) — ™71 + cos(2m,)] cot(mx,) csc(wa,) }
mTem=a

(5.20D)
enquanto que para a dire¢ao paralela, temos,
2\ (J 9°7a m 4
((AD,)?) D) ~ m {2{( )+ 6 [2 + cos(2mz,)] csc (mca)} (5.21a)
e
g2
((AD,)?) M) ~ 1082 {7{( )+ son’” 3 [11 + cos(2mz, )] cot(mz, ) esc? (mx,)
m2m2a
(5.21b)
No conjunto de Eqs. (5.20) e (5.21) definiram-se convenientemente os simbolos §() =
(6@ 5] = [=1,+1] e 6™ = [§PN) §ND)] — [11 —1]. Observando esses resultados

percebe-se que, para o regime 7, < 1, todas as dispersoes, nos instantes iniciais da sua
evolugao temporal, sdo proporcionais a 72, indicando uma espécie de comportamento
parabolico, o qual pode ser observado nas Figuras 24 e 25. E importante destacar que nas

72 em virtude do regime estudado.

aproximagoes utilizamos apenas os termos de ordem
Além disso, nota-se que, para essa configuragao inicial, apenas as divergéncias z, =0 e

x, = 1 se revelam nas expressoes.

No MBC a dispersao de velocidades associada a particula Browniana de massa m,
suspensa em um fluido com temperatura 7', atinge um valor constante para um tempo de
observagao suficientemente grande, a saber, 3kgT/m, onde kg corresponde & constante de
Boltzmann. Esse resultado mostra que a particula Browniana atingiu o equilibrio térmico
com o meio fluido circundante [122]. Entao, motivados por esse fato, vamos verificar as
expressoes resultantes do regime 7, > 1, a fim de encontrar expressoes independentes do
tempo. Considerando os resultados do Apéndice C.2.1, a partir das Eqs. (5.13) e (5.18),

nesse regime, podemos mostra que, para a componente perpendicular

(AD,))D) ~ —&Tfﬂ;a? [7;2 + ;2 — 672 csc (mva)] (5.22a)
¢ 2 2
(AD,)HAD ~ m [7; - ?j'f — 0™ 72 cot (7, csc(wxa)] : (5.22Db)
a0 passo que para a dire¢do paralela encontra-se
(A1) ~ 87r2gn212a2 [7;2 — 347_2 + 6Wn? esc (mva)] (5.23a)
‘ g? 2 4
(AD)H ) ~ iy l6 + 372 + 0™ 72 cot () csc(wxa)] : (5.23b)

Embora representem um regime distinto, semelhante ao caso anterior, as Eqs.

(5.22) e (5.23) conservam as divergéncias sobre os planos. De fato, as fungoes cossecante
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e cotangente sdao indefinidas para os argumentos 0 e 7. Todas as expressdes possuem
uma dependéncia temporal através do fator comum 4/372, porém esta é desprezivel para
To > 1. Portanto, como esperado e de forma analoga ao MBC, as dispersdes tendem
para um valor constante, o qual nas devidas situac¢oes é modificado pela contribuicao da

condicao de contorno particular.

Para finalizar as investigagoes dessa secao, gostariamos de analisar algumas situagoes
particulares dos resultados obtidos até o momento, o que nos permitira verificar a sua
consisténcia e recuperar resultados da literatura. Na Ref. [31], entre outras coisas, foi
investigado o MBQI de uma particula na presenca de um plano perfeitamente refletor
situado em x = 0 sob condi¢bes de Dirichlet. No cenario “sudden”, para o regime de
tempos longos, os autores mostraram que a dispersao de velocidades da particula nas
dire¢oes perpendicular e paralela ao plano sao identicamente dadas por

g2

St (5.24)
Na fonte de origem o plano esta situado sobre o eixo z, entretanto, por questoes de
compatibilidade com a notacao utilizada, estamos alterando o rétulo, uma vez que esta
mudanga nao causa perdas de generalidade ou distor¢oes de significado. A Eq. (5.24)

resulta das Eqs. (5.19) considerando uma expansdao em z/7 < 1.

O resultado (5.24) oferece uma excelente oportunidade para comentarmos um
aspecto importante relacionado ao VEV renormalizado de observaveis em TQC, que sera
recorrente ao longo desta tese. Note que a dispersao, Eq. (4.42), é uma quantidade positiva
definida, assim, a principio, o resultado negativo (5.24) parece estranho e inconsistente
com a defini¢do de origem da quantidade. As Figuras 24 e 25 mostram que o mesmo pode

acontecer para as Egs. (5.13) e (5.18).

De acordo com a Eq. (5.7), de maneira geral, nota-se que, a dispersao renormalizada
consiste em uma subtragao entre a dispersao sob o efeito das condigdes de contorno (ex.
planos) e a dispersao livre de quaisquer condigdes de contorno (espago vazio), que oferece
a contribuicao infinita para os resultados. Assim, conforme elucidado pelas Refs. [30] e
[22], um resultado negativo pode ser atribuido a presenca da condigao de contorno, que
reduz a dispersao. Em outras palavras, a dispersao na situagao considerando as condicoes
de contorno torna-se menor quando comparada com o seu resultado sem a implementacao

das condigoes de contorno.

Em conformidade com esses argumentos, a Ref. [67] sugere que também podemos
interpretar o resultado negativo dos VEV como uma consequéncia do processo de renor-
malizagao, o qual possivelmente causa no observavel uma perda das suas propriedades
fisicas. Na literatura estes resultados negativos para VEV também sao conhecidos como
efeitos de subvacuo, os quais indicam um supressao das flutuagoes quanticas de vacuo —

consulte as fontes [123] e [124] para maiores detalhes sobre esse fenémeno.
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A partir das Egs. (5.22) e (5.23), as quais sao condizentes com o regime de tempos

longos, considerando x, < 1, até a ordem mais significativa, encontramos

2 2 )
sy 9 | T sy, 40T
<<AU3;) >ren - 87T2m2 [3@2 (1 6 ) + 3@27'(12 ang (525&)
¢ 2 2 )
sy 9 T 8 4 0
(A%y) Nen = 533 l?)a? (1409 + 522z | (5.25b)
Para condicoes puras de Dirichlet 6(®) = —1, logo, tomando o limite (7,a) — oo, temos
2
(A0,))E) = (Av,HB) = =T (5.26)

8m2m2x?’

que corresponde ao resultado da literatura ha pouco mencionado — Eq. (5.24). Conforme
ilustrado pela Figura 27, o limite z, < 1, implementado nas Eqgs. (5.22) e (5.23), significa
que o plano situado em x = a foi deslocado para uma posicdo muito distante do plano
localizado em x = 0. Em uma situacao ideal, deslocado para o infinito. Consequentemente,
a particula experimenta apenas os efeitos das flutuagoes quanticas do campo escalar na
presenca do plano refletor em x = 0, que corresponde ao arranjo estudado na Ref. [31].

Assim, essa é a razao da igualdade observada entre os resultados, como deve ser.

Figura 27 — Tlustracdo do limite z, < 1.

Legenda: Ao mover o plano p situado em x = a para o infinito, o conjunto resultante equivale ao
de uma particula na presenca de um tnico plano perfeitamente refletor, situado em z = 0. Fonte:
produzido pelo autor, 2024.

A anélise acima nos motiva a cogitar que tomando o limite x, < 1 no caso das
condigOes mistas devemos nos deparar com situacoes semelhantes. De fato, expandindo as
Egs. (5.22b) e (5.23b) para x, < 1 e considerando apenas os termos mais significativos,

ap6s tomar o limite (7,a) — oo nas expressoes resultantes, obtém-se que

(A9, = (A5,)2)MD ~ _9257(1\/[).
¢ Y 8m2m2a?

ren ren

(5.27)



146 Capitulo 5. MBQI no espago-tempo plano com confinamento unidimensional

(ON) — 41 ¢, portanto,

O resultado acima revela que, para as condi¢oes mistas do tipo DN ¢
o resultado (5.26) é recuperado. Essa igualdade pode ser facilmente entendida sob a luz das
discussoes anteriores. Inicialmente é crucial relembrar que, a configuragao mista DN nos
diz que condicoes de Dirichlet sao aplicadas ao plano em z = 0 e condi¢oes de Neumann
sao impostas sobre o plano situado em x = a. Quando z, < 1, isto é, no limite a — o0, 0
plano sob condi¢oes de Neumann ¢ levado para o infinito, como ilustrado didaticamente na
Figura 27. Consequentemente, o conjunto restante consiste em uma particula pontual na
presenca de um plano (em x = 0) sob condigdes de Dirichlet e, por essa razao, recupera-se
o resultado (5.26). O mesmo raciocinio pode ser seguido para o caso das condigoes de
Neumann juntamente com as condi¢oes mistas do tipo Neumann-Dirichlet (ND). Além

disso, um paralelismo similar também acontece para as expressoes do regime 7, < 1.

5.3.2 Estudo da dispersdo na posicao e condicdo de pequenos deslocamentos

Para obter a expressao geral para a dispersao na posicao da particula utilizamos
o fato de que v; = dx;/dt e integramos ambos os lados da Eq. (5.6), de modo que

encontramos
g [T [t 0p
(rx)= -2 dt/ at' 2F 5.28
zi(7, %) m Jo 0 ox; ( )

a qual pressupoe z;(t = 0) = 0, ou seja, uma posi¢ao inicial nula para a particula no
tempo inicial. Vale lembrar que essa é uma hipdtese classica. Portanto, dado que () = 0,

a partir das Eqs. (4.43) e (5.28), segue que

t/
(A2 ven = L g /dt/ dt/dtl/ d%x o Woen (21, 2). (5.29)

A expressao acima nos permitird calcular a dispersao renormalizada para as coordenadas
espaciais da particula, induzida pelas flutuagdes quanticas do campo escalar sem massa ¢

na presenca dos dois planos paralelos.

Antes de iniciarmos os cédlculos, torna-se util e pratico, para os nossos propositos,

observar as defini¢oes das quantidades

T T t t/
I,(u,7) = /0 dt /0 dt’ /0 dt /0 dtag(u, At) (5.302)

T T t t’
Ii(u, 7) = /0 dt /0 dt’ /O dt /0 dtoh (u, At), (5.30b)

1
g(u, At) = m (5.31a)

com os nucleos

Fu, At) = — - — -, (5.31b)
2 -
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cujos resultados sao, respectivamente,

72 73 T4+u\? 1 2 w2\’
I = — | —1 5.32
o, 7) 6u? + 1233 (7‘ — u) + 12" ( u? ) (5.32a)
© 2
72 73 T4+u\2 1 72 — 2
Liur)=—— — ] — , 5.32h
#(u,7) 6u?  6ud . <7’ — u) + 12 . ( u? > ( )

para At = (t; — t3). A motivagao para a defini¢ao dos nicleos £(u, At) e g(u, At) parte
da percepcao de que suas estruturas matemadaticas sdo semelhantes as estruturas gerais

resultantes das segundas derivadas da FWFP em nossas expressoes.

Substituindo (5.9) na Eq. (5.29) encontramos

) 2 T T t t 0 )
) Y R — /0 dt’ /O dt /0 dt /0 dtgl S A0f (2an, At)

22
2mem o

— > 60R(2,, At)]
2

— 9 L ! yr(Li)Iﬁ,(Q(m, T)— Z 57(:)1,%(211,’”,7')] . (5.33)

2,72
2m°m o

onde foi identificada a defini¢cao do nicleo £ (u, At), Eq. (5.31b), com u = (2an, 2x,,), e em
seguida a definigao da integral I, Eq. (5.32b). Portanto, utilizando o resultado (5.32b),

apos alguma algebra e organizacao das expressoes resultantes é possivel mostra que

2

(B2, = 9 [2279141@,@)— 3 6£3>A<xa—n,fa>], (5.34)
n=1

2,1,2
24m*m o

onde por praticidade definiram-se as func¢oes auxiliares

A(r,7a) = D(r, 1) + E(r,70) + H(r,7a), (5.35a)
72— 4r2\°
D(r,r,)=In|*+———| , 5.35b
)= () (5.35b)
2
E(Ta Ta) = 27;27 (535C>
e
—73 T, + 27\ 2
H = 2] - ) )
(rm) =5 (Ta — 2r) (5.35d)

A Eq. (5.34) corresponde a dispersao para a coordenada x, a qual é perpendicular aos
planos. As Egs. (5.34) e (5.35) estéo escritas em termos dos pardmetros adimensionais 7,

e 4, nessa ordem, definidos pelas Egs. (5.15a) e (5.15b).
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De forma similar, para a componente paralela aos planos, a partir das Eqgs. (5.29)

e (5.16), identificando os nicleos g e as devidas integrais I, temos

(A9 = 27T2m2/ dt/ dt/ dt, /t/dtQ[ Z vWg(2an, At)

n=—oo

+ Z (57(;)9(2%, At)]

n=—oo

2
S LZ YOI (2an, T) + Z oW I, (22, )], (5.36)

2,2
2m*m =—00 n=-—00

que através da Eq. (5.32a) nds permite encontrar

(B = s[5 20 A0 + 3 S0A,-n]. G0

n=—oo

com a funcao auxiliar
- 1
A(r,1,) = D(r,710) + E(r,70) — iH(r, Ta) (5.38)

e as fungdes D, E e H dadas pelas Egs. (5.35b), (5.35¢) e (5.35d), respectivamente.

A partir dos resultados (5.34) e (5.37), novamente observa-se a presenca das
divergéncias, que ocorreram anteriormente para as dispersoes de velocidade, Eqgs. (5.13)
e (5.18), quando 7, = 2n e 7, = 2|z, — n|. Entretanto, diferente da situagdo anterior,
nota-se que no presente caso a componente paralela aos planos ¢é regular. Isso é facilmente
observado a partir da estrutura matemaética das funcoes auxiliares A e A, as quais, para o

presente propdésito, podem ser escritas como:

72 73 9 Ta + 21\ 2 73 9
Alr,ma) = 3% = 1% n(ra +21) +ln< = ) (1 2 mm -2 (5.39)
(§
oy Ty T (Y (o :
Alr, 7o) = 52 T 33 In(7, + 2r)" + ln( e > + 23 In(r, —2r)*.  (5.39b)

Analisando as expressoes acima constata-se que a divergéncia tem origem no tltimo termo
do lado direito, quando 7, = 2r. Contudo, no caso de A, Eq. (5.39b), o fator multiplicativo
cancela a divergéncia, em virtude da diferenca de sinais, algo que nao acontece para A,

conforme observa-se na Eq. (5.39a).

Anteriormente, foi admitido, sem muitos detalhes, que o regime de velocidades
que estudamos deve ser tal que o movimento da particula Browniana ¢é lento o suficiente
para desprezar as possiveis dependéncias temporais nas coordenadas espaciais da particula
— confira o pardgrafo seguinte a Eq. (5.6). Portanto, as expressoes para a dispersao de
velocidades sao validas para velocidades que satisfazem esse critério. Conforme adiantado,
essa hipdtese, a qual nos referimos como condi¢ao de pequenos deslocamentos, terd alguns

impactos sobre os nossos resultados.
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Intuitivamente, a premissa de que a posicao da particula deve variar lentamente,
nos diz que a dispersao, definida nas Eqs. (4.41) e (4.42), deve ser minimizada. De
fato, de acordo com o conceito desta grandeza ela estima o espalhamento das medidas
de uma grandeza distribuidas em torno de seu valor médio. Portanto, se as variagoes
da posicao da particula sao tomadas como minimas, isto quer dizer que os valores estao
distribuidos nas proximidades do valor médio, logo, neste caso, a dispersao tende a ser
minima. Matematicamente, a condicao de pequenos deslocamentos pode ser expressa pela
relagao [22, 30]

(e F A 5.0
a qual qualitativamente nos diz que o moédulo da dispersao da posicao relativa deve ser

muito menor que a unidade.

Uma maneira direta para verificar a validade da condigao (5.40) é dividir as Egs.
(5.34) e (5.37) por 2% e tracar o grafico das expressoes resultantes, além de observar
as influéncias dos parametros livres das expressoes, que na ocasido correspondem as
grandezas g, m, x, € T,. Portanto, procedendo dessa forma e definindo o parametro de

carga adimensional

g=-L (5.41)

am

na Figura 28 é mostrado o comportamento da dispersao relativa (5.40) para a coordenada
x em funcdo do tempo 7,, considerando como exemplo o valor g = 1072 e diferentes valores
de x,. Com base nesse raciocinio, podemos concluir que o limite superior da condicao
(5.40) sera definido pelo ponto de intersecgdo entre as curvas da dispersao relativa e as
linhas horizontais 1. Portanto, em virtude da condicao de pequenos deslocamentos, os
valores aceitaveis de tempo 7, devem estar abaixo do valor fixado pelo ponto de interseccao.

Se estes critérios sao satisfeitos, a condi¢ao (5.40) encontra boa margem de validade.

Na Tabela 4, Parte A, também mostramos os valores aproximados de 7, para o limite
superior da condi¢ao de pequenos deslocamentos, os quais foram extraidos graficamente.
Para aferir esses valores utilizamos um procedimento muito primitivo, que consiste em
realizar um “zoom” no ponto de intersecao entre a dispersao relativa e as linhas horizontais
+1. Contudo, apesar do método grosseiro empregado, este oferece uma concordancia
razoavel para os nosso resultados, além de permitir extrair conclusoes aceitaveis. Também,
afim de mostrar o efeito que o parametro g possui sobre os resultados, o caso particular
g = 1073 foi adicionado. Observando os dados da tabela percebe-se imediatamente que,

quanto menor o valor assumido para g, maior serd o valor para o limite superior de 7.

Uma expressao analitica que prevé os devidos valores (aproximados) de 7,, exibidos
na Parte A da Tabela 4, pode ser obtida através das expressoes para a dispersao da

coordenada de posicao perpendicular aos planos no regime de tempos longos. Utilizando os
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Figura 28 — Comportamento da dispersao relativa em fun¢do do tempo 7, para a coordenada
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Legenda: Conforme as legendas, cada uma das curvas mostradas acima considera um valor

particular para 4, mas todas admitem o mesmo valor para o pardmetro g = -

questoes de simplicidade definiu-se o rétulo ((AZ)?)W) .= %

produzido pelo autor, 2024.

10~2. Por

7

212\ (3)

rn para o eixo vertical. Fonte:

resultados do Apéndice C.4, podemos mostrar que no regime de tempos longos a condigao

(5.40) nos permite extrair a seguinte relagao:

4/32,
Gy/1h9) ()]

TCEj) <

onde para as condi¢oes de Dirichlet e Neumann

A (2,) = =1 4 63 esc? ()

e para as condicoes mistas

B M) (%)

1
5 dM3 cot(ma,) ese(ma,),

(5.42)

(5.43a)

(5.43b)

com os coeficientes §(/) = [§(7) (V)] = [—1,+1] e 6(M) = [§(PN) §ND)] = [4+1, —1].
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Tabela 4 — Valores do limite superior para o tempo nﬁj ), para a dispersao da coordenada perpen-

dicular aos planos, considerando diferentes valores para os parametros g e x,.

Parte A
g Zq (D) (N) (DN) (ND)
1072 0.2 44.52456 49.98398 54.24018 50.50610
1072 0.5 173.81479  244.95202  490.01965  489.90280
1072 0.7 205.75056  256.18831  271.36713  327.39830
1073 0.2 445.87440  499.89202  542.43711  505.11814
1073 0.5 1,737.32398  2.449.49068 4,900.14736 4,898.98026
1073 0.7 2,056.86223 2.561.88441 2,713.66182 3,274.03633
Parte B
1072 0.2 44.52863 49.98932 54.24540 50.51258
1072 0.5 173.20508  244.94897  489.89794  489.89794
1072 0.7 205.23990  256.18834  271.35622  327.40381
1073 0.2 44528630  499.89321  542.45403  505.12585
1072 0.5 1,732.05080 2,449.48974 4,898.97948 4,898.97948
1073 0.7 2,052.39909 2,561.88346 2,713.56226 3,274.03813

Legenda: As Partes A e B, nessa ordem, mostram os resultados obtidos graficamente e utilizando
a Eq. (5.42), para as condigdes de Dirichlet (D), Neumann (N), Dirichlet-Neumann (DN) e
Neumann-Dirichlet (ND). Aqui, por simplicidade e conveniéncia matemadtica, consideramos cinco
casas decimais ap6s a virgula. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

A partir da Eq. (5.42) nota-se imediatamente que os parametros adimensionais 7, e
g sao inversamente proporcionais, logo, reforcando o comentario anterior de que, reduzindo
g aumenta-se o valor limite para 7,. A Parte B da Tabela 4 mostra os valores obtidos
através da Eq. (5.42), os quais apresentam uma concordancia razodvel com os resultados
encontrados graficamente, expostos na Parte A. E importante enfatizar que a Eq. (5.42)
decorre de uma aproximacgao, assim uma concordancia precisa nao é esperada. Entretanto,
nota-se que as discrepancias, entre os valores fornecidos por ambos os métodos citados,
sao relativamente pequenas. Logo, para os propositos do presente trabalho tais valores
sao suficientes, uma vez que revelam a ordem de grandeza correta dos valores de tempo

necessarios para a analise de validade dos resultados.

Levando em conta as discussoes anteriores, para finalizar essa subsec¢do, vamos
analisar a validade dos nossos resultados. Na Secao 5.3.1 estudamos a dispersao de
velocidades da particula na presenca dos planos paralelos, cujos comportamentos estao
mostrados nas Figuras 24 e 25, para o intervalo de tempo 0 < 7, < 2. Para a discussao
seguinte, vamos considerar, por exemplo, o caso particular definido pela configuracao dos
parametros g = 1072 e x, = 0.5, ou seja, uma situacio em que a carga adimensional tem
um valor da ordem de 1073 e a particula esté situada no ponto médio entre os planos.

Nesse caso, diante dos valores expostos na Tabela 4, nota-se que, o intervalo de tempo
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AT, = 2, usado nos graficos de ((A9;)?)4) | corresponde aproximadamente a 0,115%,

ren?

0,082% e 0,041% dos valores limites para as condi¢oes de Dirichlet, Neumann e Mistas.

Esses valores percentuais, Pa-,, sao obtidos atravéz da expressao

A1, x 100%

.

Pa,, = (5.44)

onde AT, corresponde ao intervalo de tempo usado no grafico de ((A®;)?)8) e 70) representa

o valor do limite superior que 71}, Tabela 4, pode atingir para as diferentes condicoes de
contorno (j=D, N, DN e ND).

Em sintese, o intervalo utilizado A7, = 2, para a configuracdo g = 1073 e z, = 0.5,
estd inserido no intervalo percentual aproximado 0.04% — 0.12%. Esse intervalo percentual,
em todos os casos menor que 1%, mostra que os nossos resultados satisfazem a condic¢ao
de pequenos deslocamentos com boa margem de aplicabilidade. Para fins de exemplo e
complemento das discussoes, se a configuracio g = 1072 e x, = 0.5 é admitida, através de
uma andlise similar constata-se que, A7, = 2 estd em um intervalo percentual um pouco

maior, a saber, 0.4% — 1.2% (uma ordem de grandeza maior).

Os dados apresentados expoem nitidamente que o pardmetro g, para quaisquer
condigoes de contorno, tem um papel fundamental quanto a validade dos resultados, uma
vez que reduzindo o seu valor maior serd a margem de aplicabilidade e confianca dos
resultados. E importante destacar que na Ref. [30] os autores obtiveram uma conclusio
semelhante, estudando o MBQI de uma particula por um campo escalar sem massa em
(14 1) dimensdes no espago-tempo de Minkowski, sob condigoes de Dirichlet. Finalmente,
gostariamos de enfatizar que os resultados discutidos anteriormente sao aproximados, mas
tém seu mérito, visto que nos permitem obter conclusoes apuradas e coerentes com casos

encontrados na literatura.

5.4 Confinamento por compactificacao

5.4.1 Estudo da dispersao de velocidades

Nessa secao vamos estudar o MBQI de uma particula interagindo com um campo
escalar sem massa sujeito a condi¢do de contorno do tipo quasiperidédica, no espago-tempo
de Minkowski em (3 + 1) dimensoes. Esse sistema esta representado didaticamente na
Figura 29, a qual mostra que a condi¢ao de quasiperiodicidade esta associada a coordenada
espacial x (compactificada em uma regiao de comprimento a). Desde ja frisamos que, em
virtude das semelhancas com os desenvolvimentos anteriores, as passagens matematicas

analogas serao realizadas sem maiores detalhes, ou até mesmo omitidas, quando idénticas.
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Figura 29 — Particula pontual de massa m e carga g interagindo com um campo escalar sem
massa ¢ confinado unidimensionalmente por uma condicdo de quasiperiodicidade.

Legenda: Os modos do campo escalar ¢(x) sdo tais que obedecem a condigdo de quasiperiodici-
dade (3.29), a qual estéd associada a coordenada cartesiana x, que possui um comprimento de
compactificacdo a. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Conforme os estudos da Secao 5.3.1, observando que para a coordenada associada

a compactificagao temos, no limite de coincidéncia espacial,

_ o 2B 1 _ 4(an)?
oo 2 {[(an)2 — At?2 [(an)? — At2]3} . (545)

x'=x n=-—oo

92W»)

0xox’

a partir das Egs. (5.8), (5.45) e da identidade (5.11), segue que

o2y — 9 N i [T g 1 _ Han)?
L D e e et MY

e n?]

Utilizando os resultados (5.12a) e (5.12b), com 7 = %4, podemos resolver direta-
mente a Eq. (5.46). Entdo, apds algumas simplificagdes algébricas e organizacao das

expressoes resultantes, podemos escrever

2 00
AN\ (B) _ g
((AD)*)0) = T2l 1;1 U(n, B, 7a), (5.47)
com as fungoes auxiliares
U(n, B,72) = S(n, B,72) + T(n, B, 7a), (5.48a)

72 cos(2m3n)

S(n,B,1,) = (02— 17) (5.48Db)
e
T(n,B,7) = COfoﬂ ) 1y (Z - :)2 . (5.48¢)

A Eq. (5.47) corresponde a dispersdao de velocidades associada a componente x, que é a

coordenada espacial sujeita a compactificagao.
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Nota-se que, no presente caso, a dispersao depende exclusivamente do parametro
de quaisperiodicidade 8 e do tempo adimensional 7, = %, o qual ¢ definido conforme
a Eq. (5.15a), mas no presente caso a representa o comprimento da compactificagao.
O comportamento de ((A9,)%)) como funcdo de 7, estéd exposto na Figura 30, para
diferentes valores de 3. Devemos observar que, semelhante ao caso estudado na subsecao
anterior, o confinamento nos forneceu uma escala natural para o sistema, que na ocasiao
corresponde ao comprimento da compactificacdo, permitindo-nos estimar o tempo em

unidades de a.

Em paralelo ao caso dos planos refletores, antes de iniciarmos as discussdes vamos
encontrar a dispersao associada a coordenada nao compactificada. Para a coordenada
y, considerando a Eq. (5.8) com ¢ = y e o resultado da dupla derivada, no limite de
coincidéncia espacial,

OQWEQ _ L i’ e2mBni 1
ooy’ |._, 2m2 [(an)? — At?]?’

(5.49)

por meio da identidade (5.11), encontramos que

2 S T 1
Av)HB) = T /62’75"’/ dn(r —n)———.
<< y) >ren Wngn:z_:oo 0 77( 77) [(an>2 _ 7]2]2
Entao, utilizando a Eq. (5.12a) a integral anterior pode ser resolvida sem muitos esforgos,
permitindo-nos escrever, com as devidas simplificacoes,
2

(80,108 = 5ty D T B (5.50)

2m2m

onde utilizamos a defini¢do da fungao T'(n, 5, 7,), Eq. (5.48¢). A Eq. (5.50) corresponde a
dispersao de velocidades da particula referente a dire¢ao ndo compactificada y (o mesmo
resultado segue para a componente z, bastando fazer a troca de rétulos). O comportamento
da Eq. (5.50) em fung¢ao do tempo 7, estd exposto na Figura 30. Além disso, semelhante

a Eq. (5.47), a dispersdo ((Ad,)?)?) depende inteiramente dos pardmetros 3 e 7,.

ren

Observando as Eqgs. (5.47) e (5.50) nota-se que, em oposi¢ao ao sistema de planos
paralelos, Figura 23 e Egs. (5.13) e (5.18), as dispersoes para o caso das condigao quasipe-
ribdica ndo possuem qualquer dependéncia com as coordenadas espaciais do modelo (ex.
x, y ou z). A razao dessa independéncia se deve ao fato de que a condigdo quasiperiédica
compacta todo o eixo x em um tamanho finito a, permitindo que os modos se propaguem
por toda a extensao desse espaco compacto. Por outro lado, no caso dos planos paralelos,
com condigoes de Dirichlet, Neumann e mistas, os modos também sao confinados em uma

regiao de tamanho a, mas a coordenada x nao existe fora dessa regiao finita.

Tendo em vista que as condi¢oes de quasiperiodicidade também funcionam como
uma espécie de confinamento para os modos do campo escalar, como sabemos das discus-

soOes anteriores, consequentemente, divergéncias sao esperadas. A partir das estruturas
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matematicas das Eqs. (5.47) e (5.50), especificamente, Eqgs. (5.48b) e (5.48¢), pode-se
concluir que as dispersoes possuem divergéncias associadas aos valores inteiros de tempo,

isto é, quando 7, = n. Estas divergéncias podem ser observadas na Figura 30, por exemplo,
para os valores particulares 7, =1 e 7, = 2.

Figura 30 — Comportamento grafico da dispersao de velocidades para o caso das condigGes
quasiperiodicas.

(a) coordenada compacti ficada

- (b) coordenada compacti ficada

1.00 ]
| p=02 )
0.75 - 0.75 - 3 i
: ‘ ........... /3 =0.7 ;
: ]
0.50 0.50 : { ;
N
i
o « 3l ]
~—~ 0.25 ~—~ 0.25 \ rA
o~ B \ i
- N . N g
8 8 T e
S 0.00 {—eszs D 0.00 i
< J ~L
~— ~— \
~ 025 ~ 0.5 T
\ |§
\
-0.50 1 -0.50 ll
I
-0.751 -0.751 :
|
-1.00 — 1] -1.00 I
0.00 0.25 050 075 1.00

125 150 175 0.75 1.0 125 150 175

T(l

0.00 025 050

T(l

(¢) coordenada nao compacti ficada

/
/
JRPPPPS

o
KN
1
Smmmmn

1.25 1.50 1.75

=
o
S

2.00

N

Legenda: As figuras (a) e (b) mostram os graficos da dispersdo associada a coordenada com-
pactificada, enquanto a figura (c) exibe o grafico da coordenada nao compactificada. As
componentes y e z sdo similares. As legendas em cada caso indicam os valores particulares
assumidos para a constante 8. Todas as curvas foram tracadas considerando unidades de

2
((Avz )2 = ((Ady )8, (%) . Os bicos mostrados pelas figuras representam pontos de
descontinuidade. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Neste momento é oportuno fazermos um breve comentario sobre os efeitos de
cada parametro na condicao de quasiperiodicidade. A compactificacdo da coordenada
x, introduzida pelo comprimento a, produz as divergéncias temporais observadas. Ja o
efeito da quasiperiodicidade no campo escalar, inserida através da fase proporcional a

B, produz uma modulagao dos resultados, permitindo que os mesmos adquiram valores
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positivos ou negativos. Todos estes aspectos podem ser verificados na Figura 30. Como
sabemos, os valores f =0¢e = % correspondem aos casos particulares do campo escalar
(e consequentemente do MBQI) sob condigbes periddicas e antiperiédicas. Na linguagem
das Refs. [119] e [120], a condigao quasiperidédica nos permite interpolar continuamente os

resultados entre os casos peridédico e antiperiodico.

Embora a natureza do sistema quasiperiédico seja diferente do modelo com pla-
nos paralelos, a interpretacao dessas singularidades sao semelhante ao que foi discutido
anteriormente. Entretanto, motivados pela topologia S'xIR? do espaco compactificado,
Figura 31, torna-se conveniente interpretar as divergéncias 7, = n como o tempo que um
sinal luminoso gasta para realizar uma volta completa (ou multiplas) na circunferéncia
de comprimento a — Figura 31, quadro inferior esquerdo. E instrutivo comentar que
interpretacoes e resultados similares foram discutidos na Ref. [17] para o MBQI de uma
particula devido as flutuacoes quanticas de um campo eletromagnético, cuja secao espacial
do espaco-tempo possui uma topologia nao trivial conhecida como E'¢, a qual em esséncia
¢ estabelecida utilizando a func¢do de dois pontos (3.86), com a segao espacial (3.87). Para

mais detalhes consulte a fonte original.

Figura 31 — Ilustracao do espago-tempo de Minkowski com uma dimensao espacial compactificada.

Legenda: O espaco-tempo completo possui uma topologia S!xIR3. Na imagem (superior) a
coordenada z estd compactificada em uma regido de comprimento finito a, cuja topologia é do
tipo S! (quadro inferior esquerdo), por outro lado as demais coordenadas compdem um espaco
do tipo IR? (quadro inferior direito). Fonte: produzido pelo autor, 2024.

De forma a manter o paralelo em nossas investigagdes, vamos analisar as dispersoes
para os regimes de tempos pequenos e longos. Para o regime de tempos pequenos, isto é,
T, < 1, a partir da Eq. (5.47) e dos resultados do Apéndice C.3, a dispersao de velocidades
na dire¢do compactificada é dada, aproximadamente, por

(20,20 = LT (5), (5.51)

ren m2a2
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onde B,,(z) corresponde ao polinémio de Bernoulli de ordem n na variavel z [75]. Embora
a Eq. (5.51) seja geral, do ponto de vista didatico, é pertinente destacarmos as expressoes

referentes os casos particulares periédico (p) e antiperiédico (ap). Logo, usando o fato de

que B4(0) = —% e By (%) = ﬁ, segue que

2,22
N g 7' T
(D08 ~ =52 (5.52a)
e
2.2 2
(Ad,)2) ) ~ 19 T (5.52b)

ren 240m2a2'
Analogamente, utilizando os resultado do Apéndice C.3, podemos mostra que, a

partir da Eq. (5.50), a dispersao de velocidades associada a dire¢gdo ndo compactificada

sera dada pela expressao

2.2_2
. goTIT
<(Avy)2>1(“eﬁr)1 == 3m2a2 B4(6) (553)
com
2,22
((29,))®) = fems (5.54a)
m2a
para o caso periddico e
) o T
(A0 = =t (5.54b)

para o caso antiperiédico.

As Egs. (5.51) e (5.53) revelam que, semelhante ao caso dos planos paralelos,
todas as componentes da dispersao de velocidades no regime 7, < 1 sao proporcionais
a 72. Além disso, nesse regime, nota-se que, as dispersoes de velocidades associadas as
direcdes ndo compactificas e compactificada possuem uma relacio tal que ((Ad,)?)8) =
—(3) (a0,

Em virtude da proporcionalidade com o polinémio de Bernoulli B,4(f3) o sinal das
dispersoes de velocidades nesse regime depende diretamente do valor que o parametro
de quasiperiodicidade 8 assume. Conforme exposto na Figura 32, B4() pode assumir

valores tanto positivos como negativos. De acordo com as raizes da equagao

1

— R2(p _1\2_ - _—
BilB) = B8 1P = 55 =0,

observa-se que By(/3) > 0 apenas para os valores de  no intervalo f_ < 5 < f,, com
Be = [1£(1—4r)"?]/2 e r =1/4/30. E importante assinalar que, em principio, By4(3) = 0
possui quatro raizes, porém as Unicas raizes compativeis com a fisica do problema sao (4,
dado que nao contradizem a defini¢do inicial 0 < § < 1. Para 7, < 1, a Eq. (5.51) em

atinge seu valor maximo e minimo
Eq. (5.53), atinge

conjunto com a Figura 32 nos mostra que, ((Ad,)?)(%)

ren

quando (8 = % e B = 0, respectivamente. Por outro lado, ((Ad,)?))

ren?

seu valor maximo para [ = 0 e minimo para § = -
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Figura 32 — Comportamento dos polindémios de Bernoulli By(3) e B4(3) como fungao de S.

0.15 — By()

0.10 4
0.05 1

0.00

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Legenda: De acordo com as defini¢oes, o parametro de quasiperiodicidade 8 pode assumir valores
tais que 0 < 8 < 1. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Adotando as mesmas justificativas apresentadas anteriormente, também é do
nosso interesse estudar as dispersoes de velocidades no regime de tempos longos, a fim de
completar as analises dos regimes assintoticos. Considerando os resultados do Apéndice C.2,
a dispersao de velocidades associada a dire¢ao x no regime 7, > 1 é dada, aproximadamente,

pela expressao

2
AN\ (B) g 2 L
(808 =~ [P Bl + g | (5.59
com o casos especiais
2
Sy ~ I 2, 1
R | (5.560)
© 2 2
sy o 90 |7 1
((AD,)*)2P) ~ o l 5 + 72]‘ (5.56b)
Por outro lado, para a dispersao de velocidades referente a diregao y (ou z) temos
(e, = 2 B8 - (5.57)
Uy ren — 7T2m2(12 m 2 67_(12 9 .
com )
(Ao))0) ~ — T |2 L (5.580)
viren T 6r2m2q2 T2
e
2 2
N U AN K
(A%) her =~ 5 [2 + 73]' (5.58D)

As Eqgs. (5.55) e (5.57) correspondem, nessa ordem, as expressoes resultantes para a
dispersao de velocidades associadas as dire¢coes compactificada e nao compactificadas no

regime de tempo 7, > 1 .
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2

Nota-se que, o segundo termo no lado direito das Egs. (5.55) e (5.57), 2253, €
desprezivel frente ao regime 7, > 1, indicado que as expressoes tendem para um valor
constante, a saber,

’B
(2071 = ~(da,)e0 ~ L2 (o)

ren ren m2a2

O termo porporcional a T% em ambas as dispersoes, hd pouco mencionado, é

independente dos parametros de compactificacio a e quasiperiodicidade (. Nota-se ainda

que, essa pequena contribui(;éo tende a fortalecer ((A?,)?)(%), tornando-a mais negativa,

ren?

enquanto que para {(Ad,)2){%) tende a enfraquecer o resultado.

ren

Diferente do regime estudado anteriormente, para 7, > 1 observa-se que as dis-
persoes estao sujeitas a uma mudanca de sinal e intensidade, regulada pelo parametro
de quasiperiodicidade (3, através do polinémio de Bernoulli By(f), cujo comportamento
¢ mostrado na Figura 32. Um resultado interessante a ser destacado consiste no fato
de que para os valores especificos 3 = (3 £ v/3)/6, os quais sdo raizes da equacio
By(B)=056(8—1)+ é = 0, a contribui¢ao dependente do tempo define o sinal de ambas
as dispersoes e, na medida em que 7, > 1, estas tornam-se nulas. Por fim, gostarimos
de mencionar que os resultados negativos obtidos nessa se¢ao, para as dispersoes de
velocidades, sao justificados conforme a Se¢ao 5.3.1 — para recordar consulte a discussao
seguinte a Eq. (5.24).

5.4.2 Estudo da dispersao na posicao e condicao de pequenos deslocamentos

Para calcular a dispersao das coordenadas nao compactificadas e compactificada
seguimos uma metodologia similar a que foi empregada na Secao 5.3.2. Inicialmente,
utilizamos a expressao geral (5.29) em conjunto com as derivadas (5.45) e (5.49). Em
seguida, identificamos as devidas integrais, definidas em (5.30) com os ntcleos (5.31), e

usamos as igualdades (5.32) para estabelecer cada resultado.

A partir das Egs. (5.29) e (5.45), com o auxilio das Egs. (5.31b) e (5.30b), para a

coordenada compactificada z, temos

t/
(A2)HB) = 2 —— / dt’ / dt / dt, / dt, Z e>™ g (an, At),
ﬂ- m n=—oo
2

- 9 Z B (an, 7). (5.59)

2m2m?2

n=—oo

Recorrendo ao resultado (5.32b), podemos escrever

2 2 2\ 2
(a8 = (L) 3 costansn) [+1121 ( ”)

2
n=1 n

73 To +m\2
- m( ) ] . (5.60)

Tag — N
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A Eq. (5.60) representa a dispersao para a coordenada espacial x da particula, que

corresponde a coordenada compactificada.

Procedendo da forma similar, para a coordenada nao compactificada y (ou z), as
Egs. (5.29), (5.49), (5.31a) e (5.30a) nos permitem escrever

2 T T t # [es) ‘
(D90 = S5 [ar [Cde [an [t Y emmgan, A,
mem 0 0 0 0

2 00
= 0 > i an, 7) (5.61)

2m2m?

n=—oo

Entao, dispondo da Eq. (5.32a), prontamente obtém-se
(A9HE& = (A0

= (g) i 2 cos(2mfn)

72 1 72— n2\?
(o5

™m 6nz 12 n?
73 Ta + 1)\ 2
e ] a4 5.62
+12n3 n(Ta—n> ’ (562)

que corresponde a dispersao para as coordenadas espaciais nao compactificadas da parti-
cula. Observando a Eq. (5.60) percebe-se a presenca das tipicas divergéncias 7, = n, que
foram analisadas e devidamente justificadas quando estudamos a dispersao de velocidades
da particula — Secao 5.4.1. Em sintese, levando em conta a topologia do espago-tempo
quasiperiédico, argumentou-se que estas divergéncias podem ser entendidas como o tempo
de viagem que um sinal luminoso gasta para realizar uma volta completa em uma cir-
cunferéncia de comprimento a — confira a Figura 31. Por outro lado, constata-se que
a componente nao compactificada (5.62) ¢ finita para 7, = n. O motivo da finitude de
(A9 bem como de ((A2)%)B) para 7, = n, tem a mesma explicacdo que o caso dos

planos paralelos: a combinacgao entre os termos logaritmicos se cancelam, eliminando a

divergeéncia.

Para definir uma dispersao relativa (adimensional), a fim de analisar a condigao de
pequenos deslocamentos, podemos dividir a dispersao das coordenadas de posicao pelo
comprimento da compactificacdo, o qual fornece uma escala natural para as quantidade do
sistema. Esse procedimento é coerente, visto que as dispersoes independem de quaisquer
coordenadas espaciais e o inico parametro de comprimento disponivel para comparacao
é o comprimente da compactificacdo a. Portanto, com base nas discussoes realizadas na
Secao 5.3.2, a condicao de pequenos deslocamentos no presente caso é expressa pela relagao

matematica

ren

‘«Mi)Z)(B) <1, (5.63)

a
com i =2x,y,2ex; = (Tyx,y,2,) = (2,y,2). Além disso, desde ja destaca-se que, tendo
em vista as semelhancas com as investigacoes passadas, seremos mais objetivos quanto

aos métodos empregados nas andlises seguintes.
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Como sabemos, das discussoes anteriores, os valores de tempo 7, para os quais
a condicao (5.63) ¢ satisfeita podem ser observados graficamente usando as Egs. (5.60)
e (5.62). Embora o método seja aproximado, este nos permite ter uma nogao sobre os
regimes de tempo para os quais a condigdo de pequenos deslocamento (5.63) é valida.
Entao, utilizando a definigdo do parametro de carga adimensional g, Eq. (5.41), na Figura
33 mostramos o comportamento da dispersao relativa para as coordenadas compactificada

e nao compactificada, considerando valores arbitrarios para g e (.

Figura 33 — Comportamento da dispersao relativa em funcdo do tempo 7, para as coordenadas
nao compactificadas e compactificada.
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Legenda: Por questdes de simplicidades definimos ((AZ;)?)
Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Conforme visto, os valores que nao violam a condicao (5.63) estao abaixo do ponto
de intersec¢ao entre as curvas das dispersoes relativas e as linhas horizontais 1 na Figura
33. O valor deste ponto de interseccao fornece o limite superior da condi¢ao. Nas Colunas
A e B da Tabela 5 estao expostos os valores aproximados para os pontos de intersecao entre
as linhas £1 e as dispersoes relativas das coordenadas compactificada e ndo compactificada,
respectivamente. Diferentes valores de g e 3 sao considerados, a fim de verificar a influéncia
de ambos os parametros nos resultados. Por exemplo, observando as duas primeiras linhas
da Tabela 5, nota-se que, mantendo g fixo, o pardmetro da quasiperiodicidade  pode

aumentar moderadamente a margem de tempo para a validade da condicao.

Conforme sugerido na Secao 5.3.2, considerando a expressao para a dispersao nas
coordenadas no regime de tempos longos (7, > 1), a partir da Eqgs. (5.60) e (5.62),
podemos encontrar uma relacdo matematica que fornece uma estimativa para os valores
de tempo 7, que limitam a validade da condigao (5.63). Nesse sentido, utilizando os

resultados do Apéndice C.4, podemos mostrar que os valores de tempo para os quais a
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Tabela 5 — Valores aproximados para o limite superior do tempo 7, para as dispersoes relativas
associadas as componentes compactificada e ndo compactificada.

g g A B C

107t 0 34.68574 34.67490 34.64101
1071 05 49.01173 48.97372 48.98979
1072 0 348.57922  348.41947  346.41016

1072 0.5 489.95807  489.95444  489.89794

Legenda: Nas colunas A e B estéo dispostos os valores aproximadas aferidos pelo método gréfico,
para as coordenadas compactificada e ndo compactifica, enquanto na coluna C sdo mostrados
os valores obtidos por meio da Eq. (5.64). Aqui, por simplicidade e conveniéncia matematica,
consideramos cinco casas decimais apés a virgula. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

condigao (5.63) ¢ valida est@o limitados pela relacao

V2

Ty K —me—. (5.64)
91/ Ba2(B)]

Inicialmente nota-se que, semelhante a Eq. (5.42), os parametros 7, ¢ g sdo
inversamente proporcionais. Logo, mais uma vez nos deparamos com a conclusao de que
quanto menor g maior serd a margem para T, e, consequentemente, a aplicabilidade dos
resultados. A coluna C da Tabela 5 exibe os valores de 7, obtidos através da Eq. (5.64),
0s quais se mostram em concordancia com o valores aproximados obtidos por meio do

método grafico (colunas A e B).

Quanto a validade dos resultados, tomando como exemplo a configuracio g = 1072,
o intervalo de tempo A7, = 2, usado nos graficos da Figura 30, corresponde a cerca de
0.6% e 0.4% do valor estabelecido como o limite superior de tempo para a validade da
condigao (5.63), para os casos periddico e antiperiddico, respectivamente. Estes valores
percentuais sao calculados utilizando a Eq. (5.44), com o denominador dado pelos valores
de 7, dispostos na Tabela 5. Portanto, tendo em vista que A7, = 2 corresponde a menos
de 1% dos valores limites para 7,, concluimos que os resultados para a dispersao de
velocidades, estudadada na Se¢ao 5.4.1, concordam de maneira satisfatéria com a hipdtese

da condigao de pequenos deslocamentos.
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6 MBQI no universo de Einstein

Em esséncia, nos Capitulos 4 e 5 investigamos o MBQI em geometrias de espaco-
tempo conformemente plano e plano, respectivamente. Embora no Capitulo 4 tenhamos
considerado um espaco-tempo FLRW conforme com a presenca de um defeito, as simetrias
conformes nos permitiram transportar o calculo para um espago-tempo cilindrico com
um défice angular. Em resumo, a simetria conforme facilitou as operagoes técnicas. No
presente capitulo vamos investigar o MBQI em um cenario cuja geometria é definida pelo
universo de Einstein, que é um modelo de espaco-tempo legitimamente curvo e que também
admite a simetria conforme. Assim, o presente estudo oferece mais uma contribuicao para
a literatura sobre o tema MBQI por campos escalares, que até o nosso conhecimento ainda
nao havia sido explorado considerando essa geometria de espago-tempo e, por esse motivo,

culminou no conjunto de resultados publicados na Ref. [37].

6.1 Motivacao

No Capitulo 4, antes dos desenvolvimentos necessarios para a analise do MBQI, uma
pequena motivagao foi introduzida, objetivando justificar o estudo teérico empreendido
naquele momento e amenizar a sua artificialidade. Entre as ideias apresentadas, citamos
uma fonte, Ref. [41], na qual um condensado anelar em expanséo foi realizado, podendo
simular alguns dos efeitos que ocorrem em consequéncia da expansdo do universo. Nesse
sentido, visando sempre a padronizagao estrutural do texto, além de oferecer alguma
motivagao para os estudos desse capitulo, gostariamos de mencionar que, um experimento
com um CBE bidimensional simulando um espago-tempo com curvatura positiva e negativa
(k = £1) foi desenvolvido na Ref. [42].

Sabemos, de discussoes prévias (Segao 3.4.1), que a métrica utilizada pela Cosmo-
logia para descrever o Universo consiste na métrica FLRW — Eq. (3.88). Além disso, a
secao espacial deste modelo admite apenas trés hipersuperficies com geometrias distintas,
as quais sdo definidas pelo pardmetro de curvatura k. Sao estas: plana (k = 0); fechada
ou compacta (k = +1); e hiperbdlica ou aberta (k = —1) [48, 71]. Como bem relatado
por [43], embora atualmente as evidéncias indiquem que a geometria do Universo é plana
(k = 0), na sua fase inicial, isto é, logo apés o Big bang, a curvatura do Universo pode
ter assumido um valor diferente de zero. Em outras palavras, podemos dizer que, em
seus momentos iniciais o Universo pode ter passado por fases nas quais sua geometria era
fechada (k > 0) ou hiperbdlica (k < 0). Também, segundo [44], o acesso experimental
direto aos eventos que remontam a época do Universo primordial sao inconcebiveis, mas

esse impasse nao impede o estudo de tal cenario cosmolégico gragas a existéncia dos MAGs.
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Na Ref. [42] os autores propoem e investigam as propriedades de um CBE bi-
dimensional harmonicamente confinado, o qual foi mostrado ser capaz de simular um
espaco-tempo curvo FLRW geral, isto é, que permite reproduzir espagos com curvatura
positiva e negativa. No modelo (andlogo) apresentado pelos autores a curvatura espacial
k ¢é definida pela distribuicao da densidade atomica do condensado. Ja os efeitos de
expansio (do universo) no experimento sao emulados através de variagoes controladas no
comprimento de espalhamento da onda. Entre as investigacoes realizadas pelos autores,
com o intuito de analisar a producao dos espagos de curvatura positiva e negativa, foram
observadas as propagacoes dos pacotes de onda (fonons) pelo condensado, os quais foram

excitados através da incidéncia de um laser na nuvem atomica.

O exemplo sumariamente mencionado acima nos mostra que, do ponto de vista
experimental, um “modelo de brinquedo” para um Universo com curvatura positiva (ou
negativa) é algo realizavel. Logo, encontramos boa motivacao para considerar o MBQI no
universo de Einstein, algo que faremos em seguida. Mais detalhes a respeito dos relatos
indicados acima podem ser encontrados na fonte original [42], sobre a qual nos baseamos
fundamentalmente. Também, recomendam-se as referéncias [43] e [44], as quais fornecem

um esbogo geral, didético e instrutivo das investigagoes contidas na Ref. [42].

6.2 Descricao do sistema fisico e equacoes de movimento

A acgao total Si; que descreve uma particula pontual com massa mg interagindo

com um campo escalar sem massa ¢(z) é dada pela expressao

Stot = Sp + Sint, (6.1a)
com

Sp = —/modT (6.1b)
e

Sint = /qudT. (6.1c)

De acordo com os desenvolvimentos do Apéndice B.1, variando a acao Si,; com
respeito as coordenadas = da particula e exigindo que 0S5;,; = 0, encontramos as seguintes

equagoes de movimento:
m(z) [ + 10, i"i" | = g [~ 7'g™ + %" ] Vap(x), (6.2)

cujos simbolos de Christoffel Ffw sao definidos pela Eq. (2.87). O ponto sobre as
coordenadas simboliza a operacdo da derivada com respeito ao tempo proprio 7. A
constante ¢ representa a carga da particula ou ainda a medida da for¢a do acoplamento

(interagao) entre a particula e o campo escalar.
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O parametro constante €, como sabemos, trata-se de uma generalizagao introduzia
nos desenvolvimentos e diz respeito sobre a assinatura que a métrica pode assumir: ()
€ = 41, se a assinatura em questao for (+ — ——) ou (i7) € = —1 quando a assinatura
(= + ++) ¢é utilizada. Observando o elemento de linha do universo de Einstein (3.96)

nota-se que no presente caso € = +1. Assim, a partir da Eq. (6.2), temos

duP
m(z) [JT + Ffwu“u”] =q [—gﬁa + uﬂua} Vap(z), (6.3)

onde identificamos a defini¢io da velocidade coordenada u® = ° = da?/dr.

Diferente do Capitulo 4, agora a massa da particula pode variar, em virtude da
sua interacao com o campo escalar em um espago-tempo curvo arbitrario. Lembre que,
embora o universo de Einstein comporte a simetria conforme este nao é plano e, assim, por
esse motivo, a variacao da massa é diferente de zero. Na ocasiao, segundo as discussoes do

Apéndice B.1, a massa efetiva em (6.3) é definida pela relagao [108]

m(z) = mo — qp(x) (6.4a)
e obedece a equacao diferencial
dm(x o o
di ) - —qi*(Vap) = —qu*(Vap). (6.4b)

Em (6.4a) my corresponde a massa constante da particula, ou seja, o valor que a mesma

teria sem a interagdo com o campo escalar.
Diante das Eqs. (6.3) e (6.4b), podemos escrever

dnP
% + mFﬁyu“uV - _qgﬁava@ + feﬁxt (6.5)

Na expressdo acima, foi identificada a definicdo do momento coordenado p® = mu®. O
termo de forca externa feit foi adicionado com o intuito de incluir na descricao do sistema

os efeitos de possiveis interagoes externas.

Em virtude da contragdo de indices presente no lado esquerdo da Eq. (6.5),
observa-se que cada componente p® do momento esté acoplada as demais componentes
p e velocidades u”. Logo, a solugao particular para cada componente do momento, ou
velocidade, isto é, da Eq. (6.5), torna-se uma tarefa extremamente complexa, uma vez
que nao é possivel desacoplar as equagoes individuais. De fato, diferente do que aconteceu
no Capitulo 4, a estrutura nao trivial dos simbolos Ffw para o universo de Einstein,
dispostos na Tabela 6, aumenta ainda mais a dificuldade do calculo, uma vez que nao
permite nenhuma simplificacao para as equagoes de movimento. Entretanto, apesar desses

impasses, a consideracao de algumas hipdteses nos permitem evoluir nos estudos.

A primeira simplificagdo consiste em assumir uma forga externa cléssica, ffxt, que

é capaz de cancelar o termo das forgas ficticias devido aos simbolos Fﬁy no lado esquerdo
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Tabela 6 — Simbolos de Christoffel Fﬁy para o universo de Einstein.

Y7 — sin(x) cos(x)
I — cos(x) sin(x) sin?(6)
Fi@? nga F;tl?’ sz COt(X)
ré, —sin(6) cos(6)
I‘%, Fﬁg cot(0)

Fonte: produzido pelo autor, 2024.

da Eq. (6.5). Logo, devemos admitir que
1o = mFﬁyu“u”. (6.6)

A segunda suposicao considera que o regime de velocidades sobre o qual estaremos
concentrados é nao relativistico, ou seja, lidamos com situacoes em que p* < med™. Assim,
nesse regime, os intervalos de tempo proprio 7 e coordenado t sao aproximadamente iguais.
Também, serd considerado que as particulas possuem movimentos lentos o suficientes para
negligenciar a possivel dependéncia temporal que, em principio, suas coordenadas possuem,
isto é, x#(t) ~ z*. Essa é uma hipdtese bem estabelecida na literatura [22, 27, 26, 30, 28,
31, 107, 35, 36].

Implementando na Eq. (6.5) cada uma das simplificagbes indicadas no paragrafo
anterior, juntamente com a Eq. (6.6), temos que

dp’

dt

Conforme indicado em [98], no limite nao relativistico as componentes espaciais da equagao

= —qg"V . (6.7)

de movimento sao mais relevantes, logo, por esse motivo, apenas o setor espacial das

expressoes sera considerado daqui em diante.

A Eq. (6.7) fornece a expressao para a for¢a que atua sobre a particula pontual
em decorréncia de sua interacao com ao campo escalar ¢, além dos efeitos resultantes de
uma forca externa classica fg(t, capaz de cancelar as contribui¢oes geométricas devido ao
espago-tempo curvo, a qual é dada pela Eq. (6.6). A Eq. (6.7) pode ser integrada entre
dois instantes de tempo sucessivos e arbitrarios, para obter o momento p* da particula, de

modo que
P(r) =p'(0) = q | dtg"V,p. (6.8)

Supondo que a particula parte do repouso, isto é, que p'(t) = 0 para ¢t = 0, a partir da Eq.
(6.8), segue que

P = —q [ dtg"Vp. (6.9)
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Destaca-se que, nessa etapa do desenvolvimento, o pardmetro 7 em (6.9) representa um
instante de tempo arbitrario, e nao deve ser confundido com o tempo proprio. As Egs.
(6.8) e (6.9) sdao expressoes cldssicas, assim como a consideragdo de momento inicial
nulo, p*(0) = 0, adimitida para o seu estabelecimento. Entretanto, como serd visto na
subsecao seguinte, a Eq. (6.9) nos permitird estudar a dispersdo do momento induzida

pelas flutuagoes quanticas do campo escalar .

6.3 Dispersao do momento

A partir da Eq. (6.9) podemos calcular a dispersao associada a cada componente
p* do momento. De acordo com a metodologia padrao que temos seguido nesse trabalho,
primeiro quantizamos (6.9) com a prescrigdo quantica ¢ — @, que por sua vez implica em

pt — pt. Portanto, a dispersdo para a componente p¢ do momento, serd dada por

(AP))ren = lim (0[5 (2)p"(2)|0) — (0| ()0 (2')]0)ase

= lm ¢ OT dt’ /0 " dtgi g7 9,0, Wien(, 2), (6.10)
com z = (t,x,0,¢) e x = (t',x,0,¢'). Para o estabelecimento da expressdo acima o
resultado (p’) = 0 ja foi utilizado, uma vez que p' < ¢ e (p) = 0. Como sabemos o
subscrito “ren” indica que as quantidades devem ser renormalizadas, o que no presente
caso consiste em subtrair o termo n = 0 da fun¢do de Wightman (3.123). Por questoes de
simplificacdo, de agora em diante, a notagdo do limite em (6.10) serd omitida, estando a

mesma, portanto, subentendida.

Observando que a fun¢ao de Wightman (3.123) possui uma dependéncia temporal
na forma (¢ — t')? e que os coeficientes métricos g/ sdo independentes do tempo, diante da

identidade (5.11), podemos reescrever a Eq. (6.10) na forma

(Bhen = 20 [ dnfr ~m)g"5" 90, Woan(,) (611

Comparando as Egs. (6.10) e (6.11) notamos que o uso da identidade (5.11) nos permite
obter uma expressao muito mais conveniente e simples para nossos propésitos, Eq. (6.11),

visto que uma operagao de integracao foi reduzida.

Semelhante aos casos estudados anteriormente, a Eq. (6.11) expoe nitidamente
o algoritimo que deve ser seguido para encontrar a dispersao do momento da particula.
Inicialmente devemos selecionar a componente i = (, 0, ¢), que desejamos estudar. Em
seguida, identificamos cada elemento g“ do tensor métrico em (3.96) com o auxilio da

! uma vez que a métrica é diagonal.

identidade (2.88), os quais sdo dados por g = (g;;)~
Entao, realizamos as operagoes de derivadas e integral, mais o limite de coincidéncia, para

obter a expressao final referente a dispersao do momento da particula.
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Seguindo a metodologia delineada no paragrafo anterior, tomando i = y na

expressao geral (6.11) e usando g¥X = —ag 2 encontramos que

(5w = 20 [ e~ mg™g X D0 Woe(r,2),
= 2¢%ay I, (z,2"), (6.12)

onde por questoes de praticidade definiu-se a integral
Li(z,a') = /0 Tyl — ) K(x,2), (6.13)
com o nucleo
Ki(z,2") = 0;0; Wyen(z, 7). (6.14)

Lembre que o parametro ay € uma constante e, por essa razao, é possivel extrai-lo do
integrando em (6.12). Conforme mostram as Eqs. (6.14) e (6.13), para cada niicleo K;(z, x')
existe uma integral associada [;(z,x’) que devemos calcular a fim de obter a expressao
correspondente para o observavel ((Ap')?),... Ressalta-se que, o fator multiplicativo na

2 0 qual apenas no limite de coincidéncia

Eq. (6.12), precisamente, deveria ser a; QQZ)’
(' — ) resulta no fator ay* (que temos considerado). Contudo, uma vez que ag é
uma constante e nao participa de nenhuma das operagoes envolvidas na Eq. (6.12),
devidamente especificadas em (6.13) e (6.14), por questoes de praticidade, optamos por
escrever o resultado do limite de coincidéncia, visto que tal pratica nao causa nenhuma

perda de generalidade nas expressoes finais e nos resultados.

Para calcular o niicleo K, utilizamos a expressao para a funcao de Wightman
(3.123) renormalizada, isto é, excluindo o termo n = 0 do intervalo de soma. Portanto,
substituindo (3.123) em (6.14) encontramos

1 [ao(6ag+n*) 1 4( U >
K, =— - — — . 6.15
X 472ay 3n? Rag ¢ 2a0 ( )

Para obter o resultado exposto em (6.15) para o nucleo K,, apos a realizagdo da soma
em (3.123) descartando o termo n = 0, inicialmente fazemos o limite de coincidéncia nas
variaveis angulares 6 e ¢, visto que as mesmas nao participam de quaisquer operagoes
mostradas na Eq. (6.12). Em seguida, derivamos a expressao resultante do limite

(0',¢") — (0, ¢) com respeito as variaveis restantes x e x’, com o limite ' — x ao final.

Considerando o nticleo (6.15) em (6.13), encontramos que

sin (72“)] ?
—_— , (6.16)
(%)

1 12
L(1,) = =71+

_
~ 3 2() 61
(127)2 T eec () Tom

com o parametro de tempo adimensional 7, definido por

o= (6.17)

Qo
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Destaca-se que para obter as expressoes das quantidades K, e I,, respectivamente Egs.
(6.15) e (6.16), um software de computagao algébrica foi utilizado tanto para realizar as

somas como para calcular as derivadas e integrais, além de simplificagoes necessarias.

A partir das Egs. (6.12) e (6.16) constata-se que a dispersao da componente
1 = x do momento depende exclusivamente do tempo adimensional 7,, definido pela Eq.
(6.17). Também, nota-se que, exceto por constantes multiplicativas, o comportamento de
((AD¥)?)1en, ou de maneira equivalente ((p¥)?),en, corresponde ao comportamento da fungao
adimensional I, (7,), dada pela Eq. (6.16). Em sumula, a dispersao para a componente
i = x do momento da particula pontual é dada pela Egs. (6.12) e (6.16), que unidas

produzem explicitamente como resultado
(AP))ren = 2¢%ag I (7a). (6.18)

Antes de prosseguirmos, neste ponto, um comentario sobre as unidades de medidas é de

extrema importancia a fim de justificar uma aparente inconsisténcia em nossas expressoes.

Observando atentamente as unidades na Eq. (6.18) nota-se que a mesma aparenta
estar com as unidades incorretas, pois ¢ e I, sao adimensionais e a constante a, tem
unidade de comprimento. Logo, como a expressao indica, o momento quadratico possui
unidades de inverso de comprimento a quarta. Entretanto, como sera esclarecido adiante,
essa aparente inconsisténcia se deve ao fato de que a quantidade calculada em (6.18)
corresponde ao momento de coordenadas, e ndo o momento fisico (que possui unidades
corretas). Essa questao serd explicada em maiores detalhes futuramente nesse trabalho,
especificamente, apds os calculos para as demais componentes da dispersao, dado que
estas também apresentarao esse aparente problema. Portanto, a sua explicacao sera geral
e evitara redundancias ao longo do texto.

Semelhante ao caso anterior, escolhendo i = 6 na Eq. (6.11) e observando que o

2

coeficiente g% = —ag?sin~?(), encontramos

(AP"))een = 2¢° / “dn(r — 1)g"g"" 0Oy Wien(,2'),
0
= 2¢%ay*sin *(x) Iy(z,2"), (6.19)

na qual identificamos as defini¢des do ntcleo Ky e da integral Iy, dados nessa ordem

pelas Egs. (6.13) e (6.14). Novamente, foi possivel extrair as expressoes dos coeficientes

g% ¢ ¢”? do integrando em (6.19), devido a independéncia temporal desses elementos.

Além disso, como apontado anteriormente, de maneira formal, o fator multiplicativo em

Zsin(x)ag °

4

(6.19) deveria ser ag sin%(\’), que no limite de coincidéncia culmina no fator

considerado, isto é, em ag*sin~*(y). Contudo, uma vez que tais fatores nao participam
das operagoes contidas em Iy, por questoes de praticidade na notacao e simplicidade,

optamos por usar diretamente o resultado do limite de coincidéncia.
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De acordo com a definigao (6.13), para calcular a integral Iy antes devemos encontrar

o nucleo Kjy. Para isso, utilizamos as Eqs. (3.123) e (6.14), as quais nos fornecem

K, — _sin®(x) [ao(Bag +) 1 4 (n)
4m2ay 3nt 8ag 2a0
= sin®*(x)K, (6.20)

e, consequentemente,

sin?(y) 12 5 (Ta sin (72—“) ’
Iy(7a, X) ~ 120 1+ i 3 csc <2) +61n (r;)]
= sin®(x) 1 (7a). (6.21)

O nucleo de integracao Ky é obtido seguindo uma metodologia similar a que foi descrita
para componente y. Por questoes de padronizacao e clareza nas argumentacoes, vamos
reproduzi-la brevemente. Apds a soma, realiza-se com antecedéncia o limite de coincidéncia
(X, ¢') = (x,¢), uma vez que as variaveis x e ¢ nao estao envolvidas nas operagoes de
integral e derivadas da componente . Em seguida, derivamos com respeito a 6 e ', com o
limite #” — 6 ao final das derivadas. Essa sequéncia de operacoes resulta na expressao
de Ky, que por sua vez, apés a integragao conveniente, conforme a Eq. (6.13), fornece a
contribuigdo Ip. Diante da estrutura encontrada para Ky em (6.20), uma vez que sin?(y)
é independente do tempo, é facil perceber (sem célculos adicionais) que o resultado para

I corresponde ao produto de um fator sin?(x) por I, (7,), conforme exposto em (6.21).

A partir da Eq. (6.19), considerando o resultado (6.21), a dispersdo para a

componente # do momento serd dada por
(AP ren = 2¢%ag*sin™2(x) (7). (6.22)

Semelhante a componente Y, o comportamento temporal de ((Ap?)?),en corresponde ao
comportamento da funcao I,, definida pela Eq. (6.16). Porém, agora temos a presenca
de um fator angular, o qual torna a expressao de {(Ap”)?),e, mal definida para os valores
de x = 0 e x = m. Entretanto, o momento calculado acima corresponde ao momento
de coordenadas, e como serd visto adiante o momento fisico ndo possui tais divergéncias
angulares. Além disso, em virtude das estruturas mateméticas de (6.22) e (6.12), nota-se

que as componentes 6 e x da dispersao do momento estao relacionadas segundo a expressao
(AP")%)ren = sin ™ () ((APY)?ren-

Para a tltima componente da dispersao do momento, fixando i = ¢ na Eq. (6.11),

com g** = —ag? sin~2() sin~2(f), segue que

(AD")hien = 2q2/0 di(7 —1)g** g% " 0505 Wien (,2'),
= 2¢%ag*sin~*(x) sin () I(z, ") (6.23)
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Utilizando as expressoes (6.14) e (3.123), ap6s as devidas operagdes, encontramos

que o nucleo K serd dado pela equagao

Ko _Sinz(x) sin®(0) [ao(6ad + n?) _ 1 csct <77)
P 47T2CL0 37]4 8(10 2(10
= sin?(0) Ky
= sin’(x) sin®(0) K. (6.24)

Para obter o resultado acima temos utilizado um procedimento similar ao que foi descrito
para as duas componentes calculadas anteriormente. Efetuada a soma em (3.123) com a
exclusao do termo n = 0, antecipadamente realiza-se o limite de coincidéncia (y/,0) —
(x,0), que corresponde ao par de varidveis ausentes nas operagoes. Na sequéncia deriva-se
a expressao resultante com respeito a ¢ e ¢, finalizando as operagoes com o limite final

¢’ — ¢ e sua simplificacao.

mos o seguinte resultado:

Apbs a substitui¢ao do nicleo (6.24) em (6.13) e subsequente integragao encontra-
2 12
SO0y e (T 46
(127)? Ta
)

n(2)]
(%)
= sin®(0)Ip(7a, X)

= sin®(x) sin®(0) 1, (7). (6.25)

[¢(Ta7 X5 9) =

Portanto, a partir das Eqgs. (6.23) e (6.25) podemos estabelecer que a dispersao resultante

para a coordenada ¢ do momento da particula serd dada por
(AP )een = 2¢%ay™ sin™2(0) sin (X)L, (7a). (6.26)

De maneira andloga a componente 6, a relagdo que existe entre K, e I, com as
quantidades K, e I, respectivamente, conforme mostrada pelas Egs. (6.24) e (6.25), nos
conduz sem muitos esforgos ao resultado (6.26). Além disso, devido a essas simetrias
estruturais entre as quantidades mencionadas, as dispersoes para as componentes x, 6 e ¢
do momento estao intimamente relacionada. De fato, com base nas devidas expressoes é

possivel verificar que
<(Aﬁ¢>2>ren = Sin_Q(Q)«Aﬁ@)Q)ren = Sin_2(X) Sin_2<9)<(AﬁX)2>ren'

De acordo com (6.26), uma vez mais observa-se que o comportamento temporal da
dispersao, na ocasido de ((Ap?)?),en, ¢ dado pela funcdo adimensional I, (7,), cuja expressao
encontra-se em (6.16). Além disso, em paralelo com (6.22), divergéncias angulares também
ocorrem em virtude das fungoes circulares em (6.26), especificamente para os casos em que
[x,0] =[(0,0); (0,7); (7,0); (m;7)]. Porém, como seréd visto na sequéncia, tais divergéncias

nao aparecem no correspondente momento fisico.
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Conforme tem sido argumentado, as Eqs. (6.18), (6.22) e (6.26) correspondem as
expressoes para a dispersao do momento de coordenadas da particula. Por essa razao
apresentam uma aparente inconsisténcia de unidades. De fato, no sistema de unidades
naturais o momento fisico possui unidades de massa ou inverso de comprimento, logo o
momento ao quadrado possui unidades de massa ou inverso de comprimento ao quadrado.
Uma vez que ay tem unidades de comprimento, observando as Egs. (6.18), (6.22) e (6.26)
nota-se que as mesmas possuem unidades de inverso de comprimento a quarta. Entretanto,
tornamos a mencionar que tais relagoes correspondem as componentes do momento de
coordenadas, logo uma incompatibilidade nas unidades é possivel ocorrer de modo que um

ajuste, embasado em argumentos fisicos, é necessario — veja por exemplo a Ref. [98].

Diante do exposto, a fim de obter as expressoes para a dispersao do momento fisico,
representado por p’ e que possui as unidades corretas, utilizamos as correspondéncias

expostas na Tabela 7, as quais nos permitem escrever:

<(Al3x)2>ren = ag((Aﬁx)2>ren7 (6.27a)
((AP"))ren = ag sin® (X)((AD)?)ren (6.27b)
((AP?)?)ren = ag sin®(x) sin?(0)((AD)?)ren- (6.27¢)

No Apéndice D.2 apresentamos uma dedugao detalha das relagdes mostradas na Tabela 7

para as devidas componentes dos momentos fisicos p’ e de coordenadas p°.

Tabela 7 — Relagdo entre as componentes dos momentos fisicos e de coordenadas.

Momento fisico p° Momento coordenado p*
pX aopX
p’ ao sin(x)p’
p? ap sin () sin(6)p?

Fonte: Produzido pelo autor, 2024.

A partir das Eqs. (6.18), (6.22), (6.26) e (6.27) observa-se facilmente que
<(A:6X)2>ren = <(Aﬁ6)2>ren = <(Aﬁ¢)2>ren = 2q2a521x(7_a)a
ou ainda, de uma forma simplificada e compacta,
<(A;‘3i)2>ren = 2(12‘162])((7?1)7 (6.28)

para i = x,0,¢ e I,(7,) dada pela Eq. (6.16). Em palavras, temos encontrado que a

dispersao renormalizada para todas as componentes do momento fisico sdo idénticas, isto
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é, possuem o mesmo resultado e tém o mesmo comportamento. Agora, como pode-se
verificar, as unidades na Eq. (6.28) estao corretas, pois ag tem unidades de comprimento
(ou inverso de massa) enquanto que a carga ¢ e a funcao I,(7,) sdo adimensionais. O
comportamento grafico da Eq. (6.28) em funcao do tempo adimensional 7,, definido em

(6.17), estd mostrado na Figura 34.

Figura 34 — Comportamento da dispersdo renormalizada do momento fisico da particula em
funcdo do tempo adimensional .

0.14 1

0.02 1

0.00;

0 5 10 15 20 25
Ta

. 2 .
Legenda: Grafico em unidades de ((AP%)?)e, = (%0) (AP 1en, com 79 = T/ag e i = x,0 e ¢.

Os picos abertos representam pontos divergentes. Fonte: Produzido pelo autor, 2024.

Uma primeira andlise sobre a Eq. (6.28) revela que no limite 7, — 0 encontramos
como resultado ((Ap¥)?)en = 0, 0 qual pode ser interpretado como a recuperagao da
condigao classica de momento inicial nulo, assumida em (6.9). Também, observa-se que
no limite ag — oo ainda obtemos ((ApX)?),en = 0. Nesse tltimo caso, o limite ag — oo
corresponde ao limite do espago-tempo de Minkowski, o qual é livre de fronteiras ou
restrigoes sobre os modos do campo. Acontece que, no limite de coincidéncia, o termo de
Minkowski é divergente e, portanto, deve ser subtraido a fim de regularizar os observaveis.
Nesse sentido, apés realizar tal procedimento o vacuo do espaco livre esta ajustado como
zero. Entdo, o resultado nulo para ((ApX)?)ien, quando ag — 0o, pode ser interpretado
como uma consequéncia desse processo de regularizacao, pois as quantidades envolvidas

nos calculos das dispersoes do momento sao todas renormalizadas.

Mencionou-se na Segao 3.4.1 que o universo de Einstein (3.96) é homogéneo e
isotrépico, assim como os demais espagos (kK = —1,0) da métrica FLRW (3.88). Entao, uma

possivel interpretagao para o resultado (6.28) é que o mesmo representa uma manifestacao
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de tais propriedades. Na Ref. [45] um resultado similar foi obtido no contexto dos
modelos analogos, para particulas ligadas por uma forga externa em um espago-tempo
conformemente plano, no qual uma dispersdo de velocidades idéntica para todas as
componentes foi obtida. Além disso, como pode-se observar a partir da Figura 34, embora
o perfil grafico se mantenha entre intervalos de tempo consecutivos A7 = 27ag, a dispersao

tende a crescer.

Em conformidade com que havia sido relatado anteriormente, nota-se que nao
existem divergéncias angulares nas expressoes relativas ao momento fisico — Eq. (6.28).
Estas divergéncias sao inerentes das expressoes para os momentos de coordenadas — Eqs.
(6.22) e (6.26). Contudo, a Eq. (6.28) possui divergéncias periddicas associadas ao
comportamento nao trivial de I, (7,) em fungao do tempo. E ficil observar a partir da
Eq. (6.16) que as singularidades ocorrem para valores de 7, = 27n, ou ainda na forma

dimensional 7 = 2mwagn, com n > 1 e inteiro.

As divergéncias temporais relatadas acima ocorrem devido a natureza fechada
ou compacta da topologia do universo de Einstein, a qual representamos pela notacao
S3xIR!, cujos aspectos geométricos foram sinteticamente explorados na Secao 3.4.1. Com
base nos estudos desenvolvidos no Capitulo 5, é aceitavel imaginar que divergéncias dessa
natureza sao esperadas acontecer, uma vez que o sistema em questao é compacto (ou
confinado). Entao, em consequéncia dessa natureza fechada, as divergéncias surgem de
forma semelhante ao caso dos modos confinados por planos paralelos ou por um mecanismo
de compactificagao, causando um efeito do tipo round trip [23, 22, 30]. Uma forma didatica
de enxergarmos a compactificagdo, por exemplo, é observar a substituicao de variaveis
realizada na transicao de (3.88) para (3.90). De inicio temos 0 < r < oo, porém quando a
mudanga de varidveis r = sin(y) é implementada o espago infinito torna-se confinado a

regiao finita 0 < r < 1, visto que 0 < y < 7.

Um fato curioso é que a estrutura da expressao para os valores de tempo 7 = 2wagn
corresponde a multiplos comprimentos de uma circunferéncia de raio ag. Esta expressao
pode ser obtida a partir da se¢do espacial (3.90). Para um instante de tempo fixo, tomando

X e 0 constantes, encontramos que

Cy = /027r ap sin(x) sin(#)d¢
= 2mapsin(x) sin(0). (6.29)

Logo, diante das observagoes anteriores e do resultado acima, podemos dizer que o efeito
analogo das divergéncias de round trip na presente situagao corresponde ao tempo que
um sinal luminoso gasta para realizar uma volta completa na circunferéncia Cy = 2mao,
definida por x = 6 = 7. A Eq. (6.29) também exibe a estrutura geométrica nao trivial
desse tipo de espago-tempo, o qual mostra que o comprimento da circunferéncia Cy ¢é

mdximo para x = 6 = 7 e minimo quando x ou ¢ assumem os valores 0 ou 7.
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6.4 Dispersao das coordenadas e analise da condicao de pequenos

deslocamentos

Em principio, todas as coordenadas do espago-tempo sao func¢oes do tempo, em
outras palavras, podem variar com respeito ao tempo. Entretanto, no estabelecimento da
Eq. (6.9), foi assumido que tais variagoes temporais sao suficientemente pequenas de modo
que tornam-se negligenciaveis. Essa abordagem aproximada nos permitiu realizar todos os
desenvolvimentos apresentados nas se¢oes anteriores. Contudo, como é bem conhecido a
partir das discussoes no Capitulo 5, a consideracao de tal hipotese simplificadora, rotulada
como condic¢ao de pequenos deslocamentos, induz automaticamente uma restricao sobre os
resultados. A fim de analisar as restri¢des sobre os resultados obtidos até entdo, primeiro

devemos encontrar a dispersao nas coordenadas.

Uma expressao para a evolucao das coordenadas da particula pode ser obtida a

partir da relagio para o momento p’, Eq. (6.9), usando o fato de que u’ = dz'/dt:

p=m™ 0 =g [ atgr0,000). (6.30)

Na expressao acima o rotulo y representa a dependéncia do observavel com respeito as
coordenadas de espago-tempo, isto é, y = (¢, x, 0, ¢). A mudanga nos rétulos, de z para vy,

foi realizada a fim de evitar possiveis confusoes quanto a notagao das expressoes a seguir.

Utilizando a regra da cadeia podemos escrever

da' d(mz’)  dm
ae T A U dt

(6.31)

E importante lembrar que a massa, na presente situacdo, é uma quantidade varidvel e que
depende do tempo — confira as Egs. (6.4a) e (6.4b). Assim, substituindo (6.31) em (6.30)

e integrando a expressao resultante, encontramos

dm

mryai(y) - [ e () = —q [Tt [ g 000, (632
na qual também admitiu-se a suposicao classica z(0) = 0.

Em nosso estudo estamos trabalhando sob a hipdtese de que o movimento da
particula é nao relativistico e lento o suficiente para admitir que as coordenadas sao
aproximadamente independentes do tempo. Assim, sob esta perspectiva e com um erro
negligencidvel, podemos remover x* do integrando no lado esquerdo da Eq. (6.32), o que
nos permite estabelecer a seguinte expressao:

i q T t il
r(y) = —— ; dt/o dt'g" 7 0;0(y'). (6.33)

mo

Destaca-se que, para determinar o resultado acima, a defini¢do da massa dindmica (6.4a)

foi utilizada. Note que a aproximacgao de coordenadas constantes no tempo eliminou
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a massa dindmica m(7) em nossas expressoes, uma vez que em (6.33) temos apenas a

presenca da massa constante my.

Considerando o resultado (6.33) agora podemos encontrar uma expressao para a
dispersao nas coordenadas da particula. Para isso, primeiro devemos quantizar essa relagao
classica através da prescricao quantica ¢ — @, que por sua vez implica na correspondéncia

a2t — 2%, Assim, procedendo conforme indicado, encontramos que

(A = 1im (0] (1) (5)]0) — (0] ()3 (1) |0)as

Y=y
2 T T T S ..
= lim q—Z/ dr/ ds/ dtl/ dt297 g5 05,05, Wien (Y1, y2).  (6.34)
v'—y mg Jo 0 0 0

Portanto, as dispersoes de coordenadas da particula no universo de Einstein, devido as
flutuagoes quanticas do campo escalar sem massa com o qual a mesma interage, serao
dadas pela Eq. (6.34). Como indicado pela notagao, a quantidade ((A%%)?)., ja foi

renormalizada através da subtracao do termo divergente da funcao de Wightman.

Antes de procedermos com as solugdes para as devidas componentes de ((AZ%)?) en,
gostariamos de recapitular alguns pontos gerais e importantes, os quais serao lteis em
todas as solugoes, além de evitar redundéancias ao longo do texto. Como sabemos, das
nossas experiéncias com o estudo da dispersao no momento, os coeficientes métricos em
(6.34) sao independentes do tempo, logo ambos podem ser removidos dos integrandos. A
respeito desses fatores, ¢/ ¢% | simplificando as formalidades da notacao, utilizaremos o
resultado do limite de coincidéncia, (¢7)? = (g5 )?, visto que a pratica ndo provoca perdas
de generalidade nos resultados e expressoes. Além disso, constata-se a partir de (6.34)
que cada um dos nicleos K; = 0j,0;, Wyen, para j = (x, 0, ¢), sdo computados seguindo a
mesma metodologia utilizada na secao anterior e produzem os mesmos resultados, isto é,
Egs. (6.15), (6.20) e (6.24), com a sutil modificacdo de que nestes resultados n = (t; — ta).

De inicio, para a componente i = y a Eq. (6.34) nos fornece
2
. q T T T S
<(AX)2>ren = 5 dr/ dS/ dtl/ dt29¥X9§Xax18X2Wren(ylayz)
mg Jo 0 0 0

2
q T T T S
= /Odr/o ds/o dtl/o dto K, (y1,y2), (6.35)

miay

onde a segunda igualdade ¢ estabelecida utilizando o coeficiente g1* = —a? e a identificagio
do ntcleo K, definido em (6.14).

Utilizando o resultado (D.15) do Apéndice D.4, para as solugao das integrais em

(6.35), encontramos que a dispersdo renormalizada para a coordenada y serd dada por

~2

~\2 9
<(AX) >ren - —@‘7@'&)7 (636)
com as defini¢oes do parametro de carga adimensional
G=— (6.37)

QoMo
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e da funcao auxiliar

2
1 sin (%2 1 [Ta sin ( §
g(Ta) T——f-? (Ta)—l—ln{ (2> + = dUUIIl[ (2

2 2 (%) 2 Jo (%) )} 2 , (6.38)

escrita em termos do tempo adimensional 7,. Antes de comentar quaisquer aspectos fisicos

sobre nossos resultados, vamos computar a dispersao para as demais componentes.

Para as componentes remanescentes i = 6 e i = ¢, a partir da Eq. (6.34),

encontramos, nessa ordem,

<(Aé)2>ren = dr/ ds/ dtl/ dt?gl 920891892Wren(y1792)
_ / dr / ds / dt / dts Ko (1, o) (6.39)
maag sin
e
2 T T r s
(A9 = L5 [ar / ds [ dty [ dtagt? g5 0,00, Woen (1. 1)
0
= ar [as ["dn [ Ky 6.40
m3ad sint() sin? / " ° ! 2Ko(y1,p2), - (6.40)
nas quais foram utilizados os coeficientes g% = —ag?sin~2(x) e g?? = —agy?sin~2(x) sin~2(0),

assim como os nucleos Ky e K.

A fim de obter a forma final das expresses para ((A0)2);en € ((AD)2)ren, devemos
resolver as quatro integrais definidas nas Eqs. (6.39) e (6.39). Contudo, uma observagao
atenta revela que nenhum célculo a mais, além dos quais ja foram realizados, é necessario.
De fato, em virtude das relacoes que os nicleos Ky e K4 possuem com K,, Eqgs. (6.20)
e (6.24) respectivamente, é direto identificar os resultados destas componentes como
proporcionais ao resultado de ((A{)?).en. Por exemplo, para a componente i = , uma vez
realizadas as devidas operagoes sobre o niicleo, ou seja, derivadas e limites de coincidéncia,

observa-se o seguinte:

(B0 = g /dr/ ds/ dtl/ dts Ky
0~0
= —/ dr/ ds/ dtl/dtgsm
moaosm
= e [ [Cas [[an [ ]
sin’ miag

((AR)?)ren
(A0 )en = OB hen = — oy es()F (7). (6.41)

Do mesmo modo, a partir das Eqgs. (6.40) e (6.24), segue que

-2

((A0))sen = es2(x) e (O){(AR))ren = — =5 esc?(x) ese®(0)F (7). (6.42)

672
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A fungao auxiliar F(7,) e os pardmetros adimensionais q e 7, estdo definidos nas Egs.
(6.38), (6.37) e (6.17), respectivamente.

Uma primeira observagao que pode ser feita sobre os resultados (6.36), (6.41) e
(6.42) diz respeito ao seu paralelismo com os resultados para as dispersoes de momento
(6.18), (6.22) e (6.26), estudadas na segio anterior. Em ambos os casos o comportamento
temporal para todas as componentes da dispersao é controlado por uma func¢ao em comum
de 7,, que no presente caso consiste na fungdo F(7,). Além disso, novamente existem

divergéncias angulares associadas apenas as dispersoes para as componentes ¢ = 0 e 1 = ¢.

Diferente do que aconteceu anteriormente, os resultados nos mostram que agora
nao existem inconsisténcias dimensionais, pois ((A%)2ren, ((A0)2)ien € ((AG)2)en s80
variaveis angulares e ambos os lados de suas expressoes sao adimensionais, uma vez que ¢
conforme a defini¢ao (6.37) é adimensional, bem como F(7,). Contudo, podemos encontrar
as dispersoes para os comprimentos (ou distancias) fisicos (as) 5; associados (as) a cada

componente através das relagoes dispostas na Tabela 8, de maneira que:

<(A§X)2>ren - a0<(A>2>2>ren7 (643&)
((250)°)ren = a sin® (X)((A6)?) en (6.43b)
((A36)%)ren = ap sin®(x) sin(0)((A0)) ren- (6.43c)

Sabendo que ag possui unidades de comprimento, as Eqs. (6.43) possuem unidades de
comprimento ao quadrado, como dever ser. No Apéndice D.3 sdo oferecidos alguns detalhes

para o estabelecimento das rela¢des apresentadas na Tabela 8.

Tabela 8 — Relacao entre as componentes dos comprimentos fisicos e coordenados.

Comprimento fisico 5°  Comprimento coordenado z
5" aoX
3° ag sin(x)0
5® ag sin(y) sin(6)¢

Fonte: produzido pelo autor, 2024.

A partir das Egs. (6.36), (6.41), (6.42) e (6.43) ¢é facilmente deduzida a seguinte

igualdade entre as componentes:

(A5 )ren = ((A50)")ren = ((A56))ren = a0 ((AX))ren;

que por sua vez pode ser escrita de forma simplificada como

(A5 en = — 2L 57 (7,), (6.44)

62
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com i = x,0 e ¢. Semelhante a Eq. (6.28), esse resultado obtido para os observaveis
((A3:)?*)ren ¢ interpretado como uma manifestacao das propriedades de homogeneidade e

isotropia do universo de Einstein.

E instrutivo destacar uma vez mais a simetria que existe entre as dispersoes para
os momentos e comprimentos fisicos: note que a Eq. (6.44) ndo apresenta as divergéncias
angulares existentes nas Eqs. (6.41) e (6.42). O resultado (6.44), especificamente a fungao
F(7,), possui as mesmas divergéncias identificadas anteriormente, quando 7 = 2wagn ¥
n > 1. Nos limites 7, — 0 e ay — oo obtém-se que {(A3;)?)ren = 0. No primeiro desses
casos (1, — 0), o resultado ¢é justificado como a recuperacio da condigio classica z%(0) = 0
assumida inicialmente, enquanto que o segundo (ag — o), se deve a regularizacao das

quantidades, que ajusta o estado vacuo dos observaveis para um valor nulo.

Anteriormente, foi mencionado que os resultados obtidos na Se¢ao 6.3, assim como
aqueles encontrados aqui, admitiram como simplificacao que as coordenadas da particula
sao aproximadamente constantes. Em outras palavras, essa admissao nos diz que os
valores das coordenadas da particula nao variam apreciavelmente, logo os valores reais
das suas coordenadas e o valor médio associado a cada uma delas sao muito préximos.
Consequentemente, a dispersao das coordenadas nesse regime sera muito pequena. Entao,
conclui-se que, os resultados encontrados nesse capitulo tornam-se validos apenas quando a
dispersao das coordenadas assume valores muito pequenos. Além disso, a fim de satisfazer
as limitagoes descritas, essa condi¢ao também implicara em vinculos sobre os parametros

livres na equagao da dispersao.

Semelhante ao Capitulo 5, para analisar a condi¢ao de pequenos deslocamentos,
um método direto seria definir uma dispersao relativa (adimensional) e tragar o seu grafico
em funcao do tempo de modo a observar quais restri¢oes os parametros livres da expressao
devem obedecer, para garantir que o modulo da dispersao relativa seja menor que a

unidade. A partir da Eq. (6.44), percebe-se que é possivel estabelecer a dispersao relativa

(88 = 83 T <1, (6.45)

onde F(7,) é dada pela Eq. (6.38). Note que a Eq. (6.45), valida para i = x, 0 e ¢,

corresponde a dispersao da coordenada angular compacta y, Eq. (6.36).

A dispersao relativa (6.45) possui em esséncia alguma semelhanga com o caso da
compactificagao estudado na Secdo 5.4.2; em que as coordenadas fisicas (Tabela 8) sao
comparadas com o Unico parametro de comprimento natural associado ao sistema, que

na presente situacao corresponde ao raio do universo de Einstein ay. Como sabemos de

*

"en = 1 Ou, de maneira

discussoes passadas, a igualdade na expressao acima, isto é, ((A5;)?)
equivalente, ((AX)?*)ien = 1, indica o limite superior de validade da condicao (6.45) e,
portanto, dos resultados. A Figura 35 mostra o comportamento da Eq. (6.45) em fungao

do tempo adimensional 7, para diferentes valores do parametro gq.
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*

Figura 35 — Comportamento da dispersao relativa ((A%;)%)%.,

em funcao de 7.
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Legenda: Para as figuras acima, conforme as legendas, foram considerados os seguintes valores
do pardmetro de carga adimensional: (a) ¢ =10, ¢=05,7=1e (b) ¢ =0,5. As linhas verticais
representam pontos de descontinuidade. Fonte: produzido pelo autor, 2024.

De acordo com a Figura 35, substituindo um valor arbitrario de ¢ na Eq. (6.45), o

*

*n, = 1 € atingido, por exemplo, quanto 7, assume

limite superior para a curva de ((A3;)?)
aproximadamente os valores dispostos na Tabela 9. Entao, para cada um dos casos, quanto
menor o intervalo de tempo admitido em nossas analises, frente a esses valores, melhor

serd a margem de validade dos resultados.

Por exemplo, escolhendo o valor ¢ = 10, cujo comportamento esta exibido na
Figura 35a, de acordo com a primeira linha da Tabela 9, para que os resultados tornem-se
véalidos, a condigao (6.45) exige imediatamente que 0 < 7, < 2,642. Portanto, diante dessa
restri¢ao, os resultados obtidos anteriormente tornam-se mais efetivos quando os intervalos
de tempo considerados nas andlises sao tais que 7, < 2,642. Obviamente, valores fora
desse intervalo (7, > 2,642) violam a condicao, implicando que nesse regime os resultados
possuem pouca validade, uma vez que (6.45) nao é satisfeita. Na ocasiao em que o valor
de q é alterado, digamos para ¢ = 5, situagdo mostrada pela curva tracejada na Figura 35a
e segunda linha da Tabela 9, nota-se que o limite superior da condigao (6.45) é estendido
para 0 < 7, < 3,675. Além disso, quando admite-se ¢ = 1, curva pontilhada na Figura

3ba, constata-se que 0 < 7, < 6.135 =~ 27.

A tendéncia dos grafios apresentados na Figura 35a revela que, independente do
valor de g, o limite superior da condi¢ao (6.45) é atingido inevitavelmente no intervalo
0 <71, < 27m. Contudo, observa-se que, conforme o parametro ¢ assume valores cada vez
menores, o intervalo de tempo permitido, antes de saturar a condigao (6.45), é amplificado.
Também, podemos observar que, para um valor de tempo fixo 7,, a reducdo de ¢q implica
diretamente em uma reduc¢ao na amplitude do valor da dispersao relativa. Entao, uma
conclusao fisica que pode ser inferida desses resultados é que, quanto menor o valor do

parametro de carga ¢ mais efetiva torna-se a condi¢ao de pequenos deslocamentos. Essa é
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uma conclusao semelhante a que foi obtida na Ref. [30] para um modelo unidimensional,
assim como no Capitulo 5 quando estudamos o MBQI de uma particula em (3 + 1)
dimensoes acoplada a um campo escalar sem massa, sob diferentes formas de confinamento

e condibes de contorno no espago-tempo plano [36].

Tabela 9 — Valores aproximados do tempo adimensional 7, para o limite superior da condicao de
pequenos deslocamentos (6.45).

q Ta

10 2.642
) 3.675
1 6.135

Fonte: produzido pelo autor, 2024.

Até agora, a analise que realizamos para a condi¢ao de pequenos deslocamentos
restringiu-se ao intervalo 0 < 7, < 27, Figura 3ba. Etretanto, ¢ importante assinalar que
a mesma pode ser estendida moderadamente para os intervalos seguintes. Por exemplo,
a Figura 35b mostra o comportamento da Eq. (6.42) considerando o intervalo de tempo

2m < 71, < 67, para o caso particular ¢ = 0, 5.

De acordo com as conclusoes anteriores, na medida em que 7, cresce a validade dos
resultados torna-se cada vez menor, uma vez que (6.45) também perde progressivamente
sua efetividade. Para intervalos de tempo subsequentes aos que foram mostrados na
Figura 3ba, ou seja, 7, > 27, essa conclusao ainda continua valida. Essa situacao esta
exemplificada na Figura 35b. Obviamente, a validade ¢ garantida enquanto ((A5;)?)%, < 1,

e conforme o exemplo ilustrado na Figura 35b a condicao atinge seu limite quando 7, &~ 15.






183

7 Conclusoes e perspectivas

Ao longo dessa tese investigamos um fenémeno de vacuo quantico conhecido
na literatura como Movimento Browniano Quantico (MBQ) ou Movimento Browniano
Quantico induzido (MBQI). Semelhante aos populares e bem conhecidos efeito Casimir
e desvio de Lamb, o MBQI consiste em uma manifestacao dos efeitos das flutuacgoes
quanticas de vacuo que os campos quanticos possuem, independente da presenca de efeitos
térmicos. Em sintese, o MBQI ¢é definido como o movimento estocastico adquirido por uma
particula pontual em consequéncia da sua interacao com as flutuagoes quanticas de vacuo
de um campo, por exemplo, escalar ou eletromagnético. A analise desse efeito é realizada
calculando o valor esperado no estado de vacuo (VEV) para os observaveis associados a
particula, que em virtude das flutuagoes quanticas tornam-se grandezas estocéasticas. Em
analogia ao movimento Browniano Cléssico (MBC), os tipicos observaveis frequentemente
analisados sao a dispersao de velocidades e posicao da particula. Na presente tese, o MBQI
foi investigado essencialmente em trés cendrios distintos: (i) nos modelos andlogos de
gravidade (MAG) — Capitulo 4; (ii) no espago-tempo plano unidimensionalmente confinado

— Capitulo 5; e (i44) em um espago-tempo curvo — Capitulo 6.

No Capitulo 4 o MBQI foi estudado considerando um espago-tempo efetivo do tipo
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) assintoticamente plano com desclinagao,
o qual foi simulado em um condensado de Bose-Einstein (CBE). Esse cendrio de MAG
mimetiza um espago-tempo gravitacional FLRW em expansao conforme na presenca de
uma corda cosmica. Visando introduzir uma maior generalidade ao modelo, condigoes de

quasiperiodicidade também foram adicionadas.

Diferente dos resultados da literatura [45] encontramos que a presenga da desclinagao
no meio (ou corda césmica) quebra as propriedades de homogeneidade e isotropia, as
quais sao caracteristicas do modelo de universo de FLRW. Embora todas as componentes
da dispersao apresentem uma contribui¢do constante, conforme mostram as Eqgs. (4.60),
(4.74) e (4.81), estas possuem comportamentos distintos, como pode ser constatado a partir
das Figuras 17, 18 e 19, portanto, indicando a quebra da homogeneidade e isotropia no
modelo h& pouco mencionada. O termo constante e igual 2¢(3), presente em cada uma das
expressoes da dispersao de velocidades, é originado pela expansao assintoticamente plana
do meio, a qual foi simulada pelo fator conforme bi(n), Eq. (4.48), cujo comportamento
estd exposto na Figura 16. Além disso, essa contribuicao constante corresponde ao caso
em que o meio nao apresenta desclinagdo (p = 1) e o campo escalar obedece condiges de

contorno periddicas (3 = 0).

No Capitulo 4, foi observado um comportamento nao trivial em todas as compo-
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nentes de ((Av%)?) para pontos préximos da origem, com i = (p, @, z). Para ((Av”)?)
e ((Av?)?), foi mostrado que as curvas podem exibir um comportamento convergente
proximo da origem quando os valores dos parametros da desclinacao p e quasiperiodicidade
3 satisfazem igualmente ambas as desigualdades (4.66). No caso de ((Av7)?), em virtude
da sua estrutura matematica simples, observa-se que as curvas sempre sao regulares na
origem. Contudo, apesar dos comportamentos distintos, para pontos distantes da origem
(x > 1) todas as dispersoes tendem para um valor constante, independente dos valores de
p e 3. Esse comportamento assintético é intuitivo, pois o nicleo do defeito esta situado
em p = 0, logo, seus efeitos sdo apreciaveis apenas nessa vizinhanga. No sentido gravitaci-
onal, particulas localizadas em pontos distantes da corda cosmica nao sentem os efeitos

gravitacionais que a mesma produz.

Destaca-se que, as investigacoes realizadas no Capitulo 4 foram desenvolvidas
admitindo um regime de tempo longo, de modo que as expressoes de ((A7*)?), ((Av?)?) e
((Av%)?) independem do tempo e sao analisadas com respeito a distancia radial y, definida
pela Eq. (4.57¢). Portanto, as discussoes e interpretagoes extraidas do modelo de estudo
considerado sao validas apenas em situagoes que envolvem grandes intervalos de tempo.
Uma estimativa grosseira para esse regime de tempo seria, por exemplo, n > 7, onde 7
representa a taxa de expansao — confira a Eq. (4.48). Nessa diregdo, uma perspectiva
seria investigar a viabilidade de uma andlise numérica das expressoes, a fim de observar
a evolugao temporal do sistema, bem como a concordancia com os resultados analiticos
aqui apresentados. Poderiamos citar ainda a implementacao de outros fatores de escala,
além do caso assintoticamente plano utilizado nas discussoes, de modo a observar, por
exemplo, modificagoes na contribuicao constante. Além disso, embora os CBE oferecam a
minimizacao de efeitos térmicos, devido o regime de baixas temperaturas necessarias para
a sua formacao, do ponto de vista técnico, uma perspectiva de trabalho seria a inclusao e

andlise dos efeitos térmicos no modelo.

Avancando em nossas investigagoes, no Capitulo 5 estudamos o MBQI de uma
particula devido a um campo escalar sem massa (i) na presenga de dois planos perfei-
tamente refletores, sob diferentes condigoes de contorno, e (i7) considerando condigoes
quasiperiddicas. Em ambos os casos, a anélise foi realizada no espago-tempo plano (ou
de Minkowski) em (3+1) dimensoes. Contudo, vale ressaltar que, os mecanismos de

confinamento e compactificagdo foram introduzidos apenas em uma coordenada espacial.

No sistema dos planos paralelos (Se¢ao 5.3), representado sinteticamente pela
Figura 23, encontramos expressoes analiticas para a dispersao de velocidades da particula
pontual nas diregoes paralelas e perpendicular aos planos — Egs. (5.13) e (5.18). A partir
destas solugoes, foi mostrado que, sob certas condi¢oes, resultados da literatura podem
ser recuperados, a saber, as expressoes para a dispersao de velocidades de uma particula

pontual devido a um campo escalar sem massa na presenca de um plano perfeitamente
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refletor sob condigoes de Dirichlet, Egs. (5.19) e (5.26), as quais foram investigadas na Ref.
[31]. Nesse sentido, os resultados apresentados estreitaram algumas das lacunas existentes
no tema, bem como o paralelo entre as investigacoes empreendidas considerando campos
escalares e eletromagnético, uma vez que diferentes configuragoes e condi¢oes de contorno

foram estudadas, além da condigao de Dirichlet frequentemente utilizada.

As Figuras 24 e 25 revelam que as dispersdes ((Ad,)?)0) e ((A9,)?)D) possuem
um comportamento divergente para valores especificos do tempo adimensional 7,. Entre
as infinitas divergéncias existentes, duas sao prontamente identificadas e correspondem
aos pontos de localizacao fixa dos planos refletores em x = 0 e x = a. Foi percebido
que, em ambas as expressoes, existem divergéncias associadas exclusivamente ao tempo
T, = 2mn — primeiro termo no lado direito das Egs. (5.13) e (5.18). Além disso, a adi¢do
do segundo plano da origem a uma divergéncia intermediaria, que depende da posicao
relativa z,, a saber, 7, = 2|z, — n|. Em todo caso, com base na literatura [22, 23|, estas
foram interpretadas como o tempo que um sinal luminoso gasta para realizar uma viagem
de ida e volta, partindo de um ponto arbitrario x, até o plano, sendo o mesmo refletido

instantaneamente pelo plano.

Ainda que as solugoes para quaisquer instantes de tempo tenham sido obtidas, em
analogia aos estudos do MBC, expressoes para os regimes de tempos curtos e longos foram
encontradas, visto que estas sao duas situagoes de particular interesse. Em ambos os casos
particulares, 7, < 1 e 7, > 1, apenas as divergéncias principais associadas aos pontos
r, = 0 e x, = 1 permaneceram nas expressoes, que siao as posicoes fixas e exatas nas quais
os planos estao situados, ou seja, x = 0 e x = a. Contudo, é importante destacar que,
para 7, < 1 as expressoes comportam-se com 72, Egs. (5.20) e (5.21), enquanto que para,
o regime 7, > 1, Egs. (5.22) e (5.23), tendem para um valor constante modificado pela

contribuicao das condigoes de contorno introduzidas.

Seguindo a risca o caso dos planos paralelos, estudamos o MBQI considerando
condigoes de contorno quasiperiodicas. Nesse sistema, didaticamente ilustrado na Fi-
gura 29, encontramos expressoes para a dispersao de velocidades associadas as dire¢oes
compactificada (z) e ndo compactificadas (y e z), nessa ordem, Eqgs. (5.47) e (5.50).
Divergéncias também surgiram no modelo, para os valores de tempo 7, = n, porém sem
qualquer relagdo com as coordenadas espaciais. Conforme justificado, estas ocorrem devido
a topologia S!'xIR? do espaco-tempo considerado e, no contexto das divergéncias de round
trip, concluiu-se que as mesmas podem ser interpretadas como o tempo para um sinal

luminoso realizar uma volta em uma circunferéncia de comprimento a.

Expressoes para os regimes de tempo 7, < 1 e 7, > 1 também foram encontradas
e foi observado que, semelhante ao caso dos planos paralelos, para tempos pequenos a
dispersao é proporcional a 72, Eqgs. (5.51) e (5.53), enquanto que para tempos longos

tende para um valor constante, conforme sugerem as Eqs. (5.55) e (5.57). De acordo com
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a Figura 32, a depender do valor que o parametro de quasiperiodicidade  assume, uma

mudanca de sinal nas dispersoes também pode acontecer.

Todas as analises comentadas acima, sobre o Capitulo 5, foram suportadas pela
hipétese da condigao de pequenos deslocamentos, a qual pressupoe um regime de veloci-
dades no qual as possiveis variacoes temporais das coordenadas de posicao da particula
sao despreziveis. A fim de investigar quais as implicagoes dessa hipétese, a dispersao na
posicao foi calculada e a sua andlise subsequente (Segoes 5.3.2 e 5.4.2) revelou que a carga
adimensional g, Eq. (5.41), deve assumir valores pequenos, para garantir a validade do
regime assumido. Em outras palavras, mostrou-se que, quanto menores os valores para g,
melhores e mais efetivos tornam-se os resultados. Essa conclusao esta de acordo com a

literatura pertinente sobre o tema [30].

Em relacao as contribui¢oes do Capitulo 5, se assim podemos dizer, a mais notavel
foi a investigacao do MBQI de uma particula por um campo escalar sob condigoes
quasiperiddicas, dado que, até o nosso conhecimentos, este sistema ainda nao havia
sido estudado. Quanto as perspectivas referentes aos estudos do Capitulo 5, diante das
discussoes realizadas e com base na literatura da area, duas possibilidades sao, a principio,
passiveis de investigacao: a primeira consiste em analisar os efeitos de autointeracgao,
enquanto que a segunda seria investigar os efeitos de troca (switching functions), na

tentativa de eliminar as divergéncias observadas.

No Capitulo 5 a contribuicao do termo de interacao entre a particula e o campo na
equagao de Klein-Gordon foi negligenciada supondo que a influéncia da particula sobre a
dindmica do campo é desprezivel. Aspirando uma abordagem mais realista, um proximo
passo seria investigar as modificagoes advindas deste termo de fonte, ou ainda, nessa
direcdo, analisar a introducao de outras formas de interacao (ou acoplamento) entre a
particula e o campo, além da interagdo monopolar (5.2c) admitida nesse trabalho. E
importante comentar que, tais apontamentos tratam-se de especulacoes para investigacoes
futuras, as quais estdao pautadas nos resultados aqui obtidos e os ja existentes e ausentes
na literatura. Contudo, deve-se ter em mente que, a analise minuciosa de tais objetivos

pode revelar que, em termos praticos, os mesmos sejam inviaveis.

Semelhante ao Capitulo 4, a inclusao de efeitos térmicos também poderia ser
pensada, visto que na literatura, até o nosso conhecimento, os casos do campo eletro-
magnético [24, 29] e escalar [33] foram tratados termicamente considerando apenas um
plano refletor. Por fim, os efeitos das switching functions [32, 31, 28, 27] seriam outra
possibilidade passivel de investigacao no cenério estudado ao longo do Capitulo 5, com o
objetivo de observar as modificagdes e implicagdes que tais mecanismos de regularizagao

das divergéncias poderiam impor sobre os resultados.

No Capitulo 6, dultima parte desta tese, o MBQI foi investigado em um cenario de

espaco-tempo legitimamente curvo, especificamente, no universo de Einstein. Conforme
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exposto na Secao 3.4.1, o universo de Einstein consiste em um espaco-tempo FLRW
estatico com constante de curvatura positiva (k = +1). Seguindo uma metodologia similar
a que foi apresentada nos casos anteriores, os observaveis estudados foram as dispersoes

de momento e coordenadas.

Diferente do que aconteceu no Capitulo 4, apesar da topologia nao trivial do
universo de Einstein, as propriedades de homogeneidade e isotropia foram preservadas,
uma caracteristica que é observada através das expressoes para as dispersoes renormalizadas
dos momentos fisicos, ((Ap")?);en, € coordenadas fisicas, ((AS;)?)ren, associadas a particula
pontual. Ambos os observaveis apresentaram expressoes idénticas para todas as componente

i =x,0, ¢, conforme constata-se pelas Eqgs. (6.28) e (6.44).

Nos casos em que 7, — 0 e ag — 0o os observaveis fisicos ((Ap)%)ren € ((A5)?)ren
apresentam um valor nulo. O primeiro caso (7, — 0) é interpretado como a recuperagao das
condigoes classicas de momentos e posigoes iniciais nulas, assumidas para o estabelecimento
das equagoes fundamentais (6.9) e (6.33). Por outro lado, quando o raio do universo
de Einstein ay — 00, o espago-tempo de Minkowski (ilimitado e livre de fronteiras)
¢é recuperado, logo conclui-se que os resultados nulos para as dispersoes se devem a
regularizacao, que ajusta o viacuo de Minkowski como zero, subtraindo a sua usual

contribuicao divergente.

Os comportamentos graficos das dispersdes no momento fisico e nas coordenadas
fisicas, mostrados nas Figuras 34 e 35, revelam que estes observaveis possuem singularidades
associadas aos intervalos de tempo 7 = 2magn, com n > 1 e inteiro. Este comportamento
divergente das expressoes se deve a topologia compacta ou fechada do universo de Einstein,
que confina os modos do campo escalar nesse espago hiperesférico. Assim, no ambito
das discussoes do Capitulo 5, esse confinamento produz divergéncias analogas de round
trip, que na ocasiao correspondem ao tempo gasto por um sinal luminoso para realizar
uma volta completa na circunferéncia de comprimento Cy = 27may, definida pelos valores

Semelhante ao Capitulo 5, nos desenvolvimentos do MBQI no universo de Einstein
também foi admitida a hipotese da condi¢ao de pequenos deslocamentos, a qual na ocasiao
foi discutida detalhadamente na Secao 6.4. Para esse fim, definimos a dispersao relativa
((A%:)*)r.,, Eq. (6.45), que corresponde a expressao para ((AX)?)ien, Eq. (6.36).

*

Considerando diferentes valores para o parametro ¢, a dispersao relativa ((A%;)?)%,,

foi plotada em funcao do tempo adimensional 7,, definido como a razao entre o tempo 7 e
o raio do universo de Einstein ag — confira a Eq. (6.17). Os graficos contidos na Figura 35,
juntamento com os dados da Tabela 9, permitiram verificar de maneira direta que reduzindo
a magnitude do pardmetro ¢, definido na Eq. (6.37), aumentamos o intervalo de tempo
permitido para as analises, antes de atingir o limite superior da condi¢ao [{(A3;)*)ren| < 1,

Eq. (6.45). Além disso, embora a andalise desenvolvida tenha se concentrado no intervalo
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0 <71, <2, foi explicado que essas conclusdes sao igualmente validas para intervalos

posteriores, isto ¢, para 7, > 2.

Como perspectiva dos estudos realizados no Capitulo 6, para fins didaticos e
do ponto de vista académico, podemos pensar em estender as analises considerando a
implementacao das condigoes de Dirichlet e Neumann no modelo. Essa investigacao ja
estd em preparacao e sera divulgada futuramente. Do mesmo modo, uma anélise térmica

também pode ser cogitada.

Diante do exposto, por questoes de clareza, é importante comentar uma assimetria
que existe entre as investigagoes desenvolvidas nos Capitulos 4, 5 e 6. Com base na
literatura pertinente, em todos os casos estudados, um dos pressupostos introduzidos
foi a hipdtese de que as particulas movem-se lentamente, de maneira que a dependéncia
temporal das coordenadas pode ser negligenciada com um erro desprezivel. De acordo
com as discussoes precedentes, essa suposicao impoe restricoes sobre as dispersoes das
coordenadas, a qual denominamos como condicao de pequenos deslocamentos. Nos
Capitulos 5 e 6 esse aspecto foi discutido em detalhes, levando a conclusao comum de
que quanto menor o valor dos pardmetros adimensionais de carga, Egs. (5.41) e (6.37),
maior serd a margem de validade dos resultados. Embora no Capitulo 4 essa hipétese (de
pequenos deslocamentos) tenha sido assumida, os detalhes e implicagoes da sua introdugao
nao foram analisados. A auséncia dessa discussao se deve a dificuldade matematica das

integrais associadas as dispersoes de velocidades.

Para resolver as integrais da dispersao de velocidades, Eqgs. (4.47), uma extensao
assintotica dos limites de integracao foi realizada, visto que o integrando nessas regioes
é bem comportado. Desse modo, o método de residuos foi aplicado, permitindo encon-
trar expressoes analiticas para cada uma das componentes da dispersao de velocidades.
Entretanto, o prego pago por essa abordagem é que as expressoes obtidas nada dizem
sobre o comportamento temporal das dispersdes. De fato, como pode-se observar, as Eqgs.
(4.60), (4.74) e (4.81) dependem apenas do parametro de distancia x, dado que p e
sao constantes. Em sintese, a questao ¢ que para encontrar a dispersao das coordenadas
no Capitulo 4 deveriamos realizar quatro integrais consecutivas — na ocasiao integrar
duas vezes a Eq. (4.47) com respeito ao tempo. Porém, a estrutura matematica de tais
integrandos torna a solugao analitica inviavel. Nesse sentido, é oportuno lembrar que a
perspectiva de uma analise numérica pode, a principio, fornecer alguma informagao sobre
a dispersao das coordenadas e dos vinculos da condicao de pequenos deslocamentos. Além
disso, a busca por outros fatores de escala também pode oferecer facilidades nas solugoes
das integrais. Assim, em virtude das dificuldades expostas, diferente dos Capitulos 5 e 6,

no Capitulo 4 apenas a dispersao de velocidades foi analisada.

Por fim, gostariamos de destacar que, embora muitas das discussoes apresentadas

nesta tese tenham ocorrido em um nivel elementar, isto é, focando em aspectos mais
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superficiais, que sao tipicos de uma primeira andlise, estes constituiram material original
suficiente para as publicagoes [35], [36] e [37], as quais em esséncias estdo baseadas nas

discussoes dos Capitulos 4, 5 e 6, respectivamente.
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APENDICE A - Sobre a invarianca

conforme do campo escalar

Anteriormente, foi visto que sob uma transformacdao conforme g, = Q%g,, e,
consequentemente, g’ = QO 2g" e g = 2*"g, com g e g representando os determinantes
de cada métrica, n o ntimero de dimensoes do espaco-tempo e €2 o fator conforme que
conecta esses dois sistemas de coordenadas. Na sequéncia vamos mostrar que a equacao

de Klein-Gordon para o campo escalar sem massa, Eq. (2.103),
Op +ERp = 0, (A1)

¢é invariante sob as transformacoes conformes, quando o campo concomitantemente é
parametrizado por uma poténcia adequado do fator conforme 2. Por simplicidade vamos

considerar que
— 02, _ 02
G = LG = L1y, (A.2)

de modo que g = Q7 *n" e g = Q7" onde 7, é a métrica do espago-tempo plano em n
dimensdes. O caso geral, isto é, g,, = Q%g,,, pode ser encontrado na referéncia [68], sobre

a qual nos baseamos para a elaboragao das discussoes seguintes.

Considerando a transformacio (A.2) o operador [ segue a relagao

Oe* = (n — 2)Q_3n“”(8uQ)(8yg0*) + Q20" (A.3)

Na expressao acima ¢* é uma funcao teste que utilizamos para verificar como o operador
d’Alembertiano no espago-tempo definido pela métrica g,,, 0, se transforma no espaco-
tempo g, = 1., Em outras palavras, a relagao acima nos mostra a expressao equivalente
de O no espaco-tempo (plano) definido pela métrica M- Além disso, temos identificado o

operador d’Alembertiano no espaco-tempo plano [ = 70,0, e, obviamente, 0O +# 0.

Admitindo que, semelhante a métrica, o campo escalar obedece a lei de transfor-

macao
e =p =Wy, (A.4)
com s constante, a partir da substituicao de (A.4) em (A.3), encontramos que
5 = s(s+n— NV (0,0(0,0) + (25 + 1 — DO (3,0)(0,)
+ s 3p(00N) 4+ Q0. (A.5)

A equacio acima mostra a expressao resultante para a quantidade (0@ segundo as trans-
formagoes (A.2) e (A.4).
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Nota-se que para os valores particulares n = 2 e s = 0, de modo que ¢ = ¢,
obtemos Op = Q~2y. Assim, na ocasido em que @ = 0 igualmente temos Oy = 0.
Esse resultado demonstra a invaridncia da equagao de Klein-Gordon sem massa em (141)
dimensoes sob as transformagoes conformes, para o valor da constante de acoplamento
¢ = 0, situagdo que denominamos de acoplamento minimo. Por outro lado, se n # 2 nao
existird um valor de s para o qual simultaneamente (@ = Oy = 0. Contudo, na sequéncia
vamos mostrar que o escalar de Ricci sob a transformagao (A.2) fornece uma liberdade de
escolha entre os parametros livres s e £, que nos permite encontrar um resultado invariante

para a equacao de Klein-Gordon nao massiva para todo n > 1.

Vamos verificar como se trasformam as estruturas matemaéaticas dos simbolos de

Christoffel, Eq. (2.87),

—opu

_ g _ _ _
Flotﬁ = 7 (gaa,ﬁ + 9oB.a — gﬁa,a) 5 (AG)
tensor de Ricci, Eq. (2.96),
D _ 1B alel M8 Ta 8 o
Ry, =Ty, — T, s+T0, 0%, —Tosls, (A7)

e escalar de Ricci R = g" R,,,. Diante de (A.2), para os simbolos (A.6) encontramos que

Thy = Q7' [08(05Q) + 05(0a9) — Nousa(0,)] (A.8)
= 0805(In Q) + 6504 (In ) — 75,1320, (In 2). (A.9)

Para estabelecer a segunda linha usamos o fato de que 9,(InQ)) = Q719,0. Torna-se
mais conveniente para as manipulagoes futuras utilizar (A.9), pois suas derivadas sao
organizadas de forma compacta, permitindo uma maior simplicidade para as simplifica¢oes
dos termos comuns em (A.7), diferente de (A.8) que gera muitos termos quando a operacao

de derivada é aplicada. Para a derivada dos simbolos, a partir de (A.9), temos

fgm = 080,03(In Q) + 050,04 (In. Q) — 05,15a0,0,(In 2). (A.10)

Utilizando os resultados (A.9) e (A.10) para computar cada uma das contribuigoes

de (A.7), apds as simplificagoes, obtemos

R, = (n—2)(0,0,In9Q) + 7,0 (0,05 InQ) + (2 — n)(9, In Q) (9, In Q)
+ (n = 2)7,1* (0, In Q) (95 In Q). (A.11)

Contraindo a expressao acima, vamos encontrar o seguinte resultado para o escalar de

Ricci:

5

DO

(n —1)Q 9" (9,0,InQ) + (n — 1)(n — 2)Q " (9, In Q2)(9, In Q)
(n — 1DQ*n"(9,0,Q) + (n — 1)(n — 4)Q " (9,2)(0,9). (A.12)

[\
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Uma vez encontrados todos os elementos necessarios, vamos analisar (oportuna-

mente) a estrutura que a quantidade
ke = 0o + ERp (A.13)

assume diante das transformacoes (A.2) e (A.4). Note que quando kg = 0 recuperamos
a equacao de Klein-Gordon para o campo escalar sem massa (A.1). A partir das Eqs.

(A.13), (A.5) e (A.12) a expressdo resultante para kg tem a forma

Exka = [s(s+n—3)+&n—1)(n—4)) e (0,2)(0,92) + [s + 26(n — 1) p(00Q)
+ (25 +n — 2)Q5 2" (9,2)(9,Q) + Q0. (A.14)

Observando os coeficientes de (A.14) percebe-se que existe uma liberdade de escolha

quanto aos parametros s e &, que a principio sdo constantes arbitrarias. E facil ver que as

escolhas
—2
g _n=2 (A.15)
2
e
—$ (n—2)
= = A.16
§ 2(n—1) 4(n—-1) ( )
anulam os trés primeiros termos de (A.14) de maneira que
Exe = 0@ + ERp = Q0. (A.17)

O lado direito de (A.17) diz respeito a quantidade kg no espaco-tempo definido pela
meétrica g,,,, enquanto que o seu lado esquerdo diz respeito a quantidade Eke escrita no

espago-tempo definido pela métrica g,, = 1, (que define o espaco-tempo plano).

Tomando kg = 0 obtém-se a equacio de Klein-Gordon para o campo escalar sem
massa e, portanto, a Eq. (A.17) nos mostra como sua estrutura se transforma quando
a métrica possui a simetria conforme, definida por (A.2), e o campo obedece a lei de
transformacao (A.4). Além disso, esse resultado mostra que se ¢ resolve a equagao de

Klein-Gordon no espago-tempo definido por g,
[O+¢&(n)Rlg =0,
entao ¢ satisfaz a equacao de Klein-Gordon no espaco-tempo g¢,,,,,
Q" ?Oe =0 = Op =0,

visto que (2 é diferente de zero. Portanto, em virtude das relagoes da simetria conforme,
¢ possivel obter a solucao para o espago-tempo de g, através da solu¢ao do campo no

espago-tempo de g,,,, uma vez que ¢ = (°p. Aproveitando o fato de que no espago-tempo
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plano o escalar de Ricci é zero, podemos escrever (A.17) de uma forma semelhante ao que

¢ encontrado para o caso geral, em que g,, = 2°g,,, a saber,

[O+£&(n)Rle = 7% [0p + &(n) Rly, (A.18a)
O+ EmR] (29) = Q[0+ E(n) Ry (A.18b)
gKG = QS_QgK(;. (A18C)

As constantes s e £ sao dadas em funcao do nimero de dimensbes do espago-tempo,
respectivamente, Eqs. (A.15) e (A.16), enquanto que kg corresponde a Eq. (A.13) sem

a barra sobre as quantidades.

O conjunto de equagoes (A.18) nos mostram que é_EKG = 0 imediatamente implica
que Ekgg = 0 e podemos concluir que a equacao de Klein-Gordon para o campo escalar sem
massa ¢ invariante sob transformagoes conformes, pois mantém sua estrutura (éK(;, &xa)
quando aplicamos as transformagoes (A.2) e (A.4). Por outro lado, a presenca da massa na
equacao de Klein-Gordon quebra a invariancia conforme, pois observa-se que a estrutura
nao ¢ mantida, visto que o fator comum nao é o mesmo para todos os termos, como
acontece em (A.18). De fato, quando a massa estd presente, é facil ver que, através do

mesmo procedimento descrito acima, encontrariamos as relagoes

(O+ER)g+m*p = QO+ ER)p + m* Dy
(04 ER+m?@ = Q204 ER+ m2Q?)p. (A.19)

Observando as expressoes acima percebe-se a distingdo entre os termos, quando o fator
comum ¢é colocado em evidéncia para estabelecer a conclusao da invaridncia quanto a
forma das expressoes. A massa do campo é uma propriedade constante, logo ndo possui
nenhuma lei de transformagao entre os sistemas de coordenadas como a métrica e o campo.
Assim, diante dessa distingdo somos levados a conclusao de que a equacao de Klein-Gordon

para o campo escalar massivo nao ¢ invariante por transformacoes conformes.

Por fim, embora tenhamos assumido o caso particular conformemente plano nas
discussoes precedentes, g,, = 2?1, as conclusoes delineadas acima sdo gerais e é possivel
mostrar que as mesmas relagoes (A.18) sdo obtidas para o caso geral em que g, = 0?g,,, #

Q?n,,, — confira, por exemplo, [68].
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APENDICE B - Detalhes matematicos

referentes ao Capitulo 4

B.1 Dinamica de uma particula pontual acoplada a um campo

escalar sem massa

A fim de manter os argumentos claros e objetivos, bem como expor a consisténcia
das expressoes apresentadas, antes de iniciar a discussao principal desse apéndice, vamos

recapitular alguns elementos isolados.

A acdo S, para uma particula pontual em um sistema de coordenadas arbitrario é

dada pela expressao [108, 71]

S, = —/dTmo, (B.1)

na qual a constante mg representa a massa da particula e dr um elemento diferencial
de tempo proprio. O intervalo da integracao acima, o qual foi omitido, considera dois

instantes de tempo sucessivos e arbitrarios.

O tempo proprio é defino como o tempo medido por uma particula (observador)
seguindo a sua linha de universo (a trajetéria que a mesma descreve pelo espaco-tempo),
em outras palavras, no seu proprio referencial. Para um sistema de referéncia centrado
e fixo na particula, denominado de referencial préprio, as coordenadas de espago-tempo
atreladas a mesma sao tais que o = (2%, 2%) = (c7,0), com 7 definindo o tempo préprio
e x as coordenadas do espaco tridimensional [47]. Enquanto isso, outro referencial
inercial, utilizando as coordenadas z'#, pode constatar para as coordenadas da particula
2" = (2, 2") = (ct,x’). Portanto, sendo o elemento de linha ds* um invariante, isto é,

ds? = ds"?, define-se matematicamente o intervalo de tempo préprio pela relacio [47, 71]

dr? = ds°. (B.2)

Como é bem conhecido, e ja relatado ao londo desse trabalho, existe uma liberdade
de escolha quanto a assinatura da métrica para se estudar relatividade. Por simplicidade,
vamos considerar o espago-tempo plano para as explicagoes seguintes. Acontece que, é

possivel trabalhar tanto com a assinatura
ds® = g, datdr” = +cPdt? — dx* (B.3a)

como
ds® = g datde” = —c*dt* + dx*. (B.3b)
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Simbolicamente utilizam-se as notagoes (+———) e (—+-++) para representar as assinaturas
das métricas nas Egs. (B.3a) e (B.3b), respectivamente. Essa simbologia faz referéncia aos
sinais da diagonal principal da matriz de representacao do tensor métrico, com elementos
guv- A escolha das assinaturas (B.3) trata-se de uma conveniéncia matemética, mas tém

implicagoes sobre a definicao de algumas quantidades.

A partir das Egs. (B.2) e (B.3) nota-se que, considerando a assinatura (+ — ——),
Eq. (B.3a), a definigdo do tempo préprio corresponde a Eq. (B.2). Por outro lado se
a assinatura (— + ++) é utilizada, Eq. (B.3b), a defini¢do do tempo préprio é tal que

c2dr = —ds?. Em sintese, o tempo préprio pode ser definido pela relacdo matemética:
=41 para a assinatura (+ — ——
dr = Veds® = { P . ( ) . (B.4)
e = —1 para a assinatura (— + ++)

Para complemento, recomenda-se a leitura do Capitulo 3 da Ref. [47], sobre a qual também

temos nos baseado para a elaboragao da discussao acima.

Admitindo que a particula de massa mg interage com um campo escalar sem massa

©, a agao Sy descrevendo essa interagao ¢ dada por [108]
S = [ pla)p(a)dr

= /qcpdT, (B.5)

onde na segunda igualdade utilizou-se a defini¢ao

/q5 y — x)v/—gd*y, (B.6a)

além da propriedade de filtragem da fungao delta de Dirac no espago-tempo curvo [108]

[ 69y = 0 f)v=ad'y = f(). (B.6b)

O modelo de interacao monopolar (B.6a) tem sido utilizado com frequéncia para estudar o
MBQI em modelos com campo escalar — veja, por exemplo, as Refs. [57] e [36]. Note que
a definigao (B.6a) é equivalente a uma distribui¢ao de carga ¢ localiza em um ponto = do
espago-tempo. Além disso, pode ser enxergada como uma fonte pontual externa, conforme

temos relatado no Capitulo 2.

A partir das Egs. (B.1) e (B.5), a acdo total Sie, que descreve a dindmica de uma

particula pontual interagindo com um campo escalar sem massa, sera dada por
Stot = Sp + Sint
= — /(mo — qp)dr. (B.7)

Comparando a estrutura das Egs. (B.1) e (B.7), conforme observado por [125], nota-se
que (B.7) pode ser interpretada como a agdo de uma particula pontual de massa variavel.

Nesse caso temos que

m = m(z) = mo — qp(z). (B.8)
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Utilizando a defini¢ao geral (B.4) para o tempo préprio e a definigdo da massa

dindmica (B.8), a acdo (B.7) pode ser escrita na forma comum
S = / L(z#, #)dA, (B.9%)

com a identificacao da lagrangiana efetiva

Lz, i") = m(a")y/€gtri”. (B.9b)

Nas Egs. (B.9a) e (B.9b) o ponto indica uma derivada com respeito a variavel A, que
por sua vez representa um parametro arbitrario utilizado para parametrizar a linha de

universo da particula, isto é, sua trajetéria no espago-tempo.

Conforme as discussoes e desenvolvimentos do Capitulo 2, variando a agao (B.9a)
com respeito a coordenada x*(\) da particula e utilizando o principio da minima agao,
dSiot = 0, é possivel mostrar que L(z*, "), de maneira geral, satisfaz as equacoes de
Euler-Lagrange,

oL d (O0F
—— (=] =0, (B.10)
dx®  d\ \ 0z®
a partir das quais podemos extrair as equagoes de movimento do sistema.

Visto que a massa m agora ¢ uma quantidade que depende explicitamente das

coordenadas z*, utilizando a expressao (B.9b), encontram-se os seguintes resultados:

oL em .
@ = ?guax (Blla)
‘ oL
em
= —qH — e B.11
axa q (aa(p) _'_ 2Hg,u1/,ax xr ( b)
Por questoes de praticidade na notagdo definiu-se a quantidade H = H(zV,i#) =

VeguaPzY. Agora, se o parametro A é considerado equivalente ao tempo préprio da

particula, ou seja, tomando A\ = 7, observa-se que:

— dr dr — ) B
dr = \/egativd\ = a—%—w/@pﬂ?“l‘ =1, .. H=1 (B.12)

Assim, considerando (B.12), as Egs. (B.11) assumem as formas simplificadas

oL )
P EMGpuad’ (B.13a)
¢ oL
em
B = —q(0ap) + 7guyvax“x ) (B.13b)

Substituindo os resultados (B.13) na Eq. (B.10), apds algumas simplifcagoes,

encontra-se a seguinte expressao:

. 1 e q dm .
mguadt +m (gua,u - Qg;w,a> it = (6) (Oatp) — (m) Gua®". (B.14)
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A Eq. (B.14) pode ser reduzida para uma forma final mais simples e conveniente
desenvolvendo alguns de seus termos. Devido a liberdade de escolha para os indices mudos,

nota-se que é possivel escrever

1 ., 1 ey
(gua,u - 29/1,1/,&) i’ = 5 (gya,y + oy — g;w,oz) at Y. (B15)

Além disso, utilizando a definicdo da massa efetiva (B.8) encontra-se que

dm _ d(mo—qp) [ Op ) (dz®
dr dr -4 oz dr

= —q(aago>;ta, (B16)

Assim, substituindo os resultados (B.15) e (B.16) na Eq. (B.14) e multiplicando

toda a expressdo por ¢°®, é possivel mostrar que
m(x) [#° + 10| = q [~ g% + %] Vap(w), (B.17)

onde identificamos a defini¢do dos simbolos de Christoffel (2.87) e da fungdo delta de
Kronecker 65 = guag”®. Além disso, na equagdo acima utilizamos o fato de que o campo é

escalar para escrever d,¢ = V.

A Eq. (B.17) fornece a dinamica de uma particula pontual acoplada a um campo
escalar sem massa em um espago-tempo curvo. Esta é utilizada nos Capitulos 4 e 6. A
constante € pode assumir os valores +1, a depender da assinatura utilizada para a métrica,
conforme explicitado na relagao (B.4). No caso em que € = —1 recuperamos o resultado
encontrado em [108]. A massa m(z) em (B.17), definida pela Eq. (B.8), adquire uma
dependéncia com as coordenadas do espago-tempo em virtude de sua interagao com o
campo . O ponto representa uma derivada com respeito ao tempo. E possivel identificar

" = u*, onde u* corresponde ao quadrivetor velocidade da particula.

B.2 Solucoes para a dupla integracdo nas dispersoes

Nesse apéndice vamos resolver integrais na forma

oo _1 o0 _1 1
Ay = (=17 [ dmbim) [ dnbi ) —  (B1Y)
o0 - [%(771—772) _%}
com
_1 1
b=i(m) = T : (B.19a)
bi + bi tanh ()
2 2 2
a,, = [ay,, a,], (B.19b)

2
az, = A2* + pi + p5 — 2p1p2 cos (Zm — A(b) (B.19¢)
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az = A2? + p? + p3 + 2p1po cosh(y). (B.19d)
A seguir, o método dos residuos serd aplicado de maneia direta e nenhuma revisao sobre
esse tema sera feita, logo assume-se que o leitor tenha conhecimento de tal formalismo.
Os detalhes elementares sobre o método dos residuos podem ser encontrados, por exemplo,

nas Ref. [126] e [59]. Além disso, os desenvolvimentos subsequentes sdo baseados no
Apéndice B.2 da Ref. [107].

Em virtude da estrutura das integrais em (B.18), isto é, o contorno simétrico
(fechado), podemos usar o método de residuos para solucionar cada uma das integrais. De
acordo com a teoria dos residuos a integral na variavel n; possui dois polos reais de ordem
v em ¢y = con2 £ a, e polos de plgimeira ordem (simples) na fung¢do tangente hiperbdlica

11
tanh(n,/7) = —a?, com a? = bd /bi.

Os polos associados a funcdo tangente hiperbdlica na verdade constituem um

conjunto infinito de polos. Utilizando a representagao logaritimica [83, 75]

1 1
arctanh(z) = 5 In (1 i Z) (B.20)
—z

e a propriedade de periodicidade tanh(z + k7i) = tanh(z), para k = 0,+1,4+2,..., é
possivel mostrar que os infinitos polos relacionados a tangente hiperbdlica em (B.18) sdo
dados pela relagao

e = Mo + Tkmi, (B.21a)
tal que kK = 0,41,4+2, ..., com as quantidades

T

Mo=——5"=T79 (B.21b)
¢ 2
1 a”+1
g:§1n <a2—1> : (B.21c¢)

Na presente situagao, é conveniente escolher um contorno que permite “livrar” os
polos de ordem v, uma vez que as regras para polos simples sdo mais faceis de se trabalhar.
Com isso em mente, seguindo o contorno mostrado na Figura 36, o residuo R(zy) do

integrando no polo zy pode ser facilmente computado pela regra [126]
R(z) = lim (2 — 20) f(2), (B.22)

na qual f(z) é uma fungao arbitraria com um polo simples em z = z; e que representa de

forma simbdlica o integrando da variavel 7, em (B.18).

Denominando h(n;) = b¢ + bf tanh(rn;/7) e observando que h(nyx) = 0, pois 9y,

sdo polos, podemos expandir a fungdo h(1n;) em série de Taylor em torno do ponto 7y:

h(m) = h(nu) + (m;mk)h'(mk) +...

1

by 2 (Thk
= (m—- nlk)7sech <7_) +.... (B.23)
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Figura 36 — Contorno admitido para a integragdo na variavel 7.

Im 4
————— D
. .
/ o \
PP O B S e
7N 7N Ll
[ ]
Re
[ ]
[ ]

Legenda: O simbolo x representa os polos reais com = conz £ a,, enquanto que e simboliza os
polos 1. Fonte: Produzido pelo autor, 2024.

Na expansao acima apenas o termo da derivada primeira contribuira para o resultado final,
porque apés o uso da regra (B.22) o fator (9, — nyx) em (B.23) é simplificado, enquanto
que nos demais termos de odem superior ele permanece e, consequentemente, no limite

1M1 — M1 todos estes sao anulados.

De acordo com o método dos residuos, vale a seguinte relagao:

fc f(z) =271y Residuo [f(2), C] (B.24)

A expressao acima diz que, a integral da fungao f(z) no contorno fechado C' é igual ao
produto 27i vezes o residuo da funcao f(z) no interior do contorno C'. Além disso, pode
haver um sinal negativo se o contorno escolhido tem sentido horario, uma vez que o sentido
da integracdo sobre o contorno C' é anti-horario [126]. E importante observar que o residuo
considerado em (B.24), como indicado pelo simbolo de soma, corresponde ao residuo da

fungéo devido a todos os polos de f(z) compreendidos pelo contorno C.

Considerando o contorno indicado pela Figura 36 e as Egs. (B.22), (B.23) e (B.24),

encontra-se que

2miT & 00 1 1
M) = (=10 S cosh (25 [ b~ () . (B2)
bi k=1 T/ /- [Co(ﬁlk—ﬁ2) —%]

Enfatiza-se que o surgimento do somatério em (B.25) é devido a definicdo do método dos
residuos em (B.24).

Observando a estrutura da integragao em (B.25) nota-se que é possivel replicar
o raciocinio anterior para sua a solugdo. Agora existem k-polos de ordem ~ em cony =

comk £ a,, além do conjunto infinito de polos

Moe = Moo + 4 (B26)
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Figura 37 — Contorno admitido para a integragdo na variavel ns.

Im a

o * o

°* % °

* % ° Re

--------- — e P
*
*
'\ x ’ /
_____ S I

Legenda: O simbolo e representa os polos con2 = conix & a,, enquanto que % simboliza os polos
Noe = n9¢ + T4wi. Fonte: Produzido pelo autor, 2024.

associados a tangente hiperbdlica, com ¢ = 0,4+1,42,... e 99 = 1n19. Contudo, agora
¢ conveniente escolher o contorno mostrado na Figura 37, que envolve apenas os polos

simples devido a tangente hiperbdlica.

_ 1
De forma semelhante define-se h(ne) = by + b{ tanh(n,/7), cuja expansao em série

de Taylor em torno do ponto 7y, fornece
1

— b4
h(m2) = (1> = 1720) —-sech? (W) +.... (B.27)

-
Portanto, admitindo o contorno da Figura 37 e considerando as Eqgs. (B.24), (B.25) e

(B.27), ap6s algumas simplificagoes, obtém-se que

Am27? smh4 1
A (i) = : , B.28
/(1) (meoT)?Y b? kzl ezo k—0)+ A2] ( )

na qual foi definida a quantidade

A2 = <““>2. (B.29)

CoTmT

O duplo somatério em (B.28) pode ser substituido por um tnico somatoério utili-
zando uma mudanca de indices (¢ — —f) e observando o comportamento (padrdo) dos
primeiros termos da série produzida pelo duplo somatoério. Entao, procedendo desta
maneira encontra-se que
47272 sinh*(g)

A = S , B.30
(1) (reom)® blé (1) ( )
com a definicdo da soma
B.31
-3 (B.31)

Todas as quantidades expostas no resultado acima ja foram definidas anteriormente. A Eq.

(B.30) corresponde ao resultado para as integragoes com a forma apresentada em (B.18).
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B.3 Métrica acustica para o BEC: inversao da matriz g""”

Nesse apéndice os detalhes matematicos cruciais para o estabelecimento da Eq.
(4.24) serao apresentados. Por questdes de comodidade e clareza da apresentagio, vamos

reproduzir as Eq. (4.21) e (4.22), respectivamente,

v =—_U-tMm (B.32a)
e
1 vl
MW = | .. . (B.32b)
vt — (269 — v'?)

A partir da Eq. (B.32a), tomando o determinante em ambos os lados, segue

imediatamente que
Det (f*) = (U)~“Det (M*). (B.33)

O resultado acima foi estabelecido com o auxilio da propriedade dos determinantes
Det(eA) = e*Det(A), para uma matriz quadrada A, de ordem « e qualquer constante e.
Como sera visto, a maior parte do desenvolvimento desse apéndice se resume, basicamente,

em realizar operacoes adequadas sobre a matriz M*”.

Observando a estrutura da matriz M*”, especificamente a entrada M = 1, podemos
utilizar a regra de Chié para calcular o seu determinante. Para uma definicao objetiva
do método de Chi6 veja a Ref. [127, p. 259]. Explicitamente, segundo a Eq. (B.32b), a

matriz M#" tem a forma

1 Vg Uy v, .. UV
2 2
vy —(c* —v3) Vg Uy VyUs . VgV
2 .2
N vy Vy Uy —(c* =) VU . Uy Uy B34
o 2 2 ( . )
U, VU, U0y —(c*—vl) ... VU
2 .2
| Vw Ve Vs Uy Uy VeV s —(cf =) |

Entao, de acordo com a regra de Chid, o determinante da matriz M*” sera igual ao

determinante da matriz
ij 27
NY = —c“1 ;.4

onde I , representa a matriz identidade de ordem d. Note que, ambas as matrizes M* e
N% sao quadradas, mas com ordens distintas, especificamente (d + 1) e d, nessa ordem.

Assim,

Det(M*) = Det(N7) = (—c*)%. (B.35)
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Conforme discutido no Capitulo 4, no regime da aproximacao quasiclassica, é

possivel estabelecer a igualdade

" =v=gg", (B.36)

com g = Det(g,,). Observando que Det(g"”) = g, a operagdo do determinante em

ambos os lados dessa relagao fornece

V=g = [-Det(f*)]@m . (B.37)
Portanto, a partir das Eqs. (B.32a) e (B.36) podemos escrever

-1
gNV - - v MW})

V=9

que com o auxilio das Egs. (B.37), (B.33) e (B.35), apds as devidas simplificagoes, assume

a forma

A\ @D
e MHY (B.38)

A partir da Eq. (B.38) é uma questao de dlgebra matricial mostrar que

Cd ﬁ vy—1
G = — U (MM ) ) (B39>

com (M*)~! representando a matriz inversa de M*”, definida de forma compacta e
expandida nas Eqgs. (B.32b) e (B.34), respectivamente. Para encontrar a matriz inversa
g na Eq. (B.39) primeiro multiplicamos a Eq. (B.38) pela esquerda por g, e fazemos
uso da identidade g¢,,¢"" = I. Em seguida, realizamos um procedimento similar, em
que multiplica-se a expressao resultante pela direita com a matriz (M*’)~! e novamente
utiliza-se a propriedade M* (M*)~! = T.

Para determinar a inversa da matriz M*” é conveniente utilizar o método de
inversao de Gauss-Jordan. Basicamente, a ideia da técnica consiste em realizar operacoes
coordenadas entre as linhas da matriz de interesse de modo a transforma-la na matriz
identidade. Em seguida, aplica-se o mesmo conjunto sequencial de operacoes sobre a
matriz identidade, de modo que, ao final do processo, encontra-se a matriz inversa desejada.

Para uma nogéo mais detalhada do método veja, por exemplo, a Ref. [59, p. 185-186].

A seguir, por questoes de clareza e objetividade, vamos destacar cada uma das
operagoes realizadas, apresentando o resultado de sua aplicagao sobre a matriz inicial —
Eq. (B.34). Comumente, os livros textos apresentam a matriz para inversao e a matriz
identidade lado a lado, permitindo visualizar instantaneamente os efeitos das operagoes
realizadas em ambas. Entretanto, em consequéncia da estrutura extensa da matriz M*”, Eq.
(B.34), primeiro vamos realizar as operagoes que transformam M*” na matriz identidade e

em seguida reproduzir as mesmas operagoes sobre a matriz identidade.
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12 OPERACAQO: Subtrair das linhas Lo, L3, Ly, ... e L, os produtos v, L, vy Ly,

v,Lq, ... e v,Lq, respectivamente:
[ 1 Up Uy U ... Uy | Ly
0 -2 0 0O ... 0 Lo
0 —C2 N L3
0 0 - ... 0 L,
10 0 0 0 ... = | La

Por particidade, as linhas serdo devidamente identificadas ao lado de cada matriz.

22 OPERACAO: Multiplicar as linhas Lo, Ls, Ly, ... e Lo por —c 2

1 vy vy v, ... vy | In
0o 1 0 0 ... 0 Lo
0O 0 1 0 ... 0 Ls
0O 0 0 1 ... 0 L,
100 0 0 ... 1 ] Lg

32 OPERACAQO: Realizar a sequéncia de operaces L — vy Lo, Ly —vyLs, L1 —v,Ly,

...e L1 —v,Ly: ] ]
1 000 0| Ly
0100 0| Lo
0010 0| Ls
0001 0| Ly
10000 ... 1] Lq

Conforme explicitado anteriormente, agora devemos reproduzir as mesmas 3 opera-
¢oes destacadas sobre a matriz identidade I,x,, com a = d 4+ 1, de maneira que ao final
vamos encontrar a matriz inversa desejada. Portanto, considerando a matriz identidade

I xa, temos o seguinte.

12 OPERACAO: Subtrair das linhas Ly, L3, Ly, ... e L, os produtos v, Ly, v, Ly,

v,L1, ... e v,L,, respectivamente:
1 00 0 0 Ly
—v, 1 0 0 0| Lo
-v, 010 0| Ls
—v, 0 0 1 0| Ly
| —vw 0 0 0 . 1] La
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22 OPERACAOQO: Multiplicar as linhas La, Ls, Ly, ... e Lo por —c 2

1 0 o 1 L,
v 2 —c7? 0 Lo
vy 2 —c? 0 L
v, 2 0 —c? 0 Ly

L vwe? 0 0 0 —c? | La

32 OPERACAQO: Realizar a sequéncia de operacoes Ly — vy Lo, Ly —vyLs, L1 —v,Ly,

..e Ly —v,Ly:

[ 1— (02 + L L o LR L Ca i D O N I 1 L
VyC? —c2 0 0 L,
vyc*2 —c 2 0 L3
v, 2 0 —c 2 0 Ly

i V€2 0 0 0 . —c? | La

Evidenciando o fator comum ¢ 2 e identificando o médulo da velocidade v? =

vz + v, + vl 4 ...+ v], temos que
............... | (B.40)

Esse resultado corresponde a inversa da matriz (B.32b).

Considerando as Egs. (B.39) e (B.40), além da expressao para a velocidade do som

c? = Ung/m, é uma questio de algebra mostrar que

ng \ (-1
guy(xat) - () ...............

cm

Portanto, em vista do resultado acima, demonstramos detalhadamente a Eq. (4.24), que
corresponde a matriz de representacao para as componentes do tensor métrico covariante
Ju, 0 qual estd associado ao espago-tempo curvo efetivo percebido pelas flutuagoes de

fase na fun¢ao de onda do condensado.
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APENDICE C - Detalhes matematicos

referentes ao Capitulo 5

C.1 Equacoes de movimento

Por questoes de comodidade e facilitagdo dos argumentos, vamos reproduzir as Egs.
(5.1) e (5.2), a saber,

Stot = Sga + Sp + Sint7 (Cl)
o (0,0)(0")
_ uP ¥
Sw_/dt/dv o, (C.2a)
o2
mx
Sp:/dt 2 (C.2b)
€
Sint = —g/dt/dV&g(x —x')ep. (C.2¢)

Cada uma das quantidades expostas nas expressoes acima ja foram apropriadamente
definidas na Segao 5.2. De maneira geral, a acao (C.1) depende explicitamente das

coordenadas de espaco-tempo x;, do campo escalar ¢ e das derivadas do campo J,.

Para a variagdo da agao com respeito ao campo ¢, tratado nesse processo como
varidvel explicita, é crucial observar que a acao da particula S,, Eq. (C.2b), depende
(explicitamente) apenas das coordenadas x;. Logo, a variacao desse termo com respeito
ao campo oferece uma contribuigao nula. Para os demais termos, S, + Sing, ¢ possivel
identificar a densidade de lagrangiana

(Dup) (0" )
9

L= — g8*(x — xX')e. (C.3)
Tendo em vista as discussoes da Se¢ao 2.2, para uma densidade de lagrangiana
dependente do campo e sua primeira derivada, Eq. (2.33), valem as equagoes de Euler-

Lagrange (2.39), ou seja,

L NL{)&C 1: (C.4)

O (Oup)
Entao, considerando (C.3) e (C.4) é uma questao de derivar as quantidades, para encontrar

as contribuicoes individuais



210 APENDICE C. Detalhes matemdticos referentes ao Capitulo 5

de modo que a equacao de movimento para o campo escalar sem massa ¢, associado a

agao (C.1), serd dada por
Oy = —g63(x — x'). (C.5)
O mesmo raciocinio apresentado acima pode ser aplicado para encontrar as equagoes
de movimento associadas a particula pontual. Observando que S, dependente exclusiva-
mente das derivadas do campo, e que estas sao tratadas como variaveis independentes,

sua contribuicao para a variacao da acao com respeito as coordenadas x; é nula. Entao, os

demais termos nos permitem escrever
-2
Sy 4 S = /dt% + —g/dt/dv53(x —x)p
mx?
= /dt [ - g(p(x)} (C.6)

2

e identificar a lagrangiana

mx>2

I —
2

— g(x), (C.7)

que possui a mesma estrutura da Eq. (2.9) com V(x) = gp(x). Observe a eliminagao da
integral de volume em (C.6) pela fungao delta de Dirac. Portanto, utilizando as equagoes

de Euler-Lagrange na versao de sistemas pontuais, Eq. (2.8),

dL  d (dL
dg i <dq> =0 (©8)
com ¢; = x;, temos
dL dp
= — C.9
e
L

Reunindo ambas as contribuigoes acima, Egs. (C.9) e (C.10), conforme exige a Eq.

(C.8), encontra-se como resultado final

i 9%

(C.11)

onde foi identificada a velocidade v; = #;. Assim, diante dos resultados (C.5) e (C.11) as

discussoes desse apéndice estao concluidas.
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C.2 Expressoes aproximadas para a dispersao de velocidades no

regime de tempos longos

C.2.1 Caso das condicbes de Dirichlet, Neumann e Mistas

Nessa primeira parte desse apéndice vamos analisar a expressao R(r, 7,), Eq. (5.14a),
no regime de tempos longos, isto é, para 7, > 1. Por questoes de objetividade e levando
em conta que a dispersao paralela, Eq. (5.18), é escrita em termos da fungao Q(r,t),
Eq. (5.14c), vamos desenvolver cada contribui¢ao de R(r,7,) separadamente. Antes de

proceder ¢ til e pratico definirmos as seguintes seguintes quantidades:

RY = PU +QU, (C.12)
€
RY) = P +QY), (C.13)
com
PO =370 P(n,1,), (C.14)
n=1
QY =3 10Q(n, ), (C.15)
n=1
Pl = %" 6YP(x, —n.7) (C.16)
€
QY = > dVQ(xq —n,7a), (C.17)

onde o indice “i”

indica a condigao de contorno em questao, a saber, i=(D, N, DN, ND).
As defini¢gbes acima nos auxiliam a estudar isoladamente as contribui¢des independentes e
dependentes da posigao x,. A funcao P(r,7,) estd definida na Eq. (5.14b), ao passo que
os coeficientes ) e 0(¥) estao definidos nas Eqgs. (3.83a) e (3.83b), respectivamente. Para
garantir a organizagao do texto e tornar claro o método utilizado em nossos desenvolvimen-
tos, subsecoes particulares serdao dedicadas para as quantidades R, que independem de z,,
e Rgz, as quais dependem da posi¢do .. Além disso, a fim de evitar a repeticdo excessiva
de referéncias ao longo do texto, desde ja destacamos que todas as relagoes matematicas
utilizadas para as manipulagoes das expressoes podem ser encontradas nas Refs. [75] e

[87], a partir das quais foram retiradas.
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C.2.1.1 Termos independentes da posicdo

Para o regime de tempos longos, ou seja, 7, > 1 a Eq. (C.14) pode ser propriamente

escrita na forma

) ) 92\ 2k 0 T(Ll)
P2y (Ta> > (C.18)

n=1
onde foi utilizada uma expanséo em série para o denominador de PV

No caso das condicbes de Dirichlet e Neumann 7P = 4(N) = 1. Logo, uma vez
que esses coeficientes sdo independentes do indice de soma, encontra-se que
2 + 4
3 72

a

pU — (C.19)

para os termos dominantes, com J=(D,N). Para estabelecer o resultado acima, foi utilizada

a relacao da Zeta de Riemann

i =6 Re(p) >1, (C.20)

e o fato de que ((—2m) = 0, onde m representa um nimero natural.

Para as condi¢des de contorno mistas, observando que 7PNV = ~(ND) — (1) 4
partir da Eq. (C.18), obtemos

2
4
PO _ % L= (C.21)
para os termos dominantes, com M=(DN, ND) Para estabelecer o resultado anterior

usamos a relagao

k+1
) = (1-2"7)¢(p),  Relp) >0, (C.22)

além do fato ja mencionado de que ((—2m) = 0, para todo m natural.

Para a funcio QW, seguindo um procedimento similar, primeiro reescrevemos a Eq.
(C.15) na forma

) ) 0o 2 2k oo () c
(i — n 23
“2:: 2k—1 ( ) ;n“—%’ (C-23)
onde foi utilizada a seguinte expansao em série para o logaritmo natural:
1+ p2ht
1 2 <1 C.24
! (1 ) Z 2k—1) (C24)

Agora, usando as mesmas relagoes e propriedades aplicadas anteriormente para a quanti-
dade P9, a saber, Eqs. (C.20) e (C.22), podemos encontrar para as condicdes de Dirichlet
e Neumann

272 8

0=t _ =2
Q 3 3o (C.25)
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Q(M) - _° (C.26)

para as condi¢Oes mistas.

A partir da Eq. (C.12) e dos resultados (C.19), (C.21), (C.25), (C.26), podemos

estabelecer

) — _ 2
R 3 + 572 (C.27)
e
2 4
RM) _ _ ; + 35 (C.28)

com J=(D,N) para as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann ao passo que M=(DN,

ND) representa ambas as condigoes mistas, ou seja, vale para as configuragoes DN e ND.

C.2.1.2 Termos dependentes da posicao

Para o termo Px(;), Eq. (C.16), no regime de tempos longos, 7, > 1, podemos

escrever

Z 2k i 5(i)
S s e
n=-—00 (xll - n)2_2k
onde novamente consideramos uma expansao em série para o denominador de ng). No
caso das condicoes de Dirichlet e Neumann §(P) = —1 e §Y) = 1, respectivamente. Nota-se
que, esses coeficientes diferem entre si apenas por um sinal e ambos sdo independentes do
indice de soma. Assim, a partir da Eq. (C.29), podemos escrever
> 1

00 2 2k
PO — o5 ()

n=-—00 (Ia - n)2_2k

00 2 2k
= 26 () t —— | (C.30)
com 6 = [§(P) §MN] = [~1,+1]. A segunda igualdade é obtida dividindo o somatério
inicial em duas partes, uma com intervalo positivo e outra com intervalo negativo. Em
seguida, o indice de soma do intervalo negativo é renomeado. Finalmente, as duas parcelas
resultantes, com denominadores de sinais opostos, sdo escritas de forma compacta por

meio da somatoéria em j.

Utilizando a relagao

[e.9]

= ((s,a), Re(s) > 1, (C.31)

k—O k+a
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na Eq. (C.30) obtemos que

-2

P = 25J)[ et G S (2 >2m<<‘2m’j%)]’ (€.32)

j=xlm=-1

onde realizamos a soma do primeiro termo e renomeamos o indice de soma no segundo

membro.

Por fim, fazendo uso da relacao entre a zeta e os polinomios de Bernoulli

Bn—H(‘])

C(=ng) = ————1% (C.33)
onde n é um inteiro nao negativo, e da propriedade dos polinémios de Bernoulli
(—=1)"B,(—z) = By(x) +na" !, (C.34)
apos algum trabalho algébrico, além de simplificagoes, encontramos que
P = —5W2r? csc?(ra,). (C.35)

Para as condigdes de contorno do tipo mistas 6PN = (—1)"1 ¢ §OP) = (—1)".

Entao, a partir da (C.29) temos que

o) o) [e'e) 92 2k oo (_1)n
PAD = 2530 (Z) % mv

k=0 Ta n=-—oo

- 25(M>§(2)2’“[ et Y Z)"], (©36)

22k
k=0 \Ta j=£1n=0 (n+ jz,)

onde M = [§PN) §(ND)] — [11 —1]. Destaca-se que para estabelecer a segunda igualdade
realizamos um procedimento similar ao que foi usado para P — para os detalhes consulte
o texto abaixo da Eq. (C.30).

Através da relacao

F A o[- mese )

o (k+a)s

a soma sobre n na Eq. (C.36) pode ser executada e, apés uma mudanga de indices

adequada, usar a (C.33) para escrever a expressao resultante em termos dos polindémios de
Bernoulli. Portanto, considerando as Eqs. (C.35), (C.37), (C.33) e a idéntidade

B,(1—x)=(-1)"B,(z), (C.38)
encontramos que

P™ — s§M9o72 cot(ra,) esc(m,). (C.39)

a
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Para a funcao Qg podemos escrever uma expressao similar as estruturas que temos

visto até entdo, a saber,

(1 00 1 2 2k—1 o (5,511)
-l Lt oo

onde a Eq. (C.24) foi utilizada. Dado que todas as manipulagoes matematicas sao similares

n=—oo

aos desenvolvimentos realizados até o momento, a fim de evitar repeti¢oes, na sequéncia

seremos mais sucintos.

Para as condigoes de Dirichlet e Neumann, temos

0o 1 2 2k
0 = 250y () T Z

Ta j=+1n= o (
= 0W4r? esc?(m,). (C.A41)

Na expressao acima, a primeira igualdade foi estabelecida utilizando a Eq. (C.31) para
realizar a soma sobre o indice n e em seguida a Eq. (C.33) foi empregada para expressar
a solugao em termos dos polindémios de Bernoulli. Na sequéncia, a identidade (C.34) foi
usada para desenvolver a expressao resultante e obter a segunda igualdade. Além disso, os

seguintes resultados também foram utilizados
oo 2k

Y
Y ———— = yarctanh(y) (C.42a)
= 2k —1
© 2k
>y 1 1
= —— + —arctanh(y). C.42b
,g 2k + 3 y2 P (v) ( )
No caso das condi¢oes mistas, temos que
o0 1 2 2k n
M) __25() ()
Qxa ‘ I;I(Qk_l) Ta a j=£1n=0 n—l—]CL’ 4% 7
= —0™M4r? cot(m,) csc(mz,). (C.43)

Novamente, para estabelecer o resultado acima seguimos um procedimento similar ao que
foi empregado na situagao anterior. Primeiro, usamos a Eq. (C.37) para realizar a soma
no indice n e em seguida Eq. (C.33) para escrever o resultado em termos dos polinémios
de Bernoulli. Por fim, o célculo é concluido através das identidades (C.34) e (C.38), além
das Eqgs. (C.42).

Diante dos resultados para cada uma das func¢oes dependentes da posicao z,,
especificamente, Eqgs. (C.35), (C.39), (C.41) e (C.43), para as condigoes de contorno de

Dirichlet e Neumann encontramos que
RY = D272 csc? (), (C.44)
enquanto que para as condi¢oes de contorno do tipo mistas obtemos
R = —5M272 cot(ma,) cse(ma,), (C.45)
com ) = [6®) §MN] = [-1,4+1] e §™) = [§PN) D] = [41, —1].
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C.2.2 Caso da condicao quasiperiodica

Semelhante a abordagem introduzida para o caso dos planos paralelos (Se¢ao C.2.1),

inicialmente, definimos convenientemente a quantidade

U, ) = if (0, 8.72) = S(8,7) + T(B,72), (C.46)
com _
S(B,7a) = i S(n, B, 7a) (C.47)
e -
T(B,7.) = i T(n,pB, 7). (C.48)

As fungdes U(n, 8,71,), S(n, B,7,) e T(n, 3, 7,) mostradas acima estao definidas nas Egs.
(5.48a), (5.48b) e (5.48¢c), respectivamente.

Para desenvolver a Eq. (C.47) é crucial observar que podemos escrever

27r6n)

o

S(B,7a) = =3 Z Z (C.49)
(7a) n—1

onde temos considerado uma expansao em série para o denominador e renomeado os

indices de soma. Agora, o primeiro termo da Eq. (C.49), m = —1, pode ser resolvido por

meio da relagao

> cos(kz) (—=1)"1(2m)*" x
_ B%(>, (C.50)
192::1 k2n 2(2n)! 27
onde 0 <z <27, n=12,..., e B,(2) sdo os polinomios de Bernoulli de ordem n na

variavel z. O restante dos termos da série na Eq. (C.49) podem ser computados usando a

formula da série para a fungao cosseno,

00 )k 2k

cos(z Z 2] (C.51)

e observando a propriedade da zeta ((—2n) = 0, onde n = 1,2, ... . Assim, prosseguindo

conforme indicado, obtemos

S(B,72) = —m*Bo(f) + (C.52)

272

De modo similar, utilizando a Eq. (C.24), para a funcao T'(3, 7,), temos que

72m

T(B,74) = = Z 2m+3 Zcos 2rpn)n (C.53)

Ta m——l
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que a partir das Egs. (C.50) e (C.51), seguindo os mesmos argumentos apresentados

anteriormente, fornece

1
2
T(B,7a) = 21" By (B) — 372 (C.54)
Diante dos resultados (C.52) e (C.54), a partir da Eq. (C.46), segue que
1
U ,) =m°B —. C.55

E importante enfatizar que a equacao acima corresponde a expressao resultante da Eq.

(C.46) para o regime de tempos longos, isto é, 7, > 1.

C.3 Expressoes aproximadas para a dispersao de velocidades no

regime de tempos pequenos

Nesse apéndice, as expressoes R(n,7,) e R(x,—n, T,) serao analisadas no regime dos
valores de tempo pequenos, isto ¢, quando 7, < 1. A metodologia adotada é semelhante a
que foi delineada no Apéndice C.2 e todas as relagoes matemaéticas usadas a seguir podem
ser encontradas nas Refs. [75], [79] e [87]. Além disso, uma vez que o método seguido
¢ semelhante ao que foi usado na andalise anterior, para o regime de tempo longo, aqui
seremos mais objetivos quanto aos detalhes, mas indicaremos todos os passos cruciais

quando necessario.

C.3.1 Caso das condicbes de Dirichlet, Neumann e Mistas
C.3.1.1 Termos independentes da posicdo

Primeiro, escrevemos a Eq. (C.14) na forma

i Tc% = Ta 2k & 7121)
PO—T S (2)Y (C.56)
k=0 n=1

Agora, observando que para as condi¢es de contorno de Dirichlet e Neumann os coeficientes
(D) = 4(N) = 1 a partir das Eqs. (C.20) and (C.56), obtemos que

0 8§~ (1)
a m=2
onde o indice de soma foi renomeado. Utilizando o resultado
© t t (7t
So k(R = — 2 Ty (C.58)
=0 2 | coth(nt)
encontramos que
2 4 27 T,
poy_ ™ 4 2 t( ) .
g TN ) (C.59)
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com J=(D,N).

No caso das condi¢des de contorno do tipo mistas 7PN = 4(ND) = (_1)" ¢

consequentemente, a partir da Eq. (C.56), temos que

2 oo 2k 00 n

M) _ Ta Ta (_1)
P = 9 Z <2> Z n2k+4’ (C.60)

k=0 n=1
que utilizando a Eq. (C.22) fornece
8 & [Ta\2™ 16 & /71,\ %™

poy _ _ 8 <a> om) + 20 <“> om). C.61
23 (5) cem+ 53 (5) e (©.61)

Entao, considerando a Eq. (C.58) na expressao acima, encontramos que

2 4 " "
po Tt T <7TT> sec (WZ ) , (C.62)

para M=(DN, ND).
Analogamente, a partir da Eq. (C.15) podemos escrever

2k % ~/(9)

1% Gy (3) ks (€69

que para as condigoes de Dirichlet e Neumann fornece

16 & Ta ) 2™
Qv _T2Z 2m 3 (2> ’ (C.64)

am2

onde as Egs. (C.24) e (C.20) foram utilizadas, além de uma redefini¢do no indice de soma.

Para as condigoes de contorno mistas, a partir da (C.63), temos

QM — 42 (2]:_1) (T;) i (n;}j: (C.65)

n=1

que por meio da Eq. (C.22) pode ser escrita como

o B[ () e S ()] e

Utilizando os resultados obtidos para as quantidades P® e Q¥ podemos facilmente
encontrar a funcio correspondente R® no limite de tempos pequenos. Dado que estamos
trabalhando em um regime de tempo tal que 7, < 1, para a série da funcdo QW, é
suficiente considerarmos apenas o termo principal nas séries de potencias do parametro 7,.

Assim, para as condigoes de Dirichlet e Neumann, Eqs. (C.59) e (C.64), encontramos que

2
W _ _m_ 4 2 t(?%) 204
R 3 + 7_3 P Cco 9 + aC( )7
375
C(4). (C.67)




C.3. Ezpressoes aprorimadas para a dispersdo de velocidades no regime de tempos pequenos 219

Por outro lado, para as condigdes mistas, Eqgs. (C.62) e (C.66), obtemos

2 2
My _ T 4 7 T, T, T
R™M = 3 +—7_3 —T—acsc (4 )sec (4 )— 3 (4),
2172
~ ——2((4). .
o) (C.68)

Enfatiza-se que, em ambos os casos, Egs. (C.67) e (C.68), as expressoes sao validas apenas

para valores de tempo tais que 7, < 1.

C.3.1.2 Termos dependentes da posicao

A partir da Eq. (C.16), primeiramente escrevemos

) 72 2 sr N2k X 5(1)
pi — ‘a (“) _n C.69
w e n ) g o
Considerando as condigdes de contorno de Dirichlet e Neumann, com 6(?) = —1 e §(V = 1,

respectivamente, podemos dividir o somatoério na Eq. (C.69) em duas partes e em seguida
renomear o indice de soma da parcela com o intervalo negativo. Procedendo desse modo,

encontramos que

2 o0 00
PO =g |- S (T ) (T) comjea)|,  (C70)
‘ [ 23 k:;() 224 2 321 mz:Q
com §¢) = [§®) §MN] = [~1, +1]. Entre as Eqs. (C.69) e (C.70), antes de renomear o

indice de soma utilizamos a Eq. (C.31) para realizar a soma sobre o indice n.

O primeiro termo no lado direito da Eq. (C.70) pode ser diretamente calculado ao

passo que o segundo termo pode ser computado utilizando a representacao integral

1 oo pz—le—at
((2q) = F(Z)/O . (c.71)

Portanto, seguindo conforme o indicado, temos

ngj) — _5(J) {27’(’2 CSC2(7Txa> + 21 lcot [W] + cot [W]] } ) <C72)
Ta

Para as condigoes mistas, a partir da Eq. (C.69), segue que
2 o 2k 00 (_1)n
pow — _sonTa (T) S ko .73
b 2 ];) 2 n:z—oo (TL - Ia)2k+4 ( )
Consequentemente, usando a Eq. (C.37) encontramos

2xd Z (2%)

a k=0

iy y (T) {C <2m, ‘”2”) —g<2m, 12”“)]}.(0.74)

a j=t1m=2

pOD = 5O {




220 APENDICE C. Detalhes matemdticos referentes ao Capitulo 5

Utilizando a Eq. (C.71) na expressao anterior podemos executar as somas do segundo
membro no lado direito e, consequentemente, as devidas integrais. Entao, apds algum

trabalho algébrico, encontra-se que

PM = 5(M){27r2 cot(mz,) csc(mx,)
27 (224 + 74) (224 — Ta)
+T—a lcsc lQ] cse [2 , (C.75)

com 0™ = [§(PN) §(ND)] — [4-1, —1].
Para a funcao ngg, a partir da Eq. (C.17), temos
> 1 T\ 2k & Y
=4y — (2 —nr C.76
kz::l (2k —1) ( 2 ) n;m (n — x4)?k+2 ( )
No caso das condic¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann

DR S A
=38 gy () [ E S ™

2
Ta m=2 ]:I:ln()

que a partir da Eq. (C.31) nos fornece o seguinte resultado:

3 _ s Ta 224 + Tq C(2m, jra) (7o)
Q) =48 [_ng o () 72 Z Z (2m — 3) (2) ' (C.78)

2Tq — Tq a j=+1m=2

Para o caso das condi¢bes mistas a fungao Qg:/[) assume uma forma semelhante a

Eq. (C.77), a saber,

o= E S B | S E ] em

a qual por meio da Eq. (C.37) fornece

2
Q:(EIZI) — s {2 In (2xa+Ta>
x

20, — Tq

N 72 ;Y Y s 2m 3) (Z)Qm [g (2m’j§a>_C(Qm’sz%)}}'(C'SO)

a j=*+1lm= 2

Finalmente, de posse das expressoes tteis para Pag? e Q:(Q, podemos utilizar a Eq.

(C.13) para construir as fungoes Rg(jz Portanto, para as condicoes de contorno de Dirichlet
e Neumann, a partir das Eqgs. (C.72) e (C.78), encontramos

2 a 2 a a 2 a
RY = W _on? csc?(ma,) — T cot m(Ta = 2%a) + cot (70 + 274)
° Ty 2 2

a 2 a a 2

_ 2;31 ( T +T) +Tj[§(4,xa)+g(4,—xa)]},

204 — Ty

&) 737T4 4
~ 0 5 [2 4 cos(2mx,)] csc™(mzy) ¢, (C.81)
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enquanto que para as condigoes de contorno mistas, a partir das Egs. (C.75) e (C.80),

temos
2 2 a a 2 a la
Rg}f) = 5(M){27r2 cot(mzx,) csc(mx,) + = |FSC [W] + csc V(sz)H
Ta
Ta 20, +1,\2 T2 Tq —T,
In (ZteTTa) _Ta oy te 4
T oo n<2:z:a—7'a> 16 {C( 2>+C( 2 )
1+ =z, 1—=z,
. —¢(4
(1 H52) e (s 152)] )
204
~ 5(M){ g [11 4 cos(2mx,)] cot(mx,) CSC3(7rxa)}, (C.82)
com §U) = [§P) §MN] = [-1,+1] e 6 = [§PN) §ND)] = [+1,—1]. Destaca-se que,

nas expressoes acima, apenas os termos principais para as séries da funcao Q foram

considerados, uma vez que lidamos com o regime de tempo 7, < 1.

C.3.2 Caso da condicao quasiperiddica

A fungao S(f, 7,), definida na Eq. (C 47), pode ser desenvolvida observando que
72 cos(2mfn) cos(2mfBn
S(6,7a) = Z n2(n2< 2 Z Z ( )

2m
n=1 a m=2 n=1 n

, (C.83)

onde em primeiro lugar consideramos uma expansao em série para o denominador e
renomeamos o indice de soma da expressao resultante. Assim, utilizando a relagao (C.50)
na Eq. (C.83), encontramos que

S =5y > O

a m=2 )

27T7'a)

Ban(8), (C.84)

onde By, () sdo os polindémios de Bernoulli de ordem 2m na varidvel f3.

De maneira andloga, para a funcao T'(5,7,), Eq. (C.48), fazendo uso da relagao

(C.24) e redefinindo o indice de soma, encontramos que

B 2m cos(2mfn)
T(B,7.) = = mz2 ST 3 2 Z e (C.85)
que mediante a Eq. (C.50) fornece
(27T, )™
T(B,7a) = 2 mzz 2m 3)@m)! 7 Bam (). (C.86)

Finalmente, a partir das Eqs. (C.46), (C.84) e (C.86) podemos encontrar a seguinte

aproximacao:
B 1 (2m — 1)(=1)™(277,)*™
U(ﬁ? Ta) - _277_3 ng <2m _ 3)(2?71)' B2m<ﬂ)7
~ —7'r2By(p), (C.87)

onde apenas o termo principal da série foi considerado, visto que 7, < 1. Vale ressaltar que,

as expressoes obtidas nessa parte sao validas apenas para o regime de tempos pequenos.



222 APENDICE C. Detalhes matemdticos referentes ao Capitulo 5

C.4 Expressoes aproximadas para a dispersao da coordenada espa-

cial confinada e compactificada no regime de tempo longo

A seguir vamos expor alguns detalhes cruciais para o estabelecimento das disper-
soes associadas a coordenada espacial x no regime de tempos longos, uma vez que tais
expressoes fornecem o resultado a partir do qual pode-se inferir a relagao mateméatica
para a condicao de pequenos deslocamentos. A fim de evitar a repeticdo excessiva, imedi-
atamente informamos que as identidades matematicas usadas nas manipulagées podem
ser encontradas nas referéncias [87], [79] e [75]. Do contrério, citaremos explicitamente a

origem da relacao.

C.4.1 Caso das condicbes de Dirichlet, Neumann e Mistas

Inicialmente, por questoes préticas e de clareza nos desenvolvimentos, é conveniente

definirmos as quantidades independentes da posi¢ao

AD = gO 4 g0 4 pO), (C.88)
Z r-)/ n Ta (CSQ&)
Z YW H(n,1,) (C.89b)
€
Z ’yn n Ta (0890)

assim como as quantidades dependentes da posicao relativa x,

AD = EO 4 gO 4 DO, (C.90)

ED = Y 9Bz, —n, ), (C.91a)

HO = S 69H (e, —n,m) (C.91b)
[§

Dg = Z 5S)D(xa —N,T,). (C.91c)

As estruturas matematicas das fungoes auxiliares D(r, 7,), E(r, 7,) e H(r, 7,) estao definidas
nas Eqs. (5.35b), (5.35¢) e (5.35d), respectivamente, enquanto que os coeficientes 7% e
6% sdo dados pelas Eqs. (3.83a) e (3.83b).
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C.4.1.1 Termos independentes da posicdo

Para EY Eq. (C.89%a), nota-se que este termo pode ser facilmente resolvido
utilizando as Eqs. (C.20) e (C.22) para obter, nessa ordem, os resultados referentes as
condi¢oes de Dirichlet, Neumann e Mistas. De fato, as Egs. (C.89a) e (C.20) fornecem

para ambas as condi¢oes de Dirichlet e Neumann
(Tam)?

EWY —
12 7

(C.92)

com J=(D,N). Por outro lado, combinando as Egs. (C.89a) e (C.22), para as condi¢oes
mistas, segue que

(Taw)2

EM) — _
24

(C.93)

com M=(DN, ND). Observe que, se 7, < 1 as Egs. (C.92) e (C.93) representam pequenas

contribui¢oes, mas no regime 7, > 1 estas sao de grande importancia para os resultados.

Para HY, Egs. (C.89b) e (5.35d), observa-se a semelhanca que sua expressio
possui com a definicio da quantidade Q®, Eqs. (C.15) e (5.14c), desenvolvida no calculo
da dispersao de velocidades. Assim, a partir das Eqgs. (5.14c¢), (5.35d), (C.89b) e (C.15)

verifica-se que

2
HY = —%"Q(i). (C.94)

Logo, utilizando a relagdo acima e os resultados (C.25) e (C.26) é direto encontrar que,

para as condigoes de Dirichlet e Neuman,

2
" 4
HY = —(W; L 5 (C.95)
e para as condigoes mistas
2
" 4
HOD — +<7Tg Sy 3 (C.96)

os quais sao ambos os resultados para H® no regime de tempos longos.

Quanto a contribuicio DU, Eq. (C.89c), para o regime 7, > 1, podemos escrever
DY = pi¥ 4 piv. (C.97)

com

zgj i:; ; <>2k (C.98)

s—)O

DY = _41im Z 7 (2") (C.98D)
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Para estabelecer (C.98) utilizamos a relagao

-3 5

k=1

”kﬂ (C.99)

Utilizando as Egs. (C.20) e (C.22), em conjunto com a propriedade {(—2m) = 0,

param =1,2,3,..., além do resultado
5~ s tnlka) = () ) = ). (.10
podemos encontrar para as condigoes de Dirichlet e Neumann
DY = —2In(r7,). (C.101)
Por outro lado, utilizando a Eq. (C.22) e a relagao
Z

apos algumas manipulagoes algébricas, é possivel obter

=2175¢(s) In(2) + (1 —275)(s), (C.102)

DM = 91y <7Z“) (C.103)

para as condi¢oes de contorno mistas.
Diante dos resultados obtidos para as funcées DO, EW ¢ HY  podemos construir

as quantidades A®, Eq. (C.88). Assim, a partir das Egs. (C.88), (C.92), (C.95) e (C.101),

para as condic¢oes de Dirichlet e Neumann, temos

(17)? 4
1t (>0 (C.104)

Do mesmo modo, utilizando a Eq. (C.88) e os resultados (C.93), (C.96) e (C.103), para

as condig¢oes mistas obtemos

AP = 21n(rr,) —

2
a a 4
AGD — 91y (q ) + (”; L 5 (>, (C.105)

As Egs. (C.104) e (C.105) correspondem as expressoes resultantes para a funcio A® no

regime de tempos longos.

C.4.1.2 Termos dependentes da posicao

Para E{), Eq. (C.91a), observando as identidades

_io: (k—i—la)” = (=) (n 7_T 1)!(£L_1C0t(a7r)» (n>2) (C.106a)
) (-1 -

L Grap - OV g oo, (121 (C.106b)

k=—00
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a partir da Eq. (5.35¢), encontramos

2

ED = (5(”(7”2—&) csc?(T2q), (C.107)

para as condic¢oes de Dirichlet e Neumann, e

2
EM — —(5(M)(7T72-a) cot(mz,) cse(may,), (C.108)

a

para as condigoes mistas, com §¢) = [§P) §MN] = [—1 +1] e 6 = [§PN) FED)] =
[+1, —1]. Para sermos mais especificos, a Eq. (C.106a) é utilizada para estabelecer o
resultado referente as condigoes de Dirichlet e Neumann, Eq. (C.107), ao passo que a Eq.

(C.106b) é aplicada para o caso das condigoes mistas, Eq. (C.108).

De maneira similar ao que foi visto anteriormente, Eq. (C.94), diante da semelhanca
estrutural entre as fungoes HQ, Egs. (C.91b) e (5.35d), e ng, Egs. (C.17) e (5.14c),

verifica-se a igualdade
. 2
H) = —2-Qf), (C.109)
que a partir dos resultados (C.41) e (C.43) nos permite imediatamente encontrar
Hg(gi) = —6W2(n7,)? esc? () (C.110)
para as condic¢oes de Dirichlet e Neumann e
HM = §M2(77,)? cot(rz,) csc(ma,) (C.111)

para as condi¢oes mistas.

Para a funcao DS{B, Eq. (C.91c¢), é conveniente primeiro escrevermos

D) = Dg(l) + Dg(cij(z)v (C.112)
com )
D)y =2 > o 111{1— lz(z;n)} } (C.113a)
e — a
DSz(z) =2 i dy) In [W] : (C.113b)

Utilizando a Eq. (C.99) para reescrever (C.113a), além de dividir o somatério em n,

juntamente com uma mudanga de indices, ¢ possivel mostrar que empregando as Eqgs.
(C.31), (C.33) e (C.34), ap6s alguma élgebra, a contribuigao Di‘l)(l) = (. Também, seguindo
um procedimento similar, para DS:?I), utilizando as Eqgs. (C.99), (C.37), (C.33), (.C.34) e
(C.38) encontra-se que Dg;/[()l) = 0. Portanto, em sintese segue que a contribuicao Dg(;z m =0

no regime 7, > 1, para as condi¢oes de Dirichlet, Neumann e mistas.
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Para estudar a contribuicao Dg (2)» 10 Tegime 7, > 1, é conveniente reescreve-la

na forma equivalente

) 22 %) ln( )—22 o) ln( “)2. (C.114)

n=—0o0 n=—0o0

i 4x

a

Para condigbes de Dirichlet e Neumann, temos

o0 272
DYy = 46D In <2év) 86 Zln( ) — 2603 In l1 — (“Z) 1 . (C.115)
n=1

Uma contribuicao finita para o primeiro somatério no lado direito da Eq. (C.115) pode
ser obtida através de uma prescri¢ao de tal modo a utilizar a Eq. (C.100). J& o ultimo
somatorio, pode ser desenvolvido utilizando a Eq. (C.99) e a relacao

tQk

Z T (2k) = In[mtesc(tm)] (|t < 1). (C.116)

k=1

Entao, seguindo os passo indicados, encontramos que

DY, =469 In [CSC(Q”)} : (C.117)

M

De maneira similar, para as condigoes mistas, primeiro notamos que D, ) pode

ser escrita como
DO, = 4500 1y (2 M) 2n o= [y (2]

o — n<Ta>+85 nzlln(%)—k% T;lnll (n” . (C.118)
Novamente, uma contribuigao finita para o primeiro termo do lado direito da Eq. (C.118)
pode ser obtida através de uma prescricao conveniente para o uso combinado das Eqs.
(C.102) e (C.22). Em outras palavras, a combinagao das Eqgs. (C.22) e (C.102) nos
permite obter uma relacao que é capaz de extrair uma contribuicao finita do primeiro
somatoério no lado direito da Eq. (C.118), com uma prescri¢ao adequada. O tltimo termo
pode ser desenvolvido de maneira direta implementando as Eqgs. (C.99), (C.22) e (C.117).
Portanto, de acordo com esses apontamentos, apos algumas simplificagoes e organizacao

dos resutados, encontramos

Dy = —26V1n [cot2 (”g)] : (C.119)

Considerando os resultados (C.117) e (C.119), de acordo com a Eq. (C.112), para

as condigoes de Dirichlet e Neumann obtemos

2
D) = 25 In [CSCEL”)] (C.120)

e para as condi¢oes mistas

DM = _950 1y [cotQ (”;ﬂ . (C.121)
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Encontrados os devidos resultados para as funcgoes Dg([}g, Ea(fa) e HQ(C;), podemos
construir as quantidades A:(Clz somando cada contribuicao. Assim, a partir das Eqgs. (C.90),

(C.107), (C.110) e (C.120), para as condigoes de Dirichlet e Neumann, temos

La

2 2
A — 50 {_3(7T27'a) CSCQ(Wma) +21In [CSCELW]} (1o > 1). (C.122)

Do mesmo modo, utilizando os resultados (C.108), (C.111) e (C.121), encontramos para

as condigOes mistas

TXy

. )” (7. >1). (C.123)

3(77,)?
APD = 5O { (WZT ) cot(mx,) cse(mry) — 21In {cot2 (

De posse dos resultados para as contribuicoes AW e Agz, respectivamente, Eqs.
(C.104), (C.105), (C.122) e (C.123), podemos construir a expressao correspondente para
(A2)%)0) | Eq. (5.34), no regime de tempos longos. Portanto, a partir das Eqs. (5.34),

(C.104) e (C.122), encontramos para as condigdes de Dirichlet e Neumann

2

(AzO = 9 {—4ln(7rra)—(

TTa)?
2

+5 l3(7r272)2 csc?(mx,) — 2In (CSCQZT%)N } (C.124)

+

Wl oo

ren 2472m?2

e utilizando as Eqs. (5.34), (C.105) e (C.123), para as condigoes mistas, obtemos

2 2 8
A% 2y(M)  _ g 4] (WTa) (WTa) <
(A ha = g M) T T3
2
—5®™ [3(7;7—&) cot(mz,) csc(mx,)
—2In <cot2 (W§a>)] }, (C.125)
com ) = [60), 6] = [~1,+1] ¢ 5 = [§ON), 58D)] = [41, 1]

Observando as Eqs. (C.124) e (C.125) nota-se que para 7, > 1 as contribuigoes
dominantes sdo provenientes dos termos proporcionais a 72. Logo, através destas contribui-
¢oes dominantes e da restrigdo imposta pela condigao de pequenos deslocamentos (5.40), é
possivel obter uma expressao analitica capaz de fornecer os valores aproximados do tempo

T, que limitam a validade da condigao (5.40), a saber, Eq. (5.42).

Por fim, gostariamos de comentar que seguindo os mesmos procedimentos somos
capazes de encontrar a dispersdo referente a coordenada nio confinada y, isto é, ((A7)%)@ |
no regime de 7, > 1. Além disso, isto pode ser realizado sem muitos esforcos, uma vez
que a construcao da quantidade A(r,7,), Eq. (5.38), é escrita em termos das funcdes D,

E e H todas avaliadas em detalhes nesse apéndice para o regime 7, > 1.
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C.4.2 Caso da condicao de quasiperiodicidade

Seguindo o mesmo raciocinio das se¢oes precedentes, objetivando manter a clareza
dos desenvolvimentos e tendo em vista a estrutura da Eq. (5.60), inicialmente é prético

definirmos a funcao

0(677—(1) - Y(B?ﬂl) +V(677a) +L(5a7—a)7 (0126)
com Y(5.7,) = 72 X, cos(2mBn) 197
( 7Ta) En;l n2 ) ( . a)
1 & 72 _p2 2
V(B,71.) = 3 Z cos(27fn) In ( £ = ) (C.127b)
n=1
e
13 & cos(2mfn) To + 1\ 2
L(5,m) = ¢ 2 5 5 (Ta - n) . (C.127¢)

O termo Y (5, 7,), Eq. (C.127a), pode ser calculado de maneira direta utilizando a

Eq. (C.50), de modo que obtém-se como resultado

(77a)?

Y(B,7a) = ——Da(5), (C.128)

onde By(3) corresponde ao polinémio de Bernoulli de segunda ordem na variavel 5. E
importante destacar que o resultado (C.128) independe de qualquer limite (7, > 1 ou
7, < 1). Entretanto, para valores de tempo tais que 7, < 1 sua contribui¢ao é pequena,

mas para valores 7, > 1 produz uma contribuicao significativa.

Para calcularmos a quantidade V' (3, 7,), Eq. (C.127b), no limite 7, > 1, primeiro

¢ conveniente reescrevermos sua expressao na forma equivalente

Ta Ta

V(B,7a) = é 001 cos(2mfn) [ln (1 + 2) +In <1 - n) —2In (n)} . (C.129)

n—

A contribuigao da soma para os primeiros dois termos no lado direito da Eq. (C.129) pode
ser desenvolvida utilizando as Egs. (C.99), (C.51) e (C.20) com a propriedade {(—2m) = 0,
para m inteiro e positivo. Procedendo desta maneira observa-se que a contribuicao dos
dois primeiro termos é nula. Ja o ultimo termo no lado direito da Eq. (C.129) pode ser
desenvolvido por meio das Egs. (C.51) e (C.100) mais a propriedade (Ref. [128], Eq. 32)

com n > 1 inteiro, e do resultado

Sk 1) = 5 Dcot(rt) ~ Ct— i+ 1), (il <1).  (C130)

k=1
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Na Eq. (C.130) C = 0,5772156649 . .. representa a constante de Euler e ¢(¢) corresponde
a funcao Psi, a qual por definicao é escrita como a derivada do logaritimo da funcao

gamma, isto é, ¥(t) = %-

Considerando as discussoes acima, somos capazes de mostrar que a contribuicao

proveniente da fungao V(3,7,) no regime 7, > 1 é dada, aproximadamente, por

V(B,T.) = é In(277,) — 215 + gcot(ﬁw) +C+y(B+1)]. (C.131)

Por fim, para resolver a contribuigao Y (53, 7,), Eq. (C.128), inicialmente utilizamos

a Eq. (C.24) para reescrever o logaritmo em termos de uma série de potencias de .
a

Entao, apés uma troca de indice conveniente e explicitarmos o tinico termo negativo na

dupla série, podemos utilizar as Eqs. (C.51) e (C.50) com a propriedade {(—2m) = 0, com

m =1,2,3,..., para estabelecer o seguinte resultado:
2(m7,)? 1
me»=—<3)3mﬂ+g (C.132)

Diante dos resultados para as contribuigbes Y (3, 7,), V(B,7.) e L(5,7,), a partir
das Eqgs. (C.126), (C.128), (C.131) e (C.132), segue que

(70 )?

2

OB, 1) = — gcot(ﬁﬂ) +C+yY(B+1) +;. (C.133)

Bg(ﬁ)—é lln(QWTG) —

! +
2p
Consequentemente, tendo em vista a dependéncia da dispersao para a coordenada com-

pactificada x, Eq. (5.60), com a funcao O(8,7,), Eq. (C.126), podemos escrever

™m 2 6

(2@ ~ (L) {— T p(p) - L [ln@m) - 55+ 5 cotl6m)

+C+Y(B+1)

+ ;} (C.134)

que corresponde a uma expressao aproximada referente ao regime de tempos longos, isto é,
para 7, > 1. Semelhante ao caso dos planos paralelos, observa-se que as contribuigoes
dominantes sao provenientes dos termos proporcionais a 7'3. Admitindo apenas as con-
tribuigoes de 72 na Eq. (C.134) e a defini¢do da condigao de pequenos deslocamentos
(5.63), é possivel obter uma relagdo analitica que fornece os valores aproximados para
7, que limitam a validade da condicao (5.63), a saber, Eq. (5.64). Destaca-se que, uma
expressao semelhante para a dispersao da coordenada nao compactificada pode ser obtida
de maneira direta aproveitando os resultados desse apéndice, em virtude da semelhanca
estrutural que ((A2)%)®) e ((A$)?)P) possuem.

ren ren
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APENDICE D - Detalhes mateméticos

referentes ao Universo de Einstein

Nesse apéndice sao apresentados alguns dos detalhes matematicos para o calculo

de quantidades asssociadas a geometria do universo de Einstein.

D.1 Escalar de Ricci para o Universo de Einstein

Uma vez que a métrica associada ao elemento de linha do universo estatico de

Einstein (3.96) é diagonal, observa-se que
R = g" Ry, = " Roo + 9 Ry + 9" Roo + 9°° Ryg, (D.1)

com R, dado por (2.96).

Inicialmente, observando a Tabela 6 percebe-se que Fzy = Fgl, = Fio = ( para todo

B, w, v. Entao, apés um pouco de algebra é possivel mostrar que:

1. Rypp = 0. Esse resultado é uma consequéncia direta da nulidade dos simbolos de

Cristoffel previamente comentada, isto é, ng = Fg,, =T 50 = 0;

2. Ry =Th +T% +(19) + (1) = -2
3. Reg =09 — g + Tigl0y + Topl%y — T2, I, = —2sin?(x);
4. Ryyp=—T%,, — T,y + T8I0, + 19,19, — %I}, = —2sin?(y) sin?(f).
Portanto, utilizando os resultados acima para o tensor de Ricci e identificando cada
componente da representacao contravariante g"” da métrica associada ao elemento de

linha (3.96), de acordo com a Eq. (D.1), simplificando a expresdo resultante, obtém-se
R = 6ay”.

D.2 Deducao das relacoes entre os momentos fisicos e de coorde-

nadas no universo de Einstein

Nesse apéndice vamos obter as relagoes dispostas na Tabela 7, para as componentes

do momento fisico p’ e de coordenadas p'.
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Seja ds? = dt?> — a®dv? um elemento de linha genérico, no qual a®dr? representa de
forma arbitraria a se¢ao espacial do espaco-tempo em questao. Em coordenadas cartesianas

de?/dt* define a velocidade de coordenadas u ao quadrado:

dtz2 dt2 0 d2 di?
= uh+u +ul. (D.2)

Por outro lado, a combinagio a?dx?/dt? define o quadrado da velocidade fisica v:

de? dx? dy? dz?
2 9 2 2
“ar T Y T e T e
= (cm””)2 + (auy)2 + (au’z)2
= ()% + ()2 + (v¥)2 (D.3)

Com base nessas breves informagoes destacadas acima, podemos tragar um racioci-
nio analogo para o elemento de linha do universo de Einstein (3.96), a fim de identificar
as devidas componentes das velocidades fisicas e de coordenadas, que por sua vez nos per-
mitirdo estabelecer as relagoes entre os momentos fisicos e de coordenadas. Considerando

as argumentagoes prévias, a partir da Eq. (3.96), podemos escrever

dsty L de?
i T g (D-4)

com dz? dado por (3.90) e ag constante. Expandindo a secao espacial em (D.4) temos que

dst o [dX 2 2 do? 2 o2 L2 d¢”
pral 1 —ag 2 | ~osin (x) 2 | ~apsin (x) sin*(6) ) (D.5)

—— —— N——
(ux)? (uf)? (u®)?
2 2
= 1— (apuX)*— {ao sin(X)ue} - {ao sin(x) sin(@)uﬂ . (D.6)
————
(vXx)2 (v9)2 (v#)2

Conforme as Eqs. (D.6) e (D.6), podemos estabelecer as seguintes relagoes, para

as componentes das velocidades fisicas v’ e de coordenadas u':

VX = apuX, (D.7a)
v? = agsin(y)u’ (D.7b)

e
v? = agsin(x) sin(8)u?. (D.7¢)

Multiplicando as relagoes (D.7) pela massa m e identificando as expressoes para as
componentes dos momentos fisicos p’ = mv’ e de coordenadas p' = mu', com i = (x, 0, ¢),
obtemos as expressoes dispostas na Tabela 7, as quais sao utilizadas para obter o VEV

das componentes do momento fisico ao quadrado.
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D.3 Deducao das relacGes entre os comprimentos fisicos e de co-

ordenadas no universo de Einstein

Semelhante ao que foi feito na Secao D.2, para estabelecer as relagoes entre os
comprimentos fisicos e coordenados no universo de Einstein, partimos do elemento de

linha (3.96), especificamente nos concentrando sobre o médulo da secao espacial (3.90).

A partir da Eq. (3.90), considerando um instante de tempo fixo, de modo que

a(t) = ag, podemos escrever

d? = aj {dX2 + sin? () [d6? + Sin2(0)dgb2]}

= (apdx)*+ [ao sin(X)d0]2 + [ag sin(x) sin(6 )dgb] (D.8)
ds3 ds3 ds2

2
X

@

que nos permite extrair de maneira direta os elementos de distancias ou comprimentos
fisicos dz; = [d3y, A9, d56] = [aodx, aosin(x)db, agsin(x) sin(6)de]. Portanto, indentifica-

se que, as relagoes de correspondéncia entre os comprimentos fisicos e coordenados sao:

5)( = QoX, (Dga)
59 = agsin(x)0 (D.9b)

e
56 = agsin(x) sin(0)¢. (D.9¢)

Essas sao as expressoes apresentadas na Tabela 8. Para métricas diagonais, isto é, na
forma ds? = g;dx'dx’, com g;; = 0V i # j, como é o caso da Eq. (3.96), a relagao entre as

distancias fisicas 3; (as quais sdo invariantes) e de coordenadas dz’ sdo dadas pela relagio
geral dz; = \/|gi|dz’ — veja, por exemplo, [47, p. 52].

D.4 Solucdo para as miultiplas integrais na Eq. (6.35)

Nesse apéndice vamos apresentar algumas das etapas referentes a solucao das
multiplas integrais presentes na Eq. (6.35), que por questoes de praticidade mateméatica

rotulamos por
0= /T dr /T dsO1a(r, s), (D.10)
0 0

com

O12(r, s) / dt1/ dtg{ o605 + (t1 — ta)°] _ Lcsc4 (tl _ t2>}, (D.11)

tl - tg) 8@0
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cujo resultado serd de fundamental importancia para o estabelecimento da dispersao na
coordenada Yy, assim como para as demais coordenadas. Note que o integrando em (D.11)

corresponde ao nicleo K, dado pela Eq. (6.15) com n = (t; — ta).

Com o auxilio de um software de computagao algébrica podemos resolver a dupla

integracao em (D.11), que apds algumas simplificagdes resulta em

O12 = 36{1 + 1ig% — 3csc? <220> +12In su<1(r2a>)
2a0

12 2 Sin o 1
+ % _ 3 esc? (8> +121n M
2CLO

s L (220) i
_ %4-3%02 (T_8>—121n n( O) (D.12)
(r =) 2a0 ()

Substituindo o resultado (D.12) para O15(r, s) em (D.10), nota-se que as integrais

isoladas nas variaveis r e s fornecem a mesma contribuicdo, uma vez que a estrutura
dos integrandos em (D.10), bem como os limites de integracao, sao idénticos. Entao, é
suficiente calcular apenas um dos termos e multiplicar o seu resultado por um fator de

dois. Assim, considerando esses apontamentos, somos conduzidos a seguinte expressao:

2 2 i (e
agT aogT [T 12a§ 2( r > s1n<2a0)
0 = — [ d -3 — 12In | —=24~
36 18 Jo T{ 2 0 g, T (=)
ao
12 — sin (5.2
dr/ ds{ “ ~ — 3esc? (T S>+12ln {(2)
(r—2s) 2a0 (@)

},(D.lS)

2a0

que através do uso da identidade (5.11) se reduz a forma
apT?  ap [T 12a < n ) H(QL)
0 = — [ d — 121 . D.14
36 18 Jo 7777{ P 2a,) T (2) (D.14)

Por fim, por questoes de conveniéncia matematica vamos resolver os dois primeiros

termos no lado direito da Eq. (D.14) e realizar uma mudancga de varidveis no ultimo termo,
tal que n = agu. Portanto, seguindo esses procedimentos, apds algumas simplificagoes,

encontramos que

. T 2 r . u
0= c;% 172_20 + ;— cot (2;0) —2—1In [SH(:(;)Q)O) + /an duu In [Slr(l;;) (D.15)

Esse é o resultado que utilizamos na Eq. (6.35) para obter a dispersao da componente
angular y associada a particula. Note que, embora © tenha unidades de comprimento
ao cubo, sua combinacdo com os fatores multiplicativos no lado direito de ((AX)?)ren

produzira um resultado adimensional.
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