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Resumo

Nesta tese, obtemos e estudamos algumas solugoes de buracos negros regulares e singulares,
com nuvem e fluido de cordas, e quintesséncia. Iniciamos fazendo uma breve revisao
sobre buracos negros singulares e regulares. Revisitamos os buracos negros singulares de
Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, bem como os buracos negros regulares de Bardeen,
Hayward e Frolov, analisando as singularidade, horizontes e termodinamica. Na sequéncia,
introduzimos os modelos de nuvem e fluido de cordas que serao usados como fontes de
campos gravitacionais. A partir de entao, generalizamos as solugdes de Bardeen, Hayward
e Frolov, considerando multiplas fontes, com énfase para a nuvem de cordas e para o fluido
de cordas. As solugoes obtidas foram analisadas em relacao a regularidade e singularidade
das métricas, com especial atengao para o papel da nuvem e do fluido de cordas no que
diz respeito a preservacao da regularidade das solu¢oes consideradas, originalmente, a
saber, as de Bardeen, Hayward e Frolov. Adicionalmente, foram investigados os horizontes,
geodésicas, potencial efetivo e alguns aspectos da termodinamica, de todas as solugoes
obtidas. Por fim, foi encontrada uma soluc¢ao exata para um buraco negro num cenério no
qual um campo eletromagnético nao-linear é acoplado a gravidade de Einstein, na presenca
de nuvem de cordas e quintesséncia como fontes. Estudamos alguns aspectos relativos a
termodindmica do buraco negro assim obtido e mostramos como estas grandezas dependem

da presenca da nuvem de cordas e quintesséncia.

Palavras-chave: Buracos negros de Bardeen, Hayward e Frolov. Nuvem de cordas. Fluido

de cordas. Eletrodinamica nao-linear. Quintesséncia.






Abstract

In this thesis, we obtain and study some solutions of regular and singular black holes,
with cloud and fluid of strings, and quintessence. We begin by briefly reviewing singular
and regular black holes. We revisit the singular black holes of Schwarzschild and Reissner-
Nordstrom, as well as the regular black holes of Bardeen, Hayward and Frolov, analyzing
singularities, horizons, and thermodynamics. Next, we introduce the cloud and fluid of
strings models that will be used as sources of gravitational fields. We then generalized
the Bardeen, Hayward and Frolov solutions, considering multiple sources, with emphasis
on the cloud of strings and the fluid of strings. The solutions obtained were analyzed in
relation to the regularity and singularity of the metrics, with special attention to the role
of the cloud and the fluid of strings in preserving the regularity of the solutions originally
considered, namely those of Bardeen, Hayward and Frolov. In addition, the horizons,
geodesics, effective potential and some aspects of thermodynamics of all the solutions
obtained were investigated. Finally, an exact solution was found for a black hole in a
scenario in which a non-linear electromagnetic field is coupled to Einstein gravity, in the
presence of a cloud of strings and quintessence as sources. We study some aspects of the
thermodynamics of the black hole thus obtained and show how these quantities depend on

the presence of the cloud of strings and quintessence.

Keywords: Bardeen, Hayward and Frolov black holes. Cloud of strings. Fluid of strings.

Nonlinear Electrodynamics. Quintessence.
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1 Introducao

Os buracos negros sao objetos suficientemente massivos que criam uma regiao de onde
nenhum objeto pode escapar, nem mesmo a luz [1]. A primeira e mais simples solugao
para os buracos negros foi obtida por Schwarzschild em 1916, resolvendo as equacoes de

campo de Einstein para uma distribuigdo de matéria estédtica e esfericamente simétrica [2].

A sua generalizacao, para incluir a presenca de campo eletromagnético como fonte, foi
obtida por Reissner e Nordstrom [3, 4]. Passados quase cinquenta anos, Kerr [5] obteve
uma generalizacao da solucao de Schwarzschild, ao considerar rotagdo. Dois anos apés a
obtenc¢ao da solucao de Kerr, foi obtida a sua generalizagdo, com a inclusao, também, do

campo eletromagnético como fonte, solu¢ao esta conhecida como de Kerr-Newman [6].

Vale ressaltar que as métricas correspondentes a essas solucoes de buracos negros tém
uma singularidade em r = 0, cuja existéncia cria algumas dificuldades para a Teoria da
Relatividade Geral (TRG) porque, no ponto de singularidade, hd uma incompletude do
movimento geodésico e também as quantidades fisicas divergem, e como consequéncia, as
leis fisicas sao invalidas. Para resolver as dificuldades relacionadas com a singularidade
das métricas e as suas consequéncias, foram propostos alguns modelos de espago-tempo de
buracos negros, que livres de singularidades, ou seja, sao regulares. A primeira solucao
descrevendo um buraco negro regular, estatico e esfericamente simétrico, data do final da

década de 1960, tendo sido proposta por Bardeen [7].

Atualmente, existem varias métricas que descrevem buracos negros regulares estaticos,
entre elas, podemos citar [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16], em especial, as propostas por
Bardeen [7], Hayward [17] e Frolov [15], e que serdo objeto de estudos nesta tese. A métrica
do buraco negro de Hayward [17], por exemplo, é estatica, ndo carregada e esfericamente
simétrica. Vale a pena chamar a atengao para o fato que esta métrica se torna um espaco-
tempo de De Sitter no centro do buraco negro e, portanto, nao ha singularidade em r = 0.

Assintoticamente, isto é, quando r — 0o, 0 espaco-tempo ¢é plano.

As solugoes regulares de buracos negros e as consequéncias interessantes que delas
decorrem, inspiraram outras investigacoes relacionadas com tais buracos negros, como, por
exemplo, as relativas as geodésicas [18, 19, 20, 21], efeito lente [22, 23], termodindmica
[24, 25, 26, 27, 28, 29] e modos quase-normais [30, 31, 32], dentre muitas outras. Desde
entdo, os buracos negros tém atraido muita atencao e tém sido objeto de intensos estudos.
Recentemente, experiéncias astrofisicas confirmaram a existéncia de buracos negros através
da observagao de uma sombra de buraco negro em M87 [33] ou, indiretamente, com a

deteccao de um sinal de onda gravitacional de uma fusao bindria de buracos negros [34, 35].

Com base na ideia de que a natureza pode ser melhor representada com uso de
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objetos com extensao, representado por uma colecao de cordas unidimensionais, e nao por
particulas pontuais, Letelier [36] introduziu um modelo invariante de gauge de uma nuvem
de cordas, no final da década de 1970, tendo obtido uma generalizagdo da solucao de
Schwarzschild no sentido de que corresponde ao espago-tempo gerado por um corpo central,
com certa massa, estatico e esfericamente simétrico, rodeado por uma nuvem de cordas
[36]. A solugao assim obtida corresponde a de Schwarzschild, ligeiramente modificada, pois,
apresenta um déficit de angulo solido que depende do parametro associado a presenca da
nuvem de cordas. Assim, os efeitos gravitacionais produzidos pela nuvem de cordas sao de
origem global. Como exemplo destes efeitos, mencionamos o fato de o raio do horizonte de

eventos ser aumentado em relacdo ao raio de Schwarzschild.

Desde entao, a nuvem de cordas esfericamente simétrica é considerada em muitos
cenarios de buracos negros, nao sé na relatividade geral [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46],
mas também nas teorias modificadas da gravidade [47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. No que
se refere aos buracos negros regulares, foram feitos alguns estudos considerando a presenca
de uma nuvem de cordas [44, 40, 39], e investigados alguns aspectos da termodindmica,

com destaque para o papel desempenhado pela nuvem [56, 57, 39].

E importante chamar a atencio para o fato de algumas anglises astrofisicas terem sido
realizadas a partir da sombra do Sgr. A, que foi detectada pelo Telescopio Horizonte de
Eventos, supondo-se que este buraco negro esta rodeado por uma nuvem de cordas, e com

resultados interessantes [58].

Na década de 1990, Soleng obteve uma solucao correspondente a um buraco negro
rodeado por um fluido de cordas esfericamente simétrico [59], que tem uma pressao
transversal proporcional a densidade de energia [60, 61]. Em alguns cenérios, este fluido
de cordas foi usado para tentar explicar as curvas planas de rotagdo das galaxias, ou, em
outras palavras, o fluido de cordas foi usado para modelar os efeitos da suposta matéria

escura [5H9].

Desde os trabalhos de Bekenstein [62] e Hawking [63, 64, 65], sabe-se que os buracos
negros podem emitir radiacao, portanto, podemos associar a estes objetos astrofisicos,
temperatura e entropia. Assim, o estudo da termodinamica tornou-se um tépico importante
na fisica dos buracos negros, uma vez que pode fornecer uma ligagao entre a Teoria da
Relatividade Geral e a Mecanica Quéntica. Neste cenario, as leis da termodinamica de
buracos negros foram estabelecidas [66]. A andlise da termodindmica de buracos negros
regulares ja foi realizada [67], destacando-se a influéncia das mesmas nas quantidades
termodinamicas. Em particular, a termodinamica do buraco negro regular de Bardeen,
Hayward e Frolov foram estudadas, com énfase na caracteristica principal destas, que é o

fato de serem regulares [68, 69].

Recentemente, em solucoes de buracos negros, nas quais a constante cosmoldgica esta

presente, foi feito uma associacdo entre esta e a pressao termodindmica, com um volume



31

termodinamico conjugado [70, 71, 72, 73, 74]. Esta hipdtese deu inicio ao estudo da termo-
dindmica dos buracos negros, numa perspectiva que esta sendo chamada de termoquimica
de buracos negros. Nesta abordagem sao analisadas a criticalidade termodinamica do
sistema e as suas transigoes de fase. Neste cenario, varios estudos foram realizados, tendo

objeto os buracos negros regulares, particularmente, o de Bardeen [69].

Nesta tese, obteremos a solugao correspondente aos buracos negros de Bardeen-AdS
e Hayward-AdS rodeados por um fluido de cordas, correspondendo a andlise de um
cenario no qual o buraco negro regular esta imerso em contetidos de matéria que podem
representar matematicamente a matéria escura (fluido de cordas) e a energia escura

(constante cosmolégica).

As observagoes astrofisicas sugerem que o universo esta preenchido nao sé por barions e
matéria escura, mas também por energia escura, sendo esta tltima utilizada para compreen-
der a atual fase de expansao acelerada do universo [75, 76, 77]. Foram desenvolvidos muitos
modelos tedricos para explicar esta energia exética, entre eles, a chamada quintesséncia, a
qual pode ser descrita como um campo escalar que rola lentamente por uma barreira de
potencial [78] se comportando como a inflagdo. A solugao correspondente a um buraco
negro estatico rodeado de quintesséncia foi obtida por Kiselev [79]. A partir dai, véarios
estudos foram efetuados para determinar o papel desempenhado pela quintesséncia no

comportamento de sistemas astrofisicos [49, 41, 80, 81, 82, 83].

Em meados da década de 1930, Born e Infeld propuseram uma generalizacao da
eletrodindmica de Maxwell [84, 85], de forma a remover a divergéncia de energia associada
a uma carga pontual, na sua localizacao, e assim, tornando a sua auto-energia finita. Uma
extensao da eletrodindmica nao-linear proposta por Born e Infeld [84, 85], para o quadro
da TRG foi feita por Plebanski [86].

Vale a pena chamar a atencao para o fato dos buracos negros serem corpos gravitacionais
que envolvem altas energias e fortes nao-linearidades. Isso significa que, para considerar
adequadamente o comportamento de particulas carregadas colocadas no espago-tempo
gerado por esse corpo gravitacional, o cenédrio recomendado inclui, necessariamente, o campo
eletromagnético nao-linear como uma possivel fonte do campo gravitacional descrito pela
TRG. Assim, é importante pensar na questao do acoplamento entre os campos gravitacional
e eletromagnético nao-linear. Neste contexto, uma solucao estatica e esfericamente simétrica

foi obtida, ha algumas décadas, por Pellicer e Torrence [87].

Considerando campos eletromagnéticos nao-lineares como fontes fisicas de buracos
negros no contexto da TRG, é possivel obter solugoes regulares que obedecem a condi¢ao
de energia fraca [10, 11]. As propriedades termodindmicas dos buracos negros descritos
por estas solugdes foram estudadas [88, 56, 29], bem como muitas outras caracteristicas
[31, 89, 90, 88, 56, 91, 92, 93, 94].
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Em resumo, o interesse em considerar o acoplamento de campos eletromagnéticos nao-
lineares com a gravidade é motivado pelo fato de ser possivel obter varios espagos-tempos
com geometrias de interesse fisico, tanto regulares como singulares. Ha varias publicacoes
sobre este assunto, entre elas, citamos [16, 10, 95, 14, 96, 11, 97, 98, 99, 100, 101, 13, 102,
103, 104, 105, 106].

Esta tese esta dividida em trés partes. Na primeira parte, realizaremos uma breve
revisao sobre buracos negros singulares e regulares em Teoria da Relatividade Geral.
No capitulo 2, revisaremos os buracos negros de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom
e analisaremos as singularidades, horizontes e alguns aspectos da sua termodinamica.
No capitulo 3, estudaremos alguns buracos negros regulares que iremos considerar nesta
tese, a saber, os de Bardeen [7], Hayward [17] e Frolov [15], explorando as propriedades
geométricas dos espacos-tempo e a termodinamica dos mesmos. Além disso, apresentaremos

outros buracos negros regulares recorrentes na literatura.

Abordaremos, na segunda parte da tese, no capitulo 4, os modelos de nuvem de cordas
e fluido de cordas proposto por Letelier [36, 107]. Discutiremos as condigoes de energia e a

solugdo de Letelier [36, 107] esfericamente simétrica para ambos os modelos.

Na terceira e ultima parte desta tese, abordaremos alguns modelos de buracos negros
regulares com nuvem de cordas e fluido de cordas na TRG. No capitulo 5, generalizaremos
a métrica de Bardeen para multiplas fontes, analisaremos o escalar de Kretschmann,
as condigOes de energia e as geodésicas do buraco negro obtido. Ainda neste capitulo,
obteremos uma solu¢ao que corresponde ao buraco negro de Bardeen com uma constante
cosmoldgica, rodeado por um fluido de cordas. Algumas grandezas termodindmicas serao
obtidas e analisadas. Mostraremos como estas grandezas sao modificadas para diferentes
valores do parametro ¢ associado a solu¢ao de Bardeen, bem como do parametro b associado

a presenca do fluido de cordas.

No capitulo 6, obteremos a métrica correspondente ao buraco negro de Hayward
rodeado por uma nuvem de cordas. Analisaremos as consequéncias da nuvem de cordas
na regularidade da soluc¢ao obtida, bem como nas condig¢oes de energia. Além disso,
serao investigados os horizontes, as geodésicas, o potencial efetivo e alguns aspectos
da termodindmica. Compararemos todos os resultados obtidos com os da literatura
correspondentes ao buraco negro de Hayward num cenario no qual a nuvem de cordas
esta ausente. Generalizaremos a métrica de Hayward para multiplas fontes analisando o
escalar de Kretschmann, as condi¢oes de energia e as geodésicas do buraco negro obtido.
Obteremos ainda a solugao correspondente ao buraco negro de Hayward-AdS rodeado por
um fluido de cordas. Investigaremos a influéncia do fluido de cordas nos horizontes dos
buracos negros e na sua regularidade. Também descreveremos a termodinamica do mesmo,

evidenciando a temperatura Hawking, a capacidade térmica e a energia livre de Gibbs.

No capitulo 7, obteremos a métrica correspondente ao buraco negro de Frolov rodeado
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por uma nuvem de cordas e por um fluido de cordas. Serao analisadas as consequéncias da
nuvem e do fluido na regularidade das solugoes obtidas. Examinaremos também alguns
aspectos da termodinamica associada a solug¢ao de Frolov com nuvem de cordas e a solucgao
de Frolov-AdS com fluido de cordas.

Finalmente, no capitulo 8, encontraremos uma solugao exata para um buraco negro num
cenario em que um campo eletromagnético nao-linear ¢ acoplado a gravidade de Einstein,
na presenca de uma nuvem de cordas e quintesséncia como fontes. Neste panorama, serao
discutidas as consequéncias destas fontes na regularidade e nos horizontes da solugao, bem
como nas condicoes de energia. Estudaremos alguns aspectos relativos a termodinamica
do buraco negro e mostraremos como estas grandezas dependem da presenca da nuvem de

cordas e quintesséncia, no cenario considerado.






Parte |

Sobre alguns buracos negros estaticos

singulares e regulares
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2 Buracos negros estaticos singulares na rela-

tividade geral

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) descreve a interacao gravitacional associando-a
a curvatura do espago-tempo [108, 109]. Desde que foi proposta, a TRG tem sido testada
e mostrou-se efetiva em descrever fendmenos relacionados a interagao gravitacional. Como,
por exemplo, a precessao do periélio de Mercirio [110, 111] bem como a previsdo de novos
fendmenos, como desvio do raio de luz sob a agao de um campo gravitacional [112], e mais
recentemente, a confirmacao da existéncia de ondas gravitacionais, previstas pela TRG
[113]. A confirmacao observacional da existéncia de ondas gravitacionais representa um
grande avanco, e que permitira obter informacoes de objetos astrofisicos localizados muito

distantes de nosso sistema solar.

Outra importante predigio da TRG refere-se a existéncia de buraco negro [114].
Chamamos de buraco negro um corpo muito denso capaz de produzir uma gravidade tao
intensa que nem a luz consegue escapar de sua atragao [115]. Estes objetos astrofisicos
destacam-se devido a sua estrutura causal, uma vez que a partir de uma determinada
regidao, conhecida como horizonte de eventos, nenhuma particula pode escapar dele [109].
Através da deteccao de ondas gravitacionais, foi obtida informagao de um vasto niimero
de buracos negros, alguns com massas proximas de 5 massas solares e outros com massas
até mais de 100 massas solares [116, 117, 118].

Uma das caracteristicas de uma classe de solugoes de buracos negros é a existéncia
de singularidades fisicas [119]. Nestas nao existe fisica, por exemplo, as trajetérias das
particulas ndo passam por elas [120]. Uma das formas de se verificar se em um dado
espaco-tempo a métrica é singular é através da construgao de invariantes a partir do tensor

de Riemann, como por exemplo, o escalar de Kretschmann [108, 109].

Neste capitulo, iremos realizar um estudo sobre os buracos negros singulares de Schwarzs-
child e Reissner-Nordstrom. Demonstraremos em detalhes a solugao, revisaremos as pro-

priedades geométricas e analisaremos a termodinamica destes buracos negros.

2.1 Buraco negro de Schwarzschild: singularidades, horizontes e

termodinamica

A solugao de Schwarzschild [2] foi a primeira solugdo analitica das equagoes de Einstein.
Ela recebeu esse nome em homenagem ao seu descobridor, Karl Schwarzschild (1873-1916)

que foi um astréonomo e fisico alemao e um dos fundadores da astrofisica moderna.
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Schwarzschild encontrou a solugao em 1915, um més apés a publicagao da Teoria da
Relatividade Geral.

Em 25 de novembro de 1915, Einstein apresentou a TRG, em um seminario na Academia
Prussiana de Ciéncias, em Berlim. Quase um més depois, em 22 de dezembro de 1915,
Einstein recebeu um manuscrito de Schwarzschild. Einstein ficou agradavelmente surpreso
ao saber que suas equacoes de campo da gravitacao, apesar da complexidade, admitiam
solugao exata que foi obtida, elegantemente, por Schwarzschild. Ao final da carta a Einstein,

comunicando sua descoberta, Schwarzschild escreveu: “..

. como vocé vé, a guerra me
tratou gentilmente o suficiente, apesar da artilharia pesada, para permitir-me ficar longe

de tudo e aproveitar essa caminhada na terra de suas ideias.”

Em 1916, Einstein escreveu famosa carta a Schwarzschild, a respeito do resultado
obtido:

“ .. Lia sua carta com o maximo de interesse. Nao esperava que se pudesse formular
a solucao exata do problema de maneira tao simples. Gostei muito de seu tratamento
matematico sobre o assunto. Na proxima quinta-feira apresentarei o trabalho a academia

com algumas palavras e explicagao”

Pouco tempo depois de sua solugao ser publicada, Schwarzschild morre em 11 de maio
de 1916, aos 42 anos, ap6s contrair uma doenca de pele que lhe afastou do servigo militar
(vale lembrar que ele havia servido no exército alemao durante a Primeira Guerra Mundial)

em marco de 1916.

Portanto, foi em 1915 que Karl Schwarzschild, apresentou ao mundo a primeira solugao
exata para as equagoes de campo de Einstein da TRG. A solugao de Schwarzschild também
prevé a existéncia de um dos objetos astrofisicos mais fascinantes do universo, o Buraco

Negro.

2.1.1 Meétrica estatica e esfericamente simétrica

A fim de obter a solugdo de Schwarzschild, adotaremos algumas convengoes. Utiliza-
remos o sistema de coordenadas esféricas (¢,7,0,¢) e usaremos o sistema de unidades
geometrizadas, isto é, ¢ = G = 1. Nesta tese adotaremos uma assinatura métrica dada
por (+ — ——). Com este sistema de coordenadas e por meio de um conjunto conveni-
ente de transformacoes de coordenadas, podemos escrever o elemento de linha para um
espago-tempo isotrépico, na vizinhanca de uma fonte esfericamente simétrica, sem perda

de generalidades, na seguinte forma

ds® = e’dt* — eMdr® — r2d6? — r® sen®0d¢?, (2.1)

onde admitimos, inicialmente, que v = v(r,t) e A = A(r,t). Porém, quando assumimos



2.1. Buraco negro de Schwarzschild: singularidades, horizontes e termodinamica 39

que a fonte é necessariamente estatica, entao as fungoes v e A\ dependerdo, apenas, da

coordenada radial, r.

Usando a expressao do elemento de linha dado pela Eq. (2.1), podemos especificar

matricialmente todos os elementos do tensor métrico, da seguinte forma:

= (2.2)
0 0 0 —r2sen?d

cujo correspondente contravariante é obtido invertendo-se os elementos da diagonal princi-

pal, haja visto que o tensor métrico é diagonal, ou seja,

eV 0 0 0
0 —e? 0 0
wy , 2.3
g 0 0 -1/ 0 (2:3)
0 0 0  —1/r*sen®d

onde as letras gregas p, v, ... denotam indices do espago-tempo e variam de 0 a 3.

As equagdes de Einstein sao

G = KTy,
ou
1
R[,LV - §gij = K'Tuya (24)

onde G, é o tensor de Einstein, dado pelo lado esquerdo da Eq.(2.4), sendo R, o tensor
de Ricci, g, 0 tensor métrico, R o escalar de curvatura e 7}, o tensor de energia-momento.
A constante de acoplamento é definida por kK = S’CTTG, que em unidades geometrizadas fica

K = 8.

Para o caso da solucao de Schwarzschild, o tensor de energia-momento que aparece do
lado direito da equacao de Einstein é zero, pois estamos analisando o espago ao redor da
fonte. Assim, queremos obter a solucao das equacoes de Einstein, na regiao exterior ao
objeto massivo, estatico e esfericamente simétrico. Logo, as equacoes de Einstein, nessa

regiao, ficam

R,uu - 7gMVR =0,
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o que implica em:

R, =0. (2.5)
O tensor de Riemann é dado por

i,8’)/ = a’YFgW - aﬁrg)\ + F?@/F&B"/ - FgﬂF(S (26)

A

onde ['g; sdo os simbolos de Christoffel.

Do tensor de Riemann, é possivel obter o tensor de Ricci

Ry = 8,19, — 9,19, + T2, —T% 7 (2.7)

no purs oo puo- av:®

Os simbolos de Christoffel sao dados em termos das componentes do tensor métrico, como

segue

1
FZZ/ = agpﬂ(augﬂu + 8#961/ - aﬂguu)' (28)

Calculo dos simbolos de Christoffel

Vamos, agora, calcular as componentes do simbolo de Christoffel. Em seguida, deter-
minaremos as componentes nao-nulas do tensor de Ricci. Ao final desse processo, teremos
um conjunto de equagoes, que sao, essencialmente, as equagoes de Einstein para um corpo
com certa massa distribuida esfericamente e estatica. Na sequéncia, resolveremos esse

conjunto de equagoes nao-lineares e acopladas.

As componentes nao-nulas dos simbolos de Christoffel para a métrica estatica dada

pela Eq. (2.1), sao

I =T = %Vla
Fgl = F%Q = %7
[y =T%5 = It

I3, =13, = cot,

Lo = 3v'e ™, (2.9)

1 _ 1y/
Fll - 5)\a
i, =—re™?,

I, = —rsen?fe ™,

[y

2 _
I's; = —senf cos 0,

onde a linha significa diferenciacao em relacao a variavel r. O préximo passo é calcularmos
as componentes do tensor de Ricci, dado pela equagdo Eq. (2.7). As tnicas componentes

nao-nulas do tensor de Ricci para este caso, sao dadas por
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Ryo = "~ (”2” + '/4/2 - ”/4X + i) , (2.10)
Rll_—';”—erV;lXJri/, (2.11)
Rap = ¢ B(X ) - 1} 41, (2.12)

R33 = sen®0Rys. (2.13)

Da Eq. (2.5), podemos escrever

" 2 /)\/ /
%+VZ—V4 +”7:0, (2.14)
" 12 /)\/ )\/
ST ) (2.15)

e B(X — ) - 1} +1=0. (2.16)

2.1.2 Solucdo de Schwarzschild

Vamos, agora, resolver esse conjunto de equacoes nao-lineares e acopladas dada pelas
Egs. (2.14)-(2.16). Subtraindo as Egs. (2.15) e (2.14), obtemos que

A+ v = cte. (2.17)

As fungoes v(r) e A(r) determinam a métrica, e esta contém informagoes acerca da
natureza do espago-tempo, através do tensor de curvatura. Numa regiao muito distante do
corpo que gravita, a saber, r — 0o, a curvatura deve tender a zero, e consequentemente,

A(r) e v(r) deverao ser nulos.

r—-o00o=v=A=0=A+v=0. (2.18)

Entretanto, se a Eq. (2.17) é vélida para qualquer ponto do espago e no infinito sabe-se
que X\ + v = 0, entao é possivel concluir que essa constante é necessariamente nula. Assim,

temos

A=—v=N=—1 (2.19)
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Substituindo a Eq. (2.19) na Eq. (2.16), obtemos

e’ [T(—I// V) — 1} +1=0,

2

2 L]

[ —_ =
2 )
d
o (e"r) = 1.

Integrando ambos os lados da equacao anterior, obtemos
e’'r=r+C.

Por questao de conveniéncia, escreveremos

¢

r

v

e =1 (2.20)

Usando a Eq. (2.19), podemos reescrever a Eq. (2.20) como

et = (1 — C) . (2.21)

Substituindo as Egs. (2.20)-(2.21) na Eq. (2.1), obtemos o seguinte elemento de linha

-1
ds® = (1 — C) dt* — (1 — C) dr? — r*d6? — r*sen’d¢>. (2.22)

r T

Para r» — o0, ou seja, para pontos muito distantes do objeto massivo, o que equivale a
dizer que o campo gravitacional é fraco, esperamos obter a gravitacao Newtoniana. Neste
limite, temos

2
goo =1+ C;b, (2.23)

onde ¢ é o potencial gravitacional Newtoniano dado por:

o= M (2.24)

r

Substituindo a Eq. (2.24) na Eq. (2.23), obtemos

2GM

=1- . 2.25
Goo 2 ( )
Da métrica (2.22), extrai-se que:
C
goo =1 — o (2.26)

Igualando as Eqgs.(2.25) e (2.26), é possivel determinarmos o valor da constante de integragao

C, que é dada por
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2GM

c="" (2.27)

¢
Substituindo a Eq. (2.27) na Eq. (2.22), obtemos finalmente a famosa solugao de Schwarzs-
child:

d52_<1—2GM>dt2—(1—2GM

c2r

-1
) dr® — r2df* — r* sen®0d¢*. (2.28)

c2r

Definindo a massa geométrica do corpo como:

GM
m=— (2.29)
Podemos reescrever a Eq. (2.28) da seguinte forma:
2 2mY\ o 2Nt o e o ann
ds :<1—>dt—(1—) dr® — r<df* — r*sen“0d¢”. (2.30)
r r

A Eq. (2.30) representa o elemento de linha de Schwarzschild ou simplesmente solugao
de Schwarzschild. Esta solugao foi a primeira solucao analitica das equacoes de Einstein e
representa a métrica de um espago curvo quadridimensional gerado por um corpo com

massa M, estatico e esfericamente simétrico.

2.1.3 Singularidades e horizontes

A métrica de Schwarzschild representa a solugao das equagoes de campo de Einstein,
no vacuo, o que significa ser valida apenas na regiao externa ao corpo que gravita. Se

considerarmos m — 0 ou 7 — oo na Eq. (2.30), recaimos na métrica de Minkowski:

ds® = dt* — dr* — r*df* — r* sen®*0d¢’. (2.31)

A solugao em questao possui singularidades. A adoc¢ao de coordenadas esféricas faz
com que os eixos § = 0 e § = 7w nao sejam representados, ja que, neles, a métrica se torna
degenerada [108]. Estas singularidades sao de coordenada e podem ser removidas através

de uma simples transformacao de coordenadas.

A métrica (2.30) também possui singularidades, a saber:

o Uma singularidade nao removivel na origem, isto ¢, em r = 0, também denominada
de singularidade fisica, real ou intrinseca, que pode ser confirmada através do escalar
de Kretschmann, calculado com o uso do tensor de Riemann, e definido da seguinte
forma

K = Rapea R = 48m?*r~". (2.32)
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A divergéncia desta quantidade em um dado ponto, indica a presenca de singularidade
neste ponto. No caso de Schwarzschild, o escalar de Kretschmann diverge quando

r — 0, e, portanto, de acordo com este critério, em r = 0, a métrica ¢é singular.

« E outra singularidade ocorre em r = ry = 2m, sendo a mesma de natureza puramente
matematica. Esta singularidade também é chamada de singularidade removivel, ja
que a mesma pode ser removida mediante transformacao de coordenadas. Esta

singularidade esta associada ao denominado raio de Schwarzschild, r,, definido por

re = =2m. (2.33)

Este resultado faz mencao a existéncia de uma superficie esférica conhecida como
horizonte de eventos do buraco negro, de onde, classicamente, nada escapa, nem

mesmo a luz.

Vale a pena ressaltar que a ideia classica de que buracos negros apenas absorvem sem
emitir nenhuma particula ou radiacao, tem se mostrado incorreta. Nos anos 1970, Hawking
[121] mostrou que, quando sao considerados efeitos quanticos, os buracos negros emitem
particulas, produzindo um espectro térmico como um corpo negro. Nesse sentido, Bekens-
tein, Hawking e colaboradores mostraram que os buracos negros possuem propriedades
semelhantes as da termodindmica, e assim, podemos calcular entropia e outras grandezas
termodinamicos para os buracos negros, além de formular leis da termodinadmica para
esses corpos [65, 66, 122, 123].

No caso de Schwarzschild, em r = 0 a curvatura torna-se infinita, indicando a presenca
de uma singularidade. Neste ponto, o proprio espago-tempo nao é definido. Este resultado
levantou algumas hipoteses, como, por exemplo, de que esta solugao seria “nao fisica”, o
que motivou a busca pela obtencao de solucoes sem esta patologia, a saber, a singularidade

fisica.

A solugao de Schwarzschild é valida para todo r > 0, sendo chamada de buraco negro
de Schwarzschild. Esta solucdo é perfeitamente valida para as equagoes de campo de
Einstein, entretanto, observamos algumas propriedades bizarras. Para r < ry = 2m, a
coordenada radial de Schwarzschild, r, torna-se fun¢ao do tempo, e o tempo por sua vez

torna-se fungao do espago.

Na superficie, r = ry, = 2m, demarca o que é chamado de horizonte de eventos de um
buraco negro. Significa que caso a luz ultrapasse esse horizonte ndo tera mais a possibilidade
de escapar do campo gravitacional. Qualquer objeto fisico cujo raio R se torne menor ou
igual ao seu raio de Schwarzschild, r; = 2m, colapsara e tornar-se-4 um buraco negro. Veja

na Fig. 1, o diagrama esquematico das regides associadas a essa solucao.



2.1. Buraco negro de Schwarzschild: singularidades, horizontes e termodinamica 45

%c“‘varzschﬂd

Schwarzschild
radius

Vacyum

Figura 1 — Interpretagdo padrao da solugao exterior de Schwarzschild.

2.1.4 Diagramas do espaco-tempo em coordenadas de Schwarzschild

Inicialmente, consideremos a classe de geodésicas radiais nulas definidas por [108]

ds? =0=¢=0. (2.34)

Entao, usando o principio variacional, obtemos:

(1 _ Qm) i (1 - Qm)l 72— 0, (2.35)

T r

onde o ponto denota a derivada com relacao ao pardmetro afim u ao longo da geodésica

nula. A equacao de Euler-Lagrange correspondente a t é

@ [(1 _ Qm) f;} —0, (2.36)

du r

que apos integracao, fornece o seguinte resultado

(1 — 2;”) t=k, (2.37)

onde k é uma constante. Isolando £ na Eq. (2.37) e substituindo na Eq. (2.35), encontramos:

P = tk, (2.38)

Ao invés de encontrar a equacdo paramétrica dessas curvas, procuraremos diretamente
por sua equacao na forma t = t(r). Entao:
% gt i
du
dr 4T dr 7 (2.39)
U
Isolando ¢ na Eq. (2.37) e considerando a Eq. (2.38) com sinal positivo, podemos reescrever

a Eq. (2.39) na seguinte forma
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dt r
i 2.40
dr r—2m’ (2.40)
cuja solucao é
t =71+ 2mln|r — 2m| + constante. (2.41)

Congruencias nulas Ingoing

Singularidade

Confrudncias
nulas Outgoing

Figura 2 — Geodésicas nulas e cones de luz em coordenadas de Schwarzschild. Duas dimen-
soes foram suprimidas.

Na regiao I, da Fig. 2, pela Eq. (2.40), concluimos que:

dr
r>2m= — >0, (2.42)

dt
de modo que r aumenta a medida que ¢t aumenta. Portanto, a Eq. (2.41) representa
geodésicas nulas se distanciando do horizonte do buraco negro (congruéncia de geodésicas
radiais nulas se afastando do horizonte de eventos (outgoig)). De forma analoga, o sinal

negativo

t = —(r+2mln|r — 2m| + constante), (2.43)

representa geodésicas nulas se aproximando do horizonte de eventos (congruéncia de

geodésicas radiais nulas que se aproximam (ingoig)).

Na Fig. 2, representamos ainda, para valores constantes de 0 e ¢, as geodésicas radiais
nulas na métrica de Schwarzschild e o efeito da geometria do espaco-tempo nos cones de

luz.

Observe que, sob a transformacao t — —t, geodésicas de “ingoing” e “outgoing” sao

trocadas, como seria de esperar. Essas congruéncias sao usadas para desenhar um diagrama
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de espago-tempo da solucao de Schwarzschild em coordenadas de Schwarzschild com duas
dimensoes suprimidas, conforme Fig. 2. O diagrama de espaco-tempo é desenhado para
alguns valores constantes de # e ¢. Como o diagrama serd o mesmo para todos os valores
de 0 e ¢, devemos pensar em cada ponto (¢,7) no diagrama como representando uma

2-esfera de area 4mr2.

Observe que, como r — o0, as geodésicas nulas fazem angulos de 45° com o eixo

horizontal como no espago de Minkowski, pois a solucao é assintoticamente plana.

Na regiao I, » < 2m, os cones de luz locais mudam de direcao, tornando-se horizontais,
pois as coordenadas t e r sdo, respectivamente, tipo-espago e tipo-tempo, ou seja, invertem
suas caracteristicas. Por exemplo, a linha ¢ = constante é uma linha tipo-tempo na regiao
IT e, portanto, deve estar no cone de luz local. Um observador na regiao II nao podera
permanecer em repouso, ou seja, em um valor constante de r, tendendo sempre a se mover

em direcao a singularidade em r = 0.

Este diagrama parece sugerir que um observador na regiao I movendo-se em direcao
a origem levaria uma quantidade infinita de tempo para atingir o raio de Schwarzschild
r = 2m. Da mesma forma, o diagrama sugere que o mesmo é verdade para um raio de luz
incidente (ingoing). No entanto, precisamos lembrar que as regioes I e I sdo espagos-tempos

realmente distintos.

2.1.5 Particula caindo radialmente no buraco negro de Schwarzschild

Consideremos a trajetoria de uma particula livre caindo radialmente num buraco negro
estatico e esfericamente simétrico. Ela se movera ao longo de uma geodésica tipo-tempo

dada pelas equagoes:

(1 - 2;”) i—k, (2.44)
(1 - 2;”) # — (1 — 2;”)_1 7 =1, (2.45)

onde o ponto agora significa diferenciacao em relagdo a 7, que representa o tempo proprio

ao longo da linha de mundo da particula.

Diferentes escolhas da constante &k correspondem a diferentes condigoes iniciais. Fagamos
a escolha k£ = 1, que corresponde uma particula caindo do infinito com velocidade inicial
zero, de modo que, para r grande, temos t ~ 1, isto é, assintoticamente t ~ 7. Por meio
das Eqgs. (2.44) e (2.45), é possivel obtermos

<Z;>2 - % (2.46)
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Como estamos interessados em uma particula caindo num buraco negro, entao tirando a

raiz quadrada negativa da equagado anterior e integrando, encontramos

2 )
sy ), (2.47)

T —To =
onde a particula esta em rg no tempo préprio 7. Isso é, talvez, surpreendentemente,
exatamente o mesmo que o resultado newtoniano classico. Nenhum comportamento
singular ocorre no raio de Schwarzschild e o corpo cai continuamente para r = 0 em
um tempo proprio finito. Assim, verificamos que, no referencial da particula em queda, o

movimento continua até atingir a singularidade » = 0 num tempo finito.

Se, em vez disso, descrevermos o movimento em termos da coordenada temporal de

Schwarzschild, entao:

dt 1 ro\1/? 2m\ 1
e 1— = i 2.48
dr 7 <2m> ( r ) ( )
Integrando, obtemos:
2 3/2 3/2 1/2 1/2
t—tO:—W(r — 1"+ 6mr/c —6mry")
[ + 2m)"2][ry” — (2m)"/?
+2mIn (2.49)

[ro/™ + (2m)!/2][r1/2 — (2m) /2]

Para situagoes onde 7y e r sdo muito maiores que 2m, os resultados (2.47) e (2.49) sao
aproximadamente iguais, como deveriamos esperar. Se, no entanto, r é muito proximo de

2m, entao encontramos:

r—2m = (rg — 2m)e” (t7l0)/2m (2.50)

de onde fica claro que

t—o00=1—2m—0, (2.51)

de modo que r = 2m é aproximado, mas nunca ultrapassado. As duas situacoes sao

ilustradas na Fig. 3.

A coordenada temporal ¢ pode ser entendida como aquela medida por um referencial
muito distante do buraco negro. Para esse referencial, a particula em queda leva um
tempo infinito para atingir o horizonte de eventos r = 2m. Porém, do ponto de vista da
particula em queda, a mesma cruza o horizonte de eventos r = 2m e caminha em direcao

a singularidade r = 0 em um tempo préprio finito.
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Coordenada
temporal t

Tempo proprio T

r=0 r=2m r=1y

Figura 3 — Particula caindo no buraco negro no tempo 7 e t.

2.1.6 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Vamos expressar a solugao de Schwarzschild em coordenadas de Eddington-Finkelstein.
Para isso, ¢ necessario mudarmos para uma nova coordenada de tempo em que as geodésicas
radiais nulas se tornam linhas retas. Segue imediatamente da Eq. (2.41) que, para r > 2m,

a mudanca apropriada é dado por:

t—t=t+2mln(r—2m). (2.52)

Nesse novo sistema de coordenadas, as geodésicas nulas que entram em direcao ao buraco
negro serao linhas retas que formam um angulo de —45° em relagao ao eixo r, ja que

teremos t = —r + constante, conforme Fig. 4.

A derivada da Eq. (2.52) em relagao a r, é

dt = dt +

dr. (2.53)

r—4am

Isolando dt na Eq. (2.53) e substituindo na Eq. (2.30), obtemos:

2

2 4 _ 4
ds® = (1 — m) dt®> — —mdtdr—i— m S dr? —r?df® —r* sen®0dp*. (2.54)
r r r(r—2m) r—2m

Somando e subtraindo uma unidade ao termo entre colchetes da Eq. (2.54), calculando o
m.m.c e fazendo algumas simplificagoes, obtemos finalmente a métrica de Schwarzschild

nas coordenadas de Eddington-Finkelstein:

2 dm 2
ds? = (1 — m) iz — " didr — (1 + m) dr? — r2d6* — r? sen®0dg>. (2.55)
T r T
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Particula caindo

Singularidade = radialmente

v = constante

r=0 r=2m

Figura 4 — Solucao de Schwarzschild nas coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Verificamos que a solugao é agora regular em r = 2m e analitica para qualquer valor
de r compreendido no intervalo 0 < r < co. Por esse motivo, dizemos que a Eq. (2.55) é a

extensao analitica da Eq. (2.30).

Podemos ainda escrever a Eq. (2.55) de uma forma mais simples introduzindo uma

coordenada nula

v=t+r, (2.56)

que, por razoes histéricas, é chamado de parametro de tempo avancado. Podemos escrever

que:

dv = dt + dr. (2.57)

Isolando dt na equacdo anterior e elevando-o ao quadrado, obtemos:
dt? = dv?® — 2dvdr + dr?. (2.58)

Substituindo a Eq. (2.58) na Eq. (2.55), obtemos finalmente a métrica de Schwarzschild

em coordenadas avancadas de Eddington-Finkelstein:
2 2m 2 2702 2 2972
ds” = (1 - > dv® — 2dvdr — r*df* — r*sen“0dp”. (2.59)
r

As componentes do tensor métrico g, referente ao elemento de linha de Schwarzschild

em coordenadas avancadas de Eddington-Finkelstein é dado por:
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(1-22) -1 0 0
-1 0 0 0
v — s 2.60
o 0 0 —r 0 (2.60)
0 0 0 —rZsen?d
cuja forma contravariante fica:
0 -1 0 0
-1 —(1=2) 0 0
= " : 2.61
9 0 0 “1 g (2.61)
0 0 0 T2 s<13n249

2.1.7 Termodinamica do buraco negro

Nesta secao, estudaremos a termodinamica do buraco negro de Schwarzschild, exami-
nando o comportamento da massa, da temperatura Hawking e da capacidade térmica em

funcao da entropia.

Massa do buraco negro

Seja rp, o raio do horizonte, assim temos que f(r;) = 0, onde f(r) é a componente gy
da Eq. (2.30). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro em termos de 7, através

da seguinte equacao:

Tn
= —. 2.62
m=" (2.62)
A area do horizonte pode ser calculado por:
A= / —gdbd¢ = dmr?. (2.63)

Por outro lado, a entropia do buraco negro pode ser calculada através da lei das areas

[62], usando a relagao

A_ o

S = 1= e (2.64)

Assim, usando a Eq. (2.64), podemos escrever o parametro de massa em fungao da

entropia como

V3
NG

m =

(2.65)
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Figura 5 — Massa do buraco negro de Schwarzschild em func¢ao da entropia m(S).

Na Fig. 5, representamos o comportamento do parametro de massa, m, em funcao
da entropia do buraco negro, S. Para S > 0, a massa do buraco negro de Schwarzschild

assume valores positivos e aumenta a medida que a entropia aumenta.

Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para o buraco negro pode ser calculada usando a seguinte

expressao:

(2.66)

com " denotando a derivada em relacao a coordenada radial. Hawking mostrou que o
buraco negro emite radiacao e a sua temperatura correspondente, a temperatura Hawking,

para um espago-tempo estaciondrio, é dada por [64]:

T = —. (2.67)

Vale a pena lembrar que, para o espaco-tempo de vacuo com simetria esférica, a

primeira lei da termodindmica afirma que:

dm

(2.68)

onde m e S sao, respectivamente, a energia total e a entropia do sistema, e T} ¢é a
temperatura do buraco negro prevista pela primeira lei. Tendo em conta a lei da area dada
pela Eq. (2.64), a primeira lei da termodinamica fornece outra forma para calcularmos a

temperatura Hawking valida para buracos negros singulares.

Assim, as temperaturas Hawking, T, e T}, para o buraco negro de Schwarzschild
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0.10

S

Figura 6 — Temperatura do buraco negro de Schwarzschild em fungao da entropia T'(.S).

obtidas através das equagoes Eqs. (2.67) e (2.68), respectivamente, sdo equivalentes quando

trabalhamos com solucoes de vacuo.

Usando a Eq. (2.67) e com x dado por (2.66), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, =T, para o buraco negro de Schwarzschild em fung¢ao do raio do horizonte de eventos:

1
T = .
4y,

(2.69)

Substituindo 7, = (£)'/? na Eq. (2.69), obtemos finalmente a expressio da temperatura

Hawking em fung¢ao da entropia para o buraco negro de Schwarzschild:

T=—o . (2.70)

Na Fig. 6, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em funcao
da entropia do buraco negro, S. Nota-se que para o espago-tempo de Schwarzschild o
pardmetro de temperatura s6 apresenta valores positivos para S > 0 e que a medida que a

entropia aumenta a temperatura diminui.

Capacidade Térmica

A capacidade térmica fornece informacgao sobre a estabilidade termodinamica de um
sistema. Podemos calcular a capacidade térmica do buraco negro a partir da seguinte

expressao:

-1
C = Tg; =T (gg) . (2.71)

Substituindo a Eq. (2.70) na Eq. (2.71), encontramos a seguinte expressiao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:
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Figura 7 — Capacidade térmica do buraco negro de Schwarzschild em funcao da entropia

C(S).

C = -28. (2.72)

O comportamento da capacidade térmica em fungdo da entropia é dado na Fig. 7. Neste
caso, a capacidade térmica é negativa para S > 0, indicando um sistema termodindmico

instavel.

2.1.8 Buraco negro de Schwarzschild com constante cosmoldgica

As equagoes de campo da TRG, que estabelecem uma relagao entre conteiido de matéria
e energia a geometria do espago-tempo, foram modificadas pelo préprio Albert Einstein
em 1917 para conter uma constante cosmologica A. Visando permitir a existéncia de um
universo estatico, Einstein acrescentou a essa equagao um termo proporcional a métrica,

obtendo a equacao de campo [108]:

1
R,uz/ - §g,uuR - A.g,uu = kT,uV (273)

onde A é uma constante universal, podendo assumir valores positivos, negativos ou nulo.

Como a derivada covariante da métrica é nula (V,g" = 0), o acréscimo do termo

contendo a constante cosmoldgica nao altera a conservacao de energia. Em outras palavras,

V" = 0.

Com a descoberta da expansao do universo por Edwin Hubble, na década de 1920,
através da verificacao do desvio para o vermelho da radiagdo emitida por estrelas distantes,
a constante cosmologica foi abandonada e voltou a ser considerada com as observagoes de

supernova no fim dos anos 1990 [124].

No final da década de 1990, a observagao de Supernovas Tipo Ia (SN Ia) levou a
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conclusao de que o universo se encontra num atual estdgio de expansao acelerada [77].
Esses resultados levaram a uma importante mudanca nos estudos de cosmologia, ja que o

universo nao apenas estd em expansao, mas se expande de maneira acelerada [78].

Dessa forma, para ser possivel explicar esse fato, é necessario se introduzir um tipo de
energia que provoca uma pressao negativa e que ficou conhecida na literatura como energia
escura, sendo responsavel por cerca de 70% do contetido de matéria-energia do universo
[78]. Diversos modelos teéricos foram criados para se explicar essa energia escura. Um deles
é o0 modelo de constante cosmolégica [125], que havia sido introduzida pelo préprio Albert
Einstein na tentativa de criar teoricamente um universo estatico. Na visao contemporanea,
a constante cosmoldgica é homogénea, possuindo o mesmo valor em qualquer regiao do

universo, produz o efeito de sua expansao e tem sua origem associada a energia de vacuo.

Para o caso da solucdo de Schwarzschild com constante cosmolégica, o tensor de
energia-momento que aparece do lado direito da equacao modificada de Einstein é zero.
Assim, na auséncia de fontes, as equagdes modificadas de Einstein resultam no seguinte

elemento de linha:

om  Ar? om  Ar?\
ds? = [1- " 77" R il TT dr? — r2d6? — rsen20ds?.  (2.74)

T r

2.2 Buraco negro de Reissner-Nordstrom: singularidades, horizontes

e termodinamica

Nesta secao, obteremos a mais simples generalizacao da solugao de Schwarzschild,
que consiste no campo gravitacional gerado por um corpo, com certa massa, distribuida
numa regiao esférica, e com uma carga (), de modo que na regiao externa ao corpo,
o tensor energia-momento nao ¢ mais nulo. Essa solu¢ao correspondente a um buraco
negro carregado, é conhecida como solu¢ao de Reissner-Nordstrom [3, 4]. Esta solugao é
obtida resolvendo-se as equagoes acopladas de Einstein-Maxwell para um espaco-tempo,
esfericamente simétrico, estatico, cujo conteido energético é dado pelo tensor de energia-

momento do campo eletromagnético.

A métrica de Reissner-Nordstrom [3, 4] foi obtida pela primeira vez, em 1916, por Hans
Reissner e posteriormente, de forma independente, por Gunnar Nordstrom em 1918. Assim,
em trabalhos independentes, eles encontraram a primeira solucao das equacoes de Einstein
na presenga de campo eletromagnético. Esta recebeu o nome de solugao de Reissner-
Nordstréom e corpos esfericamente simétricos, sem rotacao e carregados eletricamente

receberam o nome de buracos negros de Reissner-Nordstrom.

Inicialmente, justificaremos o tensor de energia-momento para o campo eletromagnético,

T,

w, € em seguida resolveremos as equacoes de Einstein na presenca desse campo.
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2.2.1 Tensor de energia-momento para o campo eletromagnético

Vamos agora determinar o tensor de energia-momento para o campo eletromagnético.

O tensor de campo eletromagnético em coordenadas esféricas ¢ dado por:

0O E E, E,
~E, 0 -B, B
Fo, = A (2.75)
-E, B, 0 -B,

~E, =By B, 0

As componentes contravariantes do tensor de campo eletromagnético sao dadas por:
= g“agyﬁFaﬁy

0 —E, —E, —E,
E, 0 —-B, B

Fr = (2.76)
Ey By 0 -5,
Ey, —By B, 0
Vale ressaltar que o tensor de campo eletromagnético é um tensor anti-simétrico:
F,=—-F,. (2.77)

Vamos agora fazer duas importantes consideracoes:

1. O campo elétrico deve ter somente componente radial, uma vez que estaremos
considerando um objeto massivo, carregado, estatico e esfericamente simétrico. Sendo
assim, o campo elétrico deve ser independente das coordenadas t, 6 e ¢. Logo:

Foo=—-Fy=—-F"=F
01 10 T (278)
Ey=FE,=0.

2. Para o campo magnético faremos duas consideracoes:

(i) As equagoes de Maxwell preveem a inexisténcia de monopolos magnéticos, entao

nao ha uma fonte que gere uma componente magnética, B,, na dire¢ao radial.

(ii) Para o vdcuo, a tnica forma de gerar um campo magnético é por meio da variacao
temporal do campo elétrico, porém, nesse problema, estamos considerando um campo

elétrico independente do tempo, logo:

B, = By = B, = 0. (2.79)
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Portanto, com essas simplificagoes, o tensor de campo eletromagnético fica:

[
o O O O

0
_ET
F,, = (2.80)

o O O
o O o O

0
0
Utilizando as unidades geometrizadas, ¢ = G = 1, as componentes do tensor de energia-

momento do campo eletromagnético, numa regiao livre de fontes [108], é dado por:

1 1
Ty = — | —¢““FoFog + —gap F. ch). 2.81
b 47r( g bd T 49 bl cd ( )

Note que T}, possui traco nulo. Vamos demonstrar esse resultado importante, pois sera

util para demonstragdo da métrica de Reissner-Nordstrom futuramente. Seja:

T = g™T,. (2.82)

Substituindo a Eq. (2.81) na Eq. (2.82), temos:

1 1
T=— (_gabQCdFachd + gabgachdFCd> 3
4 4
_ 1 ab d cd
T_E(_g F,"Fyg + FegF );
o 1 bd cd
T = E(—F Fyy + FyF )

Como b é um indice mudo, entao podemos renomea-lo. Fazendo b = ¢, obtemos:

T = 417T (—chch 4 chch) .

Dessa forma, é possivel constatar que:
T =0. (2.83)
Sejam as equagoes de Einstein dadas por:

1
Ry = 59 R = 87T, (2.84)

Multiplicando a Eq. (2.84) por ¢g"”, podemos escrever:

1
ngR;W - iglwg;wR = 87rguVT;wa

R —2R = 87T,
R=—8xT. (2.85)
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Usando a Eq. (2.85), podemos reescrever as equagoes de Einstein da seguinte forma:

R, = 87T, —4nrg,T,

1
Ry, =81 (TW - 2gWT> . (2.86)

Mas, T),,, possui trago nulo conforme Eq. (2.83). Portanto, a Eq. (2.86) fica:

Ry, = 87T, (2.87)

Componentes do tensor de energia-momento para o campo eletromagnético

Vamos agora determinar as componentes do tensor de energia-momento para o campo
eletromagnético considerando que o tensor de campo eletromagnético é dado pela Eq.
(2.80). Como a métrica é diagonal, entdo o tensor de energia-momento também serd. Assim

sendo, basta calcularmos as componentes Tog, 111, T € T33 do tensor de energia-momento.
o (Calculo da componente Ty

Fazendo a = 0 e b = 0 na Eq. (2.81), obtemos:

1 1
Too = — (_ngFOCFOd + goochFCd) .
47 4

Conforme a Eq. (2.80), as unicas componentes nao-nulas do tensor de campo eletro-
magnético sao Fy, e Fg. Usando a propriedade de anti-simetria do tensor de campo

eletromagnético, Eq. (2.77), temos:

1 1
Too = — <—911F01F01 + gooFmFOl) .
47 2

Mas, Fy; = —F%, logo:

1 1
Tpo = — (—e‘AFmFOl + e”FOlFm) . (2.88)
41 2
o (Calculo da componente T7;

Fazendo a =1 e b =1 na Eq. (2.81), obtemos:

1 1
Ty = — (—gchlcFld + 911chFCd) .
47 4

Utilizando um raciocinio semelhante ao que foi feito antes, obtemos que:

1 1
Tn= - (e—VFmFOl — 2eAF01F01) : (2.89)

Analogamente,
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o (Calculo da componente Th,

1
T22 = —8?7’2F01F01. (290)

e (Calculo da componente T33

T33 = SGHQOTQQ. (291)

2.2.2 Equacdes acopladas de Einstein-Maxwell

Vamos agora resolver as equagoes acopladas de Einstein-Maxwell. Para isso utilizaremos
a Eq. (2.87), cujas componentes nao-nulas do tensor de Ricci sdo dadas pelas Egs. (2.10)-

(2.13), enquanto as componentes nao-nulas do tensor de energia-momento do campo sao
dadas pelas Egs. (2.88)-(2.91).

« Calculo da componente (0,0)

Considerando a = 0 e b = 0 na Eq. (2.87), obtemos:

ROO = 87TT00. (292)

Substituindo a Eq. (2.10) e a Eq. (2.88) na Eq. (2.92) e efetuando as devidas simplificagoes,
obtemos:
I/” V,2 I//)\/ l//

st Tt —2¢ Y F  F" + e Foy FO. (2.93)

o Cilculo da componente (1,1)

Considerando a = 1 e b = 1 na Eq. (2.87), obtemos:

RH = 87TT11. (294)

Substituindo a Eq. (2.11) e a Eq. (2.89) na Eq. (2.94) e efetuando as devidas simplificagoes,
temos:
I/” V/2 y/ )\/ /\/

Sy Tt Tt = 2V Fo FO' — A Fo FO. (2.95)

Somando a equagoes (2.93) e (2.95), obtemos:
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v+ A= cte. (2.96)

E razodvel exigir que, longe da fonte de campo gravitacional, o espaco-tempo seja

essencialmente Minkowskiano. Assim:

lim v = lim A = 0. (2.97)

T—00 700

Portanto, se no infinito v + A = 0 e sabe-se da Eq. (2.96) que v + A = cte para qualquer

ponto do espaco, entdao concluimos que essa constante necessariamente deve ser nula.

VAA=0= v =\ (2.98)

Vamos agora determinar a componente (0,1) do tensor campo eletromagnético:

F;w = guaguﬁFaB' (299)

Fazendo 1 =0 e v =1, na Eq. (2.99), obtemos:

For = 90a91,3Fa6-

Usando as Eqs. (2.2), (2.76)-(2.80) e (2.98), chegamos na seguinte relagao:

For = googii F,

Fyp = —F° (2.100)

Além disso, o tensor de Maxwell, F},,, deve satisfazer as equagoes de Maxwell em

regioes livres de fontes:

V, " =0, (2.101)

8 F,y = 0. (2.102)

Sabe-se que a derivada covariante de um tensor de 2% ordem contravariante é dado por:

VAt = A% = 0g A" + T, A" + T, AM. (2.103)

Usando a equagao (2.103), podemos reescrever a Eq. (2.101) como:
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0, F"™ + Tl F* + T, F' = 0. (2.104)

Resolvendo a Eq. (2.104) para p = 0 e considerando que as unicas componentes nao-nulas
do tensor de campo eletromagnético sdo Fy = —Fjg = —F% e Fjg = —Fy, = —F!9,

obtemos:

O F + TG FOL 4 T FO 4 T2 FO 4 T3 PO = 0. (2.105)

Usando os simbolos de Christoffel j& calculados anteriormente, Eq. (2.9), e substituindo
na Eq. (2.105), obtemos:

T U 1
OF" 4+ TF + S 4 Oy CFY =,
T T

0 vV 2
7F01 FOI - o 2l =0.
or * (2 2 + 7“)

Mas, sabe-se que v/ = — )\, entdo, a equagao anterior torna-se:

d 2
%Fm - ;F‘” = 0. (2.106)

Suponhamos uma solu¢ao do seguinte tipo:

FOl =, (2.107)

= mr™ L, (2.108)

Substituindo as Eqs. (2.107)-(2.108) na Eq. (2.106), obtemos:

m = —2. (2.109)
Portanto, uma solucao geral para Eq. (2.106) é dado por:

cte

FO = (2.110)

r2
Dessa forma, a solucao das equagoes de Maxwell para o tensor de campo eletromagnético
é:

cte

FOl = (2.111)

2
A Eq. (2.111) possui a forma do conhecido campo elétrico de uma carga pontual em

unidades geometrizadas:
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Figura 8 — Campo elétrico radial de uma particula pontual.

E(r) =

Q
5 (2.112)

Sendo assim, denotaremos a constante que aparece na Eq. (2.111) de @, logo:
Q@
FUl' = —Fy = ot (2.113)

2.2.3 Solucdo de Reissner-Nordstrom

A componente (2,2) da equacao de Einstein é dado por:

RQQ = 87TT22.
Substituindo as Eqs. (2.12) e (2.90) na equagao anterior, obtemos:
67/\ |:;<)\/ — V/) — 1:| + 1 = —T2F01F01.

Usando as Eqgs. (2.98) e (2.113), é possivel escrever a equagao anterior da seguinte forma:

QQ
v / o
e’ r/ +1=1- X (2.114)
Mas, (e"r) = L(e'r) = e”(rv/ + 1), logo a Eq. (2.114) fica:
d, , Q?
%(e 7”) =1- ﬁ)
v %
d(e’r) = (1 ) dr,
que integrando em ambos os lados, obtemos:
2
t
=149 (2.115)

r2 r
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Dado que umas das condigoes impostas a métrica de Reissner-Nordstrom era recair na
métrica de Schwarzschild quando ) = 0 (que é equivalente a T}, = 0), entdo inferimos

que, na Eq. (2.115), o termo constante é igual a —2m. Portanto:

2m  Q?
Y=1— —+ —. 2.116
e . + 2 ( )
Assim sendo, substituindo a Eq. (2.116) na Eq. (2.1) e considerando a Eq. (2.98), obtemos,

finalmente, a solugao de Reissner-Nordstrom:

9 2 9 2\ —1
ds? — (1 _ Tm n %) dt? — <1 — Tm n %) dr? — r2d62 — r2sen®0dg?,  (2.117)

que também pode ser escrita como:

A 2
ds* = Sdt* — %er — 202, (2.118)
r

onde d2 é o elemento de angulo sélido, tal que dQ)? = df? + sen?0d¢?, e

A =r?—2mr+ Q> (2.119)

Quando @ = 0, recaimos na métrica de Schwarzschild (2.30). Novamente identificamos
m como sendo a massa geométrica do corpo. Na derivacao desta solugao, assumimos um

corpo esfericamente simétrico, estatico, além de uma solugao assintoticamente plana.

2.2.4 Singularidades e horizontes

Faremos agora uma anélise da divergéncia da métrica de Reissner-Nordstrom expressa
na Eq. (2.117). Como vimos, a singularidade ocorre onde a métrica diverge. Na métrica
de Reissner-Nordstrom, » = 0 ¢ também uma singularidade nao removivel, denominada
de singularidade fisica, real ou intrinseca. Isso porque, para a origem do sistema de

coordenadas, o escalar invariante de Kretschmann, calculado através do tensor de Riemann

8
K = RapeaR™" = = (6m*r® — 12mrQ® + 7Q%), (2.120)
T

diverge quando r — 0.

Uma forma simples de analisarmos a divergéncia de uma métrica, em geral, é exatamente
onde o fator g4 se anula. Para a métrica de Reissner Nordstrom, isso ocorre justamente,
ou quando r = 0, o qual é uma singularidade fisica, ou quando A = 0, o qual é um ponto

onde a coordenada ¢ singular.

O nosso interesse é justamente o tltimo caso, de modo que isto ocorre quando:
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A=7r*—2mr+Q@Q*=0,

cujas raizes sao calculadas facilmente pela férmula de Bhaskara:
re =m=+/m?— Q2. (2.121)

Estes pontos sao referidos como os horizontes de eventos do buraco negro: interno (r_)

e externo (7). Matematicamente, podemos expressar a Eq. (2.119) da seguinte forma:

A=r?—2mr+Q*=(r—r_)r—ry) (2.122)

Resumidamente, apenas o ponto r = 0 é singular, isto é, representa uma singularidade
intrinseca da geometria do espago-tempo de Reissner-Nordstrom, enquanto os pontos
representados pela Eq. (2.121) sao singularidades coordenadas, o que significa dizer que
ela é fruto da escolha do sistema de coordenadas. Na figura abaixo, plotamos ggg, no caso

m? > @2, de Reissner-Nordstrom e comparamos com o coeficiente sggy de Schwarzschild:

Sno

/ s&oo
/
/

Figura 9 — Gréficos de gy para as solugoes de Reissner-Nordstrom e Schwarzschild.

O elemento de linha, Eq. (2.117), é regular nas regioes:
(I) ry <r < o0,
(IT) r_ < r < ry,
(I 0 <r<r_.

Observe que s6 teremos horizonte de eventos se:

m? > Q2. (2.123)
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Caso essa condicao nao seja satisfeita, o termo y/m? — (Q? nao apresentara valores reais.
Portanto, nao havera horizontes de forma que nada escondera a singularidade localizada
em r = 0 de um observador. Isso implica dizer que a singularidade pode ser vista pelo
observador, neste caso dizemos que a singularidade é nua. Entretanto, a conjectura da
censura cosmica, impede esse tipo de solugao. Ela nos diz que todas as singularidades
formadas de um colapso gravitacional estdao necessariamente escondidas por horizontes de

eventos; ou seja, sdo buracos negros. Assim, m? < Q2 nao representa uma solucdo fisica.

J& se m? = Q2 teremos conforme a Eq. (2.121), a solucdo extrema de Reissner-
Nordstréom r, = r_ = m, e a discussao serd semelhante a que fizemos para a métrica de
Schwarzschild.

Conforme Fig. 9, se m? = Q?, entdo existem apenas as regides I e III. As regides sdo
separadas pelas hiper-superficies nulas r = r, e r = r_. A situagdo em r = r, é bastante
semelhante ao caso de Schwarzschild em r = 2m. As coordenadas t e 7 sdo tipo-tempo
e tipo-espaco, respectivamente, nas regioes I e III, mas invertem suas caracteristicas na
regiao II. Assim, as regioes I e III sao estaticas, mas a regiao II nao. Como na solugao de
Schwarzschild, essas coordenadas sugerem que as regioes I, II e III aparecem totalmente
desconectadas porque os cones de luz tém orientagoes totalmente diferentes em ambos os

lados das hiper-superficies nulas r = r.

2.2.5 Diagrama do espaco-tempo da solucao de Reissner-Nordstrom

Nesta subsecdo, restringiremos nossa atencao ao importante caso em que Q% < m?.
Para este caso, a métrica (2.117) apresenta problemas nos pontos r = r+. O que ocorre
nesta situacao é as coordenadas serem singulares, similar ao caso de Schwarzschild para
r = 2m. O problema com o sistema de coordenadas em questao é que dt/dr — oo ao longo

das geodésicas radiais nulas que se aproximam de r = r.

Podemos considerar as geodésicas radiais nulas, das quais # e ¢ sdo constantes, e, desta

forma, ds* = 0. Isso implica em:

(r—ro)(r—r4) 2 r? 2 —
r2 dat (r—r_)(r— u)d 0

dt r?

& =)

Ao integrar a equacao anterior, temos dois tipos de geodésicas: que se aproximam (ingoing)

ou que se afastam (outgoing) do buraco negro.

L hl(?” — 7~+) — L ln(r — 7'_)) . (2.124)

tzi(r—l—
Ty —T_ Ty —T_

Definindo para r > r, a nova coordenada temporal
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2 2
* In(r—ry)— ———In(r—r_), (2.125)

Fots T+
ry —T- ry —T_

o elemento de linha toma a seguinte forma:

ds® = (1 — f)dt* — 2fdtdr — (1 + f)dr® — r*dQ?, (2.126)
onde, por conveniéncia, definimos:

2 2
le—gmzr—}g (2.127)

r2’

Esta forma da métrica é regular para todos os valores positivos de r e novamente tem uma

singularidade intrinseca em r = 0. As condigbes para as geodésicas radiais nulas sao:

0=¢=ds*=0. (2.128)

Estas levam a uma familia de geodésicas nulas de entrada (ingoing)

t +r = constante, (2.129)

e uma familia de geodésicas nulas de saida (outgoing) cuja equagao diferencial é:

dt 14 f

e (2.130)

Agora as componentes da métrica estao bem definidas em r, e r_ nesse sistema de
coordenadas. Note que podemos construir um diagrama do espago-tempo para esse caso,
sem haver, a necessidade de resolvermos as equagoes 1 + f e 1 — f. Os graficos destas

fungoes estao representados na Fig. 10.

— 1 +f

AN
/’ E\\\///ﬁl—f

Figura 10 — Graficos das fungoes 1+ f e 1 — f.

Inicialmente, note que com r crescendo para o infinito f vai a zero, desta forma, a
inclina¢ao é de 45° e dt/dr — 1, sendo justamente o comportamento do cone de luz no

espago-tempo plano, como seria de esperar para uma solugao assintoticamente plana.
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e Na regiao I, com r vindo do infinito, 1 + f aumenta, enquanto, 1 — f diminui; com
isso a inclinacdo aumenta até que no ponto r =r,, 1 — f se anula e a inclinagao se

torna infinita.

« Na regiao II, a inclinagdo aumenta com r partindo de —oo, em r = r, e passa para
. 2 e
um valor negativo em r = %, e depois diminui novamente para —oo quando 7 se

aproxima de r_.

o Na regiao III, a inclinagao diminui de +o00 para 1, onde os graficos se cruzam, e
continua decrescendo até zero, onde o grafico 1+ f cruza o eixo r. A inclinagdo entao

diminui mediante valores negativos de r até atingir —1 na origem.

Com essas informagoes, podemos desenhar o diagrama de espago-tempo da Fig. 11.
Fica claro pelos cones de luz em r = r, que nenhum sinal de luz pode escapar da regiao II
para a regiao I. Assim, a superficie r = r, é um horizonte de eventos. Na regiao II, os cones
de luz sao inclinados em dire¢ao a singularidade r = 0, e, portanto, qualquer particula que
entre na regiao II se movera necessariamente em dire¢ao ao centro até cruzar r = r_ ou
alcancgé-lo assintoticamente. Na regidao III, os cones de luz nao sdo mais inclinados para o
centro e consequentemente as particulas nao precisam cair na singularidade. Na verdade,

ocorre o contrario, pois as particulas neutras nao podem atingir a singularidade.

~

11 I

Singularidade
r=0———

Figura 11 — Solugao de Reissner-Nordstrom (Q? < m?) em coordenadas avancadas de
Eddington-Finkelstein.

Abaixo, escrevemos ainda a métrica de Reissner-Nordstrom em coordenadas avangadas
de Eddington-Finkelstein,

2 2
ds? = [1- =2 — dv? — 2dvdr — r*df* — r? sen*0d¢?, (2.131)
r r



68 Capitulo 2. Buracos negros estdticos singulares na relatividade geral
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Figura 12 — Massa do buraco negro de Reissner-Nordstrom em fun¢do da entropia m(.S).

de modo que agora a métrica estd bem definida em todos os pontos, exceto em r =0, e

com isso o problema da pseudo-singularidade também foi resolvido.

2.2.6 Termodinamica do buraco negro

A seguir, trataremos da termodinamica do buraco negro de Reissner-Nordstrom,
analisando o comportamento da massa, da temperatura Hawking e da capacidade térmica

em funcao da entropia.

Massa do buraco negro

Seja rp, o raio do horizonte, assim temos que f(ry) = 0, onde f(r) é a componente gy
da Eq. (2.117). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro em termos de rj, através

da seguinte equacao:

2 2
mo 9 (2.132)
2T‘h
Podemos escrever o parametro de massa em funcao da entropia como
248
_ Ot (2.133)

Na Fig. 12, representamos o comportamento do pardmetro de massa, m, em fungao da
entropia do buraco negro, S. Para .S > 0, a massa do buraco negro de Reissner-Nordstrom

assume apenas valores positivos.

Temperatura Hawking

Usando a Eq. (2.67) e com « dado por (2.66), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, para o buraco negro de Reissner-Nordstrom em funcao do raio do horizonte de eventos:



2.2. Buraco negro de Reissner-Nordstrom: singularidades, horizontes e termodinamica 69

0.20 -
0.15 -

0.10 -

0.05 -

-0.05 -

-0.10"

Figura 13 — Temperatura do buraco negro de Reissner-Nordstrom em func¢ao da entropia

7(3).

-

T =
4y

(2.134)
Substituindo 7, = (£)!/2 na Eq. (2.134), obtemos finalmente a expressdo da temperatura

Hawking em funcao da entropia para o buraco negro de Reissner-Nordstrom:

S — mQ?

T="""%
INGIRE

(2.135)

Na Fig. 13, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em
funcao da entropia do buraco negro, S. Nota-se que, para o espaco-tempo de Reissner-
Nordstrom, o parametro de temperatura pode assumir valores positivos e negativos a

depender dos valores de entropia considerados.

Capacidade térmica

Substituindo a Eq. (2.135) na Eq. (2.71), encontramos a seguinte expressao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:

28 (7Q* — S)

¢= 3rQ2 — S

(2.136)

O comportamento da capacidade térmica em funcao da entropia é dado na Fig. 14.
Concluimos haver valores de S para os quais a capacidade térmica é positiva, assim como
ha valores para os quais a capacidade térmica é negativa. Em outras palavras, o buraco
negro de Reissner-Nordstrom pode ser termodinamicamente estavel ou instavel e sua

estabilidade estd relacionada aos valores de carga Q.

O comportamento qualitativo do grafico mostra a existéncia de transi¢oes de fase,

nas quais a capacidade térmica diverge, e estas transicoes estao associadas a variagao do
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Figura 14 — Capacidade térmica do buraco negro de Reissner-Nordstrom em funcao da
entropia C(.9).

parametro relacionado a carga (). Quando aumentamos a intensidade da carga, a regiao
onde ocorre a transicao de fase é deslocada para direita, conforme pode ser visto na Fig.
14. Na auséncia de campo eletromagnético, @@ = 0, a Eq. (2.136) reduz-se a C = =25,

como esperado para o caso do espago-tempo de Schwarzschild.

2.2.7 Evidéncias observacionais para buracos negros

Observar um buraco negro diretamente é impossivel. No entanto, é certamente possivel
inferir a existéncia de um buraco negro através de seus efeitos gravitacionais em seus
arredores. Atualmente existem intimeras evidéncias para a existéncia de buracos negros

que descreveremos brevemente abaixo. Para mais detalhes, ver [126].

A primeira dessas evidéncias vem de bindrios de raios-x; estes sdo duplas estrelas
com uma estrela padrao e uma segunda companheira compacta e invisivel. Ao estudar
o movimento da estrela padrao, pode-se deduzir a massa da companheira invisivel e, se
for muito maior que a massa maxima que uma estrela pode ter sem entrar em colapso,
entao nao podera ser uma estrela de néutrons e sim uma boa candidata a buraco negro. O
buraco negro sugara a matéria de seu parceiro visivel, formando um disco de acregdo, e as
regides internas quentes produzirdo intensas rajadas de raios-x formadas pela radiagao

sincrotron pouco antes da matéria em espiral desaparecer no buraco, conforme Fig. 15.

Foi a descoberta em 1971 das réapidas variacoes da fonte de raios-x Cygnus X1 por
telescopios a bordo do satélite Uhuru que forneceu a primeira evidéncia da provavel
existéncia de buracos negros. O componente visivel ¢ uma estrela supergigante, e o estudo
detalhado dos raios-x levou a conclusao de que o corpo invisivel é um objeto compacto
com massa superior a nove massas solares. Como se acredita que as massas maximas
de anas brancas e estrelas de néutrons sejam aproximadamente 1.4 e 4 massas solares,

respectivamente, entao a conclusao mais simples é que o objeto é um buraco negro. Desde
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Figura 15 — Estrela binaria com um componente visivel e um buraco negro.

1971, varios outros candidatos a buracos negros foram encontrados em binarios de raios-x
[108].

Uma confirmagdo mais direta da existéncia de buracos negros vem da observagao
da radiagao gravitacional. Em setembro de 2015, o LIGO mediu ondas gravitacionais
consistentes com as previsoes tedricas para a radiacao produzida pela fusao de dois buracos
negros de cerca de 36 e 29 massas solares. Desde entao, foram observados muitos outros
eventos de ondas gravitacionais que estao consoante as previsoes da relatividade geral e a

existéncia de buracos negros [108].

Embora os buracos negros tenham sido originalmente pensados como vindos do colapso
de estrelas individuais, agora ha evidéncias consideraveis de que muitas galdxias tém
buracos negros supermassivos em seu centro. Os astronomos usam o termo galdxia ativa
para descrever galaxias com caracteristicas incomuns, tal como a emissao de linha espectral

incomum e emissao de radio muito forte.

Estudos tedricos e observacionais mostraram que a atividade nesses nucleos galacticos
ativos (AGNs) pode ser explicada pela presenga de buracos negros supermassivos, que
podem ser milhoes de vezes mais massivos que os estelares. Os modelos desses AGNs
consistem em um buraco negro central que pode ser milhoes ou bilhdes de vezes mais

massivo que o Sol.

Em particular, observando os movimentos proprios das estrelas perto do centro de
nossa propria Via Lactea, pode-se deduzir que existe no centro um objeto com uma massa
de cerca de 2.6 milhdes de massas solares e um raio de no maximo 2! km, conforme a
referéncia [108]. Embora o limite superior do raio seja maior que o raio de Schwarzschild,
isso é um forte indicativo da existéncia de um buraco negro, pois ndo hé outros cenarios

plausiveis para confinar tanta massa invisivel a um volume tao pequeno [108].

Outras evidéncias diretas da existéncia de buracos negros supermassivos no centro
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das galdxias vém do Event Horizon Telescope (EHT). O EHT é um projeto de nivel
global cujo foco é estudar o horizonte de eventos ligados a buracos negros supermassivos.
Conta com cerca de 300 cientistas e uma rede de telescopios espalhados pelo planeta.
A ideia é olhar para a imagem do disco de acrecdo de um AGN e comparia-la com a
imagem substancialmente distorcida devido a lente gravitacional extrema do buraco negro,
conforme previsto pela relatividade geral. Apds a observagao de um potencial buraco
negro no centro da galdxia Messier 87 (M87) em 2017, o projeto EHT passou dois anos
analisando os dados e em 2019 divulgou uma imagem que concordava muito bem com as

previsoes tedricas da relatividade geral [108].

Figura 16 — Imagem do buraco negro no centro da galaxia M87-foto: EHT Collaboration.
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3 Buracos negros estaticos regulares na Teoria
da Relatividade Geral

O que caracteriza um buraco negro é a presenca de um horizonte de eventos [109].
Desta forma, é possivel a existéncia de solugoes sem singularidades, como os buracos negros
regulares. A primeira métrica do espago-tempo de um buraco negro regular esfericamente
simétrico data do final da década de 1960, e foi proposta por Bardeen [7]. Atualmente,
existem varias métricas diferentes de buracos negros regulares estaticos, além da de
Bardeen [7], entre as quais, podemos mencionar as que sao consideradas nos artigos
[7, 15, 10, 11, 12, 13, 14, 16].

As solugbes de buracos negros regulares e as consequéncias interessantes que delas
decorrem inspiraram outras investigagoes relacionadas com tais buracos negros, como, por
exemplo, as relativas as geodésicas [18, 19, 20, 21], efeito de lente [22, 23], termodinamica
24, 25, 26, 27, 28, 29] e modos quase-normais [30, 31, 32].

Neste capitulo, realizaremos um estudo sobre os buracos negros regulares de Bardeen,
Hayward e Frolov. Justificaremos as solugoes, estudaremos as propriedades geométricas e
analisaremos a termodinamica destes buracos negros. Além disso, apresentaremos outros

buracos negros regulares recorrentes na literatura.

3.1 Buraco negro regular de Bardeen

Os primeiros passos para a construgao de solucoes para as equagoes de Einstein
sem singularidades foram dados nos anos sessenta do século passado. Sakharov [127],
por exemplo, a partir de um estudo da formacao de estruturas num universo jovem em
expansao, mostrou que se a densidade de energia da matéria, p, e a pressao da matéria,
p, relacionam-se por p = —p, entao a aglomeragao de matéria baridonica nao produzira

divergéncia em p. Ou seja, mesmo que ocorra a aglomeragao de matéria permanece finita.

A partir do resultado de Sakharov, Bardeen [7], propds a primeira métrica de buraco
negro sem singularidade, a qual é esfericamente simétrica e difere da solu¢ao de Schwarzs-
child [2], quando escrita na mesma forma algébrica da solugao de Schwarzschild, por ter
uma massa efetiva, M (r), que depende da coordenada radial. O buraco negro de Bardeen

foi o primeiro exemplo de um buraco negro sem uma singularidade.

Décadas apds a sua publicagao, a métrica de Bardeen continua a ser investigada.
Em [103] mostra-se que o buraco negro de Bardeen tem uma origem, ou seja, pode ser

interpretado como uma solucao exata das equagoes do campo gravitacional, com uma
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fonte que corresponde a um campo eletromagnético nao-linear.

Nesta secao, analisaremos a métrica correspondente ao buraco negro de Bardeen e

analisaremos suas propriedades.

3.1.1 O espaco-tempo de Bardeen

A solugdo proposta por Bardeen [7] escrita na forma da solugdo de Schwarzschild [2]
apresenta uma massa que nao ¢ uma constante m, mas uma fungao que é designada M (r),
e depende da coordenada radial. A fungao M (r) foi escolhida de tal forma que a métrica
de Bardeen seja reduzida, nas proximidades de r» = 0, ao espago-tempo De Sitter. Com
este requisito, o espago-tempo nao apresenta singularidade em r = 0, como no caso da
solucao de Schwarzschild, e por isto, dizemos que a solugao é regular. Este é um objeto

compacto com um horizonte de eventos e sem uma singularidade [128].

Considere a métrica abaixo com simetria esférica que descreve um buraco negro estatico:

1
f(r)

tal expressao descreve a solugao de Schwarzschild, com f(r) escrito na forma

ds* = f(r)dt* — dr® — r2df* — r® sen®0d¢?, (3.1)

fr)=1——, (3.2)

r

com m a massa do buraco e negro. A solucao de Bardeen tem essa mesma forma algébrica
dada pela Eq.(3.2), a saber,

fry=1- , (3.3)

M(r) = (3.4)

(r2 + ¢2)3/2°
onde m é interpretado como o parametro de massa, enquanto g é considerado um tipo
de carga [103]. Podemos observar na Eq. (3.4) que, se r — oo, M(r) — m. Assim, muito

longe do buraco negro, a solucdo de Bardeen ¢é andloga a solu¢ao de Schwarzschild.

Para a métrica de Bardeen, o comportamento do escalar de Kretschmann é dada por

12m?
K =Rop,, R = W(qu — 4¢%* + 47¢"r* — 12¢%r% + 4r®), (3.5)

e nos limites apropriados, temos os seguintes resultados:

2

. m
ling K = 96° (3.6)



3.1. Buraco negro regular de Bardeen 75

lim K = 0. (3.7)

r—00

Neste caso, ao contrario do escalar de Kretschmann da métrica de Schwarzschild, (2.32),
o limite para » — 0, para o escalar de Kretschmann do buraco negro de Bardeen, ¢ finito.
Assim, a métrica do buraco negro de Bardeen é regular, segundo critérios que usam o

escalar de Kretschmann para estudar a regularidade ou singularidade.

Usando a métrica de Bardeen, é possivel obter as seguintes componentes do tensor de

Einstein [7]:
t T 6mq2
Gi—qr— " (3.8)
(¢ +12)?
3 2 2 2 _ 3 2

(¢2 +r2)""?
onde de acordo com Beato e Garcia [103] o termo ¢ é interpretado como carga magnética

num cenario da eletrodinamica nao-linear.

Para r — 0, podemos escrever

M(r) ~ —, (3.10)

e entao

flr)=1-Cr? (3.11)

com C' = Zq%” sendo uma constante positiva. Portanto, a solugado de Bardeen [7], para r ~ 0

¢ analoga a do espaco-tempo de De Sitter.

3.1.2 Solucdo de Bardeen

Estamos interessados em obter a solugao associada ao espago-tempo de Bardeen. Neste
sentido, analisaremos esta solug¢ao no contexto da TRG. A acao que descreve a TRG

minimamente acoplada com um campo eletromagnético nao-linear é dada por:
1
g :ﬁ/d4x\/_—gR+/d4x\/_—gL(F), (3.12)
K

onde k? = 871G /c* (com G sendo a constante gravitacional Newtoniana e ¢ sendo a
velocidade da luz), g = det(g,,) é o determinante do tensor métrico, R = g"' R, é o
escalar de curvatura, dado pela contragao do tensor de Ricci e L(F') é a Lagrangiana da

teoria eletromagnética nao-linear.

A Lagrangiana da teoria eletromagnética nao-linear L(F) [44, 103] é descrita por
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L(F) = 24v2me’ (3.13)

52
K2 (\/ % + 2q2>

A Lagrangiana é uma funcao do escalar eletromagnético nao-linear F' = F*F},, /4, onde

F,,, & o tensor de Maxwell-Faraday. Para um espago-tempo esfericamente simétrico e apenas

magneticamente carregado, a Ginica componente nao-nula de F,, é [103, 16, 129, 130]

F23 = qsen@, (314)
e o escalar I é
2
q
F=—— 3.15
27“47 ( )

onde ¢ ¢ a carga magnética.

Variando a acao (3.12) com rela¢do a métrica, encontramos:

1
R;u/ - §g;wR = HQTMB; )

(3.16)

onde o tensor de energia-momento de Bardeen (Tﬁ,) é obtido por meio da expressao abaixo
[44, 16]:

oL ..,
TP = guL(F) — op i Fua: (3.17)

Para um espaco-tempo esfericamente simétrico, temos o seguinte ansatz:

ds* = f(r)dt* — dr? — r2df* — r*sen®0d¢?. (3.18)

1
f(r)
Usando a expressao do elemento de linha dado pela Eq. (3.18), podemos especificar

matricialmente todos os elementos do tensor métrico:

(3.19)
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As tinicas componentes nao-nulas do tensor de Ricci para o caso de um objeto massivo,

estatico e esfericamente simétrico sao as componentes da diagonal principal, dadas por:

fr) () fr)f(r)

Ry = 5 + — (3.20)
_fr) ()

Ry =— 2f T rf(r) (3.21)

Rog =1— f(r) —rf'(r), (3.22)

R33 = SGHQQRQQ. (323)

Para calcular as componentes do tensor de Einstein utilizaremos a seguinte equagao:

1

G =R, — 5

Ju R (3.24)

Inicialmente, determinemos o escalar de curvatura:

R=g" Ry, = g"Roo + g" Ri1 + g°* Ras + 9% Ras. (3.25)

Substituindo as Egs. (3.19), (3.20)-(3.23) na Eq. (3.25), ap6s algumas simplificacoes,

obtemos: if of 5
LM 200 2
T T T

R=f"(r) (3.26)

Assim, a componente Gy do tensor de Einstein pode ser obtida fazendo 4 =0e v =0 na
Eq. (3.24):

1
Goo = Roo — 59003- (3.27)

Substituindo as Eqgs.(3.19), (3.20) e (3.26) na Eq. (3.27), obtemos:

= OO 11

+ .
r2 r2

(3.28)

Da mesma forma, é possivel calcular as outras componentes nao-nulas do tensor de Einstein:

Cr 11
G = rfr) 2 f) + 2 (3.29)
Goo = 12 F7(r) + 7 /(). (3.30)

2
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As componentes (0,0) e (2,2) do tensor de energia-momento de Bardeen (7)), séo

dadas, respectivamente, por:

T 6maq?
TS :féz) ((ﬂ . (]‘12)5/2> , (3.31)

1 <_ 3maq*r? (2¢® — 37“2)>

B —
T22 _/432 (q2 + 742)7/2

(3.32)

Substituindo as Eqs. (3.28)-(3.32) na Eq. (3.16), obtemos as seguintes equagoes diferenciais

f! f 1 6mg?
_i_m_(;”)Jrﬂ_@h:”;i)mzo, (3.33)

3 2,.2 2 2 2
mq°r® (2¢° — 3r?) _o (3.34)
(g2 +72)""?

S+ rf () +

Multiplicando a Eq. (3.33) por 7% e a Eq. (3.34) por 2, somando os resultados, conseguimos:

6mq*r? (2¢* — 3r?) 6magr?
/ 2 e _
1- f(?") + Tf (T) +r f (T) + (q2 + 7“2)7/2 - (q2 N 7’2)5/2 = 0. (335)

Resolvendo a equacgao diferencial acima, obtemos:

2mr?

C
e+ 4+ G, (3.36)
(g% + r?) / r

£r) =1

onde podemos adotar C; = 0 e Cy = 0. Assim, simplificando e substituindo a Eq. (3.36)

na Eq. (3.18), finalmente obtemos a solugdo para o buraco negro regular de Bardeen:

2mir? 2mr? 7
ds?= (1— —""" Va2 (1- —"" ) @ 2492 — 2 sen?dg?. (3.37)
(¢2 +r2)*? (¢2 +r2)*?

Note que, se ¢ = 0, reobtemos a métrica singular de Schwarzschild dado pela Eq. (2.30).

3.1.3 Termodinamica do buraco negro

Nesta se¢ao, estudaremos a termodinamica do buraco negro de Bardeen, examinando
o comportamento da massa, da temperatura Hawking e da capacidade térmica em funcao

da entropia.
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Massa do buraco negro

Seja 7, o raio do horizonte, assim temos que f(r,) = 0, onde f(r) é a componente gy
da Eq. (3.37). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro em termos de rj, através

da seguinte equacao:

2 2)3/2
m = W (3.38)
h

que ¢ a massa do buraco negro de Bardeen escrita em termos do raio do horizonte. Fazendo
q = 0, recobramos a massa do buraco negro de Schwarzschild.
Podemos escrever o parametro de massa em funcao da entropia como
3/2
T (q2 + %) (3.30)
m = ———————. .
25

Na Fig. 17, representamos o comportamento do pardametro de massa em funcao da

entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes.

— =0 g=0.5 g=1 — =2

Figura 17 — Massa do buraco negro de Bardeen em fungao da entropia m(S) para diferentes
valores de q.

Observe que, para o buraco negro de Schwarzschild, (¢ = 0), o pardmetro de massa
apresenta apenas valores positivos para valores positivos de entropia, S. Se consideramos
o buraco negro de Bardeen, é possivel notar que o parametro de massa também apresenta

valores positivos para valores positivos de entropia, S.

Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para o buraco negro de Bardeen pode ser calculada usando

a seguinte expressao:
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(3.40)

com " denotando a derivada com respeito a coordenada radial. Hawking mostrou que o
buraco negro emite radiagao e sua temperatura correspondente, temperatura Hawking,

para o espago-tempo estaciondrio, é dado por [64]:

T, =—. (3.41)

Para o espaco-tempo de vacuo com simetria esférica, a primeira lei da termodindmica

diz que:

dm

(3.42)

com m e S representando a energia total e entropia do sistema, respectivamente, e T
sendo a temperatura do buraco negro prevista na primeira lei. Considerando a lei da area
dado pela Eq. (2.64), a primeira lei da termodindmica nao fornece uma forma correta de

calcular a temperatura de buracos negros regulares [131, 132].

Assim, a temperatura Hawking, T}, e T, para o buraco negro de Bardeen, obtidas
através das equagoes Egs. (3.41) e (3.42), respectivamente, nao sdo equivalentes, ou seja, a
primeira lei, dada pela Eq. (3.42), ndo é apropriada para calcular a temperatura correta

para buracos negros regulares, uma vez que, tais buracos negros nao sao solucoes de vacuo.

Usando a Eq. (3.41) com & dado por (3.40), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, =T, para o buraco negro de Bardeen, da seguinte forma:

T 2¢> —r?

_ ) 3.43
drqPry, + 4mry ( )

Substituindo 7, = (2)"/2 na Eq. (3.43), obtemos a expressdo da temperatura Hawking

em funcao da entropia para o buraco negro regular de Bardeen:

S —27q?

S NAVE i 1)

(3.44)

Na Fig. 18, representamos o comportamento do pardmetro de temperatura, 7', em
funcao da entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes. Nota-se que para o espaco-
tempo de Schwarzschild (¢ = 0) o pardmetro de temperatura s apresenta valores positivos
para S > 0. Quando consideramos o espaco-tempo de Bardeen, ja é possivel notar que
o parametro de temperatura apresentara valores positivos e negativos dependendo dos

parametros do buraco negro.
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Figura 18 — Temperatura do buraco negro de Bardeen em funcao da entropia T'(.S) para
diferentes valores de q.

Capacidade térmica

A capacidade térmica fornece dados sobre a estabilidade termodinamica de um sistema.

Podemos estimar a capacidade térmica do buraco negro de Bardeen a partir da expressao:

-1
C = Tgi =T (gg) . (3.45)

Substituindo a Eq. (3.44) na Eq. (3.45), encontramos a seguinte expressiao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:

_25(2n¢* = S) (m¢® + 5)
2m2qt + Trg?S — S?

C = (3.46)

O comportamento da capacidade térmica em fungiao da entropia, para diferentes valores
de ¢, é dado na Fig. 19. Para ¢ = 0, a Eq. (3.46) reduz-se a C' = —25, como esperado para
o caso do espago-tempo de Schwarzschild. Neste caso, a capacidade térmica é negativa

para S > 0, indicando um sistema termodinamico instavel.

Quando consideramos o espago-tempo de Bardeen, existem valores da entropia para os
quais a capacidade térmica adquire valores positivos. Isto significa que o buraco negro de

Bardeen pode ser instavel ou estavel a depender dos valores de entropia considerados.

3.2 Buraco negro regular de Hayward

A métrica do buraco negro de Hayward [17] é estédtica, ndo carregada e esfericamente

simétrica. Foi proposta em 2005 por Sean Alan Hayward. Vale ressaltar que esta métrica se
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— q=0 g=0.5 q=1 — qg=2

500 -

" L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 S
\5(;1\ 100 150 200 250

-500 - \

-1000 -

Figura 19 — Capacidade térmica do buraco negro de Bardeen em fungao da entropia C(.S)
para diferentes valores de gq.

torna um espaco-tempo de De Sitter nas vizinhancas de r = 0, logo, ndo ha singularidade

em r = 0. Além disso, a medida que r — oo, ela tende a métrica de Minkowski.

Originalmente, a métrica do buraco negro de Hayward foi obtida a partir das equagoes
de Einstein modificadas, sendo que o parametro que aparece na solucao esta relacionado
com o nivel de energia na regiao préxima do horizonte do buraco negro [17], que pode ser
interpretado como uma constante a atuar neste espaco-tempo. Por outro lado, a solugao do
buraco negro de Hayward também pode ser obtida no contexto da teoria da relatividade
geral acoplada a eletrodindmica nao-linear [10, 11], caso em que o pardmetro mencionado

jd nao é uma constante universal, mas uma carga magnética.

Nesta secao, analisaremos a métrica correspondente ao buraco negro de Hayward e

analisaremos suas propriedades.

3.2.1 O espaco-tempo de Hayward

A métrica do buraco negro nao-singular (regular) obtida por Hayward [17] é dada por

ds* = f(r)dt* — f(r) " 'dr® — r2dQ?, (3.47)
onde d2? = df? + sen?0dp?. A funcao f(r) é dada por

2mr?

fr)=1- B okm (3.48)

com [ e m sendo contantes positivas. Além disso, podemos observar a regularidade da

métrica de Hayward calculando o escalar de Kretschmann, dado por:
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K = Ropu RO
_A8mA(r'? — 4rq® + 18r%¢° — 213¢” 4 2¢'?) (3.49)
B (7,3 4 q3)6 )

No limite r — 0, obtemos

lim K — lim 48m?2(r'? — 4r%q3 + 18r%¢5 — 2r3¢° + 2¢'?)
r—0 r—0 (r3 + q3)6
96m?
p— q6 .

(3.50)

Entao, pelos critérios adotados quando usamos o escalar de Kretschmann para analisar

a existéncia de singularidades, a métrica de Hayward é regular na vizinhanca de r = 0.

Usando a métrica dada pela Eq. (3.47), podemos obter as seguintes componentes do

tensor de Einstein [17]:

120?m?

Gtt - Grr - (7"3 + q3)27 (351)
24(r3 — IPm)*m?
06 _ o _
G =G = ——a oy (3.52)
onde
¢ = 20%m, (3.53)

que através das equagoes de Einstein, sdo proporcionais ao tensor de energia-momento da

fonte.

Na solugao de Hayward, a funcao f(r) pode também ser escrita como:

fr)=1- 2M(T), (3.54)

r

onde

TI’L’I“3

M(T):W7

(3.55)

é uma espécie de massa efetiva do buraco negro, que ¢ funcdo da coordenada radial e ¢ é
dado pela Eq. (3.53). Podemos observar que, se r — oo, M(r) — m. Assim, muito longe

do buraco negro, a solucdo de Hayward é analoga a solucao de Schwarzschild.

Para r — 0, podemos escrever
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mr
M(r) =~ . (3.56)

e entao
f(r)y=~1-Cr? (3.57)

com C' = zq—? sendo uma constante positiva. Observe que a métrica do espago-tempo com
f(r) dado pela Eq. (3.57) é similar ao espago-tempo de De Sitter. Assim, o buraco negro
de Hayward tem um ntcleo interno com comportamento semelhante a métrica de De Sitter

[17].

3.2.2 Solucdo de Hayward

Estamos interessados em obter a solugdo que descreve o espaco-tempo de Hayward.

Neste sentido, analisaremos esta solugao no contexto da TRG.

A acgado que descreve a TRG minimamente acoplada com um campo eletromagnético

nao-linear é dada por:

5—222 [t y=gR+ [ e ygL(F), (3.58)

onde k? = 87G/c*, g = det(gu,) é o determinante do tensor métrico, R = ¢g"'R,,, é o
escalar de curvatura, dado pela contragao do tensor de Ricci e L(F) é a Lagrangiana da

teoria eletromagnética nao-linear.

A Lagrangiana da teoria eletromagnética nao-linear L(F') [16, 26, 133, 134, 135],

associada com o espago-tempo de Hayward [17], é descrito por,

6 (202F)2

L(F) = 2]2 1+ (QZQF)%P'

(3.59)

A Lagrangiana ¢ uma fungao nao-linear do escalar eletromagnético F' = F*"F,,,, onde F),,
é o tensor de Maxwell-Faraday. Para um espaco-tempo esfericamente simétrico e apenas

magneticamente carregado, a inica componente nao-nula de £, é [16]

Fy3 = gsen, (3.60)

e o escalar F' é
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s _ 2¢°
F=2F3F" =—F, (3.61)
r
onde ¢ é a carga magnética. Na Eq. (3.59), [ é o parametro de Hayward, cujo valor, em
principio, estd restrito ao intervalo 0 < | < co. E importante notar que, no seu trabalho
original, Hayward considerou este parametro da ordem do comprimento de Planck, e foi

entdo relacionado com uma carga magnética através da definigao [16, 26, 133, 134, 135]

I3l am2l
=V = me (3.62)

2

Aqui, 7y = 2GM/c? = 2m é o raio cldssico de Schwarzschild, M é a massa-energia
gravitacional do sistema e m é a massa geométrica. Portanto, a condi¢ao requerida ¢ > 0

corresponde a solu¢ao do buraco negro com [ > 0.

Assim, substituindo a Eq. (3.62) na Eq. (3.61), obtemos:

3/p4]2 3 212/3
po VP VR (3.63)

24 r4 ’

e assim, apesar das poténcias fraciondrias de F' no Lagrangiano (3.59), a teoria estd bem

definida.

Portanto, variando a acdo (3.58) com respeito a métrica, encontramos

1

Ry = 9l = KT (3.64)

pv

onde o tensor de energia-momento de Hayward (Tﬁ) ¢ obtido por meio da expressao
abaixo [16]:

oL
FOF,,. (3.65)

1
Tjﬁ = —guL(F)— 287 |

2
As componentes (0,0) e (2,2) do tensor de energia-momento de Hayward (7}1) é dado

por:

2 1\3/2 2, 2
T — ML(F) _ 6f(r) (20°F) _ f(r)y 12I*m (3.66)

2 9422 [(QZQF)3/4 + 1}2 K2 (2l2m+r3)2'
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1 oL _
ng 25922[/(1’7) — Za—FF2 Ey,,
2 6 (2BF)%? 2q¢° 18v/2V/Fl
2 R[4 PF)3A? 2 2 (2343432 4 1) (3.67)

_24PmAr? (r® — IPm)

K2 (21°m + 7"3)3

Substituindo as Eqgs. (3.66)-(3.67) na Eq. (3.64), obtemos as seguintes equagoes diferenciais

1 fir)  flr) 121*m? — 0, (3.68)

r? r r2 (212m + r3)2

241°m*r? (r® — *m)

12// !
2L ) -

: = 0. (3.69)

Multiplicando a Eq. (3.68) por 7% e a Eq. (3.69) por 2, somando os resultados, obtemos:

1202m?2r? 4812m?2r? (r3 — I’m)

1—a— f(r)+rf'(r)+r2f"(r) — - =0. 3.70

F) ) 420 = i e - e s (3.70)
Resolvendo a equacao diferencial acima, encontramos:
4l2m2 Cl

=14+——+—+4+C 3.71

f(r) + 212mr + r# + r +ean (3:71)

onde podemos adotar C; = —2m e Cy = 0. Dessa forma, finalmente obtemos a solugao de

Hayward:

2mr? omr2 \ 7!
2 2 2 2102 2. 2919
ds” = (1 Rt 2l2m> dt” = <1 BRI 2l2m> dré —r'df” — ' sen’dg”.  (3.72)

Se fizermos | = 0 na Eq. (3.72), recobramos a solugao de Schwarzschild (2.30).

3.2.3 Termodinamica do buraco negro

A seguir, estudaremos a termodinamica do buraco negro de Hayward, analisando o
comportamento da massa, da temperatura Hawking e da capacidade térmica em fungao

da entropia.

Massa do buraco negro

Seja 1, o raio do horizonte, assim temos que f(ry) = 0, onde f(r) é a componente gy
da Eq. (3.72). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro, em termos de ry,, através

da seguinte equacao:
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S (3.73)
S 2(rp -2y '

que ¢ a massa do buraco negro de Hayward escrita em termos do raio do horizonte. Fazendo

[ = 0, recobramos a massa do buraco negro de Schwarzschild.

— I=0 1=0.5 =1 — 1=2

_2}

_4}

—6}

Figura 20 — Massa do buraco negro de Hayward em fungao da entropia m(.S) para diferentes
valores de [.

Podemos escrever o parametro de massa em funcao da entropia como

53/2
VT (2ml2 —28)

Na Fig. 20, representamos o comportamento do parametro de massa em funcao da

m= —

(3.74)

entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes.

Note que, para o buraco negro de Schwarzschild, (I = 0), o pardmetro de massa
apresenta apenas valores positivos para valores positivos de entropia, S. Se consideramos
o buraco negro de Hayward (I > 0), é possivel perceber que o pardmetro de massa tem

valores positivos e negativos dependendo dos valores de entropia escolhidos.

E importante salientar que, ao aumentarmos o parametro [, modificamos o ponto de

transicao de fase do buraco negro de Hayward.

Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para o buraco negro de Hayward pode ser calculada usando

a seguinte expressao:

(3.75)
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Figura 21 — Temperatura do buraco negro de Hayward em funcao da entropia 7'(S) para
diferentes valores de .

com ' denotando a derivada com respeito a coordenada radial. A temperatura Hawking,

para o espago-tempo estaciondrio, ¢ dado por [64]:

T, = (3.76)

2

Usando a Eq. (3.76) com k dado por (3.75), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, =T, para o buraco negro de Hayward:

T%L — 32

T =
47r3

(3.77)
Substituindo 7, = (%)1/ 2 na Eq. (3.77), obtemos a expressio da temperatura Hawking

em funcao da entropia para o buraco negro de Hayward:

S — 3nl?

Na Fig. 21, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em
funcao da entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes. Observe que, para o
espago-tempo de Schwarzschild (I = 0), o parAmetro de temperatura sé apresenta valores
positivos para S > 0. Quando consideramos o espago-tempo de Hayward (I > 0), ja é
possivel notar que, o parametro de temperatura apresentard valores positivos e negativos

dependendo dos valores de entropia escolhidos.

Capacidade térmica

Podemos calcular a capacidade térmica do buraco negro de Hayward a partir da

seguinte expressao:
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Figura 22 — Capacidade térmica do buraco negro de Hayward em funcao da entropia C(S)
para diferentes valores de [.

-1
C = Tg; =T <g§> . (3.79)

Substituindo a Eq. (3.78) na Eq. (3.79), encontramos a seguinte expressao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:

25(S — 3nl?)

¢= S — 92

(3.80)

O comportamento da capacidade térmica em funcao da entropia, para diferentes valores
de [, é dado na Fig. 22. Para [ = 0, a Eq. (3.80) reduz-se a C' = —25, como esperado para
o caso do espago-tempo de Schwarzschild. Neste caso, a capacidade térmica é negativa

para S > 0, indicando um sistema termodinamico instavel.

Quando consideramos o espago-tempo de Hayward (I > 0), existem valores da entropia
para os quais a capacidade térmica adquire valores positivos ou negativos. Isto significa
que o buraco negro de Hayward pode ser instavel ou estavel a depender dos valores de

entropia considerados.

3.3 Buraco negro regular de Frolov

Uma generalizagao bem conhecida do buraco negro de Hayward, com a mesma motivagao
teodrica inspirada na gravidade quantica e com um parametro de carga adicional, foi proposta
por Valeri P. Frolov [15]. Nesta secdo, analisaremos a métrica correspondente ao buraco

negro de Frolov e analisaremos suas propriedades.
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3.3.1 O espaco-tempo de Frolov

A métrica do buraco negro nao-singular (regular) obtida por Frolov [15] é dada por

ds* = f(r)dt* — f(r) ‘dr® — r?dQ?, (3.81)
onde dQ? = df? + sen®0d¢p*. A fungao f(r) ¢ dada por

r? (2mr — Q%)

fry=1- 2 (2mr + Q%) +r*’

(3.82)

onde o parametro de carga adicional () caracteriza um cabelo especifico do buraco negro e
satisfaz 0 < () < 1; e o comprimento abaixo do qual os efeitos da gravidade quantica se
tornam importantes satisfaz [ < y/16/27 como no buraco negro de Hayward. Em principio,
() admite uma interpretacao em termos de carga elétrica medida por um observador
situado no infinito, onde a métrica é assintoticamente plana [58]. No limite [ — 0, esta

métrica reproduz a métrica de Reissner-Nordstrom [3, 4].

Além disso, podemos observar a regularidade da métrica de Frolov calculando o escalar

de Kretschmann, dado por:

K = Ropu RO
1922m2Q?r™ (1512m + 2r3)
(12 (2mr + Q2) + r4)°
8Q*r'0 (7Q? — 12mr) 241812
(12 (2mr + Q) +rH® (12 (2mr + Q?) +14)°
328mQ%r (Tmr + Q%) 320°mQ?r® (961*m* + 19Q°)

(12 (2mr + Q2) +r4)° (12 2mr + Q2) + r4)° (3.83)
8016Q%r (2412m* — Q5)  161*Q%*r® (37Q° — 12012m*)
(12 (2mr + Q2) +1r4)° (12 (2mr + Q2) + rH)°

1602mQ*r™ (761*m? + 131%mr® — 34r9)
- (12 (2mr + Q2) 4 r4)°
N 1612Q%r3 (815m3 + 381*m?2r® — 801*mrS — 17r7%)
(12 (2mr + Q2) +r4)° '

No limite » — 0, obtemos

) 24

ll_r%K =7 (3.84)
No limite r — oo, obtemos

lim K = 0. (3.85)

r—00
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O fato de que o escalar de Kretschmann ¢ finito nas vizinhangas de r = 0, confirma a

regularidade da solucao, conforme os critérios ja discutidos.

Usando a métrica dada pela Eq. (3.82), podemos obter as seguintes componentes do

tensor de Einstein:

12 (12m%r? 4+ 4mQ*r — 3Q") + Q*r!

t __ ro__
Gi=Gr= (12 (2mr + Q%) + r4)? 7 (3.86)
GP =GP = 2412m?2r3 (I*°m — r3) 612Q% (Im + 2r3)
@ Emr+ Q)+’ (12 (2mr + Q2) + 1) (3.87)

B Q* (I* (3Q* — 28m?*r?) + 6I*mr® + r®)
(12 (2mr + Q2) +r1)°

)

que através das equagoes de Einstein, sao proporcionais ao tensor de energia-momento da

fonte.

3.3.2 Termodinamica do buraco negro

A seguir, estudaremos a termodindmica do buraco negro de Frolov, examinando o
comportamento da massa, da temperatura Hawking e da capacidade térmica em funcao

da entropia.

Massa do buraco negro

Seja 7, o raio do horizonte, assim temos que f(r,) = 0, onde f(r) é a componente gy
da Eq. (3.81). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro, em termos de rp,, através

da seguinte equacao:

L QFrr 4+ 1PQ?
2 (ry — 12rp)

(3.88)

que ¢ a massa do buraco negro de Frolov escrita em termos do raio do horizonte. Fazendo
@ = 0, recobramos a massa do buraco negro de Hayward (3.73). Fazendo | = 0, recobramos
a massa do buraco negro de Reissner-Nordstrom (2.132). Fazendo | = @ = 0, recobramos

a massa do buraco negro de Schwarzschild (2.62).

Podemos escrever o parametro de massa em funcao da entropia como

()@~ S (@ + 5)
o0/TVS (2 —8)

(3.89)

Na Fig. 23, representamos o comportamento do pardametro de massa em funcao da

entropia do buraco negro, S, em diferentes situacoes.



92 Capitulo 8. Buracos negros estdticos regulares na Teoria da Relatividade Geral

Q=0.05

] ! T = . s P —— T 4 S

, 15 20

— 0.6

I 0.4
20 - 0.2 —
| _02f 027064 06 08 10
-0.4
-0.6

— 1=0 1=0.5 =1 — =2

Figura 23 — Massa do buraco negro de Frolov em fungao da entropia m(S) para diferentes
valores de [ e Q = 0.05.

Note que, para o buraco negro de Reissner-Nordstrom, (I = 0), o pardmetro de massa
apresenta apenas valores positivos para valores positivos de entropia, S. Se consideramos
o buraco negro de Frolov, é possivel notar que o parametro de massa tem valores positivos

e negativos dependendo dos parametros do buraco negro.

Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para o buraco negro de Frolov pode ser calculada usando a

seguinte expressao:

(3.90)

com " denotando a derivada com respeito a coordenada radial. A temperatura Hawking,

para o espago-tempo estaciondrio, é dado por [64]:

T, = (3.91)

Usando a Eq. (3.91) com & dado por (3.90), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, =T, para o buraco negro de Frolov:

—Tﬁ (312 + Q%) — 41”Q%*r: + 18 + 1*Q?

T =
4 (ri 4 212Q2)

(3.92)

Substituindo 7, = (£)1/? na Eq. (3.92), obtemos a expressdo da temperatura Hawking

em funcao da entropia para o buraco negro de Frolov:
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Figura 24 — Temperatura do buraco negro de Frolov em funcao da entropia 7'(S) para
diferentes valores de [ e Q) = 0.05.

_ mPQ* — S (4nQ* + 35) + 5% (S — mQ?)
B 44/ S3/2 (27212Q% + S?)

T . (3.93)

Na Fig. 24, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em

funcao da entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes.

Nota-se que, para o espago-tempo de Reissner-Nordstrom (I = 0), o pardmetro de
temperatura apresenta valores positivos e negativos para S > 0. Quando consideramos
o espaco-tempo de Frolov, também ¢é possivel notar que o parametro de temperatura

apresentara valores positivos e negativos dependendo dos parametros do buraco negro.

Capacidade térmica

Podemos calcular a capacidade térmica do buraco negro de Frolov a partir da seguinte

expressao:

c—12 _p <8T> h . (3.94)

Substituindo a Eq. (3.93) na Eq. (3.94), encontramos a seguinte expressao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:

B 25 (27212Q? 4+ S?) (731 Q* — wl2S (47 Q? + 35) + S% (S — 7Q?))
6mo15Q* + m314Q2%S (135S — 8wQ2) + w252 (2m2Q* — 267Q2S — 952) + 54 (S — 37Q?)
(3.95)

C:

O comportamento da capacidade térmica em funcdo da entropia, para diferentes valores
de [, é dado na Fig. 25.
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Figura 25 — Capacidade térmica do buraco negro de Frolov em fungao da entropia C'(.S)
para diferentes valores de [ e @) = 0.05.

Para [ = 0 a Eq. (3.95) reduz-se a Eq. (2.136), como esperado para o caso do espago-

tempo de Reissner-Nordstrom.

Quando consideramos o espaco-tempo de Frolov, existem valores da entropia para os
quais a capacidade térmica adquire valores positivos. Isto significa que o buraco negro de

Frolov pode ser instavel ou estavel a depender dos valores de entropia considerados.

3.4 Qutros buracos negros regulares

A seguir, apresentaremos sucintamente alguns outros buracos negros regulares bastante

frequentes na literatura.

3.4.1 Buraco negro de De Sitter-Schwarzschild (Buraco negro de Dymnikova)

Irina G. Dymnikova é uma fisica relativista que propos em 1991 uma solucao para
um buraco negro nao-singular de vdcuo [8]. Assim, a métrica do buraco negro regular de

Dymnikova é dada por [8]:

ds* = f(r)dt* — f(r) 'dr® — r*d?, (3.96)

onde a funcao métrica f(r) é dada por

Fr)y=1- , (3.97)

com

Ry(r) =g [1 — exp (—Zz)] : (3.98)
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e
2r2Gm
3 =rdr, = Ocz : (3.99)
O parametro rq esta conectado com gq pela relacao de De Sitter
3c?
2
ry = : 3.100
0 87TG€0 ( )

Das equagoes de Einstein é possivel derivar as componentes do tensor de energia-

momento para o buraco negro de Dymnikova [136]:

3
T0 = T' = ggexp (—Z); (3.101)
ToTg
3r3 r3
T2=T2= 1— — —— . 3.102
perit=a (1o g oo () 3102

As Eqgs. (3.96)-(3.98) representa a solucao exata, esfericamente simétrica, das equagoes
de Einstein que, para r > r,, coincide praticamente com a solugdo de Schwarzschild e,

para r < r,, se comporta como a solucao de Sitter.

3.4.2 Buraco negro regular de Einstein-Bronnikov magneticamente carregado

As teorias da Eletrodinamica nao-linear sao extensoes bem motivadas da Lagrangiana
de Maxwell no regime de alta intensidade [137], e aparecem no limite de baixa energia
de vérias teorias bem conhecidas, incluindo a eletrodinamica de Born-Infeld [85], bem
como vérias construgoes supersimétricas ou de cordas [138, 139, 140, 141]. Outra classe
importante de buracos negros regulares surge no contexto da relatividade geral acoplada a

eletrodindmica nao-linear de Bronnikov, onde a Lagrangiana desta ultima é dada por [16]:

L(U) = E,, F* cosh™[a(F,zF*? /2)1/4). (3.103)

A gravidade de Einstein-Bronnikov admite buracos negros regulares apenas se estes
tiverem carga magnética e nao-elétrica, ou seja, escolhendo uma configuracao puramente

magnética para o campo de gauge:

A, = g cos (9(52’, (3.104)

onde ¢,, ¢ a carga magnética. Neste caso, a singularidade central é removida se o parametro

a = ¢/ /m diferir de zero.

Assim, a métrica do buraco negro nao-singular (regular) de Einstein-Bronnikov magne-

ticamente carregado é dada por [16]:
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ds* = f(r)dt* — f(r) " 'dr® — r2dQ?, (3.105)

onde a funcao métrica f(r) é dada por

fr)y=1- 2m (1 — tanh fﬂ) . (3.106)

r mr

3.4.3 Buraco negro regular de Ghosh-Culetu-Simpson-Visser (Eletrodindmica
ndo-linear)

O buraco negro regular de Ghosh-Culetu-Simpson-Visser foi introduzido em [142, 96,
143], como um toy model de um buraco negro regular no sentido de Bardeen, onde o ntcleo
¢é assintoticamente Minkowski em vez de De Sitter: dito de outra forma, a densidade de
energia e a pressao associadas assintam a zero em vez de um valor final determinado pela

constante cosmologica efetiva do caso de De Sitter.

Embora o buraco negro regular de Ghosh-Culetu-Simpson-Visser seja introduzido de
uma forma puramente fenomenoldgica, Simpson e Visser argumentaram em [143] que este
espago-tempo é matematicamente interessante devido a sua tratabilidade (os tensores de
curvatura e invariantes assumem formas muito mais simples do que as dos buracos negros
de Bardeen, Hayward e Frolov), e fisicamente interessante devido ao seu nicleo assintético

de Minkowski nao-padrao.

Assim, a métrica do buraco negro regular de Ghosh-Culetu-Simpson-Visser é dada por
[142, 96, 143]:

ds* = f(r)dt* — f(r) 'dr® — r*dQ?, (3.107)
onde a fun¢do métrica f(r) é dada por

2 —g%/2mr
foy=1-""""" (3.108)

r

Como mostrado em [144, 145] (e que sera discutido posteriormente no capitulo 8 desta
tese), o espago-tempo descrito pela Eq. (3.108) pode ser obtido no contexto da relatividade
geral acoplada a uma fonte proveniente da eletrodinamica nao-linear, com ¢ associado a

carga da eletrodinamica nao-linear.

3.4.4 Buraco negro regular de Kazakov-Solodukhin

O buraco negro de Kazakov-Solodukhin surge num modelo inspirado em cordas, onde

as flutuagoes quanticas da métrica esfericamente simétrica e dos campos de matéria sao
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governadas pela agao 2D dilaton-gravity [146]. O buraco negro de Kazakov-Solodukhin
constitui, entao, um exemplo bem motivado de deformacao quéantica de um buraco negro

de Schwarzschild.

Assim, a métrica do buraco negro regular de Kazakov-Solodukhin é dada por [146]:

ds* = f(r)dt* — f(r)"tdr* — r?dQ?, (3.109)

onde a func¢ao métrica f(r) é dada por

2m r2 —[2

fr)y=—"24 ¥ =0 (3.110)

T T

O parametro de cabelo [ > 0 define a escala na qual as deformacoes quéanticas do buraco
negro de Schwarzschild deslocam a singularidade central para um raio finito, e caracteriza
um cabelo universal. Em termos fisicos, o que efetivamente ocorre ¢é a singularidade ser
espalhada por uma esfera bidimensional de 4rea 47l?. Embora se espere que [ seja da
ordem do comprimento de Planck, numa abordagem fenomenoldgica ele pode, em principio,

assumir qualquer valor positivo, como feito, por exemplo, em [147].

3.4.5 Buraco negro regular de Simpson-Visser e buraco de minhoca atraves-

savel

Consideraremos agora uma métrica que engloba tanto um buraco negro regular como
um regime de buraco de minhoca atravessavel. Um buraco de minhoca é uma estrutura
espago-temporal (tipicamente semelhante a um tinel) com uma topologia nao-trivial, que
pode conectar duas regides distantes do mesmo Universo ou dois Universos diferentes (ver,

por exemplo, [148] para uma revisao dos buracos de minhocas astrofisicos).

Geralmente, o conteiido de campo necessario para sustentar a geometria do buraco
de minhoca requer uma violagao da condigdo de energia nula [149, 150], seja na forma de
matéria exotica ou de uma modificacdo da gravidade de Einstein. As configuragoes mais
simples de buraco de minhoca apresentam duas “bocas” conectadas por uma “garganta”,

mas estruturas mais complexas sdo possiveis.

Em [151], Simpson-Visser propds uma extensao de um pardmetro do espago-tempo
de Schwarzschild que faz a interpolacao entre este ultimo e um buraco de minhoca
atravessavel, enquanto passa por uma geometria de um buraco negro regular. O espaco-

tempo de Simpson-Visser é descrito pelas seguintes funcoes métricas:

ds®> = f(r)dt* — f(r)"tdr* — C(r)?d2?, (3.111)

onde as fungoes métricas f(r) e C(r) sao dadas por
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fr)y=1- I (3.112)

C(r)=r*+d> (3.113)

onde o novo parametro deve satisfazer a > 0, e caracteriza um cabelo especifico. Para
a =0, a Eq. (3.112) reduz-se ao espago-tempo de Schwarzschild. Por outro lado, para
0 < a < 2m, a métrica descreve o espago-tempo de um buraco negro regular com uma
garganta tipo-espago unidirecional. Para a = 2m, o espaco-tempo corresponde ao de um
buraco de minhoca unidirecional com uma garganta extremal nula. Finalmente, para
a > 2m, a Eq. (3.112) descreve um buraco de minhoca atravessavel com uma garganta
tipo-tempo bidirecional. Notamos também que, quando m = 0, a equagao (3.112) reduz-
se a métrica do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov [152, 153]. O espago-tempo de

Simpson-Visser e as suas extensoes tém sido objeto de grande atencao.
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4 Nuvem e fluido de cordas na Teoria da Re-

latividade Geral

A formulacao de teorias baseadas em cordas parte do pressuposto de que a descricao da
natureza ¢ melhor compreendida em termos de objetos com extensao, e unidimensionais,
as chamadas cordas, ao invés de objetos pontuais, as particulas. No cenério de cordas,
as cordas cosmicas sao conhecidas como defeitos topologicos unidimensionais previstas
em teorias de campo. Estes teriam surgido como resultado de um processo de quebra

espontanea de simetria devido as transi¢oes de fase ocorridas no universo primitivo.

Atualmente, sabe-se que a possivel existéncia de cordas no universo é um fato que esté
em consonancia com as observagdes cosmologicas. Dessa forma, é importante estudar a
influéncia de nuvem de cordas como fonte de campo gravitacional em escalas astrofisica e
cosmoldgica e, por conseguinte, analisar as solugoes de buracos negros rodeados por nuvem
de cordas [124].

Com base nessas ideias, na década de 1970, Patricio Letelier introduziu um modelo
invariante de gauge construido a partir de nuvem de cordas e obteve uma série de solugoes
das equacgoes de Einstein correspondentes a um espago-tempo com simetria plana, cilindrica
e esférica [36]. Neste ultimo caso, ele obteve a soluc¢do correspondente a um buraco negro
estatico, esfericamente simétrico, imerso numa nuvem de cordas, que nada mais é do que
uma generalizacao do espaco-tempo de Schwarzschild, com um déficit de angulo sélido
[154].

Mais tarde, Letelier estendeu o modelo de nuvem de cordas, ao considerar a pressao
exercida pelas cordas [107], o que corresponde a um cenério com fluido de cordas. Neste
caso, foi obtida a solucao das equagoes de Einstein com simetria esférica para o fluido de

cordas.

E importante destacar que diversos estudos tém sido desenvolvidos no que tange a
estas fontes (nuvem de cordas e fluido de cordas), no contexto da TRG [58]. Sendo assim,
neste capitulo, discorreremos sobre o modelo de nuvem de cordas e fluido de cordas,
dada a fundamental importancia desses possiveis objetos astrofisicos na gravitagao e na

cosmologia.

4.1 Modelo de nuvem de cordas

O estudo das solucoes das equagoes de Einstein considerando como fonte uma nuvem

de cordas foi iniciado por Letelier [36], que apresentou as justificativas que seguem, para a
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obtenc¢ao das solugoes, neste cenario.
(i) cordas relativisticas podem ser usadas para construir bons modelos para as interagoes;
(ii) a possibilidade de se considerar o universo como descrito por uma cole¢ao de objetos

com extensao, e, portanto, ndo pontuais, ao invés de objetos pontuais (particulas).

4.1.1 Nuvem de cordas

Uma corda infinitesimalmente fina em movimento traga uma “superficie de mundo”, X,

que pode ser descrita pela equagao

o =2\, A=0,1. (4.1)

A0 e \! sdo, respectivamente, pardmetros tipo-tempo e tipo-espaco. A métrica induzida

nessa superficie, 745, € dada por:

ox* Ox”

YAB = g‘“’Waﬁ' (4.2)

A superficie de mundo da corda pode ser descrita por um bivetor, X, anti-simétrico,

tal que:
ozt dx¥
Y — b 4.3
ON® ON’ (43)
onde € ¢ o simbolo de Levi-Civita bidimensional com €' = —¢!% = 1.
A agao de Nambu-Goto, que descreve a nuvem de cordas, S¢g, é dado por [36]:
Ses = / d'z /=g Los = / (=) /2 MdNdN, (4.4)
onde v = det y4p. A Lagrangiana Lcg [36] é dada por:
1 1/2
LCS = M\/ - = M (_2EMVZMV) ) (45)

sendo M uma constante adimensional que caracteriza cada corda. O tensor de energia-

momento associado a corda é

8LCS

T =9
o
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que pode ser escrito na forma

M
vo__ ) v

Pode-se verificar que o tensor de energia-momento associado a uma corda é proporcional
ao bivetor X*”. Assim, podemos entendé-lo como uma “area” gerada pela superficie de
mundo da corda e que, ponderada por uma densidade M, relaciona-se ao conteido de

energia-momento da configuracao.

Consideraremos agora uma nuvem de cordas com superficie de mundo dado por

o = 2" (M€ ), (4.8)

onde ¢ e 1 sdo varidveis que rotulam uma superficie de mundo particular e A sdo

parametros que descrevem a evolugao dessa superficie de mundo particular.

Agora, em vez de uma tnica corda caracterizada pelo parametro M, temos uma colecao
de cordas (nuvem de cordas) caracterizada pela densidade prépria, p, e cujo tensor de

energia-momento pode ser escrito na forma

v p v
T = ———S*5Y, (4.9)

(—y)1/2

Pode-se verificar que para a nuvem de cordas, as seguintes quantidades sao invariantes

de gauge:

p=NY% e S/ (=) (4.10)
Temos duas maneiras de caracterizar as cordas:
(i) por sua superficie de mundo, 1.6, z# = z*(\4);

(ii) por meio de uma superficie associada ao bivetor YA,

Essa tultima caracterizacao é chamada de caracterizacao intrinseca, e é mais 1til para

nosso proposito. As condigoes para L estar numa superficie formando o bivetor sao [36]:

sl — o, (4.11)

v, Syl =, (4.12)
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onde os colchetes indicam a anti-simetrizacao dos indices envolvidos.

A primeira condigao, Eq. (4.11), nos diz que o bivetor é simples, isto é, que pode ser
escrito como:
w = ABXRXY. (4.13)

Ja a segunda condigao, Eq. (4.12), afirma que dois vetores Xy e X; ajustam-se para

formar uma superficie,

XM = 04X, (4.14)

Abaixo, seguem duas identidades que serdao bastante tteis posteriormente:

3 1
DIEA VD I izaﬁa[axﬂy] - Zv,,(zaﬁzw), (4.15)

IS W WL N (4.16)

A identidade (4.15) é valida para qualquer tensor anti-simétrico e a Eq. (4.16) é uma
consequéncia das Eqgs. (4.11), (4.2) e (4.3). A partir do tensor de energia-momento da

nuvem de cordas, Eq. (4.9), e da identidade de Bianchi, temos:

vu(PEMﬁ)Eﬁy
(=y)1/2

2 v
+pyriy, [(‘75)1/21 = 0. (4.17)

Multiplicando a Eq. (4.17) por ¥,4/(—7)"/?, conseguimos:

Vi (pX+7) 25" Yya
g

= 0. (4.18)
Para chegar a este resultado, utilizamos a Eq. (4.15) e a Eq. (4.11). Da Eq. (4.17) e
(4.18), obtemos

Vu(p=)Ey = 0. (4.19)

Utilizando a representacao de ¥*¥ dada pela Eq. (4.3) e adaptando as coordenadas a

parametrizacao, obtemos a “lei de conservagao”

V. (p2H) = 0. (4.20)
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Note que as Eqgs. (4.20) e (4.11) implicam na Eq. (4.12). Das Egs. (4.19) e (4.17), obtemos

a equacao de movimento para nuvem de cordas:

v hjﬁ;ﬂ] =0. (4.21)

Dessa forma, as equacoes de Einstein mais suas condigoes de integrabilidade para nuvem

de cordas sao

1 DI I
R/“, — igw/R = —p(iyw (422)

4.1.2 Condicbes de energia

A seguir, apresentaremos as restrigoes que as diferentes condi¢oes de energia impoem

ao bivetor Y*. As condigdes de energia sdo as seguintes [155] :

(a) Condigao fraca de energia, compreendida como uma densidade local de energia, é

dado por,
™Uu,U, >0, (4.23)
onde U, é¢ um vetor arbitrario tipo-tempo com norma maior que zero:
U.u* > 0. (4.24)

Das Egs. (4.9) e (4.23), encontramos a seguinte desigualdade:

U200 U,
P M( )1/0; Z 0. (425)
-

(b) Condigao dominante de energia, estad relacionada & densidade local de energia e a

direcao do fluxo local de energia, isto é,

T"U,U, > 0, (4.26)

U,T"T, U, > 0. (4.27)

Da identidade (4.16), juntamente com as condigoes acima, obtemos o seguinte resultado:

p*U Sy 1 U, > 0. (4.28)
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(c) Condigao forte de energia é expressa pela seguinte desigualdade

1
(TW - ZgWT) UrUY > 0. (4.29)

Das Eqgs. (4.24) e (4.9), encontramos que a Eq. (4.29) é equivalente a

pUrS %, U”
(_Ity)l/Z > p(_7)1/27 (430)
onde
~ U
Ut = ————. 4.31
(UaUa)l/Q ( )

Note que as expressoes (4.25), (4.28) e (4.30) sao invariantes de gauge.

4.1.3 Buraco negro estatico com nuvem de cordas

Obteremos, agora, a solugao geral das equagdes de Einstein para uma nuvem de cordas
com simetria esférica. Seja a métrica geral com simetria esférica e estética:

ds? = e’dt* — erdr® — r*df? — r* sen®0d¢?, (4.32)

onde v e X sao fungoes de r. A simetria do espaco-tempo em consideracdo determinam

que a densidade p e o bivetor ¥, sejam funcoes dependentes somente da coordenada

radial, 7. Além disso, tal simetria restringe o bivetor ¥, a ter somente duas componentes

independentes diferentes de zero, a saber, X! e £10,

A partir da lei da conservagao, Eq. (4.20), podemos escrever que:

Bu(V/=gpE") = 0. (4.33)

Da Eq. (4.32), obtemos que:

g = —rtsen®fe . (4.34)

Substituindo a Eq. (4.34) na Eq. (4.33), ap6s algumas simplifica¢oes, obtemos:
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20 = LN/, (4.35)
pr

onde a é uma constante de integragao. Vamos agora determinar o valor da densidade
invariante de gauge (—v)'/?p. Da Eq. (4.5), sabe-se que:
Y = 27. (4.36)

Devido a dependéncia radial do bivetor e a simetria esférica que estamos considerando,

concluimos que:

Y= 201201, (437)
onde
(v+N)/2
ae
o1 = 90091120]L = T2, (4.38)
p
Portanto, temos:
2, @

(=" =5 (4.39)

Concluimos assim, que a fungao v é uma fungao que depende somente de 7, v = ().

4.1.3.1 Componentes do tensor de energia-momento

Para calcular as componentes do tensor energia-momento para nuvem de cordas,
usaremos as Eqs. (4.9), (4.35) e (4.39). Fazendo p =0 e v = 0, na Eq. (4.9), obtemos:

03
00 _ P2 a0
Como a tinica componente nao-nula do bivetor é X% = —¥!0 entdo, para o = 8 = 1,
obtemos:
7O — L __501g, (—x0h). (4.41)

()P
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Da Eq. (4.32), sabe-se que gop = €” e g1; = —e*. Vale lembrar ainda que X% é dado pela
Eq. (4.35). Com essas consideragoes, a Eq. (4.41) resulta em

2 ,—v
N (4.42)
Mas (—7)"2p = a/r?, logo a Eq. (4.42) fica:
T — “; . (4.43)

A forma mista da componente (0,0) do tensor de energia-momento da nuvem de cordas

pode ser obtida da seguinte maneira:

T," = guaT™, (4.44)
yae””

T,° = goT™ = e R

T,° = % (4.45)
De forma analoga, obtemos:

11 ae™? 1 a
T =— T T, = (4.46)
T? =T =0, T,>=T,"=0. (4.47)

Sabe-se que as Uinicas componentes nao-nulas do tensor de Einstein para o caso de
um objeto massivo, estético e esfericamente simétrico, Eq. (4.32), sdo as componentes da

diagonal principal, dadas por:

PUNE | 1
Gl=e* =-=5 |+ 4.48
g =€ (7“ 7’2> + 2 ( )
S 1
Gl =—e? (Z + r2> g (4.49)

1 /)\/ /\/ / 12
G2=G3=Ze (” FIARE AN A y") . (4.50)
T
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4.1.3.2 Solucdo de Letelier para a nuvem de cordas

Podemos escrever as equagoes de Einstein como:

GY =KI). (4.51)

Considerando a constante de acoplamento x = 1 e recorrendo as equagoes (4.45)-(4.50),
obtemos as seguintes componentes nao-nulas das equacoes de Einstein com nuvem de

cordas:

6A<X__1)+1._a (4.52)

roor? r2 2’
/
(v 1 1 a
_ o4 = - 4.

e <r+r2>+r2 2 (4.53)

1 ) l//>\/ )\/ l// l/’2 "
- AT )= 4.54
2°¢ <2+r r 2 7 (4.:54)

Subtraindo as Egs. (4.52) e (4.53), obtemos que:

A=—-v=>N=-1. (4.55)

Somando as Eqs. (4.52) e (4.53) e considerando a Eq. (4.55), ap6s algumas simplificagoes,

encontramos:

N 1 1 a
Y Y
L e =2 4.56
€ r ¢ r2 + rz 2 ( )

Sem perda de generalidade, podemos escrever v(r) e A(r) em termos da fungao f = f(r)

através da seguinte expressao:

v=-\=In(l+ f(r)), (4.57)

cujas derivadas primeira e segunda sao dadas, respectivamente, por:

M:-X:lff, (4.58)
"1 )
V// — _)\// — f ((1++f;‘)2 f . (459)

Substituindo as Eqgs. (4.55), (4.57)-(4.58) na Eq. (4.56), obtemos, apés algumas simplifica-

coes:
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Lpip=t (160

Ao substituir as Eqs. (4.55), (4.58)-(4.59) na Eq. (4.54), encontramos:

ﬂ+if=0 (4.61)

Somando as Egs. (4.60) e (4.61) e multiplicando o resultado por 72, obtemos a seguinte

equacao diferencial:

P2 f — f—a=0. (4.62)

A solucao geral da equacao diferencial anterior é dado por:

f(r)=—a+ C7:1 + rCy, (4.63)

Substituindo a Eq. (4.63) na Eq. (4.57) e adotando as constantes arbitrarias C, = —2m e
C5 = 0, encontramos:
2m}

V:—)\:ln{l—a— .
r

(4.64)

Dessa forma, substituindo a Eq. (4.64) na Eq. (4.32), obtemos finalmente a solugao do
buraco negro de Schwarzschild com nuvem de cordas, também conhecida como solugao de

Letelier:

2m 2m\ 1
ds* = (1 —a— ) dt* — (1 —a— > dr® — r?df? — r* sen’0d¢*. (4.65)
r r
Essa métrica descreve a geometria do espaco-tempo que denotaremos de espago-tempo
de Letelier [36]. Ela representa o espago-tempo associado a uma particula de massa m,
centrada na origem de um sistema de coordenadas e rodeada por cordas radiais, tendo,

portanto, a nuvem de cordas simetria esférica.

E imediato verificar que, quando a = 0, recobramos o espaco-tempo de Schwarzschild
(2.30). Quando a # 0, a solugdo é matematicamente aniloga & de um buraco negro com
um déficit de dngulo sélido [154].

Utilizando este resultado, podemos verificar que o raio do horizonte de eventos no

espago-tempo de Letelier sera calculado por

. a#l. (4.66)
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Note que se a — 0, o raio de Schwarzschild é reobtido. Por outro lado, se a — 1, o
raio do horizonte de eventos tende ao infinito. Se a < 1, a nuvem de corda aumenta o
raio de Schwarzschild da particula por uma quantidade de (1 —a)™!, ou seja, a nuvem
de cordas alarga o horizonte de eventos do buraco negro por um fator de (1 — a)™?,
quando comparamos a solugao de Schwarzschild. Se a > 1, a Eq. (4.65) representa um

espago-tempo homogéneo.

Note também que se m = 0, entao r, = 0. O que significa dizer que a nuvem de corda
sozinha nao tem horizonte de eventos. Ela tem somente uma singularidade em r = 0. Isto

pode ser visto a partir do fato de que

1/2 _ 2a

R=2(—)""p= 2 (4.67)
40>  16am  48m?
_ afBuy _
K = R.p, R = ey + 5 + 5 (4.68)

Se negligenciarmos a nuvem de cordas a = 0, obtemos o escalar de Kretschmann dado

na Eq. (2.32). Agora, calculemos o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo:

lim K = oo, (4.69)
r—0
lim K = 0. (4.70)
r—00

Observa-se que, se m = 0 e a = 1, continuamos a ter uma métrica bem comportada,
como indicam (4.67) e (4.68). Este fato também pode ser visto fazendo uma simples

mudanga de coordenadas em (4.65).

4.2 Modelo de fluido de cordas

Nesta se¢ao, apresentaremos uma generalizacdo do modelo de nuvem de cordas por
meio da introducao da pressao. Para isto, sera introduzido o tensor energia-momento

associado ao fluido de cordas, que contém o termo de pressao ou tensao [107].

4.2.1 Fluido de cordas

O tensor de energia-momento para a nuvem de particulas (fluido incoerente) é caracte-
rizado apenas por uma parte cinética, isto é,
v 17 v
™ = K" = pu'u”, (4.71)

onde u* é a velocidade de fluxo normalizada (uu, = 1) e p é a densidade de energia de

repouso da nuvem de poeira.
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Usando a Eq. (4.71), podemos verificar que u# é um autovetor de K*, com autovalor

p. Matematicamente, este fato é expresso através da seguinte equagao

K", = pu*, (4.72)
onde usamos a condi¢ao de normalizacao. Podemos dizer, entao, que put ¢é a densidade de
momento.

Suponhamos, agora, que a nuvem de particulas tem pressao. Esta nuvem de particulas
nada mais é que um fluido perfeito. O tensor energia-momento para nuvem pode ser escrito,

portanto, da seguinte forma [107, 156]

T = KM 4 S = putu” + S*, (4.73)

onde S* é o tensor de stress. Para manter a interpretacao de u* como sendo a velocidade
de fluxo da nuvem de particulas, é necessario que u* seja autovetor de T"” com autovalor

p. Esta condicao é satisfeita desde que

SHy,, = 0. (4.74)

O tensor mais simples que satisfaz a Eq. (4.74) é [155]

St = —pht, (4.75)

h = g — utu”, (4.76)

ou seja, um tensor proporcional ao tensor de projecao h*”, que projeta qualquer vetor
numa dire¢ao perpendicular a u*. A pressao p > 0 é um fator de proporcionalidade entre o
tensor de stress e o tensor de projecao. O sinal de menos nos diz que temos pressao em vez

de tensao [155]. O tensor de energia-momento (4.73) com S*” dado por (4.75) é o tensor

energia-momento habitual que descreve um fluido perfeito [156].

O equivalente a Eq. (4.71) para cordas é [36]

K — PV _72#)\2)\”
(=)

onde X* é um bivetor que forma uma superficie a medida que evolui e satisfaz as seguintes

(4.77)

propriedades:

S = S (4.78)
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syl = o, (4.79)

v, oyl = o (4.80)

cuja densidade da corda descrita covariantemente é dada por py/—7, sendo 7y escrita em

termos do bivetor ¥X*¥, da seguinte forma:

Y0 (4.81)

DO | —

Y=

Duas identidades bastante tteis que ja foram mencionadas na se¢ao anterior sao:

SH PR = —y o, (4.82)
3 1
YV, Vg, = izaﬂa[azﬁy} — Zay(zzaﬁzaﬂ). (4.83)

E possivel notar que a Eq. (4.77) e a Eq. (4.82), leva-nos a

KMy = py/—y 8, (4.84)
ou seja, ¥, é um autotensor de (4.77) de autovalor p/—7v. O andlogo da Eq. (4.73) para

cordas é:

/A HaY) v
e = PYTIH Za Shv. (4.85)
(=7)

onde S* ¢ o tensor de stress. Para que o bivetor X* seja um autotensor de T, dado

pela Eq. (4.85), com autovalor p\/—7, é necessario ser satisfeito a seguinte condigao:

Sy A = 0. (4.86)
O tensor mais simples que satisfaz esta condicao, Eq. (4.86), é um tensor proporcional

ao tensor projecao H*. Tal tensor projeta qualquer direcao no espaco que é perpendicular

a superficie gerada por ¥*. Portanto,

S — —qHM, (4.87)
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DI
H = ghv a (4.88)
(=)

Neste ponto, nao faremos nenhuma restricao ao fator de proporcionalidade ¢ porque,

quando se trata de cordas, nao é claro que devamos preferir a pressao a tensdo. Assim, o

tensor de energia-momento para um fluido “perfeito” de cordas é

™= (q+\/(__§)) iy —qg"”. (4.89)

A lei de conservagao para o tensor energia-momento dado pela Eq. (4.89) é expressa

da seguinte forma

VT = 0. (4.90)

Usando as Eqs. (4.78)-(4.83) e (4.88)-(4.90), é possivel obter os seguintes resultados:

@v”+@<jﬁ;)va<§@»::Hy@m (4.91)

ECMV

Vo (05 + gV () o (4.92)
7=

Nota-se que as Eqgs. (4.91) e (4.92) sdo equagoes manifestamente invariantes de gauge.

Observa-se também a semelhanca destas equagoes com as equagoes correspondentes para

fluidos perfeitos [156]. As Eqgs. (4.91) e (4.92) também podem ser reescritas, respectivamente,

do seguinte modo

=
N

e (EpuvV—7) = fH” oy, (4.93)

D/ =Go5) + g (%) 0. (4.94)

4.2.2 Condicbes de energia

As restrigoes que as diferentes condigoes de energia impoe ao bivetor ¥X#”, a densidade

p e a grandeza ¢ serdao analisadas a seguir. As condi¢oes de energia mais naturais [107] sdo:

(a) Condigao fraca de energia, compreendida como uma densidade local de energia, é

dado por,

TU,U, >0, (4.95)
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onde U, é um vetor arbitrario tipo-tempo com norma maior que zero:

U, U" > 0. (4.96)

Da Eq. (4.89) e (4.95), encontramos a seguinte desigualdade:

(p\/ - + Q)Uuzpazauﬁy (4 97)
(=) = '
onde
R U

(b) Condigdo dominante de energia, esta relacionada a densidade local de energia e a

direcao do fluxo local de energia, isto é,

THU,U, > 0, (4.99)
U, T T, U, > 0. (4.100)

Das Eqgs. (4.89) e (4.82), juntamente com as condigdes acima, obtemos o seguinte resultado:

(p\/ -y + Q)UMEuaZaVUV
(=)

>q, (4.101)

+q¢° > 0. (4.102)

[(p\/ _7)2 - qz]ﬁuzuazauﬁy
(=

(c) Condigao forte de energia é expressa pela seguinte desigualdade

1
(T,W - qu,,T) UrU” > 0. (4.103)

Da Eq. (4.89) e (4.81), encontramos que (4.103) é equivalente a

(p\/ -7+ Q)UMZHQZOA/UV

= > o/ (4104)

Note que as expressoes (4.97), (4.101)-(4.102) e (4.104) sao invariantes de gauge e nao
excluem a possibilidade de ¢ ser negativo (tensdo). Dessa forma, a grandeza ¢ pode

representar, em principio, tanto a pressao g > 0, quanto a tensao g < 0.
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4.2.3 Buraco negro estatico com fluido de cordas

A seguir, apresentaremos a solugao das equagoes de Einstein obtidas por Letelier [107],
que descreve o espaco-tempo gerado por um fluido de cordas esfericamente simétrico. As
equagoes de Einstein para o tensor de energia-momento dado pela Eq. (4.89), é escrita na

seguinte forma:

1 q+ V=) 202",
R,uu - ig,uuR = ( P (_7)) £ — 49| (4105)

onde estamos considerando a constante de acoplamento « igual a 1. Seja a métrica geral

de simetria esférica e estatica:

ds? = e’dt* — e dr® — r*df? — r* sen®0d¢?, (4.106)

onde v e A sao fungoes de r. A simetria do espago-tempo em consideragao restringem
a densidade p, a pressao g e o bivetor X*” como fungoes dependentes somente de r. As
tinicas componentes ndo-nulas do bivetor sdo X = —¥10 e ¥ = —¥32_ A condicdo v < 0

e a Eq. (4.79), nos dizem que, somete X% deve ser considerado.

A Eq. (4.93) é satisfeita identicamente e a Eq. (4.94) reduz-se a:

(e pn) g0 (1) = 0, (4.107)

onde /=7 = £%"2" e o determinante da métrica (4.106) é g = —rsen2de’**. Da Eq.

(4.107), conseguimos:

pr2e Ty =g — /qd(rQ), (4.108)

onde a é uma constante de integracdo. Podemos ainda reescrever a Eq. (4.108) da seguinte

forma:

pV—y = E {a — /qd(rZ)} > 0. (4.109)

7’2
4.2.3.1 Componentes do tensor de energia-momento

Considerando as Eqgs. (4.89) e (4.108), é possivel determinar as componentes nao-nulas

do tensor de energia-momento para o fluido de cordas. A componente ;" serd:

q + v =7 E“agau
Tyﬂ = ( (_Z)) - qguua
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(g +v=7p) XS0

YT

—qgy - (4.110)

Na Eq. (4.110), a soma em « resulta em $°'%o, e da Eq. (4.81), sabe-se que —y = X13.

Com essas consideragoes, a Eq. (4.110) reduz-se a:
T, = pv/—7. (4.111)

Substituindo a Eq. (4.109) na Eq. (4.111), obtemos a componente (0,0) do tensor de

energia-momento para o fluido de cordas:

7oL [a - /qd(r2)} . (4.112)

r2

De maneira analoga, é possivel obter:
' = = [a — /qd(rQ)} , (4.113)
T =T, = —q. (4.114)

4.2.3.2 Solucdo de Letelier para o fluido de cordas

Podemos escrever as equagoes de Einstein como:

G} =KT,. (4.115)

Considerando a constante de acoplamento x = 1 e recorrendo as equagoes (4.112)-(4.114),
obtemos as seguintes componentes nao-nulas das equagoes de Einstein com fluido de

cordas:

e (X — 1) + 1 :2 [a — /qd(rz)} , (4.116)

r 72 72
N 11
‘”%r+ﬂ>+ﬂ=ﬂﬁ—/wwﬂ’ a11)
1 ) V/)\/ )\/ 7// 1/2 "
- o _ = —q. 4.118
26 ( 5 + ., . 5 v q ( )

Subtraindo as Eqs. (4.116) e (4.117), obtemos que:

A=—v=N=—v (4.119)

Assim, considerando a Eq. (4.119), as Egs. (4.116) e (4.118) podem ser escritas da seguinte

forma:
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ey =1—at [ i), (4.120)
d2
o (e—%«) = 2rq. (4.121)

A Eq. (4.121) decorre da Eq. (4.120), entao podemos resolver apenas esta ultima equagao

cuja solucao geral é:

2
e’ =e = 1—a——m+/d7“/qd(r2), (4.122)
r

onde m é uma constante de integragao. Dessa forma, substituindo a Eq. (4.122) na Eq.

(4.106), obtemos a solucao do buraco negro de Letelier com fluido de cordas.

d52:+(1—a—m+/dr/qd(r2)>dt2
r

2 -1
_ (1 L +/d7‘/qd(r2)> a2 (4.123)
r
— 1r2d6? — r? sen®0dg>.

Essa métrica descreve a geometria do espaco-tempo que denotaremos de espago-tempo
de Letelier com fluido de cordas [107]. Ela representa o espago-tempo associado a uma
particula de massa m centrada na origem de um sistema de coordenadas e rodeada por
um fluido de cordas com simetria esférica, no qual as cordas estdo orientadas radialmente,

possuem uma densidade p e a pressao (ou tensdo) ¢ diferente de zero.

E imediato verificar que, quando ¢ = 0, recobramos o espaco-tempo de Letelier com
nuvem de cordas (4.65) [36].
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5 Buraco negro de Bardeen com nuvem de

cordas e fluido de cordas

A partir do resultado de Sakharov, James Bardeen [7] construiu a primeira métrica de
buraco negro sem singularidade, a qual é esfericamente simétrica e difere da solucao de
Schwarzschild [2] por ter uma massa M (r), que depende da coordenada radial. O buraco
negro de Bardeen foi o primeiro exemplo de um buraco negro sem uma singularidade.
Décadas apds a sua publicagdo, a métrica de Bardeen continua a ser investigada [20, 24, 30,
44, 40, 157, 57]. Como visto anteriormente no capitulo 3, em [103] mostra-se que o buraco
negro de Bardeen tem uma origem, ou seja, pode ser interpretado como uma solugao exata

das equagodes do campo gravitacional.

Uma vez que a métrica de Bardeen com nuvem de cordas ja foi obtida por pesquisadores
da universidade do Para [44, 40], assim como ja existe na literatura estudos acerca da
métrica de Bardeen com quintesséncia e constante cosmologica [57, 24], nos limitaremos,
nesse capitulo, a generalizar a métrica de Bardeen para multiplas fontes, além de obtermos

a solugao de Bardeen-AdS com um fluido de cordas.

5.1 BN carregado de Bardeen-Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por

uma nuvem de cordas

Nesta secao, obteremos a métrica estatica carregada de Bardeen-Kiselev-(anti-) de
Sitter rodeado por uma nuvem de cordas, resolvendo as equacoes de campo da relatividade
geral. Faremos também uma anéalise do escalar de Kretschmann para a solucao obtida,
assim como para varias outras solugoes particulares. Discutiremos as condi¢oes de energia

associado a solugao e as geodésicas do buraco negro.

5.1.1 Solucdo geral

A acdo de Einstein-Hilbert na relatividade geral é a acao que produz as equagoes
de campo de Einstein no vacuo por meio de um principio variacional. Esta agao esta
essencialmente relacionada com a curvatura, descrevendo a geometria do espago, que

incluindo a constante cosmolégica é dada por

_ 1 4
Sk = @/d x\/—g(R—i—ZA), (51)

onde k? = 8rGc™?, g = det(g,,) é o determinante do tensor métrico, A é a constante
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cosmolégica e R = g"" R, ¢ o escalar de curvatura de Ricci, dado pela contracao do tensor
de Ricci.

As equacoes de Einstein com fontes de matéria sao obtidas quando se adiciona uma
Lagrangiana de matéria ao funcional S. Assim, para o modelo que descreveremos nesta

secao, o conteudo material pode ser obtido pela acao geral:

S, :/d“x\/—_gL(F) +/d4a:\/—_gLE+/d4:v\/—_chg. (5.2)

A lagrangiana da teoria eletromagnética nao-linear acoplada ao fluido quintessencial L(F)
[103, 57, 79] é descrita por,

3(wq+1)
24v/2mq? Bwea (35) °
L(F) = V2mg _ 3o (5) . (5.3)

K? (\/ A+ 2q2>5/2 -

A Lagrangiana é uma funcdo nao-linear do escalar eletromagnético F' = F*F},, /4, onde

F,, é o tensor de Maxwell-Faraday. Para um espaco-tempo esfericamente simétrico que estd

apenas carregado magneticamente, a inica componente nao-nula de F,, é [103, 16, 129, 130]

Fy3 = gsend, (5.4)
e o escalar I é
2
q
F=-— 5.5
27”47 ( )

onde ¢ é a carga magnética.

A lagrangiana do campo eletromagnético Ly é dado por [108]:

1
Lp=—7 wsFP, (5.6)
cujas componentes nao-nulas do tensor de Maxwell para um objeto massivo, estatico,

esfericamente simétrico e carregado sao:

Fo=Fo=-F"=E, = @
742
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A agao de Nambu-Goto é usada para descrever objetos tipo-corda, dado por [36]

Ses = / d*z /=g Les = / (=) /2 MdNdNL. (5.8)

Para nuvem de cordas, temos a seguinte Lagrangiana L¢og [36]:

1 1/2
Los = My—7 = M (—22’“’ZW) , (5.9)

onde M é uma constante adimensional que caracteriza cada corda e 7 é o determinante

de y4p, 0 qual é uma métrica induzida na subvariedade dado por:

oz* 0x"

— g, oo 5.10
TAB = v 5\ A OB (5.10)
onde ¥ é um bivetor escrito como
ozt Ox”
o = AP 5.11
ONA ONB’ ( )
com €*? sendo o simbolo de Levi-Civita, €' = —¢'© = 1. Devido a simetria do espaco-

tempo, a tinica componente nao-nula do bivetor é 3°! = a/pr? e ela depende exclusivamente
da coordenada radial. E importante notar que a é uma constante de integragao relacionada

a cordas, sendo limitada ao intervalo 0 < a < 1.

Portanto, a acao total que descreve a dinamica do buraco negro carregado de Bardeen-

Kiselev-(anti-) de Sitter com nuvem de cordas é dado por:

S =Sgn + Sm
1
:@/d‘lx\/—g (R+2A) +/d4x\/—gL(F) (5.12)
+/d4x\/—gLE+/d4x\/ —chs.

Variando a acado (5.12) com relagdo a métrica, encontramos:

1
R, — 5gWR — NG = K (T +Th, + ij ), (5.13)

onde o tensor de energia-momento de Bardeen-Kiselev (TfVK ), o tensor de energia-momento
do campo eletromagnético (Tfj) e o tensor de energia-momento para nuvem de cordas

(Tlf;s) sdo dados, respectivamente, por [44, 108, 36]:
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oL _
T/ﬁK = G L(F) — 877FN Foa, (5.14)
E 1 afs 1 afs
T/“, = ? —2g F#QFVB -+ ig/»“’FaﬁF y (515)
¥ 5%,
os = Lol (5.16)
K2 (=7)/?
Para um espago-tempo esfericamente simétrico, temos o seguinte ansatz:
1
ds* = f(r)dt* — T )dr2 —r2df* — r? sen®0d¢>. (5.17)
r

Usando a expressao do elemento de linha dado pela Eq. (5.17), podemos especificar

matricialmente todos os elementos do tensor métrico:

f(r) 0 0 0
0 —f(r)™* 0 0
L, = 5.18
9 0 0o - 0 (5:18)
0 0 0 —r2sen?d

As tinicas componentes nao-nulas do tensor de Ricci para o caso de um objeto massivo,

estéatico e esfericamente simétrico, sdo as componentes da diagonal principal, dado por:

fr) ") f) ()

Ry = 5 + p— (5.19)
_ [ fn)

Ry = 2 F(r) (5.20)

Ryy=1—f(r) —rf'(r), (5.21)

R33 = SGH29R22. (522)

Para calcular as componentes do tensor de Einstein usaremos a seguinte equagao:

1
G,uy = R,uu - §g,uyR- (523)

Inicialmente, determinaremos o escalar de curvatura:

R= g'WR;w = gOORUO + g“Rn + 922R22 + 933R33. (5.24)
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Substituindo as Eqs. (5.18), (5.19)-(5.22) na Eq. (5.24), apds algumas simplificagoes,

obtemos:

N 4f;(7“) N 2J; (27“) _2 (5.25)

r2’

R=1"()

Assim, a componente Gy do tensor de Einstein pode ser obtida fazendo =0 e v = 0 na
Eq. (5.23):

1

G()() = Roo - §gooR. (526)
Substituindo as Egs. (5.18), (5.19) e (5.25) na Eq. (5.26), obtemos:
/ 2
T r r

Analogamente, é possivel calcular as demais componentes nao-nulas do tensor de Einstein:

_ S 1 1
G = rfr) P F) + 2 (5.28)
Goy = ;7"2]”'(7“) +rf'(r). (5.29)

As componentes (0,0) e (2,2) do tensor de energia-momento de Bardeen-Kiselev (T75),
do tensor de energia-momento do campo eletromagnético (Tﬁ,) e do tensor de energia-

momento da nuvem de cordas (TS,S ) sdo dadas, respectivamente, por:

sx _J(r) 6mq> R
Tog™ = 2 ((7“2 n q2)5/2 — dwgar . (5.30)
o _ L (_3mar? (26 —3r%)  Baw (3w, + 5.31
22 T 9 2 oNT/2 5 . ( . )
a (q* +1?)

g _ )@ s 1Q?

To="0 " 12=3% (5.32)
f(r) a

T =g T =0 (5.33)

Substituindo as Egs. (5.27)-(5.33) na Eq. (5.13), encontramos as seguintes equagoes

diferenciais
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3mg*r? (2¢* — 3r? 2 3
LI O S+ D o,
q r

S ) )+
(5.35)

Multiplicando a Eq. (5.34) por 7% e a Eq. (5.35) por 2, somando os resultados, conseguimos:

L—a—f(r)+rf'(r)+rf"(r)
6mq®r? (2¢* — 3r?) 6maq?r?

+ (@ + 7"2)7/2 - (@ + r2)5/2 (5.36)

3¢

r2

+ 3aw, (3w, + 2)r 2t + Ar? = 0.
Resolvendo a equacao diferencial acima, temos:

2 2 A2 C
~Buwg—1 4 % _ ?T + 71 + Cor, (5.37)

2mr

f(?")zl—(l—m

— ar

onde podemos considerar, por conveniéncia, C; = 0 e Cy = 0. Assim, simplificando e
substituindo a Eq. (5.37) na Eq. (5.17), finalmente obtemos a solu¢do do buraco negro

carregado de Bardeen-Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas:

2 2 2 A 2
d? =+ [1—a— — - 2 _ %——T dt?
(¢ +12) / r3wgt r 3
I PO T S L i (5.38)
<q2 + T2)3/2 p3wgtl r2 3

— r%d6? — r* sen®0d¢>.

Para o limite de a — 0, @« — 0 e @ — 0, encontramos a solugdo de Bardeen-(anti-)de
Sitter e para ¢ — 0, a — 0 e @) — 0, encontramos a solugao de Kiselev-(anti-) de Sitter.

Nas sessoes seguintes consideraremos a Eq. (5.38) com ¢ = g.

5.1.2 Analise do escalar de Kretschmann

Se queremos verificar a existéncia de singularidades nesta métrica, precisamos calcular
o escalar de Kretschmann. Assim, para a métrica dada pela Eq. (5.38), o escalar de

Kretschmann é
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K = Rup, R
4a? 16
= —i—% + % + 8aqur3wa™?
r r2 (gz + 7"2) /
12m?2 (8¢% — 4¢°r? + 47g*r* — 12¢°r° + 4r8)
(92 + 1)

3w 8A%  8aA
+ 4aAwq(3wq — 1)7” 3(wq+1) + 7 + ?

24mQ? (11g* — 4r?)  8Amg? (49® — r?)

2 (g2 + 7“2)7/2 (g% + 7“2)7/2
+ 302 (27w + 5dw? + 51w? + 20w, + 4) 7~ 0rtD (5.39)
5604
— 120Q% (9w} + 13w, +4) 1~ ™07 4 T?
N 12amr=3@itl) [2¢%0, (3w, — 1)] B 8aQ)?
(9% +12)" re
N 12amr—3@atD) [—927“2 (33&)3 + 37w, + 6)]
(g2 +12)""?
12amr—3@at1) [2r4 (30.12 + Bw, + 2)]
+ .
(9% +12)"
Agora determinaremos o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo.
Para —1 < w, < —1/3 (quintessencia), obtemos os seguintes limites:
lim K = oc. (5.40)
r—0
) 8A?
Para w, = —4/3 (phantom), obtemos os seguintes limites:
lim K = oo. (5.42)
r—0
lim K = oo. (5.43)
r—00

Assim, a solucao geral tem uma singularidade na origem com uma curvatura regular
quando r — o0 e —1 < w, < —1/3 (quintessencia). Contudo, para r — 0o e w, = —4/3

(phantom), a solugao nao é regular, como pode ser visto na Fig. 26.

Espaco-tempo de Bardeen

Fazendo a« = 0, A =0, Q@ = 0 e a = 0 na Eq. (5.38), obtemos o espago-tempo de
Bardeen dado por:
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Figura 26 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro carregado de Bardeen-
Kiselev-(anti-)de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas para diferentes
valores de g, A e wj,.

2mir? 2mr2  \ 7
ds? =+ (1- 2" gz (1- ) g 2402 (5.44)
(g2 +7,2)3/2 (g2 +r2)3/2
cujo escalar de Kretschmann é
i — 12m? [8¢% — 4¢°r? + 47g"r* — 12¢%r% + 47“8]' (5.45)
(g2 +72)
Determinaremos agora o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo.
2
lim K — 207 (5.46)
r—0 g6
lim K = 0. (5.47)
r—r00

Assim, a analise do escalar de Kretschmann no limite de » — 0 e » — 0o mostra-nos,
como esperado, que o buraco negro de Bardeen ¢ regular, isto é, ndo tem singularidade na

origem r = 0 e ¢ assintoticamente plano. Este comportamento esta descrito na Fig. 27.
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Figura 27 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Bardeen para diferentes
valores de g.

Espaco-tempo de Bardeen-Kiselev

Fazendo A =0, Q = 0 e a = 0 na Eq. (5.38), obtemos o espago-tempo de Bardeen-
Kiselev dado por:

2mr? Q
2 _ o 2
o = (1= g~ )
(5.48)

2

2mr o ! 9 5 o
—(1- — dr® — r°dQ*,
(g

2 + 712)3/2 p3wg+1

cujo escalar de Kretschmann é

12m?2 (8¢% — 4g°r? + 47g*r* — 12¢°r° + 4r8)
(92 + 1)
+30® (27w] + 54w} + 5lw; + 20w, + 4) r~ 0t
12amr—3@a+) [2g%, (3w, — 1)]
(g2 +12)""?

12amr—3wat1) [—gQ (33w2 + 37w, + 6) 7“2}

()"
12amyr—3(wat1) [+2 (3w3 + Sw, + 2) 7“4}

(g2 +72)""? |

K=+

(5.49)

_|_

+

Agora determinaremos o limite do escalar de Kretschmann com » — 0 e r — oo.

Para w, = —2/3 (quintesséncia), conseguimos os seguintes limites:

lim K = oo, (5.50)

r—0

lim K = 0. (5.51)

r—00
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Para w, = —4/3 (phantom), temos os seguintes limites:
96m>
lim K = , (5.52)
r—0 g6
lim K = oo. (5.53)
r—00
Assim, a andlise do escalar de Kretschmann no limite de » — 0 e r — o0, cujo

comportamento esta descrito na Fig. 28, mostra-nos que:

 para w, = —2/3 (quintesséncia), o buraco negro de Bardeen-Kiselev ja ndo é mais

regular, isto ¢, ele tem uma singularidade na origem r = 0; contudo, ele ¢ assintoti-

camente plano.

o para w, = —4/3 (phantom), a métrica do buraco negro de Bardeen-Kiselev ¢é

regular, isto é, nao tem uma singularidade na origem r = 0; no entanto, ele nao

[©N

assintoticamente plano quando r — oo.
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Figura 28 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Bardeen-Kiselev para

diferentes valores de g, w,, e a.
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Espaco-tempo de Bardeen com constante cosmolégica

Fazendo o =0, Q = 0 e a = 0 na Eq. (5.38), obtemos o espaco-tempo de Bardeen com

constante cosmolégica, dado por:

2mr? 1
2 _emrm Ly o) e
ds® =+ (1 (g2 1 12372 3Ar ) dt
1 (5.54)
o L) a - a2
N1l = =5 — sAr re—r
(62 +r2)32 3 ’
cujo escalar de Kretschmann é
8A%  8g*Am (4¢* — r?
ooy SN SPAm gt )
’ (g + )" (5.55)
N 12m? (8¢% — 4g°r? + 47g*r* — 12¢°r® + 4r®) '
(9 + 7)) '
Determinaremos agora o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo.
i 8A%2  32Am  96m?
71}3%[( = + pe + PO (5.56)
) 8A?
NA=1/2; m=1 A=-1/2; m=1
— g=0 g=0.5 g=1 — g=0 g=0.5 g=1
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Figura 29 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Bardeen com uma
constante cosmoldgica para diferentes valores de g e A.

Assim, concluimos que a inclusdo da constante cosmologica ao buraco negro de Bardeen

nao afeta a regularidade da métrica como pode ser vista na Fig. 29.

Espaco-tempo de Bardeen com campo eletromagnético

Fazendo a« = 0, A =0 e a = 0 na Eq. (5.38), obtemos o espago-tempo de Bardeen com

um campo eletromagnético, dado por:
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2mir? Q?
2 B & 2
ds® =+ (1 7(92 n r2)3/2 + 2 ) dt

_ (5.58)
2mr? Q* ' 2 2 1092
_<1_(92_‘_702)3/2+702 dr —T’dQ,
cujo escalar de Kretschmann ¢é
56Q*  24mQ? (11¢* — 4r?
o S
T r2 (g% +1?) (5.59)
N 12m? (8¢® — 4¢5r? + 47g%r* — 12415 + 418) ‘
(9 + 1) '
Determinaremos agora o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo.
lim K = oo, (5.60)
r—0
lim K = 0. (5.61)
r—00
Q=0.5; m=1 Q=0.05; m=1
— g=0 g=0.5 g=1 — g=0 g=0.5 g=1
K K
40 40
301 30:»
20 20:»
10 10
0.0 015 1.‘0 115 20 215 310 r 0.0 0.5 1.0 115. 20 25 3.0 r
(a) (b)

Figura 30 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Bardeen com um campo
eletromagnético para diferentes valores de g e Q).

Assim, concluimos que a inclusao do campo eletromagnético no buraco negro de
Bardeen afeta a regularidade da métrica fazendo-a singular na origem. A métrica permanece

assintoticamente plana. Este comportamento pode ser visto na Fig. 30

Espaco-tempo de Bardeen com uma nuvem de cordas

Fazendo o =0, A = 0 e Q = 0 na Eq. (5.38), obtemos o espago-tempo de Bardeen com
nuvem de cordas, dado por:
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2mr?
d32:+ <1—a—223/2> dtz
(9> +1?)
—_— 1 (5.62)
o, e 2 2302
(1 a o +r2)3/2> dr — r=dQ*,
cujo escalar de Kretschmann é
4a? 16am
K=+ e 2 (2 2)3/2
r(g*+ 1) (5.63)
N 12m? (8¢% — 4g%r? + 47g*r* — 12¢%r5 + 4r®)
(9 + 1) '
Determinaremos agora o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo.
lim K = oo, (5.64)
r—0
lim K = 0. (5.65)
r—00
a=0.2; m=1 a=0.9; m=1
— g=0 g=0.5 g=1 — g=0 g=0.5 g=1
K K
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40001 10000 -
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Figura 31 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Bardeen com nuvem de
cordas para diferentes valores de g e a.

Assim, concluimos que a inclusdo da nuvem de cordas no buraco negro de Bardeen
afeta a regularidade da métrica fazendo-a singular na origem. A métrica permanece

assintoticamente plana. O comportamento pode ser visto na Fig. 31.

Espaco-tempo de Bardeen-Kiselev com constante cosmoldgica

Da Eq. (5.39), verifica-se que, para o espago-tempo de Bardeen-Kiselev com uma
constante cosmoldgica (a =0 e @ = 0), a métrica é regular apenas para alguns valores de

Wgq-

Para w, — 2/3 (quintesséncia) a solugao é singular para r — 0 e tem uma curvatura

regular para r — o0.
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lim K = oo, (5.66)
r—0
lim K = sA* 5.67
Jim K = —-. (5.67)
Para w, = —4/3 (phantom), a métrica é regular para r — 0, porém a solugao nao é

assintoticamente plana para r — 0.

96m?*  32mA  8A?
_l’_

lgl(l)K = e + pe 5 (5.68)
lim K = oo. (5.69)
T—00
Para w, < —1, temos:
_ 96m?  32mA  8AZ
71&1%}(: pr + pe + 5 (5.70)
Para w, > —1, temos:
) 8A?
Para w, = —1, temos os seguintes limites:
96m?  96b 32mA  8A?
lim K = 24b% + T 16bA + S 4 2 (5.72)
r—0 gG 93 g3 3
) 8
lim K = §(3b +A)% (5.73)
Para w, = —1, a métrica possui curvatura regular em todo espago. E importante mencionar

ainda que quando w, < —1, a solucao ¢ regular quando » — 0 e quando w, > —1, é regular

quando r — o0.

5.1.3 CondicGes de energia

-

E conhecido que os buracos negros regulares violam as condigoes de energia [158].
Uma vez que a introducdo de uma nuvem de cordas, do fluido quintessencial, do campo
eletromagnético e da constante cosmoldgica transformou a métrica do buraco negro numa

solucao singular, é essencial analisar as condi¢oes de energia da métrica obtida.

Para obter as condigoes de energia, precisamos identificar as componentes do tensor de

energia-momento. Para f > 0, temos:

T = diaglp, —p,, —pi, —Dt), (5.74)
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onde p é a densidade de energia, p, é a pressao radial e p; é a pressao tangencial. Conside-

rando as equagoes de Einstein e a Eq. (5.17), encontramos

D= 1 - f(;)%; Tf/(T), (575)
_rffin+f-1

Dr = o , (5.76)
_rfr) +21(r)

= AR (5.77)

A partir de agora, identifiquemos a fun¢ao f(r) como

2mir? e} 21, .,

ftr)= (1 0= oy g (578)

H&4 quatro condigoes de energia principais: a condigdo de energia fraca (WEC), a

condigao de energia forte (SEC), a condigao de energia dominante (DEC) e a condigao de
energia nula (NEC) [159]. Estas condigoes sao dadas pelas desigualdades [159, 40, 160]

NECy 5 =WEC 3= SECy5 < p+pry > 0, (5.79)
SECs; < p+p.+2p; >0, (5.80)

DECi5 < p— |prt >0, (5.81)

DECy = WECs < p >0, (5.82)

onde os indices 1 e 2 refere-se, respectivamente, as componentes radial e tangencial da
pressao. O indice 3 diz respeito a terceira componente da pressao. Vemos que DEC, 5 <
((NECi2) e (p—prt > 0)), por isso, substituimos DEC, 5 = p — p,+ > 0.

No que se segue, vamos considerar f(r) > 0. Assim, as condiges de energia sao dadas

pelas seguintes relagoes

NEC, <0, (5.83)
a 20)* 15mg?r? 9aw, (wy + 1) r—3w@atl)
NEC; & - A >0 .
2T K2 + KAt g2 (g2 + T2)7/2 92 =% (5.84)
a Q? A 6mg> 3aw,r w3
WEC; & 55+ 5t 3 ey o >0, (5.85)
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20  2A  6mg® (3r* — 2¢%) 3aw, (3w, + 1) y—3(wg+1)

SEC; & i 2 + EYpn r2)7/2 — 3 >0, (5.86)
20 2% 2A 12mg? Gaw,r—3wa=3
DEC, < K202 | e2pd 2 K2 (g% + 7“2)5/2 - K2 > 0, (5.87)
20 3mg® (49> — %) 3aw, (3w, — 1) r73atD)
DEC, & & 428 3mg Uy = 1) | Sow, (3w, — 1) > 0. (5.88)
K2r?2 K2 K2 (g2 +12) / 2K2
Se considerarmos —1 < w, < —% e o limite r — oo, obtemos
NEC;, < 0, (5.89)
NEC; < 0, (5.90)
A
K
2A
SEC; & _§7 (592)
2A
DEC, & —, (5.93)
K
2A
DECy & —. (5.94)
K

Os resultados relativos as condigoes de energia mostram-nos que, no caso considerado,
as condi¢oes de energia devem ser satisfeitas ou violadas consoante a relacdo entre os
pardmetros. Analisando estas condigoes para valores muito grande da coordenada radial,
concluimos que apenas as condigoes de energia nula serao satisfeitas e iguais a zero,
enquanto as demais condig¢oes poderao ser ou nao satisfeitas a depender dos valores que
adotamos para a constante cosmoldgica. Vale a pena mencionar que se considerarmos o

caso f(r) < 0, as conclusdes sobre as condigdes de energia sao as mesmas.

5.1.4 Geodésicas do buraco negro

Dada a métrica do espago-tempo, a trajetéria das particulas e da luz podem ser
descritas pelo movimento geodésico. As equagoes geodésicas também podem ser obtidas a

partir da Lagrangiana dada na equagao

1 dz* dz¥ 1
£: — e = — V.M.Va
2g” dr dr 29“ v
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a qual, no espago-tempo carregado de Bardeen-Kiselev-(anti-)de Sitter com nuvem de

cordas, pode ser escrita como

1 9 1 .2 7"2 12 20 .02
L= +§f(r)t — §f(7°)r - 5(9 + sen“0¢”), (5.95)

onde o ponto representa a derivada com relacao ao tempo préprio 7. Reescalonando o
parametro 7, podemos definir L = 2L, que para geodésicas tipo-tempo, é igual a +1, para

geodésicas tipo-espago, é igual a —1 e é igual a 0 para geodésicas nulas [114].

As equagodes de Euler-Lagrange sao dadas por

d [ 0L oL
- (ax> ~ G =0 (5.96)

Para =0 e =3 na Eq. (5.96), com £ dado por Eq. (5.95), conseguimos, respectiva-

mente:

E

t = 5 , (5.97)
(1 —a-— (922::%3/2 - rs(ﬁ;ﬂ + %2 - %Arz)
. J
¢ =  r2gen2f)’ (5.98)

onde E e J sao constantes de movimento, que correspondem a vetores de killing d; e 0y,
respectivamente. Podemos interpretar estas constantes como a energia £ e o momento

angular J da particula que estd movendo-se nas proximidades do buraco negro.

s

Restrinjamos a andlise das geodésicas ao plano equatorial do buraco negro, ¢ = 7.

Fazendo isto, as Eqgs. (5.97)-(5.98) sdo reduzidas a

. E
t= ) (5.99)
(1 —a (g23_n:g§3/2 7,3waq+1 + ?22 - %A 2)
: J
o= el (5.100)

Substituindo as Egs. (5.99) e (5.100) na Eq. (5.95), obtemos

E? =% 4 Viyy, (5.101)

onde

Vers = f(r) (ij + L) , (5.102)
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representa o potencial efetivo para o movimento geodésico no espaco-tempo carregado de

Bardeen-Kiselev-(anti-)de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas.

Usando a relacao

drdt _ dr
dt dr  dr

(fl:)Q (jﬁ)Q = (j;)? = (?72)2,52 _ 2 (5.103)

na Eq. (5.101) e usando as Egs. (5.102) e Eq. (5.99), conseguimos

(Z)zzfﬁfll—ég)ﬁz+l>]’ (5.104)

com f(r) dado pela Eq. (5.78).

5.1.4.1 Movimento radial de uma particula sem massa

Para o movimento radial (J = 0) de uma particula sem massa (L = 0), a Eq. (5.78)

pode ser escrita como

dr\’ 9
(dt) = f(r)% (5.105)

Substituindo a Eq. (5.78) na Eq. (5.105), obtemos a relagao entre as coordenadas ¢ e 7,
dadas por

it::/"féﬁdr (5.106)

Usando a Eq. (5.101), podemos obter a relagao entre a coordenada r e o tempo proprio

T para o movimento radial da particula sem massa, dado por:

dr\”
=) = g2
(i) -

4= _. 1
T=% (5.107)

5.1.4.2 Movimento radial de uma particula massiva

Agora, consideremos o movimento de particulas massivas (L = 1) com trajetorias

radiais (J = 0) nas proximidades do buraco negro. Da Eq. (5.104), obtemos
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Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-2/3, A=1/2 Q=0.05, @=0.16, a=0.9, wg=-2/3, A=-1/2
— g=0 g=0.5 — g=1 — g=0 g=0.5 — g=1
Veif Vet
50 \ 50
s s s - . ,
VA——nwo 72 4 6 8 10
-50 -50
-100 | -100 |
-150 | -150 |
-200 | -200 |
(a) (b)
Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-4/3, A=1/2 Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-4/3, A=-1/2
— g=0 g=0.5 — g=1 — g=0 g=0.5 — g=1
Veff Veft
507 50,
r r
4 6 8 10 4 6 8 10
-50 -50
—-100 |- -100 |-
-150 | -150 |
-200} -200 |-
(c) (d)

Figura 32 — Potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-tempo (L =1 e J? = 20),
para diferentes valores de g, w, e A.

(ZY ey 0P (5.108)

Substituindo a Eq. (5.78) na Eq. (5.108), podemos encontrar a relagdo entre as coorde-

nadas t e r para o movimento radial da particula:

= (5.109)

dr

Da Eq. (5.101), conseguimos a relagao entre o tempo préprio 7 e a coordenada radial r:

dr\? 9
(&) =10,

(5.110)

B dr
+7 = /m
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Veft
50

Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-2/3, A\=1/2
— g=0 g=0.5 g=1
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— g=0 g=0.5 g=1

-100 |-
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Figura 33 — Potencial efetivo para geodésicas nao-radiais nulas (L = 0 e J? = 20), para
diferentes valores de g, w, e A.

5.1.4.3 Potencial Efetivo

O comportamento do potencial efetivo (V.rr) do movimento geodésico, dado pela Eq.
(5.102), pode dizer-nos sobre o comportamento de uma particula massiva ou de uma
particula sem massa perto do buraco negro. Assim, nas Figs. 32 a 35, representamos
os potenciais efetivos para diferentes valores de g, w, e A para geodésicas tipo-tempo e
nulas. Em algumas figuras, representamos, em detalhes, o V;s proximo do buraco negro

(r préximo de zero).

Na Fig. 32, representamos o potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-tempo
(L =1e J? = 20), para diferentes valores de g, w, e A. Podemos observar que, para g = 0,
nao existem geodésicas circulares estdveis, uma vez que os graficos nao apresentam um
minimo local para qualquer valor de @, w,, A e a. Por outro lado, para g > 0, podemos
observar a possibilidade da existéncia de geodésicas circulares estaveis, dependendo dos
valores dos parametros (), wy, A e a. Na regiao préxima do buraco negro, V ¢y — 400.

Para regioes distantes do buraco negro, o potencial efetivo também diverge.

Para geodésicas nao-radiais nulas (J? = 20 e L = 0), Fig. 33, podemos observar que,

em todos os casos, V.yy — 400 para regioes proximas do buraco negro, r — 0. Para regioes
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distantes do buraco negro, r — 00, o V. — £3.3333 (Figs. 33a e 33b), e V.5 — —00
(Figs. 33c e 33d). Para g = 0, ndo existem geodésicas circulares estaveis, uma vez que os
graficos ndo mostram minimos locais. A existéncia de orbitas circulares estaveis de uma
particula sem massa em torno do buraco negro depende de @), wy, A e a, como se pode ver
na Fig. 33.

Acerca do comportamento das geodésicas radiais tipo-tempo (J2=0e L = 1), a Fig.
34 mostra-nos que a estabilidade do movimento radial nao se verifica para g = 0. Por

outro lado, para g > 0, existirdao sempre geodésicas estaveis.

Finalmente, podemos observar na Fig. 35 que, para geodésicas radiais nulas (J? =0 e

L =0), o potencial efetivo é constante e igual a zero.

Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-2/3, A=1/2 Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-2/3, \=-1/2
— g=0 g=0.5 g=1 — g=0 g=0.5 g=1
Vet Vet
1 4
' r
1 2 3 4 Py
-1}
=
-2} L r
=~ 1 3 4
-3
=2}
4}
-5
-4}
(a) (b)
Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-4/3, A=1/2 Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wy=-4/3, A=-1/2
— g=0 g=0.5 g=1 — g=0 9=0.5 g=1
Veft Veft
10
5
5
— , — L ,
1 2 3 4 1 2 3 4
-5
-10 -5
-15
-10
-20
(c) (d)

Figura 34 — Potencial efetivo para geodésicas radiais tipo-tempo (J? =0 e L = 1), para
diferentes valores de g, w, e A.

5.2 Buraco negro de Bardeen-AdS com um fluido de cordas

Nesta secao obteremos uma solugao que corresponde ao buraco negro de Bardeen com
uma constante cosmolégica, rodeado por um fluido de cordas. Mostraremos ainda que a
solucao preserva ou nao a regularidade da solucao do buraco negro obtido, sendo uma

carateristica da solugao de Bardeen, dependendo dos valores do parametro 3. Analisaremos
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Vert
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F 5 10 15 20 25 30
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Figura 35 — Potencial efetivo para geodésicas radiais nulas (J2 = 0 e L = 0), para diferentes
valores de g, w, e A.

também a termodinamica dessas solucoes para [ = 2, caso em que a matéria escura
pode ser mimetizada e mostraremos haver uma incompatibilidade entre a temperatura
obtida pela primeira lei e a obtida usando a gravidade superficial. Algumas grandezas
termodinamicas serao obtidas e analisadas, por exemplo, a pressao, a capacidade térmica e
os pontos criticos, e mostraremos como estas grandezas se alteram para diferentes valores
do parametro ¢ associado a solucdo de Bardeen bem como do parametro b associado
a presenca do fluido de cordas. Finalmente, analisaremos a transicao de fase usando a

equacao de estado e a energia livre de Helmholtz.

5.2.1 Solucdo geral

Comecemos por considerar o espago-tempo do buraco negro de Bardeen [69] que pode
ser entendido como resultante da solucao da equacao de Einstein acoplada a um campo
eletromagnético nao-linear. Neste cenario, a fonte fisica deste buraco negro é um campo

eletromagnético nao-linear [103].

Nesta secao, obtemos uma classe de solugao esfericamente simétrica que generaliza a
solucao original de Bardeen devido a presenca de duas outras fontes, nomeadamente, a

constante cosmologica e um fluido de cordas.

A acao que descreve adequadamente um sistema minimamente acoplado a um campo

eletromagnético nao-linear pode ser escrita como

1

S =-—
167

/d4x\/—_g(R + L) (5.111)

onde g é o determinante do tensor métrico, g,,, R ¢ o escalar de curvatura e £ ¢ a densidade

lagrangiana do campo eletromagnético nao-linear [16].

A partir deste acoplamento entre os campos gravitacional e eletromagnético nao-linear,
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obtemos as seguintes equagoes [16], variando a a¢ao dada pela Eq.(5.111), em relacao a

métrica

oL(F) .~ 1
Gy =2 ( S EwF — 4g,W£(F)> : (5.112)

onde G, = Ry, — %ng. Neste caso, a equagao do campo eletromagnético deve ser dada

por
OL(F)
Fr| = A1
Vu< oOF > 0, (5.113)
V. (xF"*) =0, (5.114)
onde F,, = 2V, A, descreve o campo eletromagnético e £ é uma funcao de F' =
1/4F,, Fm.

Na solugao de Bardeen, a fonte, de acordo com Ayon-Beato e Garcia [103], vem da

eletrodindmica nao-linear onde a densidade Lagrangiana é escrita como

L(F)

5 5/2
5 ( 2k ) , (5.115)

- 2sq®> \ 1 ++/2¢%F
com ¢ sendo interpretado como uma carga monopolar magnética, L(F') dado pela Eq.
(5.115) representa uma fonte particular no quadro da eletrodindmica nao-linear sendo
utilizado para derivar a solugao do buraco negro de Bardeen. Na Eq. (5.115), s é definido

por:

4]
s=— 5.116

2z (5.116)
onde ¢ ¢ interpretado como a carga monopolar de um campo magnético auto-gravitacional
descrito num cenério de eletrodindmica nao-linear [103]. Assim, usando a Eq. (5.116),
podemos obter as componentes do tensor energia-momento o qual é a fonte da solucao do

buraco negro de Bardeen [103], sendo dadas por

6 2

Tt=T7 = (2”1‘12)5/27 (5.117)
q°+r

3mq? (2¢* — 3r?)

(¢2 +r2)""?

0
T) =T, = (5.118)
Para considerarmos a constante cosmologica e o fluido de cordas, procedemos adici-
onando o termo —Ag,, ao lado esquerdo da Eq. (5.112) e o tensor de energia-momento

correspondente ao fluido de cordas ao lado direito da mesma equacao, resultando em
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1 oL(F 1
R,uy - §Rg;w - Ag;w =2 <()FMO'F01; - g;uﬂC(F)> + TFS

oF . s (5.119)

em que 7T, EVS se refere ao tensor energia-momento do fluido de cordas. O lado direito da
equagao acima é um tensor energia-momento efetivo, com o primeiro termo associado as
modifica¢oes das equagoes de Einstein devido ao acoplamento com um campo eletromag-
nético nao-linear, e o segundo refere-se ao fluido de cordas.

Tensor de energia-momento do fluido de cordas Tlgfs)

A linha de mundo de uma particula movendo-se com quadri-velocidade dada por

u? = dz*/dA\, com A sendo um pardmetro independente, pode ser descrito por z = x(\).

Por outro lado, se considerarmos, ao invés do movimento de uma particula, o movimento
de uma corda infinitesimalmente fina, a trajetéria corresponderd a uma superficie de mundo

bidimensional 3, que pode ser obtida por [36]

o =2\, a=0,1, (5.120)

com )\g e \; sendo parametros tipo-tempo e tipo-espaco, respectivamente. Portanto, ao

invés da quadri-velocidade, u*, temos um bivetor, X*, tal que [36]

ab@ 8x”
ON® QN0

YH =€ (5.121)
Vale a pena ressaltar que, nesta superficie de mundo, havera uma métrica induzida,

Yab, cOm a,b = 0,1, tal que,

ozt 0x”

Yab = guuww- (5122)

O tensor de energia-momento associado a uma nuvem de poeira é dado por T" = putu”,
sendo u* a quadri-velocidade normalizada e p a densidade propria do fluxo. Do mesmo

modo, para uma nuvem de cordas, temos [36]

SRy

onde v = %EWZW.

Agora, se considerarmos um fluido perfeito com pressao p, o mesmo pode ser descrito
pelo tensor de energia-momento dado por T = (p + p)utu” — pg"”. Analogamente,

considerando um fluido perfeito de cordas com pressao p, temos o seguinte tensor de
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energia-momento [107]
IO

(=)

Considerando o tensor de energia-momento dado pela Eq. (5.124), Soleng obteve a

T = (p+ /)

+ pg”. (5.124)

métrica correspondente a um buraco negro estéatico rodeado por um fluido de cordas [59].
Entao, assumimos que as componentes do tensor de energia-momento estao relacionadas

através das equagoes

T'=T, (5.125)

T,) = =BT, = =BTy, (5.126)

onde [ é uma constante adimensional. O tensor de energia-momento cujas componentes
sao dadas pelas Eqgs. (5.125)-(5.126), foi interpretado como estando associado a um tipo
de fluido anisotrépico com simetria esférica [8, 161]. Nestas referéncias, foi interpretado
como o tensor de energia-momento associado a polarizacao anisotréopica do vacuo num

espago-tempo esfericamente simétrico.

E importante chamar a atencdo ao fato de que este tipo de tensor energia-momento ¢é
usado em diferentes cenarios [162, 163, 164]. Em particular, na Ref. [162] é mostrado que
as condigoes imposta pela Eq. (5.126) permite obter uma classe de solugoes esfericamente

simétricas das equacoes de campo de Einstein com dois parametros.

Para a obtencao da solucao de Bardeen-AdS com fluido de cordas, vamos considerar as

componentes do tensor energia-momento para o fluido de cordas dado por [165]:

t T € b 20
2/
0 é € b
T, =T, = 5 <r> : (5.128)

onde b é uma constante de integragao positiva e ¢ = +1 determina o sinal da densidade de

energia do fluido de cordas.

Solucdo do buraco negro de Bardeen com constante cosmolégica e rodeado por um fluido de

cordas

Consideremos agora a Eq. (5.112) com as modifica¢oes introduzidas pela adigao da
constante cosmoldgica, bem como do fluido de cordas, cujas componentes do tensor energia-
momento para este fluido sdo dadas pelas Eq. (5.127) e Eq. (5.128). Mais precisamente,

consideremos a Eq. (5.119).
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O elemento de linha para um espago-tempo estatico, isotropico e esfericamente simétrico,

sem perda de generalidade, pode ser escrito da seguinte forma:

ds® = e’dt* — edr® — r?’d6* — r* sen’0d¢?. (5.129)

Assim, as equagoes de campo de Einstein para o caso em consideracao, tendo em conta
a presenca da constante cosmologica e a fonte adicional correspondente ao fluido de cordas,

podem ser escritas como

N1\ 1 6mg? b\’
S AN DI UL S S L (5.130)
roor? 2 (¢ + 7a2)5/2 r2 \r
©o1y 1 6mqg? b\’
ro o2 2 (g2 + r2)°? r2 \r

1 "\ Y / 12 3 2 2 2_3 2 b 2/B
e (PA LAY Y ) 2 ma (2 7")+A+i -] . (5.132)
2 ror 2 (¢ + 7“2)7/2 Br?

Subtraindo as Egs. (5.130) e (5.131), obtemos que:
A=-v=\N=-1. (5.133)

Somando as Egs. (5.130) e (5.131) e considerando a Eq. (5.133), apds algumas simplificagoes,

encontramos:
N 1 1 61mg> AN
PN S LA S ) B (5.134)
r 2ot (@24 7’2)5/2 r2 \r
Agora, escrevamos as seguintes relagoes:
v=—X=In(1+ f(r)). (5.135)

Tendo em conta as Eqs. (5.133) e (5.135), podemos escrever as Eqs. (5.134) e (5.132),

respectivamente, da seguinte forma:

1, Gmg® e (2)"
, /6
f y 6mq2 (2q2 _ 37,2) %% b 2

Somando as Egs. (5.136) e (5.137) e multiplicando o resultado por 72, obtemos a seguinte

equacao diferencial:
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T2f//+Tf/—f+AT2—

2,.2 2,2 (9,2 2 2/B
(qSTqr;)m 6mq(q2 fi):/ggr ) e <ﬁ;2> (i) =0, (5.138)
cuja solucao ¢ dada por
2mr? Ar? eb[1 + 2log(r)]/2r for B =2,
(@+7r2)32 3 { eB(B—2)"" (g)w for B+ 2.
Assim, substituindo a Eq. (5.139) na Eq. (5.135) e depois na Eq. (5.129), obtemos finalmente

o buraco negro de Bardeen-AdS rodeado por um fluido de cordas, onde o elemento de

fr)=- (5.139)

linha pode ser escrito como

ds®> = g(r)dt2 — g(T)fldT2 — TQdQQ, (5.140)

onde dQ? = df? + sen?0d¢p*. A fungio g(r) é dada por

(5.141)

2mr? Ar? eb[1 4 2log(r)]/2r for =2,
g(r) =1- {

(@ +r232 3 B8 —2)7 (1) for g £ 2.

Podemos recuperar algumas outras solugoes a partir desta métrica se fizermos as

seguintes escolhas apresentadas no Quadro (1).

Quadro 1 — Espago-tempo que pode ser recuperado fazendo ¢ = A = 0 na Eq. (5.141) e
diferentes valores de (5, b e €

€ b I} espaco-tempo

1 R* lima_oe Letelier

1 Q 1 Reissner-Nordstrom
1 A2 -1 de Sitter

A solugao obtida, para o caso especial § = 2, é andloga a obtida recentemente para o

buraco negro de Bardeen rodeado por um fluido perfeito de matéria escura [166).

Vale a pena chamar a atencao para o fato de, formalmente, a classe de solugoes obtidas
poder ser considerada como gerada por dois fluidos, com um tensor energia-momento
efetivo, um correspondente a fonte eletromagnética nao-linear e o outro ao fluido de cordas,

e com uma constante cosmologica.

5.2.2 Analise do escalar de Kretschmann

Comecemos fazendo uma andlise preliminar da regularidade da métrica do espago-
tempo obtida do ponto de vista do invariante de curvatura escalar, especificamente, o
escalar de Kretschmann. Em seguida, verifiquemos quais sao as diferencas em relagao ao

buraco negro de Bardeen, que é regular em todo espaco. Fagamos isso considerando os
casos B #2e [ =2.
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Para 5 # 2

Neste caso, o escalar de Kretschmann é
K =Ragu R =

8 ,  8Am(4¢* —¢*?)  8(B—1)Ae (%)
+oAT+ 72 2
3 (¢ +1?) 3pr

165me (b)%g 32me (r* — 2¢%) (b

T T

2/p

)2//3

- (B—=2)r2 (¢ + T2)3/2 (B —2)r2(¢®+ 7"2)5/2
N 12m? (8¢® — 4¢572 + 47¢*r* — 12¢%r% + 4r®)
(2 +72)
8(8 + 2)me (2¢* — 11¢%r? + 2r1) (2)2%
(8 —2)8r2 (¢ + %)™
488 +58+4) +4)e (1)
" (5= 275

(5.142)

Em seguida, determinaremos os limites do escalar de Kretschmann quando » — 0 e

r— oo, paraqg>0,b>0eAeeeR. A andlise sera efetuada apenas para alguns valores

de (.

o Para g < —1, o escalar de Kretschmann diverge muito perto da origem e é finito

numa regiao muito afastada do buraco negro.

lim K = 0.

r—0
8A?
lim K = —.
r—00 3
o Para § = —1, o escalar de Kretschmann é finito e é dado por

ll_r,% K= 3b4¢b
8 (¢ — b2A)?
T

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

o Para —1 < 8 < 0, o escalar de Kretschmann ¢ finito, perto da origem e diverge para

pontos muito afastados do buraco negro, de acordo com

312
lim K — 8 (6m + Ag’) .
r—0 3q6

lim K = oo.
T—00

(5.147)

(5.148)
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e Para 0 < f < 2e > 2, oescalar de Kretschmann diverge muito perto da origem e

tem valor finito para pontos muito afastados do buraco negro.

lim K = oc. (5.149)
r—0
lim K = SA° 5.150
Jim K= 5 (5.150)

For 5 =2

Agora, considerando o caso 3 = 2, obtemos o seguinte resultado

K =Ry RO =
8A*  60°¢* | 12b%¢*log*(r)  4bAe

3 + r6 r6 3r3
8Amq? (4¢> — r?)  8bme (¢* + 14¢%*r?* — 2r?)
(2 + 7,2)7/2 3 (g2 + r2)7/2 (5.151)
N 12m? (8¢® — 4¢572 + 47¢*r* — 12¢%r% + 4r®)
(¢? +72)
8be log(r) [be (@2 + 12" — 9mg?r® + 6mr7}
B 6 (¢2 + r2)7/2 ’
cujos limites r — 0 e r — 00, sao
SA?
limK =o0e lim K = —. (5.152)
r—0 r—00 3

Note que estes limites sao os mesmos obtidos para 0 < f < 2e > 2.

Assim, estes resultados dizem-nos que a inclusao do fluido de cordas altera a regularidade
da solucao de Bardeen para os seguintes valores de (3, tais que f < —1 e 8 > 0. Caso
contrario, a regularidade da solu¢ao do buraco negro de Bardeen ¢é preservada no intervalo
—-1<pg<0.

5.2.3 Geodésicas e Potencial Efetivo

Consideremos agora a solugao estatica e esfericamente simétrica, Eq. (5.129), com g(r)
dado pela Eq. (5.141). Analisaremos as equagoes geodésicas considerando a agdo geodésica

e o principio variacional para escrever um Lagrangiano que descreve a métrica como

. 1 ; -
2L = g(?”)t2 - %7;2 - 7"282 - 7’2 sen2(9¢2. (5~153)

O “ponto” representa a derivada em relacao ao tempo préprio, 7. Por simplicidade,

restrinjamos a andlise das geodésicas ao plano equatorial do buraco negro, § = 7. Usando
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as equacoes de Euler-Lagrange, obtemos

E = g(r)t, (5.154)

J = —r2¢, (5.155)

onde E e J sao constantes de movimento que correspondem aos vetores de Killing 0; e 0y,
respectivamente. Podemos interpretar estas constantes como a energia £ e o momento

angular J da particula que se move nas proximidades do buraco negro.

Reescalonando o parametro 7, podemos definir L = 2L, que, para geodésicas tipo-
tempo, é igual a +1, para geodésicas tipo-espaco é igual a —1 e é igual a 0 para geodésicas
nulas [114]. Substituindo as Eqgs. (5.154) e (5.155) na Eq. (5.153), conseguimos

it = E? — V,gy, (5.156)
onde
J2
Veff = g(r) (72 + L) . (5157)

Consideremos agora o problema da particula massiva (L = 1) que cai radialmente
(J = 0) no buraco negro. A equagao do movimento geodésico radial dessa particula teste é

dada por

7 =E?—g(r), (5.158)

enquanto o potencial efetivo é o seguinte
Verr = g(r). (5.159)

Consideraremos os mesmos valores de [ que foram analisados com o escalar de Kretsch-
mann, a fim de tercemos algumas observagoes. Os graficos para 7% e V. s estdo apresentados
nas Fig. (36).

Comparemos agora os resultados previstos pelos valores do escalar de Kretschmann
quando r — 0, com as caracteristicas das geodésicas, a saber, se sdo completas ou

incompletas. Em primeiro lugar, consideremos os painéis superiores da Fig. (36).

Para § = —1/2 e § = —1 na Fig. (36b), a particula teste consegue ultrapassar a
barreira de potencial e atingir o ponto » = 0 num tempo finito. Este fato, do ponto de
vista das caracteristicas do espago-tempo em relacao a singularidade, é exatamente o que

é previsto pelos valores do escalar de Kretschmann, que sao finitos para estes valores de 3.
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M=1e=—-1;A=—-001;b=1/2¢=0.1 M=1le=-1;A=-001;b=1/2¢=0.1

1 T T T T T

or —8F

M=1e=—-1;A=—-0.01;b=1/2¢=0.1 M=1le=—-1;A=—-0.01;b=1/2¢=0.1
20 T T T T T 4 T T T T T

2.5 3.0

Figura 36 — O grafico da esquerda mostra 72 para £ = 1. O grafico da direita mostra o
potencial efetivo V,rr = g(r).

Por outro lado, para 8 = —2, o escalar de Kretschmann ¢ infinito para r — 0, enquanto,
examinando a Fig. (36b), concluimos que a andlise geodésica mostra que a particula teste
consegue ultrapassar a barreira de potencial e atingir o ponto » = 0 num tempo finito.

Isto indica que as geodésicas sao completas e, portanto, o espago-tempo ¢é regular.

Na Fig. (36d), podemos concluir que a particula nao pode atingir o ponto r = 0 num
tempo finito, para ambos os valores de . Isto indica que as geodésicas sao incompletas e,
portanto, o espaco-tempo é singular. Esta conclusao é confirmada pelo fato de que, para

b =2e =3, o0 escalar de Kretschmann ¢é infinito, quando r» — 0.

Em resumo, a andlise das geodésicas, visando conhecer as caracteristicas dos espaco-
tempo relativamente a singularidade, pode confirmar ou ndo o que é previsto pelos
resultados fornecidos pelo escalar de Kretschmann. Assim, para verificar eficazmente
a existéncia ou nao de singularidades no espaco-tempo ¢ necessaria uma analise da

completude, ou incompletude geodésica.
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5.2.4 Termodinamica do buraco negro

Para o estudo da termodindmica do buraco negro, o nosso ponto de partida é a primeira
lei da termodinamica dos buracos negros que no caso dos buracos negros carregados e

estéticos, é dada por [167]
dM = TydS + ®pdq + VydP, (5.160)

em que M é a massa do buraco negro, ® é o potencial magnético, P é a pressao termodi-
namica e S é a entropia do sistema, que estd relacionada com a area do buraco negro A

pela equagao

S = ’i = 7. (5.161)

A partir da primeira lei da termodinamica, podemos obter a temperatura, o potencial

magnético e o volume da seguinte forma:

oM oM oM

Vale a pena chamar a atencao para duas consideracoes que assumiremos neste trabalho:

(i) focaremos na soluc¢ao 5 = 2 uma vez que esta escolha pode representar a presenga

de matéria escura [59];

(ii) como vimos, € = 41 representa o sinal da densidade do fluido de cordas. Neste
trabalho, escolheremos o sinal negativo para e, uma vez que, no caso em que [ # 2,
recuperamos os espagos-tempo descritos no Quadro (1). Para o caso em que f = 2, a

escolha é feita por razoes de consisténcia para ter o efeito da matéria escura.

Assim, com estas consideragoes, a Eq. (5.141) pode ser escrita como

2mr? Ar? N eb[1 + 2log(r)]

_ 5.163
@+ 3 o (5.163)

g(r)=1-

Podemos obter M a partir da condi¢ao g(ry) = 0. Neste caso particular, a massa é

dada por:

M= 3be (2log (ry) + 1) — 2Ar3 + 6r+.
12r3 (g% +1r3) —3/2

(5.164)

Agora, podemos determinar a temperatura utilizando a relagdo apropriada na Eq.
(5.162). O resultado ¢é

/A2 + T'2
Ty = _q85+ (bq2e [6log (ry) + 1] 4+ 4¢%r — 2ber? + 2Ar% — 2ri>. (5.165)
s
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Por outro lado, podemos obter a temperatura do buraco negro a partir da gravidade

superficial, T}, a qual é dada por

T, =—, 5.166
o (5.166)
com a gravidade superficial x definida como
/
Y ;T) ’ (5.167)
r=ry

onde r; é o raio do horizonte de eventos. Agora, considerando a Eq. (5.163) e usando a

expressao da massa do buraco negro dado pela Eq. (5.164), obtemos:

2ry (ber+ —2¢* — Arf + ri) — bg*e (6log (ry) + 1)

. 5.168
5T (@ + 1) (5.168)

K

Podemos notar que a temperatura 7}, é diferente de T assim como outras quantidades
derivadas da primeira lei da termodinamica terao o mesmo problema. Na literatura, alguns

trabalhos consideram o ponto de partida para a termodindmica, a gravidade superficial,

aM
T

[168, 169, 39]. No entanto, outros trabalhos partem da primeira lei e utilizam a relagao

e a entropia é dada por dS = onde T é a temperatura definida pela Eq. (5.166)
entre a entropia e a area [38, 170]. Essas duas abordagens levam aos mesmos resultados
para alguns casos de buracos negros, como os buracos negros de Schwarzschild, entre outras
configuragoes. No entanto, para situagoes em que o buraco negro é do tipo regular, essas
abordagens divergem uma da outra. Para resolver este problema, é necessario modificar
a primeira lei da termodindmica antiga, introduzindo um fator de corregao [131, 171]. A

nova primeira lei é escrita como

dM = TdS + ®dq + VdP, (5.169)

onde
dM = W(ry,q)dM, (5.170)

e W(ry,q) é o fator de corregao, dado por

~ 0
W(ry,q) = (1 +47r/ ng§;> , (5.171)
T+

e Ty ¢ uma das componentes do tensor energia-momento.

Agora, para o caso do buraco negro de Bardeen com uma constante cosmoldgica e
rodeado por um fluido de cordas, as relagoes entre as temperaturas, o potencial magnético

e o volume sao as seguintes



154 Capitulo 5. Buraco negro de Bardeen com nuvem de cordas e fluido de cordas

T = W )T = Wren0) o (5.172)
B = W )2y = W) G (5173
V=W(ry,q)Vg = W(ry, q)?\g, (5.174)
com o fator W(ry,q), que é independente do pardmetro 3, e dado por
Wiry,q) = o (5.175)

(@@ + 7
A Fig. 37a mostra a relagdo entre a temperatura e a carga magnética, ¢, que esta
associada ao buraco negro de Bardeen. Podemos observar que, se fixarmos um valor para
r., a temperatura diminui a medida que o parametro ¢ aumenta. Na Fig. 37b é mostrado
o comportamento da temperatura em termos do parametro b, associado a intensidade do
fluido de cordas.

M=1e¢=—-1;A=-0.01;b=0.1 M=1e=-1;A=-0.01;¢=0.1
T T T 0.20 T T T

0.20

q=0.01 b=10.01
—b=0.1
—b=1

015 —q=01 4 0.15F
—q=1

Ty 0.101] 1 Tx 0a0r

0.05[] 1 0.051

0.00 0.00
( 0

Figura 37 — Representacao grafica da temperatura 7T, para diferentes valores de ¢ e b.

5.2.4.1 Capacidade térmica

No contexto da termodindmica, a capacidade térmica de um corpo é definida pela
relagdo, QQ/AT, entre o calor recebido e o correspondente incremento na sua temperatura
AT. No limite AT — 0, e, para pequenas quantidades de calor, temos () = TAS, onde
AS é o incremento, e a capacidade térmica é dada por C' = T'dS/dT.

E importante distinguir como o calor é recebido no sistema. Se o volume é constante,
temos uma capacidade térmica isocorica C',. Se a pressao for constante, temos a capacidade
térmica isobarica C'p. A andlise da capacidade térmica indica os cenarios de estabilidade dos
processos termodinamicos, que requerem C'p > C', > 0. Agora, a partir da termodindmica

dos buracos negros e considerando o caso de pressao constante, temos
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oS

Cp=Tooer| .
T,

(5.176)
Podemos escrever também esta capacidade térmica em termos do fator W(r,, ¢), como

Ty ~

Cp = W(T+aQ)aTCP,

(5.177)
onde Cp = T H:TSH é a capacidade térmica definida pela primeira lei usual. Assim, a
capacidade térmica do buraco negro de Bardeen com constante cosmoldgica e rodeado por

um fluido de cordas é

Cp ={S (¢* + 5) <2x/§ (—me’ - /7:52 + S) (5.178)
VT + be (25 — 7Tq2) — 313/ 2bge log <S) > } X

T
A

{q4 (2#2\/3 — 27T5/2b6) — 2/mbS% — =572
7

—3A

——Swz+q2<wSW2(S—F?)—7§”b5{)
m

-1
+ 37%/2bg?e (7rq2 + 25) log (S) }
T
A relacao entre a capacidade térmica e a entropia é mostrada na Fig. 38a para ¢
variavel e b fixo, e na Fig. 38b para o parametro b variavel e ¢ fixo. Conforme os graficos,
existem valores positivos e negativos de (), e estes resultados indicam que a solugao ¢é
termodinamicamente estavel para alguns valores da entropia. Outro resultado interessante
é que para alguns valores de (¢, b) temos duas descontinuidades, o que indica que temos

duas transicoes de fase.

5.2.4.2 Equacdo de estado e varidveis termodindmicas criticas

No estudo da termodinamica, um assunto importante é a equacao de estado, que
pode ser analisada pelas equac¢oes de Van der Waals, considerando, aproximadamente, o
comportamento de fluidos reais. Para isso, precisamos de um parametro termodinamico
relacionado a pressao mecanica dos buracos negros e, como proposto por Kastor e co-
laboradores [73], podemos considerar a constante cosmoldgica negativa como sendo um

parametro termodinamico, associado a pressao,

P=—. (5.179)
8
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M=1,e=-1;A=-0.01;b=0.1 M=1e=-1;A=-0.0l;¢g=0.1

100 -: . — r : : ————— .
.E 20 000 \\ 400 "E 10000 7
H Cp 0 g = H 5000
' ‘\‘ : Cp
50 H 20 000 \. I 0 “‘».\ E ]
H ~40 000 | 200 E 5000 ﬁ\ \\\ ;
: 100 200 300 400 500 600 ! “1o00 00 200 ‘u,:, 100
CP 0 _.---------------..-...._._._____j ___________ - Cp 0 : _________________________________ s i
q=001 ~200[f b=0.01 1
-50 : 1 :
----- q=0.1 L e b=0.1
; —q=1 — 400 —b= 1
-100 — : L . H . . . . ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0 5 10 15 20 25 30
s
(a) (b)
Figura 38 — Representacao grafica da capacidade térmica C), para diferentes valores de ¢ e

b.

Seguiremos Kubiznack e Mann [172] para definir o volume especifico como v = 2/%r, ,

hGN
3

temperatura e volume, permitindo-nos estudar as transi¢oes de fase do buraco negro num

enquanto o comprimento de Planck é [% = . Portanto, a Eq. (5.166) relaciona pressao,

diagrama P — v. Em outras palavras, usaremos o raio do horizonte r,, em vez do volume

termodinamico V', que deve estar associado ao volume do fluido.
Substituindo a Eq. (5.179) em (5.168), e resolvendo em termos da pressao, obtemos
87?T — 2be  24bg%clog (5) +4bg*c 4> T 1
p=""1 "+ ) == (5.180)

2mv3 2mvd Tt v 2mu?’

O diagrama “P — v” correspondente esta representado na Fig. 39a e Fig. 39b, nas quais
podemos observar que para valores de ¢ =1 ou b = 1 o ponto verde que indica o valor do
ponto critico € muito pequeno em comparac¢ao com as outras curvas com valores de ¢ ou b
menor que 1.

M=1e=-1b=0.1 M=1e=-1;¢=0.1
0.20 T T T T 0.20 T T

b=10.01
—b=0.1

0151 | 0.15

—b=1

P oao0r P oaor

0.05 0.05

0.00 0.00
0 0

Figura 39 — Representacao grafica do diagrama de fase P — v para diferentes valores de ¢
eb.
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No que segue, analisaremos os pontos criticos. Podemos determinar os pontos criticos

através das condigoes abaixo:

opP 2P
o g%y 181
5 =0e 55 =0 (5.181)

Usando as Egs. (5.180) e (5.181) chegamos ao seguinte resultado

96b e (15 log (g) _ 8) — 6bev? + 192¢*v.

+ 4bg*ev? <6O log (1)25) — 17) + 60¢°v? — v =0, (5.182)

para temperatura critica, volume especifico critico e pressao critica, T, v., € p., respectiva-
mente. No entanto, estes valores s6 sao encontrados numericamente, os quais apresentamos
no Quadro (2) e (3). Os valores estao descritos para duas situagoes especificas, a saber:
uma das quais considera diferentes valores para o pardametro associado ao buraco negro de

Bardeen ¢ e a outra na qual considera diferentes valores para o parametro associado ao

fluido de cordas b.

Quadro 2 — Comportamento dos parametros criticos v., T, p. € ’%’C para diferentes valores
degeparae=—-1eb=0.1

q ,UC TC pC p&"%
0.01 0.618847 0.260476 0.141365 0.33586
0.1 1.22809 0.151917 0.0446783 0.361177

1 8.01563 0.0244046 0.00110936 0.364365

Quadro 3 — Comportamento dos parametros criticos v, Tt, p. € Z& para diferentes valores
de beparae=—1eq=0.1

b UC TC pC ?L’:C
0.01 0.84467 0.235913 0.102794 0.368048
0.1 1.22809 0.151917 0.0446783 0.361177

1 6.04524 0.0263607 0.00145462 0.333585

Com a equacao de estado, podemos obter algumas informacoes sobre a transicao de
um buraco negro. O maximo e o minimo de p em funcao de v s@o conhecidos como a curva
spinodal. Esta curva separa a regiao (instavel) de compressibilidade negativa da regiao de
compressibilidade positiva (onde o estado pode ser estdvel ou metaestével). Esta curva é

encontrada resolvendo T" na Eq. (5.181) e substituindo-a na Eq. (5.180), o que resulta em

—32¢* (v — 2be) + 4¢?v?(2be — Tv) — 96bq2e (2¢* + v?) log (%) + vi(4be + v)
2m05 (1242 + v?) '

Pspi. =
(5.183)
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Outra informacao interessante sobre a transicao de fase é dada pela construgao de
Maxwell. Esta analise indica o intervalo de miscibilidade, o qual é uma regiao de duas
fases que separa as fases estaveis. No caso do fluido de van der Walls, este intervalo separa
o liquido estavel do vapor estavel. No contexto da termodinamica dos buracos negros,
isto indica a regidao que separa as fases pequena e grande do buraco negro. Uma maneira
simples de determinar graficamente o intervalo de miscibilidade é usar a construcao de

Maxwell de areas iguais.

Podemos ver a curva spinodal e a constru¢ao de Maxwell para um diagrama de fase
na Fig. 40. A linha azul é a isoterma critica; as linhas laranja sao as isotermas com
temperaturas abaixo da temperatura critica; e as linhas vermelhas sao as isotermas com
temperaturas acima da temperatura critica. Além disso, a linha continua roxa é a curva

spinodal e a linha tracejada roxa ¢ a linha de coexisténcia entre as fases.

Na Fig. 40, ha transicao de fase para T' < T,, enquanto para 7" > T, ha uma tnica fase.
Além disso, temos seis pontos, dos quais trés pontos, a, ¢ e e, possuem a mesma pressao pg
e estdo na linha tracejada roxa que representa a linha de coexisténcia entre duas fases. Ja
os pontos b e d sao os pontos de maximo e minimo, respectivamente, que estao na linha
continua roxa, que representa a curva spinodal. Podemos notar também que a area A;

tem o mesmo valor que A,, como era de se esperar da construcao de Maxwell.

M=1le=—-1;g=0.1;b=1 M=1e=-1;¢g=0.1;b=0.01
0.005 T T - . 030 T —— T
T<T. T<T.
0.25[ -~ ]
0.004 - —T=T - —T =T,
— T >T, —T>T,
020 ]
0.003 i
P Critical Point P o15- Critical Point 1

Spinodal Curve

Spinodal Curve

0.002
0101

0.001 T

0.000

ot
—
S
—
<
%)
=]
o
St
=)
—
)
w
=
ot

Figura 40 — Conjunto de representacoes graficas da equacao de estado para diferentes
valores de b e q.

5.2.4.3 Energia livre de Helmholtz

A transicao de fase também pode ser verificada pela analise da energia livre de
Helmholtz, F', dada por

F=M-TS. (5.184)
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Onde M e S sado dados pelas Eqs. (5.164) e (5.161), respectivamente, a partir do qual

obtemos

be (6log (ry) + 1) + 8xTr3 + 4ry

F =
120 (g7 + 1) 7

—Tr?. (5.185)

Nas Figs. 41a e 41b mostramos o comportamento da energia livre de Helmholtz para

diferentes valores de ¢ e b com a temperatura critica e os respectivos pontos criticos.
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Figura 41 — Representacao grafica da energia livre de Helmholtz para diferentes valores de
qgeb.

Na Fig. 42 mostramos a energia livre de Helmholtz para diferentes valores de tempera-
tura. Para T" < T, temos uma transicao de fase; quando a temperatura aumenta, as duas

fases tornam-se apenas uma.
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Figura 42 — Conjunto de representagoes graficas da equagao de Helmholtz para diferentes
valores de b e gq.

A Fig. 43 representa um zoom da Fig. 42. Neste ultimo grafico, usamos a mesma
temperatura 7" = 0, 867, usada na Fig. 40 para o diagrama de fases. Repare que os pontos

a,b,c,d e e indicam as regioes de transicao de fase e as transi¢oes instavel e estavel.
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Figura 43 — Conjunto de representacoes graficas da equacgao de Helmholtz para diferentes
valores de b e ¢ com um zoom numa regiao.

A equacao de Helmholtz da-nos informacgoes sobre a transicao de fase. Quando temos
uma temperatura abaixo da temperatura critica, a curva de F' x P tem duas pontas
que podem separar a transi¢do de fase. Na Fig. 43, é possivel notar esse comportamento.
Observe que, na linha vermelha, temos os buracos negros pequenos; na linha azul, temos
uma coexisténcia entre os buracos negros pequenos e grandes, indicada como um buraco
negro intermediario; e finalmente, na linha laranja, temos o buraco negro grande. Além
disso, os pontos a, c e e tém a mesma pressao, Fy, pois esses pontos estao na mesma linha

de coexisténcia.

E também possivel observar que a energia livre de Helmholtz se altera quando variamos
alguns parametros; estas variagoes refletem-se na transicao de fase. Assim, quando fixamos
q = 0.1, e mudamos b = 1 para b = 0.01, a linha azul diminui, o que indica que o intervalo
do buraco negro intermediario diminui. Este efeito pode ser visto na Fig. 43a e na Fig.

43b.
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6 Buraco negro de Hayward com nuvem de

cordas e fluido de cordas

Para resolver as dificuldades relacionadas com a singularidade da curvatura e as suas
consequéncias, foram propostos alguns modelos de espaco-tempo de buracos negros, cujas
métricas e invariantes de curvatura nao tém singularidade, ou seja, sao regulares em todo
espaco, em particular, na origem. Estas métricas correspondem ao que se designa por

buracos negros regulares conforme ja discutimos no capitulo 3.

Originalmente, a métrica do buraco negro de Hayward foi obtida a partir das equagoes
de Einstein modificadas, sendo que o pardmetro que aparece na solucao esta relacionado
com o nivel de energia na regiao préxima do horizonte do buraco negro [17], que pode ser
interpretado como uma constante a atuar neste espaco-tempo. Por outro lado, a solugao do
buraco negro de Hayward também pode ser obtida no contexto da Teoria da Relatividade
Geral acoplada a eletrodindmica nao-linear [10, 11], caso em que o pardmetro mencionado

jd nao ¢ uma constante universal, mas sim uma carga magnética.

Neste capitulo, obteremos a solugdo do buraco negro de Hayward [17] num cenério
com nuvem de cordas [39], generalizaremos a métrica de Hayward para multiplas fontes,

além de obtermos também a solu¢do de Hayward-AdS com um fluido de cordas.

6.1 Algumas observacoes sobre o buraco negro de Hayward rodeado

por uma nuvem de cordas

Nesta secao obteremos a métrica correspondente ao espago-tempo do buraco negro
de Hayward rodeado por uma nuvem de cordas. As consequéncias da nuvem de cordas
na regularidade da solugao obtida, bem como nas condi¢oes de energia, serao analisadas.
Também serao investigados os horizontes, as geodésicas, o potencial efetivo e alguns
aspectos da termodinamica. Compararemos todos os resultados obtidos com os da literatura
correspondentes ao buraco negro de Hayward, ou seja, num cenario onde a nuvem de

cordas esta ausente.

6.1.1 Solucdo geral

Estamos interessados em obter a solugao que descreve o espago-tempo de Hayward com
uma nuvem de cordas. Desta forma, analisaremos esta solucao no contexto da relatividade

geral.
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A acao que descreve a relatividade geral minimamente acoplada a matéria e a nuvem

de cordas ¢ dada por

S:Q;/d{@ \/—_gR+/d4:c V—gL(F) —|—/d4x V=gLes, (6.1)

onde k? = 87G/c*, g = det(gu) é o determinante do tensor métrico, R = ¢g"’R,,, é o
escalar de curvatura, dado pela contragao do tensor de Ricci, L(F') é a Lagrangiana da

teoria electromagnética nao-linear e Log é a Lagrangiana da nuvem de cordas.

A Lagrangiana da teoria eletromagnética nao-linear L(F') [16, 26, 133, 134, 135],

associada ao espago-tempo de Hayward [17], é descrita por,

6 (202F)2
R[4 (212 F) 7]

L(F) = (6.2)
A Lagrangiana é uma funcgao nao-linear do escalar eletromagnético F' = F*F),,, onde
F,, é o tensor de Maxwell-Faraday. Para um espaco-tempo esfericamente simétrico que ¢

apenas magneticamente carregado, a Uinica componente diferente de zero de F),, é [16]

Fa3 = gsend, (6.3)

e o escalar I é

2q>
=

F =2FpF? = (6.4)
onde ¢ é a carga magnética. Na Eq. (6.2), [ é o parametro de Hayward, cujo valor, em
principio, serd restrito ao intervalo 0 < [ < co. E de notar, no entanto, que, no seu trabalho
original, Hayward considerou este parametro da ordem do comprimento de Planck, e foi

entao relacionado com uma carga magnética através da definicao [16, 26, 133, 134, 135]

Y .

¢=-"5-=—5 :
Aqui, ry = 2GM/c® = 2m é o raio de Schwarzschild cldssico, M é a massa gravitacional
do sistema e m é a massa geométrica. Assim, a condi¢ao necessaria g > 0 corresponde a

uma soluc¢ao de buraco negro com [ > 0.

Assim, substituindo a Eq. (6.5) na Eq. (6.4), obtemos:
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2r4 ri ’

e assim, apesar das poténcias fracionarias de F' na Lagrangiana (6.2), a teoria estd bem

definida.

A ac@o de Nambu-Goto é utilizada para descrever objetos semelhantes a cordas, dados
por [36]

Ses = / d*r /g Les = / (=) 2 MdNdNL. (6.7)

Para a nuvem de cordas temos a seguinte Lagrangiana Lcg [36]:

1 1/2
Los = My=7 = M (—QEWEW) , (6.8)

onde M é uma constante adimensional que caracteriza cada corda e 7 é o determinante

de v4p, sendo uma métrica induzida numa subvariedade dada por

oxt Oz

VAB = Qw5 T 5 B (6.9)

onde z# = x*(\) descreve a superficie de mundo da corda com A’ e A\! paradmetros

tipo-tempo e tipo-espaco. X* é um bivetor escrito como

s _ AB % Ox”
T oM oNB’

(6.10)

com €4? sendo o simbolo de Levi-Civita, "' = —¢!® = 1. Devido a simetria do espaco-

tempo, a tinica componente nao-nula do bivetor é X' = a/pr? e depende exclusivamente
da coordenada radial. Vale a pena notar que a é uma constante de integracao relacionada

com as cordas, estando limitada ao intervalo 0 < a < 1.

Portanto, variando a acdo (6.1) com respeito a métrica encontramos

1
Ry = 59wl = AT+ T00), (6.11)
onde o tensor de energia-momento de Hayward (T lﬁ) e o tensor de energia-momento para

uma nuvem de cordas (TS,S ) sdo obtidos, respectivamente, por meio das expressoes abaixo
[16, 36]:
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1 oL
H _ a
Tl“/ = ig/u/L(F) — 287FFM Fl/om (612)

cs pEfZﬁ,,

As componentes (0,0) e (2,2) do tensor energia-momento de Hayward (7}\) e do tensor

energia-momento para nuvem de cordas (Tﬁs ) sao dadas, respectivamente, por:

912 )32 1912m2
Too = f(ZT)L(F) - 32 2 = f(z) 2 - 3)2° (6.14)
92]2 {(2Z2F) /44 1} K® (202m + 1r3)
1 oL
Ty 25922[/(}7) — 28—FF2 Fy,
6 QPR 2 18V2VFI
2 K22 [1+ (212F)42 ° r2 g2 (23/4F3/4p3/2 4+ 1)° (6.15)

_24PPmPr? (r® — IPm)

k2 (212m + 7’3)3

ros @ pos (6.16)

2 2
Substituindo as Eqs. (6.14)-(6.16) na Eq. (6.11), obtemos as seguintes equagoes diferenciais

1 a fi(r) f(r) 121%2m?

- = — — =0 6.17
r2  r2 r 72 (212m + 13)° ’ (6.17)
15, , 241°m*r? (r® — [*m)

- + — =0. 6.18
1) ) = B (619

Multiplicando a Eq. (6.17) por 7% e a Eq. (6.18) por 2, somando os resultados, obtemos:

1212m?2r? 4812m?*r? (r3 — *m)

1—a— f(r)+rf'(r)+r2f"(r) — = 0. 6.19
f( ) f( ) f ( ) (2l2m+7“3)2 (2l2m+r3)3 ( )
Resolvendo a equacgao diferencial acima, temos
4[2 2
fr)=1-a+-——"" “ e (6.20)

2W2mr +rt 1
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onde podemos adotar C; = —2m e Cy = 0. Assim, obtemos finalmente a solucao de

Hayward com uma nuvem de cordas:

2mr? 2mr? !
ds>=1-a— — —|d?’—-(1-a— ——— dr? — r?dQ)? 6.21
° ( 4 r3 + 212m> < “4 r3 4 2l2m) ror ’ ( )

onde dQ? = db? + sen?0dp?. Note que, se a = 0, obtemos a métrica de Hayward [17] dada
pela Eq. (3.72). Se [ = 0, a métrica (6.21) torna-se semelhante ao espago-tempo de Letelier
(4.65) [36].

Assim, para a métrica dada pela Eq. (6.21), o escalar de Kretschmann é

2
K = Raﬁp,yRa'BHy = 4% + 3126”’”/
r @>r2 4 (6.22)
48m? (r'? — 4r9¢® + 18r%¢5 — 2r3¢° + 2¢'?) ’
(r* +¢%)° '
Agora, determinemos o valor destes resultados nos limites r — 0 e r — oc.
4a* 1
lim K = lim [ —— _t0am
r—0 r—0 \ 74 q3r2 +1rd 6.23)
48m? (r'? — 4r?¢® + 18r%¢° — 2r3¢? + 2¢"%)\ (6.
(r* +¢%)" ’
4a? 16
r—00 r—oo \ r r r
4 (6.24)

N 48m? (r'? — 4r9¢® + 18r%¢5 — 2r3¢° + 2q12)> 0
(r* +¢°)° '

Portanto, a partir da analise do escalar de Kretschmann, no limite » — 0, concluimos
que a inclusdo da nuvem de cordas influencia a métrica, destruindo a regularidade, e como

consequeéncia, introduzindo uma singularidade. Em outras palavras, a métrica do buraco

negro de Hayward com uma nuvem de cordas é singular na origem (r = 0).

6.1.2 Horizontes do buraco negro

No que se segue, estudamos os horizontes do espago-tempo do buraco negro de Hayward,
dados pelo elemento de linha mostrado na Eq. (6.21). De agora em diante, identifiquemos

a funcao g(r) como

(6.25)
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I=1,a=0 I=1;,a=04
9(r)

0.6-

I=1,a=0.6 I=1;a=0.9
g(f) g(r)
0.10
0.05-
Iy Iy
P . . . . Loy
r-\05 1.0 15 2.0 25 3.0
— m=0
-0.05¢ m>m,
L — m=m, —— m=m,
-0.4 - _ L
7 mem, ~010 m<m,

Figura 44 — A fungao g(r) para [ = 1 e diferentes valores de m: m = 0, m < m,, m = m,
e m > M.

Analisando as raizes da fungdo g(r), podemos obter uma massa critica do buraco negro,

dada por

m, = i\/§(1 —a)®, (6.26)

bem como um valor critico para a coordenada radial, r, mostrado a seguir

r. =3 — 3al. (6.27)

Considerando apenas valores positivos de r, se a massa do buraco negro for superior a
massa critica, m > m., g(r) tem duas raizes reais. Se m = m,, g(r) tem uma tnica raiz real,
que é igual a 7. Finalmente, g(r) ndo tem raizes reais para m < m,. Se negligenciarmos
a nuvem de cordas, a = 0, a massa critica reduz-se a m, = (3v/3/4)l e o raio critico é
7. = v/3l, quantidades j obtidas por Hayward [17]. O comportamento descrito de g(r)

pode ser observado na Fig. 44.
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6.1.3 Geodésicas do buraco negro

Dada a métrica do espaco-tempo, a trajetoria das particulas e da luz pode ser descrita
pelo movimento geodésico. As equagoes geodésicas também podem ser obtidas a partir da

Lagrangiana dada na equacao

1 dztdzv 1
L==gu—— = =gu,i"'t",
Zg” dr dr Zg”
que, no espago-tempo do buraco negro de Hayward com uma nuvem de cordas, pode ser

escrita como

1 2mr? /2 1 2242 2 2902
£:2[<1_a_r3+2l2m>t_(1_a_ s )r —r°0* —resen“6o”| , (6.28)

r34+202m

onde o ponto representa a derivada em relacao ao tempo proprio 7. Reescalonando o
parametro 7, podemos definir L = 2L, que, para geodésicas tipo-tempo, é igual a +1, para

geodésicas tipo-espaco é igual a —1 e é igual a 0 para geodésicas nulas [114].
As equacoes de Euler-Lagrange sao dadas por
d (oL oL
—=— | —=—=0. 6.29
dr (8x’“> OxH (6:29)

Fazendo 4t =0 e p = 3 na Eq. (6.29), com £ dado por Eq. (6.28), obtemos, respectiva-

mente:

E

i = , (6.30)
(1—a—50)
. J
. 31
¢ r2 sen2f’ (6.31)

onde E e J sao constantes de movimento que correspondem aos vetores de Killing 0, e 0y,
respectivamente. Podemos interpretar estas constantes como a energia F e o momento
angular J da particula que se move nas proximidades do buraco negro.

s

Restrinjamos a andlise das geodésicas ao plano equatorial do buraco negro, ¢ = 7.

Fazendo isso, as Eqgs. (6.30)-(6.31) reduzem-se a

i (1_a_E al (6.32)

r34+202m

b= J (6.33)

r2’
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Substituindo as Eqgs. (6.32) e (6.33) na Eq. (6.28), obtemos

E? =77 4+ V4, (6.34)
onde
2mr? J?
Vegr=|l—a— ——|(=+L), 6.35
1 ( “ 7’3+212m> <r2+ ) ( )

representa o potencial efetivo para o movimento geodésico no espago-tempo de um buraco

negro de Hayward com uma nuvem de cordas.

Usando a relagao

drdt _dr
dt dr  dr

GE -Gy

na Eq. (6.34) e utilizando as Egs. (6.35) e (6.32), obtemos

(‘ZY — g(r)? l1 _ g]g;) (‘Zj + L)] . (6.37)

Movimento radial de uma particula sem massa

Para o movimento radial (J = 0) de uma particula sem massa (L = 0), a Eq. (6.37)

pode ser escrita como

<Zz> = g(r)*. (6.38)

Substituindo a Eq. (6.25) na Eq. (6.38), obtemos a relacdo entre as coordenadas t e ,

a qual é dada por

+f = / ! dr. (6.39)

. 2mr?
l—a r34202m

Usando a Eq. (6.34), podemos obter a relagao entre a coordenada r e o tempo préprio

T para o movimento radial de uma particula sem massa, a qual é dada por

dr\>
- — F2
() =7

7 = (6.40)

r
=
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Movimento radial de uma particula massiva

Agora, consideremos o movimento de particulas massivas (L = 1) em trajetérias radiais

(J = 0) nas proximidades do buraco negro. Da Eq. (6.37), obtemos

(ZY =g(r)? — ‘(g. (6.41)

Substituindo a Eq. (6.25) na Eq. (6.41), podemos encontrar a relagdo entre as coorde-

nadas t e r para o movimento radial da particula:

dr (6.42)

= [ i
2mr2
2mr? \2 (1—(1— "”3+2l2m)
m E?

Da Eq. (6.34), obtemos a rela¢ao entre o tempo préprio 7 e a coordenada radial r:

(Z)Z = E? —g(r),

r

/w;z_(l_a_ et Y

+7 = (6.43)

r34+202m

6.1.4 Potencial efetivo

O comportamento do potencial efetivo (V.;r) do movimento geodésico, dado pela
Eq. (6.35), pode nos dizer sobre o comportamento de uma particula massiva ou de uma
particula sem massa préximo do buraco negro. Assim, nas Figs. 45 a 48, representamos os
potenciais efetivos para diferentes valores de a e [ para geodésicas tipo-tempo e nulas. Em
algumas figuras, representamos, em detalhes, o Vs perto do buraco negro (r perto de

Z€r0).

Na Fig. 45, representamos o potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-tempo
(L =1 e J? =20). Podemos observar que, para [ = 0, nao existem geodésicas circulares
estaveis, uma vez que os graficos ndo mostram um minimo local para qualquer valor de a.
Por outro lado, para [ > 0, podemos observar a possibilidade da existéncia de minimos

locais para o potencial efetivo, dependendo do valor do pardmetro da nuvem de cordas a.

Para geodésicas nao-radiais tipo-nulo (Fig. 46), podemos observar que, em todos os
casos, Verr — 0 para regioes distantes do buraco negro, r — oo. Para [ = 0, nao ha
geodésicas circulares estaveis, uma vez que os graficos ndo mostram minimo local. A
existéncia de minimo local do potencial efetivo do movimento de particulas sem massa em
torno do buraco negro depende também do pardmetro da nuvem de cordas, como se pode

ver na Fig. 46.
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Figura 45 — Potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-tempo (L = 1 e J? = 20),
para diferentes valores de a e [.

No que diz respeito ao comportamento das geodésicas radiais tipo-tempo, a Fig. 47
mostra-nos que a estabilidade do movimento radial nao ocorre para [ = 0. Por outro lado,

para [ > 0, existirdo sempre geodésicas estaveis.

Finalmente, podemos observar na Fig. 48 que, para geodésicas radiais tipo-nulo (J% = 0
e L = 0), o potencial efetivo é constante e igual a zero, o que, no movimento radial,

significa que particulas sem massa serao absorvidas pelo buraco negro.

6.1.5 CondicGes de energia

Sabe-se que os buracos negros regulares violam as condiges de energia [158]. Uma vez
que a introducao de uma nuvem de cordas transformou a métrica do buraco negro numa

solucao singular, é essencial analisar as condi¢oes de energia da métrica obtida.

O tensor de energia-momento pode ser escrito como

T = diag[p, —p,, —pe, —pil, (6.44)

em que p ¢ a densidade de energia, p, é a pressao radial e p; é a pressao tangencial, dadas
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Figura 46 — Potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-nulo (L = 0 e J? = 20),
para diferentes valores de a e [.

por

_1-g(r) —rg(r)

0 o , (6.45)
rg(r)+g—1

=TI (6.46)
rg"(r) +24'(r)

= ) 6.47

bt oR2 ( )

Existem quatro condigoes principais de energia: a condigdo de energia fraca (WEC), a
condigao de energia forte (SEC), a condi¢ao de energia dominante (DEC) e a condigao de

energia nula (NEC) [159]. Estas condi¢bes podem ser escritas como [40, 160, 159

NEC, 3 =WEC,5=8SEC,2< p+p+ >0, (6.48)
SECs < p+p, +2p >0, (6.49)

DECis < p—|pr 20, (6.50)

DEC; = WEC; < p > 0, (6.51)
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onde os indices 1 e 2 se referem, respectivamente, as componentes radial e tangencial da

pressao.

No que se segue, vamos considerar g(r) > 0. Assim, as condigoes de energia sao dadas

pelas seguintes relagoes

NEC, < 0, (6.52)
a 361°m?r3
NEC; & 6.53
2T R * K2 (202m +13)> T (6.53)
a 120%m?
WEC; & 6.54
ST RI 2 (202m +13)* ~ (6.54)
48m?2 (1213 — 1
SECy < 28m(r 7?) > 0, (6.55)
K2 (202m + 13)
2a 241%m?
DEC >0 6.56
1< K272 + K2 (21°m + 7“3)2 - ( )
1202m?2 (r3 — 412
DEC, & L 2L = 4m) (6.57)
R2T k2 (212m +13)
Se considerarmos o limite » — oo, obtemos
NEC, < 0, (6.58)
NEC, < 0, (6.59)
WEC; < 0, (6.60)
SEC, & 0, (6.61)
DEC; < 0, (6.62)
DEC, < 0. (6.63)

Os resultados relativos as condigoes de energia mostram-nos que, no caso considerado,
as condigoes de energia nula e fraca sao claramente satisfeitas. As condigoes de energia
dominante e forte devem ser satisfeitas ou violadas consoante a relacao entre os parametros.
Analisando estas condigoes para valores muito grande da coordenada radial, concluimos
que todas elas sao satisfeitas e curiosamente, todas as condi¢des sdo iguais a zero. Vale a
pena mencionar que se considerarmos o caso g(r) < 0, as conclusdes sobre as condigoes de

energia sao as mesmas.
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6.1.6 Termodinamica do buraco negro

Nesta secao, estudamos a termodinamica do buraco negro de Hayward com uma
nuvem de cordas, examinando o comportamento da massa, da temperatura Hawking e da

capacidade térmica em funcao da entropia.

Massa do buraco negro

Seja rp, o raio do horizonte, assim temos que g(r,) = 0, onde g(r) é dado pela Eq.
(6.25). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro em termos de rj através da

seguinte equagcao:

_ (—a)rj
"= 2(ri + (a — 1)12)’ (6:64)

escrito em termos do parametro que trata da presenca da nuvem de cordas, a. Nota-se
que se a = 0, recuperamos a massa do buraco negro regular de Hayward, sem a nuvem de
cordas, em termos do raio do horizonte (3.73). Considerando [ = 0 e a = 0 recuperamos a

massa do buraco negro de Schwarzschild (2.62).

A area do horizonte pode ser calculada por

A= / J—gdbd¢ = dmr?. (6.65)

Por outro lado, a entropia do buraco negro pode ser calculada através da lei de area

[62], usando a relagao

A
S = 1= . (6.66)

Assim, podemos escrever o pardmetro de massa em funcao da entropia como

B (1 —a)S3?
m = 271_3/2(% +(a— 1)) (6.67)

Na Fig. 49, representamos o comportamento do parametro de massa, m, em fun¢do da

entropia do buraco negro, S, em diferentes situacoes.

Note que, para o buraco negro de Schwarzschild (¢« = 0 e | = 0), o pardmetro de
massa sO apresenta valores positivos para valores positivos da entropia, S. Comportamento
semelhante é obtido quando (I = 0), assim voltamos ao cendrio do buraco negro de
Schwarzschild, mas agora, com uma nuvem de cordas, 0 < a < 1. Se considerarmos
o buraco negro de Hayward, é possivel notar que o parametro de massa tem valores
positivos e negativos dependendo dos parametros do buraco negro. Isto também se repete

quando consideramos a nuvem de cordas no espaco-tempo do buraco negro de Hayward. E
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Figura 49 — Massa do buraco negro em funcao da entropia m(S) para diferentes valores
de a e l.

importante notar que o pardmetro da nuvem de cordas modifica o ponto de transi¢cao de

fase para o buraco negro de Hayward rodeado por essa nuvem.

Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para o buraco negro de Hayward com uma nuvem de cordas

pode ser calculada usando a seguinte expressao:

(6.68)
com ' denotando a derivada em relacao a coordenada radial. Hawking mostrou que o

buraco negro emite radiagao, e que a sua temperatura correspondente, a temperatura

Hawking, para um espago-tempo estacionario, é dada por [64]:

To=—. (6.69)

E importante lembrar que para o espaco-tempo de vacuo com simetria esférica, a

primeira lei da termodinamica ¢ dada por
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dm

(6.70)

onde m e S sdo a energia total e a entropia do sistema, respectivamente, e Ty ¢ a
temperatura do buraco negro prevista na primeira lei. Tendo em conta a lei da area dada
pela Eq. (6.66), a primeira lei da termodindmica nao fornece uma forma correta de calcular

a temperatura de buracos negros regulares [131, 132].

Assim, a temperatura Hawking, T, e Ty, para o buraco negro de Hayward obtidas
através das equagoes Eqs. (6.69) e (6.70), respectivamente, nao sdo equivalentes, ou seja, a
primeira lei, dada pela Eq. (6.70), nao é apropriada para calcular a temperatura correta

para buracos negros regulares, uma vez que tais buracos negros nao sao solugoes de vacuo.

Usando a Eq. (6.69) com x dado por (6.68), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, =T, para o buraco negro de Hayward com a nuvem de cordas:

_mry(ry — 41°m)

= . 71
2m(ry + 212m)? (6:71)
Colocando a Eq. (6.64) na Eq. (6.71), obtemos o seguinte resultado
1 — 2 -1 2

3
4mry,

Substituindo r, = (£)'/2 na Eq. (6.72), obtemos finalmente a expressdo da temperatura

Hawking em funcao da entropia para o buraco negro de Hayward com a nuvem de cordas:

T (1 —a)ﬁfég/; 1)l2+%]. (6.73)

Na Fig. 50, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em
fungao da entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes. Nota-se que para o espaco-
tempo de Schwarzschild (a = 0 e [ = 0) o pardmetro de temperatura sé apresenta valores
positivos para S > 0. Analogamente, para o espaco-tempo de Letelier ( =0e 0 <a < 1).
Quando consideramos o espago-tempo de Hayward (I = 1 e a = 0), j& é possivel notar
que o parametro de temperatura apresentara valores positivos e negativos dependendo
dos parametros do buraco negro. Isso também se repete quando consideramos a nuvem de

cordas no espago-tempo de Hayward (I=1e¢0 < a < 1).

Capacidade térmica

A capacidade térmica fornece informacao sobre a estabilidade termodindmica de um
sistema. Podemos calcular a capacidade térmica do buraco negro de Hayward com a nuvem

de cordas a partir da seguinte expressao:
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Figura 50 — Temperatura do buraco negro em fungao da entropia T'(S) para diferentes
valores de a e [.

—1
C = Tg;: =T @9 . (6.74)

Substituindo a Eq. (6.73) na Eq. (6.74), encontramos a seguinte expressiao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:

25[3(a — 1)1 + 5]
9(a— 1P+ S

C=— (6.75)

O comportamento da capacidade térmica em funcao da entropia, para diferentes valores
de [ e a, é dado na Fig. 51. Para | =0, a Eq. (6.75) reduz-se a C' = —2S, como esperado
para o caso do espago-tempo de Schwarzschild. Neste caso, a capacidade térmica é negativa

para S > 0, indicando um sistema termodindmico instavel.

Quando consideramos Hayward (I = 1, a = 0) e o espago-tempo de Hayward com
a nuvem de cordas (I = 1, 0 < a < 1), existem valores para a entropia para os quais a
capacidade térmica adquire valores positivos. Isto significa que o buraco negro de Hayward
pode ser instével ou estével a depender dos valores de entropia considerados. E importante
ressaltar que o parametro de cordas desempenha um papel importante no comportamento
da capacidade térmica, modificando o ponto de transicao de fase. Assim, ao contrario do

buraco negro de Schwarzschild, o qual é termodinamicamente instavel, o buraco negro de
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Figura 51 — Capacidade térmica em fungao da entropia C'(S) para diferentes valores de a
el.

Hayward e o buraco negro de Hayward com uma nuvem de cordas apresentam regioes de

estabilidade, dependendo dos parametros escolhidos.

6.2 BN carregado de Hayward-Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por

uma nuvem de cordas

Nesta secao, obteremos a métrica estatica carregada de Hayward-Kiselev-(anti-) de
Sitter rodeada por uma nuvem de cordas, resolvendo as equagoes de campo da relatividade
geral. Faremos também uma andlise do escalar de Kretschmann para a solucao obtida,
assim como para varias outras solugoes particulares. Discutiremos as condi¢oes de energia

associado a solucao e as geodésicas do buraco negro.

6.2.1 Solucdo geral

A acdo de Einstein-Hilbert na relatividade geral é a acdo que produz as equagoes
de campo de Einstein no vacuo por meio de um principio variacional. Esta acao esta
essencialmente relacionada com a curvatura, descrevendo a geometria do espago, que

incluindo a constante cosmologica ¢ dada por:
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_ 1 4
Son = 5.3 /d 2/ g (R+2A), (6.76)

onde k? = 8rGc™?, g = det(g,,) é o determinante do tensor métrico, A é a constante

cosmologica e R = g"" R,,,, ¢ o escalar de curvatura de Ricci, dado pela contracao do tensor
) ;

de Ricci.

As equacoes de Einstein com fontes de matéria sao obtidas quando se adiciona uma
Lagrangiana de matéria ao funcional S. Assim, para o modelo que descreveremos nesta

secao, o contetido material pode ser obtido pela agao geral

Sin :/d4m\/—_gL(F) +/d4x\/—_gLE+/d4x\/—_chg. (6.77)

A Lagrangiana da teoria eletromagnética nao-linear associada ao espaco-tempo de Hayward
acoplado a um fluido quintessencial L(F") [16, 26, 44, 17, 133, 134, 135, 79] é descrita por,

3(w+1)
6 (202F)°? bow (i) °
L(F) = (RI°F) - (2%;) (6.78)
K212 1+ (212 F)**] K
A Lagrangiana ¢ uma fungao nao-linear do escalar eletromagnético F' = F*F),,, onde

F,,, & o tensor de Maxwell-Faraday. Para um espaco-tempo esfericamente simétrico que ¢

apenas magneticamente carregado, a Ginica componente diferente de zero de F),, é [16]

Fys = @, send, (6.79)

e o escalar F' é

242,
rd’

F = 2F»F? = (6.80)

onde ¢,, ¢ a carga magnética e [ é o parametro de Hayward, ambos relacionados pela Eq.
(6.5).

Assim, substituindo a Eq. (6.5) na Eq. (6.80), obtemos:

3 T§l2 3/ 2N\ 2/3
po VP VR (6.81)

24 rd
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Para o campo eletromagnético, a Lagrangiana Ly é dado por [108]:

1
Lp=—7 wg P (6.82)
cujas componentes nao-nulas do tensor de Maxwell para um objeto massivo, estatico,

carregado e esfericamente simétrico sao:

Foo=Fog=-F"=E, = 92 (6.83)
r
A agdo de Nambu-Goto é usada para descrever objeto tipo cordas, dado por [36]
Ses = / d*z /=g Los = / (=) /2 MdNdNL. (6.84)
Para a nuvem de cordas temos a seguinte Lagrangiana L¢cg [36]:
1 1/2
Les = My/—y =M (—2ZWZW) , (6.85)

onde M é uma constante adimensional que caracteriza cada corda e v é o determinante

de vap, a qual é uma métrica induzida numa subvariedade dada por

ozt Ox¥

VAB = G 53T GNB (6.86)

onde 2 = x*(\) descreve a superficie de mundo da corda com A’ e A\!' pardmetros

tipo-tempo e tipo-espago. X* é um bivetor escrito como

ozt dx¥
) 6.87
ONA ONB’ ( )
com €*B sendo o simbolo de Levi-Civita, €' = —¢'% = 1. Devido a simetria do espaco-

tempo, a tnica componente nao-nula do bivetor ¢ %" = a/pr? e depende exclusivamente
da coordenada radial. Vale a pena notar que a é uma constante de integracao relacionada

com as cordas, estando limitada ao intervalo 0 < a < 1.

Tal como uma particula esté associada a uma linha de mundo, uma corda esté associada
a uma superficie de mundo, descrita por z#(\*4) onde \° e A\! sdo pardmetros tipo-tempo

e tipo-espago.
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Assim, a acao total que descreve a dindmica do modelo de buraco negro carregado de

Hayward-Kiselev-(anti-) de Sitter com nuvem de cordas é dada por

S =S + S
1 4 4
:ﬁ/d 2v—g (R + 2A) —l—/d 2/ —gL(F) (6.88)
+/d4l’\/ —gLE+/d4£L'\/ —chs.

Variando a ac¢ao (6.88) com relagdo & métrica, encontramos

1
R, — 5gWR —Agu = (TN + T + T3P, (6.89)

onde o tensor de energia-momento de Hayward-Kiselev (TﬁK ), 0 tensor de energia-momento
para o campo eletromagnético (Tf;) e o tensor de energia-momento para a nuvem de

cordas (T S,S ) sdo dados, respectivamente, por [16, 108, 36]:

1 oL
HK a
T, = §QWL(F) — Q—aFFu Fa, (6.90)
E 1 af 1 af
T, = P —29""FoFo g + §gWFa5F , (6.91)
sy,
cs _ PXyu Xy
T, = ()1 (6.92)
Para um espaco-tempo esfericamente simétrico temos o seguinte ansatz:

1
ds* = f(r)dt* — T )dr2 —r2df* — r? sen®0d¢>. (6.93)

r

Usando a expressao do elemento de linha dado pela Eq. (6.93), podemos especificar

matricialmente todos os elementos do tensor métrico:

(6.94)
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As tinicas componentes nao-nulas do tensor de Ricci para o caso de um objeto massivo,

estatico e esfericamente simétrico sao as componentes da diagonal principal, dadas por:

= 100D FOF0) -
_ S F(n)

Ry = 2f rF(r) (6.96)

Ros =1— f(r) —rf'(r), (6.97)

R33 = sen®0 Ry,. (6.98)

Para calcular as componentes do tensor de Einstein utilizaremos a seguinte equacao:

1
Guu = Rul/ - iguuR~ (699)

Inicialmente, determinemos o escalar de curvatura:

R=g" Ry = g"Roo + ¢"' Ri1 + g°* Roa + g% Ras. (6.100)

Substituindo as Egs. (6.94), (6.95)-(6.98) na Eq. (6.100), apds algumas simplificagoes,

obtemos:

%_4frr>+_2ig?__53 (6.101)

r2’

R=f"(r)

Assim, a componente Gy do tensor de Einstein pode ser obtida fazendo 4 =0 e v =0 na
Eq. (6.99):

1
Goo = Roo — 59003- (6.102)

Substituindo as Egs. (6.94), (6.95) e (6.101) em (6.102), obtemos:

Gm:_ﬂ%ﬂﬂ_fgf+§?.

(6.103)

Analogamente, é possivel calcular as outras componentes nao-nulas do tensor de Einstein:

AN 1
G = rF() () + por (6.104)
s = 12 F7(r) + 7 /(). (6.105)

2
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As componentes (0,0) e (2,2) do tensor de energia-momento de Hayward-Kiselev
(T11%), do tensor de energia-momento para o campo eletromagnético (7)) e do tensor de

energia-momento para a nuvem de cordas (TS,S ) sdo dados, respectivamente, por:

1212m2 f(r) Saw f(r)yr—3«=3
THE — — . 6.106
00 K2 (202m + 13)? K2 ( )

THE _ 2412m?r? (r® — I?m) ~ Baw(3w + 1)7“*3“’*1‘

q
K2 (202m + r3)° 2k2 (6.107)
E_f(MQQ E_1Q2
TOO - K2 F) 22 — ?ﬁ (6108)
f(r) a
7SS = St TS = 0. (6.109)

Substituindo as Egs. (6.103)-(6.109) na Eq. (6.89), obtemos as seguintes equagoes diferen-

ciais

a f'(r) f(r) 1 1202m? Q? —3w—3
_ _ L N7 - - A - - w = 11
1., , 241°m*r? (r® — [>m) 2 5 3 31
- _ -~ 4+ A — 1 “Tt =0.
5" f(r)+rf(r) @22m 1 ) - + Arc + 2aw(3w + 1)r 0

(6.111)

Multiplicando a Eq. (6.110) por r? e a Eq. (6.111) por 2, somando os resultados, obtemos:

L—a— f(r)+rf'(r)+r*f"(r

B 1202m2r? B 4812m 22 (7"3 . l2m)
(22m + 13)? (202m + r3)° (6.112)
3Q?

— —5 + 3aw(3w + 2)r % 4 Ar? = 0.
,

Resolvendo a equacao diferencial acima, encontramos:

41?m? Q? Ar? Ch
=l—a4+-———+—>—ar - Cor + — 6.113
fr) a+2l2mr+r4+ 7 3 + Cor + ) ( )
onde podemos adotar C; = —2m e Cy = 0. Assim, simplificando e substituindo a Eq.

(6.113) na Eq. (6.93), obtemos finalmente a métrica do buraco negro carregado de Hayward-

Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas:
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2mr? a Q* 1
2 _ o _ Q7 Lo o) o
ds® =+ <1 a Y o g 3A7" ) dt
2mr? a 21 .\, (6.114)
_(1_a_r3+2l2m_r3wq+1+7“2_SAT) dr

— r2df* — r? sen®0d .

Para o limite a — 0, « — 0 e @ — 0, encontramos a solu¢do Hayward-(anti-) de Sitter e

paral — 0, a — 0 e Q — 0, encontramos a solucao de Kiselev-(anti-) de Sitter.

6.2.2 Analise do escalar de Kretschmann

Um critério para testar a existéncia de singularidades de uma métrica é examinar
as quantidades invariantes de coordenadas construidas com R,, ou R,,.,. Existe um
numero finito de possibilidades para construir estes invariantes. Consideraremos uma delas,

designada por escalar de Kretschmann dado por K = R,,,,,RM7°.

Nesta se¢ao, vamos calcular o escalar de Kretschmann para o buraco negro carregado
de Hayward-Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas, bem como para
alguns casos particulares que é possivel obter a partir da métrica geral. O objetivo é

analisar a regularidade da métrica para diferentes configuragoes.

Espaco-tempo carregado de Hayward-Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por uma nuvem de

cordas

Se quisermos verificar a existéncia de singularidades para este espago-tempo, basta
calcular o escalar de Kretschmann. Assim, para a métrica dada pela Eq. (6.114), o escalar

de Kretschmann é
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K = Ropyu RO
4a? 16am 8a@?  SaA

oot + 202mr? + rd r6 3r2
+ 8aar 7% 4 4ahw, (3w, — 1) r—3EatD
N 48m? [3218m* — 161°m3r3 + 721*m>rS — 812mr® + r1?]
(20?2m + 7“3)6
BA [SAL°m® + 121'm? (4m + Ar®)] | 2damr 3@t [16 (302 4 5w, + 2) |

3(212m + 3)° (212m + 13)?
8A [62mr? (Ar® — 2m) + Ar®]  8Q? [661°m>Q? + 841*m?Q*r?| (6.115)
3 + 3
3 (202m +13) r8 (202m + 13)

N 8Q? [421*mr® (2mr + Q?) + r? (TQ* — 12myr)]
r8 (212m + 7“3)3
+30® (27w + 54w} + 51w? + 20w, +4) 7=t
24amr—3@at D) [414m%w, (3w, — 1)]
(202m + 7’3)3
24amr=3@itD) [—212mr® (21w2 + 23w, + 4)]
(202m + r3)3 '

— 12aQ? (9w§ + 13w, + 4) p3wa=T

+

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com r» — 0 e r — o0.

Para w, = —2/3 (quintesséncia), obtemos os seguintes limites:
lim K = oo, (6.116)
r—0
lim K = sA° 6.117
Jim K= ——. (6.117)
Para w, = —4/3 (phantom), obtemos os seguintes limites:
lim K = oo, (6.118)
r—0
lim K = oo. (6.119)
r—00

Assim, a métrica geral tem uma singularidade na origem com uma curvatura regular
quando r — 00 e w, = —2/3 (quintesséncia). No entanto, para r — 0o e w, = —4/3

(phantom), a solugao nao é regular, como se pode ver na Fig. 52.

Espaco-tempo de Hayward

Fazendo a« = 0, A =0, Q = 0 e a =0 na Eq. (6.114), obtemos o espago-tempo de
Hayward dado por:
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m=1; A=1/2; Q=0.05; a=0.16; a=0.9; wy=-2/3 m=1; A=-1/2; Q=0.05; a=0.16; a=0.9; w,=-2/3
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m=1; A=1/2; Q=0.05; a=0.16; a=0.9; wy=-4/3 m=1; A=-1/2; Q=0.05; a=0.16; a=0.9; w,=-4/3
— 1=0 1=0.5 I=1 — 1=0 1=0.5 I=1
K K
4000 -
7x10%! 7x10%!
6x 101 6x10:1
41
3000 5x10 3000 - 5x10
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3104 3x10::‘]
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0 110D 10%x 102 10%8x 10%x 1020

1x10%!
%
1x10%x 10%x 10%x 10%8x 108 102

1000 - 1000 -

. L T
0.5 1.0 1.5 2.0 0.5 1.0 1.5 20

Figura 52 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro carregado de Hayward-
Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas para diferentes
valores de [, A e w,.

g2 — 1 - 2mr 9
r3 4+ 212m
o2\ 1 (6.120)
mr
- o d 2 2dQ2
r3 + 202m ner ’
cujo escalar de Kretschmann é
_ 48m? [3218m* — 161°m>r3 + 720*m?r® — 812mr® + r!?] ‘ (6.121)

(212m + 1r3)°

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo.

_ 24
lim K = 7 (6.122)
lim K = 0. (6.123)

T—00

Assim, a analise do escalar de Kretschmann no limite de r — 0 e r — 0o mostra-nos,
como esperado, que o buraco negro de Hayward ¢ regular, isto ¢, ndo tem singularidade

na origem r = ( e é assintoticamente plano. Este comportamento esta descrito na Fig. 53.
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m=1
— =0 —— |=0.5 — I=1

K
800 -
600 -
400 -
200

[ 1 1 I 1 I I I T T T r

[ 02 04 06 08 10 12 14

Figura 53 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Hayward para diferentes
valores de [.

m=1; a=0.0016; wy=-2/3 m=1; a=0.16; wy=-2/3
— =0 — I=0.5 — I=1 — =0 — I=0.5 — I=1
K K
500 500
400
300
200~
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M. | .
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m=1; a=0.0016; wy=-4/3 m=1; a=0.16; wy=-4/3
— =0 — I=0.5 — I=1 — =0 — 1=0.5 — I=1
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Figura 54 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Hayward-Kiselev para
diferentes valores de [, w, e a.
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Espaco-tempo de Hayward-Kiselev

Fazendo A =0, =0 ¢ a =0 na Eq. (6.114), obtemos o espago-tempo de Hayward-
Kiselev dado por:

2mir? a
2 o _ 2
ds” = (1 r3 4+ 202m 7"3%“) dt

6.124
( 2mir? Q ( )

r3 4+ 202m  r3wetl

-1
) dr? — r2dQ?,
cujo escalar de Kretschmann é

_48m? [3208m* — 161°mPr® + T21'm>r® — 81Pmr? + r'?
(202m + 73)°

24amr—3@at D) [414m%w, (3w, — 1)]

(212m + 73)°
2damr 3@t [~ 22mr? (21w? + 23w, + 4))] (6.125)

(212m + 13)°

24amy 3wt [rﬁ (3w§ + Bw, + 2)}

(212m + 13)°
+ 302 (27w + 54w? + 51w? + 20w, +4) 70t

K

_|_

_|_

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com r» — 0 e r — c0.

Para w, = —2/3 (quintesséncia), obtemos os seguintes limites:
lim K = oo, (6.126)
r—0
lim K = 0. (6.127)
r—00
Para w, = —4/3 (phantom), obtemos os seguintes limites:
. 24
lim K = 77, (6.128)
lim K = oo. (6.129)
T—00

Assim, a andlise do escalar de Kretschmann no limite de r — 0 e » — 00, cujo

comportamento estd descrito na Fig. 54, mostra-nos que:

« para w, = —2/3 (quintesséncia), o buraco negro de Hayward-Kiselev deixa de ser
regular, ou seja, tem singularidade na origem r = 0; no entanto, é assintoticamente

plano.
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NA=1/2; m=1 NA=-1/2; m=1
— |=0 1=0.5 1=1 — |=0 1=0.5 1=1
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Figura 55 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Hayward com constante
cosmolégica para diferentes valores de [ e A.

e para w, = —4/3 (phantom), a métrica do buraco negro de Hayward-Kiselev ¢ regular,
ou seja, nao tem singularidade na origem r = 0; no entanto, nao ¢é assintoticamente

plano quando r — oc.

Espaco-tempo de Hayward com constante cosmolégica

Fazendo a =0, @ =0 e a = 0 na Eq. (6.114), obtemos o espago-tempo de Hayward

com constante cosmologica, dado por:

2
ds® = (1 QL 1Ar2> dt?

3 22m 3
e\ (6.130)
(1= A A — %2,
r3+202m 3
cujo escalar de Kretschmann ¢
I 48m? [3218m* — 161°m3r3 + 721'm?r® — 812mr® + r1?]
B (202m 4 13)° (6.131)
N 8A [SAISM3 + 121*m? (4m + Ar3) + 612mr® (Ar3 — 2m) + Arf] '
3(202m 4 r3)° '

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com » — 0 e r — o0.

A2 + 3)?
SA?
lim K = = (6.133)

Assim, concluimos que a inclusao da constante cosmoldgica ao buraco negro de Hayward

nao afeta a a regularidade da métrica, como também se pode ver na Fig. 55.
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Q=0.5; m=1 Q=0.05; m=1

— 1=0 1=0.5 1=1 — 1=0 1=0.5 1=1

40 40

30 30

20 20

| T I I N . T
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Figura 56 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Hayward com campo
eletromagnético para diferentes valores de [ e Q).
Espaco-tempo de Hayward com campo eletromagnético

Fazendo o« = 0, A =0 e a =0 na Eq. (6.114), obtemos o espaco-tempo de Hayward

com campo eletromagnético, dado por:

2mr? 2
ds?=[1—- -2 L = | g2
5 ( 7“3—|—2l2m+ 7’2>

. (6.134)
2mr? Q? !
— 1= =+ =] dr? —r2dQ?
( 3+ 202m * r2 > nor ’
cujo escalar de Kretschmann é
_48m? [3208m* — 161mPr® + T21'm>*r® — 81Pmr? + r'?
(212m + 13)°
82561632 84[4223

| SQIBCEm Q" + 84T (6.135)

r8 (202m + r3)3
N 8Q? [4212mr® (2mr + Q%) + 1 (7Q? — 12mr)]
r8 (202m + r3)3 '

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com » — 0 e r — o0.

lim K = oo, (6.136)
r—0

lim K = 0. (6.137)
7—00

Assim, concluimos que a inclusdo do campo eletromagnético ao buraco negro de
Hayward afeta a regularidade da métrica, tornando-a singular na origem. A métrica

permanece assintoticamente plana. Este comportamento pode ser visto na Fig. 56
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a=0.2; m=1 a=0.9; m=1
— |=0 1=0.5 1=1 — |=0 1=0.5 1=1
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Figura 57 — Escalar de Kretschmann referente ao buraco negro de Hayward com nuvem
de cordas para diferentes valores de [ e a.

Espaco-tempo de Hayward com nuvem de cordas

Fazendo a =0, A =0e @ = 0 na Eq. (6.114), obtemos o espago-tempo de Hayward

com nuvem de cordas [39], dado por:

2
d32:<1—a—2mr>dt2

r3 + 202m
o2\l (6.138)
—|1—a— —="—5—| dr*—r?dQ?
3+ 20°m
cujo escalar de Kretschmann é
4a? 16
K= ri‘* + 2l2m7“6;nj— rd
(6.139)

N 48m? [3218m* — 161°m3r3 + 721*m>rS — 812myr® + r12]
(202m + 7’3)6 '

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com » — 0 e r — o0.

lim K = oo, (6.140)
r—0

lim K = 0. (6.141)
r—00

Assim, concluimos que a inclusao da nuvem de cordas ao buraco negro de Hayward
afeta a regularidade da métrica, tornando-a singular na origem. A métrica permanece

assintoticamente plana. Este comportamento pode ser visto na Fig. 57.

Espaco-tempo de Hayward-Kiselev com constante cosmoldgica

A partir da Eq. (6.115), verifica-se que, para o espago-tempo de Hayward-Kiselev com
constante cosmolégica (a = 0 e Q = 0), o espago-tempo é regular apenas para alguns

valores de wj,.
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Para —1 < w, < —1/3 (regime de quintesséncia) a solugao ¢é singular para r — 0 e tem

uma curvatura regular para r — oo.

lim K = oo, (6.142)
r—0
) 8A?
Para w, = —4/3 (phantom), a métrica é regular para r — 0 e nao tem uma curvatura
regular para r — 00.
, 8 (AI% + 3)?
lim K = oo. (6.145)
r—00
Para w, < —1, temos:
. 8 (3 + Al2)?
Para w, > —1, temos:
) 8A2
Para w, = —1, temos os seguintes limites:
. 8 (3b12 4+ A2 + 3)?
ll_r)r(l)K = 37 , (6.148)
) 8
lim K = §(3b + M) (6.149)

Para este valor de w,, a métrica ¢ regular em termos de curvatura em todo o espago-tempo,

uma vez que temos apenas um deslocamento da constante cosmologica.

E importante mencionar ainda que quando w, < —1, a métrica é regular em r — 0 e

para w, > —1 ¢ regular em r — oo.

6.2.3 Condicbes de energia

Uma vez que a introducao de uma nuvem de cordas, do fluido quintessencial, do campo
eletromagnético e da constante cosmologica transformou a métrica do buraco negro numa

solucao singular, é essencial analisar as condi¢oes de energia da métrica obtida.

Para obter as condi¢oes de energia, precisamos identificar as componentes do tensor

energia-momento. Para f > 0, temos
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T!' = diag[p, —pr, —pt, —pil, (6.150)

em que p é a densidade de energia, p, é a pressao radial e p; é a pressao tangencial.

Considerando as equagoes de Einstein e a Eq. (6.93), encontramos

L)

s , (6.151)

rfir)+f—-1
Dy = s (6.152)

rf"(r)+2f(r)
;= 52y . (6.153)

De agora em diante, identifiquemos a fungao f(r) como
2mr? o Q* 1, .,

f(?”) = <1 —a — T3 i 212m — rgwq""l + 1"72 — gAT . (6154)

Existem quatro condigbes principais de energia: a condicao de energia fraca (WEC), a
condigao de energia forte (SEC), a condi¢ao de energia dominante (DEC) e a condigao de
energia nula (NEC) [159]. Estas condigoes sao dadas pelas desigualdades [40, 160, 159]

NEC, 3 =WEC) 5= SEC15 < p+ ppy >0, (6.155)
SECs < p+pr+2p 20, ( )

DECy 3 < p— |pri] >0, (6.157)

DECs = WECs < p >0, (6.158)

onde os indices 1 e 2 se referem, respectivamente, as componentes radial e tangencial
da pressao. Vemos que DEC, 5 < ((NECi3) e (p — prr > 0)), por isso, substituimos
DEC2 = p—prt > 0.

No que segue, vamos considerar f(r) > 0. Assim, as condi¢oes de energia sao dadas

pelas seguintes relagoes

NEC, 0, (6.159)
a 20)* 3602m?r? 9aw, (wy + 1) r—3@at)
NE(C) & — 4174 >0 6.160
2 /{2’]"2 + /{27’4 [-{,‘2 (2l2m + 7"3)3 2/€2 - ( )
a Q* A 1202m? 3w, r—3wat1)
WEC; & —— — — 4 >0 6.161
3 1272 + Rt RZ T R2(202m + 7“3)2 12 =Y ( )

2Q°  2A 48Pm? (r® — Pm) 3w, (3w, + 1) r et

3
kIt K2 K2 (202m 4 13) K2

SECy < >0, (6.162)
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2a 207  2A 2412 m? 6w, r—3wa=3
DEC, & — — — 4 >0 1
! k22 Rt R? K2 (202m + 7,3)2 K2 = (6.163)
a 2N 1212m? (4m — %) 3aw, (3w, — 1) r—3@atl)
DECy; & —— + — . 1 1 > 0. 6.164
A R R K2 (212m + 13)° * 2K2 - ( )

Se considerarmos —1 < w, < —3 ¢ o limite 7 — oo, obtemos

NEC; <0, (6.165)

NEC, <0, (6.166)
A

WECs & . (6.167)

2

SEC; & — 3. (6.168)
2A

DECy & 5. (6.169)

DEC, < i{} (6.170)

Os resultados relativos as condigoes de energia mostram-nos que, no caso considerado,
as condi¢oes de energia devem ser satisfeitas ou violadas consoante a relacdo entre os
pardmetros. Analisando estas condigoes para valores muito grande da coordenada radial,
concluimos que apenas as condigoes de energia nula serao satisfeitas e iguais a zero,
enquanto as demais condig¢oes poderao ser ou nao satisfeitas a depender dos valores que
adotamos para a constante cosmologica. Vale a pena mencionar que se considerarmos o

caso f(r) < 0, as conclusdes sobre as condigdes de energia sao as mesmas.

6.2.4 Geodésicas do buraco negro

Dada a métrica do espaco-tempo, a trajetoria das particulas e da luz pode ser descrita
pelo movimento geodésico. As equagoes geodésicas também podem ser obtidas a partir da

Lagrangiana dado pela equacgao

1 datdz” 1
E:f i V.M-V7
29’ dr dr 29“ v
que, no espago-tempo do buraco negro carregado de Hayward-Kiselev-(anti-) de Sitter

com uma nuvem de cordas, pode ser escrito como

r? 2012
- 5(9 + sen“0¢”),
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onde o ponto representa a derivada em relagdo ao tempo préprio 7. Reescalonando o
parametro 7, podemos definir L = 2L, que, para geodésicas tipo-tempo, € igual a +1, para

geodésicas tipo-espaco é igual a —1 e é igual a 0 para geodésicas nulas [114].
As equagdes de Euler-Lagrange sao dadas por
d (oL oL
— == —=—=0. 6.172
dr (89’6“) OxH ( )

Fazendo 4 = 0 e p = 3 na Eq. (6.172), com L dado pela Eq. (6.171), obtemos,

respectivamente:

. FE
P - . (6.173)
(BT m——— T
. J
= 6.174
¢ r2sen26’ ( )

onde F e J sao constantes de movimento que correspondem aos vetores de Killing 0; e 0y,
respectivamente. Podemos interpretar estas constantes como a energia £ e o momento
angular .J da particula que se move nas proximidades do buraco negro.

Restrinjamos a andlise das geodésicas ao plano equatorial do buraco negro, § = Z.

2
Fazendo isso, as Egs. (6.173)-(6.174) reduzem-se a

. E
i - . (6.175)
(1- - B — e + % - 32)
- J
=3 (6.176)
Substituindo as Egs. (6.175) e (6.176) na Eq. (6.171), obtemos
E? =72+ Vg4, (6.177)
onde
2mr? e 21, 5\ (J?
‘/eff = (1 —a — 7‘3 T 2l2m - T3WQ+1 + ? - gA’f’ ) (7‘2 —+ L) s (6178)

representa o potencial efetivo para o movimento geodésico no espago-tempo de um buraco

negro carregado de Hayward-Kiselev-(anti-) de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas.

Usando a relagao

drdt dr  (dr\®(dt\? [(dr\® [(dr\®.,
o= ) o) = L) 2= 1
didr  dr (dt) <d7> (m) - (dt) = (6.179)
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Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wq=-2/3, A=1/2 Q=0.05, a=0.16, a=0.9, wg=-2/3, N\=-1/2
— |=0 1=0.5 1=1 — |=0 1=0.5 1=1
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Vet Vet
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\ \
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Figura 58 — Potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-tempo (L = 1 e J? = 20),
para diferentes valores de [, w, e A.

na Eq. (6.177) e usando as Eqs. (6.178) e (6.175), conseguimos

(CZY e ll B fg;) (ij +L>] , (6.180)

com f(r) dado pela Eq. (6.154).

6.2.4.1 Movimento radial de uma particula sem massa

Para o movimento radial (J = 0) de uma particula sem massa (L = 0), a Eq. (6.180)

pode ser escrita como

dr\? 9
<dt> = f(r)2. (6.181)

Substituindo a Eq. (6.154) na Eq. (6.181), obtemos a rela¢do entre as coordenadas ¢ e

r, a qual é dada por

1

tf = / dr. (6.182)
l—a- r324rrg§22m - r3‘*’04;+1 + %22 - %AT&
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Figura 59 — Potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-nulo (L = 0 e J? = 20),
para diferentes valores de [, w, e A.

Usando a Eq. (6.177), podemos obter a rela¢ao entre a coordenada r e o tempo proprio

T para o movimento radial de uma particula sem massa, a qual é dada por

dr\>
- — E?
() =7

+r = (6.183)

r
ok
6.2.4.2 Movimento radial de uma particula massiva

Agora, consideremos o movimento de particulas massivas (L = 1) em trajetdrias radiais

(J = 0) nas proximidades do buraco negro. Da Eq. (6.180), obtemos

(Z)Q = f(r)? — fgg)g. (6.184)

Substituindo a Eq. (6.154) na Eq. (6.184), podemos encontrar a relagdo entre as

coordenadas t e r para o movimento radial da particula:

tt = (6.185)

dr
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Figura 60 — Potencial efetivo para geodésicas radiais tipo-tempo (J*> =0 e L = 1), para
diferentes valores de [, w, e A.

Da Eq. (6.177), obtemos a relagdo entre o tempo proprio 7 e a coordenada radial r:

+r :/dr. (6.186)
E2

6.2.4.3 Potencial efetivo

O comportamento do potencial efetivo (V.¢¢) do movimento geodésico, dado pela Eq.
(6.178), pode dizer-nos sobre o comportamento de uma particula massiva ou de uma
particula sem massa perto do buraco negro. Assim, nas Figs. 58 a 61, representamos os
potenciais efetivos para diferentes valores de [, w, e A para geodésicas tipo-tempo e nulas.
Em algumas figuras, representamos, em detalhes, o V. ;s perto do buraco negro (r perto

de zero).

Na Fig. 58, representamos o potencial efetivo para geodésicas nao-radiais tipo-tempo
(L =1e J*=20), para diferentes valores de [, w, e A. Podemos observar que, para [ = 0,
nao existem geodésicas circulares estaveis, uma vez que os graficos nao apresentam um
minimo local para qualquer valor de @, wgy, A e a. Por outro lado, para [ > 0, podemos

observar a possibilidade da existéncia de geodésicas circulares estéaveis, dependendo dos
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valores dos parametros @), wy, A e a. Na regiao préxima do buraco negro, V.5y — +o00.

Para regioes distantes do buraco negro, o potencial efetivo também diverge.

Para geodésicas nao-radiais tipo nulo (J? = 20 e L = 0), Fig. 59, podemos observar
que, em todos os casos, V.rs — +00 para regioes proximas do buraco negro, » — 0. Para
regioes afastadas do buraco negro, r — oo, o V,sy — +£3, 3333 (graficos da primeira linha)
e Vepp — —oo (gréaficos da segunda linha). Para [ = 0, nao ha geodésicas circulares estaveis,
uma vez que os graficos nao mostram minimos locais. A existéncia de érbitas circulares
estaveis de uma particula sem massa em torno do buraco negro depende de @, w,, A € a,

como se pode ver na Fig. 59.

No que diz respeito ao comportamento das geodésicas radiais tipo-tempo (J% =0 e
L =1), a Fig. 60 mostra-nos que a estabilidade do movimento radial ndo ocorre para [ = 0.

Por outro lado, para [ > 0, haverd sempre geodésicas estaveis.

Finalmente, podemos observar na Fig. 61 que, para geodésicas radiais tipo-nulo (J% = 0

e L =0), o potencial efetivo é constante e igual a zero.

— =0 1=0.5 1=1
Vet

05

10

Figura 61 — Potencial efetivo para geodésicas radiais do tipo-nulo (J? = 0 e L = 0), para
diferentes valores de [, w, e A.

6.3 Buraco negro de Hayward-AdS com um fluido de cordas

Nesta se¢ao obteremos uma solugao que corresponde ao buraco negro de Hayward com
uma constante cosmologica, rodeado por um fluido de cordas. Mostraremos ainda que a
solugao preserva ou nao a regularidade da solugao do buraco negro obtido, a qual é uma
carateristica da solucao de Hayward, dependendo dos valores do parametro 3. Analisaremos
também a termodinamica dessas solugoes para § = 2, caso em que a matéria escura pode ser
mimetizada e mostraremos haver uma incompatibilidade entre a temperatura obtida pela
primeira lei e a obtida usando a gravidade superficial. Algumas grandezas termodinamicas

serao obtidas e analisadas, como a pressao, a capacidade térmica e os pontos criticos e
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mostraremos ainda como estas grandezas se alteram para diferentes valores do parametro
q associado a solucao de Hayward bem como do parametro b associado a presenca do
fluido de cordas. Finalmente, analisaremos a transicao de fase usando a equacgao de estado

e a energia livre de Gibbs.

6.3.1 Solucdo geral

Vamos considerar o espago-tempo do buraco negro de Hayward [17, 39] que pode
ser entendido como resultante da solucao da equagao de Einstein acoplada a um campo
eletromagnético nao-linear. Neste cenario, a fonte fisica deste buraco negro é um campo

eletromagnético nao linear [26, 16, 133].

Nesta secc¢ao, obtemos uma solucao esfericamente simétrica que generaliza a solucao
original de Hayward devido a presenca de duas outras fontes, nomeadamente, a constante

cosmoldgica e um fluido de cordas.

A acdo que descreve adequadamente um sistema minimamente acoplado a um campo

eletromagnético nao-linear pode ser escrita como

1
§=1— / diz/=g(R + L) (6.187)
T
onde g é o determinante do tensor métrico, g,,, R ¢ o escalar de curvatura e £ é a densidade

Lagrangiana do campo eletromagnético nao-linear [16, 133, 26].

A partir deste acoplamento entre os campos gravitacional e eletromagnético nao-linear,
obtemos as seguintes equagoes [16], variando a a¢ao dada pela Eq. (6.187), em relacao a

métrica

C{oL(Fy, 1

g,WE(F)> , (6.188)
onde G, = Ry, — %ng.

Na solucao de Hayward, a fonte vem da eletrodinamica nao-linear onde a densidade
Lagrangiana é escrita como
6 (212F)%?

ﬁ(F) = 3/412°
K202 1+ (202F)*]

(6.189)

que representa a fonte particular da eletrodinamica nao-linear utilizada para derivar o
buraco negro de Hayward. Na Eq. (6.189), I é o parametro de Hayward, cujo valor, em
principio, sera restrito ao intervalo 0 <[ < oo, e a Lagrangiana é uma fun¢do nao-linear
do escalar eletromagnético ' = F*F,,,
um espago-tempo esfericamente simétrico que é apenas magneticamente carregado, a tinica

onde F},, é o tensor de Maxwell-Faraday. Para

componente diferente de zero de F},, é [16]
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Fy3 = @, senb, (6.190)
e o escalar F' é
2q2,

E de salientar que, no seu trabalho original, Hayward considerou o parametro [ como
sendo da ordem do comprimento de Planck, e foi entao relacionado com uma carga
magnética através da definigao [26, 16, 133, 134, 135]

(6.192)

i Y
qm —= = .
2

2

Assim, é possivel obter as seguintes componentes para o tensor de energia-momento de
Hayward [17]:
120°m?
T=T"= ————, 6.193
t T (r3 4 202m)? ( )
24(r® — I’m)*m?
(r3 +212m)? ~

T) =T = (6.194)

onde (I, m) sdo constantes que assumiremos como positivas.

Para considerarmos a constante cosmoldgica e o fluido de cordas, procedemos adi-
cionando o termo —Ag,, ao lado esquerdo da Eq. (6.188) e o tensor momento-energia

correspondente ao fluido de cordas ao lado direito da mesma equacao, o que resulta em

1 OL(F) . 1
R, — ing/ —Ag =2 (FMUFV ~ 1

_ (6.195)

By

g#,,ﬁ(F)> + TS

em que Tlfus se refere ao tensor energia-momento do fluido de cordas. O lado direito da
equagao acima ¢ um tensor energia-momento efetivo, com o primeiro termo associado as
modificagoes das equagoes de Einstein devido ao acoplamento com um campo eletromag-

nético nao-linear, e o segundo refere-se ao fluido de cordas.

Tensor de energia-momento do fluido de cordas Tlﬁfs)

A linha de mundo de uma particula movendo-se com quadri-velocidade dada por

ut = dz* /d\, com X sendo um pardmetro independente, pode ser descrito por x = x(\).

Por outro lado, se considerarmos, ao invés do movimento de uma particula, o movimento
de uma corda infinitesimalmente fina, a trajetéria correspondera a uma superficie de mundo

bidimensional ¥, que pode ser obtida por [36]
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ot =at(A\), a=0,1, (6.196)

com Ag e \; sendo parametros tipo-tempo e tipo-espaco, respectivamente. Portanto, ao

invés da quadri-velocidade, u*, temos um bivetor, £# tal que [306]

m v
up 07" Ox

wo_
M =N N

(6.197)

Vale a pena ressaltar que, nesta superficie de mundo, haverd uma métrica induzida,

Yab, cOm a,b = 0,1, tal que,

ozt 0x”

Yab = ur 5ya Hre (6.198)

O tensor de energia-momento associado a uma nuvem de poeira é dado por T* = puru”,
sendo u* a quadri-velocidade normalizada e p a densidade prépria do fluxo. Do mesmo

modo, para uma nuvem de cordas, temos [36]

STy

w _
ey

(6.199)

onde v = %Z‘“’ZW.

Agora, se considerarmos um fluido perfeito com pressao p, o mesmo pode ser descrito
pelo tensor de energia-momento dado por T" = (p + p)utu’ — pg"”. Analogamente,
considerando um fluido perfeito de cordas com pressao p, temos o seguinte tensor de

energia-momento [107]
SoS Y

(=)

Considerando o tensor de energia-momento dado pela Eq. (6.200), Soleng obteve a

™ = (p+v=7p)

+ pg. (6.200)

métrica correspondente a um buraco negro estético rodeado por um fluido de cordas [59].
Entao, assumimos que as componentes do tensor de energia-momento estao relacionadas

através das equagoes

T,' =T, (6.201)

r

T, = —BT) = —BT}, (6.202)

onde 8 é uma constante adimensional. O tensor de energia-momento cujas componentes
sao dadas pelas Eqs. (6.201)-(6.202), foi interpretado como estando associado a um tipo
de fluido anisotrépico com simetria esférica [8, 161]. Nestas referéncias, foi interpretado
como o tensor de energia-momento associado a polarizagao anisotropica do vacuo num

espago-tempo esfericamente simétrico.
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E importante chamar a atencao ao fato de que este tipo de tensor energia-momento é
usado em diferentes cendrios [162, 163, 164]. Em particular, na Ref. [162] é mostrado que
as condigoes imposta pela Eq. (6.202) permite obter uma classe de solugoes esfericamente

simétricas das equacoes de campo de Einstein com dois parametros.

Para a obtenc¢ao da solu¢ao de Hayward-AdS com fluido de cordas, vamos considerar

as componentes do tensor energia-momento para o fluido de cordas dado por [165]:

t r € b 20
2/B
0 __ ¢ € b
L =T/ =55 (r> : (6.204)

onde b ¢ uma constante de integragao positiva e ¢ = +1 determina o sinal da densidade de

energia do fluido de cordas.

Solucdo do buraco negro de Hayward com constante cosmoldgica e rodeado por um fluido de
cordas

Consideremos agora a Eq. (6.188) com as modifica¢oes introduzidas pela adigao da
constante cosmoldgica, bem como do fluido de cordas, cujas componentes do tensor energia-
momento para este fluido sdo dadas pelas Eq. (6.203) e Eq. (6.204). Mais precisamente,
consideremos a Eq. (6.195).

O elemento de linha para um espaco-tempo isotrépico na vizinhanca de uma fonte

esfericamente simétrica, sem perda de generalidade, pode ser escrito da seguinte forma
[108]:

ds? = e’dt? — eMdr? — r2d6? — r? sen®0de?, (6.205)

onde assumiremos que a fonte é necessariamente estatica, entao os parametros v e A

dependerao apenas da coordenada radial.

Assim, as equacoes de campo de Einstein para o caso em consideragao, tendo em conta
a presenca da constante cosmolodgica e a fonte adicional correspondente ao fluido de cordas,

podem ser escritas como

/ 2,2 2/B
6A<>‘_1>+12:12”n+/\_62<b> ’ (6.206)

(13 + 2[2m)? r2 \r

2/8
N EZE! 1 120?m? e (b
_ 4= o A — (2 6.207
¢ (r + ) t e (r3 4 212m)? + r2 \r ’ ( )
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L (VN XN vV v, 24(r3 — I’m)*m? e (b\*’
- o _ - _ A4+ — (2 . 6.208
26 ( 2 + r r 2 v (r3 + 21?2m)3 TAT Br2 \r ( )

Subtraindo as Egs. (6.206) e (6.207), obtemos que:

A=-v=\N=-1. (6.209)

Somando as Eqs. (6.206) e (6.207) e considerando a eq. (6.209), ap6s algumas simplificagoes,

obtemos:

N 11 1212m? ¢ (b)*”
-2 -A
—— -4+ ==———4+A—-= |- . 6.210
©C T TR * r2 (3 +22m)? * 72 <7"> ( )
Agora, escrevamos as seguintes relagoes:

v=—X=In(1+ f(r)). (6.211)

Considerando as Egs. (6.209) e (6.211), podemos escrever as Egs. (6.210) e (6.208),

respectivamente, da seguinte forma:

1 1202m? e (b\Y*
! (r® — Pm)[*m? 2 [b\*?
J " _ . A
A o T o <T> . (6.213)

Somando as Egs. (6.212) e (6.213) e multiplicando o resultado por 72, obtemos a seguinte

equacao diferencial:

1212m?2r? (r3 — I’m)?m?r? B+2\ (b’
2 plt r_ A 2 _ 48 =t~ e —
rp = A (r3 + 212m)? (r3 + 212m)3 ‘ I&4 r ’
(6.214)
cuja solucao ¢ dada por
22 Ar2 eb[l + 2log(r)]/2r for [ =2,
fr)=- o~ 3 { RSy (6.215)
eB(8 - 2) (7) for B+ 2.

Assim, substituindo a Eq. (6.215) na Eq. (6.211) e depois na Eq. (6.205), obtemos finalmente

a solucao do buraco negro de Hayward-AdS rodeado por um fluido de cordas:

ds* = f(r)dt® — f(r)'dr® — r*d6* — r* sen®0dp*, (6.216)
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onde

fr =1

2mir? Ar? eb|1 + 2log(r)]/2r for § = 2,
mr r { [ g(r)]/ B (6.217)

TP 122m 3 B3 -2 (1) for £ 2.

Podemos recuperar algumas outras solugoes a partir desta métrica se fizermos as

seguintes escolhas apresentadas no Quadro (4).

Quadro 4 — Espago-tempo que pode ser recuperado fazendo [ = A = 0 na Eq.(6.217) e
diferentes valores de 5, b e €

€ b I} espago-tempo

1 R* limp_y00 Letelier

1 Q 1 Reissner-Nordstrom
1 A2 -1 de Sitter

6.3.2 Analise do escalar de Kretschmann

A existéncia de singularidades fisicas na métrica do buraco negro pode ser analisada

através do calculo de um escalar, como o escalar de Kretschmann.

Para 3 # 2

Para a métrica dada pela Eq. (6.217), para 8 # 2, o escalar de Kretschmann é
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K =Rop,, R =
8m? (r® — 41°m)”  10241m® (I*m — r3)
(202m, + r3)* * (202m, + 13)°
8m2rS (4441%m? — 441*mr® + 5r°)
(212m + 13)°
16me (%)2/6 (4PPm —1r3) 8¢ (%
(8 —2) (22mr + 14)? T B2
32me (%)2/5 (41'm? — 14Pmr3 + %)
(8 —2)Br2 (212m + 13)°
16mre (1) (4(8 — 4)2m + (8 + 2)r?) (6.218)
(8 —2) (202m +13)°
16A2  64(8 — D)i*m3e (%)2//8
9 (B—2)r2(282m +13)°
4(B*+382+4B8 +4) ¢ (2)4/6

2

)4/5

72
16Am (r® — 412m)° B 8(8 —1)Ae (2)2/6
3 (202m + 13)° 34372

8A? N 16Am (41%m — r?)
9 3 (202m + 13)?

Em seguida, determinaremos o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — 0o
para f#2,e=41,1>0,b>0e A € R. A andlise sera feita apenas para alguns valores
de S.

(i) Para 5 < —1, o escalar de Kretschmann diverge muito préximo da origem e é finito

em uma regiao muito distante do buraco negro.

lim K = oo. (6.219)
r—0
, 8A?
(ii) Para 8 = —1, o escalar de Kretschmann ¢ finito, sendo dado por
, 8 (12 — b2 (A2 + 3))°
11_1}1%]( = i (6.221)
. 8 (B*A — 1)

(iii) Para —1 < 8 < 0, o escalar de Kretschmann ¢é finito, préximo da origem, e diverge
para pontos muito distantes do buraco negro

A2 2
lim e — SWAE+3)"

lim 5 (6.223)
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lim K = oo. (6.224)

r—00

(iv) Para 0 < < 2 e 8 > 2, o escalar de Kretschmann diverge muito préximo da

origem e ¢ finito em uma regiao muito distante do buraco negro.

lim K = oo. (6.225)
r—0
, 8A?

lim K = R (6.226)

Para g =2

Para a métrica dada pela Eq. (6.217), para § = 2, o escalar de Kretschmann é

K =Rapu R
N 6b%e? N 120%¢2 log?(r) N 8A?
r6 r6 3
dbe  4bAe  76812m3 (I2m — r3)

T e (202m + r3)°

9612m? (2A12m — 3be) (6.227)
(202m, + r3)°
8m (3be +m (6 — 4A1?)) N 4be
(212m + 3)? 2 (212m + 1r3)
be  6m (r3 — 41%m)
8bel - =
+ € Og(r) < TG (2l2m _|_T3)3

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com r» — 0 e r — o0.

lim K#=2) = oo, (6.228)
r—0
8\
i K= —
lim K =3 (6.229)

Assim, a analise do escalar de Kretschmann mostra que a inclusdo do fluido de cordas
pode ou nao alterar a regularidade da métrica, dependendo dos valores que escolhermos

para o parametro 3.

6.3.3 Geodésicas e Potencial Efetivo

Consideremos agora a solugao estatica e esfericamente simétrica, Eq. (6.205), com
f(r) dado pela Eq. (6.217). Consideremos também a seguinte redefini¢do ¢* = 2I%*m.
Analisaremos as equagoes geodésicas considerando a acao geodésica e o principio variacional

para escrever um Lagrangiano que descreve a métrica como
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1
f(r)

O “ponto” representa a derivada em relacao ao tempo préprio, 7. Por simplicidade,

2L = f(r)f* — 72— 202 — p? sen20q52. (6.230)

restrinjamos a andlise das geodésicas ao plano equatorial do buraco negro, # = 7. Usando

as equagoes de Euler-Lagrange, obtemos

E = f(r)i, (6.231)

J = —r%, (6.232)

onde £ e J sao constantes de movimento que correspondem aos vetores de Killing 0, e 0y,
respectivamente. Podemos interpretar estas constantes como a energia F e o momento

angular J da particula que se move nas proximidades do buraco negro.

Redimensionando o parametro 7, podemos definir L = 2L, que, para geodésicas tipo-
tempo, ¢ igual a +1, para geodésicas tipo-espaco é igual a —1 e ¢é igual a 0 para geodésicas
nulas [114]. Substituindo as Eqgs. (6.231) e (6.232) na Eq. (6.230), obtemos

i = E? — Vyy, (6.233)
onde
J2
Verg = f(r) <r2 + L) : (6.234)

Consideremos agora uma particula massiva (L = 1) que cai radialmente (J = 0) no

buraco negro. A equagdo do movimento geodésico radial de uma particula teste é dada por
i? = E? — f(r), (6.235)
enquanto o potencial efetivo é o seguinte

Verp = f(r). (6.236)
Usando a relagao

drdt _ dr
dt dr  dr

@2 ﬂQZ @2:> @2152:7;2 (6.237)
dt dr dr dt ’

na Eq.(6.235) e considerando a Eq.(6.231), obtemos
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m=1,e=-1,A=-0.01;b=0.5;9g=0.1 m=1,e=-1,A=-0.01;b=0.5;9g=0.1

—‘2 —l1 6 1l é —‘2 —K1 0 1 2
r r
— B=-110 — B=-12 — B=-1 — B=-110 — B=-12 — B=-1

(a) (b)

m=1,e=-1,A=-0.01;b=0.5;9=0.1 m=1,e=-1,A=-0.01;b=0.5;9=0.1

10

-5+
5t

_10L i i i . _q0 L i i i i i .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 3 4
r r
— B=12 — B=1 — =2 — B=12 — =1 — B=2

(c) (d)

Figura 62 — O grafico da esquerda mostra 72 para £ = 2. O grafico da direita mostra o
potencial efetivo V.;r = f(r).

(ZZ)? _ iy (1 B fE(?) ' (6.238)

Substituindo a Eq.(6.217) na Eq.(6.238), podemos encontrar a relagao entre as coorde-

nadas t e r para o movimento radial da particula:

+t =

(6.239)

dr

Da Eq.(6.235), conseguimos a relacao entre o tempo préprio 7 e a coordenada radial r:

(f;) B2 (1),

B dr
+7 = /m

(6.240)
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Para analisarmos a regularidade ou nao da solugao, precisamos obter o valor da integral
dado pela Eq. (6.240) para uma geodésica que atinja o ponto r = 0. Assim, se considerarmos

r ~ 0, obtemos

/8171
:I:Tz/ [(56(2—3)—1)1/2 <b> } dr, (6.241)

cuja solucao aproximada ¢é

<

6b—1/ﬁrl+%
+7 & T
(B+1)y/3=5

Este resultado nos diz que a solucdo é proporcional a r'*1/# o que significa que a

(6.242)

integral nao diverge para —1 < 8 < 0. Assim, podemos concluir que o espago-tempo
¢é regular para —1 < 8 < 0. Procedendo de forma analoga, é possivel verificar que o

espaco-tempo é singular para 8 = 2 e para valores de 3 tais que § < —1e > 0.

Agora, consideremos a Eq. (6.240), para geodésicas radiais tipo-tempo descritas por
uma particula massiva que cai radialmente, caso em que temos que f(r) = Vpr. Assim, se
considerarmos uma particula com uma energia inferior ao maximo da barreira de potencial
efetiva, entao esta atingira a barreira num dado valor da coordenada radial e retrocedera.
Por outro lado, se essa energia for superior ao maximo, a particula atingird o centro num
tempo finito. Neste caso, a particula atingira a singularidade para qualquer valor de 5 > 0
e B < —1, e como consequéncia, estes espagos-tempos sao geodesicamente incompletos.
Relativamente aos espacos-tempos correspondentes a —1 < 8 < 0, eles sao geodesicamente

completos.

Examinemos estas questoes utilizando a Fig. (62). Nota-se que para —1 < 3 < 0, Fig.
(62b), as particulas com energia suficiente atingem o topo da barreira e ainda tém energia
cinética suficiente, viajam em todo o espago-tempo, o que significa que o espaco-tempo é
geodesicamente completo. No caso em que 8 > 0, Fig. (62d), o potencial efetivo tende para
um valor infinitamente grande e a particula recuara, o que significa que o espaco-tempo

nao sera coberto e, portanto, as geodésicas sao incompletas.

Na Fig. (62b), a particula consegue ultrapassar a barreira de potencial e atingir o ponto
r = 0 num tempo finito. Este fato, do ponto de vista das caracteristicas do espago-tempo
em relagao a singularidade, é exatamente o que é previsto pelos valores do escalar de

Kretschmann, que sao finitos para estes valores de [3.

Na Fig. (62d), podemos concluir que a particula ndo consegue atingir o ponto r = 0
num tempo finito. Isto indica que as geodésicas sao incompletas e, portanto, o espago-
tempo ¢ singular. Esta conclusao é confirmada pelo fato de que, para § > 0, o escalar de

Kretschmann ¢ infinito quando r — 0.

Dentre os casos considerados, apenas os casos em que [ esta no intervalo —1 < 5 < 0
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nao ha divergéncia de curvatura em r = 0, o que indica que o espago-tempo é regular, para
diferentes valores de (3, neste intervalo, levando em conta o critério baseado nos invariantes
escalares de curvatura para examinar a existéncia de singularidades da métrica. Por outro

lado, quando 3 assume valores fora deste intervalo, o espago-tempo é singular.

Em resumo, a anélise das geodésicas, visando conhecer as caracteristicas dos espagos-
tempos em relagao a singularidade, confirma o que é previsto pelos resultados fornecidos

pelo escalar de Kretschmann, pelo menos nos casos considerados.

6.3.4 Termodinamica do buraco negro

A primeira lei da termodindmica do buraco negro para buracos negros carregados e

estéticos é dada por [173]

AM = TydS + ®ydq + VydP, (6.243)

onde M é a massa do buraco negro, &y é o potencial magnético, P é a pressao termodina-

mica, escrita como [172]

A

P=——.
8

(6.244)

S é a entropia do sistema, que esta relacionada com a area do horizonte do buraco negro

A pela equagao [62]

S:j:wi (6.245)

A partir da primeira lei, podemos obter a temperatura, o potencial magnético e o

volume da seguinte forma:

(6.246)

Vale a pena chamar a atencao para trés consideragoes que assumiremos nesta subsecao:

(i) focaremos na solucao /5 = 2 uma vez que esta escolha pode representar a presenga

de matéria escura [59];

(ii) como vimos, € = %1 representa o sinal da densidade do fluido de cordas. Aqui,
escolheremos o sinal de € como sendo negativo, uma vez que, no caso em que 3 # 2,
recuperamos os espagos-tempos, que estao descritos na Tabela (4). Para o caso em que

£ =2, a escolha é feita por razdes de consisténcia para ter o efeito da matéria escura;

(iii) vamos também considerar a seguinte redefinicao ¢ = 2/2M. Uma vez fixado ¢?,

estamos automaticamente fixando o produto ml? e ndo a massa em si. Isto pode ser feito
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sem qualquer problema, é uma identificagdo perfeitamente valida. Se nao redefinirmos o
parametro, teremos uma ambiguidade no sentido em que teremos dois valores possiveis de

pressdao, um dos quais corresponde a uma situacao que fisicamente nao reflete a realidade.

Assim, com estas consideragoes, a Eq. (6.217) pode ser escrita como

2Mr*  Ar? N eb[1 +2 log(r)]'

=1- — 24
f)=1- 55 - 5 N (6.247)
Podemos obter M a partir da condi¢ao f(ry) = 0.
3413 |3be (2log (ry) + 1) — 2Ar3 + 61
M- (q +)[ (2log (ry) ) + +l (6.248)

1273

Agora, podemos calcular a temperatura Ty utilizando a Eq. (6.245), a Eq. (6.246) e a
Eq. (6.248), o que resulta em

Ty = — [bge (6log (1) + 1) — 2ber? + 4q%ry + 24 — 2] (6.249)

5
8mry

Hawking mostrou que os buracos negros emitem radiacao e a sua temperatura corres-

pondente ¢ dada por [64]

K

T, = —, 6.250
o (6.250)
para espagos-tempos estacionéarios. A gravidade superficial é definida por [174]
/
k=t g") , (6.251)
r=r4

com ' denotando uma derivada relativa a coordenada radial e r, sendo o raio do horizonte
de eventos. Agora, considerando a Eq. (6.247) e usando a massa do buraco negro dada
pela Eq. (6.248), obtemos:

1

T, = -
8rri (¢ +13)

{bqge (6log (ry) + 1) — 2ber + 4¢°r, + 2ArS — 2Tﬂ . (6.252)

Podemos observar que a temperatura 7, é diferente de Ty. Além da temperatura,
as outras grandezas derivadas da primeira lei da termodinamica também apresentam
problemas. Para resolver este problema, a primeira lei da termodinamica do buraco negro
precisa ser modificada [131, 132, 175, 44].
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A primeira lei habitual surge num contexto em que a Lagrangiana da teoria nao
depende explicitamente da massa do buraco negro. Assim, ao construir a primeira lei para
solugoes com eletrodinamica nao-linear, as derivadas do tensor energia-momento devem ser
consideradas e estas corre¢oes devem modificar a primeira lei de tal forma que as antigas
quantidades termodinamicas devem relacionar-se com as novas por meio de um fator de

corre¢ao. A nova primeira lei é escrita como [131, 132, 175, 44]

dM = TdS + ®dq + VdP, (6.253)

onde

dM = WdM, (6.254)

e W é o fator de correcao, dado por

o 0
W= (1 +47r/ r2g§;dr> , (6.255)
T4

e Ty ¢ uma das componentes do tensor energia-momento.

Agora, para o caso do buraco negro de Hayward com constante cosmolégica e um fluido

de cordas, a relagao entre as temperaturas, o potencial magnético e o volume sao

oM

T, =WTly=W—,

" aS

oM
=Wy =W— 6.256

oM

V=WVyg=W—

H aP Y

onde o fator W é dado por
W =W(r, q) = r (6.257)
- + q) = q3 + 7"3-' .

Na Fig. 63a, podemos observar o comportamento da temperatura 7T, para diferentes
valores de ¢ que indica a intensidade do parametro de Hayward. Podemos notar que, se

fixarmos um valor para r,, a temperatura diminui a medida que o parametro ¢ aumenta.

Na Fig. 63b o comportamento da temperatura é mostrado em termos do parametro b,
que indica a intensidade do fluido de cordas. Para este caso, se definirmos um valor para o
raio do horizonte de eventos 7, a temperatura 7} diminui a medida que aumentamos os

valores do parametro associado ao fluido de cordas b.
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b=0.1;A=-0.01;e=-1 q=0.1;/\=—0.01;€=—1
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Figura 63 — Representacao grafica da temperatura 7T, para diferentes valores de q e b.

6.3.4.1 Capacidade térmica

A capacidade térmica fornece informagoes sobre a estabilidade termodindmica de um
sistema. E importante distinguir como o calor é recebido no sistema. Se o volume for
constante, temos uma capacidade térmica isocoérica C',. Se a pressao for constante, temos

uma capacidade térmica isobarica Cp.

Da termodinamica classica, sabemos que a estabilidade de um sistema termodinamico
requer C'p > C, > 0. Agora, a partir da termodinamica dos buracos negros, e considerando

o caso da pressao constante, temos [176]

oS

T, ,

Cp =T, (6.258)

Podemos também escrever esta capacidade térmica em termos do fator de correcao W(ry, q),

dado por

Ty ~
Cp=W(ry, q)a—THCP, (6.259)

onde Cp = TH% ¢é a capacidade térmica definida em termos da primeira lei habitual.
Assim, a capacidade térmica do buraco negro de Hayward com constante cosmologica e

rodeado por um fluido de cordas é
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Cp =25 (7?3/2q3 + 53/2) {w3bq36 + 4752V S — 2752

+6713bge log (ﬁ) —213/2p53/%¢ + 2AS3] +
T

[471’9/2[)(]66 — 47r4q6\/§ — 207723 S? 4+ 27 S7/? (6.260)

—713bg3 53 %€ + 4732 83 (be + 2Aq3) + 2A8%/2
—3m%bg’e (27r3/2q3 + 553/2) log (S)] ,

™
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Figura 64 — Capacidade térmica a pressao constante C'p para diferentes valores de ¢ e b.

cujo comportamento é mostrado nas Figs. 64-65, em func¢ao da entropia do buraco negro,

para diferentes valores dos pardmetros de Hayward e do fluido de cordas.

Podemos concluir que existem valores de S para os quais a capacidade térmica é
positiva, assim como existem valores para os quais a capacidade térmica é negativa. Em

outras palavras, o buraco negro pode ser termodinamicamente estavel ou instavel e esta

qg=0;b=0;€e=-1

T T T T T T

L e e

10000

5000 -

Cp

-5000 - y

-10000 - 1

0 500 1000 1500 2000
S

Figura 65 — Capacidade térmica a pressao constante C'p para b = g = 0 e diferentes valores
de A.
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estabilidade esta relacionada com os valores de g e b. O ponto de transi¢do, no qual a

capacidade térmica diverge, muda quando variamos estes parametros.

Para¢=0,b=0e A =0, a Eq. (6.260) reduz-se a Cp = —2S5, como esperado para o
caso do espago-tempo de Schwarzschild. Neste caso, a capacidade térmica é negativa para
S > 0, indicando um sistema termodinamico instavel. Considerando a situacao g = 0 e
b = 0, dependendo dos valores de A, podemos ter um sistema termodinamicamente estavel

ou instavel para S > 0, como se pode ver na Fig. 65.

6.3.4.2 Equacao de estado e varidveis termodinamicas criticas

No espago de fase estendido, podemos tratar a constante cosmoldgica como pressao
termodinamica e a sua quantidade conjugada como volume termodindmico. Por conseguinte,
utilizaremos as equagoes (6.244), (6.256)-(6.257).

Com as Eqs. (6.244) e (6.248), a massa pode ser reescrita como

(q3 + 'r’i) {Bbe (2log (r4) + 1) + 167 Pr + 61y

6.261
12r3 ( )

M =

Utilizando as Egs. (6.256)-(6.257) e (6.261), pode-se obter o volume termodinamico

CcOo1mo

oM 4mr3
V= W(H,Q)aT = 3+

. (6.262)
Definamos agora v = 2r, [177], sendo o dobro do raio do horizonte e difere da

definigdo habitual de volume especifico em termodinamica. Assim, substituindo r, = v/2
e A = —8mP na Eq. (6.252), obtemos:

1 1
T(P,v) =— |:—7TPU6 + 2¢%v
= (¢*+5) L4 (6.263)
L (61 <U>+1> Lo |
3 g |6log |5 10v¢| -
Isolando P na equagao anterior, obtemos a equacao de estado:
3 (—2be + 2nTv? —

P(T,v):v ( E;r Z ° U)+

, S 5 (6.264)
8¢° (be + 2mTv* 4 2v) + 48bg°e log (%)

270

Para obter os pontos criticos, consideremos as seguintes condicoes:
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q=0.2;b=0.2; T, =0.103249; € = -1

— T

T

0.040 |-
0.035 -
0.030 -
0.025 -
0.020 -

0.015 -

0.010 -

0.005 - .

Figura 66 — Representagao gréafica do comportamento P — v da solugao (6.247) a T' < T,
T=T.eT>T.eq=0=0,2.

o
ov?

op
ov

=0 e
T=T.

= 0. (6.265)

T=T,

Usando a primeira condigao, obtemos a seguinte relacao entre a temperatura critica de

Hawking, T., e o volume especifico critico, v,

—144bg3elog (ﬁ) + 3bev? — 40¢3v, + vl

) 2 (6.266)
2 (v3 4 32¢3)

Usando a Eq. (6.265) e a Eq. (6.264) podemos encontrar

N 1280¢%v, — 4608bq%¢ [—21og (v.) + 1 + log(4)]
8 (v3 + 32¢°)
48bgPev? [15log (%) — 1}
78 (V3 + 32¢3)
224¢3v} — 6bevS — o7
s (V3 + 32¢3)

n (6.267)

Infelizmente, nao é possivel resolver a Eq. (6.267) analiticamente, mas se fixarmos
alguns valores para os parametros ¢, b e €, obtemos valores numéricos para T,, P, e v.. Na
Fig. 66 mostramos a isoterma considerando trés casos, T'< 1., T =T, e T > T,, onde T,
é a temperatura critica. E evidente que a pressao é maior para valores de temperatura
mais elevados. A uma temperatura fixa, a pressao aumenta a medida que a carga q e b

aumentam, como se pode ver nas Figs. 67a-67b.

Apresentamos no Quadro (5) e (6) os valores das varidveis termodinadmicas criticas
para duas situacoes especificas, uma das quais considera diferentes valores de ¢ e a outra

para diferentes valores de b, conforme descrito nas Figs. 68-70.
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Figura 67 — Representacao grafica do comportamento P — V' da solugao (6.247) a uma
temperatura fixa e diferentes valores de ¢ e b.
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Figura 68 — Representacao grafica do diagrama P — v para diferentes valores de ¢ e b.

Quadro 5 — Comportamento dos parametros criticos v., 1., P,. e P:;,—i’c para diferentes valores
degeparae=—-1eb=0.1

q UC TC pC %;"LQ:C
0.01 0.601041 0.265051 0.147086 0.333538
0.1 0.933739 0.201772 0.079042 0.365783

1 6.21221 0.0359753 0.00225096 0.388695

A partir da equacgao de estado, podemos obter algumas informacoes sobre a transicao
de um buraco negro. O maximo e o minimo de p em fun¢ao de v sdo conhecidos como
a curva spinodal. Esta curva separa a regiao (instavel) de compressibilidade negativa da
regiao de compressibilidade positiva (onde o estado pode ser estavel ou metaestavel). Esta
curva é encontrada resolvendo 7" na Eq. (6.265) e substituindo-a na Eq. (6.264). Assim,

obtemos:
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€=-1;9=0.1;b=0.01
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Figura 69 — Representacao grafica da equacao de estado para b = 0.01 e ¢ = 0.1.
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Figura 70 — Representacao grafica da equacao de estado para b=1e g =0.1.

Quadro 6 — Comportamento dos parametros criticos v,, T, P. e % para diferentes valores
debeparae=—-1eq=0.1

b UC TC pC p’(lz"_’l:c
0.01 0.64471 0.350536 0.212805 0.391394
0.1 0.933739 0.201772 0.079042 0.365783

1 6.00278 0.0265186 0.00147273 0.333369
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~ —128¢°%(v — 2be) — 8¢°v*(be + 10v)
b= 2108 (v3 + 32¢3)
v8(4be + v) — 48bg%e (16¢° + 50v°) log (%)
2100 (32¢% + v3) '

(6.268)
+

Nas Figs. 69-70, a linha azul é a isotérmica critica; as linhas laranja sao as isotérmicas
com temperaturas abaixo da temperatura critica; e as linhas vermelhas sdo as isotérmicas
com temperaturas acima da temperatura critica. Além disso, a linha roxa continua é a

curva spinodal, e a linha roxa tracejada é a linha de coexisténcia entre as fases.

Outra informagcao interessante sobre a transicao de fase é dada pela construcao de
Maxwell. Esta analise indica o intervalo de miscibilidade, o qual é uma regiao de duas
fases que separa as fases estdveis. No caso do fluido de Van der Walls, este intervalo separa
o liquido estavel do vapor estavel. No contexto da termodinamica do buraco negro, isto
indica a regidao que separa as fases pequena e grande do buraco negro. Uma maneira
simples de determinar graficamente o intervalo de miscibilidade é usar a construcao de

area igual de Maxwell.

Podemos visualizar a curva spinodal e a construg¢ao de Maxwell para um diagrama
de fase nas Figs. 69-70, que tém transicdo de fase para T' < T, e apresenta uma unica
fase para T > T,. Além disso, temos seis pontos, dos quais trés pontos, a, ¢ e e, 820 08
pontos com a mesma pressao py, que estao sobre a linha tracejada roxa, a qual é a linha
de coexisténcia entre duas fases, e os pontos b e d sdo os pontos de maximo e minimo, que
estao sobre a linha continua roxa, a qual é a curva spinodal. Também podemos notar que

a area A; tem o mesmo valor que As, como era de se esperar da construcao de Maxwell.

6.3.4.3 Energia livre de Gibbs

No espaco de fase estendido, a massa é interpretada como entalpia. Assim, a energia

livre de Gibbs pode ser derivada como

G=H-TS=M-TS, (6.269)

onde M, T e S sdo dados pelas Eqgs. (6.248), (6.252) e (6.245), respectivamente. Usando
também a Eq. (6.244), obtemos:

bge [6log (ry) + 1]

G=+
8(¢® +r3)
2 (brie +8mPrS —2¢3r, +rt
2 S ) (6.270)
8(q*+ 1)

(qS + rf’r) [3()6 (2log (r4) + 1) + 167 Pr3 + 61
+ .

12r3
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Figura 71 — Representacao grafica do comportamento de G — P para diferentes valores de
q.
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Figura 72 — Representacao gréfica do comportamento G — P da solugao (6.247) para
diferentes valores de b.

O comportamento da energia livre de Gibbs estd representado nas Figs. 71-72 para

diferentes valores de ¢ e b com a temperatura critica que pode ser identificada no Quadro
(5)-(6).
Nas Figs. 73-74 mostramos a energia livre de Gibbs para diferentes valores de tempera-

tura. Para T" < T, temos uma transicao de fase; quando a temperatura aumenta, as duas

fases tornam-se apenas uma.

Agora, nas Figs. 75-76, fazemos um zoom nas Figs. 73-74 | respectivamente. Nestes
graficos, usamos a mesma temperatura 7' = 0,867, usada nas Figs. 69-70 para o diagrama

de fase.

Repare que os pontos a, b, ¢, d e e indicam as regioes de transicao de fase e as transicoes

instavel e estavel. A equacao de Gibbs nos d4 informagoes sobre a transicao de fase. Quando
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Figura 73 — Representacao grafica do comportamento G — P da solugao (6.247) para uma
T<T.,T=T.eT>T.comqg=0.1eb=0.01.
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Figura 74 — Representacao grafica do comportamento G — P da solugao (6.247) para uma
T<T.,.T=T.eT>T.comg=01eb=1.

temos uma temperatura abaixo da temperatura critica, a curva de G x P tem duas pontas

que podem separar a transicao de fase. Na Fig. 75, é possivel notar esse comportamento.

Observe que, na linha vermelha, temos o pequeno buraco negro; na linha azul, temos
uma coexisténcia entre o buraco negro pequeno e o grande, indicada como um buraco
negro intermediario; e finalmente, na linha laranja, temos o buraco negro grande. Além
disso, os pontos a,c e e tém a mesma pressao, Fy, pois esses pontos estao na mesma linha
de coexisténcia. Também é possivel observar que a energia livre de Gibbs se altera quando

variamos alguns parametros; estas variagoes sao refletidas na transicao de fase.

Assim, quando fixamos ¢ = 0.1, que representa a intensidade do parametro de Hayward,
e aumentamos o parametro do fluido de cordas de b = 0.01 para b = 1, a linha azul

diminui, o que indica que o alcance do buraco negro intermédio diminui. Este efeito pode



6.3. Buraco negro de Hayward-AdS com um fluido de cordas 223
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Figura 75 — Representacao grafica da equacao de Gibbs para b = 0.01 e ¢ = 0.1 com um
zOOm numa regiao.
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Figura 76 — Representacao grafica da equagao de Gibbs para b = 1 e ¢ = 0.1 com um
70O numa regiao.
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ser observado na Fig. 75 e na Fig. 76.
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7 Buraco negro de Frolov com nuvem de cor-

das e fluido de cordas

A métrica de Frolov [15] foi proposta em 2016 pelo fisico russo Valeri P. Frolov, da
universidade de Alberta, no Canada. Neste capitulo temos como objetivo generalizar a
métrica de Frolov num cenério com nuvem de cordas e fluido de cordas. Discutiremos o
movimento geodésico e o potencial efetivo de particulas nas proximidades deste buraco

negro e a termodinamica das solugoes propostas.

7.1 Algumas observacdes sobre o buraco negro de Frolov rodeado

por uma nuvem de cordas

Nesta se¢ao, temos como objetivo obter a métrica estatica de Frolov com nuvem de
cordas por meio da resolucao das equagoes de campo da relatividade geral para o contetido
de energia-momento associado a nuvem de cordas e o contetido de energia-momento obtido

para a métrica de Frolov, ja discutida na segao (3.3) desta tese.

7.1.1 Solucdo geral

O elemento de linha para um espaco-tempo isotropico na vizinhanca de uma fonte
esfericamente simétrica, sem perda de generalidade, pode ser escrito da seguinte forma
[108]:

ds® = e’dt* — e Mdr® — r2d6? — r® sen®0d¢?, (7.1)

onde assumiremos que a fonte é necessariamente estatica, logo os parametros v e A

dependerao apenas da coordenada radial.

As tnicas componentes nao-nulas do tensor de Einstein para o caso de um objeto
massivo, estatico e esfericamente simétrico sao as componentes da diagonal principal,

dadas por:
A1 1
Gl=e? ( - ) + = (7.2)

Gl =—e? <V + 1) + L (7.3)



226 Capitulo 7. Buraco negro de Frolov com nuvem de cordas e fluido de cordas

1 /\/ !/ / /2
G) =GP = e <”+A—”—”—y”>. (7.4)

Tensor de energia-momento total

Para incorporar os modelos de Frolov e nuvem de cordas em nossa descri¢ao, devemos
obter os tensores de energia-momento de Frolov e da nuvem de cordas e, finalmente,

unificd-los em uma s6 formulagao.

Contudo, suporemos que estes tensores nao interajam entre si. Assim, o tensor de

energia-momento total é dado pela sobreposicao linear dos tensores correspondentes:

T =T + TS5 (7.5)

Tensor de energia-momento de Frolov

Usando a métrica dada pela Eq. (3.82), podemos obter as seguintes componentes do

tensor de Einstein:

12 (12m%r? 4+ 4mQ*r — 3Q%) + Q*r!

Gl=G = > , (7.6)
(2 e+ Q%) 1 1)
Gl -G b _ 2412m?2r3 (I°m — r3) 612Q (I*m + 2r3)
TP Emr+ Q1)+ (12 2mr + Q) + 1)’ )

B Q? (I* (3Q* — 28m?2r?) + 612mr® + r8)
(12 (2mr + Q2) + r1)°

Y

que através das equagoes de Einstein, sao proporcionais ao tensor de energia-momento da

fonte.

Tensor de energia-momento da nuvem de cordas

Para nuvem de cordas esfericamente simétrica, o tensor de energia-momento [36] é

dado por:

by v
vo_ B
T,LL -_— W’ (7.8)

onde Y* representa a superficie de mundo da corda chamado de bivetor, tal que:

m v
up 0TH Ox

7
M =N N

onde €* é o simbolo de Levi-Civita bidimensional com € = —¢!0 = 1.
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As componentes mistas nao-nulas do tensor de energia-momento para nuvem de cordas

sao dadas por [36]:

Y =T'= % (7.10)
T, =T, =0. (7.11)

Solucdo das equacées de campo de Einstein

Usando as equagoes (7.2)-(7.4) referente as componentes nao-nulas do tensor de Einstein
juntamente com as equagoes (7.6)-(7.7) e (7.10)-(7.11) referente aos tensores de energia-
momento para o espago-tempo de Frolov e da nuvem de cordas, respectivamente, é possivel

escrever as seguintes equagoes de Einstein:

/ 1 1 2 12 2,.2 4 2. 4 2,4
- o1 +7:3+l( mer® + 4mQ*r 3Q)2+Q7“’ (7.12)
roor? r2 r? (12 (2mr 4+ Q?) +r4)
! 1 1 l2 12 2,2 4 2. 3 4 2.4
_€—>\<V_|_2>_|_2:az+ (12m%r% 4+ 4mQ*r Q)2+Qr, (7.13)
r or r r (12 (2mr + Q?) + r)
I (VN XN v v, 2412m?2r3 (I°m — r3)
—e + == - v =+ 3
2 2 r 2 (12 2mr 4+ Q?) + 1)
12 4 12 2 3
612Q%r (I°m + r)3 (7.14)
(12 (2mr + Q%) +14)
B Q? (I* (3Q* — 28m?r?) + 61>mr® + r®)
(12 (2mr + Q2) + r4)? .
Subtraindo as Eqs. (7.12) e (7.13), obtemos que:
A=-v=N=-1. (7.15)

Somando as Egs. (7.12) e (7.13) e considerando a Eq. (7.15), ap6s algumas simplificagoes,

obtemos:

N 1 I a 12 (12m%r? 4+ 4mQ*r — 3Q*) + Q%!
e — — € -5 + ) + 3 .
r r2 = or r (12 (2mr + Q?) + r4)

(7.16)

Sem perda de generalidade, podemos escrever v(r) e A(r) em termos da funcao f(r)

através da seguinte expressao:

v=—-A=In(1+ f(r)), (7.17)
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e considerando as Eqgs. (7.15) e (7.17), podemos reescrever as Eqgs. (7.16) e (7.14), respecti-

vamente, da seguinte forma:

12 (12m%r? + 4mQ*r — 3Q*) + Q%!

1 , _a
S =5+ (2 @mr 1 Q) 4 11)? , (7.18)
I y_ 2412m?r3 (I°m — r3)
2 r = (12 (2mr + Q2) + r)®
Ly 612Q (I*m + 2r3) (7.19)

(12 (2m7“ + QQ) + 7"4)3
+ 2Q2 (I* (3Q* — 28m?2r?) + 612mr® + 18)
(12 (2mr + Q2) + 704)3 .

Somando as Egs. (7.18) e (7.19) e multiplicando o resultado por 72, obtemos a seguinte

equacao diferencial:

Y Pr? (12m2r? + 4mQ?r — 3Q*) + Q*r®
(12 (2mr + @) + rt)?
4812m?2r® (I*m — r3) 1202Q%3 (Im + 2r3)
(12 (2mr +Q2) +r4)® (12 (2mr 4+ Q2) +14)°
2Q%r2 (I* (3Q* — 28m?2r?) + 612mr® + %)
B (12 (2mr + Q2) + r)?

(7.20)

=0.

A solucao geral da equacao diferencial anterior é dado por:

—2al’mr? — al?Q*r — ar® + 4PPm*r + 2°mQ* + Q*r®*
- - 21
f(r) r(202mr + 12Q2 + 1) + . + Car, (7.21)

onde, por conveniéncia, adotaremos as constantes arbitrarias como C; = —2m e Cy = 0.

Simplificando, ficaremos com a seguinte solugao:

(2mr — Q?) r?
=—a— . 7.22
1) T (2mr + Q?) 12 (7:22)
Assim, substituindo a Eq. (7.22) na Eq. (7.17), obtemos:
2 _ )2 2
v=-A=lIn|l—a— (2mr = Q) (7.23)

4+ (2mr + Q?) 2

Dessa forma, substituindo a Eq. (7.23) na eq. (7.1), obtemos finalmente a métrica de

Frolov para um buraco negro com nuvem de cordas:
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2mr — Q%) r?
ds? =|1—a— ( dt?
o ( a4 rt 4+ (2mr + Q?) 2

(2mr—Q2)7‘2 - 2 2 102
—(1—-a—- — 0-.
( a g 2mr o+ QD) 12 dr red

(7.24)

Note que se Q = 0, obtemos a métrica de Hayward com nuvem de cordas (6.21) [39].
Se [ = 0, a métrica (7.24) torna-se similar ao espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, dado
pela Eq. (2.117).

7.1.2 Analise do escalar de Kretschmann

Se queremos verificar a existéncia de singularidades nesta métrica, precisamos calcular
o escalar de Kretschmann. Assim, para a métrica dada pela Eq. (7.24), o escalar de

Kretschmann é

K = Regu R

4a®  161°Q0r (21%m + 5r3)  320°m@Q®r? (1973 — 7I?m)

B Emr @)+ (B @mr £ Q) + 1)
1612Q°%3 (815m3 + 381*m2r® — 801*mrS — 17r?)

(12 (2mr + Q2) + r4)°
16°mQ*r* (1201°m? — 761*m?r3 — 1311%mr® + 34r9)
(12 (2mr + Q2) + r4)° (7.25)
N 96mQ?r® (3218m* — 201°m>r3 + 301*m?rS + 412mr® — r12)
(12 (2mr + Q?) 4 r4)°
N 48m?2r® (3213m* — 1615m3r3 + 721*m>*rS — 812mr® + r12)
(12 (2mr + Q?) 4 r4)°
8Q* (313Q® + 741°Q*r® + Trlo) 8a (Q?* — 2mr)
(12 (2mr + Q?) + r4)° CRr2(2mr + Q%) + 16

Agora determinaremos o limite do escalar de Kretschmann com » — 0 e r — oo.

lim K = oo, (7.26)
r—0

lim K = 0. (7.27)
r—00

Portanto, a partir da analise do escalar de Kretschmann, no limite » — 0, concluimos
que a inclusdo da nuvem de cordas influencia a métrica, destruindo sua regularidade, e

como consequéncia, introduzindo uma singularidade na origem (r = 0).
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7.1.3 Geodésicas e Potencial Efetivo

Consideremos agora a solucgao estética e esfericamente simétrica, Eq. (7.1), com f(r)
dado pela Eq. (7.24). Analisaremos as equagoes geodésicas considerando a agao geodésica

e o principio variacional para escrever um Lagrangiano que descreve a métrica como

. 1 . .
2L = f(r)f* — ——7% — r?0* — r?sen®0¢*. (7.28)
f(r)
O “ponto” representa a derivada em relacao ao tempo préprio, 7. Por simplicidade,
restrinjamos a andlise das geodésicas ao plano equatorial do buraco negro, § = 7. Usando

as equagoes de Euler-Lagrange, obtemos

E = f(r)i, (7.29)

J=—r2¢, (7.30)

onde £ e J sao constantes de movimento que correspondem aos vetores de Killing 9, e 0y,
respectivamente. Podemos interpretar estas constantes como a energia F e o momento

angular J da particula que se move nas proximidades do buraco negro.

Reescalonando o parametro 7, podemos definir L = 2L, que, para geodésicas tipo-
tempo, ¢ igual a +1, para geodésicas tipo-espaco é igual a —1 e é igual a 0 para geodésicas
nulas [114]. Substituindo as Eqgs. (7.29) e (7.30) na Eq. (7.28), conseguimos

72 = E* — Vigy, (7.31)
onde
J2
Veff = f(?”) (7‘2 -+ L) . (732)

Consideremos agora o problema da particula massiva (L = 1) que cai radialmente
(J = 0) no buraco negro. A equacdo do movimento geodésico radial dessa particula teste é

dada por

2= E% — f(r), (7.33)

enquanto o potencial efetivo é o seguinte
Verp = f(r). (7.34)

Os gréficos para 7* e Vs estdo apresentados na Fig.(77).
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Figura 77 — O grafico da esquerda mostra 72 para £ = 2. O grafico da direita mostra o
potencial efetivo Vorr = f(r).

Comparemos agora os resultados previstos pelos valores do escalar de Kretschmann
quando r — 0, com as caracteristicas das geodésicas, a saber, se sdo completas ou

incompletas.

Para o espago-tempo de Frolov com nuvens de cordas (0 < a < 1) e sem nuvens de
cordas (a = 0), Fig. 77b, a particula teste consegue ultrapassar a barreira de potencial

e atingir o ponto » = 0 num tempo finito. Isso indica que as geodésicas sao completas e,



232 Capitulo 7. Buraco negro de Frolov com nuvem de cordas e fluido de cordas

portanto, o espaco-tempo de Frolov e o espago-tempo de Frolov com nuvens de cordas sao

regulares.

Esta conclusao, para o espago-tempo de Frolov, é confirmada pelo fato de que, o escalar
de Kretschmann é finito, quando r — 0, (3.84). Porém, para o espago-tempo de Frolov
com nuvens de cordas, a andlise das geodésicas sugere um espago-tempo regular na origem,
enquanto o escalar de Kretschmann diverge quando r — 0, (7.26), sugerindo uma métrica

singular na origem.

Na Fig. 77d, que representa o espaco-tempo de Hayward com nuvens de cordas
(0 < a < 1) e sem nuvens de cordas (a = 0), podemos concluir que a particula atinge o
ponto r = 0 num tempo finito. Isto indica que as geodésicas sao completas e, portanto, o
espaco-tempo ¢ regular na origem. Esta conclusao acerca do buraco negro de Hayward com
nuvens de cordas nao é confirmada pelo escalar de Kretschmann que ¢ infinito, quando
r — 0, (6.23).

Na Fig. 77f, que representa o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, podemos concluir
que a particula nao pode atingir o ponto r = 0 num tempo finito. Isto indica que as
geodésicas sao incompletas e, portanto, o espago-tempo ¢é singular na origem. Esta conclusao

é confirmada pelo fato de que, o escalar de Kretschmann é infinito, quando r — 0, (2.120).

Em resumo, a analise das geodésicas, visando conhecer as caracteristicas do espaco-
tempo relativamente a singularidade, pode confirmar ou ndo o que é previsto pelos
resultados fornecidos pelo escalar de Kretschmann. Assim, para verificar eficazmente
a existéncia ou nao de singularidades no espago-tempo é necessaria uma analise da

completude, ou incompletude geodésica.

7.1.4 CondicGes de energia

E conhecido que os buracos negros regulares violam as condigoes de energia [158]. Uma
vez que a introdugdo de uma nuvem de cordas transformou a métrica do buraco negro

numa solucao singular, é essencial analisar as condigoes de energia da métrica obtida.

Para obter as condigoes de energia, precisamos identificar as componentes do tensor de

energia-momento. Para f > 0, temos:

T = diaglp, —p,, —pi, —Dt), (7.35)

onde p ¢ a densidade de energia, p, é a pressao radial e p; é a pressao tangencial. Conside-

rando as equagoes de Einstein e a Eq. (7.24), encontramos
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L0

oy ; (7.36)

rf'(r)+ f—1
r = 12r2 s (737)

_rf(r)+2f(r)
Pt = 2/{27" . (738)

A partir de agora, identifiquemos a funcao f(r) como
2 N2\ .2

Fr) =1 —q— G = Q) (7.39)

rt+ (2mr + Q%) 12
H4 quatro condigbes de energia principais: a condi¢ao de energia fraca (WEC), a

condigao de energia forte (SEC), a condi¢ao de energia dominante (DEC) e a condigao de
energia nula (NEC) [159]. Estas condi¢oes sao dadas pelas desigualdades [159, 40, 160]

NEC, 3 =WEC,2=8SEC12< p+p+ >0, ( )

SEC; < p+p.+2p; >0, (7.41)

DEC, 5 < p—|prt| >0, ( )

DEC; = WECs & p >0, (7.43)

onde os indices 1 e 2 refere-se, respectivamente, as componentes radial e tangencial

da pressao. Vemos que DEC, 5 < ((NECi3) e (p — prr > 0)), por isso, substituimos
DECi 3= p—pri 2 0.

No que se segue, vamos considerar f(r) > 0. Assim, as condiges de energia sao dadas

pelas seguintes relagoes

NEC, < #
|2 (=A@ (mr + Q) + Pr® (18m*r? + 6mQr —TQ*) + Q%) _ (7.45)
K2 (12 (2mr + Q2) + r4)? -

)

a 12 (12m%r? + 4mQ*r — 3Q*) + Q*r* S

WECs; & + 0, 7.46
37 k22 k2 (12 (2mr + Q%) + r4)2 B (7.46)
ARIZ 23 (13 — 2
SECs & 2 E;z Z : (TQz ml 3
k2 (12 2mr + Q%) + 1) (7.47)

N 2Q% (I* (—28m?r? — 6mQ?r + 3Q*) + 61%r* (mr — 2Q?) + r®)
k2 (12 2mr + Q%) + 7’4)3

>0

I
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2a  1*(24m?r? + 8mQ?r — 6Q*) + 2Q*r?

DEC, & + >0, 7.48
P k22 K2 (12 (2mr + Q) + 14)° N (748)
12 201203 4 2 3
DEC, & 2a2 Fmre (41°m r)3

k21?0 k2 (12 (2mr + Q2) + 1Y) (7.49)

14 (48m2Q%r? + 4mQ*r — 6Q°) + 1012Q*r* -0 '

K2 (12 (2mr 4+ Q2) 4 r4)° -
Se considerarmos o limite r — oo, obtemos

NEC; & 0, (7.50)
NEC,; < 0, (7.51)
WECs; < 0, (7.52)
SEC; &0, (7.53)
DEC, < 0, (7.54)
DEC, 0. (7.55)

Os resultados relativos as condi¢oes de energia mostram-nos que, no caso considerado,
as condicoes de energia devem ser satisfeitas ou violadas consoante a relacao entre os
parametros. Analisando estas condigdes para valores muito grande da coordenada radial,
concluimos que todas elas sao satisfeitas e iguais a zero. Vale a pena mencionar que se

considerarmos o caso f(r) < 0, as conclusoes sobre as condi¢oes de energia sdo as mesmas.

7.1.5 Termodinamica do buraco negro

Nesta secao, estudamos a termodinamica do buraco negro de Frolov com uma nuvem de
cordas, examinando o comportamento da massa, da temperatura Hawking e da capacidade

térmica em fungdo da entropia.

7.1.5.1 Massa do buraco negro

Seja rp, o raio do horizonte, assim temos que f(r,) = 0, onde f(r) é dado pela Eq.
(7.39). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro em termos de rj, através da

seguinte equacao:

~ (a=Dri+ (e = 1PQ* — Q%
o 2((a—1)2r, +13) ’ (7.56)

escrito em termos do parametro que trata da presenca da nuvem de cordas, a. Nota-se

que se a = 0, recuperamos a massa do buraco negro regular de Frolov, sem a nuvem de
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Figura 78 — Massa do buraco negro em fungao da entropia m(S) para diferentes valores
de a, Qe l.

cordas, em termos do raio do horizonte (3.88). Considerando [ = 0 e a = 0 recuperamos a

massa do buraco negro de Reissner-Nordstrom (2.132).

A area do horizonte pode ser calculada por

A= / J/—gdbdd = drr?. (7.57)

Por outro lado, a entropia do buraco negro pode ser calculada através da lei de area

[62], usando a relacao

S =" =nr}. (7.58)

S

Assim, podemos escrever o parametro de massa em fun¢ao da entropia como

~ S(—aS+7Q*+5) — 7*(a — 1)PQ?
e 20/iVS (mla— D2+ S) (7.59)
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Na Fig. 78, representamos o comportamento do parametro de massa, m, em fun¢do da

entropia do buraco negro, S, em diferentes situacoes.

Na Fig. 78a, nota-se que, para o buraco negro de Reissner-Nordstrom (a =0 e [ = 0),
o parametro de massa s6 apresenta valores positivos para valores positivos da entropia, S.
Comportamento semelhante é obtido quando (I = 0), assim voltamos ao cendrio do buraco

negro de Reissner-Nordstrom, mas agora, com uma nuvem de cordas, 0 < a < 1.

Nas Figs. 78b-78c, constatamos que, ao considerar o buraco negro de Frolov, é possivel
notar que o parametro de massa tem valores positivos e negativos dependendo dos
parametros do buraco negro. Isto também se repete quando consideramos a nuvem de
cordas no espaco-tempo do buraco negro de Frolov. E importante notar que o pardmetro
da nuvem de cordas modifica o ponto de transicao de fase para o buraco negro de Frolov

rodeado por essa nuvem.

7.1.5.2 Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para o buraco negro de Frolov com uma nuvem de cordas

pode ser calculada usando a seguinte expressao:

(7.60)

com ' denotando a derivada em relacdo a coordenada radial. Hawking mostrou que o
buraco negro emite radiacao e a sua temperatura correspondente, a temperatura Hawking,

para um espago-tempo estacionario, é dada por [64]:

Tp=—. (7.61)

Usando a Eq. (7.61) com & dado por (7.60), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, =T, para o buraco negro de Frolov com a nuvem de cordas:

m(a —1)2'Q?* + w(a — 1)I2S (47Q? — 3(a — 1)S) + 5% (—aS — 7Q* + 5)

r= 4,/7S32 (27212Q2 + S2)

(7.62)

Na Fig. 79, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em
fungao da entropia do buraco negro, .S, em diferentes situagoes. Nota-se que para o espago-
tempo de Reissner-Nordstrom (a = 0 e I = 0) o pardmetro de temperatura pode apresentar
valores positivos ou negativos para S > 0. Analogamente, para o espago-tempo de Reissner-
Nordstrom-Letelier (I = 0 e 0 < a < 1). Na Fig. 79¢, note que, ao considerarmos o
espago-tempo de Frolov (I = 1, @ = 0.05 e a = 0), também é possivel perceber que

o parametro de temperatura apresentara valores positivos e negativos dependendo dos
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Figura 79 — Temperatura do buraco negro em fungao da entropia T'(S) para diferentes
valores de a, @ e (.

parametros do buraco negro. Isso também se repete quando consideramos a nuvem de

cordas no espago-tempo de Frolov (=1, Q =0.05e 0 <a < 1).

7.1.5.3 Capacidade térmica

Podemos calcular a capacidade térmica do buraco negro de Frolov com a nuvem de

cordas a partir da seguinte expressao:

-1
C = Tg—‘; =T (g%) . (7.63)

Substituindo a Eq. (7.62) na Eq. (7.63), encontramos a seguinte expressiao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:
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Figura 80 — Capacidade térmica em funcao da entropia C'(S) para diferentes valores de a,

Qel.

C =28 (27°17Q* + 8*) (7*(a — 1)1'Q* + w(a — 1)I°S (47Q* — 3(a — 1)S)
+82 (—aS = 7Q* + 5)))/[67°(a — 1)1°Q* + 7(a — 1)I'Q?S (13(a — 1)S + 87Q?)
+ 7l*S? (267?(@ —1)Q*S —9(a — 1)25* + 27r2Q4) + St (—aS —3rQ* + S)]
(7.64)
O comportamento da capacidade térmica em funcdo da entropia, para diferentes
valores de [, @ e a, é dado na Fig. 80. Para | = 0 e a = 0, a Eq.(7.64) reduz-se a
C =-25(rQ?*—-S) /(3rQ*—S), como esperado para o caso do espago-tempo de Reissner-

Nordstrom. Neste caso, existe valores da entropia para os quais a capacidade térmica é

positiva para S > 0, indicando um sistema termodinamico estavel.

Quando consideramos Frolov (I = 1, @ = 0.05 e a = 0) e o espago-tempo de Frolov com
a nuvem de cordas (I =1, Q@ = 0.05 e 0 < a < 1), existem valores para a entropia para
os quais a capacidade térmica adquire valores positivos ou negativos. Isto significa que o
buraco negro de Frolov pode ser instavel ou estavel a depender dos valores de entropia

considerados. E importante ressaltar que o pardmetro de cordas desempenha um papel
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importante no comportamento da capacidade térmica, modificando o ponto de transicao
de fase. Assim, semelhantemente ao buraco negro de Reissner-Nordstrém, o buraco negro
de Frolov e o buraco negro de Frolov com uma nuvem de cordas apresentam regioes de

estabilidade, dependendo dos parametros escolhidos.

7.2 Buraco negro de Frolov-AdS com um fluido de cordas

Nesta secao, obtemos a métrica correspondente ao buraco negro de Frolov com um
fluido de cordas e constante cosmoldgica, resolvendo as equagoes de campo da relatividade

geral.

7.2.1 Solucao geral

O elemento de linha para um espaco-tempo isotropico na vizinhanca de uma fonte
esfericamente simétrica, sem perda de generalidade, pode ser escrito da seguinte forma

[108]:

ds® = e’dt? — e dr® — r’d6* — r* sen®0d¢?, (7.65)
onde assumiremos que a fonte é necessariamente estatica, tal que os parametros v e A
dependerao apenas da coordenada radial.

As equagoes de campo de Einstein, modificadas pela inclusao da constante cosmoldgica
A, sdo dadas por [108]:

81
G,uz/ - Ag;w = 7TMV7 (766)

onde, por uma questdao de conveniéncia, consideraremos a constante de acoplamento
k=8rG/ct =1.
Tensor de energia-momento total

O nosso objetivo é generalizar a métrica do buraco negro regular de Frolov, incluindo

também a constante cosmoldgica e o fluido de cordas.

No entanto, assumiremos que estes tensores nao interagem entre si. Assim, o tensor

energia-momento total é dado pela sobreposicao linear dos tensores correspondentes:

T =TS + TS, (7.67)

onde Téf ) e Tﬁf %) sdo os tensores de energia-momento de Frolov e do fluido de cordas,

respectivamente.
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Tensor de energia-momento de Frolov

Usando a métrica dada pela Eq. (3.82), podemos obter as seguintes componentes do

tensor de Einstein:

12 (12m%r? 4+ 4mQ*r — 3Q%) + Q*r!

Gl=G = 5 , (7.68)
(2 e+ Q%) + 1)
G — b - 2412m?r3 (I°m — r3) 612Q% (I*m + 2r3)
ST @ mr + Q)+ T (12 2mr + Q2) +14)° (7.60)

B Q? (I* (3Q* — 28m?r?) + 61>mr® + r®)
(12 (2mr + Q2) + r4)’ ’

que através das equagoes de Einstein, sdo proporcionais ao tensor de energia-momento da

fonte.

Tensor de energia-momento do fluido de cordas

A linha de mundo de uma particula movendo-se com quadri-velocidade dada por
u = dx*/d\, com X\ sendo um pardmetro independente, pode ser descrito por x = x(\).
Por outro lado, se considerarmos, ao invés do movimento de uma particula, o movimento de
uma corda infinitesimalmente fina, a trajetéria correspondera a uma superficie de mundo

bidimensional ¥, que pode ser obtida por [36]

ot =a*(\), a=0,1, (7.70)

com Ay e A\; sendo parametros tipo-tempo e tipo-espaco, respectivamente. Portanto, ao

invés da quadri-velocidade, u*, temos um bivetor, 3#, tal que [36]

“w v
w07t Oz

S .
I\

(7.71)

Vale a pena ressaltar que, nesta superficie de mundo, havera uma métrica induzida,

Yab, cOm a,b = 0,1, tal que,

ozt 0x”

Yab = ur 5ya oo (7.72)

O tensor de energia-momento associado a uma nuvem de poeira é dado por T* = putu”,
sendo u* a quadri-velocidade normalizada e p a densidade prépria do fluxo. Do mesmo

modo, para uma nuvem de cordas, temos [36]

D

v _
R

(7.73)
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onde v = s3T5,

Agora, se considerarmos um fluido perfeito com pressao p, o mesmo pode ser descrito
pelo tensor de energia-momento dado por T = (p + p)utu” — pg"”. Analogamente,
considerando um fluido perfeito de cordas com pressao p, temos o seguinte tensor de

energia-momento [107]
STy
(=)

™ = (p+v=7p) +pg"”. (7.74)

Considerando o tensor de energia-momento dado pela Eq. (7.74), Soleng obteve a
métrica correspondente a um buraco negro estético rodeado por um fluido de cordas [59].
Entao, assumimos que as componentes do tensor de energia-momento estao relacionadas

através das equagoes

T =T, (7.75)
T,' = — BT, = — BT}, (7.76)

onde [ é uma constante adimensional. O tensor de energia-momento cujas componentes
sao dadas pelas Eqs. (7.75)-(7.76), foi interpretado como estando associado a um tipo
de fluido anisotrépico com simetria esférica [8, 161]. Nestas referéncias, foi interpretado
como o tensor de energia-momento associado a polarizacao anisotrépica do vacuo num

espago-tempo esfericamente simétrico.

E importante chamar a atencao ao fato de que este tipo de tensor energia-momento ¢
usado em diferentes cendrios [162, 163, 164]. Em particular, na Ref. [162] é mostrado que
as condigoes imposta pela Eq. (7.76) permite obter uma classe de solugoes esfericamente

simétricas das equacoes de campo de Einstein com dois parametros.

Para este trabalho, vamos considerar as componentes do tensor energia-momento para
o fluido de cordas dado por [165]:

2/B
, € (b
Ttt == TT == _ﬁ (7’) y (777)
2/8
e (b
T =T = B <T> , (7.78)

onde b é uma constante de integragao positiva e ¢ = +1 determina o sinal da densidade de

energia do fluido de cordas.
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Solucdo das equacdes de campo de einstein

As componentes nao-nulas das equacoes de Einstein modificadas pela presenca da
constante cosmoldgica, obtidas pela métrica (7.65) considerando a superposigao linear da
Eq. (7.67), sdo dadas por

/ 2 2,.2 2,. 4 2.4 2/8
e’\<)\ 1>+1 A I* (12m2r* + 4mQ*r — 3Q*) + Q*r e<b>  (779)

roor? 2 (12 (2mr 4+ Q?) + 7“4)2 IREAV

r

/ 1 1 12 (12m2r2 4 4 2, 4 2,4 b2/ﬂ
_e/\<u >+ﬂ_A: (12m?r? + 4m@Q*r — 3Q*) + Q*r _e()  (7.80)

J— _l’_ JE— JE—
roor? (12 (2mr + Q2) + r)? 72

le*’\ (V’/\’ N N VP2 1/’) A 2412m?2r3 (IPm — r3)
(12 (2mr + Q2) + r1)’
612Q% (I*m + 2r3)
(12 (2mr + Q2) + r4)?
Q? (I* (3Q* — 28m?2r?) + 61>mr® + 1®)
a (12 (2mr + Q2) + r)?

e (b\*P

Subtraindo as Eqs. (7.79) e (7.80), obtemos que:

(7.81)

A=—v=N=-/. (7.82)

Somando as Egs. (7.79) e (7.80) e considerando a Eq. (7.82), apds algumas simplificagoes,

obtemos:
N 1 1 12 (12m2r2 & 4 2. 4 2,4 b2/ﬁ
er - —er S+ = A= (12m™r” + dmQr 3Q)2+QT -5 - (7.83)
r r2oor? (12 (2mr + Q?) + 1) r2 \r
Agora, consideremos a seguinte relacao:
v=—-A=In(1+ f(r)). (7.84)

Tendo em conta as Eqs. (7.82) e (7.84), podemos escrever as Eqs. (7.83) e (7.81), respecti-

vamente, da seguinte forma:
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1, _P(12mr? + 4mQ*r — 3QY) + Q%! e (b 2/8
A A T - gy ) =) o
I _ A8PmArt (Pm —1?)
7 T A= (12(2m7°+Q2)—|—7"4)3
B 1212Q% (Im + 2r3)
(12 (2mr + Q2) + r1)° (7.86)

207 (I* (3Q* — 28m?r?) + 61>mr® + r®)
(12 (2mr + Q2) + r4)°

2¢ (b 2/8
2"

Somando as Egs. (7.85) e (7.86) e multiplicando o resultado por 72, obtemos a seguinte

equacao diferencial:

2/B
2" 4 rf — f 4+ Ar? +€<ﬂ+2> <b>
15} r

B 272 (12m2r? + 4mQ?r — 3Q%) + Q*r®
(12 (2mr + Q2) + r)?

4812m%rS (Pm — 1) 1212Q%3 (I>m + 2r®) (7.87)

(12 (2mr + Q%) + %) (12 (2mr + Q%) + %)

2Q%r% (1* (3Q" — 28m?r?) + 61°mr® + %) 0

(2 mr + Q%) 1 1) -

cuja solucao ¢ dada por:
r? (2mr — Q?) Ar? eb[1 + 2log(r)]/2r for =2,

_ _ 7.88
f(r) 2 (2mr 4+ Q?) + r* 3 { eB(B —2)71 ($>2/6 for [ # 2. (7.88)

Assim, substituindo a Eq. (7.88) na Eq. (7.84) e depois na Eq. (7.65), obtemos finalmente

a métrica do buraco negro de Frolov-AdS rodeado por um fluido de cordas:

ds* = f(r)dt* — f(r)"tdr* — r?dQ?, (7.89)

onde d2* = df? + sen?*@dp?. A fungao f(r) é dada por:

fr) =1~

r2 (2mr — Q?) Ar2 { eb[1 + 2log(r)]/2r for =2, (7.90)

2Qmr+ Q)+t 3 B3-21 (1) for 2.

Podemos recuperar algumas outras solugoes a partir desta métrica se fizermos as

seguintes escolhas apresentadas no Quadro (7).
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Quadro 7 — Espago-tempo que pode ser recuperado fazendo [ = Q = A = 0 na Eq. (7.90)
e diferentes valores de 3, b e €

€ b I} espago-tempo
—a R* lima_oo Letelier
—1 Q 1 Reissner-Nordstrom
~1 A~1/2 -1 de Sitter
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-0.5

0.5+

f(r) oo|

-0.5

1=0.75; Q=0.05; b=0.002; A\=-0.03;e=-1;m=1

1=0.3; Q=0.05; b=0.002; A\=-0.03;e=-1;m=1

B=2

0.5+

f(r) 0.0~

-0.51

B=2

/1=0.3;Q=0.05;b=0.002; A=0.03;e=-1,m=1

B=2

0.5

f(r) ooree

-0.5

/=0.3;Q=0.05;b=0.002; A=0.03;e=1,m=1

T T T

T

B=2

Figura 81 — Representagio grafica de f(r) em relagdo a coordenada radial para ¢ = 0.05
e diferentes valores de [, b, A e e.

7.2.2 Horizontes do buraco negro e analise do escalar de Kretschmann

Para obtermos os horizontes do buraco negro, resolvemos a equagao f(r) = 0. No caso
em consideracao, nao podemos obter expressoes analiticas para o raio do horizonte. Na

Fig. 81, representamos f(r) para diferentes valores dos parametros considerados.

Vale a pena chamar a atencao para o fato de o niimero de horizontes depender dos
valores dos parametros do buraco negro. Na Fig. 81, podemos observar que o niimero de
horizontes pode ser até quatro para um buraco negro de Frolov com um fluido de cordas e

constante cosmologica.

A existéncia de singularidades fisicas na métrica do buraco negro podem ser analisadas
através do calculo de um escalar, como o escalar de Kretschmann. Analisaremos o escalar
de Kretschmann, K = RaguVRa’B“V para 3 = 2, a qual é a solucao que discutiremos nas

subsecoes posteriores.

Para a métrica dada pela Eq. (7.90), calculamos o escalar de Kretschmann (K =
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Ropu ROP*) para 8 = 2, através do software Wolfram Mathematica e obtivemos o

seguinte resultado:

lim K7=2) = oo, (7.91)
r—0
8A?
~ (B=2) _
lim K =3 (7.92)

Assim, a solucao de Frolov perde sua regularidade na origem com a inclusao do fluido de
cordas para = 2, conforme confirmaremos na préxima secao com a analise do movimento

geodésico e do potencial efetivo.

7.2.3 Geodésicas e Potencial Efetivo

Consideremos agora a solucao estatica e esfericamente simétrica dada pela Eq. (7.90).
Analisaremos as equagoes geodésicas considerando a acao geodésica e o principio variacional

para escrever um Lagrangiano que descreve a métrica como

. 1 . .
2L = f(r)t* — —7% — 120> — r?sen®0¢”. (7.93)
f(r)
O “ponto” representa a derivada em relacao ao tempo préprio, 7. Por simplicidade,
restrinjamos a andlise das geodésicas ao plano equatorial do buraco negro, 6 = 7. Usando

as equacoes de Euler-Lagrange, obtemos

E = f(r)t, (7.94)

J = —1r2d, (7.95)

onde £ e J sao constantes de movimento que correspondem aos vetores de Killing 0, e 0y,
respectivamente. Podemos interpretar estas constantes como a energia F e o momento

angular J da particula que se move nas proximidades do buraco negro.

Reescalonando o parametro 7, podemos definir L = 2L, que, para geodésicas tipo-
tempo, ¢ igual a +1, para geodésicas tipo-espaco ¢ igual a —1 e ¢é igual a 0 para geodésicas
nulas [114]. Substituindo as Egs. (7.94) e (7.95) na Eq. (7.93), conseguimos

2= E® — Vi, (7.96)

onde

Vapp = f(r) (ij + L) . (7.97)
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Consideremos agora o problema da particula massiva (L = 1) que cai radialmente
(J = 0) no buraco negro. A equagao do movimento geodésico radial dessa particula teste é

dada por

2= E%— f(r), (7.98)

enquanto o potencial efetivo é o seguinte
Verr = f(1). (7.99)

Os graficos para 7% e V, ;s estdo apresentados na Fig.(82).

m=1,Q=0.95e=-1,A=-0.01;b=0.5;/=0.5

m=1,Q=0.95e=-1,A=-0.01;b=0.5;/=0.5
10 : : : : 10 T T T

(c) ()

Figura 82 — O grafico da esquerda mostra 72 para £ = 2. O grafico da direita mostra o
potencial efetivo V.rr = f(r).

Comparemos agora os resultados previstos pelos valores do escalar de Kretschmann
quando r — 0, com as caracteristicas das geodésicas, a saber, se sdo completas ou

incompletas.

Na Fig. (82b), podemos concluir que a particula ndo pode atingir o ponto r = 0 num
tempo finito, para ambos os valores de 3. Isto indica que as geodésicas sao incompletas e,
portanto, o espago-tempo é singular. Esta conclusao é confirmada pelo fato de que, para

8 =2, o escalar de Kretschmann ¢é infinito, quando r» — 0.
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Para = —1/2, = —1 e f = —2 na Fig. (82d), a particula teste consegue ultrapassar
a barreira de potencial e atingir o ponto r = 0 num tempo finito. Isto indica que as

geodésicas sao completas e, portanto, o espago-tempo ¢é regular.

Em resumo, a analise das geodésicas, visando conhecer as caracteristicas do espaco-
tempo relativamente a singularidade, pode confirmar ou nao o que é previsto pelos
resultados fornecidos pelo escalar de Kretschmann. Assim, para verificar eficazmente a
existéncia ou nao de singularidades é necessaria uma anélise da completude, ou incomple-

tude geodésica.

7.2.4 Termodinamica do buraco negro

Nesta secao, estudamos a termodinamica do buraco negro de Frolov-AdS com um
fluido de cordas, examinando o comportamento da massa, da temperatura Hawking e da

capacidade térmica em funcao da entropia.
Vale a pena chamar a atencao para duas consideragoes que assumiremos nesta subsecao:

(i) Focaremos na soluc¢ao 5 = 2 uma vez que esta escolha pode representar a presenga

de matéria escura [59];

(ii) Como vimos, € = £1 representa o sinal da densidade do fluido de cordas. Aqui,
escolheremos o sinal de € como sendo negativo, uma vez que, no caso em que [ # 2,
recuperamos os espacos-tempos descritos na Tabela (7). Para o caso em que 8 = 2, a

escolha é feita por razoes de consisténcia para ter o efeito da matéria escura.
Assim, com estas consideragoes, a Eq. (7.90) pode ser escrita como
r? (2mr — Q%) Ar?  eb[1 + 2log(r)]

— — . 7.100
P2@2mr+Q?*)+rt 3 * 2r ( )

flr)=1

7.2.4.1 Massa do buraco negro

Seja rp, o raio do horizonte, assim temos que f(r,) = 0, onde f(r) é dado pela Eq.
(7.100). Assim, podemos escrever a massa do buraco negro em termos de ry, através da

seguinte equagao:

I2Q? (3be — 2A7r} + 61y) + 6be log (ry,) (v + 12Q?) + 13 (3bery, — 2Ar} + 677 + 6Q?)
m = :
2ry, (12 (—=3be 4+ 2Ar3 — 6ry,) — 6bl%elog (rp,) + 617)
(7.101)

escrita em termos do parametro que trata da presenca do fluido de cordas, b. Nota-se que
se b = 0, recuperamos a massa do buraco negro regular de Frolov-AdS, sem o fluido de
cordas, em termos do raio do horizonte. Considerando [ = 0, A = 0 e b = 0 recuperamos a

massa do buraco negro de Reissner-Nordstrom, Eq. (2.132).
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Figura 83 — Massa do buraco negro em fungao da entropia m(S) para diferentes valores

debel.
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Figura 84 — Temperatura do buraco negro em fungao da entropia T'(S) para diferentes
valores de b e [.
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Figura 85 — Capacidade térmica em funcao da entropia C'(S) para diferentes valores de b
el.
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A area do horizonte pode ser calculada por

A= / V/—gddd¢ = dnr?. (7.102)

Por outro lado, a entropia do buraco negro pode ser calculada através da lei de area

[62], usando a relacao

S =" =nr}. (7.103)

| s

Assim, podemos escrever o parametro de massa em funcao da entropia como
m =[r1*Q? (—37T3/2b6 + 20832 — 67r\/§)
+ S (=37%20v/Se — 67°Q” + 2A8? — 675
S
—3 3/Zb 1 () 2[2 2 SZ
e log  — (7r Q" + )] /

[27%/2/S (l2 (37r3/2be —2A53/% 4 67?\/?) + 37%2bl%e log <S> — 683/2)].

™

(7.104)

Nas Figs. 83a-83b, representamos o comportamento do parametro de massa, m, em
funcao da entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes. Note que, para o buraco
negro de Frolov-AdS com fluido de cordas, o pardmetro de massa tem valores positivos e

negativos dependendo dos parametros do buraco negro.

7.2.4.2 Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para o buraco negro de Frolov-AdS com um fluido de cordas

pode ser calculada usando a seguinte expressao:

(7.105)

com " denotando a derivada em relagdo a coordenada radial. Hawking mostrou que o
buraco negro emite radiacao e a sua temperatura correspondente, a temperatura Hawking,

para um espago-tempo estaciondrio, é dada por [64]:

To=—. (7.106)

Usando a Eq. (7.106) com x dado por (7.105) e f(r) dado pela Eq.(7.100) é possivel
calcular a temperatura Hawking, T,, = T', para o buraco negro de Frolov-AdS com um

fluido de cordas:
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1
T e g+ %) [36741°Q%5 — 12487 (A% + 3) + 3675" (2A1% + 1)

+A72S® (A'Q? — 2717 — 9Q7) + 3672657/ % (A + 2A%log (:ﬁ) + 1)
m

)

) +9b%€* + 8Q% (AI” + 6))

—12772b12Q2 53/ %€ (AF +2 (A? +9) log <

SIS

\/7_1'> + 36b € log (
+36m/ 201 Q%V/ Se (log (S> + 1>
71'

2
LTI <10g (S) + 1) —1087°/2bI25° 2 <10g (S) + 1)]
m m

—3m3125? (366262 log? (

e

(7.107)

Na Figs. 84a-84b, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7',
em funcao da entropia do buraco negro, S, em diferentes situacoes. Na Fig. 84a, nota-se que
para o espago-tempo de Reissner-Nordstréom-AdS com fluido de cordas (I = 0, @ = 0.05,
A =-0.01 e b=0.1), o pardmetro de temperatura apresenta valores positivos e negativos
para S > 0. Analogamente, para o espaco-tempo de Frolov-AdS com fluido de cordas
(I#0,Q=0.05, A=—-0.0l eb=0.1).

Na Fig. 84b, nota-se que para o espacgo-tempo de Frolov-AdS sem fluido de cordas
(l=0.1,Q =0.05, A = —0.01 e b= 0), o pardmetro de temperatura apresenta valores
positivos e negativos para S > 0. Analogamente, para o espago-tempo de Frolov-AdS com

fluido de cordas (I = 0.1, @ = 0.05, A = —0.01 e b # 0).

7.2.4.3 Capacidade térmica

Podemos calcular a capacidade térmica do buraco negro de Frolov-AdS com um fluido

de cordas a partir da seguinte expressao:

-1
C= Tg;’: T(?ﬁ) . (7.108)

Substituindo a Eq. (7.107) na Eq.(7.108), encontramos a seguinte expressiao para a

capacidade térmica em funcao da entropia do buraco negro:
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C = [25 (27r212Q2 + 52)
(=367 2b1*Q%V/ Se — 367U 1Q2S + 14473 12Q2S? + 1087212S° + 367°Q%S° — 367S?
—9mbAQ%E + 3677/ 2bI2 Q%S % + 1087/ 2bI2 5%/ %€ — 367/ %S/ 2¢
+27m3212 5% + 1207 PbAI* Q2 S% e + 243 NI Q% S? — T2mAI2S* 4 36AS°
—36m2bAI2S™ % e — AP N2 Q?SP 4+ 12021250
+ 108736212522 log? (:ﬁ) + 2477 2bIP Q2S¢ (A? 4 9) log (ﬁ)
_187%2b0%¢ log <i) (7*12Q? (Vbe + 2V/S) — 37%2b5% + 2057 — 6757
9 AQ2 Log? (i)]} /
[2167r616@45 — 2887°11Q*S? + 4687111 Q% S® + T2r PQ1S® — 9367312 Q%S
—32472125% — 10872Q2S° + 1447 3/2b18Q*V/ Se + 2887/ 2bI* Q* S %€ + 36750
+6487Y/ 2014 Q%57 ?e — 144772012 Q%ST/?e — 216772012 S %€ + T273/2b5M %€
+187 210 Q e 4 2071 Q% 5% — 273 b33 S — A87PAICQ1S?
—336772bAIQ?S™ % — 552 AI* QS + 360m*AI*QS® + 72w AI2S® + 36AS7
+2167°b%11 Q% S%€% log (é‘f) — 8mA25Q1S3 + 1322 A% Q%S5 4 12A212 87

— 108736212526 log® <ﬁ> (2#1@2 + 552)
+67%2b1%€|
+2r1 Q! (971'3/2[)6 — 4NS3? + 247T\/§)

+37202Q* Y2 (Tr*/2bv/Se — 24n°Q* — 12A8” + 1675)

35772 (97%/20y/Se + 367°Q% — 4AS? + 2475)] log (i)
HOTAQ2E Log? <S) (1072°Q° + 952)}

" (7.109)

Das Figs. 85a-85b, podemos concluir que existem valores de S para os quais a capacidade

térmica é positiva, assim como existem valores para os quais a capacidade térmica é negativa.

Em outras palavras, o buraco negro pode ser termodinamicamente estavel ou instavel e

esta estabilidade estd relacionada com os valores do pardmetro do fluido de cordas. E

possivel notar que, o ponto de transicdo, no qual a capacidade térmica diverge, muda

quando variamos este parametro.
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8 Buracos Negros com nuvem de cordas e
quintesséncia num cenario de eletrodina-

mica nao-linear

Neste capitulo obteremos uma solugao exata para um buraco negro num cenario
em que um campo eletrodindmico nao-linear é acoplado a gravidade de Einstein, na
presenca de uma nuvem de cordas e quintesséncia como fontes. Neste cendrio, serao
discutidas as consequéncias destas fontes na regularidade e nos horizontes da solugao, bem
como nas condi¢oes de energia. Estudaremos alguns aspectos relativos a termodinamica
do buraco negro, tendo em conta a massa, a temperatura Hawking e a capacidade
térmica, e mostraremos como estas grandezas dependem da presenca da nuvem de cordas

e quintesséncia, no cenario considerado.

8.1 Solucao geral

Nesta secao, obteremos a métrica correspondente a um buraco negro estatico com uma

nuvem de cordas e quintesséncia num cenario de eletrodinamica nao-linear.

As equacoes de campo de Einstein no vacuo podem ser obtidas a partir da seguinte

acao

_ 1 4
Smp_ig/dxMFER, (8.1)

onde k? = 87G/c*, g = det(g,,) é o determinante do tensor métrico e R = g™ R, é o

escalar de curvatura de Ricci.

As equagoes de Einstein com fontes de matéria sdo obtidas adicionando uma Lagrangi-
ana de matéria ao funcional S. Assim, considerando a Lagrangiana da teoria eletromagnética
nao-linear acoplado ao fluido quintessencial, L(F'), e a Lagrangiana associada a nuvem de

cordas, L¢og, temos que o contetido de matéria pode ser expresso pela seguinte acao

%:/&mﬁmum+u@. (8.2)

A Lagrangiana L(F') descreve a eletrodinamica nao-linear acoplado ao fluido quintes-

sencial com o escalar F' dado por F' = iF wE

w» onde F,,, € o tensor de Maxwell-Faraday.
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Assim, a acao total que descreve o buraco negro com quintesséncia e uma nuvem de

cordas num cenario de eletrodinamica nao-linear é dada por

S = S + S = 2; [diay=gR+ [ d'e =g (L(F) + Les). (8.3)

Variando a acao (8.3) com relagdo & métrica, encontramos

1 2(NED o
R, — §g,ﬂ,R =r (T, + 1T, ), (8.4)
onde o tensor energia-momento da teoria eletromagnética nao-linear (7, ﬁED ) e o tensor

energia-momento para a nuvem de cordas (7 MCVS ) sao dados, respectivamente, por [36, 178]:

OL(F
sy
s _ Pl
T = e (8.6)

A forma explicita da densidade lagrangiana da eletrodinamica nao-linear acoplado ao

fluido quintessencial é dada por [56, 44]

k3243 F 3(wq+1)
Fe q 3 2F 4

LFpy="¢__"__ 2
(F) K2 2/<;20Mq<q,2n

: (8.7)

onde k = ¢2,/2m corresponde a carga nao-linear de um campo magnético autogravitacional
e m ¢ o parametro de massa, relacionado com a massa do buraco negro. Para um espaco-
tempo esfericamente simétrico alimentado apenas por uma carga magnética, a componente

2
de F),, diferente de zero é Fh3 = g, senf e o escalar F' ¢ F' = gﬁ.

A acdo de Nambu-Goto utilizada para descrever a corda é dada por [36]

Ses = / d*z /=g Los = / (=) /2 MdNOdNL. (8.8)

Para nuvem de cordas, temos [30]

1 1/2
Los = My=7 = M (—2zwzw) , (8.9)
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onde M é uma constante adimensional que caracteriza cada corda e 7 é o determinante

de v4p, 0 qual é a métrica induzida numa variedade dada por

Ox* Oz
YAB = g,wmﬁ, (8.10)
em que z* = z#(\) descreve a superficie de mundo das cordas com A’ e A\! sendo

j%

parametros tipo-tempo e tipo-espaco, respectivamente. A quantidade X*” pode ser escrita

como
Oxt Ox¥
Y = A8 8.11
ONA ONB (8:.11)
com €*B sendo o simbolo de Levi-Civita, tal que ¢ = —€!® = 1. Devido a simetria

do espago-tempo, a tinica componente nao-nula da quantidade ¥4 é X% = a/pr?, que
depende apenas da coordenada radial. Vale a pena notar que a é uma constante de
integragao relacionada com a intensidade da nuvem de cordas, assumindo valores no

intervalo 0 < a < 1.

Para um espaco-tempo esfericamente simétrico, a métrica geral pode ser escrita como

b
f(r)

No que diz respeito aos tensores de energia-momento do campo eletromagnético nao-

ds* = f(r)dt* — ——dr® — r*df® — r* sen’0dg¢”. (8.12)

linear (7)) com fluido quintessencial e da nuvem de cordas (7,°), as componentes

nao-nulas sao dadas por

_k 3 —
pven _ 2kmf()eF  Bow,f(r)rs (.13)
00 - K214 K2 )
2 _k
¢(k—2r)e 3 By
TIZ\{ED = —W — @O&dq(?)wq + ].)T 3wq 1. (814)
r) a
TCS — f;) 4T (8.15)

Utilizando as Egs. (8.13)-(8.15) e considerando o elemento de linha expresso pela Eq.

(8.12), as equagdes de campo de Einstein serao escritas como

L—a— f(r)+rf/(r) + 72 f"(r)

_k 2
 2kme” - L Te (k—2r) (8.16)

S|=

r2 r3
+ 3awg (3w, + 2)r~* it = 0,
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cuja solucao é

_k
2me=r

f)=1-a-

—ar Tt 4 Cor + g (8.17)
r r
Na analise que sera feita, apenas um caso sera considerado, a saber, quintesséncia, que
corresponde a w, = —2/3. Neste caso, o quarto e o quinto termos da Eq. (8.17) podem ser
combinados. Entao, combinando também o terceiro e o ultimo termos, podemos escrever
f(r) numa forma simplificada. Assim, substituindo esta forma simplificada de f(r) na
Eq. (8.12), obtemos finalmente a métrica do espago-tempo correspondente a um buraco
negro rodeado de quintesséncia e uma nuvem de cordas num cenario de eletrodinamica

nao-linear acoplada a gravidade de Einstein.

2 « 2m —k/r 2
dS—(]_—CL—Tgqurl—TG )dt

(8.18)

2 -1
- (1 e me’“”) dr® — r?dQ?,
,

Note que na Eq. (8.18), a constante wy foi preservada, mas temos em mente que
wy = —2/3.

A métrica acima pode ser entendida como a solucao da equagao de campo de Einstein,
na qual o campo gravitacional estd acoplado a um campo de Maxwell nao-linear, com
duas fontes, a saber, a nuvem de cordas e a quintesséncia. A métrica também pode ser
interpretada como sendo gerada no ambito da Relatividade Geral, com trés fontes fisicas:
um campo eletromagnético nao-linear, uma nuvem de cordas e um fluido quintessencial. O
nosso resultado, quando ambas as fontes sao incluidas, nomeadamente a nuvem de cordas
e a quintesséncia, é uma generalizacdo de um resultado ja publicado [56], que investigou o
papel desempenhado pela presenca da nuvem de cordas nas propriedades termodinamicas,

nos modos quasinormais e na sombra.

Como era de se esperar, no limite £ = 0, a solucao ¢é reduzida a solucao de Letelier
com quintesséncia [38], e se k = 0 e a = 0, recuperamos a solucao de Kiselev [79]. Se
k= 0e a =0, obtemos a solugdo de Letelier [36] e, finalmente, obtemos a soluc¢ao de
Schwarzschild [179] para k =0,a=0e a = 0.

8.2 Horizontes do buraco negro, regularidade e singularidade

8.2.1 Horizontes do buraco negro

Agora, investigaremos os horizontes do buraco negro que podem ser determinados

resolvendo a seguinte equacao:
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f(r)

fr)=1-a-

k=0.5m=1;a=0.016; wy=-2/3

(a)

k=0; a=0; m=1; wy=-2/3

«
pr3wg+1

f(r)
1.0

f(r)

0.5

2m

— M=o,

r

k=1;,m=1;a=0.016; w, = -2/3

(b)

k=0.2; a=0; m=1; wy=-2/3

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250 |
: 1
-045f I armm——— -0.5§ ;| 02 04 06 08 10
| - -1
100 -2 -10f 2
-3 -3
— a=0 a=0.5 a=0.9 — a=0 a=0.5 a=0.9
(c) (d)

Figura 86 — A fungao f(r) para diferentes valores de k, « e a.

Na Fig. 86, representamos a func¢ao f(r) para diferentes valores de a, a, k e para
w, = —2/3, sendo o tnico caso a ser considerado. Os horizontes do buraco negro sao
definidos pelas raizes da funcao f(r). E possivel perceber que o buraco negro tera no

maximo trés horizontes.

8.2.2 Regularidade e Singularidade

A pesquisa visando saber se um dado buraco negro é regular ou singular pode ser feita
por diferentes vias, como, por exemplo, investigando se existem ou nao singularidades
num invariante construido com o tensor de curvatura ou examinando se as geodésicas sao

extensiveis ou nao.

Dentre estes dois procedimentos, a analise do comportamento do escalar construido com
o tensor de curvatura, fornece-nos uma anélise local e relativamente simples a existéncia

ou nao de singularidades.

Adotaremos o critério de testar a existéncia de singularidades de uma métrica exami-

nando uma das quantidades invariantes de coordenadas construidas com R, ou R,,q-
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Existe um nimero finito de possibilidades para construir estes invariantes. Consideremos

uma delas, denominada escalar de Kretschmann, dada por K = R,,,,,R"?.

A seguir, calcularemos o escalar de Kretschmann e verificaremos se héa singularidades,
examinando o seu comportamento para r — 0 e r — o0. Estes cédlculos serao feitos
em quatro casos diferentes, nomeadamente, uma solu¢do de buraco negro acoplada a
eletrodindmica nao-linear, o que equivale a considerar como fonte, um campo eletromagné-
tico nao-linear. Na sequéncia, adicionaremos uma nuvem de cordas como fonte, depois,
substituiremos esta fonte por quintesséncia e, finalmente, adicionaremos a nuvem de cordas

e a quintesséncia como fontes.

Solucdo do buraco negro acoplado a eletrodindmica nao-linear

Em primeiro lugar, considera-se o caso onde a nuvem de cordas e a quintesséncia estao

ausentes. Assim, a =0 e a =0, e a Eq. (8.18) transforma-se em

2 2 -1
ds? — (1 _ mek/r> dt? — (1 — me’“/r) dr? — r2d0?, (8.20)
T T

cujo escalar de Kretschmann é

Am2e= 5 (k' — 8k3r + 24k%r2 — 24k + 12r%)
K = o . (8.21)

Calculando os limites do escalar de Kretschmann como r — 0 e r — 0o, obtemos

limK =0 e lim K =0. (8.22)

r—0

Estes resultados dizem-nos que a métrica que descreve o espaco-tempo de um buraco
negro, obtida num cenario em que um campo eletromagnético nao-linear é acoplado a
gravidade de Einstein, é regular na origem, r = 0, ou seja, nao possui singularidade neste
ponto, confirmando os resultados da literatura [43]. J&4 a andlise do resultado, quando

r — 00, nos diz que o espago-tempo é assintoticamente plano.

Solucdo do buraco negro acoplada a eletrodinamica ndo-linear e a uma nuvem de cordas como

fontes

Agora, consideramos a presenca de uma nuvem de cordas. A solucdo correspondente é

obtida assumindo que o = 0 na Eq. (8.18). Assim, a métrica resultante é dada por:

2 2 -
gs? — (1 o me—k/r) g2 (1 e me—k/r> A —r2d0°,  (8.23)

T T

cujo escalar de Kretschmann é
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2k

47622 ) 16anze_f N 4mPe= (k* — 8k3r + ?;lkzr2 — 24kr3 + 127‘4). (8.24)
r T "

K =

Determinaremos agora o limite do escalar de Kretschmann com r — 0 e r — oo.

limK =oce lim K =0. (8.25)

r—0 r—00

Assim, concluimos que a inclusao da nuvem de cordas ao buraco negro da eletrodinamica
nao-linear afeta a regularidade da métrica, tornando-a singular na origem [43]. A métrica

permanece assintoticamente plana.

Solucdo do buraco negro acoplada a eletrodinamica n3o-linear e a quintesséncia como fontes

Ao adotar a = 0 na Eq. (8.18), obtemos o espago-tempo da eletrodindmica nao-linear

com quintesséncia dada por:

—1
d52:(1— a _%ek/r) dt2_(1 Q_Mek/r) dr? — r2d02, (8.26)

r3Wq+1 r r3wq+l r

cujo escalar de Kretschmann é

Am2e= 7 (k* — 8K3r + 24k2r? — 24kr3 4 12r%)
10

+ 302 (27w + 54ws + 51w? + 20w, +4) 70t
+ 24am (3w3 + Bw, + 2) e rpdwat?) (8.27)

K=+

— 48akm <3w§ + 4w, + 1) e_gr_?""q_?
+ dak?m (9w? + 9w, +2) e”rr s,

Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com r» — 0 e r — oo.

Para w, = —2/3, obtemos os seguintes limites:
lim K =occ e lim K =0. (8.28)
r—0 r—00

Assim, a analise do escalar de Kretschmann no limite de » — 0 e 7 — oo mostra-nos
que para w, = —2/3, o buraco negro da eletrodindmica nao-linear com quintesséncia
deixa de ser regular, ou seja, tem uma singularidade na origem r = 0; no entanto, é

assintoticamente plano.
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Solucdo de buraco negro acoplada a eletrodindmica n3o-linear e uma nuvem de cordas e

quintesséncia como fontes

O espago-tempo da eletrodinamica nao-linear com quintesséncia e nuvem de cordas é

dado pelo seguinte elemento de linha:

2 «Q 2m —k/r 2
d8_<1_a_7“3"-)q+1_r6 )dt

N om, (8.29)
— _ et —k/r 2 2302
<1 a el " e ) dr* — r=dQ*,
cujo escalar de Kretschmann é
Am2e (K* — 8K3r + 24k2r% — 24kr® + 121%)
K=+ 10
r
16ame™" 12 9 k3,8
T—i-lloz m(9wq+9wq—|—2)e Ty
4a’ 2 3 2 —6(wqg+1)
+ g+ 30’y (27w] + 54w + 5w, +20) 7 (8.30)
— 48akm (Swg + 4wy + 1) e~ rp3wa=T
+ 24am (3w§ + 5w, + 2) e~ rp3wat2)
+ 4oy~ 0watl) (2@7’3‘“1“ - 3a> .
Vamos agora determinar o limite do escalar de Kretschmann com r — 0.
lim K = oo. (8.31)

r—0

Assim, concluimos que a inclusao da nuvem de cordas ao buraco negro da eletrodinamica

nao-linear com quintesséncia afeta a regularidade da métrica, tornando-a singular na origem.

8.3 Condicoes de energia

No contexto da Relatividade Geral, as condi¢oes de energia foram introduzidas como
restri¢oes fisicamente razoaveis a matéria. Basicamente, sao restri¢oes relativas a densidade
de energia local, que deve ser positiva, e a velocidade de corrente do fluido da matéria, que
nao pode ser superluminal. Existem quatro condicoes energéticas principais: a condicao de
energia fraca (WEC), a condicao de energia forte (SEC), a condi¢do de energia dominante
(DEC) e a condigao de energia nula. (NEC) [159].

Sabe-se que os buracos negros regulares violam as condigdes de energia [158]. Uma
vez que a introducao de uma nuvem de cordas e quintesséncia transformou a métrica
do buraco negro numa solugao singular, é essencial analisar as condi¢oes de energia da

métrica obtida.
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Para analisar as condi¢oes de energia, precisamos identificar as componentes do tensor

energia-momento, dadas da seguinte forma

T, = diaglp, —pr, —ps, =4, (8.32)

onde p ¢ a densidade de energia, p, é a pressao radial e p; é a pressao tangencial. Conside-

rando as equagoes de Einstein e a Eq. (8.12), encontramos

L= ) =

22 ) (8.33)
i ,<T,)€:;2f -1 (8.34)
=" ”<r;;ff ), (8.35)
De agora em diante, identifiquemos a fungao f(r) como
f(ry=1—a-— TB:IT — 2:16_k/T. (8.36)

Existem quatro condiges principais de energia: a condigao de energia fraca (WEC), a
condigao de energia forte (SEC), a condi¢ao de energia dominante (DEC) e a condigao de
energia nula (NEC) [159]. Estas condigoes sdo dadas pelas desigualdades [40, 159, 160]

NEC) 5 =WEC) 5 = SECy5© p+pry >0, (8.37)
SECy < p+ py + 2p; > 0, (8.38)

DEC15 < p—|pre| >0, (8.39)

DEC; = WEC; < p >0, (8.40)

onde os indices 1 e 2 se referem, respectivamente, as componentes radial e tangencial
da pressao. Vemos que DEC, 5 < ((NECi53) e (p — prr > 0)), por isso, substituimos
DECi 3= p—pri 2 0.

No que segue, vamos considerar f(r) > 0. Assim, as condi¢oes de energia sao dadas

pelas seguintes relagoes

NEC; 0, (8.41)
_k —3(wq+1
NEGy e S bt Senl t DT o )
K4r K2r 2K
ok ff 3 —3(wq+1)
WECy e 4 2hme s Bowyr ¥t (5.43)
KT KT K
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ko —3(wg+1
SEC, o _ 2kme ;(lz 2r)  3aw, (3w, +21) r3watl) >0, (8.44)
K2r K
20 4dkme r  Gaw,r— a3
DEC, & —— i a 5 > 0, (8.45)
K2r K2r K
2, o — & _ —3(wq+1)
DEC, & 0y me ., Sow, (8w, ! )7 > 0. (8.46)
KT KT 2K
Se considerarmos —1 < w, < —% e o limite r — oo, obtemos
NEC, < 0, (8.47)
NEC; < 0, (8.48)
WEC; < 0, (8.49)
SEC; &0, (8.50)
DEC; <0, (8.51)
DEC; < 0. (8.52)

Os resultados relativos as condigoes de energia mostram-nos que, no caso considerado,
as condicoes de energia devem ser satisfeitas ou violadas consoante a relacao entre os
parametros. Analisando estas condigdes para valores muito grande da coordenada radial,
concluimos que todas elas sao satisfeitas e iguais a zero. Vale a pena mencionar que se

considerarmos o caso f(r) < 0, as concluses sobre as condigbes de energia sdo as mesmas.

8.4 Termodinamica do buraco negro

Nesta secao, estudamos a termodinamica do buraco negro com uma nuvem de cordas
num cenario de eletrodinamica nao-linear, examinando o comportamento da massa, da

temperatura Hawking e da capacidade térmica em fungao da entropia.

Massa do buraco negro

Para qualquer horizonte de raio ry,, sabemos que f(ry) = 0. Esta condigdo nos fornece

a seguinte massa

I & 3, w
m = —§erlj1 ry [(a — 1)t 4 a} ) (8.53)

escrito em termos dos parametros que codificam a presencga da eletrodindmica nao-linear,
da nuvem de cordas, bem como da quintesséncia. Nota-se que quando £ =0, a = 0, e
a = 0, recuperamos a massa do buraco negro de Schwarzschild em termos do raio do

horizonte. Portanto, a expressdao dada na Eq. (8.53) representa a massa (energia) do buraco
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negro num cenario de eletrodinamica nao-linear, adequadamente modificada pela presenca

da nuvem de cordas e da quintesséncia.

A area do horizonte pode ser calculada por

A= / V—gdfd¢ = dmr?. (8.54)

Por outro lado, a entropia do buraco negro pode ser calculada através da lei da area
[62]

NES

S =" =nqr. (8.55)

Assim, podemos escrever o parametro de massa em fungao da entropia como

6%5_3% (1— a)SS%JF% —am Pt
= 8.56
m — , (8.56)

cujo comportamento, em funcao da entropia, é mostrado na Fig. 87, para diferentes valores

de k, a e a.

Na Fig. 87e, representa-se o comportamento do pardmetro de massa, m, em funcao
da entropia do buraco negro, S, na auséncia de quintesséncia (a = 0) e eletrodindmica
nao-linear (k = 0), ou seja, no espago-tempo de Letelier. Verifica-se que, neste cenério, o
parametro de massa tem apenas valores positivos, para 0 < a < 1, e valores positivos da
entropia, S. Comportamento andlogo ocorre quando consideramos o espac¢o-tempo num
cenario de eletrodinamica nao-linear, Fig. 87f. Quando adicionamos a quintesséncia, Figs.
87a-87c, o parametro de massa apresentard valores positivos e negativos dependendo dos

parametros do buraco negro.

Temperatura Hawking

A gravidade superficial (k) para os buracos negros com uma nuvem de cordas e
quintesséncia num cendrio de eletrodindmica nao-linear pode ser calculada utilizando a

seguinte expressao:

(8.57)

com ' denotando a derivada em relacao a coordenada radial. Hawking mostrou que o
buraco negro emite radiacao e a sua temperatura correspondente, a temperatura Hawking,

para um espago-tempo estaciondrio, é dada por [64]:
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Figura 87 — Massa do buraco negro em fun¢ao da entropia m(S) para diferentes valores

de k, a e a.

(8.58)

Usando a Eq. (8.58) com k dado por (8.57), é possivel calcular a temperatura Hawking,

T, =T, para o buraco negro com nuvem de cordas, quintesséncia e eletrodindmica nao-

linear:
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_§(w +1) g
4T (8.59)

—(a — 1)53_?14'1 +kar Bt 4 3awq\/§7r3_‘;q+%
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Figura 88 — Temperatura do buraco negro em fungao da entropia 7'(S) para diferentes
valores de k, a e «.



Capitulo 8. Buracos Negros com nuvem de cordas e quintesséncia num cendrio de eletrodindmica

266 nao-linear

Na Fig. 88, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em
func¢ao da entropia do buraco negro, .S, em diferentes situagoes. Nota-se que para o espago-
tempo de Schwarzschild (k =0, a =0 e o = 0), o parametro de temperatura s6 apresenta
valores positivos para S > 0. Analogamente, para o espago-tempo de Letelier (k = 0, e

0 <a<1, a=0), como mostra a Fig. 83e.

Quando consideramos o espago-tempo da eletrodindmica nao-linear (e =0 e a = 0),
Fig. 88f, ja é possivel notar que o parametro de temperatura apresentara valores positivos
e negativos para S > 0. Isso também ocorre quando se considera a nuvem de cordas e

quintesséncia no espago-tempo da eletrodindmica nao-linear (« = 0,16 e 0 < a < 1).

Capacidade térmica

A capacidade térmica fornece informagoes sobre a estabilidade termodindmica de um
sistema. Podemos calcular a capacidade térmica dos buracos negros com uma nuvem
de cordas e quintesséncia num cenério de eletrodinamica nao-linear a partir da seguinte

expressao:

-1
- Tg*; _7 (gg) | (8.60)

Substituindo a Eq. (8.59) na Eq. (8.60), obtemos a seguinte expressao para a capacidade

térmica do buraco negro em fungao da entropia (5):

2
onde
b = Vil — kS — [(a — 1)+ -
8.62
okt 3a\/§ﬂ%+%wq,

Py = —2v/m(a — 1)kS S5t (563)

+ (a — 1)5YTle — 3ak:7r¥+1, .

Vs = —3a (7k + 2v/7VS 37

( ) 86

dw(]
—9aV/ Stz +2w

cujo comportamento é mostrado na Fig. 89, em fun¢do da entropia do buraco negro, para
diferentes valores dos parametros da nuvem de cordas, da eletrodinamica nao-linear e da

quintesséncia.
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Figura 89 — Capacidade térmica do buraco negro em funcao da entropia C(S) para dife-
rentes valores de k, a e a.

Sabe-se que o sinal da capacidade térmica esta relacionado com a estabilidade termodi-
namica de um sistema. Se C' > 0, o sistema é chamado de estavel e chamado de instavel
se C' < 0.

Da Fig. 89, podemos concluir que existem valores de S para os quais a capacidade

térmica é positiva, assim como existem valores para os quais a capacidade térmica é
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negativa. Em outras palavras, o buraco negro pode ser termodinamicamente estavel ou
instavel e esta estabilidade esta relacionada com os valores da nuvem de cordas, da
eletrodinamica nao-linear e do parametro de quintesséncia. E perceptivel que o ponto de

transicao, no qual a capacidade térmica diverge, muda quando variamos estes parametros.

Na auséncia da quintesséncia (a = 0) e da eletrodindmica ndo-linear (k = 0), a Eq. (8.61)
reduz-se a C' = —2.5, como esperado para o caso do espago-tempo de Schwarzschild. Neste
caso, a capacidade térmica é negativa para S > 0, indicando um sistema termodindmico

instavel, como mostra a Fig. 89e.

Caso contrario, quando consideramos o efeito da nuvem de cordas, da eletrodinamica
nao-linear e da quintesséncia, ha valores da entropia para os quais a capacidade térmica

adquire valores positivos.

E importante ressaltar que os pardmetros da nuvem de cordas e da eletrodinamica
nao-linear desempenham um papel no comportamento da capacidade térmica, modificando
o ponto de transicao de fase, como mostrado nas Figs. 89b-89d e 89f, ja que para k = 0,

a =0.16 e w, = —2/3 ndo ha pontos de transicao de fase, (89a).



269

9 Consideracoes finais

Nesta tese, obtivemos varias solugoes de buracos negros, em cenarios com nuvem de
cordas, fluido de cordas e, em alguns casos, também quintesséncia e constante cosmolégica,
a partir de solugoes regulares de buracos negros, a saber, os buracos negros de Bardeen,
Hayward e Frolov. As solug¢bes encontradas sao, em certo sentido, generalizacdes das
solugoes de Bardeen, Hayward e Frolov, algumas das quais preservam, em determinadas
condigoes, a caracteristica mais importante destas tltimas, qual seja, a regularidade da

métrica nas vizinhancas de r = 0.

A primeira solugao obtida foi a correspondente ao buraco negro de Bardeen com multi-
plas fontes, a saber, nuvem de cordas, que rodeia o buraco negro, campo eletromagnético,
constante cosmolégica e quintesséncia, a qual denominamos buraco negro carregado de
Bardeen-Kiselev-(anti-) de Sitter. Estes resultados estao apresentados o capitulo 5, segao
5.1.

Para essa solucado, analisamos o escalar de Kretschmann, quando o parametro de
quintesséncia assume valores no intervalo, —1 < w, < —1/3, e verificamos que, a solugao
tem uma singularidade na origem, pois o escalar de Kretschmann diverge, e, ao mesmo
tempo, esta quantidade é finita quando r — oco. Examinamos alguns casos particulares
obtidos da solugao geral (5.38) e constatamos que a regularidade da métrica de Bardeen
se mantém para os seguintes espacos-tempo: Bardeen-Kiselev para w, = —4/3, Bardeen
com constante cosmologica e Bardeen-Kiselev com constante cosmologica para w, < —1
e w, = —4/3. Uma discussao acerca do potencial efetivo e geodésicas é apresentada na
subsecao 5.1.4.3.

Na secao 5.2, obtivemos e analisamos a solugao do buraco negro de Bardeen-AdS
rodeado por um fluido de cordas. Verificamos que a solugao ¢é regular apenas para valores
de 8 no intervalo —1 < § < 0 e para § = —1. Para 8 = 2, que pode ser interpretado como
uma solugao que podera descrever a matéria escura, o escalar de Kretschmann diverge na

origem e, portanto, a métrica nao ¢é regular, neste ponto.

Também investigamos a termodindmica do buraco negro para 3 = 2. Neste contexto,
obtivemos duas temperaturas: Ty encontrada pela primeira lei da termodindmica sem
modificagoes e T, associada a gravidade superficial. Identificamos que estas grandezas nao
sdo equivalentes, o que nos levou a modificar a primeira lei introduzindo o fator W (r,, q)
que conecta as duas temperaturas. Sobre a capacidade térmica em funcao da entropia,
observamos que a mesma possui descontinuidades que indicam a existéncia de transicao
de fase, bem como que pode assumir valores positivos e negativos, o que indica haver

regioes onde o buraco negro é termodinamicamente estavel (Cp > 0) e instével (Cp < 0),
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a depender dos valores de entropia (ver Figura 38). Calculamos a equagao de estado da
solugao obtida, (5.180), e ilustramos o seu comportamento para diferentes valores dos
parametros q e b, ver Figura 39. Juntamente com a equagao de estado, obtivemos os valores
criticos, que estao indicados nas Tabelas (2) e (3). Construimos também o diagrama de
fases P x v para diferentes valores de temperatura, ilustrando a construcao de Maxwell e

a curva spinodal, conforme mostrado na Figura 40.

Por fim, analisamos a energia livre de Helmholtz e mostramos que a solugao tem dois
estados termodinamicamente estaveis, chamados buracos negros pequeno e grande, e uma
terceira transi¢do de fase, designada por buraco negro intermediario, sendo termodinami-
camente instavel. Verificar que a transi¢ao intermediaria é pequena (grande) para valores
grandes (pequenos) de g ou b (ver Figura 43). Os resultados obtidos, de fato, mostram-nos
como a regularidade do sistema em consideracao é afetada pela presenca do fluido de

cordas.

No capitulo 6, secao 6.1, analisamos as consequéncias da presenca da nuvem de cordas
na fisica do buraco negro de Hayward, rodeado por esta nuvem. Em primeiro lugar, no
que se refere a singularidade ou nao-singularidade (regularidade) da métrica do espago-
tempo, que pode ser analisada calculando o escalar de Kretschmann e tomando o limite
apropriado, a saber, r — 0, concluimos que este resultado é divergente. Isto significa que o
espago-tempo do buraco negro de Hayward, quando rodeado por uma nuvem de cordas,
perde a sua regularidade na origem. Por outras palavras, a inclusao da nuvem de cordas
em torno do buraco negro de Hayward torna este buraco negro singular, perdendo entao a

sua carateristica principal.

Em relacao as possiveis raizes de g(r), e considerando uma massa critica, m., dada
pela Eq. (6.26), temos trés cendrios diferentes, a saber: (i) a massa do buraco negro é
superior & massa critica, m > m,, assim g(r) tem duas raizes reais; (ii) a massa do buraco
negro é igual a massa critica, m = m,, entdo, ¢g(r) tem uma unica raiz real, que é igual a

rs; e (iii) m < my, nesse caso, g(r) ndo tem raizes reais.

O potencial efetivo (V.ss), dado pela Eq. (6.35), esta representado nas Figuras 45 a 48,
para diferentes valores de a e [, para geodésicas tipo-tempo e nulas. Como se pode ver, para
alguns casos em que [ = 0, ndo existem geodésicas circulares estaveis, independentemente
dos valores de a. Por outro lado, para [ > 0, podemos observar a possibilidade da existéncia
de geodésicas circulares estaveis, dependendo do valor do parametro da nuvem de cordas,

a.

Para geodésicas nao-radiais tipo nulo (Fig. 46), podemos observar que, em todos os
casos, Verr — 0 para regioes distantes do buraco negro, isto ¢, para r — co. No caso em
que [ = 0, nao existem geodésicas circulares estaveis. No entanto, existem orbitas circulares
estaveis de particulas sem massa em torno do buraco negro, dependendo da presenga

da nuvem de cordas, como se pode ver na Fig. 46. Com relacdo ao comportamento das
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geodésicas radiais tipo-tempo, mostrado na Fig. 47, para [ > 0, existem geodésicas estaveis

em todas as situacoes.

No que diz respeito as condig¢oes de energia, as mesmas sao satisfeitas. Assimptoti-
camente, todas as condigoes de energia sao iguais a zero e consequentemente satisfeitas.
Estes resultados foram explicitamente mostrados para o caso g(r) > 0, mas sdo 0s mesmos

para g(r) < 0.

O comportamento do parametro de massa, m, em fun¢do da entropia do buraco negro,
S, em diferentes situagoes, sao muito semelhantes, como podemos ver na Fig. 49. Vale a
pena chamar a atencgado para o fato de que a forma se mantém, independentemente dos
valores do parametro que codifica a presenca da nuvem de cordas. A tunica diferenca é um

deslocamento para a esquerda, a medida que os valores deste parametro aumentam.

Ao considerar o espago-tempo do buraco negro de Schwarzschild (a = [ = 0), o parame-
tro de temperatura s6 apresenta valores positivos para S > 0. O mesmo comportamento
ocorre quando se adiciona uma nuvem de cordas ao espaco-tempo do buraco negro de
Schwarzschild, nomeadamente, [ =0 e 0 < a < 1. Agora, se for considerado o buraco negro
de Hayward, [ = 1 e a = 0, a temperatura assumira valores positivos e negativos depen-
dendo dos pardmetros do buraco negro. A mesma situacao aparece quando se considera a

presenca de uma nuvem de cordas em Hayward.

A capacidade térmica assume valores positivos ou negativos, dependendo dos valores
de entropia quando a nuvem de cordas esta presente. Isto significa que o buraco negro de
Hayward com uma nuvem de cordas pode ser instavel ou estavel dependendo dos valores
de entropia considerados. Este comportamento ¢ analogo ao que se obtém quando a nuvem
esta ausente. Caso contrario, o papel da nuvem de cordas ¢ deslocar os graficos para a

esquerda.

E importante salientar que o parametro da nuvem de cordas tem um papel importante
no comportamento da capacidade térmica, modificando os pontos das transi¢oes de fase,
bem como na temperatura Hawking, massa do buraco negro, potencial efetivo, geodésicas

e horizontes.

Na secao 6.2, obtivemos a solugao para o buraco negro de Hayward com multiplas
fontes, a qual denominamos como buraco negro carregado de Hayward-Kiselev-(anti-)
de Sitter rodeado por uma nuvem de cordas. Para essa soluc¢ao, encontramos resultados
muito parecidos ao que vimos na secao 5.1. Uma discussao acerca do potencial efetivo do

movimento geodésico para a solugao geral é feita na sub subsecao 6.2.4.3.

Na secao 6.3, obtemos a solucao correspondente ao buraco negro de Hayward-AdS
com um fluido de cordas. Observamos que a solucao apresentada pode recuperar algumas
métricas conhecidas, como mostra a Tabela 4. A anélise do escalar de Kretschmann mostra

que a regularidade do buraco negro pode ser mantida ou nao, dependendo do parametro
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do fluido de cordas f3.

Quanto a termodindmica do buraco negro, a Fig. 63a mostra que, fixados todos os
outros parametros, o aumento do parametro de Hayward ¢ diminui a temperatura Hawking
e, como consequéncia, diminui a emissao Hawking do buraco negro. Da mesma forma, o
aumento do parametro de fluido de cordas b também diminui a temperatura Hawking do
buraco negro, como mostra a Fig. 63b. A estabilidade termodindmica do buraco negro

também ¢ definida com base nos valores de ¢, b e A, como pode ser visto nas Figs. 64a-64b.

No capitulo 7, obtivemos a solucao correspondente ao buraco negro de Frolov com
nuvem de cordas e fluido de cordas. Na secao 7.1, concluimos a partir da andlise do escalar
de Kretschmann, no limite » — 0, que a inclusdo da nuvem de cordas influencia a métrica,
destruindo sua regularidade, e como consequéncia, introduzindo uma singularidade na

origem (r = 0).

Nas Figs. 78b-78c, constatamos que, ao considerar o buraco negro de Frolov, é possivel
notar que o parametro de massa tem valores positivos e negativos dependendo dos
parametros do buraco negro. Isto também se repete quando consideramos a nuvem de
cordas no espaco-tempo de Frolov. E importante notar que o pardmetro da nuvem de
cordas modifica o ponto de transicao de fase para o buraco negro de Frolov rodeado por

€SSa nuvernl.

Na Fig. 79, representamos o comportamento do parametro de temperatura, 7', em
fungao da entropia do buraco negro, .S, em diferentes situagoes. Nota-se que para o espago-
tempo de Reissner-Nordstrom (a = 0 e [ = 0) o pardmetro de temperatura pode apresentar
valores positivos ou negativos para .S > 0. Analogamente, para o espago-tempo de Reissner-
Nordstrom-Letelier (I = 0 e 0 < a < 1). Na Fig. 79¢, nota-se que, ao considerarmos
o espago-tempo de Frolov (I = 1, @ = 0.05 e a = 0), também é possivel perceber que
o parametro de temperatura apresentara valores positivos e negativos dependendo dos
parametros do buraco negro. Isso também se repete quando consideramos a nuvem de

cordas no espago-tempo de Frolov (I =1, Q@ =0.05e 0 <a < 1).

Quando consideramos Frolov (I = 1, @ = 0.05 e a = 0) e o espago-tempo de Frolov com
a nuvem de cordas (I =1, Q@ =0.05 e 0 < a < 1), existem valores para a entropia para
os quais a capacidade térmica adquire valores positivos ou negativos. Isto significa que o
buraco negro de Frolov pode ser instavel ou estavel a depender dos valores de entropia

considerados.

Na se¢ao 7.2, concluimos, a partir da analise do escalar de Kretschmann, que a solugao
de Frolov perde sua regularidade na origem com a inclusao do fluido de cordas para g = 2.
Nas Figs. 83a-83b, representamos o comportamento do pardmetro de massa, m, em fungao
da entropia do buraco negro, S, em diferentes situagoes. Observa-se que, para o buraco

negro de Frolov-AdS com fluido de cordas, o pardmetro de massa tem valores positivos e
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negativos dependendo dos parametros do buraco negro.

Na Fig. 84b, percebe-se que para o espaco-tempo de Frolov-AdS sem fluido de cordas,
o parametro de temperatura apresenta valores positivos e negativos para S > 0. Analo-
gamente, para o espago-tempo de Frolov-AdS com fluido de cordas. Das Figs. 85a-85b,
podemos concluir que existem valores de S para os quais a capacidade térmica é positiva,

assim como existem valores para os quais a capacidade térmica é negativa.

No capitulo 8, obtivemos a solucao correspondente ao buraco negro com uma nuvem de
cordas e quintesséncia em um cendrio de eletrodinamica nao-linear. Avaliando o comporta-
mento do pardmetro f(r) na métrica da Eq. (8.18), podemos observar, na Fig. (86), que o
numero e a localizacao dos horizontes do buraco negro sao determinados pelos parametros
associados aos contetdos de matéria. Para k =0, m = 1, a = 0, e w, = —2/3, por exemplo,

forma-se uma singularidade nua.

Na secao 8.4, analisamos as grandezas termodinamicas do buraco negro obtido. O com-
portamento do parametro de massa e da temperatura Hawking como fun¢oes da entropia S
estao representados, respectivamente, nas Figs. (87) e (88). No que diz respeito a capacidade
térmica, podemos observar que o parametro da eletrodindmica nao-linear nao influencia
o comportamento da grandeza, determinando a existéncia de estabilidade/instabilidade

termodinamica.

Finalmente, é importante observar que, na auséncia da interacao eletrodinamica nao-
linear (k = 0), recuperamos os resultados ja obtidos na literatura relativos ao espago-tempo

de Letelier com quintesséncia [38].
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