Q::,:,- 3;\\_
\RIENTIA Eﬂflﬂf

Q9

UFPB

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza

Programa de Pés-Graduagao Stricto Sensu em Fisica

Acson Clementino da Silva

Estudo da primeira lei da termodinamica para um sistema quantico de dois niveis

acoplado com um ambiente térmico

Jodo Pessoa - PB
Fevereiro de 2023



Acson Clementino da Silva

Estudo da primeira lei da termodinamica para um sistema quantico de dois niveis

acoplado com um ambiente térmico

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Programa
de Po6s-Graduacdo em Fisica da UFPB (area de
concentracdo: Fisica da Matéria Condensada), como
parte dos requisitos necessdrios para a obtencdo do

Titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Bertulio de Lima Bernardo

Jodo Pessoa - PB
Fevereiro de 2023



Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e O assificacéo

S586e Silva, Acson Cl enentino da.
Estudo da prinmeira |lei da ternodi ndnmica para um
si stema quantico de dois niveis acoplado com um

anbiente térmco / Acson Cenentino da Silva. - Jodo
Pessoa, 2023.

63 f. : il.

Orientacdo: Bertulio de Lima Bernardo.

Di ssertacao (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Ternodi ndmi ca quéntica. 2. Sistemas quéanticos
abertos. 3. Energia coerente. |I. Bernardo, Bertulio de
Lima. 1. Titulo.

UFPB/ BC CDU 536. 7: 530. 145(043)

El aborado por MAGNOLI A FELI X DE ARAUJO - CRB- 15/ 883




Ata da Sessdao Publica da Defesa de dissertacao de
Mestrado do aluno Acson Clementino da Silva,
candidato ao Titulo de Mestre em Fisica na Area de
Concentragao Fisica da Matéria Condensada.

Aos vinte e oito dias do més de fevereiro do ano de dois mil e vinte e trés, as 10:00, nas
dependéncias do Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza da Universidade Federal da
Paraiba, reuniram-se os membros da Banca Examinadora constituida para avaliar a
dissertacdo de Mestrado, na area de Fisica da Matéria Condensada, de Acson Clementino da
Silva. A banca foi composta pelos(as) professores(as) doutores(as): Bertilio de Lima
Bernardo (UFPB), orientador e presidente da banca examinadora, Fabio Leal de Melo Dahia
(UFPB) e Moises Porfirio Rojas Levya (UFLA). Dando inicio aos trabalhos, o Prof. Bertulio
de Lima Bernardo comunicou aos presentes a finalidade da reunido. A seguir, passou a
palavra para o candidato para que o mesmo fizesse, oralmente, a exposi¢cdo da pesquisa de
dissertacdo intitulada “Estudo da primeira lei da termodinamica para um sistema quantico de
dois niveis acoplado com um ambiente térmico”. Concluida a exposi¢do, o candidato foi
arguido pela Banca Examinadora, que emitiu o parecer “aprovado”. Assim sendo, deve a
Universidade Federal da Paraiba expedir o respectivo diploma de Mestre em Fisica na forma
da lei. E para constar, Danilo Wilson Lemos Menezes, Técnico em Assuntos Educacionais,
redigiu a presente ata que vai assinada pelos membros da Banca Examinadora. Jodo Pessoa,

Paraiba, 28 de fevereiro de 2023.

Documento assinado digitalmente

b BERTULIO DE LIMA BERNARDO
g L Data: 28/02/2023 12:36:22-0300
Verifique em https://verificador.iti.br

Prof. Dr. Bertalio de Lima Bernardo
Orientador

Prof. Dr. Féabio Leal de Melo Dahia Prof. D Moises Pdgffirio Rojas Levya
PPGF/UFPB



AGRADECIMENTOS

A minha familia, especialmente meus pais, Arioneide e Alexandro, pelo apoio, suporte e

compreensao durante todos esses anos ausentes.

A minha namorada Eduarda, por estar ao meu lado em todos os momentos, e por ter me

incentivado a me manter firme.

Ao professor Berttlio, pela atencdo, dedicacdo e paciéncia que demonstrou por mim durante

€8SEs anos.

Ao grupo de Teoria Quantica, pelo acolhimento e conhecimento compartilhado durante
todas as reunioes.

Aos meus amigos, em especial Jansen, pela parceria, apoio e trocas de conhecimentos.

A Universidade Federal da Paraiba e a todos os professores do departamento de Fisica, por

todo o conhecimento.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), pelo suporte
financeiro.



RESUMO

Nesta dissertacdo € apresentada uma revisao dos conceitos da mecanica quantica, tratando
de sistemas de dois niveis (qubits) como parte de um sistema composto, com a utilizacdo do
formalismo de matriz densidade. Utilizando o método de operadores de Kraus, estudamos
a evolucdo de sistemas sujeitos a ruidos causados pelo ambiente, como no caso do canal
de amortecimento de amplitude generalizado. Para que fosse possivel fazer uma andlise
das informacdes obtidas, foi feita uma revisdo geral sobre as entropias de Shannon e de
von Neumann, além das suas propriedades. Também € apresentada uma visdo quantica da
termodindmica, dando énfase a primeira e segunda leis da termodindmica cldssica. O estudo
se concentra em estudar os processos energéticos que se apresentam quando um qubit esta
acoplado a um ambiente térmico. A evolucdo do sistema composto € descrita através de uma
transformacdo unitéria, e as propriedades termodindmicas do qubit sdo analisadas através de
uma defini¢do mais geral da primeira lei da termodinamica quantica em que o papel da coeréncia

quantica € destacado.

Palavras-chave: Sistemas quanticos abertos; termodinamica quantica; energia coerente.



ABSTRACT

In this dissertation, a review of the concepts of quantum mechanics is presented, dealing
with two-level systems (qubits) as part of a composite system, using the density matrix
formalism. Using the method of Kraus operators, we study the evolution of systems subject
to noise caused by the environment, such as in the case of the generalized amplitude damping
channel. In order to be able to analyze the information obtained, a general review of Shannon
and von Neumann entropies and their properties is made. A quantum view of thermodynamics
is also presented, emphasizing the first and second laws of classical thermodynamics. The
study focuses on studying the energetic processes that occur when a qubit is coupled to a
thermal environment. The evolution of the composite system is described through a unitary
transformation, and the thermodynamic properties of the qubit are analyzed through a more
general definition of the first law of quantum thermodynamics, in which the role of quantum
coherence is highlighted.

Keywords: Open quantum systems; quantum thermodynamics; coherent energy.



LISTA DE FIGURAS

(1 Representacao de um sistema quantico S interagindo com um ambiente & . . . 13
2 Esferade Blochl . . . . .. ... .. .. . ... 18
[3 Representacao de um sistema quantico aberto e fechado| . . . . . . .. ... .. 20
4 Representacao geométrica do efeito do canal bitflip| . . . . . . . .. ... ... 23
[5 Representacao geométrica do efeito do canal phaseflip| . . . . . ... ... .. 25
(] Representacao geométrica do efeito do canal bit-phase flip| . . . . .. ... .. 26
{7 Representacao geométrica do efeito do canal de despolarizacao] . . . . . . . .. 28
(8 Representacao geométrica do efeito do canal de amortecimento de amplitude| . 30
(9 Diagrama de Venn dos quantificadores de informacao| . . . . . . . ... .. .. 35
[0 Variedade termodindmical . . . . . . . . . ... ... 38
(1T Diagrama de um sistema quantico multi-nivell . . . . . .. ... ... ... .. 41
12 Representacao grafica do modelo fisico|. . . . . . . .. ... ... ... .... 49
(13 Evolucao das propriedades termodinamica do sistema e ambiente| . . . . . . . . 54
(14  Evolucao da entropia e norma dacoerencial. . . . . . ... ... ... ..... 55
(15  Negatividade e concorréncia em funcao dotempo|. . . . . . . . . . . . .. .. 55




Sumario

INTRODUCAO|

I Elementos da teoria quantical

(1.1 Os postulados da mecanica quantical

(1.1.2 Segundo Postulado| . . . . . ... ... ... ... .. L.

[1.1.4 Quarto Postulado| . . . . . . . . . . ... ...
[1.1.5 Quinto Postulado| . . . . . . ... . . .. ..

(1.3 Operador densidade|

(1.4 Sistemas Quanticos Abertos|

[L5 0 Qubif

(1.6 Operacoes quanticas|
(1.6.1 Operadores de Kraus| . . . . . ... .. ... ... .. ... ... .. ...
[1.6.2 Canais bit flip, phase flip e bit-phase flip| . . . . .. .. ... ... ... ....

[1.6.3 Canal de despolarizacao|. . . . . . . .. ... .. ... ... ..........

[1.6.4 Canal de amortecimento de amplitude| . . . . . .. .. ... ... ... ..

(1.7 Entropia e informacao|
(1.7.1 Entropia de Shannon| . . . . ... ... ... .. ... ... ..........
(1.7.2 Entropia de von Neumann|. . . . . . . . ... ... ... ... ... . ..., .

(1.7.3 Entropia relativa, entropia condicional e informacao muatual . . . . . . . .. ..

I Termodinamica classica e quantical

[2.1 Variedade termodinamica e processos reversiveis|

B2 Primeiraleid TinAmica classica

[2.3 Segunda lei da termodinamica classical

O © o0 oo R

11

13
14
14
15

16

19
20
22
26
28

37

38

39



[2.4 Primeira lei da termodinamica quantica

[2.4.1 A primeira le1 a partir de definicao classicadecalor] . . . . . .. ... ... ..

242 Opapel dacoeréncial . . . ... .. .. ... ... ..

Il  Sistema quantico acoplado com o ambiente|

3.1 Regime de acoplamento|

3.2 Modelo fisicol

IV__Conclusiol

Conclusao

[REFERENCIAS|

48
48
48
52

57
57

58



INTRODUCAO

A Informagdo Quantica é um campo de estudo que investiga como os principios da
Mecanica Quantica se relacionam com a teoria da informagdo. Desde o surgimento da mecénica
quantica proposto por Max Planck em 1900 (PLANCKJ] [1900), tem havido muitos progressos
na compreensdo de como a natureza quantica impacta a informacg@o e a comunicacao.

O principio da incerteza de Heisenberg (HEISENBERG, [1927), uma das principais
descobertas da Teoria Quantica, demonstra que nao € possivel medir simultaneamente, e com
precisdo, algumas propriedades quanticas, que sdo incompativeis, como, por exemplo, posi¢ao
e momento em um determinado eixo. Isso tem implicacdes significativas para a seguranca
em sistemas de comunicagdo e criptografia quantica (GISIN et al., 2002). Outra descoberta
importante foi o fendmeno da decoeréncia (ZUREK| |1981), que € a perda irreversivel de
informacdo quantica devido a interacdo do sistema com o ambiente. Isso tem implicacdes
importantes para a compreensao da transicdo do mundo quéntico para o mundo clédssico. Além
disso, o emaranhamento quantico (STRELTSOV; ADESSO; PLENIO,[2017) € outro fendbmeno
que tem recebido muita atencdo recentemente, pois tem implicacdes para a comunicagao e
computacdo quantica. Um dos principais livros-texto nesta area € o livro de Nielsen e Chuang
"Quantum Computation and Quantum Information"(NIELSEN; CHUANG, 2002). Outros
trabalhos importantes incluem "Quantum Information Theory"de Wilde (WILDE, 2013) e "The
role of relative entropy in quantum information theory"de Vedral (VEDRAL, 2002). Esses
trabalhos apresentam uma visdo geral dos principios fundamentais da informacdo quantica
e suas aplicacdes em dreas como codificacdo de informacdo, teoria da informacgdo quantica,
processamento de informac¢@o quantica e comunicagdo quantica.

Por outro lado, a termodinamica é um ramo da fisica que se dedica a estudar as relagdes
entre calor, trabalho e energia. Ela foi desenvolvida no século XIX por cientistas como Sadi
Carnot, James Joule e Lord Kelvin e se baseia em quatro leis fundamentais que descrevem
como a energia e a entropia de um sistema se comportam e como esses dois conceitos estao
relacionados. A lei zero afirma que se dois sistemas estdo em equilibrio térmico com um terceiro
sistema, entdo eles estdo em equilibrio térmico entre si (DEFFNER; CAMPBELL! 2019) . A
primeira lei, também conhecida como principio da conservagdo de energia (JOULE, |1850),
descreve as formas com que um sistema pode trocar energia com o meio externo. A segunda
lei, que estabelece um sentido temporal para os processos fisicos, afirma que a entropia de um
sistema tende a aumentar com o tempo. A terceira lei, afirma que a entropia de um sistema
€ nula se 0 mesmo atinge o zero absoluto. A termodindmica tem muitas aplicacOes em dreas
como engenharia, fisica, quimica e biologia, e € fundamental para entender como as méaquinas
térmicas funcionam e como a energia é produzida e utilizada.

A termodinamica quantica relaciona principios da mecanica quantica com 0s conceitos
de calor, trabalho e energia. Enquanto a termodinidmica cldssica se baseia em observacoes
das quais sdo inferidas suas leis, e a partir dai descrever o comportamento de grandes

sistemas de particulas, a termodindmica quantica descreve o comportamento de sistemas



quanticos individuais, onde os efeitos da interferéncia quantica sdo relevantes. A entropia,
tradicionalmente entendida como uma medida da desordem de um sistema na termodinamica
classica, € redefinida na termodindmica quantica como uma medida da incerteza sobre qual
estado quantico descreve o sistema. Isso tem implicagdes importantes para a compreensdo de
fendmenos como o emaranhamento quantico e a decoeréncia.

Este estudo tem como objetivo revisar alguns conceitos da termodindmica, da teoria
da informacdo e da mecanica quantica, a fim de analisar os processos energéticos em
um sistema quantico de dois niveis interagindo com um ambiente térmico. Faremos uma
discussdo aprofundada da primeira lei da termodindmica quantica (BERNARDO, 2020) em que
destacamos o papel da coeréncia quantica em processos de troca de energia em nivel atdmico
(BERNARDO, [2021])).
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Capitulo I

Elementos da teoria quantica

1.1 Os postulados da mecanica quantica

Esta secdo tem como objetivo descrever os postulados da mecédnica quantica, que
estabelecem uma conexdo matemdtica com a realidade fisica e fornecem ferramentas para
trabalhar com sistemas quanticos. Os resultados deste trabalho fazem uso da descricdo da
mecanica quantica por meio da notacdo de Dirac e da matriz densidade. Por isso, os postulados

serdao enunciados com esse formalismo.

1.1.1 Primeiro Postulado

1.1e 1 Um sistema fisico é completamente descrito por um vetor de estado ket |1)) no espaco
de Hilbert, um espaco vetorial complexo dotado de produto interno. O complexo conjugado de
um Ket pertence ao espaco dual, sendo representado por um bra (1.

A consequéncia de poder representar um estado por um vetor € a possibilidade de reescrevé-
lo como uma superposi¢do estados. Entdo, considerando um conjunto {|a,)} que forma
uma base em um espago de Hilbert, qualquer vetor deste espaco pode ser escrito como uma

combinacao linear dos vetores da base

) = anlay), (1.1)

onde «,, sao nimeros complexos e devem satisfazer a condi¢ao de normalizac¢ao

W) = lanl* = 1. (1.2)

Apesar da estranheza de poder considerar um estado fisico como uma superposicdo quantica
entre dois ou mais estados, somos levados a isso devido a resultados experimentais, como o do
experimento da fenda dupla (JAFFE, [1996)

1.1.2 Segundo Postulado

Todo observavel atribuido a um sistema fisico € descrito por um operador hermitiano que
atua no espaco de Hilbert que descreve o sistema. A hermiticidade é garantida quando um
operador arbitrério A respeita a seguinte relacao
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Al = (AT = A (1.3)

Um observavel possui autovalores, que sdo os possiveis resultados da medida, e autovetores
(ou autoestados), que sdo os estados colapsados apds uma medida cuja resultado é o autovalor
associado. Por conven¢do, um operador .4 atua em um ket |a,,) pela esquerda.

Ala,) = anlan), (1.4)

onde |a,,) sdo os autoestados e a,, sdo os autovalores do operador.

1.1.3 Terceiro Postulado

~

Os tnicos resultados possiveis da medi¢do de um observavel A sdo os autovalores do
operador correspondente.

Diversos experimentos, como por exemplo o das linhas espectrais observadas na radiacao
de um tubo de gds de hidrogénio quente, indicam que a medida de energia assume valores
discretos, e ¢ justamente essa a origem da palavra "quantum”. A forma da Eq. (1.4) mostra que
os observaveis possuem resultados de medidas discretos.

Para que de fato os autovalores de um observével representem os possiveis resultados de
uma medida, eles devem ser nimeros reais, e isso faz parte da caracteristica de um operador
hermitiano. Além disso, seus autoestados sao ortogonais e formam uma base, 0 que permite a

escrita de qualquer estado em termos dos autoestados do observavel.

1.1.4 Quarto Postulado

Quando é realizada uma medida de A em |1}, a probabilidade de obter um autovalor a,, ndo
degenerado € de

P(an) = [{an|0)]?. (1.5)

No caso em que dois, ou mais, autovetores linearmente independentes de A compartilham
um mesmo autovalor, dizemos que esses autovetores sdo degenerados (SAKURAI
NAPOLITANO, 2013).

O grau de degenerescéncia g, € a quantidade de estados que compartilham o mesmo
autovalor a,. Por exemplo, se os autoestados |a;), |az) € |a3) possuem o mesmo autoestado
a1, entdo o grau de degenerescéncia é g; = 3. Logo, para estados degenerados, a probabilidade

de obter um autovalor a,, com um grau de degenerescéncia g,, ¢ dada por

In

P(an) =Y [ail). (1.6)

i=1
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1.1.5 Quinto Postulado

Imediatamente apds a medi¢ao em um observavel arbitrario A resultar em um autovalor a,,,
o estado do sistema colapsa no autoestado |a,,) normalizado.

Também conhecido como "colapso da funcao de onda", este fendmeno € que gera estranheza
quando pensamos classicamente. Ao realizarmos uma medida em um sistema quantico, o estado
do sistema estudado se altera. J4 na mecanica cldssica uma medi¢ao nao afeta o estado do
sistema, como por exemplo, a altura de uma porta nao se altera apos a realiza¢do de uma medida

utilizando uma fita métrica.

1.1.6 Sexto Postulado

A evolugdo temporal de um estado quantico € descrita por uma transformacgao unitaria

(1)) = U(t, to) (ko)) (1.7)

onde U é 0 operador evolugdo temporal e este preserva a normalizacio do estado.
Podemos obter o operador evolugdo temporal solucionando a equag¢do de Schrodinger
dependente do tempo,

Ldlo(t) -
th——r= = H{®)[Y(1)). (1.8)

Em situacdes onde o hamiltoniano ndo depende explicitamente do tempo, podemos escrever
U(to,t) na forma

Ulto, t) = exp [W] , (1.9)

que € a solucdo da Eq. de Schrédinger considerando H constante.

1.2 Sistemas de dois niveis

Os sistemas quanticos de dois niveis sdo modelos simplificados que podem ser utilizados
para descrever uma grande variedade de fendmenos quanticos. Eles sdo conhecidos como
sistemas de dois niveis porque podem ser representados por um espaco de estado de dois niveis,
ou seja, um sistema que pode estar em uma das duas configuracdes possiveis.

Um exemplo de sistema quantico de dois niveis € a projecdo de spin. O spin de uma
particula é uma propriedade intrinseca que se comporta como um momento angular quantico, e
pode assumir valores discretos. Particulas com spin % como os elétrons, possuem duas opgoes
possiveis para o spin: "para cima"ou "para baixo"em relacdo a uma direcdo determinada, que
podem ser representadas por dois estados distintos. O observavel utilizado para descrever uma

particula de spin % € 0 S5, utilizado para medir a componente do spin em uma determinada
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direcdo n. Apenas dois resultados podem ser extraidos a partir de uma medida de S,, em uma
1
2’
Os sistemas quanticos de dois niveis sdo considerados importantes porque possibilitam

particula de spin 3, estes sdo ig.
o estudo de muitos aspectos fundamentais da mecanica quantica, como a superposicao, a
interferéncia e o entrelacamento, de maneira simples e direta. Além disso, eles t€ém aplicacdes

praticas em campos como a criptografia quantica e a informacao quantica.

1.3 Operador densidade

Até o momento utilizamos um ket |¢)) para descrever o estado de um sistema, mas podemos
nos deparar com situacdes onde o estado do sistema nao seja exatamente conhecido, mas tenha
possibilidades de estar dentre alguns estados conhecidos |¢;). Note que a ignorancia relativa ao
estado neste caso € cldssica, ou seja, ndo se trata de uma superposi¢do quantica, e sim algum
procedimento externo que colocou em duvida o real estado do sistema, como por exemplo um
equipamento experimental defeituoso. Nesses casos, utilizamos o chamado operador densidade,
que também podemos utilizar para representar um estado totalmente conhecido, ou puro, da

seguinte forma

p=)l. (1.10)

No caso de termos uma mistura estatistica de estados, chamamos o estado geral de misto, e

O representamos como

p= Zpilwwil, (1.11)

onde p; sdo as probabilidades (cldssicas) de se encontrar os estados |1;) que compde a mistura.

Apesar das equacdes e serem formas de escrever o operador densidade, onde
podemos claramente distinguir um estado puro de um estado misto, podem haver outras forma
de escrita que coloca em duvida sobre a pureza do estado. Entdo, definimos como pureza de um
operador densidade p a seguinte relacao

P = Tr(p?), (1.12)

sendo que, para estados puros P = 1 e para estados mistos P < 1.

Os operadores densidade devem possuir as seguintes propriedades:

* O trago de p deve ser igual a um, ou seja, Tr(p) = 1.
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Podemos observar a propriedade acima considerando p = ), p;|¢;) (¢;], entdo
Tr(p) = Tf(zpi|?/)i><¢i|)
= piTr(|es) (i) (1.13)

:sz‘zl-

* p € um operador positivo.

Tendo um estado arbitrdrio |¢), temos

(dlple) = sz Bli) (¥i9)

1.14
=sz- (olva)* >0, (-

entdo, de fato, p € um operador positivo.
* p é um operador hermitiano, ou seja, p = p.

Podemos obter o valor médio de um observavel através do formalismo de operadores, seja
o estado puro ou misto. Para um estado puro, como o da Eq. (1.10) escrito na base {|a,)}, o

valor médio de A sera

(A) = (| Aly) = (] A [Z n |an) ] = [Zafnmm!] A [Z Oén|an>]
— Zzaman am‘A|an = ZZa;OznAmm,

(1.15)

onde A,,, = <am|./i|an) sdo os elementos do operador A. Além disso, podemos identificar o

elemento o, v, como (a, |V)(V|ay,) = (as|p|am). Dessa forma temos

1) = Z Z ay oAy = Z Z<an|p|am><am|/l|an>
= Z(an|p“[t|an>

— (A) = Tr[pA], (1.17)

(1.16)

onde a Eq. (1.17) € vélida para estados puros ou mistos.
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1.4 Sistemas Quanticos Abertos

Durante os estudos de fendmenos fisicos, € conveniente isolar o sistema para que
perturbacdes indesejadas sejam minimizadas. Dessa forma, o experimento é considerado
satisfatério se nos fornece uma maior quantidade de informag¢do com um minimo impacto de
ruidos do ambiente.

Essa concepg¢do de isolar um sistema para se estudar suas propriedades também foi adotada
na mecanica quantica e, a principio, os efeitos quanticos observados nos primeiros experimentos
eram passiveis de observagdes, pois os sistemas estudados ndo interagiam com o ambiente de
forma significativa (SCHLOSSHAUER|, 2007). Porém, o fato é que todo sistema possui algum
grau de abertura, e a depender do modo com que o ambiente afeta o sistema, devemos considerar
o ambiente £ e o sistema S de interesse como um sistema maior SE (Fig/[I).

Um estado composto puro pode ser descrito por um vetor [¢)), mas um subsistema
geralmente ndo pode. Por conta disso se motivou o formalismo de operador densidade (ou
matriz densidade), visto com mais detalhes na secao @

Figura 1: Representagdo de um sistema quantico S interagindo com um ambiente £.

S€E

Tustrag@o de um sistema quantico aberto. Sendo um sistema S interagindo com o ambiente £, podemos
considerar ambos como um sistema fechado maior S€. Fonte: Autoria propria

Além das matrizes densidade mencionadas anteriormente, existem as matrizes densidade
reduzidas, que sdo importantes para descrever a forma como a decoeréncia ocorre
(SCHLOSSHAUER; 2007). A matriz densidade reduzida € uma matriz que descreve o estado
de um sistema quantico dividido em duas partes, geralmente um sistema S e seu ambiente
£. Suponha que o observador sé pode obter informagdes do sistema S, mas ndo do ambiente
£. Portanto, todo o conhecimento sobre o estado do sistema composto deve ser derivado das
medicdes realizadas no sistema S. A matriz que contém todas as estatisticas de medicoes
que podem ser extraidas do sistema S € a matriz densidade reduzida, que € obtida através
da operacdo de traco parcial da matriz densidade do sistema total p, que descreve o estado
completo do sistema, como na Eq. (I.18) (SCHLOSSHAUER, 2007).



CAPITULO I | Elementos da teoria quintica 14

ps(t) = (en|UpUTlen) = Tre{UpUT}. (1.18)

n

Neste caso, o sistema composto S& é fechado e possui uma evolucdo unitaria. A evolugao
unitdria de sistemas quanticos fechados € conhecida e pode ser descrita pelo operador de
evolucdo temporal U, que atua no operador densidade do sistema composto p. Portanto, o
operador de densidade p(t) é dado por

p(t) = UpU' = U(ps @ pe)U". (1.19)

1.4.1 Coeréncia e Decoeréncia

Sabemos que todos os sistemas interagem com o meio ambiente ao seu redor, e essa
interagdo faz com que estes se correlacionem e transfira informagdes do sistema para o ambiente
de forma irreversivel. Com isso, o sistema estudado perde sua coeréncia com o tempo, tendendo
para um estado misto. Conhecemos esse processo de perda de coeréncia como decoeréncia,
sendo este um obstaculo para o processamento de informacdo com a utiliza¢do de portas logicas
quanticas (NIELSEN; CHUANG, 2002)).

O formalismo utilizado para o estudo da decoeréncia é a teoria de sistemas quanticos
abertos. Este formalismo considera as interagdes do sistema de interesse, .5, com o ambiente, &,
de tal forma que o comportamento irreversivel do sistema seja contemplado. Podemos escrever

o hamiltoniano geral que reproduz um sistema acoplado ao ambiente como

H = Hs + He + Hse, (1.20)

onde os operadores Hs e Hg sdo os hamiltonianos do sistema e ambiente, respectivamente, e
H se € o hamiltoniano de interagdo.

O sistema quantico é geral, podendo ser fétons, projecdo de spins, polarizagdo da luz, ou
niveis de energia atdmico. E o ambiente também pode ser dado por qualquer sistema que acople

com o sistema quantico a ser estudado.

1.4.2 Emaranhamento

Um sistema composto |1)45), formado por dois sistemas menores, pode ser escrito como
um produto tensorial entre os estados puros de H 4 € Hg (PRESKILL, [1998)

[Vap) = |Ya) @ V), (1.21)

sendo suas matrizes densidade reduzidas puras, ou seja, pa = Trp(p) = |Va)(¥a| e pp =
Tra(p) = |¥p){¢5|. Um estado que ndo pode ser escrito como a Eq. (1.21)) é dito emaranhado
(ou ndo separdvel). Sistemas quanticos emaranhados manifestam correlacdes quanticas que

podem ser atestadas a partir dos resultados de medidas feitas em suas partes individualmente.
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Uma das mais famosas manifestagdes ndo cldssicas dos sistemas emaranhados é a capacidade
de violar as chamadas desigualdades de Bell (BELL, 1964)).

Este fendmeno, que trata de caracteristicas nao-locais, é observado apenas no universo
quantico, ndo havendo nenhum andlogo classico. O fato de ndo podermos escrever o estado
emaranhado na forma de produto tensorial implica dizer que nao podemos fazer medidas sobre
uma parte sem afetar a outra, e esse fato independe da distancia fisica entre as duas partes
(caracteristica ndo-local). Quando temos estados mistos para dois sistemas de dois niveis, ou
seja, uma mistura estatistica de estados puros, podemos mensurar o emaranhamento utilizando

a negatividade.

1.4.3 Negatividade e Concorréncia

Quantificar o emaranhamento para se compreender melhor suas interagdes sdo algo
importante para o campo da teoria da informacdo quantica, j4 que sistemas emaranhados
sdo fundamentais na distribui¢cdo de chaves quanticas, codificacdo superdensa, teletransporte
quantico e corre¢do de erros quanticos (WERNER; WOLF, 2001). Para qualquer sistema
bipartido em estado puro, é razodvel definir o emaranhamento do sistema como a entropia
de von Neumann para um operador densidade reduzido (como, por exemplo, S(ps) =
—Tr(psIn(ps))), ndo importando qual subsistema é tragado, o resultado é o mesmo para
qualquer um dos casos (BENNETT et al., [1996). No entanto, a entropia de emaranhamento
ndo d4 informagdes sobre o emaranhamento entre duas partes ps € pe. A informacao mutua
I(§: &) = S(ps) + S(pe) — S(pse) mensura as correlagdes entre as duas partes, mas fornece
apenas um limite superior do emaranhamento entre elas (CALABRESE; CARDY; TONNI,
2012).

Para se entender melhor o emaranhamento devemos introduzir uma medida computavel
baseada na norma do traco da matriz parcial transposta ps do estado composto p (VIDAL;
WERNER, 2002). Para um estado emaranhado bipartido com dois qubits |is¢) cuja matriz
densidade é p = |1se) (¢se|, temos que a negatividade é dada por

lp"sIl -1

2 9
onde ||p5|| = ||(Ts @ I¢)(p)]|| € a norma da matriz densidade transposta parcial, sendo a norma
de um operador arbitrario A dada por (ZYCZKOWSKI et al., [1998)

||| = /Tr(ALA). (1.23)

A Eq. (1.22) corresponde ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de p’s e que

N(p) = (1.22)

se anula para estados ndo emaranhados. Assim, também podemos rescrevé-la em termos dos

autovalores de p’s,
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N(p) =D\ :Z'A'T_A (1.24)
A0

As equagdes (1.22)) e (1.24) mensura o quanto p’S ndo é positivo levando em consideragio
o critério de separabilidade de Peres (PERES| 1996).

Outro quantificador de emaranhamento para sistemas de dois qubits é a concorréncia C dada
por (WOOTTERS, 1998; WOOTTERS! 2001)

C(p) = \/2(1 = Tr(p3)). (1.25)

Também podemos definir a concorréncia C em termos dos autovalores da matriz R

C(p) = max(0, \y — Xy — A3 — \4), (1.26)

sendo \; os autovalores, em ordem decrescente, da matriz hermitiana R = ./ \/ﬁﬁ\/_ , com
p=(0y®0y)p" (0, @ 0y), (1.27)

e 0, sendo a matriz de Pauli y dada por

o, = [O _1 . (1.28)

Tanto a negatividade como a concorréncia serdo métodos utilizados no decorrer deste

trabalho para quantificar o emaranhamento do sistema que serd estudado.

1.5 O Qubit

Nos computadores convencionais sdo utilizados bits para processar e armazenar
informacodes. O bit (binary digit) € a menor unidade de informacao utilizada por computadores
e possui um valor bindrio, no caso do hardware pulsos elétricos que representam ligado ou
desligado irdo representar no software os valores 0 ou 1, respectivamente. Por outro lado, a
menor unidade de informacao na quantica € chamada de qubit (quantum bit) que € representado
por um sistema de dois niveis, porém, diferente dos bits cldssicos que s6 podem assumir valores
0 ou 1, os qubits podem assumir valores 0, 1 e um estado de superposicdo entre O e 1.

Podemos escrever um qubit puro mais geral e normalizado em um espaco de Hilbert

bidimensional na forma

) = a|0) + B1), (1.29)

sendo |a|? + |B]*> = 1, € |0) e |1) a base computacional dada por
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0y = H e 1) = m (1.30)

Se for realizada uma medi¢do na base {|0),|1)}, entdo teremos uma probabilidade |a|* de
obter |0) e probabilidade |3|* de obter |1). De acordo com o quinto postulado, o ato de medir
o qubit perturba o estado, logo nao é possivel determinar o e 5 em uma tnica medida. Essa
propriedade se difere dos bits classicos, onde podemos medir sem perturbacao, ou seja, se apos
medir um bit ele resultar em 1, entdo € possivel afirmar com 100% de certeza que antes da
medida o bit era 1.

Os coeficientes o e J da Eq. sd0, no caso mais geral, nimeros complexos, logo
podemos reescrever a equagdo na forma

(%) = lale™|0) + [Ble”[1)

| | (1.31)
= "(|a]0) + [l V1)).

Chamamos ¢ de fase global e ¢*(®~® de fase relativa, sendo que, diferente da fase relativa,
a fase global ndo tem relevancia fisica. Entdo podemos desprezar o termo que representa a fase
global na Eq. (1.31)), além disso podemos definir que b — a = ¢, onde ¢ ¢ um nimero real,

dessa forma reescrevemos a equacao da seguinte maneira:

[¥) = [all0) + |Ble™[1)
, 1.32
= cos (g) 0) + e*?sen <g> 1), (132

onde, na dltima linha, consideramos |a| = cos(%) e |3| = sen(%) que foi extraida da relagdo
la)? + B> =1 = cos?() + sen*(%).

Na Eq. precisdvamos de dois nimeros complexos para representar um qubit, porém
com as consideragdes feitas até a Eq. (1.32) podemos descrever um qubit por dois nimeros
reais, onde 0 < 0 < me 0 < ¢ < 2w, e podemos associar esses valores com um vetor
7= (x,y,2) = (sen(0)cos(¢), sen(f)sen(¢p), cos(d)), onde o vetor 7 localiza o estado na
esfera de Bloch. Dessa forma € possivel representar um qubit de forma geométrica utilizando
a esfera de Bloch (Fig.(2))), sendo que qubits puros possuem raio 1, e por conta disso estdo

localizados na superficie da esfera, e qubits mistos possuem raio 0 < r < 1.



CAPITULO I | Elementos da teoria quintica 18

Figura 2: Esfera de Bloch

10)

1)
Representacdo de um qubit puro na esfera de Bloch. O vetor 7 € localizado na esfera a partir dos
pardmetros 6 e ¢, permitindo varrer toda a superficie da esfera. Para um qubit misto o vetor que localiza
o estado possui médulo menor que um, ou seja, estd localizado dentro da esfera, sendo que, quanto mais
préximo do centro da esfera, maior o grau de mistura. Fonte: Autoria propria

Podemos representar o operador densidade em termos do vetor 7. Para isso, vamos escrever
o operador densidade para o estado da Eq. (1.32)

= [}
= cos’ <g> 0)(0] + sen” (g) 1 1)(1]+ (1.33)

+ e cos (g) sen <9) 0)(1] + € cos (g) sen (g) 11)(0],

ou na forma matricial

e cos( sen(e) sen?(%)

2
P sen( 1—cos(0)
2

[ cos? ' cos(%)sen(g)]
e

1+cos e wsen(@)]

] + sen(6) cos(¢) [(1) (1)

:§<

= % (I + sen(0) cos(p)o, + sen(f)sen(¢p)o, + cos(f)o.),

+ sen(f)sen (o) [

01 v 0

(1.34)
sendo o;, com ¢ = x, y, z, as matrizes de Pauli. Percebemos que a Eq. (I.34)) pode ser expressa
na forma de um produto interno entre o vetor ¢ = (o, 0,, o) com o vetor 7", também conhecido

como vetor de Bloch. Dessa forma, temos a representacdo geométrica da matriz densidade de

um qubit puro dada por
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(1.35)

Para um estado misto, podemos representar como uma soma com pesos probabilisticos de

elementos como o da Eq. (1.33)), da seguinte maneira

. Zpi (]I +2ﬂ.5)

_ Db+ piTi (1.36)
2

1+ 5.3
2 b

sendo S = >; piTi, onde é S| < 1. Porém a igualdade s6 é valida para um qubit puro.

1.6 Operacoes quanticas

Operagdes quanticas sdo formulagdes matematicas que descrevem a dinamica de sistemas
quanticos que sdo submetidos a algum processo fisico. Nesta descricdo, o estado inicial p
do sistema é transformado de acordo com um mapa denotado por ®(p), tal que (NIELSEN;
CHUANG, [2002)

Q(p)=p, (1.37)

onde 0 mapa ® é a operacio quéntica e p € o estado ap6s a aplicacio do mapa. Um exemplo de
operagdo quintica € a transformagao unitédria ¢(p) = U pU T, que é equivalente a Eq. para
o formalismo de operador densidade.

A dindmica de um sistema fechado é dada por uma evolucdo unitdria, como ji dito
anteriormente. Comumente, imaginamos a transformag¢@o unitdria como uma caixa, na qual
o estado quantico inicial entra pela esquerda, e pela direita sai o estado apds a evolugdo, como
na Fig. [3] (a). Para a dindmica de sistemas abertos consideramos o sistema de interesse e o
ambiente, que juntos formam um sistema fechado, como ilustrado na Fig. @ (b). Neste caso,
temos o estado de interesse ps € o ambiente p¢, inicialmente separados. O estado ps € enviado

para a caixa que estd acoplada com o ambiente pg¢.
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Figura 3: Representacao de um sistema quantico aberto e fechado

(a) (b)

g ps ®(ps)
p g — o

Pe

— Alpe)

Sistema quantico fechado (a) e aberto (b). O sistema quéntico aberto consiste em duas partes, o sistema
principal e o ambiente. Fonte: Nielsen e Chuang| (2002), com adaptacdes.

Ao final da transformacgdo, se estivermos interessados no comportamento do sistema,
devemos considerar o estado total e tomar o trago parcial sobre os estados do ambiente para
obtermos o estado reduzido do sistema. Entdo, temos ®(ps) e A(pg) dados por

®(ps) = Tre (U(ps @ pe)U") . (1.38)
Aps) = Trs (U(ps @ pe)UT). (1.39)

No caso em que U atua exclusivamente no sistema, ou seja, U = Us ® I¢, entdo da Eq.

(I.38), obtemos

®(ps) = Tre <U(ﬂs ® Pe)UT)
= Trz ((Us ® I (ps ® pe) (Us @ Te)T)
= Tre ((UspsUS) © pe) (1.40)
= (UspsUL)Tre (pe)
= UsﬂsUg,
que € o resultado esperado, pois quando o operador evolugao U afeta somente o sistema e nio

o ambiente, a evolucao final do sistema € unitdria e independente do ambiente.

1.6.1 Operadores de Kraus

A primeira proposta das operacdes quanticas foi feita por Kurt Kraus em 1983 (KRAUS|
1983), como parte dos estudos sobre a mecénica quantica da medi¢do. Os operadores de
Kraus permitem descrever a evolug¢do de um sistema quéntico submetido a uma transformacao,
representando a relacdo entre o estado inicial e o estado final através de um conjunto de
operadores, e sdo uma forma mais elegante de se representar as operacdes quanticas como a
Eq. apenas no espaco de Hilbert do sistema principal.

Através de uma simples andlise, podemos obter os operadores de Kraus. Assumindo uma
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base |e;) no espaco do ambiente e tomando ps = |eg)(eg| como o estado inicial do ambiente,
podemos reescrever a Eq. (I.38) como

®(ps) = D _{exlU (ps @ leo)(eol) Uler)

b g (1.41)
= ZEszE ,
k

onde E; = (e4|U|eo) é chamado operador de Kraus, que é representado no espago do sistema.
A relacdo de completeza é cumprida pelos operadores de Kraus, que decorre da exigéncia

de que o traco de ®(ps) seja unitdrio.

1= Tr(®(ps))

( - (1.42)
e (z E;Ekps> ,
k

sendo que na ultima igualdade utilizamos a propriedade de que o tragco € invariante diante de

permutagdes ciclicas. Com isso concluimos que

Y ElE =1 (1.43)
k

A Eq. (I.43)) so ¢ satisfeita por operagdes quénticas que preservam o trago. Para operagdes

que ndo preservam o traco, temos

Y ElE, <L (1.44)
k

Essa desigualdade € satisfeita geralmente por operagdes que envolvem a mediacdo, onde a
preservacdo do traco ndo € garantida, pois a medi¢do geralmente altera o estado do sistema.

Para o caso em que o ambiente ndo se inicia em um estado puro, mas sim num estado misto

dado por pg = Zj pilej)(e;

®(ps) =) (e|U (/)S ® ij|€j><€j!> U'lex)

k J

=38 VB enlUle;) psy/mrtes U ex) (1.45)
i k
i k

, temos

onde Ejy, = /b;(ex|Ule;).
Essa equagdo é uma generalizacdo da Eq. (I.41)), que proporciona uma maneira explicita de

calcular os operadores de Kraus desde que o estado inicial de pg¢ e a dinAmica entre o sistema e
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o ambiente sejam conhecidos (NIELSEN; CHUANG, [2002).

1.6.2 Canais bit flip, phase flip e bit-phase flip

Os canais bit flip (ou bit-flip channels) sdo modelos matematicos utilizados para descrever
processos de decoeréncia em sistemas quanticos. Eles modelam erros de bit-flip, ou seja, erros
que ocorrem quando um qubit € invertido (de O para 1 ou de 1 para 0). Esses erros podem
ocorrer devido a interacdes quanticas com o ambiente ou devido a imperfei¢cdes no processo de
medicao.

Os canais bit flip sdo descritos pelos operadores de Kraus, que descrevem a evolucdo do
estado quantico do sistema. Ha dois operadores, um que preserva o estado original e o outro
que inverte o qubit (NIELSEN; CHUANG, 2002)). Definindo o operador densidade do ambiente
como pg = pleo)(eo|+(1—p)le1)(er
pelo diagrama abaixo e, a partir dele, construir o operador evolu¢do temporal U:

, adindmica gerada pelo canal bit flip pode ser representado

|0, e0) — 10, €9),
I1,e0) — |1, €p),
|0,e1) — |1, €1),

) )

‘1a€1 — ’0761 ’

A~

— U =10,e0)(0, e0| + |1,e0)(1, 0] + |1,e1)(0, e1| + |0, e1)(1, e1]
1000
0 0 01 (1.46)
oo 1 of
01 00

Conhecendo o operador densidade do ambiente e a matriz evolugdo temporal, encontramos
os operadores de Kraus, como sendo

Boo = VB(0)(0] + [1(1]) = VB = V5 [; ﬂ , (1.47)

Ery = VT=p(1)(0] + [0){(1)) = v/T—p X = /T~ p [0 1] )

10

onde X € uma matriz de Pauli.

A partir desse ponto, podemos calcular o mapa do sistema para um qubit puro geral dado

pela Eq. (1.35), com a ajuda da Eq. (1.45). Supondo que ps = (I + 7.5)/2, podemos escrever
ps na forma matricial



CAPITULO I | Elementos da teoria quintica 23

1
ps =75 (1.49)

14+r, ry—ary
. 9
ry+iry, 1—r,

onde r,, r, € r, s3o as componentes do vetor de Bloch 7. Dessa forma, o mapa ®(ps) serd

O(ps) =D Y EupsEl,
ik

— EoopsEly + EvipsEl, (1.50)

1—r,(1—=2p) ry+ir,(1—2p)
re —iry,(1—2p) 1+47r.(1-2p) |

>

| —

Ao comparar a Eq. (1.50) com a Eq. (I.49), notamos que as componentes do vetor de Bloch

foram modificadas da seguinte maneira

Ty — Ty,
ry — —1y(1 —2p),
r, — —1.(1 — 2p).

O efeito geométrico que o canal bit flip causa na esfera de Bloch € ilustrado na Fig. (@)

Figura 4: Representacdo geométrica do efeito do canal bit flip

. ~ 05
Y -1 -1 X

o1

A ac¢do do canal bit flip na esfera de Bloch ¢ ilustrada quando p = 0, 3. A esfera a esquerda representa
todos os estados puros possiveis, enquanto a esfera distorcida a direita representa os estados apds
passarem pelo canal. E possivel notar que os estados no eixo & permanecem inalterados, enquanto o
plano y — z € contraido de forma uniforme por um fator de 1 — 2p. Fonte: Autoria prépria

A representagdo grafica da esfera de Bloch mostrada na Fig. () ilustra como o canal de bit
flip ndo pode aumentar a norma do vetor de Bloch. Isso permite concluir que Tr(p?) s6 pode
diminuir quando o canal bit flip € aplicado.

De forma semelhante, temos o canal phase flip. Este canal modela erros de phase flip, ou
seja, erros que ocorrem quando a fase de um qubit é invertida (por exemplo, de |1) para —|1)).
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A dinamica e o operador evolucdo temporal sao dados por

|0760 — |O €0>

|07€1

)

|17€0> — |]_ 60>
) — |0, e1),
) —

’1,61 —‘1,61>,

= U = 0,e0){0, eo| + [1,e0)(1, €0l + 10, e1)(0,e1] = [1,e1)(1, 4]
1 00 O
0010 0 (1.51)
oo oo’
000 -1
que possui os operadores de Kraus
A 10
Eo =vpI=+/p L (1.52)

) 1 0
Ell—\/l—pZ—\/l—p[ ] (1.53)

0 -1

sendo Z uma matriz de Pauli. O mapa ®(ps), para um qubit puro geral, fica

-3 BunsF

A

= EgpsEdy + BupsEl (1.54)
1 147, —r5(1 —2p) + iry(1 — 2p)
2 | —rg(1 = 2p) —iry (1 — 2p) 1—r, ’

ou seja,

ry — —rx(1 — 2p),
ry — —ry(1 —2p),
T, — T,

O efeito do canal de inversdo de fase ¢ ilustrado na Fig. (3).
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Figura 5: Representacao geométrica do efeito do canal phase flip

TN

V0,
,l'mi\;‘\\

OFFRY

o l,""ll?l“‘\‘\

htanmty

N N0 Samust

Y -1 -1 X Y -1 -1 X

A esfera de Bloch afetada pelo canal phase flip com p = 0, 3, onde os estados no eixo z sdo preservados
enquanto o plano x — y € uniformemente contraido por um fator de 1 — 2p. Fonte: Autoria prépria

O canal bit-phase flip (ou bit-phase flip channel) € um modelo matemético que descreve
erros que ocorrem quando um qubit € invertido (de O para 1 ou de 1 para 0) e também sofre uma
inversdo de fase, ou seja, € equivalente a aplicar simultaneamente os canais bit flip e phase flip.
Os operadores de Kraus para esse canal sdo dados por

X 10
Eooz\/ﬁll:\/z‘alo 1], (1.55)

. 0 —i
En=+yT-pY=yI-p [ ’] , (1.56)
7

0

onde Y é uma matriz de Pauli e pode ser reescrita como Y = iXZ. O canal altera as

componentes do vetor de Bloch 7~ da seguinte maneira

Ty — —1(1 — 2p),
Ty — Ty
r, — —1.(1 — 2p).

A aco do canal na esfera de Bloch estd ilustrada na Fig. (6))
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Figura 6: Representacdo geométrica do efeito do canal bit-phase flip

Y S X Y -1 -1 X

A esfera de Bloch afetada pelo canal bit-phase flip com p = 0,3, onde os estados no eixo y sdo
preservados enquanto os estados do plano z — 2 sdo uniformemente contraidos por um fator de 1 — 2p.
Fonte: Autoria prépria

Esse canal ¢ menos comum que o canal bit flip, mas € um modelo que pode ser utilizado

para descrever a dindmica de sistemas quanticos que sofrem erros de bit-phase flip.

1.6.3 Canal de despolarizacao

O canal de despolarizagdao é um modelo matemético que também descreve erros causados
pela interacdo de um sistema quantico com o ambiente. Uma caracteristica distinta desse canal é
sua capacidade de transformar estados puros em estados mistos (NIELSEN; CHUANG, [2002),
que pode ser observada pela contracdo da esfera de Bloch, como serd discutido posteriormente.

Suponha que um qubit, representado pelo estado ps, esteja interagindo com o ambiente pg,
e devido a essa interacdo, o qubit pode sofrer erros com uma probabilidade p. Existem trés tipos
de erros possiveis: bit flip, phase flip e bit-phase flip, todos com a mesma probabilidade p/3. O

estado inicial do ambiente € dado por

pe = (1= 22 leoieol + Lllen)ex] + leaies] + les) (e, (1.57)

62>

com o erro de inversdo de fase e |e3) com o erro de bit-phase flip. A dindmica da intera¢o é

sendo que o estado |eg) estd associado a preservagdo do qubit, |e;) com o erro de bit flip,

representada no diagrama abaixo
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|O,€0 — |0 €0/,

)
|].,60 — |]. 60),
|O,€1 — ‘1 61),

)

|1,€1 — |0 €1),

)
)
)
)
|0, e2) — [0, e2),
) —
)
) —

|1,€2 —’1 €2>

|0, e3) —> i|1,e3),

1, e3 —i|0, e3).

Sendo o operador U
(100000 0 0]
00 0O0O0OT1 O 0
001 0O0O0O O 0
- 00 0O0O0OO0O 0 —2 (1.58)

00 0O0T1O0 O 0
01 00O0O0O O 0
00 0O0O0OO0O -1 0
000 2 00 O 0

Neste caso, temos quatro operadores de Kraus, que sdo dados por:

T o R

(1.59)

i)

=

B, B[ A
22 5 > lo _1|” (L.61) 33

ol
>~<

0 —
[i O]' (1.62)

Com isso, podemos calcular o mapa do sistema
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®(ps) =)D Enpsk,
ik

oopsEgo + EHPSEL + EmpsE;Q + E3303E§3

>

3
1— _p) ps+ 2(XpsX +YpsY + ZpsZ)

- ( 4 4 (1.63)
1 1+7.(1—p) r(1 —p) —iry(1 —p)
2 r(1 —p)+iry(1 —p) 1—r.(1-p)
I
= % + (1 =p)ps,

onde, ao compararmos com a equacdo (1.49), observamos que as componentes do vetor de
Bloch sofreram a seguinte transformacao

ry — rz(1 —p),
ry — ry(1—p),
Ty, — TZ(l - p)
Notamos que, de acordo com as componentes do Vetor de Bloch e pela Eq. (I.63)), 2 medida

que p — 1, o estado se torna cada vez mais misto, conforme pode ser observado na figura
abaixo.

Figura 7: Representacdo geométrica do efeito do canal de despolarizagcao

: 05 : 05
Y -1 -1 X Y -1 -1 X

Efeito do canal de despolarizacdo na esfera de Bloch, com p = 0, 6. Podemos observar uma contra¢io

uniforme, e a medida que a probabilidade de erro p aumenta, a esfera de Bloch € contraida cada vez mais
até que, no limite p = 1, o estado se torne completamente misto. Fonte: Autoria prépria

1.6.4 Canal de amortecimento de amplitude

O canal de amortecimento de amplitude (ou amplitude damping channel) descreve erros
que ocorrem em sistemas quanticos devido a perda de excitagdo (ou amplitude) de um qubit,

devido a interacdo com o ambiente. Isso € semelhante ao decaimento ou amortecimento do
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estado quantico. E importante notar que essa dindmica leva a um estado estaciondrio e é
frequentemente usada para modelar a interacdo entre um qubit € um ambiente térmico.

Para uma melhor compreensdo, vamos considerar um dtomo com dois niveis de energia em
um ambiente, inicialmente no estado de vicuo, ou seja, |eg). A dindmica do sistema serd dada
da seguinte forma: se o 4tomo iniciar no estado excitado |1), entdo haverd uma probabilidade
p de ele retornar ao estado fundamental |0) e emitir um féton para o ambiente, que passard do
estado |eg) para o estado |e; ), e uma probabilidade 1 — p de nada acontecer. Caso o 4tomo inicie
no estado fundamental |0), entdo ndo havera dindmica, dada a condigdo inicial do ambiente no

estado de vacuo. O diagrama abaixo representa a dinamica:

|O, €0> — |0, 60),

I1,e0) — /1 —pl1,eq) + /P[0, €1).

Conhecendo a dindmica, podemos construir a matriz unitdria

U = |07€0><07 60’ + V 1 _p|17 €0><17 €0| + \/5’0761><1760‘
10 0 0
100 v O (1.64)
oo yI=p 0|’
00 0 0
e a partir de U encontrar os operadores de Kraus, dados por
. 1 0
Eyy = , 1.65
A 16

Ey = [O ﬁ] . (1.66)

Com isso obtemos 0 mapa do sistema

O(ps) =D Y EupsEl,
ik

= EypsEly + EupsEl (1.67)

L 1+ =p)+p] reVI-—p—iry/1—p
2 \rpy/T—p+iryy/T—p 1—[r.(1=p) +p |’

onde podemos observar que o vetor de Bloch mudou da seguinte forma

Ty —>7’x\/1T,
Ty — Ty\/1 —p, (1.68)

r, — r,(1 —p)+p.

Assim, a esfera de Bloch € deformada em um elipsoide, cujos eixos estdo alinhados ao
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longo dos eixos , y e z, e cujo centro é (0,0,p). E evidente pela Eq. (1.68) que o pardmetro
p representa a probabilidade de o estado |1) decair para o estado |0) (BENENTI; CASATTI;
STRINI, 2007), como podemos observar na figura abaixo.

Figura 8: Representacdo geométrica do efeito do canal de amortecimento de amplitude

Y 1

Y S 1

X X

A contragdo da esfera de Bloch devido ao canal de amortecimento de amplitude, com probabilidade de
p = 0,8, mostra como toda a esfera é direcionada para o estado |0). Fonte: Autoria propria

1.7 Entropia e informacao

Esta secdo visa explorar meios de quantificar informagdo para sistemas quanticos. Para tal,
serd necessdria a introducdo do conceito de entropia de Shannon como um quantificador de
informacao. Para iniciar esse assunto, devemos partir da quantificacdo da informacao cléssica,
através da entropia de Shannon. Apds isso, utilizando propriedades do operador densidade,
podemos generalizar a entropia de Shannon para sistemas quanticos, que recebe o nome de
entropia de von Neumann (PETZ, 2007).

1.7.1 Entropia de Shannon

A entropia de Shannon é uma grandeza que mede a quantidade de informacdo ou a
imprevisibilidade de um sistema. Ela foi proposta pelo matematico e engenheiro Claude
Shannon em 1948 (SHANNON, |1948)), como parte de sua teoria da informacgdo, que visava
analisar e otimizar a transmissdo de informagdes em sistemas de comunica¢do. Shannon
utilizou a lei dos grandes nimeros e afirmou que, uma mensagem composta de N letras, onde
N € um nimero muito grande, pode ser entendida como sendo formada por por Np; de 1I’s e
Npy de 0’s (PLENIO; VITELLL 2001), onde py e p; sdo as probabilidades de obtermos O e 1,
respectivamente.

Podemos exemplificar com um problema mais simples, onde N = 8, e as probabilidades p;

7

e po sao é e g, respectivamente. Nesta situagdo, qual € o nimero de mensagens tipicas que €
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possivel obter? A resposta estd em quantas maneiras os Np; 1’s podem ser arranjados em uma
sequéncia de N letras, ou seja

N NI
= (NoOU Nl 1.69
<A&n> (Np)!(Npo)! (1.69)

que no exemplo serd 8, todos com a mesma probabilidade de ocorrer. Podemos rotular cada
uma das mensagens utilizando nimeros bindrios. Como temos 8 possibilidades, utilizaremos
os nimeros de 0 a 7 em bindrio para rotular, onde precisaremos de 3 bits, dessa forma pode
se diferenciar cada mensagem de forma inequivoca. Para um caso geral, podemos encontrar a
quantidade de bits necessdria para rotular a mensagem tomando o logaritmo na base 2 da Eq.

(1.69), ou seja,

NI
I =log ——., (1.70)
® (Vpy)(Vpo)!
utilizando a formula de Stirling, onde log N! ~ N log N — N para N — oo, temos
I = =N (p1logp1 + polog po). (L.71)

Podemos generalizar a Eq. (1.71) para um alfabeto de = letras, com probabilidades p,.
Nesse caso, a quantidade média de informagdo transmitida em bits por simbolo em uma

mensagem composta por um grande nimero N de letras é dada pela entropia de Shannon:

1

& = Houpo, o) = = ) pelog(pa). (172)

Também podemos abordar a entropia de Shannon através do conceito de surpresa. A
entropia de Shannon € derivada da ideia de que quanto mais incerto € o resultado de uma
medi¢do ou a ocorréncia de um evento, mais informacdo é gerada. Considere que o alfabeto
¢ formado apenas por dois caracteres, 1 e 0, que ocorrem com probabilidades p; = 0,1 e
po = 0,9, respectivamente. Suponha que Bob estd enviando uma mensagem muito longa
para Alice, qual € a média de informacao transmitida por caractere? Se ndo levar em conta
as probabilidades associadas a cada caractere, podemos ingenuamente dizer que a informagado
transmitida por caractere é de 1 bit. Porém, podemos associar a quantidade de informacgao
presente na mensagem a surpresa. Nesse caso, ao se deparar com um caractere da mensagem,
Alice pode adivinhar o caractere em 90% das vezes se assumir que o caractere sempre serd 0.
No entanto, se os caracteres 0 e 1 tiverem a mesma probabilidade, entdo ela acertard apenas
50% das vezes. Portanto, a surpresa de Alice serd maior no segundo caso, pois o resultado é
mais imprevisivel. Podemos quantificar a surpresa de Alice, definida pela letra x, que ocorre
com uma probabilidade p,., como (PLENIO; VITELLL 2001)

1
xr = log —, (1.73)
Pz

ou seja, a surpresa € usada para avaliar o nivel de incerteza ou imprevisibilidade de um sistema
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ou evento, medindo a quantidade de informacdo gerada por eles.
O uso da funcdo logaritmo € para que a surpresa seja aditiva, entao

11 1 1
log <——> = log — + log —. (1.74)
Pz py Pz p Y
A entropia de Shannon € uma medida da média de surpresa de todos os resultados possiveis
de uma medicdo ou evento, usada para avaliar a quantidade de informacdo presente em um

sistema ou mensagem, ou seja

H(X) = H(p1,p2, s Dx) = — Y _ Palog(pa). (1.75)

Devemos esclarecer alguns pontos da Eq. (1.75), o primeiro é referente a fungdo
logaritmica, sendo dado na base 2, jd que convencionalmente as entropias sdo medidas em
bits. O segundo ponto a ser esclarecido € sobre o caso de p, = 0, ja que log 0 € indefinido, por
conta disso definimos que 0log 0 = 0.

1.7.2 Entropia de von Neumann

A teoria quantica é essencialmente probabilistica, entdo é possivel trazer conceitos de
quantificacdo de informacdo cldssica para o caso quantico, generalizando a entropia de
Shannon. Mas temos que ter em vista que a descri¢do quantica € realizada em espagos de
Hilbert, sendo os observaveis descritos por matrizes. A ideia de von Neumann relaciona a
medida de entropia a um operador densidade misto. Operadores puros possuem entropia zero,
j& que ndo ha ignorancia a respeito do estado do sistema.

Como foi dito anteriormente, operadores densidade sdo hermitianos e positivos, logo seus
autovalores sdo reais e maiores ou igual a zero, além disso, o seu traco € unitdrio. Com isso
podemos considerar o espectro de autovalores da matriz densidade como uma distribuicdo de
probabilidade. Assim, a entropia de von Neumann pode ser dada como a generalizacdo da
entropia de Shannon, da seguinte forma:

S(p) = —Tr(plogp), (1.76)

onde o logaritmo é dado na base 2. Se A\, s@o os autovalores de p, entdo podemos reescrever a

entropia de von Neumann como

S(p) == Aclog A, (1.77)

e assim como na entropia de Shannon, definimos que 0log (0 = 0.
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1.7.3 Entropia relativa, entropia condicional e informacao miitua

A entropia relativa € um quantificador que mede o quio préoximo duas distribui¢des de
probabilidade se encontram uma da outra. Considerando duas distribui¢des de probabilidade,
p e q, sendo as duas definidas sobre o mesmo espaco de probabilidade €2, de tal forma que
p = {pi} e ¢ = {q}, onde i € Q. Entdo, definimos a entropia relativa H(p;||¢;) referente a
essas distribui¢des de probabilidade, como sendo (NIELSEN; CHUANG, [2002)

H(pilla;) = szlog— = —H(X) =) _piloga; (1.78)
O teorema abaixo demonstra a ndo negatividade da Eq. (1.78).

Teorema 1. A entropia relativa é ndo negativa, ou seja, H(p;||q;) > 0, sendo que a igualdade

50 é vdlida para o caso onde p; = q; para qualquer 1.

Podemos demonstrar a validade do teorema [1| utilizando a desigualdade logxIn (2) =
In(z) < x — 1, para qualquer z positivo, sendo a igualdade valida para x = 1. Podemos

reescrever a desigualdade da forma —logx > (1 — x)/In (2) e entdo

H(pilla:) = szlog]%
1
n(2 sz (1__)

1 (1.79)
= In (2) Z(Pz — ;)

1
= m(l —-1)=0.

Outro quantificador de informacdo importante é a entropia conjunta. Se X e Y forem

variaveis aleatorias, entao

H(X,Y) ==Y p(z,y)logp(z,y), (1.80)
z,Y
que fornece o valor da incerteza total entre o par (X, Y).

Em algumas situacdes, podemos nos perguntar quanta informagdo de X se relaciona
com a informagdo de Y. Para responder essa pergunta sdo necessarios dois quantificadores
importantes: a entropia condicional e a informa¢ao mutua.

A entropia condicional pode ser construida intuitivamente considerando que se conhece Y.
Assim por meio da Eq. podemos calcular a quantidade de informacgdo H (Y) referente ao
par (X, Y). A incerteza restante sobre o par (X, Y') estd relacionada com a ignorancia referente
a X. Com isso, a entropia de X condicionada ao conhecimento de Y € definida como

H(X|Y)=H(X,Y)— H(Y), (1.81)
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que nos fornece a ignorancia sobre o valor de X, dado que conhecemos Y.

A informagdo mutua mensura a quantidade de informacdo que X e Y tem em comum.
Supondo que conhecemos X e adicionamos parte da informagcdo de X em Y, entdo essa
informacao serd comum entre elas. No entanto, a informa¢do em comum serd contabilizada
duas vezes, enquanto as informacdes ndo comuns serdo contadas apenas uma vez. Entdo,
subtraindo a informagdo conjunta H (X, Y), obtemos a informacéo mituade X e YV’

HX:Y)=HX)+H(Y)—-H(X,Y). (1.82)

Podemos notar que o segundo ¢ o terceiro termo da Eq. (1.82) é —H(X|Y’), entdo podemos
reescrever a informa¢ao mutua como

HX:Y)=H(X)—-HXIY). (1.83)

Abaixo listamos algumas propriedades da entropia de Shannon para compreendermos

melhor o seu comportamento.
I- HX,)Y)=H(Y,X),HX :Y)=H(Y : X).

2- HY|X)>0,e H(X :Y) < H(Y), sendo a igualdade vélida se, e somente se, Y é uma
funcdo de X, ou seja, Y = f(X).

3- H(X) < H(X,Y), sendo a igualdade vdlida apenas se Y é uma fung¢io de X.

4- subaditividade: H(X,Y) < H(X) + H(Y), sendo a igualdade vélida se, e somente se,

X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes.

5- HY|X) < H(Y)e H(X :Y) > 0, sendo a igualdade vdlida, em cada um dos casos, se

X e Y sdo varidveis aleatérias independentes.

6- Subaditividade forte: H(X,Y,Z) + HY) < H(X,Y) + H(Y,Z), com a igualdade
valida se, e somente se, Z — Y — X formam uma cadeia de Markov, ou seja, os
estados anteriores sdo irrelevantes para os estados seguintes, desde que conhecamos o

estado atual.

7- O condicionamento reduz a entropia: H(X|Y,7Z) < H(X|Y).

Podemos esquematizar as relagdes dessas quantidades de entropia com o auxilio de um

diagrama de Venn, que ajudam a visualizar melhor.
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Figura 9: Diagrama de Venn dos quantificadores de informacao

H(X) H(Y)

H(X,Y)
Notamos esquematicamente o funcionamento dos quantificadores, sendo o circulo laranja a entropia de
X, em azul a entropia de Y. No centro, onde existem informa¢des em comum entre X e Y, temos a
informagdo mutua. A &rea laranja subtraida da informagdo miitua é a informagéo condicional H (X |Y)
e a drea azul subtraida da informac¢do miitua é a informacdo condicional H(Y|X). Por fim, todo o
diagrama é a entropia conjunta H (X,Y"). Fonte: Autoria prépria

Como ja mencionado anteriormente, a matriz densidade se comporta como uma distribui¢ao
de probabilidade, logo, os quantificadores de informacao cldssica, mencionados acima, também
sdao validos para a entropia de von Neumann. Entdo, se p4 € pp sd@o matrizes densidade
que descrevem dois sistemas fisicos distintos, a entropia relativa de p4 para pp € dada por
(NIELSEN; CHUANG!, 2002}

S(pallps) = Tr(paln (pa)) — Tr(paln (pp)), (1.84)

sendo a Eq. (1.84) conhecida como entropia relativa quantica. Um resultado importante é que
a entropia relativa quantica é sempre maior ou igual a zero, como indica o teorema abaixo,

conhecido como teorema de Klein.

Teorema 2. (Desigualdade de Klein) A entropia relativa quantica é ndo negativa,

S(pallps) =0, (1.85)

sendo a igualdade garantida se, e somente se, px = pp

E importante ressaltar algumas propriedades relevantes para a entropia de von Neumann
(Eq. [1.76), indexadas abaixo (NIELSEN; CHUANG, 2002):

1- A entropia é ndo negativa. A entropia s6 € zero se, € somente se, o estado do sistema

quantico € puro.

2- A entropia de von Neumann assume um valor méaximo de In(/V), onde N é a dimensdo
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do espaco de Hilbert. A entropia s6 atinge o valor maximo se o sistema quantico €

completamente misto.
3- Se um sistema composto AB se encontra em um estado puro, entdo S(A) = S(B).

4- Supondo um conjunto {p;} de probabilidades associadas a cada estado do conjunto {p;}

que possui suporte a subespagos ortogonais, entao
S (Zpim) = H(p:)+ ) _p:S(pi). (1.86)

5- (Entropia conjunta): Sendo {p;} um conjunto de probabilidades, {|a;)} um conjunto
ortogonal de estados para o sistema A, e {p;} um conjunto de operadores densidade para

outro sistema, B, entdo

) <Zpi‘ai><ai‘ ® pi) = H(p;) + Zpis(pi>- (1.87)

Agora, definimos a entropia conjunta, onde consideramos um sistema quantico constituido
de dois subsistemas A e B, sendo o operador densidade expresso como p4p. Assim, fazendo
uma analogia com a entropia de Shannon, temos (NIELSEN; CHUANG, 2002)

S(A,B) = —Tr(paplog pap). (1.88)

Definimos também a entropia condicional e informag¢@o miitua como
S(A|B) = S(A,B) — S(B) (1.89)

S(A: B) = S(A)+ S(B) — S(A, B)

(1.90)
= S(A) — S(A|B) = S(B) — S(B|A).

Contudo, apesar da analogia entre a entropia de Shannon com a entropia de von Neumann,
algumas propriedades da entropia cldssica ndo sdo validas para a entropia quantica. Por
exemplo, a desigualdade H(X) < H(X,Y'), concluimos que ndo podemos estar mais incertos
sobre o estado de X do que sobre o estado conjunto de X e Y. Porém, como vimos
anteriormente, no caso do emaranhamento, saber tudo sobre as partes nao nos diz tudo sobre o

sistema composto.
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Capitulo 11

Termodindmica classica e quintica

A termodinamica € a ciéncia que se dedica ao estudo dos fendmenos relacionados ao
calor, trabalho e energia. Ela evoluiu ao longo de varios séculos, com as primeiras leis sendo
formuladas no século X VIII por cientistas como Benjamin Thompson (também conhecido como
Conde Rumford) e James Joule.

A termodinamica classica € baseada em cinco axiomas fundamentais, conhecidos como
as leis da termodindmica. Mesmo com o seu sucesso € universalidade, a termodiniamica é
atormentada por trés grandes limitagdes: a termodinamica € incapaz de fornecer informacgdes
microscopicas ou estabelecer uma ligacdo entre sua estrutura fenomenoldgica e informagdes
microscopicas; como € uma teoria de equilibrio, entdao apenas processos quase estiticos podem
ser descritos completamente; por ser uma teoria classica, a estrutura matematica ndo pode ser
aplicada diretamente a sistemas quanticos (DEFFENER; CAMPBELL, 2019). A termodinamica
cldssica ndo tem como objetivo suprir essas limitagdes, e por conta disso temos a termodinamica
estocastica e a termodindmica quantica.

Originalmente desenvolvida para descrever e entender o comportamento do calor e do
trabalho em sistemas fisicos. Seus principais objetivos incluiam a explicacdo de ciclos térmicos,
como o ciclo de Carnot (CARNOT, [1860), que pode ser usado para produzir trabalho a partir
de calor, e a explicacdo da relacdo entre calor e trabalho, como no caso do trabalho realizado
por um gés sob pressdo, descrito no experimento de Joule (JOULE, 1850). A termodinamica
também foi utilizada para compreender o comportamento de motores térmicos, como os usados
em veiculos, e para o desenvolvimento de tecnologias de geracdo de energia, como usinas a

vapor.

2.1 Variedade termodinimica e processos reversiveis

A variedade termodinamica pode ser visualizada como uma superficie no espaco de estados,
que contém todos os estados possiveis do sistema. Cada ponto da superficie é geralmente
representado por trés coordenadas, como pressdo, volume e temperatura. Essa superficie €
limitada pelas condi¢des de equilibrio do sistema, como o ponto de ebuli¢do e o ponto de
condensacdo de um gis. A variedade termodindmica é uma ferramenta util para visualizar e
analisar o comportamento termodinamico de um sistema, permitindo, por exemplo, representar
as trajetérias que o sistema pode seguir durante um processo termodinamico e calcular

grandezas como entalpia e entropia.
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Figura 10: Variedade termodinamica

\Y

T

Variedade termodindmica para um géds ideal com PV = NkpgT. Uma transformagio de estado
reversivel, ou seja, todos os pontos da linha azul estdo na superficie da variedade termodindmica, e
um processo irreversivel, onde parte da linha roxa se encontra fora da superficie, com os mesmos pontos
iniciais e finais. Fonte: Deffner e Campbell qmp, com adaptacoes.

Os Unicos processos que podem ser completamente descritos pela termodinamica, sao os
processos quase-estaticos. Os processos quase-estiticos ocorrem em um tempo infinitesimal,
0 que resulta em um relaxamento quase que instantaneo para o equilibrio. Isso significa
que podem ser descritos como uma sucessdo de estados de equilibrio, e os caminhos
correspondentes a esses processos na variedade termodindmica sdo chamados de reversiveis
(Fig. [I0). Processos reais, que ocorrem em um tempo finito e em taxas finitas, necessariamente
envolvem estados fora do equilibrio e sdao descritos por caminhos na variedade termodinamica
que deixam a superficie, ou seja, sdo processos irreversiveis, € por isso a termodindmica

estocéstica € necessdria para descrever esses processos.

2.2 Primeira lei da termodinamica classica

A lei da conservagdo da energia, também conhecida como a primeira lei da termodinamica,
foi formulada no século XIX para compreender os processos termodinamicos de maneira
quantitativa. Ela foi inicialmente proposta por Hermann von Helmholtz em 1847, que a
denominou "lei da conservag@o da forga-viva"(HELMHOLTZ, [1847).

No entanto, foi James Joule quem deu a primeira demonstragdo experimental da lei da

conservacao de energia, através de seus experimentos envolvendo o calor gerado pelo trabalho.
Além disso, Joule foi o primeiro a usar o termo "energia"para se referir a quantidade de trabalho
que um sistema € capaz de realizar. Em um de seus experimentos, Joule mediu a temperatura
da 4gua em um recipiente enquanto um peso era solto de uma determinada altura, fazendo com

que uma hélice imersa na dgua girasse. Ele comparou a temperatura da dgua antes e depois do
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experimento e verificou que a variagdo na temperatura era proporcional a altura da queda do
peso e a quantidade de trabalho realizada pela hélice (JOULE, 1850).

A lei da conservacao de energia foi formalmente formulada por William Thomson (mais
conhecido como Lord Kelvin) em 1851 (KELVIN, |1853). Kelvin definiu a energia como sendo
a capacidade de um corpo para realizar trabalho e afirmou que a energia de um sistema ¢é
conservada, ou seja, ndo pode ser criada ou destruida. Matematicamente, a lei da conservagao

de energia pode ser expressa como:

dE = dW + dQ, 2.1)

onde F € a energia interna do sistema, () é o calor e W é o trabalho realizado sobre o sistema.
Além disso, dE € uma diferencial exata, o que significa que as mudangas na energia interna
nao dependem do caminho escolhido, dependendo apenas do estado inicial e final, ou seja,
dE € uma fungdo de estado. O trabalho é uma forma de transferéncia de energia, ou ainda,
"Trabalho ¢ a transferéncia de energia que resulta de mudancas nas coordenadas generalizadas
que caracterizam o sistema"(KITTEL; KROEMER||1998). Ele é definido como a forca aplicada
sobre um corpo multiplicada pela distancia percorrida pela forca, ou seja, depende do caminho
seguido pelo sistema, o que justifica o porqué de dWV ser uma diferencial ndo exata. Podemos
identificar mudangas infinitesimais no trabalho como (DEFFNER; CAMPBELL, 2019)

dW = —PdV. (2.2)

O calor d(), que também é uma diferencial ndo exata, é geralmente usado para descrever a
transferéncia de energia entre um sistema termodindmico e seu ambiente, e também, segundo
Kittel e Kroemer (1998)), calor € definido como a transferéncia de energia que acompanha uma
transferéncia de entropia entre o sistema e seu entorno. Por exemplo, quando um sistema
térmico absorve calor, ele transfere energia térmica do ambiente para si, aumentando assim
a sua entropia.

Se o sistema estiver em equilibrio térmico com o ambiente, entdo () = 0. Nesse caso, a lei

da conservagdo de energia pode ser simplificada para:

AE =W. (2.3)

Isso significa que, se € realizado trabalho sobre o sistema, a sua energia interna aumenta e,
se o sistema realiza trabalho, a sua energia interna diminui.

2.3 Segunda lei da termodinamica classica

A segunda lei da termodinamica € uma lei fundamental da fisica que estabelece as limitacdes
da eficiéncia de processos térmicos. Ela afirma que o rendimento de um processo térmico €
sempre menor que 100%, o que significa que havera sempre uma perda de energia na forma de
calor que ndo pode ser convertida em trabalho util durante um processo térmico.
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A "lei da entropia", uma das formas mais conhecidas da segunda lei da termodinamica,
afirma que a entropia de um sistema termodinamico isolado nunca diminui. A entropia é
uma medida da quantidade de desordem ou incerteza de um sistema termodindmico. Ela
¢ geralmente expressa como uma medida de calor por unidade de temperatura. A entropia
aumenta com o aumento da temperatura e com o aumento da desordem no sistema.

Notamos na Eq. (2.2)) que é possivel escrever a diferencial de trabalho, que € uma diferencial
nao exata, em fun¢do de uma diferencial exata dV/, ou seja, a necessidade de conhecer o caminho
deve estar contida na pressdo. No entanto, se € possivel escrever dWW dessa forma, como ficaria

d( escrito em termos de uma diferencial exata? Clausius| (1850) percebeu que

%? <0, 2.4)

onde d() é a quantidade infinitesimal de calor trocada pelo sistema e 7' é a temperatura absoluta
a qual o calor € trocado. A desigualdade na Eq. (2.4) se torna uma igualdade para processos
quase-estdticos. Dessa forma, parece natural definir uma nova fun¢do de estado, S, para

processos reversiveis por meio de

Q)

T b
onde dS € a variacdo infinitesimal da entropia do sistema.

ds = (2.5)

Imagine que a Figura (10 representa um processo termodinamico que leva o sistema de um
ponto A para um ponto B através da linha roxa, ou seja, um processo irreversivel. Em seguida,
o sistema retorna pelo caminho azul, de forma reversivel, do ponto B para o ponto A, fechando
o ciclo. Observe que o ciclo como um todo é um processo irreversivel, ja que uma parte do

ciclo € irreversivel. Podemos representar esse ciclo da seguinte maneira:

o

T

B A
“ T T
Ja T gl T

. (2.6)
_ / Q@ A5, 5 <0
Ja T
B
A

onde os subscritos I e R se referem aos processos irreversiveis e reversiveis, respectivamente.
A igualdade na tultima linha s6 é valida para o caso de a integral a direita da equacgdo ser
reversivel. A ultima equagdo € conhecida como a desigualdade de Clausius. Concluimos
que, para um sistema isolado, a entropia do sistema aumenta para processos irreversiveis, e
se mantém constante para processos reversiveis.

A desigualdade de Clausius estabelece que, durante qualquer processo termodinamico, a
variagdo da entropia de um sistema é sempre maior ou igual a quantidade de calor trocada

pelo sistema dividida pela temperatura absoluta a qual o calor é trocado. Isso quer dizer
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que, se um sistema recebe calor a uma temperatura absoluta 7', sua entropia aumentard pelo
menos em () /7. Essa desigualdade é importante porque ajuda a compreender o comportamento

termodinamico de sistemas e a medir o grau de irreversibilidade de um processo.

2.4 Primeira lei da termodinimica quantica

A termodinamica cldssica e suas leis foram formuladas experimentalmente e sdo eficazes
em descrever fendmenos em escala cldssica, mas falham ao serem aplicadas a sistemas
com uma quantidade significativamente menor de particulas devido as flutuagdes térmicas.
A termodindmica estocdstica, por sua vez, € uma ramificacdo da termodinamica que
trata de sistemas fora de equilibrio, ou seja, sistemas que trocam constantemente energia
com o ambiente, e é especialmente util para compreender o comportamento de sistemas
microscopicos, como moléculas, que estdo em constante movimento e interagindo com
o ambiente. Quando se trata de estudar sistemas com uma quantidade ainda menor de
constituintes, além de levar em consideracdo flutuagdes térmicas, € necessdrio considerar
também efeitos quénticos, que sdo indispensdveis para descrever fendOmenos nesta escala.
Para essas situacoes, a termodindmica quantica foi desenvolvida para estudar os fendmenos

termodindmicos no regime quantico, mantendo a simplicidade das leis da termodinamica

classica (BERNARDQO, [2020).

Figura 11: Diagrama de um sistema quantico multi-nivel
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Evolugdo de um pogo quadrado, no qual as energias inicialmente sdo E?, e apés a evolugdo, o tamanho
da caixa aumenta e os niveis de energia diminuem para EY. Fonte: Quan et a1.| (12007|), com adaptacdes.

Vamos considerar um sistema quantico arbitrario com um nimero finito de niveis de energia,
como na Fig. (TT). O hamiltoniano desse sistema é dado por:
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H=>"E,[n)nl|, 2.7)

onde |n) é o n-ésimo estado préprio do sistema e £, = (n|H|n) é o respectivo autovalor.

Podemos definir a energia interna do sistema como a média de H
U= (H)="Ti(pH) = > _ P,E,, (2.8)

sendo p o operador densidade do sistema, e P, = (n|p|n) é a probabilidade de o sistema estar
no n-ésimo estado. Tomando a diferencial da Eq. (2.8), encontramos

dU = " [E.dP, + P,dE,], (2.9)

n

e, ao comparar com a Eq. (2.1), podemos identificar os termos como

dW = P.dE, (2.10)

dQ =Y E,dP,. (2.11)

A Eq foi identificada a partir da defini¢do de trabalho como a transferéncia de energia
que resulta em alteragdes nas coordenadas generalizadas que caracterizam o sistema, de acordo
com [Kittel e Kroemer] (1998). Isso faz sentido ao observarmos a Fig. (L1), na qual podemos
ver que a variagdo de energia estd associada a largura da caixa. Ja a Eq. (2.T1) ¢ associada
a definicdo de calor como a transferéncia de energia que acompanha uma transferéncia de
entropia entre o sistema e o ambiente (KITTEL; KROEMER| [1998). Nesse sistema, onde
0 hamiltoniano e a matriz densidade comutam, ou seja, [f[ ,p| = 0, a entropia é dada por
S =—kg)_, P.,In(FP,), onde kg ¢ a constante de Boltzmann, entdo o calor estd efetivamente
associado a uma variacao nas probabilidades de ocupacao dos niveis de energia (QUAN et al.,
2007).

Consideremos um processo isotérmico de um sistema quantico em equilibrio térmico com
um banho térmico a temperatura 7". De acordo com a mecanica estatistica, o estado do sistema
€ descrito pelo operador de densidade de Gibbs (RIBEIRO; LANDI,; SEMIAO!. 2016)

e_BI:I e_BEn

=2~ In)nl, (2.12)

Pth =

sendo Z = Tr(e‘ﬂﬁ ) a fungdo de particdo e 5 = 1/kgT. A probabilidade de encontrar o

sistema no estado |n) é dado por
efﬂEn

Z
Vamos analisar dJV e mostrar que podemos relacionar com a energia livre do sistema que

P, = (n|pm|n) = (2.13)
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pode ser encontrada pela expressdo F' = U — T'S, logo

F= ZE P, —T(— ZkBP In(P,
_ZEP +ZTkBP (In (e7##*) —In(2))
- Z E, P, — Z ThpPoBE, — Y _ ThpP,In(Z) (2.14)
- i E, P, — i E, P, — Tkg anZ)

= —Tk?B In (Z) ’
tomando sua diferencial, dF' = —kgT'dZ/Z =) P,dE,, concluimos entdo que

dW =dF, (2.15)

que condiz com o resultado cldssico para uma transformacao isotérmica, reforcando que de fato,
a Eq. ¢ uma boa defini¢do para trabalho.

Explorando d(), podemos reescrever a Eq. como F, = —kgTIn(ZP,).que
substituindo na Eq. (2.11)) nos da

dQ =Y —ksTn(ZP,)dP,

= —kpT (Z In den> - (Z In (P,) dPn>

- (2.16)
= —kgT (m Zd(z Pn)> + (Z In (P,) dPn>
= —kBTZIn )dP,,
tomando a diferencial da entropia, encontramos
dS =d(—kp Y  PyIn(P,))
= —kp &dPn + In (P, (2.17)
n —Pn n
=—kp Y In(P,
dessa forma, concluimos que
dQ) =1TdS, (2.18)

o que condiz também com o resultado cldssico.

E importante ressaltar que esses resultados sdo validos apenas para processos quase-
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estdticos e reversiveis. Além disso, para chegar a Eq. (2.18)), foi considerada a entropia escrita
como S = —kg ). P,In(P,), o que sé é possivel se o operador densidade comutar com o
hamiltoniano. Uma formulacdo mais geral e mais completa da definicdo da primeira lei da

termodinamica sera discutida adiante.

2.4.1 A primeira lei a partir de definicao classica de calor

Nesta secdo, serd discutido um conceito ampliado de calor que considera a entropia de von
Neumann, conforme expressa na Eq. (BERNARDO, 2020). Isso dispensa a necessidade
de a matriz densidade comutar com o hamiltoniano. Iniciamos ao considerar a energia interna
do sistema descrita pela Eq. (2.8). Ao invés de calcular o trago na base dos autoestados de
energia, |n), serd utilizada a base dos autoestados do operador densidade, | k), sendo o operador
densidade dado por p = ), pi|k)(k|:

A~

U= (H)="Tr(pH) = > _ prés, (2.19)
k

com ¢, = (k|H|k) os elementos da diagonal de H representado na base dos autoestados da
matriz densidade {|k)}.

Observe que a Eq. (2.19) € equivalente a Eq. (2.8)), pois a operagdo traco ¢ independente da
base escolhida. Tomando a diferencial de U, temos

dU =" [exdpr, + prde] . (2.20)
k

a entropia de von Neumann para esse sistema dada por S = —kgTr(plog(p)) =
—kp Y. prlog(pr). e sua diferencial é dada por

p
dS = —kp Z p_:dpk + Zlog(ﬂk)dpk
k k 2.21)

= —kp Zlog(Pk)de-
k

Notamos que, para que haja variacdo de entropia, necessariamente tem que haver variacao
nos autovalores da matriz densidade, logo dS # 0 se, e somente se, dp, # 0. Lembrando que
o calor € a transferéncia de energia que acompanha uma variacao de entropia. Dessa forma, ao

observar a Eq. (2.20)), podemos identificar o trabalho e o calor como:

AW = prdey (2.22)
k

dQ =" eudpy. (2.23)
k

As equagdes (2.22) e (2.23) nos permitem escrever uma versdo quantica da primeira lei
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como dU = dW + dQ.

Analisando um processo isotérmico, como feito anteriormente, que utiliza o operador de
densidade descrito na equagdo (2.12), e aplicando o mesmo procedimento para estabelecer a
relacdo entre a energia livre e o trabalho, e a entropia e o calor, obtemos os mesmos resultados,
onde dW = dF e dQ = T'dS. Isso ocorre pois ao longo de toda a transformagao, o estado
térmico, dado pela Eq. (2.12)), permanece diagonal tanto na base |n) quanto na base |k). Neste

caso, as defini¢des de trabalho e calor sao equivalentes nas duas perspectivas.

2.4.2 O papel da coeréncia

As duas abordagens de trabalho e calor apresentadas anteriormente mostraram ser
equivalentes em um processo isotérmico descrito pelo operador densidade de Gibbs. Contudo
€ preciso verificar se essa equivaléncia € valida em um processo quantico geral.

Vamos examinar se hd similaridade entre as definicdes de trabalho mencionadas

anteriormente. Podemos reformular a equagdo (2.10) como:

AW = Z P,dE,

=3l (Z pk|k><k|> In)dE, (2.24)
= Z Z Pk‘cn,k|2dEn’
n k

sendo ¢, ;, = (n|k). Agora, analisando a )V, ficamos com

AW =" prde;
=" pud | (K] (Z En\n><nl> Vﬂ>]

= Zpkd ZEn|Cn,k‘|2
k L n

— Z Z pk|cn’k‘2dEn + Z Z prlond [|Cn,k|2}
n k nok

=dW +dC,

(2.25)

onde, na dltima linha, foi definido dC como

dC =" prEnd [|cnsl?] . (2.26)
n k

onde C é a chamada energia coerente (BERNARDO, 2021), que serd abordada com mais
detalhes adiante. Ao comparar as duas expressoes para calor, € possivel reformular a equagdo

(2.23) como
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do = Z exdpy
P

= (K <Z En|n) <n|> k) dpr (2.27)
- ZZER‘Cn,depk-

Da mesma forma, a Eq. (2.11) fica

dQ =Y E,dP,
=> E.d |(n] <Zpk|k><k!> |n>]

= ZEnd Zpk|cn,k|2
n L &

= Z Z Encn il *dpr + Z Z prEnd [enil]
n k no ok

= dQ +dC.

(2.28)

A andlise mostra que, em um processo quantico geral, as duas definicdes da primeira
lei da termodinamica ndo sdo equivalentes. A diferenca estd no fato de que o formalismo
apresentado com base nas equacdes e considera implicitamente dC somente como
calor, enquanto o formalismo demonstrado por Bernardo| (2020) nas equagoes (2.22)) e (2.23)
considera implicitamente como trabalho. Observando a Eq. (2.26), verificamos que ndo hd
relacdo com variacoes nos autovalores do hamiltoniano ou dos autovalores da matriz densidade,
o que nos impede de classificd-lo como trabalho ou calor. Mas h4 uma relagdo com a variagao
das dire¢des dos vetores da base |k) do operador densidade em relagdo aos vetores da base |n)
do hamiltoniano representado pela quantidade.

A coeréncia de um sistema quantico esta relacionada com os elementos fora da diagonal
principal, conforme destacado em estudos como os apresentados em (BAUMGRATYZ;
CRAMER; PLENIO, 2014} |GIROLAMI; TUFARELLI; ADESSO, 2013)). Consequentemente,
a variacdo temporal na coeréncia do sistema estd relacionada a variacdo temporal do termo
len i (8)]2 = |(n(t)|k(t))|?, que esta relacionado aos termos fora da diagonal principal.

A contribui¢do da dindmica da coeréncia ao longo do tempo em um processo quantico finito
¢ obtida através da integracdo da Eq. (2.26),

t
d
cHy=>_>" / (Enpk)%|cn,k|2dt'. (2.29)
n k 0

A partir das definicoes de trabalho quantico e calor, derivadas diretamente de seus conceitos
cldssicos originais, nas equagdes (2.10) e (2.23), € possivel calcular a dependéncia temporal

dessas quantidades em um processo quantico finito através de uma integracao,
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! dE,
Wy =>>" /0 pilen? =, (2.30)
n k

' dpy.
o) =% [ Bl St @31
n k

Além disso, como a C ndo tem um equivalente cldssico como o W e o Q, por conta disso,

foi proposto por Bernardo (2020) uma reformulagdo da primeira lei da termodinamica quantica
como

dU = dW + dQ + dc. (2.32)

Ao combinar as equagdes (2.29), (2.30) e (2.31)), obtemos a variagdo da energia interna do

sistema, que é dada por:

t
d
AU =Y /0 e Bupelca )t (2.33)
n k

Podemos interpretar a energia coerente C como a transferéncia de energia para um sistema
acompanhado por mudanga de coeréncia, logo, podemos dizer que a energia coerente envolvida
em um processo quantico depende da coeréncia inicial do sistema e da natureza da interagao
com o ambiente (BERNARDO, 2020).

Nessa formulagdo, as equacdes para a energia interna de um sistema quantico foram
derivadas com base na ideia de que a energia interna é equivalente a média da sua energia,
proposta originalmente por Alicki| (1979). Isso significa que as equacdes representam as
contribui¢cdes médias de energia coerente, trabalho e calor para a mudancga na energia interna
do sistema quantico, definidas quando um grande nimero de realizacdes de um protocolo

de transformacdo € feito em um conjunto de sistemas individuais igualmente preparados
(BERNARDO, [2020).
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Capitulo 111

Sistema quantico acoplado com o ambiente

Este capitulo tem como objetivo compreender e analisar o caso em que um sistema quantico
de dois niveis interage com um ambiente térmico. Serdo aplicados os conceitos apresentados
ao longo deste trabalho para descrever quantidades como calor, trabalho, energia coerente,
entropia, dentre outros. Além disso, serdo discutidas perspectivas de aplicacdo do presente

formalismo em estudos futuros.

3.1 Regime de acoplamento

A termodindmica microscépica possui caracteristicas distintivas, uma delas é o acoplamento
forte entre sistema e ambiente. Quando se trata de um sistema macroscopico tridimensional,
as interagdes entre sistema e ambiente geralmente ocorrem em sua superficie bidimensional
e envolvem apenas uma pequena fracdo de seus dtomos, fazendo com que o valor da energia
de interacdo entre eles seja insignificante em compara¢cdo com a energia interna do sistema de
interesse. Isso permite que a energia total do sistema composto seja aproximada como uma
soma das energias dos subsistemas, ou seja, Hg g ~ Hg + Hp, o que leva diretamente a no¢ao
de energia térmica perdida pelo ambiente € ganha pelo sistema e vice-versa.

Porém, para sistemas microscopicos de interesse, a energia de interacdo nao pode ser
descartada facilmente, uma vez que a "superficie"do sistema pode incluir a maioria ou todos os
seus graus de liberdade. Nesse caso, € necessdrio escrever a energia total do sistema composto
como a soma da energia do sistema de interesse, da energia do ambiente e da energia de
interacdo entre eles. Essa abordagem permite que a energia de interacdo seja compardvel a
energia do sistema de interesse (JARZYNSKI, 201°7). Dessa forma ndo podemos afirmar que
toda energia térmica perdida pelo sistema serd ganha pelo ambiente, ja que devemos levar em
conta a contribui¢cdo da interagcdo, entdo devemos escrever a energia do sistema composto como

Hg,p = Hs+ Hg + Hsg, onde Hgp € a energia de interagao.

3.2 Modelo fisico

Neste estudo, analisamos um sistema atomico de dois niveis S interagindo com um ambiente
com um ndmero finito de estados, que inicialmente se encontra em estado térmico. Os estados

fundamental e excitado do sistema sdo representados por |g) e |e), com energias E, e E.,



CAPITULO 1III | Sistema quantico acoplado com o ambiente 49

respectivamente. O hamiltoniano do sistema é dado por
Hs = Bylg) (gl + Ecle)(el. (3.1)

Embora o ambiente possua d + 1 estados, apenas os estados | Ep) e | F) tém capacidade de
afetar o sistema &, através da troca de fotons ressonantes. O ambiente possui o hamiltoniano

dado por
. d
He = Zizo Ei|E)(E,, (3.2)
e estado térmico inicial )
eiﬁHg
0) = , 33
pe(0) z. (3.3)

com Zg = Tr(e‘BHE ) sendo a fung¢@o de parti¢do § = 1/kgT'. A Fig. 1i representa o modelo.
Como estamos assumindo que apenas os estados | Ep) e | E;) do ambiente £ sdo capazes de
influenciar nos estados do sistema S, entdo podemos representar o ambiente como um qubit £,

com estado inicial

e—BEo —BEr
0) = E)(E ENE
pr(0) Z: | Eo){(Eo| + Z: | En) (] (3.4)
= wo|Eo) (Eo| + wi|E1)(E,
sendo wy = e*;jo ew; = egfl, logo Z¢ = % = %, entdo w, = wee PF1=Fo) Como

wy € wy sdo pesos probabilisticos, devem respeitar a relacdo wy + wy; = 1. Além disso, a Fig
(T12) mostra que Ey — Ey = E, — E,.

Figura 12: Representagdo grafica do modelo fisico

g

d

-— |E)
= ' £, — E,
1

| Eo)

A imagem ilustra um sistema atomico de dois niveis S a esquerda e, a direita, um ambiente £ com d + 1
niveis, inicialmente no estado térmico. Fonte: [Bernardo|(2021)

A dinamica da interacdo € determinada pelas seguintes condi¢des iniciais (BERNARDO,

2021): se o sistema S se encontra no estado fundamental |g) e o ambiente E se encontra no
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estado fundamental |E)), entdo ndo hd dindmica e o estado final é igual ao estado inicial. Caso
o sistema S esteja no estado fundamental e o ambiente £ esteja no estado excitado | E ), entdo,
ap6s um tempo 7, hd uma probabilidade p de que o ambiente decaia para o estado fundamental
e o sistema fique no estado excitado |e), e uma probabilidade 1 — p de que nada ocorra. Se o
sistema estd no estado excitado |e¢) e o ambiente estd no estado fundamental, entdo, apés um
tempo 7, hd uma probabilidade p de que o sistema decaia para o estado fundamental |g) e o
ambiente € levado para o primeiro estado excitado |E; ), e uma probabilidade 1 — p de que nada
ocorra. Por fim, se ambos, o sistema e o ambiente, se encontram no estado excitado, entdo,
apés um tempo 7, ndo se espera que ocorra nenhuma transi¢do. Essa dindmica é resultado
do generalized amplitude-damping channel (GADC), que é uma versao generalizada do canal
de amortecimento de amplitude, apresentado na se¢do[I.6.4] A dinimica estd representada no

diagrama abaixo.

|g7E0 — |g7E0>7

)
9, E1) — /1 = plg, E1) — \/ple, Eq),
le, Eo) — /1 —ple, Eo) +/plg, E1),
)

|6, E1 — |6, E1>

Conhecendo a dindmica, podemos determinar a matriz evolucao temporal U que descreve a
evolucdo do conjunto sistema-ambiente S E:

1 0 0 0

. 0 1— 0

g— |V vitr VPO (3.5)
0 —p 1—p 0
0 0 0 1

Inicialmente, considerando que o sistema S e o ambiente F estdo descorrelacionados,
podemos representar o sistema composto como o produto tensorial entre o estado do sistema e
o estado do ambiente, como psg(0) = ps(0) ® pg(0). Para descrever a evolugdo do sistema
S, utilizamos o canal quantico, como o descrito na equacao (1.38), que leva o estado inicial de
ps(0) para o estado final ®[ps(0)] = |1(0))()(0)|. Mas para isso, definimos o sistema em um
estado puro [¢(0)) = a|g) + V1 — a2|e), onde a € R. Assim, ®[ps(0)] é dado por

®[ps(0)] = Trg (U (ps(0) @ p(0))UT)
S R0, oo

sendo os operadores de Kraus K
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Koo = v/wol(|9)(g] + /1 = ple)e]) = MT \/w_\(lep] ’
o = va(mse = [ V7).
0 0 (3.7)
o= —vartvmiaa = |_ 2 o).
fow = VT a) il + e = [ D,

Com isso, podemos calcular o resultado da Eq. (3.6)

®lps(0)] = KoopsKiy + Korps Kby + Kiops Ky + Kups K]y
pwo + (1 — p)(wo + wy) a1 — a2\/T = p(wy + wy)
B [a\/(l —a?y/(1—p))(wo +w1) —pwo+ [(1—a?) + a?p](wo + wl)] (3.8)
_ [a2 +p(wy —a?) aVl—a?/T—p
VT=ETTF 1 [+ pluo — )

Da mesma forma, analisaremos o canal quéntico que leva o estado inicial pg(0) para o
estado final A[pg(0)]. Como o estado inicial do sistema é puro, os operadores de Kraus na base

do ambiente sera L;, como demonstrado abaixo

Alpg(0)] = Trs (U(ps(0) @ pp(0))U)

=3 Lupel0)E], o
k
onde
Lo = a|Eo)(Eo| + V1 — a2\/p|Ey) (Eo| + /1 — p|Ey) (B4 |
B [ o 0 ]
V1= a2 VI=p|’
i aVp o« P (3.10)

Ly = V1 —a?\/T = p|Eg)(Eo| — ay/p|Eo)(Er| + V1 = a?| Ey) (B

_[Vi—e?yp —ayp
B 0 Vi—a?|’

Dessa forma encontramos A[pg(0)] como
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Alpp(0)] = [A/OPE[A/(T) + fjlpEﬂ
_ [(1 — pwo + (a®p)(wo +w1) V1 —a?/plwy — wi)
a1 — a2 /plwg —wy)  wi + pwy — &*p(wo + wy)
_ [ wo—p(wg—oz2) avl—az\/ﬁ(wo—wl)] .
a1 —a?/plwg —wy) 1= [wy— p(wy — o?)]

(3.11)

As evolugdes temporais do sistema S e do ambiente E sdo descritas considerando a
probabilidade de uma transicdo quantica por unidade de tempo I, de forma que p = 'At < 1
para um curto periodo de tempo At. As evolucdes do sistema e do ambiente apés um tempo
t = nAt sdo dadas pela aplica¢do sucessiva do mapa n vezes, ou seja, ps(t) = ®"[ps(0)] e
pe(t) = A"[pr(0)]. Com isso a probabilidade de manutenc@o dos estados passa valer para todas
as n aplicagdes. Dessa forma (1 —p) passaaser (1 —p)" = (1—TAt)" = (1— )", sendo que,
para n tendendo a infinito, podemos utilizar o limite fundamental exponencial, de tal forma que
limy, o0 (1 — E)" = 7 Jogo p = (1 — e™1)

(B.8) e (3.11)) como

. Dessa forma podemos reescrever as equagdes

ps(t):[a +(1—e*t)(w0—a) amm ]’

av/1—a2Ve Tt 1—[a® 4+ (1 — e ") (wy — a?)] (3.12)
| wo— (A=) (wo—a?) avl—a?V1—eTHwy —w)
pi(t) = [a\/l —a2V1 —e T wy —wy) 1—[wy— (1 —e 1) (wy — 042)]] ' ©.13)

Notamos na Eq. (3.12)) que na diagonal secundaria ndo hd termos relacionados com a matriz
densidade do ambiente £/, ou seja, esses termos tendem a diminuir com o tempo, mostrando que
a coeréncia do sistema decresce a uma taxa que, em principio, independente da temperatura do
ambiente.

3.2.1 Termodinamica do modelo

Com base nos operadores densidade do sistema e do ambiente, bem como dos seus
respectivos hamiltonianos, podemos calcular os autovalores e autovetores. Isso nos permite
encontrar as propriedades termodinamicas durante o processo de interacdo através das equagdes
(2.29) a (2.31) vistas na se¢do 2.4 do capitulo [ Para realizar esses cdlculos, definiremos os
valores dos pardmetros «, /3, wy e wy. Como observado nas equagdes e (3.13), quando
a = 0 e 1, as diagonais secunddrias se anulam, ou seja, ndo hd variacdo de coeréncia. Portanto,
é interessante defini-lo como a = 1/+/2, também consideramos 3 = 1/(FE, — E,), wo =~ 0,73 ¢

consequentemente, w; ~ 0, 27. Dessa forma, os autovalores encontrados para ®[ps(t)] foram:
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po(t) = 5 (1 —Qp), (3.14)

pi(t) ~

N~ DN~

(1+9Q,), (3.15)

sendo 2, = e~*y /et +0,21(1 — €')2, e autovetores

el +
ko (1)) = —e\/%>, (3.16)
|k (1)) = ez xlg) +1e) (.17

onde xo = 0,46(e" — 1) — Q, e x1 = 0,46(e’ — 1) + Q,. Para A[pg(t)], encontramos os
autovalores
>\O(t) ~ (1 — e*tQ)\), (318)

M(t) = =(1+e7'), (3.19)

N~ DN~

com €2, = /0,21(1 — e~ + €?!), e autovetores

o) P DAL,

() ~ 1)‘E°>5+ /1= ctb), 3.21)

onde § = /(1 — e *)(1 + (et — 1)~1(4,73e7(0,46 + 2))?)).
Conforme observado nos hamiltonianos tanto do sistema quanto do ambiente, os seus

(3.20)

autovalores sdo independentes do tempo. Com isso, utilizando a equagdo (2.30), concluimos
que Ws(t) = Wg(t) = 0. Além disso, as figuras (13]a) e (13]b) mostram a evolugdo do calor
trocado, energia coerente e energia interna do sistema e do ambiente, respectivamente.
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Figura 13: Evolucdo das propriedades termodinamica do sistema e ambiente

/f 02f
4 A@

o

5 5 -
o s () "5 0151 pe (1)
H\J/ 01F —Energia Coerente || E\J/ —Energia Coerente
g —— Calor g ——Calor
g Energia Interna ? 0.1 Energia Interna
w 02 i
0.05 1
0.3
0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t t
(a) (b)

A evolugdo temporal do calor trocado, energia interna e energia coerente do sistema S (a) e do ambiente
FE (b), interagindo através do canal de amortecimento de amplitude. Por simplicidade, assumimos I' = 1.
Fonte: Autoria prépria

Notamos, a partir dos graficos que AUs(t) = —AUg(t), o que é esperado tendo em vista
que S e F estdo em um sistema composto S F fechado, e que a unitaria U é uma operacao que
conserva a energia total. Também € possivel observar um fluxo de energia coerente, que sai
do sistema para o ambiente, mostrando que o sistema estd sofrendo decoeréncia. O calor, que
estd associado com a troca de energia acompanhada por variagdo de entropia, aumenta nos dois
sistemas. Podemos perceber que, curiosamente, os subsistemas absorvem energia acompanhada
de variacdo de entropia, que definimos como calor, o que do ponto de vista cldssico causa
estranheza, ja que, como discutido anteriormente, toda energia térmica que o sistema ganha,
o ambiente deve perder, porém isso apenas no regime de acoplamento fraco, onde podemos
desprezar a energia de interacdo, no regime de acoplamento forte, que é o caso, devemos levar

em consideracao a contribui¢do da energia de interagdo.
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Figura 14: Evolucdo da entropia e norma da coeréncia

Norma da coeréncia
. —Clpg )]
——Clpg (]
0.6
Entropia 1 04r
—S[pg(t)]
——Slpe] [ 0.2
Slrge(®)]
n 0 . . . . .
5 6 0 1 2 3 4 5 6
t t
(@) (b)

(a) Entropia do sistema, ambiente e do sistema composto. Note que, a entropia do sistema composto
é constante, ¢ a soma das entropias dos sues subsistemas respeita a propriedade de subaditividade. (b)
Norma L1 de coeréncia para o sistema S e o ambiente £, sendo que os perfis das curvas estdo de acordo
com os resultados para a energia coerente. Para essa situagcdo, assumimos I' = 1. Fonte: Autoria prépria

Vemos na Fig. (I4]a) que a entropia aumenta para os dois sistemas, mas ainda assim
respeita a propriedade de subaditividade, ou seja, a soma das entropias dos subsistemas &
maior ou igual a entropia do sistema composto (NIELSEN; CHUANG, 2002). Também
percebemos que a entropia do sistema composto é constante, ja que a entropia € invariante por
transformagdes unitérias, logo S[pse(t)] = S[Upse(0)UT] = S[pse(0)] = S[ps(0) @ pg(0)].
Além disso, a entropia para sistemas descorrelacionados € aditiva, entdo S[ps(0) ® pr(0)] =
Slps(0)]+ S[pe(0)] = S[pr(0)] ~ 0,84. Com relagdo a Fig. (14]b), foi utilizada a norma (1 de
coeréncia, que € uma medida da coeréncia quéntica de um estado denotado por Cpy = . |pijl-
Essa medida € calculada como a soma dos valores absolutos dos elementos fora da diagonal
principal da matriz de densidade do sistema (BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, [2014).

Figura 15: Negatividade e concorréncia em fungdo do tempo

T T
Concorréncia
—— Concorréncia |

0.1

Negatividade
—N(pgg) || 0.2+

0.08 -

0.06 - 015¢
0.1

0.05

(@) (b)

Percebemos a semelhanca no perfil da negatividade (a) e da concorréncia (b), onde o pico do
emaranhamento ocorre em uma unidade de 1/I", quando apds isso ela s6 diminui com o tempo. Fonte:
Autoria propria
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Para quantificar as correlacdes quanticas, utilizamos dois métodos: a negatividade e a
concorréncia. Notamos na Fig. (I5) que hd uma semelhanca entre os perfis da negatividade
e concorréncia. Percebemos que inicialmente o sistema e o ambiente estdo descorrelacionados,
quando logo de inicio a correlagdo quantica entre eles aumenta até atingir um pico no tempo de

aproximadamente uma unidade de 1/I". Ap6s isso, a correlagdo diminui assintoticamente.
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Capitulo IV

Conclusao

O foco deste trabalho foi realizar uma andlise das propriedades termodindmicas, como calor,
trabalho, energia interna e energia coerente, de um sistema de dois niveis acoplado com um
ambiente térmico, com €énfase no comportamento da energia coerente advinda de uma definicao
mais geral da primeira lei da termodinamica quéntica. Apesar de sistemas quanticos fechados
nos proporcionar diversos resultados, encontramos comumente na natureza sistemas quanticos
abertos, cujo estudo nos auxilia na compreensdo de como o comportamento macroscopico
emerge a partir de uma fundamentacido quéntica da natureza, além de nos esclarecer como
mitigar os efeitos da decoeréncia, que vem a ser o maior obstaculo na construgdo de tecnologias
quanticas.

No capitulo [, apresentamos os conceitos bdsicos da mecanica quantica necessdrios para o
desenvolvimento e compreensdo do trabalho, como os sistemas de dois niveis, sistemas abertos
e o formalismo de matriz densidade, além de operacdes quanticas, entropia e informagdo. No
capitulo [IIL discutimos a primeira lei da termodinamica, tanto no d&mbito cldssico quanto no
quantico, destacando como a energia coerente se manifesta a partir da primeira lei e como a
coeréncia estd relacionada a isso. No capitulo [lII, apresentamos o sistema utilizado no estudo
e como ele interage com o ambiente. Especificamente, analisamos os processos energéticos
que ocorrem quando o sistema estd acoplado a um ambiente térmico. A evolugdo do sistema
composto € descrita por uma transformacao unitdria e as propriedades termodindmicas foram
estudadas a partir de uma definicdo mais geral da primeira lei da termodinamica quantica.

Por fim, através de toda fundamentagcdo tedrica apresentada e do estudo realizado,
apresentamos novas investigacoes sobre o conceito de energia coerente, recentemente proposto,
e confirmamos que € de fato um tipo de energia que é trocada com o meio externo apenas quando
a coeréncia quantica entre os seus autoestados de energia varia. A apresentacdo da primeira lei
da termodinamica quantica nesse formato se mostra mais inteligivel principalmente quando
tratamos de uma dindmica em que o operador densidade do sistema em algum momento nao

comuta com o seu hamiltoniano.
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