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Resumo

Biofóton é uma radiação eletromagnética emitida por sistemas biológicos. É um pa-

cote de ondas que contém valor informacional, capaz de modular as atividades fisiológicas

das células e dos sistemas vivos. Se compararmos os resultados teóricos da emissão de

fótons por um campo térmico caótico e de um campo completamente coerente com dados

experimentais, encontramos indicações de que biofótons se originam de campos coerentes

ocorrendo em tecidos vivos. Com o propósito de investigar mais informações a respeito

deste tema, é possível realizar uma descrição clássica e quântica, considerando a hamilto-

niana do biofóton e utilizando as equações de Maxwell e os invariantes dinâmicos clássicos

dependentes do tempo. Além disso, realizamos uma investigação a respeito da relação en-

tre os estados coerentes e o sistema do biofóton. Com esta abordagem investigamos a

dinâmica eletromagnética do biofóton e verificar que os campos eletromagnéticos não de-

caem exponencialmente e como os estados coerentes se relacionam intrinsecamente com

o sistema dos biofótons. Neste sentido, sabendo da importância científica do estudo do

biofóton e dos invariantes quânticos, não só na física, mas também em diversas áreas do

conhecimento, a investigação de suas propriedades através dos métodos já citados, pode-

rão contribuir com o conhecimento a respeito do tema, gerando aplicabilidade em diversas

áreas.

Palavras-chaves: Biofóton, física quântica, invariantes dinâmicos, estados coerentes,

campos eletromagnéticos.



Abstract

Biophoton is an electromagnetic radiation emitted by biological systems. It consists

of waves packet carrying informational value, capable of modulating the physiological

activities of cells and living systems. When comparing the theoretical results of photon

emission from a chaotic thermal field and a completely coherent field with experimental

data, there are indications that biophotons originate from coherent fields occurring in

living tissues. In order to investigate further information about this topic, a classical and

quantum description was performed, considering the biophoton’s Hamiltonian and using

Maxwell’s equations and classical time-dependent dynamic invariants. Additionally, an

investigation was conducted regarding the relationship between coherent states and the

biophoton system. This approach allowed for the exploration of electromagnetic dyna-

mics of biophotons to verify that the electromagnetic fields do not decay exponentially

and how coherent states are intrinsically related to the biophoton system. In this sense,

considering the scientific importance of the biophotons and quantum invariants, not only

in physics but also in various areas of knowledge, the investigation of their properties

through the aforementioned methods could contribute to knowledge on the subject, ge-

nerating applicability in various fields and consequently contributing to the advancement

of science and its technologies.

Keywords: Biophoton, quantum mechanics, dynamic invariants, coherent states, elec-

tromagnetic fields.
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1 Introdução

O termo biofóton designa a emissão espontânea e permanente de fótons pelos seres

vivos. Foi o biólogo russo Alexander Gurwitsch quem primeiro observou essa capacidade

dos sistemas biológicos, por meio de um experimento utilizando raízes de cebola, que

indicou o envolvimento de fótons na estimulação da divisão celular (GURWITSCH, 1922).

Basicamente, em duas raízes, separadas por uma placa de quartzo, a divisão celular na

ponta de uma raiz estimulou a divisão celular na outra, aumentando o número de mitoses

(NAGL; POPP, 1983). Este, se trata do primeiro experimento a sugerir que a emissão de

luz poderia ter um importante papel na comunicação biológica e estimulada.

As principais propriedades dos biofótons, como descritas em (POPP, 2003), são: a in-

tensidade é baixa, variando de poucos até algumas centenas de fótons/s.cm2, o que indica

que se trata de um fenômeno quântico; a distribuição espectral apresenta frequências defi-

nidas; a probabilidade de registrar uma certa quantidade de biofótons em um intervalo de

tempo, segue uma distribuição de Poisson; após a exposição à luz branca, os sistemas bi-

ológicos apresentam uma luminescência retardada que diminui lentamente para a emissão

espontânea de biofótons, seguindo uma função hiperbólica; a emissão de biofótons apre-

senta a dependência da temperatura típica das funções biológicas; reações de estresse são

geralmente indicadas por um aumento na emissão de biofótons; o estado conformacional

do ácido desoxirribonucleico parece influenciar na emissão de biofótons, sendo a croma-

tina uma das principais fontes de biofótons (RATTEMEYER; POPP; NAGL, 1981); e

a distribuição de Poisson obtida na estatística de registro de fótons e a função hiper-

bólica no decréscimo da luminescência retardada são condições suficientes de um campo

eletromagnético de fótons totalmente coerente.

As propriedades físicas dos biofótons indicam que eles originam-se de estados comple-

tamente coerentes. A coerência é a propriedade na qual as subunidades de um sistema

atuam de maneira cooperativa. As unidades podem ser átomos, moléculas, feixes ópti-

cos ou outras estruturas complexas e não precisam ser idênticas, podendo pertencer a

diferentes subestruturas de um sistema. As ações de uma unidade coerente podem ser a
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obtenção de um valor definido de alguma propriedade, como por exemplo, a fase de um

campo elétrico, a emissão de fótons ou uma resposta específica a um estímulo. Os biofó-

tons apresentam propriedades que podem ser atribuídas às ações cooperativas de muitas

unidades emissoras de fótons. Além disso, a interação que gera sua emissão, pode ser des-

crita por meio de vários modelos físicos associados à termodinâmica, à física estatística

de não-equilíbrio, à teoria do caos, aos estados coerentes de óptica quântica, à teoria de

radiação cooperativa e à eletrodinâmica quântica de cavidade.

Por causa da baixa intensidade na emissão de fótons, medidas diretas da estatística

desta radiação são muito difíceis. No entanto, de acordo com considerações teóricas

(POPP, 1979; LI; POPP, 1983; LI; POPP et al., 1983), o acoplamento entre o campo de

biofótons e o genoma da célula deve resultar em decaimento hiperbólico da emissão de

fótons induzida por radiação. Para desenvolver o modelo de acoplamento coerente entre

a luz emitida e o sistema biológico, Popp (LI; POPP, 1983) obteve a seguinte lei para

o decaimento da emissão de fótons induzida por radiação: I(t) = A∗(t + t0)
−β, onde t0

caracteriza o tempo de irradiação e A e β dependem do sistema considerado. Tal função

hiperbólica é consideravelmente diferente das funções exponenciais normalmente aplicadas

para a descrição dos decaimentos de fluorescência.

Os longos tempos de decaimento da emissão de fótons induzida por radiação de sis-

temas vivos foram previstos como consequência do fenômeno de armazenamento ativo

de fótons(NAGL; POPP, 1983). As primeiras medidas da emissão de fótons induzida

por radiação realizadas mostraram que as células vivas de fato exibem decaimentos de

longa duração (por volta de 1h) da emissão de luz após a iluminação (POPP, 1979). Este

fato suporta o conceito da componente coerente da emissão de fótons ser um portador de

informação intercelular (MAAMACHE; BOUNAMES; FERKOUS, 2006; POPP, 1981).

Neste trabalho, diferentemente do que têm se produzido a respeito do tema, baseado

na teoria de invariantes dependentes do tempo (LEWIS JR, 1967; LEWIS JR; RIESEN-

FELD, 1969), nós investigamos as dinâmicas eletromagnéticas clássicas e quânticas de

um biofóton. Escolhendo o gauge de Coulomb nós derivamos expressões exatas dos cam-

pos eletromagnéticos do sinal do biofóton. Além disso, fazendo uso da representação dos

estados de Fock nós resolvemos a equação de Schrödinger para nosso sistema e usamos

suas soluções para construir estados coerentes para o biofóton. Finalmente, nós usamos a

representação de Fock e estados coerentes para calcular algumas propriedades quânticas

do biofóton, como os valores esperados dos operadores momento e posição, suas flutuações

quânticas e principio de incerteza associado.
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Este trabalho está organizado da seguinte forma. No capítulo 2, tratamos do contexto

histórico associado ao biofóton, quais os principais experimentos que mostram a emissão

dos biofótons, sua importância para o avanço científico e suas propriedades. No capítulo 3

detalhamos o método de invariantes, revisamos como encontrar os autoestados, autovalo-

res e suas fases e sua aplicação ao oscilador harmônico simples. No capítulo 4 abordamos

o que é um estado coerente, também chamado de estado de incerteza mínima e como este

se comporta no contexto da física da matéria condensada. Finalmente, no capítulo 5 é

realizada uma descrição clássica e quântica associada ao biofóton através do método de

invariantes e observamos como o biofóton se comporta como um oscilador no contexto de

estado coerente. E por fim, concluímos o trabalho no capítulo 6.



2 Biofóton: Um breve histórico

O termo "biofóton" refere-se à emissão espontânea e contínua de fótons por organis-

mos vivos. Essa emissão manifesta-se em algumas centenas de fótons por segundo por

centímetro quadrado (fótons/s ·cm2) na faixa espectral que abrange pelo menos 260 a 800

nanômetros (nm) (POPP, 2003). As propriedades físicas dos biofótons, como detalha-

remos mais a frente, indicam que eles originam-se de estados completamente coerentes,

originando-se eventualmente de estados comprimidos. A área de aplicação dos biofótons,

denominada "Biofotônica", têm atuado de forma inovadora em alguns setores do desen-

volvimento humano, como por exemplo, para avaliar a qualidade dos alimentos (KARLO;

PRASAD; SINGH, 2022), identificar infecções microbianas (NOGUEIRA, 2020), com-

preender influências ambientais (ROUXEL et al., 2012), aplicar diagnósticos médicos

(MEGLINSKI, 2015) e etc.

Neste capítulo, realizamos uma breve revisão histórica do estudo dos biofótons, des-

tacando experimentos relevantes sobre o tema e suas principais propriedades.

2.1 Experimentos revelando emissão de biofótons

Nesta seção detalhamos brevemente dois principais experimentos realizados no século

passado que revelam a emissão de fótons por sistemas biológicos. Um deles usou raízes

de cebola (GURWITSCH, 1922) e observou o envolvimento de fótons na estimulação da

divisão celular. O outro, usou uma espécie de microcrustáceo aquático (POPP et al.,

1988) para medir a emissão de fótons. Adicionalmente, também discutimos um caso em

que células humanas foram analisadas com o mesmo propósito.
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2.1.1 Experimento com raízes de cebola: a primeira observação da emis-
são de biofótons

O biólogo russo Alexander Gurwitsch foi quem primeiro observou propriedades de

luminosidade nos sistemas biológicos na década de 1920 (GURWITSCH, 1922), por meio

de um experimento com raízes de cebola. Ele tentava resolver um dos grandes problemas

da biologia, que é a questão de como tecidos vivos transformam e transferem informações

sobre o tamanho e o formato de diferentes órgãos, já que reações químicas não contêm

padrões espaciais ou temporais em princípio. Essa foi a razão pela qual Gurwitsch olhou

para um "campo morfogenético" que poderia regular o crescimento e diferenciação celular.

O pesquisador usou o caule de uma raiz de cebola como "detector", e a ponta de outra,

muito próxima do detector, mas sem realmente tocá-lo, como um "indutor" (fig 2.1.1).

O objetivo era observar a taxa de divisão celular apenas na região do caule. Quando as

raízes foram separadas por uma placa de quartzo (que é transparente para luz UV de cerca

de 260nm), observou-se que a divisão celular ocorrida na ponta de uma raiz estimulou

a divisão celular na outra, resultando em um aumento no número de mitoses (taxa de

divisão celular). Esse experimento indicou o envolvimento dos fótons na estimulação da

divisão celular (POPP, 2003). O pesquisador chamou esta emissão de fótons de "radiação

mitogenética"e repetiu o experimento, com sucesso, para outros sistemas biológicos.

Figura 1: Arranjo do experimento de Gurwitsch com raízes de cebola. Fonte: (POPP,
2003).

O experimento pioneiro de Alexander Gurwitsch trouxe à tona a ideia de que a emissão

de luz desempenha um papel importante na comunicação biológica, estimulando assim

pesquisas sobre o potencial da radiação eletromagnética em induzir a divisão celular.
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Como evidenciado em (HAN; YANG; CHEN, 2011), o conceito de quantum refere-se

à menor quantidade de uma entidade envolvida em uma interação e esse conceito pode

abrir novas perspectivas para a comunicação nos sistemas biológicos. A relação entre

radiação eletromagnética e a quantização na transferência de energia sugere que a radiação

eletromagnética pode atuar como um novo mensageiro nas interações biológicas, com

diversos efeitos nos seres vivos.

Outros experimentos importantes foram realizados desde então, como experimentos

com Daphnia Magna Straus e com larvas de Chironomus, como destacado abaixo.

2.1.2 Experimento com Daphnia Magna Straus e larvas de Chironomus

Em (POPP et al., 1988) são revisados alguns experimentos relacionados aos biofótons.

Com Daphnia magna Straus (espécie de microcrustáceo aquático) (POPP, 1981). Os

autores destacam que, se compararmos os resultados teóricos da emissão de fótons por um

campo térmico caótico e de um campo completamente coerente com dados experimentais,

encontra-se indicações de que biofótons se originam de campos coerentes ocorrendo em

tecidos vivos. E uma prova direta pode ser vista na dinâmica de relaxação hiperbólica de

luminescência espectral retardada. Neste sentido, os autores descrevem o experimento,

como detalhado abaixo.

No experimento, Daphnia Magna Straus foram colocados em uma câmara escura em

água, a 18°C, dentro de um detector de fotocontagem. O número de dáfnias n foi alte-

rados de 1 à 90, sempre selecionando animais de tamanho aproximadamente igual. Após

cada alteração foi registrada a intensidade da emissão de fótons I (contagem/segundos).

Os resultados estão mostrados na figura 2.1.2. Eles compararam os dados com a curva

teórica I0(n), assumindo uma alta autoabsorção dentro do sistema, e levando em conta

também, que cada dahpnia contribui, na média, sempre com a mesma intensidade i0.

Mais precisamente a previsão teórica está de acordo com:

I0(n) =
i0F

f

(
1− exp

{
−nf
F

})
, (2.1)

onde F é a área superficial frontal coberta pela água, e f representa a maior área trans-

versal de uma daphnia (0.4cm2).

O resultado mostrado na figura 2.1.2 foi confirmado por experimentos similares com

larvas de Chironomus. Os resultados indicam que a intensidade dos fótons de todo o
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sistema foi significativamente diferente de suas partes individuais, levando sempre em

conta uma possível autoabsorção dentro do sistema, o que indica uma interação de longo

alcance semelhante à ressonância entre os animais e as plantas, correlacionada com a

emissão de biofótons.

Figura 2: Depois da inserção de n daphnia (n= 1,2,3... 90) dentro da cubeta na câmara
escura, a emissão de biofótons não segue a curva esperada I0(n). Fonte: (POPP et al.,
1988).

Em um outro experimento destacado em (POPP et al., 1988), em vez de Daphnia em

água, foram colocadas células humanas em meio incolor a 37°C. Devido à baixa intensidade

na emissão de fótons em seres biológicos, medidas diretas da estatística dessa radiação

são muito desafiadoras. Assim, as populações de células de diferentes densidades celulares

foram expostas a uma iluminação de luz branca de uma lâmpada de tungstênio de 150

W por 3 minutos. Para evitar erros sistemáticos as células foram agitadas continuamente

no meio e os números das células foram alterados aleatoriamente. A luz reemitida foi

registrada e a curva de decaimento desse brilho residual foi avaliada após o término da

excitação. As curvas de decaimento mostram uma concordância muito melhor com uma lei

hiperbólica do que com uma exponencial. Em concordância a isto, considerações teóricas

(POPP, 1981; LI; POPP, 1983; LI; POPP et al., 1983) sugerem que a existência de um

feedback no acoplamento entre o campo de biofótons e o genoma da célula resulta em um

decaimento hiperbólico da emissão de fótons induzida pela radiação. Em um modelo de
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acoplamento coerente entre a luz emitida e o sistema biológico desenvolvido pelos autores

em (LI; POPP et al., 1983; POPP et al., 1988), estes obtiveram a seguinte lei para o

decaimento da emissão de fótons induzida pela radiação:

I(t) = A ∗ (t+ t0)
−1/κ, (2.2)

onde, t0 representa o tempo de irradiação e A e β ≡ 1/κ são constantes que dependem do

sistema considerado. Além disso, eles descobriram que, na maioria dos casos, 1 < β < 3.

Essa função hiperbólica é consideravelmente diferente das funções exponenciais normal-

mente usadas para descrever o decaimento da fluorescência. Na figura 2.1.2, está plotado

o parâmetro de decaimento da aproximação hiperbólica de acordo com a equação anterior,

que é ajustada à dinâmica de relaxamento do ‘afterglow’ de diferentes suspensões de célu-

las após a exposição à iluminação fraca de luz branca, dependendo da densidade celular.

A figura exibe um caso típico de células do âmnio (curva inferior) e de uma forma maligna

dessas células, chamadas de células wish (curva superior), que apresentam uma depen-

dência oposta do parâmetro κ em comparação com a população de células não malignas.

As três medidas do lado direito da figura correspondem ao meio de nutrição isolado, que

é utilizado em experimentos ou culturas celulares que contém apenas os componentes

nutricionais essenciais, sem a presença de outros estímulos ou agentes externos.

Agora, de acordo com (TWAREQUE; GHIRARDI; FONDA, 1974), se um campo

completamente caótico é excitado, ele decai de acordo com uma dinâmica de relaxamento

exponencial. Essa característica exponencial surge de uma lei de semigrupo que resulta

em uma perda permanente da memória do sistema. Porém, sob as mesmas condições

(ergódicas), o decaimento exponencial se transforma em um decaimento hiperbólico assim

que um campo caótico se transforma em um campo coerente. E isto ocorre não apenas

na descrição clássica, mas também na descrição quântica (POPP, 1986).

Na próxima seção, descrevemos experimentos realizados mais recentemente.

2.2 Outros desenvolvimentos acerca dos biofótons

A coerência é uma propriedade em que as subunidades de um sistema atuam de

forma cooperativa. Essas unidades podem ser átomos, moléculas, feixes ópticos ou outras

estruturas complexas, e não precisam ser idênticas, podendo pertencer a diferentes subes-

truturas de um sistema. As ações de uma unidade coerente podem incluir a obtenção de
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Figura 3: Parâmetro de decaimento da aproximação hiperbólica de acordo com I(t) =
A ∗ (t + t0)

−1/κ, que é ajustada à dinâmica de relaxamento do ’afterglow’ de diferentes
suspensões de células após a exposição à iluminação fraca de luz branca, dependendo da
densidade celular. Fonte: (POPP et al., 1988).

um valor definido de alguma propriedade, como a fase de um campo elétrico, a emissão

de fótons ou uma resposta específica a um estímulo. Os biofótons apresentam proprieda-

des que sugerem a ação cooperativa de muitas unidades emissoras de fótons (IGNATOV

et al., 2014). A coerência descreve as correlações entre diferentes grandezas físicas em

uma única onda ou entre várias ondas ou pacotes de ondas. Portanto, no feixe de luz que

contém biofótons, eles vibram simultaneamente, transmitindo informações específicas do

sinal.

Um exemplo da transferência de informação por meio da emissão de fótons em seres

vivos pode ser observado em bactérias sulfurosas verdes (MARLETTO et al., 2018). Essas

bactérias são fotossintéticas e têm a notável capacidade de sobreviver em ambientes extre-

mos, onde a intensidade da luz cai para apenas algumas centenas de fótons por segundo.

Para lidar com essa escassez de luz, as bactérias desenvolveram clorossomos, que são com-

plexos de antenas capazes de absorver a luz e impulsionar reações químicas ao alcançarem

seu centro. Quando a luz é absorvida por esses complexos de antena, um exciton1 é cri-

ado, o qual então se desloca para uma placa de base proteica ligada ao clorossomo, e
1Um exciton é um par ligado de um elétron e um buraco (uma lacuna de carga positiva) que são

criados quando um fóton é absorvido por um material semicondutor.
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depois para o centro de reação, onde é utilizado para alimentar reações químicas. É uma

adaptação surpreendente que lhes permite aproveitar ao máximo a energia disponível em

condições extremas. Nesse sentido, recentemente foi conduzido um experimento com esse

tipo de bactéria (COLES et al., 2017).

Figura 4: Esquema do experimento com bactérias vivas fortemente acopladas à luz. A
molécula de corante (Trypan blue) é repelida pelas bactérias durante o experimento,
fornecendo uma evidência de que estão vivas. Fonte: (MARLETTO et al., 2018).

Cada bactéria abriga aproximadamente 200 clorossomos, nos quais o empacotamento

denso das moléculas e seus elevados momentos de dipolo resultam em forças osciladoras

intensas, tornando as bactérias (e a matéria orgânica em geral) excelentes candidatas

para um acoplamento robusto entre ’excitons’ e fótons. Com dimensões da ordem de

2µm× 500nm, essas estruturas podem ser incorporadas em microcavidades ópticas de di-

mensões micrométricas, apresentando modos de energia bem definidos. A condição para

acoplamento forte é atendida quando a fuga de luz aprisionada na microcavidade ocorre

lentamente em comparação com a taxa de troca de energia entre a luz e as bactérias.

Isso acarreta em uma modificação no espectro de energia tanto para o exciton quanto

para os modos da cavidade, originando novos níveis de energia associados a excitações

denominadas polaritons, resultantes do acoplamento entre os excitons e a luz. No estudo

conduzido por Coles et al. (COLES et al., 2017), o espectro de transmissão das bactérias

acopladas aos modos de cavidade foi analisado sob iluminação com luz branca. Esse pro-

cedimento revelou dois picos distintos, correspondentes aos "ramos polariton", exibindo

energias inferiores e superiores em comparação com as energias dos excitons não acopla-
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dos. A chamada "Rabi splitting" refere-se à diferença de energia entre esses dois picos

quando os modos de cavidade e exciton não acoplados teriam a mesma energia (detuning

zero). O critério para acoplamento forte é que o "Rabi splitting"seja maior do que a

soma das energias de fóton e exciton não acopladas; esse requisito é equivalente à taxa de

troca de energia sendo mais rápida do que o desfasamento do sistema. Essa condição foi

confirmada experimentalmente (COLES et al., 2017).

Em (MARLETTO et al., 2018) é feito uma modelagem do experimento conduzido

em (COLES et al., 2017) usando o modelo de Dicke. A análise revelou uma descoberta

intrigante: quando a bactéria e a luz são tratadas de forma quântica, ocorre um forte

acoplamento que sugere a existência de emaranhamento quântico entre as bactérias (mo-

deladas como dipolos) e a luz quantizada (modelada como um único oscilador harmônico

quântico). É importante destacar que o emaranhamento ocorre quando grupos de par-

tículas ou ondas são gerados ou interagem, resultando em um estado quântico coletivo

que não pode ser descrito independentemente dos estados individuais. Isso significa que

o comportamento quântico desses sistemas depende do conjunto como um todo, e não de

suas partes isoladas. Para demonstrar o emaranhamento foram usados "testemunhas de

emaranhamento", que são observáveis físicos que reagem de maneira diferente aos estados

emaranhados. Neste caso, com a modelagem considerada, a testemunha foi simplesmente

a energia do sistema. Essa descoberta proporciona uma compreensão mais profunda da

complexa interação entre sistemas biológicos e fenômenos quânticos, abrindo caminho

para novas investigações sobre os efeitos quânticos na vida e nos sistemas biológicos.

Outro experimento recente foi conduzido com proteínas fluorescentes verdes, que são

responsáveis pela bioluminescência (SHI; KUMAR; LEE, 2017). Os autores enfatizam

que o recente desenvolvimento de técnicas espectroscópicas baseadas em estados quânti-

cos da luz pode precipitar muitos avanços na observação e controle das interações entre

luz e matéria em materiais biológicos em um nível quântico fundamental. Por essa razão,

a geração de luz emaranhada em proteínas fluorescentes produzidas biologicamente seria

promissora devido à sua biocompatibilidade. Neste trabalho, os autores demonstram a

geração de um estado de dois fótons emaranhados em polarização, por meio de mistura

espontânea de quatro ondas em proteínas fluorescentes verdes aprimoradas. A matriz de

densidade reconstruída indica que o estado emaranhado está sujeito a decoerência origi-

nada da absorção de dois fótons. Nesse experimento, os fótons emitidos pelas moléculas

fluorescentes foram entrelaçados dentro desta proteína, que tem uma estrutura em forma

de barril. A técnica utilizada foi a "mistura de quatro ondas", na qual três feixes de luz

são combinados em um meio não-linear para gerar um quarto feixe de luz. Foi obtido um
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emaranhamento de polarização entre pares de fótons, um fenômeno que revela uma forte

conexão entre as direções de oscilação das ondas de luz. O emaranhamento de polarização

foi protegido pela estrutura em forma de barril que envolve as moléculas fluorescentes.

Essa proteção proporcionada pela estrutura foi capaz de evitar a decoerência, um processo

que pode prejudicar o emaranhamento quântico.

Ainda podemos destacar outro exemplo de transferência de informação através de

biofótons, agora, em seres mais complexos é o que ocorre no sistema de navegação espacial

dos pássaros (KRISHNAN, 2016). A incidência de luz nos olhos das aves pode resultar na

quebra de ligações químicas, formando pares de radicais livres com spins bem definidos,

também conhecidos como momentos magnéticos. Esses radicais livres são gerados por

reações dentro de uma proteína chamada criptocromo. Esses pares de radicais livres

podem se acoplar de duas formas diferentes, dependendo da orientação de seus spins: o

estado "singleto"e o estado "tripleto". No estado singleto, os spins dos radicais estão

em direções opostas, enquanto no estado tripleto, os spins estão em direções próximas

ao paralelo. Os elétrons podem estar emaranhados entre si, ocupando um desses dois

estados. Essas transições entre os estados produzem uma oscilação quântica coerente que

persiste por alguns micro-segundos.

Essa interação entre os estados singleto e tripleto dos radicais influencia a sinalização

neural na retina das aves, fornecendo a base para a magneto-recepção. A continuidade

desses processos pode afetar a sinalização neural e a conformação da proteína, desempe-

nhando um papel importante na percepção magnética das aves. Esse sistema de pares

de radicais livres é altamente instável, com um curto tempo de vida de aproximadamente

100 microssegundos. Durante esse breve período de tempo, o par radical assume um dos

dois estados possíveis, criando um estado de emaranhamento quântico entre as moléculas

de criptocromo. A suspeita é a de que o campo magnético da Terra afeta a quantidade de

tempo que as moléculas passam em qualquer um dos estados. As mudanças na duração

desses estados, de alguma forma, podem informar ao pássaro onde ele está.

Podemos citar estudos mais recentes, como o trabalho de (BENFATTO et al., 2023),

em que é feita a observação da emissão de sementes em germinação usando uma técnica

experimental projetada para detectar luz de intensidade extremamente pequena; ou o

(SEFATI et al., 2023), onde é realizado um experimento envolvendo a detecção de emissão

de fótons ultrafracos do hipocampo de cérebros de ratos machos e encontra correlações

significativas entre a doença de Alzheimer, declínio da memória, estresse oxidativo e a

intensidade da emissão espontânea de fótons pelo hipocampo.
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2.3 As principais propriedades dos biofótons

Nagl e Popp (NAGL; POPP, 1983) previram que o fenômeno de armazenamento ativo

de fótons em sistemas vivos, geram, como consequência, longos tempos no decaimento da

emissão de fótons induzida pela radiação. As primeiras medições dessa emissão, realiza-

das por Popp (POPP, 1979), mostraram que as células vivas de fato exibem decaimentos

de longa duração (aproximadamente 1 hora) da emissão de luz após a iluminação. Esse

fato suporta o conceito de que a componente coerente da emissão de fótons carrega infor-

mações intercelulares (POPP, 1981). Além disso, (POPP et al., 1988) concluiu que uma

quimioluminescência caótica não reage de maneira muito sensível a influências externas

fracas, ao passo que um campo totalmente coerente, em princípio, responde a todas as

perturbações, mesmo de baixa amplitude. De fato, podem ser registradas sensibilidades

bastante elevadas. Portanto, podemos inferir que a hipótese de um campo totalmente

coerente para a emissão de fótons reflete de maneira mais precisa a realidade do que a

hipótese de uma quimioluminescência caótica.

Podemos agora, sumarizar as principais propriedades dos biofótons, como descritas

em (POPP, 2003). São elas:

• Intensidade baixa: a emissão varia de poucas a algumas centenas de fótons por

segundo por centímetro quadrado, indicando que se trata de um fenômeno quântico;

• Distribuição espectral definida: os biofótons apresentam frequências específicas em

sua distribuição espectral;

• Distribuição de Poisson: a probabilidade de registrar um determinado número de

biofótons em um intervalo de tempo segue uma distribuição de Poisson;

• Luminescência retardada: após a exposição à luz branca, os sistemas biológicos

apresentam uma luminescência retardada que diminui gradualmente, seguindo uma

função hiperbólica, até atingir a emissão espontânea de biofótons;

• Dependência da temperatura: a emissão de biofótons mostra uma relação caracte-

rística com a temperatura, típica das funções biológicas;

• Indicação de estresse: reações de estresse geralmente resultam em um aumento na

emissão de biofótons;

• Influência do estado conformacional do DNA: o estado conformacional do ácido

desoxirribonucleico (DNA) parece afetar a emissão de biofótons, sendo a cromatina
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uma das principais fontes desses biofótons;

• Coerência eletromagnética: a distribuição de Poisson na estatística de registro de

fótons e a função hiperbólica no decréscimo da luminescência retardada são con-

dições que indicam a presença de um campo eletromagnético de fótons totalmente

coerente.

Neste trabalho, nosso objetivo é buscar mais informações acerca das propriedades dos

biofótons, investigar os aspectos físicos relacionados ao campo eletromagnético associado

ao biofóton e fornecer uma descrição clássica e quântica desse fenômeno, utilizando a teoria

de invariantes dependentes do tempo desenvolvida por Lewis e Riesenfeld (LEWIS JR,

1967; LEWIS JR; RIESENFELD, 1969). No próximo capítulo, descreveremos o método

em questão, bem como sua aplicação à osciladores harmônicos dependentes do tempo.

Veremos a conexão entre os autoestados do operador invariante e as soluções da equação

de Schrödinger, assim como os autoestados e autovalores do operador invariante.



3 Invariantes dinâmicos dependentes
do tempo

3.1 Método de Lewis e Riesenfeld

O Método de Lewis e Riesenfeld (LEWIS JR; RIESENFELD, 1969; LEWIS JR, 1967)

foi escolhido para ser utilizado neste trabalho, por ser eficaz na resolução de problemas

em Mecânica Quântica relacionados a osciladores harmônicos dependentes do tempo, que

se assemelham ao comportamento do biofóton. E isto é feito através da utilização de

operadores invariantes explicitamente dependentes do tempo.

Estabelecemos, primeiramente, que o hamiltoniano H(t), é um operador que é função

explícita do tempo, e que I(t), é um operador invariante. Portanto, temos que:

O operador I(t) é hermitiano, não trivial e dependente explicitamente do tempo. Por

ser hermitiano, sabemos que: seus autovalores são reais; suas autofunções são ortogonais:∫
ψ∗
iψjdt = 0 (3.1)

e suas autofunções formam um conjunto completo. Além disso, o operador I(t) satisfaz

as condições:

dI

dt
=
∂I

∂t
+

1

iℏ
[I,H] = 0 (3.2)

e

I† = I (3.3)

ou

I = I∗T = IT . (3.4)
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Devemos destacar que, a matriz que representa o operador (3.3) é igual a sua trans-

posta conjugada.

Sabemos que em Mecânica Quântica, o estado de um sistema é determinado pela

função de onda ψ, enquanto no formalismo de Dirac o estado de um sistema, no instante

t é o vetor de estado |ψ(t)⟩. Sabendo que a evolução temporal desse vetor de estado é

governada pela equação de Schrödinger:

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H(t) |ψ(t)⟩ , (3.5)

podemos aplicar a equação (3.2) ao vetor de estado |ψ(t)⟩:

∂I

∂t
|ψ(t)⟩+ 1

iℏ
[I,H] |ψ(t)⟩ = 0, (3.6)

iℏ
∂I

∂t
|ψ(t)⟩+ [I,H] |ψ(t)⟩ = 0, (3.7)

sendo

[I,H] |ψ(t)⟩ = IH |ψ(t)⟩ −HI |ψ(t)⟩ (3.8)

e usando a relação (3.5) na equação acima, temos que:

[I,H] |ψ(t)⟩ = iℏ(I
∂

∂t
|ψ(t)⟩)−H(I |ψ(t)⟩). (3.9)

Substituindo este resultado na equação (3.7), resulta:

iℏ
∂I

∂t
|ψ(t)⟩+ iℏ(I

∂

∂t
|ψ(t)⟩)−H(I |ψ(t)⟩) = 0, (3.10)

iℏ
∂

∂t
(I |ψ(t)⟩) = H(I |ψ(t)⟩). (3.11)

Podemos então concluir: se o vetor de estado |ψ(t)⟩ é solução da equação de Schrö-

dinger, o vetor de estado resultante da aplicação do Invariante (I |ψ(t)⟩) também satisfaz

a equação de Schrödinger; este resultado é válido para qualquer operador invariante (já

que não o restringimos), mesmo os que envolvam a operação de derivada com respeito ao

tempo (LIMA, D. A. P. d. et al., 2014; LIMA, A. L. d. et al., 2008).
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Vamos então considerar que os nossos operadores invariantes não tem operadores com

derivadas temporais e calcular seus autoestados e autovalores.

3.2 Autoestados e autovalores do Operador Invariante I(t)

Como o operador Invariante é hermitiano, este faz parte de um conjunto completo de

observáveis que comutam; existe um conjunto completo de autoestados associados; seus

autovalores serão denotados por λ, com autoestado |λ,k; t⟩. Onde k são todos os números

quânticos necessários para especificar os autoestados.

A equação de autovalores para os autoestados do operador I(t) possui a forma:

I(t) |λ,k; t⟩ = λ |λ,k; t⟩ , (3.12)

com

⟨λ′,k′; t|λ,k; t⟩ = δλ′λδk′k. (3.13)

Os autoestados |λ,k; t⟩ são ortonormais e os autovalores λ são reais. Podemos mostrar

que os λs também são independentes do tempo.

Vamos submeter a equação (3.12) ao operador diferencial temporal, para encontrar a

relação de dependência entre o autovalor λ e o tempo:

∂I

∂t
|λ,k; t⟩+ I

∂

∂t
|λ,k; t⟩ = ∂λ

∂t
|λ,k; t⟩+ λ

∂

∂t
|λ,k; t⟩ . (3.14)

Agora, aplicando a relação (3.2) sobre |λ,k; t⟩, resulta:

∂I

∂t
|λ,k; t⟩+ 1

iℏ
[I,H] |λ,k; t⟩ = 0 (3.15)

obtemos:

iℏ
∂I

∂t
|λ,k; t⟩+ [I,H] |λ,k; t⟩ = 0,

iℏ
∂I

∂t
|λ,k; t⟩+ IH |λ,k; t⟩ −HI |λ,k; t⟩ = 0. (3.16)
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Assim, usando a equação (3.12), temos que:

iℏ
∂I

∂t
|λ,k; t⟩+ IH |λ,k; t⟩ − λH |λ,k; t⟩ = 0. (3.17)

Fazendo o produto escalar com o estado |λ′,k′; t⟩, temos que:

iℏ ⟨λ′,k′; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩+ ⟨λ′,k′; t| IH |λ,k; t⟩ − ⟨λ′,k′; t|λH |λ,k; t⟩ = 0,

iℏ ⟨λ′,k′; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩+ λ′ ⟨λ′,k′; t|H |λ,k; t⟩ − λ ⟨λ′,k′; t|H |λ,k; t⟩ = 0,

iℏ ⟨λ′,k′; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩+ (λ′ − λ) ⟨λ′,k′; t|H |λ,k; t⟩ = 0. (3.18)

Para λ′ = λ:

iℏ ⟨λ,k′; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩ = 0. (3.19)

Agora, fazendo o produto escalar da equação (3.14) com |λ,k; t⟩, obtemos:

⟨λ,k; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩+ ⟨λ,k; t| I ∂
∂t

|λ,k; t⟩ = ⟨λ,k; t| ∂λ
∂t

|λ,k; t⟩+ ⟨λ,k; t|λ ∂
∂t

|λ,k; t⟩ (3.20)

sendo ⟨λ,k; t| I ∂
∂t
|λ,k; t⟩ = ⟨λ,k; t|λ ∂

∂t
|λ,k; t⟩,

⟨λ,k; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩ = ⟨λ,k; t| ∂λ
∂t

|λ,k; t⟩ ,

∂λ

∂t
= ⟨λ,k; t| ∂I

∂t
|λ,k; t⟩ . (3.21)

Usando (3.19), vemos que:

∂λ

∂t
= 0. (3.22)

Dessa forma, concluímos que os autovalores de λ são independentes do tempo, bem

como, os autoestados devem ser dependentes do tempo. Na seção seguinte, vamos tentar

encontrar a conexão entre os autoestados do operador invariante e as soluções da equação

de Schrödinger.
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3.3 Conexão entre os autoestados do operador invariante e
as soluções da equação de Schrödinger

Para encontrar a conexão entre os autoestados do operador invariante e as soluções

da equação de Schrödinger, usaremos a equação (3.14), considerando o resultado (3.22):

∂I

∂t
|λ,k; t⟩+ I

∂

∂t
|λ,k; t⟩ = 0 + λ

∂

∂t
|λ,k; t⟩ , (3.23)

(λ− I)
∂

∂t
|λ,k; t⟩ = ∂I

∂t
|λ,k; t⟩ . (3.24)

Fazendo o produto escalar com o estado |λ′,k′; t⟩, teremos que

⟨λ′,k′; t| (λ− I)
∂

∂t
|λ,k; t⟩ = ⟨λ′,k′; t| ∂I

∂t
|λ,k; t⟩ , (3.25)

ou

λ ⟨λ′,k′; t| ∂
∂t

|λ,k; t⟩ − λ′ ⟨λ′,k′; t| ∂
∂t

|λ,k; t⟩ = ⟨λ′,k′; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩ . (3.26)

Reescrevendo a equação (3.18) para substituí-la na equação (3.26), obtemos:

⟨λ′,k′; t| ∂I
∂t

|λ,k; t⟩ = (λ− λ′)

iℏ
⟨λ′,k′; t|H |λ,k; t⟩ , (3.27)

agora, fazendo a substituição em (3.26):

iℏ(λ− λ′) ⟨λ′,k′; t| ∂
∂t

|λ,k; t⟩ = (λ− λ′) ⟨λ′,k′; t|H |λ,k; t⟩ . (3.28)

Para λ′ ̸= λ, temos que:

iℏ ⟨λ′,k′; t| ∂
∂t

|λ,k; t⟩ = ⟨λ′,k′; t|H |λ,k; t⟩ . (3.29)

Por outro lado, para λ′ = λ, temos que:

Se o resultado acima é válido para λ′ = λ, o autoestado |λ,k; t⟩ satisfaz a equação de

Schrödinger, e é uma solução especial para o vetor de estado |ψ(t)⟩.

As grandezas (com significado físico exato) calculadas por médias, usando a função

de onda, ψ, dependem da função vezes seu complexo conjugado. |ψ(t)⟩ e eiα |ψ(t)⟩ re-
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presentam o mesmo estado físico (α é um número real qualquer). Ou seja, a função de

onda normalizada é determinada unicamente a menos de uma constante, que chamamos

de fator de fase. Essa indeterminação não afeta os resultados físicos, já que:

⟨ψ ∗ (t)ψ(t)⟩ =
〈
e−iαψ∗(t)eiαψ(t)

〉
. (3.30)

Definindo um novo conjunto de autovetores do operador I(t) por uma transformação

de gauge, relacionado ao conjunto inicial, com um fator de fase qualquer dependente do

tempo:

|λ,k; t⟩α = eiαλk(t) |λ,k; t⟩ , (3.31)

onde, os autoestados |λ,k; t⟩ são ortonormais e αλk(t) são funções reais quaisquer, depen-

dentes do tempo.

Estabelecemos que o operador I(t) não contém operadores com derivação com relação

ao tempo; autoestados |λ,k; t⟩ são ortonormais (equação (3.13)) e |λ,k; t⟩α também serão;

a equação (3.29) também vale para elementos de matriz tomados em relação aos novos

autoestados.

Então, escolhendo as fases αλk(t) que satisfaçam a equação (3.29) para λ′ = λ, cada

novo autoestado satisfará a equação de Schrödinger:

ℏδkk′
dαλk

dt
= ⟨λ′,k′; t| (iℏ ∂

∂t
−H) |λ,k; t⟩ . (3.32)

Os estados |λ,k; t⟩ devem ser escolhidos de forma que o lado direito seja zero quando

k′ ̸= k; como iℏ ∂
∂t
−H é hermitiano, essa diagonalização é possível; assim, as funções de

fase αλk(t) satisfazem:

ℏ
dαλk

dt
= ⟨λ′,k′| (iℏ ∂

∂t
−H) |λ,k⟩ . (3.33)

A equação acima indica explicitamente as dependências do tempo. E como o novo

conjunto de autoestados |λ,k; t⟩α satisfaz a equação de Schrödinger, a solução geral fica:

|ψ(t)⟩ =
∑
λk

Cλke
iαλk(t) |λ,k; t⟩ , (3.34)

onde, |ψ(t)⟩ é o vetor de estado que é solução da equação de Schrödinger, Cλk são coefi-

cientes independentes do tempo e |λ,k; t⟩ são autoestados do operador I(t).
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Podemos aplicar o método de invariantes a osciladores harmônicos dependentes do

tempo, como veremos a seguir.

3.4 Aplicação do método de invariantes a osciladores harmô-
nicos dependentes do tempo

3.4.1 Operador Invariante na forma quadrática

Aplicaremos o Método de Invariantes a sistemas descritos como osciladores harmônicos

unidimensionais dependentes do tempo, devido a sua semelhança com o comportamento

do biofóton.

Consideremos uma partícula com pequenas oscilações e uma dimensão. O hamiltoni-

ano será da forma:

H(t) =
p2

2m
+
mω2(t)q2

2
, (3.35)

onde, p representa o momento canonicamente conjugado a q, q é a coordenada canônica,

m a massa e ω a frequência característica das oscilações.

Temos que p e q satisfazem: [q,p] = iℏ. O espectro de autovalores de energia é

inteiramente discreto.

As equações canônicas do movimento associado a equação (3.35) podem ser escritas

como:

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m
, (3.36)

ṗ = −∂H
∂q

= −mω2(t)q. (3.37)

A equação de movimento do sistema pode ser encontrada derivando a equação (3.36)

outra vez

q̈ =
ṗ

m
= −mω

2(t)q

m
= −ω2(t)q (3.38)

tal que,
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q̈ + ω2(t)q = 0. (3.39)

A equação (3.39) é conhecida como a equação de Mathieu-Hill e pode ser resolvida

se conhecida a expressão para ω(t). Porém, também podemos resolver encontrando au-

toestados inerentes ao nosso problema, para uma frequência ω(t) qualquer. Para isto,

aplicaremos o método de Operadores Invariantes a equação (3.35).

Vamos assumir que um operador I(t) assume a forma homogênea quadrática:

I =
1

2
[α(t)q2 + β(t)p2 + γ(t){q,p}+]. (3.40)

O valor 1/2 foi escolhido arbitrariamente por conveniência, α, β e γ são funções reais

no tempo, já que I(t) é hermitiano e {q,p}+ é o anticomutador entre p e q.

Derivaremos a equação anterior com relação ao tempo:

İ =
1

2
[(α̇q2 + α2qq̇) + (β̇p2 + β2pṗ) + γ̇{q,p}+ + γ

d

dt
(qp+ pq)],

İ =
1

2
[(α̇q2 + 2αqq̇) + (β̇p2 + 2βpṗ) + γ̇{q,p}+ + γ(2pq̇ + 2qṗ)]. (3.41)

Substituindo ṗ e q̇ na equação acima, obtemos:

İ =
1

2
[(α̇q2 + 2αq

p

m
) + (β̇p2 − 2βpmω2q) + γ̇{q,p}+ + 2γ

p2

m
− 2γq2mω2]. (3.42)

Isolando q2, p2 e {q,p}+, obtemos

İ =
1

2
[(α̇− 2γmω2)q2 + (β̇ +

2γ

m
)p2 + (γ̇ +

α

m
− βmω2){q,p}+]. (3.43)

Para que a relação (3.2) seja satisfeita, temos que:
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α̇ = 2γmω2, (3.44)

β̇ = −2γ

m
, (3.45)

γ̇ = − α

m
+ βmω2. (3.46)

Se conhecermos a expressão da função γ(t), I(t) ficará determinado, a menos da forma

de ω2(t). Apenas por conveniência, vamos introduzir a função σ(t), onde seu quadrado

seja uma função real dependente do tempo:

β(t) = σ2(t), (3.47)

β̇ = 2σ̇σ. (3.48)

A equação anterior pode ser substituída na equação (3.45) produzindo

2σ̇σ = −2γ

m
, (3.49)

γ = −mσ̇σ, (3.50)

γ̇ = −m(σ̈σ + σ̇2). (3.51)

A equação acima pode ser substituída em (3.46) resultando

−m(σ̈σ + σ̇2) = − α

m
+ σ2mω2,

m2(σ̈σ + σ̇2) = α− σ2m2ω2. (3.52)

Isolando α, obtemos:

α = m2(σ̈σ + σ̇2 + σ2ω2). (3.53)

Agora I(t) depende de σ(t). Para encontrá-lo, vamos derivar α:
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α̇ = m2(
...
σ σ + σ̈σ̇ + 2σ̇σ̈ + 2σσ̇ω2 + σ2ωω̇),

α̇ = m2(
...
σ σ + 3σ̈σ̇ + 2ωσ(σ̇ω + σω̇). (3.54)

Substituindo a equação (3.51) em (3.44), teremos:

α̇ = 2(−mσ̇σ)mω2 = −2m2ω2σ̇σ. (3.55)

Substituindo a equação acima na equação (3.54) encontramos

m2[
...
σ σ + 3σ̈σ̇ + 2ωσ(σ̇ω + σω̇ + ωσ̇)] = 0,

m2[
...
σ σ + 3σ̈σ̇ + 2ωσ(2σ̇ω + σω̇)] = 0, (3.56)

que pode ser reorganizada na forma:

m2(
...
σ σ + 2ωω̇σ2 + ω2σ̇σ + 3σ̈σ̇ + 3σσ̇ω2) = 0, (3.57)

onde ω2σ̇σ e 3σσ̇ω2 foram separados por conveniência para obter:

σ
d

dt
(m2σ̈ +m2ω2σ) + 3σ̇(m2σ̈ +m2ω2σ) = 0. (3.58)

Utilizaremos uma função auxiliar para resolver a equação acima:

η = m2σ̈ +m2ω2σ. (3.59)

Assim, a expressão (3.58) vai se tornar uma equação diferencial de primeira ordem:

ση̇ = −3σ̇η, (3.60)

cuja solução é:

η =
c2

σ3
, (3.61)
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onde, c2 é uma constante de integração.

Substituindo a solução na equação (3.59), obtemos:

c2

σ3
= m2σ̈ +m2ω2σ,

σ̈ =
c2

m2σ3
− ω2σ. (3.62)

Substituindo a equação acima na equação (3.53):

α = m2 c2

m2σ3
σ −m2ω2σ2 +m2σ̇2 + σ2ω2m2,

α = m2σ̇2 +
c2

σ2
. (3.63)

Substituindo α((3.63)), β((3.47)) e γ((3.51)) em I((3.40))

I =
1

2
[(m2σ̇2 +

c2

σ2
)q2 + σ2p2 −mσ̇σ{q,p}+],

I =
1

2
[m2σ̇2q2 +

c2

σ2
q2 + σ2p2 −mσ̇σqp−mσ̇σpq],

I =
1

2
[(
c

σ
)2q2 + (σp−mσ̇q)2], (3.64)

onde, a arbitrariedade pela constante c2 pode ser tirada com uma transformação de escala:

σ(t) = c1/2ρ(t). (3.65)

Assim, a equação (3.64) toma a forma:

I =
1

2
[(
1

ρ
)2q2 + (ρp−mρ̇q)2] (3.66)

e a equação (3.62) fica sob a forma da equação de vínculo que se segue:

ρ̈ =
1

m2ρ3
− ω2ρ. (3.67)

Observe que, como I(t) é hermitiano, escolhemos apenas as soluções reais da equação
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de vínculo; assim, qualquer solução dela pode ser utilizada para construir um operador

invariante como este (3.66).

Importante salientar que o operador Invariante nessa forma foi deduzido por Ermakov

(ERMAKOV, 1880), depois por Lewis, por isso é conhecido como Ermakov-Lewis.

Agora, podemos então determinar os autoestados e autovalores do operador I(t).

3.4.2 Determinação de autoestados e autovalores de I(t)

Para determinar os autoestados e autovalores de I(t), podemos começar definindo os

operadores de aniquilação a(t) e de criação a†(t):

a = (
1

2ℏ
)1/2[(

q

ρ
) + i(ρp−mρ̇q)], (3.68)

a† = (
1

2ℏ
)1/2[(

q

ρ
)− i(ρp−mρ̇q)], (3.69)

feitos dessa forma para que a(t) e a†(t) satisfaça a seguinte relação de comutação [a,a†] = 1:

[a,a†] = aa† − a†a

=
1

2ℏ
[(
q2

ρ2
− i

q

ρ
ρp+

q2

ρ
mρ̇i+

q

ρ
iρp+ ρ2p2 −mρ̇qρp− q2

ρ
mρ̇i−mρ̇qρp+m2ρ̇2q2)

−(
q2

ρ2
+ iρp

q

ρ
− imρ̇

q2

ρ
− iρp

q

ρ
+ ρ2p2 −mρ̇qρp+ i

q2

ρ
mρ̇− ρpmρ̇q +m2ρ̇2q2)]

=
1

2ℏ
(−2i[q,p]) = −iiℏ = 1.

Então, sendo a†a = 1
2ℏ(

q2

ρ2
+iqp−q2im ρ̇

ρ
−iqp+ρ2p2−mρ̇qρp+mq2 ρ̇

ρ
−mρqρ̇p+m2ρ̇2q2):

a†a = (
1

2ℏ
){(q

ρ
)2 + (ρp−mρ̇q)2 + i[q,p]},

a†a = (
1

2ℏ
){2I + iiℏ},

a†a =
1

2ℏ
(2I − ℏ),

então,
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a†a+
ℏ
2ℏ

=
2I

2ℏ
, (3.70)

tal que,

I(t) = ℏ(a†a+ 1/2). (3.71)

Agora, o problema de autovalores de I(t) fica reduzido ao problema de autovalores do

operador hermitiano N = a†a. Vamos encontrar os números n e vetores |n,t⟩ normalizados

com ⟨n,t|n,t⟩ = 1,

N |n,t⟩ = a†a |n,t⟩ = n |n,t⟩ , (3.72)

com n = 0,1,2..etc.

Relacionando I(t) a N(t), temos que:

I(t) = ℏ(N + 1/2). (3.73)

Os autoestados |λ,t⟩ de I(t) serão os mesmos de |n,t⟩ de N(t):

I |n,t⟩ = λn |n,t⟩ . (3.74)

O espectro de autovalores de I(t) será:

λn = (n+ 1/2)ℏ. (3.75)

Podemos também determinar as funções de fase do operador I(t). É o que faremos a

seguir.

3.4.3 Determinação das fases de I(t)

Iremos calcular agora, os elementos diagonais da matriz dos operadores H(t) e ∂
∂t

para

substituir na equação (3.33) e obter a determinação das funções de fase dos autoestados

|n,t⟩.
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Podemos escrever a equação (3.35) em termos dos operadores a((3.68)) e a†((3.32)).

Para isso, vamos começar fazendo a+ a† e a− a† para isolar p e q:

a+ a† = (
1

2ℏ
)1/2[2

q

ρ
]; (3.76)

a− a† = (
1

2ℏ
)1/2[2iρp− 2imρ̇q], (3.77)

=
2i√
2ℏ

(ρp−mρ̇q). (3.78)

Isolando q na equação (3.76):

q =

√
2ℏ
2

ρ(a+ a†) (3.79)

substituindo q na equação (4.73) obtemos:

a− a† = (
1

2ℏ
)1/2{2iρp− 2imρ̇[

√
2ℏ
2

ρ(a+ a†)]},

= (
1

2ℏ
)1/2[2iρp− 2imρ̇ρ(a+ a†)]. (3.80)

Isolando p na equação acima:

p =

√
2ℏ
2

[
(a− a†)

iρ
+mρ̇(a+ a†)]. (3.81)

Agora, podemos substituir p e q na Hamiltoniana da equação (3.35):
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H(t) =
1

2m

2ℏ
4
[
−i(a− a†)

ρ
+mρ̇(a+ a†)][

−i(a− a†)

ρ

+mρ̇(a+ a†)] +
mω2(t)

2

2ℏ
4
ρ2(a+ a†)2,

=
1

m

ℏ
4
[−(a− a†)2

ρ2
− imρ̇

ρ
(a− a†)(a+ a†)

− imρ̇

ρ
(a+ a†)(a− a†) +m2ρ̇2(a+ a†)2] +mω2(t)

ℏ
4
ρ2(a+ a†)2,

=
ℏ
4m

[−(a− a†)2

ρ2
− imρ̇

ρ
{a2 + [a,a†]− (a†)2 + a2 + [a,a†]− (a†)2}

+m2ρ̇2(a+ a†)2 +mω2(t)
ℏ
4
ρ2(a+ a†)2],

=
ℏ
4m

{− 1

ρ2
[a2 − {a,a†}+ + (a†)2] +

2imρ̇

ρ
[(a†)2 − a2]

+m2ρ̇2[a2 + {a,a†}+ + (a†)2] +m2ω2(t)ρ2[a2 + a,a†+ + (a†)2]}.

Assim, podemos obter que:

H(t) =
ℏ
4m

{−[
1

ρ2
− 2imρ̇

ρ
−m2ρ̇2 −m2ω2(t)ρ2](a†)2

− [
1

ρ2
+

2imρ̇

ρ
−m2ρ̇2 −m2ω2(t)ρ2]a2

+ [
1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2]{a,a†}+}.

(3.82)

Os termos de (a†)2 e a2 serão anulados quando aplicados a |n,t⟩:

a |n,t⟩ = n1/2 |n− 1,t⟩ , (3.83)

a2 |n,t⟩ = n |n− 1,t⟩ , (3.84)

⟨n,t| a2 |n,t⟩ = ⟨n,t|n |n− 1,t⟩ = n ⟨n,t|n− 1,t⟩ = 0, (3.85)

pois os vetores estão normalizados (⟨a|b⟩ = 0, se a ̸= b);

a† |n,t⟩ = (n+ 1)1/2 |n+ 1,t⟩ , (3.86)

(a†)2 |n,t⟩ = n+ 1 |n+ 1,t⟩ , (3.87)

⟨n,t| (a†)2 |n,t⟩ = ⟨n,t|n+ 1 |n+ 1,t⟩ = n+ 1 ⟨n,t|n+ 1,t⟩ = 0. (3.88)
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Restará o termo de {a,a†}+:

⟨n,t|H(t) |n,t⟩ = ℏ
4m

(
1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2) ⟨n,t| {a,a†}+ |n,t⟩ . (3.89)

Sendo,

{a,a†}+ = aa† + a†a+ (−a†a+ a†a) = 1 + 2a†a, (3.90)

da equação (3.72), temos que:

1 + 2a†a = 1 + 2N. (3.91)

Da equação (3.73):

I = ℏ(N + 1/2)

N =
I

ℏ
− 1/2 (3.92)

substituindo a relação (3.92) em (3.91), obtemos:

{a,a†}+ = 1 + 2N = 1 +
2I

ℏ
− 1 =

2I

ℏ
(3.93)

das equações (3.74) e (3.75), temos que:

⟨n,t|H(t) |n,t⟩ = ℏ
4m

2

ℏ
(
1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2) ⟨n,t| (n+ 1/2)ℏ |n,t⟩ ,

=
1

2m
(
1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2)(n+ 1/2)ℏ.

(3.94)

Como já visto, a matriz que representa o operador H(t) tem elementos não diagonais.

Busquemos agora obter os elementos diagonais da matriz do operador ∂
∂t

. Para isto,

derivaremos a equação (3.86) em relação ao tempo:

(
∂a†

∂t
+
a†∂

∂t
) |n,t⟩ = (n+ 1)1/2

∂

∂t
|n+ 1,t⟩ . (3.95)
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Fazendo o produto escalar com ⟨n+ 1,t|:

⟨n+ 1,t| (∂a
†

∂t
+
a†∂

∂t
) |n,t⟩ = (n+ 1)1/2 ⟨n+ 1,t| ∂

∂t
|n+ 1,t⟩ , (3.96)

ou

⟨n+ 1,t| ∂a
†

∂t
|n,t⟩+ ⟨n+ 1,t| a

†∂

∂t
|n,t⟩ = (n+ 1)1/2 ⟨n+ 1,t| ∂

∂t
|n+ 1,t⟩ , (3.97)

ou ainda

⟨n+ 1,t| ∂a
†

∂t
|n,t⟩+ (n+ 1)1/2 ⟨n,t| ∂

∂t
|n,t⟩ = (n+ 1)1/2 ⟨n+ 1,t| ∂

∂t
|n+ 1,t⟩ . (3.98)

Fazendo a mudança de variáveis n→ n− 1 ({n = n′ − 1;n′ = n+ 1}), obtemos:

⟨n′,t| ∂a
†

∂t
|n′ − 1,t⟩+

√
n′ ⟨n′ − 1,t| ∂

∂t
|n′ − 1,t⟩ =

√
n′ ⟨n′,t| ∂

∂t
|n′,t⟩ ,

⟨n,t| ∂a
†

∂t
|n− 1,t⟩+

√
n ⟨n− 1,t| ∂

∂t
|n− 1,t⟩ =

√
n ⟨n,t| ∂

∂t
|n,t⟩ ,

⟨n,t| ∂
∂t

|n,t⟩ = ⟨n− 1,t| ∂
∂t

|n− 1,t⟩+ 1√
n
⟨n,t| ∂a

†

∂t
|n− 1,t⟩ . (3.99)

Utilizaremos as variáveis dinâmicas p e q obtidas, anteriormente, em funções de a e

a†:

q =

√
2ℏ
2

ρ(a+ a†) = (
ℏ
2
)1/2ρ(a+ a†), (3.100)

p =

√
2ℏ
2

[
(a− a†)

iρ
+mρ̇(a+ a†)] = i(

ℏ
2
)1/2[(

1

ρ
− imρ̇)a† − (

1

ρ
+ imρ̇)a]. (3.101)

Derivando o operador de criação (3.69) com relação ao tempo:

∂a†

∂t
=

√
1

2ℏ
(−q ρ̇

ρ2
− iρ̇p+ imρ̈q), (3.102)

substituiremos as equações (3.100) e (3.101) na equação acima:
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∂a†

∂t
=

√
1

2ℏ
{−

√
ℏ
2

ρ̇

ρ
(a+ a†) +

√
ℏ
2
[(
ρ̇

ρ
− imρ̇2)a† − (

ρ̇

ρ
− imρ̇2)a] + imρ̈

√
ℏ
2
ρ(a+ a†)},

=
1

2
[(− ρ̇

ρ
− ρ̇

ρ
− imρ̇2 + imρ̇ρ)a+ (− ρ̇

ρ
+
ρ̇

ρ
− imρ̇2 + imρ̇ρ)a†],

(3.103)

portando

∂a†

∂t
=

1

2
{[−2ρ̇

ρ
+ im(ρ̇ρ− ρ̇2)]a+ im(ρ̇ρ− ρ̇2)a†}, (3.104)

então

⟨n,t| ∂a
†

∂t
|n− 1,t⟩ = 1

2
{[−2ρ̇

ρ
+ im(ρ̇ρ− ρ̇2)] ⟨n,t| a |n− 1,t⟩+ [im(ρ̇ρ− ρ̇2)] ⟨n,t| a† |n− 1,t⟩}

=
1

2
{[−2ρ̇

ρ
+ im(ρ̇ρ− ρ̇2)] ⟨n,t| (n− 1)1/2 |n− 1,t⟩+ [im(ρ̇ρ− ρ̇2)] ⟨n,t|n1/2 |n− 1,t⟩}

=

√
n

2
im(ρ̇ρ− ρ̇2).

(3.105)

Que ao ser substituído na relação (3.99), nos dá:

⟨n,t| ∂
∂t

|n,t⟩ = ⟨n− 1,t| ∂
∂t

|n− 1,t⟩+ im

2
(ρ̇ρ− ρ̇2), (3.106)

que pode ser escrito como:

⟨n,t| ∂
∂t

|n,t⟩ = ⟨0,t| ∂
∂t

|0,t⟩+ im

2
(ρ̇ρ− ρ̇2). (3.107)

Como o operador ∂
∂t

é não hermitiano, podemos observar que os elementos de matriz

desse operador devem ser imaginários puros.

Como não temos mais informações a respeito do termo ⟨0,t| ∂
∂t
|0,t⟩, assumimos, por

conveniência, que:

⟨0,t| ∂
∂t

|0,t⟩ = im

4
(ρ̇ρ− ρ̇2), (3.108)
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de forma que no limite em que ρ é constante, ⟨0,t| ∂
∂t
|0,t⟩ tende a zero. Consideramos,

portanto, que os elementos diagonais de matriz do operador ∂
∂t

serão dados por:

⟨n,t| ∂
∂t

|n,t⟩ = im

2
(ρ̇ρ− ρ̇2)(1/2 + n). (3.109)

Como calculamos os elementos diagonais de matriz dos operadores H(t) e ∂
∂t

, dados

pelas equações (3.94) e (3.109), podemos substituí-los na equação (3.32) para encontrar

a equação para as funções de fase do operador I(t):

dαn

dt
= −ℏm2

2m
(ρ̇ρ− ρ̇2)(n+ 1/2)− ℏ

2m
(
1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2)(n+ 1/2)

= − 1

2m
(mρρ̈−m2ρ̇2 +

1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2)(n+ 1/2)

= − 1

2m
(mρρ̈+

1

ρ2
+m2ω2(t)ρ2)(n+ 1/2). (3.110)

Com a condição de vínculo (3.67), podemos escrever ρ̈+ ω2ρ = 1
m2ρ3

, portanto:

dαn

dt
= − 1

2m
[m2ρ(

1

m2ρ3
) +

1

ρ2
](n+ 1/2)

= (− 1

2mρ2
− 1

2mρ2
)(n+ 1/2) =

1

mρ2
(n+ 1/2). (3.111)

As funções de fase também podem ser escritas na forma integral:

αn(t) = − 1

m
(n+ 1/2)

∫ t

0

dτ

ρ2(τ)
. (3.112)

Isso nos permite escrever que os autoestados de I(t) que satisfazem a equação de

Schrödinger para o Oscilador Harmônico dependente do tempo, serão dados por:

|ψn(t)⟩ = eiαn(t) |n,t⟩ , (3.113)

onde as fases αn(t) são dadas pela equação (3.112).

Então, poderemos escrever a solução geral da equação de Schrödinger (3.5) para o

operador hamiltoniano (3.35) como:
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|ψ(t)⟩ =
∑
n

Cne
iαn(t) |n,t⟩ , (3.114)

onde, os Cns são constantes.

Importante salientar que, a dependência temporal das soluções da equação de Schrö-

dinger também pode ser escrita em termos de um operador unitário U(t) que satisfaça as

condições:

|ψ(t)⟩ = U(t) |ψ(0)⟩ , (3.115)

iℏ
∂U

∂t
= H(t)U. (3.116)

Quando a hamiltoniana não depender do tempo, a solução da equação acima será:

∂U(t) = − i

ℏ
HU(t)dt,∫

∂U(t)

U(t)
= − i

ℏ
H

∫
dt,

lnU(t) = − i

ℏ
Ht,

U(t) = e−
i
ℏHt. (3.117)

Mas, no nosso caso, a hamiltoniana depende explicitamente do tempo. Ainda assim,

a evolução temporal dos autoestados de I(t), |n,t⟩, pode ser determinada (a partir da

equação (3.113)) como:

|n,t⟩ = e−iαn(t)U(t) |n,0⟩ , (3.118)

onde, em t = 0, U(t) = 1 e αn(0) = 0, de forma que os estados |ψ(0)⟩ e |n,0⟩ ficam iguais.

Agora que entendemos como funciona a aplicação do Método de Invariantes, no ca-

pítulo 5 utilizaremos (o mesmo) no estudo do comportamento do biofóton. Mas antes,

estudaremos o que é um estado de incerteza mínima e/ou um estado coerente.



4 Estados coerentes

Schrödinger estava procurando uma classe de estados da Mecânica Quântica que exi-

bissem o comportamento do oscilador harmônico clássico, quando descobriu os estados

coerentes do oscilador harmônico simples (RAY, 1982). Nesse estado, a energia média

do oscilador é igual à energia clássica (exceto no ponto zero) e as médias de q e p têm

as mesmas formas oscilatórias que no caso clássico, com fase definida. Era seu interesse

encontrar estados quânticos com propriedades semelhantes para potenciais diferentes do

oscilador harmônico. Estes estados coerentes começaram a receber atenção da comuni-

dade científica por volta de 1960, sendo utilizados para descrever o campo de radiação. Na

física, esses estados são também conhecidos como estados de incerteza mínima e estados

coerentes de Schrödinger (LOUISELL, 1973; WALLS; MILBURN et al., 1994).

O estado coerente de um oscilador de massa m e frequência angular ω foi introduzido

na literatura nas formas:

• os estados coerentes são gerados a partir do estado fundamental |0⟩ do oscilador

pelo operador de deslocamento D(α) = eαa
†−α∗a atuando sobre ele;

• estados coerentes são os autoestados do operador de aniquilação a;

• estados coerentes são estados mínimos de incerteza (∆x∆p = ℏ
2
) que possuem a pro-

priedade adicional ∆p = mω∆x (os demais são chamados de estados comprimidos).

Embora esteja se tratando de um oscilador mecânico, a teoria pode ser adaptada ao caso

de um modo do campo de radiação, definindo m = 1 e interpretando q como a coordenada

normal e p como sua derivada no tempo (WALLS; MILBURN, 1994; HOWARD; ROY,

1985).

Como discutimos no capítulo 2, quando comparados os resultados teóricos da emissão

de fótons por um campo térmico caótico e de um campo completamente coerente com

dados experimentais, encontra-se indicações de que biofótons se originam de campos coe-
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rentes ocorrendo em tecidos vivos. Assim, os biofótons devem ser tratados à luz da teoria

de estados coerentes (POPP, 1986).

Por isto, neste capítulo estudamos aspectos teóricos dos estados coerentes, que poste-

riormente serão aplicados ao hamiltoniano associado ao biofóton. Tratamos o caso simples

de um oscilador harmônico, que no vácuo, representa um estado coerente.

4.1 Teoria quântica de um oscilador harmônico

A equação de movimento de Newton para um oscilador harmônico clássico de massa

m e frequência angular ω é dada por:

q̈ + ω2q = 0. (4.1)

A solução da equação acima é:

q(t) = |A|cos(ωt− ϕ), (4.2)

que pode ser reescrita como:

q(t) =
1

2
Ae−iωt +

1

2
A∗eiωt, (4.3)

onde, A = |A|eiϕ.

Para discutir a teoria quântica do oscilador, consideramos o hamiltoniano:

H(t) =
p2(t)

2m
+
mω2q2(t)

2
, (4.4)

onde, q e p são canonicamente conjugados. Eles satisfazem a relação de comutação:

[q(t),p(t)] = iℏ. (4.5)

As equações de movimento de Heisenberg para q(t) e p(t) são:
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q̇(t) =
1

iℏ
[q(t),H] =

∂H

∂p
=
p(t)

m
, (4.6)

ṗ(t) =
1

iℏ
[p(t),H] = −∂H

∂q
= −mω2q(t), (4.7)

que quando combinados resultam na equação do oscilador harmônico:

q̈(t) =
ṗ(t)

m
, (4.8)

sabendo então que ṗ(t) = q̈(t)m = −mω2q(t), obtemos:

q̈(t) + ω2q(t) = 0. (4.9)

A teoria quântica de um oscilador é tratada em termos dos operadores a e a†. Em

analogia a equação (4.3), a solução da equação (4.9) pode ser escrita como:

q(t) = q0[ae
−iωt + a†eiωt], (4.10)

onde, a e a† são dois operadores adimensionais independentes do tempo, a† é o adjunto

hermitiano de a e o comprimento q0 é:

q0 =

√
ℏ

2mω
. (4.11)

O operador momento é:

p(t) = −mωq0[ae−iωt + a†eiωt]. (4.12)

Reescrevendo agora as equações (4.10) e (4.12) para obter a e a†:

q = (
ℏ

imω
)1/2(a† + a), (4.13)

p = i(
mℏω
2

)1/2(a† − a), (4.14)
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tal que,

a(t) =

√
1

2mℏω
[mωq(t) + ip(t)], (4.15)

a†(t) =

√
1

2mℏω
[mωq(t)− ip(t)]. (4.16)

Através das equações de Heisenberg para a(t) e a†(t), temos que:

ȧ(t) =
1

iℏ
[a(t),H] = −iωa(t), (4.17)

ȧ†(t) =
1

iℏ
[a†(t),H] = iωa†(t), (4.18)

que nos conduz em

a(t) = a(0)e−iωt, (4.19)

a†(t) = a†(0)eiωt, (4.20)

onde a(0) = a e a†(0) = a† em t = 0.

Notar também que através da relação de comutação (4.5), temos ainda:

[a(t),a†(t)] = [a,a†] = 1. (4.21)

Substituindo:

q =

√
ℏ
2ω

(a† + a), (4.22)

p = i

√
ℏω
2
(a† − a), (4.23)

em H = 1
2
(p2 + ω2q2). Temos que:

H =
1

2
ℏω[a(t)a†(t) + a†(t)a(t)]. (4.24)
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Usando a relação de comutação (4.21), na equação acima, obtemos:

H = ℏω(a†a+ 1/2). (4.25)

O operador N = a†a que é hermitiano, isto é, N = a†a = N †, é chamado de operador

numérico. Temos que,

[a,a†a] = [a,N ] = a, (4.26)

[a†,a†a] = [a†,N ] = −a†. (4.27)

Podemos então escrever:

Na = a(N − 1), (4.28)

Na† = a†(N + 1), (4.29)

assim, a hamiltoniana (4.25) pode ser reescrita como:

H = ℏω(N + 1/2)

N =
H

ℏω
− 1

2
(4.30)

como o operador numérico N comuta com H, podemos dizer que eles têm autoestados

simultâneos. Note que H e, portanto, N são observáveis.

Devido a conexão simples entre N e H, o problema de autovalor para H:

H |E⟩ = E |E⟩ , (4.31)

é inteiramente equivalente ao problema do autovalor para N , ou seja,

N |n⟩ = n |n⟩ , (4.32)

onde, os autoestados |n⟩ formam um conjunto ortonormal completo de vetores de base na
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representação N .

Se operarmos os dois lados de (4.28) e (4.29) em |n⟩ e usarmos (4.32), temos que:

N{a |n⟩} = (n− 1){a |n⟩}, (4.33)

N{a† |n⟩} = (n+ 1){a† |n⟩} (4.34)

ou seja, se |n⟩ é um autoestado de N com autovalor n, então a |n⟩ é um autoestado de

N com autovalor n − 1 e a† |n⟩ é um autoestado com autovalor n + 1. Podemos repetir

o processo e obter o autoestado a2 |n⟩ com autovalor n − 2, e (a†)2 |n⟩ com autovalor

n + 2. Esse processo pode continuar indefinidamente gerando um conjunto infinito de

autoestados e autovalores. Os ns só podem ser zero ou um número inteiro positivo.

Os autoestados gerados pela aplicação sucessiva de a(t) e a†(t) podem ser normalizados

da seguinte forma: como a2 |n⟩ é um autoestado de N com autovalor n − 1, a2 |n⟩ pode

diferir de |n− 1⟩ por uma constante. Assim,

a |n⟩ = Cn |n− 1⟩ . (4.35)

A norma é:

⟨n| a†a |n⟩ = n ⟨n|n⟩ = |Cn|2 ⟨n− 1|n− 1⟩ . (4.36)

Se ⟨n− 1|n− 1⟩ é normalizado para a unidade e escolhemos |Cn| =
√
n, então ⟨n|n⟩ =

1. A fase de Cn é arbitrária e nós a escolhemos como zero. Assim,

a |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ (4.37)

quando n = 0:

a |0⟩ = 0. (4.38)

De igual forma,

a† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ (4.39)
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daí, temos que, se aplicarmos o operador a† ao estado |0⟩ n vezes, geramos o estado |n⟩
dado por:

|n⟩ = (a†)n√
n!

|0⟩ . (4.40)

As relações de ortonormalidade são dadas por:

⟨n′|n⟩ = δn′n, (4.41)

e a relação de completeza é dada por:

∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n| = I, (4.42)

onde, I é o operador identidade.

Os autovalores da hamiltoniana (4.25) são dados por:

H |n⟩ = En |n⟩ , (4.43)

onde,

En = ℏω(n+ 1/2). (4.44)

Usando (4.42) podemos escrever qualquer estado |ψ⟩ e qualquer operador (atuando

no espaço de Hilbert do oscilador) em termos de |n⟩. Por exemplo,

|ψ⟩ =
∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n|ψ⟩ (4.45)

A =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

|n⟩ ⟨n|A |m⟩ ⟨m| (4.46)

em particular temos das equações (4.37) e (4.39), que:
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a†a =
∞∑
n=0

n |n⟩ ⟨n| (4.47)

a =
∞∑
n=0

√
n |n− 1⟩ ⟨n| (4.48)

a† =
∞∑
n=0

√
n+ 1 |n+ 1⟩ ⟨n| (4.49)

podemos usar a equação (4.41) para obter os elementos de matriz de a, a† e N , na repre-

sentação N :

⟨n′| a |0⟩ = 0, (4.50)

⟨n′| a |n′′⟩ =
√
n′′δn′,n′′−1, (4.51)

⟨n′| a† |n′′⟩ =
√
n′′ + 1δn′,n′′+1, (4.52)

⟨n′|N |n′′⟩ = n′′δn′n′′ . (4.53)

Um oscilador excitado no seu enésimo estado quântico, se comporta como uma coleção

de n indistinguíveis partículas de Bose. Por convenção, dizemos que a† cria (a destrói)

um estado quântico com energia ℏω.

Agora, vamos verificar que q0 dado pela equação (4.11) é o deslocamento do ponto

zero da raiz quadrada média. Das relações (4.19) e (4.20) podemos escrever a equação

(4.10) como:

q = q0(a
† + a) (4.54)

assim,

〈
q2
〉
= ⟨0| q2 |0⟩ = q20 ⟨0| (a† + a)2 |0⟩ , (4.55)

e, pela equação (4.22), temos:

〈
q2
〉
= (

ℏ
2mω

) ⟨0| (a† + a)2 |0⟩ , (4.56)

então, concluímos:
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q0 =

√
ℏ

2mω
. (4.57)

Para encontrar o valor esperado de q e p dados pelas equações (4.22) e (4.23) frente

as equações (4.48) e (4.49). Isto conduz à:

⟨n| q |n⟩ = ⟨n| p |n⟩ = 0, (4.58)

isso ocorre porque p e q são operadores não diagonais nessa representação numérica.

Assim, estes estados numéricos não são apropriados para uma transição ao limite clássico.

Chegamos a este resultado porque a fase é completamente indefinida enquanto o número

de excitação é especificado.

A incerteza em p e q é:

(∆q)2 =
〈
q2
〉
− ⟨q⟩2 (4.59)

(∆p)2 =
〈
p2
〉
− ⟨p⟩2 (4.60)

no estado |n⟩:

(∆q)2 = ⟨n| q2 |n⟩ − (⟨n| q |n⟩)2 = ⟨n| q2 |n⟩ , (4.61)

de p e q e da relação de comutação (4.21), obtemos:

(∆q)2 =
ℏ

2mω
⟨n| 2a†a+ 1 |n⟩ = ℏ

mω
(n+ 1/2) (4.62)

(∆p)2 = ⟨n| p2 |n⟩ − (⟨n| p |n⟩)2 = ⟨n| p2 |n⟩

=
mℏω
2

⟨n| 2a†a+ 1 |n⟩ = mℏω(n+ 1/2) (4.63)

de modo que devemos constatar:

(∆q)2(∆p)2 = ℏ2(n+ 1/2)2,

(∆q)(∆p) = ℏ(n+ 1/2). (4.64)
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Este resultado expressa o princípio da incerteza de Heisenberg para o número de

estados do oscilador. O estado de vácuo n = 0 de um oscilador harmônico, tem o menor

produto de incerteza de todos os estados numéricos, ℏ/2, e é considerado um estado de

incerteza mínima (HOWARD; ROY, 1987; CARRUTHERS; NIETO, 1965; GLAUBER,

1963), bem como o estado coerente que iremos definir a seguir.

4.2 Os estados coerentes

Usando a representação |n⟩ que satisfaz a equação de autovalor:

a†a |n⟩ = n |n⟩ , (4.65)

que formam um conjunto ortogonal completo de valores de base que descrevem um oscila-

dor harmônico, vamos mostrar que um estado coerente é um estado de pacote de onda de

incerteza mínima (NIETO; SIMMONS JR, 1979; LOUISELL, 1973; HARTLEY; RAY,

1982).

A saber, o autovetor do operador não hermitiano a como sendo um estado coerente.

Para encontrá-lo vamos resolver o problema de autovalor:

a |α⟩ = α |α⟩ . (4.66)

Para resolver a equação acima, usamos a relação de completeza para expandir |α⟩:

|α⟩ =
∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n|α⟩ ,

≡
∞∑
n=0

Cn(α) |n⟩ , (4.67)

considerando que Cn(α) = ⟨n|α⟩ é a transformação entre o número e as representações

coerentes do estado.

Note que a quantidade | ⟨n|α⟩ |2 dá a probabilidade de encontrar o oscilador com ener-

gia nℏω, se uma medição for feita quando o oscilador estiver no estado |α⟩. Substituindo

a equação (4.67) em (4.66) e usando (4.37), teremos:
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a |α⟩ =
∞∑
n=1

Cn(α)
√
n |n− 1⟩ =

∞∑
n=0

Cn(α) |n⟩ , (4.68)

onde, a primeira soma deve ir de 1 a ∞ pois o termo n = 0 dá zero. Então, vamos deslocar

os índices fazendo n→ n+ 1:

∞∑
n=0

Cn+1(α)
√
n+ 1 |n⟩ =

∞∑
n=0

αCn(α) |n⟩ (4.69)

como ⟨m|n⟩ = δnm, vamos multiplicar tudo por ⟨m|, para obter:

Cn+1(α)
√
n+ 1 = αCn(α), (4.70)

ou,

C1 =
α√
1
C0,

C2 =
α√
2
C1 =

α2

√
2
√
1
C0 =

α2

√
2!
C0,

C3 =
α√
3
C2 =

α3

√
3!
C0,

nos possibilitando escrever de uma forma generalizada:

Cn(α) =
αn

√
n!
C0. (4.71)

Portanto, vemos que:

|α⟩ = C0

∞∑
n=0

αn

√
n!

|n⟩ , (4.72)

escolhemos C0 de modo que

⟨α|α⟩ = 1 = |C0|2
∞∑
n=0

∞∑
m=0

α∗mαn

√
n!m!

⟨m|n⟩ = |C0|2
∞∑
n=0

(|α|2)n

n!
. (4.73)

Ao expandir ex em série de Taylor, temos:



4.2 Os estados coerentes 57

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
... =

∞∑
n=0

xn

n!
, (4.74)

então, a equação (4.73), se reduz à

⟨α|α⟩ = |C0|2e|α|
2

(4.75)

de |C0|2 = 1

e|α|2 , e (4.72):

⟨n|α⟩ = Cn(α) = e−
1
2
|α|2 |α|2√

n!
. (4.76)

O estado coerente é dado por:

|α⟩ = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

α2

√
n!

|n⟩ , (4.77)

usando a equação (4.40), teremos

|α⟩ = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

(αa†)n√
n!

|0⟩ , (4.78)

ou

|α⟩ = e−
1
2
|α|2eαa

† |0⟩ , (4.79)

onde, pudemos realizar a soma em n já que o "vácuo"(ou estado fundamental |0⟩) é

independente de n.

Note que,

| ⟨n|α⟩ |2 = e−|α|2 (|α|2)n

n!
, (4.80)

que representa uma distribuição de Poisson sobre os estados do número de fótons.

Normalizando em (4.78):
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⟨α| = e−
1
2
|α|2 ⟨0| eα∗a,

⟨α|α⟩ = e−|α|2 ⟨0| eα∗aeαa
† |0⟩ ,

⟨0| eα∗aeαa
† |0⟩ = e|α|

2

. (4.81)

Como a é não hermitiano, poderemos demonstrar que os autovetores (estados coeren-

tes |α⟩) não são ortogonais. Porém, muito úteis.

De (4.77) e seu adjunto, temos que:

⟨β|α⟩ = e−
1
2
(|α|2+|β|2)

∞∑
n=0

∞∑
m=0

β∗n
√
n!

αm

√
m!

⟨n|m⟩ ,

= e−
1
2
(|α|2+|β|2)

∞∑
n=0

(αβ∗)n

n!
,

= e−
1
2
(|α|2+|β|2)+αβ∗

, (4.82)

se os estados fossem ortogonais, este resultado daria zero para α ̸= β. Temos ainda:

| ⟨β|α⟩ |2 = e−
1
2
(|α|2+|β|2)+2αβ∗

= e−|α−β|2 , (4.83)

de forma que os estados se tornam aproximadamente ortogonais à medida que |α − β|2

aumenta. Os estados coerentes formam um conjunto completo de estados.

Podemos mostrar que α é complexo. A relação de completeza é escrita como:

∫
|α⟩ ⟨α| d

2α

π
= I (4.84)

I é o operador identidade. A integração é sobre todo o plano complexo. Tal que:

α = x+ iy = reiθ, (4.85)

d2α = dxdy = rdrdθ. (4.86)

Para verificar (4.84), usamos a equação (4.77) e seu adjunto do lado esquerdo:
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⟨α| = e−
1
2
|α|2

∞∑
m=0

⟨m| α
∗m

m!
(4.87)∫

|α⟩ ⟨α| d
2α

π
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

|n⟩ ⟨m|
π
√
n!m!

∫
e−|α|2α∗mαnd2α, (4.88)

em coordenadas polares:

∫
|α⟩ ⟨α| d

2α

π
=

∞∑
n,m=0

|n⟩ ⟨m|
π
√
n!m!

∫ ∞

0

e−|r|2rn+mrdr

∫ 2π

0

ei(n−m)θdθ (4.89)

observe que: e−|eiθ|2 = e−(eiθe−iθ) = e−2cosθ = e0 = 1.

Sendo,

∫ 2π

0

dθei(n−m)θ = 2πδnm (4.90)

fazendo ξ = r2, temos:

∫
|α⟩ ⟨α| d

2α

π
=

∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n|
πn!

∫ ∞

0

e−ξξndξπ (4.91)

usando que ex =
∑∞

n=0
xn

n!
, teremos que n! =

∫∞
0

ξn

eξ
dξ. Assim, como previsto pela equação

(4.84):

∫
|α⟩ ⟨α| d

2α

π
=

∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n|n!
n!

=
∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n| = 1. (4.92)

Podemos verificar que um estado coerente é um estado de incerteza mínima:

Usando as relações entre a, a† e q(4.22), p(4.23):

a =
1√
2ℏω

(ωq + ip) (4.93)

a† =
1√
2ℏω

(ωq − ip) (4.94)

(4.95)
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vemos que os valores esperados de q,p,q2 e p2 no estado |α⟩ são:

⟨q⟩ =

√
ℏ
2ω

⟨α| (a† + a) |α⟩ =
√

ℏ
2ω

(α∗ + α) (4.96)

⟨p⟩ = i

√
ℏω
2

⟨α| (a† − a) |α⟩ = i

√
ℏω
2
(α∗ − α) (4.97)〈

q2
〉

=
ℏ
2ω

⟨α| (a†2 + a†a+ aa† + a2) |α⟩ = ℏ
2ω

(α∗2 + 2α∗α + 1 + α2) (4.98)〈
p2
〉

= −ℏω
2

⟨α| (a†2 − a†a− aa† + a2) |α⟩ = −ℏω
2
(α∗2 − 2α∗α− 1 + α2) (4.99)

as variâncias são, portanto:

(∆q)2 =
〈
q2
〉
− ⟨q⟩2 = ℏ

2ω
(α∗2 + 2α∗α + 1 + α2)− ℏ

2ω
(α∗2 + 2α∗α + α2) =

ℏ
2ω
,

(4.100)

(∆p)2 =
〈
p2
〉
− ⟨p⟩2 = −ℏω

2
(α∗2 − 2α∗α− 1 + α2) +

ℏω
2
(α∗2 − 2α∗α + α2) =

ℏω
2
,

(4.101)

teremos que:

∆p∆q =

√
ℏ
2ω

√
ℏω
2

=
ℏ
2
, (4.102)

que é o valor mínimo permitido pelo princípio da incerteza.

Da equação (4.96) vemos que:

α∗ = ⟨q⟩
√

2ω

ℏ
− α (4.103)

substituindo este resultado em ⟨p⟩ (4.97), podemos obter os autovalores α:

⟨p⟩ = i

√
ℏω
2
(⟨q⟩

√
2ω

ℏ
− α− α), (4.104)

obtendo, assim:
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α =
1√
2ℏω

[⟨q⟩ω + i ⟨p⟩], (4.105)

como ⟨q⟩ e ⟨p⟩ são reais e podem assumir quaisquer valores de −∞ a ∞, α pode estar em

qualquer lugar no plano complexo.

A função de transformação do estado coerente para a representação de coordenadas

⟨q′|α⟩ pode ser obtida:

a |α⟩ = α |α⟩ = 1√
2ℏω

(ωq + ip) |α⟩ . (4.106)

Aplicando ⟨q′|:

⟨q′| (ωq + ip) |α⟩ =
√
2ℏωα ⟨q′|α⟩ , (4.107)

considerando o momento como um operador diferencial, p = −iℏ d
dq′

, temos que:

(ωq′ + ℏ
d

dq′
) ⟨q′|α⟩ =

√
2ℏωα ⟨q′|α⟩ , (4.108)

podemos ainda escrever:

d ⟨q′|α⟩
⟨q′|α⟩

= (

√
2ω

ℏ
α− ω

ℏ
q′)dq′ (4.109)

que ao integrar-mos, obtemos:

ln ⟨q′|α⟩ =
√

2ω

ℏ
αq′ − ω

2ℏ
q′2 +N,

⟨q′|α⟩ = Ne(
√

2ω
ℏ αq′− ω

2ℏ q
′2). (4.110)

Para encontrar N escolhemos:

∫ ∞

−∞
| ⟨q′|α⟩ |2dq′ = 1, (4.111)

usando que |x|2 = x∗x, temos que |ex|2 = ex∗ex = ex
∗+x. Assim:
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| ⟨q′|α⟩ |2 = |N |2e(
√

2ω
ℏ (α∗+α)q′− ω

2ℏ q
′2), (4.112)

olhando para o expoente, podemos completar quadrado, então:

−[

√
ω

ℏ
q′ − (α∗ + α)√

2
]2 = −ω

ℏ
q′2 − (α∗ + α)

2
+

√
2ω

ℏ
(α∗ + α)q′, (4.113)

obtemos

| ⟨q′|α⟩ |2 = |N |2e{−[
√

ω
ℏ q

′− (α∗+α)√
2

]2+
(α∗+α)

2
} (4.114)

integrando com relação a q′:

∫ ∞

−∞
| ⟨q′|α⟩ |2dq′ = |N |2e

(α∗+α)2

2

∫ ∞

−∞
e
{−[

√
ω
ℏ q

′− (α∗+α)√
2

]2}
dq′, (4.115)

esta é uma integral gaussiana, com resultado conhecido:

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π. (4.116)

Considerando:

x =

√
ω

ℏ
q′ − (α∗ + α)√

2
, (4.117)

dx =

√
ω

ℏ
dq′, (4.118)

temos que:

∫ ∞

−∞
| ⟨q′|α⟩ |2dq′ = |N |2e

(α∗+α)2

2
√
π

√
ℏ
ω

= 1. (4.119)

Portanto,

N = (
ω

πℏ
)1/4e

(α∗+α)2

4
+iµ, (4.120)

onde, µ é uma fase real arbitrária.
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Substituindo N na equação (4.110):

⟨q′|α⟩ = (
ω

πℏ
)1/4e

(α∗+α)2

4
− ω

2ℏ q
′2+

√
2ω
ℏ αq′+iµ, (4.121)

usando α e α∗ obtidos anteriormente:

⟨q′|α⟩ = (
ω

πℏ
)1/4e

1
4
(⟨q⟩

√
2ω
ℏ )2− ω

2ℏ q
′2+ q′

ℏ (⟨q⟩ω+i⟨p⟩)+iµ,

= (
ω

πℏ
)1/4e−

ω
2ℏ (q

′−⟨q⟩)2+i
⟨p⟩
ℏ q′+iµ. (4.122)

Comparando com a função de onda de incerteza mínima:

ψ(q′) = ⟨q′|ψ⟩ = 1

[2π(∆q)2]1/4
e
i
⟨p⟩
ℏ q− (q′−⟨q⟩)2

4(∆q)2 ; (4.123)

utilizando o valor de (∆q)2 (4.100), vemos que |α⟩ é de fato um estado de pacote de onda

de incerteza mínima. Neste caso, ∆q pode ser arbitrário mas deve satisfazer a relação de

incerteza (4.102). Assim, a relação (4.122) representa uma infinidade de estados mínimos

de incerteza, enquanto a equação anterior representa uma dupla infinidade.

Mantendo a generalidade, podemos escolher a fase µ de modo que:

N = (
ω

πℏ
)1/4e−

(|α|2+α2)
2 , (4.124)

|N |2 = (
ω

πℏ
)1/2e−

(|α|2+α2+|α|2+α∗2)
2 ,

|N |2 =

√
ω

πℏ
e−

(α∗+α)2

2 , (4.125)

que satisfaz a relação (4.119). Então, substituindo a equação (4.124) em (4.110), temos:

⟨q′|α⟩ = (
ω

πℏ
)1/4e

√
2ω
ℏ αq′− ω

2ℏ q
′2− |α|2

2
−α2

2 , (4.126)

obtendo, finalmente, a função de transformação do estado coerente para a represen-

tação de coordenadas ⟨q′|α⟩. Em seguida, iremos realizar um estudo sobre a dinâmica

eletromagnética do biofóton, através de descrições clássicas e quânticas à luz do método

invariante que introduzimos no capítulo 3 e entender como o comportamento do biofóton

se relaciona com o estado coerente.



5 Dinâmica eletromagnética de um bi-
ofóton

5.1 Descrição clássica

Vamos começar com as equações de Maxwell, para apresentar uma descrição clássica

da propagação de uma onda eletromagnética em um meio linear e homogêneo. As equações

macroscópicas de Maxwell na ausência de cargas livres dentro do meio são descritas como:

∇ · D = 0, (5.1)

∇ · B = 0, (5.2)

∇× E = −∂B
∂t
, (5.3)

∇× H =
∂D
∂t

+ J, (5.4)

onde,

D = ϵE, (5.5)

B = µH, (5.6)

J = σE, (5.7)

onde, ϵ é a permissividade eletrica, µ é a permeabilidade magnética e σ a condutividade

do meio. No calibre de Coulomb, (∇ · A = 0), temos que os campos elétricos e magnéticos

são expressos como:

E = −∂A
∂t

, (5.8)

B = ∇× A. (5.9)



5.1 Descrição clássica 65

Podemos reescrever a equação (5.4) como:

∇× B = µϵ
∂E
∂t

+ µσE, (5.10)

considerando também que:

µ = µ0, (5.11)

ϵ = ϵ0, (5.12)

σ = σ (t) . (5.13)

Para verificar que A satisfaz a equação de onda amortecida, fazemos:

∇2A − µ0ϵ0
∂2A
∂t2

− µ0σ(t)
∂A
∂t

= 0. (5.14)

A solução para a equação (5.14) pode ser obtida na forma:

A (r,t) =
∑
l

ul (r) ql (t), (5.15)

onde, ul (r) e ql (t), são respectivamente, o modo e amplitude de funções (ou, função

espacial e temporal).

Usando a equação (5.15) em (??), obtemos:

∇2ul (r)
ul(r)

= C, (5.16)

onde, C é uma constante de separação. Ou seja, podemos ainda escrever:

∇2ul (r) +
ω2
l

c20
ul (r) = 0, (5.17)

e
d2ql
dt2

+
σ (t)

ϵ0

dql
dt

+ ω2
l ql = 0, (5.18)

onde,
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c0 =
1

√
ϵ0µ0

, (5.19)

que é a velocidade da luz no meio independente do tempo e ωl é uma constante de

separação que significa a frequência natural do modo do biofóton.

Para:

σ (t) =
2ϵ0γ0
1 + γ0t

, (5.20)

com γ0 sendo o coeficiente de amortecimento, a equação (5.18) se torna:

d2ql
dt2

+ γ (t)
dql
dt

+ ω2
l ql = 0, (5.21)

com

γ (t) =
2γ0

1 + γ0t
. (5.22)

Agora, vamos considerar a hamiltoniana do biofóton que coincide com a obtida por

(CHOI, 2006). Assim,

Hl (q,p,t) =
p2l

2ϵ0 (1 + γ0t)
2 +

1

2
ϵ0 (1 + γ0t)

2 ω2
l q

2
l . (5.23)

Das equações de Hamilton, temos que:

q̇l =
∂Hl

∂pl
, (5.24)

ṗl = −∂Hl

∂ql
. (5.25)

Substituindo a equação (5.23) nas equações (5.24) e (5.25), podemos encontrar:

q̇l =
pl

ϵ0 (1 + γ0t)
2 , (5.26)

ṗl = −ϵ0 (1 + γ0t)
2 ω2

l ql, (5.27)

de forma que:
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q̈l = −2λ0 (1 + γ0t)
−3 pl

ϵ0
+

ṗl

ϵ0 (1 + γ0t)
2 ,

q̈l = −2γ0 (1 + γ0t)
−3 ϵ0 (1 + γ0t)

2 q̇l
ϵ0

− ϵ0 (1 + γ0t)
2 ω2

0ql

ϵ0 (1 + γ0t)
2 ,

q̈l = − 2λ0q̇l
(1 + γ0t)

− ω2
0ql. (5.28)

Portanto,

q̈l + γ (t) q̇l + ω2
l ql = 0, (5.29)

que representa a equação do movimento. Neste caso, γ(t) é dado por:

γ (t) = − 2λ0
1 + γ0t

. (5.30)

A solução da equação (5.29) é:

ql (t) =
q0l

1 + γ0t
sen (ωlt+ δl) , (5.31)

onde, q0l é a amplitude inicial e δl é uma constante de fase (ambas são constantes arbi-

trárias).

A solução para a equação (5.17) com o objetivo de resolver essa equação de onda

se dá da seguinte forma. Nós consideramos que o campo eletromagnético está confinado

em uma cavidade cubica de lado L do meio. Também supomos que as funções de modo

satisfazem a condição:

∇ · ul (r) = 0 (5.32)

e formam, um conjunto ortonormal completo. Então, a função modo ul (r) das ondas

eletromagnéticas viajantes sob condições de contorno periódicas tomam a forma:

ulν (r) =
1√
V
e±ikl·rêlν , (5.33)

onde, V = L3 é o volume da cavidade, |Kl| = ωl

c0
é o vetor de onda e êlν são os vetores

unitários na direção da polarização (ν = 1, 2), que deve ser perpendicular ao vetor de
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onda devido a condição de transversalidade ∇0ul (r) = 0. Então, o potencial vetor é

completamente determinado por

A (r,t) =
1√
V

∑
l

∑
ν=1,2

êlνe
±ikl·rql (t) (5.34)

usando a equação (5.34) e a (5.26) em (5.8) encontramos que:

E (r,t) = − 1

ϵ0 (1 + γ0t)
2

1√
V

∑
l

∑
ν=1,2

êlνe
±ikl·rpl (t) (5.35)

e, usando a equação (5.26), da seguinte forma:

pl (t) = ϵ0 (1 + γ0t)
2q̇l (t) , (5.36)

obtemos a expressão:

B (r,t) =
i√
V

∑
l

∑
ν=1,2

(kl × êlν) e
±ikl·rql (t) . (5.37)

Portanto, as equações (5.35) e (5.37) nos fornecem uma descrição completa do campo

eletromagnético associado ao biofóton. Aqui observamos que os campos não seguem uma

função de decaimento exponencial mas uma função tipo-hiperbólica.

No que se segue, nós apresentamos um processo alternativo e mais interessante para

descrever a eletrodinâmica clássica de um biofóton. Para esse propósito, nós usamos os in-

variantes dinâmicos clássicos dependentes do tempo. Invariantes dinâmicos são constantes

de movimento relacionados a evolução temporal de sistemas dinâmicos. Eles constituem

um tópico muito importante no estudo de dinâmicas clássicas e quânticas, visto que eles

podem estar associados com simetrias especiais de sistemas físicos.

Para o sistema descrito pela hamiltoniana dependente do tempo (5.23), um invariante

dinâmico dependente do tempo não trivial Il (t) deve satisfazer a equação (3.2):

dIl
dt

= {Il,Hl}pB +
∂Il
∂t

= 0, (5.38)

onde, {Il,Hl}pB são os parênteses de Poisson. Esse invariante dinâmico, tem a forma:
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Il (t) =
1

2

[(
ql
ρl

)2

+ (ρlpl − Λ (t) ρ̇lql)
2

]
, (5.39)

onde, ql e pl satisfazem os parênteses de Poisson {ql,pl}pB = 1 e ρ (t) é uma função

dependente do tempo que satisfaz a equação de Milne-Pinney:

ρ̈l + γ (t) ρ̇l + ω2
l ρl =

1

Λ2 (t) ρ3l
, (5.40)

com

Λ (t) = ϵ0 (1 + γ0t)
2 . (5.41)

Agora, uma solução particular da equação (5.40) é dada por:

ρl (t) =
1

(Λωl)
1/2

=
1√

ϵ0 (1 + γ0t)
2 ωl

. (5.42)

Aqui, observe que se ρl (t) é uma solução para a equação (5.40) nós podemos escrever

a solução da equação (5.29) como:

ql (t) = ρlsen [T (t) + ξl] , (5.43)

com

T (t) =

∫ t

0

dt′

Λ (t′) ρ2l (t
′)

(5.44)

usando as equações (5.41) e (5.42), a equação (5.43) toma a forma:

ql (t) =
Al

1 + γ0t
sen (ωlt+ ξl) , (5.45)

onde ξl é uma constante e Al amplitude. Note que as equações (5.45) e (5.31) são idênticas,

como deveria ser.

Em seguida, com o propósito de relacionar fórmulas clássicas e quânticas, nós introdu-

zimos duas novas variáveis dinâmicas complexas clássicas (al,a
∗
l ) para ser usado no lugar

das antigas ql e pl. Aqui, al e a∗l , são complexos conjugados um do outro e satisfazem os
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parênteses de Poisson {al,a∗l }pB = −i. O fator −i é uma consequência complexa de al e

a∗l . Nós definimos as novas variáveis como:

al (t) =

(
1

2ℏ

)1/2 [
ql
ρl

+ i (ρlpl − Λ (t) ρ̇lql)

]
, (5.46)

a∗l (t) =

(
1

2ℏ

)1/2 [
ql
ρl

− i (ρlpl − Λ (t) ρ̇lql)

]
, (5.47)

onde a constante de Planck ℏ foi incluída para relacionar as fórmulas quânticas e clássicas,

assim, a variável al é adimensional. Alternativamente, se invertermos as equações (5.46)

e (5.47) teremos ql e pl em termos de al e a∗l :

ql (t) =

(
ℏ
2

)1/2

ρl [al (t) + a∗l (t)] , (5.48)

pl (t) = i

(
ℏ
2

)1/2

{
[
1

ρl
− iΛ (t) ρ̇l

]
a∗l (t)−

[
1

ρl
+ iΛ (t) ρ̇l

]
al (t)}. (5.49)

Nós agora devemos expressar o invariante (5.39) em termos de al e a∗l usando as

relações (5.48) e (5.49). Após um pouco de álgebra nós encontramos que:

Il (t) = ℏa∗l al, (5.50)

que parece mais simples do que é dado na equação (5.39).

Em seguida, vamos considerar a derivada temporal total de al (t), dada por:

dal (t)

dt
= {al (t) ,Hl (t)}pB +

∂al
∂t
. (5.51)

Usando as equações de Hamilton clássicas, e o hamiltoniano (5.23) nós teremos:

dal (t)

dt
= − i

Λ (t) ρ2l
al (t) . (5.52)

Então, usando as equações (5.41) e (5.42) encontramos que:

al (t) = al (0) e
−iωlt, (5.53)
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usando a equação (5.53) podemos expressar (5.48) como:

ql (t) =
C

1 + γ0t

[
al (0) e

−iωlt + a∗l (0) e
iωlt

]
, (5.54)

com

C =

(
ℏ

2ϵ0ωl

)1/2

(5.55)

a equação (5.54) representa outra forma de escrever a solução da equação (5.29).

Agora, podemos escrever o potencial vetor dado na equação (5.34) em termos de al (t)

e a∗l (t) como:

A (r,t) =
(

ℏ
2ϵ0V

)1/2
1

(1 + γ0t)

∑
l

∑
ν=1,2

êlν√
ωl

[
alν (0) e

i(kl·r−ωlt) + a∗νl (0) e
−i(kl·r−ωlt)

]
,

(5.56)

também podemos expressar os campos E (r,t) e B (r,t) como:

E (r,t) =
(

ℏ
2ϵ0V

)1/2
1

(1 + γ0t)
2

∑
l

∑
ν=1,2

êlν√
ωl

[
(γ0
2

+ iωl

)
alν (0) e

i(kl·r−ωlt)+(γ0
2

− iωl

)
a∗lν (0) e

−i(kl·r−ωlt)],

(5.57)

e

B (r,t) = i

(
ℏ

2ϵ0V

)1/2
1

(1 + γ0t)

∑
l

∑
ν=1,2

(kl × êlν)√
ωl

[
alν (0) e

i(kl·r−ωlt) − a∗lν (0) e
−i(kl·r−ωlt)

]
.

(5.58)

Das relações (5.57) e (5.58) vemos que os campos não decaem exponencialmente, mas

como um decaimento tipo-hiperbólico.
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5.2 Descrição quântica

Nesta seção, resolvemos a equação de Schrödinger associada ao operador de Hamilton

do biofóton, dada pela equação (5.23). A equação de Schrödinger é:

Ĥ |ψ,t⟩ = iℏ
∂

∂t
|ψ,t⟩ , (5.59)

onde, a amplitude q̂l (t) e o momentum p̂l (t) são agora operadores conjugados que satis-

fazem a relação de comutação [q̂l,p̂l] = iℏ com p̂l = −iℏ ∂
∂ql

. A solução da equação (5.59)

pode ser facilmente obtida com ajuda da teoria do operador invariante dinâmico, desen-

volvida por Lewis-Riesenfeld no artigo (LEWIS JR; RIESENFELD, 1969). De acordo

com essa teoria, existe um operador hermitiano dependente do tempo, não trivial, Il (t),

para o sistema descrito pelo hamiltoniano (5.23) e obedece a equação:

dÎ

dt
=

1

iℏ

[
Îl,Ĥl

]
+
∂Îl
∂t

= 0. (5.60)

A solução da equação (5.59) pode ser escrita na forma:

|ψnl,t⟩ = eiβnl(t) |ϕnl,t⟩ , (5.61)

onde, |ϕnl,t⟩ forma um conjunto completo ortonormal que satisfaz a equação de autovalor:

Îl (t) |ϕnl,t⟩ = λnl |ϕnl,t⟩ , (5.62)

com autovalores dependentes do tempo λnl. As funções de fase βnl (t) são derivadas da

equação:

ℏ
dβnl (t)

dt
= ⟨ϕnl,t| iℏ

∂

∂t
−Hl (t) |ϕnl,t⟩ , (5.63)

com a condição de ortonormalidade ⟨ϕnl,t|ϕnl,t⟩ = δn′
l,nl

. Um invariante quadrático que

satisfaz a equação (5.60) tem a forma:

Îl (t) =
1

2

[(
q̂l
ρl

)2

+ (ρlp̂l − Λ (t) ρ̇lq̂l)
2

]
, (5.64)

onde, ρ (t) é uma solução da (5.40). Podemos reescrever as equações (5.46) e (5.47) como:
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âl (t) =

(
1

2ℏ

)1/2 [
q̂l
ρl

+ i (ρlp̂l − Λ (t) ρ̇lq̂l)

]
, (5.65)

â†l (t) =

(
1

2ℏ

)1/2 [
q̂l
ρl

− i (ρlp̂l − Λ (t) ρ̇lq̂l)

]
, (5.66)

onde, âl e â†l são agora os operadores tipo aniquilação e criação que satisfazem a relação

de comutação:

[
âl (t) , â

†
l (t)

]
= 1. (5.67)

Da mesma forma, podemos reescrever (5.48) e (5.49) como:

q̂l (t) =

(
ℏ
2

)1/2

ρl

[
âl (t) + â†l (t)

]
, (5.68)

p̂l (t) = i

(
ℏ
2

)1/2 [(
1

ρl
− iΛ (t) ρ̇l

)
â†l −

(
1

ρl
+ iΛ (t) ρ̇l

)
âl

]
, (5.69)

em termos desses operadores o invariante (5.64) se torna:

Îl (t) = ℏ
[
â†l (t) âl (t) +

1

2

]
. (5.70)

Note que a expressão acima difere da equação (5.50) por um fator de 1/2. Isso ocorre

porque ao contrário das variáveis clássicas, al, a∗l , q e p os operadores âl (t) , â†l (t) , q̂l e p̂l
não comutam.

Considere a equação de autovalor (5.62). Das fórmulas (5.67) e (5.70) nós vemos que

a sua solução pode ser obtida exatamente em uma forma similar ao caso do oscilador

mecânico indendente do tempo. Portanto, para resolver essa equação nós usamos os

estados de Fock. Para fazer isso, nós usamos o operador número hermitiano Nl = â†l âl de

forma que, Nl |nl,l⟩ = nl |nl,l⟩. Assim, escrevendo |ϕn,t⟩ = |nl,t⟩ nós temos:

Îl (t) |nl,t⟩ = ℏ (nl + 1/2) |nl,t⟩ , (5.71)

âl (t) |nl,t⟩ = n
1/2
l |nl − 1,t⟩ , (5.72)

â†l (t) |nl,t⟩ = (nl + 1)1/2 |nl + 1,t⟩ . (5.73)
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O próximo passo é encontrar as funções de fase (5.63). Trocando |ϕnl,t⟩ por |nl,t⟩ e

fazendo uma algébra básica encontramos:

βnl (t) = − (nl + 1/2)

∫ t

0

1

Λ (t′) ρ2l (t
′)
dt′. (5.74)

Com ajuda das equações (5.41) e (5.42) escrevemos a equação acima como:

βnl (t) = −ωl (nl + 1/2) t. (5.75)

Então, as soluções para a equação de Schrödinger (5.59), são:

|ψnl,t⟩ = eiβnl(t) |nl,t⟩ , (5.76)

com βnl (t) dada pela equação (5.75). O estado geral de Schrödinger é dado por:

|Ψ,t⟩ =
∑
nl

cnl |ψnl,t⟩ , (5.77)

onde, os coeficientes cnl são constantes.

Em seguida, vamos considerar a derivada temporal do operador âl (t) dada pela ex-

pressão:

dâl (t)

dt
=

1

iℏ

[
âl (t) , Ĥl (t)

]
+
∂âl (t)

∂t
. (5.78)

Portanto,

dâl (t)

dt
= − i

Λ (t) ρ2l (t)
âl (t) . (5.79)

Como no último caso,

âl (t) = âl (0) e
−iωlt. (5.80)

Assim, seguindo os procedimentos anteriores, podemos expressar o operador potencial

vetor A (r,t) em termos de âl e â†l :
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A (r,t) = (
ℏ

2ϵ0V
)1/2

1

(1 + γ0t)

∑
l

∑
ν=1,2

êlν√
ωl

[
âlν (0) e

i(k·r−ωlt) + â†lν (0) e
−i(k·r−ωlt)

]
, (5.81)

com
[
âlν (t) , â

†
lν (t)

]
= 1. Também obtemos:

E (r,t) =
(

ℏ
2ϵ0V

)1/2
1

(1 + γ0t)
2

∑
l

∑
ν=1,2

êlν√
ωl

[
(γ0
2

+ iωl

)
âlν (0) e

i(k·r−ωlt)+(γ0
2

− iωl

)
â†lν (0) e

−i(k·r−ωlt)],

(5.82)

e

B (r,t) = i

(
ℏ

2ϵ0V

)1/2
1

(1 + γ0t)

∑
l

∑
ν=1,2

(kl × êlν)√
ωl

[
âlν (0) e

i(k·r−ωlt) − â†lν (0) e
−i(k·r−ωlt)

]
,

(5.83)

os operadores de campo acima, descrevem a eletrodinâmica quântica de um biofóton. Nós

também observamos que esses campos têm um decaimento tipo-hiperbólico, ao contrário

do decaimento exponencial encontrado, por exemplo, no comportamento dos fótons em

meios materiais.

Agora, nós calculamos os valores esperados de q̂l e p̂l nos estados de Fock:

⟨q̂l⟩ = ⟨p̂l⟩ = 0, (5.84)〈
q̂2l
〉

= ℏρ2l (nl + 1/2) , (5.85)〈
p̂2l
〉

= ℏ
[
1

ρ2l
+ (Λρ̇l)

2

]
(nl + 1/2) (5.86)

e

(∆q̂l)
2 =

〈
q̂2l
〉
− ⟨q̂l⟩2 = ℏρ2l (nl + 1/2) (5.87)

(∆p̂l)
2 =

〈
p̂2l
〉
− ⟨p̂l⟩2 = ℏ

[
1

ρ2l
+ (Λρ̇l)

2

]
(nl + 1/2) (5.88)

então, o produto das incertezas é:



5.3 Estados coerentes para o sistema do biofóton 76

(∆q̂l) (∆p̂l) = ℏ
[
1 + (Λρlρ̇l)

2]1/2 (nl + 1/2) , (5.89)

que se torna:

(∆q̂l) (∆p̂l) = ℏ

[
1 +

γ20
ω2
l (1 + γ0t)

2

]
(nl + 1/2) . (5.90)

5.3 Estados coerentes para o sistema do biofóton

Sabemos que os estados coerentes para o sistema quântico dependente do tempo

descrito pelo hamiltoniano (5.23) são dados por:

|αl,t⟩ = e−
|αl|

2

2

∑
nl

(αl)
nl

(nl!)
1/2
eiβnl(t) |nl,t⟩ , (5.91)

onde αl é um número complexo arbitrário. Os estados |αl,t⟩ são os autoestados de âl (t):

âl (t) |αl,t⟩ = αl (t) |αl,t⟩ , (5.92)

com

αl (t) = αl (0) e
2iβ0(t), (5.93)

onde, observando a equação (5.75) e usando nl = 0, temos que:

β0 (t) = −1/2ωlt. (5.94)

Então, os cálculos das flutuações quânticas ∆ql e ∆pl no estado |αl,t⟩ levam a:

⟨∆q̂l⟩2 =
〈
q̂2l
〉
− ⟨q̂l⟩2 =

ℏ2

ρ2l
, (5.95)

⟨∆p̂l⟩2 =
〈
p̂2l
〉
− ⟨p̂l⟩2 =

ℏ
2

[
1

ρ2l
+ (Λρ̇l)

2

]
. (5.96)

Portanto, a relação de incerteza pode ser escrita como:
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(∆q̂l) (∆p̂l) =
ℏ
2

[
1 +

γ20
ω2
l (1 + γ0t)

2

]
, (5.97)

onde, nós usamos as equações (5.41) e (5.42). O produto das incertezas se aproxima

de ℏ/2 quando t vai para infinito (t→ ∞), também comparando (5.97) com (5.90) nós

podemos confirmar que o produto das incertezas no estado coerente é o mesmo do estado

de número quando nl = 0.

Finalmente, calculando o valor esperado de q̂l (t) no estado coerente, obtemos que:

⟨q̂l⟩ =
(
2ℏ|αl|2

ϵ0ωl

)
1

(1 + γ0t)
sen (ωlt+ ξl) , (5.98)

onde, ξl é o argumento do complexo αl. Dessa expressão, vemos que o valor esperado de

q̂l nos estados coerentes correspondem as soluções clássicas para o sistema descrito pelo

hamiltoniano (5.23), como deveria ser.
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Biofóton é uma radiação eletromagnética coerente e ultrafraca emitida por sistemas

biológicos. É um pacote de ondas que contém valor informacional, capaz de modular as

atividades fisiológicas das células e dos sistemas vivos. Nosso foco foi realizar um estudo

sobre as propriedades dos biofótons, investigando os aspectos físicos relacionados ao campo

eletromagnético associado e fornecer uma descrição clássica e quântica desse fenômeno,

utilizando a teoria de invariantes dependentes do tempo desenvolvida por Lewis e Rie-

senfeld. Em particular, esta realização permitirá uma melhor compreensão de fenômenos

físicos fundamentais que servem como base para o amplo desenvolvimento de tecnologias.

Se compararmos os resultados teóricos da emissão de fótons por um campo térmico

caótico e de um campo completamente coerente com dados experimentais, encontramos

indicações de que biofótons se originam de campos coerentes ocorrendo em tecidos vivos.

A coerência descreve as correlações entre diferentes grandezas físicas em uma única onda

ou entre várias ondas ou pacotes de ondas. Portanto, no feixe de luz que contém biofótons,

eles vibram simultaneamente, transmitindo informações específicas do sinal. Exemplos

desse comportamento puderam ser observados em experimento com bactérias sulfurosas

e proteínas fluorescentes no capítulo 2. Além disso, outras considerações teóricas e as

curvas de decaimento em experimentos realizados com Daphinia, larvas de Chironomus e

células humanas, mostram uma concordância muito melhor com uma lei hiperbólica do

que com uma exponencial. Podemos destacar também, que vários experimentos trazem à

tona a ideia de que a emissão de luz desempenha um papel importante na comunicação

biológica, estimulando assim pesquisas sobre o potencial da radiação eletromagnética em

induzir a divisão celular. A relação entre radiação eletromagnética e a quantização na

transferência de energia sugere que a radiação eletromagnética pode atuar como um novo

mensageiro nas interações biológicas, com diversos efeitos nos seres vivos.

No capítulo 3 descrevemos o Método de Lewis e Riesenfeld, que foi escolhido para

ser utilizado neste trabalho, por ser eficaz na resolução de problemas em Mecânica Quân-

tica relacionados a osciladores harmônicos unidimensionais dependentes do tempo, que
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se assemelham ao comportamento do biofóton. E isto é feito através da utilização de

operadores invariantes de Ermakov-Lewis explicitamente dependentes do tempo. Neste

capítulo, encontramos os autoestados e autovalores do operador invariante, vimos qual a

conexão entre os autoestados do operador invariante e as soluções da equação de Schrö-

dinger, além de aplicarmos o método de invariantes a osciladores harmônicos dependentes

do tempo, encontrando então, suas fases, autoestado e autovalores.

Schrödinger descobriu uma classe de estados da Mecânica Quântica que exibe o com-

portamento clássico do oscilador harmônico, estes são os chamados estados coerentes do

oscilador harmônico simples. Sabemos que os biofótons devem ser tratados à luz da teoria

de estados coerentes, por isto, no capítulo 4 estudamos aspectos teóricos dos estados coe-

rentes. Aqui, trabalhamos com o caso simples de um oscilador harmônico unidimensional,

que no vácuo, representa um estado coerente.

Finalmente no capítulo 5, realizamos uma descrição clássica considerando a hamiltoni-

ana do biofóton e determinamos o potencial vetor, o campo elétrico e o campo magnético

do biofóton, em seguida, utilizando os invariantes dinâmicos clássicos dependentes do

tempo, introduzimos duas variáveis dinâmicas complexas clássicas e incluímos a cons-

tante de Planck para relacionar as fórmulas quânticas e determinamos o potencial vetor,

o campo elétrico e magnético e observamos que os campos decaem com um decaimento

tipo-hiperbólico. Para a descrição quântica reescrevemos o operador invariante em função

de novas variáveis baseadas nas anteriores, que representam agora os operadores do tipo

aniquilação e criação, e seguindo procedimentos semelhantes aos anteriores, obtivemos

o potencial vetor, o campo elétrico e magnético, observando novamente que os campos

não decaem exponencialmente. Além disso, confirmamos que o produto das incertezas no

estado coerente é o mesmo do estado de número do biofóton, quando nl é zero e o valor

esperado de ql nos estados coerentes correspondem as soluções clássicas para o sistema

descrito pelo hamiltoniano do biofóton.

No geral, o presente trabalho pode contribuir com futuras aplicações dos biofótons

na mecânica quântica e eletrodinâmica e fomentar ainda mais a colaboração entre pes-

quisadores de diferentes áreas do conhecimento, contribuindo na implementação de novos

métodos em áreas como a biofísica, física quântica, medicina, química, biologia, entre

outras.
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APÊNDICE A -- Solução da equação (5.29)

Solução da equação q̈(t) + 2λq̇(t)
1+γ0t

+ ω2
0q(t) = 0:

Considerando q(t) = µ(t)y(t), tem-se

q̇ = µ̇y + µẏ, (A.1)

q̈ = µ̈y + 2µ̇ẏ + µÿ. (A.2)

Logo,

µ̈y + 2µ̇ẏ + µÿ +
2λ0

1 + γ0t
(µ̇y + µẏ) + ω2

0µy = 0 (A.3)

ÿ + 2(
µ̇

µ
+

λ0
1 + γ0t

)ẏ + (ω2
0 +

µ̈

µ
+

2λ0
1 + γ0t

µ̇

µ
)y = 0, (A.4)

eliminando o coeficiente de ẏ, resulta

µ̇

µ
= − λ0

1 + γ0t
(A.5)

lnµ = −ln(1 + γ0t) (A.6)

µ(t) =
1

1 + γ0t
, (A.7)

além disso,

µ̇ = − λ0
(1 + γ0t)2

(A.8)

µ̈ =
2λ20

(1 + γ0t)3
, (A.9)
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assim,

µ̈

µ
+

2λ0
1 + γ0t

µ̇

µ
=

2λ20
(1 + γ0t)2

+
2λ0

1 + γ0t
(

−λ0
1 + γ0t

) = 0. (A.10)

Então, ÿ + ω2
0y = 0

y(t) = Aeiω0t +Be−iω0t. (A.11)

Solução: q(t) = µ(t)y(t) = 1
1+γ0t

(Aeiω0t +Be−iω0t).
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