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Resumo

Neste trabalho, apresentamos algumas aplicagoes geométricas de um resultado do tipo
Liouville para o operador infinito laplaciano. Mais especificamente, provamos resul-
tados de rigidez e nao existéncia para subvariedades tipo espaco completas, imer-
sas em dois tipos particulares de produtos warped Lorentzianos: os espacos-tempo
de Robertson-Walker generalizados e os espagos-tempo estaticos padrao. Além disso,
como forma de motivar e complementar nosso estudo, apresentamos também, para o
caso dos espacos-tempo de Robertson-Walker generalizados, resultados analogos para
subvariedades tipo espaco parabodlicas, por meio de uma propriedade do tipo Liou-
ville satisfeita pelo operador laplaciano nesse tipo de subvariedade. Provamos ainda
a validade de um principio do tipo Omori-Yau para o infinito laplaciano. Dentre as
subvariedades para as quais os resultados obtidos sao validos, estao as conhecidas sub-
variedades fracamente aprisionadas e as subvariedades totalmente aprisionadas, que
surgiram na literatura a partir de trabalhos relacionados ao colapso gravitacional e a

existéncia de singularidades em espacos-tempo da Relatividade Geral.

Palavras-chave: Infinito laplaciano; Resultados de rigidez e nao existéncia; Subvari-

edades aprisionadas; Principio do tipo Omori-Yau.



Abstract

In this work, we present some geometric applications of a Liouville-type result for
the infinity Laplacian operator. More specifically, we prove rigidity and nonexistence
results for complete spacelike submanifolds immersed in two particular types of Lorent-
zian warped products: the generalized Robertson-Walker spacetimes and the standard
static spacetimes. Furthermore, as a way to motivate and complement our study, we
also present, for the case of generalized Robertson-Walker spacetimes, analogous re-
sults for parabolic spacelike submanifolds, through a Liouville-type property satisfied
by the Laplacian operator in such submanifolds. We also prove the validity of an
Omori-Yau type principle for infinity Laplacian. Among the submanifolds for which
the results obtained are valid are the well-known weakly trapped submanifolds and
the totally trapped submanifolds, which emerged in the literature from works related
to gravitational collapse and the existence of singularities in spacetimes of General

Relativity.

Keywords: Infinity Laplacian; Rigidity and nonexistence results; Trapped submani-

folds; Omori-Yau type principle.
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Introducao

Desde o advento da Teoria da Relatividade Geral, formulada por Albert Einstein
e publicada em 1915, a Geometria Lorentziana tem se mostrado fundamental para
a compreensao de intumeros fenémenos fisicos e, em particular, para a descrigao da
estrutura do universo em larga escala, como pode-se observar em [21] e [23]. Como
consequéncia desse fato, ela tem sido objeto de pesquisas em diversas éreas da Fisica
e da Matematica.

Nas ultimas décadas, o interesse em estudar subvariedades tipo espago imersas em
variedades Lorentzianas tem crescido significativamente. Muitos dos estudos realizados
nesse campo foram impulsionados pelo célebre trabalho do fisico mateméatico Roger
Penrose sobre colapso gravitacional [26]. Uma classe particular de subvariedades para
a qual a atencao dos pesquisadores se voltou a partir do trabalho de Penrose é a classe
das subvariedades aprisionadas (alguns exemplos de produgoes cientificas nessa area
sao [1], [2], 131, 141, (6], [7], [10], [11], [12], [13], [14], [16], [17], [18], [24], [25], [28], [31]
[32], [34] e [35]).

Em seu artigo seminal, Penrose introduziu o conceito de superficie aprisionada
fechada para estudar singularidades do espago-tempo. Ele definiu uma superficie apri-
sionada fechada 2 como uma subvariedade bidimensional, compacta e sem bordo,
tipo espaco, imersa em um espaco-tempo quadrimensional no qual dois sistemas de
geodésicas nulas que encontram Y2 ortogonalmente convergem localmente em direcoes
futuras. Fisicamente, a utilizacao da expressao “aprisionada” deve-se ao fato de que,
em uma regiao de buraco negro, a existéncia de tais superficies implica que qualquer
raio de luz ortogonal a estas que tenta escapar do buraco negro desvia-se sempre em

direcao a singularidade. Em outras palavras, ao evoluir no tempo ao longo dos raios



de luz ortogonais, a superficie aprisionada cai para a singularidade. A definicao dada
por Penrose estéd intrinsicamente relacionada aos sinais das conhecidas expansoes nu-
las, as quais determinam o carater causal do campo curvatura média da superficie [28|.
A caracterizacao das superficies aprisionadas em termos do carater causal do campo
curvatura média permitiu a extensao deste conceito para subvariedades de dimensao e
codimensao arbitrarias (ver, por exemplo, [7], [18], [29], [30] e [32]).

No campo da Fisica, os trabalhos envolvendo subvariedades aprisionadas relacio-
nam-se, em geral, com resultados sobre colapso gravitacional. Como é possivel observar
em [9], [10], [11], [12], [14], [18], [20], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34] e [35], nessa
linha de pesquisa, as subvariedades fechadas recebem uma atengao especial. Em [26],
Penrose utilizou-se desse conceito para provar que, sob certas condigoes de energia, a
existéncia de superficies aprisionadas fechadas esta atrelada a existéncia de buracos
negros, isto é, a Teoria da Relatividade Geral prevé a existéncia de singularidades
fisicas. Esse resultado de Penrose é o seu famoso Teorema de Singularidade, pelo qual
o fisico matemaético recebeu o prémio Nobel em 2020.

Apesar das subvariedades aprisionadas nao compactas receberem pouca atencao
dos fisicos, existem diversos trabalhos sobre as mesmas no campo da Matematica ([1],
[2], 3], [4], [6], [7], [13], [15], [16], [17], [24] e [25] s@o exemplos de estudos para o
caso nao compacto). Particularmente, em [24] e [25], Pelegrin demonstrou a validade
de resultados de rigidez e nao existéncia para subvariedades parabdlicas fracamente
aprisionadas e, em [2|, Alias, Canovas e Colares provaram resultados do mesmo tipo
para uma classe mais ampla de subvariedades, as estocasticamente completas. Tais
resultados foram provados para espacos-tempo de Robertson-Walker generalizados ou
espagos-tempo estaticos padrao, dois importantes tipos de produtos warped Lorentzi-
anos.

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados de rigidez e nao existéncia para
certas subvariedades completas (entre as quais figuram as subvariedades totalmente
aprisionadas) imersas em espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados e espagos-
tempo estaticos padrao, empregando uma propriedade do tipo Liouville para o ope-
rador infinito laplaciano, cuja validade foi demonstrada por Aratijo, Mari e Pessoa
em [8]. Além disso, com o intuito de tornar o texto mais completo, propiciando uma

comparacgao entre as técnicas empregadas e os resultados obtidos, apresentamos tam-



bém resultados de rigidez e nao existéncia, nos espagos-tempo de Robertson-Walker
generalizados, para uma classe de subvariedades parabolicas (na qual estao inclusas
as subvariedades fracamente aprisionadas). Demonstramos ainda um principio do tipo
Omori-Yau para o infinito laplaciano, destacando uma aplicagao no contexto das sub-
variedades totalmente aprisionadas.

Dentro dessa perspectiva, esta tese esta estruturada da seguinte maneira: no
Capitulo 1, sao apresentados alguns conceitos e resultados preliminares com o objetivo
de tornar o trabalho coerente, coeso e, na medida do possivel, autossuficiente, além de
fixar uma notagao que permita a sua compreensao de forma integral. No Capitulo 2, sao
enunciados e demonstrados nossos resultados de rigidez e nao existéncia nos espagos-
tempo de Robertson-Walker generalizados, divididos em dois casos, o das subvariedades
parabolicas e o das subvariedades completas. No Capitulo 3, sao dispostos os resultados
para subvariedades completas nos espacos-tempo estaticos padrao. Por fim, o Capitulo
4 ¢é destinado & apresentagao do principio do tipo Omori-Yau que estabelecemos para

o operador infinito laplaciano.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos e resultados essenciais para o
desenvolvimento deste trabalho, com o intuito de torna-lo suficientemente autocontido e
estabelecer uma notacao adequada que favoreca a compreensao dos resultados obtidos.

Inicialmente, discorremos sobre variedades Riemannianas completas, principal
objeto de estudo no que diz respeito aos resultados relacionados a aplicacao da pro-
priedade do tipo Liouville satisfeita pelo operador infinito laplaciano, sobre a qual
fazemos mencao na introducao deste trabalho. Posteriormente, realizamos uma breve
explanagao sobre as variedades Riemannianas parabolicas, para as quais sao validos
resultados semelhantes aos do caso completo, que sao demonstrados por meio de uma
propriedade do tipo Liouville para o operador laplaciano. Em seguida, apresentamos
as principais ideias que dao sustentacao ao conceito de subvariedade aprisionada e
suas variagoes, destacando alguns trabalhos que serviram de motivacao para esta tese.
Por fim, descrevemos uma classe especial de variedades semi-Riemannianas, conheci-
das como produtos warped, e estudamos dois casos particulares de tais variedades que
surgem naturalmente na Teoria da Relatividade Geral: os espagos-tempo de Robertson-
Walker generalizados e os espagos-tempo estaticos padrao. Tais espagos-tempo sao os

ambientes nos quais nossos resultados sao validos.



1.1 Variedades completas

Em uma variedade Riemanniana conexa (M™, g), podemos estabelecer uma nogao
de distancia entre pontos da seguinte maneira: dados dois pontos p e ¢ em M™, a

distancia Riemanniana de p a ¢ é definida por

dy(p,q) = inf{L(a) : @ € Q(p,q)},

em que (p, q) representa o conjunto de todas as curvas suaves por partes em M™ que
ligam p a ¢, e L(a) é o comprimento da curva . E possivel verificar que, para todo

p,q,m € M™,
(i) dy(p,q) >0, e dg(p,q) =0 se, e somente se p = g;
(ii) dg(p,q) = dy(q,p);

(ii1) dy(p.q) < dg(p,7) + dy(r,q).

Portanto, o par (M™,d,) constitui um espago métrico. Além disso, a topologia de
(M™, d,) coincide com a topologia de M™ como variedade diferenciavel (tal resultado
pode ser visto em [23, Proposigao 5.18]).

O fato de (M™,d,) ser um espaco métrico nos permite questionar se M™ é uma
variedade completa ou nao, no sentido da convergéncia de sequéncias de Cauchy. Essa
ideia de completude esta intimamente relacionada ao conceito de completude geodésica.

Defini¢ao 1.1.1. Uma variedade Riemanniana (M™, g) € dita geodesicamente com-

pleta se toda geodésica em M™ pode ser estendida a uma geodésica definida em todo

R.
A relagao entre a completude, no contexto de espacos métricos, e a completude
geodésica é evidenciada no conhecido Teorema de Hopf-Rinow.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hopf-Rinow). Sejam (M™, g) uma variedade Riemanni-

ana conexa e p € M™. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) A aplicagio exponencial exp, estd definida para todo v € T,M™.

(27) O espago métrico (M™,d,) € completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy em M™

€ convergente.

(i1i) A wvariedade Riemanniana (M™,g) € geodesicamente completa.
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(iv) Todo conjunto limitado e fechado em M™ é compacto.

(v) Eziste uma sequéncia de subconjuntos compactos K1 C Ky C ... C K, C
. C M™ em (M™,dy), satisfazendo UK,, = M™, tal que, se g, ¢ K,, en-
tao dgy(p, ¢n) — +00.

Diante da equivaléncia entre as afirmagoes (ii) e (iii), expressa no Teorema de
Hopf-Rinow, utilizamos a expressao “variedade Riemanniana completa” para nos refe-
rirmos a uma variedade Riemanniana geodesicamente completa.

Em [8], Aratjo, Mari e Pessoa, por meio do estudo de aspectos da Teoria do

Potencial para o operador infinito laplaciano, definido por
Asou = V*u(Vu, Vu),

em que V? e V denotam, respectivamente, os operadores Hessiano e gradiente, estabe-
leceram um resultado que nos permite detectar a completude de variedades de Finsler,
uma classe mais ampla de variedades na qual estao inclusas as variedades Rieman-
nianas. No contexto Riemanniano, podemos inferir, a partir de [8, Teorema 1.1], a
validade do resultado abaixo.

Proposicao 1.1.3. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana conexa e completa.

Toda func¢ao suave u : M™ — R, limitada superiormente e que satisfaz a desigual-

dade Ascu > 0 € constante.

Em outras palavras, a Proposicao 1.1.3 estabelece que toda variedade Riemanni-
ana conexa e completa goza da propriedade de Liouville “se Ay u > 0 e sup,; u < +00,
entao u é constante”. Esta é a propriedade sobre a qual fazemos referéncia na introdu-
¢ao deste trabalho, uma ferramenta indispensavel para a obtengao dos nossos resultados
de rigidez e nao existéncia para subvariedades completas.

Observacao 1.1.4. Neste trabalho, a menos que seja dito o contrdrio, consideramos

sempre variedades conexras.

1.2 Variedades parabélicas

O conceito de parabolicidade para variedades Riemannianas surge em diferen-
tes contextos nas mais diversas areas da Matemaética, como Probabilidade, Analise e

Geometria, e ha véarias formas de se definir e caracterizar variedades Riemannianas

6



parabolicas, como ¢é possivel observar em [19] e [36]. Por exemplo, de acordo com
Grigor’yan, em [19], uma variedade Riemanniana M™ é parabolica se, e somente se, o
movimento Browniano em M™ é recorrente, isto é, uma particula que realiza um mo-
vimento Browniano em M™ visita, com probabilidade 1, qualquer subconjunto aberto
de M™ em momentos de tempo arbitrariamente grandes. Por outro lado, do ponto de
vista geométrico, ha intimeras propriedades que implicam na parabolicidade de uma
variedade Riemanniana, dentre as quais algumas revelam como tal conceito relaciona-
se com a taxa de crescimento do volume das bolas geodésicas. Exemplificando, sabe-se
que as superficies completas com crescimento de volume quadratico sao parabdlicas e
que toda variedade fechada, isto é, compacta e sem bordo, assim como toda variedade
completa e de volume finito, ¢ parabdlica [36]. De modo mais geral, se uma variedade

Riemanniana M™ é completa, entao a condicao

/*“’ﬂ_m
Vi

em que V() denota o volume da bola geodésica de raio r centrada numa origem fixa, é
suficiente para garantir a parabolicidade de M™ (ver [8] e [19]). Além disso, o produto
de uma variedade Riemanniana parabodlica por uma variedade Riemanniana fechada
arbitraria é sempre parabolico [2|. Neste trabalho, utilizamos uma defini¢ao analitica,
que pode ser encontrada em [19] e [36], a qual julgamos ser a mais apropriada para a
obtenc¢ao de nossos resultados.

Defini¢ao 1.2.1. Uma variedade Riemanniana completa (M™,g) € dita parabdlica
quando nao admite fungoes superharmoénicas positivas e nao constantes.

Em outras palavras, uma variedade Riemanniana completa (M™, g) é parabolica
se, e somente se, as Unicas fungoes positivas e superharmoénicas (cujo laplaciano é menor
do que ou igual a zero) sdo as constantes.

Note que, a partir da Defini¢ao 1.2.1, podemos caracterizar as variedades parabo-
licas (de agora em diante, sempre que nos referirmos a variedades parabdlicas, estamos
considerando que elas também sdo completas) como aquelas nas quais as tnicas fun-
¢oes superharmonicas e limitadas inferiormente sao as constantes. Com efeito, seja M™
uma variedade Riemanniana parabodlica. Dada uma fungao superharmonica e limitada

inferiormente u : M™ — R, existe ¢ € R tal que, para todo p € M™,

u(p) > c.

7



Desse modo, a funcao v : M™ — R que a cada p € M™ associa o ntmero real

é positiva. Além disso,

Av = Au <0.

Consequentemente, pela parabolicidade de M™, v é constante e, portanto, u
também é constante. Reciprocamente, se toda fun¢ao superharmonica e limitada infe-
riormente em uma variedade Riemanniana (M™, g) é constante, entao, em particular,
as fungoes superharmonicas positivas (as quais sao limitadas inferiormente) sdo cons-

tantes.

Observagao 1.2.2. A caracterizacao estabelecida anteriormente pode ser expressa em
termos de fungoes subharmonicas (cujo laplaciano € maior do que ou igual a zero) e
limitadas superiormente. De fato, basta perceber que uma funcdao u, definida numa
variedade Riemanniana, € superharmonica e limitada inferiormente se, e somente se,

—u € subharmonica e limitada superiormente.

1.3 Subvariedades aprisionadas

. —n+p+1 . , . . .
Sejam (M ,g) um espago-tempo, isto ¢, uma variedade Lorentziana de di-
mensao n-+p+1 na qual podemos estabelecer uma orientagao temporal, cujo tensor mé-
trico ¢ tem assinatura (—,+,+,...,+), e X" uma subvariedade tipo espago imersa em
—n+p+1 . . . . . . ~ . ,
M , ou seja, uma variedade n-dimensional para a qual existe uma imersao isomé-
. —n+p+1 L. . . . L Ty . .
trica ¢ : X" — M tal que a métrica induzida em ™ por ¢ é Riemanniana. Deno-

—n+p+1 . .
M e X", respectivamente, defini-

tando por V e V as conexdes de Levi-Civita em
mos a segunda forma fundamental de X" como a aplicagao a : X(X")x X(X") — XH(Z")

que a cada par (X,Y’) de campos suaves em X" associa o campo normal
a(X,Y) = =(VxY),

em que (VxY)+ é a componente normal de VxY ao longo de "

O campo curvatura média H de ¥ é definido por

.
H = —tr(a),

n



ou seja, dado um referencial ortonormal {Fy, Fs, ..., E,} para X",

n

L1
n;“< )

Fixado £ € X*(X"), definimos o operador de Weingarten de X", com respeito a &, como

a aplicagao A : X(X") — X(X") que satisfaz
9(AcXY) = g(a(X,Y), §),

para todo X,Y € X(X"). Uma vez que X (g(£,Y)) =0, pois £ é ortogonal a Y,
9(Vx&Y) +g(VxY,€) = 0.

Consequentemente,

9(Vx&Y) = —g(VxY,§).
Como ¢(Vx&,Y) = g(Vx€)T,Y), ja que Y é um campo vetorial tangente a X7,
e g(VxY, &) = g((VxY)4,€), pelo fato de & ser um campo vetorial normal a Y7,

concluimos que
9((Vx€)".Y) = g(=(VxY)", &) = g(a(X,Y),€) = g(AeX,Y).
Portanto,
AeX = (Vx&)™*.

Consideremos o caso em que a codimensao de X" em M g igual a 2, ou seja,
p = 1. Para cada ¢ € ¥, o espago normal (7,%")* ¢ bidimensional e tipo tempo, isto
é, a restricao da métrica de M7 a esse espago vetorial ¢ nao degenerada e de indice
1. Dado um referencial ortonormal local { N7, Ny}, constituido de campos normais a

¥ onde Nj é tipo tempo (ou seja, g(Ny, N1) < 0) e futuro direcionado, definamos os

campos locais
N1+ N I N1 — N,

k+—Te _ T

Note que

N Ny N N-
9(k+a/f+)—g( ke s 2)

V2 V2

1
= §g<N1 + Ny, Ny + N3)
1
= §(Q(N1,N1) + g(N1, N2) + g(N2, Nv) + g(Na, No))

1
= (=140+0+1)

=0,



glk—k-) =g (Nl\;iNQ, Nl\;;%)
= %g(Nl — Ny, Ny — Ny)
= (9N, M) = 9Ny, N3) = (N, W) + g(No, M)
=%P4—0—0+D
=0

e

glky k) =g (NI%NQ, Nl\;;%)
= %g(Nl + Noy Ny — Ny)
= (9N, M) = g(Vi, N3) + (N, V) = 9N, M)
:%@4—o+o—n
= -1

Como ¢g(ky,ky) = g(k_,k_) = 0, os campos ky e k_ sao tipo luz. Além disso, eles

apontam para o futuro, ja que

1
g(ky, Ni) = g(k—,N;) = ——= <0,

V2

e, para cada g € X", ky (q) e k_(q) sdo vetores de (T,%")* linearmente independentes.
Isso implica que {k;,k_} é também um referencial local de campos normais a ¥". Por

conseguinte, podemos escrever o campo curvatura média de X" como
H=—0_k, —0.k_,
em que 6, e #_ sao fungoes suaves definidas em >.". Observe que
g(H ky) = g(=0-ky — 0.k ky) = =0 g(ky, ky) —0,9(k, ky) = 6,
Analogamente,
g(H k) = g(=0_ky — 0.k k) = —6_g(ky, k) —0,9(k k) =0_.

As fungoes 0, e #_ sao denominadas expansoes nulas futuras e relacionam-se com a

divergéncia dos campos k; e k_ da seguinte forma:
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0y = g(ﬁ,ki)

— g <% i Oz(Ei, EZ), ]{Ii>

i=1

1 n
EZQ(O‘(EHEZ)vki)
i=1
1 n
- _Zg<AkiEiaEi)
n i=1
I e~ — -
= ﬁZQ((szki) 7Ei)
=1

Il & —
= _Zg(ink:bEi>
n =1

= % diVE(ki),
em que {Ey, Fy, ..., E,} & um referencial ortonormal local de ¥". Por esta ultima
igualdade, inferimos que, fisicamente, as expansoes nulas futuras 6, e #_ medem a
divergéncia dos raios luminosos que emanam de »" nas diregoes de k. e k_, respecti-
vamente.

Em seu trabalho sobre colapso gravitacional e singularidades em um espago-tempo
[26], que lhe rendeu o prémio Nobel em 2020, o fisico matematico Roger Penrose
definiu uma superficie aprisionada como uma subvariedade bidimensional ¥2, compacta
e sem bordo, tipo espaco e imersa em um espaco-tempo quadrimensional, satisfazendo a
condicao de que os dois sistemas de geodésicas nulas que encontram »? ortogonalmente
convergem localmente em diregdes futuras (na verdade, o conceito apresentado por
Penrose é precisamente o que denominamos de superficie futuro aprisionada fechada).
Nesse contexto, com base no que discutimos anteriormente, a condi¢ao de convergéncia
local dos dois sistemas de geodésicas nulas que encontram Y2 ortogonalmente (as quais
sao tangentes os campos tipo luz k, e k_ em X?) é refletida diretamente nos sinais das
expansoes nulas futuras 6, e 6_.

Diante disso, dizemos que uma subvariedade X" de dimensao arbitraria n e co-
dimensao dois, imersa em um espaco-tempo an, é uma subvariedade futuro aprisio-
nada quando ambas as expansoes nulas futuras sao negativas, isto ¢, 8, <0e 6_ < 0.
De modo similar, dizemos que >" é uma subvariedade passado aprisionada quando am-

bas as expansoes nulas futuras sao positivas, ou seja, 8, > 0 e §_ > 0. Considerando os

11



sinais de tais expansoes nulas, podemos ainda subclassificar as subvariedades aprisiona-
das com codimensao dois como marginalmente aprisionadas e fracamente aprisionadas,

conforme destacado na Tabela 1.1 (ver [34]).

Tabela 1.1: Classificacao das subvariedades com codimensao dois em termos das ex-

pansoes nulas futuras.

H Futuro Passado
Aprisionada 0, <0ef_<0 | 0,.,>0eb_>0
0, =0e6_<0 | 60,=0e6_>0
Marginalmente aprisionada ou ou

9+<0€0,:0 9+>0€97:O
9+§0€9_§0, 94_20@9_20,
com 62 + 62 >0 | com % + 6% >0

Fracamente aprisionada

Note que

g(H,H) = g(—0_ky — 0, k_,—0_k, — 0,k_)

=02 g(ky, ky) +20_ 0, gk k) +02g(k_, k)
=—20_6..
Além disso,
g(H,Ny) = g(—0_ky — 6, k_, \y)
= —0_g(ky, N1) — 0,g(k_, N1)

() ()

0_ +46,

- —\/§ .
Sendo assim, " é uma subvariedade futuro aprisionada se, e somente se, H ¢ tipo
tempo e aponta para o futuro. Com efeito, se X" é futuro aprisionada, entao 0_ < 0
¢ §. < 0. Consequentemente, 6_60, > 0 ¢ 0_ + 6, < 0. Portanto, g(H,H) < 0
e g(ﬁ, Np) < 0, o que significa que H é um campo tipo tempo e futuro direcionado.
Reciprocamente, se Hé tipo tempo e aponta para o futuro, entao as expansoes nulas 6_
e 0, devem ser diferentes de zero, possuir mesmo sinal e satisfazer a relacao 6_+60, < 0.
Logo, ambas devem ser negativas. Em outras palavras, 3" deve ser futuro aprisionada.
De maneira totalmente analoga podemos demonstrar que X" é uma subvarie-

dade passado aprisionada se, e somente se, H é tipo tempo e aponta para o passado.
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Esse resultado revela que as condi¢oes sobre os sinais das expansoes nulas futuras
relacionam-se com o carater causal e a orientagao temporal do campo curvatura mé-
dia. Tal relacao nos permite caracterizar a classe das subvariedades aprisionadas com

codimensao dois conforme apresentado na Tabela 1.2 (ver [2] e [34]).

Tabela 1.2: Classificacao das subvariedades com codimensao dois em termos do carater

causal e da orientagao temporal do campo curvatura média.
H Futuro Passado

L Hé tipo tempo Hé tipo tempo
Aprisionada o o
e futuro direcionado | e passado direcionado

] o Hé tipo luz Hé tipo luz
Marginalmente aprisionada S o
e futuro direcionado | e passado direcionado

o H é causal H é causal
Fracamente aprisionada o o
e futuro direcionado | e passado direcionado

Com base nessa caracterizacao, podemos estender naturalmente o conceito de
subvariedade aprisionada para o caso de codimensao arbitraria (ver [18]). A seguir,

estabelecemos as defini¢oes que consideramos para a obtengao dos nossos resultados.

Definicao 1.3.1. Sejam M um espaco-tempo e X" uma subvariedade tipo espago
. — 1 . . .

imersa em M " Dizemos que X" € uma subvariedade futuro aprisionada (respec-
tivamente, passado aprisionada) quando o campo curvatura média H ¢ tipo tempo e

futuro direcionado (respectivamente, passado direcionado).

Definicao 1.3.2. Sejam M um espaco-tempo e X" uma subvariedade tipo espaco

. ——n—+p+1 . . . . .
imersa em M . Dizemos que X" € uma subvariedade marginalmente futuro apri-

sionada (respectivamente, passado aprisionada) quando o campo curvatura média H é

tipo luz e futuro direcionado (respectivamente, passado direcionado).

. ~ . ——n—+p+1 X 3
Definicao 1.3.3. Sejam M um espago-tempo e X" uma subvariedade tipo espago
. S 7ntp+l . 5 ; 157
imersa em M . Dizemos que X" ¢ uma subvariedade fracamente futuro aprisionada
(respectivamente, passado aprisionada) quando o campo curvatura média H € causal e

futuro direcionado (respectivamente, passado direcionado).

Os estudos relacionados as subvariedades aprisionadas, marginalmente aprisio-
nadas ou fracamente aprisionadas sao intimeros. Destacamos, aqui, alguns trabalhos
nos quais sao apresentados resultados de rigidez e nao existéncia para essas classes de

subvariedades.
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De modo geral, no contexto da Fisica, as pesquisas envolvendo o conceito de
subvariedade aprisionada limitam-se ao estudo do caso em que as subvariedades em
questao sao fechadas, isto é, compactas e sem bordo. Um motivo para isto é o fato
de que subvariedades aprisionadas nao compactas nao sao consideradas tao relevan-
tes para a Teoria Gravitacional, pois estao presentes até mesmo no espago-tempo de
Minkowski, que ¢ plano. Nos trabalhos de Senovilla, como [28], [29], [30], [31] e [32],
sao apresentados diversos resultados de rigidez e nao existéncia para subvariedades
aprisionadas fechadas.

Apesar de, no contexto da Fisica, as subvariedades aprisionadas nao compactas
terem uma menor relevancia, em um contexto Matematico, tais subvariedades sao ex-
tensivamente estudadas (ver, por exemplo, [1], [3], [4], [6], [13], [15], [16] e [17]). Em [2],
Alias, Canovas e Colares trabalharam com subvariedades marginalmente aprisionadas
de dimensao arbitraria e codimensao dois, imersas em espagos-tempo de Robertson-
Walker generalizados. Utilizando como ferramentas um principio do méaximo para
variedades fechadas e o principio do méximo fraco de Omori-Yau para variedades es-
tocasticamente completas (descrito no Capitulo 4), eles provaram alguns resultados
de rigidez para tais subvariedades, os quais garantem que, sob certas condigoes, elas
devem estar contidas em slices. Além disso, empregando essas ferramentas, obtiveram
também resultados de nao existéncia para subvariedades fracamente aprisionadas.

Trabalhando com subvariedades imersas em espacos-tempo estaticos padrao, em
[24], e espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados, em [25], Pelegrin demonstrou
resultados de nao existéncia para subvariedades parabodlicas e fracamente aprisionadas
de codimensao arbitraria. Outros trabalhos envolvendo subvariedades aprisionadas
nesses mesmos espagos-tempo sao [13] e [17].

Em [33], foi introduzido o conceito de superficie totalmente aprisionada, um tipo
de superficie aprisionada que apresenta uma maior simetria, no sentido de que a condi-
¢ao sobre o caréter causal e a orientagao temporal é feita com respeito a segunda forma
fundamental, e nao ao campo curvatura média. Tal conceito pode ser naturalmente
estendido para subvariedades de dimensao arbitraria, por meio da definicao dada a
seguir.

Definicao 1.3.4. Sejam M um espaco-tempo e X" uma subvariedade tipo espaco

i —n+p+1 . B . ..
imersa em M . Dizemos que X" € uma subvariedade totalmente futuro aprisionada
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(respectivamente, passado aprisionada) quando, para todo ¢ € X" e todo v € T, X",
com v # 0, o vetor a(v,v) € tipo tempo e futuro direcionado (respectivamente, passado

direcionado).

Em [7], Andrade, Lima e Roing obtiveram resultados de rigidez e nao existéncia
para subvariedades p-parabélicas e totalmente aprisionadas imersas em espagos-tempo

estéaticos padrao.

1.4 Produtos warped

Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis de dimensoes m e n, respectivamente.

Dados os sistemas de coordenadas
E=(T1,T0 ..., Tp) : UCM" R en=(y1,y2,-.-,Yn) : YV C N" = R",

a aplicagao € xn: U XV C M™ x N" — R™™ que a cada (p,q) € U x V associa o

elemento

(€ xn)(p,q) = (@1(p), 22(p), - - -, 2m(P); ¥1(q); Y2(Q)s - - -, yn(q))

constitui um sistema de coordenadas em M™ x N". A variedade diferenciavel (m +n)-
dimensional M™ x N™ obtida desse modo, a partir das estruturas diferenciaveis de M™
e N", é denominada variedade produto.

Considere as projecoes canonicas my; : M™ X N* — M™ ey : M™ x N — N,
definidas por

mu(p,q) =pemn(p,q) =q.

Dado z = (21,22, -, Zmsn) € (€ X n)(U x V) C R™" existe um tnico (p,q) €U X V

tal que (£ x n)(p,q) = z. Dessa forma,

[§ om0 (& xn)7](2) = (§omar)(p, q)
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[omno(Exn)(2) =(nonn)(p,q)
=n(q)

= (1(q); -, yn(q))

(Zmats -+ Zman)

= T (2),
onde mrm € Trn sa0 as projecoes de R™ x R™ sobre R™ e R"”, respectivamente, as quais
sao diferenciaveis. Isso implica que as aplicagoes my; e 7wy sao diferencidveis.

De modo particular, para cada (p,q) € M™ x N™ as retricoes de 7y e my as
subvariedades M™ x {q} e {p} x N™, nessa ordem, sao difeomorfismos. Com efeito,
dado ¢ € N™, a aplicagdo 7y : M™ x {q} — M™ é claramente uma bije¢ao. Além
disso, sendo £ : U/ — R™ um sistema de coordenadas em um ponto arbitrario p’ € M™,
temos que ¢ : U X {q} — R™, onde ¢ = £ oy, € um sistema de coordenadas no ponto

(p',q) € M™ x {q}. Como Eomprop™! i p(U x {q}) CR™ — £(U) C R™ satisfaz

Eomyot™ =Eomyo(Eomu) = idrm| e -

onde idgm representa a aplicacao identidade em R™, segue que Tz |y m., (g € um difeo-
morfismo. A demonstracdo de que 7y (= € também um difeomorfismo é anéloga.
Denotando T{, o) (M™ x {q}) por T(,oM™ e T, o ({p} x N™) por T, o N", temos
que
Tipg)(M™ x N") = Tip g M™ & Ty, N",

m e

isto ¢, o espaco vetorial T, ¢ (M™ x N™) é a soma direta dos subespagos T{y 4 M
TipN"™. De fato, uma vez que may,y, v € constante, a diferencial dmy, em (p,q) é
tal que, para todo w € T{, o N",

drp(w) = 0.

Por outro lado, como my : M™ x {q} — M™ é um difeomorfismo, dmy; : T(, oM™ —
T,M™ & um isomorfismo linear. Sendo assim, dmy(v) # 0 para todo v nao nulo em

Tip,M™. Consequentemente,
T M™ NTp g N"™ = {0}.

Além disso, dim(T(, o M™) = dim(T,M™) = m. Como dry : T(pyN" — T,N™ tam-

bém é um isomorfismo linear, pois 7y : {p} X N* — N™ é um difeomorfismo, temos
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que dim(T(, o N") = dim(T;N") = n. Portanto,
dim(T(nq)(Mm X Nn)) =m-+n= dim(T(nq)Mm) —+ dim(T(pﬂ)N").

Esse resultado nos permite concluir que, dado u € T, 4 (M™ x N™), existem tnicos
v ETpgM™ew e Ty N tais que u = v + w.

Se f é uma funcao suave em M"™, definimos o levantamento de f para M™ x N™
como sendo a fungao suave f = fomy. O levantamento de um vetor tangente u € T, M™
para (p,q) € M™ x N™ é o tnico vetor @ € T, oM™ tal que dmp () = u. Por fim,
se X € X(M™), isto é, X é um campo vetorial suave em M™, seu levantamento
para M™ x N™ é o tnico campo vetorial suave X € X(M™ x N™) cujo valor em
cada (p,q) € M™ x N™ ¢ o levantamento do vetor X, para (p,q). Os levantamentos
de fungoes suaves, vetores tangentes e campos vetoriais em N" sao definidos de modo
analogo, a partir da projecao m. O conjunto de todos os campos vetoriais de M™ x N™
que sao levantamentos de campos de M™ é denotado por L£(M™). Similarmente,
utilizamos £(N") para denotar o conjunto dos levantamentos de campos vetoriais em
N™ para M™ x N".

Lema 1.4.1. Se X,Y € L(M™) e V € L(N™), entio
() [X,¥] = [X,Y] € £(M™);
(i1) [X,V]=0.

Demonstracdo. Sejam XY € L(M™) e V € L(N™). Dados p € M™ e g € N", temos
que
dry (X)) = Xp e diy(Ypg) = Yy

Desse modo, para toda funcao suave f em M™,

Portanto, dmy([X,Y] ) = [X, Y], Além disso, como

dmy (X(p,q)) = dWN(}N/(nq)) =0,
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pois X(M) e fim) sao elementos de T(, »HM™,

drn (X, Y)0) (F) = [X, Y] o (f 0 7w)

X(p,q)(?(f o 7TN)) - Y/(p,q) (X<f © 7TN))
Xy (dan(V)(f)) = Vi) (drn (X)(f))
0.

—_——

Isso implica que [X,Y](q ¢ um elemento de Ty, M™. Logo, [X,Y] = [X,Y] €
L(M™).
Para verificarmos a validade da afirmagao (i), observemos, primeiramente, que

dWM(V(p,q)) =0e dWN(V(nq)) =V

ja que V € L(N™) e, em particular, f/(p,q) ¢ um elemento de T{, ,N". Com base nisso,

obtemos que

Ayt ([X, Vipa)(f) = [X, Vg (f o mar)
X(p,q)(v(f © 7rM)) - ‘7(p,q) (X(f o WM))
= Xipo) (dmas (V)(£)) = Vipg) (dmar(X)(£))
= —Vipa (X (f) 0 71)
= _dWM(‘N/(p,q))(X(f))

Sendo assim, [X, V] = 0. O

Observacao 1.4.2. De modo inteiramente andlogo, € possivel mostrar que [U, f/] =
(U, V] € L(N™), para todo U,V € L(N™).

Se munirmos M™ e N, respectivamente, com as métricas semi-Riemannianas
gum € gy, podemos tornar M™ x N™ uma variedade semi-Riemanniana definindo nela

a métrica produto

9= my(gnm) + 7 (9n),
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onde 7},(ga) € i (gn) representam, nessa ordem, o pullback de gy via mys e o pullback
de gy via my. Escrevendo de outra forma, para cada (p,q) € M™ x N™ e u,v €

T(p,q)(Mm x N™),

9(u,v) = gur(dmp (u), dmpr (v) + gy (dmy (), dry ().

A variedade semi-Riemanniana (M™ x N", ¢g) também é comumente chamada de
variedade produto, sendo, na pratica, distinguida da variedade diferenciavel produto
M™x N™ apenas pelo contexto. Neste trabalho, denominamos (M™ x N™, g) de produto
semi-Riemanniano.

Para cada (p,q) € M™ x N", as subvariedades diferenciaveis {p} x N" e M™ x{q},
quando munidas com as métricas induzidas pela aplicagao inclusao, sao subvariedades
semi-Riemannianas de (M™ x N, g). As restrigoes das projecoes my e my a M™ x {q}
e {p} X N", respectivamente, isto &, Tar|psm, 1y + M™ x{q} = M™ e wn |y nn 1 {P} ¥
N™ — N™ sao isometrias (um resultado mais geral, que inclui este caso, é apresentado
e demonstrado posteriormente). Deformando-se homoteticamente a métrica produto
em cada {p} x N™, obtemos uma classe especial de variedades semi-Riemannianas: a

classe dos produtos warped.

Definigao 1.4.3. Sejam (M™, gyr) e (N™, gn) variedades semi-Riemannianas de di-
mensoes m e n, respectivamente, e p : M™ — R uma funcao suave positiva. O produto
warped M™ x, N™ € a variedade produto (m + n)-dimensional M™ x N™ munida com

o tensor métrico
g9 =m(gm) + (pomar)?my (gn),
onde my e my representam as projecoes canodnicas de M™ x N™ sobre M™ e N",

respectivamente.

Na Defini¢ao 1.4.3, as variedades (M™, gpr) e (N", gn) s@o denominadas, nessa
ordem, de base e fibra do produto warped M™ x,N", e p ¢ chamada de fungao warping.
Note que, no caso em que p ¢ constante e igual a 1, o produto warped M™ x, N"
corresponde ao produto semi-Riemanniano M™ x N™.

Assim como no caso do produto semi-Riemanniano, para cada (p,q) € M™ x,N",
os subconjuntos {p} x,N" e M™ x ,{q}, munidos com a métrica induzida pela aplicacao
inclusao, sao subvariedades semi-Riemannianas de M™ x, N". As subvariedades da
forma {p} x, N" sao chamadas de fibras, enquanto que as subvariedades da forma

M™ x,{q} sdo denominadas de folhas.
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Proposicao 1.4.4. Sejam (M™,gnr) e (N", gn) variedades semi-Riemannianas e p :
M™ — R uma func¢do suave positiva. Se my e Ty SGo as projecoes candnicas de

M™ x N™ sobre M™ e N™, respectivamente, entao
(1) para cada q € N™, a aplicag¢ao WM]MmXp{q} M™%, {q} = M™ € uma isometria;

(ii) para cada p € M™, a aplicagao 7TN|{p}XpNn :{p} x, N* — N™ ¢ uma homotetia

positiva com fator de escala 1/p(p);

(i13) para cada (p,q) € M™ x, N", a folha M™ x,{q} € ortogonal a fibra {q} x, N™.
Demonstrag¢ao. Conforme discutido anteriormente, sabemos que, para cada p € M" e
q € N, as aplicagoes Tas|ypmy (gy - M™ Xp{a} = M™ e mnfy vt {P} X, N* = N"
sao difeomorfismos. Ademais, fixado (z,q) € M™ X, {q}, observe que, para cada

(S T(z,q)(Mm Xp {Q})a
drn(v) =0,

jé que T [ypmy gy € constante. Assim, dados vy, va € T(z,q)(M™ %, {q}),

9(vi,v2) = gur(dmas (v1), dmar(v2)) + p* () g (dm (v1), dw (v2))
= gy (dmpr(vr), dmas(ve)).
Portanto, ma|ypmy g 1 M™ X, {q} — M™ ¢ uma isometria. Isso prova a validade da
afirmagao (7).
Para provarmos a validade da afirmagao (i7), consideremos um elemento (p,y) €
{p} x, N". Para cada w € T{, ) ({p} x, N"),

de(w) = 0,
POIS Tar[ gy, nn € constante. Desse modo, dados wy, w2 € Tiypy) ({p} %, N7),

9w, we) = gag(dmag(wr), dmar(ws)) 4 p*(p)gn (dr (wy), dry (ws))
= p*(p)gn (dry (wy), dry (wy)),
ou seja,
1

g (dmy (), dry (3)) = (W)))Qg(wl,m

Isso implica que WNl{p}XpNn :{p} x, N™ = N™ & uma homotetia positiva com fator de
escala 1/p(p).
Finalmente, fixado (p,q) € M™ x, N", temos que, dados v € T, )(M™ %, {q})

e w & Tipg({p} x, N7),
dry(v) =0 e dmy(w) =0,

pelos mesmos motivos apresentados anteriormente. Consequentemente,
g(v,w) = gur(dmar(v), dmar(w)) + p*(p)gn (A (v), dry (w)) = 0.
Isso significa que a folha M™ x, {q} é ortogonal a fibra {p} x, N, o que completa

nossa demonstracao. O]
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Lema 1.4.5. Se f: M™ — R ¢ uma func¢ao suave, entao o gradiente do levantamento

de [ para Mm+n = N X, N™ € o levantamento para M™ " do gradiente de f, isto ¢€,
Vf=viy,
onde V e VM representam, respectivamente, o operador gradiente em M™m e M™,

n

Demonstrac¢ao. Dado (p,q) € ]\7’”*”, temos que, para todo v € Ty, . N",

9(V fpsv) = 0(f) = v(f o mr) = dmar(v)(f) = 0.

Isso implica que v f(p,q) pertence a T{, ,M™. Além disso, pelo item (i) da Proposicao
1.4.4, para todo u € Tiy oM™,

g (dmar(V fipg))s dmns () = 9(V fipg)s )
= u(f)
=u(fomy)
= dmu (u)(f)
= gu (VY fy, dmas(w)).
Portanto, pela arbitrariedade de u, de(ﬁf(M)) = VM f,. Logo, ﬁf = Wf O

Lema 1.4.6. Se f: N" — R ¢ uma fung¢dao suave, entao

1 —
Vi= ——V,

(pomy)?
onde V e VN representam, respectivamente, o operador gradiente em M™m ¢ N7,
Demonstragao. Seja (p,q) um elemento arbitrario de M™ ", Para cada u € Tip.gM™,
g(vf(p,q)au) = U(f) =u(fony) = dry(u)(f) =0.

Sendo assim, V f(w) pertence a T{, o N". Ademais, pelo item (ii) da Proposicao 1.4.4,
para todo v € T(, o N",

an(drn (V o), drn (v)) =




Desse modo, pela arbitrariedade de v, dﬂN(ﬁf(p,q)) = (1/p*(q))V" f,. Portanto, Vf=
(1/(pomn)?)VNf. 0

Proposigao 1.4.7. Seja M™ " = M™ x, N". Se X,Y € L(M™) e V,W € L(N"),
entao
(i) VY € L(M™) € o levantamento de VMY € M™:;
(i) ViV = VX = (X(2)/0)V;
(i6d) (Vo W) = ~(g(V.W)/5)Vp;
(iv) (6VW)T € L(N™) € o levantamento de VYW € N™.

Demonstra¢do. Dados X,Y € L(M™) e V,W € L(N™), sabemos, pela Formula de
Koszul, que

e, consequentemente, de acordo com a Proposicao 1.4.4,
gV, V) =g(V,X) = g(V,[X,Y]) = g(X, [V, V]) = g(Y, [V, X]) = 0.

Além disso, uma vez que g(X,Y) = gar(X,Y)omy & constante em cada fibra {p} x,,N",

V(g(X,Y)) =0.
Portanto,
g(VzY,V)=0.
Assim, da arbitrariedade de V, segue que v XY/ ¢ tangente a cada folha M™ x, {¢}.

Ademais, como, para todo ¢ € N™, 7TM|Mm><p{q} ¢ uma isometria,
dWM(ﬁXY/) == de(WYV) = V%M(Y)dWM<?) = V%Y,

onde VM representa a conexao de Levi-Civita na folha M~ = M™ x »1q} e os campos
X e Y séo as restricoes de X e Y a M. Isso demonstra a validade da afirmacao (7).

Para provarmos a validade da afirmagao (ii), observemos primeiramente que
%XV = %VX sao campos tangentes as fibras. Com efeito, como [X, f/] = 0, temos
que

ViV -V X =[X,V]=0.
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Além disso, tendo em vista que

eg(V,Y) =g(V, %XY) =0, pois VeL(N)eY, V;(f/ € L(M™), concluimos que

Pela arbitrariedade de Y, o campo %Xf/ é normal as folhas, ou, equivalentemente,

tangente as fibras. Por outro lado, novamente pela formula de Koszul,

9T, ) = 5 (X (o7, W) + Vg0, ) = W ((X, 7))
— g(X VW) + (V. [W, X)) + (W, [X, V)
= S X (7, 17),

ja que

g(W,X) = g(X>‘~/) = g(Xv [V7 W]) = g(‘?> [WvX]) = g(W’ [va]) = 0.

No entanto, diferentemente do caso anterior, g(V, W) = (pom)(gn(V, W) o my) néo

¢ constante nas folhas M™ x, {¢}. Por conseguinte, sendo p = p o my,

g(VV, W) = =X ((pomu)(gn(V,W) 0 7))

(7) (g (V. W) 0 ) + 72X (gn (V, W) 0 my))

|
—~ <2
14

N DN — DN —

/N
[\
™
<
S
o
=
=
(e)
3
Z

Logo, ViV = (X(p)/p)V.
Para determinarmos a veracidade da afirmagao (iii), basta percebermos que

g((%vW)J',X) = Q(VVWaX) = V(Q(W’X» - g(Wa VVX)) = _9<W>VVX)a

pois X & normal as fibras e g(W, X) = 0.

Como, por (i),



obtemos

X(p) .~ -~
r
Vp, X) - -~
IR 4 )
~p ~
W, V) ~_ =
- I %5, %)
P
p
Inferimos pela arbitrariedade de X que
~ W, V)= W, V)=
Ty = -1, - DG,

onde a ultima igualdade segue do Lema 1.4.5.
Finalmente, uma vez que V e W sdo campos tangentes as fibras, para cada

p € M™, a subvariedade N = {p} x, N possui conexao de Levi-Civita VN tal que
VW = (Ve W),

onde V,W € %(Nn) representam as restricoes dos campos V e W a N'. Como, pela
Proposicao 1.4.4, 7|, ve @ ({p} X, N", g) = (N, gn) ¢ uma homotetia positiva
com fator de escala 1/p(p), temos que, ao munirmos N” com a métrica gy = p?(p)gn, a
aplicagao x| nn @ (TN] 0, v - 9) = (N, giy) se torna uma isometria, pois, nesse
caso,

T (gh) = T (P ®)gw) = FO)m(an) = P(0) (p%p)g) _

Desse modo, considerando V'V a conexdo de Levi-Civita em (N, g)y),
dry ((vaW) = dny (VW) = VN o dry (W) = VW

Por outro lado, para todo Z € X(N™),

I (VEW, 2) = 5 (V{gy (W, 2)) + W{gh (7, V) ~ Z(ghy (V. W)
— (VLW Z) + gy (WL Z.V]) + (2, 1V. W)
= & (VA @)on(W, 2)) + W (0an(Z.V)) — 25 @)aw (V. W)
= ' (P)gn (V. [W. Z]) + p*(0)gn (W, [Z,V]) + p*(p)gn (Z, [V, W])) .
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Como p?(p) é uma constante, obtemos

I (VEW. 2) = ¢ (2*0)V (9w(W, 2)) + 7o) W (on (Z.V)) — () (g (V. W)
= P*(P)gn (V. (W, Z]) + p*(p)gn (W, [Z,V]) + p*(p)gn (Z, [V, W]))
= () 5 (V{gn(W, 2)) + W{gn(Z, V) = Z(gn (V. W)
— vV W Z) + g (W, Z.V]) + ax (Z.1V. W)

= p*(p)gn (VI W, 2)
= gn(VYW, Z).

Isso implica que V¥ W = VI W. Logo,
dry ((%W)T) = viw,
e a afirmagao (iv) esta provada. O
Corolario 1.4.8. Se M™" = M X, N™, entao
(i) para cada g € N™, a folha M™ x,{q} € uma subvariedade totalmente geodésica;
(i1) para cada p € M™, a fibra {p} x, N" € uma subvariedade totalmente umbilica.

Demonstra¢ao. Dado q¢ € N™, temos, pela afirmacao (i) da Proposi¢ao 1.4.7, que a
segunda forma fundamental da folha M" =M™ X, {q} € nula e, portanto, M" e
totalmente geodésica. Por outro lado, dado p € M™, sabemos, pelo item (iii) da
Proposicao 1.4.7, que a segunda forma fundamental da fibra N = {p} x, N™ é tal que,
para todo V,W € X(N"),

== gV W)
oV, W) = = VM),

Logo, N ¢ totalmente umbilica. O

Exemplo 1.4.9. A variedade R® — {0}, munida com a métrica usual, pode ser iden-
tificada com o produto warped RY x, S%, onde S? € a esfera unitdria bidimensional

centrada na origem. Com efeito, em coordenadas esféricas, o elemento de linha de
R3 — {0} € dado por
ds® = dr® + r*(d¢? + sen’®(¢)d6?),

onde dp? + sen*(¢)dO* corresponde ao elemento de linha usual de S*.
1.4.1 Espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados

Tomando produtos warped nos quais a base é um intervalo aberto I da reta

R, munido com a métrica —dt?, e a fibra é uma variedade Riemanniana arbitraria,
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obtemos uma classe de variedades Lorentzianas que generalizam os classicos modelos
cosmologicos conhecidos como espagos-tempo de Robertson-Walker.

Defini¢ao 1.4.10. Sejam (M™, gar) uma variedade Riemanniana m-dimensional, I C

R um intervalo aberto e p : I — R uma func¢ao suave positiva. Denominamos de

espago-tempo de Robertson-Walker generalizado o produto warped M =1 X, M™,

cuja métrica € dada por

g=—mj(dt*) + (pom)’mh (gu),

onde m e Ty SG0 as projecoes canonicas de —I X, M™ sobre I e M™, respectivamente.

O emprego da expressao espago-tempo se justifica pelo fato de que, na variedade
Lorentziana M = —I x p, M™, & possivel definirmos globalmente um campo vetorial
tipo-tempo, o qual fornece a M 1 uma orientacao temporal. Escolhemos tal campo

como sendo o levantamento para M de d/dt € X(1),

0

—m+1
= — J(t,x)e M
), )

t,x)

2

e consideramos que ele aponta para o futuro. Como, pelo item (i) da Proposic¢ao 1.4.4,
7TI|1xp{x} : I'x,{z} — I & para todo x € M™, uma isometria, J; ¢ um campo unitario.

Proposicao 1.4.11. Seja Mo espago-tempo de Robertson-Walker generalizado
—1 x, M™. O campo vetorial K € X(M H), definido por

K = (pom)dl,
€ um campo conforme fechado.

Demonstragao. Seja X € %(Hmﬂ) um campo vetorial arbitrario. Como visto anteri-

ormente, dado g € M H, podemos decompor X(g), de modo tnico, como a soma
X(q) - aat(Q) + v,

onde a € Rev € T,M™. Considere V € L(M™) tal que V(¢) = v. Uma vez que
X(q) = (ad: + V)(q), obtemos

(VxK)(q) = Vx K

= v(cLatJr\/)(tz) (pomr)o

= (vaaﬂrv(P o77)9)(q)
(Vaa (pom)0i + Vv (pom)d)(q)
= (aVa,(po )0 + Vv (pom1)d,)(q)
= (

ady(pom)o + alpo W[)vaﬁt +V(pom)0i+ (po WI)Vvat)(q).
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Por outro lado, note que

d

0upom) = (dm(8))(p) o 71 = L (p)

O7TI:p/O7TI

vatat - 0,

ja que 9; ¢ o levantamento para M 1 do campo d/dt € X(I), o qual é paralelo, e, con-
sequentemente, de acordo com o item (i) da Proposicdo 1.4.7, V5,0, é o levantamento
de Vd/dtd/dt = 0. Além disso, V(pomy) = 0, pois p o m; é constante em cada fibra.
Desse modo, como 0y € L(I) e V € L(M™), segue da Proposigao 1.4.7, que

(VxK)(q) = (a(p’ o m1)d; + (p o 71) Vv i) (q)
(a(p’ om)d + (pomp) (—at(p ° 1) V)) (9)

(pomr)
= (a(p’ om)0; + (p' o m1)V)(q)
((p' o mr)(ad; +V)) (q)
= (p o m1)(q)(ad; + V)(q)
= (p
= (

omr)(q)X(q)
(p" 0 mr) X)(q)-

Logo, como ¢ foi escolhido arbitrariamente,
VxK = (pom)X.

Isso implica que K é um campo conforme fechado de fator conforme p’ o ;. Observe

que, nesse caso, a derivada de Lie do tensor métrico na direcao do campo K, satisfaz,
para todo X,Y € X(M mH),

(Lxg)(X,Y) = Lk(9(X,Y)) = g(LxX,Y) — g(X, LKkY)
= K(g(X,Y)) — g([K, X],Y) — g(X, [K,Y])
= g(VkX,Y) +g(X,VkY) — g([K, X],Y) — g(X, [K,Y])
= g(VkX - [K,X],Y) + g(X, VY — [K,Y])
=g(VxK,Y)+ g(X,VyK)
=g((p' o)X, Y) + g(X, (p o m1)Y)
= (pom)g(X,Y)+ (pom)g(X,Y)
=2(p om)g(X,Y).

Portanto, Lxg = 2(p' o 77)g, 0 que comprova que K é, de fato, um campo conforme
cujo fator conforme é p’ o 7;. ]
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Em um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado M = T x o M™,
para cada tyg € I, a fibra M = {to} x, M™ ¢& também chamada de slice. Conforme
discutido anteriormente, o slice My ¢ uma subvariedade de m De modo mais
especifico, M;"" ¢ uma hipersuperficie tipo espago na qual a restrigao do campo vetorial
0; é exatamente a aplicacao de Gauss futuro direcionada, ja que tal campo é unitario,
1

- . . —m+
normal a M} e aponta para o futuro. Além disso, como o gradiente de pom; em M

é dado por

Vipomr)=—g(V(pomr),0)0 = —0(pom)0 = —(p' o71)0,

tal slice é, de acordo com o item (i7) do Corolario 1.4.8, uma subvariedade totalmente
umbilica com segunda forma fundamental oy, : X(M;") x X(M;") — X(M")* satisfa-
zendo, para cada X,Y € X(M]"),
p'(to)
a, (X, Y) =— X,Y)o,.
t()( ) p(to) g( ) t

Pelo item (ii) da Proposi¢ao 1.4.7, temos ainda que o operador de Weingarten

com respeito ao campo 0y, Ay, @ X(M]") — X(M]"), associa cada X € X(M]") ao

campo
/
t
A X = p'(to) X
p(to)
Finalmente, sendo {Ey, Es, ..., E,} um referencial ortonormal local em M;", o

campo curvatura média de My, denotado por 7‘_[150, é dado por
— 1
Hey = Etr(ato)

1 m
= E Zl at0<Eia Ez)

. . —m+1 L )
Como visto anteriormente, para cada (t,z) € M, a aplicacio 7TM|{t}><pMm é

uma homotetia positiva com fator de escala 1/p(t). Sendo assim, o slice {t} x, M™
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pode ser entendido como uma versao isométrica, ampliada ou reduzida da variedade
M™. Nesse sentido, se a fungao warping p é crescente em um intervalo J C I, os slices
crescem nesse intervalo. Mais precisamente, dados tq1,t5 € J, se t; < to, entao o slice
{t2} x, M™ é uma versao ampliada do slice {t;} x,M™. Com base nessa caracteristica,

dizemos que um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado é espacialmente
a) expansivo, quando p’ > 0;
b) contrativo, quando p’ < 0;
¢) nao contrativo, quando p’ > 0;
d) nao expansivo, quando p’ < 0;
e) fortemente expansivo, quando p > ag para algum ag > 0;
f) fortemente contrativo, quando p’ < ag para algum ay < 0.

No caso em que p’ se anula apenas em pontos isolados, isto é, o conjunto {t €
I:p/'(t) = 0} é discreto, dizemos que M 6 um espaco-tempo de Robertson-Walker
generalizado proprio. Um slice {to} x, M™ em que p'(ty) = 0 é denominado de slice
critico.

Seja X" uma subvariedade tipo espaco imersa isometricamente em um espacgo-

tempo de Robertson-Walker generalizado M =« » M™ P cuja imersao ¢ dada

por ¢ : X" — MU A funcao h = ;01 : X" — R é denominada de funcao altura

de ¥". Como, pelo Lema 1.4.5, V7, é tangente as folhas e 0, é unitario, temos que
V= —g(Vr,0,)0, = —0,(71)0, = —0,.
Com base nisso, o gradiente de h, com respeito a métrica induzida por ¥ em X",
denotada por gy, é tal que, para cada X € X(X"),
g9s(VZh, X) = X (h)
= X(mr0%)
= d(X)(7) o b
= g(Vrp, dip(X)) o
= 9(=0;, dp(X)) o
9(=0,,d¥(X)) 0¥
g2(=(9/) )z, X),

(8
(0
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onde 9, é a componente tangente a ¢(X") do campo ; e (9, )y representa o tnico

campo definido em ¥" que satisfaz di((9, )x) = 9, . Por conseguinte,
VZh = —(9,)s.
Esta igualdade é escrita, na pratica, como
Vh = -0/,

na qual consideramos a identificagao natural entre os vetores tangentes a X" e suas
imagens pela diferencial de .

Se h é limitada inferiormente, dizemos que ¥" esta longe do infinito passado.
Analogamente, se h é limitada superiormente, dizemos que %" esta longe do infinito
futuro. No caso em que h é limitada, dizemos simplesmente que X" esté longe do
infinito. Note que, quando h é constante, isto é, h = t,, para algum ¢y € I, a variedade
P(X") esta contida em {to} x, M™*?. Nessa situacao, identificando ¢ (¥") com X",

dizemos comumente que X" estd contida no slice {to} x, M"*P.

1.4.2 Espagos-tempo estaticos padrao

Tomando produtos warped nos quais a base é uma variedade Riemanniana arbi-
traria e a fibra é um intervalo aberto I C R, munido com a métrica —dt?, obtemos uma
classe de variedades Lorentzianas conhecidas como espagos-tempos estaticos padrao.
Definigao 1.4.12. Sejam (M™, gpr) uma variedade Riemanniana m-dimensional, I C
R um intervalo aberto e p : M™ — R uma funcao suave positiva. Denominamos de
espaco-tempo estdtico padrao o produto warped M= pm X, I, cuja métrica € dada
por

g=m"(gm) — (pomn)my(dt?),
onde Ty € T sao as projecoes canonicas de M™ x, I sobre M™ e I, respectivamente.

Observagao 1.4.13. Em alguns teztos da literatura, o espago-tempo M= pm X1

¢ também denotado por I ,x M™.

Assim como no caso dos espacos-tempo de Robertson-Walker generalizados, o
campo tipo tempo J;, obtido pelo levantamento para M = M ox , I do campo
vetorial d/dt, definido em I, fornece uma orientagdo temporal a M No entanto,

diferentemente do que ocorre no caso anterior, d; nao € unitario, ja que, de acordo com
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o item (iz) da Proposigao 1.4.4, ml{x}m é, para cada r € M™, uma homotetia com

fator de escala 1/p(z).

Proposicao 1.4.14. Seja Mo espago-tempo estdtico padrao M™ x, 1. O campo
—m+1

vetorial Oy € X(M ") € um campo de Killing.

Demonstracao. Sejam X,Y € %(MWH) campos vetoriais arbitrarios. Dado q € M +1,

podemos decompor X (q) e Y (q), de modo tnico, como
X(q) = adi(q) +v e Y(q) = b9(q) + w,

onde a,b € Rewv,w e T,M™. Considere V,W € L(M™) tais que V(q) =veW(q) = w.
Note que, nesse caso, X(q) = (a0 + V)(q) e Y(q) = (b0, + W)(q). Desse modo, temos

que
(vxat)(Q) = vX(q)at = v(aatJrv)(q)at = (Vaaﬁvat)(Q) = (@vatat + vv&g)(q).

Agora, perceba que, apesar de 0; ser o levantamento para M de d/dt € X(I),

V.0, ndo é o levantamento de \% /dtd/ dt, como ocorre no caso dos espacos-tempo de

. . —m+1 ,
Robertson-Walker generalizados. Com efeito, uma vez que, em M, 0; € um campo

tangente as fibras, segue dos itens (7ii) e (iv) da Proposi¢ao 1.4.7 que

g(ah at)

Vo, 0y = (Vo,0r)' — V(pom),

onde (V5,0,)7 é o levantamento para M de V{i/dtd/dt, o qual é nulo, pois d/dt é

um campo paralelo. Assim, como

9(, at) = —(P © 7TM)27

obtemos que
V,0; = (pomy)V(pomuy).

Ademais, pelo item (i) da Proposi¢ao 1.4.7,

0, = Lleemu)
PO TM
Portanto,
_ — Vipo
Tx0)(0) = (alpo m)T(pomn + 2T ) )
PO TN
Analogamente,

(v 0)(q) = (b<p o )V (00 Tar) + Mat) (@),
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Desse modo,

9(Vx9,Y)(q) = 9,((Vx0:)(q), Y (¢))

= g0 ((alpoma)T(oomar) + Mat) (), (0, + W><q>)

P O T
V(pomar)

PO MM
V(pomar)

(p ¢) WM),bat) -+ g ( 8t,bat)
PO TN

pomn) )49 (V250w ) ()

pPOTM

a(poma)V(pomy) + O, b0y +W) (q)

I
+
=R
=
e
o
3
=
4

)
=
<
o
S
>
<

= <ab(p om)g(V(pom), ) + ng(ﬁt, )

PO TM

PO TMm

+ alpoman)g(Vipom), W) + Y21 5 W)) .

Como V(pomy), W € L(M™) e 8, € L(I), sabemos que
9(V(pomun),0) = g0, W) = 0.

Por conseguinte,

0950, 7)(a) = (3722 510,00 + alp o maalTipo m). W) ) (1)
= (=b(pomm)V(pomu) +alpomu)W(pomu)) (q)-
Similarmente,
9(Vy 0, X)(q) = (—alpomar)W(pomu) +b(poma)V(pomu)) (q).
Pela arbitrariedade de g, isso implica que
g(vx&ny) = _g<vYataX)‘

Como a derivada de Lie do tensor métrico g na diregao do campo 0, satisfaz, para todo
X,y e x(3r™),

(‘Catg)(X7 Y) = g(vXata Y) _'_ Q(X, vYat)a
concluimos que L5,g = 0. Logo, 0; ¢ um campo de Killing. n

Analogamente ao caso dos espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados,
em um espaco-tempo estatico-padrao M AR V(N o I, para cada t, € I, a folha
M? = M™ x, {ty} ¢ também chamada de slice. Como a métrica induzida em M;"

pela inclusao é positiva definida, tal slice é uma hipersuperficie tipo espago. Além
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disso, de acordo com o item (i) do Corolario 1.4.8, M;" é uma subvariedade totalmente
geodésica e a restrigdo do campo vetorial (1/(pomy))0; a ela é a aplicagdo de Gauss
futuro direcionada.

Seja X" uma subvariedade tipo espago imersa isometricamente em um espago-
tempo estatico padrao M = e o1, cuja imersao ¢ dada por ¢ : X" — M

Como fizemos anteriormente, definimos em " a funcao altura h = ;0% : X" — R.

Uma vez que, de acordo com o Lema 1.4.6, V7; é tangente as fibras, temos que

9VmLO)y _ Olm) 5L

v p—
(0, 0r) (pomu)? (pomu)?

Assim, o gradiente de h, com respeito & métrica induzida por ¢ em X" satisfaz, para
cada X € X(¥"),
9s(VZh, X) = X(h)
= X(r o)
= d(X)(7p) o b
= g(Vrr, (X)) o
o (- o)) 0

piﬂM)
= amre O X)) o)
- e () o)
_ _mgz«éﬁ ), X)
~ s (o@D X)

onde d; ¢ a componente tangente a ¥(X") do campo ; e (9, )y representa o tnico
campo definido em ¥" que satisfaz di)((0;)s) = 9, . Logo,

1

Vih=——wu —
(,00 Tpr © W

(0])s-

Escrevendo da maneira mais usual, considerando a identificacao entre os vetores

tangentes a X" e suas imagens pela diferencial de ¢, temos

1
Vh=-——" 9]

(pomar)?
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Assim como no caso dos espacgos-tempo de Robertson-Walker generalizados, quan-
do a fungao altura é limitada inferiormente (respectivamente, superiormente), dizemos
que X" é uma subvariedade longe do infinito passado (respectivamente, futuro). Se h
¢ limitada, dizemos que X" esta longe do infinito. Quando h = t,, para algum ¢, € I,

dizemos que X" esta contida no slice M™* x, {to}.
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Capitulo 2

Escassez de subvariedades
aprisionadas em espacos-tempo de

Robertson-Walker generalizados

Neste capitulo, apresentamos resultados de rigidez para classes de subvariedades
tipo espago imersas em espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados, que nos per-
mitem inferir resultados de nao existéncia para subvariedades fracamente aprisionadas
ou totalmente aprisionadas nesses ambientes. A técnica empregada para a obtengao
desses resultados consiste, basicamente, em utilizar as propriedades do tipo Liouville
citadas anteriormente, na Defini¢ao 1.2.1 e na Proposigao 1.1.3, com o intuito de con-
cluir que, sob certas condigoes, a funcao altura das subvariedades estudadas deve ser

constante, ou seja, tais subvariedades devem estar contidas em slices.

2.1 Resultados de rigidez e nao existéncia para sub-

variedades parabdlicas

Inicialmente, nos dedicamos a abordar o caso das subvariedades parabdlicas, des-
tacando alguns resultados apresentados por Pelegrin em [25] e apresentando novas
contribui¢oes. Os argumentos aqui utilizados assemelham-se aos empregados no caso
das subvariedades completas, permitindo-nos fazer conexoes entre os resultados desta

secao e os da secao posterior.



2.1.1 Resultados auxiliares

A seguir, sao apresentados alguns resultados auxiliares essenciais para a demons-
tragao dos resultados principais desta se¢ao, os quais podem ser encontrados em [13,

Lema 1|. No Lema 2.1.1, o laplaciano da fungdo altura é expresso em termos de

g(ﬁaat)'

Lema 2.1.1 (Cunha, Lima, Lima e Santos, 2020). Seja X" uma subvariedade tipo

espago imersa em um espago-tempo de Robertson- Walker generalizado M = —Ix,
M"™P . O laplaciano da funcao altura definida em X" é dado por
3 p'(h) 2
Ah =ng(H,0,) — n+ |Vh|7).
Demonstracao. Seja {Ey, Es, ..., FE,} um referencial ortonormal local em ¥". Pela
definicao do operador laplaciano, temos que
Ah = div(Vh)
= Zg(VEth, E;)
~3 (o()¥ >) )
WICACT
:Zg( ( L) o —~Vg, p(h)VhEi)
p(h) )
= Z( ( ! p(h)g(Vh, E;) + Lg(V p(h)Vh E))
p(h) p(h) " o
L ) LS (Vo) VA E)
l g g P s 14
AV o &I

(p’(h>, )g(VhE) T ZgVEph)VhE)

Ei(h)g (Vh, E) + (1h) Zg (V5. p(R)Vh, Ey)

Como
Ei(h) = g(Vh, E;)
e
Vh = -9/,
segue que
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A _ngfz (Vh, B)g(Th, B ﬁz (Vo) (—07), E)
_’;(%) 2:: (Vh, g(Vh, EZ-)Ei)—l—%gg(vElp( )0 — Bh), Ey)
— _ZI((;LL;Q (vh,gg(w, E)E> + ﬁé (Vi p(h)0; — Vg, p(h)0;, E;)
- <w,vm+$1§tg<&<p< DO+ oWV 01— Vi p(h)0, B)
2/((;;))|Vh|2—|—29 (V0 Er) — ﬁgg(%p(h)&ﬂ)-

Uma vez que, pela Proposigao 1.4.11, (p o m;)d; € um campo conforme fechado em

—ntp+l
M , obtemos

'(h n o
Ah:—%wmuzg(v&aj, 1) — Zg h)E;, E;)
i=1

P

2 - T al\T Pl(h) -

_ P0G )
= 2 olar B B = L IV = U

. _ o ' ] 1 _pl(h) n 2
= ;9( (Ei, E3),0p) p(h)( + VA

/

N (B E p'(h)
_;g( (EZ7EZ)78t) p(h)

i - ol E. E. _Pl(h n 2
—g<; (Ez,Ez),8t> o )( + VA7)

——2(n+|Vh|?)

o que completa nossa demonstracao. O

De modo similar, no Lema 2.1.2, o laplaciano da composi¢ao da fungao altura

com uma primitiva da fungao warping é também escrito em termos de g(]-:i ,O).

Lema 2.1.2 (Cunha, Lima, Lima e Santos, 2020). Sejam X" uma subvariedade tipo

espago imersa em um espago-tempo de Robertson- Walker generalizado M = =—Ix,
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M"™P e o : 1 — R uma funcao suave. O laplaciano de o o h é dado por
Ao oh) =o"(h)|Vh|* + o' (h)Ah.

Em particular, se

onde a € I, entao
Ao o h) =n (p(h)g(H,0) — p' (1))

Demonstracao. Primeiramente, note que, dados ¢ € X" e v € T, 2",

9((V(ooh))(q),v) =d(o

[
q\ q\
—_—
>
—~ (@)
L)
~— ~—

Isso implica que V(o o h) = o'(h)Vh.
Seja {Ey, Es, ..., E,} um referencial ortonormal local em ¥". Pela defini¢ao do

operador laplaciano, temos que

A(ooh)=div(V(ooh))

—ngE UOh )

= S g(E(o'()Vh + &' (W)Y 5, Vh, )
= ig(a”(h) h)Vh, E;) + Z 9(VE Vh, E;)

g (w, > Ei(h)Ei> +0'(h) Z 9(VEVh, E)

=1

= o"(h)g (w, Zn: g(Vh, E)E) + o' (h)Ah

=o"(h)g(Vh,Vh) + o' (h)Ah
o"(h)|Vh|* + o'(h)Ah.

Particularmente, se

onde a € I, entao,
Ao o h) = p'(R)|VR|* + p(h)Ah.
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Sendo assim, pelo Lema 2.1.1, obtemos

Al o) = JOOIVHE + o(h) (ng(.0) ~ 00 (o [whP) )

= ¢/ (W) VhP? + np(h)g(H, ) = np'(h) = o/ ()| VAP
=n (p(h)g(H,0) — /().

como queriamos demonstrar. O

Observe que, pelo Lema 2.1.2, podemos controlar o sinal de A(o o h) impondo
condigdes sobre os sinais de p/(h) e g(H,8,). Controlando o sinal de A(coh) e incluindo
hipoteses de limitagao para oo h, nos tornamos aptos a empregar a propriedade do tipo
Liouville satisfeita em variedades parabolicas. E dessa forma que funciona a técnica

empregada para a obtencao dos principais resultados desta se¢ao.

2.1.2 Resultados principais

Nesta subsecao, sao apresentados resultados de rigidez e nao existéncia para sub-
variedades parabolicas imersas em espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados.

Em [25, Teorema 6|, Pelegrin demonstrou o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3 (Pelegrin, 2022). Sejam MU = g X, M um espago-tempo de

Robertson- Walker generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao ez-
pansivo) e X" uma subvariedade imersa em Mnﬂhq, tipo espaco, parabdlica e longe do
infinito passado (respectivamente, futuro). Se g(ﬁ ,0) < 0 (respectivamente, g(ﬁ ,O0) >

0), entao X" estd contida em um slice critico {to} x M" P, para algum to € I.

No entanto, supondo-se que as condi¢oes do Teorema 2.1.3 sao satisfeitas, nao
podemos concluir que " ¢ uma subvariedade minima no slice {to} x, M"™?  como
afirmado em |25, Teorema 6]. Com efeito, a subvariedade parabélica {0} x S?(r), onde
S?(r) é a esfera bidimensional de raio r, imersa no espago-tempo de Robertson-Walker
generalizado espacialmente nao contrativo —R X s R3, esta contida no slice critico
{0} x R3, mas seu campo curvatura média é

|
H=-N#0,
r
onde N é o campo normal unitario da esfera em R3.
Todavia, a conclusao supracitada pode ser obtida acrescentando-se ao Teorema

2.1.3 a hipotese g(ﬁ, FI) < 0, conforme o Teorema 2.1.4.
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Teorema 2.1.4. Sejam M = g X, M P um espago-tempo de Robertson- Walker

generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo) e X" uma
subvariedade imersa em Hn+p+1, tipo espaco, parabolica e longe do infinito passado
(respectivamente, futuro). Se g(ﬁ,ﬁ) <0e g(ﬁ,at) < 0 (respectivamente, g(ﬁ,@t) >
0), entao X" estd contida, como uma subvariedade minima, em um slice critico {to} X,
M"™P  para algum tg € I.

Demonstrag¢ao. Sabemos, pelo Teorema 2.1.3, que se g(ﬁ, ;) <0 (ou g(ﬁ, d;) > 0, no
caso em que M e espacialmente nao expansivo e X" é limitada no infinito futuro),
entdo X" estd contida em um slice critico {to} x, M"P, para algum ¢, € I. Ademais,

como h =ty e, consequentemente, Vh =0 e Ah = 0, segue do Lema 2.1.1 que

g(ﬁ,at> _ pl(tO) = 0.

Isso significa que o campo curvatura média H nao possui componente na direcao do
campo 0y, o qual da a orientacao temporal do espaco-tempo M Desse modo, H
s6 pode ser tipo espaco e, portanto, se g(ﬁ, ﬁ) <0, H deve ser nulo ao longo de ",

isto ¢, H = 0. Nesse caso, X" ¢ uma subvariedade minima em {#¢} x, M"*?. O

Como é possivel inferir pelo Teorema 2.1.4, se X" é uma subvariedade tipo es-
pacgo, parabolica e longe do infinito passado (respectivamente, futuro), satisfazendo
g(H,d,) < 0 (respectivamente, g(H,d,) > 0), em um espaco-tempo de Robertson-
Walker generalizado espacialmente ndo contrativo (respectivamente, ndo expansivo),
entao seu campo curvatura média H nio pode ser causal. Com base nesse fato, te-
mos o seguinte resultado de nao existéncia para subvariedades fracamente aprisionadas,
destacado por Pelegrin em |25, Corolario 7|:

Corolario 2.1.5 (Pelegrin, 2022). Em um espago-tempo de Robertson-Walker gene-
ralizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo), nao existem

subvariedades parabdlicas, fracamente futuro aprisionadas (respectivamente, passado

aprisionadas) e longe do infinito passado (respectivamente, futuro).

Observacao 2.1.6. Uma vez que um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado
espacialmente expansivo (respectivamente, contrativo) nao contém slices criticos, pois
P nao se anula, o Teorema 2.1.3 garante que em tal espag¢o-tempo nao podem existir
subvariedades tipo espago, parabdlicas e longe do infinito passado (respectivamente,
futuro) tais que g(H,8,) < 0 (respectivamente, g(H,8,) > 0).

No Teorema 2.1.7, apresentado a seguir, a condi¢ao de limitagao na fungao altura

dos resultados anteriores é substituida por uma condigao de limitacao relacionada a
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funcao warping do espaco-tempo. Utilizamos a notacao x; para nos referirmos a funcao

caracteristica do intervalo I, isto é,

1, sel
Xi(s) = :
0, s¢l
Teorema 2.1.7. Sejam A X, M"™P um espago-tempo de Robertson- Walker

generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo), satisfa-

zendo a condi¢cao

a +oo
/ p(s)xr(s)ds < 400 (Tespectivamente, / p(s)xr(s)ds < —l—oo) )
onde a € I, e X" uma subvariedade 1mersa em M”+p+1, tipo espaco e parabolica. Se
g(H,8,) <0 (respectivamente, g(H,d;) > 0), entio ©" estd contida em um slice critico
{to} x, M™P, para algum t, € I.

Demonstragao. Considere a funcao suave o : I — R dada por

Observe que o é limitada inferiormente. Com efeito, uma vez que p é uma funcao
positiva, o é crescente e, consequentemente, o(t) > 0 quando ¢t > a. Além disso, por

hipotese, existe k € R tal que

Desse modo, quando t < a,

o(t) = —/ p(s)ds > —/ p(s)xr(s)ds > —k.
i —00
Como p/'(h) > 0, pois M 6 um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado

espacialmente nao contrativo, temos, pelo Lema 2.1.2, que, se g(FI ,0;) <0, entao
A(ooh) <0.

Sendo " uma subvariedade parabdlica, segue, nesse caso, que o o h é constante. Isso
implica que h é também uma fungao constante e, portanto, 3" esta contida em um
slice {to} x M"™*P_ para algum ty € I. Ademais, Vh = 0 e Ah = 0. Por conseguinte,

pelo Lema 2.1.1,

p'(to)
p(to)
Logo, p'(ty) = 0 e, portanto, {to} x, M™*? ¢ um slice critico. O caso entre parénteses

0< — g(H,9,) <0.

¢ demonstrado de maneira analoga. O]
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Utilizando os mesmos argumentos da Observacao 2.1.6, inferimos, a partir do

Teorema 2.1.7, a validade do resultado de nao existéncia apresentado em seguida.

Corolario 2.1.8. Em um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado espacial-
mente expansivo (respectivamente, contrativo) M = 1« o M "tP - satisfazendo a

condicao

a —+00
/ p(s)xi(s)ds < 400 (respectivamente, / p(s)xr(s)ds < —|—oo) ,
onde a € I, nao existem subvariedades tipo espaco e parabdlicas tais que g(ﬁ, 0) <0
(respectivamente, g(ﬁ,@t) >0).

No Teorema 2.1.9, enunciado a seguir, acrescentamos ao Teorema 2.1.7 a hipotese
g(H,H) <0 e conclufimos que £" deve satisfazer H = 0.

Teorema 2.1.9. Sejam A

= —1 X, M"™P um espago-tempo de Robertson- Walker
generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo), satisfa-

zendo a condicao

a +o00
/ p(s)xr(s)ds < 400 (Tespectivamente, / p(s)xr(s)ds < +oo) ,

—00

onde a € I, e X uma subvariedade imersa em Mnﬂoﬂ, tipo espaco e parabdlica. Se
g(H,H) <0 e g(H,d,) <0 (respectivamente, g(H,d,) > 0), entio X" estd contida,

como uma subvariedade minima, em um slice critico {to} X, M"P, para algum ty € 1.

Demonstragao. Se g(ﬁ, 0;) <0, temos, pelo Teorema 2.1.7 que X" esta contida em um
slice critico {to} x, M"*P, para algum t, € I. Ademais, como h = ¢, e, consequente-
mente, VA =0 e Ah = 0, segue do Lema 2.1.1 que

o(H,0,) = p'(to) —0.

p(to)

Isso significa que o campo curvatura média H nio possui componente na direcao do
campo 0J;, o qual da a orientagao temporal do espago-tempo M Desse modo,
H s6 pode ser tipo espago. Consequentemente, se g(ﬁ , H ) < 0, devemos ter H=0
e, portanto, X" esta contida em {ty} x, M™*™ como uma subvariedade minima. A

demonstracao do caso entre parénteses é analoga. O]

Do Teorema 2.1.9, inferimos o seguinte resultado de nao existéncia para subvari-

edades fracamente aprisionadas:
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Corolario 2.1.10. Em um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado espacial-
mente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo) MMPH =—-Ix,M P satis-

fazendo a condig¢ao

a +o00
/ p(s)xr(s)ds < 400 (Tespectivamente, / p(s)xr(s)ds < +oo) )

—00

onde a € I, nao existem subvariedades parabolicas e fracamente futuro aprisionadas

(respectivamente, passado aprisionadas).

O Teorema 2.1.11, enunciado a seguir, é um resultado de rigidez para subvarie-
dades parabolicas no qual consideramos uma condigao sobre o sinal do produto escalar
dos campos vetoriais H e Hj,. Para tornar clara a notacdo empregada, se ¢ = (t,x) é

um ponto de uma subvariedade " imersa em um espaco-tempo de Robertson-Walker

. = ;n+p+1 _
generalizado M = —I x, M"™P escrevemos Hj, para denotar o campo tal que

— —

Hi(q) = Hu (@) = Hilg),

onde H; é o campo curvatura média do slice {t} x, M"P+1,

Teorema 2.1.11. Sejam M = g X, M"™P um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado préprio e espacialmente ndao contrativo (respectivamente, nao ex-
pansivo) e X" uma subvariedade imersa em Mnﬂ)ﬂ, tipo espaco, parabolica e longe
do infinito passado (respectivamente, futuro). Se g(ﬁ ,7—Zh) > 0 (respectivamente,
g(H,H),) < 0), entio X" estd contida em um slice critico {to} x M™7P, para algum
to € 1.

Demonstragao. Sabemos que o campo curvatura média de um slice {t} x, M"*? é dado

por

5 A1)
O
Desse modo,
= a7 P(h)

p'(h) g(H,0,) <0.

Como M7 & um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente
nao contrativo, caso p'(h) nunca se anule em X", podemos concluir que p'(h) > 0 e,

consequentemente, g(ﬁ ,0;) < 0. Nessa situacao, o resultado segue diretamente do
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Teorema 2.1.3. Para o caso em que p/(h) se anula em algum ponto de 3", considere o

conjunto nao vazio
A={qeX":p'(h(q) =0}

Analisando separadamente as possibilidades para ¢ € X", obtemos:

(i) Se ¢ € ¥\ A, entao, como M"P* ¢ espacialmente nio contrativo, p'(h(q)) > 0.

—

Como consequéncia, temos que g(H(q),0:(¢)) < 0 e, pelo Lema 2.1.1, Ah(q) < 0.

(77) Se q € int(A), entdo existe um conjunto aberto e conexo V C int(A) tal que
g € V. Afirmamos que h é constante em V. De fato, se h nao fosse constante
em V), existiriam ¢, ¢o € V satisfazendo h(q;) < h(gz). Uma vez que V é conexo
por caminhos, poderiamos ligar ¢; a g2 por um caminho continuo ¢ : [0,1] — V
tal que ¢(0) = ¢1 e ¢(1) = go. Assim, h(c([0,1])) C R seria um intervalo nao
degenerado satisfazendo p'(t) = 0, para todo t € h(c[0,1]). Mas isso contradiz
a hipotese de M ser um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado
proprio. Como h é constante em )V, concluimos que VA se anula em V e, por

conseguinte, Ah(q) = 0.

(i1i) Se q € A\ int(A), entdo existe uma sequéncia {¢,,} C 3\ A tal que ¢, — q.
Visto que p/(h(gn)) > 0, para todo m € N, temos que g(ﬁ(qm),ﬁt(qm)) <0 e,
pelo Lema 2.1.1, Ah(g,,) < 0. Portanto, por continuidade, Ah(q) < 0.

Por (), (i7) e (iii), para todo ¢ € X",
Ah(g) < 0.

Como, por hipdtese, X" é uma subvariedade parabdlica e h é uma funcao limitada
inferiormente, pois X" estd também longe do infinito passado, concluimos que h é
constante. Logo, 3™ esta contida em um slice {to} x M™ P para algum ty, € I. Além

disso, Vh =0 e Ah = 0. Consequentemente, pelo Lema 2.1.1,

Assim,

0< g(ﬁ,ﬁto) = —iéjj;ﬂﬁ,@) = - (/;/((;(())))) <0,

o que implica que p'(tg) = 0, isto &, {tg} x M™P & um slice critico. A demonstragao

do caso entre parénteses é similar. O

A seguir, é apresentado o resultado anélogo ao Teorema 2.1.11 para o caso em que
a condicao de limitacao na fungao altura é substituida por uma condigao de limitacao

envolvendo a fungao warping.
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Teorema 2.1.12. Sejam MU = g X, M™P um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado prdprio e espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao ex-

pansivo), satisfazendo a condi¢ao

a +o00
/ p(s)xr(s)ds < 400 (respectivamente, / p(s)xr(s)ds < +oo) ,

—00

onde a € I, e X uma subvariedade 1mersa em Mn+p+1, tipo espaco e parabolica. Se
g(H, M) > 0 (respectivamente, g(H,H),) < 0), entio X" estd contida em um slice
critico {to} x M™ P, para algum tq € I.

Demonstracao. Considere a funcao suave o : I — R dada por

Utilizando os mesmos argumentos empregados na demonstragao do Teorema 2.1.7,

podemos concluir que o o h é limitada inferiormente. Suponha que g(ﬁ , ﬁh) > 0.

Como h
— — . _p —
g(H7Hh)_ p(h)g(H7at)7
temos que
ph) =
—2g(H,0,) <0.

Visto que M 6 um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente
nao contrativo, se p'(h) nao se anula em X", entdo p/(h) > 0, e, por conseguinte,
g(ﬁ ,0;) < 0. Nesse caso, o resultado segue diretamente do Teorema 2.1.7. Para a

situagao em que p'(h) se anula em algum ponto de X", considere o conjunto néo vazio

A={qeX":p(h(q)) = 0}.

Da mesma forma que fizemos na demonstracao do Teorema 2.1.11, analisemos separa-

damente as possibilidades para g € »".

—

(i) Se ¢ € ¥\ A, entao, como M 6 espacialmente nao contrativo, p'(h(q)) > 0.
Consequentemente, g(H(q),0:(q)) < 0 e, pelo Lema 2.1.2; A(o o h)(q) < 0.

(7i) Se q € int(A), entdo existe um conjunto aberto e conexo V C int(.A) tal que
q € V. Pelos mesmos argumentos utilizados na demonstragao do Teorema 2.1.11,
podemos inferir que h é constante em V. Desse modo, Vh se anula em V e, por
conseguinte, Ah(g) = 0. Assim, pelo Lema 2.1.2, A(o o h)(q) = 0.

(1ii) Se q € A\int(A), entao existe uma sequéncia {g,,} C X\ A tal que ¢,, — ¢. Como
p'(h(gm)) > 0, para todo m € N, temos que g(H (¢m), (¢m)) < 0 e, novamente
pelo Lema 2.1.2, A(o o h)(gm,) < 0. Portanto, por continuidade, A(coh)(q) < 0.
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Por (i), (ii) e (iii), obtemos que
A(ooh) <0.

Uma vez que X" é uma subvariedade parabdlica e o0 o h : ¥ — R é uma funcao
limitada inferiormente, temos que o o h é constante. Portanto, pela definicao de o, h é
também uma fung¢ao constante. Logo, X" esta contida em um slice {to} x M" P  para
algum ¢y, € I, o qual é critico pelas mesmas razoes apresentadas na demonstracao do
Teorema 2.1.11. A validade do caso entre parénteses pode ser demonstrada de modo

inteiramente anéalogo. [

2.1.3 Exemplos

Nesta subsecao, apresentamos um resultado de nao existéncia para alguns espa-
¢os-tempo fisicamente relevantes, dentre os quais estao o espaco-tempo de Einstein-de
Sitter e o espaco-tempo Steady State.

O espago-tempo (n + p + 1)-dimensional de de Sitter é definido como sendo a

n+p+2
IRl

subvariedade do espago-tempo de Minkowski dada por

Sy = {2 e RYPT2 0 g(a, ) = 1},

. 2 . L. .
Sejam a,b € RI™P*?, respectivamente, um vetor unitério tipo espaco e um vetor

tipo luz. Podemos considerar as seguintes regioes abertas de S} +,
{x e ST g(x,a) > 1} e {z € ST g(x,b) > 0},

sendo esta ultima conhecida como espaco-tempo Steady State de dimensao n + p + 1.
Tais regioes podem ser modeladas, respectivamente, pelos espagos-tempo de Robertson-
Walker generalizados —(0, +00) Xgenn(s) H" 7, onde H"*? é o espaco hiperbolico (n+p)-
dimensional, e —R X R"*? (para mais detalhes, ver a se¢ao de Aplicagoes em [2]).
O espago-tempo de Einstein-de Sitter (n 4+ p + 1)-dimensional é o espago-tempo de
Robertson-Walker generalizado —(0, +00) X ,2/3 R"*?.

Com base nos resultados principais desta se¢ao, obtemos o seguinte resultado de
nao existéncia:
Corolario 2.1.13. Nao existem subvariedades tipo-espaco e parabolicas, satisfazendo

g(ﬁ, 0;) <0, nos espagos-tempo de Robertson- Walker generalizados —(0,4-00) Xgenn(z)
Hn+p; —(0, +OO) X42/3 R" ¢ —R Xt R™P,
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Demonstragao. Primeiramente, observe que as variedades —(0,4+00) Xgenn() H P e
—(0,400) X273 R™*? s3o espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados espacial-
mente expansivos, pois (senh(t)) = cosh(t) > 0 e (t*3) = 2¢7'/% > 0, para todo
t € (0,400). Além disso, como o intervalo (0,+00) é limitado inferiormente, qual-
quer subvariedade desses ambientes esta longe do infinito passado. Desse modo, a nao
existéncia de subvariedades tipo-espaco e parabdlicas, satisfazendo g(ﬁ ,0) <0, segue
imediatamente da Observagao 2.1.6. Analogamente, a variedade —R X, R"™ é tam-
bém um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente expansivo, ja

que (e') = €' > 0, para todo ¢t € R. Ademais,
0
/ e’ds =1 < +o0.

Portanto, nesse ambiente, a nao existéncia de subvariedades tipo espaco e parabdlicas

tais que g(ﬁ ,0;) < 0 é uma consequéncia imediata do Corolério 2.1.8. ]

O Corolério 2.1.13 garante a nao existéncia de subvariedades parabdlicas e fraca-
mente futuro aprisionadas nos espagos-tempo —(0, 400) Xgenn(y) H" P, —(0,400) X,2/3

R™P ¢ —R X R"'P,

2.2 Resultados de rigidez e nao existéncia para sub-

variedades completas

Tendo em vista os resultados apresentados para o caso das subvariedades para-
bolicas, a partir da aplicacao da propriedade do tipo Liouville satisfeita pelo operador
laplaciano, somos motivados a buscar resultados semelhantes, no contexto das subvari-
edades completas, empregando a propriedade do tipo Liouville para o operador infinito

laplaciano, evidenciada na Proposicao 1.1.3.

2.2.1 Resultados auxiliares

Nesta subsecao, apresentamos os resultados auxiliares que utilizamos, posteri-
ormente, para demonstrarmos os principais resultados desta secao. Similarmente ao
que fizemos, no caso parabdlico, para o laplaciano da funcao altura, no Lema 2.2.1,

expressamos o infinito laplaciano de tal fun¢ao em termos de g(a(Vh, Vh), 0;).

Lema 2.2.1. Seja X" uma subvariedade tipo espaco imersa em um espago-tempo de

Robertson-Walker generalizado M = X, M"™ P O infinito laplaciano da fungao

47



altura definida em X" € dado por

— ala _P’(h) 2 2
Ash = g(a(Vh,Vh),0,) () |VR|" (|VR|" 4+ 1).

Demonstragao. Como Vh = —09,", temos, pela definigao do operador infinito laplaci-

ano, que
Ash = V*h(Vh,Vh)

= g(VenVh, Vh)

= 9(Von(=9, ), Vh)

= 9(Vyn(0;" — &), Vh)

= g(Vyn0;- — Vyinos, Vh)

= g(Vvn0i, Vh) — g(Vvi0;, Vh).

Desse modo, uma vez que Vh é um campo tangente a 3",
_ — 1
Acch = g((Vndi) ", Vh) =g (Vw (m(p(hm) ,w)

1
m) (p(h)3) +

— §(Agy VI, Vh) — g <Vh ( v
= o(a(Th,0.0) ~ g (V0 () 0100, ¥h) 4.9 (o Tep(to, n)

9 (vVhP(h)at, Vh) .

1 1
= g(a(Vh,Vh),d,) — Vh (Th)) p(h)g(dy, Vh) + o)

Por outro lado,

1N AR _ P _ () o
Vh (M)) = p(h)QVh(h) 29(Vh, Vh) p(h)2|Vh| .

Além disso,
9(0:, Vh) = g(9],Vh) = g(—=Vh,Vh) = —g(Vh, Vh) = —|Vh|*.

Portanto, como, pela Proposi¢ao 1.4.11, (p o 77)0; € um campo conforme fechado em

MTH*p‘Fl’
Anch = 9(a(Th,T1), 0) + LA B2 (1) (<) + g (W)W, V)
> L p(h)? p(h) ’
o P0Gt )
= o(a(Vh.VA),0) ~ L Oht + Co(n, 9
— ala _ M 4, P(h) 2
= 9(a(Vh,Vh).0) = £ 1Vl + Eo S ion
= g(a(Vh,Vh),0;) — %WM (|Vh|? + 1),
0 que completa nossa demonstracao. O
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Seguindo as mesmas ideias empregadas no caso parabolico, no Lema 2.2.2; apre-
sentamos uma expressao envolvendo g(a(Vh,Vh), ;) para o infinito laplaciano da

composi¢ao da fungao altura com uma primitiva da funcao warping.

Lema 2.2.2. Sejam X" uma variedade tipo espaco imersa em um espago-tempo de

—n+p+1

Robertson- Walker generalizado M = —IXx,M" P ¢o: 1 — R uma fungio suave.

O infinito laplaciano de o o h € dado por
As(o 0 h) = d'(h)* (o”(h)|VR[* + o' (h) Axh) .

Em particular, se

onde a € I, entao
Al o h) = p(h)? (p(h)g(a(Vh, V1), 8) - 0 (1) Vh)

Demonstragao. Sabemos, da demonstragao do Lema 2.1.2, que V(o o h) = o'(h)Vh.
Desse modo, pela definicao do operador infinito laplaciano, temos que
A(coh)=V*ooh)(V(coh),V(coh))
— §(Van V(o 0 h), V(0 o b))
= 9(Vormyvno' (h)Vh,o'(h)Vh)
"(h)Vyno'(h)Vh,d'(h)Vh)
9(Vyna'(h)Vh,Vh)
2g(Vh(o'(h))Vh + o' (h)Vy,Vh, Vh)
h)* (0" (h)Vh(h)g(Vh,Vh) + o' (h)g(VerVh, Vh))
(6" (h)g(Vh,Vh)g(Vh,Vh) + o' (h)Ah)
(WIVH + o' (A

= g(o'(
= o'(h)?
o'(h)
o' (h)
(h)
(h)

a'(h)?

a'(h)?

De modo particular, se

onde a € I, entao
(o o 1) = p(h)? (¢ (W) [VAI* + p() Acch)

Consequentemente, pelo Lema 2.2.1,

p'(h) 2 2
g 1))
= p(h)* (¢ (WIV R + p(h)g(a(Vh, V1), 8;) — p'(0)|[VR[* — o' (R)|VA[?)

= p(h)* (p(h)g(a(Vh, V1), 8,) — o' (h)|VR]?) |

Al o) = pln? (HWITH + p(0) (gla(Vh, 7). 00 -

0 que completa a demonstragao. O
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2.2.2 Resultados principais

Nesta subsecao, sao apresentados resultados de rigidez e nao existéncia para sub-

variedades completas imersas em espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados.

Teorema 2.2.3. Sejam M =

generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo) e 3" uma

—1 %, M"*? um espago-tempo de Robertson- Walker

subvariedade imersa em Mnﬂﬂrl, tipo espago, completa e longe do infinito passado (res-
pectivamente, futuro). Se g(a(Vh,Vh),d;) <0 (respectivamente, g(a(Vh,Vh),d;) >
0), entao X" estd contida em um slice.

" 6 um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado

Demonstragdo. Como M
espacialmente nao contrativo, temos que p'(h) > 0. Dessa forma, se g(a(Vh, Vh), 0;) <

0, entao, pelo Lema 2.2.1,

/
h
Ah = g(a(Vh,Vh),0,) — %NW(VM? +1) <0.
Visto que h é uma fungao limitada inferiormente, pois X" é uma subvariedade longe do
infinito passado, concluimos, pelo fato de " ser completa, que h é constante. Logo,

™ esta contida em um slice. A demonstragao do caso entre parénteses é andloga. [

Substituindo g(a(Vh,Vh),d;) < 0 (respectivamente, g(a(Vh,Vh),d;) > 0), no
Teorema 2.2.3, pela hipotese g(a(X, X),d;) < 0 (respectivamente, g(a(X, X), d;) > 0),
para todo campo vetorial X € X(X"), podemos concluir que o slice no qual 3" esta

contida é critico. Tal resultado é enunciado a seguir.

Teorema 2.2.4. Sejam M =

generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo) e 3™ uma

—1 %, M"*? um espago-tempo de Robertson- Walker

subvariedade imersa em Mn+p+1, tipo espaco, completa e longe do infinito passado
(respectivamente, futuro). Se g(a(X,X),0;) < 0 (respectivamente, g(a(X,X),0;) >
0), para todo X € X(X"), entao X" estd contida em um slice critico {to} x, M™*?,
para algum tg € 1.

Demonstragao. Se g(a(X, X),0;) < 0, para todo campo suave X, entao, em particular,
g(a(Vh,Vh),0;) < 0. Com base nisso, podemos concluir, pelo Teorema 2.2.3, que "
estd contida em um slice {to} x, M™*?, para algum t, € I. Dessa forma, dados
X,Y € X(¥"), a projecao de o(X,Y) na dire¢ao de 0, coincide com a segunda forma
fundamental do slice {to} x, M™*? avaliada em (X,Y), isto ¢, a4, (X,Y). Em outras
palavras,

—g(a(X,Y),0:)0 = ayy (X, Y).

Como

(X, Y) = —p/(t0>g(X, Yo,



segue que

9la(X.).3) = 2, ).

Por conseguinte, tendo em vista que p'(t9) > 0, pois M 6 um espago-tempo de

Robertson-Walker generalizado espacialmente nao contrativo,

/
t
0< 200 v _ g(a(x, X),0,) <0,
e, portanto,

p(to)
Tomando X # 0, concluimos que p/(to) = 0. Logo, {to} x, M™*? é um slice critico,
como querfamos demonstrar. O caso entre parénteses pode ser demonstrado de uma

maneira inteiramente analoga. [

O resultado de nao existéncia apresentado a seguir é uma consequéncia imedi-
ata do Teorema 2.2.4 e do fato dos espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados
espacialmente expansivos, ou espacialmente contrativos, nao possuirem slices criticos.
Corolario 2.2.5. Em um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado espacial-
mente expansivo (respectivamente, contrativo), nao existem subvariedades tipo espago,

completas e longe do infinito passado (respectivamente, futuro) tais que, para todo
X e X(X"), g(a(X, X),0;) <0 (respectivamente, g(a(X, X), ;) > 0).

A seguir é apresentado um resultado para subvariedades completas similar ao

mencionado no Teorema 2.1.4.

Teorema 2.2.6. Sejam MU = X, M um espago-tempo de Robertson- Walker
generalizado espacialmente néao contrativo (respectivamente, nao expansivo) e X" uma
subvariedade imersa em Mnﬂg“, tipo espaco, completa e longe do infinito passado

(respectivamente, futuro). Se g(H,H) < 0 e g(a(X,X),d,) < 0 (respectivamente,
g(a(X,X),0;) >0), para todo X € X(X"), entdao X" estd contida, como uma subvari-

edade minima, em um slice critico {to} x, M"*?, para algum ty € I.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.4, se g(a(X, X),0;) < 0 (ou g(a(X,X),0) > 0, no
caso em que M g espacialmente nao expansivo e X" esta longe do infinito futuro),
para todo X € X(X"), entdo X" esta contida em um slice critico {to} x, M"*?, para

algum ty € I. Além disso, como vimos na demonstragao do Teorema 2.2.4,

_ P'(t0) | 12 _
g(a<X>X)>at) - p(to) ‘X‘ = 0.
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Isso implica que, dado um referencial ortonormal local {Ey, Fs, ..., E,} em X",

n

g(ﬁ,at):gGZ (Ei, Ey), ) Zg (E;, E;),d,) = 0.

i=1

Desse modo, o campo curvatura média deve ser tipo-espaco. Consequentemente, se
g(H,H) <0, entdo H = 0. Nesse caso, X" ¢ uma subvariedade minima em {t,} X,
M"tP, m

De acordo com o Teorema 2.2.6, se " é uma subvariedade tipo espaco, completa
e longe do infinito passado (respectivamente, futuro), satisfazendo g(a(X, X),9;) <0
(respectivamente, g(a(X, X),0;) > 0), para todo X € X(X"), em um espago-tempo
de Robertson-Walker generalizado espacialmente ndo contrativo (respectivamente, ndo
expansivo), entdo seu campo curvatura média H nio pode ser causal. Dessa forma,
assim como no caso parabolico, estudado anteriormente, temos o seguinte resultado de
nao existéncia para subvariedades totalmente aprisionadas:
Corolario 2.2.7. Em um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado espacial-
mente ndao contrativo (respectivamente, nao erpansivo), nao existem subvariedades

completas, totalmente futuro aprisionadas (respectivamente, passado aprisionadas) e
longe do infinito passado (respectivamente, futuro).

Como fizemos na secao referente ao caso das subvariedades parabélicas, apresen-
tamos em seguida um resultado em que a condi¢ao de limitacao na fungao altura é
substituida por uma condigao de limitagao relacionada a funcao warping do espago-
tempo.

Teorema 2.2.8. Sejam M = g X, M P um espago-tempo de Robertson- Walker

generalizado espacialmente ndao contrativo (respectivamente, nao expansivo), satisfa-

zendo a condi¢ao

—00

a +oo
/ p(s)xr(s)ds < 400 (respectz’vamente, / p(s)xr(s)ds < +oo) )

onde a € I, e X" uma subvariedade imersa em MMPH, tipo espaco e completa. Se
g(a(Vh,Vh),0,) <0 (respectivamente, g(a(Vh,Vh),0;) > 0), entdo X" estd contida

em um slice {to} x, M™*?, para algum t, € 1.

Demonstra¢ao. Primeiramente, considere a fungao suave o : I — R definida por



Pelos mesmos argumentos utilizados na demonstracao do Teorema 2.1.7, podemos con-
cluir que o o h é uma fungao limitada inferiormente. Ademais, como p'(h) > 0, pois
M 6 um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente nao con-

trativo, temos, pelo Lema 2.2.2, que, se g(a(Vh, Vh),d;) < 0, entdo
Ax(ooh) <0.

Nessa situacao, visto que X" é uma subvariedade completa, concluimos que o o h é
constante. Isso, por sua vez, implica, pela definicao de o, que h é também constante,
e, consequentemente, X" estd contida em um slice {to} x, M"*P, para algum ¢, € I.

O caso entre parénteses é demonstrado de modo similar. O

Substituindo, no Teorema 2.2.8, a hipotese g(a(Vh,Vh),0;) < 0 (respectiva-
mente, g(a(Vh,Vh),0,) > 0) pela condigao g(a(X,X),0;) < 0 (respectivamente,
g(a(X, X),0,) > 0), para todo X € X(X"), podemos concluir que o slice no qual
3™ estéa contido é critico.

Teorema 2.2.9. Sejam MU = X, M um espago-tempo de Robertson- Walker

generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, ndao expansivo), satisfa-

zendo a condi¢ao

a +o0
/ p(s)xr(s)ds < 400 (respectivamente, / p(s)xr(s)ds < —i—oo) ,

—00

onde a € I, e X" uma subvariedade imersa em Mnﬂjﬂ, tipo espaco e completa. Se
g(a(X, X),0,) <0 (respectivamente, g(a(X, X),0;) > 0), para todo X € X(X"), entdo

X" estd contida em um slice critico {to} x, M™*?, para algum t, € I.

Demonstragao. Se g(a(X, X),0;) <0, para todo campo X € X(X"), entao, em parti-
cular, g(a(Vh,Vh),0;) < 0. Desse modo, pelo Teorema 2.2.8, X" esté contida em um
slice {to} x, M"™*? para algum t, € I. Além disso, como, para cada X,Y € X(X"),

a(X.¥).0) ==L, v),

temos que

0 < 2 x1  a(x, x),8) <.

Logo, tomando X # 0, inferimos que p'(ty) = 0 e, portanto, {to} x, M"*? é um slice

critico. A demonstracao do caso entre parénteses é analoga. O

Pelos mesmos argumentos utilizados para justificar o Corolario 2.2.5, deduzimos,

por meio do Teorema 2.2.9, a validade do resultado de nao existéncia a seguir.
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Corolario 2.2.10. Em um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado espacial-
mente expansivo (respectivamente, contrativo) M = 1« o M P satisfazendo a

condicao

a —+00
/ p(s)xr(s)ds < 400 (respectivamente, / p(s)xr(s)ds < —|—oo) ,

—00

onde a € I, nao existem subvariedades tipo espaco e completas tais que, para todo
X € X(X"), g(a(X, X),0;) <0 (respectivamente, g(a(X, X), ;) > 0).

Acrescentando ao Teorema 2.2.9 a hipotese g(ﬁ , H ) < 0, obtemos, para o caso
de subvariedades completas, um resultado analogo ao Teorema 2.1.9.

Teorema 2.2.11. Sejam MU = g X, M™P um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo),

satisfazendo a condi¢ao

a +oo
/ p(s)xr(s)ds < 400 (respectivamente, / p(s)xr(s)ds < +oo) ,

—0o0

H, tipo espaco e completa. Se

g(ﬁ, ﬁ) <0 e gla(X,X),0;) <0 (respectivamente, g(a(X,X),0;) > 0), para todo

X € X(¥"), entao X" estd contida, como uma subvariedade minima, em um slice

. . —n+p
onde a € I, e X" uma subvariedade tmersa em M

critico {to} x, M"*P, para algum t, € 1.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.9, se g(a(X,X),0;) < 0, para todo X € X(X"),
entdo X" estd contida em um slice critico {to} x, M"*P, para algum ¢, € I. Ademais,
pelos mesmos argumentos apresentados nas demonstracoes dos Teoremas 2.2.4 e 2.2.6,
H ndo pode ser causal. Por conseguinte, se g(ﬁ , H ) <0, o campo curvatura média s6
pode ser identicamente nulo. Logo, com as hipoteses apresentadas, " deve ser uma

subvariedade minima em {to} x, M"*P. O

Por meio do Teorema 2.2.11, obtemos o seguinte resultado de nao existéncia para
subvariedades totalmente aprisionadas:

Corolario 2.2.12. Em um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado espacial-

mente nao contrativo (respectivamente, nao expansivo), satisfazendo a condi¢do

a +oo
/ p(s)xr(s)ds < o0 (Tespectivamente, / p(s)xr(s)ds < —l—oo) ,

—00

onde a € I, nao existem subvariedades completas e totalmente futuro aprisionadas

(respectivamente, passado aprisionadas).
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Teorema 2.2.13. Sejam MU = g X, M™P um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado prdprio e espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao ex-
pansivo) e X" uma subvariedade imersa em MﬂﬂgH, tipo espacgo, completa e longe do
infinito passado (respectivamente, futuro). Se g(a(Vh,Vh), ﬁh) > 0 (respectivamente,
g(a(Vh,Vh), Hy,) <0), entdo S estd contida em um slice {to} x, M™?, para algum
toel.

Demonstracao. Como

YA,
=™
observe, primeiramente, que
RN AL)
g(a(Vh,Vh), Hy) = — () g(a(Vh,Vh), o).

—

Dessa forma, se g(a(Vh, Vh), H;) > 0, entéo

p'(h)
p(h)

Se p/(h) nao se anula em Y", inferimos, pelo fato de M ser um espago-tempo

g(a(Vh,Vh),d,) < 0.

de Robertson-Walker generalizado espacialmente néo contrativo, que p/(h) > 0. Isso,
por sua vez, implica que g(a(Vh,Vh),d;) <0 e, consequentemente, o resultado segue
imediatamente do Teorema 2.2.3. No caso em que p/(h) se anula em algum ponto de

3", considere o conjunto nao vazio

A={qeX":p'(h(q) =0}
Analisando as possibilidades para g € X", obtemos:

(i) Se g € ¥\ A, entao, como M ¢ espacialmente ndo contrativo, p'(h(q)) > 0.

Por conseguinte, g(H(q),0:(¢)) <0 e, pelo Lema 2.2.1, A h(q) <0.
(17) Se q € int(A), entdo existe um conjunto aberto e conexo V C int(A) tal que
qg € V. Pelos mesmos argumentos empregados na demonstracao do Teorema

2.1.11, deduzimos que h é constante em V. Nesse caso, Vh = 0 em V e, conse-

quentemente, pelo Lema 2.2.1, A h(qg) = 0.

(1ii) Se ¢ € A\ int(A), entdo existe uma sequéncia {¢,} C X\ A tal que ¢, — ¢.
Uma vez que p'(h(gn)) > 0, para todo m € N, temos que Ay h(gn) < 0. Assim,
por continuidade, A h(q) < 0.

Por (i), (i) e (iii), concluimos que



Como X" é uma subvariedade completa e h é limitada inferiormente, segue que h é
constante. Logo, X" esta contida em um slice {to} x, M"*P, para algum t, € I.
A veracidade do resultado para o caso entre parénteses pode ser verificada de modo

analogo. O

Substituindo, no Teorema 2.2.13, a hipotese g(a(Vh, Vh),?-zh) > 0 (respectiva-
mente, g(a(Vh, Vh),Hy,) < 0) pela condicio g(a(X,X),H),) > 0 (respectivamente,
gla(X, X), ﬁh) < 0), para todo X € X(X"), obtemos o seguinte resultado de rigidez:

Teorema 2.2.14. Sejam MU = g X, M"™P um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado préprio e espacialmente ndao contrativo (respectivamente, nao ex-
pansivo) e X" uma subvariedade imersa em Mnﬂ?“, tipo espacgo, completa e longe do
infinito passado (respectivamente, futuro). Se g(c(X,X),Hp) > 0 (respectivamente,
g(a(X, X), Hy) <0), para todo X € X(X"), entdo X estd contida em um slice critico
{to} x, M™*?, para algum t, € I.

Demonstragio. Suponha que g(a(X, X),H;,) > 0, para todo X € X(X"). Como, de
modo particular, g(a(Vh,Vh),?-_[h) > 0, temos, pelo Teorema 2.2.13, que X" esta
contida em um slice {to} x, M"P para algum ¢, € I. Afirmamos que esse slice &
critico. Com efeito, se tal slice nao fosse critico, teriamos p'(ty) > 0, pois M g

espacialmente nao contrativo. Como

0 < oal(X, ). 7o) = =2 g(a(X,X),0) = <28 (a(X, ).0),

isso implicaria que g(a(X, X), d;) <0, para todo X € X(X), contradizendo o Teorema

2.2.4. O caso entre parénteses é demonstrado de maneira completamente analoga. [

A seguir, sao apresentados resultados analogos aos Teoremas 2.2.13 e 2.2.14 para
0 caso em que a limitagao na fungao altura é substituida por uma condicao de limitacao
envolvendo a funcao warping.

Teorema 2.2.15. Sejam M = g X, M™P um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado prdprio e espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao ex-

pansivo), satisfazendo a condi¢ao

a +oo
/ p(s)xr(s)ds < +oo (respectivamente, / p(s)xr(s)ds < +oo) ,

—00

onde a € I, e X" uma subvariedade imersa em MMPH, tipo espaco e completa. Se
g(a(Vh,Vh),Hy) > 0 (respectivamente, g(a(Vh, Vh), Hy) < 0), entdo X" estd contida

em um slice {to} x, M™*?, para algum t, € 1.
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Demonstracao. Considere a funcao o : I — R definida por

Considerando as hipoteses do teorema, sabemos, como discutido anteriormente, que
ooh élimitada inferiormente. Além disso, conforme visto na demonstracao do Teorema

2.2.13, se g(a(Vh,Vh,Hy) > 0, entao

1) o(vh,Wh),8) < 0.
Caso p'(h) nao se anule em X", podemos concluir que p'(h) > 0, ja que A
¢ um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente nao contrativo.
Consequentemente, g(a(Vh,Vh),0;) < 0 e o resultado segue do Teorema 2.2.8. Por
outro lado, se p/(h) se anula em algum ponto de X", entdo, empregando argumentos
analogos aos da demonstragao do Teorema 2.2.13, utilizando o Lema 2.2.2, obtemos

que
Ax(ooh)<0.

Sendo X" uma subvariedade completa e ¢ o h uma funcao limitada inferiormente, con-
cluimos que ooh e, por conseguinte, h sao fungdes constantes. Isso significa que h = ¢,
para algum ¢y € I e, portanto, ¥ esta contida no slice {to} x, M"™P. A demonstragao

do caso entre parénteses é similar. O

Teorema 2.2.16. Sejam M = g X, M™P um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado priprio e espacialmente nao contrativo (respectivamente, nao ex-

pansivo), satisfazendo a condigao

a +oo
/ p(s)xr(s)ds < 400 (respectz’vamente, / p(s)xr(s)ds < +oo) )

—00

onde a € I, e X" uma subvariedade imersa em Mﬂﬂjﬂ, tipo espaco e completa. Se
g(a(X, X), Hp) > 0 (respectivamente, g(c(X,X),Hy) < 0), para todo X € X(X),

entdo X" estd contida em um slice critico {to} X, M"*?, para algum t, € I.

Demonstracao. Se g(a(X,X),ﬁh) > 0, para todo X € X(X"), entao, de modo parti-
cular g(a(Vh, Vh), ﬁh) > 0. Desse modo, pelo Teorema 2.2.15, ¥ esta contida em um
slice {to} x, M"P  para algum t, € I. Suponha que tal slice ndo seja critico. Nesse

——n+p+1 , . ~ .
caso, como M é espacialmente nao contrativo, p'(tg) > 0. Consequentemente,

visto que
Y] p'(to)
OSQ(Q(X7X>7Hh):_ g(Oé(XaX>7at)a
p(to)
devemos ter g(a(X, X),0;) < 0, para todo X € X(X"). No entanto, isto contradiz o
Teorema 2.2.9. Logo, o slice {to} x, M™*? no qual X" est& contido é critico. O
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2.2.3 Exemplos

Nos exemplos apresentados a seguir, avaliamos a aplicabilidade dos resultados

obtidos.

Exemplo 2.2.17. Seja X" uma hipersuperficie totalmente geodésica imersa em uma
variedade Riemanniana M™. Considere, para algum ty, € R, a subvariedade Xp o=
{to} x X" imersa em um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado M=

—R x, M. Nesse contexto, a segunda forma fundamental de Y5 € dada por

/
a(X,Y) = —'; ((f;])) (X, Y) 0,

Isso implica que, se p'(to) < 0 (respectivamente, p'(ty) > 0), entdo ¥y, € uma sub-
variedade totalmente futuro aprisionada (respectivamente, passado aprisionada). Note,
no entanto, que a existéncia de tal subvariedade nao contradiz o Corolario 2.2.7, jd que
em ty o espago-tempo estd contraindo (respectivamente, expandindo) espacialmente.
Em particular, considerando o espaco-tempo de de Sitter, o qual pode ser visto como
o produto warped —R X osh(t) S*tL temos que, se X" € uma hipersuperficie totalmente
geodésica de S, entdo, paraty < 0 (respectivamente, ty > 0), Y € uma subvariedade

totalmente futuro aprisionada (respectivamente, passado aprisionada).

Exemplo 2.2.18. Seja (R x R, x S%,g) o espaco-tempo de Schwarzschild, onde

2my\ ., om\ ',
g=—(1——|dt"+ (1 —— dr® +1r°gs2,

T T

sendo r a coordenada de Ry e m uma constante positiva que representa a massa do
modelo.

Note que essa métrica nao estd definida para r = 2m. Porém, podemos estudar
separadamente os casos em que r < 2m e r > 2m, conhecidos, respectivamente, como
buraco negro de Schwarzschild e Schwarzschild exterior. Nesse sentido, as esferas com
t = cte e r = cte aparecem em dois tipos: esferas interiores (r < 2m) e esferas exte-
riores (r > 2m). Elas sao subvariedades compactas com codimensao dois e totalmente

umbilicas, com sequnda forma fundamental dada por

T T

a(X,V) = & (1 _ 2—‘“> 9(X,Y)d,.

Uma vez que, no buraco negro de Schwarzschild, 0, € um campo vetorial tipo tempo
que aponta para o passado, podemos concluir que as esferas interiores sao subvariedades
totalmente futuro aprisionadas. Pelo Coroldrio 2.2.7, a existéncia de tais subvariedades
nos permite concluir que o buraco negro de Schwarzschild nao pode ser isométrico a

um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente nao contrativo.
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Exemplo 2.2.19. Seja R = —R x R? 0 espago-tempo de Minkowski quadrimensional
e
H*(r) = {(t,z,y,2) € R} : 2” +y* — % = —r% 2 = 0, > 0},

onde r € uma constante positiva, o espaco hiperbolico bidimensional, munido com a

métrica induzida de R}. Considere a fungdo f: R} — R definida por
flt,z,y,2) = 2> +y* — > + 12

Note que f|H2(T) = 0. Assim, dados p € H*(r), v € T,H*(r) e uma curva suave
v i (—e,e) = H%(r) tal que ¥(0) = p e v'(0) = v, temos que

0= (f07)(0) = dfy('(0)) = dfy(v) = 9(V f. ).

Devido a abitrariedade de p e v, concluimos que ¥V f ¢ um campo normal a H?(r).
Consequentemente, o campo vetorial N que associa cada p = (t,z,y,0) € H%(r) ao

vetor

_ Vf(p) :t8t+:c81—|—y8y
V(D) r

¢ um campo unitdrio e normal a H2(r). Além disso, como

N(p)

_a:2+y2—t2

2 =—-1<0

g(N(p), N(p))

9N (), lp) = = <0,

N € tipo tempo e possui a mesma orientacao temporal que O, o qual aponta para o
futuro. Uma vez que 0, é também um campo unitdrio e normal a H?(r) e g(N,d,) = 0,

podemos escrever, para cada X,Y € X(H?(r),
a(X,)Y)=—g(a(X,Y),N)N + g(a(X,Y), 0,)0..
Sendo assim, como

9(0(X, Y), N) = (A X, V) = g(VxN)T,¥) = g(VxN,¥) = g(X.)
g(a(X, Y)7 az) = 9(A82X7 Y) = g((vXaz)T7 Y) = g(vXaza Y) = 07

seque que

a(X,V) = —%g(X, YN,

Isso implica que

1
a(X, X) = ——|X|*N.
T
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Portanto, se X(p) # 0 para todo p € H3(r), entio a(X,X) € tipo tempo e
passado direcionado. Consequentemente, H2(r) é uma subvariedade totalmente passado
aprisionada em R].

Perceba que, apesar de R} ser o espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado
espacialmente nao contrativo —R x R3, a existéncia dessa subvariedade completa nao

contradiz o Coroldrio 2.2.7, pois H2(r) ndo estd longe do infinito futuro.

Exemplo 2.2.20. Sejam H? = {(z,y) € R*: y > 0} o espaco hiperbolico, munido com

o tensor métrico

1
guz = EQR%
onde gg2 denota a métrica padrao em R?, M =-RxRxH o espago-tempo quadri-

mensional com a métrica produto usual, e 3* = {(t,s,z,y) € M t=aln y,s = 0},
em que a € (—1,1), uma superficie em M. Considere a funcao f - M SR definida
por

ft,s,x,y) =alny —t.

Observe que a restricio fls, de f a X? € identicamente nula. Sendo assim, dados
p € X% v € T,X% e uma curva suave v : (—e,e) — X2 tal que v(0) = p e 7/(0) = v,
temos que

0= (f07)(0) = dfy0)(7(0)) = dfy(v) = g(V f(p),v).
Pela arbitrariedade de p e v, inferimos que Vf é um campo normal a 2. Como
Vf =0+ ayo,
e, consequentemente,
1 2 2
gV V) =-1+ E(ay) =—1+a" <0,
o campo V f € tipo tempo e, por consequinte, a superficie ¥ € tipo espaco. Ademais,
V f aponta para o futuro, jd que
9(Vf,0r) = g(0,0;) = =1 <0.
Com base nisso, o campo

N — Vf :at—i-ay(?y
IVl V1-a2

¢ unitdrio, tipo tempo, futuro direcionado e normal a X2. Note que Os € um campo tipo

espaco, unitdrio, ortogonal a Vf e também normal a ¥?. Desse modo, visto que 32

tem codimensdo dois, dados X,Y € X(X?%), podemos escrever
OC(X, Y) - —g(Oé(X, Y)? N>N + g(Oé(X, Y)7 as)as-
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No entanto, como
g(Oé(X, Y)> 63) = g(A85X7 Y) = g((vXas)T7Y) = g(vXam Y) = 07
PoiSs
V.05 = V,05 = V,05 = Vp,05 = 0,

obtemos que

a(X,Y) = —g(a(X,Y),N)N.

Agora, perceba que os campos 0, e %8,5 + 0, sdo tangentes a ¥* e ortogonais entre

si. Portanto,
E1 = yaz e E2 =

constituem um referencial ortonormal para Y. Pela definicio da sequnda forma fun-

damental, temos que

g(a(Elv E1)7N) =9 (_(vElEﬂL?N)
= g(vElElvN)
= 8t+ay8 )
= - \Y a’m .
g( v IO T
1 __
= - mg(yvaxya:m at + ay@y)
=— \/134_76129(333@)& +yVo, 00, 0y + ayd,)
= — 1y_ Cng(O +yVa,0s, 0 + ayd,)
2 3
Yy ay =
= — Vo0, 0f) — Va,0z, 0
T a29( A t) T2 9( 0, y)

Além disso,

9(a(Es, Ey),N) = g (=(Vg,Es)", N)
= _g(vE2E27N)

v (a@t + y8y> 0t + ay(?y
Y\ i ) Vi@

1
= —mg(vaat+yay(a8t +yd,), 0, + ayd,).

~—

I
|
<

—~
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Logo,

g(a(Ey, Ey),N) = — aVa,(ad; + y0y,) + yVa, (ad; + y9y), 0 + aydy)

=

_mg (a2v8t at + Gyvat ay + ayvﬁy at + yvayy(?y, 8t —+ ayay)

] o o _
N (1= a2)32 (a®9(V,01,0) + a’yg(Vo,0, 0,) + ayg(Vs,0y, 0)

+a*y*9(V5,0,,0,) + ayg(Vo, 01, 0,) + a*y*g(Vo,04, 0,)
+ yg(0,(y)0, + yvay(?y, Oy + ay(?y)) )

Utilizando a Formula de Koszul, deduzimos que as seis primeiras parcelas da

soma que aparece no membro direito desta tultima igualdade sao nulas. Dessa forma,

_ Yy
(1— a2)3/29

_ _W(g@, 0y) + ayg(9y, d,)

+ y(vayay, 3,5) + ayQQ(vByaya ay))

_ _ﬁ (O +ay (y%) + 0; ay’ (%89 (%)»
it (1o (5(-51))

1
T

g(a(Eg, E2)7 N) = - (ay + yvayalﬂ O + ayay)

=0.

Assim,

a(Ey, Br) = ———N ¢ a(Ey, Ey) =0,

vi—a
e, consequentemente, o campo curvatura média de ¥ ¢ dado por

2
a

1

=1

ﬁ:

N —

Por outro lado, como

g(a(Er, E2),N) = g (=(Vg, E2)", N)
= _g(vElE%N)

_ (v (a@t—i-y@y) 8t+ay8y)
I\ Ve T ) e

T _ya2 9(aV, 0 + yVo, 0y, 0y + aydy)

S (CLg(vazat, Or) + a@g(%ﬁt, ay)

1 —a?

+ yg(vaxay7 at) + QQQQ(V&:@/? ay))
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e, novamente pela Formula de Koszul, as quatro parcelas da soma nesta iltima igual-
dade sao nulas, obtemos que g(a(FEy, Ey), N) = 0. Por conseguinte, a(FE7, Fy) = 0.
Isso implica que, dado X € X(X?),

(X, X) = a(g(X, E1) B + g(X, Ey)Ey, g(X, Ey)Ey 4 g(X, Ey)Es)
= (9(X, 1))’ By, Ey)

a
a 0y + ayo
= ———(y9(X,0,))* | —=2 y)
s lua(x, 0, (2
ay2 2 a2y3 2
= T 39X, 0.))°0 + T——(9(X, 0:))°0,.

Por meio das expressoes obtidas para a curvatura média e a sequnda forma
fundamental, concluimos que, quando a > 0 (respectivamente, a < 0), ¥* é uma
subvariedade futuro aprisionada (respectivamente, passado aprisionada) satisfazendo
g(a(X, X),0;) <0 (respectivamente, g(a(X, X),d;) > 0), para todo X € X(X?). Po-
rém, Y% nao é uma subvariedade totalmente aprisionada, pois, para X € X(X?%) tal que
X L 9., a sequnda forma (X, X) é o campo identicamente nulo, o qual € tipo espago.

Note que, apesar de M ser um espaco-tempo de Robertson-Walker generalizado
espacialmente nao contrativo e nao expansivo, de base Ry, fibra RxH? e fun¢dao warping
p=1, eX? ser, para a > 0 (respectivamente, a < 0), uma subvariedade tipo espago
e completa tal que g(a(X,X),0;) < 0 (respectivamente, g(a(X,X),0;) > 0), esta
ultima nao estd contida em um slice. Isso, no entanto, nao contradiz o Teorema 2.2.4,
pois, para a > 0 (respectivamente, a < 0), 3¥? ndo estd longe do infinito passado
(respectivamente, futuro), nem o Teorema 2.2.8, jd que, para todot € R, ffoo p(s)ds =
ffoo ds = 400 (respectivamente, f;roo p(s)ds = f;roo ds = +00).
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Capitulo 3

Escassez de subvariedades
aprisionadas em espacos-tempo

estaticos padrao

Em conformidade com o que fizemos no Capitulo 2, para o caso dos espagos-tempo
de Robertson-Walker generalizados, neste capitulo, apresentamos resultados de rigidez
para classes de subvariedades tipo espaco imersas em espagos-tempo estaticos padrao,
0s quais também nos permitem inferir resultados de nao existéncia para subvariedades

totalmente aprisionadas nesses ambientes.

3.1 Resultados de rigidez e nao existéncia para sub-

variedades completas

A partir dos resultados obtidos por Pelegrin em [24], fazendo uso da propriedade
do tipo Liouville para o operador laplaciano, a qual caracteriza as variedades paraboli-
cas, motivamo-nos a buscar, utilizando a propriedade do tipo Liouville para o infinito

laplaciano, resultados anédlogos para as subvariedades completas.

3.1.1 Resultados auxiliares

Nesta subsecao, apresentamos lemas auxiliares que nos permitem demonstrar

resultados de rigidez e nao existéncia envolvendo subvariedades completas imersas em



espagos-tempo estaticos padrao. No Lema 3.1.1, determinamos uma expressao para o

infinito laplaciano da fun¢ao altura em termos de g(a(Vh, Vh),0,).

Lema 3.1.1. Seja X" uma subvariedade tipo espago imersa em um espaco-tempo estd-

tico padrao M = e X, 1. O infinito laplaciano da funcao altura definida em

> € dado por

2) 1
Ach = =2g(Vh. V) IVh|* + 29((Vh,Vh), 8).

Demonstra¢io. Como Vh = —59], temos, pela definicio do operador infinito lapla-
p

ciano, que

Asoh = V2h(Vh,Vh)
= g(VwLVh, Vh)

1
=9 (VVh (—?a;> ,Vh)
1\ .. 1 .
= —qg Vh o) at + _QVVhat ,Vh
p p
2 1 —
=g (- ZVHOT Vh) - S0 (V@ - 0). 1)
2 1., 1 —
= —EVh(p)g —Eat ,Vh - Eg (Vwat - Vwﬁt ,Vh)
2 1 = 1 =
= —;g(Vh, Vp)g(Vh,Vh) — ;9 (Vend, Vh) + ;9 (Vend;-, Vh).
Por outro lado, como 0; é um campo de Killing,
Q(vVhat, Vh) = 0.
Além disso, uma vez que g (Vv;ﬁtl, Vh) =g ((VWL(?#)T ,Vh), pois Vh € X(X"),
9 (Vond;', Vh) = g(Ag. Vh,Vh) = g(a(Vh,Vh),0;") = g(a(Vh,Vh),d,).

Portanto,
2 1
Asch = —;g(Vh, Vp)|Vh|* + p 9(a(Vh,Vh),0),

como queriamos demonstrar. O

No Lema 3.1.2, escrevemos o infinito laplaciano da fungao altura com respeito a
uma métrica conforme em termos do infinito laplaciano da mesma aplicacao em relagao

a métrica original.

65



Lema 3.1.2. Seja (X7, g) uma subvariedade tipo espago imersa em um espago-tempo

estdtico padrao M = g x,I. Se g =e%g, onde p € C=(X"), entdo o infinito

laplaciano da funcao altura definida em 3", com respeito a g, € dado por
< 1
Ayh = e* (Aooh +59(Vh, V9) ywﬁ) .
Demonstracao. Primeiramente, observe que
1
Ash = V?h(Vh,Vh) = g(Vy,Vh,Vh) = 5Vh (g(Vh,Vh)).
Desse modo, como Vh = e?V h, obtemos que
A Lo (- (o © 1o 6, (O] o e? ¢
Asch = 5Vh <g (Vh, Vh)) = 3€°Vh (%9 ("Vh,e*Vh)) = SVh (e%9(Vh, Vh)).

Portanto,

Ash = % (Vh(e®)g(Vh,Vh) + e*Vh(g(Vh,Vh)))

= %dﬁw((p)\wﬁ + % (%Vh(g(Vh, Vh)))

= 2 (%g(Vh, V¢)|Vh’2) +e*Ash

1
— p2¢ (Aooh + 5g(Vh, v¢)|Vh|2) ,

como queriamos demonstrar. O]

Escolhendo a métrica conforme § = p~*g, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.3. Seja (X", g) uma subvariedade tipo espago imersa em um espago-

tempo estdatico padrao MU = e X, 1. Se g=p*g, entao o infinito laplaciano

da fungao altura definida em %", com respeito a g, € dado por

Ash = p°g(a(Vh,Vh),d,).
Demonstracao. Se g = p~*g, entao

4

g — elnp* g= 6—4lnp

g.

Desse modo, tomando ¢ = 41n p, obtemos que
g(Vh,Vo)=g(Vh,V(4Inp)) = 49(Vh,Vinp) = 4g (Vh, %Vp) = %g(Vh, Vp).
Consequentemente, pelo Lema 3.1.2,
Ash = 3n° (Aooh + %g(Vh, Vp)|Vh]2) .
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Portanto, de acordo com o Lema 3.1.1,

2 1 2
Ayh = p° (—;g(Vh, Vp)|Vh|? + ?g(oa(Vh, Vh), o) + ;g(Vh, Vp)\VhF)

= pGQ(Oz(Vh, Vh)v 875)’

como queriamos demonstrar. O]

O proximo resultado estabelece que a completude geodésica de uma variedade
Riemanniana (M™, g) é preservada por uma mudanga conforme §j = e %g, se ¢ €

C*>°(M™) é uma funcdo limitada superiormente.

Proposigao 3.1.4. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa e § = e %g,
onde ¢ € C°(M™), uma métrica Riemanniana conforme. Se ¢ € uma fungao limitada

superiormente, entao (M™,§) é completa.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢ seja uma func¢ao limitada superiormente. Nesse caso,
existe Ky > 0 tal que
6_¢ Z Ko.

Seja p € M™. Como (M™,g) é uma variedade Riemanniana completa, pelo Teorema
de Hopf-Rinow, existe uma sequéncia de subconjntos compactos K; C Ky, C ... C
K, C...C M™em (M™,d,), satistazendo UK,, = M™, tal que, se ¢, ¢ K,, entdo
dy(p,qn) — +o00. Visto que as topologias de (M™,d,) e (M™,dj;) coincidem com a
topologia da variedade diferenciavel M™, cada K, é também compacto em (M™, dj).

Além disso,
d3(p, qn) > / Kody(p, ¢n) — +00.

Portanto, pelo Teorema de Hopf-Rinow, (M™, g) é uma variedade Riemanniana com-
pleta. O

3.1.2 Resultados principais

Nesta subsegao, apresentamos resultados de rigidez e nao existéncia para subva-

riedades completas imersas em espagos-tempo estaticos padrao.

Teorema 3.1.5. Sejam M = e X, I um espago-tempo estdtico padrao, com

fung¢ao warping limitada, e X uma subvariedade imersa em Mnﬂ)ﬂ, tipo espago, com-
pleta e longe do infinito passado (respectivamente, futuro). Se g(a(Vh,Vh),0;) < 0
(respectivamente, g(a(Vh,Vh),0;) > 0), entdo X" estd contida em um slice.

Demonstragao. Considere a métrica conforme § = p~*g, a qual pode ser escrita como
g =e%g, com ¢ = 41n p. Pela Proposicao 3.1.3, temos que

Ash = p°g(a(Vh,Vh),0,).
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Sendo assim, se g(a(Vh,Vh),d;) < 0, entdo
Ah <0.

Uma vez que p é uma fungao limitada, inferimos que ¢ é limitada superiormente.
Desse modo, como (X", g) é uma variedade Riemanniana completa, segue, da Propo-
sicao 3.1.4, que (X", g) também é completa. Por conseguinte, visto que h é limitada
inferiormente, pois 3" é uma subvariedade longe do infinito passado, concluimos que
h é constante. Logo, X" estd contida em um slice. A demonstracao do caso entre

parénteses é analoga. O

Se as condigoes do Teorema 3.1.5 sao satisfeitas e, além disso, g(ﬁ,ﬁ) <0, a
subvariedade " é minima no slice no qual esta contida, conforme estabelece o Teorema

3.1.6.

——n+p+1

Teorema 3.1.6. Sejam M = M"™P x, I um espago-tempo estdtico padrao, com

——ntp+1
M

funcao warping limitada, e X" uma subvariedade imersa em , tipo espaco,

completa e longe do infinito passado (respectivamente, futuro). Se g(]:_f, ]—7) < 0e
g(a(Vh,Vh),0;) <0 (respectivamente, g(a(Vh,Vh),0;) > 0), entao X" estd contida,

como uma subvariedade minima, em um slice.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.5, se g(a(Vh,Vh),0;) < 0 (ou g(a(Vh,Vh),0) >
0, no caso em que X" é limitada no infinito futuro), entdo " estd contida em um
slice. Nessa situacao, uma vez que os slices de M g0 subvariedades totalmente

geodésicas, temos que
g(H, 8t) =0.

Consequentemente, Hé tipo espaco. Portanto, se g(ﬁ, ﬁ) < 0, entao H=0. ]

Como o campo curvatura média de uma subvariedade totalmente aprisionada é
tipo tempo, o resultado apresentado a seguir é uma consequéncia imediata do Teorema

3.1.6.

Corolario 3.1.7. Em um espago-tempo estdtico padrao, com fun¢ao warping limitada,
nao existem subvariedades completas, totalmente futuro aprisionadas (respectivamente,

passado aprisionadas) e longe do infinito passado (respectivamente, futuro).

3.1.3 Exemplos

A seguir, apresentamos exemplos nos quais avaliamos a aplicabilidade dos resul-

tados obtidos.
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Exemplo 3.1.8. Como discutido no Exemplo 2.2.18, o espac¢o-tempo de Schwarzschild,

o qual corresponde & variedade R x Ry x S?, munida com a métrica

2my\ o om\ ' L,
g=—|1-——)dt"+ (1 - — dr® 4+ r°gs2,

T T

pode ser dividido em duas regides: o buraco negro de Schwarzschild (onde consideramos
0 <r <2m) e o Schwarzschild exterior (no qual v > 2m). Note que podemos ver o

Schwarzschild exterior como um espago-tempo estdtico padrao com base ((2m, +00) X

S?,9), onde
_ om\ 9 9
g = 1-— T dr —+7r gs2,

fibra Ry e fungio warping p : (2m,4+00) x S* = R, que a cada (r,s) € R, x S? associa

p(r,s):,h—%‘“.

Nesse caso, uma vez que 0 < p < 1, concluimos, pelo Coroldrio 3.1.7, que ndo exis-

o elemento

tem subvariedades completas, totalmente futuro aprisionadas (respectivamente, pas-
sado aprisionadas) e longe do infinito passado (respectivamente, futuro) imersas no

Schwarzschild exterior.

Exemplo 3.1.9. Considere o espago-tempo de Reissner-Nordstrom, dado pela varie-
dade Lorentziana R x Ry x S?, munida com a métrica
~1
g=— (1—2—m+q—2>dt2+ (1—2—m+q—z> dr® + r’gse,
r r r r
onde m e q sao constantes que representam, respectivamente, a massa gravitacional e
a carga do modelo.

Note que essa métrica nao estd definida para r = m £ /m? — g2. No entanto,
considerando m*> > q> e r > ry = m + /m2 —q2, obtemos uma regido que pode
ser wvista como um espac¢o-tempo estdtico padrao, a saber, o produto warped de base
(ry,400) x S%, equipada com a métrica

2m ¢’ o 2,2
g={1-—+—> dr® + r7gs2,
T

fibra Ry e fungdo warping p : (14, +00) x S* = R definida por

2m  g°

r,s)=4\/1——+ —.

p(r,s) g
Nessa situagao, temos que 0 < p < 1. Assim, pelo Coroldrio 3.1.7, essa regiGo nao
admite subvariedades completas, totalmente futuro aprisionadas (respectivamente, pas-

sado aprisionadas) e longe do infinito passado (respectivamente, futuro).
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Exemplo 3.1.10. Considere o espago-tempo (n + 2)-dimensional de Schwarzschild-

Tangherlini, que corresponde a variedade R x Ry x S™, munida com a métrica

-1
g= (1 ~ ) dt* + <1 — Tnu_l) dr? + r’gse,

onde
167mm
= :
Wy,

sendo m uma constante positiva que representa a massa do modelo e w, a drea da esfera
unitdria n-dimensional, dada por

n+1
2

27
F(n_+1)

2

Wp =

Perceba que, ao fixarmosn = 2, obtemos o cldssico espago-tempo quadrimensional
de Schwarzschild. Além disso, a métrica nesse espago mais geral nao estd definida para
"1 = u. Com base nisso, assim como ocorre no Schwarzschild, ¢ natural estudarmos
separadamente 0s casos em que ™1 < e "' > p, 0s quais sao denominados, res-
pectivamente, buraco negro de Schwarzschild-Tangherlini e Schwarzschild-Tangherling
exterior.

Nesse contexto, considerando t = cte e r = cte, temos as esferas interiores (para
as quais ™"t < 1) e as esferas exteriores (em que "' > 1), que sio subvariedades
compactas de codimensao dois, totalmente umbilicas, com sequnda forma fundamental

dada por

a(X,V) = (1 . )g(X, Y)a,.

r rn—l
Note que o Schwarzschild-Tangherlini exterior pode ser visto como um espago-

tempo estdtico padrao com base ( "~/fi, +00) X S", munida com a métrica

Loyl
rne
fibra Ry e fungdo warping p : ("</i, +00) X S definida por

m

p(r,s) =4/1— e

a qual satisfaz a condi¢ao 0 < p < 1. Observe também que as esferas exteriores sao
subvariedades tipo espaco imersas nesse espago-tempo, completas, longe do infinito e
tais que

g(Oé(X, Y)v at) =0.
Portanto, pelo Teorema 3.1.5, elas devem estar contidas em slices, o que, de fato,

ocorre. No entanto, nao estao contidas como subvariedades minimas, jd que

lz:: alBi B) = g%(l T 1)8-%( r’ﬁl)&"%o'
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Isso nao contradiz o Teorema 3.1.6 porque

o, 1) = 5 (1- ) 900,

r2

1 [0o\2 noy-l
:ﬁ<1_r"*1> (1_r”*1>

1 %
T2 (1 a r"—1>

> 0.

Exemplo 3.1.11. No Ezemplo 2.2.20, vimos que a superficie ¥* = {(t, s, x,y) € M
t =alny,s =0}, coma € (—1,1), imersa no espago-tempo M = R xRx H?, ¢
tipo espago e futuro aprisionada (respectivamente, passado aprisionada) quando a > 0
(respectivamente, a < 0), apesar de nao ser uma subvariedade totalmente aprisionada.
Além disso, como observado no Exemplo 4.1.3, g(a(Vh,Vh),d;) = 0.

Note que M4 pode ser visto como um espago-tempo estdatico padrao, com base R X
H2, fibra R, e funcio warping p = 1. Dessa forma, X? é um exemplo de subvariedade
imersa em um espago-tempo estdtico padrao, com funcao warping limitada, tipo-espaco,
completa, tal que g(a(Vh,Vh),d;) =0, mas que nao estd contida em um slice (a nao
ser no caso em que a = 0). Isso evidencia a importancia da condigdo de limita¢ao na
funcao altura no Teorema 3.1.5.
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Capitulo 4

Um principio do tipo Omori-Yau para

o infinito laplaciano

Em [22], Omori provou que, se (M™, g) é uma variedade Riemanniana com-
pleta com curvatura seccional limitada inferiormente, entao, para qualquer funcao
u € C*(M™) com u* = supym u < +00, existe uma sequéncia {zy }rey em M™ satis-
fazendo as propriedades

(i) u(z) > u* — % (i) |Vu(er)| < % e (i) Viulzy) < %g,

no sentido de formas quadraticas, isto é, para todo v € T,, M™, v # 0,

1
V2u(zp)(v,v) < E|v|2.
Yau, por sua vez, demonstrou em [37] que, de modo similar, se (M™, g) é uma va-
riedade Riemanniana (ndo necessariamente completa), com curvatura de Ricci limitada
inferiormente, entdao, para qualquer fungao u € C?*(M™) com u* = supm u < +00,

existe uma sequéncia {xy }reny em M™ satisfazendo as propriedades

(i) ulay) > u* — % (i4) |Vu(a)| < % e (ifi) Au(zy) <

| =

Com base nesses dois resultados classicos, e seguindo a terminologia empregada

em [5, Definigao 2.1|, estabeleceu-se a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 4.0.1 (Principio do méaximo de Omori-Yau). Dizemos que o principio do

mdximo de Omori-Yau para o laplaciano € vdlido em uma variedade Riemanniana



(M™, g) quando, para qualquer fungdo u € C*(M™) com u* = supym u < 400, existe

uma sequéncia {xy}ren em M™ satisfazendo as propriedades

() u(zy) > ut — % (i) [Vu(ze)] < % e (iii) Au(zy) < %

para cada k € N. Equivalentemente, para qualquer funcio v € C*(M™) com u, =

infym u > —00, existe uma sequéncia {xy}ren em M™ satisfazendo as propriedades

17 (ii) |Vu(xy)| < % e (i7) Au(xy) > —1,

(1) u(zy) < uy + ’ ’

para cada k € N.

Enfraquecendo as condigbes impostas na Defini¢ao 4.0.1 (especificamente, descon-
siderando a propriedade (i7), sobre a norma do gradiente de u), obtemos o conhecido
principio do maximo fraco de Omori-Yau.

Definigao 4.0.2 (Principio do maximo fraco de Omori-Yau). Dizemos que principio do
mdzximo fraco de Omori-Yau € vdlido em uma variedade Riemanniana (M™, g) quando,

para qualquer fungao u € C*(M™) com u* = supymu < +00, eriste uma sequéncia

{Zk}ren em M™ satisfazendo as propriedades

(i) ulze) > u* —% e (i) Auly) < %

para todo k € N. De modo equivalente, para qualquer u € C*(M™) com u, = inf yym >

—00, existe uma sequéncia {xy}ren em M™ satisfazendo as propriedades

(i) u(ze) < us +% e (i) Aulzy) > —%,

para todo k € N.

Conforme demonstrado por Pigola, Rigoli e Setti em [27], o principio do maximo
fraco de Omori-Yau é valido em uma varidade Riemanniana (M™, g) se, e somente se,
M™ é estocasticamente completa, isto €, a probabilidade de uma particula que realiza
um movimento Browniano em M"™ ser encontrada no espaco de estado é igual a 1. De

modo mais técnico, para qualquer (z,t) € M™ x (0, +00),

/ p(z,y,t)dy =1,
M

onde p(x,y,t) é o niacleo de calor do operador laplaciano (para mais detalhes, ver [19]

e [2]).
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Observacao 4.0.3. As variedades estocasticamente completas constituem uma classe
ampla de variedades na qual estao inclusas as parabolicas. Isso implica que toda va-
riedade parabdlica satisfaz o principio do mdzimo fraco de Omori-Yau. Em [1] e [2]
sao apresentados diversos resultados de rigidez e nao existéncia para subvariedades

aprisionadas estocasticamente completas.

Neste capitulo, estabelecemos o que denominamos ser um principio do tipo Omori-
Yau para o operador infinito laplaciano. Como aplicacao deste principio, apresentamos
resultados para o gradiente da funcao altura de subvariedades totalmente aprisiona-
das imersas em espacos-tempo de Robertson-Walker generalizados e espacos-tempo
estaticos padrao. O Lema 4.0.4, apresentado a seguir, e cuja demonstracao pode ser
encontrada em [5, Proposi¢ao 2.2|, é essencial para a obtenc¢ao dos nossos resultados.
Lema 4.0.4. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa. Se u : M™ — R
¢ uma funcgio de classe C' tal que u* = supym u < +00, entdo, para cada sequéncia

{yr} € M™ tal que u(yy) — u* quando k — +o0, existe uma sequéncia {xp} C M™

gozando das propriedades

(1) u(xy) = u*, (i) |Vu(zg) =0 e (itd) dy(xg, yx) — 0 quando k — +o0.

O principio do tipo Omori-Yau para o infinito laplaciano ¢ enunciado e demons-
trado em seguida.

Teorema 4.0.5 (Principio do tipo Omori-Yau para o infinito laplaciano). Seja (M™, g)
uma variedade Riemanniana completa. Se f € C®°(M™), entao eziste uma sequéncia
{zr} € M™ tal que |Asf(xy)| = 0 quando k — +oc.

Demonstragao. Sejam f € C°°(M™) uma fungao suave em M™ e u : M™ — R a

funcao definida por
u=—|Vf.

Note que u ¢é limitada superiormente, pois —|V f|*> < 0. Sendo assim, considere uma
sequéncia {yx} C M™ tal que u(yx) — u* = supym u quando k — +o00. Pelo Lema
4.0.4, existe uma sequéncia {xy} C M™ satisfazendo u(zg) — u* e |Vu(zg)] — 0
quando k£ — +o00. Uma vez que {u(xy)} converge, temos que |V f(z)| € uma sequéncia

limitada. Além disso,

9(Vf,Vu) = —g(Vf,VIVf?)
= -VI(IVIP)
=-=Vf(g(Vf, V)
= —29(VwsV S, V)
= =2V f(Vf, V)
= —2ALf.

74



Desse modo,

0 < 1A (0)] = 59(7 (). Vula)| < 51V )Vt

e, portanto,
lm A f(x)] =0,

k—+o0

como queriamos demonstrar. O]

4.1 Aplicacoes

Nesta secao, sao apresentadas aplicacoes geométricas do principio do tipo Omori-
Yau obtido para subvariedades completas imersas em espagos-tempo de Robertson-

Walker generalizados e espagos-tempo estaticos padrao.

4.1.1 O caso dos espacos-tempo de Robertson-Walker genera-

lizados

Teorema 4.1.1. Sejam M = g X, M P um espago-tempo de Robertson- Walker

generalizado espacialmente fortemente expansivo (respectivamente, espacialmente for-
temente contrativo), e X" uma subvariedade imersa em Mnﬂﬂrl, tipo espaco e completa.
Se g(a(Vh,Vh),0,) <0 (respectivamente, g(a(Vh,Vh),0;) > 0), entdo

inf |Vh| = 0.

Demonstracao. Uma vez que X" é uma subvariedade tipo espago e completa, pelo

Teorema 4.0.5, existe uma sequéncia {x;} C X" tal que
|Ash(zr)| — 0 quando k — +oo.

Por outro lado, de acordo com o Lema 2.2.1,

— ola _ p'(h) 2 2
Axh = g(a(Vh,Vh), o) o) |IVAh|*(|Vh]* +1).

Consequentemente, se g(a(Vh, Vh),d;) < 0, entao, do fato de M ser um espago-

tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente fortemente expansivo, segue
que, quando k — 400,

|Vh(x)| — 0.
Portanto, como |Vh| > 0,
inf |[Vh| = 0.
O caso entre parénteses ¢ demonstrado de forma anéloga. m
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Como a condigao g(a(Vh, Vh),0;) < 0 (respectivamente, g(a(Vh,Vh),0;) > 0) é
satisfeita para subvariedades totalmente futuro aprisionadas (respectivamente, passado

aprisionadas), o resultado a seguir é uma consequéncia imediata do Teorema 4.1.1.

Corolario 4.1.2. Seja M = X, M™P um espago-tempo de Robertson- Walker

generalizado espacialmente fortemente expansivo (respectivamente, espacialmente for-
R L R . —n+p+1 .
temente contrativo). Se X" é uma subvariedade imersa em M , ttpo espaco, com-

pleta e totalmente futuro aprisionada (respectivamente, passado aprisionada), entdo
inf |Vh| = 0.

Exemplo 4.1.3. No Exemplo 2.2.20, consideramos o espac¢o-tempo quadrimensional
M = RxRxH? eq superficie tipo espago ¥? = {(t,s,z,y) € M t=aln y,s =0},
com a € (—1,1). Como wvisto anteriormente, o conjunto {Ey, Es}, onde

a@t + yay

V1—a?’

¢ um referencial ortonormal para 2. Com base nisso, podemos escrever

Elzyﬁz €E2:

Vh = g(Vh, EI)EI + g(Vh, EQ)EQ.
Isso implica que
VA2 = g(Vh,Vh) = g(Vh, E))* 4+ g(Vh, Ey)?.

Como Vh = —9,", obtemos que

|Vh|? = (=0, E\)* + g(=0/ , Ey)?

= g(0y, E1)2 + g(0, E2)2

O, + 9, \°
— 9(8,,y0,)* + (a,u)
g(ty ) g tm

—0+ (\/%)29(@, 8,)?

a2

T 1 a2

Portanto, se a # 0,

a2

1—a27é0

Por outro lado, uma vez que, para cada X € X(3?),

inf |Vh| =

av? a2?
a(X, X) = T2 (g(X, 0,))%0; + 7= (9(X, 0.))*0),
—a 1—a
temos que
ay® 2
g<a(X7X)aat> = _—(g(Xa ax)) :

1—a?
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Consequentemente, g(a(X,X),0;) < 0, quando a > 0, e g(a(X, X),0;) > 0, quando
a < 0. Em particular, visto que Vh = -9, ¢ 9, L d,,

g(a(Vh,Vh),0,) = 0.

No entanto, isso nao contradiz o Teorema 4.1.1 porque M néo é um espaco-tempo de

Robertson-Walker generalizado espacialmente fortemente expansivo.

4.1.2 O caso dos espacos-tempo estaticos padrao

Teorema 4.1.4. Sejam M

func¢ao warping limitada e longe do zero, e ¥ uma subvariedade imersa em

= M"*P x, I um espago-tempo estdtico padrao, com
—5n+p+1
M ,

tipo espago e completa. Se a(Vh,Vh) € causal e
|a(Vh, V)| = | Vh[?,
para alguma constante positiva cy, entao
inf |Vh| = 0.

Demonstragdao. Considere a métrica § = p~*g. Pela Proposigao 3.1.4, (X", g) ¢ uma
variedade Riemanniana completa. Assim, de acordo com o Teorema 4.0.5, existe uma

sequéncia {z;} C X" tal que
|Ash(z1)| = 0 quando k — +oo.
Além disso, pela Proposicao 3.1.3,
Ash = p°g(a(Vh,Vh),d,).

Por outro lado, como p é uma funcao longe do zero, existe ag > 0 satisfazendo p >
ag. Desse modo, uma vez que a(Vh,Vh) é causal e 0, é tipo tempo, obtemos, pela

Desigualdade Inversa de Cauchy-Schwarz, que
|Ash| > p%la(Vh, VR0 > pTco| VA> > alco| VA%,

onde utilizamos a hipétese |a(Vh, Vh)| > ¢o|Vh|* e a identidade |9;| = p. Pela desi-

gualdade obtida, concluimos que

lim |Vh(x)| =0.

k——+o0

Logo, como |Vh| > 0, inf |Vh| = 0. O

Visto que, em uma subvariedade totalmente aprisionada >", a(v, v) é tipo tempo,
para todo vetor tangente nao nulo v, temos, como consequéncia do Teorema 4.1.4, o

seguinte resultado:
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Corolario 4.1.5. Seja MU = e X, I um espaco-tempo estdtico padrao, com
—n+p+1

uncao warping limitada e longe do zero. Se X" € uma subvariedade imersa em M
¢ ping g

)

tipo espaco, completa e totalmente aprisionada, satisfazendo a condi¢ao
|@(Vh, Vh)| > co| VA[,
para alguma constante positiva cy, entao
inf |Vh| = 0.

Exemplo 4.1.6. Voltemos novamente ao caso da subvariedade % = {(t, s, x,y) € M
t=alny,s =0}, coma € (—1,1), imersa no espago-tempo M = _RxRxH2. Como
comentamos no Fxemplo 3.1.11, M4 pode ser wvisto como um espago-tempo estdtico
padrao, com fun¢ao warping constante e igual a 1, e, portanto, limitada e longe do

zero. De acordo com o que foi apresentado no Exemplo 4.1.3,

CL2

1—a?

VAP =

Desse modo, inf [Vh| # 0 quando a # 0. No entanto, esse resultado nao contradiz
o Teorema 4.1.4, pois, conforme o Fzemplo 2.2.20, o campo a(Vh,Vh) é nulo, e,
consequentemente, nao causal. Ademais, se a # 0,

coa’®

(VR Vh)| = 0 < 32 = ol VAP

para todo co > 0.
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