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"Este é o mais belo destino que uma
teoria fisica pode ter:

quando ela abre caminho para

o estabelecimento de uma teoria
mais ampla, na qual continua a viver
como um caso particular.”
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Resumo

A partir de uma abordagem semicléssica, através da aproximacao WKB (Wentzel, Kramers
e Brillouin), neste trabalho obtemos os niveis de energia, considerando o caso particular
das ondas s, para sistemas caracterizados por uma carga pontual interagindo com campos
elétricos produzidos por distribui¢des continuas e nao uniformes de carga em simetria

cilindrica. Das interac¢oes surgem potenciais anarmonicos e do inverso do quadrado atrativo.

Palavras-chave: aproximacao WKB, potencial anarmoénico, potencial inverso quadrado,

simetria cilindrica.



Abstract

We apply the WKB approximation to the Schrédinger equation of a point charge under
the influence of anharmonic potentials and attractive inverse-square potential in order to
calculate the allowed energies for the particle. These potentials arise from the interaction
of a point charge with non-uniform radial electric fields in cylindrical symmetry. For the
potentials that arise from these interactions we consider the bound states for the particular

case of s-waves.

Keywords: WKB approximation, anharmonic potential, inverse-square potential, cylin-

drical symmetry.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

Lista de ilustracoes

Poco potencial com dois pontos de retorno . . . . .. ... 20
Aproximacao linear do potencial no ponto zo . . . . . . . ... ... .. 24
Fungdo de Airy Ai(z) . . . . . . . . Lo 26
Funcao de Airy Bi(z) . . . . . o oo 27
Regidao de andlise . . . . . . . . . ... . Lo 28
Poco potencial com uma parede infinita . . . . . ... ... ... ... 31
Fungdo de Neumann . . . . . . . .. . . ... 35
Funcdo de Bessel . . . . . . . .. .o 35
Potencial efetivo . . . . . ... 36

Figura 10 — Cilindro com cavidade interna . . . . . . . . .. ... ... ... .... 45



Lista de abreviaturas e siglas

WKB Wentzel, Kramers, Brillouin
PT Simetria de Paridade-Reversdo Temporal
GFT Teoria de Campo de Grupo

ATMM Método Analitico de Matriz de Transferéncia



€0

Lista de simbolos

Constante de Planck
Constante de Planck reduziada
Unidade imaginaria

Permissividade elétrica no vacuo



2.1
2.1.1
2.1.2
2.1.21
2.1.2.2
2.2

3.1
3.2
3.3

Sumario

INTRODUCAO . . . .. ittt e e e et e et e et e 12
APROXIMACAO SEMICLASSICAWKB . . ... .......... 18
Aproximacao WKB em uma dimensao . . . . . . ... ... ... .. 20
Férmulas de conexdo . . . . . . . . . . 24
Regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld . . . . . . ... ... ... .. 30
Poco potencial com um ponto de retorno e uma parede impenetravel . . . . . . 30
Poco potencial com dois pontos de retorno . . . . . . ... ... 30
Aproximacao WKB para a equacao radial . . . . . . . ... ... ... 32

INTERACAO DA CARGA PONTUAL COM CAMPOS ELETRICOS

NAO UNIFORMES . . . . . . . . ittt it 38
Analogo do potencial quarticopuro . . . . .. .. .. ... ... ... 38
Analogo do potencial séxticopuro . . . . . .. ... ... ... .. 41
Potencial inverso do quadrado atrativo . . . . . . . . ... ... ... 43
CONCLUSOES E PERSPECTIVAS . . ... ... ... ... 49

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e s s st 50



12

1 Introducao

Muitos problemas fisicos podem ser descritos por equagoes diferenciais. Entretanto,
resolvé-las pode significar um pesadelo para quem o tenta. Isto porque, em muitas das
vezes, os calculos por traz da busca pela solucao analitica exata podem se mostrar
impossiveis de serem realizados. Apresenta-se, portanto, a importancia das solugoes
aproximadas. Historicamente, por exemplo, é atribuido a Carlini (1817) ser o primeiro a
obter uma solugao aproximada de uma equagao de Bessel (GOMES, 1975). Décadas depois,
debrugado sobre as equacgoes diferenciais, um importante mateméatico desenvolvia essa
area. Liouville (1837) (LIOUVILLE, 1837) foi bem-sucedido em obter solugoes assintoticas
para equacoes diferenciais mais gerais. Ele desenvolveu um método de resolugao a partir de
aproximagoes sucessivas (LUTZEN, 1982). Posteriormente, Rayleigh (1912) (RAYLEIGH,
1912) estudando propagacao de ondas eletromagnéticas obteve féormulas de conexdo.
Durante esse periodo as pesquisas para desvendar a estrutura e mecanica da matéria em
nivel atomico eram consideraveis. Um ano antes, Rutherford, através de experimentos,
constatou que no centro de um atomo encontrava-se um niicleo duro onde se concentrava
quase toda sua massa. Em 1913, Bohr desenvolve seu modelo atomico, onde surge o
conceito de estado estacionario discreto. Contudo, o modelo apresentava problemas. Um

desses problemas era a previsao de frequéncias orbitais que nao constavam em observagoes

(HEISENBERG, 1975).
Cerca de onze anos depois do trabalho de Bohr, Jeffreys (1923) (JEFFREYS,

1923), independentemente, redescobre as férmulas de conexao descritas por Rayleigh. No
mesmo ano, de Broglie intrigado com o conceito de dualidade onda-particula atribuido
para a radiagao, propoe que a matéria também apresentaria tal comportamento a partir

da seguinte equacao:

= (1.1)

onde h é a constante de Planck e p o momento da particula. Ele introduz essa ideia ao
longo do ano 1923 a partir dos seguintes trabalhos: Ondas e quanta (1923a), Quanta
de luz, difracao e interferéncias (1923b) e Os quanta, a teoria cinélica dos gases e o
principio de Fermat (1923c), os quais foram os responséveis, de certa forma, além de
outros trabalhos da época, como o ponto de virada na teoria quintica (ROSA, 2004).
Bastante influenciado pelas ideias sobre as ondas de matéria defendidas por de Broglie,
Schrédinger (1926) (SCHRODINGER, 1926) publica seu trabalho intitulado Quantisierung

als Eigenwertproblem' (onde ele sintetiza suas ideias na famosa equacao de onda), o qual

1 Esse titulo em alemé&o, que no portugués pode ser traduzido como "Quantizacdo como um Problema
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langou luzes sobre o desconhecido e contraintuitivo mundo quantico. Este, juntamente
com outros trabalhos (HEISENBERG, 1925; PAULI, 1926), é considerado o que divide a
historia da mecéanica quantica em duas, a "velha'mecanica quantica, de 1900 a 1925, e a
"nova', pés 1925. No mesmo ano de publica¢ao, logo se iniciaram as investidas, exitosas,
na busca de solugoes aproximadas para tal equacao. Wentzel (1926), Kramers (1926) e
Brillouin (1926), entao, publicam seus trabalhos (WENTZEL, 1926; KRAMERS, 1926;
BRILLOUIN, 1926).

Em junho de 1926, Wentzel desenvolve a aproximacao para a funcao de onda,
ou seja, faz a integragdo em séries de poténcia de h considerando apenas o termo de
baixa ordem e obtém a condicao de quantizacdo de Bohr-Sommerfeld. Também, faz uma
generalizagao da aproximagao para sistemas com mais graus de liberdade independentes.
Posteriormente, realiza uma conexao com a mecénica matricial de Heisenberg e, finalmente,
faz aplicagao para o efeito Stark. Logo em seguida ao trabalho de Wentzel, no més de
julho do mesmo ano, Brillouin publica seu breve trabalho mostrando que, a partir de
aproximacoes sucessivas, o termo de primeira ordem descreve a "velha'"mecanica quantica
enquanto os demais termos constituem a novidade da mecéanica de Schrodinger. Ja Kramers,
em setembro, adiciona uma discussao importante a respeito do problema que o método
enfrenta nos pontos de retorno classicos, visto que o termo que descreve a amplitude da
onda diverge nessa regiao. Além dessa discussdo, faz uma aplicagdo para movimentos

centrais.

Mas como visto logo acima, esse método aplicado por Wentzel, Kramers e Brillouin
na teoria ondulatéria da mecanica quantica desenvolvida por Schrodinger é essencialmente
oriunda da teoria das equacgoes diferenciais ordinarias, estudada pelos ja referidos Liou-
ville (1837), Rayleigh (1912) e Jeffreys (1923) (MERZBACHER, 1998; SCHIFF, 1987;
DUNHAM, 1932). Por isso, o fato de a teoria ser conhecida por WKB levou a problemas,
como em outras teorias, por nao englobar obras anteriores importantes. Isto €, apesar de o
nome atualmente conhecido ser aproximacao WKB, autores também tentaram chamar de
aproximagao de Liouville-Green (pois Green (1937), além de Gans (1915), contribuiu para
essa teoria) ou método da integral de fase. Para Froman e Froman (1965) (FROMAN;
FROMAN, 1965), ela deveria se chamar aproximagao JWKB. Mas também, para evitar esse
problema de como se referir a teoria a partir de nomes de autores, propuseram denomina-la
de método de aproximacgao assintética. Enfim, independente das controvérsias acerca da
nomenclatura a se adotar, o método seguiu sendo bastante desenvolvido e utilizado nas

mais variadas areas.

Logo em seguida aos trabalhos de Wentzel, Kramers e Brillouin, outros pesquisadores
da drea realizaram grandes contribuigdes. Por exemplo, Langer (1937) (LANGER, 1937)

realizou discussoes detalhadas sobre a aplicabilidade do método em problemas com simetria

de Autovalores", encabecou um conjunto de publicacbes no periddico Annalen der Physik.
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esférica. Froman e Froman (1965), inspirados nos trabalhos de Zwaan (1929) Zwaan
(1929), Kemble (1935) (KEMBLE, 1935) e Kemble (1937) (KEMBLE, 1937), abordaram
principalmente o problema dos pontos de retorno no plano complexo e, partindo desse
ponto, produziram um material denso acerca do tema. Por sua vez, Berry e Mount (1972)
(BERRY; MOUNT, 1972), discutiram varios aspectos da teoria, abordando, também,
as implicagoes da teoria em simetria esférica. Posteriormente, Berry e Almeida (1973)
(BERRY; ALMEIDA, 1973), baseados no trabalho de Langer (1937) (LANGER, 1937),

trabalharam o problema da aplicabilidade do método WKB em simetria cilindrica.

Como consequéncia de seu amplo desenvolvimento, podemos dizer que o método
nao se restringe apenas a mecanica quantica, mas é aplicavel em diversas areas da fisica
tedrica como, por exemplo, na teoria das ondas eletromagnéticas (FROMAN; FROMAN,
1965). Outro exemplo seria na teoria de campos. Nesse sentido, Cornwall e Tiktopoulos
(1965) (CORNWALL; TIKTOPOULOS, 1993), a partir do potencial de oscilador quartico,
estudaram um problema na teoria A¢* onde uma das ferramentas de abordagem para
obtencao de solugoes estimadas foi a teoria WKB. J4 Holstein e Swift (1982) (HOLSTEIN;
SWIFT, 1982) inovaram com uma abordagem onde associaram o método WKB padrao
com as técnicas de integrais de caminho desenvolvidas por Feynman no limite em que a
integral de caminho é dominada pela trajetéria classica da particula. Observaram que, no

limite A — 0, a integral do propagador depende somente do caminho classico.

Em contrapartida, outros trabalhos recuperaram o de Langer. Por exemplo, Mo-
rehead (1995) (MOREHEAD, 1995) deriva de forma generalizada a transformacao de
Langer para qualquer operador radial. A transformacao de Langer ¢ uma melhoria do
método WKB para a equacgao radial de Schrodinger, fundamental para obtencao de resul-
tados convincentes. Observara, por exemplo, que as fung¢oes de onda WKB, a partir dessa

generalizagao, possuem um bom comportamento para raios pequenos.

Entretanto, trabalhos tentaram alternativas para nao realizar a modificacao de
Langer, pois consideravam um tanto estranho a alteracao nos autovalores do operador mo-
mento angular. Com esse objetivo em mente, Hainz e Grabert (1999) (HAINZ; GRABERT,
1999) trabalharam o problema do 4tomo de hidrogénio do ponto de vista semiclassico WKB
evitando a utilizagao dessa modificacao. Em vez disso, o potencial centrifugo foi decomposto
em um potencial centrifugo classico e uma corre¢ao quantica. Para isso, iniciam observando
que, no limite semicléssico, o problema do hidrogénio deveria se reduzir ao problema
de Kepler. Outras abordagens feitas dentro do campo de estudos da teoria foram com
potenciais que possuem termos complexos. Como exemplo, podemos citar Yi, Lee e Sohn
(1994) (YT; LEE; SOHN, 1994) que, com o objetivo de estudar os niveis de energia para um
potencial central bidimensional, utilizaram mapeamento conforme, o qual produziu uma
modificagao no potencial efetivo. Com essa modifica¢do, a partir da aproximagao WKB,

os niveis de energia foram obtidos para, por exemplo, o potencial de Coulomb. Na mesma
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linha, aplicando o método WKB complexo ao oscilador quartico geral com coeficientes
que estao no dominio complexo, Delabaere e Pham (1997) (DELABAERE; PHAM, 1997)
apresentaram resultados sobre o processo de ramificacao dos niveis de energia. Por sua
vez, Bender e colaboradores (2001) (BENDER et al., 2001) investigaram um hamiltoniano
com um potencial anarmoénico e um termo complexo a fim de observarem que, a partir de
um certo limite de um dado parametro, pares de niveis de energia adjacentes coalescem,
se tornando complexos. Para valores muito altos deste parametro se tem, também, valores
altos para a energia, de maneira que, a razao entre esses dois, a medida que crescem, se
aproxima de um certo valor critico constante. A aproximacao WKB convencional falha
para niveis préximos a esse valor, mas funciona para niveis altos de energia. Por outro

lado, a teoria WKB complexa prevé exatamente tal limite critico.

Ainda, usando o método semicldssico WKB, Bender e Jones (2004) (BENDER;
JONES, 2004) mostraram como calcular um certo operador C' observavel independente do
tempo o qual é necessario para determinar o produto interno de uma teoria quantica nao-
hermitiana com hamiltoniano que preserva a simetria P7T . Neste trabalho consideraram
hamiltonianos ndo cibicos da forma H = p? + 22(iz)° (§ > 0) para determinar C. J4
Dorey, Millican-Slater e Tateo (2005) (DOREY; MILLICAN-SLATER; TATEO, 2005)
analisaram as fungoes de niveis de energia associadas a quebra de simetria P7T de Bender
e Boettcher, bem como em sua generalizacdo que incorpora um termo centrifugo. Apesar
da WKB falhar no regime de quebra da simetria, esse problema é contornado ao usar
uma conexao com a equagao diferencial ordinaria modelo integravel em teoria de campos.
Adhikari, Dutt e Varshni (1988) (ADHIKARI; DUTT; VARSHNI, 1988) usaram o método
WKB supersimétrico para calcular autovalores médios de energia onde um dos potenciais
estudados foi o potencial anarmoénico duplo em uma dimensao. Fizeram, também, o uso
do método para o caso tridimensional. Os dados obtidos mostraram uma precisao pouco

melhor em comparacao ao método WKB convencional.

Além dessas, outras areas onde se encontram trabalhos que usam o método aproxi-
mativo WKB sao cosmologia e matéria condensada. Em cosmologia temos, como exemplo,
Gielen, Oriti e Sindoni (2013) (GIELEN; ORITI; SINDONI, 2013) que, estudando a
dindmica de estados condensados em gravidade quantica, mais especificamente em Teoria
de Campo de Grupo (GFT), mostraram que um termo cinético tipo Laplaciano em tal
modelo GFT leva, a partir de uma aproximacao semiclassica WKB no caso isotropico,
a uma equacao modificada de Friedmann. Em contrapartida, Xu, Ma e Liu (2014) (XU,
MA; LIU, 2014) estudaram o transporte de carga em eletrdlitos de ambiente dielétrico
nao homogéneo e desenvolveram uma abordagem aproximativa WKB e uma numérica.
Mostraram que, a aproximacao apresenta alta precisao quando a autoenergia do fon gerado

pela inomogeneidade dielétrica e pela correlagao ion-ion tem forca de interacao fraca.

Alguns outros exemplos que podemos referenciar sao: Das e colaboradores (2004)(DAS
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et al., 2004) estudaram uma particula carregada sob influéncia de um campo magnético uni-
dimensional independente do tempo. Discutiram métodos perturbativos e nao-perturbativos.
Aplicaram o método WKB para derivar os niveis de energia quantizados da particula
carregada em uma bobina de Helmholtz. Por sua vez, Bakke e Furtado (2019) (BAKKE;
FURTADO, 2019) investigaram os efeitos topoldgicos na interacao de um elétron sem
spin com campos elétricos radiais a partir da aproximacao WKB. Mostraram que o termo
centrifugo da equacao radial deve ser alterado devido a influéncia do defeito topologico.
Ainda, Bakke (2019) (BAKKE, 2019) obteve o espectro de energias para o caso particular
das ondas s a partir de um ponto de vista semiclassico aplicando o método WKB em
sistemas caracterizados pela interagao de quadrupolo elétrico de uma particula neutra com

campos elétricos radiais produzidos por distribui¢des nao uniformes de carga.

Ja Silva e Andrade-Neto (2010) (SILVA; ANDRADE-NETO, 2010) usaram a
aproximacao WKB para o calculo de taxa de ionizagao. Calcularam para o atomo de
hidrogénio na presenca de um campo elétrico uniforme. Para isso, analisaram dois modelos
de potencial e ao final observaram que os valores da taxa de ionizagdo do primeiro modelo
estao mais proximos em ordens de grandeza dos valores obtidos usando o modelo de Landau
e Lifshitz. No entanto, resultados numéricos corroboram muito mais o segundo modelo.
Na mesma linha, os mesmos autores (SILVA; ANDRADE-NETO, 2012) calcularam a taxa

de ionizagdo para um atomo préximo a uma superficie metalica.

Em um meio eldstico contendo um defeito topolégico Bakke e Furtado (2020)
(BAKKE; FURTADO, 2020), estudaram a interacdo do momento de dipolo elétrico de
uma particula neutra com um campo elétrico a partir de uma andlise semiclassica usando
o método aproximativo WKB. Mostraram que essa interacao produz um potencial inverso
do quadrado atrativo, o qual é influenciado pela topologia do defeito. Por sua vez, Vieira
e Bakke (2020) (VIEIRA; BAKKE, 2020) buscaram solugoes de estado ligado aplicando
a WKB. Nesse estudo os autores abordaram a hipétese dos monopolos magnéticos e
buscaram efeitos de rotagao na interacdo de campos elétricos axiais com o momento de

quadrupolo magnético de uma particula neutra.

J& Mariz e Oliveira (1985) (MARIZ; OLIVEIRA, 1985) utilizaram a aproximagao
WKB para o calculo dos niveis de energia de sistemas caracterizados por potenciais % |lz|”
(v > 0). Gaudreau, Slevinsky e Safouhi (2013) (GAUDREAU; SLEVINSKY; SAFOUHI,
2013), de forma mais especifica, usando o método WKB, obtiveram expansao assintotica
para potencial tipo oscilador anarmoénico quartico para os autovalores de energia. A partir
de um algoritmo os autores calcularam os coeficientes da expansao e compararam com
resultados analiticos. Por outro lado, Wald e Lu (2003) (WALD; LU, 2003) estudaram
um outro potencial especifico, o de Lennard-Jones, a partir da WKB com modificacao.
Por seu turno, Castellani, Gongalves e Santiago (1993) (CASTELLANI; GONCALVES;
SANTIAGO, 1993), usando a aproximacao WKB, abordaram a propagacao de ondas em
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meios nao homogéneos, mostrando que a funcao de onda, velocidade e outros parametros
dependem da distribuicdo de densidade do meio. Finalmente, Ou, Cao e Shen (2003)
(OU; CAO; SHEN, 2003) apresentaram resultados de energia para diferentes potenciais
esfericamente simétricos a partir da aplicacdo do método analitico de matriz de transferéncia
(ATMM) em uma dimensao que é, nesse caso, segundo os autores, uma melhoria do método

WKB nos pontos de virada, na analise da mudanca fase das ondas.

Visto isso, este trabalho tem como objetivo calcular o espectro de energias para
sistemas caracterizados por potenciais anarmoénicos, o quartico e o séxtico puros e pelo
potencial inverso do quadrado atrativo a partir da aplicacao da aproximacao semiclassica
WKB. Para isso, vamos primeiro fazer uma breve revisdao sobre o método aproximativo e
depois obter potenciais analogos a estes por meio da interacdo de uma carga pontual com
campos elétricos gerados por distribui¢cdes continuas e nao uniformes de carga em simetria

cilindrica.

O trabalho se estrutura da seguinte forma: no capitulo 2 vamos realizar uma breve
revisao sobre o método WKB. Inicialmente vamos abordar o caso unidimensional, onde
encontraremos a fun¢do de onda aproximada. Em seguida trabalharemos o problema nos
pontos de retorno classicos, encontrando as férmulas de conexao e, posteriormente, obtendo
duas regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld. Por ultimo, trataremos da aproximacao
em trés dimensoes, no caso especifico da simetria cilindrica. No capitulo 3 faremos a
aplicacao do método aproximativo para os trés sistemas especificados acima. No tltimo

capitulo apresentamos as conclusoes e perspectivas.
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2 Aproximacao semiclassica WKB

Assim como na mecénica relativistica, onde o caso limite para baixas velocidades
recuperava a mecanica classica, corroborando a validade dessa teoria, o mesmo resultado
era esperado a partir da teoria da mecanica quantica desenvolvida ao longo de todo o
primeiro quarto do século vinte, sintetizada na equacao ondulatéria de Schrodinger (2.1),

como visto, uma das metodologias utilizadas na época.

2 -
e 1 v maq’g’ t)

2m
Esta equagao de onda descreve o movimento de uma particula quantica de massa m sob

(2.1)

a influéncia de um certo potencial V. Entao, partindo dela, vamos estudar o limite de
transicdo da mecanica quantica para a classica afim de observar o porqué de o método

WKB ser chamado de método semiclassico. Para isso, considere a fun¢ao de onda da forma:

() =e 7, (2.2)

onde S(7,t) é a fase da funcdo de onda. Substituindo a Eq. (2.2) na Eq. (2.1), obtemos
(VS)2  ih _, 0S8
2mv S+ VIr) = ot’

que é uma equacao nao linear em termos da fase da funcdo de onda a qual possui
condigoes de contorno muito mais complicadas do que a Eq. (2.1) (MERZBACHER, 1998).

Entretanto, ela desenvolve papel importante, pois, a partir dela, poderemos obter uma

(2.3)

2m

condicao fundamental associada ao método aproximativo a ser desenvolvido. Observe da

Eq. (2.3) que, se desconsideramos o segundo termo do lado esquerdo, obtemos a equagao

(VS . 08
om V() = ot’

conhecida na mecanica classica como equacao de Hamilton-Jacobi, que é uma equacao de

(2.4)

primeira ordem para acdo classica S = [! L(7, Pt )dt'. Por sua vez, a trajetéria de uma
particula na mecanica classica ocorre, no espago de configuragoes, ao longo de um raio
em que o mesmo € perpendicular a superficies caracterizadas pela fungdao agao constante
(BRACK; BHADURI, 2018; SAKURAI, 1994; DAVYDOV; HAAR, 1976). Entao, conclui-se

que

— VS, (2.5)

=y
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A transicao da equagdo quantica (2.3) para a classica (2.4) pode ser feita formal-
mente a partir do limite h — 0 (DAVYDOV; HAAR, 1976; LANDAU; LIFSHITZ, 1981).
Desse modo, a nogao de trajetéria (e momento bem definido) ocorre para o pacote de onda,
que ocupa uma determinada regiao do espaco, quando, nesse limite de h — 0, as dimensoes
dessa regiao também tendem a zero. Entao, o pacote de onda, no caso semiclassico, se
movera ao longo de um caminho de uma particula classica (LANDAU; LIFSHITZ, 1981).

Considere, agora, que o sistema tenha energias bem definidas, isto é, de modo que

possamos separar a solugao (2.2) da seguinte forma:

i Et

U(F, 1) = P(F)e 7 (2.6)

Isso implica em
S(7.t) = ¢(7) — Et, (2.7)
onde, para Merzbacher (MERZBACHER, 1998), o fato da fase ¢(7) se relacionar com a

acao classica é um dos motivos de o método WKB ser referido como método semicldssico.
Entao, substituindo a Eq. (2.7) na Eq. (2.3) obtemos

ihV2¢
2m

(Vo)
2m
A equagao analoga na mecanica classica, como feito na transicao da Eq. (2.3) para a Eq.

(2.4) 6

+ V() — B —

= 0. (2.8)

(Vo)
2m
onde, a partir da Eq. (2.5), V¢ = p. Observe que podemos substituir a Eq. (2.8) pela Eq.

YV(A)—E=0 (2.9)
(2.9) se a seguinte condigao é satisfeita:

Vo[> > h ]V%] (2.10)

ou

P> > h|V-pl. (2.11)

Essa condicao surge no desenvolvimento do método WKB e exerce papel fundamental pois
ela sintetiza o limite de aplicabilidade desse método aproximativo. Visto isso, abordaremos

esse resultado adiante, no desenvolver da aproximacao WKB em uma dimensao.
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2.1 Aproximacao WKB em uma dimensao

Agora, introduzindo o método para o caso unidimensional, busca-se estabelecer ao
final as regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld que possibilitam o calculo das energias
permitidas do sistema em estudo. Entao, considere uma particula de massa m e energia E
que estd em uma regiao com potencial V' (z). A equagdo de Schrodinger unidimensional

para essa particula é dada por:

—Zdz/;(f) 4 V(@)(e) = Eb(z) (2.12)
d*y)(x) 2 _
o2tk ¥(z) =0,
onde temos
k= % (2.13)
p= \/Qm[E — V(z)], (2.14)

que sdo, respectivamente, o nimero de onda e o momento da particula. Da Eq. (2.14)
observa-se uma divisao do espago em duas regioes como mostra a Figura 1, uma regiao
classicamente permitida para a particula (que denominamos regiao II), quando F > V' (x)
e, consequentemente, p(x) real; e uma regiao classicamente nao permitida (regices I e
III), E < V(z), portanto, p(x) imaginario. A interface entre essas duas regioes (quando

E =V(z)) é denominada ponto de retorno, onde reside o cuidado a ser tomado.

Vi(x)k

Pontos de retorno

x1 X9 x

Regido I Regido II Regido III

Figura 1 — Poco potencial com dois pontos de retorno

Considere um potencial que varie suavemente em relacao a variavel x. Entao a

amplitude da onda também passa a variar com x. De forma geral, podemos escrever a
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solucao da equacao de onda da seguinte maneira:
Y(x) = Az)e@, (2.15)

onde ¢(z) é a fase da onda. Calculando a derivada segunda em relagdo a = da Eq. (2.15),

obtemos

d% " / <Al ) . m iop(x
T = A=A )2+ 2iA'¢ + iAd"]e ™, (2.16)

Substituindo essa derivada na Eq. (2.12), encontramos

2

A — A(¢/)2 +i[2A/¢, + A(b//] — _p(h:g)

Podemos separar a Eq. (2.17) em duas equagoes, uma associada a parte real e outra a

A. (2.17)

parte imaginaria, obtendo, respectivamente,

A" e p(@)?
7 W)= (2.18)
€
[2A4'¢) + A¢"] = 0. (2.19)

A aproximacao WKB acontece na Eq. (2.18), isto é, como A(x) é um pardmetro que varia
suavemente, entao a derivada segunda desse parametro se torna irrelevante, de tal sorte

que, a razao do lado esquerdo possa ser eliminada. Ou melhor, essa razao ¢ muito pequena
em comparacao a ¢’ e Z—z (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Entao, ficamos com

0y =1, (2.20)
que implica em
1
o(x) = i—ﬁ/p(x)dx. (2.21)
Obtemos, assim, a fase da func¢ao de onda. Agora, substituindo a Eq. (2.20) na Eq. (2.19),
achamos , A’
p
—— =2—. 2.22
L =2f (222)
Resolvendo, encontramos a seguinte expressao para a amplitude
A(x) (2.23)

¢ C
VIl p()
Por fim, substituindo a Eq. (2.21) ¢ a Eq. (2.23) na Eq. (2.15), encontramos a seguinte

solucao aproximada para a equacao de onda:
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() ~ et [z (2.24)
Por generalidade, a solu¢ao é melhor escrita da seguinte forma:

et [r@is O 4 [nwas (2.25)
p(z) Vp(@)

o que nos informa que teremos na regiao II duas ondas se propagando em dire¢oes opostas.

U(x) =

Por sua vez, a solugdo no dominio classicamente proibido (regices I e III da Figura 1),

caso em que V(z) > E, com p(x) =i |p(z)|, pode ser escrita da seguinte forma:

o [Ip(@)lde

lb(x) ~ @%I‘P(I)\dx + E

, 2.26
p(2)] V()] (220

obtendo assim, a menos da definicao dos limites de integracao, as solucOes nas trés regioes

da Figura 1.

Antes de abordar o problema nos pontos de retorno, vamos analisar o comporta-
mento da onda necessario para que o método possa ser aplicado. Para isso, considere a

equacio de Schrédinger com a funcdo de onda ¥(x) = e*/":
ihd" — (¢')* = —2m(E — V(z)). (2.27)
Comparando os termos do lado esquerdo, observamos a seguinte desigualdade:
o' < (). (2.28)

A partir do comprimento de onda de de Broglie (1.1), encontramos que

1 dX
1> —— 2.2
> 2 dx (229)
ou I\
A>S>A— 2.

que nos informa que a variagdo do comprimento de onda ao longo de, digamos, uma
distancia caracteristica do sistema A, acontece de forma suave, ou seja, essa variacao é
muito menor do que o préprio comprimento de onda. Se o que se diz por dimensoes do
sistema ¢é escrito como x9 — 1, entdo pode-se dizer que % N ixl (DAVYDOV; HAAR,
1976). Logo, a partir da Eq. (2.29), temos que

To — T1 > /\7 (231)

ou seja, a aproximacao se torna boa quando os pontos de retorno forem tao espacados
o quanto possivel para que haja muitos comprimentos de onda entre estes, de outra

forma, se os pontos estdo muito préximos, a aproximagao nao funciona (SCHIFF, 1987;
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MERZBACHER, 1998). Assim, numa regiao contendo muitos comprimentos de onda, V(x)
pode ser considerado praticamente constante (LANDAU; LIFSHITZ, 1981; GRIFFITHS;
SCHROETER, 2018). Também podemos ver da seguinte forma, se a regidao II da Figura 1
¢ muito estreita, o potencial varia de uma forma mais abrupta, isso reflete em um aumento
da amplitude de modo que a derivada segunda desse parametro nao é mais desprezivel
e, consequentemente, ndo podemos mais realizar a aproximagao feita na Eq. (2.18). O
Sakurai (SAKURAI, 1994) chega nas mesmas conclusoes interpretando que h tem que ser
suficientemente pequeno para que haja muitas oscila¢gbes na distancia tipica sobre a qual
o potencial varia, ou melhor, a acao quantica, em comparacao a agao classica, tem que
obedecer a seguinte relacao:

p(xy — x1) > h. (2.32)

Considere como exemplo o experimento da dupla fenda. Este experimento é ca-
racterizado por uma fonte, nesse casso de elétrons, que sdo atirados um de cada vez
e com mesma energia em dire¢ao a um anteparo com duas fendas. Do lado oposto as
fendas se encontra uma tela, para deteccao dos elétrons que chegam. O experimento é
muito instrutivo pois ele evidencia o comportamento dual da matéria a depender de como
experimento é preparado. Se deixamos apenas uma fenda aberta, as particulas que chegam
no anteparo apresentarao uma distribuicao com um dado aspecto, ou seja, um pico na
regiao da tela que fica logo a frente da fenda aberta. Neste caso, o fato de deixar apenas
uma fenda aberta determina a trajetéria possivel que a particula pode tomar e, portanto,
a distribui¢do observada se torna semelhante a distribuicao para esse mesmo experimento
com particulas classicas. Por outro lado, se deixamos as duas fendas abertas, apds um dado
tempo de execucao do experimento, um padrao de interferéncia surge no anteparo, como
acontece com ondas, no experimento da dupla fenda classico. Ou seja, o comportamento
ondulatério da matéria é evidenciado. Considere agora a Eq. (2.31). Neste exemplo que
acabamos de descrever, xo — x1 estd relacionada a abertura das fendas. Entao, considere o
caso em que as duas fendas estao abertas. Neste caso, o padrao de interferéncia surge. Mas
suponha que aumentemos o tamanho das fendas. Esse aumento acarreta, a partir da Eq.
(2.31), num comportamento semicldssico para a particula. Em outros termos, o padrao
de interferéncia desaparece. Nesse limite, a dindmica da particula poderd ser descrita
classicamente, ou seja, a particula apresentard um momento bem definido. Portanto, esse

exemplo mostra de um outro modo como enxergar a Eq. (2.31).

Entretanto, o problema maior, como mencionado, reside na interface entre a regiao
classicamente permitida e a ndo permitida, ou melhor, quando E ~ V' (z). Entao, nessa
regiao bem proxima ao ponto de retorno a aproximacao WKB acaba falhando, ja que a
densidade de probabilidade p(x — x;2) — 00. Isso porque a velocidade tende a zero nessa
regiao e a densidade de probabilidade ¢ inversamente proporcional a tal velocidade. Veja

que a noc¢ao de densidade de probabilidade, como entendida na mecanica quantica, acaba
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perdendo sentido no caso semiclassico, nesse limite de velocidade tendendo a zero. Surge,
entao, a ideia de buscar solugoes analiticas nessa regiao de forma que se possa interligar a
solugao (2.25) para a regido classicamente permitida com a solucao (2.26) para a regiao

classicamente nao permitida. Esse processo levara as conhecidas formulas de conexao.

2.1.1 Foérmulas de conexao

Alguns sistemas fisicos possuem condigdes de contorno mais simples, como é o caso
dos pocos com barreiras intransponiveis, pois as solugoes para a regiao externa sao triviais.
Entretanto, quando se trata de potencias nao tao abruptos, como o do caso representado
pela Figura 1, uma andlise mais cuidadosa ¢é necessaria no ponto de retorno. Para fazer
essa analise, considere a Figura 2, que ¢ uma imagem mais detalhada do ponto de retorno

que separa as regioes II e III da Figura 1.

Vv (m ) A . .
Potencial aproximado

N

Regido de analise

\ Ponto de retorno

Regido I 2 Regido 1T R

Figura 2 — Aproximacao linear do potencial no ponto z»

Recobremos, também, os resultados (2.25) e (2.26), agora com os devidos limites

de integracgao especificados:

B i [T / / i [T / /
U(x) ~ eh Jo o pada’ | Le‘ﬁ J2? pla)de . (z < x9) (2.33)
p(x) yo(e)
D _1rz ! !
P(r) 7 ——e i L, el . (T >x9) (2.34)
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onde, para a Eq. (2.34), o termo com expoente positivo diverge quando x — oo, de modo
que o desconsideramos. Entao, no ponto de retorno classico a fun¢ao de onda aproximada
WKB vai a infinito (devido p(x) — 0). No entanto, saber o comportamento da fungao de
onda nessa regiao é crucial, pois, sdo justamente as caracteristicas de fronteira na interface
classico-quantica que determinam as energias permitidas para a particula (GRIFFITHS;
SCHROETER, 2018). Desse modo, a ideia é encontrar uma solugdo analitica na regiao

hachurada da Figura 2, denominada de regiao de anélise.

Resumindo, o procedimento que se segue serd: (i) encontrar uma solugao (que
denotaremos por v, (z)) usando uma aproximagao para o potencial. Para isso, a regidao de
analise deve ser tao proxima o quanto possivel do ponto de retorno para que a aproximagcao
de primeira ordem no potencial seja razoavelmente precisa. Depois, (ii) resolver a WKB
utilizando o mesmo potencial aproximado na expressao de p(z) e, por fim, (iii) comparar as
solugoes 1, () com as WKB de tal modo que, nesse processo, possa-se estabelecer a mesma
constante de amplitude para as solucoes WKB na regiao II e regiao I1I, respectivamente,
equagoes (2.33) e (2.34).

Desse modo, na regiao logo proxima a x = x9 o potencial tem um comportamento

aproximadamente linear como visto na Figura 2. Assim, considere a seguinte expansao:

Vi(z) = V(xa) + V'(z)(x — 22) + ;V”(xg)(x . 2) i

Por simplicidade, considere x5 = 0. Dessa forma, temos
dv(0)
dx
Substituindo a Eq. (2.35) na equagdo de Schrodinger (2.12), ficamos com

V(iz)~E+ux + ... (2.35)

()  2m(E — E — V")

) _ 52 q/ja(x) =0 (236)
2
w _ ?wV’(O)wa(x) =0 (2.37)
o d*1), ()
d;Q = a’wiy(z), (2.38)

" n

onde o subindice "a", enfatizando, identifica a solugio na regiao de analise e a® = 277’?\/’ (0).
A quantidade o pode ser contraida fazendo-se a seguinte substituicdo de varidvel, z = au.

Com isso, a equagao diferencial fica da seguinte forma:

d*1), ()
dz?
Essa equacao é conhecida como equacao de Airy, a qual possui solugoes analiticas conhecidas.

— b = 0. (2.39)

Isto é, a solucao para a regiao de andlise ¢, portanto, uma combinacao linear das chamadas

fungoes de Airy seguintes:
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Ya(x) = aAi(z) + bBi(z) = aAi(ax) + bBi(ax),

(2.40)

onde a e b sdo constantes. Vejam que tais fungoes, como explicitam as Figura 3 e Figura 4,

apresentam comportamento ondulatorio na regiao II da Figura 1.

0.8

0.6 1

Ai(z) [0.4

-0.2+

-0.4-

-0.6 1

-0.8-

Figura 3 — Fungao de Airy Ai(z)

Essas solucoes ajudarao na conexao das solugoes oscilatérias da regiao II do poco

com as solugbes que decaem exponencialmente na regiao 111 (BRACK; BHADURI, 2018).

Tais solugoes possuem formas assintoticas para z > 0 iguais a

1 2.3 1 2 3
Ai(z) ~ e"3%% — . o 3(am)2
2/ T\Z 2/m(ax)1
e
3 3
Bi(z) ~ L 37 = L . e3lam)?
T2z Vr(ax)s
J& para z < 0, temos
1 2 1 2
Ai(z) ~ - sin {(— )% W] = - sin | = (—ax)
N R R RV RS L E
¢ 1 2 1 2
Bi(z) ~ - COS {(—z)g ﬂ} = - cos |=(—ax)
Va(=z)i L3 o Va(—ar)s 13

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)
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1.5

Bi(z)

LA |
LRI

Figura 4 — Fungao de Airy Bi(z)

N

-0.5-

Analisemos, agora, a regiao sombreada da Figura 2 com maior precisao a partir

do esquema apresentado na Figura 5. Observem que a Eq. (2.40) é a funcdo de onda

(aproximada) nas redondezas da origem, de modo que resta agora combind-la com as

solucoes WKB nas regioes de superposicao em ambos os lados, isto é, a partir desse ponto

realizaremos os procedimentos (ii) e (iii) para cada regido. Entdo, inicialmente examinando

a regiao de andlise do lado direito do ponto de retorno, vemos que a expressao para o

momento com o potencial aproximado fica:
p(z)? =2m(E - E — 2V)

p(z) = ihaiy/x,
onde
p(z)] = ha? /.

Portanto, a integral do expoente da solugao aproximada WKB (2.34) fica

T T 2
/x Ip(z")] da’ = ha%/o Va'da' = gh(ax)%.

2=0

Logo, obtemos para a Eq. (2.34) a expressao

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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1 | h :

1 ] 1 |
Ploke ! v Yokt

[ 1

1

Ya

. Ponto de retorno '
Superposic¢ao Superposi¢ao

Regido de anadlise

Figura 5 — Regiao de analise

D
N ——e
Vhaizi
Comparando a Eq. (2.48) com a Eq. (2.40) para z > 0, obtemos a seguinte relagdo entre

~2(ax)

U(z) (2.48)

os coeficientes:

a=1—D (2.49)

Por sua vez, a andlise das solugoes na regiao II, onde o momento é dado pela Eq.
(2.45), fornece

0 0
/p(x')dx’ = /ihoz%\/;dac’

2
= —igh(a:v)

[SII¥Y

= §h(—am)g (2.50)

Entao, substituindo a Eq. (2.50) e a Eq. (2.45) na Eq. (2.33), obtemos para a solug¢ao
aproximada WKB:

. 3
4 CeiElon? | (2.51)
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A forma assintética das fungoes de Airy para z < 0 com b = 0 é dada por

a 2 s T 21
W) ~ sin |=(—ax)2 + — X()
Ya() J(—az)i {3( ) 4 2i
~ % [eigeig(_‘“)% — e_ize_ig(_ax)%] . (2-52)
2i\/T(—ax)1

Comparando a Eq. (2.52) com Eq. (2.51), estabelecemos as seguintes relagoes entre os

coeficientes envolvidos:

%/T x
= e 1B
vVho
2 -
g BT (2.53)

Via

Por fim, substituindo os coeficientes dados pela Eq. (2.49) na Eq. (2.53), obtemos

B = —ie'iD
C =ie "1D. (2.54)

Portanto, podemos escrever as solugdes expressas em termos de uma tinica constante
de normalizagdo D. As equagdes (2.49) e (2.54) sdo as conhecidas férmulas de conexao, as
quais conectam os coeficientes da solugago WKB na regiao classicamente permitida com os
coeficientes da solucao da regiao classicamente nao permitida. Portanto, substituindo as

férmulas (2.54) na Eq. (2.33) encontramos a solugdo para a regidao II, dada por

2D 1 =
() ~ sin [/ 2]o(a:’)dx' + 2. (2.55)
p(x) th)e 4
J& a solugado para a regiao III continua sendo
W(z) ~ 2R Sl (2.56)
|p(z)|

O papel da funcao de onda de anélise, portanto, foi "preencher'o espaco logo antes e logo
apds o ponto de retorno de modo a conectar as solugoes WKB (como esquematizado pela
Figura 5), visto que estas tltimas nao possuem comportamento adequado nessa regiao
(GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

Note que para o ponto de virada z; na Figura 1, temos que V'(z1) < 0, fazendo com
que z seja negativo. Isso leva a uma imagem espelhada em = = z; (BRACK; BHADURI,
2018). A fungdo de onda na regido dentro do pogo analisando do ponto de vista de x;

pode ser escrita da seguinte forma:
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() =~ jfx) sin [h /ﬂ: p(x')dx’ + 4]
~ QPIZC) cos {;L /g: p(z")dx' — Z] (2.57)

Ja para a regido I, a solugao é igual a solugao (2.34) com uma constante de integragao De
os limites de integracao adequados. Portanto, com as fun¢oes de onda WKB adequadas
estabelecidas, podemos agora obter as regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld, que

serd o proximo passo.

2.1.2 Regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld

As regras de quantizacao possibilitam estabelecer os niveis de energia quantizados
para o sistema no caso semicldssico em questdo. A nomenclatura adotada, regras de
quantizagdo de Bohr-Sommerfeld, é devido as mesmas recobrarem os resultados obtidos por
estes em seus trabalhos no desenvolvimento da mecanica quantica. Claro que as condigoes
nos pontos de retorno influenciam diretamente nas expressdes de quantizacao. Por exemplo,
para um pogo com duas paredes impenetraveis em x = 0 e x = a, 0 caso mais simples,
temos [ p(z)dx = nmh. No entanto, abordaremos aqui os casos com um unico ponto de

retorno e com dois pontos de retorno.

2.1.2.1 Poco potencial com um ponto de retorno e uma parede impenetravel

Considere um potencial com uma parede infinita localizada em x; = 0, como mostra
a Figura 6. Essa configuragao possui um contorno trivial, j& que ¢(0) = 0. Desse modo, a
partir da Eq. (2.55), obtemos

= / x)dx + — =nm, (2.58)
encontrando, assim, a seguinte regra de quantlzagao de Bohr-Sommerfeld:
1
h/ z)dr = (n — Z)W (2.59)

comn = 1,2,3,... Observe a diferenca em relacdo a quantizacao do pogo com duas paredes
infinitas. Evidentemente, espera-se que ao colocar mais um ponto de retorno a regra se

modifique.

2.1.2.2 Poco potencial com dois pontos de retorno

Seja um poco potencial com dois pontos de retorno, como na Figura 1. Vimos que,
para a regiao II, regiao classicamente permitida, compreendida no intervalo z; < x < w9,

as fungoes de onda sdo escritas como (2.55 e 2.57):
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V(x) ﬂk
E ———————————————————————————————————————————

0 X9 ﬁ.’l?

Figura 6 — Poco potencial com uma parede infinita
2D 1 o
() ~ sin ( [ paar + ”) (2.60)
e .
2D
wl (.CC) ~

2.61

| : (2.61)

Em principio, a solucao nessa regiao deve ser continua, ou seja, os argumentos dos senos
2018), de modo que

p(z) o (711 /:p(x/)dxl * W)'

devem estar, a menos de algum multiplo de 7, em fase (GRIFFITHS; SCHROETER,

T2 D 1 T
sin <ﬁ/a: p(z")dz" + Z) =5 sin <h /:r1 p(z)dx' + Z) (2.62)
Definido
= [ by
a=— x)dx
hi)o ¥
e
g1 [ o + 5
b Ja 4’
e reescrevendo a Eq. (2.62), obtemos
D
sin (a + g — 0) =5 sin 6, (2.63)
de modo a ganharmos o seguinte sistema de equagoes:

s
sm<a+ 2>

(2.64)
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™ D
— ) =—=. 2.65
Cos <a + 2) D ( )
Da Eq. (2.64) tira-se a seguinte expressao:
o+ T - nr. (2.66)

2
Substituindo a Eq. (2.66) na Eq. (2.65), encontramos a relagdo para as constantes de

integracdo das funcoes de onda D = (—1)"*'D. Por fim, da Eq. (2.66), obtemos a seguinte
regra de quantizacao de Bohr-Sommerfeld:

;L :2 p(x)dr = (n — ;)W (2.67)

comn=1,23,..

A integral do lado esquerdo é a integral de um ciclo completo de movimento,
isto é, por exemplo, de z; a x5 e voltando a x; novamente. O valor n, por sua vez, esta
relacionado ao nimero de nés da onda associada a particula. Entao, como esse niimero
pode ser bem grande, reforga a necessidade de que a condigdo (2.31) seja cumprida. Tal
regra de quantizacdo pode ser usada até o ponto em que E se torna tao grande que
ultrapassa os pontos de retorno (SCHIFF, 1987).

A titulo de informacao, vale ressaltar que para problemas que apresentarem trés
ou mais pontos de retorno, envolvera o estudo do comportamento ressonante de ondas
(BERRY; MOUNT, 1972). Agora vamos trazer uma discussao especifica da aplicabilidade

do método em simetria cilindrica.

2.2 Aproximacao WKB para a equacao radial

Nesta secao vamos desenvolver o método considerando trés dimensoes, mais especi-
ficamente em simetria cilindrica. Para isso, algumas condigoes terao que ser satisfeitas.
Nesse sentido, o método é aplicavel para casos em que a equacao diferencial possa ser
separada em uma ou mais equagoes diferenciais ordinarias, isto ¢, onde cada uma esteja

associada a uma unica variavel independente e, como consequéncia, possa se estabelecer
uma equagao radial(SCHIFF, 1987; MERZBACHER, 1998).

Entao, considere a equacao de Schrodinger independente do tempo para uma

particula com massa m sujeita a um potencial central V (r) dada por

() + V() = B, (269

onde E corresponde ao autovalor de energia. Em simetria cilindrica, temos que

1o 10 1 62 02
o |5 o g T | Ve )+ VEIe D) = Bulrp ). (269)
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Se os operadores de momento linear p, e momento angular L. se conservam, isto é, comutam
com o Hamiltoniano H do sistema, entao pode-se escrever uma solugao particular da

seguinte forma:

U(r, ¢, 2) = T *R(r), (2.70)

onde [ = 0,%1,42,... é o autovalor da componente z do operador momento angular,
k corresponde ao autovalor da componente z do momento linear e R(r) é a fungao
de onda correspondente a coordenada radial. Substituindo a solugdo (2.70) na equagao
tridimensional de Schrodinger (2.69) com a seguinte escolha R(r) = %/? e calculando as

derivadas, obtemos

ezlcp-‘,-zkz <U”T 3 —u'r 2 + Zur 2) _I_ezlga—&—zkzr 1 <U/T 5 _ 511,7’ 2> o ezlgo—l—zkzur 2[2 o

_piltikzy—5p2 _ 21 (V(r) - E) ilotikzy . —5 _

. . 1 3 1 2 1
eletikz 1y lpe 4 Zurfg - §ur*g —wr 3 — w2k T’TT(E - V(T‘))W’z] =0
1 5 3 1 1 2
W' 4 ur (4 - 52) +urh (;(E —V(r) — k2) —0

Multiplicando tudo por 7’%, ficamos com

1/, 1
u”_’r2<l —4)'U/+

Por simplificacao vamos considerar k£ = 0, logo

[2];1(13 V) K] u=0

d*u(r)
dr?

+ Q*(r)u(r) =0, (2.71)

co1m

Q(r) = J 2}:; lE V() - 2:;2 (P - i)] (2.72)

onde Q(r) é o nimero de onda radial para a [-ésima onda parcial.

Observe que a Eq. (2.71) é idéntica a equagao de Schrodinger unidimensional. En-

tretanto, o procedimento para obter uma funcao aproximada como no caso unidimensional
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nao retorna uma fun¢ao de onda aceitavel. Primeiro que, observando o termo centrifugo,
terceiro termo dentro dos colchetes, o mesmo diverge na origem; segundo, da condi¢ao de

aplicabilidade do método WKB que surge da aproximacao feita na Eq. (2.18), dada por

R d® (1
N 2.73
>>|103d7"2 (ﬁ) ’ 27)
com p(r) = hQ(r), no limite r — 0 , temos que
1
1> ——— (2.74)

412 -1’
isto é, o0 método ndo é aplicdvel para valores pequenos de [ (BERRY; MOUNT, 1972;
BERRY; ALMEIDA, 1973). Entéo, Langer (LANGER, 1937) propoe uma solugao para o

problema.

Desse modo, com o intuito de mostrar a proposta de Langer, analisemos um caso
simples de um pogo quadrado de profundidade V' (r) = V4. Os passos seguintes acontecem
na mesma ordem como feito no capitulo anterior, na obtencao das férmulas de conexao.
Seja

K = M(E;Z)_VO) — k? (2.75)
uma constante, de modo que a equacao radial fique igual a

rR'(r) + rR'(r) + (r*sx* — ))R = 0. (2.76)

Esta equacgao é conhecida como equacao de Bessel que possui solugoes bastante conhecidas,
as solugoes de Bessel. Geralmente a solugao mais completa ¢é escrita em termos da
combinagao linear entre a funcao de Bessel e a de Neumann. A solucdo de Neumann,
como mostra a Figura 7, ndo apresenta comportamento adequado na origem. Contudo, a
solugao de Bessel (Figura 8) se comporta muito bem (ARFKEN; WEBER, 2005). Logo,
vamos descartar a solucao de Neumann, ja que, no nosso caso, a analise do comportamento

ondulatorio se faz necessario nas proximidades da origem.

Considere o limite assintético k7 >> |I|; a solu¢do de Bessel possui a seguinte forma

2 l
Ji(kr) ~ 1/% cos (m’ - g - Z) (2.77)

Agora é necessario construir a fungdo aproximada WKB como a Eq. (2.57). Entao, temos

assintotica:

que

u(r) ~ \/% Cos {/T: Q(r)dr' — Z] (2.78)
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Figura 7 — Fungao de Neumann
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Figura 8 — Funcao de Bessel

é a fungao WKB (BRACK; BHADURI, 2018). No entanto, como artificio, serd substituido

(12 — i) por s%, como parametro a ser determinado, e a expressao Q(r) fica:

~ 52

Q) = w25

72

1
= —VKxr? -2 (2.79)

r

Substituindo a Eq. (2.79) na Eq. (2.78), obtemos
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9 r S22
u(r) o~ —— cos [ #dr' - % . (2.80)
Q(T> 1 T

Calculando a integral do argumento do cosseno, chegamos em

T oA //{27“’2 _ 82 , VE2r2_g2 az
/ ———dr da.
1 T

\/521”%—82 a? + 52
Mas, como o ponto de retorno r; estd proximo da origem, como mostra a Figura 9 (esta
apresenta o potencial efetivo sob o qual uma particula, & medida que se aproxima da
origem, ¢é repelida fortemente no outro sentido), e kr; > s, entdo podemos considerar

2,2 2 _
k“ri — s* = 0. Logo

Figura 9 — Potencial efetivo

da

T A K22 — g2 , VK2r2_—g2 ag
1 T 0

a? + s?

_ /K/Q,’,,Q_SQ_S.tgl< n2r2—52>
s
= VK22 — 52— 5-cos! (8) . (2.81)

RT

No limite assintético em questao, em que kr; > s, obtemos
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r A R2 2 2
/ #dr’ = Kr — %r (2.82)
T1 r

Substituindo a Eq. (2.82) na Eq. (2.80), encontramos

2

VQ(r)

Por fim, ao se comparar este resultado com a solugao de Bessel (2.77), constatamos que

(2.83)

u(r) ~

{ ST 7T:|
COS |KT — — — —|.
2 4

5?2 = [? para que as fases das solucdes combinem. De maneira mais geral, esse processo
também vale para o caso em que o potencial dependa da coordenada r (BERRY; MOUNT,
1972; BERRY; ALMEIDA, 1973). Esse processo de substituicao

(F _ i) N (2.84)
é conhecido na literatura como modificacao (ou transformagao) de Lange (LANGER, 1937)
e é sempre necessaria para a obtencao da funcao de onda adequada para a equagao radial.
Isso resolve o problema enfrentado pela solucado WKB sem a modificacdo Langer. Por
exemplo, para o problema do atomo de hidrogénio em simetria esférica, a aproximacao
com essa modificacao passa a fornecer autovalores aproximados de energia condizentes
ja em ordem mais baixa da aproximacao. No caso dessa simetria a modificacdo no termo
centrifugo da equagao radial é de [(I+1) por (I+ %)2 (LANGER, 1937; HAINZ; GRABERT,
1999).

Finalmente, podemos agora determinar as energias dos estados ligados dos sistemas

a serem abordados a partir da Eq. (2.78) com ntimero de onda efetivo dado por

2m 12
Q) = 2 (B Vi) K- (2.85)
de modo que o momento radial é dado por p(r) = hQ(r). Logo, com as regras de quantizagao

(2.59) e (2.67) e o momento linear adequado, finaliza-se a revisao sobre o método.

Portanto, realizada esta breve revisao do método WKB, partindo do caso mais
simples, unidimensional, e concluindo com o caso mais geral em simetria cilindrica, serao

feitas as aplicagdes no proximo capitulo para analogos de alguns potenciais.
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3 Interacao da carga pontual com campos

elétricos nao uniformes

3.1 Analogo do potencial quartico puro

Em nivel de graduagao um dos principais problemas abordados ao longo do curso é
o oscilador harmonico. De maneira geral, a discussao de tal contetido se da inicialmente
realizando uma aproximacao na forma do potencial ao qual a particula estd sujeita, ou
seja, desconsidera-se termos de ordem O (z3) na expansdo em torno de um ponto de
equilibrio (LANDAU; LIFSHITZ, 1976; SANTIAGO; RODRIGUES, 2005). Esta aproxi-
magao realizada para o oscilador harmonico, é claro, tem como finalidade uma abordagem
didatica.

Entretanto, para movimentos reais, mesmo em escala macroscopica, como, por
exemplo, o movimento do sistema massa mola, pelo menos o termo quartico na expansao
do potencial desempenha importante papel (AGUIAR, 1994). Em sistemas quinticos, por
sua vez, esses termos superiores sao, evidentemente, importantes dependendo do problema
em analise. Por exemplo, em sistemas moleculares anarmonicidades sao observadas nas
vibragoes de tais estruturas (CHAN; STELMAN;, 1963; CHAN; STELMAN; THOMPSON,
1964). Ainda, Chan, Stelman e Thompson (CHAN; STELMAN; THOMPSON, 1964)
comentam que anarmonicidades quarticas sao sempre esperadas em vibracoes de baixa
frequéncia devido a, por exemplo, grandes amplitudes de vibracao dessas estruturas. Por
sua vez, Laane (LAANE, 2000) e também Ocola e Laane (OCOLA; LAANE, 2020), a
partir de pesquisas usando infravermelho e espectroscopia Raman, no estudo de vibragoes
de pequenas moléculas de formato anelar, observaram que a molécula apresentava uma

energia potencial do tipo anarmdnica quartica.

Além da importancia em sistemas moleculares como os tratados, esses potenciais
sao relevantes também em teoria de campos. E, para além dos trabalhos ja referidos,
Bender e Wu (BENDER; WU, 1969), por exemplo, falam que o potencial anarmonico
quartico é importante na teoria de campos porque esta associado, acima disso, a um modelo
de campo (o modelo A\¢*) em uma dimensdo. Por sua vez, anarmonicidades séxticas sio
de interesse em fisica nuclear (RADUTA; BUGANU, 2013; BUDACA, 2014; BUGANTU;
BUDACA, 2015).

Portanto, em seguida iremos apresentar analogos de potenciais dessas categorias.
Ou melhor, a partir da interacao de uma carga de prova com especificas distribuig¢oes
continuas e nao uniformes de carga, gera-se tais potencias. O objetivo final é calcular, a

partir da aplicacao do método aproximativo WKB, os niveis de energia acessiveis para os
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sistemas.

Entao, considere uma distribuigdo de cargas elétricas nao uniforme em um cilindro

infinito e nao condutor dada por

7"2

p(r) = poa (3.1)

onde 1y é o raio do cilindro e p estd compreendido no intervalo 0 < p < py com py > 0.

Assim, o campo elétrico gerado no interior do cilindro é dado por

= pPo T
E=-—— 3.2
deg 1§ (32)
O potencial escalar é, entao,

F=-Vd= o) TP (3.3)

= — )= — _—

0 deg 13

Po 4

O(r)=— . 3.4
(r) 1660T8T (34)

Desse modo, a energia potencial de interacao de um elétron de prova situado dentro do

cilindro fica

lalpo 4
Vir) = r, 3.5
() 16€qr? (3:5)
onde ¢ = —|g|. Entao, esse sistema fisico d4 origem a um potencial andlogo de um

oscilador quartico puro. O oscilador quartico é caracterizado por um potencial, por
exemplo, V(z) = “Qﬁ +ba?, com a e b diferentes de zero. Logo, nesta situacio especifica, o
termo "puro"é atribuido ao caso em que a = 0 (LIVERTS; MANDELZWEIG; TABAKIN,
2006).

A equacao de movimento em coordenadas cilindricas para esse elétron é dada por

R[o? 10 1 0% 0
—— ==t =+ ==+ V =& 3.6
2m | Or? * ror * r2 Op? * 022 Y+ VY =&y, (3.6)
onde m ¢é a massa do elétron. Como p, e L, sdo constantes de movimento, entao podemos

separar a solucao. Desta forma, temos que
b(r, @, 2) = R(r)e"# =, (3.7)

onde [ é um numero quantico inteiro associado a componente z do momento angular
e —00 < k < oo é o autovalor associado a componente z do momento linear. Entao,

substituindo a Eq. (3.7) na Eq. (3.6), obtemos a seguinte equagao radial:

2mé& 2

2
2m Jalpo ap [ > /ﬂ R— R=0. (3.8)

h* 16€or?

R//—l-lRl—
r
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Fazendo
R(r) = —= (3.9)

a equacao radial (3.8) fica agora da seguinte forma:

2 2mé&
S LR P e 310
" 1 4 27.2 2(12_%)
u+ﬁ 2mE — 2mAr —hk—hT u =0, (3.11)
onde
lq| po
~ 16er2’ (812)

Entretanto, a aproximacao WKB em simetria cilindrica s6 é valida realizando a transfor-
macao de Langer, Eq. (2.84), levando (1* — 1) em [? (LANGER, 1937). Serd abordado o
problema no plano z = 0 fazendo k = 0. Essa abordagem pode ser justificada pelo fato de
materiais bidimensionais serem estudados atualmente e, consequentemente, desempenhar
importante papel no desenvolvimento de novas tecnologias (AKINWANDE et al., 2017).

Logo, obtemos

u” + Q*(r)u =0, (3.13)

onde

cﬂ@:%¢m@5—wﬂ—pz. (3.14)

,
A solugao aproximada WKB é dada por (BERRY; ALMEIDA, 1973; BRACK; BHADURI,

2018):

u(r) ~ \/%cos (/T: Q(r")dr' — Z) : (3.15)

sendo r; um ponto de retorno.

Ja a condigao de quantizacao de Bohr-Sommerfeld, por sua vez, é dada por (GRIF-
FITHS; SCHROETER, 2018):

/T2 Q(r)dr = <n - ;) M, (3.16)

T1
onde 71 e ry sdo os pontos de retorno e n = 1,2, 3, .. é o nimero quantico radial. Observe

que, para esse problema especifico, a integral do niimero de onda dado pela Eq. (3.14),

devido sua forma, nao pode ser resolvida, isso porque o problema nao retorna pontos de
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retorno adequados para ondas [ (BAKKE, 2019). Tendo isso em vista, vamos analisar o
sistema para o caso especifico das ondas s, onde [ = 0. Esse caso é conhecido como ondas s
em referéncia ao orbital atomico s. Logo, vamos analisar o problema nesse caso especifico.
Entretanto, mesmo especificando, ainda traz informacoes relevantes sobre o sistema, visto
as caracteristicas importantes de tais ondas. Entao, substituindo a Eq. (3.14) com [ =0

na Eq. (3.16) com r; = 0, obtemos

/OTQ \/2m (€ — Ard)dr = (n - ;) 7h. (3.17)

e considerando que no ponto de retorno temos € = V(ry) = Az3, entao

ToV2mA [*2 x? 3 dx 1
7/ 1-— :(n—)ﬂh
2 0 x5 ) Jx 2

Fazendo x = 12

V2 1 1
;n)\xgﬂ/ (1-— u)%_l wildy = (n - 2) mh. (3.18)
0

Essa integral pode ser resolvida em termos das fungoes gama (ARFKEN; WEBER, 2005).
Assim, o espectro de energias para o elétron interagindo com o campo elétrico gerado por
uma distribui¢ao de cargas dada pela Eq. (3.1), que d& origem a um potencial andlogo
ao de um oscilador quartico puro (BELL, 1945; BARAKAT; ROSNER, 1981; LIVERTS;
MANDELZWEIG; TABAKIN, 2006), para o caso particular das ondas s no plano z = 0,
¢é dado por

4
8w LI ?
£, = |\ ( —)h i 3.19

[ m " 2) ") (3.19)
onde A, Eq. (3.12), é uma constante, m a massa da particula e n o nimero quantico
radial (VELOSO; BAKKE, 2023). Portanto, observamos que esses valores de energia dados
pela Eq. (3.19) nao puderam ser obtidos para ondas [ por meio da aproximacao WKB.
Entretanto, a especificacdo do problema ainda possibilitou este resultado para esse sistema

especifico.

3.2 Analogo do potencial séxtico puro

Considere um cilindro infinito ndo condutor com a seguinte densidade de cargas

7°4

p(r) = pos, (3.20)
7o
onde ry ¢é o raio do cilindro e py é uma densidade de carga de modo que 0 < p(r) < po.

Essa distribui¢ao nao uniforme gera o seguinte campo elétrico:
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5

= Po T
EF=-——r 3.21
Geo g " (3:21)
Desse modo, o potencial escalar é dado por
pO 7’ /
d(r)=— —dr
() o 6Geg 7“0
£o 6
d(r)=— . 3.22
(1) = — g (322)
Um elétron de carga ¢ = — |¢| que se encontra dentro do cilindro experimenta uma energia
potencial
|Q| Po 6
V(r) = 3.23

que é um analogo de potencial séxtico (MAIZ; ALFAIFY, 2014), no caso, um potencial

séxtico puro.

A equacao de movimento para esse elétron é dada pela equacao de Schrodinger

seguinte:
R [o* 10 10 02 lalpo &
“2m 8r2+;8r+r28cp + ¢+3600

rop = Exb, (3.24)

onde m é a massa do elétron. Como p, e L. comutam com o Hamiltoniano do sistema,

entao a solugao pode ser separada da seguinte forma:
b(r,p,2) = ulr) g (3.25)

\/F

onde, como ja mencionado, [ é o nimero quantico inteiro associado a componente z do
momento angular e —oo < k < oo é o autovalor associado a componente z do momento

linear. Desse modo, substituindo a Eq. (3.25) na Eq. (3.24), a equagao radial fica

d?u B (12 - i)u 2m |q| po S+ {ng } _0

dr? r2 " 36607’0 h?
d®u 1 lq po h? 1
cu &~ bt ) —pnt = 2 (12— ) [u=0. 3.26
dr? * n? [ < 36607‘0 r? 4] (3:26)

Analisando o problema no plano (k = 0) e fazendo a transformacao de Langer (2.84) para

o termo centrifugo, obtemos

u” + Q(r)*u =0, (3.27)
onde
1 12h?
Qr) = ﬁ\/Qm (& —mrd) — 20 (3.28)
com
~lalpo (3.20)

 36eord
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A solugao aproximada WKB é dada por (BERRY; ALMEIDA, 1973; BRACK; BHADURI,
2018):

u(r) ~

\/%cos (/T: Q(r')dr' — Z) . (3.30)

Por sua vez, a regra de quantizacao de Bohr-Sommerfeld é escrita como:
9 1
/ Q(r)dr = (n — 2) T, (3.31)
T1

onde n é o nimero quantico radial, 71 e r sao os pontos que delimitam a regiao classicamente

permitida. Substituindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.31), ficamos com

/TQ\/2m(5— rﬁ)—wdr—<n—1>7ﬂi (3.32)
g r2 2 ' '

0

o=

Considerando o caso para ondas s e sabendo que o ponto de retorno é dado por ry = (%) ,

entdo o integrando fica

T2 1
/ \/Qm (nr§ — nré)dr = (n — 2) mh
0
4 1 3 1
7”2V62m”/ (1—2)2 oo ldo = (n - 1) i, (3.33)
0

= [ (- e

(VELOSO; BAKKE, 2023), onde 1 ¢ dado pela Eq. (3.29). Como no caso anterior, nao foi

possivel obter os estados ligados para as ondas [ (I # 0) através da aproximacao WKB, ou

de modo a obtermos ,
5

(3.34)

seja, os potos de retorno também sao modificados de modo que nao se pode encontrar o
espectro de energias do sistema. Logo, o resultado (3.34) corresponde aos autovalores de
energia para ondas s onde o sistema ¢ caracterizado pela interacao de uma carga pontual
de prova com o campo elétrico gerado por uma distribuicdo nao uniforme de cargas dada

pela Eq. (3.20). Tal interagao gera um potencial do tipo oscilador anarmonico séxtico puro.

3.3 Potencial inverso do quadrado atrativo

No inicio do desenvolvimento da teoria WKB, um dos primeiros problemas enfrenta-
dos por esta foi sua utilidade frente o problema do atomo de hidrogénio, onde o tratamento
do problema gerava dificuldades, de modo que interferia nos resultados. Esse problema
quase invariavelmente é atribuido a singularidade na origem (HAINZ; GRABERT, 1999).
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Os potenciais singulares, historicamente, levaram a grandes dificuldades na mecanica
quéantica. Para Case (CASE, 1950), o primeiro problema em que apareceu tal dificuldade
foi, provavelmente, no potencial fortemente atrativo %2 Claro que, outros exemplos que
carregam essa dificuldade seriam potenciais que possuem comportamento rin (com n > 2)

proximo a origem. O mesmo problema, portanto, sera apresentado aqui nesta secao.

Desse modo, este topico se concentra no caso n = 2, mais especificamente no caso
atrativo. Este potencial foi abordado, por exemplo, por Bawin e Coon (BAWIN; COON;,
2001), onde estudaram o problema do espalhamento de a&tomos neutros frios por um fio fino

carregado com o objetivo de derivar solugoes de espalhamento da equacao de Schrodinger.

No mesmo sentido, em busca do espectro de energias, Bakke e Furtado (BAKKE;
FURTADO, 2020) trouxeram uma abordagem semiclassica para a interagdo do momento
de dipolo elétrico de uma particula neutra com um campo elétrico em um meio elastico
contendo um defeito. Tal interagdo gera um potencial inverso do quadrado atrativo, o
qual foi abordado de uma forma mais precisa em (BAKKE; FURTADO, 2021). Audretsch,
Skarzhinsky e Voronov (AUDRETSCH; SKARZHINSKY; VORONOV, 2001) também
obtiveram, além do espalhamento de atomos neutros a partir de uma combinacao do
potencial inverso do quadrado atrativo com o potencial de Aharonov-Bohm, estados ligados

para o potencial =2 atrativo.

Em um estudo experimental interessante (DENSCHLAG; UMSHAUS; SCHMIED-
MAYER, 1998) com atomos neutros frios, Denschlag e colaboradores apresentaram como
utilizar tais corpos de prova para estudar potenciais singulares, especificamente o %2 Para

tanto, foi inserido dentro de um gas confinado de atomos de litio frios um fio carregado.

Por outro lado, Tkachuk (TKACHUK, 1999), usando um fio ferromagnético para
prender e guiar 4&tomos neutros, mostrou que um potencial do tipo r~2 atrativo ou repulsivo

surge entre o atomo e o fio a depender do estado do spin do atomo.

Portanto, este potencial é de grande importancia, pois esta na interface entre os
potenciais 7~ (n<2) em que o movimento pode ser estabilizado pelo momento angular e
os que que nao podem ser estabilizados (n>2) (LANDAU; LIFSHITZ, 1981). Entao, com
a intencao de abordar esse problema, na sequéncia é apresentado um sistema constituido
da interacao de um elétron sem spin com uma distribuicao nao uniforme de cargas em

simetria cilindrica, da qual surge um potencial desse tipo.

Desta forma, seja um cilindro nao condutor infinito que possui uma cavidade
cilindrica interna com raio r; e um raio externo ro com densidade volumétrica nao

uniforme de carga (Figura 10-a) dada por:

p(r) =—po—- (3.35)
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Essa distribuicdo gera um campo elétrico

2e0r®  2eor

4 2
E = [Wl - ”0“1 . (3.36)

Por outro lado, consideraremos a regiao r < r; proibida para o elétron, ou seja, o raio
interno 7 do cilindro exerce um papel de uma parede impenetravel (ESSIN; GRIFFITHS,
2006; BAKKE, 2022). Nessa regiao, localiza-se uma linha de cargas elétricas posicionada
ao longo do eixo z (Figura 10-b). Essa distribuicao de cargas adicional A gera um campo

elétrico na regiao permitida r» > ry dado por:

Figura 10 — Cilindro com cavidade interna

; A
B, = . (3.37)

2mwegr

Contudo, nosso particular interesse estd no caso em que A = 7ripy, de modo que a Eq.
(3.37) fica
2
= _ POl 4
Ey = —7. 3.38
2 2607“ ( )
Por fim, o campo elétrico resultante na regiao permitida para a particula r > r; é dado

pela soma da Eq. (3.36) com a Eq. (3.38), de modo que

4
= Pol1 .
FE = . 3.39
2€0T3r ( )

O potencial escalar, por sua vez, é dado por

4 2
PoTq PoTy
P(r) = - — 3.40
(r) 4607“2 460 7 ( )
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e a energia de interacao fica igual a

_lalport | lal port

Vir) = Jeor? I (3.41)
ou
Vi(r) = —% + 8, (3.42)

Vir)=V(r)-5
Vir) = —%. (3.43)

Veja que esta expressao para o potencial é consistente uma vez que o campo elétrico
dado pela Eq. (3.39) é recuperado a partir de E = —VV/|q|. Observe que a imposicio
da condi¢ao de contorno ¥ (r;) = 0 nos possibilita usar a regra de quantizagao (2.59).
Além disso, tal contorno proporciona-nos evitar problemas com a divergéncia na origem
(ESSIN; GRIFFITHS, 2006). Diversos trabalhos estudaram como fazer o tratamento da
singularidade na origem (GUPTA; RAJEEV, 1993; CAMBLONG et al., 2000; COON;
HOLSTEIN, 2002). Esta abordagem foi usada, por exemplo, em (BAKKE, 2022).

Desse modo, com a energia potencial dada pela Eq. (3.43), a equacao de Schrédinger

fica

2m (o ror 7202 a2

Note que [p,, H] = 0e [L.,H] = 0, isto é, p, e L, sao constantes de movimento. Preservando

T2 10 10 0
_ ]¢+<_:;> _ &y, (3.44)

tais propriedades de simetria, a solucao ¥ pode ser separada particularmente da seguinte

forma:

V(r, @, z) = 11(/_:1)6”“’”’”, (3.45)

de maneira que, ao substituirmos 1 na equacdo de movimento (3.44) e realizando as
derivadas necessarias, obtemos
u// +

2m [ « 2 1 2 1 —
n?<r2+8)_k _ﬂ<z —4>]u_0. (3.46)

Vamos analisar o problema no plano z = 0 fazendo k£ = 0. Finalmente, como visto no

capitulo anterior, a fun¢ao de onda aproximada WKB s6 é valida em simetria cilindrica

1

quando realizada a transformacao de Lange (2.84) no termo centrifugo, levando (> — 1)

em [%. Assim, realizando essas alteracoes, a Eq. (3.46) fica
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w

Entdo, vamos definir 22 = 2ma e considerar o caso para ondas s. Como queremos obter os

. [2m /«a 12
" +l <r2—|—5)—r2]u:0. (3.47)

estados ligados, consideraremos, neste caso, £ < 0. Logo, ficamos com a seguinte equacao:

u”’ + QQ(T>U =0 (348)
Q*(r) = hlz [:z - (—27”5)] ; (3.49)

que possui solugito WKB dada por (BRACK; BHADURI, 2018):

u(r) ~ \/% cos (/T: Q(r')dr — Z) (3.50)

A condicao de quantizacao de Bohr-Sommerfeld para este sistema é igual a

/T2 Q(r)dr = (n - i) T (3.51)

1

Y (Comé)dr = = i) h, (3.52)

onde n =1,2,3,... ¢ o nimero quantico radial. Analisando o ponto de retorno, temos

)

Y 2mé& = v
— = —2m Ty = ——
2 v =2mé&€

2
2
que, substituindo na Eq. (3.52) e calculando-a, obtemos

(3.53)

<

r2 |12 T2 dr
_9 dr — ) / [ o a4
/n (—=2mé&)dr vV =2mé& . ri—r "

i
2 2

= V-=2m& [—rg 1—g+r21n<m>+rgln(l+ 1—2)].
T2 7"1 T2

Vamos assumir que o raio exterior do cilindro seja muito maior do que o raio interno, de
2

modo que, aplicando uma expansao de Taylor e negligenciando termos de ordem O (%),
2

obtemos a seguinte equagao:

ro 2
/ v (=2m&)dr = rov/—2mé [ln (TQ) + c}

72 ry

v
~ vIn| ——| +rc 3.54
v (7‘1 —2m5> ve (3:54)
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Entéo, voltando a Eq. (3.52), temos que

v 1
In| —— | + S —— |7
vin (Tl\/T> ve (n 4) h

=

v zeLuh(nii)i

riv —2mé ’

obtendo, assim, a seguinte expressao para as energias aproximadas do sistema:

IS

2

~ v —2mwhn/v
En ™ = 2mrie=20/v ‘ ’ (3.55)

onde § = (7 + ve) (VELOSO; BAKKE, 2023).

Logo, a Eq. (3.55) revela o espectro de energia de uma particula submetida a um
potencial inverso do quadrado atrativo para o caso particular das ondas s. Observe que
no limite n — oo, temos &, .o, — 0, ja que a energia decai exponencialmente. Isso indica
um grande acimulo de niveis de energia nesse limite (AUDRETSCH; SKARZHINSKY;
VORONOV, 2001).

O estado fundamental, por sua vez, é definido para n = 1, com energia

V2 _2mh

El=————Fz€e v 3.56
! 2mr%6_%6 ( )

determinando, assim, o seguinte intervalo para os autovalores de energia:

1/2

27h
- v <¢§,<0. 3.57
Imr2e= 9 - (3:57)

Observe também que, quando r; — 0, &, — —oo, recobrando o problema da
singularidade. Esse resultado foi discutido em Landau e Lifshitz (LANDAU; LIFSHITZ,

1981), onde denominaram esse comportamento como a queda da particula para o centro.

. ) tvei : . . .
Foi obtido, portanto, os niveis de energia para trés sistemas diferentes considerando
o caso particular das ondas s. Tais expressoes possibilitam o estudo de outras propriedades

do sistema como, por exemplo, o tempo de ressurgimento da onda. Esta abordagem foi
realizada em (VELOSO; BAKKE, 2023).
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4 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho foi calculado o espectro de energias dos estados ligados para o caso
das ondas s de sistemas fisicos caracterizados pela interacao de um elétron sem spin com
o campo elétrico gerado por distribuigoes continuas e nao uniformes de carga em simetria

cilindrica a partir de uma abordagem semiclassica.

Vimos que a equagao diferencial tridimensional tem que ser redutivel para equacoes
dependentes de uma tunica variavel, no caso da simetria cilindrica, uma equacao radial.
Adicionalmente, deve haver uma transformacao no termo centrifugo, conhecida como

modificagdo de Langer, para que haja uma adequacao na fase da fungao de onda aproximada.

A partir disso, aplicamos a WKB para os sistemas fisicos em questao. Foi possivel
encontrar analogos de potenciais anarménicos, o quartico e o proporcional a 7°. O quartico,
como visto, de grande interesse em fisica molecular, mas, também, de interesse em outras
areas como teoria de campos. Ja o séxtico, estudado em fisica nuclear, por exemplo.
Observamos que o calculo das energias permitidas para os potenciais anarmonicos nao foi
possivel para ondas [ através do método WKB devido a dificuldade de realizar a integracao

necessaria.

Ainda, alguns trabalhos abordaram o caso do potencial inverso do quadrado atrativo
em simetria cilindrica para atomos neutros. Neste trabalho foi obtido um analogo desse
potencial. Vimos que o problema da singularidade para tal potencial atrativo leva ao que
foi definido na literatura como a queda para o centro. Constatou-se, também, um aciimulo

de niveis de energia no limite &, ,o, — 0.

Por fim, como perspectivas, pretendemos explorar solugoes exatas de sistemas fisicos
semelhantes e obter estados ligados para as ondas [, bem como incluir outros parametros
como rotagdes, com o objetivo de estudar efeitos Aharonov-Bohm e efeitos analogos a

partir de defeitos topologicos em meios elasticos.
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