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Resumo

Neste estudo, baseados no livro “Reqularity of Free Boundaries in Obstacle- Type
Problems” de Arshak Petrosyan, Henrik Shahgholian e Nina Uraltseva, [22], investiga-
mos as propriedades geométricas e analiticas de solugoes para problemas do tipo obs-
taculo. Nos problemas a serem tratados a seguir, as equagoes que modelam fenomenos
de difusao apresentam saltos de descontinuidade ao longo de um conjunto que depende
da propria solugao, o qual chamamos de fronteira livre. Inicialmente, concentramo-nos
em modelos mais simples, onde as solugoes nao apresentam mudancas de sinal. Poste-
riormente, expandimos nossa analise para cenarios mais complexos, considerando casos
com mudancas de sinal, onde estudamos, dentre outras coisas, estimativas de regula-
ridade local e global para solugoes. Exploramos varias caracteristicas geométricas da
fronteira livre, incluindo a nao degenerescéncia das solugoes e a medida de Hausdorft
desse conjunto. Como resultado, estabelecemos regularidade Lipschitz e C' para a

fronteira livre.

Palavras-chave: problemas de obstaculo, estimativas de regularidade, problemas de

fronteira livre.



Abstract

In this study, based on the book “ Regularity of Free Boundaries in Obstacle-Type
Problems” by Arshak Petrosyan, Henrik Shahgholian, and Nina Uraltseva, [22], we
investigate the geometric and analytical properties of solutions to obstacle-type pro-
blems. In the problems to be addressed below, the equations that model diffusion
phenomena exhibit discontinuity jumps along a set that depends on the solution itself,
which we call the free boundary. Initially, we focus on simpler models where solutions
do not change sign. Subsequently, we expand our analysis to more complex scenarios,
considering cases with sign changes, where we study, among other things, estimates of
local and global regularity for solutions. We explore various geometric features of the
free boundary, including the non-degeneracy of solutions and the Hausdorff measure of

this set. As a result, we establish Lipschitz and C' regularity for the free boundary.

Keywords: obstacle problems, regularity estimates, free boundary problems.
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Introducao

Desde a criagao da anélise moderna, a pesquisa sobre a teoria de equacoes diferen-
ciais parciais (EDPs) tem sido um topico de grande relevancia. Sua importancia se da
pela conexao e interagao com outras ciéncias, sendo aplicadas em uma ampla varie-
dade de campos. Na fisica, elas sao essenciais para a modelagem de fendmenos como
a propagacao de ondas, a dindmica de fluidos e a evolugao de sistemas quéanticos. Nas
ciéncias bioldgicas, mais recentemente, as EDPs se tornaram uma ferramenta essencial,
auxiliando, por exemplo, na compreensao da difusao de substancias em tecidos vivos e
na modelagem de populacoes em ecossistemas. Também destacamos a ampla aplicacao
em diversos ramos da engenharia, quimica e economia.

Os problemas de fronteira livre em EDPs surgem quando se consideram fenémenos
que nao possuem fronteiras ou limites pré-definidos. Diferentemente dos problemas
de fronteira fixa, em que as condi¢oes nas bordas de uma regiao sao especificadas, os
problemas de fronteira livre desafiam os matematicos e cientistas a modelar situagoes
em que as fronteiras ou interfaces do sistema sao dindmicas e podem evoluir com o
tempo.

No contexto da analise moderna de equagoes diferenciais parciais, os problemas
de fronteira livre desempenham um papel de extrema relevincia e possuem varias
aplicagoes em diversas ciéncias. Entre essas aplicagoes, podemos destacar transicoes
de fase, questoes relacionadas a superficies, processos de filtragao em meios porosos,
dindmica de fluidos, bem como em financas matematicas e biologia.

Como um dos exemplos mais importantes de problemas de fronteira livre, temos o
Problema de Stefan. Este problema tem suas raizes no século XIX e representa o mais
emblemético e significativo problema de fronteira livre. Inicialmente abordado por
Lamé e Clapeyron em 1831, tem como objetivo modelar a distribui¢ao de temperatura
em um meio homogéneo que passa por uma mudanca de fase, comumente exemplificado
pelo caso de um bloco de gelo a zero graus Celsius imerso em agua (Figura . Nesse
caso, a fronteira entre o gelo e a agua é desconhecida e muda a medida que o gelo
derrete, tornando-se parte da solucao do problema. O nome desse problema é uma

homenagem a Josef Stefan, um fisico esloveno que, por volta de 1890, introduziu a
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classe geral de tais desafios; ver [23].

Figura 1: Derretimento de gelo (Foto: NASA /Kathryn Hansen).

O problema do obstaculo, uma outra importante classe de problemas de fronteira
livre, teve origem no trabalho de Stampacchia, em 1964, intitulado “ Formes Bilineaires
Coercitives Sur Les Ensembles Convezes” e é um exemplo classico no estudo matema-
tico de desigualdades variacionais e problemas de fronteira livre. Tal problema envolve
encontrar a posicao de equilibrio de uma membrana eléstica que deve permanecer acima
de um obstaculo especifico, com sua borda fixa. Suas aplicagoes abrangem diversas
areas, incluindo o estudo da filtragao de fluidos em meios porosos, elasto-plasticidade,
controle 6timo e matemaética financeira.

Neste trabalho, estudamos os problemas de fronteira livre que podem ser expressos

da seguinte maneira
Au= f(x,u,Vu) em D CR"

onde a funcao f do lado direito apresenta saltos de descontinuidade que dependem
da propria solugao. O conjunto de descontinuidade é desconhecido a priori e por isso
dizemos que ¢é “livre”. Um exemplo tipico nesse contexto e que serd abordado no
trabalho é o problema cldssico de obstdculo, cujo objetivo é minimizar a energia de
uma membrana esticada sobre um determinado obstaculo. De maneira simplificada,

esse problema pode ser reformulado da seguinte maneira:
Au = Xqus0y, u=>0, em D.

A fronteira livre aqui ¢ dada por I'(u) = 0{u > 0} N D. Este problema ¢ abordado

no trabalho como “o problema de obstdaculo com sinal”. Também estudamos a seguinte
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classe de problemas que generaliza o problema anterior,
Au=xow em D, Qu)=D)\{u=|Vu|=0}

A fronteira livre nesse caso ¢ I'(u) = 0Q(u) N D. Este problema ¢é conhecido como “pro-
blema de obstdculo sem sinal” e é um caso particular do problema da teoria potencial;
ver |22, Subsegao 1.1.2, pag. 10].

Nossa referéncia principal durante todo o trabalho é o livro “Reqularity of Free
Boundaries in Obstacle-Type Problems” de Arshak Petrosyan, Henrik Shahgholian e
Nina Uraltseva, [22]. Com isso, nosso principal objetivo neste trabalho é estudar os
problemas de obstaculo e obter a regularidade 6tima para tais problemas, além de
alcancar também resultados acerca da regularidade da fronteira livre.

O trabalho esta dividido em cinco capitulos e um apéndice. No Capitulo 1, apresen-
tamos o problema do tipo obstaculo, definimos o conjunto de coincidéncia e a fronteira
livre do problema e analisamos o caso particular em que o obsticulo é zero. Além
disso, exibimos os modelos de problemas que serao tratados no restante do trabalho
e vemos que a estimativa Calderon-Zygmund nos fornece a regularidade W27 N CL%
para solucoes do problema do tipo obstaculo, com 1 < p < o0 e 0 < a < 1. Obtemos
também a mesma regularidade para o problema de obstaculo classico, analisando as
solugoes como minimizantes do funcional energia associado ao problema.

No Capitulo 2, considerando o problema de obstéculo com sinal, mostramos que a
solugao cresce no maximo quadraticamente em pontos da fronteira livre e provamos a

regularidade 6tima C|’ . Por fim, exibimos o contraexemplo devido a Andersson-Weiss,

loc *
[2], onde nio temos a regularidade C' para problemas com termos fonte (lado direito
da equagao) nao positivos.

No Capitulo 3, estabelecemos a regularidade C*! (local e global) para o problema
de obstaculo sem sinal. Para isso, usaremos fortemente a féormula de monotonicidade
Alt-Caffarelli-Friedman. Provamos entao estimativas locais e por fim, mostramos que
elas podem ser estendidas até limites planos com dados zero de Dirichlet.

No Capitulo 4, provamos a propriedade de nao degenerescéncia para solugoes do
problema de obstaculo sem sinal, o que significa que, de certa forma, as solug¢oes decaem
mais rapido do que quadraticamente nas proximidades dos pontos de fronteira livre.
Usando a nao degenerescéncia, mostramos que a porosidade da fronteira livre implica,
localmente, que sua medida de Lebesgue é igual a zero. Por tltimo, obtemos que a
dimensao de Hausdorff da fronteira livre é igual a n — 1.

Por fim, no Capitulo 5, ainda com énfase no problema de obstaculo sem sinal, defi-

nimos as classes de solugoes locais e globais, abordamos as propriedades dos rescalings
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e blowups e estudamos a féormula de monotonicidade de Weiss. Na tltima se¢ao do capi-
tulo mostramos como usar uma propriedade geométrica de monotonicidade direcional
de solucoes globais para obter uma propriedade semelhante para solugoes locais. Usa-
remos entdo isso para provar a regularidade Lipschitz e C* da fronteira livre proxima
a pontos regulares.

Para que a leitura do trabalho ocorra de forma mais fluente em relacao a resultados
ou definigbes associados a teoria classica de EDPs e/ou Analise Funcional, recomenda-

mos a utilizacdo de livros como [4, 5 12} 16, [18].



Capitulo 1

Introduzindo o problema de obstaculo

Classicamente, o Principio de Dirichlet estabelece que a solugao do problema de

valor de contorno
Au = 0 em D,

u = g em 0D,

pode ser obtida como o minimizante do funcional (de Dirichlet)

Jo(u):/ |Vul*dz.
D

para toda funcao u, tal que u = g em 0D. De forma geral, se D é um aberto limitado
do R", g € W"*(D) e f € L®(D), os minimizantes do funcional

J(u) = /D (|Vul® + 2fu) de, (1.1)

sobre o conjunto
Ry ={ueW"(D):u—geWy*D)}

resolvem a equacao de Poisson

Au = f em D,
(1.17)
u = g em 0D,

no sentido das distribuigoes. Mais precisamente, u satisfaz a equacao integral:
/ (VuVo + fo)dr =0,
D

para toda fungao teste ¢ € C;°(D). O grafico de u pode ser entendida como a cons-

trucao de uma membrana que minimiza a energia de uma tensao elastica presa a um
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fio fino (o grafico de g sobre dD); ver Figura [1.1]

1NN

AR NN

Figura 1.1: Soluc¢@o u do problema ([1.17).

Desejamos agora entender o que acontece com este problema de tensao eléastica
adicionando uma obstrucio geométrica: seja 1 € C*(D) um obstaculo, com ¢ < g
em D (condigao de compatibilidade) no sentido de que (¢ —g), € W, *(D). Considere

entdo o problema de minimizar o funcional J, definido em (|1.1]), sobre o conjunto
Row = {u eW(D):u—-ge¢ Wol’z(D),u > .. em D} .

A continuidade e a convexidade de J estrita sobre R, nos da um tnico minimizante
em R, ; ver [12, Teorema 8.4.3|.

Como observado anteriormente, podemos visualizar o grafico de v como uma mem-
brana presa a um fio fino, que agora é forcada a ficar acima do grafico do obstéaculo
1. Uma nova caracteristica neste problema é que a membrana pode, de fato, tocar o

obstéculo, isto é, o conjunto

A={u=1v},

conhecido como conjunto de coincidéncia, pode nao ser vazio (Figura |1.2]). Também

denotaremos o conjunto

Figura 1.2: Solu¢ao u com obstaculo .
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Assim, a fronteira

'=0AND=00ND

¢ chamada fronteira livre, uma vez que nao é conhecida a priori. Desta forma,

obtemos o seguinte sistema:

Teorema 1.1. Seja ) € W'?(D) e u um minimizante em R,,. Entio vale

Au=f em  Q={u> v},
(1.2)
Au=AY qs. em A={u=1}.

Além disso,
—Au+f>0 em D,

no sentido das distribuicoes, isto €,
/ (VuVe + fo)dr > 0,
D

para qualquer ¢ € Wol’Q(D) nao negativa.
Demonstracao. De fato, como u é um minimizante de J, temos, para todo € > 0,

J(u+ep) — J(u)

> 0.

Assim,

J(u+eg) — J(u)
9

— %/D(\V(u+5¢)]2+2f(u+5¢))dx—%/D(\Vu\z—l—qu)dx

_ 1 / (2VuV(e6) + 2|V |2 + 2f20)) da
D

€

_ 2
= Q/D(VUV¢+f¢))dw—|—€/D’V¢’ dr.

Passando o limite £ — 0T, obtemos a desigualdade desejada. 0

Combinando as propriedades mencionadas acima, concluimos que a solucao do pro-

blema do obsticulo é uma funcao u € I/Vl(l)f(D), que satisfaz as seguintes condicoes:
—Au+f>0, u>v, (“Au+f)lu—¢)=0 qs. em D, (1.3)

u— g€ W,?*D).

7
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Isso é conhecido como o problema complementar de obstdculo e define de maneira
exclusiva os minimizantes de .J sobre R, . A condi¢do de complementaridade (1.3]) é

frequentemente formulada da seguinte maneira:

min{—Au + f,u— ¢} =0.

1.1 Reducao ao caso do obstaculo zero

Devido & linearidade do operador A, é possivel reduzir o problema ao caso em que
o obstéaculo ¢ identicamente zero. De fato, se u for a solucao do problema do obstéculo
acima, considere a diferenca v = u — 1. Entao podemos ver que v é o minimizante do

funcional

Ji(v) = /D (IV]* + 2f1v) da,

sobre o conjunto
Ryo = {u c W (D):u—g, € Wol’2(D),u >0 q.s. em D} ,

onde

h=f—-AY, g =g—1.

Além disso, se v € W2P(D) para algum p > n, temos que

loc

AU:le{v>0} em D,

no sentido das distribuiges. De fato, como u ¢ um minimizante de (1.1) e f; € L*>(D)
(pois ¥ € C*(D)), temos

/ (VoVé+ fio)de — / (V(u—$)Vo+ (f — Ap)g) da
D D
_ / (VuVé + f) dr — / (VYo + Avo) da
D D
- / Vi Vods + / VyNVodr — [ $(0,4)dS,
D D oD

dai,
/ (VoVé + fi1¢)dx =0,
D

para toda ¢ € WOI’Z(D). Note também que, como Au = Ay q.s. em A = {u = 9},
temos que Av =0 q.s. em Ay = {v = 0}. Portanto,
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Av = fix{s0;y em D.

Assim, o problema complementar de obstaculo para v é dado por
—Av+ fixpsoy =20, v>0, (“Av+fi)v=0 qs. em D,

v — 01 € WOLQ(D)

E reformulamos como

min{—Av + f,v} =0.

1.2 Problemas de minimizacao nao-diferenciaveis

Iremos agora considerar o problema de minimizacao para o seguinte funcional
J(u) = / |Vul? + 2F (u)du,
D

sobre o conjunto

R, = {ue W"(D), u—g € WS*(D)}.

onde g € WH?(D) e F uma funcio diferencidvel em R. O problema de Euler-Lagrange
associado ao funcional J (ver [I2, Capitulo 8]) corresponde a equagao de Poisson nao-

linear
Au = f(u) em D
u = g em 0D,

tal que F(s) = / f(y)dy. O problema acima é visto no sentido das distribuigoes, isto
) 0
e7

/D (VuVi — f(u)p)dz =0,

para toda ¢ € C;°(D). Isto segue de acordo com a prova do Teorema com pequenas
adaptacoes. Note que, para encontrar a equacao de Euler-Lagrange, precisamos de uma
certa condicao de diferenciabilidade do funcional J e consequentemente da fungao F'.
Assim, retornando ao contexto dos problemas de obstaculo, estudamos aqui situagoes

onde nao ha estruturas de diferenciabilidade, como por exemplo, o caso em que
F(s) = s, == max{s,0} = 5 x{s>0}-

Neste caso, nao temos diferenciabilidade para s = 0.
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1.2.1 O problema de obstaculo com sinal

Motivados por esta nova perspectiva, apresentaremos os modelos de problemas que
serao tratados nos capitulos seguintes, os quais foram abordados em [22] e escolhidos
com base na convicgao de que os mesmos exemplificam as técnicas e desafios tipicos
associados a problemas do tipo obstaculo. A estrutura geral desses problemas é a

seguinte: considere D C R" um aberto e uma funcao u : D — R tais que
Au= f(u) em D,

para um termo fonte f limitado em D. Caracterizando as classes de problemas a serem
estudadas aqui, iremos assumir f com saltos de descontinuidade ao longo de um certo
conjunto I'(u), o qual é regido pela propria solugao u, chamado de fronteira livre. O
prototipo mais classico, também referenciado na literatura como problema de obstdculo
classico, € dado por

Au = X{u>0y em D.

onde a fronteira livre ¢ I'(u) = {u =0} N D.

1.2.2 O problema de obstaculo sem sinal

Este modelo constitui um caso especifico do problema abordado na teoria potencial,
conforme detalhado na [22 Subsegao 1.1.2|. Dentro do contexto do livro base citado,
iremos, para fins de simplicidade e didatica, analisar o caso particular f(x) = 1 da
seguinte equacao:

Au = f(x)xow em D, (1.4)

onde
Q(u) = D\ {u=|Vu| =0}.

A fronteira livre nesse caso é I'(u) = 9Q(u) N D.

Observagao 1. Na Secao abaixo iremos obter regularidade C** para solucdes do
problema acima. Isto implica em particular que para solugoes nao negativas, tem-se
Hu > 0} C {|Vu| = 0}. Dai Q(u) = {u > 0} e assim u torna-se uma solugdo do

problema do obstaculo com sinal tratado na Subsecao [1.2.1]

1.3 Regularidade W?*?

Nesta secao faremos o uso das estimativas Calderén-Zygmund para alcangarmos a

regularidade W'lif para os modelos de problemas que serao estudados neste trabalho.

10



1. Introduzindo o problema de obstéaculo

, . . . 2 , L, . .
Além disso, iremos obter a regularidade W_¥ do problema de obstéculo classico via
minimiza¢ao do funcional energia associado ao problema.

Para solugoes no sentido das distribui¢oes do problema
Au=f em D, (1.5)

temos, pela estimativa Calderon-Zygmund (Teorema , considerando f € L*(D),
que
u € W2P(D) paratodo 1<p < oo. (1.6)

. n
Consequentemente, pela imersao de Sobolev W7 < Y com o =1 — = para p > n
p

(ver [I1, Teorema 2.31]), temos

uwe Ch*(D) paratodo 0<a<1. (1.7)

loc

Observagao 1.1. Em geral nao é possivel provar resultados similares para os casos
p=o0cea=1em (l.6) e (1.7), respectivamente. Como contraexemplo, temos o
Exemplo[A.2] em que a funcao satisfaz as hipoteses das estimativas Calderén-Zygmund,

, ~ 2 2,00
porém nao esta em W ™.

As estimativas WP sdo obtidas “de graca” nos problema de obstaculo com e sem
sinal, j4 que as declaramos na forma de equagoes com lados direitos limitados. No
entanto, para obter tais estimativas, consideramos a Equacao (|1.5)) no sentido das dis-
tribuigoes. Isto significa que as estimativas nao podem ser usadas diretamente para
solugoes que surgem do problema de minimizagao de funcionais que apresentam al-
guma descontinuidade. Assim, precisamos de inicio obter a regularidade W?? para
minimizantes do funcional energia associado ao problema de obstéaculo.

Aqui, para exemplificar o método, estabeleceremos a regularidade para o problema
classico de obstdculo. Inicialmente, lembremos que, subtraindo o obstaculo, reduzimos
o problema de obstéculo ao caso particular de obstaculo com obstaculo zero, isto é, o

problema de minimizar o funcional

() :/D(|Vu|2—|—2u)dx,

sobre o conjunto (fechado e convexo)
Ryo={uc WD), u—gecW;*(D),u>0 qs. em D}

Para o que segue, assumimos g € W'*(D) e ¢ > 0 em 0D (no sentido que g~ €
1,2
Wy™(D)).

Nosso objetivo a seguir é mostrar que o minimizante u de J esta em W (D) para

11



1. Introduzindo o problema de obstéaculo

qualquer 1 < p < oo e com isso, verificar que u resolve o problema
Au = X{u>0y em D,

no sentido das distribui¢oes. Para isso, inicialmente devemos nos livrar do obstéculo
zero, o que custard uma perca na regularidade do funcional J. Nesse sentido, temos o

seguinte resultado:

Lema 1.2. Uma fung¢io u € W'*(D) é minimizante do funcional

J(u) = /D(|Vu|2—|—2u)dx,

sobre Ry se, e somente se, u € minimizante de
J(u) :/(|Vu|2+2u+)dm,
D

sobre Ry = {u € W“¥(D), u — g € Wy*(D)}.

Demonstragio. A principio, observemos que, para toda u € R, temos que u* € R,
e V(uT) = (Vu)X{us0y- Com isso, afirmamos que J(u") < J(u) para toda u € R, e a

igualdade acontece se, e somente se, u = u". De fato,

J) = /(\Vu|2+2u+)dx2/(|Vu|zx{u>o}—|—2u+)dx
D D

_ /D(|V(u+)|2+2u+)dx _ Jut)

e a igualdade J(u") = J(u), pela expressiao acima, ocorre se, e s6 se, Vu = 0 q.s. em
{u < 0} ou, de forma equivalente, se V(u_) = 0 q.s. em D. Esta altima igualdade
significa que u~ é localmente constante em D. E como u~ € Wol’Q(D), temos que u~ =
0. Assim, J(u") = J(u) se, e somente se, u > 0 q.s. em D, isto é, se u € R,0. Portanto,
se u € Ry ¢ minimizante de J, entdo na verdade u € Rg,0. Com essa observagao, temos
que J atinge seu minimo em R, . Por outro lado, J = J em R,,. Concluimos entio

que os dois funcionais possuem o mesmo conjunto de minimizantes. 0

Note que reduzimos entao o problema anterior (estudar os minimizantes de J) para
o problema de estudar os minimizantes de J com dados valores de g em D.

Uma outra estratégia para abordar o problema de obstaculo se d4 em aproximar,
por funcgoes suaves, o termo fonte. Assim, considere a seguinte familia de problemas

regularizados

12



1. Introduzindo o problema de obstéaculo

Au, = X (us) em D,
(1.8)
U = ¢ em 0D,

para 0 < ¢ < 1, onde x.(s) (ver figura ¢ uma aproximacao suave da funcao
Heaviside x(s) tal que

X: >0, xe(s) =0, para s < —¢ e x.(s) =1, para s >e.

Figura 1.3: Fungao y-..

A seguir, mostraremos um exemplo de uma fungao y..

Exemplo 1.2. Consideraremos a fungao p : R — R tal que

z
€

C-e_(l_( ) . se x| <e,

p(z) =
0, se |z|>e,

onde C' é uma constante real tal que

Assim, para obter uma funcao ., basta definir

)= [ " p(0)de.

o0

A solugao u. para o problema ([1.8) pode ser obtida como minimizante do funcional

J(u) = /D(|Vu|2 920 (u))dx

sobre
Ry ={u e W"(D), u—g e Wy*(D)},

13



1. Introduzindo o problema de obstéaculo

onde

v.() = [ o

—00
Com efeito, considerando i.(t) = J.(u. + tn), onde u. é minimizante de J.(u), temos

que 7' (0) = 0. Sendo

0P,
i'(t) = 2/ (VU5V77 +t|Vn|* + —77) dz,
D 81&

onde u = u. + tn. Como
aq)e a Ug+tn a Ug+1tn
St = o [ = 5 [T e = b+ ) = el
= XE(uE + tn)?

entao

i'(t) = 2/ (VuVn + t|Vnl* + x-(u. + tn)n) dz.
D

Usando que i'(0) = 0, concluimos que
[ (VuIn+ xefwn)de =0, g € WD) (1.9)
D

O que mostra que o minimizante u. ¢ solu¢ao de (|1.8)) no sentido das distribuigdes.
A seguir, mostraremos que a familia {u.}. é uniformemente limitada em W'?(D),
assim como em W??(K) para qualquer K € D. Para mostrar a estimativa uniforme
W'2(D), tomemos 1 = 1. — g na equacao . Dai, obtemos

/D(VUSV(UE - g) + Xa(ue)<u6 - g) - VQV(US - g))dI = - /D V.QV(U’S - g)dfb

Com isso,

/[V |dx = /Xa(uE da:—/VgV

< [ wlie = gllde + [ Vgl (u. = g)lds
D

< [ I —glde+ / VoIV (. — g)ldz.

Como u, — g € Wy*(D), a desigualdade de Poincaré nos da
[ue = gllz2(py < CpllV (ue = g)llL2(p)

onde €, ¢ uma constante que depende somente de D. Além disso, pela Desigualdade

14



1. Introduzindo o problema de obstéaculo

de Young, podemos ter

bem como,

Assim,

/|V g9)|*dx
—g))? Vgl? IV (u: — g)|?
< C2d Md /|—d /E—d
< /D » x+/D 405 T + 2 T+ i 5 T

1 |(ue — g)|? V(u: — g)I”
2 2
< DI+ 5IVolia + | e o [ S,

e portanto,

V(UE_Q)P
< 2 2 |
/|V |d:v_C'—|—402(C/|V )|dm)+/D 5 dx

< CH+- /|V g)|*dx

uniformemente para 0 < ¢ < 1, onde C' = C (D, ||Vg||1=(p)). Portanto, {u. — g}. é

uniformemente limitada em W?(D). Pela desigualdade triangular, segue que
Vel 2oy < [V (ue = 9)llz2(p) + IVl 22(D)

Isto implica na limitacdo uniforme de {u.}. em W'?(D). Como uma consequéncia da
limitacao demonstrada, obtemos que existe u € Wl’Q(D) e uma subsequéncia € = ¢
tal que,

u. — u fracamente em W'?(D),

u. — u fortemente em L?*(D)

quando £ — 0, sendo que a primeira convergéncia se da pelo fato de W?(D) ser um
espaco reflexivo (ver [5, Proposi¢ao 9.1] e [4, Teorema 6.5.4]) e a convergéncia forte
é garantida pela imersio compacta de W% em L?*([I2, Teorema 5.7.1]). Além disso,
como u. — g € Wy*(D) e Wy *(D) é um subespaco fechado do espaco W'?(D) de
Hilbert, concluimos que u € R,. O nosso préximo passo é mostrar a limitacao de
{u.}. em W*P(D) para todo K € D. Com efeito, como as fungdes u. sdo solucdes

fracas do problema de regularizagao (1.8]), aplicando o Teorema ((A.3)), obtemos que
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1. Introduzindo o problema de obstéaculo

IN

C(K, D) (lucll 2oy + 1)
< O(K7 D7g)7

||Us||w2»P(K)

paratodo K €@ Del <p < o0.

Entao, podemos assumir para a mesma sequéncia € = g5 — 0 acima que,
2
u. — u fracamente em W P(D),

para qualquer 1 < p < oco. Assim, temos que u € I/Vlicp(D) para qualquer 1 < p < oo.

Diante do que foi visto, podemos entao tomar o limite € = ¢, — 0. Como

/\Vu\zdx gliminf/ |Vu|*dz,
D e—0 D

/u+da: §lim/®5(u5)das,
D

e—0 D

temos que,

J(u) < liminf J.(u.) < liminf J.(v) = J(v),

e—0 e—0

para qualquer v € R,. Isso nos diz que u ¢ minimizante do funcional J. Logo, pelo

Lema u é solucao do problema de obstéiculo e portanto, resolve
Au = X{u>0y em D,

no sentido das distribuigoes. Como u € I/Vli’Cp(D), temos prontamente que Au é local-

mente uma funcao L em D, e portanto temos que verificar que
Au= X{u>0y Q8. em D.

Para isso, note que, como u, € W'li’f(D), a equagao Au. = y.(u.) agora é satisfeita no
sentido forte, ou seja, para quase todo z € D. Além disso, tomando p grande, pela
Imersao de Sobolev, podemos assumir que

u. —u em CLY(D),

loc

para 0 < a < 1. Assim, a convergéncia localmente uniforme implica que Au = 1
quase sempre no conjunto aberto {u > 0}. Observe também que pelo fato de que
u € I/Vli’f(D), obtemos que Au = 0 quase sempre em {u = 0}. Combinando esses dois

fatos, concluimos que

Au = Xqu>0y g.s. em D.
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Capitulo 2
O problema de obstaculo com sinal

Seja u € L(D) uma solugao nao negativa do problema
Au = X{u>0y em D. (2.1)

O fato de o lado direito da equacao apresentar saltos de descontinuidades, implica que,
ndo podemos, em geral, ter regularidade C? para as solucoes. De fato, considere o
seguinte exemplo:
u(z) = %(W _1), em R".

Note que a fungao acima resolve , porém nao possui derivada segunda na regiao
I'(u) = OB;. No entanto, observamos que D*u é limitada em R"™. Logo, a regularidade
6tima a ser obtida para os modelos de problemas tratados neste trabalho ¢ C*'. Da
discussao realizada no capitulo anterior, ja sabemos que u € VVlzf(D) para qualquer
1 < p < co. Neste capitulo mostraremos que de fato essa é a regularidade obtida, em

geral, para solugoes do problema de obstaculo.

2.1 Regularidade 6tima local

O primeiro passo para obter a regularidade 6tima é a seguinte estimativa relacionada

ao crescimento da solugao u distante da fronteira livre
F(u) =0Qu)ND, Qu)={u> 0}
Teorema 2.1 (Crescimento quadratico). Seja u € L*(D), com u > 0, satisfazendo

Au= x>0y em D,

17



2. O problema de obstaculo com sinal

zo € I'(u) e Bagr(xg) C D, entao

sup u < C, - R?.
Br(zo)

Demonstra¢ao. Sejam uy e uy tais que u = uy + ug em Bog(xg) e satisfazem

Au; = Au, Aug = 0 em Byg(xg),
up = 0, us = u em 0OBsg(wp).
A existéncia (e unicidade) de tais fungoes sob as condigoes de fronteira postas, sdo

garantidas pelo fato de us ser solugao do problema de Dirichlet em um dominio limitado

do R". Estimaremos u; e uy separadamente. Para wu;, note que a funcao

U(w) = 5 (4R ~ |z — )

é solucao de
Al/} = —1 em BQR(J]()),

1/1 =0 em 8323(1:0).

De fato, é facil ver que 1(x) = 0 para todo z € dBag(x). Notemos também que, para
cada i = 1,...,n, temos ¥, (r) = ——. Disso, concluimos que Ay(z) = —1. Como
n

X gus0y || Lo (py) < 1, vale que

A’QD S Aul S —AQ/J em BQR(ZL‘Q),

uy = 1/) = 0 €1m aBQR(Io).
Pelo Principio de Comparagao, [12],
— <up <Y em  Bag(wo).
Em particular, isso implica que
2
|U1(I‘)| S ER 5 Vx € BQR<I0). (22)

Para estimar a fungao us, observemos que, sendo us harmonica em Byg(xg) € ug = u > 0

em 0Bag(zo), pelo Principio do Maximo, [12], us > 0 em Byg(zg). Note também que
w1 (o) + ug(wo) = u(xg) =0,
visto que xg € ['(u). Assim, por (2.2)), temos que
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2. O problema de obstaculo com sinal

2
UQ(ZE()) = —U1<I0) S ERQ

Aplicando a Desigualdade de Harnack [16, Corolario 9.25|, obtemos

sup us < C' inf wuo,
Br(zo) Br(zo)

onde C' = C(p,n, R*). Em particular,

2
uz () < Cug(zo) < TCRQ,

para todo x € Bg(zg). Assim, combinando as estimativas para u; e uy, obtemos que

2 2C
sup u < sup |u| = sup |uj|+ sup |ug| < —R*+ —R?=C,R*
Br(zo) Br(z0) Br(zo) Br(z0) n n

Corolario 2.2. Seja u nas mesmas condigoes do Teorema[2.1], entdao
u(z) < Cp(dist(x, Q°(u)))?,

desde que 2 dist(x,Q(u)) < dist(x,0D).

Teorema 2.3 (Regularidade C*1). Sejamu € L®(D), u > 0 satisfazendo (2.1). Entdo
ue Chl(D) e

loc

lulleriy < C (lull oy +1)
para qualquer K € D, onde C = C(n, dist(K,0D).

Demonstragao. Seja K € D. Como u € VVI?)CP e D*u =0 q.s. em Q°(u), para mostrar
a regularidade C’ﬁ)’cl ¢ suficiente obter uma limitacdo uniforme para D?u em Q(u) N K.

Para isso, fixamos zy € Q(u) N K e denotamos ¢ = dist(K,0D) e
d = d(x¢) := min{d(x, 9Q), d(xo,0D)}.

A ideia é analisar dois casos: quando xg estd mais proximo da fronteira livre, isto é,
quando d ~ d(x,d9), e quando este ponto pode estar estar mais proximo do bordo
fixo, ou seja, d ~ d(xg, D).

1) Se d < §/5 (ver Figura 2.1)), temos que zy est4 mais proximo da fronteira livre,
pois d < 5d < 6 < dist(xg,0D). Entao, para yo € 9Bi(zo) N IN(u), temos que
Bua(yo) C Bsa(wo) € D. Pelo Teorema 2.1]

]| oo (Boa(yo)) < Crd?. (2.3)
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2. O problema de obstaculo com sinal

Além disso, como By(zg) C Q(u), Au =1 em By(xg). Considerando a fungao

d
ﬂ(a:)zw em By,

podemos ver que Au =1 em B e que

Ml sy

HDQ[L )= ||D2u||Loo(Bd(xo)) e HﬂHLoo(Bl) - a2

HLOO(Bl

Entao, tomando

w=u—1 em By, com PY=—

temos que w é harmoénica em B; e pela estimativa interior para derivada de segunda

ordem de fungoes harmonicas (Teorema |A.2]),

D28 = D26 5, ) < Gl = ¥l e
Logo,

102 g, 1y < Co (Nl i) + 10l e ) ) + 1Dl s, -
Como [[D*¢| o, ) = 1 € 19l () < 1/2n, obtemos,

1
2~ v ~
(F2 UHLOO(Bl/2) <G (HUHLOO(Bl) + %) +1<C, <”ul|L°°(Bl) + 1> :

Com isso, obtemos a estimativa para a derivada de segunda ordem de wu.

]l oo By
1% ey < Co <$ L)

Note que By(zg) C Ba24(yo). Entdo, usando (2.3)), concluimos que

D%l ., < Co(Cr+1)=Ch.

Bay2(z0))

2) Caso d > §/5. Conseguimos, de modo analogo ao feito acima, a estimativa

interior para u em By(xo). E como d* > §%/25, segue que

[ull oo (B, (o
HDQUHLOO(Bd/g(xo)) <C, (% + 1) .

Portando, combinando as duas estimativas, concluimos que

lullera ey < € (Nl e oy +1)
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2. O problema de obstaculo com sinal

onde C' depende de dist(K,dD) e da dimensao. O

Figura 2.1: Caso em que d < ¢/5 na prova do Teorema .

2.2 Um contraexemplo para o problema instavel

Ja sabemos que solugoes do problema de obstaculo com sinal, (2.1]), possuem regu-
: 1,1 : < . -
laridade C,J.. Assim, nesta segao, descreveremos o contraexemplo devido a 2] da nao

regularidade C*! da solucdo da equacdo

AU = —X{u>0}-

Tal problema é conhecida como o problema de obstaculo instavel. Inicialmente, seja B;
a bola unitaria do R?, 0 < a < 1 e m um inteiro positivo. Consideraremos o subespaco
C%(B;) de C*(B;) das fungdes u(zy, z») tais que

U(I'l,xQ) :u<.r1,—l'2), uoUQﬂ'/m =1u,

onde Uy é a rotacao pelo angulo € no sentido anti horario. De maneira analoga definimos
o subespago Cy(0B;) de C*(0By).

Observagao 2.1. Note que fungoes radiais em um espago C'* sao exemplos de fungoes

no subespago C; para todo m € N.

Observagao 2.2. O subespago O (B;) de C°(B;) é um espago de Banach com a
norma induzida de C°(B;). De fato, como C° é Banach, basta mostrar que C° (B;)

¢ fechado em C°(B;). Para isso, seja ug € CO(B;) e {up}ren € C(B;) tal que
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2. O problema de obstaculo com sinal

up — ug em C°(B;). Como a norma norma em C° é a do supremo, uy, — o uniforme-
mente. Assim, supondo que Usy/m (21, x2) = (27, 25), temos uy(x1, T2) = up(x1, —22)
e ugp(ry,ry) = wu(x),zy) para todo k € N. Entao, pela convergéncia uniforme,
uo(x1,22) = ug(z1, —x2) € up(x1, ) = up(xy,xh) = (up © Uzrjm)(21,22). Portanto,
ug € C° (B;) e consequentemente, C° (B;) é fechado em C°(B).

Proposigao 2.4. Seja g € CP(0By) para algum 0 < 3 < 1. Entdo existe uma cons-

tante k = Kk(g) tal que o problema

Au = —Xqs0p em B
u = g—=K em 0B

tem uma solugdo u € C%(B)) NW2P(By), para algum a = a(g) > 0 e todo 1 < p < oo,
que satisfaz u(0) = |Vu(0)| = 0.

Demonstragao. Para cada ¢ > 0 tomamos f. € C°°(R) uma aproximacao suave de

X{s>0} que satisfaz

X{s>0} < fs(s) < X{s>—¢}-

Consideramos também o operador T, : C? (B;) — C? (B;) definido de modo que

AT (u) = —f.(u—u(0)) em B
T.(u) = g¢ em O0B;.

Como T. € W*P(B;) (Calderén-Zygmund) para 1 < p < oo e, pela simetria, 7. €
C°(B,), utilizando [16], Corolario 9.29], obtemos que T.(u) € C%(B;) paraa = a(g) > 0
e

[ Teullgemry < C

onde C' > 0 depende de n e de g, para qualquer u € C°,(B;). Afirmamos que T, é um
operador compacto em C” (B;) para qualquer 0 < 8 < «. Com efeito, seja {u; } ren uma
sequéncia de fungoes limitadas na norma C*(B;). Pela imersio compacta de C*(B;)
em C?(B;) (ver [T4, Teorema 1.1] ), temos que {T.u;} possui uma subsequéncia {T.uy, }
que converge em C?(B;) para todo 0 < 8 < . Sendo C° (B;) um espaco de Banach
(Observagao [2.2)), por [4, Proposi¢ao 7.2.3|, concluimos a prova da afirmacao. Note

agora que o conjunto
{u e C%B)):u=M_.(u), para algum 0 <\ < 1}

é limitado. De fato, considerando o problema
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2. O problema de obstaculo com sinal

A3

~—
I

—fe(u—u(0)) em B

=g em 0B,

>

temos que

[ullgo @y < AC < C,
para toda u € C (B;) tal que u = AT.(u), com 0 < A < 1. Portanto, pelo Teorema do
Ponto Fixo de Schaefer, |12, Teorema 9.2.4], o operador T. possui um ponto fixo u,,
isto é, T.(u.) = u. e assim, u. é solu¢do do problema
Au. = —f(u: —u.(0)) em B
U = g em 0B;.

Pelo que foi visto para o operador T, a familia {u. } é uniformemente limitada na norma

C® em B; e na norma W?? em qualquer K € B;. Portanto, para uma sequéncia ¢ =

er — 0, u. — u.(0) converge uniformemente para uma fungio uo € C*(By) NW2P(By).

Além disso, como

X{uo>8} < fz—:(us - us(o)) < X{uo>—0}>

para d > 0 e ¢ > 0 suficientemente pequeno, no limite, obtemos que

~X{uo>0} < Aty < —X{ue>01

fracamente em B;. Por outro lado, como ug € I/Vli’f(Bl), temos que Aug = 0 quase
sempre em {ug = 0}. Assim,

AUO = _X{u0>0}7

fracamente em Bj. O

Proposi¢ao 2.5. Sejo u € C$(By) NW2P(By), p > n, uma solugdo forte de

loc
Au = —X{u>0} em B
u(zy,29) = M(x]—23) -k em OB.
obtida pela Proposi¢ao (2.4]). Entdo u ¢ C’llo’cl(Bl) se M ¢ suficientemente grande.

Observacgao 2.3. Uma observacao interessante sobre a funcao u da Proposicao [2.5] é

que ela tem a seguinte propriedade: cada limite de

u(rzx)

T(n_l)/QHUHL?(BBT) ’
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2. O problema de obstaculo com sinal

quando r — 0, em C%(R"), é, apés uma rotacdo, a funcéo

loc

2 2
Iy — T

||37% - fE%HL?(aBT)’

o que significa que a origem é uma “singularidade em forma de cruz” (ver Figura [2.2)).

Figura 2.2: Singularidade em forma de cruz

Para a prova da Proposicao [2.5| e mais detalhes sobre a observagao acima, nos
referimos ao artigo original ([2]). E relevante ressaltar que a aplicacdo da Proposicao
proporciona uma existéncia direta dos chamados pontos de fronteira livre degenerados
no contexto do problema do obstéaculo instével, onde o decaimento da solucao ¢ mais
rapido que quadraticamente em um ponto de fronteira livre. Contudo, é importante
notar que essa situacao nao ocorre no nos problemas de obstaculo estudados aqui, como

serd demonstrado no inicio do préoximo capitulo.
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Capitulo 3

O problema de obstaculo sem

restricao de sinal

Neste capitulo, usando formula de monotonicidade de Alt-Caffarelli-Friedman, pro-

varemos a regularidade C'! do problema

Au = xow em D,

. (0)
Qu) = D\ {u=|Vu|=0}.

A fronteira livre nesse caso é

['(u) = 0Q(u) N D.

O problema de obstéculo sem sinal, @, generaliza o problema ({2.1)) abordado no
capitulo anterior. De fato, pelo crescimento quadratico (Teorema [2.1]), obtemos, para

uma diregao arbitraria e e um ponto zg € D \ {u > 0} = {u = 0},

u(zo + te) — u(xg)
t

u(xo + te)

= lim

auta)] = iy

Logo, Vu = 0 nos pontos onde u = 0 e portanto, {u > 0} = D \ {u = |Vu| = 0}.
Como referéncia complementar para o problema de obstaculo sem sinal, podemos

mencionar [8], que trata das propriedades de solug¢oes para o mesmo tipo de problema.

Podemos citar também [9, 21, 24] que abordam modelos mais gerais, apresentando

fXa@) no lado direito para certas funcoes f.
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

3.1 Formula de monotonicidade de Alt-Caffarelli-Fri-

edman

Nesta secao estudaremos a férmula de monotonicidade de Alt-Caffarelli-Friedman
(ACF) e suas generalizagdes. Como referéncia complementar, além de [22], usamos
também [11, 6] 10].

3.1.1 Funcoes harmonicas

Antes de estudarmos a férmula de monotonicidade ACF, iniciaremos com uma
versao mais simples da mesma para fung¢oes harmonicas e usaremos tal monotonicidade
para obter uma estimativa para o gradiente. Para isso, consideramos uma fungao
harmoénica v na bola unitaria B; e definimos

r2

1 2
J(r,u):—/ &dw, 0<r<l.
By

Mostraremos que J(r,u) € mondtona nao decrescente na variavel r. Com efeito, sendo
u harmonica (e consequentemente analitica; ver [12), Teorema 2.2.10]), usando expansao
de Taylor, é possivel escrever u, localmente, como uma série de polindmios harmonicos

homogéneos de mesmo grau, isto é,
o0
u(z) =Y fl),
k=0

onde fx(z) sdo polindmios harmonicos homogéneos de grau k. Usando a ortogonalidade

de polindbmios harmoénicos homogéneos de graus diferentes, temos que,

[Vu(z)* =

v (Z fk<x>>

= S V)P

k=1

Observagao 3.1. Como referéncia sobre a teoria de polindmios harmoénicos homogé-

neos, ver por exemplo [3]).

Assim, escrevendo x = pf, onde 0 < p < r e |#| = 1, obtemos
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

‘VU PO)* s
J = p"dld
() //831 ‘Pe‘nz g
- L / | olvutot)asdp
™ Jo JoB

1" -
= — 0)|*dod
T%/ﬁﬁpZWW )Pdodp,

k=1

logo,

1/ >
e = = [ eV,

/c 1

_ //a Zp% UV £(8)2d8dp

B1 p—1

_ [ | ([ wnras) as).
k=1 1

o

Jru) = % {/BBI%<§nyk(9)\2) d&}

k=1

- >[5 ([ tvnema)]

k=1

e portanto,

Com isso, segue que J(r,u) ¢ mondtona nao decrescente na variavel r. A seguir,
mostraremos como produzir uma estimativa interior do gradiente de u usando a férmula

de monotonicidade demonstrada acima. Para isso, inicialmente note que, fazendo r —

O+
, 1 |Vul?
+ — -
0 = i (G, o)
1 2
L[ Dt
7’2 B1 |y,r‘n—2
2
= lim (%/ —\Vu(yr)\ rzdy>
r—0t \ 12 Jp,  |y["2
2
</ IVU(WZ))I dy)’
B ’y‘ni

. 1

o que nos da

= C(n)|Vu(0)]*,

1
onde C'(n) = / ||—2dy. Além disso, pela monotonicidade de J(r,u),
B Y™
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

JOF u) < J (%u)

C(n)|Vu(0)? < J (%u) .

Para obter a estimativa interior para o gradiente, mostraremos que existe uma constante

Portanto,

dimensional tal que
1
J <§,U) < CnHu”%Z(Bl)‘

Com efeito, considerando a fungdo |z|*™™ em Bj s, definimos uma extensdo suave e
nao negativa V para By tal que V = 0 préoximo de 0B;. E dado § > 0, um nimero
pequeno, definimos também V5 = min{V, 6"} (ver Figura[3.1)). Além disso, sendo u

harmonica, vale a seguinte igualdade:

2(3) = 2l (5)] -2 [ ()

"\ [ Ou Ou u
= Z(axiaxi—kua—x?) =Vu-Vu+ulAu

Figura 3.1: Grafico da funcao Vs no perfil unidimensional.

Com isso, temos

|Vul? u? u?
B1/2\Bs B1/2\Bs B
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Usando a integragao por partes no lado direito,

2 2
/ Vul e~ —/ v (”—> -V%der/ v (“—) ds
B1/5\Bs |z | B 2 0B (9y 2
2
- —/ \V (“—) -V%dw— (“ ) VVsda
B1\Bs 2 2
u? u?
= —/ V(—)-V%dw— ( ) V(SQ”
B1\Bs 2 2

integrando novamente,

2 2 2 2
/ Vul g — —/ aV%JS—/ —%ds+/ LAV
B12\Bs || op, 2 Ov ops 2 Ov Bi\B; 2

2
= —/ —V(%)-deJr/ L AVdr
OB;s 2 B1\Bs 2

2 2
- —/ u—(n—2)51”d8—|—/ NS
oBs 2

B1\Bs

Portanto,

V 2 2 2
/ Vul g < / u—-AVda:—i—/ L AVdz
B1/2\Bs |l’| Bi\By 2 2 By /2\Bs 2
2

< / Y AVdz
Bi\B1 /> 2

= Cn”“”%?(Bl)-

3.1.2 Formula de monotonicidade ACF

Teorema 3.1 (Formula de monotonicidade Alt-Caffarelli-Friedman (ACF)). Sejam uy

um par de fungoes continuas satisfazendo
ur >0, Aur >0, uy-u_=0 em B
e o funcional

O(ryug,u) = J(ryuy)J(r,u_)

2 2
V| dx/ Vu_|*
B

e Jer T S, el

Entao r — ®(r,uy,u_) € nao decrescente para 0 <r < 1.

Demonstragao. Para a prova nos referimos ao artigo original, [1]. U
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Observacao 3.2. Note que, sendo u4 sub-harmoénicas e nao negativas, pelo Teorema
M, temos que ux € W22 (By).

Exemplo 3.3. Cada um dos termos J(r, us) podem ser entendidas como uma média

ponderada de |Vu|?. Entdo, se ux = krz}, temos

1 k3
J(r,ug) = / —= _dr = ¢, k2.
B

2 Jp, a2

Dali,

O(r,uy,u) =c2kik>.

Em geral, se S = d{usx > 0} s@o hiper-superficies que tocam a origem e v é o vetor

normal na origem (ver Figura |3.2]), temos
J(0", uy) = C,(0,us(0))>.
Em particular, a formula de monotonicidade implica que

2 (0,4 (0)(Bu—(0)) < B(1/2,uy,u_).

\
~

Figura 3.2: Formula de monotonicidade ACF.

Exemplo 3.4 (Desigualdade Friedland-Hayman). Seja C um cone com vértice na ori-

gem gerado pelo subconjunto aberto ¥g C 0By, isto é,
C={rf:r>0,0 €%}

Podemos procurar por fungoes harmonicas homogéneas, definidas em C e da forma
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

h(rf) =r*f(0), a>1,
tais que h = 0 em JC, encontrando autofungdes em ¥y. Para isso, note que

—1 1
L0+ = Aok
r r

Ah = Oph+

— ala— 1)) + 22

ar® L f(0) + :—ZAef(f))
= 7 ?(a(a—1)+ (n—1)a)f(0) + Ay f(0)]

= r*2la(a+n—2)f0) + A f(0)],

onde Ay é o Laplaciano esférico (mesmo que o operador Laplace-Beltrami na esfera

unitaria). Entdo h é harmonica em C se, e somente se, f(f) é uma autofungao de
—Apg = Af(0) em 3,

onde

A=ala+n—2).

Note que se h > 0 em X, entao o A acima sera o autovalor principal do laplaciano
esférico em Y4 e o a correspondente seré denotado por a(Xg) e chamado de constante
caracteristica de Y.

Agora, tomando os conjuntos abertos disjuntos ¥ em 0B;, encontramos seus au-
tovalores principais A4 e suas autofungoes fi correspondentes. Dai, podemos obter as

fungoes harmonicas homogéneas
ur =r**fi(d) em Cir={rf:r>0,0¢cX.},
onde aL = a(X1) > 0 sao as constantes caracteristicas de Y. satisfazendo
A =ax(ar +n—2).

Se estender-mos u4 de C4 para R" por zero nos complementares de C, respectiva-
mente, pelo Teorema [A.5] as fungdes resultantes serdo sub-harmonicas em R™.
Assim, tais fungoes satisfazem as hipdteses da formula de monotonicidade ACF.

Por outro lado, temos que
(D(Tv Uy, U_) = CTQ(CYJr-&-a,—Q),

para algum C' = C(n, f+) > 0. De fato, fazendo uma mudanca de variavel,
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

(ryupu) = / de/r Vu @l

o= o=

2
0B p9|n OB, p9|”
- = / | oIV asdy / / IV (o) by
™ Jo Jom 0 JoB;

Como, uy = r* f(6), temos

vruna) = & [ [ o pontads [ [ v opRasay

- / [ Ry N N I RC
831 831

1
= 5 [ [ [ wneras [ v,
™ Jo 9B 9B
dal’ 7,.,20{+T20é7 9 9
@(T’, UJF,'LL,) = W /aBl ‘Vf+<(9)‘ de /831 IVf,(Q)’ do
[ vrepa [ 9@
204200 9B ’ 9B -

_ C,,,Z(a++o¢,—2) ,

onde C' = C(fy, f-). Portanto, a féormula de monotonicidade, neste caso particular, ¢
equivalente a desigualdade

OZ_A,_+OC_22.

3.1.2.1 Redugao da férmula de monotonicidade para a desigualdade Fried-

land-Hayman

A desigualdade Friedland-Hayman foi estabelecida pela primeira vez por Friedland
e Hayman em [I5]. No Exemplo mostramos o caso particular onde, considerando
us fungbes homogéneas, a desigualdade implica a féormula de monotonicidade ACF.

Mostraremos a seguir que na verdade ela implica a férmula de monotonicidade para
toda uy como no Teorema [3.1]

Inicialmente, observemos que se

entao
J <§,uk> = J(r,u).

Isto significa que o scaling funciona linearmente em .J. Assim, podemos assumir que
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

u4 esta definida em Bpg para algum R > 1. Entao, para obter a monotonicidade de ®

na variavel r, é suficiente mostrar que ®'(r) > 0 para r = 1. Para isso, definimos

1(r) = I(r,u) ;:/ [V

B, |2
Entao

1 1
J(r,u) = T_QI(T’ u) e P(ryup,u_)= F[(T’ uy)I(r,us).

Assim, usando a diferenciagao direta em r, obtemos

O (ryuy,u_) = % ([ﬁr(r, w)l_(ryu) + L (ryu)I” (7, u)) — %L(r, w)l_(r,u).

Note que

2 2
](’]”) et / Mrndy — 702/ Mdy
B1 B

[ry|"— [y|"=2
Pelo Teorema , temos que u € Wl’Z(E). Com isso, assumimos que

loc

I(1,uy) < 0.

I(r)= /07“ (/E)Bp %da@)) dp
_ /0 (/83 WZ?S—pg)Ep”_lda(Q)) dp
- [ ( /| |w<pe>|2da<0>) .

onde aqui 6 denota as coordenadas em 0B;. Logo,

=5 [ ( [ iwue do—w)) dp=r [ [vuto) doto),

o que nos da,

Por outro lado,

I'(r) = 7’/83 \Vu(z)|* r'"do(z) = rnl—z /83 \Vu(z)|* do(z).

Como I(r,us) s@o fungdes absolutamente continuas de r, podemos assumir que r = 1

¢ um ponto de Lebesgue para ambas (ver Defini¢ao |A.1). Denotamos

[i :[<1,'U,i) e [;[:I’(l,ui)
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Entao

@l(]_) — _[_/’_.[_ + .[+.[/_ - 4I+I_.
Portanto, para que tenhamos ®'(1) > 0, devemos ter

roor,
I, L =7

Para isto, denotando u para u, ou u_, inicialmente mostraremos que

-2
I(1,u) < / (u&nu—i- t u2> do,
5 2

onde ¥ = {u > 0} N 9B;. Com efeito, seja u. uma molificagdo de u que satisfaz

Au, >0 e wu.>0.

Como |Vu.|* < A(u?/2), temos

2 2
tu) = [ YV« [ A (Y o
n—2
B |CE| B 2

Devido o fato de que |z|*”™ possui uma singularidade na origem, para 0 < § < 1,

escrevenos

u? u? u?
By 2 B1\Bs 2 Bs 2

Estudaremos As e Bs separadamente. Inicialmente, note que

§ §
| Bs| < CHDQ(u?)HLm(Bl) \x|2’"da: = Cl/ r2 ety = 01/ rdr = Cyd°.
0 0

Bs

Por outro lado, usando integragao por partes,

2 0 [u? 0 [u?
A :/ A (|z]>™ &dx%—/ vl e (—E) dS—/ v e (—5> dS
* 7 Joiss (=) 2 331‘ e\ 335’ AR

u? 0 . u? 0 Y
1 5

Como A(|z|*™™) = 0 para = # 0, obtemos
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

2—n T
A:/ [uaVuE-u— ugx_"($-—>}d5’
0 Jop [V T g

9 _
+ / {—52_”UE(VU(€ V) + nugm_" <x : i)] ds.
9B 2 |z

Dai,

As :/ (ug(Vu5 V) + n- 2u?> ds — 6% "u.(Vu, - v)dS
0B1 2 0Bs

—9
. / b 225t s,
oB; 2

n—2
Com isso, usando o fato de que / —

uzél’”dS < 0 para n > 2, temos
0By 2

As < / (uE(VuE V) + n- zuz) dS — / 6% "u.(Vu, - v)dS.
aBl 2 835

Como

/ 82 M (Ve - y)45’ < OV ()| () / §2"dS < O,
0Bg 4]

Bs

fazendo & — 07, concluimos que

—2
I(1,u.) < / (ua(VuE V) + n u?) ds.
0B,

Usando a transformacao radial x = r0 em B, temos que Vu, - v = 0,u.. Com isso,

fazendo € — 0" encontramos

—2
I(l,u) = / (ué’Tu + 2 u2) do
0B, 2
= / <u8ru + - 2u2> df + / <u3ru + n- 2u2> do
0B1M{u>0} 2 8B1M{u=0} 2
= / (u@ru + n- 2u2) do.
. 2

Uma vez que Vu pode se dividir em duas partes ortogonais, envolvendo a parte radial

r e a tangencial 6, denotadas por d,u e Vyu, respectivamente, temos
[Vu(@)|* = (Oru(@))® + [Vou(z) [

Assim, visto que

I/(l’u):/aB \Vu|2d92/z[(aru)2+|V9u\2} do,
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

entao

P /E [(Bvw)? + |Voul?] db

I(1u) — / [u&,u—i— n_2u2} do
5 2

/\V9u|2do
)\ < 2—7
/u2d0
by

onde A = A\(X) é o primeiro autovalor do laplaciano esférico Ay em 3, isto &,

Note também que

Agora, note também que, as desigualdades de Holder e Young (com ¢) nos fornecem

/Euaruda < /E|u||8ru|da
(foarar)” ([ war)
% (/Z (8ru)2da) +% (/E u2d0> ,

para todo o > 0 (que sera escolhido de forma conveniente a seguir). Isso nos da

N =

AN
Q
<

IN

I'(1,u) /E [(Dru)” + Au?] db

I(1,u) % (/2 (8ru)2d9) -z (/Eu%ze) + /E e 22d0
/Z [(0ru)? 4+ Au?] db
1

3 s [(aru)2 +a(a+n—2)u’]do

2a/ [(0,u)? + Au?] db

v

/ [(aru)2 +a(a+n—2)u’]do
b
Para equilibrar os termos do quociente acima precisamos ter

ala+n—2)=A\
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Observe que o = a(X) ¢ a constante caracteristica de ¥. Com tal escolha, obtemos

I'(1,u)
I(1,u)

Dai, se ¥y = 0B; N{ugx > 0} e ax = a(X4), entdo

> 2a.

I B
—+ ——4>2a0;+20- —4=2(ay +a_ —2).
I, I

Sendo Y. abertos disjuntos em 0Bj, a condi¢ao necessaria para obtermos a monotoni-

cidade desejada do funcional ® seguira da desigualdade de Friedland-Hayman,

oar +a_—22>0.

3.1.3 Generalizagoes

Ja sabemos que se u é uma fungao sub-harmonica nao negativa em uma aberto
D C R", entao u € VV&E(D) Assim, como feito para fung¢oes harmoénicas em ,
podemos controlar J(r,u) em termos da norma L* de u. De fato, a tinica diferenca é
que ja iniciamos com a desigualdade |Vu|* < A(u?/2) ao invés da igualdade. Portanto,

temos que
1
7(50) < Cullli,

Com isso, a partir da férmula de monotonicidade ACF, obtemos a seguinte estimativa

que seré de fundamental importancia para a prova da regularidade C'™!.

Teorema 3.2 (Estimativa ACF). Sejam uy como no Teorema[3.1 Entao para 0 <
r < —, vale
2

(I)(Ta Uy, U_) < On||u+||%2(B1)”u—||%2(Bl)‘

Demonstracao. Usando a monotonicidade de ¢ e a observagao acima, temos que
@(T, Uy, u—) < @(1/2, Uty U_) = J(1/27 U+)J(1/2, U’—) < ORHU-‘FH%Q(Bl) ||U,_ ||%2(Bl)7

1
para0<r§§. 0

Embora apenas o Teorema seja necessario para a prova da regularidade 6tima
nas secoes seguintes, iremos, para futuras referéncias, abordar algumas consequéncias
do método.

A seguir, enunciaremos uma generalizagao da férmula de monotonicidade ACF,

devido a Caffarelli-Jerison-Kenig, [7].
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Teorema 3.3 (Estimativa Caffarelli-Jerison-Kenig (CJK)). Sejam uy um par de fun-

coes continuas em By satisazendo

ugr >0, Aur>-1, uy-u_—0 em Bj.
Entao, para 0 <r < 1,

D(r,up,u) < Cp (14 J(1,uy)+ J(1,u))?.

Demonstracao. Para a prova, referimo-nos ao paper original (|7, Teorema 1.3]). U
Também precisamos de uma versao em escala do Teorema [3.3

Teorema 3.4. Sejam uy um par de funcoes continuas em Bpg satisfazendo
ug >0, Aug >—-L, uy-u_—0 em Bg.
Entao, para 0 < p < R,
®(p,uy,u_) < Cp (R’L* + J(R,us) + J(R, u,))Q.

Demonstracao. Inicialmente, definimos as func¢oes

_uy (Ro)
VT TR

Note que as funcoes vy estao definidas em B; e satisfazem as hipoteses do Teorema

B3] isto é,

vy >0, Ave>-1, vy-v_.—0 em Bj.

Com isso, pelo Teorema [3.3]
CI)(T,U+,U_) < On (1+J(1,U+)+J(1,1}_))2, (31)

para 0 < r < 1. Além disso, podemos ver que

Voi(z) = vu;—gﬁ;)

Denotando v para representar v_ ou v, e u para denotar u_ ou u,, pela definicao do

funcional J, para 0 < r <1 temos
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

1 [ |[Vu()P
J(T, U) = 7,._2 . ‘:U’de
1 1 |Vu(Rz)]

r2 5, R2L? |Rz|"* R*™

1 1 | Cu(y)|2 -
= R™d

dai,

J(r,v) = ! ! /B [Vuly)l dy J(Rr,u).

" R2L? (Rr)? ‘y|n—2 ~ R2I2
Assim, fazendo p = Rr,entao 0 < p< Re

J(r,v) = R21L2 J(p,u). (3.2)

Utilizando (3.2 e a definigao do funcional ®, obtemos

O(p,usu-) = J(p,us)J(p,u-)
= RMAJ(r,vy)J(r,v_) (3.3)
= R'ULO(r,vy,v),
para 0 < p < R. Combinando , e , temos

O(p,up,us) < RUAC, (14 J(10p) + J(1,00))°

1 1 2
= R'LYC, (1 + WJ(R, uy) + WJ(R, u))

— G, (RL*+ J(R,uy) + J(R,u_))?,
para 0 < p < R. O

Observacao 3.5. Se u é uma fun¢ao continua nao negativa tal que Au > —1 em By,

1
7 (30) < €0 (14 Tulin,).

De fato, temos que Au > —1 implica A(u®) 4+ 2u > 2|Vul?. Entdo, se ¢ € C5°(Bs4) €
tal que 0 < ¢ <1e ¢ =1em B/, obtemos

2 2 2
% J (1u> = 2/ I Y A Ry GG D Y
By 2

2 lz["=2 T S, |z B |2

1 1 AA(u?) 2¢u
T = < . .
5 J (2,u) < /Bl R dx+/Bl mnddx (3.4)
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

|2—n

Tomando & > 0 suficientemente pequeno, devido a singularidade da fungao |z em

x = 0, estimaremos
2 2 2
oA) ¢Nﬂu”ﬁ/ AW
B

B |T|"? B. |z|"2 B, |72

1
Para avaliar /., impondo € < 2 note que,

A 2
/ Mdm‘ < 2/ |A(u)||m|2_"da:—l—2/ |Vul?|z|* "dx.
B Be B.

I.| =2
| €| |I.|n72

Como u € W?*P(B;), 1 < p < oo, tomando ¢ € (1,00) tal que ¢ = Lf pela
p_

Desigualdade de Holder, obtemos

[l < 2 (| Aull oo 12" | zoes) + IVl ool | Locs.))

SC( mw%mM)i
B.

onde C' = C (p, [|Aul|r(5.), [Vl Lr(5.)). Com isso, tomando p suficientemente grande,
n

de modo que 1 < g < m—t tem-se que
n JR—

: . S2a-natn N\ g hmnatn
so([f o) o (Y |
0 2¢ —ng+n (29 — ng +n)

Por outro lado, utilizando integragao por partes, temos

Q=

0 0
ng/ WA (¢lx]*™™) dx + xzn—u2da—/ u? = (élz|>™) do
[ el [ o fiae - [ e (o)

0 0
2 2—n _ 2—n 2
+ /836 Ut (¢|z*™) do /835 o|z| oY do,

logo,

A

J. :/ (u 2_¢ +uPpA(|z|*™) + 2u*Ve - V (]x\zn)) dx
B1\B: |z |2
0 0
2 7 2—n - 2-n_~ 2
+ /835 L (¢|z*™™) do /835 o|z| oY do.

Dai,
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

2A
Je :/ udx + / 20°V¢ -V (|z*™") dx — ¢|$|2_"£u2da
B B1\B: dB. v

1\Be | 2|2

0 0
2 2—n_ 7 e 2—n
v [ (o og () ) do

2
:/ wdm + / 20°V¢ -V (|z*") dv — / 62’"2142610
B B1\B: 0B. v

B, |T]"?
2—n
YRR
oB. 2
2-n 454,
Como ——ue "do <O paran>2e
dB.

2
/ 62_”gu2da
OB. aV

onde C = C(n, u, Vu), fazendo € — 0%, obtemos

g/ 222 || Vuldo < Ct,
0B:

A(u? A
de < / |u|—¢;dx + / 20V -V (|Jz*™) du.
By 12" B

By |z[*?

Assim, substituindo em (3.4)), temos

2
1-J (1 u> §/ de—l—/ 20V -V (|z*™) da.
Bl Bl

2 2’ |2
Portanto,
1 1 2 A
—-J (—, u) < / W(M +/ 20°V¢ -V (|z*™) do
2 2 B3/4 ‘x| Bl\Bl/2

< C1+ 02/ u?dx
Bi\By 2

< Co (14 lula )

onde C,, = C(n,u,¢). Tal resultado nos leva a seguinte forma da estimativa CJK,

semelhante ao Teorema [3.2]

Teorema 3.5. Sejam uy como no Teorema (estimativa CJK). Entao, para 0 <

1
r<_,
-2

2
Dy us) < Co (14 s lFagm + e ) -

Demonstragao. Considerando a fungao u restrita a By, e combinando a versao em

escala da estimativa CJK (Teorema [3.4)) com a observagao acima, obtemos, para 0 <

< 1
r —_
— 27
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

O(r,uy,u) < Cp (44 J(1/2,uy) + J(1/2,u )
2
< Co (44 Co (14 ey ) + O (14 0l ) )
2 2 2
< Co (1+ ullZaqy + lulas,)) N

Assim como no Teorema [3.3] precisaremos de uma versao em escala dessa estima-

tiva.

R
Teorema 3.6. Sejam uy como no Teorema . Entao, para 0 < p < 2

2
Ju +”L2 Br) T - HL2 (Br)
Rn+2 ’

O(p,up,u_) <C, <R2L2

Demonstracao. Considere as fungoes v, definidas por

uy (Rx)
R2L

V4 =

J& vimos que tais fungoes satisfazem as hipoteses do Teorema[3.3] Assim, pelo Teorema

B, 2
O(r,v1,0-) < Cu (14 oy Bagay + 0 22y ) (3.5)

1
para 0 < r < 3 Além disso,

Rx)? u(y)’R™" u(y)?
2d:/“( d:/—d:/—d
/BR U(x) X By RAL2 X B, RAL2 Y B Rnt+41.2 Yy

Logo,
lulZea
HU”L2(BR) T Tpnidrz (3.6)
R
Utilizando . para 0 < p < o> segue que
q)(p7u+>u*) = R4L4(I)(7“,U+,U,)
2
< RULAC (14 os By + o- sy )
[us e,y + [lu—l17:
414 1) (B1)
< RLG, <1+ Rn+4[2
2
lu il () + lu-llZs
_ 272 4 (B1) L2(By)
= C, (R L e -
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

E possivel estabelecer uma afirmagao mais forte acerca de ®(r) que preserva mais
caracteristicas da féormula de monotonicidade, desde que se faga uma suposicao adici-

onal sobre o crescimento das fungoes u nas proximidades da origem.

Teorema 3.7. Suponha que uy satisfazem as hipdteses do Teoremal[3.3 e assuma tam-

bém que existe € > 0 tal que
uy(z) < Colz|* em Bi.

Entao eziste uma constante C' = C(Cy,n,€) tal que, para 0 < p <r <1,
O(p) < (1+7°)P(r) + Cre.

Em particular, o limite lim O(r) existe.
r—0

Demonstracao. Ver [1, Teorema 1.6]. O

3.2 Regularidade 6tima local

Nesta secao, usaremos a estimativa ACF para provar a regularidade 6tima para as
fungoes u solugdes do Problema ([O]). O lema a seguir ¢ um dos ingredientes principais
para a prova da regularidade C'. Ele estabelece que as partes positivas e negativas
das derivadas direcionais das solugoes de problemas do tipo obstéculo, @, atendem

as hipoteses da estimativa ACF.

Lema 3.8. Seja u € C'(D) satisfazendo @ Entao para qualquer vetor unitdrio e,
A(Ou)* >0 em D.

Demonstragao. Seja e uma dire¢ao fixa e consideremos v = d.u e E = {v > 0}. Note
que E C Q(u) (pois [Vu| =0 em D\ Q(u)). Assim, mostrar que A(v") > 0em D &

equivalente a mostrar a seguinte desigualdade:
/ V(") Vedr <0,
D

para toda ¢ € C§°(D), com ¢ > 0. Inicialmente, podemos supor que supp ¢ C {v > 4}
com § > 0. Pela equagao do problema @, temos

—/ Vqupdx:/XQ(u)godx.
D D
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Definimos .
ulx + he) —ulx
vp(z) = ( h) ( )

Com isso, obtemos

- [ Vet = - [ v (M) g,

= —% /D (Vu(z + he)Vy — Vu(z)Ve) dx

1
= _ﬁ/ (Xa@ (z + he) = xow (z)) pdz
D

= O’
para h suficientemente pequeno. Fazendo h — 0 e § — 0, tem-se que

/ VuoVedzr = 0,
D

para qualquer ¢ > 0 com supp € {v > 0}. Com isso, provamos que Av™ = 0 no
aberto E = {v > 0} no sentido das distribuigdes. Pelo Teorema [A.5] concluimos que
AvT >0 em D. De modo analogo, temos que a mesma desigualdade vale para v, isto
é, Av- >0em D. O

Teorema 3.9 (Regularidade C*'). Seja u € L*(D) solugio do Problema (©). Entao
ue Chl(D).

loc

Demonstragao. Sejam K € D, xy € K um ponto de Lebesgue para D*u e seja também
e uma diregao tal que d.u(zy) = 0 (basta tomar uma dire¢ao ortogonal ao gradiente de
u em xg). Caso Vu = 0, podemos tomar qualquer vetor unitario e. Uma observagao
importante a ser mencionada é que, como u € VVlif(D) com p > n, em qualquer
ponto de Lebesgue de D*u temos que a fungdo u é duas vezes diferenciavel (ver [12|
Teorema 5.8.5] ). Ent@o se v = J.u e £ = Vv(zy), queremos obter uma estimativa
para 0, u(zro) = O0,;v(79), j = 1,...,n. Por construgao, temos que v(zg) = 0 e v é
diferenciavel em xq. Assim, temos a seguinte expansao de Taylor

of|z = o)

v(z) =& (x —x0) + o|r — xo]), lim = 0.

a—z0  |x — x|

Se £ = 0 nao temos o que estimar. Supondo entao £ # 0, consideremos o cone




3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

que tem a propriedade
CNBy(xg) C{v >0} e —CnNB,(xg) C{v <0},

para r suficientemente pequeno. Seja também o rescaling

vp(x) = M, x € By(xo).

Podemos notar que

€ (xo+re—x0) N o(|xo + rez — xo))
r r

iy () =l ) == ufa)

r—0

isto é, v.(x) — vo(x) uniformemente em Bj(x). Temos também que Vv, — Vv, em

LP(Bi(xg)) para p > n. Com efeito, usando o fato que xy é um ponto de Lebesgue de

Vv, entao
lim Vo, (x) — Vug(z)Pde = lim Vo, (x) — &|Pdx
lim Bl(m)l () o(@)] lim Bl(xo)l () = ¢

= lim |V, (z) — Vu(xg)|Pdz

r—0 B1 (xo)

~ lim (l / ]VUT(y)—Vv(a:o)\pdy>

n
r—0 T Br(mo)
= 0.

Logo, denotando BY := B, (z), vale a seguinte estimativa

et = [ TwObg, [ Tl

nBY [T — o2 cnBY [T — 0|2

2 2
. Vel g, [ Vel
—CmB?|

=0 \ Jenpo |2 — o[ e

2 2
S (L8 .y f 2 o
r—0 \ 7 CNBY |z — w72 —CcnBY |z — 20|72

lim ®(r, 2, v, v7),
r—0

IN

onde ® é como definida na férmula de monotonicidade ACF aplicada uma escala para

+

a bola B,(z). Observe que as fung¢oes v™ e v~ podem ser definidas como

vt =max{v,0} e v~ =max{-—v,0}.

1
Seja 6 = §dist(K, 0D) e K5 = {x : dist(z, K) < ¢}. Pelo Lema , temos

AvE>0 em Ks.
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Pela estimativa ACF (Teorema [3.2)), obtemos
enl€]" < Hminf @ (r, 2o, v, v7) < @0, 20,07,v7) < Cull ™ 2 07 72p)-
T—

Pela continuidade de v*, temos que |¢| < C,. Lembrando que ¢ = V9.u(x), temos
que

|VO.u(xo)| < Ch.

Diante do que foi visto, a estimativa para |D*u| esta sujeita a condicdo e - Vu(xg),
exceto quando Vu(zg) = 0, onde podemos tomar e = ey,...,e,. Se Vu(xg) # 0,
podemos escolher o sistema de coordenadas tal que Vu(zg) é paralelo ao vetor e,.

Entao, tomando e = eq,...,e,_1 na estimativa obtida acima, segue que
0p,2,u(w0)| < Cpy, i=1,...,n—=1, j=1,...,n
Para obter a estimativa na direcao e,, usaremos a equagao Au = Xq(y):
|0z, w(o)| < |Au(20)] + |0ay0y ul@0)| + - + |02,y ul0)|
< 1+n-C,=0,.

A combinagao das estimativas obtidas completam a prova do teorema. O

3.3 Regularidade 6tima até a fronteira fixa

Nesta secdo, mostraremos que a estimativa C'' pode ser estendida até a fronteira
do dominio D (fronteira fixa). Devido a dificuldade técnica do problema, restrin-
giremos nosso estudo ao caso de fronteiras planas e dados de Dirichlet zero. Para

r = (x1,...,2,) € R" definimos

o ' = (x1,...,2,_ 1), identificamos = = (2, x,);

RY,R" ={z € R" : z, > 0}; {z € R" : x,, < 0};

B¥(z) = B, (x) NRL;

o B = B7(0);

B.={y eR" 1 |y| <r}=B.NnR" x{0}).
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Lema 3.10. Seja u € LS. (By) solugio de

Au = Xxow em Bf
IVu| = 0 em Bi \ Q(u) (3.7)

u = 0 em B,

sendo a ultima igualdade no sentido do traco de Sobolev. Seja também T uma direcao
tangencial a By. Entdo

|87—U| < Cofna S Bf/?’
para Cy = Cy, (1 + HUHLOO(BfL)>'

Demonstragao. Pela estimativa Calderon-Zygmund (Teorema (A.3))),
we w (By,)ncte (B,),

para 1l < p <ooe0 < a < 1. De fato, para verificar que u € C*® <B;f/4>, podemos

considerar a extensao de u para B; através da reflexao

ﬁ'—{ w(wy, To,y ..., Ty), s T, >0,

—u(xy, 29, ..., —Ty,), se z, <O0.

Observe que @ possui laplaciano limitado, logo, por Calderén-Zygmund, & € C* (Bg /4)
e com isso, u € C1 <B§r/4>. Pelo Lema (3.8]),
AOu)* >0 em B

3/4°

Além disso, considere h uma solu¢ao do prolema de Dirichlet

3/4

h = |O,u] em OB

{Ah = 0 em BT
3/4"

Como Ah < A(9,u)* em B;/ 4» belo principio de comparacao,
(Oru)* <h em Bj,. (3.8)
Do fato de h ser harmonica, temos a seguinte estimativa:

HVhHLoo(Bj/Q) < CHhHLOO(B;'M)‘

Além disso, do Principio do Maximo e das estimativas W'? até a fonteira fixa (ver por
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

exemplo [26]), temos

Il < Clortl ey < Cn (Il +1)-

Portanto,
||Vh||L0°(Bf/2) <C, <||u||Loo(B;r) + 1> =: (.

Como u = 0 em By, entdo h = d,u = 0 em 9B},

(11,9, ..., 2,) € Bfﬂ, denotamos a sua projecao ' = (1, Ts,...,0) em (9Bf/2 N Bis

N By, C Bj. Com isso, para © =

e pela estimativa do gradiente de h temos,

() = h(z")]

< (.
|z — |

Sendo h(z') =0 e |z — 2’| = z,,, obtemos

h(z) < Cox,, em BIF/Q.

Portanto, da desigualdade obtida acima juntamente com (3.8)), segue que

|8TU| < Col'n. ]

1
Lema 3.11. Seja u € L2.(By) satisfazendo (3.7), 2° € Bf,er= idist(xo,Bi) =

loc

1
—(x0)n. Entao
2 D2 2
1
s wsc (3:9)
72 JB, (20 |z — 20—
_ 2
onde C = C, <1 + ||| w(Bf))'
Demonstragao. Da equagao Au = xq(y), temos
Oz tt] <14 |Opyyu| + - + |0,y yul,

logo,
n(l + ‘8119617“42 +oeet+ |a£13n7190n71u|2

0 zpu® <
< n(1+|V(Ouuw)* + -+ |V(0,, u)l.

Usando que |0,,.,ul* < |V(d,,u)|?, juntamente com a desigualdade acima, obtemos

|D*u)® = |V(Opnu)f>+ -+ |V(Os,_ u)|* + |V(Oy,u)?
< G (14 |V(Ouw))? + -+ V(0 _,w)]?) -
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

Assim, como
1 / dx -
— —_— <
2 0[n—2 )
72 Jp, oy |2 — 20"

para provar o lema, é suficiente mostrar que

2
—/ |vau’dm<0,

(x0) |ZE — JJ0|” 2

para qualquer diregao 7T tangencial a Bj. Afirmamos que v = 0,u satisfaz

/+ VoVepdr = /+ Xa ) Orpdz, (3.10)
Bl Bl

para toda ¢ € Wol’Q(Bfr). De fato, inicialmente note que
V(0:u)V = (Ory7u) (O p) + -+ + (O, r10) (O, 0)-

Se ¢ € CP(BY), entao 0,,p € C(B}) para todo i = 1,...,n. Logo, escrevendo
(Op;r0) (0, 0) = O-(0p,u)(0r, ) € usando integragao por partes, temos

0,010 0u)de = — | (@,00,0u0)dr = [ (0,00, (0r0)d
Bf Bf BY
em que usamos, na primeira igualdade, o fato de que 9., = 0 em OB; . Segue entdo

que

V(0-u)Vedr = —/

+
Bl

VuV(@Tgo)dx:/ Xa(u)Orpd,

+
Bl Bl

onde na tltima igualdade, usamos o fato de que O, ¢ uma funcdo teste em Bi .

Portanto,
/ VvVgpda::/ Xo(u) O-pd,
B By

vale para toda ¢ € C2°(B;). Como C° ¢ denso em Wy*, entdo a igualdade ¢ vélida
para toda ¢ € W&’z(Bf). Com isso, escolha a fungao teste ¢ = véwQ, onde G é uma

truncacao da solucao fundamental em xg, isto é,
G(z) = min{cy|z — 20|, 6>},
para algum 0 > 0 pequeno e ¢ € C;°(Ba, (7)) ¢ uma fungao corte que satisfaz
o<v <1 Vo< vDy< O
e ¢ =1 em B,(x). Substituindo ¢ em (3.10], obtemos
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

/B; Vo [(V0)Gu? + 0V(Gi?) | do = /Bl+ Yaw | (0-0)G? + v0-(Gy?)| de.

Portanto, usando o fato de que vVv = V(v?/2),

2
/+ \Vo?GyPde = —/+ \Y (v_) V(G@Z)Q)dqu/ Xa)(0-0)Gpdx
Bl Bl

2 B;L
+ / X0 (GY?)dz
B

= L+ 1+ Is.

Note que, pelo Lema , lv| < Chz, em B;L/Q (do Lema consideramos C,, =
Cllull ooty +1)). Além disso, se @ = (z1,...,2,) € Bar(20), entado , < 4r. Logo,

como r = 5(370)117
|v| <4C,r em Ba.(x).

Para simplificar as notagoes, denotaremos por BY a bola aberta de raio 7 centrada em

xo. Entao, supondo ¢ < r, temos as seguintes estimativas para I, I, e I3 em Bgr:

L = /BST\BgV(2>V(G1/J)dx /Bgv ) VG

v: . v? A v? A
_ / VNG — / Y0, (Cup?)yda + / Y0, (Cup?)da
B,\BY 2 0By, 2

0BY 2

n—2 _
/ v2ot"dx,
OBY

2
- / v <¢2AG +GAY? + QVGwﬂ) da —
By \BY 2
entao,
I, < / v (émﬁ n 2Vévw2) d
1 = X
By,\BY 2
1 ) i
— - V2 [ (20 A + 2|V ?) + AVGEV| da
2 Jpg,\0

< CHHUH%OO(BQT(QCO)) < Cnrz.

Usando o fato de que

1 1
X 0rv| < 3 (Ixaw[* +10-0]*) < 3 (1+ Vo),
entao ) {
L < —/ Gpda + —/ IVu|2Gap?dx
2 /g, 2 /g,
1 N
< Cor*+ —/ IVo*Gy?da.

2 /g,

Por fim,
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3. O problema de obstaculo sem restricao de sinal

I3 = / XQ(u)vﬁT(é¢2)da:+/ XQ(u)vﬁT(Gw2)dx
BY,\BY BO

)

= Xau)v*0,Gdzr + / Xa(uy GO dx

0 0 0
B27‘\Bé BQ’I‘\B?

< |v||vé|da;+2/ 0| |G||V|dx

BST\Bg B27'\B

S OTLTH/U”LOO(BQT(xO)) < Cn’I“Q.

Combinando as estimativas, obtemos
/ IVo2Gp?dx < Cpr?.
B27"(x0)

Como

/ |Vvy2édx:/ |Vv]2éz/12d:c§/ Vo|* Gy da,
B’r'(x()) BT'(J:O)

Boy (330)

fazendo 6 — 0, concluimos que

2
l/ VOE e
B

2 — 0[n—2
U P
O que prova o lema. O
y SN2, N
/ ! V- ="" "W J \
/ [ AR A TN \
/ | B -—-=-4 I'\\ \
\ N \
/I v/ \\ o // ! \ \
f A S _ /’ \\ \
\ - \
ll I/ S ’ ) \
| ; N - \ \
[ 1 S~ = o ____ |
+ +
B1/4 B1/2

Figura 3.3: Representacao do Lema [3.11]

Teorema 3.12 (Regularidade C™' até a fronteira fixa). Sejau € L>(B;) satisfazendo
(13.7). Entao u € C’l’l(B;r/4 UBj,) e

1%l g,y < G (1 Nl g ) -

Demonstragao. Seja xg € B;r/4 um ponto de Lebesgue para D?u e seja também e uma
diregao tal que d.u(zg) = 0. Argumentando como na prova do Teorema temos que

se v = O.u e £ = Vu(xg), obtemos a estimativa
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21614 < 1 + -
enl¢l” < lim &(p, v, v7),

* e v~ podem ser definidas como

para p > 0 suficientemente pequeno e as fungoes v
vt =max{v,0} e v~ =max{-v,0}.
Com base no que foi feito no Lema [3.11},
J(0,0%) <G,y
1., , 1 2
para § = §dlst(xo,Bl) = é(xo)n eC,=0C (1 + ||u||L<>o(Bf))' Do Lema (3.8} temos
AvE>0 em B;F/ "
Assim, pela formula de monotonicidade ACF (Teorema ,

2
21614 < i + o0 + o) = + - 2
el < Hm@(p, v, v7) < @80, 07) = J(6,07)(6.07) < Co (14 ullde )

Obtemos entdo, |¢| < C, independente da distancia entre z e Bj. Argumentando

exatamente como no Teorema concluimos que u € C 1’1(Bfr/ LU DB /1) €
| D*ull s,y < Co (1 + ||u||Lm(Bl+)) . 0
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Capitulo 4

Medida de Hausdorft

(n — 1)-dimensional da fronteira livre

Neste capitulo, estabelecemos algumas caracteristicas fundamentais das solucoes do
nosso modelo @ Demonstramos a propriedade de nao degenerescéncia das solugoes,
indicando que, de certa forma, as solugoes © nao diminuem mais rapidamente do que de
forma quadratica nas proximidades de pontos pertencentes a fronteira livre. Utilizamos
essa propriedade para mostrar que a fronteira livre I'(u) possui medida de Lebesgue
igual a zero. Mostramos também que I'(u) é localmente um conjunto de medida de
Hausdorff finita (n — 1)-dimensional em D. Em seguida, introduzimos o método de
rescalings e blowups. Por fim, apresentamos a féormula de monotonicidade de Weiss,

outra ferramenta tutil no estudo de blowups no contexto do nosso problema.

4.1 Estimativas de nao degenerescéncia

Pelo que foi visto nos capitulos anteriores, para solugoes do problema @, temos o
crescimento quadratico

M
sup u < u(zg) + 77"2,

By (z0)
para qualquer zo € I'(u), desde que B, (o) C D, onde M = ||D?u||z=(p). O Lema a
seguir tras a ideia principal da demonstracao da nao degenerescéncia do problema @
Lema 4.1. Seja u satisfazendo Au =1 em Bgr. Entao
2

supuzu(())—i-r—, 0<r<R.
0B, 2n

Demonstracao. Para a prova, consideraremos a fungao auxiliar
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

w(a) = u(a) - 2

em Bg. Como A(|z|*/2n) = 1, entdo w ¢ harmonica. Assim, pelo principio do maximo

para fungdes harmonicas, obtemos

2
u(0) = w(0) < supw = supu — =
B, 0B, 2n
Portanto,
2
supu > u(0) + —.
OB, ( ) 2n O

Lema 4.2 (Nao degenerescéncia do problema @) Seja u uma solugdo do problema

@ em D. Entao
> u(ag) + -
sup u > u(wg) + —
9By (20) 8n

para qualquer xo € Q(u), onde B,.(xy) € D.

Demonstragao. Inicialmente, supondo que zo € Q(u) com u(zg) > 0, consideraremos

a funcao auxiliar
|z — 20)?
2n

Temos que w ¢ harménica em B,.(zg) N Q(u). Além disso, como w(zy) = 0, segue do

w(z) = u(r) = u(zo) —

principio do maximo que

sup  w > 0.
O(Br(x0)NQ)

Note que, como O(B,(x9) N Q) = (0B, (x9) N Q) U (B, (xg) NON) U (OB, (x9) NON) e

|z — x0?

w(e) = —u(ag) = £

<0 em 0Q(u),

visto que u(z) = 0 em 02(u), entdo o maximo ¢é atingido em 9B, (zg) N €2, isto é,

sup w > 0.
8B, (z0)NQ
O que nos da
2
sup w = sup u—u(:co)—r— > 0.
9B, (zo) B, (o) 2n
Logo,
2 2
sup u > u(xg) + — > u(xo) + —.
OB, (o) ( 2n 8n

Caso xg € Q(u) com u(xy) < 0, ao analisar v na bola B, 5(x¢) teremos duas possibili-

dades: u ¢é positiva em algum ponto de B, /(o) ou u(x) < 0 para todo x € B, /2(o).
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

Com efeito, supondo que existe y € B, 2(xg) tal que u(y) > 0 (e com isso y € Q(u)),
entao, pelo que foi visto,
(r/2) ,?

> —.
= u(l’o) + 87’L

sup u > sup u > sup u > u(y) +
OB(x0)  Brw))  Bup(y) 2n
Sendo a primeira desigualdade devida ao fato que, por ser solu¢ao do problema @, u é
sub harménica em B, (z¢). No caso em que nao existe y € B, 3(x¢) com tal propriedade,
temos que u < 0 em B, /5(xp). Afirmamos que v < 0 em B, 5(x¢). De fato, se u atinge
0 (valor maximo) em algum ponto de em B, /5(%), como v ¢ sub harmonica, pelo
Principio do Maximo Forte, obtemos que u é identicamente nula em B, 3(x), o que é
um absurdo, pois u(zy) < 0. Com isso, temos que B, 2(xg) C Q(u) e portanto, Au =1
em B, /5(7). Com base no Lema , concluimos que
2

sup w > sup u > sup u > u(xg)+ —.

8B, (20) By (z0) B, /a(0) 8n
O que encerra a prova do resultado sempre que zy € Q(u). Por fim, analisando o caso
em que g € JQ(u), consideraremos uma sequéncia de pontos {zy }reny em Q(u) tal que
T — o e definimos 1, == r — |z — 2p|. Tomando k suficientemente grande (de modo
que tenhamos 7, > 0 ou equivalentemente, que os termos da sequéncia pertencam a

B, (x)), temos que B,, (zx) C B,(x9) € D. Assim,

2
sup u > u(zy) + =%,

e usando a continuidade de u, obtemos o resultado desejado fazendo k — oo. O

Corolario 4.3 (Nao degenerescéncia do gradiente). Nas mesmas hipdteses do Lema

vale a sequinte desigualdade:

sup |Vu| > cor,
By (z0)

onde cy € uma constante positiva que depende somente de n.

Demonstragao. Do Lema [4.2] temos que

sup (u—_wo)) > I
OB, (o) T 87L

Por outro lado, do Teorema do Valor Médio, [20], obtemos para = € 9B,(x)
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

u(x) — u(wo)

 [Vu@)lle — |
- T

= [Vu(0)],

onde 0 = (1 —1t)-x+t-z9com0<t<1 Com isso, § € B,(xy) e concluimos que

u — u(xo) o

sup |[Vu| > sup |Vu(f)| > sup 5 -
n

By (zo) OB (x0) OB (x0) r

4.1.1 Medida de Lebesgue da fronteira livre

Antes de obtermos os resultados sobre a medida de Lebesgue da fronteira livre,
apresentamos a definicao de porosidade de um conjunto mensuravel e relacionamos

esse conceito com a medida de Lebesgue de tal conjunto.

Definicao 4.1. Dizemos que um conjunto mensurdavel £ C R" é poroso com uma
porosidade constante 0 < 0 < 1 se toda bola B,.(x) contém uma bola menor B, (y) tal
que

Bs(y) € Br(z) \ E.

Além disso, dizemos também que E é localmente poroso em um conjunto aberto D
se E N K é poroso (ndo necessariamente com a mesma constante de porosidade) para

qualquer K € D.

Observagao 4.2. A densidade superior de Lebesgue de um conjunto poroso F em um

ponto xg, definida por
lim sup —’E N B, (o)
r—0 |Br|
¢ menor do que 1. De fato, como E é poroso, existe 0 < § < 1 e y € B,(x) tal que
Bs:(y) C By(x0) \ E. Assim, como |E N B,(xy)| = |B.(z0)| — | Br(x0) \ E|, temos

EnNnB, ) B, — |Bs,
limsup| (o) < lim sup| (o)| — |Bsr(y)]

= =1-4"<1.
r—0 |Br| r—0 |Br|

Proposicao 4.4. Sejam E, D C R", sendo D um aberto. Entao valem as sequintes
afirmacoes:

(a) Se E € poroso, entio |E| = 0.

(b) Se E é localmente poroso em D, entio |E N D| = 0.

Demonstragao. Supondo que E é poroso, pelo Teorema de Densidade de Lebesgue ([19,
Teorema 2.2.1]), temos que a densidade de Lebesgue é 1 para quase todos os pontos
de E. Além disso, com base em [17, Teorema 14.3.2], o conjunto de pontos de E onde

a densidade nao é 1 tem medida nula. Assim, podemos escrever £ = A U Z, onde
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

a densidade de E existe e ¢ igual a 1 em todos os pontos de A e |Z| = 0. Porém,
pela Observacao concluimos que A = @ e portanto, |E| = 0. Se E for localmente
poroso, usando o mesmo argumento do primeiro caso, obtemos que |E N K| = 0 para
qualquer K € D. Para mostrar que |E'N D| = 0, note que, como D é aberto, podemos
considerar para cada a € D a bola B, = B,(4)(a) tal que B, € D. Assim, D = U B,.
a€D

Pelo Teorema de Lindelof, [20], D admite uma subcobertura enumeravel D = U B, .

keN
Como |E N B,,| = 0 para todo k € N, obtemos que

END|=|En|JB.|=|JENB,)| <Y |ENB,|=0.
k=1 k=1 k=1 U

Lema 4.5 (Porosidade da fronteira livre). Seja u solugio do problema (O) em D.
Entao T'(u) = 02N D € localmente poroso em D.

Demonstracao. Seja K € D, xy € I'(u) e B.(xy) C K. Como o gradiente de u ¢
continuo (u € C™'), usando a ndo degenerescéncia do gradiente (Corolario [4.3)), existe
y € m tal que

Vu(y)| = Fr.

Além disso, sendo Vu lipschitz, para z € By, (y) (onde § sera escolhido de forma
conveniente), temos que

[Vu(y)| = [Vu(z)] < [Vuly) = Vu(z)| < Clz —y| < Cor.

Logo,
%r — Cor < |Vu(y)| — Cor < |Vu(z)|.

¢
Tomando § = —0, obtemos

4C

. Co
inf |Vu(z)| > —r > 0.
B(sr(y)‘ ( >‘ — 4

Isso implica que
B;, C B.(x0) NQ C By(x) \ T,

onde § = min{J, 1/2}. Portanto, a condi¢do de porosidade ¢ satisfeita para qualquer
bola centrada em I'(u) e contida em K. Isso ¢ suficiente para concluir que I'(u) N K é

poroso. Assim, I'(u) é localmente poroso em D. O

Corolario 4.6 (Medida de Lebesgue de T'). Seja u solu¢ao do problema (O]) em D.

Entao I'(u) tem medida de Lebesgue zero.
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

Demonstragao. A demonstragao segue diretamente do Lema [4.5] e da Proposigao [4.4]
U

Sobre a densidade do conjunto Q(u) temos o seguinte resultado:

Lema 4.7 (Densidade de Q). Seja u solugio do problema (O]) em D e x5 € I'(u).

Entao
| B, () N Q(u)]

> P,
|Br|

onde B,(z0) C D e 8 depende somente de ||D*ul|r~(py € da dimensio.

Demonstracao. Na demonstragao do Lema mostramos que para cada zg € I'(u) é

possivel obter y € B, /s(z9) e 0 < 0 < 1 tal que B; (y) C B,(x0) N Q(u). Logo,

|B(w0) N Qu)| _ B, (y)|
Bl - s O -

4.2 Medida de Hausdorff da fronteira livre

Na secao anterior, foi demonstrado que a porosidade da fronteira livre implica que
sua medida de Lebesgue é nula. Agora, vamos mostrar que tal propriedade possui

relagao com a dimensao de Hausdorff da fronteira livre, que ¢ igual a n — 1.

Definicao 4.3 ([13]). Seja ACR", 0 < s < oo e0<d < oo, escrevemos

HI(A) = inf{za(s) (d1aI;Cj) tAC |G diamC; < 5},
j=1 j=1

onde

Além disso, definimos

H(A) = lim H5(A) = sup Hj(A).

6—0 §5>0
Chamamos H* de medida de Hausdorff s-dimensional em R".

Observagao 4.4. H’® é uma medida regular de Borel em R", para todo 0 < s < o0;

ver |13, Teorema 2.1].

Observagao 4.5. A condi¢ao d — 0 faz com que as coberturas se ajustem a “geometria

local” do conjunto A.
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

Observagao 4.6. Na definicao,
I'(s) = / e " ldr (0 < s < o0)
0

é a funcao Gamma.

Observacgao 4.7. Note que
|B,| = a(n)r",

onde B, C R" & a bola aberta de raio r centrada na origem.

Lema 4.8 (Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional de T"). Seja u uma solu¢ao do
problema do obstdculo @ em um conjunto aberto D C R"™. Entao,

H" (T (u) N K) < oo,
para todo K € D.
Demonstragao. Inicialmente, definimos
vi=0,u, 1=1,....n e E.:={|Vu| <e}nQu).

Notemos que

1= |Au)* < an Vv em  Q(u).
i=1

Entao, para um conjunto K € D arbitrario, temos

n

|IKNE.|= / dx < C, |V |*dr < C, / (V|2 dz, (4.1)
KNE. Z ; Kn{|vi|<e}nQ

KNE: 575

onde a segunda desigualdade vem do fato de que
{[Vul <e} c{|lu| <e, i=1,...,n} ={|Vu| <evn}.
Para estimar o lado direito da desigualdade, usaremos o Lema que nos da

/ Vi) Vedr <0, i=1,...,n,
D

para toda ¢ € CS°(D) e, por densidade, para toda ¢ € Wy*(D). Assim, para obter a

estimativa desejada, escolheremos a funcao teste p = ¢5(vf)¢, onde
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

0, se t <0,
Ye(t) =14 7', se 0<t<e,

1, se t>¢

e ¢ € Cg°(D) & uma fungao corte nao negativa tal que ¢ = 1 em K. Como

0, se t<0,
O ovF) O, OvF _Ov .
L = t o — —r O<t< - 17 SR )
z; vy Oz © ox;’ > s U n)
0, se t>e¢g,

entdo V(. (v¥)) é igual a e 'VoF em {0 < vf <c}eé0em D\ {0 < v <e}. Com

isso, obtemos que

/D VE)V (e (vF)p)dr = /D V(0 )V (. (o) b + /D V() V(e (o) de

- / IV (v Pe L pd + / V() V(v (vi))dz
{0<vii<s} D
07

IN

o que implica que

/ V()Pde < e / V()P
Kn{jv;|<e}nQ {0<]vs|<e}

< /D 1V (00) V][4 (v

< /D V()| Vo|de

< CnHDQUHLOO(D) =C,M,
onde M = || Du| 1 (p). Entéo, substituindo em ([4.1)), temos
|[K N E.| <CeM, (4.2)

onde C' = C(n, K, D). Pelo Teorema da Cobertura de Besicovitch, [I3, Teorema 1.27]
e sabendo que K é compacto, podemos considerar uma cobertura de [' N K por uma
familia finita {B;};c;r de bolas abertas de raio € centradas em pontos de I' N K tais
que cada ponto de I' N K pertenga a no maximo N,, bolas de {B;};c;. E parae > 0
suficientemente pequeno, podemos assumir que B; C K’ para todo i € I, onde K’ é
um compacto um pouco maior do que K, de modo que K € int(K’) € D. Como

u € CYY(D), para zg € I'(u) e x € B.(x), temos
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

|Vu(z)| = |Vu(x) — Vu(zy)| < M|z — xo| < Me.

Assim, em cada B; vale que |Vu| < Me, o que nos diz que B; NQ(u) C Ej. para todo
i€ I. Como B; C D para cada i € I, pelo Lema [4.7 temos,

BN Q)
| Bil

> [ >0, paratodo i€ l.

Dai, obtemos

Z|B|<BZ|B ﬂQ|<BZ|BiﬂEM5|. (4.3)

i€l i€l el
Além disso, como cada ponto de I' N K pertence a no maximo N, bolas da familia

{Bi}icr, vale a seguinte desigualdade:

ZXBmEME < ZXBi < N,.

iel iel
Logo,
Simam = [ a5 s
iel iel Y BiNBe (UB)NEM: jeg
< N, dr < N, dx
(UBs)NE e K'NEne
= N,|K' N Epel.

Portanto, substituindo em (4.3) e utilizando (4.2)), segue que

CN, M?c

N,
> 1B 5| el 3

icl
Como

SOIB = a(m) Y&,

el el

temos a estimativa

iel icl a(n)ﬁ

Fazendo € — 0, concluimos que
H" (T (u)NK) < C(n,M, K, D),

0 que prova o Lema. 0

Observagao 4.8. Na demonstragao do Lema acima, o Teorema da Cobertura de Besi-
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4. Medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira livre

covitch é valido para uma cobertura de bolas fechadas do R" tais que sup diam B; < oo
(o que é garantido, pois diam B; = 2¢ para todo i € I). Porém, corzrfcl) K ¢é fechado,
o Teorema de Borel-Lebesgue (J20, Teorema 1.23]) garante que é possivel cobrir K
por uma familia finita de bolas abertas de raio € centradas em pontos de K. Assim,
podemos tomar inicialmente uma cobertura por bolas fechadas de I' N K (fechando as
bolas da cobertura mencionada anteriormente nos pontos em que K se intersecta com
I') e ap6s aplicar o Teorema da Cobertura de Besicovitch, consideramos novamente as
bolas abertas e notamos que cada ponto de I' N K continua pertencendo a no maximo

N, bolas.
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Capitulo 5
Regularidade da fronteira livre

Nosso objetivo neste capitulo é obter as regularidades Lipschitz e C' da fronteira
livre para o Problema de Obstaculo @ Para isso, inicialmente definimos as classes
de solugoes e apresentamos algumas propriedades relacionadas aos rescalings e blowups
que também serao definidos. Além disso, abordaremos a formula de monotonicidade de
Weiss que assim como a féormula de monotonicidade ACF, vista no Capitulo 3, é uma

poderosa ferramenta no estudo de problemas de obstaculo, em particular do problema

(O).

5.1 Classes de solugoes, rescalings e blowups

Nesta secao, definiremos as classes de solugoes locais e globais do Problema de
Obstéculo e propriedades sobre rescalings e blowups destas solugoes. Tais conceitos

serao utilizados durante todo o restante do capitulo.

5.1.1 Solucgoes locais e globais

Definigao 5.1 (Solugdes locais). Dados R, M > 0 e zg € R", definimos Pg(zo, M)

como uma classe de solu¢des C*' do problema (O)) em Bg(zo) tal que
o [ D%ull ooty < M,
o 1y € ['(u).

Usaremos a notagao abreviada Pr(M) para a classe Pr(0, M).

Para que possamos obter solucoes em todo o espaco R" que cresgcam quadratica-
mente no infinito, tomaremos formalmente R = oo na definicao acima. Nesse sentido,

definiremos também a classe de solugoes globais.
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5. Regularidade da fronteira livre

Definigao 5.2 (Solugoes globais). Para dados M > 0 e zy € R" consideraremos

P.(xg, M) como a classe de solugoes u € C’llo’c1 de (O] em R™ que satisfazem

) ||D2U||L00(Rn) S M,
o 1y € ['(u).

A classe Py (0, M) também sera denotada por Py (M).

5.1.2 Rescalings e blowups

Note que as propriedades de scaling e translagao sao aproveitadas pelas classes
definidas acima. Mais precisamente, queremos dizer que, se u € Pg(xg, M) e A > 0,
entao o rescaling de u em x(, definido por

u(zo + A\x) — u(zo)

'U/)\(JZ) = ’U,xo)\(l) = 2 , €T € BR/>\7 (51)

serd de classe Pr/x(M). A partir dessa observacao, em geral, apresentaremos os resul-
tados para as classes normalizadas Pr(M) ou P (M), visto que o rescaling recupera
as informacdes para as classes Pr(zo, M). Observe que, como |D*uy| = |D?ul, para

u € Pr(M) os rescalings uy satisfazem
’DQU)\(.%)‘ S M em BR/A;

para todo A > 0. Além disso, como uy € C"'(Bg/,) (sao solugdes de @), vale

também, para x € Bgy»,
M
Vur(z)] < Mlz| e fu(@)] <[],

onde a primeira desigualdade vem do fato de Vu, ser lipschitz e de 0 € I'(uy) e a

segunda desigualdade pode ser obtida via expansao da Taylor:

uy(x) = ux(0)+ Vuy(0) -z +/0 (1 — t)D*uy(tx) - 22dt

< 1Dus(t) il [ (1=t
0

M
< )’
2

Bprya

Portanto, usando a imersio compacta de C*' em C'® com 0 < a < 1, podemos

encontrar uma sequéncia A = A; — 0 tal que

Uy, — Up em CL*(R"),

loc
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para qualquer 0 < a < 1, onde ug € C’llo’c1 (R™). Diremos que a funcao ug obtida acima

é um blowup de u em z, (ver Figura[5.1).

Figura 5.1: Blowup sobre uma sequéncia de raios \; e centro fixo.

Observagao 5.3. Por [22], Proposicao 3.17], ug ¢ uma solucao global do problema @
Mais precisamente, uy € Ps(M).
Observacgao 5.4. Outra observacao importante é que a unicidade de ug nao é garantida

a priori, visto que diferentes sequéncias \; podem levar a diferentes funcoes limites u,.

A observacao acima nos leva a obter uma versao generalizada de blowups, onde
temos uma sequéncia de pontos da fronteira livre {z,} ey tal que z; — ¢ e temos uma

variagao dos centros ao invés de um centro fixo. Assim, consideramos os limites

Ug,x;, — Ug €M CL*(R"),

loc

para qualquer 0 < a < 1, quando A\; — 0. Chamamos vy de blowup sobre a
sequéncia z; — z, (Figura[5.2).

Figura 5.2: Blowup sobre uma sequéncia de raios A\; com centros x; — .
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5. Regularidade da fronteira livre

5.2 Foérmula de monotonicidade do tipo Weiss

Nesta secao, definiremos o funcional energia de Weiss associado ao Problema de
Obstaculo @ e provaremos a féormula de monotonicidade de Weiss assim como o fato
de que qualquer blowup de u em um ponto da fronteira livre é uma funcao homogénea
de grau dois. Para mais aplicacoes dessa formula de monotonicidade relacionadas ao
problema @ e referéncia complementar sobre a prépria férmula de monotonicidade

podemos citar |22, 25].

Defini¢ao 5.5. Para uma soluc¢do u € Pr(xg, M) e 0 < r < R, definimos o funcional

energia de Weiss

1 / 2 2 2 —1
(|Vul* + 2u)dz — / uwdH" .
"2 J B, (20) "3 B, (x0)

Usaremos a nota¢ao W (r,u) para W (r,u,0).

W(r,u,xg) =

Considerando o rescaling u, = u,,, como definido em ({.1]), obtemos a seguinte

propriedade para o funcional W:

Wosam) — L /Bmm)(|w<y>|2+2<u<y>—u<xo>>> "

rn 8n+2 T2

2 2
- n—1en+3 / U(?{l) dHZZLil
T S 8Br5($0) T
B 1 / (\Vu(:no +rz)|? + 2(u(xo + rr) — u(a:o))> P

rn8n+2 ,,a2
2 / u(xo + Tx)2r"’1dH;“1,
7’”_1 Sn+3 9B, 7’4
entao,
1 2 2 2 -1
W(rs,u,zo) = pee /BS (|Vu,(2)]* + 2u,(z)) do — i3 /833 ur(z)“dH}
= Wi(s,u,),

para qualquer 0 < r < Re 0 < s < R/r. Essa observa¢ao ird nos auxiliar para
demonstrar a formula de monotonicidade. Para simplificar a notagao, consideremos o

operador
NagyV = (v — 20) - V() = 2[v(2) —v(20)], (0'v = Jfpyv).

Teorema 5.1 (Féormula de monotonicidade de Weiss). Seja u € Pg(xo, M) uma so-

lu¢ao do Problema @ Entao r — W (r,u,xo) € uma fungao absolutamente continua
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nao decrescente para 0 <r < R e
d %% 2 / 2 n—1
dr (T7U7x0) B rntd /8B'r(fl30) |a(m0)U| e

para todo 0 < r < R. Além disso, se o funcional W (r,u,xy) é constante parary <r <

ro, entao u — u(xg) € homogénea com respeito a xg, isto €,
Nyt = (T — x0) - Vu(w) = 2[u(r) — u(wo)] =0 em By, () \ By, (o).

Observacao 5.6. Um resultado que convém ser mencionado é que, uma funcao
f : R® — R é& homogénea de grau k se, e somente se, vale a relacao de Euler
Vf-x=kf(z) (Teorema de Euler).

Demonstragcao. Usando a propriedade de scaling para o funcional W, temos

d d d d
Sw - —W(l,u,) = —(|Vu,|? + 2u,)dz — 2 —(u2)dH"".
= (r,u, xq) = (1,u,) /BT(IO) dr(| Uy | u)dx /BBT(IO) dr(ur)

Agora, note que

d d ([ Ou, d [ Ou,
g V) = <5 (8)01_(83:))
(0 () 0 (au
— \Oxy \dr ) Oz, \ dr
du,
- (%)

‘ du,  d (u(xe+rr) —u(To)
dr — dr ( 72 )
_ rVu(zg +rx) -z — 2r(u(zo + rx) — u(w))
e
 Vu(zo+rz)-x 2(u(re + 1) — u(zo))
B 72 73
 Vu(z)-z 2u(z)
B r o
~ du,
= —

Dai, integrando por partes, obtemos
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d
—W

dr (T,U, Zlﬁ'[))

/ [2Vur-v (dur) +2dur] d:v—Q/ 2urdurdH"_1
B dr dr 8B, dr
/ / /
2/ [Vur-v(aw) +8“T}da:—2/ QuTaurdH"_l
B r r 0B, r
/ / /
2 </ —Auraurdx +/ aurﬁyurdH”_l —I—/ r dx)
B r oB, T B T
J'u,

dHn—l

—2/ 2,

0By

)
By

r

2
(—Au, + 1) dupde + =
”

r

/ (Ou, — 2u,) Ou, dH™
0B

Afirmamos que (—Au, +1)du, = 0 quase sempre para solu¢des do Problema @

Com efeito, se z € Q(u

), entdo Au, — 1 = 0. Por outro lado, se x € D\ Q(u), entao

du, = Vu, - —2u, = 0.

Além disso, como v é um vetor na dire¢ao normal externa a 0By, vale que d,u, = x-Vu,

em 0B;. Com isso, segue que

d 2
—W(r,u,zo) = - / (z - Vu, —2u,) u,dH"!
dr T JoB,
2
- _/ |0, | dH™ 1,
T JoB,
Como
du, = Vu.(z) z—2u(z)— u,.(0)]
_ v (u(xg + T’ZUQ) - u(xo)) . 2u(:1c0 + TZB2) — u(xo)
r r
_ Vu(zo +rz) . 2[u(xo + ra) — u(xg)]
B r r?
_ Vu(y) (Y —To) 2[u(y) — u(wo)]
r r r?
_ gy
rz
podemos desfazer o scaling e concluimos que
2
d 2 0\ U
—W(r,u,zg) = —/ ( g) rrd
dr T JoB.(wo)| T
2 2 n—1
- rntia /83 (z0) |82900)u| dH"".
r{Z0

Por fim, se W(r,u, xo)

¢é constante para r; < r < 7y, entao
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5. Regularidade da fronteira livre

2 N
T"+4/ ( )‘8{x0)u‘ dH 1:07 r e (Tl,T’Q),
r(Z0

implicando que 9, yu = 0 em B,,(z0) \ By, (20), 0 que encerra a prova. O

Observagao 5.7. Como a fronteira livre do problema @ possui medida de Lebesgue
igual a zero (Corolario , a funcao u, é suave em quase todo ponto. O que justifica a
utilizagao do Teorema de Schwarz para derivadas parciais mistas da a funcao u, dentro

da integral na demonstracao acima.

Corolario 5.2 (Homogeneidade de blowups). Seja u € Pr(xo, M) € ug = lm g, »,
j—o0

um blowup de uw em xy. Entao ug é homogénea de grau dois, isto ¢,
up(\z) = Nug(r), = €R" A>0.

Demonstragao. Pela regularidade das solugoes g, »,, podemos assumir que g, »; — o

em CL%(R™). Entdo, temos as seguintes igualdades

W(r,up) = Hm W(r, uy, ;) = lim W(Ajr,u, ) = W (0T, u, xq),

J—00 J—00

para qualquer 7 > 0, o que significa que W (r, ug) é constante. Assim, pelo Teorema/s.1}
temos que x - Vug — 2ug = 0 para todo x € R". Portanto, uy é uma funcao homogénea

de grau dois. O

5.3 Regularidade C! da fronteira livre préoxima a pon-

tos regulares

Nesta secao, analisamos a fronteira livre do Problema Obstéaculo préoxima aos pontos

regulares que serao definidos a seguir.

Definicao 5.8 (Pontos regulares). No Problema (O]), 2o € I'(u) ¢ um ponto regular

se todo blowup ug de u em xy é uma solu¢ao no semiespago.

Isto significa que os rescalings

Ur(T) = Uy () =
convergem, sobre uma sequéncia r = r; — 0, para a solu¢ao no semiespaco

o) = %[(w )'%, zER"
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5. Regularidade da fronteira livre

onde e € S"!. Inicialmente, apresentaremos um resultado sobre uma propriedade
flatness de I'(u) (pode ser traduzido como “achatamento”; ver Figura [5.3)) que sera

obtido a partir da proximidade de u com uma solugao no semiespago na norma L.

Figura 5.3: Propriedade flatness de I'(u).

+2
Lema 5.3. Seja u € Pi(M), € > 0 e uy(z) = x; uma solugdo no semiespaco tal
que
HU — UOHL(’O(Bl) <e.
Entao,

u>0 em {z,>V2}NBHBy,
u=0 em {zx, < —-2vne}N Byp.

Em particular,
I'(u) N By C {]an| < 2v/ne}.

Demonstracao. Seja y € {x, > V2e} N By, entao

Pela hipotese de proximidade entre u e ug, temos que ug(y) — u(y) < € e portanto,

u(y) > up(y) —e > 0.

O que mostra a primeira afirmag¢ao. Para mostrar que u = 0 em {z,, < —2y/ne} N By s,
inicialmente note que, se y € By \ Q(u), ndo ha o que provar. Tomemos entdo y €
Qu) N By N {z, < 0} e definimos r := —y,, > 0. Com isso, pela nao degenerescéncia
de u, temos .

sup > u(y +cr2, c=—.
Br(y) & 2n
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5. Regularidade da fronteira livre

Pela definicao de r, B,.(y) C {z, < 0}. Logo, uyp = 0 em B,(y) e consequentemente,

usando a hipétese inicial, |u| < e em B,(y). Portanto,

e > sup u > u(y) +cr® > —e+cor’.
Br(y)

O que implica que 2¢ > ¢r?. Disso, temos que

Yp = —T 2 —/ — = —2¢/ne.

C

A desigualdade acima nos diz que

Q(u) N Bl/g C {l‘n > —2\/n_€}

Podemos desconsiderar a intersegdo com {z, < 0} pois {z,, > 0} esta contido na-
turalmente em {z,, > —2v/ne}. Tomando agora zy € {z, < —2v/ne} N By, temos
que zg ¢ Q(u) e com isso, u(xg) = 0, provando a segunda afirmacdo. Por fim, seja
agora y € I'(u) N By /2. Supondo por absurdo que [y,| > 2v/ne, entdo y, < —2v/ne ou
Yn > 2¢/ne. Como 2v/ne > /2, ndo podemos ter y, > 2v/ne, pois, caso contrario,
terfamos, pela primeira afirmacdo, u(y) > 0. Sendo entdo y, < —2v/ne, definimos
r = min{—2v/ne — y,,1/2 — |y|}. Como B,(y) C {x, < —2v/ne} N By s, pela segunda
afirmagao, u = 0 em B,(y). Portanto, B,(y) C B; \ Q(u), um absurdo, visto que
y € I'(u) = 0Q(u) N By. O

Como uma consequéncia do Lema[5.3, obtemos a seguinte propriedade, denominada

flatness, da fronteira livre em pontos regulares.

Proposicao 5.4 (Propriedade flatness de I'(u)). Seja u € Pi(M) uma solugdo de (O))
tal que O € um ponto regular. Entao para qualquer o > 0 eziste ro = r,(u) > 0 tal que

[(u) € o-flat em B, para qualquer r < r, no sentido que
F(uyNB, C{lz-e| <or},

para alguma dire¢ao € = e, .

Demonstra¢ao. Supondo por absurdo que a proposi¢ao nao vale para algum o > 0,
entdo existe uma sequéncia r; — 0 (com 0 < r; < 1) tal que I'(u) néo é o-flat em
B, /2. Como o rescaling u,; ¢ definido em By, (e em particular em Bj), entdo a
suposicao ¢ equivalente a dizer que I'(u,,) nao é o-flat em Bjj;. Sendo 0 um ponto
regular, podemos assumir sem perca de generalidade que u,; — ug em C’llo’?(R"), onde

1
up(z) = §($:{)2 Entao, dado € > 0, para j > j. terfamos que |u,, — ugl/r=(p,) < € e
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5. Regularidade da fronteira livre

portanto, pelo Lema [5.3],
F(U,«J.) N Bl/g C {‘In‘ < Cn\/g}

1
Com isso, escolhendo o > 0 tal que C,,v/e < 50, obtemos que I'(u,,) ¢ o-flat em B s,

uma contradicao. 0

A seguir, mostraremos que a proximidade dos rescalings u,; em relagao a ug, na
norma C*, resulta na regularidade Lipschitz de I'(z). De maneira mais precisa, demons-
tramos que as derivadas direcionais Jesu sao nao negativas proximas & pontos regulares,

para um certo cone de direcoes. Para isso, precisaremos do fato de que a solucao no

+

n)Q é mondtona crescente em qualquer direcao e € Cs N dBy,

. 1
semiespago uy(z) = 5(1:
onde

Cs={x eR":x, >0z}, 2'=(x1,...,20-1).

Para verificar tal monotonicidade, note que
Ootig(x) = Vug(z) e = (0,...,27) e >0,

visto que, e, > d|e/| > 0. Na verdade precisamos da seguinte afirmagiao ainda mais
forte:

0 0ty —up >0 em By, para qualquer e € Cs N IB;.

Com efeito, como e € Cs N 0By, vale que
o2 > 2lel|? = 5(1 - e2),

dai, e, > . Disso, segue que

4]
V1462
1 1
S L0 — — slate, — —(at)? >t (07— —
U — Ug z e 2($n) >z, Niews 5%
> b ( ! — 1) >0
- "\ 2) 7
No lema a seguir mostraremos que essa propriedade ¢é instavel em relacao a aproxima-

coes C.

Lema 5.5. Seja u uma solugdo de @ em B e suponha que para uma certa diregao

e e uma constante C' > 0, temos
COsu —u > —eg em By, (5.2)

com g9 < 1/8n. Entao
COcu —u >0 em DByj.
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5. Regularidade da fronteira livre

Demonstragdo. Supondo que o lema nao é verdade, tomemos y € By, N Q(u) tal que

COou(y) — u(y) < 0. Entao, consideramos a fungao auxiliar
1 2
w(x) = Coou(x) — u(r) + %|x —y|*.

Afirmamos que w ¢ harmoénica em Q(u) N By/2(y), w(y) < 0ew > 0 em 9Q(u). De
fato, como
Aw = COe(Au) — Au + 1,

temos Aw = 0 em Q(u) N Bys(y). Além disso, pela suposicao inicial,
w(y) = Cleuly) —u(y) < 0.
E por (53,
1
w(x) = 2—|x —y*>0 em 9Q(u)N B.
n

Com isso, pelo Principio do Maximo, w tem um infimo negativo em 9(2(w) N By/2(y)).

Porém, escrevendo
O(€2(u) N Bz (y)) = (92 (u) N Biya(y)) U (0B1/2(y) N2 (w)) U (9By2(y) N2 (w))

e usando o fato de que w > 0 em 0€(u), entdo o infimo na verdade é atingido em
0B1/2(y) N Q(u), isto &,

inf w= inf w < 0.
0B /2(y)N& O(Q2NBy/2(y))

Temos entao que

1 /1)?
inf . w= inf COot —u + — <—> < 0.
9B /5 (y)NQ 9By 2 (y)NQ2 2n \ 2

Portando,

1
inf (Coeu —u) < inf (COeu —u) < ——,
By 9B /2 (y)NQ 8n

1
o que é um absurdo, pois gy < 3 0
n

No lema a seguir, demonstraremos a monotonicidade direcional a partir das apro-

ximacoes C' por solugdes no semiespaco.

1
Lema 5.6 (Monotonicidade direcional). Sejam u € Pi(M) e ug(x) = 5(:1:';)2 tais que

sup ju —ug| <e e sup|Vu— V| <e, (5.3)
Bl Bl
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5. Regularidade da fronteira livre

para algum ¢ > 0. Entao

1
(a) See < 97 entdo u > 0 em By s,

)
(b) e < T com § € (0,1] implica Ogu > 0 em By o, para qualquer e € Cs.
n

Demonstracao. Pela condicao , temos que
§ (Ot — Oeuig) —u+1up =0(Vu-e—Vuy-e) —u+uy > —0"'e—e.
Entao, usando que
0 '0eug —up >0 em B;, para qualquer e € C;N OB,

)
e supondo ¢ < —, obtemos
32n

1 2 1
57 Dot —u > 5 ety — g — 5 e —e > —ce—e> ——e > ——
u u = Uo Uo g [ 65 g = 55 = 16n

1
em B;. Assim, pelo Lema , considerando ¢p = Ton’ temos que
n

0 10u—u>0 em By, para qualquer e € Cs N 0B;. (5.4)

Além disso, como

) 1
— oo <e< — < —
Hu uOHL (B1) S €= 39n — 32n’

pelo Lema [5.3]

1
u=0 em Ty, < ———= > N By
{ Nﬁ} i

Em particular, tomando 6 = 1 em ([5.4)) e multiplicando por e ¥, podemos ver que
Do(e™%%u(x)) = e %0 —ue e - e = e **(Jeu — u) > 0,

para qualquer e € Cs N 0By. Assim, definindo v(z) = e™u(x) e w(t) = v(x + te,),
temos que
w'(t) = Vou(x +te,) - e, = 0., v(x + te,) > 0,
1
sempre que r + te, € Byj. Tomando T' > 0 tal que z, — Te,, < ———= para cada

2v/2

r € Bys, obtemos

e~ () = w(0) 2 w(=T) = e Ty(z —Te,) = 0.
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Logo, u > 0 em By 5. Por fim, do item (a) e de (5.4), concluimos que

Oeu > 6u >0 em B, para qualquer e € CsNOB;. O
A seguir, apresentamos uma versao em escala do Lema [5.6]

Lema 5.7 (Monotonicidade direcional (versao em escala)). Seja u € Py(M) uma so-

+

)2 ¢ um blowup de

lugao do problema (O)) tal que 0 é um ponto reqular e ug(z) = 5(30

w em 0. Entao para qualquer § € (0,1] existe rs = rs(u) > 0 tal que
(a) w>0 em B,,,
(b) Ocu > 0 em B,, para qualquer e € Cs.

Demonstra¢ao. Como 0 é ponto regular e ug € um blowup de u em 0, existe uma
sequéncia r; — 0, com 0 < r; < 1, tal que u,, — ug em C’ﬁf(R”) (em particular

converge em By), isto é,

||U7»J. — U0||Cl,a(31) — O

Com isso, existe js tal que, para j > js, temos

)
e sup|Vu,, — Vuyg| < ——
B1

— < .
P [tr; = ol = 32n

= 32n

Logo, pelo Lema 5.6 temos, fazendo § = 1,

up; 20 em Brj,
2

assim como

Oeti;, > 0 em Br]% )
Tjs .
Escrevendo rs = 5 e desfazendo o rescaling, obtemos que

u>0 em B, e Ju>0 em B,,, paraqualquer e € Cs. 0
Como consequéncia do lema acima, temos o seguinte resultado.

Proposigao 5.8 (Unicidade do blowup). Seja u € Pi(M) uma solugao do problema
@ tal que O € um ponto reqular. Entao o blowup em 0 € unico. Sendo que o mesmo

€, apos uma possivel rotacao dos eixos coordenados,

1
u(z) = up(x) = 5(:{::)2, quando 1 — 0.
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Demonstracao. Sem perva de generalidade podemos assumir que

Uy, () = up(z) = %

sobre uma sequéncia 7; — 0. Suponha agora que nao ocorre a unicidade, isto é, que
’ . 1 N+12
ury (2) = up(w) = l(z - €)7]

sobre outra sequéncia 7";- — 0. Pela convergéncia do segundo blowup, quando 7“;- < rs,

para 75 como no Lema [5.7], temos
8euT; > 0, para qualquer e € Cs.
Assim, passando o limite na desigualdade acima obtemos que
Oty > 0, para qualquer e € Cs.

Como
Ootip(z) = (z-€)Te - e >0,

entao

¢ -e >0, para qualquer e € Cs.

Fazendo 6 — 0, podemos ver que o tnico vetor que atende a condi¢ao acima é o e,.

Portanto, .
() = 5[ - e = S () = wole). -

Para provar a regularidade Lipschitz da fronteira livre, precisaremos também do
seguinte lema:
Lema 5.9. Sejam u e ug como no Lema e supondo também que a condicao
€ satisfeita com e < ?);Ln, 6 € (0,1]. Entao, para qualquer z € T'(u) N Byz, temos
(a) u>0 em (24 Cs) N By,
(b) w=0 em (2 —C5) N Bys.

Em particular, T'(u) N By 2 € um grifico Lipschitz x,, = f(z') com a constante Lipschitz

de f nao excedendo §.

Demonstragao. Inicialmente, seja z € By tal que u(z) = 0. Pela monotonicidade de

u em qualquer diregao e € C; em By /o, temos que

u>0 em (24+C5)NBijz e u<0 em (z—Cs5) N DBy
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Pelo Lema u >0 em By e com isso, u =0 em (2 — C5) N By /2, mostrando o item
(b). Considerando agora z € I'(u) N By, afirmamos que u > 0 em (z 4 Cs) N By 2. De
fato, se existisse y € (2 + Cs) N By/z tal que u(y) = 0, entdo pelo mesmo argumento
acima terfamos que u = 0 em (y — C5) N By/. Porém, o conjunto (y — Cs) N Byyy €
uma vizinhanga de z e portanto, z ¢ I'(u), o que é uma contradigao. Logo, u > 0 em
(z +Cs5) N Byya.

Por fim, observe que os itens (a) e (b) implicam que a fonteira livre I'(u) N By )2
satisfaz tanto a condic¢ao do cone interior quanto a exterior e, portanto, é Lipschitz e o

é o maior valor possivel para a constante Lipschitz. [l
A seguir, apresentamos a regularidade Lipschitz da fronteira livre.

Proposicao 5.10 (Regularidade Lipschitz de I'(u)). Seja uw € Py(M) uma solugdo

+

)2 6 um blowup em 0. Entdo existe

1
de (O) tal que 0 € ponto regular e uo(z) = 5(:6‘
p = p(u) >0 e uma fungdo lipschitziana f : B, — R tal que

Qu)NB,={z € B,:z, > f(z)},
I'(uyNB,={x € B,:xz, = f(z)}.

Além disso, sers, com ¢ € (0,1], € como no Lema entdo [V f| <6 g.s. em B .

Demonstracao. Pelo Lema , existe rs > 0, com § € (0, 1], tal que

u>0 em B,,

Jeu>0 em B,,, para qualquer e € Cs.
Tomando p = rs, pelo Lema , temos que, se z € I'(u) N B,, entao

u>0 em (z2+Cs5)NDB,,
u=0 em (z—Cs)NB,.

Em particular, I'(u) N B, é um grafico Lipschitz, ou seja, existe f : B; — R tal que
I'uyNnB,={z € B,:z, = f(a)}. (5.5)

Para mostrar que Q(u) N B, = {x € B, : x, > f(2')}, tomemos y € Q(u) N B,. Entao,
como y ¢ I'(u), temos duas possibilidades: y, > f(y') ou y, < f(y'). Suponhamos
por absurdo que y, < f(y'). Sabendo que yo = (v, f(v)) € I'(u) N B,, temos que
y € (yo—Cs) N B,. Porém, u = 0 neste tltimo conjunto, o que é uma contradi¢do, visto
que y € Q(u). Por outro lado, se y € {z € B, : &, > f(2')}, entdo y € (yo + C5) N B,.

Como nesse conjunto temos u > 0, obtemos que y € (u) N B,, concluindo a primeira
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igualdade. Por fim, para provar que [V, f| < ¢ q.s. em B,_,, note primeiro que se " €
B 5, entdo (2', f(2')) € B,;. Sejam entdo 2,y € By, 5 e definamos zy = (', f(2'))
e yo = (v, f(¢/). Pela igualdade (5.F)), temos que zg,yo € I'(v) N B,,. Supondo por
absurdo que |f(z') — f(y")| > d|2’ — ¢'|, entdo yy — 29 € Cs. Porém, u > 0 em
(2o +Cs) N B,,. Como podemos escrever yy = xo+ (Yo — Zo), temos yo € (2o +Cs) N B,
implicando que u(yy) > 0, 0 que é uma contradigao visto que y € ['(u). Isto encerra a

prova da Proposicao. O

Diante dos resultados obtidos, um passo adicional nos fornecerd uma prova da
regularidade C' da fronteira livre na vizinhanca de um ponto regular. Antes disso,

necessitamos do lema a seguir.

Lema 5.11. Seja u € Pi(M) uma solugdo de @ tal que 0 € ponto regqular. Entao

eziste p > 0 tal que todos os pontos em I'(u) N B, sao regulares.

Demonstrag¢ao. Tomando 0 = 1 no Lema[5.7], temos que Jeu > 0 em B,, para qualquer
e € Cy. Assim, qualquer blowup uy em um ponto y € I'(u)N B,, deve satisfazer Jeuy > 0
em R" para qualquer diregdo e € C;. Pela classificagao de blowups em [22] Teorema
3.22]|, temos que ug tem a forma de uma solu¢ao no semiespago, como na Defini¢ao ,

ou é uma solucao polinomial, isto é, assume a forma

1
up(z) = 5 (x-Azx), zeR",
onde A = [A4;j],, ., ¢ uma matriz simétrica n xn com TrA = 1. Supondo por absurdo

que ug é uma solucao polinomial, como definida acima, entao teriamos
n

n
Ootig(x) = Ax - € = Z Ajxier + -+ Z Apirie, >0, para qualquer e € Cy,
i=1 i=1

e todo x € R". Sendo A simétrica (e portanto diagonalizavel) e com trago igual a 1, a
menos de uma rotagao nos eixos coordenados, podemos supor sem perca de generalidade

que A é uma matriz diagonal com A, > 0. Assim, para x = (0,..., —e,), temos
Ax-e = —Annei <0,

uma contradicao. Portanto, ug deve ser uma solugao no semiespaco. Entao, o lema é
valido com p = ry. 0

Por fim, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.12. Seja u € Pi(M) uma solu¢io do problema @ tal que 0 € ponto
reqular. Entdo, existe p > 0 tal que I'(u) N B, é um grdfico C".
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Demonstra¢io. Podemos assumir que ug(z) = (27)?/2 é um blowup na origem. Entdo,
pela Proposicao m I'(u) N B, & um grafico Lipschitz x, = f(z'), com f(0) = 0
e |f(2")] < d]a'| em By, 5 (vem do fato de que a constante Lipschitz nao excede 9).
Como podemos escolher ¢ arbitrariamente pequeno, obtemos a existéncia de um plano
tangente a I'(u) na origem com e, sendo o vetor normal ao plano. Pelo Lema [5.11]
todos os pontos z € I'(u) N B, sdo regulares e portanto I'(x) tem um plano tangente em
todos esses pontos. Seja entao v, o vetor normal unitario em z € I'(u) apontando para
Q(u). Entao o Lema implica que v, - e > 0 para qualquer e € Cs se z € I'(u) N B,,.

Com isso, temos que v, é do dual do cone Cs, isto é, v, € Cy/5. Em particular, obtemos
v, —en] <C6, zeTl'(u)N B,y

A desigualdade acima nos diz que I'(u) é C* na origem. O mesmo argumento pode ser
aplicado para qualquer z € I'(u) N B,, visto que todos os pontos desse conjunto sao

regulares. Isso completa a prova do teorema. O
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Apéndice A

Resultados Auxiliares

A.1 Resultados sobre Teoria da Medida

Definicao A.1 (Ponto de Lebesgue, [I3, Defini¢ao 1.24]). Um ponto = é chamado

ponto de Lebesque de f com respeito a medida p de Radon em R"™ se satisfaz

1 1 p —

Teorema A.1 (Pontos de Lebesgue para medidas de Radon, [13, Teorema 1.33|). Seja

p
loc

Entao, (A.1)) vale para quase todo ponto x sequndo a medida p.

p uma medida de Radon em R", e suponha que f € L} (R™ ) para algum 1 < p < oo.

A.2 Resultados em Equacoes Diferencias Parciais

A seguir, apresentaremos alguns resultados sobre EDPs que sao utilizados no tra-
balho.

Teorema A.2 ([16, Teorema 2.10]). Seja u harménica em Q e seja Q' qualquer sub-

conjunto compacto de (). Entao, para qualquer multi-indice o, temos

||
sup | D] < (M) sup|u,
o d Q

onde d = dist(QY', 09).

Teorema A.3 (Estimativa Calderén-Zygmund, [22, Teorema 1.1]). Sejam u € L'(D)
e feLP(D) coml<p< oo tais que

Au=f em D,
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no sentido das distribuigoes. Entao u € VVlif(D) e vale a estimativa

ullwzry < C (lulloroy + 1 f o)) 5

para qualquer K € D, onde C = C(p,n, K, D).

A seguir temos o exemplo de uma fungdo que satisfaz as hipoteses do Teoremal[A.3],

- . 2
mas nao estd em v € W2 (D).

Exemplo A.2. Considere a fungao
u(@y, x2) = (2] — 73) In(a} + 23).
Mostraremos que u é localmente limitada e satisfaz
Au=f em R?

no sentido das distribuicdes para uma certa f € L°(R?), mas nao esta em W>*(R?).

Primeiro, mostraremos que u é localmente limitada. Considerando u(0,0) = 0,
temos que u é continua em todo R?. De fato, para (z1,72) # (0,0) u é claramente
continua em (z1,x9). Assim, basta verificar que u é continua na origem. Para isso,
note que,

(wl’ml;g(o’o) u(zy, ) = 7101_1r)1(1) % cos(26) In(r?) = 0.

Logo, u é localmente limitada. Calculando Awu, temos que

0%u 82 (23 — 23)?
— o n(e? + 22 1 1 2
01011 (w1, 22) n(ey + o) + 2+ a3 (23 + 23)?
© 92 2 (2 2)2
U 8x T — T
’ — oTn(z? 4+ 2?) — 2 1 2)”
Ow20x4 (w1, 22) n(zy +3) x? + 23 (23 + 23)?
Com isso,
i — a3
Au(zy,x9) = 8 P para (x1,x9) # (0,0).

Assim, considerando

fona =3 (552) e B\{0.0)

é facil ver que |f(z1,z2)| < 8 e portanto, f € L™(R?). Pelo Teorema , temos que
u € W*P(R?) para todo 1 < p < co. Por outro lado, note que
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0%u 82 (22 — x2)?
T1, T = (2In(z? + 22 L o 2
09310361( L) (w+2) + i +ay (2} 4 23)?
2 2 . 2\2
> |2In(2f 4+ 23) + 8 2:}01 - —’ %
xy + x5 (x] + z3)
2 2 3
> (21 8 - 2.
> n(z] +z3) + 2+ a3
Como
I 2In(z? + 22) + 81
im n(zy +x = 00,
(21,22)—(0,0) I

concluimos que D*u ¢ L>®(R?) e portando, u ¢ W*>(R?).

Teorema A.4. Seja v € C(D) uma fungao sub harmonica nao negativa no conjunto
aberto D C R". Entdo v € W22(D).

Demonstracao. Note que molificacoes v, de v satisfazem a desigualdade

/ Vo, - Vipdr < 0,
D

para toda 1 € C§°(D) com 1 > 0. Assim, tomando 1) = v.¢* com ¢ € C°(D) e
supondo ainda que ¢ =1 em B, C supp ¢ =: K, temos

/ Vo, - V(v.p?)dr = / |V |2 p?dx +/ 0.V, - V(o) dr < 0.
D D D

Logo,
/|VU€|2¢2dI < —/U€Vve-V(g02)dx
D D
02
= —/ V(—E) -V (p?)dx
D 2
v? v 0
= A (¢? —de—/ = (¢*) dx
A5 oo )
2
= /A((pQ) e du / v2p(Vy - v)dx
D 2 oD
[a6)%
= ©7) =dx.
D 2
Entao,

|w2s/ \W%ZSC/
B, K K

onde C' = C'(p). Com isso, fazendo € — 07, segue que

lvllwi2s,) < Cllv|lp2) < oo,
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sendo que a ultima desigualdade vem do fato de que v é continua em D. Portanto,
v e W (D). O

loc

Teorema A.5. Seja v € W,*(D) N C(D), nio negativa no conjunto aberto D C R™.
Se Av > —a no sentido das distribui¢oes em {v > 0} para algum a > 0, entdo Av > —a
em D.

Demonstragao. Como Av > —a em {v > 0} =: E, entao

/VUVQOdZB < a/ pdz,
E E

para toda ¢ € W,?(E) com ¢ > 0. Assim, dado € > 0 tomamos ¢ = 1.(v)¢, onde
¢ € C3°(D), ¢ > 0 e . satisfazendo

PL>0, 0<¢.<1, 9.(s)=0 para t<e e (s)=1 para t>2e.

Temos entao

a/D¢d:zc > a/E¢dx > a/EwEd)dm = /va (¢.0) dz = /Dwv (V. 0) dz.

Por outro lado, utilizando o fato de que ¥, = V). = 0 para t < ¢,

/D VoV (4o6) dr = /D (VoVa)é + (VoV e de
- /{ (909606 + (V9 )] do
" / (VoVi ) + (Vove)s.] da
{v>2e}

- / [(VoV.)é + (VoVe).] de + / VoVedz
{e<v<2e}

{v>2e}

Fazendo ¢ — 0, obtemos

/VUV(/ﬁdx—/Vvngﬁdx < a/ odx. .
D E D
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