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RESUMO

Em Algebra Linear, os operadores lineares nem sempre podem ser diagonalizados, mas suas
representacdes matriciais podem ser simplificadas por meio das Formas Canonicas, como a Forma
Canonica de Jordan e a Forma Candnica Racional. Este estudo tem como objetivo entender como
as Formas Canonicas podem simplificar a representacdo matricial de um operador 7' de um espago
vetorial de dimensao finita. Investigamos algumas das diversas formas candnicas utilizadas,
destacando suas propriedades e métodos para obté-las. Também ressaltamos a relevancia dessas
formas na simplificacdo de operadores lineares, permitindo uma anélise mais detalhada de suas
propriedades. Com base em referéncias, como Hoffman (1970), Herstein (1970), Gongalves
(2006), Coelho (2020), Lima (2006), Lipschutz (2004), dentre outros, investigamos como essas
ferramentas auxiliam na representag@o e no entendimento de operadores. As Formas Candnicas
desempenham um papel central na identificacio das caracteristicas essenciais dos operadores
lineares, sendo cruciais tanto para a Algebra Linear quanto para a Matemdtica Pura. Portanto, este
estudo demonstra a importancia dessas formas candnicas para a ampliacdo do conhecimento sobre

a estrutura dos operadores lineares, tornando-as indispenséaveis em vdrias dreas da Matematica.

Palavras-chave: Algebra Linear; Operadores Lineares; Formas Canonicas.



ABSTRACT

In Linear Algebra, linear operators cannot always be diagonalized, but their matrix represen-
tations can be simplified using Canonical Forms, such as the Jordan Canonical Form and the
Rational Canonical Form. This study aims to understand how Canonical Forms can simplify the
matrix representation of an operator 7’ of a finite-dimensional vector space. We investigate some
of the various canonical forms used, highlighting their properties and methods for obtaining
them. We also highlight the relevance of these forms in simplifying linear operators, allowing a
more detailed analysis of their properties. Based on references such as Hoffman (1970), Herstein
(1970), Gongalves (2006), Coelho (2020), Lima (2006), Lipschutz (2004), among others, we
investigate how these tools help in the representation and understanding of operators. Canonical
Forms play a central role in identifying the essential characteristics of linear operators, being
crucial for both Linear Algebra and Pure Mathematics. Therefore, this study demonstrates the
importance of these canonical forms for expanding knowledge about the structure of linear

operators, making them indispensable in several areas of Mathematics.

Keywords: Linear Algebra; Linear Operators; Canonical Forms.
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1 INTRODUCAO

Nos estudos relacionados a Matematica Pura, nos deparamos na Algebra Linear com os
operadores lineares de um espaco vetorial de dimensao finita. Mas, de acordo com Lipschutz
(2004), nem sempre esses operadores t€ém uma representacao matricial na forma diagonalizavel.
Porém, pode-se “simplificar” essa representacao matricial de algumas maneiras. Uma a ser
destacada sdo as Formas Candnicas, como a Forma Canonica de Jordan. Segundo Lipchutz
(2004, p. 326),

um operador linear 7" pode ser representado na forma candnica de Jordan se
seu polindmio minimo e seu polindmio caracteristico podem ser fatorados em
polindmios lineares. Isto sempre ocorre se K for o corpo dos complexos C.
Em qualquer caso, podemos sempre estender o corpo base K a um corpo em
que os polindmios minimo e caracteristico podem ser fatorados em polindmios
lineares; assim, desse modo, todo operador tem uma Forma Candnica de Jordan.

Analogamente, toda matriz € semelhante a uma matriz na Forma Candnica de
Jordan.

A vista disso, estamos interessados em realizar uma investigacio dentro da drea de
pesquisa de Matemética Pura, especificamente na subdrea de linha de investigacio de Algebra
Linear. Dentro dessa subdrea de linha de investigacdo, estamos interessados em pesquisar sobre
o seguinte assunto: Formas Candnicas. Tal assunto esta voltado para o Ensino Superior, no qual

€ estudado no componente curricular de Algebra Linear nos Cursos de Matematica.

A Forma Candnica de Jordan € uma representacdo especial de uma matriz ou operador
linear que simplifica a matriz inicial por meio de uma transformag¢do por uma matriz semelhante.
Lipschutz (2004) afirma que “toda matriz € semelhante a uma matriz na forma canonica de
Jordan”. Assim, esta forma é particularmente ttil em Algebra Linear, especialmente para entender
e analisar as propriedades estruturais de operadores lineares em espacos vetoriais de dimensao

finita.

Para isso, buscamos responder o seguinte questionamento: Dado um operador linear T
de um espaco vetorial de dimensdo finita, como as Formas Candnicas, em especial a Forma

Canodnica de Jordan, pode simplificar a representacdo matricial deste operador T?

Percebemos que esta abordagem oferece uma perspectiva inica na Algebra Linear. Tendo
em vista que a
Algebra Linear é um ramo da Matemética que surgiu do estudo sistemético de

sistemas de equacdes lineares, tanto algébricas quanto diferenciais. A 4lgebra
linear trata de alguns conceitos e objetos fundamentais da matemadtica, tais
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como: matrizes, sistemas de equacdes lineares, vetores, espagos vetoriais e
transformacdes lineares. Tais conceitos sdo Uteis em vdrias dreas da Matemaética,
seja explorando seus aspectos mais algébricos, ou levando em conta aspectos
geométricos e topoldgicos inseridos na teoria (Tizziotti; Santos, 2012, p. 11).

Para fundamentar essa anélise e obtermos uma fundamentacdo tedrica, realizamos uma
pesquisa bibliografica na drea de Algebra Linear e Algebra Abstrata, onde foram abordados os
trabalhos de pesquisadores, como Hoffman (1970), Herstein (1970), Gongalves (2006), Coelho
(2020), Callioli (1995), Lima (2006), Lipschutz (2004), Steinbruch (1987), dentre outros. Assim,

este estudo estd dividido em cinco capitulos.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo dos espagos vetoriais e das transformagdes
lineares. Comegamos com uma introdug¢do detalhada do conceito de espago vetorial, abordando
suas propriedades e a importancia dos conceitos de dependéncia e independéncia linear. Em
seguida, discutimos as bases de um espago vetorial e a matriz de mudanga de base. Por dltimo
definimos transformacdo linear que podem ser representadas por matrizes € como influenciam a

estrutura dos espacos vetoriais.

No terceiro capitulo, abordamos os conceitos de autovalores e autovetores, fundamentais
para a andlise de matrizes e sistemas lineares. Foram explorados os métodos de determinacgdo de
autovalores e autovetores, além de discutidas as condi¢cdes necessdrias para a diagonalizacdo de

matrizes, destacando sua importancia na simplificagdo de operadores lineares.

O quarto capitulo foca nas formas candnicas das matrizes, um tépico em Algebra
Linear que permite uma compreensdo mais profunda das propriedades estruturais das matrizes.
Discutimos a forma canonica de Jordan e a Racional, analisando como essas representacdes

podem simplificar problemas complexos e facilitar a resolu¢c@o de sistemas lineares.

Por fim, considerando a importincia das Formas Canoénicas, investigamos suas propri-
edades e métodos de obtencdo, destacando como essas ferramentas sdo imprescindiveis na
simplificacdo de operadores lineares, explorando sua relevancia e aplicacdo no contexto da

Algebra Linear.



11

2 ESPACO VETORIAL

Neste capitulo, exploraremos o conceito de espago vetorial, uma estrutura fundamental
em 4lgebra linear caracterizada por ser um grupo abeliano aditivo. Além disso, abordaremos
topicos essenciais associados, como subespagos vetoriais, bases e dimensdo e matriz de mudanca
de base. Esses conceitos s@o cruciais para aprofundar nossa compreensao do tema e para aplicéd-lo

em diversas areas da matematica.

Definicao 2.0.1: Sejam K um corpo e V' um conjunto nio vazio com regras de adi¢cdo, onde para
qualquer u,v € V, u+ v € V, e multiplicag@o por escalar, onde para qualquer u € V,a € Ko
produto au € V. Logo, V' é chamado de espaco vetorial sobre K se os seguintes axiomas sao
satisfeitos

i) Para todo vetor u, v, w € V, tem-se (u +v) + w = u + (v + w).

i1) Existe um dnico vetor em V', denotado por 0 e chamado vetor nulo, para o qual u + 0=u
para qualquer vetor u € V.

iii) Existe um vetor denotado por (—u), para o qual u + (—u) = 0.

iv) Para quaisquer vetores u,v € V, tem-se u + v = v + u.

v) Para qualquer escalar a € K e quaisquer vetores u,v € V, tem-se a(u + v) = au + av.

vi) Para quaisquer escalares a, b € K e qualquer vetor v € V, tem-se (a + b)u = au + bu.

vii) Para quaisquer escalares a, b € K e qualquer vetor u € V,(ab)u = a(bu).

viii) Para a unidade escalar 1 € K, tem-se 1u = u, para qualquer vetor u € V.

Os axiomas acima sdo divididos em dois conjuntos. Os quatro primeiros sdo referentes a
estrutura aditiva de V. Por outro lado, os quatro axiomas restantes sdo referente a agdo do corpo

K sobre V.

Observacao 2.0.2: Utilizaremos “Seja IV um K-espago vetorial” quando nos referirmos a "V

sendo um espaco vetorial sobre K”.
Observacao 2.0.3: Utilizaremos o 0 (zero) como representagdo para o vetor 0.

Proposicao 2.0.4: Dado V um K-espaco vetorial, entdo temos as seguintes propriedades:
(i) Para quaisquer u,v,w € V, se u +w = v + w, entdo u = v.

(ii) Qualquer que seja v € V, tem-se: —(—v) = v.

(iii) Quaisquer que sejam u, v € V/, existe um e somente um x € V' tal que: u + = = v.
(iv) Se av = 0,entdoa =0 ou v = 0.

(v) Quaisquer que sejam v € V e a € K, tem-se: (—a)v = a(—v) = —(av).
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Exemplo 2.0.5: Seja L. um corpo e K um subcorpo de L. Entao, podemos interpretar . como
um espago vetorial sobre K, pois (L, 4) satisfaz os quatro primeiros axiomas e, dados a € K
ev € L, temos que av € L e os quatro axiomas restantes sao satisfeitos. . D K € dito "uma

extensao do corpo K".

Exemplo 2.0.6: Verifiquemos se o conjunto V' = R? pode ser visto como um espago vetorial

munido das seguintes operacoes:

(z1,91) + (22, 92) = (0,91 + y2)
a(z,y) = (az,ay);a € R

Note que ndo é um espago vetorial, pois hd uma falha no axioma (ii). Considere v = (z1,y;) € 0

vetor nulo como n = (nq, ny). Dai,
vtn=ve (T1,51) + (n,n2) = (21,51) < (0,51 +n2) = (21, 11)

Logo, r; = 0 para que a igualdade seja valida. Portanto, o termo n; do elemento neutro nao

participa da adicdo, ou seja, ny € livre e assim o elemento neutro ndo € tnico.

2.1 SUBESPACO VETORIAL

Definicao 2.1.1: Seja V' um K-espaco vetorial. Um subespaco vetorial (ou simplesmente um
subespaco) de V' € um subconjunto W C V' com as seguintes propriedades:

Hoe W,

2)Seu,v e W,entdou +v € W

3) Se v € W entdo, paratodo a € K, av € W.

Todo espago vetorial V' admite pelo menos dois subespacos: o conjunto {0} e o préprio V.
Esses sdo chamados subespacos triviais de V. Os outros sdo denominados subespagos préprios
de V.

Por exemplo, os subespagos triviais de V' = R3 sdo {(0,0,0)} e o préprio R3. Os
subespagos préprios do R? sdo as retas e os planos que passam pela origem. Para V' = R?, os

subespagos proprios sao as retas que passam pela origem.

Exemplo 2.1.2: Sejam V = R? e W = {w € R?*/w = a(2,2), Va € R}, verificaremos se W é
subespaco. Evidentemente,

1)0 € W, poisparaa = 0,a(2,2) = 0(2,2) = (0,0). Logo, (0,0) € W.
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2) Paraw; = a; (2,2) € Wewy =ay(2,2) € W, tem-se:
wy +we = ay (2,2) + az (2,2)
= (a1 + a9)(2,2) € W.
3) Seja b € R, tem-se:
bu = b(a(2,2))
=ab(2,2) e W.

Logo, W € subespago vetorial de R

2.2 SOMA DIRETA

Definicdo 2.2.1: Sejam U e W subespacos vetoriais de V' tais que U N W = {0}. Neste caso
diz-se que U + W € soma direta dos subespagos U e W.
Notacdo: U & V.

Proposicao 2.2.2: Sejam U e W subespacos vetoriais de um K-espaco vetorial V. Entdo
V =U @& W se, e somente se, cada vetor v € V' admite uma tinica decomposi¢cdo v = u + w,
comuecUeweW.

Demonstracao: (=) Por hipétese a decomposicao existe. Seja v € V, suponhamos que v =
u+w = u +w (u,uy € Uew,w € W).Dai, u— u; = wy —w. Entdo, w; — w,
u—u; € UNW = {0}. Logo u — u; = 0 e w; —w = 0. Assim, conclui-se que u = u; e
w; = w.

(<) Suponhamos que v € U N W. Tomando v € U e w € W, teremos:
ut+w = (u+v)+ (w—0o).

Devido a unicidade que a hipdtese menciona, podemos afirmar que:
u=ut+vew=w—-—v=v=_0

Logo, UNW = {0}.

2.3 COMBINAGCAO LINEAR

Sejam os vetores uq, us, ..., u, do espaco vetorial V' e os escalares a1, as, ..., a,. Qualquer

vetor v € V da forma:
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V= a1V + agUy + ... + a,vy,,

€ uma combinacdo linear dos vetores vy, Vo, ..., Uy,.

Exemplo 2.3.1: No espaco vetorial P, dos polindmios de grau < 2, o polindmio v = 3622 +

6z — 33 é uma combinagdo linear dos polindmios:
v =822 —2x+lewvy = —4x? +4x — 8,

De fato,
v = Tvy + dvs.

2.4 DEPENDENCIA LINEAR

Seja V' um K-espago vetorial.

Definicdo 2.4.1: Dizemos que um conjunto L = {uy, us, ..., u,} C V é Linearmente Indepen-

dente (L) se, e somente se, uma igualdade do tipo
auy + ... + au, =0, 2.1
com os a; em K, sé for possivel paraa; = ... = a,, = 0.

Definicio 2.4.2: Dizemos que L = {uy,...,u,} C V é Linearmente Dependente (LD) se, e
somente se, L ndo € L1, ou seja, € possivel na igualdade 2.1 que nem todos os escalares a; sejam

todos iguais a zero.

Teorema 2.4.3: Um conjunto L = {uy, ..., u;, ... ,u,} é LD se, e somente se, pelo menos um
desses vetores é uma combinagdo linear dos outros.

Demonstraciao: (=) Seja L linearmente dependente. Entdo, por definicdo, um dos coeficientes
da igualdade:

aiuy + ... +a;u; + ...+ au, =0

deve ser diferente de zero. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a; # 0, dai:

a;U; = —a1Uy — ... — Qi—1Ui—1 — Aj41Uj+1 — ApUp

— —a —a1-i —ai14 —a
Ui = —Up — ... — Ui — @ ZUH_l— a

a; a;

Uy
Portanto, u; € uma combinagao linear dos outros vetores.
(<) Por outro lado, seja u; uma combinagao linear dos outros vetores:

U; = a1uy + ... +a;_1U;—1 + A+ 1U41 + ...+ ayu,

Dessa forma,
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auy + ... +a;_qu—q + (—1)161 + A+ 1Ui41 + ...+ au, = 0.
Assim, a; = —1 # 0. Portanto, {u1, ..., u;, ..., u, } € LD.

Observacao 2.4.4: Esse tltimo Teorema pode ser anunciado de forma equivalente: Um conjunto
L = {vy,...,v,} é LI se, e somente se, nenhum desses vetores for combinagao linear dos

outros.

Observacao 2.4.5: Na figura 1 apresentamos uma interpretacdo geométrica da dependéncia

linear de trés vetores no R3.

Figura 1 — Interpretagdo geométrica da dependéncia e independéncia linear de trés vetores
no R3.

{v1, va,vs} é LD {vi, vz, va} € LI

Fonte: Elaborado pelo autor no software GeoGebra (2024)

Exemplo 2.4.6: O conjunto L = {(2,9,0,0), (0, 10,0,0), (4,4,0,0)} € R*é LD pois:

x(2,9,0,0) + y(0,10,0,0) + 2(4,4,0,0) = (0,0,0,0) =
20 +4z=0

= (z,y,2) = (=22,%2,2),2 € R.
92 + 10y +42 =0 (2.9,2) = ( 52)

Entdo existem outras solugdes, além da trivial, para a igualdade condicional de que partimos.

Seja V' um K-espaco vetorial. Temos as seguintes propriedades da dependéncia e inde-
pendéncia linear:

Propriedade 2.4.7: Se um conjunto L C V' contém o vetor nulo, entdo L é LD.

Seja o conjunto L = {0, vy, ..., v, }. Entdo, a equacdo a.0 + 0.v5 + ... + 0.v,, = 0, se

verifica Va # 0. Portanto L é LD.
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Propriedade 2.4.8: Se uma parte de um conjunto L. C V' € LD, entdo L € também LD.

Sejam L = {v1,...,v,,...,v,} e aparte de L, = {vy,...,v.} C L, com L; sendo LD.
Logo, existem a; # 0, que verificam a igualdade: ayv; + ... + a,v, = 0. E esses mesmos
a; # 0 verificam também a igualdade: a;v; + ... + a,v, + 0.v,0.1 + ... + 0.v, = 0. Logo,
L=Avy,...,;v.,...,;v,} € LD.

Propriedade 2.4.9: Se um conjunto L C V' é LI, qualquer parte L, de L é também L/.

De fato, se L, fosse LD, pela propriedade anterior o conjunto L seria também LD, o

que contradiz a hipétese.

Observacao 2.4.10: Se todos os subconjuntos préprios de um conjunto finitos de vetores sao
LI, o fato ndo significa que o conjunto seja LI. De fato, se considerarmos no R? os vetores
er = (1,0), e2 = (0,1) e v = (4,5), verificaremos que cada um dos subconjuntos {e;, €3},

{e1,v}, {e2,v}, {e1}, {ea} e {v} sdo LI, enquanto o conjunto {eq, ez, v} é LD.

2.5 BASE E DIMENSAO

A base de um espago vetorial é um conceito essencial de Algebra Linear, pois oferece uma
forma estruturada de representar todos os vetores do espago vetorial de maneira exclusiva. Por
meio de um conjunto de vetores da base, € possivel obter qualquer vetor como uma combinagdo
dos vetores dessa base, o que facilita a andlise e manipulacdo de vetores e transformacdes lineares.
A relevancia da base estd no fato de que, ao selecionar uma base apropriada, conseguimos
simplificar questdes complexas, como a diagonalizacdo de matrizes e a solucdo de sistemas
lineares, além de proporcionar uma compreensdo mais clara das propriedades e dimensao do

espaco vetorial.
Seja V um K-espaco vetorial.

Defini¢ao 2.5.1: Um conjunto 3 = {vy, ..., v,} C V é uma base de um espaco vetorial V' se:
1)8é LI

2) f gera V, ou seja, qualquer v € V' € combinacgao linear de 5.

Definicao 2.5.2: Definimos dimensdo de V' (notag¢@o: dim V') a quantidade de vetores de qualquer

uma de suas bases.
Observacao 2.5.3: Se o nimero de vetores na base de v for infinito, entdo dim V = oo.

Teorema 2.5.4: Sejam vy, v, ..., v, vetores ndo nulos que geram um espaco vetorial V. Entdo,
dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Demonstracao: Se vy, vs, ..., v, sdo linearmente independentes, entdo eles cumprem as condi-
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¢Oes para uma base, e ndo temos mais nada a fazer. Se vy, v, ..., v,, sdo linearmente dependentes,

entdo existe uma combinagdo linear deles
a1v, + asvy + ... + a,v, =0,

com algum coeficiente ndo nulo. Sem perda de generalidade, considere a,, # 0. Entdo podemos

€screver

—a —Q2 —Qp—1
(0 Vg + oo + ————Up_1,
n n n

Un =

ou seja, v, € uma combinacao linear de vy, ..., v,_1 €, portanto, vy, Vs, ..., U,,—1 ainda geram V.
Se vy, va, ..., v,_1 for LD, entdo existe uma combinagao linear deles dando o vetor nulo € com
algum coeficiente diferente de zero; portanto, poderemos extrair aquele vetor correspondente a
este coeficiente. Seguindo desta forma, aps uma quantidade finita de estagios, chegaremos a um
subconjunto {v;1, v;2, ..., Vi }, formado por r (r < n) vetores LI, que ainda geram V/, ou seja,

formaremos uma base.
[ |

Teorema 2.5.5: Se § = {vy,vq,...,v,} for uma base de um K-espaco vetorial, entdo todo
conjunto com mais de n vetores serd LD.

Demonstracdo: Seja '/ = {w;, ws, ..., w,,} um conjunto qualquer de m vetores de V, com
m > n. Pretende-se mostrar que 3’ é LD. Para tanto, basta mostrar que existem escalares

x1, X3, ..., T, N0 todos nulos, tais que
TiWwy + TaWwsg + ... + Tpw, = 0. 2.2)

Como 5 é uma base de V/, cada vetor w; pertencente a 3’ é uma combinagéo linear dos outros

vetores, isto é, existem escalares a;, b;, ..., d; tais que

w; = a1 + agvy + ... +  apv,
W = b1U1 + bQUQ + ... + bnvn (23)
Wy — d1U1 —+ d2U2 + ... + dnvr~

Substituindo as rela¢des 2.3 em 2.2, obtemos:

x1(a1vy + agve + ... + anvy) + o(byvy + bove + ... + b))+ ..+
+z,,(dyvy + davg + ... + dyv,) =0,

ou ordenando os termos convenientemente
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(alxl + blxg + ...+ dl.ilfm)’Ul + (agxl -+ beQ + ...+ dg.ﬁlﬁm)vz—l— ce
+(apxy + bpxe + ... + dyxy)v, = 0.
Tendo em vista que vy, ..., v, sdo LI, entdo os coeficientes dessa combinagdo linear sao nulos:
a1ry + blfL'Q + ...+ dlem =0
aox1 + bQCL’Q + ...+ dgl’m =0
anr1 + bpxe + ... +dpx, =0
Temos um sistema linear homogéneo que possui m varidveis x1, Ta, ..., T, € 1 equagdes. Como
m > n, existem solu¢des ndo nulas, isto é, existe x; # 0. Logo, 5/ = {ws, wa, ..., w,} é LD.

Corolario 2.5.6: Duas bases quaisquer de um K-espago vetorial tem o mesmo niimero de
vetores.

Demonstracdo: Sejam o = {v,,...,v,} e § = {wy,...,w,} duas bases de um K-espaco
vetorial V. Como « é base e 5 € LI, pelo teorema anterior, n > m. Por outro lado, como [ é

base e o é LI, tem-se n < m. Portanto n = m.

2.6 MATRIZ DE MUDANCA DE BASE

Sejam « e (3 bases de um K-espaco vetorial. Consideremos dim V' = n. Sejam as bases
a = {v,vg,...,v,} e f = {wy,wy,...,w,}. Dado um vetor v € V' podemos expressa-lo na

combinacdo linear das bases « ¢ 8 como:
V= X1V + ToUs + ... + TpUp 2.4)

V= YW1 + YaWa + ... + YpWy,. (25)

Por sua vez, os vetores da base o podem ser escritos em relacdo a base (3, da seguinte forma:
Vi = A1;W1 + Ao;Wa + ... + ApiWy, paraz' = 1, 2, . (26)

Substituindo 2.6 em 2.4, temos:

V=T (a11w1 + agwo + ... + anlwn) + I2<a12w1 + QooWo + ... + angwn)

+2, (a1,w1 + agpwy + ... + appwy,).
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Logo,

v = (allxl + a12T9 4+ ...+ alnzn)wl + ((121$1 + A922T9 + ...+ agn:vn)w2+ (2 7)

(a1 21 + anas + ... + Ay )Wy
Comparando 2.7 com 2.5 e tendo em vista que a combinagdo linear € unica, temos:

Y; = 151 -+ Q252 + ...+ QApjTn, para j = 1, 2, .., n,

ou, na forma matricial:

Y1 @11 Q12 -+ QAlp T
Y2 Q21 Q22 --- Q2p T2
Yn Ap1 Ap2 - Qpp Tp

Ou, mais simplesmente pela equacao:

[vls = []3[v]a
Sendo a Matriz:
ai; a2 QA1n
mg _ Q21 Q22 QA2n ,
Uni Qpa  *+ Gpp

chamada matriz de mudanca de base de « para [3. Notemos que o papel dessa matriz é transformar

as coordenadas de um vetor v na base o em coordenadas do mesmo vetor v na base [3.

Observacao 2.6.1: A matriz [/ ]g, por transformar os vetores L/ da base « nos vetores L/ da
base [, € inversivel, pois o determinante da matriz mudanca de base € diferente de zero ja que a

2.7 tem solugdo. Por conseguinte,

[v]s = []5[v]a
(115" o], = (1) M3 [v]a
(1) ™ol = ol
Por outro lado,
[v]o = [1]a[v]s
De onde se conclui que
()~ =112

Isto é, a inversa da matriz mudanca de base de « para $ € a matriz mudanga de base de [ para «.
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2.7 TRANSFORMACOES LINEARES

Uma ideia fundamental na dlgebra linear € a transformacao linear, que pode representar
fun¢des que transferem vetores de um espacgo vetorial para outro, mantendo as operacdes de
adicdo de vetores e multiplicacdo por escalar. Sdo essenciais em vdrias dreas praticas. Isso inclui
computacao grifica, onde sdo usados para manipular imagens e modelos tridimensionais, €

engenharia, onde ajudam na andlise e controle de processos de sistemas dinamicos.

Definicao 2.7.1: Sejam V' e W K-espagos vetoriais. Dados u,v € V e a € K, uma aplicacio
T :V — W é chamada uma transformacao linear de V' em W se:

DT(u+v)=T(u)+T(v)

ii) T(au) = aT(u)

Observacao 2.7.2: Uma transformacdo linear de V em V' (é o caso de W = V') € chamada

operador linear sobre V.

Exemplo 2.7.3: Sejam 7' : R? — R3, onde T'(x,y) = (v, —3y,z — y) linear e u = (1, y1) €

v = (w9, y2) vetores genéricos do R?. Entdo,

T(u+v)=T(x) + T2, Y1 + Yo)
= ((z1 + 22), =3(y1 + y2), (21 + 22) — (11 + 12))
= (z1, =3y1, x1 — Y1) + (22, =32, 2 — ¥2)
 T(u+v) = T(u) + T(v).

Para todo a € R e para qualquer u = (x1,7;) € R?, tem-se:

T(au) = T(azy,ay;)

— a(xla _3y17$1 - yl)
o T(au) = aT (u).

Propriedade 2.7.4: Se 7' : V' — W for uma transformacao linear, entdo
T((Il?)l + GQUQ) = CL1T<U1) + CLQT(UQ), i U1,V € VeV a1, 02 € K.
De forma andloga, tem-se:

T(a1v; 4 agvy + ... + ayvy,) = a;T(v1) + asT(ve) + ... + a, T (v,)

Vv eVeVa € K, i =1,2,..,n,isto é aimagem de uma combinagdo linear de vetores
€ uma combinac¢do linear das imagens desses vetores, com 0s mesmos coeficientes. Supo-

nhamos agora que {vy,vs,...,v,} seja uma base de V' e que se saiba quais sdo as imagens



Capitulo 2. Espago Vetorial 21

T (v1),T (vg),...,T (v,) dos vetores desta base. Sempre é possivel obter a imagem 7" (v) de

qualquer v € V, pois sendo v uma combinacdo linear dos vetores da base, isto é:
V= a1V + AUy + ...+ apv,
E, pela relagdo acima, tem-se:
T (v) =a;T (v1) + aoT (va) + ... + a1 (vy,) .

Assim, uma transformacao linear 7" : V' — W fica totalmente definida quando se conhece as

imagens dos vetores de uma base de V.

Exemplo 2.7.5: Seja T : R?* — R? uma transformacdo linear € 3 = {v, v2, v3} uma base do R?,
sendo v; = (0,1,0), ve = (1,0,1) e v3 = (1, 1,0). Determinaremos 1" (5, 3, —2), sabendo que
T (v1) =(1,-2), T (ve) = (3,1) e T (v3) = (0, 2). Temos que,

(5,3,—2) =8v; — bvg + 2u3
=T (5,3, —2) =8T(v1) — 5T (v2) + 2T (v,)
—8(1,-2) —5(3,1) +2(0,2) = (-7,17)

Definicao 2.7.6: Seja 7' : V' — W uma transformagao linear. O conjunto de todos os vetores

v € V tais que 7' (v) = 0 é chamado niicleo de T', sendo denominado por Ker (7). Isto é
Ker (T)={veV;T (v) =0}.

Observacao 2.7.7: Note que Ker (T) C Ve Ker (T) # (), pois 0 € Ker (T'), tendo em vista
que 7' (0) = 0.

Proposicao 2.7.8: O niicleo de uma transformagdo linear T : V — W é um subespago vetorial
de V.
Demonstracao: Sejam vy, vy € Ker (T') e a € K. Entdo, T (v;) = 0e T (v9) = 0. Dai,

T<U1—|—U2) :T(U1)+T(U2) :0+O:O,
ou seja, v1 + vy € Ker (T).
T (avy) = aT (v1) = a0 = 0.

Logo, av; € Ker (T). Portanto, o niicleo de uma transformacao linear é subespaco vetorial.

Definicao 2.7.9: Seja T : V' — W uma transformacao linear. A imagem de 7' € o conjunto
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Im(T)={w e W;T (v) = wparaalgumv € V'}.

Observacido 2.7.10: Im (T) € W e Im(T) # 0, pois 0 = T (0). Se Im(T) = W, T é

sobrejetora, isto é, para todo w € W existe pelo menos um v € V tal que 7' (v) = w.

Proposicao 2.7.11 A imagem de uma transformacdol’ - V- — W é um subespaco vetorial de
Ww.
Demonstracio: Sejam wy, wy € Im (T') e a € K. Entdo, existem vetores vy, vy € V tais que

T (v1) = wy e T (vy) = wy. Tem-se:
wy + awy = T(vy) + aT'(ve) = T'(v1) + T(avy) = T(vy + ave).

Portanto, wy + awy € I'm (T'). Logo, I'm (T') é subespago vetorial de WW.
|

O Teorema a ser enunciado a seguir € o Teorema do Nucleo e da Imagem, também
conhecido como o Teorema da Dimensdo, é um resultado fundamental em Algebra Linear
que estabelece uma relacdo importante entre as dimensdes do nicleo e da imagem de uma

transformacao linear.

Teorema 2.7.12: Seja T' : V' — W uma transformacdo linear de K-espagos vetoriais. Entao,
dim Ker (T) + dim Im (T) = dim V.

Demonstracdo: Considere vy, ..., v, uma base de Ker (T'). Como Ker (T) C V é subes-
paco de V, podemos completar este conjunto de modo a obter uma base de V. Seja entdao
Uy vey Up, W1, ..., Wy, & base de V. Queremos mostrar que 7' (wy) , ..., T (w,,) é uma base de
Im(T).

i) Dadow € Im (T'), existe u € V tal que 7' (u) = w. Se u € V, entdo

U= a0 + ... + a,v, + bywy + ... + b, w,,.
Mas,

w="Tu)=T (a1v1 + ... + ayv, + bywy + ... + bwy,)
=arT (v1) + ... + a, T (vp) + 01T (wy) + ... + b, T (wy,)

Como os vetores vy, ..., v, pertencem ao Ker (T),T (v;) = 0 parai = 1,...,n. Assim,
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Logo, T (wy) , ..., T (wy,) gera Im (T).

i1) Consideremos agora, a combinacao linear
a1 T (wy) + aT (wa) + ... + a, T (wy,) = 0; ay, as, ..., anp € K.

Como T é linear, entdo T (ajw; + agws + ... + anw,) = 0. Logo, ajwy + ... + apw, €
Ker (T). Assim, ayw; +...4a,,w,, pode ser escrito como combinagdo linear da base {v1, ..., v,}

de Ker (T), isto é, existem by, ..., b, € K, tais que
a1wq + ... + Gpw,, = byvy + ... + by,

awy + ... + apWy, — bivg — ... — by, = 0.

Mas, {v1, ..., Un, W1, ..., Wy, } € uma base de V, entdo a; = ... = a,, = by = ... = b, = 0. Logo
{T (wy), ..., T (wy,)} é LI.

Assim, temos que Dim V = n + m, onde dim Ker (T)) = n e dim I'm (T') = m. Portanto,

dimV =dim Ker (T) + dim Im (T) .

2.8 MATRIZ DE UMA TRANSFORMAGCAO LINEAR

Seja T : V. — W uma transformacdo de K-espacos vetoriais. Se § = {vy,...,v,}
¢ uma base de V e @ = {wy, ..., w,,} uma base de W, entdo dado v € V existem z; € K
tal que v = x1v1 + ... + 2,,v,. Como T'(v;) € W, existem a;; € K, j = 1,...,m tal que

T(v;) = a1;w1 + oWa + ... + Gy Wy Assim,

T(v) = z1(anwy + ... + Gm1wp) + ... + Tp(a1,w1 + oo + Appwi)

= (33'1&11 + ...+ xnaln)wl + ...+ (xlaml + ...+ xnamn)wm.

Por outro lado, existem y1, ..., y,, € Ktal que T'(v) = y1w; + ... + Y w,,. Como a decomposigio

¢é Unica, temos em forma matricial

aix - Qin 1 Y1
= ou [T]; [v] = [T (v)],
Am1 Qmn, Tn Yn
aix - Qin
Portanto, [T]g = | . i | éamatrizde T em relacdo as bases j e a.

Am1 -~ Omn
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Exemplo 2.8.1: Seja T : R® — R?, T'(z,y, 2) = (2x + 2y, 42) linear. Determinemos 7]
—1),(1,0,1)} base do R* e o« = {(1,2), (3,1)} base do R?. Dessa forma,

B = {(17273)’ (07 1,

T(1,2,3) = (8,12) = a11(1,2) + axn(3,1) < {

De maneira andloga,

Assim, obtemos:

a1 + 3@21

2a11 + an

14

T(O, 1, —1) = (2, —4) = Q12 = —E € oy = —

T(l,O,l) = (2,4) = a3 =2¢eas3 =0

2 14
Th=13 & ol
5 5

=8
=12

8
)

B

28
:>CL11:ECCL21:

., com

4

5
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3 AUTOVETORES E AUTOVALORES

Os conceitos de autovetores e autovalores sao essenciais para transformacoes lineares
e matrizes. Esses conceitos simplificam a andlise de matrizes e transformacdes. Isso permite
que matrizes complexas sejam decompostas em formas mais versdteis. A diagonalizacdo de
matrizes, essencial na resolucdo de sistemas de equacOes diferenciais, na andlise de estabilidade
de sistemas dinamicos e na compressao de dados em algoritmos de reconhecimento de padrdes,

sao exemplos de aplicacdes préticas.

Definicao 3.0.1: Sejam V' um K-espacgo vetorial e 7' : V' — V um operador linear. Um vetor

v € V,v # 0, é um autovetor do operador 7 se existir A € K tal que

O escalar A tal que 7' (v) = Av é denominado autovalor de T associado ao autovetor v.

Observacao 3.0.2: Pela defini¢do, um vetor v # 0 é autovetor se a imagem 7" (v) for um miltiplo
escalar de v. No R? e no R? dirfamos que v e T (v) tem a mesma dire¢do. Assim, dependendo
do valor de A, o operador 7" dilata v, contrai v ou inverte o sentido de v. Na figura 2, o vetor
v € R? € um autovetor de um operador 7" que dilata v, pois A > 1. J4 a figura 3 mostra um vetor

v que nao € autovetor de um operador 7'.

Figura 2 — Exemplo de Autovetor. Figura 3 — v nao é autovetor.
y y
T(v) v
T(v)
(4
0 x © X
Fonte: Elaborado pelo autor no software GeoGebra Fonte: Elaborado pelo autor no software GeoGebra
(2024) (2024)

Exemplo 3.0.3: Consideremos 7" : R* — R? T (z,y) = (v + 4y, 3z + 5y), dessa forma vemos

que o vetor v = (2, 3) é um autovetor associado ao autovalor A = 7, pois
T(2,3) =(14,21) =7(2,3).

Além disso, o vetor v = (4, 2) ndo é um autovetor associado a esse operador, pois nio existe
A€ R, talque T (4,2) = A (4,2).
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Definicao 3.0.4: Seja o operador linear 7' : V' — V/, cuja matriz em relacao a base candnica é
A =[T].Se A € Ke v € V sio, respectivamente, autovalor e autovetor do operador T, temos
que:

Av = v,

ou,

Av — v = 0.
Tendo em vista que v = [v, onde € a matriz identidade, temos:
Av—=Av=0= (A= X)v=0.
Para que esse sistema homogéneo admita solucdes ndo nulas, entdo deve-se ter:
det (A— M) =0
A equagdo det (A — M) = 0 é denominada equacdo caracteristica do operador T ou da matriz A,

e suas raizes sao os autovalores do operador 7" ou da matriz A. O polindmio p(x) = det (A — z1)

€ denominado polindémio caracteristico do operador T ou da matriz A.

Definicdo 3.0.5: O subespaco V), = {v € V : T'(v) = Av} é chamado o subespaco associado

ao autovalor .

Observacao 3.0.6: Note que um autovalor A\ de 7" € um escalar tal que existe um vetor v # 0,

que também satisfaz a seguinte equacao:
Tw)= =T(v)—v=0.
Tendo em vista que v = [v, onde I é o operador identidade que gera a matriz identidade, temos:
(T — XI) (v) =0.

Portanto, os autovetores sdo os vetores que estdo dentro do nicleo da transformacao linear
(T — A\I).Logo, vy = Ker (T — \I).

Exemplo 3.0.7: Seja T : R? — R T (z,y) = (—3z — 2y, ), temos que a matriz na base

candnica do operador 7' é:

Dai,

det (A — M) = det

—3 -2
1 0
= A 4+3)1+2
= A+1)(A+2)=0
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O que implica A = —1 ou A = —2. Entao, os autovalores de A sdo —1 e —2. Procuremos agora
0s autovetores associados.

Para \; = —1, temos:

Ker(T—(-1)I)=Ker(T+I1)={veV;(T+1)(v)=0}.

weni=o= [ -6

Dai,

Portanto, Ker (T — (—=1)1) = {(z,y) ;2 = —y} = [(—1,1)].

Para \y = —2, temos:

A=) =0 = ”_13 _02] ] [0_2_2” M i H

Portanto, Ker (T — (=2)I) = {(z,y) ;2 = =2y} = [(—2,1)].

Teorema 3.0.8: (Teorema de Cayley-Hamilton) Toda matriz é um zero de seu polinémio caracte-
ristico.

Demonstracao: Ver em Coelho, p. 150.

1 3 3
Exemplo 3.0.9: DadaamatrizA= | 3 1 3 | temos que
-3 -3 =5

p(z) = det(A —zl) = (z — 2)(x + 2)*
€ o seu polindmio caracteristico. Agora, note que

p(A) = (A —2I)(A +21)* =

1 3 3 3 3 3 000
=3 1 3 3 3 3| =000
-3 -3 =5 |-3 -3 -3 000

Logo, o polindmio caracteristico de A anula a matriz A.
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3.1 POLINOMIO MINIMAL

Seja A uma matriz de ordem n sobre um corpo K. Observe que existem polindmios
ndo nulos p(z) para os quais p (A) = 0. Por exemplo, o polindmio caracteristico de A, como
Ja provamos pelo Teorema de Cayley-Hamilton. Entre esses polindmios, consideremos os de

menor grau e, entre esses, selecionamos um que € monico.

Definicao 3.2.1: O polinémio minimal de A é o polindmio monico m(x) de menor grau tal que
m(A) = 0.

Proposicao 3.2.2: Todo polinémio minimal é uinico.

Demonstracio: Pelo teorema de Cayley-Hamilton, existe um polindmio p(x), ndo nulo, na qual
anula a matriz A. Seja n o menor grau para o qual p (A) = 0. Dividindo p (x) por seu coeficiente
inicial, obtemos um polindmio monico m (x) de grau n, que anula a matriz A. Suponha que ¢ ()
¢ outro polindmio monico de grau n, para o qual ¢ (A) = 0. Entdo a diferenga m (z) — ¢ () é
um polindmio ndo nulo de grau menor do que 7, que anula a matriz A. Isto contradiz a hipdtese

original para n. Logo, m (z) — ¢ () = 0 = m(z) = q(x).
[ |

Teorema 3.2.3: O polinémio minimal m (x) de A divide todo polinémio que tem A como um
zero. Em particular, m (x) divide o polindmio caracteristico p (x) de A.

Demonstracdo: Suponha que p (x) € um polindmio para o qual p (A4) = 0. Pelo algoritmo da
divisdo, existem polindmios g () e r (z) para os quais p (z) = m (z) ¢ (x)+r(x)er(z) =0ou
graur (z) < grau m (zx). Substituindo z = A nesta equagdo e usando p (A) = 0em (A) =0,
temos 7 (A) = 0. Entdo r (x) é um polindmio de grau menor que m (), que anula a matriz A.

Assim, r () = 0. Logo, p (x) = m (z) q (z), isto é, m (x) divide p (x).
]

Definicao 3.2.4: Seja p(x) um polindmio sobre o corpo K tal que grau p(x) > 1. Dizemos que
p(z) é irredutivel sobre K se toda vez que p(z) = q(z)h(x), onde ¢(z) e h(x) sdo polindmios
sobre K, entdo temos g(z) = a ou h(xz) = bcom a, b € K constantes. Se p(x) for ndo irredutivel

sobre K dizemos que p(x) é redutivel.

Teorema 3.2.5: Todo polinémio p(x) sobre K pode ser escrito da forma

p(x) =u-pi(x).. pa(w).



Capitulo 3. Autovetores e Autovalores 29

onde u € K — {0} e p1(2),p2(x), ..., pu(x) sdo polindmios irredutiveis sobre K. Além disso,
essa expressdo é linica a menos da constante u e da ordem dos polinémios py(x), . .., pn(x).

Demonstracao: Ver em Gongalves, p. 80.

Aplicando o teorema 3.2.5 no teorema 3.2.3, temos o seguinte resultado:
Corolario 3.2.6: Os polinémios caracteristico p(x) e minimal m(x) tem os mesmos fatores

irredutiveis.

3.2 DIAGONALIZACAO

Na andlise de sistemas dinamicos, a diagonaliza¢do é uma técnica que facilita a compre-
ensio do comportamento de sistemas complexos ao longo do tempo. E utilizada na fisica quantica
para simplificar operadores como o Hamiltoniano. Isso permite a identificacao de autovetores e
autovalores que correspondem aos estados proprios do sistema quantico. As energias potenciais e
os estados estaciondrios de sistemas quanticos, como dtomos e moléculas, dependem disso. Além
disso, a diagonalizacao é usada em varios campos diferentes, como a economia para modelar e
estudar cadeias de Markov e processos estocdsticos, e na engenharia, para a anélise modal de

estruturas vibratorias e sistemas mecanicos.

Sabemos que dado um operador linear 7" : V' — V/, a cada base 3 de V' corresponde uma
matriz [T] 5 que representa 7" na base (3. O nosso objetivo € obter uma base do espago de forma
que a matriz de 7" nessa base seja a mais simples representante de 7'. Veremos que esta matriz é
uma matriz diagonal.

Proposicao 3.3.1: Autovetores associados a autovalores distintos de um operadorT : V — V
sdo LI.

Demonstracdo: Sejam {v, vs, ..., v, } autovetores de um operador linear 7" : V' — V/, associados
a A1, Ao, ..., A, autovalores distintos. Faremos a demonstracao por inducdo.

i) Se n = 2, entdo suponha a,v; + asv, = 0 e, aplicando o operador T" — A5/, temos:
(1T (v1) — ayAqvr) + (a2T (v2) — agAovs) = 0 =

:>CL1()\1—)\2)U1+a2(/\2—)\2)1]2:0

Como A\ # X\s e v; # 0, entdo a; = 0 e como consequéncia ay = 0.

ii) Supor que {v,, vs, ..., v, } sejam LI. Considere

a1 + ... + AUy + Apg1Upy1 =0



Capitulo 3. Autovetores e Autovalores 30

Aplicando o operador 7" — \,, 11/, temos
aq ()\1 — )\n-i-l) v+ ... +a, ()\n — >\n+1) Up = 0

Como s, ..., A, 11 sdo distintos e {vy, ..., v, } LI, entdo a; = ... = a,, = 0 e como consequéncia,

an+1 = 0. Logo a inclusdo estd completa e, portanto, {v,, vo, ..., v, } € LI.

Corolario 3.3.2: Sejam V um K-espaco vetorial e T : 'V — V linear, se dimV =neT
possui n autovalores distintos, entdo o conjunto {vy, v, ..., v, }, formado pelos correspondentes
autovetores, é uma base de 'V .

Observacao 3.3.3: Consideremos um operador linear 7' de V' que admite n autovalores Ay, Ao, ..., A,
distintos, associados a vy, va, ..., U, respectivamente. O coroldrio 3.3.2 nos assegura que o con-

junto § = {vy, va, ..., v, } é uma base de V. Tendo em vista que
T (v1) = Movp + 0vg + ... + Oy,

T (vg) = 0vy + Agvg + ... + Ovy,

T (v,) = 0vy + 0vg + ... + Aoy,

O operador 1" é representado na base  dos autovetores pela matriz diagonal:

A O - 0
Ts=D=1|. "
0 0 - M\,

constituida de autovalores na diagonal principal.

Sendo A a matriz na base candnica do operador 7', entao as matrizes A e D sdo seme-

lhantes por representarem o mesmo operador 7' em bases diferentes.

Definicao 3.3.4: A matriz A serd semelhante a matriz D se, e somente se, existe uma matriz
inversivel P, tal que

D =P AP
Seja «v a base candnica e 3 a base dos autovetoresde Ve [T]C = Ae [T]g = D, as matrizes que
representam a transformacao linear nas bases « e [3 , respectivamente. Entdo, pelo conceito de

matriz de mudanca de base, temos que:

T ()] = [T15 W], 3.1
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[T (v)] = [T [v]- (3.2)

B

Da observagdo 2.6.1 a matriz de mudanga de base € invertivel [/]"_, ou seja:

Dati, substituindo [/ ]g =P, [T]g = De[T]. = A, concluimos que
D =P 'AP.

Sendo P a matriz cujas colunas sdo os autovetores do operador 7'.

Definicao 3.3.5: A matriz quadrada A € diagonalizdvel se existe uma matriz inversivel P tal que
P! AP seja diagonal. Diz-se, nesse caso, que a matriz P diagonaliza A, ou que P é a matriz

diagonalizadora.

A defini¢do acima pode ser expressa de modo equivalente: um operador linear 7' : V' —
V' é diagonalizdvel se, e somente se, existe uma base de V' formada por autovetores de 7.
Exemplo 3.3.6: Seja um operador linear 7' : R®* — R3, T (z,y,2) = (2x + 3y — 2,y — 4z, 32),

a matriz na base canonica do operador linear 7" é

2 3 -1
A=10 1 —4
0 0 3
Dai,
2—A 3 -1

det(A—=X)=det| 0 1—-X —4
0 0 3-2A

= —DA=2)(A—3) =0
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O que implica A\; = 1, Ay = 2 e A3 = 3 sdo os autovalores de 7.

Para \; = 1, temos:
Ker(T—11)={veV;(T—-1)(v) =0}

Dai,
1 3 —1| |z 0
[A=I[v)]=0= {0 0 —4| |y| =|0]| =2=-3yez=0.
00 2] |z 0

Portanto, Ker (T'— I) = {(z,y,2);2 = —3ye z =0} = [(—3,1,0)].

Para A\, = 2, temos:

x
[A-2I[v)]=0= |0 —1 — yl| = y=0ez=0.
z

Portanto, Ker (T — 2I) = {(z,y,2);y =0ez=0 [(1,0,0)]

Para \3 = 3, temos:

-1 3 -1 |z 0
[A=3I[v)=0= |0 -2 —4| |y| =|0| =v=-Tzey= 2z
0O 0 O z 0

Portanto, Ker (T' — 31) = {(z,y,2) ;= —Tzey = =2z} = [(—7,—-2,1 )]

Dessa forma, temos a seguinte base de autovetores 5 = {(—3,1,0);(1,0,0); (-7, =2,

a matriz mudanca de base P formada pelos autovetores, serd

-3 1 -7
P=|1 0 -2
0 0 1
Portanto,
01 2] [2 3 —1][-3 1 -7 10
P'AP =11 3 13| |0 1 —4 1 0 =2/ =10 2
00 1]]0 0 3 0 0 1 00

w o o
I
S

1)}. Logo,

Teorema 3.3.7: Sejam \{, Mo, ..., \,, autovalores distintos de um operador linearT' : V — V.

Entdo, T' é diagonalizdvel se, e somente se, o polinomio minimal de T' for da forma

m(z)=(z—A)(x—X)...(x—\,)

Demonstracao: Ver em Hoffman, p. 188.
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Exemplo 3.3.8: 7' : R®> — R5; T(zy, 2o, 3,74, 75) = (321 + To, 271 + 429, 373 + 14, 73 +
3$4,4[E5).

A matriz na base candnica do operador linear 7' é

31000
2 400 0
A=10 0 3 1 0f.
00130
00 0 0 4

Dai, o polindmio caracteristico é p (x) = (z — 2)* (x — 4)* (z — 5) e o polindmio minimal é

m(x) = (x — 2) (x —4) (z — 5). Portanto, 7" é diagonalizavel e sua Matriz diagonal é

oS O O O N
o O O N O
o O = O O
S = O O O
o O O O O
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4 FORMAS CANONICAS

No estudo da dlgebra linear, a compreensao das formas canodnicas, incluindo a forma
candnica de Jordan, € essencial para simplificar e analisar matrizes e transformacdes lineares.
As formas candnicas permitem a representacdo de matrizes de forma padronizada, facilitando
a solugdo de sistemas lineares e determinando as propriedades dos operadores lineares. Este
capitulo investiga algumas das diversas formas canonicas utilizadas na dlgebra linear, destacando

suas propriedades e métodos para obté-las.

Camille Jordan foi um matematico francés nascido em 1838, em uma familia com
conexdes significativas tanto na engenharia quanto nas artes. Seu pai, Esprit-Alexandre Jordan,
era engenheiro, e sua mae, Joséphine Puvis de Chavannes, era irma do pintor Pierre Puvis de
Chavannes. Camille Jordan seguiu os passos do pai e estudou na Ecole Polytechnique, onde se
formou em engenharia. No entanto, ele também se destacou na matemadtica, drea em que fez

contribui¢des importantes.

Fonte: Site MacTutor de John O’Connor e Edmund Robertson. Disponivel em: <https://mathshistory.
st-andrews.ac.uk/Biographies/Jordan/pictdisplay/>. Acesso em: 08 set. 2024.

Jordan trabalhou como engenheiro por um tempo, mas dedicou uma parte significativa
de sua vida a pesquisa matemadtica. Sua tese de doutorado, defendida em 1861, foi um marco
em sua carreira. Em 1873, tornou-se examinador na Ecole Polytechnique e, em 1876, professor

de andlise. Suas pesquisas abrangiam vérias dreas, incluindo teoria dos grupos, dlgebra linear,


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Jordan/pictdisplay/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Jordan/pictdisplay/
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topologia e andlise matematica.

Um dos seus principais legados foi a Forma Canonica de Jordan para matrizes. Jordan
foi pioneiro no desenvolvimento da teoria de grupos finitos, estabelecendo uma abordagem
sistemadtica para o estudo do assunto. Ele também ¢é lembrado por sua prova do teorema da curva
de Jordan, que estabelece que uma curva simplesmente fechada divide um plano em duas regides
distintas. Além disso, sua atuacdo como editor do Journal de Mathématiques Pures et Appliquées

teve grande influéncia no desenvolvimento da matematica durante o século XIX.

4.1 INVARIANCIA

Definicao 4.1.1: Seja 7' : V' — V um operador linear. Dizemos que um subespagco W de V' é
T-invariante, se 7" transforma W em W. Ou seja, se v € W implica T' (v) € W. Neste caso, T'
restrito a W define um operador linear em W, isto €, 7" induz um operador linear T:W =W

definido por T (w) = T (w) para todo w € W.

Teorema 4.1.2: Suponha que W é subespago invariante de T’ : V' — V. Entdo, T' tem uma
representagdo matricial de blocos da forma 0 ol onde A é a representacdo matricial da
restricdo TdeTaW.

Demonstracdo: Escolhemos uma base {wy, ..., w,} de W e a estendemos a uma base 3 =

{wy, ..., wp, vy, ..., 05} de V. Temos

~
E
I
S

(w1) = anywy + ... + @ w, 4+ 0vy + ... + Ovs
(wa) = agpwy + ... + ayow, + 0vy + ... + Ovs

~
S
I
~

T (w,) =T (w,) = ajpwy + ... + appw, + 00y + ... + Ovs
T (U1> = b11w1 + ...+ brlwr + C11U1 + ...+ Cg1Ug
T (’Ug) = b12w1 + ...+ brgw,, + C19V1 + ... + Cs2U4

T (vs) = biswy + ... + bpswy, + 1501 + ... + Cs50s

Em forma matricial, tem-se
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aip o Apq 0 e 0 w1 T(wl)
a1, a0 0 wy| | T(w,)
b1 by cn Cs1 U1 T(U1)
bls brs C1s Css Vg T(US)
. . . . . . |A B
Logo, a matriz de T nesta base 3 € a transposta da matriz dos coeficientes acima, ou seja, 0 C
Q11 - A bii - bis
gy -+ Qor | . =~ . bar -+ b
onde A= | = _ | é amatriz de T restrito abase {w,}de W, B =| = le
Ar1  *°° Qpp brl e brs
C11 Cis
O = 0?1 Cos
Cs1 Css
[ |

4.2 DECOMPOSICAO EM SOMAS DIRETAS INVARIAN-
TES

Seja V' soma direta de seus subespacos vetoriais Wy, ..., W,,ouseja, V=W d...aW,,
onde dado v € V, temos que v = w; + ... + w, € escrito de maneira dnica com w; € W,,

1=1,...,n.

Observacao 4.2.1: Se 3; € uma base de W, entdo a base de V' sera

s=Js:
=1

Observacao 4.2.2: Se T € linear e W,; € T-invariante tal que V. = W; & ... @ W,,, entdo
T=T1®...®T,,ondeT; éarestriciode T a W, (T; = T| W;).

Teorema 4.2.3: Se T' : V — V é linear e V é a soma direta de subespacos T'-invariantes

Wi, ..., W,, entdo T pode ser representado pela matriz diagonal de blocos
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A O
0 A
0 0 - A,

onde A; é arepresentagdo de T; = T'| W;.

Demonstracao: Ver em Coelho, p. 147.

4.3 OPERADORES NILPOTENTES

Definicao 4.3.1: Dizemos que o operador 7" : V' — V' € nilpotente se 7" = 0 para algum n € N.
Se T"~! =£ 0, entdo n € dito indice de nilpoténcia.

Observacio 4.3.2: A ¢ dita uma matriz nilpotente de indice n se A" = 0, mas A"~! # 0. Logo,
o0 polindmio minimal de A é m (z) = 2.

Teorema 4.3.3: Seja T' : V. — V um operador nilpotente de indice n, entdo T' tem uma

representacdo matricial diagonal de blocos, da seguinte forma

0 0
0
N =10
10 ---10

Demonstraciio: Suponha que 8 = {u, T'(u), T%(w), ..., 7" ' (u)} seja uma base para V. Logo,
T(u) = Ou + 1T () + 0T?(u) + 0T (u) + ... + 07"} (u)

T(T(u)) = Ou+ 0T (u) + 172 (u) + 0T (u) + ... + 07" *(u)

T(T?(u)) = Ou + 0T (u) + 0T (u) + 1T (u) + ... + 07" (u)

T(T"*(u)) = Ou+ 0T (u) + 0T (u) + 0T (u) + ... + 1T (u)
T(T" Y(u)) = Ou+ 0T (u) + 0T (u) + 0T3(u) + ... + 0T (u)

Portanto, 7' tem uma representacdo matricial diagonal de blocos como N.
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Observacio 4.3.4: Se o polindmio caracteristico de T é p (z) = (x — \)", entdo pelo Teorema

de Cayley-Hamilton, (7" — AI) é nilpotente de indice n. Assim,

AO - 00
e I Y
0 0 S

4.4 TEOREMA DA DECOMPOSIGAO PRIMARIA

Teorema 4.4.1: (Teorema da Decomposi¢do Priméria) Sejam V' um K-espaco vetorial e T’ :

V' — V um operador linear. Considere o polinomio caracteristico de T’ da forma

pr(x) = [p1 ()" [p2 ()] ... [py ()],

onde os p; (x) sdo fatores irredutiveis, para todo i = 1,2, ..., com p; # p,, para i #r. Entdo,

seu polindomio minimal é

mr (x) = [py ()] [p2 (@) ... [pr (2)] ",

com 0 < d; < s;, paratodoi =1,2,....r, e se W; = ker [p; (T)|* = ker [p; (T')]*, para todo
1=1,2,...,7, temos que

V=WeW,d...oW,

onde W; é um subespago 'T'-invariante, para todo i = 1,2, ..., .

Demonstracao: Ver em Hoffman, p. 194.
|

Exemplo 4.4.2: Seja T : R5 — R5: T'(x1, 19, T3, T4, T5) = (221 + T2 + T3, —T1 — T3, T1 + T2 +

2x3 + 14,4, —x4 + 275). A matriz na base candnica do operador linear 7" é

2 1
-1 -1

_— = O O
D O O O O

-1

N
I
O O = O =

Dai, o polindmio caracteristico € p(z) = (z — 2)?(x — 1)? = py(2)*p2(z)3. Pelo Teorema da

Decomposi¢do Primdria, temos que py(x) = 2 — 2 e po(z) = x — 1. Assim,

R® = ker py(2)* @ ker po(x)® = ker (A —21)? @ ker (A —1)> = W, & Wy,
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onde W, = ker (A — 21)*> e Wy = ker (A — I)3 sdo subespagos invariantes do R®. Vamos

encontrar as bases de I/ e de W,. Temos que,
Wy = ker (A—21)? ={veR°/(A-2I)*(v) =0},

— -2 - -

0o 1 1 0 0o -1 -1 1 0
-1 -2 -1 0 0 1 2 1 —-10
(A-2*=|1 1 0 1 0| =|-1 =1 0 -1 0},
0o o0 0 —-120 o 0 0 1 0
|0 0 0 -1 0] 0 0 0 1 0]
[ To — T3+ T4 ] —0-
T1 4 229+ 13 — 24 0
(A—20)2v) = —X] — Ty — T4 =10
Ty 0
- x4 - _0_
Resolvendo essa equacao, obtemos
£E4:O, 1 = —T9, g = T2, Ty € R.

Wl = [(_1'2, X2, —T2, 071'5)] = [(_17 17 _17 Oa O)a (07 07 Oa 07 1)]
Analogamente, verificamos que
Wy =1(1,0,-1,0,0);(0,1,-1,0,0); (0,0, —1, 1, 1)].

Dessa forma, 5 = {(—1,1,—1,0,0);(0,0,0,0,1);(1,0,—1,0,0); (0,1,—1,0,0); (0,0, —1,1,1)}

¢ a base ordenada do R®. Assim, temos que

(-1 0 1 0 0] (-1 —1 -1 —1 0]

1 0 0 0 0 0 0 —-10

P=|-10 -1 -1 -1|;P'=|0 -1 -1 -1 0

0 0 0 1 1 2 1 1 0

01 0 0 1 0 0 0 1 0

Logo,

-1 -1 -1 =102 1 1 0 o0 [—2 —2 —2 -2 0
0 0 0 —-10/|-10 -1 0 0 0 0 0 -2 2
P'"A=|0 -1 -1 -1 0[|1 1 2 1 0o/l=|0 -1 -1 =2 0
1 2 1 1 0 0 1 0 1 2 1 2 0
0 0 0 1 0/]l0 O -1 2] |0 0 0 1 0]

Portanto,
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P7IAP =

S O OO N
S O O O
o O =IO O

S = OO O
|
—

1 0 -1
2 0
onde [() 2] é amatrizde T'restritaa Wy e |0 1 1 | € amatriz de T restrita a Ws.
0 0 1

4.5 FORMA CANONICA DE JORDAN

Definicao 4.5.1: Um bloco de Jordan de ordem r em \ é a matriz

A0 - 00

A 00
LN =1, .

00 -+ 1 A

Teorema 4.5.2 (Forma Canonica de Jordan) Seja T' : V' — V um operador linear cujos

polinomio caracteristico e minimal sdo, respectivamente
plx)=(@—- )" ...(z—=X\)", N eC

m(x)=(x—XM\)"" ... (x=\)""

Entao T possui uma representacdo matricial diagonal por blocos, cujos elementos diagonais

sdo da forma

Ai 0
1N
Jiy(Ai) = . :
0 O 1N\

Para cada \;, os blocos correspondentes a J;; tem as seguintes propriedades:

1) Existe, pelo menos, um J;; de ordem m;. Todos os outros sdo de ordem menor ou igual a de
m;.

i) A soma das ordens de J;; é n;.

iii) A quantidade de J;; é a multiplicidade geométrica de \;, isto é, dim ker (A — \;I).

1v) O niimero dos J;;j de cada ordem possivel é determinado de maneira uinica por T

Demonstracao: Ver em Coelho, p. 166.
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Exemplo 4.5.3: Seja 7' : V' — V linear, determinemos a forma canoénica de Jordan de T’
cujos polindmios caracteristico e minimal sdo, respectivamente, p (z) = (z —2)* (z +7)% e

m(z) = (x —2)° (x + 7).

Como o polindmio caracteristico é p () = (z — 2)° (z 4 7)°, temos que a diagonal da
forma candnica de Jordan € constituida dos nimeros 2, 2, 2, (—7) e (—7). Como o expoente
do fator (z — 2) no polindmio minimal € 3, entdo o primeiro e tnico bloco de Jordan associado

ao autovalor 2 € de ordem 3 e é dado por

2
Jiu(2) = |1
0

= NN O

0
0
2

Analogamente, como o expoente do fator (x + 7) do polindmio minimal é 1, entdo o primeiro

bloco de Jordan associado ao autovalor (—7) é de ordem 1 e é dado por
Joo(=7) = [-T7]

No entanto, o fator (x + 7) do polindmio caracteristico tem expoente 2, entdo deve-se ter outro
bloco de Jordan associado ao autovalor (—7) igual ao anterior, sendo esse o J33(—7). Portanto, a

forma canonica de Jordan é

2.0 0/0 0
12 0[0 0
J=101 2[00
000[7/0
000 0[7

Exemplo 4.5.4: Considere o operador linear do exemplo 4.4.2. cuja matriz na base candnica é

2
-1

|
[—
_— = O O

N

I
O O = O =
N O O O O

—1

O polindmio caracteristico de A é p(z) = (z — 2)?(x — 1)3 e 0 polindmio minimal é m(z) =
(r — 2)(z — 1)% Assim, temos dois blocos de Jordan associados a \; = 2 de ordem 1, a

saber, J11(2) = [2] = Jsa(2). Para Ay = 1, temos um bloco de Jordan de ordem 2, isto &,
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0
Ja3(1) = s Como a ordem de A € 5, entdo existe outro bloco de Jordan de ordem 1, que

serd Jy4(1) = [1]. Portanto, a forma candnica de Jordan da matriz A serd

1

O N

| O

_ = o O

o O O
= ol o O

o O O
[ew]

(]
H‘OOOO

Vamos agora encontrar uma base do R® na qual .J € esta matriz acima. Para isso, o subespaco

associadoa \; = 2 ¢
Ker (A—-21)=1(1,-1,1,0,0);(0,0,0,0,1)].

Para o subespaco associado a \s = 1, temos:

Ker (A—1)=1(1,-1,1,0,0);(0,0,0,0,1)],
Ker (A— 1) =[(1,0,-1,0,0); (0,1, —1,0,0): (0,0, 1,1, 1)].

Considere v € Ker (A—I)>—Ker (A—1I)etomev; = (0,0,—1,1,1). Assimuvy = (A—1)v; =
(—1,1,0,0,0), mas v3 = (—1,0,1,0,0) é um autovetor associado a A; = 1. Logo, a base do R®

sera:
g ={(1,-1,1,0,0);(0,0,0,0,1);(0,0,-1,1,1); (—1,1,0,0,0); (—1,0,1,0,0) }.

A matriz de mudanca de base P sera

1 0 0 -1 —1

-1 0 1 0

P=1|1 0 -1 0 1

01 0 0

0 1 1 0 0]

Calculando P~ ' AP, temos

1 1 1 1 0] [2 11 o0 o [1 0 0 =1 -1
0 0 0 —1 1 -1 0 -1 0 0 -1 0 1 0
0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 -1 0 1
1 2 1 1 0 0 0 1 0 0 01 0 O
-1 -1 0 0 0/ [0 O -1 2] [0 1 1 0 0]
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|
o o o o w
o o o v o
= = o O
o = o o o
—_ o o o o

I

<

Exemplo 4.5.5: Seja a matriz

[14 8 -1 —6 2]

-12 -4 2 8 -1
A=]8 -2 0 -9 0
8 8 0 0 2

| -8 —4 0 0 |

O polindmio caracteristico de A é p(x) = (z — 2)° e o polindmio minimal m(z) = (z — 2)3.
Temos A = 2 como unico autovalor de multiplicidade algébrica 5. Logo, a diagonal da forma
canoOnica de Jordan terd 5 elementos iguais a 2. O expoente do polindmio minimal é 3, entdo o

primeiro bloco de Jordan sera

2
J11(2) — ].
0

= NN O

0
0
2
O outro bloco terd ordem menor ou igual a 3, logo, teremos dois blocos de ordem 1, no caso,

2 0
J2(2) = [2] e J33(2) = [2] ou um bloco de ordem 2, no caso, Jx(2) = [1 2]. Mas, a

multiplicidade geométrica de A = 2 serd a dim ker(A — 21). Dai,

12 8 -1 —6 1
~12 -6 2 8 -1
(A-2)=|8 -2 -2 -9 0
8 8 0 -2 1
-8 —4 0 4 -2

Escalonando (A — 21), obtemos

O O~ =

oS O N
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Dessa forma, como existem duas linhas nulas no final do escalonamento, entdo dim ker(A —

21) = 2. Portanto, a forma canonica de Jordan serd dada por

2 0 0/0 0
120[00
J=101 200
000[20
100 0[1 2

4.6 SUBESPACOS CiCLICOS

Definicao 4.6.1: Sejam 7' um operador linear num K-espago vetorial de dimensao finitaev € V,
tal que v # 0. Dizemos que v é um vetor 7'-ciclico se 5 = {v,T (v),...,T" (v)} é LI, mas
{v,T(v),...,T" (v), T""* (v)} é LD. O subespago de V com base (3 é dito um subespago

T-ciclico gerado por v. O mesmo serd denotado por

Observacao 4.6.2: Se V = Z (v, T') dizemos que V' é um espaco T-ciclico gerado por v.

Teorema 4.6.3: Sejam T um operador linear, V um K-espago vetorial, Z (v,T),T, e mp (x) =
2"+ a,_ 12"+ ...+ ayx + ag. Entdo:

g ={v,T(v),..,T" (v)} é uma base de Z (v, T).

ii) O polinémio minimal de T, é mr (x).

iii) A representacdo matricial de T, na base [ serd

0 —Qo
O — 0 —aq
00 -+ 1 —ap

Esta matriz C' acima é chamada matriz companheira do polinémio mr,(x).

Demonstracao: Ver em Hoffman, p. 202.
[ |

Exemplo 4.6.4: Determinenos a matriz companheira do operador linear 7' : R3 — R3,

T (z,y,2) = (4,21 + 4y, 2y + 42).
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Note que a matriz na base candnica do operador linear 7" é

1] =

S N
N = O
= O O

Assim, temos o polindmio caracteristico de T": p (z) = 23 — 1222 + 48z — 64. Considere v =
(1,0,0).Se 8 = {v, T (v),T? (v)} é umabase do R3, entdo 8 = {(1,0,0),(4,2,0), (16,16,4)}.
Logo,

00 64
[T];= {1 0 —48
0 1 12

4.7 FORMA CANONICA RACIONAL

Teorema 4.7.1: Seja T’ : V — V um operador linear com o polinomio minimal

onde os mr, () sdo os polinémios irredutiveis monicos distintos. Entdo, T tem uma tinica
1

representagdo matricial diagonal de blocos

¢y 0 0
o . 0
0o 0 C

r

Onde os C; é a matriz companheira de mr, (x). Essa representagdo matricial de T' é chamada
k2
forma canénica racional.

Demonstracao: Ver em Lipschutz, p. 327.
|

Exemplo 4.7.2: Sejam dim V' = 6 e T um operador linear cujo polindmio minimal é m, =

2 : o s L
(z? — 22 + 3) (x + 1)”. Determinaremos as possiveis formas candnicas racionais.

Note que m; (z) = 22 — 2z + 3 é um polindmio cujas raizes sdo nimeros complexos e
a matriz de 7" tem ordem 6. Assim, forma canonica racional de 7' € uma das seguintes somas
diretas de matrizes companheiras
DO (@2 —20+3)@C (22 =20 +3)dC(x+1)°
i)C (> —22+3)@C(z+ 1) ®C(z+1)°
iy C (22 —22+3)aC(x+1) 0 Cx+1)@(z+1)
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Portanto, temos

i)

=310 0

0

0

0

0 0 0 O
0

-3

0
1

ii)

iif)

0
0

0

0
1]
0

—1
—2

0
1

0
0
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5 CONSIDERACOES FINAIS

As formas canénicas, desempenham um papel fundamental no estudo da Algebra Linear.
O desenvolvimento desse conceito permitiu a simplificacdo e andlise estrutural de operadores
lineares em espacos vetoriais de dimensdo finita. As Formas Candnicas ndo apenas simplificam
as representacdes matriciais, mas também fornecem uma compreensao mais profunda da natureza

desses operadores, especialmente em contextos onde a diagonaliza¢io ndo € possivel.

Ao longo deste estudo, foi possivel observar como a representacdao matricial de opera-
dores lineares pode ser transformada e simplificada. O estudo investigou algumas das diversas
formas candnicas utilizadas na Algebra Linear, destacando suas propriedades e métodos para
obté-las, com €nfase nas formas candnicas de Jordan e Racional. Isso ndo apenas proporciona
uma abordagem técnica, mas também evidencia a relevancia dessas formas para a Matemética

Pura e algumas de suas aplicagdes.

Concluimos que o estudo das formas candnicas € essencial para o entendimento das
transformacdes lineares e de seus operadores, destacando-se a Forma Canonica de Jordan e
a Forma Canonica Racional como uma poderosa ferramenta na resolucdo de problemas e no
desenvolvimento da teoria matemdtica. Esperamos que este trabalho possa servir como base
para novas investigacdes e que incentive futuros estudos e aplicacdes das formas candnicas em

diferentes campos do conhecimento matematico.
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