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Resumo

A andlise das estruturas apoiadas ou conectadas por camada elastica possui um vasto
campo de aplicacao na engenharia, tornando-os problemas bastante atrativos dentro da
comunidade cientifica. Apesar da camada eldstica de Kerr ser uma evolucao dos outros
modelos de base elastica, a literatura disponivel ainda apresenta muitas lacunas em res-
postas numéricas, principalmente pelo método dos elementos de contorno, merecendo uma
investigagao mais detalhada. Este trabalho tem como objetivo analisar o comportamento
de placas e vigas sobre camada elédstica e sistemas de vigas duplas elasticamente conecta-
das por base elastica de Kerr pelo Método dos Elementos de Contorno direto (MEC-D). As
teorias de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sao utilizadas nos modelos matematicos
das vigas, além teoria de Mindlin para as placas. As solugoes fundamentais e equagoes
integrais, indisponiveis até entao para esses problemas, que sao essenciais na metodolo-
gia do MEC, sao devidamente deduzidas. Exemplos numéricos considerando diferentes
condicoes de contorno, tipos de carregamento e variagao das propriedades mecanicas dos
materiais sao feitos. O MEC se mostra como uma étima alternativa para solucao des-
tes problemas uma vez que possui convergéncia acelerada e 6tima precisao das respostas

quando comparadas as solugoes analiticas.

PALAVRAS-CHAVE: MEC, Vigas duplas conectadas, Camada de Kerr, Placa sobre

camada elastica, Solucao fundamental.



Abstract

Studies of single or double structural systems have been constantly developed by many
researchers, due to their extensive practical application in engineering problems. A breve
review of the literature shows the most common elastic layer used are Winkler and Pas-
ternak models. Surprisingly, few studies deal with the Kerr elastic layer. Commonly,
exact or FEM solutions are used to solve these problems. This thesys presents the direct
Boundary Element Method (BEM) formulation for bending analysis the beams and thick
plates on Kerr layer and double-beam system connected by a Kerr elastic layer. Fun-
damental solutions, integral equations and algebraic equations are derived and explicitly
shown. Presented numerical results in this thesis shows the accuracy of the technique and

the elegance of the solutions proposed.

KEYWORDS: BEM, Double-beam system, Kerr layer, Plate under elastic layer, Fun-

damental solution.
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Capitulo 1

Introducao

Vigas e placas sao elementos estruturais presentes nas mais variadas areas da engenha-
ria, desemprenhando diversas fungoes dentro do sistema estrutural. Geometricamente, as
vigas sao classificados como elementos lineares, uma vez que possuem dimensoes longi-
tudinais muito maiores que as da secao transversal, enquanto que as placas sao tratadas
como bidimensionais por possuirem duas dimensoes muito maiores que uma terceira, sua
espessura. O estudo da interagao desses elementos com o meio, por exemplo o solo (inte-
ragao solo-estrutura), possui grande valor cientifico uma vez que leva a uma anélise mais
préoxima da realidade. Devido a complexidade que o problema real causa em termos de
solucao, simplificacoes sao introduzidas no problema inicial, criando-se, portanto, modelos

para representar o comportamento dos elementos em questao.

A concepcao de vigas ou placas apoiadas em fundacgoes eldsticas tem sido extensi-
vamente utilizadas nos mais diversos casos praticos das engenharias, como por exemplo
exemplo: fundagoes em faixas, trilhos de ferrovias, barragens e pistas de aeroportos. Uma
aplicacao pratica para utilizagao do modelo de placa sobre camada eléstica pode ser vista
na figura 1.1, onde o radier pode ser analisado como uma placa e o solo como um meio
elastico. Ja para o modelo de viga apoiada em camada eldstica, um caso préatico de

aplicacao é mostrado na figura 1.2.

FIGURA 1.1 — Fundacao em radier. Fonte: Google imagens.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

FIGURA 1.2 — Trilhos de trem. Fonte: Google imagens.

As estruturas elasticamente conectadas por camada eldstica também tém chamado a
atencao da comunidade cientifica, sendo estudadas de forma intensiva por diversos autores
principalmente nas tltimas décadas. Sao estruturas com um vasto campo de aplica¢ao nos
mais variados problemas de engenharia: vigas sanduiche ou compdsitos, juntas adesivas,
nano tubos de carbono com paredes duplas ou multiplas, dutos enterrados, sistemas de
drenagem associados a pavimentos etc. A figura 1.3 apresenta um caso pratico onde o

modelo de vigas duplas conectadas pode ser utilizado na modelagem numérica.

o

FIGURA 1.3 — Galeria de drenagem em rodovia. Fone: Google imagens.

As solugoes analiticas das equagoes diferenciais governantes desses problemas ou nao
estao disponiveis, na maioria dos casos, ou sao custosas, sendo as solugoes aproximadas
uma 6tima alternativa. A utilizagao de métodos numéricos aplicados na resolucao de pro-
blemas de engenharia, aliado a capacidade cada vez maior dos computadores em processar
dados, proporciona andlises cada vez mais proximas da realidade. O desenvolvimento des-
sas técnicas aproximadas originou os métodos de dominio, como o Método das Diferencas
Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF), e os métodos de contorno, como
o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Os métodos de dominio aproximam a solugao das equacoes diferenciais ou integrais que
regem o problema fisico, considerando incognitas associadas a pontos discretos do dominio
e pontos do contorno do problema analisado. No MDF, o sistema de equacoes diferenciais
é transformado em um sistema algébrico através da aplicacao de aproximagoes para as
derivadas parciais continuas, geralmente utilizando séries de Taylor truncadas. No MEF,

o meio continuo é dividido em elementos que tém tratamento numérico individual como
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sub-regioes continuas e, depois, sao acoplados a fim de se obter a solucao do problema

geral.

Dentre as técnicas numéricas pode-se destacar o método dos elementos de contorno
(MEC) que se apresenta como uma alternativa bastante adequada para a modelagem
de problemas com concentragao de tensao e de dominios que tendem ao infinito. Além
disso, a possibilidade de reducao de dimensionalidade da solu¢do do problema (saindo
de um dominio 3D para uma descricao no contorno 2D, de dominio 2D para contorno
1D, e finalmente de dominio 1D para contorno definido por dois pontos) é a principal
vantagem do método, que reduz consideravelmente o nimero de variaveis (reducao da
malha) do problema e proporciona uma convergéncia acelerada se comparada a outros

métodos numeéricos.

1.1 Revisao bibliografica

1.1.1 Viga sobre camada elastica

O estudo de vigas apoiadas no solo possui uma grande importancia na engenharia dado
a frequéncia com que esses casos acontecem na pratica, como por exemplo em ferrovias,
fundacao de edificios, pistas de pouso em aeroportos etc. Uma abordagem habitual na
formulacao do problema baseia-se na inclusao da reagao da fundagao na equagao diferencial
correspondente da viga (KERR, 1964a). Dentre os modelos simplificados, encontram-
se 0 modelo de um parametro de Winkler (1867) e o de dois parametros de Pasternak
(1954), que corresponde a um melhoramento do seu precursor. Entretanto, o fato do
modelo proposto pelo Kerr (1964a) apresentar resultados mais préximos aos da teoria da
elasticidade quando comparado aos dois modelos anteriores (BARROS et al., 2009), torna-o

bastante atrativo.

O primeiro modelo de Winkler (1867) passou a ser estudado em detalhes por Hetényi
e Hetbenyi (1946) na andlise estética de vigas apoiadas no solo apresentando a solugao
analitica de vigas infinitas e finitas na teoria de Euler-Bernoulli sob diferentes tipos de
carregamentos, axiais e transversais, onde foi estudado ainda sobre a continuidade da
camada eldstica. Mais tarde, um estudo mais abrangente foi descrito em Hetenyi (1950).
A consideracao do efeito do cisalhamento na viga sobre base elastica de Winkler foi tratado

algum tempo depois por Weaver Jr et al. (1991).

Além das solugoes analiticas, também sao encontrados na literatura métodos numé-
ricos como solucao desses problemas, como por exemplo o método das diferencas finitas
estudado por Beaufait e Hoadley (1980). Eisenberger e Yankelevsky (1985), baseados na

formulagao do método dos elementos finitos, utilizaram as solugoes homogéneas da equa-
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cao diferencial governante do problema estatico para obter a matriz de rigidez e vetor
de carga exatos segundo a teoria de Euler-Bernoulli. Em continuidade, Davies (1986) e
Yankelevsky e Eisenberger (1986) consideraram o efeito de carga axial tracionando ou
comprimindo a barra na formulacao do elemento finito. O efeito do cisalhamento foi
incluido no modelo por meio do trabalho de Aydogan (1995), onde é mostrado que os
deslocamentos devido as forcas cisalhantes sao influenciadas tanto pelo parametro da fun-
dacdo quanto pela relagdo vao/altura da viga. A andlise dinamica considerando a teoria
classica de vigas pode ser vista nos trabalhos de Doyle e Pavlovic (1982), Eisenberger et
al. (1985) e Williams e Kennedy (1987), enquanto que Lee (1998) estudou o problema a

partir das hipoteses da teoria de vigas de Timoshenko.

Apesar de ser atrativo devido a sua simplicidade, o modelo Winkler nao pode repre-
sentar adequadamente um meio continuo em determinados casos uma vez que a interagao
entre as molas ¢é neglicenciado. Com isso, o modelo de Pasternak (1954) passa a ser uma
boa opcao uma vez que tal efeito é considerado a partir da colocacao de uma camada de

cisalhamento conectada as molas.

Um dos primeiros estudos considerando o modelo de Pasternak pode ser visto em
Rades (1970), onde obteve as solugbes analiticas para a viga de Euler-Bernoulli sujeita
a forcas e momentos dinamicos. Podem-se ainda encontrar trabalhos que abordam as
solugdes analiticas para a viga submetida a cargas harmonicas (MIAO et al., 2017), cargas
axiais (XU; WANG, 2020) ou ainda explorando o problema estatico (TANAHASHI, 2004).
Tais problemas também foram tratados utilizando a teoria de Timoshenko, como pode
ser visto em Rosa (1995) que trata sobre a vibragao livre de vigas simplesmente apoiadas
e Wang e Stephens (1977) que estende a outras condigbes de contorno, além do estudo
da estabilidade de vigas submetidas a cargas axiais (CALIO; GRECO, 2013; HARIZ et al.,
2022).

As vigas sobre base de Pasternak também ja foram intensivamente exploradas por
meio do método dos elementos finitos. Zhaohua e Cook (1983) baseados nas hipdteses de
Euler-Bernoulli, obtiveram a matriz de rigidez e vetor de carga para dois tipos de elemen-
tos finitos: um baseado na solucao exata do deslocamento; e outro baseado em funcgoes
cubicas, similar a viga sem a camada elastica. Entretanto, sua solugao esta limitada a
certas combinacoes de parametros da viga e da camada elastica. Outras solugoes foram
propostas como pode ser visto em Chiwanga e Valsangkar (1988), que também apresenta
limitacoes em relacao as condigoes de contorno, e por Razaqpur e Shah (1991) que apre-
sentaram a matriz de rigidez e vetor de carga exatos mais eficientes. Em Mourelatos
e Parsons (1987), considerando o efeito do cortante e de forgas axiais, foi proposto um
elemento finito a partir de funcoes quadraticas para os deslocamentos e rotacoes. Recen-
temente, véarios outros trabalhos foram publicados tendo como foco a andlise dinamica
(RAO; RAJU, 2002; BEZERRA et al., 2017b; SIGUEIRA et al., 2019) ¢ estatica (BOUDAA et al.,
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2019; LIMKATANYU et al., 2015) de vigas de Euler-Bernoulli, assim como de Timoshenko
(KARKON; KARKON, 2016; SOARES et al., 2017; BEZERRA et al., 2017a), sobre a camada

elastica de Pasternak.

Na literatura, pode-se encontrar um nimero razoavel de trabalhos em que a camada
de Kerr foi incorporada ao modelo fisico. Um dos primeiros estudos relacionados ao
tema pode ser visto em Radeg (1971b), que estudou o comportamento de vigas rigidas
apoiadas em camada de Kerr frente a vibracao forcada, onde o efeito do amortecimento
foi considerado por meio de parametros adicionais ao modelo da fundacao. Considerando
a teoria classica de vigas, Barros et al. (2009) estudaram a interagdo do SCR-Seafloor
(Steel Catenary Risers) com o solo, onde obtiveram as solucoes exatas e compararam os
resultados obtidos por meio das fundagoes de Winkler, Pasternak e Kerr aos modelos

continuos via MEF.

A solucao via MEF se deu a partir das pesquisas desenvolvidas por Morfidis (2003),
que tratou em sua tese sobre vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sobre camada elastica
de Kerr submetidas a flexao, com ou sem carga axial, e que mais tarde renderam algu-
mas publicagoes. Baseado nas hipdteses da teoria de vigas de Timoshenko, Avramidis
e Morfidis (2006) propuseram uma solugao analitica para o problema de vigas finitas e
infinitas apoiadas em camada eldstica de Kerr considerando solugoes homogéneas do tipo
F(z) = 320, Cifi(x) para os deslocamentos e rotacoes, onde as constantes C; sao obtidas
por meio das equagoes de equilibrio do problema, enquanto que as funcoes f; sao dadas em
funcao das raizes da equagao desacoplada. Buscando uma formulagao via MEF, Morfidis
(2007) utilizou as solugbes homogéneas propostas por Avramidis e Morfidis (2006) para
gerar as matrizes de rigidez e vetores de carga exatos. Em outro trabalho, Morfidis (2010)
analisou o problema dinamico nas hipdteses de Timoshenko, onde apresentou as matrizes

de rigidez e massa exatos do elemento finito.

De uma forma geral, as solucoes do MEC para vigas livres de camada elastica sao
bastante reduzidas quando comparadas ao MEF, por exemplo. O método passou a ser
utilizado como solucao numérica para vigas por volta de 1980, onde Banerjee e Butterfield
(1981) trataram da analise estatica de vigas com as hipdteses de Euler-Bernoulli, enquanto
que Providakis e Beskos (1986) estudaram o problema do ponto de vista dinamico. A
andlise estédtica pela teoria de Timoshenko foi proposta por Antes (2003), onde foi obtido o
sistema completo de equacoes integrais para a teoria de Timoshenko. Mais tarde, Antes et
al. (2004) apresentaram a formulagao para andlise harmonica de pérticos planos utilizando
o modelo de Timoshenko. Cruz (2012) apresentou solugoes fundamentais alternativas
aquelas apresentadas por Antes (2003), onde analisou pérticos planos e espaciais sob os
efeitos estaticos e dinamicos, segundo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko para a
flexdo. Um enfoque especial foi dado dado para o problema de interacao solo-estrutura

em regime estatico, o qual tanto a superestrutura quanto o solo (admitido como um sélido
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eldstico semi-infinito) foram representados pelo MEC.

Poucos trabalhos sao encontrados na literatura tratando sobre vigas apoiadas em ca-
mada eldstica pelo MEC, restritos a ultima década. Passos (2014) aborda a utilizagao do
MEC direto para solucao dos problemas de estabilidade estatica e dinamica de vigas nos
modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Além disso, os efeitos da camada elastica de
Pasternak foram incorporados. J4 Maia (2016) seguiu com estudos estaticos relacionados
a flexao e estabilidade de vigas, com e sem base elastica de Pasternak, abordando a teoria
de alta ordem de Bickford-Reddy e propondo as solugoes fundamentais convenientes para

cada caso.

1.1.2 Sistema de vigas duplas conectadas por camada elastica

Um dos primeiros autores a tratar sobre o tema foram Seelig e Hoppmann (1964b),
onde apresentaram a solugao analitica para calculo das frequéncias naturais e modos de
vibragao do sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli idénticas, comparando os resul-
tados com aqueles obtidos experimentalmente. Em outro trabalho, Seelig e Hoppmann
(1964a) consideraram o sistema sujeito a carga de impacto. Chonan (1976) estudou o
comportamento dinamico de um sistema de duas vigas conectadas por um conjunto de
molas independentes, submetidas a uma carga impulsiva, por meio do método das trans-
formadas de Laplace. Um caso particular foi estudado por Kessel (1966) onde investigou
as ressonancias quando o sistema simplesmente apoiado ¢ submetido a uma carga mével
ciclica atuando longitudinalmente em torno de um ponto fixo na barra superior. Hamada
et al. (1983) apontaram a semelhanca entre o sistema de multiplas vigas conectadas elas-
ticamente (com diferentes condigoes de contorno) e o sistema massa-mola com miiltiplos
graus de liberdade. Em contrapartida, o problema estatico foi estudado por Chung e Lin
(1988) onde analisaram um sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli conectadas por

molas para simular o feito de componentes de maquinas em contato.

Nas ultimas duas décadas, os estudos relacionados ao comportamento de estruturas
elasticamente conectadas por camada elastica tém recebido uma maior atencao da comu-
nidade cientifica. Oniszczuk (2000) propos a solugao analitica para cdlculo das frequéncias
naturais de um sistema de duas vigas de Euler-Bernoulli, simplesmente apoiadas, unidas
por camada eldstica de Winkler. Em outro trabalho, Oniszczuk (2003) estudou a resposta
forcada para o mesmo sistema utilizando o método da expansao modal. Em extensao ao
trabalho do Oniszczuk (2000), Zhang et al. (2008) obtiveram, além das solugoes analiticas
para determinacao das frequéncias naturais e amplitudes associadas, as cargas criticas
de flambagem. Fazendo uma simples mudanca de varidvel, Wu e Gao (2015) obtiveram
as equagoes desacopladas do sistema de vigas duplas conectadas por camada de Win-

kler considerando ainda o efeito do amortecimento. As solucoes analiticas para o sistema
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submetido a uma carga harmonica movel foram obtidas considerando apenas as vigas
idénticas e simplesmente apoiadas. Mirzabeigy et al. (2017) apresentaram as expressoes
explicitas para o cdlculo das frequéncias naturais de sistemas com condigoes de contorno
arbitrarias. Recentemente, Liu e Yang (2019) propuseram as solugdes fechadas exatas

para solucao de sistemas de vigas sobre vibracao forcada.

Solucoes baseadas em métodos numéricos também sao encontradas na literatura. Em
Kelly e Srinivas (2009), por exemplo, foi apresentado um estudo sobre a vibragao livre
de multiplas vigas (nanotubos de carbono) conectadas por camada eldstica de Winkler e
submetidas a carga axial. O método de Rayleigh-Ritz foi utilizado como alternativa de
solugdo. Mao (2012) seguiu com estudos semelhantes ao anterior onde foi utilizado como
estratégia de solugdo o Adomian modified decomposition method (AMDM). J4 Hao et
al. (2018) aplicaram o método de Fourier-Ritz modificado no estudo da vibragao livre do

sistema de vigas duplas com condigoes de contorno generalizadas.

O estudo dos sistemas de vigas conectadas por camada elastica de Winkler na te-
oria de Timoshenko foi iniciado por Rao (1974), onde obteve as frequéncias naturais e
modos de vibracao de sistemas com multiplas vigas conectadas por camada elastica de
Winkler. Mais tarde, Stojanovié¢ et al. (2011) estudaram a vibragao livre e flambagem
de sistemas de vigas duplas elasticamente conectadas por camada eldstica de Winkler e
submetidas a cargas axiais compressivas. A solucao analitica proposta foi obtida via mé-
todo de Bernoulli-Fourier para a condicao de contorno simplesmente apoiada. Adotando
a mesma abordagem, Zhang et al. (2014) tiveram como foco a obtencao das solugoes fe-
chadas para vibragao livre e forgada considerando varias descontinuidades no dominio.
Em outro trabalho, Stojanovi¢ et al. (2013) propuseram a solugao analitica para obtengao
das frequéncias naturais e carga critica de flambagem de um sistema de multiplas bar-
ras (simplesmente apoiadas) conectadas continuamente entre si por camada eldstica de

Winkler e submetidas apenas a carga axial, nas teorias de vigas de Timoshenko e de alta
ordem de Bickford-Reddy.

O método dos elementos finitos foi utilizado por Li e Hua (2007), onde foram de-
terminadas as frequéncias naturais e modos de vibracao de um sistema de duas vigas
de Timoshenko conectadas por camada elastica de Winkler com diferentes condigoes de
contorno. Um estudo semelhante foi feito por Xiaobin et al. (2014), onde utilizaram o
Método da Rigidez Dinamica exata para determinar as frequéncias naturais e modos de
vibragao do problema, considerando ainda cargas axiais aplicadas. Por meio das fungoes
de Green, Zhao et al. (2020) investigaram os sistemas de vigas duplas submetidos a cargas

axiais com condigoes de contorno generalizadas.

Mais recentemente, comecgaram a surgir alguns trabalhos considerando as vigas interco-
nectadas pela camada elastica de Pasternak. Em seu trabalho, Mohammadi e Nasirshoaibi

(2015) investigaram a vibracao forcada de um sistema de vigas duplas de Rayleigh elas-
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ticamente conectadas por camada de Pasternak, simplesmente apoiadas, sujeitas ainda a
forcas axiais compressivas. A partir das solucoes analiticas propostas, verificou-se uma
dependeéncia significante do problema com a carga axial e a camada cisalhante de Paster-
nak, afetando assim a magnitude das amplitudes de vibracao da viga. Em continuidade
ao trabalho anterior, Nasirshoaibi e Mohammadi (2015) consideraram no modelo ma-
tematico as hipéteses da teoria de vigas de Timoshenko. Adicionalmente, Atanasov et
al. (2017) investigaram a vibragao livre e flambagem de sistemas de micro vigas duplas
de Euler-Bernoulli sob efeito de mudanca de temperatura. Foram apresentadas as so-
lugdes analiticas para o caso simplesmente apoiado. J4 Agboola et al. (2017) trataram
do problema da vibragao livre em sistemas de vigas de Euler-Bernoulli nao prismaéticas,

considerando as extremidades das vigas como engastada-livre.

Solucoes baseadas em métodos numéricos também sao encontradas na literatura. Em
Brito et al. (2018) foi apresentada a solugao via MEF para um sistema de vigas de Euler-
Bernoulli conectadas por camada elastica de Pasternak. Baseadas em funcoes polinomiais
para representar os campos em deslocamentos, foram obtidas e explicitadas as matrizes de
rigidez e vetor de carga. Em continuidade, Brito et al. (2019b) consideraram o efeito do
cortante sobre o sistema por meio da consideracao das hipéteses da teoria de Timoshenko.
Baseado no MEC, Brito et al. (2019a) apresentaram as solugoes fundamentais, equagoes
integrais e algébricas para um sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli interconectado
pela camada eldstica de Pasternak. Em comum a todos os trabalhos, diferentes condigoes

de contorno, carregamentos e propriedades das vigas foram consideradas nas solucoes.

Por outro lado, pouco ¢ discutido na literatura sobre o sistema de vigas duplas conec-
tadas por camada elastica de Kerr. Em Kozi¢ et al. (2014), é obtida a solugao analitica
para o problema da vibracao livre e flambagem, onde a teoria de Euler-Bernoulli é utili-
zada para representar a cinematica de deformacao da viga. Por sua vez, Milenkovi¢ et al.
(2021) obtiveram a solugao analitica do problema de vibragao livre para a teoria de vigas
de Rayleigh. Nele, o efeito da carga axial nas vigas também é considerado. Em ambos a
solugao apresentada ¢ aplicada para sistemas duplos com mesmas propriedades mecanicas
e apoios simples. Considerando a teoria de vigas de Euler-Bernoulli, Brito et al. (2021)
trataram do problema estatico de sistemas de vigas duplas conectadas por camada elastica
de Winkler apoiadas em camada eléstica de Kerr via MEF. Em outro trabalho, visando
obter as repostas de um sistema de vigas duplas conectadas por camada de Kerr, Brito et
al. (2022) propuseram fungoes interpoladoras de nona ordem para representar os campos
em deslocamentos. Diferentes condicoes de contorno, propriedades e carregamentos foram

estudados.

Ainda se tratando do MEC, os sistemas de vigas duplas foram amplamente estudados
por Brito (2018). Neste trabalho, foram explorados os problemas estdtico e dinamico

dos sistemas de vigas duplas conectadas por base eldstica nas teoria de vigas de Euler-
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Bernoulli, Timoshenko e Bickford-Reddy. Foram propostas as solugoes fundamentais,
deduzidas as equagoes integrais e sistema algébrico. Preferencialmente foi utilizada a ca-
mada elastica de Winkler, sendo as solugoes aplicaveis a quaisquer condi¢oes de contorno,

carga ou propriedades das vigas.

Entretanto, a partir da revisao da literatura realizada, ve-se que as solucoes baseadas
no MEC para vigas duplas elasticamente conectadas por camada elastica de Kerr estao

indisponiveis.

1.1.3 Placa sobre camada elastica

O estudo de placas apoiadas em camada elastica é aplicavel a varias situagoes praticas
nas engenharias civil, aeroespacial, automotiva etc. A literatura mostra a diversidade de
métodos utilizados na analise desses problemas, desde analiticos até métodos numéricos.

Dentre os modelos de camada elastica o de Winkler é o mais utilizado.

Devido a simplicidade e aos bons resultados obtidos para determinados casos, a teoria
classica de placas (teoria de Kirchhoff, ou ainda teoria de placas delgadas) tem sido utili-
zada nas andlises de placas sobre camada elastica ha bastante tempo. Um dos primeiros
estudos sobre o tema pode ser visto em Westergaard (1923), onde resolveu o problema
de uma placa semi-infinita sobre camada elastica com cargas concentradas igualmente
espacadas ao longo da borda livre, sendo a solugao analitica dada na forma de séries.
Mais tarde, Peach (1950) por meio do método das diferencgas finitas, resolveu o mesmo
problema para uma carga concentrada na borda livre. Nevel (1965) publicou a solugao
analitica considerando uma carga concentrada aplicada proximo as bordas, consideradas
simples, rigidas ou livres. Varios outros trabalhos discutem sobre as solugoes analiticas,
como pode ser visto em Yu e Wang (2008), Kaplunov et al. (2016), Mama et al. (2017),
Ike (2017) e Tke (2018). Além das solugdes analiticas, a andlise numérica de placas delga-
das sobre base de Winkler pode ser vista utilizando o Método das Diferencgas Finitas em
Chakravorty e Ghosh (1975), pelo método de Rayleigh-Ritz em Chakraverty e Pradhan
(2014), o Método dos Elementos Finitos em Zienkiewicz (1967) e Huang e Thambiratnam
(2001), e pelo Método dos Elementos de Contorno por Katsikadelis e Armenakas (1984),
Calderon (1991) e Manzoli (1992).

Quando a placa se torna espessa, a teoria classica se torna inefetiva, uma vez que nao
leva em consideragao as deformagoes por cisalhamento que sao significantes no compor-
tamento a flexdo. As principais teorias de placas que consideram o efeito da deformacao
por cisalhamento (placas espessas) sao as de Reissner (1945) e Mindlin (1951). Existem
também a placa de Reddy (1984), que considera uma deformagao por cortante de alta
ordem. De um modo geral, as solugoes analiticas para placas espessas apoiadas em ca-

mada elastica de Winkler foram amplamente discutidas por varios pesquisadores, desde
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os problemas estdticos até os dinamicos, como pode ser visto em Ariman (1969), Yettram
et al. (1984), Kobayashi e Sonoda (1984), Kobayashi e Sonoda (1989), Ke-rang (1990) e
Shen et al. (2001). Além das solugoes analiticas, a literatura fornece solugdes baseadas
no método da quadratura diferencial Liu (2000), MEF conforme Svec (1976), Abdalla e
Ibrahim (2006), Ozgan e Daloglu (2007), Xie et al. (2007), Zeng et al. (2008) e Ozdemir
(2020), e ainda via MEC tratados nos trabalhos de Al-Hosani et al. (1999), Al-Hosani
(1998), Rashed et al. (1998), Al-Hosani et al. (1999), e Jianguo et al. (1993).

A principal limitacao do modelo de base elastica de Winkler estd em nao representar
de maneira adequada a continuidade do meio. Diante disso, o modelo de Pasternak
ganha um destaque por representar a coesao do meio elastico. Um dos primeiros estudos
pode ser visto em Yu (2021) para flexdo de placas delgadas circulares e Xiang et al.
(1994), para vibracao e flambagem de uma placa de espessa simplesmente apoiada sobre
camada elastica de Pasternak. Solucoes baseadas em métodos numéricos também sao
encontradas na literatura, como pode ser visto em Han e Liew (1997) onde aplicaram o
método da quadratura diferencial para estudar flexao de uma placa retangular de Mindlin
sob diferentes condicoes de contorno. Solucao baseada no MEF pode ser encontrada em
Buczkowski (2001), enquanto que pelo MEC o tema foi amplamente discutido por Fadhil
e El-Zafrany (1994), Rashed et al. (1999), Karam (2014) e Altoé et al. (2015).

Entretanto, o modelo proposto por Pasternak causa um aumento da forga cortante
principalmente nas bordas do problema, devido a camada cisalhante estar diretamente
em contato com a placa. Diante disso, a camada de molas adicionais entre a placa e a
camada cisalhante proposta por Kerr (1964a), corrige tal efeito tornando-a mais fidedigna

se comparado aos modelos continuos.

Em 1968, Kerr e Arnold estudaram uma placa delgada retangular com bordas en-
gastadas sujeitas a uma carga lateral uniforme, propondo uma solucao aproximada em
extensao ao método de Kantorovich (KERR, 1966a; KERR, 1966b). Por meio dessa solugao,
obtiveram as respostas em termos de deslocamentos e esforcos ao longo da placa, a partir
das derivadas dos deslocamentos, e permitiu uma utilizacao pratica na engenharia, uma
vez que a solucao exata até aquela época nao estava disponivel na literatura. A andlise
dinamica foi introduzida por Rades (1971a), onde estudou os efeitos estatico e dinamico
de uma placa circular rigida. As distribuicoes de pressao na placa foram apresentadas

para diferentes frequéncias de excitagao e parametros da fundacao.

Mais tarde, Kneifati (1985) estudou placas infinitas apoiadas em camada eldstica de
Kerr sujeitas a carregamento uniformemente e forgas no contorno, propondo as solugoes
analiticas a partir da solugao homogenea desacoplada. A precisao das respostas obtidas
por meio da camada elastica de Kerr é mostrada a partir da comparagao entre as fundagoes

de Winkler, Pasternak e Kerr com o modelo continuo via MEF.

27



CAPITULO 1. INTRODUCAO

Recentemente, Paliwal e Ghosh (2000) estudaram o comportamento a flambagem de
uma placa retangular ortotropica sobre camada de Kerr, onde é considerado a placa
comprimida em uma ou duas diregoes principais. As soluc¢oes analiticas sao produzidas
para o caso simplesmente apoiado nas bordas. Alisjahbana et al. (2018) propuseram uma
solugao semi-analitica para analisar o comportamento dinamico de um pavimento rigido
(placa ortotrdpica) sujeito a cargas méveis em sua superficie, com velocidade constante.
Na formulacao adotada, foram considerados que o contorno da placa possuem restrigoes
verticais e rotacionais. J& Rahman (2017) obteve as solugoes analiticas uma placa circular

delgada sujeita a cargas estéticas, concentrada e distribuida.

As solugbes numéricas baseadas no MEF nao foram encontradas na literatura, sendo
restritas a vigas sobre camada de Kerr. Ja a solucao baseada no MEC foi dada recente-
mente por Souza (2019) para a placa de Kirchhoff sobre base eldstica de Kerr. Baseado
no MEC-D (direto), Souza (2019) obteve as solucoes fundamentais desacopladas a partir
da combinacao linear de solucoes ja conhecidas. Dessa forma, as solugoes fundamentais
em deslocamentos e esforcos foram apresentadas explicitamente. As equagoes integrais
foram obtidas por meio da técnica dos residuos ponderados (TRP), onde as equagdes di-
ferenciais governantes do problema real foram ponderadas pelas suas respectivas solugoes
fundamentais. Todos o passos para obtencao do sistema algébrico e solugao do problema

foram apresentados.

Diante da revisao da literatura, vé-se que placas sobre camada eldstica de Kerr ainda é
um tema pouco discutido dentro da comunidade cientifica, merecendo um destaque maior
devido aos resultados mais eficientes que os modelos de Winkler e Pasternak quando
comparados aos modelos continuos. Além disso, o estudo de placas espessas apoiadas em

base elastica de Kerr pelo MEC ainda nao foram discutidas.

1.2 Objetivo

Esta tese teve como objetivo principal estabelecer formulagoes baseadas no Método
dos Elementos de Contorno para analise estatica de vigas e placas espessas apoiadas em
camada elastica de Kerr e para sistemas de vigas duplas elasticamente conectadas por

camada elastica de Kerr.

1.2.1 Objetivos especificos

e Propor as solucoes fundamentais, deduzir as equagoes integrais e algébricas para

analise estatica de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sobre camada elastica de Kerr;

e Propor as solugoes fundamentais, deduzir as equagoes integrais e algébricas para ana-
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lise estatica de sistemas de vigas duplas de Euler-Bernoulli ou Timoshenko elasticamente

conectadas por camada elastica de Kerr;

e Propor as solucoes fundamentais, deduzir as equacoes integrais e algébricas para

analise da flexao de placas de Mindlin sobre camada elastica de Kerr;

e Implementar os algoritmos pertinentes a cada um dos problemas propostos.

1.3 Organizacao do trabalho

Este trabalho esta estruturado em 10 capitulos, dois apéndices e um anexo.

No capitulo 1 é apresentada uma breve revisao da literatura a cerca dos problemas
estudados neste trabalho, apontando as lacunas existentes principalmente no que se refere

a andlise via MEC.

No capitulo 2 é apresentada uma breve revisao sobre a teoria da elasticidade tridimen-
sional, dando o embasamento tedrico necessério para as discussoes que seguem. E dado o
devido tratamento as teoria de vigas e modelos de base elastica que serao utilizadas nesse
trabalho. Por fim, as equacoes de equilibrio para cada um dos casos foram obtidas via

minimizacao do funcional de energia e sao devidamente explicitados.

No capitulo 3 o MEC ¢ aplicado no problema estatico de vigas de Euler-Bernoulli e
Timoshenko apoiadas em camada elastica de Kerr, propondo as solugoes fundamentais,

equacoes integrais e equacgoes algébricas.

No capitulo 4 o MEC é aplicado na andlise a flexado de sistemas de vigas duplas (nas
teorias de Euler-Bernoulli e Timoskenko) elasticamente conectadas por camada elastica
de Kerr. As solugoes fundamentais para os principais casos de ocorréncia na pratica sao

apresentadas, assim como as equagoes integrais e sistema algébrico.

No capitulo 5 sao apresentados alguns resultados numéricos para validagao das solugoes
propostas nos capitulos 3 e 4. A rapida convergéncia e precisao das respostas do MEC
podem ser vistas por meio de exemplos considerando variadas condi¢oes de contorno, casos

de carregamento e propriedades das vigas.

No capitulo 6 é feito uma breve revisao sobre as teorias de placas existentes na li-
teratura, apresentando, na sequéncia, as hipdteses relacionadas as teorias de placas de
Kirchhoff e Mindlin. Em seguida, sao apresentados os passos para obtencao das equagoes
diferencias governantes do problema real das placas de Kirchhoff e Mindlin sobre camada

elastica de Kerr, via minimizagao do funcional de energia.

No capitulo 7 é apresentado o MEC aplicado a placas de Kirchhoff sobre camada

elastica de Kerr. Sao discutidas as solugdes fundamentais propostas por Souza (2019),
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apresentando ainda as equagoes integrais e algébricas para a determinacao dos desloca-
mentos no contorno e dominio. Como contribuicao, sao propostas as equacoes integrais

para determinagao dos momentos fletores em pontos internos ao dominio do problema.

No capitulo 8 sao propostas as solucoes fundamentais para placas de Mindlin sobre
camada elastica de Kerr. Se tratando do MEC, sao obtidas as equagoes integrais e algé-
bricas do problema. Buscando uma solucao puramente do MEC, as equagoes integrais do

carregamento sao transformadas em equacoes integrais sobre o contorno.

No capitulo 9 sao apresentados os resultados numéricos obtidos por meio das solu-
¢oes apresentadas nos capitulos 7 e 8. Quando comparado aos valores analiticos, vé-se
que o MEC tem uma étima precisao nas respostas além de uma convergéncia acelerada,
se aproximando dos valores exatos mesmo utilizando malhas com poucos elementos de

contorno.

No capitulo 10 sao discutidas as conclusoes obtidas ao longo do trabalho, e sugestoes

para trabalhos futuros.

No apéndice A sao apresentadas as solugoes analiticas para vigas simples e duplas,

com camada elastica de Kerr, simplesmente apoiadas.

No apéndice B sao apresentadas as solucoes analiticas de placas retangulares simples-

mente apoiadas e circulares sobre camada eldstica para quaisquer condicoes de contorno.

No anexo A sdo mostradas as expressoes para o calculo das derivadas e integrais das

funcoes modificadas de Bessel de segunda espécie.
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Capitulo 2
Fundamentacao teorica

Neste capitulo, além de uma revisao no estudo de tensoes e deformacao, serao apre-
sentadas e discutidas as hipdéteses consideradas em cada teoria de vigas disponiveis na
literatura e que sao objetos desta tese. Baseado no principio da minima energia de defor-
macao, sao apresentadas as equacoes de equilibrio para cada um dos problemas de vigas
estudados: vigas sobre camada elastica de Kerr; e vigas duplas conectadas por camada

elastica Kerr.

2.1 Uma breve revisao da teoria da elasticidade

2.1.1 Tensoes

Considere que sobre um corpo em equilibrio atuem forgas externas f;, concentradas ou
distribuidas. Seccionado o corpo, verifica-se que as forcas internas que atuam em uma area
AA,, com vetor normal n, produzem uma resultante em forcas em um ponto p definida
por AF,, na direcao m. Dessa forma, escreve-se a forga interna média como sendo:

AF,,

Calculando o limite quando a area AA,, tende a zero, de forma que contenha sempre

o ponto p, a forca interna média passa a ser:

_ . AR, dF,
Onm = A0 AA,  dA,

(2.2)

Dessa forma, define-se 0,,,, como sendo a tensao que atua no ponto p. Considerando

agora que AA, coincida com cada um dos planos cartesianos (zy, xz e yz), a eq.(2.2)
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passa a ser considerada escrita como:

Ozm = Ozz€z + TeyCy + Tez€z, (23)
Oym = Tyz€z + Oyyey + Tyz€s, (2.4)
Oom = Taa€z + TzyCy + 0,262, (25)

onde e,, e, € e, sao os vetores unitarios ao longo de cada eixo coordenado e o e 7 as
tensoes normais e cisalhantes, respectivamente, em cada direcao como mostra a figura

2.1.

Oy

V y T,
el

Txy

Tz y
y —» Oy
Tzx Tyr

Oz

z

FIGURA 2.1 — Componentes de tensao em um ponto. Fonte: Sadd (2009).

As componentes de tensao normalmente sao escritas na forma matricial como:

Oxx Toy Taz
Tye Oyy Tyz ’ (26)

Tex Tzy Ozz

onde ¢ é uma grandeza tensorial de 2° ordem. Note ainda que este tensor é simétrico e

portanto apresenta apenas 6 componentes distintas.

Considere agora que sobre um corpo ctbico em equilibrio de lados dx, dy e dz atuem
forcas de corpo f;, conforme mostrado na figura 2.2. Do balango de forcas e momentos

sao obtidas as equacoes de equilibrio:

004  OTyy  OTy,
+ oy

oz oz or fo =0, (2.7)

OTyy  Ooyy 0Ty,

Jy + dy + dy

0Ty 0Ty 00,
+ =2

0z 0z 0z

+f,=0, (2.8)

+ f. =0, (2.9)
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Tpy ~a—t

dy

X

z

FIGURA 2.2 -

ou ainda na forma indicial:

2.1.2 Deformacoes

Sy

o =0+d0
z

Tensoes e forcas atuantes em um corpo.

Ojij -+ fz =0. (210)

Sob a acao das forcas externas um corpo pode mudar de ponto a ponto sua forma. A

essa mudanca da-se o nome de deformacao, podendo ser classificada ainda como linear e

angular (distorgao), conforme mostra a Figura 2.3.

(7 _l'!-'.
*
o du
L N __q_+-5—-dx
u_TD' ""T"'----_._.ij
-
13
1)
AN R
B I
—y—LB’
. Ju
Y ‘a+ady

FIGURA 2.3 — Deformagao no plaxo zy. Fonte: Timoshenko (1951).

Considere que o trecho AOB corresponde a face do corpo na sua configuragao inicial

enquanto que o trecho A’O’B’ a configuracao deformada, onde u e v sdo os deslocamentos

ao longo dos eixos x e y respectivamente. Sob a hipdtese de pequenos deslocamentos e

deformacgoes, a relagao deformacao-deslocamento na direcao x é dada por:

_on
- ox’

€

(2.11)
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Da mesma forma, pode-se escrever as deformagcoes segundo os eixos y e z:

ov

= — 2.12
Ey ay ) ( )
ow
= =, 2.13
€= 5 (2.13)
onde w ¢ o deslocamento ao longo do eixo z.
Além disso, pode-se descrever a distorcao no plano xy como sendo:

Yoy = & + ﬁa (214)

onde « corresponde & inclinacdo de O'A’ em relagao ao eixo x e  a inclinacao de O'B’

em relacao ao eixo y. Se tratando de pequenas deformacoes, pode-se dizer que a =~ tga,

onde:
Lok
~tga = 92— 2.15
o~ tga =S (2.15)
@dy
Oy
~tgh = . 2.1
Bty i (2.16)

Assim, substituindo as egs.(2.15) e (2.16) na eq.(2.14), obtém-se a distor¢ao no plano
Ty:

v OJu

= — + —. 2.17

Yoy = 5 dy (2.17)

Da mesma forma, as distor¢oes nos planos xz e yz podem ser escritas:

ow  Ju

oy = — + —, 2.18

e = o T 02 (2.18)
ow Ov

L= 4 —. 2.19

Reescrevendo as deformagoes em notacao indicial, tem-se o seguinte tensor das defor-

macoes:

1
5z'j = 5 (ui?j + Uj,i) s (220)

com 4, j = 1,2,3. Além disso, cabe lembrar que ¢;; = v;;/2 para i # j.

Assim como as tensoes, as deformagoes correspondem a um tensor de 2° ordem simé-
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trico (;; = €j;) escrito na forma matricial como:

€11 €12 €13
€= | €1 €2 € |- (2.21)

€31 €23 £33

2.1.3 Relagoes constitutivas

No estudo de corpos deforméaveis, verifica-se que o estado de tensoes estd relacionado
diretamente ao estado de deformagao do mesmo, é o chamado relagao constitutiva. Por
meio dessa relacao, as tensoes podem ser expressas em fungoes das deformacoes ou vice-

versa.

Considerando um corpo tridimensional eldstico linear, assume-se que as componentes

de tensao se relacionam de forma linear com cada componente de deformacao:

( \ r 1 ( \

Ozx Cnn Cip Cig Cuu Ci5 Cig Exx
Oyy Oy Cop Oy Oy Oy Oy Eyy
Ozz . Cs1 Oz O3z O3y O35 Csg €2z (2.22)
Oy Cn Cp Ci3 Cu Cus Cue Exy ’
Oyz Cs1 Cso Csz3 Csy Css Csg Eyz
(| Ozz ) i Cs1 Cs2 Css Cea Cos Ceg 1\ &2z )
ou ainda na forma tensorial como
Oij = UijkI€ki, (2-23)

onde Cjji; ¢ um tensor de quarta ordem cujas componentes sao os parametros necessarios
para caracterizar o material. Note que ele também sera simétrico, uma vez que as tensoes
e deformagoes sao. Se o material for considerado homogéneo, o comportamento elastico
nao varia espacialmente, ou seja, todos os parametros serao constantes. Ja para qualquer
material isotropico, apenas havera duas constantes independentes que caracterizam o

material, assim escreve-se

( Oza ) [ Cn Cia Cio 0 0 0 1( Exx )
Oyy 012 011 012 0 0 0 Eyy
Oz _ Ciz Cia Ci 0 0 0 €2z (2 24)
U:ry 0 O O Cll - 012 O O Exy 7 .
Oyz 0 0 0 0 Cll — 012 0 Eyz

<y 00 0 0 0 Cii—Cia | | Eez |
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sendo
012 =)e 011 — 012 = 2/ub, (225)

onde X\ e u sao as constantes de Lamé. Portanto, a lei de Hooke generalizada para um

material eldstico linear, homogéneo e isotrépico pode ser escrita na forma tensorial como:

Oij = )\(Sije’fkk + 2[18@‘. (226)

A relagao inversa também pode ser escrita, onde as deformagoes sao obtidas em funcao

das tensoes:

1 A
gij = E <0ij — makk&j> . (227)

Em notagao expandida, as deformagoes lineares ficam:

U$l‘

1%

Crxr — f — E (O'yy + O'ZZ) s (228)
a. 14

Cyy = % - E (Uam‘ + Uzz) ; (229)
Ooy U

&= ~F (Opz + Oyy) (2.30)

onde E é o médulo de deformacao longitudinal ou médulo de Young e v é o coeficiente

de Poisson. J4 as distorcoes sao dadas na forma expandida como:

Tx

Yoy = Fy, (2.31)
Tz
Tys

Yyz = 57 (233)

onde G é o médulo de elasticidade transversal do material.

Comparando as eqs.(2.28) a (2.33) com a eq. (2.27), chega-se as seguintes relagoes

Ev
A= TRy a— ) (2:34)
—o- Y 2.35)
a 2(1+v) 2
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2.2 Fundamentos da teoria de vigas

As vigas sao elementos estruturais alongados que estao presentes nos mais diversos
problemas de engenharia, trabalhando preponderantemente a flexao. Conhecer o seu com-
portamento cinematico frente as deformagoes é essencial. A literatura apresenta alguns
modelos que trazem suposicoes para simplificar o problema real tridimensional, desde
teorias simples a outras mais refinadas, nenhuma menos importante. Entretanto, essa

simplificacao reduz a extensao em que ¢ aplicavel.

A primeira teoria de vigas foi formulada por volta de 1750, recebendo o nome de teoria
classica ou de Euler-Bernoulli. Nela, considera-se que para pequenas deformacoes a secao
transversal, inicialmente plana, permanece plana apés a deformacgao e ortogonal ao eixo

deformado da viga. Tal hipdtese implica no negligenciamento da deformacao por cortante.

Apesar de ser o modelo mais simples, é o mais utilizado devido a simplicidade e por
fornecer aproximacgoes razoaveis a muitos problemas de engenharia. Ocorre que, a rotagao
da secao longitudinal de uma viga nao depende apenas da inclinacao da elastica, mas
também do cisalhamento, fazendo com que a ortogonalidade entre a se¢ao transversal e o
eixo horizontal deformado nao seja mais necessariamente preservada. Esse efeito é melhor
verificado em vigas com moderada razao de aspecto (relagao entre o vao da viga e a altura

da secao transversal).

Em 1921, TIMOSHENKO propos uma teoria onde os efeitos da deformagao por cortante
e da inércia rotatéria foram levados em consideragao. Em decorréncia das hipdteses para
a cinematica da se¢ao transversal, implicaram na distribui¢ao constante das tensoes tan-
genciais transversas ao longo da altura, o que difere da distribuicao quadratica prevista
na resisténcia dos materiais. Para remediar as inconsisténcias decorrente de fato na ener-
gia de deformacao, Timoshenko propos um coeficiente de corre¢ao, chamado de fator de
forma. Assim, a secao transversal também permanece plana na configuracao deformada,
porém ha o giro da secao transversal nao ficando mais ortogonal ao eixo longitudinal da

viga.

Ademais, por volta da década de 1980 comecaram a surgir teorias de alta ordem de
vigas, onde, a exemplo do modelo proposto por Bickford (1982)-Reddy (1984), consideram-
se as deformacgoes como sendo cubicas e as distorgoes como quadraticas ao longo da secao
transversal, representando de forma mais concisa o comportamento real da viga defor-

mada. Neste trabalho nao serd abordada a teoria de alta ordem de vigas.

A Figura 2.4 apresenta a configuracao deformada de uma viga nas trés teorias de vigas

abordadas nesta tese.

37



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Indeformada

(ug,wqg)

FIGURA 2.4 — Deformagao da viga segundo as teorias de Euler-Bernoulli (a), Timoshenko (b) e Bickford-
Reddy (c). Fonte: Wang et al. (2000a) adaptada.

Como discutido nos paragrafos anteriores, cada teoria possui as suas particularidades,
sao as chamadas hipdteses especificas. Porém, ha aquelas em que sao comuns, baseadas

na geometria e comportamento do material, as quais podem ser resumidas em:

— Uma vez que a dimensao longitudinal é muito maior que as dimensoes da secao

transversal, a viga pode ser considerada unidimensional;
— Material elastico-linear, homogéneo e isotrépico;
— Regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes;
— Supressao da deformacao da segao transversal (v = 0);

— Carregamento aplicado segundo um dos eixos principais de inércia.
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2.2.1 Teoria de Euler-Bernoulli

A teoria de Euler-Bernoulli é baseada nos seguintes campos em deslocamentos (WANG
et al., 2000Db):

u(zx, 2) = z¢y(z), (2.36)
w(zx, z) = w(z), (2.37)

onde u(z, z) e w(z, z) sao os deslocamentos axial e transversal, respectivamente, e ¢, (z)

a rotacao da segao transversal.

Da teoria da elasticidade, eq.(2.20), escreve-se as deformacoes e distorgoes para a barra:

ou

ou Ow
Yor = oot o (2.39)

Importante notar que, segundo as hipéteses da teoria classica, a distor¢ao do elemento
¢ considerada nula, consequentemente a secao transversal permanecera ortogonal ao eixo
longitudinal na configuracao deformada, vide figura 2.5. Diante de tal hipotese, a rotacao
¢, pode ser obtida por meio da eq.(2.39) ficando em fungao apenas da inclinagao da linha
elastica

dw(x)

Oy(2) = —— — (2.40)

y \/g)_%—z '

y

FIGURA 2.5 — Viga de Euler-Bernoulli em sua configuragao deformada.

Com isso as deformagoes eqs.(2.38) e (2.39) ficarao:

d*w
—2—
dz?’

Ex =



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Além do material ser considerado elastico linear, quando sob tensao na direcao x, a
viga nao apresentard encurtamento transversal, ou seja, ¥ = 0. Dessa forma, da lei de

Hooke, eq.(2.26), escreve-se a relacao entre tensao-deformagao da viga

d2
oy = —Ezd—;s. (2.43)

O momento fletor pode ser obtido por meio da integral:
M, = / o,2dA, (2.44)
A

onde dA = dydz.
Substituindo a eq.(2.43) na (2.44), fica:

d*w
M, =— | Ez’——dA. 2.4
=- [ B2 (2.45)

Sabe-se ainda que o momento de inércia em y é dado por:
I, = / 22dA. (2.46)
A

Dessa forma, o momento fletor na teoria de Euler-Bernoulli em um ponto x ao longo
do eixo da viga é dado por:
d*w
M,(z) = —EIyF(x). (2.47)
x
J& o esfor¢o cortante nao pode ser obtido diretamente pela integracao das tensoes
tangenciais transversas (ja que a distor¢ao transversa é nula) na teoria cldssica, mas sim
indiretamente pela aplicagao das equacoes de equilibrio, sendo dado pela derivada do
momento:

d>w

Vz) = —El,——(2). (2.48)

2.2.2 Teoria de Timoshenko

Os campos em deslocamentos da teoria sao (TIMOSHENKO, 1921):

u(z, z) = z¢y(x), (2.49)
w(z, z) = w(z), (2.50)

onde u(x,z) é o deslocamento axial, w(x) é o transversal e ¢, é a rotacdo em torno do

eixo y.
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Da teoria da elasticidade, eq.(2.20), escreve-se a deformagao ao longo do eixo x e a

distorcao como sendo:

ou
ou Ow

Note que, devido as hipdteses de Timoshenko o efeito do cortante é considerado, entao
a distorcao nao mais sera nula, conforme mostra a Figura 2.6. Assim, as deformagoes

serao dadas por:

do,
— 4% 2.
e = 2", (2.53)
dw
Yoz = Gy + (2.54)

\4

¢,
FIGURA 2.6 — Viga de Timoshenko em sua configuracao deformada.

Desprezando o encurtamento da secao transversal,y = 0, e aplicando a lei de Hooke,

eq.(2.26), escreve-se as tensoes axial e cisalhante como sendo

d¢
.= Ez—Y 2.55

Com isso, o momento fletor segundo a teoria de Timoshenko, dado conforme eq.(2.44),
sera:

M, (x) = EI,%

onde [, é o momento de inércia.

Jéa o esforgo cortante serd dado em funcao da tensao cisalhante por meio da integral a
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seguir:
A

Importante lembrar que as tensoes cisalhantes na teoria de Timoshenko, considera-
das uniformes, combinada com utilizacao do fator de forma k produzira uma energia de
deformagao equivalente aquela produzida por uma distribuigao quadratica (WANG et al.,

2000b) que realmente ocorre nas vigas, conforme mostra a figura 2.7.

z z

A A

X
>
/t Y Variagio uniforme

S (b)

Y Variagdo parabolica

(a)

> >
/

5> >

FIGURA 2.7 — Tensao cisalhante: (a) variagdo real; (b) aproximacao de Timoshenko.

Dessa forma, substituindo a equagao (2.56) na equacao (2.58) obtém-se o esforgo cor-

tante em um ponto x na teoria de Timoshenko:

Vo) = 1GA (0y(0) + G0)). (2.59)

sendo A = [ 4 dA a drea da secao transversal.

2.3 Modelos de bases elasticas

A busca por um modelo que possa explicar de forma realista o comportamento de
estruturas apoiadas em corpos deformaveis é o objetivo da maioria dos pesquisadores
no campo da interacao solo-estrutura. No entanto, a complexidade em representar o
comportamento do solo como meio tridimensional e continuo, e ainda a interacao deste com
outros elementos estruturais como placas ou vigas, torna essa tarefa pouco pratica para a
maioria das aplicagoes de engenharia. Assim, a suposicao de um comportamento eldstico-
linear, homogéneo e isotropico é uma opcao simplificada, mas se mostra matematicamente
e computacionalmente atraente para representar muitos problemas praticos. Além disso,
em muitas situagoes o interesse limita-se a obtencao das forcas na regiao de contato da
carga ou com a estrutura, nao importando o campo de deslocamento ou estado de tensoes
no seu interior, tornando a utilizacao dos modelos de base elastica um 6timo caminho

frente a complexidade matematica.

O precursor dos modelos de bases elasticas é o modelo de um parametro de Winkler

(1867), que considera o solo como um conjunto de molas lineares, estreitamente espacadas
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e independentes em si. A relacao entre a pressao e a deflexao na superficie da fundacao é
dada por (KERR, 1964a):

onde k é o médulo de rigidez da base elastica de Winkler. Por meio da eq.(2.60), vé-se que
ha uma resisténcia contra a deformacao vertical apenas no ponto em que o carregamento

é aplicado, conforme apresentado na figura 2.8.

Carga

l / Fundacao
-

Molas
~—

Iw

™ Camada rigida

FIGURA 2.8 — Deformagao na superficie carregada da base eldstica de Winkler.

Esta caracteristica representa a grande desvantagem do modelo, uma vez que o solo
é, na realidade, um corpo continuo e que deforma nao apenas na regiao de contato,
mas também na vizinhanga (hé coesao). Nesse contexto surgem entao os modelos de dois
parametros, onde é incorporada a interagao entre as molas, melhorando o modelo proposto

por Winkler.

Segundo Kerr (1964a),a extensao mais natural do modelo de Winkler para fundagoes
homogéneas é o modelo de Pasternak (1954), onde se assume que as molas estao conectadas
por uma camada incompressivel que se deforma apenas sob tensdes de cisalhamento,
conforme figura 2.9. Dessa forma, a relacao entre a forca de contato e o deslocamento é

dada por:
p(x,y) = k- w(z,y) + G, Vw(z,y), (2.61)

sendo V2 (-) o operador de laplace, k o parametro de Winkler e G o médulo de rigidez

cisalhante da camada.

FIGURA 2.9 — Deformagao fora da regiao carregada segundo o modelo de Pasternak.

Apesar de ser um melhoramento do modelo proposto por Winkler, Kerr (1964a) consta-

tou que, para uma placa apoiada na camada de Pasternak, um aumento da forga cortante
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acontecia nas bordas da placa. Efeito esse similar a reagao de canto que ocorre na teoria
classica de placas. Dessa forma, esse efeito indesejado foi corrigido a partir da conside-
racao de mais uma camada de molas entre a estrutura e a camada cisalhante, conforme

mostra a figura 2.10.

a) Primeiro sistema

FIGURA 2.10 — Composicao da camada eldstica de Kerr. Fonte: Souza (2019)

Considera-se que o deslocamento transversal da placa, ou viga,conforme figura 2.10, é

dado por:

w(z,y) = wi(z,y) +v(z,y), (2.62)

sendo w; é o deslocamento transversal devido a contracao ou extensao da camada de
molas superior e v da camada de cisalhamento. Por meio da figura 2.10 e das eqgs. (2.60)
e (2.61), tem-se:

pi(z,y) = kewi(z,y), (2.63)
p2(z,y) = ko(x,y) — GV (z,y), (2.64)

onde k. e ki sao as rigidezes das camadas superior e inferior, respectivamente, e G5 o

modulo de rigidez cisalhante.

2.4 Energia de deformacao

As forcas aplicadas sobre um sdlido realizam trabalho tal que é armazenado dentro
do material na forma de energia de deformacgao, causando a mudanca de forma. Se esse
solido em questao for elastico, a remocao dessas forcas resulta na recuperagao da energia

completa armazenada dentro do corpo, retornando a forma original (SADD, 2009).
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2.4.1 Energia de deformacao da viga

A energia de deformacao da viga pode ser expressada como (WANG et al., 2000b):

Ty = _/ (0222w + 204:€.) dV. (2.65)
2 Jv

Segundo a teoria de Euler-Bernoulli as tensoes cisalhantes sao desprezadas, mobili-

zando apenas tensdes normais. Dessa forma, a eq.(2.65) pode ser reescrita como:

1
Ty = —/ OpaCaadV, (2.66)
2 )y

sendo o0,, a tensao normal e €., a deformacao normal.

Com isso, substituindo as eqs.(2.43) e (2.41) na eq.(2.66), obtém-se a energia de de-

formacao da viga de Euler-Bernoulli:

1 Pw(z)\>
— - B2 () gy, 2.
o 2/‘/ z ( e ) av, (2.67)

ou ainda,

1 [t Pw(z)\’
7rv—§/0 E]( 702 ) dx, (2.68)

sendo L o comprimento da viga e I o momento de inércia da secao transversal em torno
do eixo y, dado por I = [, 2*dA.

Ja substituindo as eqs.(2.53) a (2.56) na eq.(2.65), obtém-se a energia de deformagao

do,\ dw\?
2 (9P @
Ez (da:) + kG (gby+ dx)

da viga de Timoshenko:

dv, (2.69)

ou ainda

1 [F do,\’ dw\*

onde A é a area da secao transversal da viga.
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2.4.2 Energia potencial da base elastica

Para obter a energia associada a base elastica de Kerr é importante ressaltar que,
assim como nos modelos de Winkler e Pasternak, a reacao da base é proporcional ao
deslocamento transversal das molas e as tensoes cisalhantes da camada de cisalhamento
proporcionais as distor¢oes. Além disso, apenas os deslocamentos transversais da camada
sao considerados. Dessa forma, a energia potencial da base de Kerr pode ser subdividida

em trés parcelas:
Wk:ﬂ'kc‘i_ﬂ'kk"i_ﬂ'k(;; (271)

onde 7, representa a contribuicao das molas superiores, 7, das inferiores e 7., a con-
tribuicao devida & distorcao da camada elastica. A energia potencial das molas pode ser

escrita tal qual para Winkler:

T = % /0 b (A (2))? da, (2.72)
1 [t )
T = 5 /0 o (Dg(2))? de, (2.73)

sendo Aq(x) e Ay(x) sdo os deslocamentos relativos das molas superior e inferior, respec-

tivamente, conforme mostrado na figura 2.11. A energia potencial devido a distorcao da
T T Tt ol

FIGURA 2.11 — Deslocamentos relativos da base eldstica de Kerr.

camada eldstica é dada por (PASSOS, 2014):

1 1 [r d 2
o =5 [ et =5 [ Gs( Zf)) dr, (2.74)

onde 7., = dv(x)/dx, ji que os deslocamentos tangenciais da camada cisalhante sao

desconsiderados, 7., = Grdv(z)/dr e Gy = G A, onde A é a drea transversal da camada

cisalhante.

Portanto, a energia potencial da camada elastica de Kerr é dada por:

T = %/OL k. (Al(x))deqL%/OL G, (dz—i@)QdH%/OL ki (Ag(x))*da. (2.75)
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2.4.3 Trabalho das forcas externas

O trabalho realizado pelas forcas externas sera dado pela soma do trabalho das cargas

transversais e das axiais, segundo a expressao:
W =W, + W,, (2.76)

onde W; é o trabalho das cargas transversais e/ou momentos, e W, o trabalho realizado

pela carga axial.

O trabalho das forcas externas considerando a contribuigdo de uma carga g(x) e um

momento m(z) distribuidos ao longo da viga é dado por:
L L
W, = / g(x)w(z)dx + / m(x)p(z)dx. (2.77)
0 0

J& o trabalho devido a carga axial e que contribui no deslocamento transversal é dado

por (PASSOS, 2014):
1 [t dw\?
== P du 2.
A /0 ( dx) . (2.78)

2.5 Equacoes de Equilibrio

As equagoes de equilibrio serdao desenvolvidas para os problemas de vigas apoiadas
em uma camada elastica de Kerr e vigas duplas elasticamente conectadas pela base de
Kerr. As vigas serao formuladas segundo as hipoteses de Euler-Bernoulli e Timoshenko.
As equacgoes de equilibrio para cada um dos problemas serao obtidas a partir da aplicacao

dos principios variacionais.

Se tratando do problema estatico, as equagoes de Euler-Lagrange serao obtidas a partir
da extremizacgao de um funcional, onde é imposta a condicao que sua primeira variacao é

nula.
oU = om — oW =0, (2.79)

onde U ¢ a energia potencial total de deformagao do conjunto, m é dado pelas energias
potencial de deformacao da viga mais a camada de Kerr e W dado pelo o trabalho das

forcas externas atuantes sobre o conjunto.
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2.5.1 Pelas hipoteses de Euler-Bernoulli
2.5.1.1 Viga simples

Considere uma viga apoiada em uma camada elastica, de parametros k., ki e G,
submetida a um carregamento estatico g(z) distribuido ao longo do seu comprimento L,

como mostra a Figura 2.12.

R
EEEDEEE.

FIGURA 2.12 — Viga de Euler-Bernoulli sobre camada elastica.

K

A fungao lagrangiana sera dada por:
M=m,+m — W, (2.80)

onde 7, é a energia de deformagao da viga de Euler-Bernoulli e 7, é a energia potencial

da camada de Kerr.

Substituindo as eqs.(2.68), (2.75), (2.77) e (2.78), na eq. (2.80) e posteriormente

fazendo a primeira variagao do funcional, obtém-se:
1 L 2\ 2 1 [L 2 L
) —/ EI d— dx——/ P d_w dx—/ gwdzr+
2 /o dx? 2 /o dx 0
1 [F ) 1 [* dv\” 1 [*
= | ke(w—v)'de+= — | de+ = | kplde| =0. (281
+2/0 e (w—0) x—|—2/0 GS(dw) x—|—2/0 woidr| =0, (2.81)

As variagoes na eq. (2.81) podem ser resolvidas aplicando as propriedades do calculo

variacional, onde apds algumas integracoes por partes, resulta em:

) L 3 L L
el e sl P ™|
dz? dx |, dx? 0 dz 0

L L 4 2
+ [GS@&;} +/ {Eld—w+Pd—w + ke (w =) —g} ow dx
0

de |, dat dx?
L d*v
+/ {—kc (w—wv)— Gsﬁ + kkv] ov dr =0, (2.82)
0 x
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onde as parcelas no contorno sao:

M(z) = —EIde“;(f), (2.83)
Viz) = —Ezdz‘;gx) - Pdlzgﬂ), (2.84)

definidas como o momento fletor e esfor¢o cortante equivalente da viga, respectivamente,

e ainda

dv(z)
dr

Vi(z) = G (2.85)

o esforgo cortante da camada de cisalhamento. Com isso, a eq. (2.82) pode ser reescrita

na forma:

d
[Méﬁ] + [Vowly + [Vadvly +

d*w d*w
+/0 [EI%+PW+IC( v) — g}&ud:p

L d*v
+/ [—kc (w—v)— Gs@ + kkvl dv dx =0, (2.86)
0

Sendo as variagbes no contorno nulas, entdo a eq. (2.86) passa a ser:
L 4 2
d*w d“w
El— +P—+k ow d
/O[dx4+d+< )g}wx—l—

L d2
—I—/O {—kc(w—v)—G I 2+kkv} ov dr = 0. (2.87)

Considerando que as variacoes (5?[—1;’,(510,50 sdo arbitrarias, a nulidade da eq. (2.87)

serd garantida se as equacoes a seguir forem verdadeiras:

d*w al2
d?v
—ke (w—v) — Gy - 2+/{:kv—0 (2.89)

sendo, portanto, a equacao governante do problema estatico da viga de Euler-Bernoulli

sobre camada elastica de Kerr.

2.5.1.2 Viga dupla

O procedimento de obtencao da equacao diferencial da viga dupla conectada por ca-

mada elastica de Kerr se dara de forma similar ao que foi visto na viga simples. Considere
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a Figura 2.13 que representa o sistema de vigas duplas conectadas que interagem entre
si devido a camada elastica de conexao entre elas, onde tanto a viga superior quanto a
inferior podem estar submetidas a carregamentos uniformemente distribuidos ao longo do

seu comprimento L.

Ery

S
Lx? T

Ex Iy

FIGURA 2.13 — Sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli conectadas por base elastica.

A energia de deformacao das vigas é dada conforme eq. (2.68), onde:

1 L d2w1 2 d2w2 2
Ty = 5/0 Eljl < A2 ) +E2[2 ( du? ) dl’ (290)

sendo os indices 1 e 2 relativos as vigas superior e inferior, respectivamente.

Por sua vez, o trabalho das forgas externas, considerando que tanto a viga superior

quanto a inferior estarao submetidas a forcas axiais e verticais, sera:

1 L dw1 2 dw,, 2
W == P — P
;) [<daz) ! (dw)

L L
dx —|—/ grurdx —|—/ gowod. (2.91)
0 0
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Substituindo as eqs.(2.75), (2.90) e

(2.91) na funcao lagrangiana eq.(2.79), obtém-se:

1 L d2w1 2 1 L dQUJQ 2
1 [t 2 1 [ dv\”
1

L
+—/ ki (v — wo)” da +
2 Jo

1 L dw1 2 1 L de 2
—= P|— ) de—= PB{—) d
o, (@) as [ n () a
L L
—/ glwldx—/ ggwgdx}:(].
0 0

Apoés algumas manipulacbes matematicas e considerando as variagoes no contorno

(2.92)

nulas, a eq.(2.92) fica:

d4w1 del
|:E1]1 dr + P dr? + ke (w1 —v) — 91} dwy +
d*w d*w
+ |:ng2 dx42 PQ d:L‘22 — k‘k (’U — w2) — g2:| 5U)2 +
d*v
—ke (W —v) — Gy— s + ki (v — wy) | 6v = 0. (2.93)

Sendo as variagoes arbritarias no dominio, entao a eq.(2.93) resulta na equagao dife-

rencial do problema estatico, dadas por:

d*w d*w,
Ehi— o+ Pr o+ ke (wn = v) = g1, (2.94)
d*w d*w
Exly dz i TP dr — 5 — k(0= wy) = g, (2.95)
d*v
—ke (W —v) — Gy— s + ki (v —wy) = 0. (2.96)

Pode-se ainda escrever o momento fletor e cortantes, equivalente nas vigas e na camada

cisalhante, respectivamente, como sendo:

d*w

M, = —FE;I,——— R (2.97)
dPw; dw;
Vi=—-FE;l,—— = —Pi%, (2.98)
dv
=G,—, 2.
Ve =G (2.99)

com ¢ = 1,2.
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2.5.2 Pelas hipoteses de Timoshenko
2.5.2.1 Viga simples

Considere uma viga apoiada na camada elastica de Kerr ao longo do seu comprimento
L, submetida a carregamentos e momentos distribuidos ao longo da viga, g(x) e m(x),

como mostra a Figura 2.14.

S e — ———= 7 - (1)
kG A N C

L

FIGURA 2.14 — Vigas de Timoshenko sobre camada eldstica de Kerr.

Substituindo as eqgs.(2.70), (2.75), (2.77) e (2.78) na fungao lagrangiana eq. (2.79),

obtém-se:
pr (%) | waa 6, + 2 2
dx Y dx
1 [F ) 1 [* dv\” 1 [F
— k — d — — ) d — kovid
—1—2/0 e (w—v) x+2/0 GS(dx) :v+2/0 LUodr +
1 [ dw\? L L
—5/0 P<@> d:):—/o gwdx — i meydxr » = 0. (2.100)

Aplicando as propriedades do cédlculo variacional, a eq. (2.100) passa a ser escrita

CO1mo:

2

L L L
vt o (2] ot~ ]
0 0
d¢
+/0 i T e i’

L
L dw d?p,
d2

L
+/0 —ke (w—v) — Gg— s + kkv] dvdx = 0, (2.101)

—ﬁGA(——l——)—i—kc( _oy 4Pt }(md:w
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sendo o momento fletor e o esforgos cortantes dados por

_ 1%
M(x)=FEI dxy’ (2.102)
dw dw
V(z) = kGA (gby + %) — P%, (2.103)
Vi(z) = GSZ_Z' (2.104)

Apés algumas manipulagoes matematicas, chega-se a equacao governante viga de Ti-

moshenko sobre camada elastica de Kerr dado por:

do, — d*w d*w -
dw d*¢
d*v
—ke(w—v) — GS@ + kpv. = 0. (2.107)

2.5.2.2 Viga dupla

Considere um sistema de vigas paralelas, de comprimento L, interconectadas por uma
base elastica de Kerr e submetida a carregamentos distribuidos ao longo das vigas, g;(x)

e m;(z), como mostra a Figura 2.15.

T e e— —————=— 7~ -~ (1)
kG A

L

z S %

Lx %
N

By, (T———— /7ﬁ/7ﬂ\{“ ma(x)

()

FIGURA 2.15 — Sistema de vigas duplas de Timoshenko conectadas pela base eldstica de Kerr.

A energia de deformacao das vigas superior e inferior é obtida de forma similar a viga
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sem camada eldstica, eq.(2.70), sendo expressa por:

d d déy\
Elll _Cbl + lilGlAl le + —wl + EQIQ —¢2 +
dx dx dx

2
FhaGoAy (gbg + %) ] d. (2.108)

onde os indices 1 e 2 correspondem as vigas superior e inferior, respectivamente.

Estando as vigas superior e inferior sujeitas a forca axial, carregamento vertical e

momento fletor, o trabalho das forcas externas para cada viga é dado por:

1 [r dw;\” L L
W, = —/ P; ( Z) dx —i—/ giw;dx + m;py,de. (2.109)
2 Jo dx 0 0

Substituindo na funcao lagrangiana as eqs.(2.75), (2.108) e (2.109), obtém-se:
1 [r doy, \° dw \ dw\ 2
5 {5/0 E1[1 ( dxyl> + /€1G1A1 (¢y1 + %) — P1 (E)
1 [r doy, \° dws \ 2 dws \ 2
S O8N A e A a2 _p, (22
+2/0 22(dm> + r2Go 2<¢y2+dx) Z(dx)
L L L L
—/ glwldx—/ mlgbyldx—/ Qngdx—/ m2¢y2dx} = 0. (2.110)
0 0 0 0

Seguindo os passos de resolu¢ao andlogos a viga simples, chega-se a equagao governante

dz+

dr +

do problema:

—k1G1A,; (d% ) + ke (wy —v) + Py P _ g1 =0 (2.111)
dx dz?

k1G1 A, (qbyl B\ 1d;¢gl —my =0, (2.112)

—ryGy Ay (djf ) + ki (wg — v) + Po d;x — g2 =0, (2.113)

koGa Ay (%2 d d% —mg =0, (2.114)

—k (wy —v) — G —|— k(v —wy) = 0. (2.115)

O momento fletor e esforcos cortantes, nas vigas e na camada cisalhante, sao dados
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CAPITULO 2.

FUNDAMENTACAO TEORICA

por:

M, = E1,%%
dx
dw;
Vi = kG A; +— | =P,
dv
Vi = G,—.
k dx

dwi

da

(2.116)

(2.117)

(2.118)
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Capitulo 3
O MEC em vigas sobre camada elastica

Neste capitulo sao apresentadas as formulacoes do MEC para a analise estatica vigas
apoiadas em camada elastica de Kerr. Sao propostas as solucoes fundamentais baseadas
no MEC-D nas teorias de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Das equagoes integrais,
obtidas via método dos residuos ponderados (MRP), serd discutido e obtido o sistema

algébrico para posterior solu¢cao do problema.

3.1 Pela teoria de Euler-Bernoulli

3.1.1 O Problema Fundamental

No problema fundamental, considera-se que a viga e a camada elastica tenham dominio
infinito e estejam submetidas a fontes concentradas em forca que atuam em um ponto
chamado de ponto-fonte, dadas pela funcao delta de Dirac, figura 3.1. Pelo MEC-D
(direto), a equagao diferencial do problema fundamental serd andloga a do problema real,
uma vez que o problema real, Q = [0, L], estd contigo no fundamental. Dessa forma,
duas equacoes serao geradas: uma para ativacao da fonte concentrada em forga na viga,
g = 0 (x,7), e outra para ativacao em forga na camada de cisalhamento, conforme mostra

a figura 3.1.

FIGURA 3.1 — Problema fundamental da viga de Euler-Bernoulli sobre camada de Kerr com fontes
aplicadas em forga na viga (a) e camada cisalhante (b).



CAPITULO 3. O MEC EM VIGAS SOBRE CAMADA ELASTICA

Aplicando a fonte concentrada em forga na viga, ¢*9(z,z) = ¢ (z,%), por meio da

equagao de equilibrio eqs. (2.88) e (2.89), obtém-se:

d*w*9 d*w*9 . . R
EI e + P o2 + ke (w9 —v") =6 (2,7), (3.1)
d2 xg
—ke (W —v") — Gg—— + kxv™ = 0. (3.2)

d2

Aplicando agora a fonte concentrada na camada cisalhante, g;i*(z,7) = § (z, ), fica:

d4w*k de*k § .
El—— + P+ ke (0™ —v™) =0, (33)
o *k o xk\ d2 o ~
ke (w v*) — G, e + kot =6 (2,7). (3.4)

Dessa forma, a equagao governante do problema fundamental na forma matricial serd

dada por:

EI d4 + k. + dez —k. w*(x,T) w*(x,7)
=0 (z,7) 1], (3.5)
—k, —Go L+ ke + Ky v9(x,7)  v*(2,T)

S de

ou ainda na forma compacta:
[BIG] ={[}, (3.6)

onde [B] é a matriz dos operadores, [G] é a matriz dos deslocamentos fundamentais e { f}

é o vetor das forcas, onde:

[ EIL: + ko + P —k,

—k, —GE 4tk + Ky

L S g2

sendo [I] a matriz identidade.

Como a eq.(3.5) corresponde a um sistema com varidveis acopladas, para resolvé-lo

deverd ser feito o desacoplamento por meio do método de Hormander (1963), gerando
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CAPITULO 3. O MEC EM VIGAS SOBRE CAMADA ELASTICA

assim a equagao equivalente desacoplada i(z, ) por meio da equagao:

6] = [B]" (,%). (3.10)

Substituindo a equagao (3.10) na (3.6), tem-se:
1B] [B<]" v (2, 7) = {f}. (3.11)

Vale lembrar ainda que a inversa da matriz [B] é dada por:

Bcof:|T
B ' = [ : 3.12
8] det [B| (3.12)
Dessa forma, a equacao diferencial equivalente desacopladas sera dada por:
db d*y d*y d(z,7)
=——7" 3.13
i Ot Ve T T Ra, (3.13)
P kc + kk kc P kk kckk
o= — — B = 1—— (14— = — .
onde: a = 77 = =7 EI[ Gs< +k)} °TT TEIG,

2
A equacao caracteristica associada a forma homogénea é obtida fazendo ol Yy na
x

eq.(3.13), ficando:
y'+ay'+ Py +v =0, (3.14)

cujas raizes sao CARDANO:

" :y—gw&s—g—@—g, (3.15)

1 1
b2 =75 (y1 + ) + 5\/@1 +a)’ =48+ (g1 +a)], (3.16)
1 1
Y3 =—§(y1+a)—5\/(y1+a)2—4[ﬁ+y1 (y1 + )], (3.17)
2 3 2 2 3
onde: A = (g) + (g) ,q = —% +Bep= —20; — a—f + 7. Dessa forma, as solugoes

fundamentais desacopladas propostas serao dadas a partir do valor do A, onde:

— Se A > 0, a equagao terd uma raiz é real e duas outras complexas conjugadas;
— Se A < 0, a equagao tera trés raizes reais distintas;

— Se A =0, a equagao tera trés raizes reais, sendo pelo menos duas iguais.

De um modo geral, a solu¢ao fundamental desacoplada (1(r)) serd dada pelas possiveis
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CAPITULO 3. O MEC EM VIGAS SOBRE CAMADA ELASTICA

combinagoes:

b(r) = [i(r)Cr + fo(r)Cy + f3(r)Cs, (3.18)

onde cada funcao f; serd dada de acordo com o valor da sua respectiva raiz y;. A tabela

3.1 mostra as combinagoes possiveis.

J1 J2 3 Obs.
A >0 fi(r) | ePcos(qr) | e P sen(qr) | y2 = ys3
A <0 | filr) | fa(r) f3(r) Y1 F Y2 F Y3
A=0]f(r) | folr) r° f3(r) Y2 = Y3
A=01| fi(r) 7’2f2(7”) ?"4f3(7’) Y1 =Y2 = Ys

TABELA 3.1 — Fungbes f; propostas segundo a natureza da raiz y;.

onde:

p = |Rey/ya| = |Rey/ys], (3.19)
q = Im/ya| = [Im/ys], (3.20)
a=p*—q, (3.21)
b= 2pq, (3.22)

sendo: Re é a parte real e I'm a imaginaria das raizes complexas. Considerando que as

raizes sejam reais, as funcoes f; serao dadas por:

Ji = 1, sey; =0, (3.23)
fi = eV, sey; >0, (3.24)
fi = sen(rv/=y), sey; <0, (3.25)

com ¢ = 1,2, 3.

A seguir serao apresentadas as solugoes fundamentais desacopladas para os casos mais

usuais.

Uma raiz real positiva e duas raizes complexas conjugadas

Considerando que a raiz y; é real positiva e que y» e y3 sao complexas e conjugadas,

a solugao proposta para o problema sera:

Y = Cre” "™V 4 Coe P cos(qr) + Cse P sen(qr). (3.26)
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CAPITULO 3. O MEC EM VIGAS SOBRE CAMADA ELASTICA

Para obter os valores das constantes Cj, torna-se necessaria a derivacao da equacao

(3.26). Importante notar que a derivada do escalar em relagao a x serd d—¢ = = sgn (x,T),
x r

~ dr ~ ~ -
uma vez que r = |x — Z| e, consequentemente, oy = S9n (z,7), sendo sgn (z,7) a fungao
x

sinal:
R —1, sex <7
sgn(z,T) = { N (3.27)
1, sex>7x
Fazendo a primeira derivada da eq.(3.26) em relagao a x, obtém-se:
dw —/yr —p.r
= {—VyiCie — Coe P [p.cos(q.r) + q.sen(q.r)] +
+Cye P [—p.sen(q.r) + q.cos(q.r)|} sgn (z,T). (3.28)

Derivando mais um vez em relagao a x, chega-se a:

& _

T2 y1Cre VYT + Che P [a.cos(q.r) + b.sen(q.r)] + Cse P [a.sen(q.r) — b.cos(q.r)] +

+26 (2, %) {—/11Cre V¥ — Coe " [p.cos(q.r) + g.sen(q.r)] +
+Cye P [—p.sen(q.r) + q.cos(q.r)]} . (3.29)

Para se ter valor finito, o ponto fonte deve coincidir com o ponto campo (x = ),
ficando r = 0 e d(x,Z) — oo. Assim, pegando apenas a parcela que multiplica a delta de
Dirac na eq.(3.29) e fazendo r = 0, obtém-se a primeira relagdo do sistema para definir

as constantes C;:

—/y1C1 — Cop + C3q = 0. (3.30)

Sendo a parcela que multiplica a delta de Dirac nula, a derivada segunda, eq.(3.29),

passa entao a ser:

d*y

i 1y C1e™ VI Cye P [a.cos(q.r) + b.sen(q.r)] +

+Cse P [a.sen(q.r) — b.cos(q.r)] . (3.31)

Derivando a eq.(3.31), obtém-se a terceira derivada do :

& _

Az {—VipCre Vi 4+ Coe P [(=p.a + q.b)cos(q.r) — (q.a + p.b)sen(q.r)] +

+Cse 7?7 [(—p.a + ¢.b).sen(q.r) + (g.a + p.b).cos(q.r)] } sgn(z,T).
(3.32)
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A quarta derivada sera:

& _

7 yiCre VI 4+ Coe " [(a® — b*)cos(q.r) + 2a.b.sen(q.r)] +

+C3e7 P [(a® — b%)sen(q.r) — 2a.b.cos(q.r)]
+20 (z,7) { —/y1y1Cre V" + Coe " [(—p.a + g.b)cos(q.r) — (g.a + p.b)sen(q.r)] +
+Cse 7" [(—p.a + ¢.b).sen(q.r) + (g.a + p.b).cos(q.r)]} . (3.33)

Para a eq.(3.33), vale a mesma andlise que foi feita na eq.(3.29). Com isso, chega-se a

mais uma relacao do sistema para determinar as constantes:

—/y1y1C1 + Co(—p.a + q.b) + Cs(q.a + p.b) = 0. (3.34)

A equagao (3.33), que corresponde a quarta derivada da fungao 1, passa a ser:

dy

i y1Cre V97T 4 Coe " [(a® — b%)cos(q.r) + 2a.b.sen(q.r)] +

+C3e 7" [(a® — b%)sen(q.r) — 2a.b.cos(q.r)] . (3.35)

A quinta derivada é dada por:

d5
= VRO + o [[pla® — 1) + 2q.0] cos(ar) — [afa® — 1) + 2p.a] seny.

+ C3e ™" [[q(a® = b%) + 2p.a.b] cos(q.r) + [—p(a® — b*) + 2q.a.b] sen(q.r)] } sgn(z, T).

Finalmente, a sexta-derivada do 1 fica:

&Y _

e yiCre V9T + Coe™" [(a® — 3a.b®) cos(q.r) + (3a°.b — b°) sen(q.r)] +

+Cse7 " [— (3a®.b — b%) cos(q.r) + (a® — 3a.b?) sen(q.r)] +
+20(z, ) { —/y1y; Cre V" + Coe 7 [[—p(a® — b%) + 2q.a.b] cos(q.r) — [q(a® — b) + 2p.c
+ C3e7 " [[q(a® = b%) + 2p.a.b] cos(q.r) + [—p(a® — b?) + 2q.a.b] sen(q.r)] .}

O 1ultimo conjunto de equacoes para determinacao das constantes sera obtido a partir
da substituigao das derivadas eqs. (3.31), (3.35) e (3.37) na eq.(3.13), resultando em:

2a {—/1yiC1 + Cy [=p(a® = b?) + 2q.a.b] + C5 [q(a® = b*) + 2p.a.b]} = 1. (3.38)
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O sistema de constantes a determinar, reunindo as egs. (3.30), (3.34) e (3.38), fica:

—/41C1 — Cop+ T3¢ =0
—/1151C1 + Co(—p.a + ¢.b) + Cs(q.a +p.b) = 0 (3.39)

1
—/y1yiCr + Co [—p(a® — b*) + 2q.a.b] + C5 [¢(a* — b*) + 2p.a.b] =

2FIG,
Resolvendo o sistema (3.39), chega-se as seguintes constantes:
C =2 (3.40)
1 \/mne ) .
2 2
i
S e A T TS 3.41
S (341)
3 2 2
, ¢ —p t+u (3.42)

202+ ) e’
onde 1, = 2EIG (y1 — 2p\/y1 +1° + ) (y1 + 2p\/y1 +1° + ¢°).
Raizes reais positivas e distintas

Considerando que as trés raizes serao reais e distintas, as solugoes fundamentais pro-

postas, dadas pela eq.(3.18), a depender do valor das raizes, serao:

’QD = Cle_r\/yi + Cge_r\/yiz + 036_7“\/‘%. (343)

A forma de obtencao das constantes C; é dada da mesma forma como foi feito para

a eq.(3.26). Entretanto, de forma direta e simplificada, o sistema para determinar as
constantes C; é dado por

i dfl de df3 7] ) \
5(?‘) W(T) W(r) (0, ) 0
d’f &’ f &’ f
d7’31 (r) dr32 (r) dr33 (r) 1 ¢ (= 0 ) (3.44)
oy Eh el Lo )| o |
L a5V e g\ s

tomando r = 0.
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Assim, os coeficientes C; da solu¢ao fundamental eq.(3.43) sao:

1

o — , 3.45

! 2E1G /Y1 (y1 — y2) (Y1 — v3) 349
~1

O , 3.46

L 2EIG /15 (2 — 1) (2 — ys) (340

c, 1 (3.47)

- 2E1G\/y3 (y3 — 1) (Y3 — y2)

Conhecida a equacao fundamental desacoplada 1, é possivel obter os deslocamentos

fundamentais diretamente por meio da equagao (3.10):

22

w2, ) = ke, (3.49)
vI(@,7) = ke, (3.50)
d*) d*y
*k =~
v (x,T) = EIW + PW + ko, (3.51)

lembrando que r =| x — 7 |.

E necessdrio ainda conhecer as derivadas das eqs. (3.48) a (3.51) em relaciio ao ponto
campo (x) e ponto fonte (Z) dos deslocamentos fundamentais, cujo motivo ficard melhor

entendido na formulacao da equagao integral, secao 3.1.2.

3

w(z,7) = (—Gs%ﬂkcwk)%) sgn (e, T), (3.52)
d

w*f(x,ﬁs\) = kcd—zfsgn(x,ﬁs\), (3.53)
d

v(z,7) = kcd—fsgn(w,%),

wi(r,r) = —wi(z,2), (3.54)

vi(r,7) = —vi(z,2), (3.55)

vg (o = d'y d*

il (r,T) = Gsw_(kc+kk)w~ (3.56)

As solugoes fundamentais em esfor¢os podem ser obtidas de forma analoga aos esforgos
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reais, eqs.(2.83), (2.
VI(
V*k‘(
Vie(

Vit (

84) e (2.85) , ficando:

& 3
~ Y d*y ~
r,7) = —FEI (—G s + (k. +kk)ﬁ sgn (x, ),
3
x, ) = —FElk,. qusgn (x,7),
r,7) = Gk, dwsgn (z,7),

“dr
Y &Y Y

z,7) = Gy (EIFqLPﬁ—I—kd )sgn(w,/x\),

M*9(2,7) = —EI (—G U ot ) %),

M*(2,7) = —Elk.——r

drt dr?
d*
“drz”

As derivadas em relagdo ao ponto fonte das eqs.(3.57), (3.59) a (3.61), sdo:

Vfg(x,x) = EI( Gs— pa + (ke + k) o 4>,

* o~ d*i
Vk,agc\(x,x) = —Gike—s Cdr2’

gl % d*y ~
M@\g(x,x) = EI ( Gy— s + (ke + k) %) sgn (x,T) .

(3.57)

(3.58)
(3.59)

(3.60)
(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

As derivadas das expressoes acima, para os dois principais casos considerados anteri-

ormente, sao apresentadas abaixo. Considerando uma raiz real positiva e duas complexas

conjugadas, as derivadas da eq.(3.26) sao:

1 1
ay — eV 4 [bcos(qr) + (a — y1) sen(qr)] e,
dT T]e neb
d? v 1 Ed
_i’ — ﬁe "V — [—p(c—y1) sen(qr) — q(c+y1) cos(qr)] e ",
d’f’ Te neb
& 1
d—;f - ‘%G_W + o Lnbeos(ar) + (¢ = w1a) sen(qr)] e,
3
4 2
1
Y B L 3 ol
—p (¢ =y (p° = 3¢%)) sen(gr)] 7",
d° i 1
d_qu _ _%6—7\/?71 + o [b(—c® + 2ay1) cos(qr)+
(GCQ — (a2 — b2)) sen(qr)] e P
5
oo b (o
B e L [ (- 2) @ 5 (50— ) contan)

—p ((p* —3q) > —uy1 (5a® — p*)) sen(qr)] e,

(3.66)
(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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onde ¢ = p? + ¢%

Considerando as trés raizes reais e positivas, as derivadas da eq.(3.43) sao:

d 1 B B -
%: 7[—(?/2—93)6 VIt (yr — ) eV — (g1 — ) € \/373} (3.72)
d*y 1 — T
arr 7[\/@(3/2—3/3)6 — VY2 (Y1 —ys)e +
s (1 — y2) € V] (3.73)
d31/} 1 -1 —-r/y2 —T\/Y3
a3y [—y1 (y2 —y3) €™V 4y (Y1 — y3) e V2 —y3 (g1 — y2) € V] (3.74)
d*y 1 T -
Ty Vi =) e =y (g — ) eV
+ysv/s (y1 — y2) e TVE] (3.75)
&) 1 . . -
T5 = v v ) e Y g (o —ys) eV =i (g — ) eV L(3.76)
A5 1, i o -
5=y v —um)e — a2 (1 —ys) e VI
+ysVYs (1 — o) eV (3.77)

sendo Y, = 2E1G; (y1 — y2) (11 — y3) (Y2 — y3).

3.1.2 Equacao Integral

A equagao diferencial governante do problema, eqs.(2.88) a (2.89), podem ser trans-
formadas em equacoes integrais equivalentes por meio do método dos residuos ponderados

(MRP), sendo ponderada pelas solugdes fundamentais correspondentes, ficando:

ETL+ P+ ke ~k w() g(x) 0

/OL _ Gl do —

—k, ~Go L 4k + Ky v(z) 0 0

Resolvendo apenas para ativagao da fonte concentrada na viga, a eq.(3.78) fica:

L d*w d*w . d*v .
/o {[EI%—FijLkC(w—v)—g]ngL [—Gs@—kkc(v—w)%—kkv}vg}dx:().

(3.79)

Fazendo algumas integragoes por partes na eq.(3.79) e convenientes manipulagoes,
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chega-se a:

dw*9

W@ BN+ M @) -

’ {M*g(g; ?) ‘Z (:c)r + : L

0 0

L

@ >] - [P )] - Bt B+ 1 ot +

_“’
.75
d4 *g d2w*g
*g __ %9
f {[ 2 -
+-e

d2 *g L
ke (0" —w*9) 4+ kkv*g] v} dx — / gw*9dz = 0. (3.80)
0

onde, por meio da eq.(3.1), tem-se:

L d4w*g d2w>kg R R R L N
/ [EI T+ P——(2,7) + ke (w(2,7) — v*(x, x))] w(x)dr = / 0 (z,7)w(z)dx
0 dz dx 0
(3.81)

e por meio da eq.(3.2)
L dQ,U*g
/ [—kc (w9(x,z) — v (x,T)) — Gsm(as,@\) + kpv™d(z, /ff):| v(x)dr =0. (3.82)
0
Aplicando a propriedade da filtragem da delta de Dirac, a eq.(3.81) passa a ser:

/0 5 (2,7) w(z)dz = w(F). (3.83)

Dessa forma, faz-se a substituicdo das eqs.(3.82) e (3.83) na eq.(3.80), obtendo-se a

primeira equacao integral em termos de deslocamentos no dominio:

R e
+ [Vk*g(:c,f)v(x)]g = [V (2)w* (2, 7))} — {P%(m)w*g(x,f)]o +

— [M(x)%(x,i\)} + [Vk(x)v*g(x,f)]oL—i-/o g(x)w* (z,T)dx. (3.84)

0

Para a fonte concentrada em for¢a na camada de cisalhamento, eq.(3.78), a equagao

integral correspondente fica:

g d'w  _dw d*v
/0 {[Elw—i_PdQ kc(w—v)—g}w*k—i-{—Gs@—l—kc(v—w)—i-kkv]U*k}dx:().
(3.85)
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Apés algumas integragoes por partes e convenientes substituigoes, a eq.(3.85) fica:

_dw }L
_l’_

(@) + [V, D)), — {M*k(x, 7))
+ [V (@, 2)o(@)]y = [V(e)w™(@,7)],

dw*k

dx

(z, f)} + [Vila)o™ (2, 7)), - (3.86)

0

- [M(x)

que corresponde a equacao integral para deslocamentos no dominio da camada cisalhante.

Observando as eqs.(3.84) e (3.86) vé-se que hé trés incégnitas no contorno: w(x),
v(x) e %(z) Com isso, tendo duas equacoes para trés incognitas, faz-se necessirio o
conhecimento de mais uma equagao, a qual serd obtida a partir da eq.(3.84). Portanto,
derivando a eq.(3.84) em relacao ao ponto fonte, Z, obtém-se a terceira equagao integral

para a inclinagao da elastica no dominio:

+

@D @)

dw @+ AV*9 :
" dz

L L
dM*9 d
x,f)w(x)] —{ 7)Y }
0
L L
dw ,  dw*
_ | p== 7
P <x,m>L+

N {d;/gg (x’/f)v(x)I — [V?x)d;‘]; (x,f)]
_ {M(m)%(%@}

0

L dv*9

4 {Vk(x)%(x,ff)}: + /0 " g(x)d;”; (2. 7)dz.  (3.87)

0

Reescrevendo as eqs.(3.84), (3.86) e (3.87) na forma matricial, é obtida a equagao

integral do problema na teoria de Euler-Bernoulli:

( w(@) V2, 7) —M*(2,3) V(x,7) wiz) V)
wz(T) ¢+ Fw,z) —MF(r,7) Vi(z,2) we(z) ¢ =
[ v(Z) Vi (z,7) —M*(z,Z) Vi*(z,7) v(x) ) ) __,
( Iz, x) —wf(r,z) v, T V(z = I [ w*9(x, 7
wie®) e d) w2 |{ M ot + [ e | ) |
|| w(2,7) —wk(z,7) v*k(m,f] Vi(z) }M ’ | v (2,7

3.1.3 Equacoes algébricas

A solucao do problema requer a montagem do sistema algébrico para posteriormente
aplicar as condigoes de contorno e resolvé-lo. A equacao algébrica sera obtida por meio da

equagao integral eq.(3.88), que esta relacionada apenas para pontos colocados no dominio.
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Dessa forma, para o MEC, faz-se necessaria a colocac¢ao do ponto fonte no contorno, ou
seja, nas extremidades da viga e da camada cisalhante: no contorno a esquerda quando
T — 0 = lime (04 &) e no contorno a direita ¥ — L = lim¢_,o(L — ). Assim, a equacao

algébrica, escrita na forma compacta, fica:

{u} + [H]{u} = [G{p} + {/}. (3.89)

onde [H] e [G] s@o as matrizes de influéncia, {f} é o vetor das cargas, {u} é o vetor dos

deslocamentos e {p} é o vetor dos esforgos. Os vetores u e p sao:

h@—{%}—{ww>wwnv@ wl) wall) W)} B0

Uy

Di T

ﬂﬁz{p}Z{V@ M) Vi(0) V(L) M(I) Viz) } . (391)
J

onde 7 e j correspondem as nos inicial e final, respectivamente, do elemento de contorno,

conforme mostra a figura 3.2. Note que, o elemento de contorno proposto nessa tese

possui seis graus de liberdade, sendo dois deles devido a camada cisalhante do modelo do

Kerr. A figura 3.2 mostra ainda os sentidos positivos para os deslocamentos e esforcos

nas extremidades do elemento.

FIGURA 3.2 — Sentidos positivos dos esforcos (a) e deslocamentos (b) nas extremidades.

A matriz de influéncia dos deslocamentos, [H], pode ser escrita na seguinte forma:

H. H [Hi1)= —[N], parar=0e S =S5,
11 12
Hyl= [N =LeS=S
] — o = W] prar=es=s g
[T [Hy) = —[N], parar=LeS=25,
2t 22 [Hy) = [N], parar=0e S =25,

onde:

5-7]11(7“) —7712(7‘) 5-7713(7“)
IN] = | —noi(r) Smaa(r) —ms(r) |, (3.93)
Sai(r)  —ms2(r)  Snss(r)
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sendo S, e Sy os valores dados pela funcao sinal para quando x < T e x > I, respectiva-
mente, e os coeficientes 7 obtidos a partir dos esfor¢os fundamentais, eqs.(3.57) a (3.62),

e suas derivadas, eqs.(3.63) a (3.65):

m(r) = EIG, ‘f;f ET (ke + ky) flf, (3.94)
ma(r) = EIG, ;f — BT (ke + ky) ‘fjf, (3.95)
ms(r) = k.G Ccllw (3.96)
m(r) = EIG, dﬁf — EI (k. + ky) f%f, 3.97)
Ma2(r) = mu(r), (3.98)
M3 (1) = kch%, (3.99)
s (r) = —ETk f—f, (3.100)
ns2(r) = —ElTk, ij, (3.101)
n(r) = DiG, f;f | PG, f;f +haE (3.102)

onde 9 (r) é a solucao fundamental desacoplada, cujas derivadas ja foram explicitamente
apresentadas nas egs.(3.66) a (3.77).

Ja a matriz de influéncia dos esforgos, [G], fica:

R (Gil= —Q], parar=0e S =25,
11 G
pr— pr— L pr—
G] = , com: (Gre @I, parar €5 =15 (3.103)
o o (Gl = —1[Q], parar=LeS=S5,
21 Gao
(G

Gool = [Q], parar=0e S =5y,
onde:

511(7’) —5-512(7“) 513(7“)
[Q] - —S.,BQl (7") 622(7") —5.523(7“) (3104)
531(7“) —S-ﬁ32(7“) 533(7”)

e os coeficientes [ sao obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais, eqgs.(3.48) a (3.51)
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e suas derivadas, egs.(3.52)

a (3.56), sendo dados por:

2
Pu(r) = —Gs qu (ke + ki) ¥,
3

Bra(r) = =G dqé} (ke + k) CCZ;D
513(7’) = k.,
521(7“) = 512(7“),

d4 2
() = G 4 (ke k) T8
523(7“) = kc%a
531(7”) = 513(7“)7
532(7”) = 523(7")7

4 2
ng(?”) = El%‘f‘Pdij +kc¢

As forgas nodais do vetor de carga para uma carga g(x) que atua na viga, é dado por:

Uk = fu ~faw fu t,

onde

auy o |

fu= | " g(e)ue)ds

fun = | o))
o= " o) ()

fo= | gL — o)
fi, = | @)L — ),
= gL — 2.

(3.114)

(3.115)
(3.116)
(3.117)
(3.118)
(3.119)

(3.120)

Considerando que atue um carregamento uniformemente distribuido, o vetor de carga
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serd dado por:

fuo, = —9Gslp, — (ke + ki) Ip,] (3.121)
Jaw; = —9gGslpy — (ke + ki) I1,] Sa, (3.122)
foi = gkl gy, (3.123)
fu; = —gGslp, — (ke + ki) Iy] (3.124)
faw; = —9g[Gslpy — (ke + ki) I1,] Sa, (3.125)
fo; = gkely,, (3.126)

onde os valores de I para quando houver uma raiz real positiva e duas complexas conju-

gadas sao dados por

1

Iy, = —9aq) — 2 (e~ Ivir _ 1)) — b(—2 I

o= (1 (31 — 2a) — * (e ) 5 (b(=2a+y)cos (L) +

— (¢ = ¥* = yra) sin(gL)) e, (3.127)

1

I, = be (e Lvvr — 1) — 2 g2 b 5 a2

b e ) = Vina (¢ = 30" )+ e (=37

v +y1) cos (L) +p (3¢° — p* + 1) sin (qL)) e 7", (3.128)
1 . ;e v

I = o (beos (gL) + (a =) sin (gL)) ™" = —— (3.129)
¢ t
1 1

Iy, = neb (ovn (e*L\/ﬁ —1) +q(c+uy)) + wh (—q(c+wy1)cos(qL)+

~ple=y)sin(ql)) e (3.130)
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enquanto que para trés raizes reais e positivas

1 e Lvir 1 e vz 1
]fo = [_ + +
2EIG | (1 —y3) (v —12)  v2 (Y2 —u3) (v1 — y2)
e bvus — 1
- , (3.131)
Ys (92 - y3) (y1 - ?Js)
1 e v 1 e vz 1
]fl = { + — +
2EIG [/y1 (y1 — y2) (y1 — v3) VY2 (y1 = y2) (Y2 — y3)
L el ] (3.132)
VU W —ys) (2 —ys) ] '
1 e~ v — 1 e vz _ 1
[fz = |:_ + +
2EIG, (yl - yz) (yl - yS) (y1 - y2) (92 - yg)
e -l ] (3.133)
(?Jl - y3) (?J2 - y3) 7 '
I 1 { Ve i — 1 N N N
fs 2E1G [ (y1 —vy2) (y1 — v3) (Y1 — y2) (2 — y3)
VeV } . (3.134)
(?Jl - ys) (yz - y3)

Entretanto, se o carregamento for pontual (p) e aplicado em um ponto de coordenada

xp, entao o vetor de carga serd dado por:

d?1)
fuw, =—p [Gsﬁ(xp) — (ke + kk)qﬁ(xp)} , (3.135)
& d
Jaw, = —p {Gsd_rqf(xp) — (ke + k) d_qf(xp)] S (3.136)
fo, = pkeab(xp), (3.137)
d?1)
Fuy = =0 |GG L =) = (ke 4 b UL ). (3.139)
&3 d
faw; = —p [Gsd_rzf([/ —x,) — (ke + ki) d—zf(L — xp)} S, (3.139)
fo; = Pkeb(L — ). (3.140)

Dessa forma, para se obterem os esforcos e deslocamentos no contorno, resta aplicar

as condigoes de contorno a eq.(3.89) para obter a solugdo do problema.

3.1.3.1 Determinacao dos deslocamentos no dominio

Obtidos os deslocamentos e esforcos no contorno do elemento, torna-se possivel conheceé-
los também nos pontos internos, como por exemplo em um ponto "A”, conforme figura

3.3. Para isso, recorre-se a equacao integral, eq.(3.88).
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FIGURA 3.3 — Deslocamentos em um ponto A no dominio das vigas.

Escrevendo a eq.(3.88) para os deslocamentos em um ponto "A”, a representagao al-

gébrica fica:

[ w(z,) V*(z,a) —M*9(x,a) Vi9(x,a) w(x) =t
walwa) {414 | VE@a) ~MEaa) Vi) || wa) -
L v(,) V*(z,a) —M*(x,a) Vi*(z,a) v(x) o
([ w*(z,a —w¥(r,a) v*(x,a) V(x) =t ;| w(z,a)
q | wE(r,a) —wii(z,a) }g(x,a)] M (z) —i—g(:l:)/ w¥(z,a) | .dr
\ w*t(x, a) —wff(x,a) v**(x,a) Vi(x) 0 v**(z,a

A partir da eq.(3.141), monta-se a equagao algébrica para determinagao dos desloca-

mentos em um ponto qualquer no dominio:

w(z,)
wa(r,) o= —[H{u}+[G]{p} +{f}, (3.142)

v(z,)
onde {u} e {p} sdo os deslocamentos e esforcos no contorno, respectivamente, calculados
por meio da equagao (3.89).

A matriz de influéncia [H] é dada por:

[Hi1]= —[N], parar=aeS=2S,

H) = | H, Hy |, com:
] [ H 12} com [His]) = [N], parar=beS =15,

(3.143)

onde:

Sai(r)  —ma(r)  Sms(r)
[N] = —7721(7“) Sema(r)  —mas(r) | (3-144)
Szi(r)  —maa(r)  Snss(r)

sendo os coeficientes 7 obtidos pelas eqs.(3.94) a (3.102). J4 a matriz de influéncia [G],

fica:

[Gu]l= —1Q], parar=aeS=25,

: (3.145)
[Gia] = [Q], parar=be S =5,
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onde:

Bui(r) —S.Bi2(r) Baa(r)
[Q] = —S.ﬁgl (7“) ,822(7") —5.623(7’) > (3146)
Bs1(r) —5.B32(r) Ba3(r)
sendo os coeficientes § os mesmos definidos pelas egs.(3.105) a (3.113).

O vetor de carga, f, para o carregamento uniformemente distribuido, fica:

U ={ foe ~fuun fu] - (3.147)
onde os coeficientes 6 sdo definidas abaixo:
oo = [ @i+ [ o(a)0(2 ) (3.148)
Fin = /0 " (@) B () + / o(2) o (L — 2)d, (3.149)
fu= [ o@n@iz+ [ o)z~ o) (3.150)

Para um carregamento uniformemente distribuido

fwa = =9 Gsla, + g+ (ke + ki) Lay, (3.151)
fawe = =9 Gslay + g (ke + k) Lay, (3.152)
Joa = 9 kelag, (3.153)

onde para uma raiz real positiva e duas complexas conjugadas

T,—-2 1

I, = — — |2b —a)—0b —2 o 2 — e (3.
do _ + e [2b(y1 — a) = b(y1 — 2a) Cuo + (a y1a) Cye](3.154)
T —1 2 2 2 2

I, = — + — — 3p° + D, +p(3¢°—p° + Deol 3.155

"= T e lq (" —3p" + 1) p(3¢° — p* + 1) Doo] (3.155)
T.—2 1

Iy, = — ; + % [cho + — (y1 — a) Coe — 25] , (3.156)
Uyl 1

Loy =~ 771 b +%[q(c+y1) Deo 4 p (¢ = 1) Dsel, (3.157)

sendo T, = e V¥i%ate VUit (O = sen (qu,) e P*+sen (qry) e P*, Cup = cos (qr,) € P e+

cos (quy) e P T, = e Vi — eVUT D = e Plagin (qu,) — e P%sin (qxy), Deo =
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e Pracos (qr,) — e P*cos (qrp), enquanto que para trés raizes reais e positivas

I 1 |: e_\/yTxa + e_\/yill’b _ 2 e—@$a + e—\/y?x'b _ 2
do = - + +
’ 2EIG | yi(yr—y2) (yi —43) 2 (1 — ¥2) (2 — v3)

Ve | oV _ 9
‘ re } , (3.158)

Ys (yl - ?/3) (y2 - y3)
1 eVYITa _ o= VUITD e V¥2Ta _ o=VU2Tp
A

_|_
2EIG, | i (i —y2) (1 —wy3) /Y2 (v — v2) (Y2 — u3)
e—\/y?,% — e—\/?ﬁfb

_\/?E(yl - ?/3) (yz - ?Js)} 7 (3'159)

+

I 1 [ e"VUITa 4 emVIITY _ 9 emVI2Ta 4 omVIRT
dy = — + +
’ 2EIG, (1 —y2) (Y1 — y3) (1 — y2) (Y2 — y3)
—V¥3Za VY3t _ 9
_— re 1 (3.160)
(yl - 2/3) (y2 - 3/3>
1 —VUlTa _ o—/U1Tb —V¥Y2Ta _ o—/Y2%b
I = [_ Ve e Ve e N
2EIG; (Y1 —y2) (y1 — y3) (Y1 —y2) (Y2 — y3)
e V¥sTa — g= Vst
_ Vs } (3.161)
(yl - y3) (?J2 - 3/3)

Caso atue no dominio uma forga pontual (p) em um ponto de coordenada x,, o vetor

de carga fica:

d2
fua=—D" Gsd—:f@p) 4+ (ke + k) ¥(ry), (3.162)
d*y di
faw, = = Gz (1p)S - (ke + ki) — (1), (3.163)
foa =D keab(rp), (3.164)
—1if .
onde r, = |z, —x,| € S = ‘1 TS
1if xy >z,

3.1.3.2 Determinacao dos esforgos no dominio

Para se obterem os esforcos em um ponto A do dominio do elemento, deve-se recorrer
as eqs.(2.83), (2.84) e (2.85), onde fazendo as devidas manipulag¢oes na equagio integral,

eq.(3.88), monta-se o seguinte sistema algébrico:

V(za)
M(z,) ¢ =—[H]{u}+ [G]{p}+{[}, (3.165)
Vk(l’a)
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onde os vetores {u} e {p} sado os deslocamentos e esfor¢os medidos no contorno, respecti-

vamente, por meio da equagao (3.89). A matriz de influéncia [m ¢é dada por:

—r] parar=aeS =29,
m,pamr:beS:Sd

7] = [ o T |, coms

3.166

onde:

711 (7) =S Ma(r)  Mys(r)
m = | S Mul(r) —Ta(7) S Mas(r) | (3.167)
Mar(r) =S Maa(r)  7a3(r)

sendo os coeficientes 77 definidos por:

d? d2
My = I— + P ¢ + ke + Kyt (3.168)
dr?
d3
N1 = P ( ) < Gs— + ke + kk¢> (3.169)
2 d2
g1 = ke (El—w +P¢) (3.170)
d* de
Ty = E2]2d . (—G I + (ke + kk)w) (3.171)
E*I*— @ Gs—= 1/} k. + k 3.172
g = ars \ s g2 + (ke + ki) ¥ (3.172)
_ d*
’)732 = Ezlzkcw, (3173)
_ d*y
M = =Gk, (3.174)
_ d*y
Moz = —G 2k, R (3.175)
_ d2 d4¢ dzw
A matriz de influéncia [@], fica:
— Gul= - = S=25,
G| = [ Gu G ] . com: (G (9] parar=ac (3.177)
[Glg}: [Q],pamr:beS:Sd

onde:

B S;Bn(r) —31_20") S - 313(7’)
[Q] = B (1) =8 - Boyy(7) 323(7”) ) (3.178)
S 331(7") _3320“) S - 533(7")
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sendo os coeficientes (8 definidos por:

_ d d? d*
=~ (EIW + P) (—GSW + (ke + k) @/)) : (3.179)
_ d? d*y
By = =Bl (_GSW + (ke + kz) ¢) ; (3.180)
B, = —Gskc%, (3.181)
_ d? d? d*)
Bro=—5 (E[W + P) <_GSW + (ke + kx) w) : (3.182)
_ d? d*y

d2
B3 = —Gskcd—ri)’ (3.184)
_ d d*
Bis = ke (E[W + Pzp) , (3.185)
_ d*y
Bas = _E”ﬂcwa (3.186)
_ d d*y d*y

O vetor de carga {7} para um carregamento uniformemente distribuido, fica:

Ty =[Fun Tau Tu | - (3.188)
onde
T = /0 " ()8, () + / 9(2)Byy (L — 2)dz, (3.189)
T, = /0 " () By (2)da + / 9(2)Boy (L — ), (3.190)
7. = /0 " () By (2)da + / o(2)Ba (L — 2)da. (3.101)

Considerando que o carregamento seja uniformemente distribuido, entao:

711)& =4g [_EIGSIds + (E] (kc + kk) - PGS) Id3 + P (kc + kk) Idl] 5 (3192)
7dwa =g (EIGS-[d4 - Elkc + kk-[d2> ) (3193)
Tva = —g- Gskc]d1' (3194)
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Caso o carregamento seja pontual (p):

—_ 5¢ 3¢

Fo { BIG = + (EI (ke + k) = PG,) — + P (k. + k) d] S, (3.195)
faw, =D (EIG ;gf Elk. + k’kf;f) ; (3.196)
To. (G ke Cy) (3.197)

—lsexr,<x
onde z,, corresponde ao ponto de aplicagao da carga, r, = |z,—z,|, S = P ¢
1sex,>u,

3.2 Nas hipodteses de Timoshenko

3.2.1 O Problema Fundamental

O problema fundamental considerando a teoria de Timoshenko pode ser observado na
figura 3.4, onde a viga e a camada cisalhante, além de possuirem dominio infinito, estao
submetidas a fontes concentradas em for¢a e momento. Por simplificacao, os deslocamen-
tos ou esforcos fundamentais serao representados apenas pela letra e asterisco, sem as

varidveis (y*/(z,7) = y*/).

TZ Té(r,f) 8 (2,7)
o [ [ [ [ [ [ [Je *Ocl( [ [ [ [ [ [ [Je
| IR | [ ] | l
| [ [ 1 [ L rrrprprprro

FIGURA 3.4 — Problema fundamental da viga de Timoshenko sobre camada eldstica de Kerr para ativagao
da fonte em forga (a) e momento (b) na viga, e em for¢a na camada cisalhante (c).

Sendo a equagao governante do problema fundamental andloga ao problema real,
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eqs.(2.105) a (2.107), para ativacao em forca na viga, a seguinte equagdo é produzida:

d¢*g d2 *g d2 *g R
_D1<da: + e )—i—k( )—i—de =0 (2,2),
dw*g d2¢*g
D *9 D =0
1 (Cb + I ) 272 )
d2 *g
—ke (W9 —0v") — Gg—— I + kxv™ =0,

onde Dy = kGA e Dy = EI.

Considerando a fonte concentrada em momento na viga, obtém-se

dd)*m d2w*m
-D P—-D — ") =
1d1’+( 1)d2+k( U) 0,
dw*m d2¢*m
Dy (o™ D —§(z,7
(o ) - e = o),
d2 *m
_kc(,w*m_,v*m) G i — —|—k’k’U = 0.

Ja para ativacao da fonte em forca na camada cisalhante, tem-se:

*k 2 *k 2, %k
D(¢ L )+k( v*k)—l—PdL:O,

dx dax? da?
dw*k d2¢*k
Dy [ ¢** D
1 <¢ + dl’ ) 27 7 o d.ﬁU 07
d? *k R
—k, (w* —v**) = Go——- = + kvt =6 (2,7) .

Reescrevendo as eqs.(3.200) a (3.206) na forma matricial, obtém-se:

(P—Dy)L +k —Di L —k, w9 W
D4 Dy — Dy 0 @I P
—k. 0 k. + k, — G, dd2 v ™

(3.198)
(3.199)

(3.200)

(3.201)

(3.202)

(3.203)

(3.204)
(3.205)

(3.206)

w*k

¢*k —

xk

(3.207)

(3.208)

onde [B] é a matriz dos operadores, [G] ¢ a matriz de influéncia dos deslocamentos e [/]

é a matriz identidade. Por meio do método de Hormander (1963), obtém-se a equagao
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diferencial equivalente desacoplada em funcao do escalar 1:

d dvyd* 5 (x,7)
= 3.209
g6 Tt st D= P) Dyl (3.209)
onde: o = _ Di=Dske  (Dy ket ky B=_ (D1Gs + Doky) ke + P (ke + ki) Dy
' (P—Dl) D2 DQ GS ’ (P_Dl) DQGS )
kD1 k
Y= ( D Dll) ;)2 G Da eq.(3.209), escreve-se a equagao caracteristica associada a forma
homogénea

ay’ + By’ + vy + ¢ =0, (3.210)
sendo %ﬁ =.

Note que, assim como apresentado na teoria de Euler-Bernoulli, secao 3.1.1, a fungao
1 sera dada em funcao dos valores e natureza das raizes da equacao do terceiro grau,
eq.(3.210), obtidas por meio das egs.(3.15) a (3.17), onde, de modo geral, trés situagoes
podem ocorrer: A >0, A<0eA=0.

Com isso, a solugao fundamental desacoplada 1) sera dada por:

Y = C1f1(r) + Cafa(r) + Cs f3(r), (3.211)

cujas funcoes f; serao dadas conforme tabela 3.1.

A seguir, sao apresentadas explicitamente as solucoes fundamentais para os casos mais

usuais na pratica.

Uma raiz real positiva e duas raizes complexas e conjugadas

Considere que a raiz y; é real e positiva, enquanto que as raizes y, e y3 sao complexas

e conjugadas. Para esse caso, a solu¢ao fundamental proposta sera dada por:

1 o =30+ 3¢ =P+ -
— yir pr . pr .
= e + —————e P"cos(q 1) + ————5—€ P"sen(q-1),(3.212)
VYT 2p (P* + @) e 2q (P* + ¢*) e

onde 7 = 2(Dy — P) DyGs (y1 — 2p\/y1 + 0 + @°) (11 + 2071 + p° + ¢°), e ainda

p = |Re\/ys| = |Re\/ual,
q = [Imy/ys| = [Im/yal,
a=p" ¢,

b= 2pq, (3.213)

sendo Re a parte real e I'm imaginaria das raizes complexas.
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Trés raizes reais e positivas
Considerando agora que as trés raizes sao reais e positivas, a solugao proposta sera:

1 _ S J—
o = L) e W) e W) e | (301

sendo Y; = 2(Dy — P) DyG (y1 — y2) (Y2 — y3) (41 — y3)-

De posse da solugao fundamental desacoplada (¢), parte-se para a obtengao das solu-
¢oes fundamentais em deslocamentos e esforcos para a viga de Timoshenko sobre camada

elastica de Kerr. Da equagao (3.10) sdo obtidas as solugoes fundamentais em desloca-

mento:
wa( A 4¢ d2¢
3
¢z, ) = |D1G Ccli Qé} — Dy (ke + ki) % sgn(z, @), (3.216)
d*y
U*g(x’/gj\) = —Dok.—= dar -3 + k Dlw, (3217)
w(x,x) = —¢"(zx,T), (3.218)
my o d'y d*y
¢ (JI,ZE) = G (Dl_P>W+[(k6+kk)P_kch_Dl (kk+kc)P] W—h
+kekii), (3.219)
. o dip ~
vz, T) = kCD1% - sgn(z, x), (3.220)
wH(r,7) = v9(x,7), (3.221)
o*(x,7) = —v"(2,2), (3.222)
ki = d'y d*y
v* ((L’,I) = D2 (Dl — P) dr 1 + (Dlp k DQ) dr 5 + k D1’¢ (3223)

As solugoes fundamentais em esforcos sao dadas de forma analoga aos esforcos do
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problema real, eqs.(2.57) e (2.59). Dessa forma, tem-se:

5 3
V*(z,7) = [DIDQG le f — DDy (ke + ky) %} sgn(z, ), (3.224)
. d* d?
M*g(x’ 1’) = DlDQG ar f — DD, (kc + ]{Jk) d_’[jf’ (3225)
3
Vi9(2,7) = (_kCDQG Cjiqéj + k.D1Gy le—zb) sgn(z, ), (3.226)
ey A~ d'y d*y
V*™(x,x) = —D1Gs Pd 7+ Dul(ke + ki) — keGs| — I + kokx Dy, (3.227)
ey A~ d>y d3¢
M (x,z) = < DGy (k. +kk)F—D2[D1(k; + ki) + k.Gs — (ke + ki) P] — er
+D2kck;€%} sgn(x,T), (3.228)
ng d*y
Vk (.17,33) = kCDlGSW’ (3229)
*k -~ dSw -~
V¥ (x,2) = —k. DlDQﬁ sgn(x, ), (3.230)
. d?
M*(x,%) = —k.D1Dy - f (3.231)
k(o A d*y 3¢
ka($’ :L‘) - |:D2G5 (Dl — P) W — G (k’CDQ Dlp) dr3
—i—chle%] sgn(x,T). (3.232)

As derivadas em r presentes das expressoes acima, para os dois principais casos con-

siderados anteriormente, sao apresentadas abaixo. Considerando uma raiz real positiva e
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duas complexas conjugadas, as derivadas em r sao:

dy

dr
i

arz

a3y

dr’

'y

drt

&P

ars

4%

dr®

—le_r\/?1 + L [bcos(qr) + (a — y1) sen(qr)] e™P", (3.233)
Tt neb
1
I 4 L e =) senlar) — a e+ ) costar)] 7 (3259
t t
—%er\/ﬁ + % [y1bcos(qr) + (¢* — ya) sen(qr)] e, (3.235)
t t
3
3
Yig-rvim 4 1 [q (¢ + 1 (¢° — 3p%)) cos(qr)+
Tt n:b
—p (c — ( 2 3q2)) sen(qr)} e P, (3.236)
—%e’“m + % b (= + 2ay1) cos(qr)+
(a02 — 1 (a2 — bz)) sen(qrﬂ e P, (3.237)
§
?j? e VI | _b [—q ((¢* = 3p%) & + 1 (5a® — ¢*)) cos(qr)+
t
—p ((p* = 3¢%) & — y1 (5a® — p*)) sen(qr)] e, (3.238)

onde ¢ = p* + ¢%.

Jé& as derivadas considerando as trés raizes reais e positivas, sao dadas por:

W _

dr
&y
dr?

d3y
P
d*y
ar

d*
s
d%
e

1

v [ —ys) eV (= ys) eV = — ) e V] (3.239)
t

1 —r —r

Y, [V (Y2 = ys) eV = \fya (y1 — ys) eV

Vs (1 — ) eV (3.240)
1

v (=41 (y2 — ys) eV + 4 (1 — ys) €7V — w3 (Y1 — ya) €TV (3.241)
t

1

Y, [1v/ur (Yo — ys) €7V =y Jys (Y1 — ys) eV +

+ysv/Ys (Y1 — y2) e VH] (3.242)

1 —-r —-r —-Tr
v [—yi (yo —y3) e VP + 3 (1 — y3) €V — 3 (11 — y2) € 7VP](3.243)
t

1 B B
v [Yiv/yr (Y2 — ys) e "V — ya/ya (y1 — y3) e VP +

t
+ysv/Ys (1 — y2) e VP (3.244)

3.2.2 Equacao Integral

Para a solugao do problema, as equacoes diferenciais governante do problema serao

transformadas em equacgoes integrais equivalentes por meio do MRP, onde a funcao pon-

deradora correspondera as solucoes fundamentais.
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A primeira equacao integral obtida correspondente a ativacao da fonte em forca na

viga, dada por:

L *g 2,,,%g 2,,,%g
/ {—D1<%+dw )+kc(w*g—v*g)+Pdw }w*gdzm
0

dx dx? dx?
L dw*g dQ(b*g
D *g —D *9
o] [ (on ) - 2] o+
L d2,U*g
+/ [—kc (w* —v") — Gy T2 + kkv*gl v = 0. (3.245)
0 T

Resolvendo as integrais da eq.(3.245) por partes e apds convenientes manipulagoes,

chega-se a:
*g L dw*g L *g L *g L *g L *gdw L >(<g L
V¥l — Pdww + [M* 9]y + Vi, — [wV]y + | Pw o — [ M], +
0 0
E do*  dPw* P

* L * *
—[Ugvk]0+/0 {—D1<dx + d$2)+kc(w9—vg)+de2]wdx+

L 2 % L

dwxg d=o*9
D *9 - D d k. (v*9 —w™
+/0[1(¢5+d$> gdxz}qﬁx—i-/o[(v w*9) +
—GSW + ko™ | vdx — (gw™ +me™) dx = 0, (3.246)
0

onde, por meio da eq.(3.207), tem-se:

L *g 2, %G 2,1%9
/ {—Dl (d¢ + v ) + k. (W™ —v") + Pd ad ] w(zr)dr =
0

dx dx? dx?
L
/ 0 (z,7) w(zr)dr = w(Z), (3.247)
0
(§
L d d2 *g
L d2,U*g
/ {]ﬂc (U*g - w*g) - GSW + kk?}*g] vdz = 0. (3.249)
0

Assim, por meio das eqs.(3.246),(3.247), (3.248) e (3.249), obtém-se a equagao integral

dos deslocamentos na viga em pontos do dominio:

w(®) + [V*9u]) + Vo)) = [w* Ve +

dw]” L
—{Pw*gﬁ] + [BIME 4 [V VAL + / (gw* +m¢™)dzr.  (3.250)
0 0
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Seguindo o mesmo procedimento de obtengao da eq.(3.250), obtém-se a equagao inte-

gral para calculo das rotagoes em um ponto no dominio

O(@) + [V wly + MGl + [Vimoly = [w™ V]G +

dw]* L
- {Pw*m%} + [P ME 4 VALY +/ (gw™ +me¢™™)dx,  (3.251)
0 0

e ainda, a equacao integral para deslocamentos na camada cisalhante
o(@) + [VRulg + M) + [Vt = [whV] +

*kdw g xk L xk L g *k xk
_ {Pw —} + [¢*M] )+ [0Vi] —|—/ (gw™ +m¢™) dz.  (3.252)
0

dx |,

Agrupando as egs.(3.250), (3.251) e (3.252) e reescrevendo na forma matricial, tem-se:

[ w(?) V*(z,z) M*9(x,z) V9(x,7) w(x) =t
¢@) ¢+ | V"@z) MT(e,T) Vim(e,T) ¢() =
L v(?) V(7)) M*(x,7) Vi* (2,7 v(x 0
([ w9(e,7) ¢9e,7) v9(x3) ] ( V) )]
w(x,x) ¢ (x,x) v (x,X) M (x) +
L w(z,7) ¢ (2,Z) vF(z,7T) Vi(z) o

.| wiz,7) ¢"(x, ) T
+/0 w(2,7) 6z, 7) { 9(z) }dw' (3.253)

3.2.3 Equacoes Algébricas

Para obter a equagao algébrica é necessério reescrever a equagao integral, eq.(3.253),
colocando o ponto fonte nas extremidades do elemento: no contorno a esquerda, fazendo
T — 0 = limg (0 + &), e no contorno a direita, T — L = lim¢_,o(L — £). Dessa forma,

obtém-se a equacao algébrica:

{u} + [H]{u} = [G]{p} +{[}, (3.254)

onde [H] e [G] sdo as matrizes de influéncia, {f} é o vetor de carga, {u} é o vetor dos

deslocamentos e {p} é o vetor das solicitagdes internas. Os vetores u e p sdo:

wy={ w®) a0 v0) wL) aL) o)} . (3.255)
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W ={ V) MO) VO V) MD) v} (3.256)

O elemento de contorno com seis graus de liberdade pode ser visto na figura 3.5, onde
¢ definido os sentidos positivos dos esforcos e deslocamentos. Note que, o giro do elemento
é dado pelas rotagoes ¢, diferentemente do Euler-Bernoulli que é dado pela inclinacao da

eldstica dw/dx, portanto, sentidos opostos.

\M, M; SI), ¢;
V,l ° € TV, W,T o € Tw/
I/k,l o' ° TV/(/ V:T ° ° Tv,
i j i j
(a) (b)
FIGURA 3.5 — Sentidos positivos dos deslocamentos.

A matriz de influéncia dos deslocamentos, [H], pode ser escrita na seguinte forma:

P [Hi;)= —[N], parar=0e S =S5,
11 12
[H] = . com; izl = [N, parar=~Le5 =5 (3.257)
He H [Hy) = —|[N], parar=~LeS=25,
2 22 [Hyp] = [N], parar=0eS =25

sendo

Sana(r)  ma(r)  Sma(r)
[N] = 7]21(7") 5-7722(7“) 7723(7“) ) (3-258)
Szi(r)  maalr)  Smss(r)

onde, S, e Sy representa a funcdo sinal para © < ¥ e x > I, respectivamente, e os
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coeficientes n sao obtidos a partir dos esforcos fundamentais:

& WE
Mr) = DoG (D — P) 5% 4 [-Dy (ke + k) (Dy — P) + DiG (P~ 2D) 54 +
d
Dy (ke + ki) (P —2Dy) d”f (3.259)
&2
’1712(’/“) = —chlG dzf + k k’lel/J, (3260)
d*y d*y drp
7713( )— k’ DQPd 3 k‘ DlDQd 3 k’ DlP%’ (3261)
d* d?
7’]21(7") = DlDQGSd—;f — D1D2 (k? + k’k) dr ’(f, (3262)
d>y %
7722(7”) :DQGS(Dl—P)ﬁ—DQ[(kc+kk)(D1—P>+D2k?G] dr 3
drp
Dok ky,— :
+Dokchy— . (3.263)
d2
M2a(r) = —DokeDr—- f (3.264)
pe
d
d2
Halr) = Goko Dy f, (3.266)
d° d? d
7’]33(7”) == DQGS (Dl - P) d_T,[f - G (kZCDQ — Dlp) d—,[é) + k DlG d—w (3267)
Ja a matriz de influéncia dos esforgos, [G], fica:
(Gul= —[Q], parar=0e S =25,
Gu Guz Gia) = [Q], parar=LeS=S
G] = ,com: T P B - (3.268)
o o [Go1]l = —1[Q], parar=LeS=S5,
Ao [Gaol = [Q], parar=0eS =25y,

sendo

511(7“) —5-512(7“) 513(7“)
[Q] - —S.ﬁgl (’l“) /622(7") —S.Bzg(’l“) 5 (3269)
531(7“) —Sﬂ32(7“) 533(7”)
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e os coeficientes [ sao obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais e suas derivadas:

d'y d*y

511(7“) = DstW - [(/{IC + kk-)DQ =+ DlGS] W + D1 (k’c + k’k) ’QZ), (3270)
3
Bua(r) = DG Y Dy (ke + ) 7, (3.271)
2
Ba(r) = —Dzkc% + kD1, (3.272)
Bar(r) = —Bra(r), (3.273)
_ _py _py) ke LY
Bao(r) = G4 (D) — P) iy (ke + ki) (P — Dy) — koG] 5 T ki), (3.274)
Bas(r) = kd%%, (3.275)
Bai(r) = Pua(r), (3.276)
Baa(r) = —Bas(r), (3.277)
d'y d*y
Bay(r) = Dy (D = P) =5 + (D1 P — keDa) =5 + ke D (3.278)
r dr
As forcas do vetor de carga sao dadas por:
T
Ud = fo oo Fu fu, fo, F0 ] (3.279)
onde os coeficientes 6 sao:

L
Juw, = / g9(z) B (z)dz, (3.280)

OL
foi = / 9() B2 (z)dz, (3.281)

OL
for = / 9(z) B3 (z)dz, (3.282)

" L
Jw; = / g(z)B11 (L — r)du, (3.283)

OL
fo; :/ 9(x) P (L — x)du, (3.284)

OL
fo; = / g(x)Bs1 (L — x)dz. (3.285)

0

Se o carregamento for considerado uniformemente distribuido, as forcas do vetor de
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carga serao dadas por:

fuo. = 9{D2G Iy, — [(ke + ki) D2 + D1Gy| Iy, + Dy (ke + ki) I}, (3.286)
fo: = 9|—D1Gsly, + Dy (ke + ki) I,] Sd, ( )
for = g (=Dakclp, + k.Dily,), (3.283)
Ju;, =g {DsGsls, — [(ke + ki)Dy + D1Gs| Iy, + Dy (ke + ki) I5,},  (3.289)
fo; = gl=D1Glg + Dy (ke + ki) 1] Sa, ( )
fo, = 9 (=Daklp, + keDily,) . (3.291)

onde g representa a intensidade do carregamento e as constantes Iy, dadas segundo os

valores das raizes. Se y; for real positiva e as duas outras complexas e conjugadas, tem-se:

1
Iy, = —2a) = (e —1)) — b(—2 L
W= (y1 (y1 — 2a) — ¢ (e ) e (b(—2a + 1) cos (qL) +
— (a* = 0> — y1a) sin (qL)) e P*, (3.292)
1
I, = be (e LVvr — 1) — 2 _ 9.2 L 2 9.2
1= e (e (e )=V (@ =3 ) + (e - 3%
v +y1) cos (qL) + p (3¢* — p* + y1) sin (qL)) e P*, (3.293)
1 e~ Lvun
It, = — (bcos (qL) + (a — y1) sin (qL)) e X — : (3.294)
n:b Tt
1 1
Iy, = 5 (v (e =1) +qlc+y)) + o (e (etu)cos(gl) +
—p(c — 1) sin (qL)) e P, (3.295)
1 ~Lvi
Iy, = %(ylbcos(qL) + (¢ — ayy)sin(qL))e Pt — %. (3.296)
t t
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Caso as trés raizes sejam reais e positivas, todas distintas, tem-se:

7 1 [ A | e vz _ 1
= - + +
o 2(P—=D1) Dy-Gs [ 1 (y1—y3) (1 —y2) 2 (Y2 —¥y3) (Y1 — v2)
kit } (3.297)
_ 7 297
Ys (92 - y3) (y1 - y3)
7 1 [ e~ v — 1 e vz _ 1
= — +
¢ 2(P—=D1)-Dy-Gs [Vyi(y1 —y2) (i —y3)  VY2y1 — Y2 (Y2 — ¥3)
e Lvus — 1 }
n , 3.208
\/%yl — Y3 (yz - ys) ( )
1 e~ v — 1 e Lvz _ 1
Iy, = [— + +
2 (P - Dl) Dy - G (y1 — yg) (3/1 - y3) (y1 - yz) (3/2 - 2/3)
e Ivis — 1 }
_ 3.299
(yl - y3) (?J2 - y3) ( )
, 1 V(T )RR
. 2(P—D1) Dy Gy | (i —w2) (i —ws) (1 — 1) (2 — 05)
~Lyys _ 1
LV G ) , (3.300)
(yl - y3) (y2 - y3)
/ 1 yi (e7 BV —1) LW (e tvvz —1) N
i 2(P—=D1)-Dy-Gs | (y1—y2) (1 —ws)  (y1 —y2) (Y2 — u3)
o (e~ 1) (3.301)
(yl - y3) (yz - ys) ‘ '

Entretanto, se for considerado uma carga pontual de intensive p, que atua em um

ponto x; qualquer na viga, o vetor de carga passa a ser dado por:

fun =1 {Dgesf—f (ke + k) Ds + Dy G| ‘jf Dy (ke + ) ¢} . (3.302)
Jo.=p {—DlG dglf + Dy (k. + k) ‘fﬂ Sd, (3.303)
fo, =D < Dok dzf + k D1”¢> (3.304)
fu = p {Dzas‘j—‘f (ko + k) Dy + DyG C;f + Dy (ko + ) ¢} (3.305)
fo =p [—D a, C;f Dy (ke + ) Cfﬂ Sa, (3.306)
fo, =D <—D ke d%f + k Dl@b) (3.307)

Da mesma forma, pode-se considerar um momento uniformemente distribuido atuando
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ao longo da viga, com intensidade m, onde o vetor {f} serd dado por:

T

U} = e Mo 1y mgy, | (3.308)
onde:
My, = /OL m(z)B2(z)dz, (3.309)
me = | () (), (3:310)
My, =/0Lm(:v)532($)d:ﬁ, (3.311)
My, = /0 Lm(:)s)ﬁlz(L—:B)d:B, (3.312)
e, = /0 ()l L — ) (3.313)
My, = /O Lm(m)ﬁgg(L—x)dx. (3.314)

Considerando que atue um momento uniformemente distribuido (m) na viga, as forgas

nodais do vetor de carga serao dadas por:

My, =M [DlGSIfS - D (kc + kk) [f1] Sd?

=m [DlGSIf3 - D1 (kZC + kk) ‘[fl] S(I,

My,

(3.315)
(3.316)
Mo, = —mk.Di1;,5d, (3.317)
(3.318)
(3.319)
(3.320)

my, = —mk.D1Iy, Sa.

Caso um momento fletor atue em um ponto de coordenada x; na viga, o vetor de carga
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{f} passa a ser:

3
d* d*i
me, = My Gs(Dl_P)d4+[(kc+kk)(P_D1)_kcG]d2+kkk¢ 3322
My, = —myk.Dy Z—de (3.323)
3
My, = My {DlG qu — Dy (k. + k )%} Sa, (3.324)
d* d?i
Mg, = My Gs(Dl—P)W—l—[(kc—{—kk)(P—Dl)—kcG]d2—|—/€kk¢ 3.325)
My, = —mpkcD1 %Sa. (3.326)

Cabe agora aplicar as condigoes de contorno a equagao (3.254) para obter a solugao

em termos de deslocamentos e esfor¢os no contorno do elemento.

3.2.3.1 Determinagao dos campos em deslocamentos no dominio

De posse dos deslocamentos e esforgos no contorno e por meio da eq.(3.253), escreve-se
a equacgao algébrica para determinacao dos campos em deslocamentos e esforcos em um

ponto ”"A”situado no dominio, conforme apresentado na figura 3.6:

[ w(z,) V*(z,2,) M9 (z,2,) Vi (x,2,) w(x) r
O(z,) ¢+ Ve (x,x,) M (x,x,) Vi (2,a) o(x) =
L v(z,) Vi (x,,) M™% (z,x,) Vik(z,z,) v(x) o
w9(r,x,)  ¢(x, ) VY(x,14) V(x)
w(z,x,) (X, ) V(T 1,) M (x) }
| w2, 2,) o (z,2,)  vF(z,24) (x)

L w*g(xal‘a) ¢*g<x’xa) g(x)
—l—/ w(z,x,) 6 (x,x,) { } dz, (3.327)
0
ou ainda na forma compacta como

w(z,)

¢(za) ¢ =~ [H][{u} +[G]{p} +{/}, (3.328)

U(xa)

sendo as matrizes e vetores com o sobrescrito - referidas ao dominio.
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@1
® G Wa o
i 3 TV“ j

a b

FIGURA 3.6 — Deslocamentos em um ponto A no dominio das vigas.

A matriz de influéncia [H] sera dada por:

ﬁ

=

=
[l

—[N], parar=0e S =25,

H]=| Hy, Hp |, com:
4] [ 1 12] com [His) = |[N], parar=1LeS =25

(3.329)

onde a submatriz [N] serd dada segundo eq.(3.258). J4 a matriz de influéncia dos esforgos,

[G], fica:

Gi1] = —[Q], parar=0e S =S5,

G] = [ G Gio ] , com: Gul= [Ql. parar=LeS=S5,

(3.330)

sendo a matriz [()] dada conforme eq.(3.269). Quanto ao vetor de carga {f} para um

carregamento qualquer distribuido g (z) ao longo das vigas, tem-se:

T
Ub=| fou foe o ] (3.331)
onde os coeficientes 6 sao:
Tq Tp
fo = / g (2) Bu (2)dz + / g (2) fu (L — 2)de, (3.332)
0 Ta
Tq Th
foo = / g (x) Bor(z)dx + / g (z) Bor (L — x)dx, (3.333)
0 Ta
Tq Ty
foa = / g (x) P31 (x)dzr + / g (x) B31(L — x)dx. (3.334)
0 Tq
Para uma carga pontual p que atua em um ponto z,, o vetor de carga passa a ser dado
por:
fwa = pﬁll(’l"p), (3335)
fou = DB (1), (3.336)
foa = PB31(1p), (3.337)
onde 7, = |, — x,|. Importante lembrar que a funcao sinal tera valores sgn(z,,z,) =

—1, se x, < x, L . .
P a depender da coordenada de aplicacao da forca e medicao do efeito.
1, se xp, >z,

J& para um momento fletor qualquer m (x) aplicado sobre a viga, o vetor de carga
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Und=[me mo, mi, | (3.338)
onde:
—_— /O " (1) Bra(w)da + / m () Bua(L — 2)dz. (3.339)
e, — /0 " (2) o) + / m () Boa(L — 2)d, (3.340)
my, — /0 ¥ (2) Baa(2)d + / m (2) B (L — )da. (3.341)

Considerando que um momento fletor atue em um ponto x, na viga, o vetor de carga

sera:

My, = ﬁ12(rp); (3342)
Mg, = Baa(1p), (3.343)
My, = B32(rp) (3.344)

< -1, ifz, <z
onde r, = |z, — x,| e a fun¢do sinal dada por sgn(z,, z,) = oo
1, if zp, > x,

3.2.3.2 Determinacgao dos esforcos no dominio

Para a determinacao dos esforgos em um ponto interno (a), conforme figura 3.6, monta-
se um novo sistema algébrico a partir das equagoes para momento fletor e esforgo cor-
tante, eqgs.(2.102), (2.103) e (2.104), e ainda por meio da equacdo integral eq.(3.253).
Dessa forma, fazendo as devidas derivadas em relacao ao ponto fonte, escreve-se o sistema

algébrico:

V(za)
M(z,) ¢ =—[H]{u}+ [G]{p}+{[}, (3.345)
Vk(l’a)

onde os vetores {u} e {p} correspondem aos deslocamento e esfor¢os no contorno, respec-
tivamente, obtidos por meio das eqs.(3.255) e (3.256). A matriz de influéncia [H], terd a

seguinte forma:

. [ﬁn}: —[m,parar:()eS:Sa
H =|H, H , : 3.346
[—J |: 11 12 i| com W12:| _ W] . parar = LeS— Sd ( )
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sendo W} é dada por:

o Mia(r)  She(r)  Ms(r)
[N} = | ST (1)  Moa(r)  Sps(r) ) (3.347)
M3 (r)  SWsa(r)  Mss(r)

_ d? d? d?
7711 — W (D2 (P — D1)2 W — D1 (P (P - D1> + D1D2)> (_Gsﬁzﬁ + kc + k?kw) 9
, d d?
Moy = D1D2ﬁ (_Gsﬁw + ke + k?kl/)) )
d? d*y
— 2
M31 = —Gsk/’cw (Dﬂ/) - DQW) )
— d5¢ d3w
N = —D DG, (P — D) s + (D1Dy (P — Dy) (ke + ki) — Gske (P — Dy + D5)) el +
d
+D1k.ky (P — Dy + Ds) d—qf,
d? d*y) d*y
— 2
Moo = _D2W (—GS (P — Dl) W + ((P — Dl) (k’c + kk) — Gsk’c) W + kckk¢) s
_ d31
T32 = —Dlech,
_ d? o d?1)
s = ko | D2 (P = D1)" =5 = Dy (P(P = Di)+ DiD2) ¥ ),
d3y
— 2
T2z = D1D2kcma
d? d*y) d*y
— 2
Ty = —Gios (_DQ (P — D) P (PD1 — Dsk.) Tz T lec¢) : (3.348)
Ja a matriz de influéncia dos esforgos, [G], fica:
— — — G| = — , =0eS=S5,
[G] = [ Gu G ] . com: (G Q] parar=0e (3.349)

' Elz]: @,pam’r’:LeS:Sd

onde [@ ¢ dada por:
S.EH(T) 3_12(7“) 5-313(7”)

(@ = | Bau(r) SByn(r) Bulr) |, (8:350)
5.531(7“) 332(7") 5333(7")
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e os coeficientes b conforme abaixo:

— d d? d?

un=  — (D2 (D1 = P) =5+ D (P — 2D1)> <_GSW¢ + ke + k;“p) :

— d? d?

/821 - D1D2d 2 (_GSW¢+(kC+kk) ¢> )

_ d d*i)

631 - _Gsk: d <D177Z) D2d 2) )

o 4w d2w

= —2D1G,(P—Di) =5 +Di(2(P = D1) (ke + k) = Guk) =5 +
+leckkwv

— dd d31

Bu=  DaG(P=Di) =z — (Dy(P = Dy) (ke + ki) = Gike) 5 — Dakichi

_ d2¢

ﬁ32 = _DIGSk‘CWJ

— d d?

Big = k’c% ( D, (P Dl)d_f""Dl (P 2D1)¢) )

_ d%/)

523 - D1D2ch7

_ dd d3 d

By =  G.Ds(P—Dy) drf-@(pg-@k)ﬂ DiGlk, ¢.

dy
dr’

(3.351)

O vetor de carga {f} para um carregamento qualquer g (x) que atua ao longo da viga,

é dado por:

U =[fu o ]

onde

Para uma carga pontual p, tem-se:

2

d2

. 2

d d
B = p'%(DﬂDl—P)W

- d? d?
Bor = p- DlDQd 2 (_GSﬁl/}"‘(kC"i‘kk)zﬁ)a

+Di(P=200) (-G

— d d?
531: —p- Gk’d (Dll/) ngi])

(3.352)

(3.353)
(3.354)

(3.355)

i+ ke + kk¢)(3.356)

(3.357)

(3.358)
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Capitulo 4
O MEC em Vigas duplas conectadas

Neste capitulo, serao discutidos os problemas fundamentais dos sistemas de vigas du-
plas elasticamente conectadas por camada elastica de Kerr nas teoria de vigas de Euler-
Bernoulli e Timoshenko. As solugoes fundamentais serao propostas para cada caso. As
equacoes integrais serao obtidas via MRP e consequentemente serd montado o sistema

algébrico.

4.1 Nas hipoteses de Euler-Bernoulli

4.1.1 O Problema Fundamental

Pelo MEC-D (direto), a equagao diferencial governante do problema fundamental serd
analoga a do problema real, eqs.(2.94) a (2.96). Dessa forma, trés equagoes serao geradas:
duas para ativagao da fonte concentrada em forga nas vigas superior e inferior, g; = 0 (z, ¥),
com i = 1,2, respectivamente, e outra para ativacao em forca na camada de cisalhamento,

conforme mostra a figura 4.1.
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1 1 I I I 1 | [ 5(1 L 44
S T N 0 S o O S ey S S B I O
R A | 1 1 1 1
. rrrrq | N N | ‘
(a) ®)
T 1 1 |
~w[ T T T T [ [~
I 1 1,1 14
LT Tt |
5 (z,7)

FIGURA 4.1 — Problema fundamental com fontes aplicadas em forga na viga superior (a), na camada
cisalhante (b) e na viga inferior (c).

Aplicando a fonte concentrada em for¢a na viga superior, ¢;% (z,7) = 6(x, T), por meio

da equacao das equacgoes de equilibrio do problema real, obtém-se:

d4 *gl d2 *91 . R
E1[1 A 4 +P1 d 2 +k ( 91—091)2(5(x,x), (41)
d4 *gl d2 *91
*g1 *g1y\ __
EQIQ d 4 + P2 d:[ — k ( g1 _ Wo ) = O, (42)
*g1 * d2 o * *g1
—ke (Wi — 0™ ) — Gg——— 00 + kg (0™ —wy?) = 0. (4.3)

Apés a aplicagao da fonte concentrada na viga inferior, g5 = d (x,Z), obtém-se:

d4 *92 d2 *92
Eyl ———— e 4 + P—— . 2 + ke (Wi —0v*9?) =0, (4.4)
d4 *92 d2 *92
* *92 . A
By, d4 + P dx — ky (0" —w3y”) =0 (2, 7), (4.5)
*92 *g2 d2 " g2 *g2
—ke (Wi — 0*?) — Gy——— e + ki (v —wy”) = 0. (4.6)

Finalmente, considerando uma fonte concentrada na camada de cisalhamento, obtém-

se a ultima equacao fundamental:

d4 *k d2
EqL d“’j + P del ke (wi* — o) =0, (4.7)
d4 d2w*k
B, dj + Py dm; — ki, (v*F —w3¥) =0, (4.8)
d2 *k N
—ke (Wit —0™*) = Go—- g ke (v b wih) =6 (2,7). (4.9)
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Com isso, chega-se a equacao governante do problema fundamental na forma matricial

compacta, dada por:

[BI[G] ={[}, (4.10)

onde a matriz dos operadores [B] é dada por:

E\Ld* + Pd? + k. 0 —k.
[B] - 0 E2[2d4 + P2d2 + kk —l{k 5 (411)
—k. —ky, —Gd® + ke + Ky,

com d’(-) = Cgm(;), a matriz dos deslocamentos fundamentais, [G], dada por:

W (@, 8) w(,7) wik,)
Gl = | v*9(x,7) v*92(z,2) v*(x,7) |, (4.12)

e {f} o vetor das forcas dado por:

{f} =0 (x,2) 1], (4.13)

onde [I] é a matriz identidade.

Por meio do método de Hormander (1963), obtém-se a equacdo equivalente desaco-

plada () dada por:

d? d®y d®y d  d*)
— 0
( +ﬁdx6 +7dx4 * dx?

dx? dx8

+ c) =5 (2,7), (4.14)

onde a = —D1DyGy, 8 = D1Dy (ke + ki) —Gs (D1 P2 — Do Pr), v = (D1 Py + Dy Py) (ke + ki) —
GS (P1P2+D1kk+kCD2), 9 = kckk (D1 +D2) —Gs (/{ZCP2+kkP1) +P1P2 (kc+kk) € C =

kcky (P + Py) — k.Ggky, com Dy = E11y e Dy = Eyl5. A equagao caracteristica associada
2

a forma homogénea é obtida fazendo gz —yma eq.(4.14), ficando:
x

y (o + By’ +v° + Cy + x) =0, (4.15)

tendo uma raiz nula.

De um modo geral, escreve-se a solucao fundamental desacoplada como sendo:

w(”f’) = ClT + CQfQ(’/’) + C3f3(7’) + C4f4(7”) + C5f5<7“), (416)

sendo dada pelas possiveis combinagoes das funcoes f; a depender dos valores das raizes.

Dessa forma, a tabela 4.1 mostra todas as combinagoes de solugoes possiveis de raizes
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(EULER, 2012), a saber:

e (Caso 1: Duas raizes reais distintas e duas complexas conjugadas;

e Caso 2: Todas as raizes reais e distintas;

e Caso 3: Dois pares de raizes complexas e conjugadas;

e Caso 4: Duas raizes reais iguais e duas reais e distintas;

e Caso 5: Duas raizes reais iguais e duas complexas e conjugadas;

e (Caso 6: Trés raizes reais iguais e uma real distinta;

e Caso 7: Dois pares de raizes reais iguais;

e Caso 8: Todas as quatro raizes reais e iguais.

f2 E 1 5 Obs.

Caso 1 | fo(r) fs(r) e Pcos(qr) | e P"sen(qr)
Caso 2 | fa(r) f3(r) fa(r) f5(r)
Caso 3 | e P"cos(qar) | e P*"sen(qor) | € P37 cos(qsr) | e P sen(qsr)
Caso 4 | fo(r) f3(r) fa(r) r? f5(r) Yas = Y5
Caso 5 | fa(r) r? fo(r) e Pcos(qr) | e Psen(qr) | y2 =ys3
Caso 6 | fo(r) f3(r) % fa(r) rt f5(r) Ys = Yas = Ys
Caso 7 | fo(r) r? f3(r) fa(r) r? fs(r) Yo = Y3 Ya = s
Caso 8 | fa(r r? f3(r) rt fa(r) S f5(r)

TABELA 4.1 — Casos possiveis de fungoes f; segundo a natureza da raiz y; a ela associada.

Considerando que as raizes sao reais, as seguintes solugoes sao sugeridas:

fi
fi
fi

7’3, se y; =0,

e Vi se y; >0,

sen (r\/—yi) , sey; <0,

(4.17)
(4.18)
(4.19)

com ¢ = 1,2, 3, enquanto que para o caso de raizes complexas e conjugadas, as fungoes f;

propostas sao:

fi+ f; =e " cos(qr) + e P sen(qr),

(4.20)
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com

p = [Re\/yi| = |Re\/yj], (4.21)
q = Im\/yi| = [Im/y;], (4.22)
a1 = p* — ¢4, (4.23)
by = 2pq, (4.24)

sendo Re a parte real e I'm a imaginaria das raizes complexas.

Como exemplo, o processo de obtencao das constantes da solucao fundamental desaco-
plada e suas derivadas sera feito, passo a passo, para o caso 1, que deve ser estendido aos
demais. Dessa forma, considere que as raizes o, e 123 sao reais positiva e negativa, res-
pectivamente, enquanto que y3 e y4 sao complexas e conjugadas. Dessa forma, a solucao

fundamental proposta sera dada por:

W(r)=Cir+ Che V¥ 4 Cssin(v/—ysr) + Cye P cos(qr) + Cse P sen(qr) (4.25)

Fazendo a primeira derivada da eq.(4.25) em relagdo a x e lembrando que d/dx =

d/dr - dr/dx = d/dr - sgn(x,T), obtém-se:

d

+q sen(qr)] + Cse " [—p sen(qr) + q cos(qr)]} sgn (z,T), (4.26)

Derivando novamente a eq.(4.26) em relacao a x, obtém-se:

>y

) Coyre VU + Cyygsen(y/—yar) + Cye " [ay cos(qr) + by sen(qr)] +

+C5e¢77" [aq sen(qr) — by cos(qr)] + 26 (z,7) {Cy — Coy/yre V¥ +

+C3v/—yacos(v/—yar) — Che ™" [p cos(qr) + q sen(qr)] +
+Cse™?" [—p sen(qr) + q cos(qr)]}, (4.27)

onde a; = p? — ¢%, by = 2pq e a derivada d/dx(sgn(z,7)) = 20 (z, 7).

Analisando a eq.(4.27), vé-se que a derivada primeira tem valor finito quando o ponto
fonte coincide com o ponto campo (x = Z), uma vez que a dire¢ao r tende a zero e a
fungao delta de Dirac (0(z,Z)) tende ao infinito. Assim, tomando apenas essa parcela que
possui o delta de Dirac na eq.(4.27) e fazendo r = 0, tem-se a primeira relacdo entre as

constantes da solucao fundamental desacoplada:

01 — Cgm + 03\/ —Yg — C4p + C'5q =0. (428)
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A partir de tal consideracao, a derivada segunda passa entao a ser dada por:

d2
d_ajﬁ = Coyre V9" + Cyygsen(y/—yar) + Cye " [ay cos(qr) + by sen(qr)] +

+Cse P [ay sen(qr) — by cos(qr)], (4.29)

Derivando a eq.(4.29), obtém-se a derivada terceira dada por:

d3
d—;f = {=Coyprfyre V" + Cayav/=yacos(v/=yar) + Cae ™ [(—pay + gby)cos(qr)+
—(gay + pbi)sen(qr)] + Cse™" [(—par + gbr)sen(qr) + (ga1 + pbi)cos(qr)]} sgn(z, T),
(4.30)

Derivando a eq.(4.30), chega-se a:

d4
d_:;i} = Coyie V7" + Csyssen(y/—yar) + Cue ™" [ay cos(qr) + d sen(qr)] +

+Cse P lag sen(qr) — by cos(qr)] + 20 (z,T) {—C'le\/ﬁe_‘/ﬁr—i-
+Csyav/—yacos(v/—yar) + Cae ™" [(—pay + gb1)cos(qr) — (qgar + pbi)sen(qr)] +
+Cse 7" [(—par + gbr)sen(qr) + (gar + pbi)cos(qr)]} (4.31)

sendo as = a? — b? e by = 2a,b;.

A mesma andlise feita para a eq.(4.27) deve ser feita para a eq.(4.31). Dessa forma,

chega-se a mais uma das relagoes do sistema para determinar as constantes da solucao
fundamental desacoplada, onde:

—Coyiv/y1 + Csya/—y2 + Ca(—par + gbr) 4+ Cs(qay + pby) = 0. (4.32)

Com isso, a eq.(4.33) passa a ser reescrita como:

d4
d_;f = Coyle VU 1 Cayasen(y/—yar) + Cye P [ag cos(qr) + d sen(qr)] +

+Cse P [ag sen(qr) — by cos(qr)]. (4.33)

Derivando a eq.(4.33) com respeito a z, obtém-se:

d5
d_gjf = {-CoyiVyie V" + Cayiv/—yacos(v/—yar) + Cae " [(bag — asp) cos(qr) +
— (a2q + bap) sen(qr)] + Cse ™" [(azq + bap) cos(qr) + (bag — asp) sen(qr)]} sgn(z, 7).
(4.34)
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A derivada da eq.(4.34) fica:

d6
d_:;é} = Coyle V" + Cayssen(v/=yar) + Cae ™ [ag cos(qr) + b sen(qr)] +

+Cse P [ag sen(qr) — bz cos(qr)] + 20(x, T) {—C’gyf\/ﬁe_\/ﬁr +

+Csysv/—yacos(v/—=yar) + Cae " [(bag — agp) cos(qr) — (azq + bap) sen(qr)] +

+Cse " [(asq + bap) cos(qr) + (bag — asp) sen(qr)]} (4.35)
onde az = a; (a2 — 3b3) e by = by (3a3 — b?).

Da eq.(4.35), obtém-se mais um sistema das constantes a determinar:
—Chyivn + Cayav/—y2 + Ci (baq — azp) + Cs (a2q + bop) = 0. (4.36)

Portanto a eq.(4.35) passa a ser:

dG
d—;g = Coyie V7" + Cayssen(y/—yar) + Cue ™ [ag cos(qr) + bz sen(qr)] +

+Cse P lag sen(qr) — bs cos(qr)]. (4.37)

Fazendo a derivada da eq.(4.37), obtém-se:

d?
d_:;f = {—C'Qy:f\/ﬁe_‘/ﬁT + Csyav/—yacos(v/—yar) + Cse " [(bsq — asp) cos(qr) +
— (a3q + bsp) sen(qr)] + Cse ™" [(a2q + bap) cos(qr) + (bag — agp) sen(qr)]} sgn(z, ).
(4.38)

Derivando mais uma vez a eq.(4.38), obtém-se a oitava derivada dada por:

d8
d_gz,if = Coyte VU + Cayzsen(v/—yar) + Cae " [ay cos(qr) + by sen(qr)] +

+Cse7 " [ay sen(qr) — by cos(qr)] + 20 (z,7) {—CQyi’\/ﬁe**/yTT+
+Csy3v/—yacos(v/—yar) + Cie " [(bsq — asp) cos(qr) — (asq + bsp) sen(qr)] +
+C5e7"" [(asq + bap) cos(qr) + (bag — asp) sen(qr)]}, (4.39)

onde a4 = a2 — b2 e by = 2bsas.
5 — 03

Da eq.(4.39) obtém-se mais uma equacao do sistema a determinar as contantes de v:

—ng%\/a + ngg\/ —Y2 -+ 04 (bgq — agp) + 05 (CLQC] —+ bgp) =0. (440)
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Dessa forma, a eq.(4.39) passa a ser:

a5

5= Coyte VU + Cayysen(y/—yar) + Cie " [ay cos(qr) + by sen(qr)] +

+Cse P lay sen(qr) — by cos(qr)]. (4.41)

Derivando a eq.(4.41) em relacao a z, obtém-se:

d9
d_;é} = {=Coyl Ve VI + Caysv/=yacos(v/=yar) + Cae™" [(bag — asp) cos(qr) +

— (asq + bap) sen(qr)] + Cse ™" [(asq + bap) cos(qr) + (baq — asp) sen(qr)]} sgn(z, T).
(4.42)

Finalmente, a derivada de ordem dez da eq.(4.25) é dada por:

d10¢

710 = Coyle V9" + Cayssen(v/—yar) + Cae P [(aray — biby) cos(qr)+

+ (bray + byay) sen(qr)] + Cse " [(araq — by1by) sen(qr) — (bay + bya) cos(qr)] +
+26 (2, %) {—Cayi/yre V" + Csyav/—yacos(v/—yar)+

+Cye™P" [(bag — agp) cos(qr) — (asq + bap) sen(qr)] +

+C5¢77" [(asq + bap) cos(qr) + (bsg — asp) sen(qr)]} . (4.43)

Substituindo as eqs.(4.29), (4.33), (4.37), (4.41) e (4.43) na equagao diferencial do
problema desacoplado, eq.(4.14), e fazendo r = 0, obtém-se a tltima das equagdes do

sistema a determinar as constantes de :
200 { —Coyi/y1 + Csya/—yo + Cy (bag — asp) + C5 (asqg + bap) } =1, (4.44)

Com isso, as constantes C; da solugao fundamental 1) serao obtidas a partir do sistema
dado pelas eqs.(4.28), (4.32), (4.36), (4.40) e (4.44):

C1 — Co/y1 + C3v/—y2 — Cap+ C5q = 0, ( )
—Coyiv/yr + Csya/—y2 + Cu(brq — arp) + Cs(arq + bip) = 0, (4.46)
—Coyi/1 + Csysv/—y2 + Cy (bag — agp) + Cs (a2q + bap) =0, (4.47)
—Coyi vyt + Csysv/—y2 + Ci (bsq — asp) + Cs (azq + bap) = 0, (4.48)
200 { = Coyi\/y1 + Caya/—y2 + Ci (bag — asp) + Cs (asq + bap) } =1, (4.49)
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obtendo assim os seguintes valores:

1
_ 4.
-1
Cy = , 451
? 2ay1/y1 (2 +m) (y1 — y2) (4.51)
-1
Ch = , 4.52
S 2000/ =1n (24 0) (y1 — 1) (4.52)
2 _ 9.2
C, = ¥ (¢" —3p )+hp+0(y1+y2)’ (4.53)
dapt3 (2 +m) (12 +n)
2 _ 2 h d

dapt3 (2 +m) (12 4+ n)

De uma forma geral, para qualquer funcao v adotada, os coeficientes C; serao obtidos

por meio do sistema:

Li(0)  Lapn(0)  Lu(0)  Lyy(0) Lys0) ] () [ O

Lap(0) Lapa(0)  Lap3(0) 51ha(0) 5s(0) | | O 0

Lap(0) Ln(0) Liaps(0) Lea(0) Lips(0) [ C3 p =4 0 p. (455)
Lapi(0) n(0) Loups(0) hu(0) Loys(0) | | Cy 0

| L (0) En(0) Laps(0) S5eu(0) Los(0) | LG ) L & )

A seguir sao apresentadas as solugoes fundamentais desacopladas propostas para os

demais casos usuais de ocorréncia na pratica.

Duas raizes reais positivas e duas complexas e conjugadas: Considerando que as rai-
zes assumam valores reais e positivos (yz e y3) e complexos conjugados (y4 € y5), lembrando

que y; sempre sera nula, a solu¢cao fundamental desacoplada proposta sera:
Y(r) = Cir + Coe VY2 + Cze V8" 4 Cye P cos(qr) + Cse P sen(qr), (4.56)

com constantes

- lelyz (4.57)
o= G T 9
A et 59

2 2
O _ b <Zapt33(]jf2) - ni;];(; C+(y;)+ v) (4.60)
Cp = Y920 —p") + ha+ d (1) (4.61)

dapt3 (12 +m) (t2 + n)
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Uma raiz real positiva e trés outras reais negativas:

Assumindo agora que as raizes

assumam valores reais positivos (y2) e negativos (ys, ¥4 € ys), a solugdo fundamental

desacoplada proposta sera:

P(r) = Cir + Che V¥ 4 Cssin(v/—ysr) + Cysin(y/—yar) + Cssin(/—ysr),

com constantes

Cy =

02:

Cs =

Cy =

Cs =

1

204y1y2y3y4’

-1

2001y/y1 (Y1 — v2) (1 — y3) (y1 — va)’

—1

20y2v/— Y2 (11

—y2) (y2 — u3) (Y2 — va)’
1

203/ — Y3 (y1

—ys) (Y2 — y3) (ys — 3/4)’
-1

20ysv/—Ya (11

—ya) (2 — ya) (Y3 — y4)'

(4.62)

(4.63)
(4.64)
(4.65)
(4.66)

(4.67)

Conhecida a equacao fundamental desacoplada ), é possivel obter os deslocamentos

fundamentais diretamente por meio da eq.(3.10):

MwaﬂzaA(

ke

wi* (2, %) = kelotp(r),
wi” (2, 7) = kit (r),

v (2,7) = wit(z, ),

v (2, T)

= A1 Ax(r),

v (a, T) = krAa(r),

wy” (2, 7) = w* (2, 7),

wgk(x, T) =v"(z,7),

w?mmzam(

onde os operadores A

k

+k, &

+k, d?

= 5 ) v )

) ) = ),

d4 d2 d4 d2 ~
= Dlm—i‘PlW—i‘kceAg = DQW“I‘PQW""I{:]C, sendor:] r— |

As solucoes fundamentais em esforcos cortantes e momentos fletores sao obtidas de

forma andloga aos reais, conforme eqs.(2.97), (2.98) e

(2.99). Assim os cortantes funda-
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mentais serao:

& (k.+k d? d?
‘/1*91 (CL’,/ZE\) = _Dl |:G5A2_ < + b )

— kiﬁ} v(r)sgn(z, ), (4.77)

a3\ G,  dr?
pE
ik (z, ) Dik.Ay ﬁi/}(r)sgn(x, 7), (4.78)
Vi (z,7) = —leckk;—;¢(r)sgn(x, z), (4.79)
Vi (z,7) = GskcAgdiil/z(r)sgn(m, z), (4.80)
Vik(2,2) = G5A1A2%¢(T)Sgn($7§7\), (4.81)
V(2 5) = Gy o) son(a, 7). (1.52)
Vo9 (z,7) = —ng:ckk;—;@U(r)sgn(m, z), (4.83)
VM2, 7) = —D2kk—A1¢( )sgn(z, T), (4.84)

. NS I , & ~
VYZQ (CL’,ZL’) =—Ds {GsﬁAI < GS - ﬁ) - kcﬁ:| ¢(T)59n($,$)a (485)

enquanto que os momentos fletores fundamentais serao dados por:

M} (2,7) = —Dlej—;Ag (kgk’“ - j—;) () + le,ij—:zw(r), (4.86)
M;*(x,7) = —Dsk jZAm( ), (4.87)
M (2, %) = —Dikcky wi( ), (4.88)
M9 (x,%) = — Dok, kk;iw( ), (4.89)
My*(2,7) = —Dkakd—zAlw( ), (4.90)
M;%(2,7) = —DaG, ;22A (kgk’f - O;‘l—;) W (r) + k2D, jéw«). (4.91)

Além das solugoes fundamentais acima apresentadas, para a completa definicao da

equacao integral serao necesséarias alguma derivadas em relagao ao ponto fonte e campo
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dos deslocamentos fundamentais:

w% (7,7) = —w%(2,7) = j {G AV (k ;kk d722> - ki} W(r)sgn(z,z),  (4.92)
w%s(2,7) = ;22 [G AV (k +Skk ) } (4.93)
Wil (. 8) =~ (2.3) = he e Do) sgn(a. ) (194)
W, B) = w2, B) = 0l B) = —uifh (e, 5) = hoki wi(r)sgn(e, ), (1.95)
Wi 3) = ok (), (196
v}qz (,7) = —wgf;(m,?)s\) = —kkAld%Q/J(r)sgn(x,f), (4.97)
wy (7, 7) = —w, % (2,7) = j [G Ay (k AL (7:2) — k‘f} Y(r)sgn(z,z),  (4.98)
wy (2, %) = j—; {GSAl (k +skk — j—) } (4.99)
uma vez que d/dx(-) = —d/dz(-) = d/dr(-)sgn(z,T). As demais derivadas em relagdo aos
esforgos sao:
V9 (2,7) = D, {GSAQCEJ—; (k ;k’“ - C%:) - ki;—;} W(r), (4.100)
M2 (2,3) = Dy {Gs(j—;Ag (kgk’“ - ;‘%) (r) - k,fcgd—;} G(r)sgn(, 7). (4.101)
Vil (2,7) = —GskeAy jzw( ), (4.102)
Vy% (2,7) = Dok, kkj44w( ), (4.103)
My% (2,2) = Dak, kk;zw( Ysgn(z,T) (4.104)
Vi#(z,7) = Dik. kkddiab( ), (4.105)
M7% (2,%) = D1k, kkfgv#( )sgn(z, ), (4.106)
Vg (@,7) = -G kkAlj_Z (r), (4.107)
V2 (2, 7) = Dy [st—;m (’“;k’“ - j—;> - kg%;} (), (4.108)
M;%(2,7) = D, [GSCZJ—;Al (kgk’“ - ;—;) - kﬁj—;} V() sgn(z. 7). (4.100)
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4.1.2 Equacao Integral

Assim como feito para o caso da viga apoiada em camada eldstica de Kerr, a equagao
integral do sistema de vigas duplas elasticamente conectadas sera obtida a partir da apli-
cagao da técnica dos residuos ponderados na equagao diferencial governante do problema,

eqs.(2.94) a (2.96), sendo as solugoes fundamentais as fungoes ponderadoras.

Ponderando a eq.(2.94) pelos deslocamentos fundamentais para ativagao da fonte em

forga na viga superior, ¢;% (z,7) = § (z, ), obtém-se:

L 4 2 4 2
d*w, d*w, . d*wy d*ws
D P k. —v) — 9 D P
/0 {[ 1 + 7r2 + ke (wy —v) g} w) +{ 2 + Py 72 +

2

Y +k‘c(v—w1)—i—k’k(v—w2)} v*gl}dxzo.

— — 91 —G.—
ki (v — wq)] wy?" + [ Gsde
(4.110)

Fazendo algumas integragoes por partes na eq.(4.110) e convenientes manipulagoes,

chega-se a:
W (@ DI+ | M) 3|~ (M B D )| (5 By )+
0 0
. . dw:r 1* . _dw L
- Mo (e 2 + M0 B 08| - 2157 @]+ 1 sl +
0 0
du ) RE dw L duw ) R
+[P1d—;(x)wlgl(x,:r)} {Pl T ($,x)w1(x)] +[P2d—;(:r)w2‘”($,x)] +
0 0 0
dw;gl L * ~\1L *g1 = L
= |P (@ D)wa(z)] = [Val2)o™ (@, D)y + [V (2, Z)u(2)ly +
0
d4 *91 d2 *91
‘|‘/ {[Dl dx 4 —|—P1 dr 2 +kc(wI91 —U*gl):| U)1+
d4 *91 de*gl i .
{ + BTy e —wfl)} ws +
d2 *g1 L
+ {_GSW + ke (™9 — w™t) 4 kkv*gl} v} dx —/ gqw*dx = 0, (4.111)
0

onde, por meio das egs.(4.1) a (4.3), tem-se as seguintes relagoes:

/ [Dld; ! +P1d;;g(x %) + ke (w2, 3) —v*g($,fv\))] wi (2)dz

/ 0 (x,7) wi(x)de = wy (T), (4.112)
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L 4 *g1 2,.,%91

d d

/ {Dz dt;i + P ;2222 — ki, (v — w;m)} wadz = 0, (4.113)
0

d?v*9

/OL {_kc (W™ (2, ) = v™(x,7)) = Gs— (2, 7) + kyv™(, f)} v(z)de = 0. (4.114)

Dessa forma, faz-se a substitui¢ao das eqs.(4.112) a (4.114) na eq.(4.111), obtendo-se
a primeira equacao integral para os deslocamentos no dominio da viga superior:
_ dw,

@)+ o Dl - [ 5] s

+ [V (, B)awy (2] — [M;gl (z,7) - (gj)} L "

% 0
I Do)t = i 2 — [P i A)} +
Ml @) - | P2 ﬂ N IBLEEA zg)} .

— {Mg(:c)dil;igl (:c,f)} —l—[Vk(:c)v*gl(x,f)]é—l—/O g(x)w* (z,7)dx. (4.115)

0

Aplicando agora o MRP na equacao de equilibrio do problema real com ponderacao em
deslocamentos fundamentais para ativacao da fonte em termos de for¢a na viga inferior,

obtém-se:

L 4 2 4 2
d*w; d*w, wgo d*wy d”ws
/0 {{Dl dat = dx? +kc(w1_v)_g} wit {D2 dx* + 5 dx? +
d*v

—ki (v — wo)] Wy + {—Gs@ +ke(v—w)+ ki (v— wz)} v*gQ} der=0. (4.116)

De maneira andloga ao que foi feito na eq.(4.110), ap6s algumas integragdes por partes

e convenientes substituicoes, a equacao integral para determinacao dos deslocamentos no
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dominio da viga inferior fica:

ws(Z) + Vi (2, B)wn (2)]] — [Mf” (z, @%@K i

+ V5 (@, B (2)]y — {MS‘” (z @%(@}

+ Ve (2, R)v(@)]g = Vi(@)wi (@, D)) - {Pldduf( )wim(gj’@};

+ [Va(a)ws® (2, )] — [PQ%( )wé‘”(wﬁ)}z— {Ml(@dlf (x’f)}: "

_ [MQ(x)dl;iQQ (:c,f>K+ Vie()v™2 (2, )] + /0 g s, (@17

Por fim, ponderando em termos da fonte em forca na camada de cisalhamento, obtém-

se:

L 4 2 4 2
d W1 d w1 k d Wa d W2
D P k — ) — ¥ D P
/0 {{ 1 drh + 02 + k. (w; —v) g} wy + [ 2 dr + I dr? +
d*v

*k
—/{;k (’U — U}Q)] Wy + {—GS@

+ ke (v —wy) + kg (v—wg)] v*k}da: = 0. (4.118)

De maneira andloga ao que foi feito na eq.(4.110), ap6s algumas integragdes por partes

e convenientes substitui¢oes, a eq.(4.118) fica:

@)+ [ D]} - M DGR+

0

+ Vet (@, D)ws ()], — {M*k( )d;;cz( )LL !

+ [V (@, o))y = [Vi(@)wi* (e, 7)]5 - {Pl%(x)wi‘k(x,f)] 4

L
dUJQ

e L O]

0

dw*k L

- )% 0.3

) + [Vk(x)v*k(x,ﬁc\)}g —i—/o g(x)w** (2, 7)dx, (4.119)

que corresponde a equacao integral para deslocamentos no dominio da camada cisalhante.

Observando as eqs.(4.115), (4.117) e (4.119), vé-se que ha cinco incdgnitas no contorno
wi dws ( . L .
(w(2); we(x); v(x); d—(x), e d—(az‘)) enquanto que héd apenas trés equagoes integrais,
x x

tornando-se necessario o conhecimento de mais duas equacoes, as quais serao obtidas a

partir da derivada em relagao ao ponto fonte (z) das eqgs.(4.115) e (4.117). Portanto,
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derivando a eq.(4.115) em relacdo a T, obtém-se:

L
. dw;

(0.0) 5 o)

- [degl

praC dz G

dU)l R + |:d‘/1*gl
0

(2.0 (2)

0

+ d‘;?; (z, Ef)wg(:c)}j _ {d"‘j%*gl (2,7) dd“; (x)}: +

T @U@)K - [0 A)} - [0 A)} ¥

- | (x)d;;‘j; (z, 3:\)}: + {%(x)dz—?(x, 55)]: _ {PQ%(x)di‘gl (s, f)]: +

B :MQ(I)d;;Uj;; (x,/x\)}j + {Vk(w)%(x,f)]j + /0 Lg(x)dzj;gl (2. 7)dz. (4.120)
Ja a derivada da eq.(4.117) em relagao ao ponto fonte 7, fornece a seguinte equagao:

%@) + {d?; (z, 3)w1(x)]j _ [dﬂgm (s, E)%(:ﬂ)}z +

4 :d?;gz (z, f)w2<x)]j - {dﬂgﬁ (2,7) ddf (x)K +

+ :d‘gQ (:v,/f)v(x)}: - [m(z)di‘l’? (z, 5)]2 - [Pl%(x)dzgw (z, E)K +

- :Ml (x)d;;‘j; (z, ’x\)]: + {vg(x)dz’gz (z, 3)}2 - [g%@)dlg? (z, 55)}2 +

B :Mz(@d;;‘f: (x,%)}: + {Vk(:v)%(x,:’f)]z + /0 Lg(:c)dlc‘gg (2, 7)dz. (4.121)

Reescrevendo as eqs.(4.115), (4.117), (4.119), (4.120) e (4.121) na forma matricial, é

obtido a equacao integral do sistema de vigas duplas conectadas por camada eldstica de
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Kerr, na teoria de Euler-Bernoulli:

( wy () ) (T Vi M VR VG Mo 1 ( wi () y =L
w1 3(T) Vigh M5 Vi Wi Mg w4 (2)
v(@) o+ | S AL AV v(z) =
w2<£) ‘/1*92 —Mik‘% ‘/16*92 ‘/2*92 _M2*92 ’LUQ(ZE)
[ wez(@) ) LLViE —MiT Vid Vo —MyT | (wea(w) ) )
‘(T w;gl _wi?; v*91 w;gl _w;;; T ¢ Vl(a;) N =L w;gl \
15 TWine U wyh —wyis M () L wi%
S| wit —wi]‘; vk sk —w%"’; Vie() +/ g(x) ¥k dx.
Wi Wi e W —wi? Va(z) 0 Wi
\ L I% - I,gl?i U,*EgQ ;ggz ;,g;a? 4\ M2(x) ) ) o0 \ ;,gf? )
(4.122)

4.1.3 Equacoes algébricas

Como ja mencionado no capitulo de vigas simples sobre a base elastica, a monta-
gem do sistema algébrico, para posterior solugao, requer a colocagao do ponto fonte
nas extremidades das vigas e da camada cisalhante: no contorno a esquerda quando
T — 0 = lime_,0(0 + &) e no contorno a direita ¥ — L = lim¢_,o(L — &). Fazendo as devi-
das consideragoes na eq.(4.122), monta-se a equagao algébrica, escrita na forma compacta,

CO1mMo:

{u} + [H]{u} = [G{p} +{[}, (4.123)

onde [H] e [G] s@o as matrizes de influéncia, {f} ¢é o vetor das cargas, {u} ¢ o vetor dos

deslocamentos e {p} o vetor dos esforgos no contorno. Os vetores u e p sdo dados por:

{u} :{ uj } (4.124)

{p} = { Z } , (4.125)
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onde j e k correspondem aos nos inicial e final, respectivamente, do elemento de contorno,

conforme mostra a figura 4.2. Dessa forma, os vetores u e p sao dados no contorno por:

fus} = { wi(0) wia(0) v(0) wa(0) wan0) } (1.126)
) = { (L) wia(l) v(D) wil) walD) } . (4.127)
) ={ V() M(0) Vi) 0) M)} . (4.128)
{pk}:{ Vi(L) My(L) Vi(L) Va(L) My(L) }T (4.129)

Note que o elemento de contorno proposto para esse problema possui dez graus de
liberdade, sendo dois deles devido ao deslocamento vertical da camada cisalhante do
modelo do Kerr. A figura 4.2 mostra ainda os sentidos positivos para os deslocamentos e

esforcos nas extremidades do elemento.

V“\L Z;j'wll @ TV:, WI,T ;W | [ TWI/
V,(,J/ o j e TV}(, V,T o Jj e Tv;
val ") @, wl’e ") ws
M:i M:; W w
(a) (b)

FIGURA 4.2 — Sentidos positivos dos esforcos (a) e deslocamentos (b) nas extremidades do elemento
duplo na teoria de Euler-Bernoulli.

A matriz de influéncia dos deslocamentos, [H]|, dada na eq.(4.123), pode ser escrita

COmo segue:

[Hi1]= —[N], parar=0e S =25,
it Hys]= |[N], parar=LeS=S
[H] = com: el = IN], parar= — 7 (4.130)
[Hu]= —|[N], parar=LeS =25,
Hjy  Hy
[Hy] = [N], parar=0eS =25,
onde:
[ S (r) —ma(r) Sas(r) Spua(r) —ms(r) |
—n21(r)  Smaa(r)  —mes(r)  —naa(r)  Semes(r)
[N] = 5.7731(7“) —7732(T) 5.7733(7") 5.7734(7’) —7735(’/“) 5 (4131)
Snai(r)  —naa(r) Snus(r) Snaa(r) —nus(r)
| —ms1(r) Smsa(r)  —msa(r)  —msalr)  Samss(r)

sendo S, e Sy os valores dados pela fungao sinal para quando x < T e x > T, respectiva-

mente, e os coeficientes 7 obtidos a partir dos esforgos fundamentais, eqs.(4.77) a (4.91),
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e suas derivadas.

&3 [(k.+k d? a3
Mi(r) = ne(r) = =D, [G Ag—r ( : )

s | 00, (0132)

a3\ G,  dr?
ma(r) = —D1Gy jZA (k ik’“ - j—) )+ Dyk? d22¢(r) (4.133)
Molr) = GakeBo (1), (4.134)
Da(r) = mslr) = Dby (), (1139
Mis(r) = —Dakcky 5221/)( ), (4.136)
o (r) = — D, [G A254 (kgk”’“ - j—;) - k,ﬁcjl—;} b(r), (4.137)
(1) = oo () (1139)
124 (r) = —Dzkckkj—;w(r), (4.139)
nm31(r) = jggAm( ), (4.140)
N32(r) = jZAW( ), (4.141)
naa(r) = GS%A1A2¢<T>, (4.142)
M3a(r) = —Daki— 5 dg Ar(r), (4.143)
M3s(r) = _DQkkd_2A Y(r), (4.144)
min(r) = msa(r) = —leckkj—;w), (4.145)
(1) = — Dk jlm ), (4.146)
Ms(r) = G kkAl Y(r), (4.147)
Nua(r) = mss(r) = — D le - (k ik’“ C;‘l—;) —k;"j—;] O(r),  (4.148)
) = ~DaGu st (R = D) b + D), ()
151(r) = — D1k, kkd 41/)( ), (4.150)
(1) = Gy ), 151
5a(r) = =Dy [st—;Al (kgkk - C;’l—;) - k,?;—;} W(r), (4.152)

sendo ¢(r) a solugao fundamental desacoplada definida pela equagao (4.16) e suas deri-
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vadas.

Ja a matriz de influéncia dos esforgos, [G], dada na eq.(4.123), pode ser escrita como:

e [Gu]l= —[Q], parar=0eS =5,
11 Gz
g — L —
[G] = , com: (Go] (@], parar eS=05q (4.153)
G G (Gl = —1[Q], parar=LeS=S5,
0o (G = [Q], parar=0e S =5y,

onde:

Bu(r) —5.Bra(r) Bus(r) Bra(r) —S.Bi5()
—5-521(7“) 522(7“) —5-523(7") —5-524(7’) 525(7“)
Q] = Bs1(r) —5.Bsa(1) Bs3(r) Baa(r) —8.B35(r) |, (4.154)
Bau(r)  —=S.Ba(r)  Bas(r) Baa(r)  —S.Bus(r)
B —8.Bs1(r) 552(7“) —S5.Bs3(r) —5-554(7“) Bss(7)

e os coeficientes [ sdo obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais, eqs.(4.68) a (4.76)

e suas derivadas:

i) = Guda (S Y wtr) — i), (4.155)
Bra(r) = Bar(r) = % [GSAQ (I%GLSI% - %) — ki} W(r), (4.156)
Bria(r) = Bai(r) = kelat(r), (4.157)
Bra(r) = Bu(r) = kekpt(r), (4.158)
Bus(r) = Bar) = Bia(r) = Bsa(r) = kekr (), (1.159)
Baa(r) = % {GSAQ (kgk’“ — %) — kﬁ} (1), (4.160)
B2s(r) = Binlr) = b B, (4.161)
Bas (1) = Bs2(r) = kckkj—;w(r), (4.162)
Baz(r) = A1Agih(r), (4.163)
Baa(r) = Baz(r) = kx Ayt (r), (4.164)
Bas(r) = Bes(r) = kkAld%@/)(r), (4.165)
futr) = 6. (B = 5w - 20t0), (1.166)
Bas(r) = Bsa(r) = d% [GSA1 (kc;;kk — %) — k?} W»(r), (4.167)
Bss(r) = % {GsAl (kgk’“ - %) — kﬂ W(r). (4.168)
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O vetor de carga {f}, para o carregamento uniformemente distribuido, fica:

{fz‘}:{ﬁj Jo, f3; Ja, fs; S Sfao fa Sao Ts }T, (4.169)
Jé& os coeficientes 6 sao definidos por:

L

h = [ a@Bsu. (4170
L

fo, = /0 4:(2) B () e, (4171)
L

[3; Z/O 9i() B3o(x)dz, (4.172)
L

i = [ sto)pute)s (4173
L

i, = [ s, (4174
L

i :/0 9i(7)Brp(L — x)dx, (4.175)
L

2y :/0 9i(w)Bap(L — x)dx, (4.176)
L

fa = /O 9i(7)Bsp(L — x)dx, (4.177)
L

fa, = /0 9i(7)Bap(L — x)dx, (4.178)
L

fs = /0 9i(w)Bse(L — w)dx, (4.179)

onde g; corresponde aos carregamentos aplicados ao longo das vigas e § = 3¢ —2, sendo @ =
1,2 para as vigas superior e inferior, respectivamente. Para o calculo de um carregamento
uniformemente distribuido ao longo de todo o comprimento da(s) viga(s), é recomendado

que toda a expressao dos coeficientes 3 sejam abertas de tal forma que fique em fungao das
m

), para que posteriormente sejam efetuadas as integrais em cima dessas
d™yp

m

derivadas (dr_m

derivadas: I,,, = [

o carregamento for concentrado, nao é necesséario efetuar tais integrais, sendo o vetor de

dr. As integrais para os casos usuais sao apresentadas a seguir. Se

carga dado diretamente pelos coeficientes 3, com x sendo o ponto de aplicacao da forca,

multiplicados por sua intensidade.

Dessa forma, para se obter os esforcos e deslocamentos no contorno, resta aplicar as

condigbes de contorno a eq.(4.123) para obter a solugao do problema.
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CAPITULO 4. O MEC EM VIGAS DUPLAS CONECTADAS

4.1.3.1 Determinacao dos deslocamentos no dominio

Considere agora determinar os deslocamentos e esfor¢os em pontos internos no dominio
do sistema de vigas duplo, uma vez que as incognitas no contorno ja foram determinadas.
Dessa forma, para a determinacao dos campos em um ponto ”A”, conforme figura 4.3, a

eq.(4.122) é reescrita em fungao do ponto "A no dominio, ficando:

_ - =L
) ( *g1 *g1 *g1 *g1 *g1 ( A
wi(x,) Vi M VTV, —M,; wy ()
. *g1 . *g1 *g1 *g1 _ *g1
w1,3(Ta) Vm Mm Vk,£ Vz,a MQ,ZE wi ()
k k k k k _
v(@a) ot Vit =Mt Ve Ve =M v(x) =
*g2 *g2 *g2 *g2 *g2
wa(x,) Vi M ViRV, —M,; ws(x)
N *g2 ) r*92 *92 *g2 N [*92
[ waz(Ta) (L Vm Mm Vk,ﬁE VQ,@ M2,55 1 L waa(x) ) ) =0
_ - =L
( *g1 *g1 *g1 *g1 *g1 ( y ) ¥ ( *g1 )
wy —Wy; U Wy —Wy Vi(z) w;
*g1 *g1 *g1 *g1 *g1 *g1
Wiz ~Wizs Vg Woz —Woz M () L W; %
*k *k *k *k *k . xk
wi®  —wih o vt wyt —wsh Vi(z) +/ gi(x) ¢ w; dx.
0
kg2 %g2 | xgo *g2 . xga g2
Wy Wiy U Wy Wa Va(z) w;
*92 *g2 *g2 *9g2 *g2 *g2
\ L Wiz Wi,z Vi Wz —Wy.z | \ Ms(z) ) ) 20 \ W;z )
(4.180)
dwi/dx
B C‘Z Wia [
I ¢ Tvn ]
B ‘ W2a [
dwze/dx
+ A
a b
FIGURA 4.3 — Deslocamentos em um ponto A no dominio das vigas.
Pode-se ainda representar a eq.(4.180), na forma compacta como:
{ua} = — [H]{u} + [G]{p} + {[} (4.181)

onde {u} e {p} s@o os deslocamentos e esfor¢os no contorno, respectivamente, obtidos por
meio da eq.(4.123).

A matriz de influéncia [H] é escrita como:
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