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Ao professor Ângelo Vieira Mendonça pela excelente orientação, pelos conselhos e por
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Resumo

A análise das estruturas apoiadas ou conectadas por camada elástica possui um vasto

campo de aplicação na engenharia, tornando-os problemas bastante atrativos dentro da

comunidade cient́ıfica. Apesar da camada elástica de Kerr ser uma evolução dos outros

modelos de base elástica, a literatura dispońıvel ainda apresenta muitas lacunas em res-

postas numéricas, principalmente pelo método dos elementos de contorno, merecendo uma

investigação mais detalhada. Este trabalho tem como objetivo analisar o comportamento

de placas e vigas sobre camada elástica e sistemas de vigas duplas elasticamente conecta-

das por base elástica de Kerr pelo Método dos Elementos de Contorno direto (MEC-D). As

teorias de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko são utilizadas nos modelos matemáticos

das vigas, além teoria de Mindlin para as placas. As soluções fundamentais e equações

integrais, indispońıveis até então para esses problemas, que são essenciais na metodolo-

gia do MEC, são devidamente deduzidas. Exemplos numéricos considerando diferentes

condições de contorno, tipos de carregamento e variação das propriedades mecânicas dos

materiais são feitos. O MEC se mostra como uma ótima alternativa para solução des-

tes problemas uma vez que possui convergência acelerada e ótima precisão das respostas

quando comparadas às soluções anaĺıticas.

PALAVRAS-CHAVE: MEC, Vigas duplas conectadas, Camada de Kerr, Placa sobre

camada elástica, Solução fundamental.



Abstract

Studies of single or double structural systems have been constantly developed by many

researchers, due to their extensive practical application in engineering problems. A breve

review of the literature shows the most common elastic layer used are Winkler and Pas-

ternak models. Surprisingly, few studies deal with the Kerr elastic layer. Commonly,

exact or FEM solutions are used to solve these problems. This thesys presents the direct

Boundary Element Method (BEM) formulation for bending analysis the beams and thick

plates on Kerr layer and double-beam system connected by a Kerr elastic layer. Fun-

damental solutions, integral equations and algebraic equations are derived and explicitly

shown. Presented numerical results in this thesis shows the accuracy of the technique and

the elegance of the solutions proposed.

KEYWORDS: BEM, Double-beam system, Kerr layer, Plate under elastic layer, Fun-

damental solution.
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ção desacoplada da placa de Kirchhoff sobre camada de Kerr. . . . . 253

TABELA B.2 –Funções auxiliares relacionadas a cada combinação de ráızes da equa-
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4.1.3 Equações algébricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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6.2.2 Pelas hipóteses de Mindllin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.3 Equações de placas em coordenadas polares . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

7 O MEC em Placas de Kirchhoff sobre camada de Kerr 161

7.1 O problema fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

7.2 Equações integrais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

7.2.1 Equações integrais para deslocamentos em pontos do domı́nio . . . . . 167

7.2.2 Equações integrais para deslocamentos no contorno . . . . . . . . . . 169

7.2.3 Transformação das integrais de domı́nio para o contorno . . . . . . . 174
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Caṕıtulo 1

Introdução

Vigas e placas são elementos estruturais presentes nas mais variadas áreas da engenha-

ria, desemprenhando diversas funções dentro do sistema estrutural. Geometricamente, as

vigas são classificados como elementos lineares, uma vez que possuem dimensões longi-

tudinais muito maiores que as da seção transversal, enquanto que as placas são tratadas

como bidimensionais por possúırem duas dimensões muito maiores que uma terceira, sua

espessura. O estudo da interação desses elementos com o meio, por exemplo o solo (inte-

ração solo-estrutura), possui grande valor cient́ıfico uma vez que leva a uma análise mais

próxima da realidade. Devido à complexidade que o problema real causa em termos de

solução, simplificações são introduzidas no problema inicial, criando-se, portanto, modelos

para representar o comportamento dos elementos em questão.

A concepção de vigas ou placas apoiadas em fundações elásticas tem sido extensi-

vamente utilizadas nos mais diversos casos práticos das engenharias, como por exemplo

exemplo: fundações em faixas, trilhos de ferrovias, barragens e pistas de aeroportos. Uma

aplicação prática para utilização do modelo de placa sobre camada elástica pode ser vista

na figura 1.1, onde o radier pode ser analisado como uma placa e o solo como um meio

elástico. Já para o modelo de viga apoiada em camada elástica, um caso prático de

aplicação é mostrado na figura 1.2.

FIGURA 1.1 – Fundação em radier. Fonte: Google imagens.
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FIGURA 1.2 – Trilhos de trem. Fonte: Google imagens.

As estruturas elasticamente conectadas por camada elástica também têm chamado a

atenção da comunidade cient́ıfica, sendo estudadas de forma intensiva por diversos autores

principalmente nas últimas décadas. São estruturas com um vasto campo de aplicação nos

mais variados problemas de engenharia: vigas sandúıche ou compósitos, juntas adesivas,

nano tubos de carbono com paredes duplas ou múltiplas, dutos enterrados, sistemas de

drenagem associados a pavimentos etc. A figura 1.3 apresenta um caso prático onde o

modelo de vigas duplas conectadas pode ser utilizado na modelagem numérica.

FIGURA 1.3 – Galeria de drenagem em rodovia. Fone: Google imagens.

As soluções anaĺıticas das equações diferenciais governantes desses problemas ou não

estão dispońıveis, na maioria dos casos, ou são custosas, sendo as soluções aproximadas

uma ótima alternativa. A utilização de métodos numéricos aplicados na resolução de pro-

blemas de engenharia, aliado a capacidade cada vez maior dos computadores em processar

dados, proporciona análises cada vez mais próximas da realidade. O desenvolvimento des-

sas técnicas aproximadas originou os métodos de domı́nio, como o Método das Diferenças

Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF), e os métodos de contorno, como

o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Os métodos de domı́nio aproximam a solução das equações diferenciais ou integrais que

regem o problema f́ısico, considerando incógnitas associadas a pontos discretos do domı́nio

e pontos do contorno do problema analisado. No MDF, o sistema de equações diferenciais

é transformado em um sistema algébrico através da aplicação de aproximações para as

derivadas parciais cont́ınuas, geralmente utilizando séries de Taylor truncadas. No MEF,

o meio cont́ınuo é dividido em elementos que têm tratamento numérico individual como
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sub-regiões cont́ınuas e, depois, são acoplados a fim de se obter a solução do problema

geral.

Dentre as técnicas numéricas pode-se destacar o método dos elementos de contorno

(MEC) que se apresenta como uma alternativa bastante adequada para a modelagem

de problemas com concentração de tensão e de domı́nios que tendem ao infinito. Além

disso, a possibilidade de redução de dimensionalidade da solução do problema (saindo

de um domı́nio 3D para uma descrição no contorno 2D, de domı́nio 2D para contorno

1D, e finalmente de domı́nio 1D para contorno definido por dois pontos) é a principal

vantagem do método, que reduz consideravelmente o número de variáveis (redução da

malha) do problema e proporciona uma convergência acelerada se comparada a outros

métodos numéricos.

1.1 Revisão bibliográfica

1.1.1 Viga sobre camada elástica

O estudo de vigas apoiadas no solo possui uma grande importância na engenharia dado

a frequência com que esses casos acontecem na prática, como por exemplo em ferrovias,

fundação de edif́ıcios, pistas de pouso em aeroportos etc. Uma abordagem habitual na

formulação do problema baseia-se na inclusão da reação da fundação na equação diferencial

correspondente da viga (KERR, 1964a). Dentre os modelos simplificados, encontram-

se o modelo de um parâmetro de Winkler (1867) e o de dois parâmetros de Pasternak

(1954), que corresponde a um melhoramento do seu precursor. Entretanto, o fato do

modelo proposto pelo Kerr (1964a) apresentar resultados mais próximos aos da teoria da

elasticidade quando comparado aos dois modelos anteriores (BARROS et al., 2009), torna-o

bastante atrativo.

O primeiro modelo de Winkler (1867) passou a ser estudado em detalhes por Hetényi

e Hetbenyi (1946) na análise estática de vigas apoiadas no solo apresentando a solução

anaĺıtica de vigas infinitas e finitas na teoria de Euler-Bernoulli sob diferentes tipos de

carregamentos, axiais e transversais, onde foi estudado ainda sobre a continuidade da

camada elástica. Mais tarde, um estudo mais abrangente foi descrito em Hetenyi (1950).

A consideração do efeito do cisalhamento na viga sobre base elástica de Winkler foi tratado

algum tempo depois por Weaver Jr et al. (1991).

Além das soluções anaĺıticas, também são encontrados na literatura métodos numé-

ricos como solução desses problemas, como por exemplo o método das diferenças finitas

estudado por Beaufait e Hoadley (1980). Eisenberger e Yankelevsky (1985), baseados na

formulação do método dos elementos finitos, utilizaram as soluções homogêneas da equa-
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ção diferencial governante do problema estático para obter a matriz de rigidez e vetor

de carga exatos segundo a teoria de Euler-Bernoulli. Em continuidade, Davies (1986) e

Yankelevsky e Eisenberger (1986) consideraram o efeito de carga axial tracionando ou

comprimindo a barra na formulação do elemento finito. O efeito do cisalhamento foi

inclúıdo no modelo por meio do trabalho de Aydoğan (1995), onde é mostrado que os

deslocamentos devido às forças cisalhantes são influenciadas tanto pelo parâmetro da fun-

dação quanto pela relação vão/altura da viga. A análise dinâmica considerando a teoria

clássica de vigas pode ser vista nos trabalhos de Doyle e Pavlovic (1982), Eisenberger et

al. (1985) e Williams e Kennedy (1987), enquanto que Lee (1998) estudou o problema a

partir das hipóteses da teoria de vigas de Timoshenko.

Apesar de ser atrativo devido a sua simplicidade, o modelo Winkler não pode repre-

sentar adequadamente um meio cont́ınuo em determinados casos uma vez que a interação

entre as molas é neglicenciado. Com isso, o modelo de Pasternak (1954) passa a ser uma

boa opção uma vez que tal efeito é considerado a partir da colocação de uma camada de

cisalhamento conectada às molas.

Um dos primeiros estudos considerando o modelo de Pasternak pode ser visto em

Radeş (1970), onde obteve as soluções anaĺıticas para a viga de Euler-Bernoulli sujeita

a forças e momentos dinâmicos. Podem-se ainda encontrar trabalhos que abordam as

soluções anaĺıticas para a viga submetida a cargas harmônicas (MIAO et al., 2017), cargas

axiais (XU; WANG, 2020) ou ainda explorando o problema estático (TANAHASHI, 2004).

Tais problemas também foram tratados utilizando a teoria de Timoshenko, como pode

ser visto em Rosa (1995) que trata sobre a vibração livre de vigas simplesmente apoiadas

e Wang e Stephens (1977) que estende a outras condições de contorno, além do estudo

da estabilidade de vigas submetidas a cargas axiais (CALIO; GRECO, 2013; HARIZ et al.,

2022).

As vigas sobre base de Pasternak também já foram intensivamente exploradas por

meio do método dos elementos finitos. Zhaohua e Cook (1983) baseados nas hipóteses de

Euler-Bernoulli, obtiveram a matriz de rigidez e vetor de carga para dois tipos de elemen-

tos finitos: um baseado na solução exata do deslocamento; e outro baseado em funções

cúbicas, similar a viga sem a camada elástica. Entretanto, sua solução está limitada a

certas combinações de parâmetros da viga e da camada elástica. Outras soluções foram

propostas como pode ser visto em Chiwanga e Valsangkar (1988), que também apresenta

limitações em relação às condições de contorno, e por Razaqpur e Shah (1991) que apre-

sentaram a matriz de rigidez e vetor de carga exatos mais eficientes. Em Mourelatos

e Parsons (1987), considerando o efeito do cortante e de forças axiais, foi proposto um

elemento finito a partir de funções quadráticas para os deslocamentos e rotações. Recen-

temente, vários outros trabalhos foram publicados tendo como foco a análise dinâmica

(RAO; RAJU, 2002; BEZERRA et al., 2017b; SIGUEIRA et al., 2019) e estática (BOUDAA et al.,
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2019; LIMKATANYU et al., 2015) de vigas de Euler-Bernoulli, assim como de Timoshenko

(KARKON; KARKON, 2016; SOARES et al., 2017; BEZERRA et al., 2017a), sobre a camada

elástica de Pasternak.

Na literatura, pode-se encontrar um número razoável de trabalhos em que a camada

de Kerr foi incorporada ao modelo f́ısico. Um dos primeiros estudos relacionados ao

tema pode ser visto em Radeş (1971b), que estudou o comportamento de vigas ŕıgidas

apoiadas em camada de Kerr frente à vibração forçada, onde o efeito do amortecimento

foi considerado por meio de parâmetros adicionais ao modelo da fundação. Considerando

a teoria clássica de vigas, Barros et al. (2009) estudaram a interação do SCR-Seafloor

(Steel Catenary Risers) com o solo, onde obtiveram as soluções exatas e compararam os

resultados obtidos por meio das fundações de Winkler, Pasternak e Kerr aos modelos

cont́ınuos via MEF.

A solução via MEF se deu a partir das pesquisas desenvolvidas por Morfidis (2003),

que tratou em sua tese sobre vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sobre camada elástica

de Kerr submetidas à flexão, com ou sem carga axial, e que mais tarde renderam algu-

mas publicações. Baseado nas hipóteses da teoria de vigas de Timoshenko, Avramidis

e Morfidis (2006) propuseram uma solução anaĺıtica para o problema de vigas finitas e

infinitas apoiadas em camada elástica de Kerr considerando soluções homogêneas do tipo

F (x) =
∑6

i=1Cifi(x) para os deslocamentos e rotações, onde as constantes Ci são obtidas

por meio das equações de equiĺıbrio do problema, enquanto que as funções fi são dadas em

função das ráızes da equação desacoplada. Buscando uma formulação via MEF, Morfidis

(2007) utilizou as soluções homogêneas propostas por Avramidis e Morfidis (2006) para

gerar as matrizes de rigidez e vetores de carga exatos. Em outro trabalho, Morfidis (2010)

analisou o problema dinâmico nas hipóteses de Timoshenko, onde apresentou as matrizes

de rigidez e massa exatos do elemento finito.

De uma forma geral, as soluções do MEC para vigas livres de camada elástica são

bastante reduzidas quando comparadas ao MEF, por exemplo. O método passou a ser

utilizado como solução numérica para vigas por volta de 1980, onde Banerjee e Butterfield

(1981) trataram da análise estática de vigas com as hipóteses de Euler-Bernoulli, enquanto

que Providakis e Beskos (1986) estudaram o problema do ponto de vista dinâmico. A

análise estática pela teoria de Timoshenko foi proposta por Antes (2003), onde foi obtido o

sistema completo de equações integrais para a teoria de Timoshenko. Mais tarde, Antes et

al. (2004) apresentaram a formulação para análise harmônica de pórticos planos utilizando

o modelo de Timoshenko. Cruz (2012) apresentou soluções fundamentais alternativas

àquelas apresentadas por Antes (2003), onde analisou pórticos planos e espaciais sob os

efeitos estáticos e dinâmicos, segundo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko para a

flexão. Um enfoque especial foi dado dado para o problema de interação solo-estrutura

em regime estático, o qual tanto a superestrutura quanto o solo (admitido como um sólido
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elástico semi-infinito) foram representados pelo MEC.

Poucos trabalhos são encontrados na literatura tratando sobre vigas apoiadas em ca-

mada elástica pelo MEC, restritos à última década. Passos (2014) aborda a utilização do

MEC direto para solução dos problemas de estabilidade estática e dinâmica de vigas nos

modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Além disso, os efeitos da camada elástica de

Pasternak foram incorporados. Já Maia (2016) seguiu com estudos estáticos relacionados

a flexão e estabilidade de vigas, com e sem base elástica de Pasternak, abordando a teoria

de alta ordem de Bickford-Reddy e propondo as soluções fundamentais convenientes para

cada caso.

1.1.2 Sistema de vigas duplas conectadas por camada elástica

Um dos primeiros autores a tratar sobre o tema foram Seelig e Hoppmann (1964b),

onde apresentaram a solução anaĺıtica para cálculo das frequências naturais e modos de

vibração do sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli idênticas, comparando os resul-

tados com aqueles obtidos experimentalmente. Em outro trabalho, Seelig e Hoppmann

(1964a) consideraram o sistema sujeito a carga de impacto. Chonan (1976) estudou o

comportamento dinâmico de um sistema de duas vigas conectadas por um conjunto de

molas independentes, submetidas a uma carga impulsiva, por meio do método das trans-

formadas de Laplace. Um caso particular foi estudado por Kessel (1966) onde investigou

as ressonâncias quando o sistema simplesmente apoiado é submetido a uma carga móvel

ćıclica atuando longitudinalmente em torno de um ponto fixo na barra superior. Hamada

et al. (1983) apontaram a semelhança entre o sistema de múltiplas vigas conectadas elas-

ticamente (com diferentes condições de contorno) e o sistema massa-mola com múltiplos

graus de liberdade. Em contrapartida, o problema estático foi estudado por Chung e Lin

(1988) onde analisaram um sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli conectadas por

molas para simular o feito de componentes de maquinas em contato.

Nas últimas duas décadas, os estudos relacionados ao comportamento de estruturas

elasticamente conectadas por camada elástica têm recebido uma maior atenção da comu-

nidade cient́ıfica. Oniszczuk (2000) propôs a solução anaĺıtica para cálculo das frequências

naturais de um sistema de duas vigas de Euler-Bernoulli, simplesmente apoiadas, unidas

por camada elástica de Winkler. Em outro trabalho, Oniszczuk (2003) estudou a resposta

forçada para o mesmo sistema utilizando o método da expansão modal. Em extensão ao

trabalho do Oniszczuk (2000), Zhang et al. (2008) obtiveram, além das soluções anaĺıticas

para determinação das frequências naturais e amplitudes associadas, as cargas cŕıticas

de flambagem. Fazendo uma simples mudança de variável, Wu e Gao (2015) obtiveram

as equações desacopladas do sistema de vigas duplas conectadas por camada de Win-

kler considerando ainda o efeito do amortecimento. As soluções anaĺıticas para o sistema
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submetido a uma carga harmônica móvel foram obtidas considerando apenas as vigas

idênticas e simplesmente apoiadas. Mirzabeigy et al. (2017) apresentaram as expressões

expĺıcitas para o cálculo das frequências naturais de sistemas com condições de contorno

arbitrárias. Recentemente, Liu e Yang (2019) propuseram as soluções fechadas exatas

para solução de sistemas de vigas sobre vibração forçada.

Soluções baseadas em métodos numéricos também são encontradas na literatura. Em

Kelly e Srinivas (2009), por exemplo, foi apresentado um estudo sobre a vibração livre

de múltiplas vigas (nanotubos de carbono) conectadas por camada elástica de Winkler e

submetidas a carga axial. O método de Rayleigh-Ritz foi utilizado como alternativa de

solução. Mao (2012) seguiu com estudos semelhantes ao anterior onde foi utilizado como

estratégia de solução o Adomian modified decomposition method (AMDM). Já Hao et

al. (2018) aplicaram o método de Fourier–Ritz modificado no estudo da vibração livre do

sistema de vigas duplas com condições de contorno generalizadas.

O estudo dos sistemas de vigas conectadas por camada elástica de Winkler na te-

oria de Timoshenko foi iniciado por Rao (1974), onde obteve as frequências naturais e

modos de vibração de sistemas com múltiplas vigas conectadas por camada elástica de

Winkler. Mais tarde, Stojanović et al. (2011) estudaram a vibração livre e flambagem

de sistemas de vigas duplas elasticamente conectadas por camada elástica de Winkler e

submetidas a cargas axiais compressivas. A solução anaĺıtica proposta foi obtida via mé-

todo de Bernoulli-Fourier para a condição de contorno simplesmente apoiada. Adotando

a mesma abordagem, Zhang et al. (2014) tiveram como foco a obtenção das soluções fe-

chadas para vibração livre e forçada considerando várias descontinuidades no domı́nio.

Em outro trabalho, Stojanović et al. (2013) propuseram a solução anaĺıtica para obtenção

das frequências naturais e carga cŕıtica de flambagem de um sistema de múltiplas bar-

ras (simplesmente apoiadas) conectadas continuamente entre si por camada elástica de

Winkler e submetidas apenas a carga axial, nas teorias de vigas de Timoshenko e de alta

ordem de Bickford-Reddy.

O método dos elementos finitos foi utilizado por Li e Hua (2007), onde foram de-

terminadas as frequências naturais e modos de vibração de um sistema de duas vigas

de Timoshenko conectadas por camada elástica de Winkler com diferentes condições de

contorno. Um estudo semelhante foi feito por Xiaobin et al. (2014), onde utilizaram o

Método da Rigidez Dinâmica exata para determinar as frequências naturais e modos de

vibração do problema, considerando ainda cargas axiais aplicadas. Por meio das funções

de Green, Zhao et al. (2020) investigaram os sistemas de vigas duplas submetidos a cargas

axiais com condições de contorno generalizadas.

Mais recentemente, começaram a surgir alguns trabalhos considerando as vigas interco-

nectadas pela camada elástica de Pasternak. Em seu trabalho, Mohammadi e Nasirshoaibi

(2015) investigaram a vibração forçada de um sistema de vigas duplas de Rayleigh elas-
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ticamente conectadas por camada de Pasternak, simplesmente apoiadas, sujeitas ainda a

forças axiais compressivas. A partir das soluções anaĺıticas propostas, verificou-se uma

dependência significante do problema com a carga axial e a camada cisalhante de Paster-

nak, afetando assim a magnitude das amplitudes de vibração da viga. Em continuidade

ao trabalho anterior, Nasirshoaibi e Mohammadi (2015) consideraram no modelo ma-

temático as hipóteses da teoria de vigas de Timoshenko. Adicionalmente, Atanasov et

al. (2017) investigaram a vibração livre e flambagem de sistemas de micro vigas duplas

de Euler-Bernoulli sob efeito de mudança de temperatura. Foram apresentadas as so-

luções anaĺıticas para o caso simplesmente apoiado. Já Agboola et al. (2017) trataram

do problema da vibração livre em sistemas de vigas de Euler-Bernoulli não prismáticas,

considerando as extremidades das vigas como engastada-livre.

Soluções baseadas em métodos numéricos também são encontradas na literatura. Em

Brito et al. (2018) foi apresentada a solução via MEF para um sistema de vigas de Euler-

Bernoulli conectadas por camada elástica de Pasternak. Baseadas em funções polinomiais

para representar os campos em deslocamentos, foram obtidas e explicitadas as matrizes de

rigidez e vetor de carga. Em continuidade, Brito et al. (2019b) consideraram o efeito do

cortante sobre o sistema por meio da consideração das hipóteses da teoria de Timoshenko.

Baseado no MEC, Brito et al. (2019a) apresentaram as soluções fundamentais, equações

integrais e algébricas para um sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli interconectado

pela camada elástica de Pasternak. Em comum a todos os trabalhos, diferentes condições

de contorno, carregamentos e propriedades das vigas foram consideradas nas soluções.

Por outro lado, pouco é discutido na literatura sobre o sistema de vigas duplas conec-

tadas por camada elástica de Kerr. Em Kozić et al. (2014), é obtida a solução anaĺıtica

para o problema da vibração livre e flambagem, onde a teoria de Euler-Bernoulli é utili-

zada para representar a cinemática de deformação da viga. Por sua vez, Milenković et al.

(2021) obtiveram a solução anaĺıtica do problema de vibração livre para a teoria de vigas

de Rayleigh. Nele, o efeito da carga axial nas vigas também é considerado. Em ambos a

solução apresentada é aplicada para sistemas duplos com mesmas propriedades mecânicas

e apoios simples. Considerando a teoria de vigas de Euler-Bernoulli, Brito et al. (2021)

trataram do problema estático de sistemas de vigas duplas conectadas por camada elástica

de Winkler apoiadas em camada elástica de Kerr via MEF. Em outro trabalho, visando

obter as repostas de um sistema de vigas duplas conectadas por camada de Kerr, Brito et

al. (2022) propuseram funções interpoladoras de nona ordem para representar os campos

em deslocamentos. Diferentes condições de contorno, propriedades e carregamentos foram

estudados.

Ainda se tratando do MEC, os sistemas de vigas duplas foram amplamente estudados

por Brito (2018). Neste trabalho, foram explorados os problemas estático e dinâmico

dos sistemas de vigas duplas conectadas por base elástica nas teoria de vigas de Euler-
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Bernoulli, Timoshenko e Bickford-Reddy. Foram propostas as soluções fundamentais,

deduzidas as equações integrais e sistema algébrico. Preferencialmente foi utilizada a ca-

mada elástica de Winkler, sendo as soluções aplicáveis a quaisquer condições de contorno,

carga ou propriedades das vigas.

Entretanto, a partir da revisão da literatura realizada, vê-se que as soluções baseadas

no MEC para vigas duplas elasticamente conectadas por camada elástica de Kerr estão

indispońıveis.

1.1.3 Placa sobre camada elástica

O estudo de placas apoiadas em camada elástica é aplicável a várias situações práticas

nas engenharias civil, aeroespacial, automotiva etc. A literatura mostra a diversidade de

métodos utilizados na análise desses problemas, desde anaĺıticos até métodos numéricos.

Dentre os modelos de camada elástica o de Winkler é o mais utilizado.

Devido a simplicidade e aos bons resultados obtidos para determinados casos, a teoria

clássica de placas (teoria de Kirchhoff, ou ainda teoria de placas delgadas) tem sido utili-

zada nas análises de placas sobre camada elástica há bastante tempo. Um dos primeiros

estudos sobre o tema pode ser visto em Westergaard (1923), onde resolveu o problema

de uma placa semi-infinita sobre camada elástica com cargas concentradas igualmente

espaçadas ao longo da borda livre, sendo a solução anaĺıtica dada na forma de séries.

Mais tarde, Peach (1950) por meio do método das diferenças finitas, resolveu o mesmo

problema para uma carga concentrada na borda livre. Nevel (1965) publicou a solução

anaĺıtica considerando uma carga concentrada aplicada próximo as bordas, consideradas

simples, ŕıgidas ou livres. Vários outros trabalhos discutem sobre as soluções anaĺıticas,

como pode ser visto em Yu e Wang (2008), Kaplunov et al. (2016), Mama et al. (2017),

Ike (2017) e Ike (2018). Além das soluções anaĺıticas, a análise numérica de placas delga-

das sobre base de Winkler pode ser vista utilizando o Método das Diferenças Finitas em

Chakravorty e Ghosh (1975), pelo método de Rayleigh-Ritz em Chakraverty e Pradhan

(2014), o Método dos Elementos Finitos em Zienkiewicz (1967) e Huang e Thambiratnam

(2001), e pelo Método dos Elementos de Contorno por Katsikadelis e Armenakas (1984),

Calderon (1991) e Manzoli (1992).

Quando a placa se torna espessa, a teoria clássica se torna inefetiva, uma vez que não

leva em consideração as deformações por cisalhamento que são significantes no compor-

tamento a flexão. As principais teorias de placas que consideram o efeito da deformação

por cisalhamento (placas espessas) são as de Reissner (1945) e Mindlin (1951). Existem

também a placa de Reddy (1984), que considera uma deformação por cortante de alta

ordem. De um modo geral, as soluções anaĺıticas para placas espessas apoiadas em ca-

mada elástica de Winkler foram amplamente discutidas por vários pesquisadores, desde
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os problemas estáticos até os dinâmicos, como pode ser visto em Ariman (1969), Yettram

et al. (1984), Kobayashi e Sonoda (1984), Kobayashi e Sonoda (1989), Ke-rang (1990) e

Shen et al. (2001). Além das soluções anaĺıticas, a literatura fornece soluções baseadas

no método da quadratura diferencial Liu (2000), MEF conforme Svec (1976), Abdalla e

Ibrahim (2006), Ozgan e Daloglu (2007), Xie et al. (2007), Zeng et al. (2008) e Özdemir

(2020), e ainda via MEC tratados nos trabalhos de Al-Hosani et al. (1999), Al-Hosani

(1998), Rashed et al. (1998), Al-Hosani et al. (1999), e Jianguo et al. (1993).

A principal limitação do modelo de base elástica de Winkler está em não representar

de maneira adequada a continuidade do meio. Diante disso, o modelo de Pasternak

ganha um destaque por representar a coesão do meio elástico. Um dos primeiros estudos

pode ser visto em Yu (2021) para flexão de placas delgadas circulares e Xiang et al.

(1994), para vibração e flambagem de uma placa de espessa simplesmente apoiada sobre

camada elástica de Pasternak. Soluções baseadas em métodos numéricos também são

encontradas na literatura, como pode ser visto em Han e Liew (1997) onde aplicaram o

método da quadratura diferencial para estudar flexão de uma placa retangular de Mindlin

sob diferentes condições de contorno. Solução baseada no MEF pode ser encontrada em

Buczkowski (2001), enquanto que pelo MEC o tema foi amplamente discutido por Fadhil

e El-Zafrany (1994), Rashed et al. (1999), Karam (2014) e Altoé et al. (2015).

Entretanto, o modelo proposto por Pasternak causa um aumento da força cortante

principalmente nas bordas do problema, devido a camada cisalhante estar diretamente

em contato com a placa. Diante disso, a camada de molas adicionais entre a placa e a

camada cisalhante proposta por Kerr (1964a), corrige tal efeito tornando-a mais fidedigna

se comparado aos modelos cont́ınuos.

Em 1968, Kerr e Arnold estudaram uma placa delgada retangular com bordas en-

gastadas sujeitas a uma carga lateral uniforme, propondo uma solução aproximada em

extensão ao método de Kantorovich (KERR, 1966a; KERR, 1966b). Por meio dessa solução,

obtiveram as respostas em termos de deslocamentos e esforços ao longo da placa, a partir

das derivadas dos deslocamentos, e permitiu uma utilização prática na engenharia, uma

vez que a solução exata até aquela época não estava dispońıvel na literatura. A análise

dinâmica foi introduzida por Radeş (1971a), onde estudou os efeitos estático e dinâmico

de uma placa circular ŕıgida. As distribuições de pressão na placa foram apresentadas

para diferentes frequências de excitação e parâmetros da fundação.

Mais tarde, Kneifati (1985) estudou placas infinitas apoiadas em camada elástica de

Kerr sujeitas a carregamento uniformemente e forças no contorno, propondo as soluções

anaĺıticas a partir da solução homogênea desacoplada. A precisão das respostas obtidas

por meio da camada elástica de Kerr é mostrada a partir da comparação entre as fundações

de Winkler, Pasternak e Kerr com o modelo cont́ınuo via MEF.
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Recentemente, Paliwal e Ghosh (2000) estudaram o comportamento à flambagem de

uma placa retangular ortotrópica sobre camada de Kerr, onde é considerado a placa

comprimida em uma ou duas direções principais. As soluções anaĺıticas são produzidas

para o caso simplesmente apoiado nas bordas. Alisjahbana et al. (2018) propuseram uma

solução semi-anaĺıtica para analisar o comportamento dinâmico de um pavimento ŕıgido

(placa ortotrópica) sujeito a cargas móveis em sua superf́ıcie, com velocidade constante.

Na formulação adotada, foram considerados que o contorno da placa possuem restrições

verticais e rotacionais. Já Rahman (2017) obteve as soluções anaĺıticas uma placa circular

delgada sujeita a cargas estáticas, concentrada e distribúıda.

As soluções numéricas baseadas no MEF não foram encontradas na literatura, sendo

restritas a vigas sobre camada de Kerr. Já a solução baseada no MEC foi dada recente-

mente por Souza (2019) para a placa de Kirchhoff sobre base elástica de Kerr. Baseado

no MEC-D (direto), Souza (2019) obteve as soluções fundamentais desacopladas a partir

da combinação linear de soluções já conhecidas. Dessa forma, as soluções fundamentais

em deslocamentos e esforços foram apresentadas explicitamente. As equações integrais

foram obtidas por meio da técnica dos reśıduos ponderados (TRP), onde as equações di-

ferenciais governantes do problema real foram ponderadas pelas suas respectivas soluções

fundamentais. Todos o passos para obtenção do sistema algébrico e solução do problema

foram apresentados.

Diante da revisão da literatura, vê-se que placas sobre camada elástica de Kerr ainda é

um tema pouco discutido dentro da comunidade cient́ıfica, merecendo um destaque maior

devido aos resultados mais eficientes que os modelos de Winkler e Pasternak quando

comparados aos modelos cont́ınuos. Além disso, o estudo de placas espessas apoiadas em

base elástica de Kerr pelo MEC ainda não foram discutidas.

1.2 Objetivo

Esta tese teve como objetivo principal estabelecer formulações baseadas no Método

dos Elementos de Contorno para análise estática de vigas e placas espessas apoiadas em

camada elástica de Kerr e para sistemas de vigas duplas elasticamente conectadas por

camada elástica de Kerr.

1.2.1 Objetivos espećıficos

� Propor as soluções fundamentais, deduzir as equações integrais e algébricas para

análise estática de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sobre camada elástica de Kerr;

� Propor as soluções fundamentais, deduzir as equações integrais e algébricas para aná-
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

lise estática de sistemas de vigas duplas de Euler-Bernoulli ou Timoshenko elasticamente

conectadas por camada elástica de Kerr;

� Propor as soluções fundamentais, deduzir as equações integrais e algébricas para

análise da flexão de placas de Mindlin sobre camada elástica de Kerr;

� Implementar os algoritmos pertinentes a cada um dos problemas propostos.

1.3 Organização do trabalho

Este trabalho está estruturado em 10 caṕıtulos, dois apêndices e um anexo.

No caṕıtulo 1 é apresentada uma breve revisão da literatura a cerca dos problemas

estudados neste trabalho, apontando as lacunas existentes principalmente no que se refere

a análise via MEC.

No caṕıtulo 2 é apresentada uma breve revisão sobre a teoria da elasticidade tridimen-

sional, dando o embasamento teórico necessário para as discussões que seguem. É dado o

devido tratamento às teoria de vigas e modelos de base elástica que serão utilizadas nesse

trabalho. Por fim, as equações de equiĺıbrio para cada um dos casos foram obtidas via

minimização do funcional de energia e são devidamente explicitados.

No caṕıtulo 3 o MEC é aplicado no problema estático de vigas de Euler-Bernoulli e

Timoshenko apoiadas em camada elástica de Kerr, propondo as soluções fundamentais,

equações integrais e equações algébricas.

No caṕıtulo 4 o MEC é aplicado na análise a flexão de sistemas de vigas duplas (nas

teorias de Euler-Bernoulli e Timoskenko) elasticamente conectadas por camada elástica

de Kerr. As soluções fundamentais para os principais casos de ocorrência na prática são

apresentadas, assim como as equações integrais e sistema algébrico.

No caṕıtulo 5 são apresentados alguns resultados numéricos para validação das soluções

propostas nos caṕıtulos 3 e 4. A rápida convergência e precisão das respostas do MEC

podem ser vistas por meio de exemplos considerando variadas condições de contorno, casos

de carregamento e propriedades das vigas.

No caṕıtulo 6 é feito uma breve revisão sobre as teorias de placas existentes na li-

teratura, apresentando, na sequência, as hipóteses relacionadas as teorias de placas de

Kirchhoff e Mindlin. Em seguida, são apresentados os passos para obtenção das equações

diferencias governantes do problema real das placas de Kirchhoff e Mindlin sobre camada

elástica de Kerr, via minimização do funcional de energia.

No caṕıtulo 7 é apresentado o MEC aplicado a placas de Kirchhoff sobre camada

elástica de Kerr. São discutidas as soluções fundamentais propostas por Souza (2019),
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

apresentando ainda as equações integrais e algébricas para a determinação dos desloca-

mentos no contorno e domı́nio. Como contribuição, são propostas as equações integrais

para determinação dos momentos fletores em pontos internos ao domı́nio do problema.

No caṕıtulo 8 são propostas as soluções fundamentais para placas de Mindlin sobre

camada elástica de Kerr. Se tratando do MEC, são obtidas as equações integrais e algé-

bricas do problema. Buscando uma solução puramente do MEC, as equações integrais do

carregamento são transformadas em equações integrais sobre o contorno.

No caṕıtulo 9 são apresentados os resultados numéricos obtidos por meio das solu-

ções apresentadas nos caṕıtulos 7 e 8. Quando comparado aos valores anaĺıticos, vê-se

que o MEC tem uma ótima precisão nas respostas além de uma convergência acelerada,

se aproximando dos valores exatos mesmo utilizando malhas com poucos elementos de

contorno.

No caṕıtulo 10 são discutidas as conclusões obtidas ao longo do trabalho, e sugestões

para trabalhos futuros.

No apêndice A são apresentadas as soluções anaĺıticas para vigas simples e duplas,

com camada elástica de Kerr, simplesmente apoiadas.

No apêndice B são apresentadas as soluções anaĺıticas de placas retangulares simples-

mente apoiadas e circulares sobre camada elástica para quaisquer condições de contorno.

No anexo A são mostradas as expressões para o cálculo das derivadas e integrais das

funções modificadas de Bessel de segunda espécie.
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Caṕıtulo 2

Fundamentação teórica

Neste caṕıtulo, além de uma revisão no estudo de tensões e deformação, serão apre-

sentadas e discutidas as hipóteses consideradas em cada teoria de vigas dispońıveis na

literatura e que são objetos desta tese. Baseado no prinćıpio da mı́nima energia de defor-

mação, são apresentadas as equações de equiĺıbrio para cada um dos problemas de vigas

estudados: vigas sobre camada elástica de Kerr; e vigas duplas conectadas por camada

elástica Kerr.

2.1 Uma breve revisão da teoria da elasticidade

2.1.1 Tensões

Considere que sobre um corpo em equiĺıbrio atuem forças externas fi, concentradas ou

distribúıdas. Seccionado o corpo, verifica-se que as forças internas que atuam em uma área

∆An, com vetor normal n, produzem uma resultante em forças em um ponto p definida

por ∆Fm na direção m. Dessa forma, escreve-se a força interna média como sendo:

ϱnm =
∆Fm
∆An

. (2.1)

Calculando o limite quando a área ∆An tende a zero, de forma que contenha sempre

o ponto p, a força interna média passa a ser:

ϱnm = lim
∆An→0

∆Fm
∆An

=
dFm
dAn

. (2.2)

Dessa forma, define-se ϱnm como sendo a tensão que atua no ponto p. Considerando

agora que ∆An coincida com cada um dos planos cartesianos (xy, xz e yz), a eq.(2.2)



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

passa a ser considerada escrita como:

ϱxm = σxxex + τxyey + τxzez, (2.3)

ϱym = τyxex + σyyey + τyzez, (2.4)

ϱzm = τzxex + τzyey + σzzez, (2.5)

onde ex, ey e ez são os vetores unitários ao longo de cada eixo coordenado e σ e τ as

tensões normais e cisalhantes, respectivamente, em cada direção como mostra a figura

2.1.

FIGURA 2.1 – Componentes de tensão em um ponto. Fonte: Sadd (2009).

As componentes de tensão normalmente são escritas na forma matricial como:

σ =

 σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz

 , (2.6)

onde σ é uma grandeza tensorial de 2◦ ordem. Note ainda que este tensor é simétrico e

portanto apresenta apenas 6 componentes distintas.

Considere agora que sobre um corpo cúbico em equiĺıbrio de lados δx, δy e δz atuem

forças de corpo fi, conforme mostrado na figura 2.2. Do balanço de forças e momentos

são obtidas as equações de equiĺıbrio:

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂x

+
∂τxz
∂x

+ fx = 0, (2.7)

∂τyx
∂y

+
∂σyy
∂y

+
∂τyz
∂y

+ fy = 0, (2.8)

∂τzx
∂z

+
∂τzy
∂z

+
∂σzz
∂z

+ fz = 0, (2.9)
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FIGURA 2.2 – Tensões e forças atuantes em um corpo.

ou ainda na forma indicial:

σji,j + fi = 0. (2.10)

2.1.2 Deformações

Sob a ação das forças externas um corpo pode mudar de ponto a ponto sua forma. A

essa mudança dá-se o nome de deformação, podendo ser classificada ainda como linear e

angular (distorção), conforme mostra a Figura 2.3.

FIGURA 2.3 – Deformação no plaxo xy. Fonte: Timoshenko (1951).

Considere que o trecho AOB corresponde a face do corpo na sua configuração inicial

enquanto que o trecho A′O′B′ a configuração deformada, onde u e v são os deslocamentos

ao longo dos eixos x e y respectivamente. Sob a hipótese de pequenos deslocamentos e

deformações, a relação deformação-deslocamento na direção x é dada por:

ϵx =
∂u

∂x
. (2.11)
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Da mesma forma, pode-se escrever as deformações segundo os eixos y e z:

ϵy =
∂v

∂y
, (2.12)

ϵz =
∂w

∂z
, (2.13)

onde w é o deslocamento ao longo do eixo z.

Além disso, pode-se descrever a distorção no plano xy como sendo:

γxy = α + β, (2.14)

onde α corresponde à inclinação de O′A′ em relação ao eixo x e β à inclinação de O′B′

em relação ao eixo y. Se tratando de pequenas deformações, pode-se dizer que α ≈ tgα,

onde:

α ≈ tgα =
∂v
∂x
dx

dx
, (2.15)

β ≈ tgβ =

∂u
∂y
dy

dy
. (2.16)

Assim, substituindo as eqs.(2.15) e (2.16) na eq.(2.14), obtêm-se a distorção no plano

xy:

γxy =
∂v

∂x
+
∂u

∂y
. (2.17)

Da mesma forma, as distorções nos planos xz e yz podem ser escritas:

γxz =
∂w

∂x
+
∂u

∂z
, (2.18)

γyz =
∂w

∂y
+
∂v

∂z
. (2.19)

Reescrevendo as deformações em notação indicial, tem-se o seguinte tensor das defor-

mações:

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) , (2.20)

com i, j = 1, 2, 3. Além disso, cabe lembrar que εij = γij/2 para i ̸= j.

Assim como as tensões, as deformações correspondem a um tensor de 2◦ ordem simé-
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

trico (εij = εji) escrito na forma matricial como:

ε =

 ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε23 ε33

 . (2.21)

2.1.3 Relações constitutivas

No estudo de corpos deformáveis, verifica-se que o estado de tensões está relacionado

diretamente ao estado de deformação do mesmo, é o chamado relação constitutiva. Por

meio dessa relação, as tensões podem ser expressas em funções das deformações ou vice-

versa.

Considerando um corpo tridimensional elástico linear, assume-se que as componentes

de tensão se relacionam de forma linear com cada componente de deformação:

σxx

σyy

σzz

σxy

σyz

σxz


=



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66





εxx

εyy

εzz

εxy

εyz

εxz


, (2.22)

ou ainda na forma tensorial como

σij = Cijklεkl, (2.23)

onde Cijkl é um tensor de quarta ordem cujas componentes são os parâmetros necessários

para caracterizar o material. Note que ele também será simétrico, uma vez que as tensões

e deformações são. Se o material for considerado homogêneo, o comportamento elástico

não varia espacialmente, ou seja, todos os parâmetros serão constantes. Já para qualquer

material isotrópico, apenas haverá duas constantes independentes que caracterizam o

material, assim escreve-se

σxx

σyy

σzz

σxy

σyz

σxz


=



C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C11 − C12 0 0

0 0 0 0 C11 − C12 0

0 0 0 0 0 C11 − C12





εxx

εyy

εzz

εxy

εyz

εxz


, (2.24)
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sendo

C12 = λ e C11 − C12 = 2µ, (2.25)

onde λ e µ são as constantes de Lamé. Portanto, a lei de Hooke generalizada para um

material elástico linear, homogêneo e isotrópico pode ser escrita na forma tensorial como:

σij = λδijεkk + 2µεij. (2.26)

A relação inversa também pode ser escrita, onde as deformações são obtidas em função

das tensões:

εij =
1

2µ

(
σij −

λ

3λ+ 2µ
σkkδij

)
. (2.27)

Em notação expandida, as deformações lineares ficam:

ϵxx =
σxx
E

− ν

E
(σyy + σzz) , (2.28)

ϵyy =
σyy
E

− ν

E
(σxx + σzz) , (2.29)

ϵzz =
σzz
E

− ν

E
(σxx + σyy) , (2.30)

onde E é o módulo de deformação longitudinal ou módulo de Young e ν é o coeficiente

de Poisson. Já as distorções são dadas na forma expandida como:

γxy =
τxy
G
, (2.31)

γxz =
τxz
G
, (2.32)

γyz =
τyz
G
, (2.33)

onde G é o módulo de elasticidade transversal do material.

Comparando as eqs.(2.28) a (2.33) com a eq. (2.27), chega-se as seguintes relações

λ =
Eν

(1 + ν) (1− 2ν)
, (2.34)

µ = G =
E

2 (1 + ν)
. (2.35)
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.2 Fundamentos da teoria de vigas

As vigas são elementos estruturais alongados que estão presentes nos mais diversos

problemas de engenharia, trabalhando preponderantemente a flexão. Conhecer o seu com-

portamento cinemático frente às deformações é essencial. A literatura apresenta alguns

modelos que trazem suposições para simplificar o problema real tridimensional, desde

teorias simples a outras mais refinadas, nenhuma menos importante. Entretanto, essa

simplificação reduz a extensão em que é aplicável.

A primeira teoria de vigas foi formulada por volta de 1750, recebendo o nome de teoria

clássica ou de Euler-Bernoulli. Nela, considera-se que para pequenas deformações a seção

transversal, inicialmente plana, permanece plana após a deformação e ortogonal ao eixo

deformado da viga. Tal hipótese implica no negligenciamento da deformação por cortante.

Apesar de ser o modelo mais simples, é o mais utilizado devido a simplicidade e por

fornecer aproximações razoáveis a muitos problemas de engenharia. Ocorre que, a rotação

da seção longitudinal de uma viga não depende apenas da inclinação da elástica, mas

também do cisalhamento, fazendo com que a ortogonalidade entre a seção transversal e o

eixo horizontal deformado não seja mais necessariamente preservada. Esse efeito é melhor

verificado em vigas com moderada razão de aspecto (relação entre o vão da viga e a altura

da seção transversal).

Em 1921, TIMOSHENKO propôs uma teoria onde os efeitos da deformação por cortante

e da inércia rotatória foram levados em consideração. Em decorrência das hipóteses para

a cinemática da seção transversal, implicaram na distribuição constante das tensões tan-

genciais transversas ao longo da altura, o que difere da distribuição quadrática prevista

na resistência dos materiais. Para remediar as inconsistências decorrente de fato na ener-

gia de deformação, Timoshenko propôs um coeficiente de correção, chamado de fator de

forma. Assim, a seção transversal também permanece plana na configuração deformada,

porém há o giro da seção transversal não ficando mais ortogonal ao eixo longitudinal da

viga.

Ademais, por volta da década de 1980 começaram a surgir teorias de alta ordem de

vigas, onde, a exemplo do modelo proposto por Bickford (1982)-Reddy (1984), consideram-

se as deformações como sendo cúbicas e as distorções como quadráticas ao longo da seção

transversal, representando de forma mais concisa o comportamento real da viga defor-

mada. Neste trabalho não será abordada a teoria de alta ordem de vigas.

A Figura 2.4 apresenta a configuração deformada de uma viga nas três teorias de vigas

abordadas nesta tese.
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FIGURA 2.4 – Deformação da viga segundo as teorias de Euler-Bernoulli (a), Timoshenko (b) e Bickford-
Reddy (c). Fonte: Wang et al. (2000a) adaptada.

Como discutido nos parágrafos anteriores, cada teoria possui as suas particularidades,

são as chamadas hipóteses espećıficas. Porém, há aquelas em que são comuns, baseadas

na geometria e comportamento do material, as quais podem ser resumidas em:

– Uma vez que a dimensão longitudinal é muito maior que as dimensões da seção

transversal, a viga pode ser considerada unidimensional;

– Material elástico-linear, homogêneo e isotrópico;

– Regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformações;

– Supressão da deformação da seção transversal (ν = 0);

– Carregamento aplicado segundo um dos eixos principais de inércia.
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2.2.1 Teoria de Euler-Bernoulli

A teoria de Euler-Bernoulli é baseada nos seguintes campos em deslocamentos (WANG

et al., 2000b):

u(x, z) = zϕy(x), (2.36)

w(x, z) = w(x), (2.37)

onde u(x, z) e w(x, z) são os deslocamentos axial e transversal, respectivamente, e ϕy(x)

a rotação da seção transversal.

Da teoria da elasticidade, eq.(2.20), escreve-se as deformações e distorções para a barra:

εx =
∂u

∂x
, (2.38)

γxz =
∂u

∂z
+
∂w

∂x
. (2.39)

Importante notar que, segundo as hipóteses da teoria clássica, a distorção do elemento

é considerada nula, consequentemente a seção transversal permanecerá ortogonal ao eixo

longitudinal na configuração deformada, vide figura 2.5. Diante de tal hipótese, a rotação

ϕy pode ser obtida por meio da eq.(2.39) ficando em função apenas da inclinação da linha

elástica

ϕy(x) = −dw(x)
dx

. (2.40)

FIGURA 2.5 – Viga de Euler-Bernoulli em sua configuração deformada.

Com isso as deformações eqs.(2.38) e (2.39) ficarão:

εx = −z d
2w

dx2
, (2.41)

γxz = 0. (2.42)
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Além do material ser considerado elástico linear, quando sob tensão na direção x, a

viga não apresentará encurtamento transversal, ou seja, ν = 0. Dessa forma, da lei de

Hooke, eq.(2.26), escreve-se a relação entre tensão-deformação da viga

σx = −Ezd
2w

dx2
. (2.43)

O momento fletor pode ser obtido por meio da integral:

My =

∫
A

σxzdA, (2.44)

onde dA = dydz.

Substituindo a eq.(2.43) na (2.44), fica:

My = −
∫
A

Ez2
d2w

dx2
dA. (2.45)

Sabe-se ainda que o momento de inércia em y é dado por:

Iy =

∫
A

z2dA. (2.46)

Dessa forma, o momento fletor na teoria de Euler-Bernoulli em um ponto x ao longo

do eixo da viga é dado por:

My(x) = −EIy
d2w

dx2
(x). (2.47)

Já o esforço cortante não pode ser obtido diretamente pela integração das tensões

tangenciais transversas (já que a distorção transversa é nula) na teoria clássica, mas sim

indiretamente pela aplicação das equações de equiĺıbrio, sendo dado pela derivada do

momento:

Vz(x) = −EIy
d3w

dx3
(x). (2.48)

2.2.2 Teoria de Timoshenko

Os campos em deslocamentos da teoria são (TIMOSHENKO, 1921):

u(x, z) = zϕy(x), (2.49)

w(x, z) = w(x), (2.50)

onde u(x, z) é o deslocamento axial, w(x) é o transversal e ϕy é a rotação em torno do

eixo y.
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Da teoria da elasticidade, eq.(2.20), escreve-se a deformação ao longo do eixo x e a

distorção como sendo:

εx =
∂u

∂x
, (2.51)

γxz =
∂u

∂z
+
∂w

∂x
. (2.52)

Note que, devido às hipóteses de Timoshenko o efeito do cortante é considerado, então

a distorção não mais será nula, conforme mostra a Figura 2.6. Assim, as deformações

serão dadas por:

εx = z
dϕy
dx

, (2.53)

γxz = ϕy +
dw

dx
. (2.54)

FIGURA 2.6 – Viga de Timoshenko em sua configuração deformada.

Desprezando o encurtamento da seção transversal,ν = 0, e aplicando a lei de Hooke,

eq.(2.26), escreve-se as tensões axial e cisalhante como sendo

σx = Ez
dϕy
dx

, (2.55)

τxz = Gγxz. (2.56)

Com isso, o momento fletor segundo a teoria de Timoshenko, dado conforme eq.(2.44),

será:

My(x) = EIy
dϕy
dx

, (2.57)

onde Iy é o momento de inércia.

Já o esforço cortante será dado em função da tensão cisalhante por meio da integral a

41



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

seguir:

Vz =

∫
A

τxzdA. (2.58)

Importante lembrar que as tensões cisalhantes na teoria de Timoshenko, considera-

das uniformes, combinada com utilização do fator de forma k produzirá uma energia de

deformação equivalente àquela produzida por uma distribuição quadrática (WANG et al.,

2000b) que realmente ocorre nas vigas, conforme mostra a figura 2.7.

FIGURA 2.7 – Tensão cisalhante: (a) variação real; (b) aproximação de Timoshenko.

Dessa forma, substituindo a equação (2.56) na equação (2.58) obtém-se o esforço cor-

tante em um ponto x na teoria de Timoshenko:

Vz(x) = κGA

(
ϕy(x) +

dw

dx
(x)

)
, (2.59)

sendo A =
∫
A
dA a área da seção transversal.

2.3 Modelos de bases elásticas

A busca por um modelo que possa explicar de forma realista o comportamento de

estruturas apoiadas em corpos deformáveis é o objetivo da maioria dos pesquisadores

no campo da interação solo-estrutura. No entanto, a complexidade em representar o

comportamento do solo como meio tridimensional e cont́ınuo, e ainda a interação deste com

outros elementos estruturais como placas ou vigas, torna essa tarefa pouco prática para a

maioria das aplicações de engenharia. Assim, a suposição de um comportamento elástico-

linear, homogêneo e isotrópico é uma opção simplificada, mas se mostra matematicamente

e computacionalmente atraente para representar muitos problemas práticos. Além disso,

em muitas situações o interesse limita-se à obtenção das forças na região de contato da

carga ou com a estrutura, não importando o campo de deslocamento ou estado de tensões

no seu interior, tornando a utilização dos modelos de base elástica um ótimo caminho

frente à complexidade matemática.

O precursor dos modelos de bases elásticas é o modelo de um parâmetro de Winkler

(1867), que considera o solo como um conjunto de molas lineares, estreitamente espaçadas
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e independentes em si. A relação entre a pressão e a deflexão na superf́ıcie da fundação é

dada por (KERR, 1964a):

p(x, y) = k · w(x, y), (2.60)

onde k é o módulo de rigidez da base elástica de Winkler. Por meio da eq.(2.60), vê-se que

há uma resistência contra a deformação vertical apenas no ponto em que o carregamento

é aplicado, conforme apresentado na figura 2.8.

FIGURA 2.8 – Deformação na superf́ıcie carregada da base elástica de Winkler.

Esta caracteŕıstica representa a grande desvantagem do modelo, uma vez que o solo

é, na realidade, um corpo cont́ınuo e que deforma não apenas na região de contato,

mas também na vizinhança (há coesão). Nesse contexto surgem então os modelos de dois

parâmetros, onde é incorporada a interação entre as molas, melhorando o modelo proposto

por Winkler.

Segundo Kerr (1964a),a extensão mais natural do modelo de Winkler para fundações

homogêneas é o modelo de Pasternak (1954), onde se assume que as molas estão conectadas

por uma camada incompresśıvel que se deforma apenas sob tensões de cisalhamento,

conforme figura 2.9. Dessa forma, a relação entre a força de contato e o deslocamento é

dada por:

p(x, y) = k · w(x, y) +Gs∇2w(x, y), (2.61)

sendo ∇2 (·) o operador de laplace, k o parâmetro de Winkler e Gs o módulo de rigidez

cisalhante da camada.

FIGURA 2.9 – Deformação fora da região carregada segundo o modelo de Pasternak.

Apesar de ser um melhoramento do modelo proposto por Winkler, Kerr (1964a) consta-

tou que, para uma placa apoiada na camada de Pasternak, um aumento da força cortante
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acontecia nas bordas da placa. Efeito esse similar à reação de canto que ocorre na teoria

clássica de placas. Dessa forma, esse efeito indesejado foi corrigido a partir da conside-

ração de mais uma camada de molas entre a estrutura e a camada cisalhante, conforme

mostra a figura 2.10.

FIGURA 2.10 – Composição da camada elástica de Kerr. Fonte: Souza (2019)

.

Considera-se que o deslocamento transversal da placa, ou viga,conforme figura 2.10, é

dado por:

w(x, y) = w1(x, y) + v(x, y), (2.62)

sendo w1 é o deslocamento transversal devido à contração ou extensão da camada de

molas superior e v da camada de cisalhamento. Por meio da figura 2.10 e das eqs. (2.60)

e (2.61), tem-se:

p1(x, y) = kcw1(x, y), (2.63)

p2(x, y) = kkv(x, y)−Gs∇2v(x, y), (2.64)

onde kc e kk são as rigidezes das camadas superior e inferior, respectivamente, e Gs o

módulo de rigidez cisalhante.

2.4 Energia de deformação

As forças aplicadas sobre um sólido realizam trabalho tal que é armazenado dentro

do material na forma de energia de deformação, causando a mudança de forma. Se esse

sólido em questão for elástico, a remoção dessas forças resulta na recuperação da energia

completa armazenada dentro do corpo, retornando a forma original (SADD, 2009).
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.4.1 Energia de deformação da viga

A energia de deformação da viga pode ser expressada como (WANG et al., 2000b):

πv =
1

2

∫
V

(σxxεxx + 2σxzεxz) dV. (2.65)

Segundo a teoria de Euler-Bernoulli as tensões cisalhantes são desprezadas, mobili-

zando apenas tensões normais. Dessa forma, a eq.(2.65) pode ser reescrita como:

πv =
1

2

∫
V

σxxεxxdV, (2.66)

sendo σxx a tensão normal e εxx a deformação normal.

Com isso, substituindo as eqs.(2.43) e (2.41) na eq.(2.66), obtêm-se a energia de de-

formação da viga de Euler-Bernoulli:

πv =
1

2

∫
V

Ez2
(
d2w(x)

dx2

)2

dV, (2.67)

ou ainda,

πv =
1

2

∫ L

0

EI

(
d2w(x)

dx2

)2

dx, (2.68)

sendo L o comprimento da viga e I o momento de inércia da seção transversal em torno

do eixo y, dado por I =
∫
A
z2dA.

Já substituindo as eqs.(2.53) a (2.56) na eq.(2.65), obtêm-se a energia de deformação

da viga de Timoshenko:

πv =
1

2

∫
V

[
Ez2

(
dϕy
dx

)2

+ κG

(
ϕy +

dw

dx

)2
]
dV, (2.69)

ou ainda

πv =
1

2

∫ L

0

[
EI

(
dϕy
dx

)2

+ κGA

(
ϕy +

dw

dx

)2
]
dx, (2.70)

onde A é a área da seção transversal da viga.
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2.4.2 Energia potencial da base elástica

Para obter a energia associada a base elástica de Kerr é importante ressaltar que,

assim como nos modelos de Winkler e Pasternak, a reação da base é proporcional ao

deslocamento transversal das molas e as tensões cisalhantes da camada de cisalhamento

proporcionais às distorções. Além disso, apenas os deslocamentos transversais da camada

são considerados. Dessa forma, a energia potencial da base de Kerr pode ser subdividida

em três parcelas:

πk = πkc + πkk + πkG , (2.71)

onde πkc representa a contribuição das molas superiores, πkk das inferiores e πkG a con-

tribuição devida á distorção da camada elástica. A energia potencial das molas pode ser

escrita tal qual para Winkler:

πkc =
1

2

∫ L

0

kc (∆1(x))
2 dx, (2.72)

πkk =
1

2

∫ L

0

kk (∆2(x))
2 dx, (2.73)

sendo ∆1(x) e ∆2(x) são os deslocamentos relativos das molas superior e inferior, respec-

tivamente, conforme mostrado na figura 2.11. A energia potencial devido a distorção da

FIGURA 2.11 – Deslocamentos relativos da base elástica de Kerr.

camada elástica é dada por (PASSOS, 2014):

πkG =
1

2

∫
V

τxzγxzdV =
1

2

∫ L

0

Gs

(
dv(x)

dx

)2

dx, (2.74)

onde γxz = dv(x)/dx, já que os deslocamentos tangenciais da camada cisalhante são

desconsiderados, τxz = Gkdv(x)/dx e Gs = GkA, onde A é a área transversal da camada

cisalhante.

Portanto, a energia potencial da camada elástica de Kerr é dada por:

πk =
1

2

∫ L

0

kc (∆1(x))
2 dx+

1

2

∫ L

0

Gs

(
dv(x)

dx

)2

dx+
1

2

∫ L

0

kk (∆2(x))
2 dx. (2.75)
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2.4.3 Trabalho das forças externas

O trabalho realizado pelas forças externas será dado pela soma do trabalho das cargas

transversais e das axiais, segundo a expressão:

W = Wt +Wa, (2.76)

onde Wt é o trabalho das cargas transversais e/ou momentos, e Wa o trabalho realizado

pela carga axial.

O trabalho das forças externas considerando a contribuição de uma carga g(x) e um

momento m(x) distribúıdos ao longo da viga é dado por:

Wt =

∫ L

0

g(x)w(x)dx+

∫ L

0

m(x)ϕ(x)dx. (2.77)

Já o trabalho devido a carga axial e que contribui no deslocamento transversal é dado

por (PASSOS, 2014):

Wa =
1

2

∫ L

0

P

(
dw

dx

)2

dx. (2.78)

2.5 Equações de Equiĺıbrio

As equações de equiĺıbrio serão desenvolvidas para os problemas de vigas apoiadas

em uma camada elástica de Kerr e vigas duplas elasticamente conectadas pela base de

Kerr. As vigas serão formuladas segundo as hipóteses de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

As equações de equiĺıbrio para cada um dos problemas serão obtidas a partir da aplicação

dos prinćıpios variacionais.

Se tratando do problema estático, as equações de Euler-Lagrange serão obtidas a partir

da extremização de um funcional, onde é imposta a condição que sua primeira variação é

nula.

δU = δπ − δW = 0, (2.79)

onde U é a energia potencial total de deformação do conjunto, π é dado pelas energias

potencial de deformação da viga mais a camada de Kerr e W dado pelo o trabalho das

forças externas atuantes sobre o conjunto.
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2.5.1 Pelas hipóteses de Euler-Bernoulli

2.5.1.1 Viga simples

Considere uma viga apoiada em uma camada elástica, de parâmetros kc, kk e Gs,

submetida a um carregamento estático g(x) distribúıdo ao longo do seu comprimento L,

como mostra a Figura 2.12.

FIGURA 2.12 – Viga de Euler-Bernoulli sobre camada elástica.

A função lagrangiana será dada por:

Π = πv + πk −W, (2.80)

onde πv é a energia de deformação da viga de Euler-Bernoulli e πk é a energia potencial

da camada de Kerr.

Substituindo as eqs.(2.68), (2.75), (2.77) e (2.78), na eq. (2.80) e posteriormente

fazendo a primeira variação do funcional, obtêm-se:

δ

[
1

2

∫ L

0

EI

(
d2

dx2

)2

dx− 1

2

∫ L

0

P

(
dw

dx

)2

dx−
∫ L

0

gwdx+

+
1

2

∫ L

0

kc (w − v)2 dx+
1

2

∫ L

0

Gs

(
dv

dx

)2

dx+
1

2

∫ L

0

kkv
2dx

]
= 0. (2.81)

As variações na eq. (2.81) podem ser resolvidas aplicando as propriedades do cálculo

variacional, onde após algumas integrações por partes, resulta em:[
EI

d2w

dx2
δ
dw

dx

]L
0

−
[
EI

d3w

dx3
δw

]L
0

−
[
P
dw

dx
δw

]L
0

+

+

[
Gs
dv

dx
δv

]L
0

+

∫ L

0

[
EI

d4w

dx4
+ P

d2w

dx2
+ kc (w − v)− g

]
δw dx

+

∫ L

0

[
−kc (w − v)−Gs

d2v

dx2
+ kkv

]
δv dx = 0, (2.82)
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onde as parcelas no contorno são:

M(x) = −EI d
2w(x)

dx2
, (2.83)

V (x) = −EI d
3w(x)

dx3
− P

dw(x)

dx
, (2.84)

definidas como o momento fletor e esforço cortante equivalente da viga, respectivamente,

e ainda

Vk(x) = Gs
dv(x)

dx
, (2.85)

o esforço cortante da camada de cisalhamento. Com isso, a eq. (2.82) pode ser reescrita

na forma:

−
[
Mδ

dw

dx

]L
0

+ [V δw]L0 + [Vkδv]
L
0 +

+

∫ L

0

[
EI

d4w

dx4
+ P

d2w

dx2
+ kc (w − v)− g

]
δw dx

+

∫ L

0

[
−kc (w − v)−Gs

d2v

dx2
+ kkv

]
δv dx = 0, (2.86)

Sendo as variações no contorno nulas, então a eq. (2.86) passa a ser:∫ L

0

[
EI

d4w

dx4
+ P

d2w

dx2
+ kc (w − v)− g

]
δw dx+

+

∫ L

0

[
−kc (w − v)−Gs

d2v

dx2
+ kkv

]
δv dx = 0. (2.87)

Considerando que as variações δ dw
dx
, δw, δv são arbitrárias, a nulidade da eq. (2.87)

será garantida se as equações a seguir forem verdadeiras:

EI
d4w

dx4
+ P

d2w

dx2
+ kc (w − v) = g, (2.88)

−kc (w − v)−Gs
d2v

dx2
+ kkv = 0. (2.89)

sendo, portanto, a equação governante do problema estático da viga de Euler-Bernoulli

sobre camada elástica de Kerr.

2.5.1.2 Viga dupla

O procedimento de obtenção da equação diferencial da viga dupla conectada por ca-

mada elástica de Kerr se dará de forma similar ao que foi visto na viga simples. Considere
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a Figura 2.13 que representa o sistema de vigas duplas conectadas que interagem entre

si devido à camada elástica de conexão entre elas, onde tanto a viga superior quanto a

inferior podem estar submetidas a carregamentos uniformemente distribúıdos ao longo do

seu comprimento L.

FIGURA 2.13 – Sistema de vigas duplas de Euler-Bernoulli conectadas por base elástica.

A energia de deformação das vigas é dada conforme eq. (2.68), onde:

πv =
1

2

∫ L

0

[
E1I1

(
d2w1

dx2

)2

+ E2I2

(
d2w2

dx2

)2
]
dx, (2.90)

sendo os ı́ndices 1 e 2 relativos às vigas superior e inferior, respectivamente.

Por sua vez, o trabalho das forças externas, considerando que tanto a viga superior

quanto a inferior estarão submetidas a forças axiais e verticais, será:

W =
1

2

∫ L

0

[
P1

(
dw1

dx

)2

+ P2

(
dwi
dx

)2
]
dx+

∫ L

0

g1w1dx+

∫ L

0

g2w2dx. (2.91)
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Substituindo as eqs.(2.75), (2.90) e (2.91) na função lagrangiana eq.(2.79), obtém-se:

δ

[
1

2

∫ L

0

E1I1

(
d2w1

dx2

)2

dx+
1

2

∫ L

0

E2I2

(
d2w2

dx2

)2

dx+

+
1

2

∫ L

0

kc (w1 − v)2 dx+
1

2

∫ L

0

Gs

(
dv

dx

)2

dx+

+
1

2

∫ L

0

kk (v − w2)
2 dx+

−1

2

∫ L

0

P1

(
dw1

dx

)2

dx− 1

2

∫ L

0

P2

(
dw2

dx

)2

dx+

−
∫ L

0

g1w1dx−
∫ L

0

g2w2dx

]
= 0. (2.92)

Após algumas manipulações matemáticas e considerando as variações no contorno

nulas, a eq.(2.92) fica:[
E1I1

d4w1

dx4
+ P1

d2w1

dx2
+ kc (w1 − v)− g1

]
δw1 +

+

[
E2I2

d4w2

dx4
+ P2

d2w2

dx2
− kk (v − w2)− g2

]
δw2 +[

−kc (w1 − v)−Gs
d2v

dx2
+ kk (v − w2)

]
δv = 0. (2.93)

Sendo as variações arbritárias no domı́nio, então a eq.(2.93) resulta na equação dife-

rencial do problema estático, dadas por:

E1I1
d4w1

dx4
+ P1

d2w1

dx2
+ kc (w1 − v) = g1, (2.94)

E2I2
d4w2

dx4
+ P2

d2w2

dx2
− kk (v − w2) = g2, (2.95)

−kc (w1 − v)−Gs
d2v

dx2
+ kk (v − w2) = 0. (2.96)

Pode-se ainda escrever o momento fletor e cortantes, equivalente nas vigas e na camada

cisalhante, respectivamente, como sendo:

Mi = −EiIi
d2wi
dx2

, (2.97)

Vi = −EiIi
d3wi
dx3

− Pi
dwi
dx

, (2.98)

Vk = Gs
dv

dx
, (2.99)

com i = 1, 2.
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.5.2 Pelas hipóteses de Timoshenko

2.5.2.1 Viga simples

Considere uma viga apoiada na camada elástica de Kerr ao longo do seu comprimento

L, submetida a carregamentos e momentos distribúıdos ao longo da viga, g(x) e m(x),

como mostra a Figura 2.14.

FIGURA 2.14 – Vigas de Timoshenko sobre camada elástica de Kerr.

Substituindo as eqs.(2.70), (2.75), (2.77) e (2.78) na função lagrangiana eq. (2.79),

obtêm-se:

δ

{
1

2

∫ L

0

[
EI

(
dϕy
dx

)2

+ κGA

(
ϕy +

dw

dx

)2
]
dx+

+
1

2

∫ L

0

kc (w − v)2 dx+
1

2

∫ L

0

Gs

(
dv

dx

)2

dx+
1

2

∫ L

0

kkv
2dx+

−1

2

∫ L

0

P

(
dw

dx

)2

dx−
∫ L

0

gwdx−
∫ L

0

mϕydx

}
= 0. (2.100)

Aplicando as propriedades do cálculo variacional, a eq. (2.100) passa a ser escrita

como: [
EI

dϕy
dx

δϕy

]L
0

+

[
κGA

(
ϕy +

dw

dx

)
δw

]L
0

+

[
Gs
dv

dx
δv

]L
0

−
[
P
dw

dx
δw

]L
0

+

+

∫ L

0

[
−κGA

(
dϕy
dx

+
d2w

dx2

)
+ kc (w − v) + P

d2w

dx2
− g

]
δwdx+

+

∫ L

0

[
κGA

(
ϕy +

dw

dx

)
− EI

d2ϕy
dx2

−m

]
δϕydx+

+

∫ L

0

[
−kc (w − v)−Gs

d2v

dx2
+ kkv

]
δvdx = 0, (2.101)
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sendo o momento fletor e o esforços cortantes dados por

M(x) = EI
dϕy
dx

, (2.102)

V (x) = κGA

(
ϕy +

dw

dx

)
− P

dw

dx
, (2.103)

Vk(x) = Gs
dv

dx
. (2.104)

Após algumas manipulações matemáticas, chega-se à equação governante viga de Ti-

moshenko sobre camada elástica de Kerr dado por:

−κGA
(
dϕy
dx

+
d2w

dx2

)
+ kc (w − v) + P

d2w

dx2
− g = 0, (2.105)

κGA

(
ϕy +

dw

dx

)
− EI

d2ϕy
dx2

−m = 0, (2.106)

−kc (w − v)−Gs
d2v

dx2
+ kkv. = 0. (2.107)

2.5.2.2 Viga dupla

Considere um sistema de vigas paralelas, de comprimento L, interconectadas por uma

base elástica de Kerr e submetida a carregamentos distribúıdos ao longo das vigas, gi(x)

e mi(x), como mostra a Figura 2.15.

FIGURA 2.15 – Sistema de vigas duplas de Timoshenko conectadas pela base elástica de Kerr.

A energia de deformação das vigas superior e inferior é obtida de forma similar à viga
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sem camada elástica, eq.(2.70), sendo expressa por:

πv =
1

2

∫ L

0

[
E1I1

(
dϕ1

dx

)2

+ κ1G1A1

(
ϕ1 +

dw1

dx

)2

+ E2I2

(
dϕ2

dx

)2

+

+κ2G2A2

(
ϕ2 +

dw2

dx

)2
]
dx. (2.108)

onde os ı́ndices 1 e 2 correspondem às vigas superior e inferior, respectivamente.

Estando as vigas superior e inferior sujeitas a força axial, carregamento vertical e

momento fletor, o trabalho das forças externas para cada viga é dado por:

Wi =
1

2

∫ L

0

Pi

(
dwi
dx

)2

dx+

∫ L

0

giwidx+

∫ L

0

miϕyidx. (2.109)

Substituindo na função lagrangiana as eqs.(2.75), (2.108) e (2.109), obtêm-se:

δ

{
1

2

∫ L

0

[
E1I1

(
dϕy1
dx

)2

+ κ1G1A1

(
ϕy1 +

dw1

dx

)2

− P1

(
dw1

dx

)2
]
dx+

+
1

2

∫ L

0

[
E2I2

(
dϕy2
dx

)2

+ κ2G2A2

(
ϕy2 +

dw2

dx

)2

− P2

(
dw2

dx

)2
]
dx+

−
∫ L

0

g1w1dx−
∫ L

0

m1ϕy1dx−
∫ L

0

g2w2dx−
∫ L

0

m2ϕy2dx

}
= 0. (2.110)

Seguindo os passos de resolução análogos a viga simples, chega-se à equação governante

do problema:

−κ1G1A1

(
dϕy1
dx

+
d2w1

dx2

)
+ kc (w1 − v) + P1

d2w1

dx2
− g1 = 0 (2.111)

κ1G1A1

(
ϕy1 +

dw1

dx

)
− E1I1

d2ϕy1
dx2

−m1 = 0, (2.112)

−κ2G2A2

(
dϕy2
dx

+
d2w2

dx2

)
+ kk (w2 − v) + P2

d2w2

dx2
− g2 = 0, (2.113)

κ2G2A2

(
ϕy2 +

dw2

dx

)
− E2I2

d2ϕy2
dx2

−m2 = 0, (2.114)

−kc (w1 − v)−Gs
d2v

dx2
+ kk(v − w2) = 0. (2.115)

O momento fletor e esforços cortantes, nas vigas e na camada cisalhante, são dados
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por:

Mi = EiIi
dϕyi
dx

, (2.116)

Vi = κiGiAi

(
ϕyi +

dwi
dx

)
− Pi

dwi
dx

, (2.117)

Vk = Gs
dv

dx
. (2.118)
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Caṕıtulo 3

O MEC em vigas sobre camada elástica

Neste caṕıtulo são apresentadas as formulações do MEC para a análise estática vigas

apoiadas em camada elástica de Kerr. São propostas as soluções fundamentais baseadas

no MEC-D nas teorias de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Das equações integrais,

obtidas via método dos reśıduos ponderados (MRP), será discutido e obtido o sistema

algébrico para posterior solução do problema.

3.1 Pela teoria de Euler-Bernoulli

3.1.1 O Problema Fundamental

No problema fundamental, considera-se que a viga e a camada elástica tenham domı́nio

infinito e estejam submetidas a fontes concentradas em força que atuam em um ponto

chamado de ponto-fonte, dadas pela função delta de Dirac, figura 3.1. Pelo MEC-D

(direto), a equação diferencial do problema fundamental será análoga à do problema real,

uma vez que o problema real, Ω = [0, L], está contigo no fundamental. Dessa forma,

duas equações serão geradas: uma para ativação da fonte concentrada em força na viga,

g = δ (x, x̂), e outra para ativação em força na camada de cisalhamento, conforme mostra

a figura 3.1.

FIGURA 3.1 – Problema fundamental da viga de Euler-Bernoulli sobre camada de Kerr com fontes
aplicadas em força na viga (a) e camada cisalhante (b).
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Aplicando a fonte concentrada em força na viga, g∗g(x, x̂) = δ (x, x̂), por meio da

equação de equiĺıbrio eqs. (2.88) e (2.89), obtêm-se:

EI
d4w∗g

dx4
+ P

d2w∗g

dx2
+ kc (w

∗g − v∗g) = δ (x, x̂) , (3.1)

−kc (w∗g − v∗g)−Gs
d2v∗g

dx2
+ kkv

∗g = 0. (3.2)

Aplicando agora a fonte concentrada na camada cisalhante, g∗kk (x, x̂) = δ (x, x̂), fica:

EI
d4w∗k

dx4
+ P

d2w∗k

dx2
+ kc

(
w∗k − v∗k

)
= 0, (3.3)

−kc
(
w∗k − v∗k

)
−Gs

d2v∗k

dx2
+ kkv

∗k = δ (x, x̂) . (3.4)

Dessa forma, a equação governante do problema fundamental na forma matricial será

dada por: EI d4

dx4
+ kc + P d2

dx2
−kc

−kc −Gs
d2

dx2
+ kc + kk


 w∗g(x, x̂) w∗k(x, x̂)

v∗g(x, x̂) v∗k(x, x̂)

 = δ (x, x̂) [I] , (3.5)

ou ainda na forma compacta:

[B] [G] = {f} , (3.6)

onde [B] é a matriz dos operadores, [G] é a matriz dos deslocamentos fundamentais e {f}
é o vetor das forças, onde:

[B] =

 EI d4

dx4
+ kc + P d2

dx2
−kc

−kc −Gs
d2

dx2
+ kc + kk

 , (3.7)

[G] =

 w∗g(x, x̂) w∗k(x, x̂)

v∗g(x, x̂) v∗k(x, x̂)

 , (3.8)

e

{f} = δ (x, x̂) [I] , (3.9)

sendo [I] a matriz identidade.

Como a eq.(3.5) corresponde a um sistema com variáveis acopladas, para resolvê-lo

deverá ser feito o desacoplamento por meio do método de Hörmander (1963), gerando
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assim a equação equivalente desacoplada ψ(x, x̂) por meio da equação:

[G∗] = [Bcof ]Tψ (x, x̂) . (3.10)

Substituindo a equação (3.10) na (3.6), tem-se:

[B]
[
Bcof

]T
ψ (x, x̂) = {f} . (3.11)

Vale lembrar ainda que a inversa da matriz [B] é dada por:

[B]−1 =

[
Bcof

]T
det [B]

. (3.12)

Dessa forma, a equação diferencial equivalente desacopladas será dada por:

d6ψ

dx6
+ α

d4ψ

dx4
+ β

d2ψ

dx2
+ γ = −δ (x, x̂)

EIGs

, (3.13)

onde: α =
P

EI
− kc + kk

Gs

; β =
kc
EI

[
1− P

Gs

(
1 +

kk
kc

)]
e γ = − kckk

EIGs

.

A equação caracteŕıstica associada a forma homogênea é obtida fazendo
d2ψ

dx2
= y na

eq.(3.13), ficando:

y3 + αy2 + βy + γ = 0, (3.14)

cujas ráızes são CARDANO:

y1 = 3

√
−q
2
+
√
∆+ 3

√
−q
2
−
√
∆− α

3
, (3.15)

y2 = −1

2
(y1 + α) +

1

2

√
(y1 + α)2 − 4 [β + y1 (y1 + α)], (3.16)

y3 = −1

2
(y1 + α)− 1

2

√
(y1 + α)2 − 4 [β + y1 (y1 + α)], (3.17)

onde: ∆ =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
, q = −α

2

3
+ β e p =

2α3

27
− αβ

3
+ γ. Dessa forma, as soluções

fundamentais desacopladas propostas serão dadas a partir do valor do ∆, onde:

– Se ∆ > 0, a equação terá uma raiz é real e duas outras complexas conjugadas;

– Se ∆ < 0, a equação terá três ráızes reais distintas;

– Se ∆ = 0, a equação terá três ráızes reais, sendo pelo menos duas iguais.

De um modo geral, a solução fundamental desacoplada (ψ(r)) será dada pelas posśıveis
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combinações:

ψ(r) = f1(r)C1 + f2(r)C2 + f3(r)C3, (3.18)

onde cada função fi será dada de acordo com o valor da sua respectiva raiz yi. A tabela

3.1 mostra as combinações posśıveis.

f1 f2 f3 Obs.

∆ > 0 f1(r) e−prcos(qr) e−prsen(qr) y2 = y3

∆ < 0 f1(r) f2(r) f3(r) y1 ̸= y2 ̸= y3

∆ = 0 f1(r) f2(r) r2f3(r) y2 = y3

∆ = 0 f1(r) r2f2(r) r4f3(r) y1 = y2 = y3

TABELA 3.1 – Funções fi propostas segundo a natureza da raiz yi.

onde:

p = |Re√y2| = |Re√y3|, (3.19)

q = |Im√
y2| = |Im√

y3|, (3.20)

a = p2 − q2, (3.21)

b = 2pq, (3.22)

sendo: Re é a parte real e Im a imaginária das ráızes complexas. Considerando que as

ráızes sejam reais, as funções fi serão dadas por:

fi = r, se yi = 0, (3.23)

fi = e−r
√
yi , se yi > 0, (3.24)

fi = sen
(
r
√
−yi
)
, se yi < 0, (3.25)

com i = 1, 2, 3.

A seguir serão apresentadas as soluções fundamentais desacopladas para os casos mais

usuais.

Uma raiz real positiva e duas ráızes complexas conjugadas

Considerando que a raiz y1 é real positiva e que y2 e y3 são complexas e conjugadas,

a solução proposta para o problema será:

ψ = C1e
−r√y1 + C2e

−prcos(qr) + C3e
−prsen(qr). (3.26)
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Para obter os valores das constantes Ci, torna-se necessária a derivação da equação

(3.26). Importante notar que a derivada do escalar em relação a x será
dψ

dx
=
dψ

dr
sgn (x, x̂),

uma vez que r = |x− x̂| e, consequentemente,
dr

dx
= sgn (x, x̂), sendo sgn (x, x̂) a função

sinal:

sgn(x, x̂) =

{
−1, se x < x̂

1, se x > x̂
(3.27)

Fazendo a primeira derivada da eq.(3.26) em relação a x, obtém-se:

dψ

dx
=

{
−√

y1C1e
−√

y1r − C2e
−p.r [p.cos(q.r) + q.sen(q.r)] +

+C3e
−p.r [−p.sen(q.r) + q.cos(q.r)]

}
sgn (x, x̂) . (3.28)

Derivando mais um vez em relação a x, chega-se a:

d2ψ

dx2
= y1C1e

−√
y1r + C2e

−p.r [a.cos(q.r) + b.sen(q.r)] + C3e
−p.r [a.sen(q.r)− b.cos(q.r)] +

+2δ (x, x̂)
{
−√

y1C1e
−√

y1r − C2e
−p.r [p.cos(q.r) + q.sen(q.r)] +

+C3e
−p.r [−p.sen(q.r) + q.cos(q.r)]

}
. (3.29)

Para se ter valor finito, o ponto fonte deve coincidir com o ponto campo (x = x̂),

ficando r = 0 e δ(x, x̂) → ∞. Assim, pegando apenas a parcela que multiplica a delta de

Dirac na eq.(3.29) e fazendo r = 0, obtém-se a primeira relação do sistema para definir

as constantes Ci:

−√
y1C1 − C2p+ C3q = 0. (3.30)

Sendo a parcela que multiplica a delta de Dirac nula, a derivada segunda, eq.(3.29),

passa então a ser:

d2ψ

dx2
= y1C1e

−√
y1r + C2e

−p.r [a.cos(q.r) + b.sen(q.r)] +

+C3e
−p.r [a.sen(q.r)− b.cos(q.r)] . (3.31)

Derivando a eq.(3.31), obtém-se a terceira derivada do ψ:

d3ψ

dx3
=

{
−√

y1y1C1e
−√

y1r + C2e
−p.r [(−p.a+ q.b)cos(q.r)− (q.a+ p.b)sen(q.r)] +

+C3e
−p.r [(−p.a+ q.b).sen(q.r) + (q.a+ p.b).cos(q.r)]

}
sgn(x, x̂).

(3.32)
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A quarta derivada será:

d4ψ

dx4
= y21C1e

−√
y1r + C2e

−p.r [(a2 − b2)cos(q.r) + 2a.b.sen(q.r)
]
+

+C3e
−p.r [(a2 − b2)sen(q.r)− 2a.b.cos(q.r)

]
+2δ (x, x̂)

{
−√

y1y1C1e
−√

y1r + C2e
−p.r [(−p.a+ q.b)cos(q.r)− (q.a+ p.b)sen(q.r)] +

+C3e
−p.r [(−p.a+ q.b).sen(q.r) + (q.a+ p.b).cos(q.r)]

}
. (3.33)

Para a eq.(3.33), vale a mesma análise que foi feita na eq.(3.29). Com isso, chega-se a

mais uma relação do sistema para determinar as constantes:

−√
y1y1C1 + C2(−p.a+ q.b) + C3(q.a+ p.b) = 0. (3.34)

A equação (3.33), que corresponde à quarta derivada da função ψ, passa a ser:

d4ψ

dx4
= y21C1e

−√
y1r + C2e

−p.r [(a2 − b2)cos(q.r) + 2a.b.sen(q.r)
]
+

+C3e
−p.r [(a2 − b2)sen(q.r)− 2a.b.cos(q.r)

]
. (3.35)

A quinta derivada é dada por:

d5ψ

dx5
=

{
−√

y1y
2
1C1e

−√
y1r + C2e

−p.r [[−p(a2 − b2) + 2q.a.b
]
cos(q.r)−

[
q(a2 − b2) + 2p.a.b

]
sen(q.r)

]
+

+ C3e
−p.r [[q(a2 − b2) + 2p.a.b

]
cos(q.r) +

[
−p(a2 − b2) + 2q.a.b

]
sen(q.r)

]}
sgn(x, x̂).

(3.36)

Finalmente, a sexta-derivada do ψ fica:

d6ψ

dx6
= y31C1e

−√
y1r + C2e

−p.r [(a3 − 3a.b2
)
cos(q.r) +

(
3a2.b− b3

)
sen(q.r)

]
+

+C3e
−p.r [− (3a2.b− b3

)
cos(q.r) +

(
a3 − 3a.b2

)
sen(q.r)

]
+

+2δ(x, x̂)
{
−√

y1y
2
1C1e

−√
y1r + C2e

−p.r [[−p(a2 − b2) + 2q.a.b
]
cos(q.r)−

[
q(a2 − b2) + 2p.a.b

]
sen(q.r)

]
+

+ C3e
−p.r [[q(a2 − b2) + 2p.a.b

]
cos(q.r) +

[
−p(a2 − b2) + 2q.a.b

]
sen(q.r)

]
.
}

(3.37)

O último conjunto de equações para determinação das constantes será obtido a partir

da substituição das derivadas eqs. (3.31), (3.35) e (3.37) na eq.(3.13), resultando em:

2α
{
−√

y1y
2
1C1 + C2

[
−p(a2 − b2) + 2q.a.b

]
+ C3

[
q(a2 − b2) + 2p.a.b

]}
= 1. (3.38)
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O sistema de constantes a determinar, reunindo as eqs. (3.30), (3.34) e (3.38), fica:
−√

y1C1 − C2p+ C3q = 0

−√
y1y1C1 + C2(−p.a+ q.b) + C3(q.a+ p.b) = 0

−√
y1y

2
1C1 + C2 [−p(a2 − b2) + 2q.a.b] + C3 [q(a

2 − b2) + 2p.a.b] = − 1

2EIGs

.

(3.39)

Resolvendo o sistema (3.39), chega-se as seguintes constantes:

C1 =
1

√
y1ηe

, (3.40)

C2 =
q2 − 3p2 + y1
2p (p2 + q2) ηe

, (3.41)

C3 =
3q2 − p2 + y1
2q (p2 + q2) ηe

, (3.42)

onde ηe = 2EIGs

(
y1 − 2p

√
y1 + p2 + q2

) (
y1 + 2p

√
y1 + p2 + q2

)
.

Ráızes reais positivas e distintas

Considerando que as três ráızes serão reais e distintas, as soluções fundamentais pro-

postas, dadas pela eq.(3.18), a depender do valor das ráızes, serão:

ψ = C1e
−r√y1 + C2e

−r√y2 + C3e
−r√y3 . (3.43)

A forma de obtenção das constantes Ci é dada da mesma forma como foi feito para

a eq.(3.26). Entretanto, de forma direta e simplificada, o sistema para determinar as

constantes Ci é dado por

df1
dr

(r)
df2
dr

(r)
df3
dr

(r)

d3f1
dr3

(r)
d3f2
dr3

(r)
d3f3
dr3

(r)

d5f1
dr5

(r)
d5f2
dr5

(r)
d5f3
dr5

(r)





C1

C2

C3


=



0

0

− 1

2EIGs


, (3.44)

tomando r = 0.
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Assim, os coeficientes Ci da solução fundamental eq.(3.43) são:

C1 =
1

2EIGs
√
y1 (y1 − y2) (y1 − y3)

, (3.45)

C2 =
−1

2EIGs
√
y2 (y2 − y1) (y2 − y3)

, (3.46)

C3 =
1

2EIGs
√
y3 (y3 − y1) (y3 − y2)

, (3.47)

Conhecida a equação fundamental desacoplada ψ, é posśıvel obter os deslocamentos

fundamentais diretamente por meio da equação (3.10):

w∗g(x, x̂) = −Gs
d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ, (3.48)

w∗k(x, x̂) = kcψ, (3.49)

v∗g(x, x̂) = kcψ, (3.50)

v∗k(x, x̂) = EI
d4ψ

dr4
+ P

d2ψ

dr2
+ kcψ, (3.51)

lembrando que r =| x− x̂ |.

É necessário ainda conhecer as derivadas das eqs. (3.48) a (3.51) em relação ao ponto

campo (x) e ponto fonte (x̂) dos deslocamentos fundamentais, cujo motivo ficará melhor

entendido na formulação da equação integral, seção 3.1.2.

w∗g
,x (x, x̂) =

(
−Gs

d3ψ

dr3
+ (kc + kk)

dψ

dr

)
sgn(x, x̂), (3.52)

w∗k
,x (x, x̂) = kc

dψ

dr
sgn(x, x̂), (3.53)

v∗g,x (x, x̂) = kc
dψ

dr
sgn(x, x̂),

w∗g
,x̂ (x, x̂) = −w∗g

,x (x, x̂), (3.54)

v∗g,x̂ (x, x̂) = −v∗g,x (x, x̂), (3.55)

w∗g
,xx̂(x, x̂) = Gs

d4ψ

dr4
− (kc + kk)

d2ψ

dr2
. (3.56)

As soluções fundamentais em esforços podem ser obtidas de forma análoga aos esforços
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reais, eqs.(2.83), (2.84) e (2.85) , ficando:

V ∗g(x, x̂) = −EI
(
−Gs

d5ψ

dr5
+ (kc + kk)

d3ψ

dr3

)
sgn (x, x̂) , (3.57)

V ∗k(x, x̂) = −EIkc
d3ψ

dr3
sgn (x, x̂) , (3.58)

V ∗g
k (x, x̂) = Gskc

dψ

dr
sgn (x, x̂) , (3.59)

V ∗k
k (x, x̂) = Gs

(
EI

d5ψ

dr5
+ P

d3ψ

dr3
+ kc

dψ

dr

)
sgn (x, x̂) , (3.60)

M∗g(x, x̂) = −EI
(
−Gs

d4ψ

dr4
+ (kc + kk)

d2ψ

dr2

)
, (3.61)

M∗k(x, x̂) = −EIkc
d2ψ

dr2
. (3.62)

As derivadas em relação ao ponto fonte das eqs.(3.57), (3.59) a (3.61), são:

V ∗g
,x̂ (x, x̂) = EI

(
−Gs

d6ψ

dr6
+ (kc + kk)

d4ψ

dr4

)
, (3.63)

V ∗g
k,x̂(x, x̂) = −Gskc

d2ψ

dr2
, (3.64)

M∗g
,x̂ (x, x̂) = EI

(
−Gs

d5ψ

dr5
+ (kc + kk)

d3ψ

dr3

)
sgn (x, x̂) . (3.65)

As derivadas das expressões acima, para os dois principais casos considerados anteri-

ormente, são apresentadas abaixo. Considerando uma raiz real positiva e duas complexas

conjugadas, as derivadas da eq.(3.26) são:

dψ

dr
= − 1

ηe
e−r

√
y1 +

1

ηeb
[bcos(qr) + (a− y1) sen(qr)] e

−pr, (3.66)

d2ψ

dr2
=

√
y1

ηe
e−r

√
y1 +

1

ηeb
[−p (c− y1) sen(qr)− q (c+ y1) cos(qr)] e

−pr, (3.67)

d3ψ

dr3
= −y1

ηe
e−r

√
y1 +

1

ηeb

[
y1bcos(qr) +

(
c2 − y1a

)
sen(qr)

]
e−pr, (3.68)

d4ψ

dr4
=

y
3
2
1

ηe
e−r

√
y1 +

1

ηeb

[
q
(
c2 + y1

(
q2 − 3p2

))
cos(qr)+

−p
(
c2 − y1

(
p2 − 3q2

))
sen(qr)

]
e−pr, (3.69)

d5ψ

dr5
= −y

2
1

ηe
e−r

√
y1 +

1

ηeb

[
b
(
−c2 + 2ay1

)
cos(qr)+(

ac2 − y1
(
a2 − b2

))
sen(qr)

]
e−pr, (3.70)

d6ψ

dr6
=

y
5
2
1

ηe
e−r

√
y1 +

1

ηeb

[
−q
((
q2 − 3p2

)
c2 + y1

(
5a2 − q4

))
cos(qr)+

−p
((
p2 − 3q2

)
c2 − y1

(
5a2 − p4

))
sen(qr)

]
e−pr, (3.71)
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onde c = p2 + q2.

Considerando as três ráızes reais e positivas, as derivadas da eq.(3.43) são:

dψ

dr
=

1

Ye

[
− (y2 − y3) e

−r√y1 + (y1 − y3) e
−r√y2 − (y1 − y2) e

−r√y3
]
, (3.72)

d2ψ

dr2
=

1

Ye

[√
y1 (y2 − y3) e

−r√y1 −√
y2 (y1 − y3) e

−r√y2+

+
√
y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
, (3.73)

d3ψ

dr3
=

1

Ye

[
−y1 (y2 − y3) e

−r√y1 + y2 (y1 − y3) e
−r√y2 − y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
,(3.74)

d4ψ

dr4
=

1

Ye

[
y1
√
y1 (y2 − y3) e

−r√y1 − y2
√
y2 (y1 − y3) e

−r√y2+

+y3
√
y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
, (3.75)

d5ψ

dr5
=

1

Ye

[
−y21 (y2 − y3) e

−r√y1 + y22 (y1 − y3) e
−r√y2 − y23 (y1 − y2) e

−r√y3
]
,(3.76)

d6ψ

dr6
=

1

Ye

[
y21
√
y1 (y2 − y3) e

−r√y1 − y22
√
y2 (y1 − y3) e

−r√y2+

+y23
√
y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
, (3.77)

sendo Ye = 2EIGs (y1 − y2) (y1 − y3) (y2 − y3).

3.1.2 Equação Integral

A equação diferencial governante do problema, eqs.(2.88) a (2.89), podem ser trans-

formadas em equações integrais equivalentes por meio do método dos reśıduos ponderados

(MRP), sendo ponderada pelas soluções fundamentais correspondentes, ficando:

∫ L

0


 EI d4

dx4
+ P d2

dx2
+ kc −kc

−kc −Gs
d2

dx2
+ kc + kk




w(x)

v(x)

−


g(x)

0



T

[G] dx =


0

0


T

.

(3.78)

Resolvendo apenas para ativação da fonte concentrada na viga, a eq.(3.78) fica:∫ L

0

{[
EI

d4w

dx4
+ P

d2w

dx2
+ kc (w − v)− g

]
w∗g +

[
−Gs

d2v

dx2
+ kc (v − w) + kkv

]
v∗g
}
dx = 0.

(3.79)

Fazendo algumas integrações por partes na eq.(3.79) e convenientes manipulações,
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chega-se a:

− [V (x)w∗g(x, x̂)]L0 +

[
M(x)

dw∗g

dx
(x, x̂)

]L
0

−
[
M∗g(x, x̂)

dw

dx
(x)

]L
0

+ [V ∗g(x, x̂)w(x)]L0 +

+

[
P
dw

dx
(x)w∗g(x, x̂)

]L
0

−
[
P
dw∗g

dx
(x, x̂)w(x)

]L
0

− [Vk(x)v
∗g(x, x̂)]L0 + [V ∗g

k (x, x̂)v(x)]
L

0 +

+

∫ L

0

{[
EI

d4w∗g

dx4
+ P

d2w∗g

dx2
+ kc (w

∗g − v∗g)

]
w+

+

[
−Gs

d2v∗g

dx2
+ kc (v

∗g − w∗g) + kkv
∗g
]
v

}
dx−

∫ L

0

gw∗gdx = 0. (3.80)

onde, por meio da eq.(3.1), tem-se:∫ L

0

[
EI

d4w∗g

dx4
+ P

d2w∗g

dx2
(x, x̂) + kc (w

∗g(x, x̂)− v∗g(x, x̂))

]
w(x)dx =

∫ L

0

δ (x, x̂)w(x)dx,

(3.81)

e por meio da eq.(3.2)∫ L

0

[
−kc (w∗g(x, x̂)− v∗g(x, x̂))−Gs

d2v∗g

dx2
(x, x̂) + kkv

∗g(x, x̂)

]
v(x)dx = 0. (3.82)

Aplicando a propriedade da filtragem da delta de Dirac, a eq.(3.81) passa a ser:∫ L

0

δ (x, x̂)w(x)dx = w(x̂). (3.83)

Dessa forma, faz-se a substituição das eqs.(3.82) e (3.83) na eq.(3.80), obtendo-se a

primeira equação integral em termos de deslocamentos no domı́nio:

w(x̂) + [V ∗g(x, x̂)w(x)]L0 −
[
M∗g(x, x̂)

dw

dx
(x)

]L
0

+

+ [V ∗g
k (x, x̂)v(x)]

L

0 = [V (x)w∗g(x, x̂)]L0 −
[
P
dw

dx
(x)w∗g(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M(x)

dw∗g

dx
(x, x̂)

]L
0

+ [Vk(x)v
∗g(x, x̂)]L0 +

∫ L

0

g(x)w∗g(x, x̂)dx. (3.84)

Para a fonte concentrada em força na camada de cisalhamento, eq.(3.78), a equação

integral correspondente fica:∫ L

0

{[
EI

d4w

dx4
+ P

d2w

dx2
+ kc (w − v)− g

]
w∗k +

[
−Gs

d2v

dx2
+ kc (v − w) + kkv

]
v∗k
}
dx = 0.

(3.85)
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Após algumas integrações por partes e convenientes substituições, a eq.(3.85) fica:

v(x̂) +
[
V ∗k(x, x̂)w(x)

]L
0
−
[
M∗k(x, x̂)

dw

dx
(x)

]L
0

+

+
[
V ∗k
k (x, x̂)v(x)

]L
0
=
[
V (x)w∗k(x, x̂)

]L
0
−
[
P
dw

dx
(x)w∗k(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M(x)

dw∗k

dx
(x, x̂)

]L
0

+
[
Vk(x)v

∗k(x, x̂)
]L
0
. (3.86)

que corresponde a equação integral para deslocamentos no domı́nio da camada cisalhante.

Observando as eqs.(3.84) e (3.86) vê-se que há três incógnitas no contorno: w(x),

v(x) e
dw

dx
(x). Com isso, tendo duas equações para três incógnitas, faz-se necessário o

conhecimento de mais uma equação, a qual será obtida a partir da eq.(3.84). Portanto,

derivando a eq.(3.84) em relação ao ponto fonte, x̂, obtém-se a terceira equação integral

para a inclinação da elástica no domı́nio:

dw

dx̂
(x̂) +

[
dV ∗g

dx̂
(x, x̂)w(x)

]L
0

−
[
dM∗g

dx̂
(x, x̂)

dw

dx
(x)

]L
0

+

+

[
dV ∗g

k

dx̂
(x, x̂)v(x)

]L
0

=

[
V (x)

dw∗g

dx̂
(x, x̂)

]L
0

−
[
P
dw

dx
(x)

dw∗g

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M(x)

d2w∗g

dxdx̂
(x, x̂)

]L
0

+

[
Vk(x)

dv∗g

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

∫ L

0

g(x)
dw∗g

dx̂
(x, x̂)dx. (3.87)

Reescrevendo as eqs.(3.84), (3.86) e (3.87) na forma matricial, é obtida a equação

integral do problema na teoria de Euler-Bernoulli:
w(x̂)

w,x̂(x̂)

v(x̂)

+


 V ∗g(x, x̂) −M∗g(x, x̂) V ∗g

k (x, x̂)

V ∗g
,x̂ (x, x̂) −M∗g

,x̂ (x, x̂) V ∗g
k,x̂(x, x̂)

V ∗k(x, x̂) −M∗k(x, x̂) V ∗k
k (x, x̂)




w(x)

w,x(x)

v(x)



x=L

x=0

=


 w∗g(x, x̂) −w∗g

,x (x, x̂) v∗g(x, x̂)

w∗g
,x̂ (x, x̂) −w∗g

,xx̂(x, x̂) v∗g,x̂ (x, x̂)

w∗k(x, x̂) −w∗k
,x (x, x̂) v∗k(x, x̂)




V (x)

M(x)

Vk(x)



x=L

x=0

+

∫ L

0

g(x)

 w∗g(x, x̂)

w∗g
,x̂ (x, x̂)

v∗k(x, x̂)

 dx.
(3.88)

3.1.3 Equações algébricas

A solução do problema requer a montagem do sistema algébrico para posteriormente

aplicar as condições de contorno e resolvê-lo. A equação algébrica será obtida por meio da

equação integral eq.(3.88), que está relacionada apenas para pontos colocados no domı́nio.
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Dessa forma, para o MEC, faz-se necessária a colocação do ponto fonte no contorno, ou

seja, nas extremidades da viga e da camada cisalhante: no contorno à esquerda quando

x̂→ 0 = limξ→0(0 + ξ) e no contorno à direita x̂→ L = limξ→0(L− ξ). Assim, a equação

algébrica, escrita na forma compacta, fica:

{u}+ [H] {u} = [G] {p}+ {f} . (3.89)

onde [H] e [G] são as matrizes de influência, {f} é o vetor das cargas, {u} é o vetor dos

deslocamentos e {p} é o vetor dos esforços. Os vetores u e p são:

{u} =

{
ui

uj

}
=
{
w(0) w,x(0) v(0) w(L) w,x(L) v(L)

}T
, (3.90)

{p} =

{
pi

pj

}
=
{
V (0) M(0) Vk(0) V (L) M(L) Vk(L)

}T
, (3.91)

onde i e j correspondem as nós inicial e final, respectivamente, do elemento de contorno,

conforme mostra a figura 3.2. Note que, o elemento de contorno proposto nessa tese

possui seis graus de liberdade, sendo dois deles devido à camada cisalhante do modelo do

Kerr. A figura 3.2 mostra ainda os sentidos positivos para os deslocamentos e esforços

nas extremidades do elemento.

FIGURA 3.2 – Sentidos positivos dos esforços (a) e deslocamentos (b) nas extremidades.

A matriz de influência dos deslocamentos, [H], pode ser escrita na seguinte forma:

[H] =

 H11 H12

H21 H22

 , com:

[H11] = − [N ] , para r = 0 e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = L e S = Sd

[H21] = − [N ] , para r = L e S = Sa

[H22] = [N ] , para r = 0 e S = Sd

(3.92)

onde:

[N ] =

 S.η11(r) −η12(r) S.η13(r)

−η21(r) S.η22(r) −η23(r)
S.η31(r) −η32(r) S.η33(r)

 , (3.93)

68
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sendo Sa e Sd os valores dados pela função sinal para quando x < x̂ e x > x̂, respectiva-

mente, e os coeficientes η obtidos a partir dos esforços fundamentais, eqs.(3.57) a (3.62),

e suas derivadas, eqs.(3.63) a (3.65):

η11(r) = EIGs
d5ψ

dr5
− EI (kc + kk)

d3ψ

dr3
, (3.94)

η12(r) = EIGs
d4ψ

dr4
− EI (kc + kk)

d2ψ

dr2
, (3.95)

η13(r) = kcGs
dψ

dr
, (3.96)

η21(r) = EIGs
d6ψ

dr6
− EI (kc + kk)

d4ψ

dr4
, (3.97)

η22(r) = η11(r), (3.98)

η23(r) = kcGs
d2ψ

dr2
, (3.99)

η31(r) = −EIkc
d3ψ

dr3
, (3.100)

η32(r) = −EIkc
d2ψ

dr2
, (3.101)

η33(r) = D1Gs
d5ψ

dr5
+ PGs

d3ψ

dr3
+ kcGs

dψ

dr
. (3.102)

onde ψ(r) é a solução fundamental desacoplada, cujas derivadas já foram explicitamente

apresentadas nas eqs.(3.66) a (3.77).

Já a matriz de influência dos esforços, [G], fica:

[G] =

 G11 G12

G21 G22

 , com:

[G11] = − [Q] , para r = 0 e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = L e S = Sd

[G21] = − [Q] , para r = L e S = Sa

[G22] = [Q] , para r = 0 e S = Sd,

(3.103)

onde:

[Q] =

 β11(r) −S.β12(r) β13(r)

−S.β21(r) β22(r) −S.β23(r)
β31(r) −S.β32(r) β33(r)

 (3.104)

e os coeficientes β são obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais, eqs.(3.48) a (3.51)
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e suas derivadas, eqs.(3.52) a (3.56), sendo dados por:

β11(r) = −Gs
d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ, (3.105)

β12(r) = −Gs
d3ψ

dr3
+ (kc + kk)

dψ

dr
, (3.106)

β13(r) = kcψ, (3.107)

β21(r) = β12(r), (3.108)

β22(r) = −Gs
d4ψ

dr4
+ (kc + kk)

d2ψ

dr2
, (3.109)

β23(r) = kc
dψ

dr
, (3.110)

β31(r) = β13(r), (3.111)

β32(r) = β23(r), (3.112)

β33(r) = EI
d4ψ

dr4
+ P

d2ψ

dr2
+ kcψ. (3.113)

As forças nodais do vetor de carga para uma carga g(x) que atua na viga, é dado por:

{fg} =
[
fwi

−fdwi
fvi fwj

−fdwj
fvj

]T
, (3.114)

onde

fwi
=

∫ L

0

g(x)β11(x)dx, (3.115)

fdwi
=

∫ L

0

g(x)β21(x)dx, (3.116)

fvi =

∫ L

0

g(x)β31(x)dx, (3.117)

fwj
=

∫ L

0

g(x)β11(L− x)dx, (3.118)

fdwj
=

∫ L

0

g(x)β21(L− x)dx, (3.119)

fvj =

∫ L

0

g(x)β31(L− x)dx. (3.120)

Considerando que atue um carregamento uniformemente distribúıdo, o vetor de carga
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será dado por:

fwi
= −g [GsIf2 − (kc + kk) If0 ] , (3.121)

fdwi
= −g [GsIf3 − (kc + kk) If1 ]Sd, (3.122)

fvi = gkcIf0 , (3.123)

fwj
= −g [GsIf2 − (kc + kk) If0 ] , (3.124)

fdwj
= −g [GsIf3 − (kc + kk) If1 ]Sa, (3.125)

fvj = gkcIf0 , (3.126)

onde os valores de If para quando houver uma raiz real positiva e duas complexas conju-

gadas são dados por

If0 =
1

ηey1c2
(
y1 (y1 − 2a)− c2

(
e−L

√
y1 − 1

))
− 1

ηtbc2
(b (−2a+ y1) cos (qL)+

−
(
a2 − b2 − y1a

)
sin (qL)

)
e−pL, (3.127)

If1 =
1

ηebc
√
y1

(
bc
(
e−L

√
y1 − 1

)
−√

y1q
(
q2 − 3p2 + y1

))
+

1

ηtbc

(
q
(
q2 − 3p2+

v +y1) cos (qL) + p
(
3q2 − p2 + y1

)
sin (qL)

)
e−pL, (3.128)

If2 =
1

ηeb
(bcos (qL) + (a− y1) sin (qL)) e

−pL − e−L
√
y1

ηt
, (3.129)

If3 =
1

ηeb

(
b
√
y1
(
e−L

√
y1 − 1

)
+ q (c+ y1)

)
+

1

ηtb
(−q (c+ y1) cos (qL)+

−p (c− y1) sin (qL)) e
−pL, (3.130)
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enquanto que para três ráızes reais e positivas

If0 =
1

2EIGs

[
− e−L

√
y1 − 1

y1 (y1 − y3) (y1 − y2)
+

e−L
√
y2 − 1

y2 (y2 − y3) (y1 − y2)
+

− e−L
√
y3 − 1

y3 (y2 − y3) (y1 − y3)

]
, (3.131)

If1 =
1

2EIGs

[
e−L

√
y1 − 1

√
y1 (y1 − y2) (y1 − y3)

+− e−L
√
y2 − 1

√
y2 (y1 − y2) (y2 − y3)

+

+
e−L

√
y3 − 1

√
y3 (y1 − y3) (y2 − y3)

]
, (3.132)

If2 =
1

2EIGs

[
− e−L

√
y1 − 1

(y1 − y2) (y1 − y3)
+

e−L
√
y2 − 1

(y1 − y2) (y2 − y3)
+

− e−L
√
y3 − 1

(y1 − y3) (y2 − y3)

]
, (3.133)

If3 =
1

2EIGs

[ √
y1e

−L√y1 − 1

(y1 − y2) (y1 − y3)
+−

√
y2e

−L√y2 − 1

(y1 − y2) (y2 − y3)
+

+

√
y3e

−L√y3 − 1

(y1 − y3) (y2 − y3)

]
. (3.134)

Entretanto, se o carregamento for pontual (p) e aplicado em um ponto de coordenada

xp, então o vetor de carga será dado por:

fwi
= −p

[
Gs
d2ψ

dr2
(xp)− (kc + kk)ψ(xp)

]
, (3.135)

fdwi
= −p

[
Gs
d3ψ

dr3
(xp)− (kc + kk)

dψ

dr
(xp)

]
Sd, (3.136)

fvi = pkcψ(xp), (3.137)

fwj
= −p

[
Gs
d2ψ

dr2
(L− xp)− (kc + kk)ψ(L− xp)

]
, (3.138)

fdwj
= −p

[
Gs
d3ψ

dr3
(L− xp)− (kc + kk)

dψ

dr
(L− xp)

]
Sa (3.139)

fvj = pkcψ(L− xp). (3.140)

Dessa forma, para se obterem os esforços e deslocamentos no contorno, resta aplicar

as condições de contorno à eq.(3.89) para obter a solução do problema.

3.1.3.1 Determinação dos deslocamentos no domı́nio

Obtidos os deslocamentos e esforços no contorno do elemento, torna-se posśıvel conhecê-

los também nos pontos internos, como por exemplo em um ponto ”A”, conforme figura

3.3. Para isso, recorre-se a equação integral, eq.(3.88).
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FIGURA 3.3 – Deslocamentos em um ponto A no domı́nio das vigas.

Escrevendo a eq.(3.88) para os deslocamentos em um ponto ”A”, a representação al-

gébrica fica:
w(xa)

w,x̂(xa)

v(xa)

+


 V ∗g(x, a) −M∗g(x, a) V ∗g

k (x, a)

V ∗g
,x̂ (x, a) −M∗g

,x̂ (x, a) V ∗g
k,x̂(x, a)

V ∗k(x, a) −M∗k(x, a) V ∗k
k (x, a)




w(x)

w,x(x)

v(x)



x=L

x=0

=


 w∗g(x, a) −w∗g

,x (x, a) v∗g(x, a)

w∗g
,x̂ (x, a) −w∗g

,xx̂(x, a) v∗g,x̂ (x, a)

w∗k(x, a) −w∗k
,x (x, a) v∗k(x, a)




V (x)

M(x)

Vk(x)



x=L

x=0

+ g(x)

∫ L

0

 w∗g(x, a)

w∗g
,x̂ (x, a)

v∗k(x, a)

 .dx
(3.141)

A partir da eq.(3.141), monta-se a equação algébrica para determinação dos desloca-

mentos em um ponto qualquer no domı́nio:
w(xa)

w,x(xa)

v(xa)

 = − [H] {u}+ [G] {p}+ {f} , (3.142)

onde {u} e {p} são os deslocamentos e esforços no contorno, respectivamente, calculados

por meio da equação (3.89).

A matriz de influência [H] é dada por:

[H] =
[
H11 H12

]
, com:

[H11] = − [N ] , para r = a e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = b e S = Sd
(3.143)

onde:

[N ] =

 S.η11(r) −η12(r) S.η13(r)

−η21(r) S.η22(r) −η23(r)
S.η31(r) −η32(r) S.η33(r)

 , (3.144)

sendo os coeficientes η obtidos pelas eqs.(3.94) a (3.102). Já a matriz de influência [G],

fica:

[G] =
[
G11 G12

]
, com:

[G11] = − [Q] , para r = a e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = b e S = Sd
(3.145)
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onde:

[Q] =

 β11(r) −S.β12(r) β13(r)

−S.β21(r) β22(r) −S.β23(r)
β31(r) −S.β32(r) β33(r)

 , (3.146)

sendo os coeficientes β os mesmos definidos pelas eqs.(3.105) a (3.113).

O vetor de carga, f , para o carregamento uniformemente distribúıdo, fica:

{fg} =
[
fwa −fdwa fva

]T
, (3.147)

onde os coeficientes θ são definidas abaixo:

fwa =

∫ xa

0

g(x)β11(x)dx+

∫ xb

xa

g(x)β11(L− x)dx, (3.148)

fdwa =

∫ xa

0

g(x)β21(x)dx+

∫ xb

xa

g(x)β21(L− x)dx, (3.149)

fva =

∫ xa

0

g(x)β31(x)dx+

∫ xb

xa

g(x)β31(L− x)dx. (3.150)

Para um carregamento uniformemente distribúıdo

fwa = −g ·GsId2 + g · (kc + kk) Id0 , (3.151)

fdwa = −g ·GsId3 + g · (kc + kk) Id1 , (3.152)

fva = g · kcId0 , (3.153)

onde para uma raiz real positiva e duas complexas conjugadas

Id0 = −Ta − 2

ηy1
+

1

ηbc2
[
2b (y1 − a)− b (y1 − 2a)Cco +

(
a2 − b2 − y1a

)
Cse
]
,(3.154)

Id1 = − Tb
η
√
y1

+
−1

ηbc

[
q
(
q2 − 3p2 + y1

)
Dse + p

(
3q2 − p2 + y1

)
Dco

]
, (3.155)

Id2 = −Ta − 2

η
+

1

ηb
[bCco +− (y1 − a)Cse − 2b] , (3.156)

Id3 = −
√
y1Tb

η
+

1

ηb
[q (c+ y1)Dco + p (c− y1)Dse] , (3.157)

sendo Ta = e−
√
y1xa+e−

√
y1xb , Cse = sen (qxa) e

−pxa+sen (qxa) e
−pxb , Cco = cos (qxa) e

−pxa+

cos (qxb) e
−pxb , Tb = e−

√
y1xa − e−

√
y1xb , Dse = e−pxasin (qxa) − e−pxbsin (qxb), Dco =
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e−pxacos (qxa)− e−pxbcos (qxb), enquanto que para três ráızes reais e positivas

Id0 =
1

2EIGs

[
−e

−√
y1xa + e−

√
y1xb − 2

y1 (y1 − y2) (y1 − y3)
+
e−

√
y2xa + e−

√
y2xb − 2

y2 (y1 − y2) (y2 − y3)
+

−e
−√

y3xa + e−
√
y3xb − 2

y3 (y1 − y3) (y2 − y3)

]
, (3.158)

Id1 =
1

2EIGs

[
− e−

√
y1xa − e−

√
y1xb

√
y1 (y1 − y2) (y1 − y3)

+
e−

√
y2xa − e−

√
y2xb

√
y2 (y1 − y2) (y2 − y3)

+

− e−
√
y3xa − e−

√
y3xb

√
y3 (y1 − y3) (y2 − y3)

]
, (3.159)

Id2 =
1

2EIGs

[
−e

−√
y1xa + e−

√
y1xb − 2

(y1 − y2) (y1 − y3)
+
e−

√
y2xa + e−

√
y2xb − 2

(y1 − y2) (y2 − y3)
+

−e
−√

y3xa + e−
√
y3xb − 2

(y1 − y3) (y2 − y3)

]
, (3.160)

Id3 =
1

2EIGs

[
−
√
y1e

−√
y1xa − e−

√
y1xb

(y1 − y2) (y1 − y3)
+

√
y2e

−√
y2xa − e−

√
y2xb

(y1 − y2) (y2 − y3)
+

−
√
y3e

−√
y3xa − e−

√
y3xb

(y1 − y3) (y2 − y3)

]
. (3.161)

Caso atue no domı́nio uma força pontual (p) em um ponto de coordenada xp, o vetor

de carga fica:

fwa = −p ·Gs
d2ψ

dr2
(rp) + p · (kc + kk)ψ(rp), (3.162)

fdwa = −p ·Gs
d3ψ

dr3
(rp)S + p · (kc + kk)

dψ

dr
(rp)S, (3.163)

fva = p · kcψ(rp), (3.164)

onde rp = |xp − xa| e S =

{
−1 if x1 < xa

1 if x1 > xa
.

3.1.3.2 Determinação dos esforços no domı́nio

Para se obterem os esforços em um ponto A do domı́nio do elemento, deve-se recorrer

às eqs.(2.83), (2.84) e (2.85), onde fazendo as devidas manipulações na equação integral,

eq.(3.88), monta-se o seguinte sistema algébrico:
V (xa)

M(xa)

Vk(xa)

 = −
[
H
]
{u}+

[
G
]
{p}+

{
f
}
, (3.165)
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onde os vetores {u} e {p} são os deslocamentos e esforços medidos no contorno, respecti-

vamente, por meio da equação (3.89). A matriz de influência
[
H
]
é dada por:

[
H
]
=
[
H11 H12

]
, com:

[
H11

]
= −

[
N
]
, para r = a e S = Sa[

H12

]
=

[
N
]
, para r = b e S = Sd

(3.166)

onde:

[
N
]
=

 η11(r) −S · η12(r) η13(r)

S · η21(r) −η22(r) S · η23(r)
η31(r) −S · η32(r) η33(r)

 , (3.167)

sendo os coeficientes η definidos por:

η11 = − d2

dr2

(
EI

d2

dr2
+ P

)2(
−Gs

d2ψ

dr2
+ kc + kkψ

)
, (3.168)

η21 = − d3

dr3

(
EI

d2

dr2
+ P

)2(
−Gs

d2ψ

dr2
+ kc + kkψ

)
, (3.169)

η31 = −kc
d2

dr2

(
EI

d2ψ

dr2
+ Pψ

)2

, (3.170)

η12 = E2I2
d4

dr4

(
−Gs

d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ

)
, (3.171)

η22 = E2I2
d5

dr5

(
−Gs

d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ

)
, (3.172)

η32 = E2I2kc
d4ψ

dr4
, (3.173)

η13 = −G2
skc

d2ψ

dr2
, (3.174)

η23 = −G2
skc

d3ψ

dr3
, (3.175)

η33 = −G2
s

d2

dr2

(
EI

d4ψ

dr4
+ P

d2ψ

dr2
+ kcψ

)
. (3.176)

A matriz de influência
[
G
]
, fica:

[
G
]
=
[
G11 G12

]
, com:

[
G11

]
= −

[
Q
]
, para r = a e S = Sa[

G12

]
=

[
Q
]
, para r = b e S = Sd

(3.177)

onde:

[
Q
]
=

 S · β11(r) −β12(r) S · β13(r)

β21(r) −S · β22(r) β23(r)

S · β31(r) −β32(r) S · β33(r)

 , (3.178)
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sendo os coeficientes β definidos por:

β11 =
d

dr

(
EI

d2

dr2
+ P

)(
−Gs

d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ

)
, (3.179)

β21 = −EI d
2

dr2

(
−Gs

d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ

)
, (3.180)

β31 = −Gskc
dψ

dr
, (3.181)

β12 =
d2

dr2

(
EI

d2

dr2
+ P

)(
−Gs

d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ

)
, (3.182)

β22 = −EI d
3

dr3

(
−Gs

d2ψ

dr2
+ (kc + kk)ψ

)
, (3.183)

β32 = −Gskc
d2ψ

dr2
, (3.184)

β13 = kc
d

dr

(
EI

d2ψ

dr2
+ Pψ

)
, (3.185)

β23 = −EIkc
d2ψ

dr2
, (3.186)

β33 = −Gs
d

dr

(
EI

d4ψ

dr4
+ P

d2ψ

dr2
+ kcψ

)
. (3.187)

O vetor de carga
{
f
}
para um carregamento uniformemente distribúıdo, fica:

{
f
}
=
[
fwa

fdwa
f va

]T
, (3.188)

onde

fwa
=

∫ xa

0

g(x)β11(x)dx+

∫ xb

xa

g(x)β11(L− x)dx, (3.189)

fdwa
=

∫ xa

0

g(x)β21(x)dx+

∫ xb

xa

g(x)β21(L− x)dx, (3.190)

f va =

∫ xa

0

g(x)β31(x)dx+

∫ xb

xa

g(x)β31(L− x)dx. (3.191)

Considerando que o carregamento seja uniformemente distribúıdo, então:

fwa
= g [−EIGsId5 + (EI (kc + kk)− PGs) Id3 + P (kc + kk) Id1 ] , (3.192)

fdwa
= g (EIGsId4 − EIkc + kkId2) , (3.193)

f va = −g ·GskcId1 . (3.194)
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Caso o carregamento seja pontual (p):

fwa
= p

[
−EIGs

d5ψ

dr5
+ (EI (kc + kk)− PGs)

d3ψ

dr3
+ P (kc + kk) d

]
S, (3.195)

fdwa
= p

(
EIGs

d4ψ

dr4
− EIkc + kk

d2ψ

dr2

)
, (3.196)

f va = −p
(
Gskc

dψ

dr

)
S. (3.197)

onde xp corresponde ao ponto de aplicação da carga, rp = |xp−xa|, S =

{
−1 se xp < xa

1 se xp > xa
.

3.2 Nas hipóteses de Timoshenko

3.2.1 O Problema Fundamental

O problema fundamental considerando a teoria de Timoshenko pode ser observado na

figura 3.4, onde a viga e a camada cisalhante, além de possúırem domı́nio infinito, estão

submetidas a fontes concentradas em força e momento. Por simplificação, os deslocamen-

tos ou esforços fundamentais serão representados apenas pela letra e asterisco, sem as

variáveis (y∗f (x, x̂) = y∗f ).

FIGURA 3.4 – Problema fundamental da viga de Timoshenko sobre camada elástica de Kerr para ativação
da fonte em força (a) e momento (b) na viga, e em força na camada cisalhante (c).

Sendo a equação governante do problema fundamental análoga ao problema real,
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eqs.(2.105) a (2.107), para ativação em força na viga, a seguinte equação é produzida:

−D1

(
dϕ∗g

dx
+
d2w∗g

dx2

)
+ kc (w

∗g − v∗g) + P
d2w∗g

dx2
= δ (x, x̂) , (3.198)

D1

(
ϕ∗g +

dw∗g

dx

)
−D2

d2ϕ∗g

dx2
= 0, (3.199)

−kc (w∗g − v∗g)−Gs
d2v∗g

dx2
+ kkv

∗g = 0, (3.200)

onde D1 = κGA e D2 = EI.

Considerando a fonte concentrada em momento na viga, obtêm-se

−D1
dϕ∗m

dx
+ (P −D1)

d2w∗m

dx2
+ kc (w

∗m − v∗m) = 0, (3.201)

D1

(
ϕ∗m +

dw∗m

dx

)
−D2

d2ϕ∗m

dx2
= δ (x, x̂) , (3.202)

−kc (w∗m − v∗m)−Gs
d2v∗m

dx2
+ kkv

∗m = 0. (3.203)

Já para ativação da fonte em força na camada cisalhante, tem-se:

−D1

(
dϕ∗k

dx
+
d2w∗k

dx2

)
+ kc

(
w∗k − v∗k

)
+ P

d2w∗k

dx2
= 0, (3.204)

D1

(
ϕ∗k +

dw∗k

dx

)
−D2

d2ϕ∗k

dx2
= 0, (3.205)

−kc
(
w∗k − v∗k

)
−Gs

d2v∗k

dx2
+ kkv

∗k = δ (x, x̂) . (3.206)

Reescrevendo as eqs.(3.200) a (3.206) na forma matricial, obtêm-se: (P −D1)
d2

dx2
+ kc −D1

d
dx

−kc
D1

d
dx

D1 −D2
d2

dx2
0

−kc 0 kc + kk −Gs
d2

dx2




w∗g w∗m w∗k

ϕ∗g ϕ∗m ϕ∗k

v∗g v∗m v∗k

 =

δ (x, x̂)


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , (3.207)

que ainda pode ser escrita na forma compacta como:

[B] [G] = δ (x, x̂) [I] , (3.208)

onde [B] é a matriz dos operadores, [G] é a matriz de influência dos deslocamentos e [I]

é a matriz identidade. Por meio do método de Hörmander (1963), obtém-se a equação
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diferencial equivalente desacoplada em função do escalar ψ:

d6ψ

dx6
+ α

d4ψ

dx4
+ β

d2ψ

dx2
+ γ = − δ (x, x̂)

(D1 − P )D2Gs

, (3.209)

onde: α = − D2
1 −D2kc

(P −D1)D2

−
(
D1

D2

− kc + kk
Gs

)
, β =

− (D1Gs +D2kk) kc + P (kc + kk)D1

(P −D1)D2Gs

,

γ =
kD1kc

(P −D1)D2Gs

. Da eq.(3.209), escreve-se a equação caracteŕıstica associada a forma

homogênea

αy3 + βy2 + γy + ζ = 0, (3.210)

sendo d2ψ
dx2

= y.

Note que, assim como apresentado na teoria de Euler-Bernoulli, seção 3.1.1, a função

ψ será dada em função dos valores e natureza das ráızes da equação do terceiro grau,

eq.(3.210), obtidas por meio das eqs.(3.15) a (3.17), onde, de modo geral, três situações

podem ocorrer: ∆ > 0, ∆ < 0 e ∆ = 0.

Com isso, a solução fundamental desacoplada ψ será dada por:

ψ = C1f1(r) + C2f2(r) + C3f3(r), (3.211)

cujas funções fi serão dadas conforme tabela 3.1.

A seguir, são apresentadas explicitamente as soluções fundamentais para os casos mais

usuais na prática.

Uma raiz real positiva e duas ráızes complexas e conjugadas

Considere que a raiz y1 é real e positiva, enquanto que as ráızes y2 e y3 são complexas

e conjugadas. Para esse caso, a solução fundamental proposta será dada por:

ψ =
1

√
y1ηt

e−
√
y1r +

q2 − 3p2 + y1
2p (p2 + q2) ηt

e−p·rcos(q · r) + 3q2 − p2 + y1
2q (p2 + q2) ηt

e−p·rsen(q · r),(3.212)

onde ηt = 2 (D1 − P )D2Gs

(
y1 − 2p

√
y1 + p2 + q2

) (
y1 + 2p

√
y1 + p2 + q2

)
, e ainda

p = |Re√y3| = |Re√y4|,

q = |Im√
y3| = |Im√

y4|,

a = p2 − q2,

b = 2pq, (3.213)

sendo Re a parte real e Im imaginária das ráızes complexas.
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Três ráızes reais e positivas

Considerando agora que as três ráızes são reais e positivas, a solução proposta será:

ψ =
1

Yt

[
(y2 − y3)√

y1
e−r

√
y1 − (y1 − y3)√

y2
e−r

√
y2 +

(y1 − y2)√
y3

e−r
√
y3

]
. (3.214)

sendo Yt = 2 (D1 − P )D2Gs (y1 − y2) (y2 − y3) (y1 − y3).

De posse da solução fundamental desacoplada (ψ), parte-se para a obtenção das solu-

ções fundamentais em deslocamentos e esforços para a viga de Timoshenko sobre camada

elástica de Kerr. Da equação (3.10) são obtidas as soluções fundamentais em desloca-

mento:

w∗g(x, x̂) = D2Gs
d4ψ

dr4
− [(kc + kk)D2 +D1Gs]

d2ψ

dr2
+D1 (kc + kk)ψ, (3.215)

ϕ∗g(x, x̂) =

[
D1Gs

d3ψ

dr3
−D1 (kc + kk)

dψ

dr

]
sgn(x, x̂), (3.216)

v∗g(x, x̂) = −D2kc
d2ψ

dr2
+ kcD1ψ, (3.217)

w∗m(x, x̂) = −ϕ∗g(x, x̂), (3.218)

ϕ∗m(x, x̂) = Gs (D1 − P )
d4ψ

dr4
+ [(kc + kk)P − kcGs −D1 (kk + kc)P ]

d2ψ

dr2
+,

+kckkψ, (3.219)

v∗m(x, x̂) = kcD1
dψ

dr
· sgn(x, x̂), (3.220)

w∗k(x, x̂) = v∗g(x, x̂), (3.221)

ϕ∗k(x, x̂) = −v∗m(x, x̂), (3.222)

v∗k(x, x̂) = D2 (D1 − P )
d4ψ

dr4
+ (D1P − kcD2)

d2ψ

dr2
+ kcD1ψ. (3.223)

As soluções fundamentais em esforços são dadas de forma análoga aos esforços do
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problema real, eqs.(2.57) e (2.59). Dessa forma, tem-se:

V ∗g(x, x̂) =

[
D1D2Gs

d5ψ

dr5
−D1D2 (kc + kk)

d3ψ

dr3

]
sgn(x, x̂), (3.224)

M∗g(x, x̂) = D1D2Gs
d4ψ

dr4
−D1D2 (kc + kk)

d2ψ

dr2
, (3.225)

V ∗g
k (x, x̂) =

(
−kcD2Gs

d3ψ

dr3
+ kcD1Gs

dψ

dr

)
sgn(x, x̂), (3.226)

V ∗m(x, x̂) = −D1GsP
d4ψ

dr4
+D1 [(kc + kk)− kcGs]

d2ψ

dr2
+ kckkD1ψ, (3.227)

M∗m(x, x̂) =

{
D2Gs (kc + kk)

d5ψ

dr5
−D2 [D1 (kc + kk) + kcGs − (kc + kk)P ]

d3ψ

dr3
+

+D2kckk
dψ

dr

}
sgn(x, x̂), (3.228)

V ∗m
k (x, x̂) = kcD1Gs

d2ψ

dr2
, (3.229)

V ∗k(x, x̂) = −kcD1D2
d3ψ

dr3
· sgn(x, x̂), (3.230)

M∗k(x, x̂) = −kcD1D2
d2ψ

dr2
, (3.231)

V ∗k
k (x, x̂) =

[
D2Gs (D1 − P )

d5ψ

dr5
−Gs (kcD2 −D1P )

d3ψ

dr3
+

+kcD1Gs
dψ

dr

]
sgn(x, x̂). (3.232)

As derivadas em r presentes das expressões acima, para os dois principais casos con-

siderados anteriormente, são apresentadas abaixo. Considerando uma raiz real positiva e
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duas complexas conjugadas, as derivadas em r são:

dψ

dr
= − 1

ηt
e−r

√
y1 +

1

ηtb
[bcos(qr) + (a− y1) sen(qr)] e

−pr, (3.233)

d2ψ

dr2
=

√
y1

ηt
e−r

√
y1 +

1

ηtb
[−p (c− y1) sen(qr)− q (c+ y1) cos(qr)] e

−pr, (3.234)

d3ψ

dr3
= −y1

ηt
e−r

√
y1 +

1

ηtb

[
y1bcos(qr) +

(
c2 − y1a

)
sen(qr)

]
e−pr, (3.235)

d4ψ

dr4
=

y
3
2
1

ηt
e−r

√
y1 +

1

ηtb

[
q
(
c2 + y1

(
q2 − 3p2

))
cos(qr)+

−p
(
c2 − y1

(
p2 − 3q2

))
sen(qr)

]
e−pr, (3.236)

d5ψ

dr5
= −y

2
1

ηt
e−r

√
y1 +

1

ηtb

[
b
(
−c2 + 2ay1

)
cos(qr)+(

ac2 − y1
(
a2 − b2

))
sen(qr)

]
e−pr, (3.237)

d6ψ

dr6
=

y
5
2
1

ηt
e−r

√
y1 +

1

ηtb

[
−q
((
q2 − 3p2

)
c2 + y1

(
5a2 − q4

))
cos(qr)+

−p
((
p2 − 3q2

)
c2 − y1

(
5a2 − p4

))
sen(qr)

]
e−pr, (3.238)

onde c = p2 + q2.

Já as derivadas considerando as três ráızes reais e positivas, são dadas por:

dψ

dr
=

1

Yt

[
− (y2 − y3) e

−r√y1 + (y1 − y3) e
−r√y2 − (y1 − y2) e

−r√y3
]
, (3.239)

d2ψ

dr2
=

1

Yt

[√
y1 (y2 − y3) e

−r√y1 −√
y2 (y1 − y3) e

−r√y2+

+
√
y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
, (3.240)

d3ψ

dr3
=

1

Yt

[
−y1 (y2 − y3) e

−r√y1 + y2 (y1 − y3) e
−r√y2 − y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
,(3.241)

d4ψ

dr4
=

1

Yt

[
y1
√
y1 (y2 − y3) e

−r√y1 − y2
√
y2 (y1 − y3) e

−r√y2+

+y3
√
y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
, (3.242)

d5ψ

dr5
=

1

Yt

[
−y21 (y2 − y3) e

−r√y1 + y22 (y1 − y3) e
−r√y2 − y23 (y1 − y2) e

−r√y3
]
,(3.243)

d6ψ

dr6
=

1

Yt

[
y21
√
y1 (y2 − y3) e

−r√y1 − y22
√
y2 (y1 − y3) e

−r√y2+

+y23
√
y3 (y1 − y2) e

−r√y3
]
. (3.244)

3.2.2 Equação Integral

Para a solução do problema, as equações diferenciais governante do problema serão

transformadas em equações integrais equivalentes por meio do MRP, onde a função pon-

deradora corresponderá às soluções fundamentais.
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A primeira equação integral obtida correspondente a ativação da fonte em força na

viga, dada por:∫ L

0

[
−D1

(
dϕ∗g

dx
+
d2w∗g

dx2

)
+ kc (w

∗g − v∗g) + P
d2w∗g

dx2

]
w∗gdx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ∗g +

dw∗g

dx

)
−D2

d2ϕ∗g

dx2

]
ϕ∗g +

+

∫ L

0

[
−kc (w∗g − v∗g)−Gs

d2v∗g

dx2
+ kkv

∗g
]
v∗g = 0. (3.245)

Resolvendo as integrais da eq.(3.245) por partes e após convenientes manipulações,

chega-se a:

[V ∗gw]L0 −
[
P
dw∗g

dx
w

]L
0

+ [M∗gϕ]L0 + [V ∗g
k v]

L

0 − [w∗gV ]L0 +

[
Pw∗g dw

dx

]L
0

− [ϕ∗gM ]L0 +

− [v∗gVk]
L
0 +

∫ L

0

[
−D1

(
dϕ∗g

dx
+
d2w∗g

dx2

)
+ kc (w

∗g − v∗g) + P
d2w∗g

dx2

]
wdx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ∗g +

dw∗g
dx

)
−D2

d2ϕ∗g

dx2

]
ϕdx+

∫ L

0

[kc (v
∗g − w∗g) +

−Gs
d2v∗g

dx2
+ kkv

∗g
]
vdx−

∫ L

0

(gw∗g +mϕ∗g) dx = 0, (3.246)

onde, por meio da eq.(3.207), tem-se:∫ L

0

[
−D1

(
dϕ∗g

dx
+
d2w∗g

dx2

)
+ kc (w

∗g − v∗g) + P
d2w∗g

dx2

]
w(x)dx =∫ L

0

δ (x, x̂)w(x)dx = w(x̂), (3.247)

e ∫ L

0

[
D1

(
ϕ∗g +

dw∗g
dx

)
−D2

d2ϕ∗g

dx2

]
ϕdx = 0, (3.248)∫ L

0

[
kc (v

∗g − w∗g)−Gs
d2v∗g

dx2
+ kkv

∗g
]
vdx = 0. (3.249)

Assim, por meio das eqs.(3.246),(3.247), (3.248) e (3.249), obtém-se a equação integral

dos deslocamentos na viga em pontos do domı́nio:

w(x̂) + [V ∗gw]L0 + [V ∗g
k v]

L

0 = [w∗gV ]L0 +

−
[
Pw∗g dw

dx

]L
0

+ [ϕ∗gM ]L0 + [v∗gVk]
L
0 +

∫ L

0

(gw∗g +mϕ∗g) dx. (3.250)
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Seguindo o mesmo procedimento de obtenção da eq.(3.250), obtém-se a equação inte-

gral para cálculo das rotações em um ponto no domı́nio

ϕ(x̂) + [V ∗mw]L0 + [M∗mϕ]L0 + [V ∗m
k v]L0 = [w∗mV ]L0 +

−
[
Pw∗mdw

dx

]L
0

+ [ϕ∗mM ]L0 + [v∗mVk]
L
0 +

∫ L

0

(gw∗m +mϕ∗m) dx, (3.251)

e ainda, a equação integral para deslocamentos na camada cisalhante

v(x̂) +
[
V ∗kw

]L
0
+
[
M∗kϕ

]L
0
+
[
V ∗k
k v
]L
0
=
[
w∗kV

]L
0
+

−
[
Pw∗k dw

dx

]L
0

+
[
ϕ∗kM

]L
0
+
[
v∗kVk

]L
0
+

∫ L

0

(
gw∗k +mϕ∗k) dx. (3.252)

Agrupando as eqs.(3.250), (3.251) e (3.252) e reescrevendo na forma matricial, tem-se:


w(x̂)

ϕ(x̂)

v(x̂)

+


 V ∗g(x, x̂) M∗g(x, x̂) V ∗g

k (x, x̂)

V ∗m(x, x̂) M∗m(x, x̂) V ∗m
k (x, x̂)

V ∗k(x, x̂) M∗k(x, x̂) V ∗k
k (x, x̂)




w(x)

ϕ(x)

v(x)



x=L

x=0

=


 w∗g(x, x̂) ϕ∗g(x, x̂) v∗g(x, x̂)

w∗m(x, x̂) ϕ∗m(x, x̂) v∗m(x, x̂)

w∗k(x, x̂) ϕ∗k(x, x̂) v∗k(x, x̂)




V (x)

M(x)

Vk(x)



x=L

x=0

+

+

∫ L

0

 w∗g(x, x̂) ϕ∗g(x, x̂)

w∗m(x, x̂) ϕ∗m(x, x̂)

w∗k(x, x̂) ϕ∗k(x, x̂)

{ g(x)

m(x)

}
dx. (3.253)

3.2.3 Equações Algébricas

Para obter a equação algébrica é necessário reescrever a equação integral, eq.(3.253),

colocando o ponto fonte nas extremidades do elemento: no contorno à esquerda, fazendo

x̂ → 0 = limξ→0(0 + ξ), e no contorno à direita, x̂ → L = limξ→0(L − ξ). Dessa forma,

obtém-se a equação algébrica:

{u}+ [H] {u} = [G] {p}+ {f} , (3.254)

onde [H] e [G] são as matrizes de influência, {f} é o vetor de carga, {u} é o vetor dos

deslocamentos e {p} é o vetor das solicitações internas. Os vetores u e p são:

{u} =
{
w(0) ϕ1(0) v(0) w(L) ϕ1(L) v(L)

}T
, (3.255)
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{p} =
{
V (0) M(0) Vk(0) V (L) M(L) Vk(L)

}T
. (3.256)

O elemento de contorno com seis graus de liberdade pode ser visto na figura 3.5, onde

é definido os sentidos positivos dos esforços e deslocamentos. Note que, o giro do elemento

é dado pelas rotações ϕ, diferentemente do Euler-Bernoulli que é dado pela inclinação da

elástica dw/dx, portanto, sentidos opostos.

FIGURA 3.5 – Sentidos positivos dos deslocamentos.

A matriz de influência dos deslocamentos, [H], pode ser escrita na seguinte forma:

[H] =

 H11 H12

H21 H22

 , com:

[H11] = − [N ] , para r = 0 e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = L e S = Sd

[H21] = − [N ] , para r = L e S = Sa

[H22] = [N ] , para r = 0 e S = Sd

(3.257)

sendo

[N ] =

 S.η11(r) η12(r) S.η13(r)

η21(r) S.η22(r) η23(r)

S.η31(r) η32(r) S.η33(r)

 , (3.258)

onde, Sa e Sd representa a função sinal para x < x̂ e x > x̂, respectivamente, e os
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CAPÍTULO 3. O MEC EM VIGAS SOBRE CAMADA ELÁSTICA

coeficientes η são obtidos a partir dos esforços fundamentais:

η11(r) = D2Gs (D1 − P )
d5ψ

dr5
+ [−D2 (kc + kk) (D1 − P ) +D1Gs (P − 2D1)]

d3ψ

dr3
+

−D1 (kc + kk) (P − 2D1)
dψ

dr
, (3.259)

η12(r) = −kcD1Gs
d2ψ

dr2
+ kckkD1ψ, (3.260)

η13(r) = kcD2P
d3ψ

dr3
− kcD1D2

d3ψ

dr3
− kcD1P

dψ

dr
, (3.261)

η21(r) = D1D2Gs
d4ψ

dr4
−D1D2 (kc + kk)

d2ψ

dr2
, (3.262)

η22(r) = D2Gs (D1 − P )
d5ψ

dr5
−D2 [(kc + kk) (D1 − P ) +D2kcGs]

d3ψ

dr3
+

+D2kckk
dψ

dr
, (3.263)

η23(r) = −D2kcD1
d2ψ

dr2
, (3.264)

η31(r) = −kcD2Gs
d3ψ

dr3
+ kcD1Gs

dψ

dr
, (3.265)

η32(r) = GskcD1
d2ψ

dr2
, (3.266)

η33(r) = D2Gs (D1 − P )
d5ψ

dr5
−Gs (kcD2 −D1P )

d3ψ

dr3
+ kcD1Gs

dψ

dr
. (3.267)

Já a matriz de influência dos esforços, [G], fica:

[G] =

 G11 G12

G21 G22

 , com:

[G11] = − [Q] , para r = 0 e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = L e S = Sd

[G21] = − [Q] , para r = L e S = Sa

[G22] = [Q] , para r = 0 e S = Sd,

(3.268)

sendo

[Q] =

 β11(r) −S.β12(r) β13(r)

−S.β21(r) β22(r) −S.β23(r)
β31(r) −S.β32(r) β33(r)

 , (3.269)
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e os coeficientes β são obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais e suas derivadas:

β11(r) = D2Gs
d4ψ

dr4
− [(kc + kk)D2 +D1Gs]

d2ψ

dr2
+D1 (kc + kk)ψ, (3.270)

β12(r) = D1Gs
d3ψ

dr3
−D1 (kc + kk)

dψ

dr
, (3.271)

β13(r) = −D2kc
d2ψ

dr2
+ kcD1ψ, (3.272)

β21(r) = −β12(r), (3.273)

β22(r) = Gs (D1 − P )
d4ψ

dr4
+ [(kc + kk) (P −D1)− kcGs]

d2ψ

dr2
+ kckkψ, (3.274)

β23(r) = kcD1
dψ

dr
, (3.275)

β31(r) = β13(r), (3.276)

β32(r) = −β23(r), (3.277)

β33(r) = D2 (D1 − P )
d4ψ

dr4
+ (D1P − kcD2)

d2ψ

dr2
+ kcD1ψ. (3.278)

As forças do vetor de carga são dadas por:

{fg} =
[
fwi

fϕi fvi fwj
fϕj fvj

]T
, (3.279)

onde os coeficientes θ são:

fwi
=

∫ L

0

g(x)β11(x)dx, (3.280)

fϕi =

∫ L

0

g(x)β21(x)dx, (3.281)

fvi =

∫ L

0

g(x)β31(x)dx, (3.282)

fwj
=

∫ L

0

g(x)β11(L− x)dx, (3.283)

fϕj =

∫ L

0

g(x)β21(L− x)dx, (3.284)

fvj =

∫ L

0

g(x)β31(L− x)dx. (3.285)

Se o carregamento for considerado uniformemente distribúıdo, as forças do vetor de
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carga serão dadas por:

fwi
= g {D2GsIf4 − [(kc + kk)D2 +D1Gs] If2 +D1 (kc + kk) If0} , (3.286)

fϕi = g [−D1GsIf3 +D1 (kc + kk) If1 ]Sd, (3.287)

fvi = g (−D2kcIf2 + kcD1If0) , (3.288)

fwj
= g {D2GsIf4 − [(kc + kk)D2 +D1Gs] If2 +D1 (kc + kk) If0} , (3.289)

fϕj = g [−D1GsIf3 +D1 (kc + kk) If1 ]Sa, (3.290)

fvj = g (−D2kcIf2 + kcD1If0) . (3.291)

onde g representa a intensidade do carregamento e as constantes Ifj dadas segundo os

valores das ráızes. Se y1 for real positiva e as duas outras complexas e conjugadas, tem-se:

If0 =
1

ηty1c2
(
y1 (y1 − 2a)− c2

(
e−L

√
y1 − 1

))
− 1

ηtbc2
(b (−2a+ y1) cos (qL)+

−
(
a2 − b2 − y1a

)
sin (qL)

)
e−pL, (3.292)

If1 =
1

ηtbc
√
y1

(
bc
(
e−L

√
y1 − 1

)
−√

y1q
(
q2 − 3p2 + y1

))
+

1

ηtbc

(
q
(
q2 − 3p2+

v +y1) cos (qL) + p
(
3q2 − p2 + y1

)
sin (qL)

)
e−pL, (3.293)

If2 =
1

ηtb
(bcos (qL) + (a− y1) sin (qL)) e

−pL − e−L
√
y1

ηt
, (3.294)

If3 =
1

ηtb

(
b
√
y1
(
e−L

√
y1 − 1

)
+ q (c+ y1)

)
+

1

ηtb
(−q (c+ y1) cos (qL)+

−p (c− y1) sin (qL)) e
−pL, (3.295)

If4 =
1

ηtb
(y1bcos(qL) + (c2 − ay1)sin(qL))e

−pL − y1e
−L√y1

ηt
. (3.296)
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Caso as três ráızes sejam reais e positivas, todas distintas, tem-se:

If0 =
1

2 (P −D1) ·D2 ·Gs

[
− e−L

√
y1 − 1

y1 (y1 − y3) (y1 − y2)
+

e−L
√
y2 − 1

y2 (y2 − y3) (y1 − y2)
+

− e−L
√
y3 − 1

y3 (y2 − y3) (y1 − y3)

]
, (3.297)

If1 =
1

2 (P −D1) ·D2 ·Gs

[
e−L

√
y1 − 1

√
y1 (y1 − y2) (y1 − y3)

− e−L
√
y2 − 1

√
y2y1 − y2 (y2 − y3)

+

+
e−L

√
y3 − 1

√
y3y1 − y3 (y2 − y3)

]
, (3.298)

If2 =
1

2 (P −D1) ·D2 ·Gs

[
− e−L

√
y1 − 1

(y1 − y2) (y1 − y3)
+

e−L
√
y2 − 1

(y1 − y2) (y2 − y3)
+

− e−L
√
y3 − 1

(y1 − y3) (y2 − y3)

]
, (3.299)

If3 =
1

2 (P −D1) ·D2 ·Gs

[ √
y1
(
e−L

√
y1 − 1

)
(y1 − y2) (y1 − y3)

+−
√
y2
(
e−L

√
y2 − 1

)
(y1 − y2) (y2 − y3)

+

+

√
y3
(
e−L

√
y3 − 1

)
(y1 − y3) (y2 − y3)

]
, (3.300)

If4 =
1

2 (P −D1) ·D2 ·Gs

[
−

y1
(
e−L

√
y1 − 1

)
(y1 − y2) (y1 − y3)

+
y2
(
e−L

√
y2 − 1

)
(y1 − y2) (y2 − y3)

+

−
y3
(
e−L

√
y3 − 1

)
(y1 − y3) (y2 − y3)

]
. (3.301)

Entretanto, se for considerado uma carga pontual de intensive p, que atua em um

ponto x1 qualquer na viga, o vetor de carga passa a ser dado por:

fwi
= p

{
D2Gs

d4ψ

dr4
− [(kc + kk)D2 +D1Gs]

d2ψ

dr2
+D1 (kc + kk)ψ

}
, (3.302)

fϕi = p

[
−D1Gs

d3ψ

dr3
+D1 (kc + kk)

dψ

dr

]
Sd, (3.303)

fvi = p

(
−D2kc

d2ψ

dr2
+ kcD1ψ

)
, (3.304)

fwj
= p

{
D2Gs

d4ψ

dr4
− [(kc + kk)D2 +D1Gs]

d2ψ

dr2
+D1 (kc + kk)ψ

}
, (3.305)

fϕj = p

[
−D1Gs

d3ψ

dr3
+D1 (kc + kk)

dψ

dr

]
Sa, (3.306)

fvj = p

(
−D2kc

d2ψ

dr2
+ kcD1ψ

)
. (3.307)

Da mesma forma, pode-se considerar um momento uniformemente distribúıdo atuando
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ao longo da viga, com intensidade m, onde o vetor {f} será dado por:

{fm} =
[
mwi

mϕi mvi mwj
mϕj mvj

]T
, (3.308)

onde:

mwi
=

∫ L

0

m(x)β12(x)dx, (3.309)

mϕi =

∫ L

0

m(x)β22(x)dx, (3.310)

mvi =

∫ L

0

m(x)β32(x)dx, (3.311)

mwj
=

∫ L

0

m(x)β12(L− x)dx, (3.312)

mϕj =

∫ L

0

m(x)β22(L− x)dx, (3.313)

mvj =

∫ L

0

m(x)β32(L− x)dx. (3.314)

Considerando que atue um momento uniformemente distribúıdo (m) na viga, as forças

nodais do vetor de carga serão dadas por:

mwi
= m [D1GsIf3 −D1 (kc + kk) If1 ]Sd, (3.315)

mϕi = m {Gs (D1 − P ) If4 + [(kc + kk) (P −D1)− kcGs] If2 + kckkIf0} ,(3.316)

mvi = −mkcD1If1Sd, (3.317)

mwj
= m [D1GsIf3 −D1 (kc + kk) If1 ]Sa, (3.318)

mϕj = m {Gs (D1 − P ) If4 + [(kc + kk) (P −D1)− kcGs] If2 + kckkIf0} ,(3.319)

mvj = −mkcD1If1Sa. (3.320)

Caso um momento fletor atue em um ponto de coordenada x1 na viga, o vetor de carga
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{f} passa a ser:

mwi
= mp

[
D1Gs

d3ψ

dr3
−D1 (kc + kk)

dψ

dr

]
Sd, (3.321)

mϕi = mp

{
Gs (D1 − P )

d4ψ

dr4
+ [(kc + kk) (P −D1)− kcGs]

d2ψ

dr2
+ kckkψ

}
,(3.322)

mvi = −mpkcD1
dψ

dr
Sd (3.323)

mwj
= mp

[
D1Gs

d3ψ

dr3
−D1 (kc + kk)

dψ

dr

]
Sa, (3.324)

mϕj = mp

{
Gs (D1 − P )

d4ψ

dr4
+ [(kc + kk) (P −D1)− kcGs]

d2ψ

dr2
+ kckkψ

}
,(3.325)

mvj = −mpkcD1
dψ

dr
Sa. (3.326)

Cabe agora aplicar as condições de contorno à equação (3.254) para obter a solução

em termos de deslocamentos e esforços no contorno do elemento.

3.2.3.1 Determinação dos campos em deslocamentos no domı́nio

De posse dos deslocamentos e esforços no contorno e por meio da eq.(3.253), escreve-se

a equação algébrica para determinação dos campos em deslocamentos e esforços em um

ponto ”A”situado no domı́nio, conforme apresentado na figura 3.6:
w(xa)

ϕ(xa)

v(xa)

+


 V ∗g(x, xa) M∗g(x, xa) V ∗g

k (x, xa)

V ∗m(x, xa) M∗m(x, xa) V ∗m
k (x, a)

V ∗k(x, xa) M∗k(x, xa) V ∗k
k (x, xa)




w(x)

ϕ(x)

v(x)



x=L

x=0

=


 w∗g(x, xa) ϕ∗g(x, xa) v∗g(x, xa)

w∗m(x, xa) ϕ∗m(x, xa) v∗m(x, xa)

w∗k(x, xa) ϕ∗k(x, xa) v∗k(x, xa)




V (x)

M(x)

Vk(x)



x=L

x=0

+

+

∫ L

0

 w∗g(x, xa) ϕ∗g(x, xa)

w∗m(x, xa) ϕ∗m(x, xa)

w∗k(x, xa) ϕ∗k(x, xa)

{ g(x)

m(x)

}
dx, (3.327)

ou ainda na forma compacta como
w(xa)

ϕ(xa)

v(xa)

 = − [H] {u}+ [G] {p}+ {f} , (3.328)

sendo as matrizes e vetores com o sobrescrito ·̂ referidas ao domı́nio.
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FIGURA 3.6 – Deslocamentos em um ponto A no domı́nio das vigas.

A matriz de influência [Ĥ] será dada por:

[H] =
[
H11 H12

]
, com:

[H11] = − [N ] , para r = 0 e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = L e S = Sd
(3.329)

onde a submatriz [N ] será dada segundo eq.(3.258). Já a matriz de influência dos esforços,

[G], fica:

[G] =
[
G11 G12

]
, com:

[G11] = − [Q] , para r = 0 e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = L e S = Sd
(3.330)

sendo a matriz [Q] dada conforme eq.(3.269). Quanto ao vetor de carga {f} para um

carregamento qualquer distribúıdo g (x) ao longo das vigas, tem-se:

{fg} =
[
fwa fϕa fva

]T
, (3.331)

onde os coeficientes θ são:

fwa =

∫ xa

0

g (x) β11(x)dx+

∫ xb

xa

g (x) β11(L− x)dx, (3.332)

fϕa =

∫ xa

0

g (x) β21(x)dx+

∫ xb

xa

g (x) β21(L− x)dx, (3.333)

fva =

∫ xa

0

g (x) β31(x)dx+

∫ xb

xa

g (x) β31(L− x)dx. (3.334)

Para uma carga pontual p que atua em um ponto xp, o vetor de carga passa a ser dado

por:

fwa = pβ11(rp), (3.335)

fϕa = pβ21(rp), (3.336)

fva = pβ31(rp), (3.337)

onde rp = |xp − xa|. Importante lembrar que a função sinal terá valores sgn(xp, xa) ={
−1, se xp < xa

1, se xp > xa
a depender da coordenada de aplicação da força e medição do efeito.

Já para um momento fletor qualquer m (x) aplicado sobre a viga, o vetor de carga
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será:

{fm} =
[
mwa mϕa mva

]T
, (3.338)

onde:

mwa =

∫ xa

0

m (x) β12(x)dx+

∫ xb

xa

m (x) β12(L− x)dx, (3.339)

mϕa =

∫ xa

0

m (x) β22(x)dx+

∫ xb

xa

m (x) β22(L− x)dx, (3.340)

mva =

∫ L

0

xam (x) β32(x)dx+

∫ xb

xa

m (x) β32(L− x)dx. (3.341)

Considerando que um momento fletor atue em um ponto xp na viga, o vetor de carga

será:

mwa = β12(rp), (3.342)

mϕa = β22(rp), (3.343)

mva = β32(rp) (3.344)

onde rp = |xp − xa| e a função sinal dada por sgn(xp, xa) =

{
−1, if xp < xa

1, if xp > xa
.

3.2.3.2 Determinação dos esforços no domı́nio

Para a determinação dos esforços em um ponto interno (a), conforme figura 3.6, monta-

se um novo sistema algébrico a partir das equações para momento fletor e esforço cor-

tante, eqs.(2.102), (2.103) e (2.104), e ainda por meio da equação integral eq.(3.253).

Dessa forma, fazendo as devidas derivadas em relação ao ponto fonte, escreve-se o sistema

algébrico: 
V (xa)

M(xa)

Vk(xa)

 = −
[
H
]
{u}+

[
G
]
{p}+

{
f
}
, (3.345)

onde os vetores {u} e {p} correspondem aos deslocamento e esforços no contorno, respec-

tivamente, obtidos por meio das eqs.(3.255) e (3.256). A matriz de influência
[
H
]
, terá a

seguinte forma:

[
H
]
=
[
H11 H12

]
, com:

[
H11

]
= −

[
N
]
, para r = 0 e S = Sa[

H12

]
=

[
N
]
, para r = L e S = Sd

(3.346)
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sendo
[
N
]
é dada por:

[
N
]
=

 η11(r) S.η12(r) η13(r)

S.η21(r) η22(r) S.η23(r)

η31(r) S.η32(r) η33(r)

 , (3.347)

η11 =
d2

dr2

(
D2 (P −D1)

2 d2

dr2
−D1 (P (P −D1) +D1D2)

)(
−Gs

d2

dr2
ψ + kc + kkψ

)
,

η21 = D1D
2
2

d3

dr3

(
−Gs

d2

dr2
ψ + kc + kkψ

)
,

η31 = −G2
skc

d2

dr2

(
D1ψ −D2

d2ψ

dr2

)
,

η12 = −D1D2Gs (P −D1)
d5ψ

dr5
+ (D1D2 (P −D1) (kc + kk)−Gskc (P −D1 +D2))

d3ψ

dr3
+

+D1kckk (P −D1 +D2)
dψ

dr
,

η22 = −D2
2

d2

dr2

(
−Gs (P −D1)

d4ψ

dr4
+ ((P −D1) (kc + kk)−Gskc)

d2ψ

dr2
+ kckkψ

)
,

η32 = −D1G
2
skc

d3ψ

dr3
,

η13 = kc
d2

dr2

(
D2 (P −D1)

2 d
2ψ

dr2
−D1 (P (P −D1) +D1D2)ψ

)
,

η23 = D1D
2
2kc

d3ψ

dr3
,

η33 = −G2
s

d2

dr2

(
−D2 (P −D1)

d4ψ

dr4
+ (PD1 −D2kc)

d2ψ

dr2
+D1kcψ

)
. (3.348)

Já a matriz de influência dos esforços, [G], fica:

[
G
]
=
[
G11 G12

]
, com:

[
G11

]
= −

[
Q
]
, para r = 0 e S = Sa[

G12

]
=

[
Q
]
, para r = L e S = Sd

(3.349)

onde
[
Q
]
é dada por:

[
Q
]
=

 S.β11(r) β12(r) S.β13(r)

β21(r) Sβ22(r) β23(r)

S.β31(r) β32(r) S.β33(r)

 , (3.350)
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e os coeficientes b conforme abaixo:

β11 =
d

dr

(
D2 (D1 − P )

d2

dr2
+D1 (P − 2D1)

)(
−Gs

d2

dr2
ψ + kc + kkψ

)
,

β21 = D1D2
d2

dr2

(
−Gs

d2

dr2
ψ + (kc + kk)ψ

)
,

β31 = −Gskc
d

dr

(
D1ψ −D2

d2ψ

dr2

)
,

β12 = −2D1Gs (P −D1)
d4ψ

dr4
+D1 (2 (P −D1) (kc + kk)−Gskc)

d2ψ

dr2
+

+D1kckkψ,

β22 = D2Gs (P −D1)
d5ψ

dr5
− (D2 (P −D1) (kc + kk)−Gskc)

d3ψ

dr3
−D2kckk

dψ

dr
,

β32 = −D1Gskc
d2ψ

dr2
,

β13 = kc
d

dr

(
−D2 (P −D1)

d2ψ

dr2
+D1 (P − 2D1)ψ

)
,

β23 = D1D2kc
d2ψ

dr2
,

β33 = GsD2 (P −D1)
d5ψ

dr5
−Gs (PD1 −D2kc)

d3ψ

dr3
−D1Gskc

dψ

dr
. (3.351)

O vetor de carga {f} para um carregamento qualquer g (x) que atua ao longo da viga,

é dado por:

{fg} =
[
fwa fϕa fva

]T
, (3.352)

onde

fwa =

∫ xa

0

g (x) β11(x)dx+

∫ xb

xa

g (x) β11(L− x)dx, (3.353)

fϕa =

∫ xa

0

g (x) β21(x)dx+

∫ xb

xa

g (x) β21(L− x)dx, (3.354)

fva =

∫ xa

0

g (x) β31(a)dx+

∫ xb

xa

g (x) β31(L− x)dx. (3.355)

Para uma carga pontual p, tem-se:

β11 = p · d
dr

(
D2 (D1 − P )

d2

dr2
+D1 (P − 2D1)

)(
−Gs

d2

dr2
ψ + kc + kkψ

)
,(3.356)

β21 = p ·D1D2
d2

dr2

(
−Gs

d2

dr2
ψ + (kc + kk)ψ

)
, (3.357)

β31 = −p ·Gskc
d

dr

(
D1ψ −D2

d2ψ

dr2

)
. (3.358)
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Caṕıtulo 4

O MEC em Vigas duplas conectadas

Neste caṕıtulo, serão discutidos os problemas fundamentais dos sistemas de vigas du-

plas elasticamente conectadas por camada elástica de Kerr nas teoria de vigas de Euler-

Bernoulli e Timoshenko. As soluções fundamentais serão propostas para cada caso. As

equações integrais serão obtidas via MRP e consequentemente será montado o sistema

algébrico.

4.1 Nas hipóteses de Euler-Bernoulli

4.1.1 O Problema Fundamental

Pelo MEC-D (direto), a equação diferencial governante do problema fundamental será

análoga à do problema real, eqs.(2.94) a (2.96). Dessa forma, três equações serão geradas:

duas para ativação da fonte concentrada em força nas vigas superior e inferior, gi = δ (x, x̂),

com i = 1, 2, respectivamente, e outra para ativação em força na camada de cisalhamento,

conforme mostra a figura 4.1.
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FIGURA 4.1 – Problema fundamental com fontes aplicadas em força na viga superior (a), na camada
cisalhante (b) e na viga inferior (c).

Aplicando a fonte concentrada em força na viga superior, g∗g11 (x, x̂) = δ(x, x̂), por meio

da equação das equações de equiĺıbrio do problema real, obtêm-se:

E1I1
d4w∗g1

1

dx4
+ P1

d2w∗g1
1

dx2
+ kc (w

∗g1
1 − v∗g1) = δ (x, x̂) , (4.1)

E2I2
d4w∗g1

2

dx4
+ P2

d2w∗g1
2

dx2
− kk (v

∗g1 − w∗g1
2 ) = 0, (4.2)

−kc (w∗g1
1 − v∗g1)−Gs

d2v∗g1

dx2
+ kk (v

∗g1 − w∗g1
2 ) = 0. (4.3)

Após a aplicação da fonte concentrada na viga inferior, g∗g22 = δ (x, x̂), obtêm-se:

E1I1
d4w∗g2

1

dx4
+ P1

d2w∗g2
1

dx2
+ kc (w

∗g2
1 − v∗g2) = 0, (4.4)

E2I2
d4w∗g2

2

dx4
+ P2

d2w∗g2
2

dx2
− kk (v

∗g2 − w∗g2
2 ) = δ (x, x̂) , (4.5)

−kc (w∗g2
1 − v∗g2)−Gs

d2v∗g2

dx2
+ kk (v

∗g2 − w∗g2
2 ) = 0. (4.6)

Finalmente, considerando uma fonte concentrada na camada de cisalhamento, obtém-

se a última equação fundamental:

E1I1
d4w∗k

1

dx4
+ P1

d2w∗k
1

dx2
+ kc

(
w∗k

1 − v∗k
)
= 0, (4.7)

E2I2
d4w∗k

2

dx4
+ P2

d2w∗k
2

dx2
− kk

(
v∗k − w∗k

2

)
= 0, (4.8)

−kc
(
w∗k

1 − v∗k
)
−Gs

d2v∗k

dx2
+ kk

(
v∗k − w∗k

2

)
= δ (x, x̂) . (4.9)
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Com isso, chega-se a equação governante do problema fundamental na forma matricial

compacta, dada por:

[B] [G] = {f} , (4.10)

onde a matriz dos operadores [B] é dada por:

[B] =

 E1I1d
4 + P1d

2 + kc 0 −kc
0 E2I2d

4 + P2d
2 + kk −kk

−kc −kk −Gsd
2 + kc + kk

 , (4.11)

com dj(·) = dj(·)
dxj

, a matriz dos deslocamentos fundamentais, [G], dada por:

[G] =

 w∗g1
1 (x, x̂) w∗g2

1 (x, x̂) w∗k
1 (x, x̂)

v∗g1(x, x̂) v∗g2(x, x̂) v∗k(x, x̂)

w∗g1
2 (x, x̂) w∗g2

2 (x, x̂) w∗k
2 (x, x̂)

 , (4.12)

e {f} o vetor das forças dado por:

{f} = δ (x, x̂) [I] , (4.13)

onde [I] é a matriz identidade.

Por meio do método de Hörmander (1963), obtém-se a equação equivalente desaco-

plada (ψ) dada por:

d2

dx2

(
α
d8ψ

dx8
+ β

d6ψ

dx6
+ γ

d4ψ

dx4
+ θ

d2ψ

dx2
+ ζ

)
= δ (x, x̂) , (4.14)

onde α = −D1D2Gs, β = D1D2 (kc + kk)−Gs (D1P2 −D2P1), γ = (D1P2 +D2P1) (kc + kk)−
Gs (P1P2 +D1kk + kcD2), θ = kckk (D1 +D2) − Gs (kcP2 + kkP1) + P1P2 (kc + kk) e ζ =

kckk (P1 + P2)− kcGskk, com D1 = E1I1 e D3 = E2I2. A equação caracteŕıstica associada

a forma homogênea é obtida fazendo
d2ψ

dx2
= y na eq.(4.14), ficando:

y
(
αy4 + βy3 + γy2 + ζy + χ

)
= 0, (4.15)

tendo uma raiz nula.

De um modo geral, escreve-se a solução fundamental desacoplada como sendo:

ψ(r) = C1r + C2f2(r) + C3f3(r) + C4f4(r) + C5f5(r), (4.16)

sendo dada pelas posśıveis combinações das funções fi a depender dos valores das ráızes.

Dessa forma, a tabela 4.1 mostra todas as combinações de soluções posśıveis de ráızes
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(EULER, 2012), a saber:

� Caso 1: Duas ráızes reais distintas e duas complexas conjugadas;

� Caso 2: Todas as ráızes reais e distintas;

� Caso 3: Dois pares de ráızes complexas e conjugadas;

� Caso 4: Duas ráızes reais iguais e duas reais e distintas;

� Caso 5: Duas ráızes reais iguais e duas complexas e conjugadas;

� Caso 6: Três ráızes reais iguais e uma real distinta;

� Caso 7: Dois pares de ráızes reais iguais;

� Caso 8: Todas as quatro ráızes reais e iguais.

f2 f3 f4 f5 Obs.

Caso 1 f2(r) f3(r) e−prcos(qr) e−prsen(qr)

Caso 2 f2(r) f3(r) f4(r) f5(r)

Caso 3 e−p2rcos(q2r) e−p2rsen(q2r) e−p3rcos(q3r) e−p3rsen(q3r)

Caso 4 f2(r) f3(r) f4(r) r2 f5(r) y4 = y5

Caso 5 f2(r) r2 f2(r) e−prcos(qr) e−prsen(qr) y2 = y3

Caso 6 f2(r) f3(r) r2 f4(r) r4 f5(r) y3 = y4 = y5

Caso 7 f2(r) r2 f3(r) f4(r) r2 f5(r) y2 = y3; y4 = y5

Caso 8 f2(r) r2 f3(r) r4 f4(r) r6 f5(r)

TABELA 4.1 – Casos posśıveis de funções fi segundo a natureza da raiz yi a ela associada.

Considerando que as ráızes são reais, as seguintes soluções são sugeridas:

fi = r3, se yi = 0, (4.17)

fi = e−r
√
yi , se yi > 0, (4.18)

fi = sen
(
r
√
−yi
)
, se yi < 0, (4.19)

com i = 1, 2, 3, enquanto que para o caso de ráızes complexas e conjugadas, as funções fi

propostas são:

fi + fj = e−prcos(qr) + e−prsen(qr), (4.20)
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com

p = |Re√yi| = |Re√yj|, (4.21)

q = |Im√
yi| = |Im√

yj|, (4.22)

a1 = p2 − q2, (4.23)

b1 = 2pq, (4.24)

sendo Re a parte real e Im a imaginária das ráızes complexas.

Como exemplo, o processo de obtenção das constantes da solução fundamental desaco-

plada e suas derivadas será feito, passo a passo, para o caso 1, que deve ser estendido aos

demais. Dessa forma, considere que as ráızes y2 e y23 são reais positiva e negativa, res-

pectivamente, enquanto que y3 e y4 são complexas e conjugadas. Dessa forma, a solução

fundamental proposta será dada por:

ψ(r) = C1r + C2e
−√

y2r + C3sin(
√
−y3r) + C4e

−prcos(qr) + C5e
−prsen(qr) (4.25)

Fazendo a primeira derivada da eq.(4.25) em relação à x e lembrando que d/dx =

d/dr · dr/dx = d/dr · sgn(x, x̂), obtém-se:

dψ

dx
=

{
C1 − C2

√
y1e

−√
y1r + C3

√
−y2cos(

√
−y2r)− C4e

−pr [p cos(qr)+

+q sen(qr)] + C5e
−pr [−p sen(qr) + q cos(qr)]

}
sgn (x, x̂) , (4.26)

Derivando novamente a eq.(4.26) em relação a x, obtém-se:

d2ψ

dx2
= C2y1e

−√
y1r + C3y2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [a1 cos(qr) + b1 sen(qr)] +

+C5e
−pr [a1 sen(qr)− b1 cos(qr)] + 2δ (x, x̂)

{
C1 − C2

√
y1e

−√
y1r+

+C3

√
−y2cos(

√
−y2r)− C4e

−pr [p cos(qr) + q sen(qr)] +

+C5e
−pr [−p sen(qr) + q cos(qr)]

}
, (4.27)

onde a1 = p2 − q2, b1 = 2pq e a derivada d/dx(sgn(x, x̂)) = 2δ (x, x̂).

Analisando a eq.(4.27), vê-se que a derivada primeira tem valor finito quando o ponto

fonte coincide com o ponto campo (x = x̂), uma vez que a direção r tende a zero e a

função delta de Dirac (δ(x, x̂)) tende ao infinito. Assim, tomando apenas essa parcela que

possui o delta de Dirac na eq.(4.27) e fazendo r = 0, tem-se a primeira relação entre as

constantes da solução fundamental desacoplada:

C1 − C2
√
y1 + C3

√
−y2 − C4p+ C5q = 0. (4.28)
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A partir de tal consideração, a derivada segunda passa então a ser dada por:

d2ψ

dx2
= C2y1e

−√
y1r + C3y2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [a1 cos(qr) + b1 sen(qr)] +

+C5e
−pr [a1 sen(qr)− b1 cos(qr)] , (4.29)

Derivando a eq.(4.29), obtém-se a derivada terceira dada por:

d3ψ

dx3
=

{
−C2y1

√
y1e

−√
y1r + C3y2

√
−y2cos(

√
−y2r) + C4e

−pr [(−pa1 + qb1)cos(qr)+

−(qa1 + pb1)sen(qr)] + C5e
−pr [(−pa1 + qb1)sen(qr) + (qa1 + pb1)cos(qr)]

}
sgn(x, x̂),

(4.30)

Derivando a eq.(4.30), chega-se a:

d4ψ

dx4
= C2y

2
1e

−√
y1r + C3y

2
2sen(

√
−y2r) + C4e

−p.r [a2 cos(qr) + d sen(qr)] +

+C5e
−pr [a2 sen(qr)− b2 cos(qr)] + 2δ (x, x̂)

{
−C2y1

√
y1e

−√
y1r+

+C3y2
√
−y2cos(

√
−y2r) + C4e

−pr [(−pa1 + qb1)cos(qr)− (qa1 + pb1)sen(qr)] +

+C5e
−pr [(−pa1 + qb1)sen(qr) + (qa1 + pb1)cos(qr)]

}
, (4.31)

sendo a2 = a21 − b21 e b2 = 2a1b1.

A mesma análise feita para a eq.(4.27) deve ser feita para a eq.(4.31). Dessa forma,

chega-se a mais uma das relações do sistema para determinar as constantes da solução

fundamental desacoplada, onde:

−C2y1
√
y1 + C3y2

√
−y2 + C4(−pa1 + qb1) + C5(qa1 + pb1) = 0. (4.32)

Com isso, a eq.(4.33) passa a ser reescrita como:

d4ψ

dx4
= C2y

2
1e

−√
y1r + C3y

2
2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [a2 cos(qr) + d sen(qr)] +

+C5e
−pr [a2 sen(qr)− b2 cos(qr)] . (4.33)

Derivando a eq.(4.33) com respeito a x, obtém-se:

d5ψ

dx5
=

{
−C2y

2
1

√
y1e

−√
y1r + C3y

2
2

√
−y2cos(

√
−y2r) + C4e

−pr [(b2q − a2p) cos(qr) +

− (a2q + b2p) sen(qr)] + C5e
−pr [(a2q + b2p) cos(qr) + (b2q − a2p) sen(qr)]

}
sgn(x, x̂).

(4.34)
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A derivada da eq.(4.34) fica:

d6ψ

dx6
= C2y

3
1e

−√
y1r + C3y

3
2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [a3 cos(qr) + b3 sen(qr)] +

+C5e
−pr [a3 sen(qr)− b3 cos(qr)] + 2δ(x, x̂)

{
−C2y

2
1

√
y1e

−√
y1r +

+C3y
2
2

√
−y2cos(

√
−y2r) + C4e

−pr [(b2q − a2p) cos(qr)− (a2q + b2p) sen(qr)] +

+C5e
−pr [(a2q + b2p) cos(qr) + (b2q − a2p) sen(qr)]

}
, (4.35)

onde a3 = a1 (a
2
1 − 3b21) e b3 = b1 (3a

2
1 − b21).

Da eq.(4.35), obtém-se mais um sistema das constantes a determinar:

−C2y
2
1

√
y1 + C3y

2
2

√
−y2 + C4 (b2q − a2p) + C5 (a2q + b2p) = 0. (4.36)

Portanto a eq.(4.35) passa a ser:

d6ψ

dx6
= C2y

3
1e

−√
y1r + C3y

3
2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [a3 cos(qr) + b3 sen(qr)] +

+C5e
−pr [a3 sen(qr)− b3 cos(qr)] . (4.37)

Fazendo a derivada da eq.(4.37), obtém-se:

d7ψ

dx7
=

{
−C2y

3
1

√
y1e

−√
y1r + C3y

3
2

√
−y2cos(

√
−y2r) + C4e

−pr [(b3q − a3p) cos(qr) +

− (a3q + b3p) sen(qr)] + C5e
−pr [(a2q + b2p) cos(qr) + (b2q − a2p) sen(qr)]

}
sgn(x, x̂).

(4.38)

Derivando mais uma vez a eq.(4.38), obtém-se a oitava derivada dada por:

d8ψ

dx8
= C2y

4
1e

−√
y1r + C3y

4
2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [a4 cos(qr) + b4 sen(qr)] +

+C5e
−pr [a4 sen(qr)− b4 cos(qr)] + 2δ (x, x̂)

{
−C2y

3
1

√
y1e

−√
y1r+

+C3y
3
2

√
−y2cos(

√
−y2r) + C4e

−pr [(b3q − a3p) cos(qr)− (a3q + b3p) sen(qr)] +

+C5e
−pr [(a2q + b2p) cos(qr) + (b2q − a2p) sen(qr)]

}
, (4.39)

onde a4 = a22 − b22 e b4 = 2b2a2.

Da eq.(4.39) obtém-se mais uma equação do sistema a determinar as contantes de ψ:

−C2y
3
1

√
y1 + C3y

3
2

√
−y2 + C4 (b3q − a3p) + C5 (a2q + b2p) = 0. (4.40)
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Dessa forma, a eq.(4.39) passa a ser:

d8ψ

dx8
= C2y

4
1e

−√
y1r + C3y

4
2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [a4 cos(qr) + b4 sen(qr)] +

+C5e
−pr [a4 sen(qr)− b4 cos(qr)] . (4.41)

Derivando a eq.(4.41) em relação a x, obtém-se:

d9ψ

dx9
=

{
−C2y

4
1

√
y1e

−√
y1r + C3y

4
2

√
−y2cos(

√
−y2r) + C4e

−pr [(b4q − a4p) cos(qr) +

− (a4q + b4p) sen(qr)] + C5e
−pr [(a4q + b4p) cos(qr) + (b4q − a4p) sen(qr)]

}
sgn(x, x̂).

(4.42)

Finalmente, a derivada de ordem dez da eq.(4.25) é dada por:

d10ψ

dx10
= C2y

5
1e

−√
y1r + C3y

5
2sen(

√
−y2r) + C4e

−pr [(a1a4 − b1b4) cos(qr)+

+ (b1a4 + b4a1) sen(qr)] + C5e
−pr [(a1a4 − b1b4) sen(qr)− (ba4 + b4a) cos(qr)] +

+2δ (x, x̂)
{
−C2y

4
1

√
y1e

−√
y1r + C3y

4
2

√
−y2cos(

√
−y2r)+

+C4e
−pr [(b4q − a4p) cos(qr)− (a4q + b4p) sen(qr)] +

+C5e
−pr [(a4q + b4p) cos(qr) + (b4q − a4p) sen(qr)]

}
. (4.43)

Substituindo as eqs.(4.29), (4.33), (4.37), (4.41) e (4.43) na equação diferencial do

problema desacoplado, eq.(4.14), e fazendo r = 0, obtém-se a última das equações do

sistema a determinar as constantes de ψ:

2α
{
−C2y

4
1

√
y1 + C3y

4
2

√
−y2 + C4 (b4q − a4p) + C5 (a4q + b4p)

}
= 1, (4.44)

Com isso, as constantes Ci da solução fundamental ψ serão obtidas a partir do sistema

dado pelas eqs.(4.28), (4.32), (4.36), (4.40) e (4.44):

C1 − C2
√
y1 + C3

√
−y2 − C4p+ C5q = 0, (4.45)

−C2y1
√
y1 + C3y2

√
−y2 + C4(b1q − a1p) + C5(a1q + b1p) = 0, (4.46)

−C2y
2
1

√
y1 + C3y

2
2

√
−y2 + C4 (b2q − a2p) + C5 (a2q + b2p) = 0, (4.47)

−C2y
3
1

√
y1 + C3y

3
2

√
−y2 + C4 (b3q − a3p) + C5 (a2q + b2p) = 0, (4.48)

2α
{
−C2y

4
1

√
y1 + C3y

4
2

√
−y2 + C4 (b4q − a4p) + C5 (a4q + b4p)

}
= 1, (4.49)
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obtendo assim os seguintes valores:

C1 =
1

2αt2y1y2
, (4.50)

C2 =
−1

2αy1
√
y1 (t2 +m) (y1 − y2)

, (4.51)

C3 =
−1

2αy2
√
−y2 (t2 + n) (y1 − y2)

, (4.52)

C4 = −y1y2 (q
2 − 3p2) + hp+ c (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
, (4.53)

C5 = −y1y2 (3q
2 − p2) + hq + d (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
. (4.54)

De uma forma geral, para qualquer função ψ adotada, os coeficientes Ci serão obtidos

por meio do sistema:

d
dr
ψ1(0)

d
dr
ψ2(0)

d
dr
ψ3(0)

d
dr
ψ4(0)

d
dr
ψ5(0)

d3

dr3
ψ1(0)

d3

dr3
ψ2(0)

d3

dr3
ψ3(0)

d3

dr3
ψ4(0)

d3

dr3
ψ5(0)

d5

dr5
ψ1(0)

d5

dr5
ψ2(0)

d5

dr5
ψ3(0)

d5

dr5
ψ4(0)

d5

dr5
ψ5(0)

d7

dr7
ψ1(0)

d7

dr7
ψ2(0)

d7

dr7
ψ3(0)

d7

dr7
ψ4(0)

d7

dr7
ψ5(0)

d9

dr9
ψ1(0)

d9

dr9
ψ2(0)

d9

dr9
ψ3(0)

d9

dr9
ψ4(0)

d9

dr9
ψ5(0)





C1

C2

C3

C4

C5


=



0

0

0

0
1
2α


. (4.55)

A seguir são apresentadas as soluções fundamentais desacopladas propostas para os

demais casos usuais de ocorrência na prática.

Duas ráızes reais positivas e duas complexas e conjugadas: Considerando que as ráı-

zes assumam valores reais e positivos (y2 e y3) e complexos conjugados (y4 e y5), lembrando

que y1 sempre será nula, a solução fundamental desacoplada proposta será:

ψ(r) = C1r + C2e
−√

y2r + C3e
−√

y3r + C4e
−prcos(qr) + C5e

−prsen(qr), (4.56)

com constantes

C1 =
1

2αt2y1y2
(4.57)

C2 =
−1

2αy1
√
y1 (t2 +m) (y1 − y2)

, (4.58)

C3 =
1

2αy2
√
y2 (t2 + n) (y1 − y2)

, (4.59)

C4 = −y1y2 (q
2 − 3p2) + hp+ c (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
, (4.60)

C5 = −y1y2 (3q
2 − p2) + hq + d (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
. (4.61)
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Uma raiz real positiva e três outras reais negativas: Assumindo agora que as ráızes

assumam valores reais positivos (y2) e negativos (y3, y4 e y5), a solução fundamental

desacoplada proposta será:

ψ(r) = C1r + C2e
−√

y2r + C3sin(
√
−y3r) + C4sin(

√
−y4r) + C5sin(

√
−y5r), (4.62)

com constantes

C1 =
1

2αy1y2y3y4
, (4.63)

C2 =
−1

2αy1
√
y1 (y1 − y2) (y1 − y3) (y1 − y4)

, (4.64)

C3 =
−1

2αy2
√
−y2 (y1 − y2) (y2 − y3) (y2 − y4)

, (4.65)

C4 =
1

2αy3
√
−y3 (y1 − y3) (y2 − y3) (y3 − y4)

, (4.66)

C5 =
−1

2αy4
√
−y4 (y1 − y4) (y2 − y4) (y3 − y4)

. (4.67)

Conhecida a equação fundamental desacoplada ψ, é posśıvel obter os deslocamentos

fundamentais diretamente por meio da eq.(3.10):

w∗g1
1 (x, x̂) = Gs∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r)− k2kψ(r), (4.68)

w∗k
1 (x, x̂) = kc∆2ψ(r), (4.69)

w∗g2
1 (x, x̂) = kckkψ(r), (4.70)

v∗g1(x, x̂) = w∗k
1 (x, x̂), (4.71)

v∗k(x, x̂) = ∆1∆2ψ(r), (4.72)

v∗g2(x, x̂) = kk∆1ψ(r), (4.73)

w∗g1
2 (x, x̂) = w∗g2

1 (x, x̂), (4.74)

w∗k
2 (x, x̂) = v∗g2(x, x̂), (4.75)

w∗g2
2 (x, x̂) = Gs∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r)− k2cψ(r), (4.76)

onde os operadores ∆1 = D1
d4

dr4
+P1

d2

dr2
+kc e ∆2 = D2

d4

dr4
+P2

d2

dr2
+kk, sendo r =| x− x̂ |.

As soluções fundamentais em esforços cortantes e momentos fletores são obtidas de

forma análoga aos reais, conforme eqs.(2.97), (2.98) e (2.99). Assim os cortantes funda-
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mentais serão:

V ∗g1
1 (x, x̂) = −D1

[
Gs∆2

d3

dr3

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

d3

dr3

]
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.77)

V ∗k
1 (x, x̂) = −D1kc∆2

d3

dr3
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.78)

V ∗g2
1 (x, x̂) = −D1kckk

d3

dr3
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.79)

V ∗g1
k (x, x̂) = Gskc∆2

d

dr
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.80)

V ∗k
k (x, x̂) = Gs∆1∆2

d

dr
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.81)

V ∗g2
k (x, x̂) = Gskk∆1

d

dr
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.82)

V ∗g1
2 (x, x̂) = −D2kckk

d3

dr3
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.83)

V ∗k
2 (x, x̂) = −D2kk

d3

dr3
∆1ψ(r)sgn(x, x̂), (4.84)

V ∗g2
2 (x, x̂) = −D2

[
Gs

d3

dr3
∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

d3

dr3

]
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.85)

enquanto que os momentos fletores fundamentais serão dados por:

M∗g1
1 (x, x̂) = −D1Gs

d2

dr2
∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r) +D1k

2
k

d2

dr2
ψ(r), (4.86)

M∗k
1 (x, x̂) = −D1kc

d2

dr2
∆2ψ(r), (4.87)

M∗g2
1 (x, x̂) = −D1kckk

d2

dr2
ψ(r), (4.88)

M∗g1
2 (x, x̂) = −D2kckk

d2

dr2
ψ(r), (4.89)

M∗k
2 (x, x̂) = −D2kk

d2

dr2
∆1ψ(r), (4.90)

M∗g2
2 (x, x̂) = −D2Gs

d2

dr2
∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r) + k2cD2

d2

dr2
ψ(r). (4.91)

Além das soluções fundamentais acima apresentadas, para a completa definição da

equação integral serão necessárias alguma derivadas em relação ao ponto fonte e campo
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dos deslocamentos fundamentais:

w∗g1
1,x (x, x̂) = −w∗g1

1,x̂ (x, x̂) =
d

dr

[
Gs∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

]
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.92)

w∗g1
1,xx̂(x, x̂) = − d2

dr2

[
Gs∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

]
ψ(r), (4.93)

w∗k
1,x(x, x̂) = −v∗g1,x̂ (x, x̂) = kc

d

dr
∆2ψ(r)sgn(x, x̂), (4.94)

w∗g2
1,x (x, x̂) = w∗g1

2,x (x, x̂) = −w∗g2
1,x̂ (x, x̂) = −w∗g1

2,x̂ (x, x̂) = kckk
d

dr
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.95)

w∗g2
1,xx̂(x, x̂) = −kckk

d2

dr2
ψ(r), (4.96)

v∗g2,x̂ (x, x̂) = −w∗k
2,x(x, x̂) = −kk∆1

d

dr
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.97)

w∗g2
2,x (x, x̂) = −w∗g2

2,x̂ (x, x̂) =
d

dr

[
Gs∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

]
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.98)

w∗g2
2,xx̂(x, x̂) = − d2

dr2

[
Gs∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

]
ψ(r), (4.99)

uma vez que d/dx(·) = −d/dx̂(·) = d/dr(·)sgn(x, x̂). As demais derivadas em relação aos

esforços são:

V ∗g1
1,x̂ (x, x̂) = D1

[
Gs∆2

d4

dr4

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

d4

dr4

]
ψ(r), (4.100)

M∗g1
1,x̂ (x, x̂) = D1

[
Gs

d3

dr3
∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r)− k2k

d3

dr3

]
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.101)

V ∗g1
k,x̂ (x, x̂) = −Gskc∆2

d2

dr2
ψ(r), (4.102)

V ∗g1
2,x̂ (x, x̂) = D2kckk

d4

dr4
ψ(r), (4.103)

M∗g1
2,x̂ (x, x̂) = D2kckk

d3

dr3
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.104)

V ∗g2
1,x̂ (x, x̂) = D1kckk

d4

dr4
ψ(r), (4.105)

M∗g2
1,x̂ (x, x̂) = D1kckk

d3

dr3
ψ(r)sgn(x, x̂), (4.106)

V ∗g2
k,x̂ (x, x̂) = −Gskk∆1

d2

dr2
ψ(r), (4.107)

V ∗g2
2,x̂ (x, x̂) = D2

[
Gs

d4

dr4
∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

d4

dr4

]
ψ(r), (4.108)

M∗g2
2,x̂ (x, x̂) = D2

[
Gs

d3

dr3
∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

d3

dr3

]
ψ(r)sgn(x, x̂). (4.109)
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4.1.2 Equação Integral

Assim como feito para o caso da viga apoiada em camada elástica de Kerr, a equação

integral do sistema de vigas duplas elasticamente conectadas será obtida a partir da apli-

cação da técnica dos reśıduos ponderados na equação diferencial governante do problema,

eqs.(2.94) a (2.96), sendo as soluções fundamentais as funções ponderadoras.

Ponderando a eq.(2.94) pelos deslocamentos fundamentais para ativação da fonte em

força na viga superior, g∗g11 (x, x̂) = δ (x, x̂), obtém-se:∫ L

0

{[
D1

d4w1

dx4
+ P

d2w1

dx2
+ kc (w1 − v)− g

]
w∗g1

1 +

[
D2

d4w2

dx4
+ P2

d2w2

dx2
+

−kk (v − w2)]w
∗g1
2 +

[
−Gs

d2v

dx2
+ kc (v − w1) + kk (v − w2)

]
v∗g1

}
dx = 0.

(4.110)

Fazendo algumas integrações por partes na eq.(4.110) e convenientes manipulações,

chega-se a:

− [V1(x)w
∗g1
1 (x, x̂)]

L
0 +

[
M1(x)

dw∗g1
1

dx
(x, x̂)

]L
0

−
[
M∗g1

1 (x, x̂)
dw1

dx
(x)

]L
0

+ [V ∗g1
1 (x, x̂)w1(x)]

L
0 +

− [V2(x)w
∗g1
2 (x, x̂)]

L
0 +

[
M2(x)

dw∗g1
2

dx
(x, x̂)

]L
0

−
[
M∗g1

2 (x, x̂)
dw

dx
(x)

]L
0

+ [V ∗g1
2 (x, x̂)w2(x)]

L
0 +

+

[
P1
dw1

dx
(x)w∗g1

1 (x, x̂)

]L
0

−
[
P1
dw∗g1

1

dx
(x, x̂)w1(x)

]L
0

+

[
P2
dw2

dx
(x)w∗g1

2 (x, x̂)

]L
0

+

−
[
P2
dw∗g1

2

dx
(x, x̂)w2(x)

]L
0

− [Vk(x)v
∗g1(x, x̂)]L0 + [V ∗g1

k (x, x̂)v(x)]
L

0 +

+

∫ L

0

{[
D1

d4w∗g1
1

dx4
+ P1

d2w∗g1
1

dx2
+ kc (w

∗g1
1 − v∗g1)

]
w1+

+

[
D2

d4w∗g1
2

dx4
+ P2

d2w∗g1
2

dx2
− kk (v

∗g1 − w∗g1
2 )

]
w2 +

+

[
−Gs

d2v∗g1

dx2
+ kc (v

∗g1 − w∗g1) + kkv
∗g1
]
v

}
dx−

∫ L

0

gw∗g1dx = 0, (4.111)

onde, por meio das eqs.(4.1) a (4.3), tem-se as seguintes relações:∫ L

0

[
D1

d4w∗g
1

dx4
+ P1

d2w∗g
1

dx2
(x, x̂) + kc (w

∗g
1 (x, x̂)− v∗g(x, x̂))

]
w1(x)dx

=

∫ L

0

δ (x, x̂)w1(x)dx = w1 (x̂) , (4.112)
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0

[
D2

d4w∗g1
2

dx4
+ P2

d2w∗g1
2

dx2
− kk (v

∗g1 − w∗g1
2 )

]
w2dx = 0, (4.113)

e ∫ L

0

[
−kc (w∗g(x, x̂)− v∗g(x, x̂))−Gs

d2v∗g

dx2
(x, x̂) + kkv

∗g(x, x̂)

]
v(x)dx = 0. (4.114)

Dessa forma, faz-se a substituição das eqs.(4.112) a (4.114) na eq.(4.111), obtendo-se

a primeira equação integral para os deslocamentos no domı́nio da viga superior:

w1(x̂) + [V ∗g1
1 (x, x̂)w1(x)]

L
0 −

[
M∗g1

1 (x, x̂)
dw1

dx
(x)

]L
0

+

+ [V ∗g1
2 (x, x̂)w2(x)]

L
0 −

[
M∗g1

2 (x, x̂)
dw2

dx
(x)

]L
0

+

+ [V ∗g1
k (x, x̂)v(x)]

L

0 = [V1(x)w
∗g1
1 (x, x̂)]

L
0 −

[
P1
dw1

dx
(x)w∗g1

1 (x, x̂)

]L
0

+

+ [V2(x)w
∗g1
2 (x, x̂)]

L
0 −

[
P2
dw2

dx
(x)w∗g1

2 (x, x̂)

]L
0

−
[
M1(x)

dw∗g1
1

dx
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M2(x)

dw∗g1
2

dx
(x, x̂)

]L
0

+ [Vk(x)v
∗g1(x, x̂)]L0 +

∫ L

0

g(x)w∗g1(x, x̂)dx. (4.115)

Aplicando agora o MRP na equação de equiĺıbrio do problema real com ponderação em

deslocamentos fundamentais para ativação da fonte em termos de força na viga inferior,

obtém-se:∫ L

0

{[
D1

d4w1

dx4
+ P

d2w1

dx2
+ kc (w1 − v)− g

]
w∗g2

1 +

[
D2

d4w2

dx4
+ P2

d2w2

dx2
+

−kk (v − w2)]w
∗g2
2 +

[
−Gs

d2v

dx2
+ kc (v − w1) + kk (v − w2)

]
v∗g2

}
dx = 0. (4.116)

De maneira análoga ao que foi feito na eq.(4.110), após algumas integrações por partes

e convenientes substituições, a equação integral para determinação dos deslocamentos no
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domı́nio da viga inferior fica:

w2(x̂) + [V ∗g2
1 (x, x̂)w1(x)]

L
0 −

[
M∗g2

1 (x, x̂)
dw1

dx
(x)

]L
0

+

+ [V ∗g2
2 (x, x̂)w2(x)]

L
0 −

[
M∗g2

2 (x, x̂)
dw2

dx
(x)

]L
0

+

+ [V ∗g2
k (x, x̂)v(x)]

L

0 = [V1(x)w
∗g2
1 (x, x̂)]

L
0 −

[
P1
dw1

dx
(x)w∗g2

1 (x, x̂)

]L
0

+

+ [V2(x)w
∗g2
2 (x, x̂)]

L
0 −

[
P2
dw2

dx
(x)w∗g2

2 (x, x̂)

]L
0

−
[
M1(x)

dw∗g2
1

dx
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M2(x)

dw∗g2
2

dx
(x, x̂)

]L
0

+ [Vk(x)v
∗g2(x, x̂)]L0 +

∫ L

0

g(x)w∗g2(x, x̂)dx, (4.117)

Por fim, ponderando em termos da fonte em força na camada de cisalhamento, obtém-

se: ∫ L

0

{[
D1

d4w1

dx4
+ P

d2w1

dx2
+ kc (w1 − v)− g

]
w∗k

1 +

[
D2

d4w2

dx4
+ P2

d2w2

dx2
+

−kk (v − w2)]w
∗k
2 +

[
−Gs

d2v

dx2
+ kc (v − w1) + kk (v − w2)

]
v∗k
}
dx = 0. (4.118)

De maneira análoga ao que foi feito na eq.(4.110), após algumas integrações por partes

e convenientes substituições, a eq.(4.118) fica:

v(x̂) +
[
V ∗k
1 (x, x̂)w1(x)

]L
0
−
[
M∗k

1 (x, x̂)
dw1

dx
(x)

]L
0

+

+
[
V ∗k
2 (x, x̂)w2(x)

]L
0
−
[
M∗k

2 (x, x̂)
dw2

dx
(x)

]L
0

+

+
[
V ∗k
k (x, x̂)v(x)

]L
0
=
[
V1(x)w

∗k
1 (x, x̂)

]L
0
−
[
P1
dw1

dx
(x)w∗k

1 (x, x̂)

]L
0

+

+
[
V2(x)w

∗k
2 (x, x̂)

]L
0
−
[
P2
dw2

dx
(x)w∗k

2 (x, x̂)

]L
0

−
[
M1(x)

dw∗k
1

dx
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M2(x)

dw∗k
2

dx
(x, x̂)

]L
0

+
[
Vk(x)v

∗k(x, x̂)
]L
0
+

∫ L

0

g(x)w∗k(x, x̂)dx, (4.119)

que corresponde a equação integral para deslocamentos no domı́nio da camada cisalhante.

Observando as eqs.(4.115), (4.117) e (4.119), vê-se que há cinco incógnitas no contorno

(w1(x);w2(x); v(x);
dw1

dx
(x); e

dw2

dx
(x)) enquanto que há apenas três equações integrais,

tornando-se necessário o conhecimento de mais duas equações, as quais serão obtidas a

partir da derivada em relação ao ponto fonte (x̂) das eqs.(4.115) e (4.117). Portanto,
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derivando a eq.(4.115) em relação a x̂, obtêm-se:

dw1

dx̂
(x̂) +

[
dV ∗g1

1

dx̂
(x, x̂)w1(x)

]L
0

−
[
dM∗g1

1

dx̂
(x, x̂)

dw1

dx
(x)

]L
0

+

+

[
dV ∗g1

2

dx̂
(x, x̂)w2(x)

]L
0

−
[
dM∗g1

2

dx̂
(x, x̂)

dw2

dx
(x)

]L
0

+

+

[
dV ∗g1

k

dx̂
(x, x̂)v(x)

]L
0

=

[
V1(x)

dw∗g1
1

dx̂
(x, x̂)

]L
0

−
[
P1
dw1

dx
(x)

dw∗g1
1

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M1(x)

d2w∗g1
1

dxdx̂
(x, x̂)

]L
0

+

[
V2(x)

dw∗g1
2

dx̂
(x, x̂)

]L
0

−
[
P2
dw2

dx
(x)

dw∗g1
1

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M2(x)

d2w∗g1
2

dxdx̂
(x, x̂)

]L
0

+

[
Vk(x)

dv∗g1

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

∫ L

0

g(x)
dw∗g1

1

dx̂
(x, x̂)dx. (4.120)

Já a derivada da eq.(4.117) em relação ao ponto fonte x̂, fornece a seguinte equação:

dw2

dx̂
(x̂) +

[
dV ∗g2

1

dx̂
(x, x̂)w1(x)

]L
0

−
[
dM∗g2

1

dx̂
(x, x̂)

dw1

dx
(x)

]L
0

+

+

[
dV ∗g2

2

dx̂
(x, x̂)w2(x)

]L
0

−
[
dM∗g2

2

dx̂
(x, x̂)

dw2

dx
(x)

]L
0

+

+

[
dV ∗g2

k

dx̂
(x, x̂)v(x)

]L
0

=

[
V1(x)

dw∗g2
1

dx̂
(x, x̂)

]L
0

−
[
P1
dw1

dx
(x)

dw∗g2
1

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M1(x)

d2w∗g2
1

dxdx̂
(x, x̂)

]L
0

+

[
V2(x)

dw∗g2
2

dx̂
(x, x̂)

]L
0

−
[
P2
dw2

dx
(x)

dw∗g2
1

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

−
[
M2(x)

d2w∗g2
2

dxdx̂
(x, x̂)

]L
0

+

[
Vk(x)

dv∗g2

dx̂
(x, x̂)

]L
0

+

∫ L

0

g(x)
dw∗g2

1

dx̂
(x, x̂)dx. (4.121)

Reescrevendo as eqs.(4.115), (4.117), (4.119), (4.120) e (4.121) na forma matricial, é

obtido a equação integral do sistema de vigas duplas conectadas por camada elástica de
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Kerr, na teoria de Euler-Bernoulli:

w1(x̂)

w1,x̂(x̂)

v(x̂)

w2(x̂)

w2,x̂(x̂)


+




V ∗g1
1 −M∗g1

1 V ∗g1
k V ∗g1

2 −M∗g1
2

V ∗g1
1,x̂ −M∗g1

1,x̂ V ∗g1
k,x̂ V ∗g1

2,x̂ −M∗g1
2,x̂

V ∗k
1 −M∗k

1 V ∗k
k V ∗k

2 −M∗k
2

V ∗g2
1 −M∗g2

1 V ∗g2
k V ∗g2

2 −M∗g2
2

V ∗g2
1,x̂ −M∗g2

1,x̂ V ∗g2
k,x̂ V ∗g2

2,x̂ −M∗g2
2,x̂





w1(x)

w1,x(x)

v(x)

w2(x)

w2,x(x)





x=L

x=0

=




w∗g1

1 −w∗g1
1,x v∗g1 w∗g1

2 −w∗g1
2,x

w∗g1
1,x̂ −w∗g1

1,xx̂ v∗g1,x̂ w∗g1
2,x̂ −w∗g1

2,xx̂

w∗k
1 −w∗k

1,x v∗k w∗k
2 −w∗k

2,x

w∗g2
1 −w∗g2

1,x v∗g2 w∗g2
2 −w∗g2

2,x

w∗g2
1,x̂ −w∗g2

1,xx̂ v∗g2,x̂ w∗g2
2,x̂ −w∗g2

2,xx̂





V1(x)

M1(x)

Vk(x)

V2(x)

M2(x)





x=L

x=0

+

∫ L

0

g(x)



w∗g1
1

w∗g1
1,x̂

v∗k

w∗g2
2

w∗g2
2,x̂


dx.

(4.122)

4.1.3 Equações algébricas

Como já mencionado no caṕıtulo de vigas simples sobre a base elástica, a monta-

gem do sistema algébrico, para posterior solução, requer a colocação do ponto fonte

nas extremidades das vigas e da camada cisalhante: no contorno à esquerda quando

x̂→ 0 = limξ→0(0 + ξ) e no contorno à direita x̂→ L = limξ→0(L− ξ). Fazendo as devi-

das considerações na eq.(4.122), monta-se a equação algébrica, escrita na forma compacta,

como:

{u}+ [H] {u} = [G] {p}+ {f} , (4.123)

onde [H] e [G] são as matrizes de influência, {f} é o vetor das cargas, {u} é o vetor dos

deslocamentos e {p} o vetor dos esforços no contorno. Os vetores u e p são dados por:

{u} =

{
uj

uk

}
, (4.124)

{p} =

{
pj

pk

}
, (4.125)
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onde j e k correspondem aos nós inicial e final, respectivamente, do elemento de contorno,

conforme mostra a figura 4.2. Dessa forma, os vetores u e p são dados no contorno por:

{uj} =
{
w1(0) w1,x(0) v(0) w2(0) w2,x(0)

}T
, (4.126)

{uk} =
{
w1(L) w1,x(L) v(L) w2(L) w2,x(L)

}T
, (4.127)

{pj} =
{
V1(0) M1(0) Vk(0) V2(0) M2(0)

}T
, (4.128)

{pk} =
{
V1(L) M1(L) Vk(L) V2(L) M2(L)

}T
(4.129)

Note que o elemento de contorno proposto para esse problema possui dez graus de

liberdade, sendo dois deles devido ao deslocamento vertical da camada cisalhante do

modelo do Kerr. A figura 4.2 mostra ainda os sentidos positivos para os deslocamentos e

esforços nas extremidades do elemento.

FIGURA 4.2 – Sentidos positivos dos esforços (a) e deslocamentos (b) nas extremidades do elemento
duplo na teoria de Euler-Bernoulli.

A matriz de influência dos deslocamentos, [H], dada na eq.(4.123), pode ser escrita

como segue:

[H] =

 H11 H12

H21 H22

 , com:

[H11] = − [N ] , para r = 0 e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = L e S = Sd

[H21] = − [N ] , para r = L e S = Sa

[H22] = [N ] , para r = 0 e S = Sd

(4.130)

onde:

[N ] =


S.η11(r) −η12(r) S.η13(r) S.η14(r) −η15(r)
−η21(r) S.η22(r) −η23(r) −η24(r) S.η25(r)

S.η31(r) −η32(r) S.η33(r) S.η34(r) −η35(r)
S.η41(r) −η42(r) S.η43(r) S.η44(r) −η45(r)
−η51(r) S.η52(r) −η53(r) −η54(r) S.η55(r)

 , (4.131)

sendo Sa e Sd os valores dados pela função sinal para quando x < x̂ e x > x̂, respectiva-

mente, e os coeficientes η obtidos a partir dos esforços fundamentais, eqs.(4.77) a (4.91),
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e suas derivadas.

η11(r) = η22(r) = −D1

[
Gs∆2

d3

dr3

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

d3

dr3

]
ψ(r), (4.132)

η12(r) = −D1Gs
d2

dr2
∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r) +D1k

2
k

d2

dr2
ψ(r), (4.133)

η13(r) = Gskc∆2
d

dr
ψ(r), (4.134)

η14(r) = η25(r) = −D2kckk
d3

dr3
ψ(r), (4.135)

η15(r) = −D2kckk
d2

dr2
ψ(r), (4.136)

η21(r) = −D1

[
Gs∆2

d4

dr4

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

d4

dr4

]
ψ(r), (4.137)

η23(r) = Gskc∆2
d2

dr2
ψ(r), (4.138)

η24(r) = −D2kckk
d4

dr4
ψ(r), (4.139)

η31(r) = −D1kc
d3

dr3
∆2ψ(r), (4.140)

η32(r) = −D1kc
d2

dr2
∆2ψ(r), (4.141)

η33(r) = Gs
d

dr
∆1∆2ψ(r), (4.142)

η34(r) = −D2kk
d3

dr3
∆1ψ(r), (4.143)

η35(r) = −D2kk
d2

dr2
∆1ψ(r), (4.144)

η41(r) = η52(r) = −D1kckk
d3

dr3
ψ(r), (4.145)

η42(r) = −D1kckk
d2

dr2
ψ(r), (4.146)

η43(r) = Gskk∆1
d

dr
ψ(r), (4.147)

η44(r) = η55(r) = −D2

[
Gs

d3

dr3
∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

d3

dr3

]
ψ(r), (4.148)

η45(r) = −D2Gs
d2

dr2
∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r) + k2cD2

d2

dr2
ψ(r), (4.149)

η51(r) = −D1kckk
d4

dr4
ψ(r), (4.150)

η53(r) = Gskk∆1
d2

dr2
ψ(r), (4.151)

η54(r) = −D2

[
Gs

d4

dr4
∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

d4

dr4

]
ψ(r), (4.152)

sendo ψ(r) a solução fundamental desacoplada definida pela equação (4.16) e suas deri-
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vadas.

Já a matriz de influência dos esforços, [G], dada na eq.(4.123), pode ser escrita como:

[G] =

 G11 G12

G21 G22

 , com:

[G11] = − [Q] , para r = 0 e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = L e S = Sd

[G21] = − [Q] , para r = L e S = Sa

[G22] = [Q] , para r = 0 e S = Sd,

(4.153)

onde:

[Q] =


β11(r) −S.β12(r) β13(r) β14(r) −S.β15(r)

−S.β21(r) β22(r) −S.β23(r) −S.β24(r) β25(r)

β31(r) −S.β32(r) β33(r) β34(r) −S.β35(r)
β41(r) −S.β42(r) β43(r) β44(r) −S.β45(r)

−S.β51(r) β52(r) −S.β53(r) −S.β54(r) β55(r)

 , (4.154)

e os coeficientes β são obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais, eqs.(4.68) a (4.76)

e suas derivadas:

β11(r) = Gs∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r)− k2kψ(r), (4.155)

β12(r) = β21(r) =
d

dr

[
Gs∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

]
ψ(r), (4.156)

β13(r) = β31(r) = kc∆2ψ(r), (4.157)

β14(r) = β41(r) = kckkψ(r), (4.158)

β15(r) = β24(r) = β42(r) = β51(r) = kckk
d

dr
ψ(r), (4.159)

β22(r) =
d2

dr2

[
Gs∆2

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2k

]
ψ(r), (4.160)

β23(r) = β32(r) = kc
d

dr
∆2ψ(r), (4.161)

β25(r) = β52(r) = kckk
d2

dr2
ψ(r), (4.162)

β33(r) = ∆1∆2ψ(r), (4.163)

β34(r) = β43(r) = kk∆1ψ(r), (4.164)

β35(r) = β53(r) = kk∆1
d

dr
ψ(r), (4.165)

β44(r) = Gs∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
ψ(r)− k2cψ(r), (4.166)

β45(r) = β54(r) =
d

dr

[
Gs∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

]
ψ(r), (4.167)

β55(r) =
d2

dr2

[
Gs∆1

(
kc + kk
Gs

− d2

dr2

)
− k2c

]
ψ(r). (4.168)
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O vetor de carga {f}, para o carregamento uniformemente distribúıdo, fica:

{fi} =
{
f1j f2j f3j f4j f5j f1k f2k f3k f4k f5k

}T
, (4.169)

Já os coeficientes θ são definidos por:

f1j =

∫ L

0

gi(x)β1θ(x)dx, (4.170)

f2j =

∫ L

0

gi(x)β2θ(x)dx, (4.171)

f3j =

∫ L

0

gi(x)β3θ(x)dx, (4.172)

f4j =

∫ L

0

gi(x)β4θ(x)dx, (4.173)

f5j =

∫ L

0

gi(x)β5θ(x)dx, (4.174)

f1k =

∫ L

0

gi(x)β1θ(L− x)dx, (4.175)

f2k =

∫ L

0

gi(x)β2θ(L− x)dx, (4.176)

f3k =

∫ L

0

gi(x)β3θ(L− x)dx, (4.177)

f4k =

∫ L

0

gi(x)β4θ(L− x)dx, (4.178)

f5k =

∫ L

0

gi(x)β5θ(L− x)dx, (4.179)

onde gi corresponde aos carregamentos aplicados ao longo das vigas e θ = 3i−2, sendo i =

1, 2 para as vigas superior e inferior, respectivamente. Para o cálculo de um carregamento

uniformemente distribúıdo ao longo de todo o comprimento da(s) viga(s), é recomendado

que toda a expressão dos coeficientes β sejam abertas de tal forma que fique em função das

derivadas (
dmψ

drm
), para que posteriormente sejam efetuadas as integrais em cima dessas

derivadas: Im =
∫ dmψ
drm

dr. As integrais para os casos usuais são apresentadas a seguir. Se

o carregamento for concentrado, não é necessário efetuar tais integrais, sendo o vetor de

carga dado diretamente pelos coeficientes β, com x sendo o ponto de aplicação da força,

multiplicados por sua intensidade.

Dessa forma, para se obter os esforços e deslocamentos no contorno, resta aplicar as

condições de contorno à eq.(4.123) para obter a solução do problema.
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CAPÍTULO 4. O MEC EM VIGAS DUPLAS CONECTADAS

4.1.3.1 Determinação dos deslocamentos no domı́nio

Considere agora determinar os deslocamentos e esforços em pontos internos no domı́nio

do sistema de vigas duplo, uma vez que as incógnitas no contorno já foram determinadas.

Dessa forma, para a determinação dos campos em um ponto ”A”, conforme figura 4.3, a

eq.(4.122) é reescrita em função do ponto ”A no domı́nio, ficando:



w1(xa)

w1,x̂(xa)

v(xa)

w2(xa)

w2,x̂(xa)


+




V ∗g1
1 −M∗g1

1 V ∗g1
k V ∗g1

2 −M∗g1
2

V ∗g1
1,x̂ −M∗g1

1,x̂ V ∗g1
k,x̂ V ∗g1

2,x̂ −M∗g1
2,x̂

V ∗k
1 −M∗k

1 V ∗k
k V ∗k

2 −M∗k
2

V ∗g2
1 −M∗g2

1 V ∗g2
k V ∗g2

2 −M∗g2
2

V ∗g2
1,x̂ −M∗g2

1,x̂ V ∗g2
k,x̂ V ∗g2

2,x̂ −M∗g2
2,x̂





w1(x)

w1,x(x)

v(x)

w2(x)

w2,x(x)





x=L

x=0

=




w∗g1

1 −w∗g1
1,x v∗g1 w∗g1

2 −w∗g1
2,x

w∗g1
1,x̂ −w∗g1

1,xx̂ v∗g1,x̂ w∗g1
2,x̂ −w∗g1

2,xx̂

w∗k
1 −w∗k

1,x v∗k w∗k
2 −w∗k

2,x

w∗g2
1 −w∗g2

1,x v∗g2 w∗g2
2 −w∗g2

2,x

w∗g2
1,x̂ −w∗g2

1,xx̂ v∗g2,x̂ w∗g2
2,x̂ −w∗g2

2,xx̂





V1(x)

M1(x)

Vk(x)

V2(x)

M2(x)





x=L

x=0

+

∫ L

0

gi(x)



w∗g1
i

w∗g1
i,x̂

w∗k
i

w∗g2
i

w∗g2
i,x̂


dx.

(4.180)

FIGURA 4.3 – Deslocamentos em um ponto A no domı́nio das vigas.

Pode-se ainda representar a eq.(4.180), na forma compacta como:

{ua} = − [H] {u}+ [G] {p}+ {f} , (4.181)

onde {u} e {p} são os deslocamentos e esforços no contorno, respectivamente, obtidos por

meio da eq.(4.123).

A matriz de influência [H] é escrita como:

[H] =
[
H11 H12

]
, com:

[H11] = − [N ] , para r = xa e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = xb e S = Sd
(4.182)
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onde:

[N ] =


S.η11(r) −η12(r) S.η13(r) S.η14(r) −η15(r)
−η21(r) S.η22(r) −η23(r) −η24(r) S.η25(r)

S.η31(r) −η32(r) S.η33(r) S.η34(r) −η35(r)
S.η41(r) −η42(r) S.η43(r) S.η44(r) −η45(r)
−η51(r) S.η52(r) −η53(r) −η54(r) S.η55(r)

 , (4.183)

e os coeficientes η são dados pelas eqs.(4.132) a (4.152). Já a matriz de influência [G], é

dada por:

[G] =
[
G11 G12

]
, com:

[G11] = − [Q] , para r = a e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = b e S = Sd
(4.184)

onde:

[Q] =


β11(r) −S.β12(r) β13(r) β14(r) −S.β15(r)

−S.β21(r) β22(r) −S.β23(r) −S.β24(r) β25(r)

β31(r) −S.β32(r) β33(r) β34(r) −S.β35(r)
β41(r) −S.β42(r) β43(r) β44(r) −S.β45(r)

−S.β51(r) β52(r) −S.β53(r) −S.β54(r) β55(r)

 , (4.185)

sendo os coeficientes β definidos pelas eqs.(4.155) a (4.168).

O vetor de carga, f , para o carregamento uniformemente distribúıdo, fica:

{fi} =
[
f1 f2 f3 f4 f5

]T
(4.186)

onde os coeficientes são definidos por:

f1 =
∫ xa
0
gi(x)β1θ(x)dx+

∫ xb
xa
gi(x)β1θ(L− x)dx,

f2 =
∫ xa
0
gi(x)β2θ(x)dx+

∫ xb
xa
gi(x)β2θ(L− x)dx,

f3 =
∫ xa
0
gi(x)β3θ(x)dx+

∫ xb
xa
gi(x)β3θ(L− x)dx,

f4 =
∫ xa
0
gi(x)β4θ(x)dx+

∫ xb
xa
gi(x)β4θ(L− x)dx,

f5 =
∫ xa
0
gi(x)β5θ(x)dx+

∫ xb
xa
gi(x)β5θ(L− x)dx,

(4.187)

onde θ = 2i− 1.

Caso atue no domı́nio uma força concentrada (pi) em um ponto xpi , o vetor de carga
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ficará:

f1 = β1θ(rpi), (4.188)

f2 = β2θ(rpi), (4.189)

f3 = β3θ(rpi), (4.190)

f4 = β4θ(rpi), (4.191)

f5 = β5θ(rpi), (4.192)

onde: rpi = |xpi − xa|, Si =

{
−1 se xpi < xa

1 se xpi > xa
.

4.2 Nas hipóteses de Timoshenko

4.2.1 O Problema Fundamental

Com a consideração da não ortogonalidade da seção transversal na configuração de-

formada pelas hipóteses da teoria de Timoshenko, o problema fundamental, de domı́nio

infinito, estará sujeito também a fontes concentradas em termos de momentos fletores nas

vigas superior e inferior.

Por analogia ao problema real, eqs.(2.111) a (2.115), a equação governante do problema

fundamental do sistema de vigas duplas conectadas pela base elástica de Kerr e submetidas

a cargas axiais, será dana, na forma matricial, por:
(P1 −D1)

d2

dx2
+ kc −D1

d
dx

−kc 0 0

D1
d
dx

D1 −D2
d2

dx2
0 0 0

−kc 0 kc + kk −Gs
d2

dx2
−kk 0

0 0 −kk (P2 −D3)
d2

dx2
+ kk −D3

d
dx

0 0 0 D3
d
dx

D3 −D4
d2

dx2

×

×


w∗g1

1 w∗m1
1 w∗k

1 w∗g2
1 w∗m2

1

ϕ∗g1
1 ϕ∗m1

1 ϕ∗k
1 ϕ∗g2

1 ϕ∗m2
1

v∗g1 v∗m1 v∗k v∗g2 v∗m2

w∗g1
2 w∗m1

2 w∗k
2 w∗g2

2 w∗m2
2

ϕ∗g1
2 ϕ∗m1

2 ϕ∗k
2 ϕ∗g2

2 ϕ∗m2
2

 = δ (x, x̂)


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 , (4.193)

onde D1 = κ1G1A1, D2 = E1I1, D3 = κ2G2A2 e D4 = E2I2. Reescrevendo a eq.(4.193)

na forma compacta, tem-se:

[B] [G] = δ (x, x̂) [I] , (4.194)

onde [B] é a matriz dos operadores, [G] é a matriz de influência dos deslocamentos e
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FIGURA 4.4 – Problema fundamental com fontes aplicadas em força e momento na viga superior (a,b),
em força na camada cisalhante (c) e em força e momento na viga inferior (d,e).

[I] é a matriz identidade. Assim como foi feito nos problemas anteriores, a eq.(4.194)

será desacoplada via método de Hörmander (1963), resultando na equação equivalente

desacoplada dada em função do escalar ψ:

d2

dx2

(
α
d8

dx8
+ β

d6

dx6
+ γ

d4

dx4
+ θ

d2

dx2
+ ζ

)
ψ(x, x̂) = δ(x, x̂), (4.195)

onde as constantes da equação são dadas por:

α = −D2D4T1T2Gs, (4.196)

β = T1T2 [D2D4 (kc + kk) +Gs (D1D4 +D2D3)] +Gs
[
D4T2

(
D2

1 −D2kc
)
+

+D2T1
(
D2

3 −D4kk
)]
, (4.197)

γ = Gs [−D1D3P1P2 +D1D4 (T2kc + P1kk) +D2D3 (P2kc + T1kk)] +

− (kc + kk) (D2D3P2T1 +D1D4P1T2) +D2D4kckk (T1 + T2 −Gs) , (4.198)

θ = D1D3 [P1P2 (kc + kk)−Gs (P2kc + P1kk)]− kckk [D2D3 (P2 −Gs+ T1)+

+D1D4 (P1 −Gs+ T2))], (4.199)

ζ = D1D3kckk (P1 + P2 −Gs) , (4.200)
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sendo T1 = P1 −D1 e T2 = P2 −D3. Considerando que
d2ψ

dx2
= y, a equação caracteŕıstica

homogênea associada ficará:

y
(
αy4 + βy3 + γy2 + θy + ζ

)
= 0, (4.201)

onde terá uma raiz nula e quatro outras dadas de forma semelhante ao discutido na seção

4.1.1. A solução fundamental desacoplada proposta nessa tese pode ser escrita a partir

da combinação das posśıveis funções fi(r) associados a natureza da sua respectiva raiz yi,

sendo dada por:

ψ = C1r + C2f2 + C3f3 + C4f4 + C5f5 (4.202)

cujos posśıveis casos já foram apresentados na tabela 4.1. Dessa forma, para os casos mais

usuais as solução fundamentais desacopladas adotadas serão:

Uma raiz real positiva, uma real negativa e duas complexas e conjugadas: Conside-

rando que as ráızes y2 e y3 são reais, positiva e negativa, respectivamente, enquanto que

y4 e y5 são complexas conjugadas, a solução fundamental desacoplada proposta é:

ψ(r) = C1r + C2e
−√

y2r + C3sin(
√
−y3r) + C4e

−prcos(qr) + C5e
−prsen(qr), (4.203)

sendo

C1 =
1

2αt2y1y2
, (4.204)

C2 =
−1

2αy1
√
y1 (t2 +m) (y1 − y2)

, (4.205)

C3 =
−1

2αy2
√
−y2 (t2 + n) (y1 − y2)

, (4.206)

C4 = −y1y2 (q
2 − 3p2) + hp+ c (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
, (4.207)

C5 = −y1y2 (3q
2 − p2) + hq + d (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
. (4.208)

Duas ráızes reais positivas e duas complexas e conjugadas: Considerando que as

ráızes y2 e y3 são reais e positivas, enquanto que y4 e y5 são complexas conjugadas, a

solução fundamental desacoplada proposta será dada por:

ψ(r) = C1r + C2e
−√

y2r + C3e
−√

y3r) + C4e
−prcos(qr) + C5e

−prsen(qr), (4.209)

122
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com constantes

C1 =
1

2αt2y1y2
, (4.210)

C2 =
−1

2αy1
√
y1 (t2 +m) (y1 − y2)

, (4.211)

C3 =
1

2αy2
√
y2 (t2 + n) (y1 − y2)

, (4.212)

C4 = −y1y2 (q
2 − 3p2) + hp+ c (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
, (4.213)

C5 = −y1y2 (3q
2 − p2) + hq + d (y1 + y2)

4αpt3 (t2 +m) (t2 + n)
. (4.214)

Uma raiz real positiva e três outras reais negativas: Considerando agora que a y2 é

reais e positiva, enquanto que as demais são negativas, a solução fundamental desacoplada

proposta será dada por:

ψ(r) = C1r + C2e
−√

y2r + C3sin(
√
−y3r) + C4sin(

√
−y4r) + C5sin(

√
−y5r), (4.215)

com constantes

C1 =
1

2αy1y2y3y4
, (4.216)

C2 =
−1

2αy1
√
y1 (y1 − y2) (y1 − y3) (y1 − y4)

, (4.217)

C3 =
−1

2αy2
√
−y2 (y1 − y2) (y2 − y3) (y2 − y4)

, (4.218)

C4 =
1

2αy3
√
−y3 (y1 − y3) (y2 − y3) (y3 − y4)

, (4.219)

C5 =
−1

2αy4
√
−y4 (y1 − y4) (y2 − y4) (y3 − y4)

. (4.220)

De posse da solução fundamental desacoplada (ψ) é posśıvel obter as soluções fun-

damentais em termos de deslocamentos e rotações por meio da eq.(3.10), sendo dadas
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por:

w∗g1
1 = ∆2

{
D2

3d
2∆gψ +∆4

{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}}
, (4.221)

ϕ∗g1
1 = −w∗m1

1 = −D1d
{
D2

3d
2∆g +∆4

{
kckk + d2 [Dlp (kc + kk)−Gs∆k]

}}
, (4.222)

v∗g1 = w∗k
1 = kc∆2

(
d2D2

3 +∆4∆k

)
, (4.223)

w∗g1
2 = w∗g2

1 = kckk∆2∆4, (4.224)

ϕ∗g1
2 = −w∗m2

1 = −kcD3kkd∆2, (4.225)

ϕ∗m1
1 = D2

3d
2
{
kckk + d2 [Dup (kc + kk)−Gs∆c]

}
+ d2∆4 {kckk (Dlp +Dup −Gs)+

+d2 [DlpDup∆g −Gs (kcDlp +Dupkk)]
}
, (4.226)

v∗m1 = −ϕ∗k
1 = kcD1d

(
d2D2

3 +∆4∆k

)
, (4.227)

w∗m1
2 = −ϕ∗g2

1 = kcD1kkd∆4, (4.228)

ϕ∗m1
2 = ϕ∗m2

1 = −kcD1D3kkd
2, (4.229)

v∗k =
(
D2

1d
2 +∆2∆c

) (
D2

3d
2 +∆4∆k

)
, (4.230)

w∗k
2 = v∗g2 = kk∆4

(
d2D2

1 +∆c∆2

)
, (4.231)

ϕ∗k
2 = −v∗m2 = −D3kkd

(
d2D2

1 +∆c∆2

)
, (4.232)

w∗g2
2 = ∆4

{
D2

1d
2∆g +∆2

{
kckk + d2 [Dup (kc + kk)−Gs∆c]

}}
, (4.233)

ϕ∗g2
2 = −w∗m2

2 = −D3d
{
D2

1d
2∆g +∆2

{
kckk + d2 [Dup (kc + kk)−Gs∆c]

}}
, (4.234)

ϕ∗m2
2 = D2

1d
2
{
kckk + d2 [Dlp (kc + kk)−Gs∆k]

}
+ d2∆2 {kckk (Dlp +Dup −Gs)+

+d2 [DlpDup∆g −Gs (kcDlp +Dupkk)]
}
, (4.235)

onde d (·)l = dl (·)
drl

são as derivadas de ordem j e os operadores ∆ dados por:

∆c = (P1 −D1) d (·)2 + kc, (4.236)

∆k = (P2 −D3) d (·)2 + kk, (4.237)

∆g = kc + kk −Gsd (·)2 , (4.238)

∆2 = D1 −D2d (·)2 , (4.239)

∆4 = D3 −D4d (·)2 . (4.240)

As soluções fundamentais em esforços são dadas de forma análoga aos esforços do
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problema real, equações (2.116), (2.117) e (2.118). Dessa forma, são dados por:

V ∗g1
1 = −D1D2d

3
{
D2

3d
2∆gψ +∆4

{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}}
, (4.241)

M∗g1
1 = −D1D2d

2
{
D2

3d
2∆gψ +∆4

{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}}
, (4.242)

V ∗g1
k = Gskcd∆2

(
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
, (4.243)

V ∗g1
2 = −D3kcD4kkd

3∆2ψ, (4.244)

M∗g1
2 = −D4kcD3kkd

2∆2ψ, (4.245)

V ∗m1
1 = D1D

2
3d

2
{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}
+D1d

2∆4 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
+D2

1d
2
{
D2

3d
2∆gψ +∆4 {kckkψ+

+d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]
}}

, (4.246)

M∗m1
1 = D2D

2
3d

3
{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}
+D2d

3∆4 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
, (4.247)

V ∗m1
k = GskcD1d

2
(
d2D2

3ψ +∆4∆kψ
)
, (4.248)

V ∗m1
2 = −kcD1D3D4kkd

4ψ, (4.249)

M∗m1
2 = −kcD1D3D4kkd

3ψ, (4.250)

V ∗k
1 = −kcD1D2d

3
(
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
, (4.251)

M∗k
1 = −kcD1D2d

2
(
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
, (4.252)

V ∗k
k = Gsd

(
D2

1d
2ψ +∆2∆cψ

) (
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
, (4.253)

V ∗k
2 = −D3D4kkd

3
(
D2

1d
2ψ +∆2∆cψ

)
, (4.254)

M∗k
2 = −D3D4kkd

2
(
D2

1d
2ψ +∆2∆cψ

)
, (4.255)

V ∗q2
1 = −kcD1D2kkd

3∆4ψ, (4.256)

M∗q2
1 = −kcD1D2kkd

2∆4ψ, (4.257)

V ∗q2
k = Gskkd∆4

(
d2D2

1ψ +∆c∆2ψ
)
, (4.258)

V ∗q2
2 = −D3D4d

3
{
D2

1d
2∆gψ +∆2

{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}}
, (4.259)

M∗q2
2 = −D3D4d

2
{
D2

1d
2∆gψ +∆2

{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}}
, (4.260)

V ∗m2
1 = −kcD1D2D3kkd

4ψ, (4.261)

M∗m2
1 = −kcD1D2D3kkd

3ψ, (4.262)

V ∗m1
k = GsD3kkd

2
(
d2D2

1ψ +∆c∆2ψ
)
, (4.263)

V ∗m2
2 = D3D

2
1d

2
{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}
+D3d

2∆2 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
+D2

3d
2
{
D2

1d
2∆gψ +∆2 {kckkψ+

+d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]
}}

, (4.264)

M∗m2
2 = D4D

2
1d

3
{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}
+D4d

3∆2 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
. (4.265)
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4.2.2 Equação Integral

As equações integrais serão obtidas por meio da aplicação do MRP ao sistema de

equações diferenciais de equiĺıbrio do problema, eqs.(2.111) a (2.115), onde as funções de

aproximação são as soluções fundamentais em deslocamentos. A primeira equação pode

ser obtida com fonte em força na viga superior, ficando:∫ L

0

[
−D1

(
dϕ1

dx
+
d2w1

dx2

)
+ kc (w1 − v) + P1

d2w1

dx2
− g1

]
w∗g1

1 dx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ1 +

dw1

dx

)
−D2

d2ϕ1

dx2
−m1

]
ϕ∗g1
1 dx+

+

∫ L

0

[
−D3

(
dϕ2

dx
+
d2w2

dx2

)
+ kk (w2 − v) + P2

d2w2

dx2
− g2

]
w∗g1

2 dx+

+

∫ L

0

[
D3

(
ϕ2 +

dw2

dx

)
−D4

d2ϕ2

dx2
−m2

]
ϕ∗g1
2 +

+

∫ L

0

[
−kc (w1 − v)−Gs

d2v

dx2
+ kk(v − w2)

]
v∗g1 = 0. (4.266)

Integrando sucessivas vezes por partes a eq.(4.266), chega-se a:[[
−D1

(
ϕy1 +

dw1

dx

)
+ P1

dw1

dx

]
w∗g1

1

]L
0

+

[[
D1

(
ϕ∗g1
1 +

dw∗g1
1

dx

)
− P1

dw∗g1
1

dx

]
w1

]L
0

+[[
−D3

(
ϕ2 +

dw2

dx

)
+ P2

dw2

dx

]
w∗g1

2

]L
0

+

[[
D3

(
ϕ∗g1
1 +

dw∗g1
2

dx

)
− P2

dw∗g1
2

dx

]
w2

]L
0

+

−
[
D2

dϕy1
dx

ϕ∗g1
1

]L
0

+

[
D2

dϕ∗g1
1

dx
ϕy1

]L
0

−
[
D4

dϕ2

dx
ϕ∗g1
2

]L
0

+

[
D4

dϕ∗g1
2

dx
ϕ2

]L
0

−
[
Gs
dv

dx
v∗g1

]L
0

+

+

[
Gs
dv∗g1

dx
v

]L
0

+

∫ L

0

[
−D1

(
dϕ∗g1

1

dx
+
d2w∗g1

1

dx2

)
+ P1

d2w∗g1
1

dx2
+ kc (w

∗g1
1 − v∗g1)

]
w1dx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ∗g1
1 +

dw∗g1
1

dx

)
−D2

d2ϕ∗g1
1

dx2

]
ϕ1dx+

+

∫ L

0

[
−D3

(
dϕy2
dx

+
d2w∗g1

2

dx2

)
+ kk (w

∗g1
2 − v∗g1) + P2

d2w∗g1
2

dx2

]
w2dx+

+

∫ L

0

[
D3

(
ϕ∗g1
2 +

dw∗g1
2

dx

)
−D4

d2ϕ∗g1
2

dx2

]
ϕ2 +

+

∫ L

0

[
−kc (w∗g1

1 − v∗g1)−Gs
d2v∗g1

dx2
+ kk(v

∗g1 − w∗g1
2 )

]
v +

+

∫ L

0

(−g1w∗g1
1 −m1ϕ

∗g1
1 − g2w

∗g1
2 −m2ϕ

∗g1
2 ) dx = 0. (4.267)

Substituindo as equações dos esforços, eqs.(2.116) a (2.118), na na equação integral
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eq.(4.267), pode-se reescrevê-la como:

− [V1w
∗g1
1 ]

L
0 + [V ∗g1

1 w1]
L
0 − [V2w

∗g1
2 ]

L
0 + [V ∗g1

2 w2]
L
0 − [M1ϕ

∗g1
1 ]

L
0 + [M∗g1

1 ϕy1 ]
L

0 +

− [M2ϕ
∗g1
2 ]

L
0 + [M∗g1

2 ϕ2]
L
0 − [V ∗g1

k v]
L

0 + [Vkv
∗g1 ]L0 − [Vkv

∗g1 ]L0 + [V ∗g1
k v]

L

0 +

+

∫ L

0

[
−D1

(
dϕ∗g1

1

dx
+
d2w∗g1

1

dx2

)
+ P1

d2w∗g1
1

dx2
+ kc (w

∗g1
1 − v∗g1)

]
w1dx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ∗g1
1 +

dw∗g1
1

dx

)
−D2

d2ϕ∗g1
1

dx2

]
ϕ1dx+

+

∫ L

0

[
−D3

(
dϕy2
dx

+
d2w∗g1

2

dx2

)
+ kk (w

∗g1
2 − v∗g1) + P2

d2w∗g1
2

dx2

]
w2dx+

+

∫ L

0

[
D3

(
ϕ∗g1
2 +

dw∗g1
2

dx

)
−D4

d2ϕ∗g1
2

dx2

]
ϕ2 +

+

∫ L

0

[
−kc (w∗g1

1 − v∗g1)−Gs
d2v∗g1

dx2
+ kk(v

∗g1 − w∗g1
2 )

]
v +

+

∫ L

0

(−g1w∗g1
1 −m1ϕ

∗g1
1 − g2w

∗g1
2 −m2ϕ

∗g1
2 ) dx = 0.

(4.268)

Por meio da equação diferencial do problema fundamental, eq.( 4.193), e após algumas

manipulações, chega-se a equação integral em termos de deslocamentos na viga superior

para pontos no domı́nio:

w1(x̂) + [w1V
∗g1
1 ]

L
0 + [V ∗g1

2 w2]
L
0 ++ [M∗g1

1 ϕy1 ]
L

0 + [M∗g1
2 ϕ2]

L
0 + [V ∗g1

k v]
L

0 = [V1w
∗g1
1 ]

L
0 +

+ [M1ϕ
∗g1
1 ]

L
0 + [V2w

∗g1
2 ]

L
0 + [M2ϕ

∗g1
2 ]

L
0 + [Vkv

∗g1 ]L0 +

+

∫ L

0

(g1w
∗g1
1 +m1ϕ

∗g1
1 + g2w

∗g1
2 +m2ϕ

∗g1
2 ) dx. (4.269)

Da mesma forma, aplicando-se o MRP com fonte em força na viga inferior fica:∫ L

0

[
−D1

(
dϕ1

dx
+
d2w1

dx2

)
+ kc (w1 − v) + P1

d2w1

dx2
− g1

]
w∗g2

1 dx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ1 +

dw1

dx

)
−D2

d2ϕ1

dx2
−m1

]
ϕ∗g2
1 dx+

+

∫ L

0

[
−D3

(
dϕ2

dx
+
d2w2

dx2

)
+ kk (w2 − v) + P2

d2w2

dx2
− g2

]
w∗g2

2 dx+

+

∫ L

0

[
D3

(
ϕ2 +

dw2

dx

)
−D4

d2ϕ2

dx2
−m2

]
ϕ∗g2
2 +

+

∫ L

0

[
−kc (w1 − v)−Gs

d2v

dx2
+ kk(v − w2)

]
v∗g2 = 0, (4.270)
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onde, após as devidas integrações por partes e manipulações matemáticas, chega-se a:

w2(x̂) + [w1V
∗g2
1 ]

L
0 + [V ∗g2

2 w2]
L
0 ++ [M∗g2

1 ϕy1 ]
L

0 + [M∗g2
2 ϕ2]

L
0 + [V ∗g2

k v]
L

0 = [V1w
∗g2
1 ]

L
0 +

+ [M1ϕ
∗g2
1 ]

L
0 + [V2w

∗g2
2 ]

L
0 + [M2ϕ

∗g2
2 ]

L
0 + [Vkv

∗g2 ]L0 +

+

∫ L

0

(g1w
∗g2
1 +m1ϕ

∗g2
1 + g2w

∗g2
2 +m2ϕ

∗g2
2 ) dx. (4.271)

A equação integral para o deslocamento na camada cisalhante será obtida por:∫ L

0

[
−D1

(
dϕ1

dx
+
d2w1

dx2

)
+ kc (w1 − v) + P1

d2w1

dx2
− g1

]
w∗k

1 dx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ1 +

dw1

dx

)
−D2

d2ϕ1

dx2
−m1

]
ϕ∗k
1 dx+

+

∫ L

0

[
−D3

(
dϕ2

dx
+
d2w2

dx2

)
+ kk (w2 − v) + P2

d2w2

dx2
− g2

]
w∗k

2 dx+

+

∫ L

0

[
D3

(
ϕ2 +

dw2

dx

)
−D4

d2ϕ2

dx2
−m2

]
ϕ∗k
2 +

+

∫ L

0

[
−kc (w1 − v)−Gs

d2v

dx2
+ kk(v − w2)

]
v∗k = 0, (4.272)

de onde, chega-se a:

v(x̂) +
[
w1V

∗k
1

]L
0
+
[
V ∗k
2 w2

]L
0
++

[
M∗k

1 ϕy1
]L
0
+
[
M∗k

2 ϕ2

]L
0
+
[
V ∗k
k v
]L
0
=
[
V1w

∗k
1

]L
0
+

+
[
M1ϕ

∗k
1

]L
0
+
[
V2w

∗k
2

]L
0
+
[
M2ϕ

∗k
2

]L
0
+
[
Vkv

∗k]L
0
+

+

∫ L

0

(
g1w

∗k
1 +m1ϕ

∗k
1 + g2w

∗k
2 +m2ϕ

∗k
2

)
dx. (4.273)

Aplicando-se o MRP com fonte em momento na viga superior, chega-se a equação

integral para cálculo dos momentos no domı́nio:∫ L

0

[
−D1

(
dϕ1

dx
+
d2w1

dx2

)
+ kc (w1 − v) + P1

d2w1

dx2
− g1

]
w∗m1

1 dx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ1 +

dw1

dx

)
−D2

d2ϕ1

dx2
−m1

]
ϕ∗m1
1 dx+

+

∫ L

0

[
−D3

(
dϕ2

dx
+
d2w2

dx2

)
+ kk (w2 − v) + P2

d2w2

dx2
− g2

]
w∗m1

2 dx+

+

∫ L

0

[
D3

(
ϕ2 +

dw2

dx

)
−D4

d2ϕ2

dx2
−m2

]
ϕ∗m1
2 +

+

∫ L

0

[
−kc (w1 − v)−Gs

d2v

dx2
+ kk(v − w2)

]
v∗m1 = 0, (4.274)
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de onde, chega-se a:

m1(x̂) + [w1V
∗m1
1 ]L0 + [V ∗m1

2 w2]
L
0 ++ [M∗m1

1 ϕy1 ]
L
0 + [M∗m1

2 ϕ2]
L
0 + [V ∗m1

k v]L0 = [V1w
∗m1
1 ]L0 +

+ [M1ϕ
∗m1
1 ]L0 + [V2w

∗m1
2 ]L0 + [M2ϕ

∗m1
2 ]L0 + [Vkv

∗m1 ]L0 +

+

∫ L

0

(g1w
∗m1
1 +m1ϕ

∗m1
1 + g2w

∗m1
2 +m2ϕ

∗m1
2 ) dx. (4.275)

Da mesma forma, com fonte em momento na viga inferior, chega-se a equação integral

para cálculo dos momentos no domı́nio da viga inferior:∫ L

0

[
−D1

(
dϕ1

dx
+
d2w1

dx2

)
+ kc (w1 − v) + P1

d2w1

dx2
− g1

]
w∗m2

1 dx+

+

∫ L

0

[
D1

(
ϕ1 +

dw1

dx

)
−D2

d2ϕ1

dx2
−m1

]
ϕ∗m2
1 dx+

+

∫ L

0

[
−D3

(
dϕ2

dx
+
d2w2

dx2

)
+ kk (w2 − v) + P2

d2w2

dx2
− g2

]
w∗m2

2 dx+

+

∫ L

0

[
D3

(
ϕ2 +

dw2

dx

)
−D4

d2ϕ2

dx2
−m2

]
ϕ∗m2
2 +

+

∫ L

0

[
−kc (w1 − v)−Gs

d2v

dx2
+ kk(v − w2)

]
v∗m2 = 0, (4.276)

de onde, chega-se a:

m2(x̂) + [w1V
∗m2
1 ]L0 + [V ∗m2

2 w2]
L
0 ++ [M∗m2

1 ϕy1 ]
L
0 + [M∗m2

2 ϕ2]
L
0 + [V ∗m2

k v]L0 = [V1w
∗m2
1 ]L0 +

+ [M1ϕ
∗m2
1 ]L0 + [V2w

∗m2
2 ]L0 + [M2ϕ

∗m2
2 ]L0 + [Vkv

∗m2 ]L0 +

+

∫ L

0

(g1w
∗m2
1 +m1ϕ

∗m2
1 + g2w

∗m2
2 +m2ϕ

∗m2
2 ) dx. (4.277)
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Portanto, a equação integral pode ainda ser escrita na forma matricial

w1(x̂)

ϕ1(x̂)

v(x̂)

w2(x̂)

ϕ2(x̂)


+




V ∗g1
1 M∗g1

1 V ∗g1
k V ∗g1

2 M∗g1
2

V ∗m1
1 M∗m1

1 V ∗m1
k V ∗m1

2 M∗m1
2

V ∗k
1 M∗k

1 V ∗k
k V ∗k

2 M∗k
2

V ∗g2
1 M∗g2

1 V ∗g2
k V ∗g2

2 M∗g2
2

V ∗m2
1 M∗m2

1 V ∗m2
k V ∗m2

2 M∗m2
2





w1(x)

w1,x(x)

v(x)

w2(x)

w2,x(x)





x=L

x=0

=




w∗g1

1 ϕ∗g1
1 v∗g1 w∗g1

2 ϕ∗g1
2

w∗m1
1 ϕ∗m1

1 v∗m1 w∗m1
2 ϕ∗m1

2

w∗k
1 ϕ∗k

1 v∗k w∗k
2 ϕ∗k

2

w∗g2
1 ϕ∗g2

1 v∗g2 w∗g2
2 ϕ∗g2

2

w∗m2
1 ϕ∗m2

1 v∗m2 w∗m2
2 ϕ∗m2

2





V1(x)

M1(x)

Vk(x)

V2(x)

M2(x)





x=L

x=0

+

∫ L

0

{q} [S] dx,

(4.278)

onde {q} = {g1(x) m1(x) g2(x) m2(x)} e ainda

[S] =


w∗g1

1 ϕ∗g1
1 w∗g1

2 ϕ∗g1
2

w∗m1
1 ϕ∗m1

1 w∗m1
2 ϕ∗m1

2

w∗k
1 ϕ∗k

1 w∗k
2 ϕ∗k

2

w∗g2
1 ϕ∗g2

1 w∗g2
2 ϕ∗g2

2

w∗m2
1 ϕ∗m2

1 w∗m2
2 ϕ∗m2

2

 . (4.279)

4.2.3 Equações Algébricas

Para obter a equação algébrica é necessário reescrever a equação integral, eq.(4.278),

para colocação do ponto fonte nas extremidades do elemento: no contorno à esquerda,

x̂ → 0 = limξ→0(0 + ξ), e no contorno à direita, x̂ → L = limξ→0(L − ξ). Dessa forma,

obtém-se a equação algébrica:

{u}+ [H] {u} = [G] {p}+ {f} , (4.280)

onde [H] e [G] são as matrizes de influência, {f} é o vetor de carga, {u} é o vetor dos

deslocamentos e {p} é o vetor das solicitações internas. Os vetores u e p são:

{u} =
{
w(0) ϕ1(0) v(0) w(L) ϕ1(L) v(L)

}T
, (4.281)

{p} =
{
V (0) M(0) Vk(0) V (L) M(L) Vk(L)

}T
, (4.282)
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O elemento de contorno proposto para esse caso possui dez graus de liberdade, como

pode ser visto na figura 4.5, onde é definido os sentidos positivos dos esforços e desloca-

mentos. Note que, o giro do elemento é dado aqui pelas rotações ϕ, diferentemente do

Euler-Bernoulli que é dado pela inclinação da elástica dw/dx.

FIGURA 4.5 – Sentidos positivos dos deslocamentos.

A matriz de influência dos esforços, [G], fica:

[G] =

 G11 G12

G21 G22

 , com:

[G11] = − [Q] , para r = 0 e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = L e S = Sd

[G21] = − [Q] , para r = L e S = Sa

[G22] = [Q] , para r = 0 e S = Sd,

(4.283)

sendo

[Q] =


β11(r) S.β12(r) β13(r) β14(r) S.β15(r)

S.β21(r) β22(r) S.β23(r) S.β24(r) β25(r)

β31(r) S.β32(r) β33(r) β34(r) S.β35(r)

β41(r) S.β42(r) β43(r) β44(r) S.β45(r)

S.β51(r) β52(r) S.β53(r) S.β54(r) β55(r)

 , (4.284)

e os coeficientes β são obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais, eqs.(4.221) a
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(4.235), sendo dados por:

β11 = ∆2

{
D2

3d
2∆gψ +∆4

{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}}
, (4.285)

β12 = −β21 = −D1d
{
D2

3d
2∆g +∆4

{
kckk + d2 [Dlp (kc + kk)−Gs∆k]

}}
, (4.286)

β13 = β31 = kc∆2

(
d2D2

3 +∆4∆k

)
, (4.287)

β14 = β41 = kckk∆2∆4, (4.288)

β15 = −β51 = −kcD3kkd∆2, (4.289)

β22 = D2
3d

2
{
kckk + d2 [Dup (kc + kk)−Gs∆c]

}
+ d2∆4 {kckk (Dlp +Dup −Gs)+

+d2 [DlpDup∆g −Gs (kcDlp +Dupkk)]
}
, (4.290)

β23 = −β32 = kcD1d
(
d2D2

3 +∆4∆k

)
, (4.291)

β24 = −ϕ∗g2
1 = kcD1kkd∆4, (4.292)

β25 = β52 = −kcD1D3kkd
2, (4.293)

β33 =
(
D2

1d
2 +∆2∆c

) (
D2

3d
2 +∆4∆k

)
, (4.294)

β34 = β43 = kk∆4

(
d2D2

1 +∆c∆2

)
, (4.295)

β35 = −β53 = −D3kkd
(
d2D2

1 +∆c∆2

)
, (4.296)

β44 = ∆4

{
D2

1d
2∆g +∆2

{
kckk + d2 [Dup (kc + kk)−Gs∆c]

}}
, (4.297)

β45 = −β54 = −D3d
{
D2

1d
2∆g +∆2

{
kckk + d2 [Dup (kc + kk)−Gs∆c]

}}
, (4.298)

β55 = D2
1d

2
{
kckk + d2 [Dlp (kc + kk)−Gs∆k]

}
+ d2∆2 {kckk (Dlp +Dup −Gs)+

+d2 [DlpDup∆g −Gs (kcDlp +Dupkk)]
}
, (4.299)

sendo d (·)l = dl (·)
drl

e ∆ os operadores definidos na seção 4.2.1.

Já matriz de influência dos deslocamentos, [H], pode ser escrita na seguinte forma:

[H] =

 H11 H12

H21 H22

 , com:

[H11] = − [N ] , para r = 0 e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = L e S = Sd

[H21] = − [N ] , para r = L e S = Sa

[H22] = [N ] , para r = 0 e S = Sd

(4.300)

sendo

[N ] =


S.η11(r) η12(r) S.η13(r) S.η14(r) η15(r)

η21(r) S.η22(r) η23(r) η24(r) S.η25(r)

S.η31(r) η32(r) S.η33(r) S.η34(r) η35(r)

S.η41(r) η42(r) S.η43(r) S.η44(r) η45(r)

η51(r) S.η52(r) η53(r) η54(r) S.η55(r)

 , (4.301)

onde, Sa e Sd representa a função sinal para x < x̂ e x > x̂, respectivamente, e os
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coeficientes η obtidos a partir dos esforços fundamentais, eqs.(4.241) a (4.265), sendo

dados por:

η11 = −D1D2d
3
{
D2

3d
2∆gψ +∆4

{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}}
, (4.302)

η12 = −D1D2d
2
{
D2

3d
2∆gψ +∆4

{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}}
, (4.303)

η13 = Gskcd∆2

(
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
(4.304)

η14 = −D3kcD4kkd
3∆2ψ, (4.305)

η15 = −D4kcD3kkd
2∆2ψ, (4.306)

η21 = D1D
2
3d

2
{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}
+D1d

2∆4 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
+D2

1d
2
{
D2

3d
2∆gψ +∆4 {kckkψ+

+d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]
}}

, (4.307)

η22 = D2D
2
3d

3
{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}
+D2d

3∆4 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
, (4.308)

η23 = GskcD1d
2
(
d2D2

3ψ +∆4∆kψ
)
, (4.309)

η24 = −kcD1D3D4kkd
4ψ, (4.310)

η25 = −kcD1D3D4kkd
3ψ, (4.311)

η31 = −kcD1D2d
3
(
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
, (4.312)

η32 = −kcD1D2d
2
(
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
, (4.313)

η33 = Gsd
(
D2

1d
2ψ +∆2∆cψ

) (
D2

3d
2ψ +∆4∆kψ

)
, (4.314)

η34 = −D3D4kkd
3
(
D2

1d
2ψ +∆2∆cψ

)
, (4.315)

η35 = −D3D4kkd
2
(
D2

1d
2ψ +∆2∆cψ

)
, (4.316)

η41 = −kcD1D2kkd
3∆4ψ, (4.317)

η42 = −kcD1D2kkd
2∆4ψ, (4.318)

η43 = Gskkd∆4

(
d2D2

1ψ +∆c∆2ψ
)
, (4.319)

η44 = −D3D4d
3
{
D2

1d
2∆gψ +∆2

{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}}
, (4.320)

η45 = −D3D4d
2
{
D2

1d
2∆gψ +∆2

{
kckkψ + d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]

}}
, (4.321)

η51 = −kcD1D2D3kkd
4ψ, (4.322)

η52 = −kcD1D2D3kkd
3ψ, (4.323)

η23 = GsD3kkd
2
(
d2D2

1ψ +∆c∆2ψ
)
, (4.324)

η54 = D3D
2
1d

2
{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}
+D3d

2∆2 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
+D2

3d
2
{
D2

1d
2∆gψ +∆2 {kckkψ+

+d2 [Dup (kc + kk)ψ −Gs∆cψ]
}}

, (4.325)

η55 = D4D
2
1d

3
{
kckkψ + d2 [Dlp (kc + kk)ψ −Gs∆kψ]

}
+D4d

3∆2 {kckk (Dlp +Dup+

−Gs)ψ + d2 [DlpDup∆gψ −Gs (kcDlp +Dupkk)ψ]
}
. (4.326)
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Considere que o vetor de carga {f} seja dado por:

{f} =
{
fw1j

fw2j
fw3j

fw4j
fw5j

fw1k
fw2k

fw3k
fw4k

fw5k

}T
, (4.327)

onde os ı́ndices j e k se referem as extremidades direita e esquerda, respectivamente, do

elemento.

Se um carregamento qualquer distribúıdo atuar ao longo da viga superior ou inferior

(gi(x), com i = 1, 2), as forças nodais do vetor de carga serão dados por:

fw1j
=

∫ L

0

gi(x)β1θ(x)dx, (4.328)

fw2j
=

∫ L

0

gi(x)β2θ(x)dx, (4.329)

fw3j
=

∫ L

0

gi(x)β3θ(x)dx, (4.330)

fw4j
=

∫ L

0

gi(x)β4θ(x)dx, (4.331)

fw5j
=

∫ L

0

gi(x)β5θ(x)dx, (4.332)

fw1k
=

∫ L

0

gi(x)β1θ(L− x)dx, (4.333)

fw2k
=

∫ L

0

gi(x)β2θ(L− x)dx, (4.334)

fw3k
=

∫ L

0

gi(x)β3θ(L− x)dx, (4.335)

fw4k
=

∫ L

0

gi(x)β4θ(L− x)dx, (4.336)

fw5k
=

∫ L

0

gi(x)β5θ(L− x)dx. (4.337)

sendo θ = 2i− 1.

Entretanto, o vetor de carga para momentos fletores que atuam sobre as vigas será

dado por:

{f} =
{
fϕ1j fϕ2j fϕ3j fϕ4j fϕ5j fϕ1k fϕ2k fϕ3k fϕ4k fϕ5k

}T
, (4.338)

Caso um momento qualquer distribúıdo atue ao longo da viga superior ou inferior
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(mi(x)), o vetor de carga será dado por:

fϕ1j =

∫ L

0

mi(x)β1θ(x)dx, (4.339)

fϕ2j =

∫ L

0

mi(x)β2θ(x)dx, (4.340)

fϕ3j =

∫ L

0

mi(x)β3θ(x)dx, (4.341)

fϕ4j =

∫ L

0

mi(x)β4θ(x)dx, (4.342)

fϕ5j =

∫ L

0

mi(x)β5θ(x)dx, (4.343)

fϕ1k =

∫ L

0

mi(x)β1θ(L− x)dx, (4.344)

fϕ2k =

∫ L

0

mi(x)β2θ(L− x)dx, (4.345)

fϕ3k =

∫ L

0

mi(x)β3θ(L− x)dx, (4.346)

fϕ4k =

∫ L

0

mi(x)β4θ(L− x)dx, (4.347)

fϕ5k =

∫ L

0

mi(x)β5θ(L− x)dx. (4.348)

4.2.3.1 Determinação dos campos em deslocamentos no domı́nio

De posse dos deslocamentos e esforços no contorno, torna-se posśıvel a determinação

desses campos também no domı́nio. Dessa forma, por meio da eq.(4.278), é posśıvel

determiná-los em um ponto ”A”no domı́nio, conforme apresentado na figura 4.6.

FIGURA 4.6 – Deslocamentos em um ponto A no domı́nio das vigas.

{u(xa)} = − [H] {u}+ [G] {p}+ {f} (4.349)

135
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A matriz de influência [H] será dada por:

[H] =
[
H11 H12

]
, com:

[H11] = − [N ] , para r = 0 e S = Sa

[H12] = [N ] , para r = L e S = Sd
(4.350)

onde a matriz [H] e seus coeficientes foram definidos anteriormente, com pode ser visto

nas eqs.(4.301) e (4.302). Já a matriz de influência dos esforços [G] será dada por:

[G] =
[
G11 G12

]
, com:

[G11] = − [Q] , para r = 0 e S = Sa

[G12] = [Q] , para r = L e S = Sd
(4.351)

sendo a matriz [Q] conforme equações (4.283) e (4.285). Quanto ao vetor de carga {f}
para um carregamento uniformemente distribúıdo ao longo das vigas, tem-se:

{f} =
{
fw1 fw2 fw3 fw4 fw5

}T
, (4.352)

onde os coeficientes θ são:

fw1 =

∫ xa

0

giβ1θ(x)dx+

∫ xb

xa

giβ1θ(L− x)dx, (4.353)

fw2 =

∫ xa

0

giβ2θ(x)dx+

∫ xb

xa

giβ2θ(L− x)dx, (4.354)

fw3 =

∫ xa

0

giβ3θ(x)dx+

∫ xb

xa

giβ3θ(L− x)dx, (4.355)

fw4 =

∫ xa

0

giβ4θ(x)dx+

∫ xb

xa

giβ4θ(L− x)dx, (4.356)

fw5 =

∫ xa

0

giβ5θ(x)dx+

∫ xb

xa

giβ5θ(L− x)dx. (4.357)

Para um carregamento atuando em um ponto x1 na viga superior e/ou x2 na viga

inferior, o vetor de carga {f} fica:

{fp} = p
[
γ11(r1) S1γ21(r1) γ31(r1) S1γ41(r1)

]T
, (4.358)

onde r1 = |x1 − a|, S1 =

{
−1, se x1 < a

1, se x1 > a
e os coeficientes γ dados por:

γ11(r1) = β11(r1), (4.359)

γ21(r1) = β21(r1), (4.360)

γ31(r1) = β31(r1). (4.361)
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Caṕıtulo 5

Aplicações numéricas

Neste caṕıtulo, a validação da formulação do MEC desenvolvida para o cálculo estático

de vigas sore camada elástica de Kerr e vigas duplas conectadas por base elástica de Kerr

serão feitas por meio de comparações com as respostas exatas ou outras encontradas na

literatura.

5.1 Viga sobre camada de Kerr

5.1.1 Simplesmente apoiada e submetida a carga concentrada

Considere que uma viga de comprimento L(m) apoiada em uma camada do tipo Kerr

esteja submetida a uma carga pontual aplicada no meio do vão da viga, cuja intensidade

é p = 1000000N , atuando para baixo, conforme mostrado na figura 5.1. As propriedades

da viga são: módulo de elasticidade longitudinal E = 2 · 1011N/m2; largura b = 0, 2m e

altura h = 0, 5m; e coeficiente de Poisson nulo. A camada elástica possui as seguintes

propriedades: molas de rigidez kc = kk = 105N/m2; e módulo cisalhante Gs = 5 · 106kN .

FIGURA 5.1 – Viga sobre camada elástica, simplesmente apoiada, submetida a carregamento uniforme.

Na tabela 5.1 são apresentados os resultados em deslocamentos medidos no meio do

vão da viga e da camada cisalhante para diferentes razões de aspecto (h/L), e ainda
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segundo as teorias de vigas de Euler-Bernoulli (TEB) e Timoshenko (TT). Os resultados

do MEC são comparados com a solução anaĺıtica apresentada no apêndice A, seção A.1.1

para a TEB e seção A.1.2 para a TT.

TEB TT

h/L x = L/2 MEC Exato MEC Exato

0,01 w · 10 -7,3675833 -7,3675833 -7,3702275 -7,3702274

v · 10 -3,1784446 -3,1784446 -3,1788887 -3,1788887

0,025 w · 10 -3,1560604 -3,1560604 -3,1601955 -3,1601955

v · 10 -0,96209 -0,96209 -0,9630684 -0,9630684

0,05 w · 102 -4,8982247 -4,8982247 -4,9272267 -4,9272266

v · 102 -0,6972824 -0,6972824 -0,7007148 -0,7007148

0,1 w · 103 -6,240963 -6,240963 -6,3906024 -6,3906018

v · 103 -0,2833712 -0,2833712 -0,289037 -0,289037

0,5 w · 105 -4,9999879 -4,9999879 -7,9999729 -7,9999668

v · 108 -0,9959663 -0,9959663 -1,4939713 -1,4939713

TABELA 5.1 – Deslocamentos (em m) no meio do vão da viga (w) e da camada cisalhante (v).

Importante destacar que, para esse exemplo, as soluções fundamentais desacopladas

do MEC para a TEB e TT foram aquelas apresentadas pelas Eqs.(3.26) e (3.212), respec-

tivamente.

Os resultados em deslocamentos apresentados na tabela 5.1 mostram que a solução

do MEC para cada uma das teorias de vigas estudadas nesse trabalho apresentaram

resultados excelentes quando comparados a suas respectivas soluções exatas, sendo o erro

praticamente nulo considerando sete casas decimais, para todas as razões de aspecto

consideradas. Tal afirmativa também é confirmada avaliando as rotações mostradas na

tabela 5.2. Vale ainda ressaltar que o problema foi discretizado com apenas um elemento

de contorno.

Vê-se ainda que, para vigas com razão de aspecto pequenas as soluções na TEB e

TT produzem praticamente os mesmos resultados — erro aproximadamente zero para

h/L = 0, 01. Já para maiores valores de razão de aspecto, vê-se que os resultados obtidos

via TET, que não considera o efeito do cortante na viga, se afasta dos resultados da TT —

erro de 37,5% em termos do deslocamento na viga e de 33,33% na camada de cisalhamento

quando h/L = 0, 5.

138
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TEB TT

h/L x = L MEC Exato MEC Exato

0,010 ϕ · 102 3,0892115 3,0892115 -3,0887328 -3,0887328

0,025 ϕ · 102 4,6756901 4,6756901 -4,6744159 -4,6744159

0,050 ϕ · 102 1,4680488 1,4680488 -1,467895 -1,467895

0,100 ϕ · 103 3,7443254 3,7443254 -3,744214 -3,744214

0,5 ϕ · 104 1,4999962 1,4999962 -1,4999943 -1,4999943

TABELA 5.2 – Rotações (em rad) no contorno à direita, quando x = L.

5.1.2 Simplesmente apoiada com carregamento uniformemente distri-

búıdo

Considere agora que a viga do exemplo 5.1.1 esteja agora submetida apenas a um car-

regamento uniformemente distribúıdo de intensidade g = 1000N/m2, conforme mostrado

na figura 5.2.

FIGURA 5.2 – Viga sobre camada elástica, simplesmente apoiada, submetida a carregamento uniforme.

A tabela 5.3 mostra os resultados obtidos em termos de deslocamentos considerando

diferentes razões de aspecto (h/L), aos quais foram comparados tanto com a solução exata

obtido via séries de Fourier (Exato), Eqs.(3.26) e (3.212).
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TEB TT

h/L x = L/2 MEC Exato MEC Exato

0,01 w · 102 -2,0222153 -2,0222153 -2,0221708 -2,0221708

v · 103 -9,3217188 -9,3217188 -9,3216618 -9,3216618

0,025 w · 103 -3,9258369 -3,9258369 -3,9294709 -3,9294709

v · 103 -1,2184494 -1,2184494 -1,219616 -1,219616

0,05 w · 104 -3,0602234 -3,0602234 -3,0745895 -3,0745895

v · 105 -4,4275168 -4,4275168 -4,4488104 -4,4488104

0,1 w · 105 -1,950249 -1,950249 -1,9876345 -1,9876345

v · 107 -9,0013903 -9,0013903 -9,1781465 -9,1781465

0,5 w · 108 -3,1249923 -3,1249923 -4,6249828 -4,6249828

v · 1011 -6,3284923 -6,3284924 -9,4408161 -9,4408163

TABELA 5.3 – Deslocamentos (em m) no meio do vão da viga (w) e da camada cisalhante (v) para um
carregamento uniformemente distribúıdo.

Mais uma vez vê-se a precisão com que as repostas exatas são recuperadas, mostrando

a alta performance da formulação proposta nessa tese. As tabelas 5.4 e reforçam tal

afirmativa, uma vez que as rotações e esforços também foram obtidos de forma precisa.

Outra fato importante de se notar é que o erro relativo percentual entre as duas teorias,

para uma razão de aspecto h/L = 0, 5, se manteve na mesma faixa de valores que o

exemplo 5.1.1: 32, 43% para os deslocamentos na viga; e 32.97% na camada cisalhante.

Dessa forma, vê-se que o tipo de carregamento também influencia, mesmo que em menor

grau se comparado a razão de aspecto, na distribuição de tensões cisalhantes ao longo da

seção transversal da viga.

TEB TT

h/L x = L MEC Exato MEC Exato

0,010 ϕ · 103 1,4735167 1,4735167 -1,4732539 -1,4732539

0,025 ϕ · 104 6,3121208 6,3121208 -6,3104799 -6,3104799

0,05 ϕ · 105 9,7964495 9,7964495 -9,7954643 -9,7954643

0,10 ϕ · 105 1,2481926 1,2481926 -1,2481569 -1,2481569

0,5 ϕ · 108 9,9999758 9,9999758 -9,9999638 -9,9999638

TABELA 5.4 – Rotações (em rad) no contorno à direita, quando x = L, para um carregamento unifor-
memente distribúıdo.

5.1.3 Extremidade com engaste móvel

Seja uma viga de comprimento L = 10m, com uma guia na sua extremidade direita,

submetida aos carregamentos mostrados na figura 5.3, cujos valores são: g = 1000N/m2
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e p = 15000N , aplicado a uma distância x = 7, 5m da extremidade esquerda. As propri-

edades dos materiais são: E = 2 · 1011N/m2; A = 0, 1m2, I = 2, 083 · 10−3m4; ν = 0; e

kc = kk = Gs/0, 5 = 103N/m2.

FIGURA 5.3 – Viga sobre camada elástica com guia móvel na extremidade direita.

As respostas do MEC em foram comparadas com as soluções anaĺıticas, Eqs.(3.26) e

(3.212), adaptadas. Os resultados podem em termos de deslocamentos e rotações ao longo

do comprimento da viga podem ser conferidos na tabela 5.5, enquanto que os esforços

apresentados pela tabela 5.6.

TEB TT

x MEC Exata MEC Exata

w 0 0 0 0

ϕ 0 0,068796 0,068796 -0,0691508 -0,0691508

v 0 0 0 0

w 0,3589091 0,3589091 0,3523543 0,3523543

ϕ 2,5 0,2768866 0,2768866 -0,2767261 -0,2767261

v 0,1960936 0,1960936 0,1929492 0,1929492

w 1,501755 1,501755 1,4956258 1,4956258

ϕ 5 0,6214137 0,6214137 -0,6203735 -0,6203735

v 0,7621365 0,7621365 0,7592997 0,7592997

w 3,135087 3,135087 3,1412892 3,1412892

ϕ 7,5 0,559202 0,559202 -0,5581672 -0,5581672

v 1,5442163 1,5442163 1,5469072 1,5469072

w 3,7706235 3,7706235 3,7737015 3,7737015

ϕ 10 0 0 0 0

v 1,8623548 1,8623548 1,8643011 1,8643011

TABELA 5.5 – Deslocamentos (em m) e rotações (em rad) ao longo da coordenada x.

Todos os resultados obtidos mostram a precisão da formulação proposta nesse trabalho,

uma vez que recuperam os exatos, tando em deslocamento quanto em esforços, mesmo

utilizando apenas um elemento de contorno.

141
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TEB TT

x MEC Exata MEC Exata

V -3625,555 -3625,556 -3617,729 -3617,730

M 0 0 0 0 0

Vk 21,874 21,874 21,019 21,019

V -981,519 -981,520 -978,737 -978,738

M 2,5 -5839,695 -5839,695 -5824,686 -5824,686

Vk 70,637 70,637 70,311 70,311

V 2548,994 2548,992 2542,561 2542,559

M 5 -4181,703 -4181,703 -4171,297 -4171,297

Vk 151,441 151,441 151,971 151,971

V 7969,470 7969,463 7960,988 7960,981

M 7,5 8514,407 8514,407 8502,784 8502,784

Vk 131,883 131,883 133,217 133,217

V 0 0 0 0

M 10 7068,072 7068,072 7048,818 7048,818

Vk 0 0 0 0

TABELA 5.6 – Esforços cortantes (em N) e momento (em Nm) fletor ao longo da coordenada x.

5.2 Sistema de vigas duplas conectadas pela base de Kerr

5.2.1 Simplesmente apoiada com carga concentrada

Duas vigas idênticas de comprimento L = 10m, simplesmente apoiadas nas extremi-

dades, estão conectadas por uma camada elástica de propriedades kc = kk = Gs/0, 5 =

105N/m2. Além disso, sobre a viga superior atua uma força concentrada p = 50000N no

meio do vão, conforme mostrado na figura 5.4.

FIGURA 5.4 – Viga dupla submetida a força concentrado no meio da viga superior.

Propriedades das vigas:E1 = E2 = 2 · 107N/m2; I1 = I2 = 4, 5 · 10−3m4, A1 = A2 =

0.15m e κ = 5/6.
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As soluções fundamentais desacopladas utilizadas nesse exemplo correspondem as

Eqs.(4.56) e (4.209), nas teorias de TEB E TT, respectivamente. Os resultados obtidos

pelo MEC em termos de deslocamentos e rotações ao longo das vigas e camada cisa-

lhante estão apresentados na tabela 5.7, onde foram comparadas com as soluções exatas

dispońıveis no apêndice A.1.4.

TEB TT

x MEC Exata MEC Exata

ϕ1 0 0,4320048 0,4320048 -0,4307073 -0,4307073

ϕ2 0,4385519 0,4385519 -0,436012 -0,436012

w1 1,6814935 1,6814935 1,6969643 1,6969642

v 5 1,5382293 1,5382293 1,5449357 1,5449357

w2 1,5003529 1,5003529 1,5056109 1,5056109

ϕ1 10 -0,4320048 -0,4320048 0,4307073 0,4307073

ϕ2 -0,4385519 -0,4385519 0,436012 0,436012

TABELA 5.7 – Deslocamentos (em m) e rotações (em rad) ao longo da coordenada x do sistema de vigas
duplas submetidas a carga concentrada.

Os esforços ao longo do comprimento x também foram obtidos e estão apresentados na

tabela 5.8. Note que o sistema respondeu de forma simétrica com valores máximos em des-

locamentos e momentos fletores no meio do vão e em rotação e cortante nas extremidades

esquerda e direita. Note que os deslocamentos ficaram bastante próximos

TEB TT
x MEC Exata MEC Exata

V1 1163,813 1163,812 1203,760 1203,760
Vk 0,0 21501,493 21501,493 21480,336 21480,336
V2 2334,694 2334,694 2315,903 2315,903
M1 5,0 32656,570 32656,570 32327,881 32327,881
M2 15431,967 15431,967 15425,332 15425,332
V1 -1163,813 -1163,812 -1203,760 -1203,760
Vk 10,0 -21501,493 -21501,493 -21480,336 -21480,336
V2 -2334,694 -2334,694 -2315,903 -2315,903

TABELA 5.8 – Cortantes (em N) e momentos fletores (em Nm) ao longo da coordenada x do sistema
de vigas duplas submetidas a carga concentrada.

5.2.2 Simplesmente apoiada com carga axial e vertical distribúıda

A figura 5.5 mostra um sistema de vigas conectadas submetidas a ação de carregamen-

tos verticais distribúıdos nas vigas superior e inferior, de sentidos opostos, e cargas axiais.

O sistema simplesmente apoiado possui diferentes rigidez, porém mesma seção transversal:
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CAPÍTULO 5. APLICAÇÕES NUMÉRICAS

E1 = 2E2 = 2 · 107N/m2; I1 = I2 = 4, 5 · 10−3m4, A1 = A2 = 0.15m e κ = 5/6. A ca-

mada conectora de Kerr possui as seguintes propriedades: kc = kk = Gs/0, 5 = 105N/m2.

Considere ainda as seguintes ações: g1 = 2000N/m2, g2 = 1000N/m2, P1 = 10000N e

P2 = 20000N . As tabelas 5.9 e 5.10 mostram os deslocamentos e esforços ao longo do

comprimento x.

FIGURA 5.5 – Viga sobre camada elástica, simplesmente apoiada, submetida a carregamento uniforme.

Os resultados obtidos via MEC foram comparados com soluções anaĺıticas e outras do

MEF, baseada em polinômios de nona ordem. Foram consideradas duas discretizações do

MEF: a primeira considerando dez elementos finitos (MEF1); e outra utilizando noventa

elementos finitos (MEF2).

Os resultados obtidos mostram a elegância na formulação do MEC uma vez que os

resultados obtidos, com apenas um elemento de contorno, recupera com alta precisão as

respostas exatas.

TEB TT

x MEC MEF1 MEF2 Exata MEC Exata

ϕ1 0,0 2,8432422 2,8431815 2,8432422 2,8432422 -2,7963822 -2,7963822

ϕ2 0,3976055 0,3980715 0,3976055 0,3976055 -0,4063391 -0,4063391

w1 4,2049807 4,204909 4,2049807 4,2049807 4,2387755 4,2387755

v 2,5 2,1547507 2,1550935 2,1547507 2,1547507 2,1904239 2,1904239

w2 0,9553201 0,9558867 0,9553201 0,9553201 1,0069224 1,0069224

ϕ1 5,0 -2,8432422 -2,8431815 -2,8432422 -2,8432422 2,7963822 2,7963822

ϕ2 -0,3976055 -0,3980715 -0,3976055 -0,3976055 0,4063391 0,4063391

TABELA 5.9 – Deslocamentos (em m · 102) e rotações (em rad) ao longo da coordenada x.
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TEB TT

x MEC Exata MEC Exata

V1 1592,510 1592,510 1562,596 1562,596

Vk 0,0 1353,652 1353,652 1375,881 1375,881

V2 -446,162 -446,162 -438,477 -438,477

M1 2,5 1329,905 1329,905 1307,433 1307,433

M2 251,906 251,906 252,405 252,405

V1 -1592,510 -1592,510 -1562,596 -1562,596

Vk 5,0 -1353,652 -1353,652 -1375,881 -1375,881

V2 446,162 446,162 438,477 438,477

TABELA 5.10 – Cortantes (em N) e momentos fletores (em Nm) ao longo da coordenada x.
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Caṕıtulo 6

Introdução à teoria de placas

Neste caṕıtulo é feita uma introdução ao estudo de placas, apresentando os conceitos

básicos das teorias dispońıveis na literatura para placas delgadas e espessas e suas pecu-

liaridades. Posteriormente, são deduzidas as equações de equiĺıbrio para placas apoiadas

em camada elástica de três parâmetros de Kerr relacionadas a cada uma dessas teorias.

As formulações matemáticas apresentadas neste caṕıtulo são utilizadas na formulação do

MEC.

6.1 Fundamentos da teoria de placas

Pode-se definir placa como sendo um elemento limitado por duas faces planas, simé-

tricas, e sujeitas a carregamentos perpendiculares à superf́ıcie média. Devido a duas das

suas dimensões serem muito maiores que a terceira, espessura, é considerada como um ele-

mento bidimensional, podendo apresentar uma curvatura suave (PAIVA, 1987). Uma outra

classificação comum em placas é segundo a relação entre a espessura (h) e a dimensão do

menor lado (a), estando cada classificação associada a um modelo matemático espećıfico.

Como referência, alguns autores costumam classificá-las em (MENDONÇA, 2002):

Muito delgada : h/a ≤ 0, 01, (6.1)

Delgada : 0, 01 < h/a ≤ 0, 2, (6.2)

Espessa : h/a ≥ 0, 2. (6.3)

Uma definição mais completa é feita baseando-se no efeito das tensões cisalhantes

normais ao plano da placa, similar ao discutido em vigas. A literatura apresenta diferentes

teorias que permitem analisar o comportamento da placa submetidas à flexão simples

segundo a distribuição de tensões cisalhantes na seção média (WANG et al., 2000b).
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Em 1850, Kirchhoff estabeleceu as hipóteses fundamentais da teoria clássica de placas

delgadas (ou finas), onde considerou que os planos normais à superf́ıcie média da placa,

inicialmente planos, permanecem planos na configuração deformada. Isso implica em

dizer que as tensões cisalhantes na direção transversal à placa são desconsideradas. Dessa

forma, a teoria limita-se apenas aos casos onde haja pequenos deslocamentos transversais,

sendo aplicável apenas a placas delgadas.

Contudo, a teoria clássica se torna insuficiente para uma descrição mais realista do

comportamento de placas quando a relação entre a espessura e o menor lado é rela-

tivamente grande, uma vez que ocorrerá deformação por cisalhamento. Entendendo a

limitação da teoria clássica de placas, Reissner (1945) e Mindlin (1951) formularam dife-

rentes teorias que levam em conta os efeitos das deformações cisalhantes. Considerando

uma distribuição de tensões conhecidas, Reissner (1945) assume uma variação linear das

tensões normais ao longo da espessura da placa e considera as deformações cisalhantes

transversais segundo uma variação quadrática, resultando em campos médios ponderados

ao longo da espessura da placa definidas no plano médio. Já Mindlin (1951) considera que

os deslocamentos horizontais variam linearmente com a espessura, assumindo a hipótese

de seção plana, semelhante a teoria de vigas de Timoshenko, sendo esta denominada de

teoria de placas deformáveis por cisalhamento de primeira ordem (FSDT). As equações

diferenciais de ambas as teorias permitem que três condições de contorno do problema

sejam satisfeitas, descartando-se a necessidade de reações concentradas nos vértices da

placa, como ocorre na teoria clássica.

Há ainda teorias mais refinadas de placas em que levam em consideração a deformação

por cortante segundo polinômios de ordem maiores ou igual a dois. Dentre essas teorias,

destaca-se a de alta ordem de Reddy (1984) em que a deformação por cortante é consi-

derada de terceira ordem, não sendo necessária a consideração de um fator de correção

de cisalhamento no modelo. A abordagem cinemática da teoria proposta por Reddy se

assimila à teoria de vigas de Bickford (1982). O problema de placas apoiadas em camada

elástica de Kerr segundo as teorias de alta ordem não são tratadas nesta tese.

Antes de tratar sobre as hipóteses espećıficas a cada teoria de placa em particular,

podem-se pontuar aquelas comuns a todas:

� A espessura é pequena se comparada às outras dimensões da placa;

� Material elástico linear, homogêneo e isotrópico;

� É considerada a hipótese de pequenos deslocamentos;

� As componentes tangenciais são nulas nas faces da placa.
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6.1.1 Teoria de Kirchhoff

A teoria de Kirchhoff se baseia no neglicenciamento das tensões cisalhantes normais

ao plano da placa. Dessa forma, as retas normais ao plano médio na posição indeformada

permanecem normais após a deformação. Isto significa desprezar as deformações por

cortante que causam distorção. Além disso, consideram-se as seguintes hipóteses:

� os deslocamentos normais ao plano da placa são pequenos e as deformações na

direção da espessura são pequenas o suficiente para serem desprezadas;

� as tensões normais ao plano médio são pequenas, portanto desprezadas;

� As componentes de deslocamento contidas no plano da placa variam linearmente

com a espessura;

� Não existem tensões de cisalhamento nas faces externas paralelas ao plano médio

da placa.

A partir das hipóteses simplificadoras, podem-se definir os campos em deslocamentos

da teoria de Kirchhoff segundo as expressões:

u1 (x1, x2, x3) = −x3
∂w

∂x1
(6.4)

u2 (x1, x2, x3) = −x3
∂w

∂x2
(6.5)

u3 (x1, x2, x3) = w (6.6)

onde w é o deslocamento transversal no plano médio da placa e uα são os deslocamentos

normais à seção média dados em função da inclinação do plano médio nas direções x1 e

x2, respectivamente.

A partir do tensor das deformações, eq.(2.20), escreve-se as relações entre deformações

e deslocamentos da placa:

εαβ = −x3w,αβ, (6.7)

Considerando que o material se comporte segundo a lei de Hooke generalizada, eq.(2.26),

escreve-se as relações entre tensão-deformação como:

σαβ =
E

(1 + ν)

(
εαβ +

ν

1− ν
εγγδαβ

)
, (6.8)

lembrando que no EPT a deformação ε33 = − ν
1−ν (ε11 + ε22).
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Substituindo a eq.(6.7) na eq.(6.8), obtêm-se as relações tensão-deslocamento:

σαβ = −x3
E

(1 + ν)

(
w,αβ +

ν

(1− ν)
w,γγδαβ

)
. (6.9)

Com isso, podem-se definir os esforços como sendo as resultantes das integrais das

componentes de tensão ao longo da espessura da placa. Para os momentos fletores e

volvente, as seguintes expressões podem ser escritas:

Mαβ =

∫ h/2

−h/2
σαβx3dx3, (6.10)

Substituindo a eq.(6.9) na eq.(6.10), obtêm-se:

Mαβ =

∫ h/2

−h/2
−x23

E

(1 + ν)

(
w,αβ +

ν

(1− ν)
w,γγδαβ

)
dx3. (6.11)

Dessa forma, os momentos fletores e volvente são expressos por:

Mαβ = −D (1− ν)

(
w,αβ +

ν

1− ν
w,γγδαβ

)
, (6.12)

onde D é o módulo de rigidez à flexão da placa, dado por:

D =
Eh3

12 (1− ν2)
. (6.13)

Já as forças cortantes, obtidas por meio das equações de equiĺıbrio da placa, são

definidas em função dos deslocamentos transversais como sendo:

Qα =

∫ h/2

−h/2
σα3dx3. (6.14)

Da equação governante da placa de Kirchhoff, chega-se à expressão do esforço cortante

como sendo (TIMOSHENKO et al., 1959):

Qα = −Dw,γγα. (6.15)

6.1.2 Teoria de Mindlin

Diferentemente da teoria proposta por Kirchhoff, Mindlin assume que a seção média

da placa, inicialmente ortogonal ao plano médio da placa, não necessariamente permanece

ortogonal na posição deformada. Com isso, as tensões cisalhantes εxz e εyz não são mais
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consideradas nulas.

Dessa forma, é considerado que a deformação da placa é completamente descrita por

meio do deslocamento transversal e rotações:

u1 (x1, x2, x3) = x3ϕ1, (6.16)

u2 (x1, x2, x3) = x3ϕ2, (6.17)

u3 (x1, x2, x3) = w, (6.18)

onde w é o deslocamento transversal na superf́ıcie média da placa e ϕα(x1, x2) = ϕα

corresponde às rotações nas direções Ox1 e Ox2 do plano médio.

Considerando a teoria linear da elasticidade, as componentes de deformação são dadas

em função dos deslocamentos por:

εαβ =
1

2
(uα,β + uβ,α)x3, (6.19)

εα3 =
1

2
(uα + u3,α) . (6.20)

Segundo a lei generalizada de Hooke, eq.(2.26), a relação tensão-deformação será dada

por:

σαβ = G

[
uα,β + uβ,α +

2ν

1− ν
uγ,γδαβ

]
x3, (6.21)

σα3 = G (uα + u3,α) , (6.22)

onde G é o módulo de elasticidade transversal.

Os momentos fletor e volvente e o esforço cortante, por unidade de comprimento, são

dados por:

Mαβ =

∫ h/2

−h/2
σαβx3dx3, (6.23)

Qα3 =

∫ h/2

−h/2
σα3dx3. (6.24)

Importante notar que pelas hipóteses adotadas por Mindlin, as tensões cisalhantes são

consideradas constantes ao longo da espessura da placa. Para isso, a energia de deformação

devido às tensões cisalhantes será igual àquela definida pela elasticidade tridimensional ou

equivalente, a qual será compatibilizada por meio de um fator de correção, ou de forma,

κp. Assim, a tensão cisalhante será dada por:

σα3 = κpσα3 (6.25)
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Substituindo as eqs.(6.21) e (6.22) nas eqs.(6.23) e (6.24), e ainda por meio da eq.(6.25),

obtêm-se:

Mαβ =

∫ h/2

−h/2
G

[
uα,β + uβ,α +

2ν

1− ν
uγ,γδαβ

]
x23dx3, (6.26)

Qα3 =

∫ h/2

−h/2
κpG (uα + u3,α) dx3. (6.27)

Portanto, o momento fletor, volvente e cortante, na teoria de Mindlin, são dados por:

Mαβ = D
1− ν

2

[
uα,β + uβ,α +

2ν

1− ν
uγ,γδαβ

]
, (6.28)

Qα3 = κpGh (uα + u3,α) , (6.29)

onde a rigidez da placa D =
Eh3

12 (1− ν2)
.

6.2 Equações de equiĺıbrio

Nesta seção são apresentadas as equações diferenciais governantes do problema de

placas apoiadas em camada elástica de Kerr. Dois caminhos podem ser tomados para ob-

tenção destas equações: o primeiro via equiĺıbrio de esforços e momentos em um elemento

infinitesimal; e o segundo via funcional de energia.

6.2.1 Pelas hipóteses de Kirchhoff

Dadas as hipóteses da teoria de Kirchhoff, pode-se escrever a equação da energia

potencial total de deformação da placa apoiada em camada elástica de Kerr pela seguinte

expressão:

U =
1

2

∫
V

σαβεαβdV +
1

2

∫
Ω

c (w − v)2 dΩ +

+
1

2

∫
Ω

Gk

[
(v,1)

2 + (v,2)
2] dΩ +

1

2

∫
Ω

kv2dΩ, (6.30)

onde σαβ e εαβ são as tensões e deformações normais e cisalhantes, que atuam no plano

médio da placa, w é o deslocamento transversal da placa e v o deslocamento transversal

da camada de cisalhamento. Pode-se ainda definir os parâmetros da camada elástica de

Kerr como sendo: c e k, as rigidezes das molas superior e inferior, respectivamente; e Gk

a rigidez da camada cisalhante.
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Substituindo a eqs.(6.7) na equação da energia total, eq.(6.30), obtêm-se:

U =
1

2

∫
V

−σαβx3w,αβdV +
1

2

∫
Ω

c (w − v)2 dΩ +

+
1

2

∫
Ω

Gk

[
(v,1)

2 + (v,2)
2] dΩ +

1

2

∫
Ω

kv2dΩ. (6.31)

Desenvolvendo a eq.(6.31), chega-se a:

U =
1

2

∫
Ω

∫ h/2

−h/2
−σαβx3w,αβdx3dΩ +

1

2

∫
Ω

c (w − v)2 dΩ +

+
1

2

∫
Ω

Gk

[
(v,1)

2 + (v,2)
2] dΩ +

1

2

∫
Ω

kv2dΩ. (6.32)

Note que, as tensões resultantes associadas ao momentos fletor e volvente, dadas pela

eq.(6.9), podem ser expressas por:

Mαβ =

∫ h/2

−h/2
σαβx3dx3 = −DCαβγθw,γθ, (6.33)

onde Cαβγθ é um tensor de quarta ordem definido por:

Cαβγθ = νδαβδγθ +
1− ν

2
(δαθδβγ + δαγδβθ) . (6.34)

Substituindo a eq.(6.33) na eq.(6.32), obtêm-se:

U =
1

2

∫
Ω

DCαβγθ (w,αβ)
2 dΩ +

1

2

∫
Ω

c (w − v)2 dΩ +

+
1

2

∫
Ω

Gk

[
(v,1)

2 + (v,2)
2] dΩ +

1

2

∫
Ω

kv2dΩ. (6.35)

Aplicando a primeira variação da energia total de deformação do problema, tem-se:

δU = −
∫
Ω

{Mαβδw,αβ + g(x1, x2)δw} dΩ +

∫
Ω

c (w − v) δ (w − v) dΩ +

+

∫
Ω

Gk (v,1δv,1 + v,2δv,2) dΩ +

∫
Ω

kvδvdΩ = 0, (6.36)

Integrando por partes

−
∫
Ω

[Mαβ,αβ − c (w − v) + g] δwdΩ +

∫
Ω

[−c (w − v)−Gkv,αα + kv] δvdΩ +

−
∫
Γ

MαβηαδwβdΓ +

∫
Γ

Mαβ,αηβδwdΓ +

∫
Γ

Gkv,αηαδvdΓ = 0, (6.37)
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onde η1 e η2 são os cossenos diretores das normais no contorno Γ.

Aplicando o prinćıpio do cálculo variacional, das integrais definidas no domı́nio na

eq.(6.37) originam-se as equações de equiĺıbrio da placa de Kirchhoff sobre camada elástica

de Kerr:

−Mαβ,αβ + c (w − v)− g = 0, (6.38)

−c (w − v)−Gkv,αα + kv = 0. (6.39)

Substituindo a equação de momento eq.(6.12) na eq.(6.38), reescreve-se a equação de

equiĺıbrio em função dos deslocamentos:

Dw,ααββ + c (w − v)− g = 0, (6.40)

−Gkv,αα − c (w − v) + kv = 0, (6.41)

ou ainda na forma (KERR, 1964b):

D∇2∇2w + c (w − v)− g = 0, (6.42)

−Gk∇2w − c (w − v) + kv = 0, (6.43)

sendo o operador laplaciano definido em coordenadas cartesianas por ∇2 (·) = ∂
∂x1

(·) +
∂
∂x2

(·) e o operador biharmônico ∇2∇2 (·) = ∂4

∂x41
(·) + 2 ∂4

∂x21∂x
2
2
(·) + ∂4

∂x42
(·).

Para determinar as condições de contorno, parte-se das integrais no contorno dadas

pela eq.(6.37), obtendo as expressões nos contornos paralelos aos eixos x e y:

Mαβηα = 0, (6.44)

Mαβ,αηβ = Qβηβ = 0, (6.45)

Gkv,αηα = Tαηα = 0, (6.46)

sendo Qα e Tα os esforços cortantes na placa e na camada de cisalhamento, respectiva-

mente.

A Figura 6.1 descreve os esforços internos atuantes sobre o elemento de placa de

Kirchhoff apoiada em camada elástica de Kerr, bem como a convenção adotada.
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FIGURA 6.1 – Esforços internos em um elemento de placa sobre camada de Kerr.

Os momentos e esforços cortantes definidos pelas eqs.(6.12) e (6.15) se referem ao sis-

tema de coordenadas (x1, x2, x3) inicialmente adotado. Entretanto, é conveniente escrevê-

los em relação a um sistema de coordenadas genérico (n, s, x3) dados pelos cossenos dire-

tores da normal e tangente a um contorno qualquer de um elemento, como pode ser visto

na Figura 6.2. Transformando as coordenadas do sistema (x1, x2, x3) para o (n, s, x3),

obtêm-se:

x1 = n · cosα− s · senα = n · ηx − s · ηy,

x2 = n · senα + s · cosα = n · ηy + s · ηx. (6.47)

Com isso, as seguintes relações são definidas:

∂w

∂x1
=
∂w

∂n

∂n

∂x1
+
∂w

∂s

∂s

∂x1
=
∂w

∂n
η1 −

∂w

∂s
η2,

∂w

∂x2
=
∂w

∂n

∂n

∂x2
+
∂w

∂s

∂s

∂x2
=
∂w

∂n
η2 +

∂w

∂s
η1. (6.48)

(a) (b)

FIGURA 6.2 – Sistema de coordenadas genérico (a) e seus correspondentes esforços internos (b).
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Substituindo as relações (6.48) nas integrais definidas sobre o contorno da eq.(6.37),

chega-se a:

Mn =Mαβnαnβ, (6.49)

Mns =Mαβnαsβ, (6.50)

Qn = Qαnα (6.51)

Tn = Tαnα. (6.52)

Para resolver a equação de equiĺıbrio da placa apoiada em camada elástica de Kerr,

é necessário impor condições de contorno com relação ao deslocamento na placa w, na

camada de cisalhamento v e à inclinação do plano médio da placa ∂w/∂n, sendo n a direção

normal ao contorno, ou aos esforços correspondentesQn, Tn,Mn eMns. Assim como ocorre

para a placa de Kirchhoff sem camada elástica, podem-se agrupar as condições de contorno

relativas a Qn eMns em uma única, definindo assim o esforço cortante equivalente Vn como

sendo (TIMOSHENKO et al., 1959):

Vn = Qn +
∂Mns

∂s
. (6.53)

Como consequência, surgem reações concentradas nos cantos da placa. Essas reações

são expressar por:

Rc =M+
ns −M−

ns, (6.54)

onde o sinal negativo indica momento volvente anterior ao canto enquanto que o positivo

indica o momento volvente posterior ao canto.

6.2.2 Pelas hipóteses de Mindllin

FIGURA 6.3 – Placa de Mindlin sobre camada elástica de Kerr.
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A energia potencial πp relacionada à placa de Mindlin sob a base elástica de Kerr é

dada pela seguinte equação:

πp =
1

2

∫
V

σαβεαβdV +
1

2

∫
V

σ3αε3αdV +
1

2

∫
Ω

c (w − v)2 dΩ +

+
1

2

∫
Ω

kv2dΩ +
1

2

∫
Ω

Gk

[
(v,1)

2 + (v,2)
2] dΩ, (6.55)

onde σiα e εiα são as tensões e deformações normais e transversais, ou cisalhantes, que

atuam em um plano (x1, x2), w (x1, x2) é o deslocamento transversal da placa e v (x1, x2)

o deslocamento transversal da camada de cisalhamento. Os parâmetros da camada elás-

tica de Kerr são: c e k, que correspondem as rigidezes das molas superior e inferior,

respectivamente, e Gk a rigidez da camada cisalhante.

Devido às hipóteses da placa de Mindlin, a deformação da placa pode ser obtida a

partir de suas respectivas curvaturas εαβ = x3
2
(ϕα,β + ϕβ,α), ε3α = ϕα + w,α, obtidas por

meio da eq.(2.20) para o EPT. Se essas relações forem substitúıdas na eq.(6.55) e após a

integração ao longo do eixo x3, o funcional de energia passa a ser:

πp =
1

2

∫
Ω

∫ h/2

−h/2
σαβx3ϕα,β dx3dΩ +

1

2

∫
Ω

∫ h/2

−h/2
σ3α (ϕα + w,α) dx3dΩ +

+
1

2

∫
Ω

c (w − v)2 dΩ +
1

2

∫
Ω

kv2dΩ +
1

2

∫
Ω

Gk (v,α)
2 dΩ. (6.56)

As tensões resultantes associadas ao momento fletor, volvente e cortante, em termos

das rotações e deslocamento vertical, são dadas por:

Mαβ =

∫ h/2

−h/2
σαβx3dx3 = DCαβγθϕγ,θ, (6.57)

Qα =

∫ h/2

−h/2
σ3αdx3 = κGh (ϕα + w,α) , (6.58)

onde D é a rigidez à flexão da placa, E é o módulo de Young, G é o módulo de deformação

transversal, ν é a constante de Poisson, κ é o coeficiente de cisalhamento (κ = 5/6), h é

a espessura da placa e o tensor de quarta ordem Cαβγθ dado por:

Cαβγθ = νδαβδγθ +
1− ν

2
(δαθδβγ + δαγδβθ) , (6.59)

onde δαβ é o delta de Kronecker.

Substituindo as eqs.(6.57) e (6.58) na eq.(6.56) e aplicando a primeira variação do
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funcional de energia, obtêm-se:

δπp = D

∫
Ω

[
νδαβδγθ +

1− ν

2
(δαθδβγ + δαγδβθ)

]
ϕγ,θδϕα,βdΩ +

+

∫
Ω

κGh (ϕα + w,α) δ (ϕα + w,α) dΩ +

∫
Ω

c (w − v) δ (w − v) dΩ +

+

∫
Ω

kvδvdΩ +

∫
Ω

Gkv,αδv,αdΩ. (6.60)

Após algumas integrações por partes, a eq.(6.60) passa a ser escrita como:

δπp =

∫
Γ

MαβηβδϕαdΓ +

∫
Γ

QαnαδwdΓ +

∫
Γ

Gkv,αnαδvdΓ +

+

∫
Ω

[
−D

(
1 + ν

2
ϕβ,βα +

1− ν

2
ϕα,ββ

)
+ κGh (ϕα + w,α)

]
δϕα,βdΩ +

−
∫
Ω

[κGh (ϕα,α + w,αα)− c (w − v)] δwdΩ +

+

∫
Ω

[−c (w − v) + kv −Gkv,αα] δvdΩ. (6.61)

onde

pα =Mαβηβ,

p3 = Qαnα,

P4 = Gkv,αnα, (6.62)

são os esforços generalizados no contorno do plano médio da placa.

Para a completa definição das equações de equiĺıbrio, é necessário definir a primeira

variação das cargas externas como:

δW =

∫
Ω

gδwdΩ +

∫
Ω

mαδϕαdΩ, (6.63)

onde g corresponde a um carregamento distribúıdo e mα a um momento distribúıdo.

Da minimização do funcional, δΠ = δπp − δW = 0, chega-se à equação governante do

problema dada por:

−D
(
1 + ν

2
ϕβ,βα +

1− ν

2
ϕα,ββ

)
+ κGh (ϕα + w,α)−mα = 0,

−κGh (ϕα,α + w,αα) + c (w − v)− g = 0,

−c (w − v) + kv −Gkv,αα = 0. (6.64)
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Fazendo κGh = Ds1, s1 =

(
1− ν

2

)
λ2, a1 =

(1− ν)

2
, b1 =

(1 + ν)

2
, s2 = c/D,

s3 = k/D e s4 = Gk/D, e substituindo nas eqs.(6.64), reescreve-se a equação governante

do problema real na forma matricial:
a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂x2
b1

∂2

∂x∂y
−s1 ∂

∂x
0

b1
∂2

∂x∂y
a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂y2
−s1 ∂

∂y
0

s1
∂
∂x

s1
∂
∂y

s1∇2 − s2 s2

0 0 s2 s4∇2 − (s2 + s3)

×


θx

θy

w

v

 = −


mx/D

my/D

g/D

0

 , (6.65)

onde ∇2 =
∂

∂xα∂xα
é o operador de Laplace e λ2 = 10/h2 é o parâmetro caracteŕıstico de

Reissner, sendo λ2 = 12κ/h2 com κ = 5/6.

As relações momento-curvatura são:

Mαβ = D
1− ν

2

(
ϕα,β + ϕβ,α +

2ν

1− ν
ϕγ,γδαβ

)
,

Q3α = D
1− ν

2
λ2 (ϕα + w,α) ,

T3α = Gkv,α. (6.66)

onde T3α corresponde ao cortante que atua na camada cisalhante de Kerr.

Substituindo as eqs.(6.66) e suas derivadas nas equações de equiĺıbrio, eqs.(6.64),

obtêm-se a equação diferencial parcial governante do problema em esforços:

Mαβ,β −Q3α +mα = 0,

Q3α,α − c (w − v) + g = 0,

c (w − v)− kv + T3α,α = 0. (6.67)

6.3 Equações de placas em coordenadas polares

A representação das equações diferenciais e demais relações de placas por meio de

coordenadas polares pode ser conveniente para alguns problemas. Por exemplo, no trata-

mento do problema fundamental do MEC, por questões de simetria, utilizar o sistema de

coordenadas polares facilita a sua análise. Dessa forma, são apresentadas nesta seção de

forma sucinta algumas relações necessárias para o tratamento de placas em coordenadas
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polares.

Considere um ponto P qualquer de coordenadas (x1, x2) distante r da origem do sis-

tema cartesiano e formando um ângulo θ com o eixo x1, conforme mostra a Figura 6.4.

Pode-se definir o ponto P em função das componentes r e θ a partir das relações:

x1 = r1 = r · cosθ,

x2 = r2 = r · senθ. (6.68)

FIGURA 6.4 – Sistema de coordenadas polares e cartesiano.

Já a conversão das coordenadas cartesianas para polar são dadas por pelas expressões:

r2 = r21 + r22 = riri,

θ = arctg

(
r2
r1

)
. (6.69)

Das relações (6.68) e (6.69), obtêm-se as expressões das derivadas em relação às dire-

ções x1 e x2:

r,1 =
r1
r

= cosθ, (6.70)

r,2 =
r2
r

= senθ, (6.71)

que são os cossenos diretores correspondentes a direção r. Os cossenos diretores do versor

t são dados por:

t1 = −r,2 = −sen(θ),

t2 = r,1 = cos(θ).
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Outras derivadas de interesse são:

θ,1 = −sen(θ)
r

, (6.72)

θ,2 =
cos(θ)

r
, (6.73)

∂r,i
∂θ

= ti, (6.74)

θ,i =
ti
r
. (6.75)

Para os casos em que há simetria em relação à origem do sistema de coordenadas, as

variáveis do problema são função apenas de r, já que não variam com θ.

Será interessante ainda estudar as expressões de momentos e forças cortantes em dire-

ções genéricas do contorno. Com isso, considere um ponto p sobre um contorno genérico de

vetores normal e tangente definidos por n e s, respectivamente, com origem nesse mesmo

ponto.

FIGURA 6.5 – Sistema de coordenadas local

Da figura 6.5, podem-se definir os cossenos diretores das direções n e s, respectiva-

mente, como sendo:

n1 = cos(α), (6.76)

n2 = sen(α), (6.77)

s1 = −sen(α), (6.78)

s2 = cos(α). (6.79)

onde R é o raio de curvatura do contorno nesse ponto.
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Caṕıtulo 7

O MEC em Placas de Kirchhoff sobre

camada de Kerr

Neste caṕıtulo é feita uma revisão do estudo de placas delgadas apoiadas em camada

elástica de Kerr pelo MEC. As soluções fundamentais e as equações integrais para a de-

terminação dos deslocamentos no contorno e domı́nio foram apresentadas e discutidas por

Souza (2019). Como contribuição, serão deduzidas equações integrais para determinação

dos momentos fletores e volventes em pontos internos do domı́nio da placa.

7.1 O problema fundamental

A solução fundamental advém de um problema virtual de domı́nio infinito e sujeito

a fontes concentradas em termos de força aplicadas em um ponto q qualquer do domı́nio

Ω∞ representadas matematicamente pela função Delta de Dirac, δ (p, q), tendo as mesmas

propriedades mecânicas e geométricas de seção transversal do problema real. Como con-

sequência, surgirão deslocamentos e esforços em um ponto p, chamado de ponto campo,

associados a essa fonte. Esses deslocamentos e esforços são chamados de fundamentais,

representadas com o sobrescrito ∗. No problema alvo desse caṕıtulo, duas situações inde-

pendentes de aplicação das fontes são analisadas: no primeiro caso, a fonte está aplicada

apenas no domı́nio da placa; já no segundo, a fonte é aplicada apenas na camada de cisa-

lhamento. A Figura 7.1 detalha cada uma das situações de aplicação da fonte em termos

de força.
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FIGURA 7.1 – Fonte aplicada na superf́ıcie média da placa (a) e da camada cisalhante de Kerr (b).

As equações de equiĺıbrio do problema fundamental são análogas às do problema real,

eq.(6.43). Dessa forma, quando for ativada a fonte na placa, tem-se a equação:

D∇4w∗p (p, q) + c [w∗p (p, q)− v∗p (p, q)] = δ (p, q) ,

−c [w∗p (p, q)− v∗p (p, q)] + kv∗p (p, q)−Gk∇2v∗p (p, q) = 0. (7.1)

Da mesma forma, aplicando a fonte na camada de cisalhamento, obtêm-se:

D∇4w∗c (p, q) + c [w∗c (p, q)− v∗c (p, q)] = 0,

−c [w∗c (p, q)− v∗c (p, q)] + kv∗c (p, q)−Gk∇2v∗c (p, q) = δ (p, q) . (7.2)

Agrupando as eqs.(7.1) e (7.2) e reescrevendo na forma matricial, obtêm-se o sistema

de equações dado por:[
D∇4 + c −c

−c −Gk∇2 + c+ k

][
w∗p w∗c

v∗p v∗c

]
= δ

[
1 0

0 1

]
, (7.3)

ou ainda na forma compacta como sendo:

[B] [G∗] = δ (p, q) [I] , (7.4)

sendo [I] a matriz identidade e as matrizes de operadores e esforços fundamentais, res-

pectivamente, dadas por:

[B] =

[
D∇4 + c −c

−c −Gk∇2 + c+ k

]
, [G∗] =

[
w∗p w∗c

v∗p v∗c

]
. (7.5)
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Importante destacar as seguintes propriedades da função delta de Dirac:

δ (p, q) = 0, se p ̸= q, (7.6)

δ (p, q) = ∞, se p = q, (7.7)∫ +∞

−∞
δ (p, q) f(q) = f(p), (7.8)

onde a partir da propriedade da filtragem da Delta, pode-se escrever∫ +∞

−∞
δ (p, q) = 1, (7.9)

ou seja, a resultante do carregamento transversal aplicado sobre o domı́nio fundamental

é uma carga unitária aplicada no ponto q (PAIVA, 1987).

Note que as equações governantes do problema fundamental da placa delgada sobre a

base de Kerr consiste em um sistema de variáveis acopladas. Assim como feito nos caṕı-

tulos anteriores, utiliza-se o método de Hörmander (1963) para fazer seu desacoplamento,

simplificando o processo de solução das equações diferenciais. Com isso, da aplicação do

método, obtêm-se a equação fundamental desacoplada dada por:

[
−GkD∇6 + (c+ k)D∇4 −Gkc∇2 + ck

]
ψ (r) = δ (p, q) , (7.10)

ou ainda

(
∇6 + a2∇4 + a1∇2 + a0

)
ψ (r) = −δ (p, q)

GkD
, (7.11)

onde a2 = − (c+k)
Gk

,a1 =
c
D
, a0 = − ck

GkD
.

Por meio da eq.(7.11), e ainda fazendo uma mudança de variável ∇2ψ = z, escreve-se

a equação homogênea caracteŕıstica como sendo:

z3 + a2z
2 + a1z + a0 = 0, (7.12)

cujas ráızes são dadas por:

z1 =
3

√
−q
2
+
√
∆+ 3

√
−q
2
−
√
∆+ h, (7.13)

z2 = −1

2
(a2 − z1) +

1

2

√
(a2 − z1)

2 − 4 [z1 (a2 − z1) + a1], (7.14)

z3 = −1

2
(a2 − z1)−

1

2

√
(a2 − z1)

2 − 4 [z1 (a2 − z1) + a1], (7.15)
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para ∆ ≥ 0, ou ainda

z1 = 2 3
√
ρcos

(
θ

3

)
+ h, (7.16)

z2 = 2 3
√
ρcos

(
θ + 2π

3

)
+ h, (7.17)

z3 = 2 3
√
ρcos

(
θ + 4π

3

)
+ h, (7.18)

para ∆ < 0, sendo os parâmetros h = −a2/3, p = 3h2+2a2h+a1, q = h3+a2h
2+a1h+a0,

ρ =

√
q2

4
+ |∆|, θ = acos

(
− q

2ρ

)
e determinante ∆ =

(p
3

)3
+
(q
2

)2
.

Por meio de uma análise do sinal do discriminante, conclui-se que três casos são pos-

śıveis de ocorrer:

� Caso 1: dado por uma raiz real positiva e um par de ráızes complexas conjugadas,

obtidas fazendo k = kf2 ou k = kf1, com µ < 1/8;

� Caso 2: dado por três ráızes reais positivas distintas, obtidas fazendo kf2 < k < kf1,

com µ < 1/8;

� Caso 3: dado por três ráızes reais positivas com duas ráızes reais iguais positivas,

obtidas fazendo k < kf2 ou k > kf1, com µ < 1/8, ou para qualquer valor de

µ ≥ 1/8.

Os valores de kf1 e fk2 são dados por:

kf1 =
Dµ (20µ− 8µ2 + 1)

8λ2
+
Dµ (8µ+ 1)

8λ2

√
1− 8µ, (7.19)

kf 2 =
Dµ (20µ− 8µ2 + 1)

8λ2
− Dµ (8µ+ 1)

8λ2

√
1− 8µ (7.20)

onde λ = Gk

c
e µ = k

c
.

Dessa forma, as soluções fundamentais propostas dependerão da natureza das ráızes da

equação caracteŕıstica. A seguir são apresentadas as três soluções fundamentais propostas

por Souza (2019).

Caso I Sendo uma raiz positiva real e duas ráızes complexas conjugadas, a solução

fundamental desacoplada é dada por:

ψ(r) =
1

2πGkD
[
(α− z1)

2 − β2
] {K0 (r

√
z1) +

1

β
Im [(2α−z2 − z1)K0 (r

√
z2)]

}
,

(7.21)
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onde α = Re(z2) e β = Im(z2) são as partes real e imaginária, respectivamente, das ráızes

complexas.

Caso II Considerando que todas as ráızes sejam reais e positivas, com z2 = z3, a

solução fundamental desacoplada será expressa por:

ψ(r) =
1

2πGkD(z1 − z2)

[
r

2
√
z2
K1 (r

√
z2) +

Ko(r
√
z2)−Ko(r

√
z1)

z2 − z1

]
. (7.22)

Caso III Por fim, para o caso onde as três ráızes sejam reais e positivas, distintas, a

solução proposta é dada por:

ψ(r) =
1

2πDGk

[µ1K0 (r
√
z1) + µ2K0 (r

√
z2) + µ3K0 (r

√
z3)] , (7.23)

com constantes,

µ1 =
1

(z1 − z2) (z1 − z3)
, (7.24)

µ2 =
−1

(z1 − z2) (z2 − z3)
, (7.25)

µ3 =
1

(z1 − z3) (z2 − z3)
. (7.26)

As funções K0 (z) , K1 (z) correspondem às funções de bessel modificadas de segunda

espécie e de ordens zero e um, respectivamente.

Conhecida a função escalar ψ(r), torna-se posśıvel obter as soluções fundamentais

em deslocamentos do problema. Como já discutido nos caṕıtulos anteriores, as soluções

fundamentais em deslocamentos são obtidas fazendo

[G∗] = [Bcof ]Tψ (r) , (7.27)

sendo expressas por:

w∗p = −Gk∇2ψ(r) + (c+ k)ψ(r), (7.28)

w∗c = v∗p = cψ(r), (7.29)

v∗c = D∇4ψ(r) + cψ(r), (7.30)

sendo ∇2 (·) o operador de Laplace e ∇4 (·) = ∇2∇2 (·) o biharmônico. A forma expĺıcita

das soluções fundamentais para cada um dos casos tratados anteriormente são obtidas

substituindo as eqs.(7.21) a (7.23) nas eqs.(7.28) a (7.30).

A partir da derivada dos deslocamentos fundamentais em relação à direção n, do ponto
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campo, obtêm-se a solução fundamental para inclinação do plano médio da placa:

∂w∗

∂n
=
dw∗

dr

dr

dn
=
dw∗

dr
rn, (7.31)

onde rn = r,ini.

Já as soluções fundamentais em esforços são obtidas de forma análoga aos reais,

eqs.(6.49) a (6.53), sendo expressos por:

M∗
n = −D

{
d2w∗

dr2
[
ν + (1− ν) (r,ini)

2]+ 1

r

dw∗

dr

[
ν + (1− ν) (r,isi)

2]} ,
M∗

ns = −D (1− ν) (r,ini) (r,jsj)

(
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
,

V ∗
n = −D (1− ν) r,ini

{[
1− 4 (r,jsj)

2] 1
r

(
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
+

+

[
(r,jsj)

2 +
1

1− ν

](
d3w∗

dr3
+

1

r

d2w∗

dr2
− 1

r2
dw∗

dr

)}
+

+D (1− ν)
1

R

[
1− 2 (r,isi)

2](d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
,

T ∗
n = Gk (r,ini)

dv∗

dr
. (7.32)

Posteriormente, quando deduzidas as equações integrais, serão necessários obter tam-

bém as derivadas dos deslocamentos e dos esforços fundamentais em relação a uma direção

m, do ponto fonte. A relação entre as derivadas no ponto campo e ponto fonte é dada

por:

∂ (·)
∂xi (q)

= − ∂ (·)
∂xi (p)

. (7.33)

Dessa forma, as derivadas dos deslocamentos fundamentais em relação ao ponto fonte

na direção m são dadas por:

∂w∗

∂m
=
dw∗

dr

dr

dm
= −dw

∗

dr
rm, (7.34)

∂2w∗

∂n∂m
=
d2w∗

dr2
rnrm +

1

r

dw∗

dr
(mn− rnrm) . (7.35)

Já as derivadas dos esforços fundamentais em relação ao ponto fonte na direção m
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ficam:

∂M∗
n

∂m
= D

{
d3w∗

dr3
[
ν + (1− ν) r2n

]
rm +

1

r

d2w∗

dr2
{
(1− ν)

[
r2srm+

+2
(
mn · rn − r2nrm

)]
+ νrm

}
+

1

r2
dw∗

dr

{
(1− ν)

[
2ms · rs − 3r2srm

]
− νrm

}}
,

∂M∗
ns

∂m
= D (1− ν)

{
d3w∗

dr3
rnrsrm +

1

r

[
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

]
(mn · rs+

+ms · rn − 3rnrsrm)} ,
∂V ∗

n

∂m
= D (1− ν)

1

R

{
d3w∗

dr3
[
1− 2r2n

]
rm − 1

r

(
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
{4ms · rs+

+
(
1− 6r2s

)
rm
}}

+D (1− ν)
1

r

{
1

r

(
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

){
nm
(
4r2s − 1

)
+

+rn {8msrs + rm [3− 20rsrn]}} −
d3w∗

dr3
(
1− r2n

)
rmrn

}
+

−D (1− ν)

{
1

r

(
d3w∗

dr3
+

1

r

d2w∗

dr2
− 1

r2
dw∗

dr

)
[2rnrs (ms− rmrs)+

+ (ms− 3rmrn)

(
r2s +

1

1− ν

)]
+ rmrn

(
d4w∗

dr4
+

3

r

d3w∗

dr3

)(
r2s +

1

1− ν

)}
,

∂T ∗
n

∂m
= −Gk

[
d2v∗

dr2
rnrm +

1

r

dv∗

dr
(mn− rnrm)

]
. (7.36)

Note que, as soluções fundamentais tanto em deslocamentos quanto em esforços serão

dadas pelas funções modificadas de Bessel de segunda espécie K0, K1 e ainda por funções

que representam suas partes imaginárias. Com isso, as derivadas requeridas nas soluções

fundamentais para cada uma dessas funções estão descritas no anexo A.

7.2 Equações integrais

A solução do problema pode ser obtida a partir da transformação das equações diferen-

ciais de equiĺıbrio em equações integrais equivalentes, necessárias à formulação do MEC.

Dessa forma, a dedução dessas equações integrais podem seguir dois caminhos: o primeiro

via Teorema da Reciprocidade de Betti; o segundo por meio do método dos reśıduos pon-

derados (MRP). Com isso, obtêm-se as representações integrais para os deslocamentos e

esforços em pontos do domı́nio e do contorno do problema.

7.2.1 Equações integrais para deslocamentos em pontos do domı́nio

Buscando-se obter uma representação integral para determinação dos deslocamentos,

aplica-se o MRP nas eqs.(6.43), tomando-se como funções-peso as soluções fundamentais
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em deslocamentos.

Ponderando pelas soluções fundamentais devido a aplicação da fonte em termos de

força na placa, obtêm-se:∫
Ω

{[
D∇4w(p) + c (w(p)− v(p))− g(p)

]
w∗p (p, q)+

+
[
−Gk∇2v(p)− c (w(p)− v(p)) + kv(p)

]
v∗p (p, q)

}
dΩ = 0, (7.37)

onde, após algumas integrações por partes e manipulações algébricas, chega-se à primeira

equação integral para de determinação dos deslocamentos em pontos internos da placa:

w (q) +

∫
Γ

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v (p)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

R∗p
ci
(p, q)wci (p) =

∫
Γ

[
w∗p (p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (p)+

+v∗p (p, q)Tn (p)] dΓ +
Nc∑
i=1

w∗p
ci
(p, q)Rci (p) +

∫
Ωg

g (p)w∗p (p,Q) dΩg, (7.38)

onde Q corresponde a um ponto sobre o contorno do carregamento real g(p).

Da mesma forma, pondera-se pelas soluções fundamentais em termos de força na

camada de cisalhamento, obtendo-se:∫
Ω

{[
D∇4w(p) + c (w(p)− v(p))− g(p)

]
w∗c (p, q)+

+
[
−Gk∇2v(p)− c (w(p)− v(p)) + kv(p)

]
v∗c (p, q)

}
dΩ = 0, (7.39)

onde, após algumas manipulações, chega-se a equação integral para determinação dos

deslocamentos em pontos internos da camada de cisalhamento:

v (q) +

∫
Γ

[
V ∗c
n (p, q)w (p)−M∗c

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗c

n (p, q) v (p)

]
+ dΓ+

+
Nc∑
i=1

R∗c
ci
(p, q)wci (p) =

∫
Γ

[
w∗c (p, q)Vn (p)−

∂w∗c

∂n
(p, q)Mn (p)+

+v∗c (p, q)Tn (p)] dΓ +
Nc∑
i=1

w∗c
ci
Rci (p) (p, q) +

∫
Ωg

g (p)w∗c (p,Q) dΩg. (7.40)

Torna-se ainda necessário o conhecimento de uma equação integral adicional relacio-

nada a inclinação do plano médio da placa, obtida pela derivada da eq.(7.38) em relação
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a m, ponto-fonte:

∂w

∂m
(q) +

∫
Γ

[
∂V ∗p

n

∂m
(p, q)w (p)− ∂M∗p

n

∂m
(p, q)

∂w

∂n
(p) +

∂T ∗p
n

∂m
(p, q) v (p)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

∂R∗p
ci

∂m
(p, q)wci (q) =

∫
Γ

[
∂w∗p

∂m
(p, q)Vn (p)−

∂2w∗p

∂n∂m
(p, q)Mn (q)+

+
∂v∗p

∂m
(p, q)Tn (p)

]
dΓ +

Nc∑
i=1

∂w∗p
ci

∂m
(p, q)Rci (p) +

∫
Ωg

g (p)
∂w∗p

∂m
(p,Q) dΩg.

(7.41)

7.2.2 Equações integrais para deslocamentos no contorno

Para a completa formulação do MEC, é necessária a obtenção de equações integrais

para pontos situados sobre o contorno do problema. Para isso, considere que um ponto p,

inicialmente situado no contorno Γ, seja envolvido por uma região auxiliar de contorno Γξ,

com raio ξ, tornando-se interior a esse domı́nio com a retirada da parcela Γ̄ do contorno

inicial, indicada na Fig. 7.2.

FIGURA 7.2 – Contorno circular acrescido a um ponto p de um canto da placa.

Com a modificação imposta ao contorno, os novos cantos da placa serão representados

por λ− e λ+, sendo βc é o ângulo interno do canto da placa e θ = 2π − βc.

Após o acréscimo da região auxiliar ao domı́nio do problema inicial, a equação integral

para o cálculo do deslocamento transversal em um ponto q na placa, eq. (7.38), passa a
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ser escrita como:

w (q) +

∫
Γ−Γ̄+Γξ

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v(p)

]
dΓ+

+
Nc−1∑
i=1

R∗p
ci (p, q)wci (p) +R∗p

cλ−
(p, q)wcλ− (p) +R∗p

cλ+
(p, q)wcλ+ (p) =∫

Γ−Γ̄+Γξ

[
w∗p (p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (p) + v∗p(p, q)Tn (p)

]
dΓ+

+
Nc−1∑
i=1

w∗p
ci
(p, q)Rci (p) + w∗p

cλ−
(p, q)Rcλ−

(p)+

+ wcλ+ (p, q)R∗p
cλ+

(p) +

∫
Ωg

g (p)w∗p (p,Q) dΩg (7.42)

Fazendo o raio ξ da região auxiliar tender a zero, ou seja, ponto fonte se aproximando

do contorno, a equação (7.42) passa a ser reescrita como:

w (q) + lim
Γ̄→0

∫
Γ−Γ̄

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v(p)

]
dΓ+

+ lim
ξ→0

∫
Γξ

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v(p)

]
dΓξ+

+
Nc−1∑
i=1

R∗p
ci (p, q)wci (p) + lim

ξ→0

[
R∗p
cλ−

(p, q)wcλ− (p) +R∗p
cλ+

(p, q)wcλ+ (p)
]
=

lim
Γ̄→0

∫
Γ−Γ̄

[
w∗p (p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (p) + v∗p(p, q)Tn (p)

]
dΓ+

+ lim
ξ→0

∫
Γξ

[
w∗p (p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (p) + v∗p(p, q)Tn (p)

]
dΓξ+

+
Nc−1∑
i=1

w∗p
ci
(p, q)Rci (p) + lim

ξ→0

[
w∗p
cλ−

(p, q)Rcλ−
(p) + w∗p

cλ+
(p, q)Rcλ+

(p)
]
+

+

∫
Ωg

g (p)w∗p (p,Q) dΩg. (7.43)

Na condição limite, o valor das integrais definidas sobre o contorno Γ−Γ representam
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o valor principal das mesmas:

lim
Γ̄→0

∫
Γ−Γ̄

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v(p)

]
dΓ =∫

Γ

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v(p)

]
dΓ, (7.44)

lim
Γ̄→0

∫
Γ−Γ̄

[
w∗p (p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (p) + v∗p(p, q)Tn (p)

]
dΓ =

=

∫
Γ

[
w∗p (p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (p) + v∗p(p, q)Tn (p)

]
dΓ. (7.45)

Para completar a análise da equação integral dada pela eq.(7.43) é necessário ava-

liar as parcelas definidas no contorno Γξ. Utilizando-se o artif́ıcio de somar e subtrair

deslocamentos e rotações no ponto fonte, as seguintes relações podem ser escritas:

lim
ξ→0

∫
Γξ

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v(q)

]
dΓξ +

= lim
ξ→0

∫
Γξ

{
V ∗p
n (p, q) [w (p)− w (q)]−M∗p

n (p, q)

[
∂w

∂n
(p)− ∂w

∂n
(q)

]
+

+T ∗p
n (p, q) [v (p)− v (q)]} dΓξ + lim

ξ→0

∫
Γξ

V ∗p
n (p, q)w (q) dΓξ +

− lim
ξ→0

∫
Γξ

M∗p
n (p, q)

∂w

∂n
(q) dΓξ +

+ lim
ξ→0

∫
Γξ

T ∗p
n (p, q) v (q) dΓξ. (7.46)

Utilizando a condição de Hölder para os deslocamentos e rotações da placa, assim

como deslocamentos na camada de cisalhamento, as seguintes relações podem ser escritas:

|w (p)− w(q)| ≤ C1r
α1(p,q), (7.47)∣∣∣∣∂w∂n (p)− ∂w

∂n
(q)

∣∣∣∣ ≤ C2r
α2(p,q), (7.48)

|v (p)− v(q)| ≤ C3r
α1(p,q), (7.49)

onde C1, C2 e C3 são constantes e 0 < αi ≤ 1, com i = 1, 2. Substituindo tais condições
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na eq.(7.46), vê-se que a primeira integral se anula, restando apenas:

lim
ξ→0

∫
Γξ

[
V ∗p
n (p, q)w (q)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(q) +

+T ∗p
n (p, q) v (q)] dΓξ = w (q) lim

ξ→0

∫
Γξ

V ∗p
n (p, q) dΓξ +

−∂w
∂n

(q) lim
ξ→0

∫
Γξ

M∗p
n (p, q) dΓξ + v (q) lim

ξ→0

∫
Γξ

T ∗p
n (p, q) dΓξ, (7.50)

uma vez que w(p), ∂w(p)/∂n e v(p) são valores do domı́nio. Para o cálculo dos limites

dos esforços fundamentais, é importante notar que eles são dependentes das funções de

Bessel de segunda espécie e de ordens zero e um, cujas expansões em série são dadas por:

K0 (z) = −z
2
I0 (z) +

∞∑
k=0

[(z
2

)2k 1

k!k!
(ψ (k + 1) + ψ (k + 2))

]
, (7.51)

K1 (z) = −z
2
I1 (z) +

1

2

(z
2

)−1

− z

4

∞∑
k=0

[ (
z
2

)2k
k! (k + 1)!

(ψ (k + 1) + ψ (k + 2))

]
,(7.52)

onde

Im (z) =
∞∑
k=0

[
1

k! (k + 1)!

(z
2

)2k+m]
. (7.53)

Para pequenos argumentos, isto é, z << 1, as funções são reduzidas a:

K0 (z) = −γ − ln
(z
2

)
, (7.54)

K1 (z) =
1

z
. (7.55)

onde γ = 0, 5772156649 é a constante de Euler-Mascheroni. Além disso, como o raio vetor

r coincide com a normal do contorno da região adicional, conforme mostrado na Figura

7.2, então r,ini = 1, r,isi = 0, mini = r,imi, de forma que as soluções fundamentais em
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deslocamentos e em esforços podem ser reduzidas a:

∂w∗p

∂n
=
dw∗p

dr
(7.56)

M∗p
n = −D

{
d2w∗p

dr2
+
ν

r

dw∗p

dr

}
, (7.57)

M∗p
ns = 0, (7.58)

V ∗p
n = −D (1− ν)

{
1

r

(
d2w∗p

dr2
− 1

r

dw∗p

dr

)
+

+
1

1− ν

(
d3w∗p

dr3
+

1

r

d2w∗p

dr2
− 1

r2
dw∗p

dr

)}
+

+D (1− ν)
1

R

(
d2w∗p

dr2
− 1

r

dw∗p

dr

)
, (7.59)

T ∗p
n = Gk

dv∗p

dr
. (7.60)

Como dΓξ = ξdϕ, desenvolvendo-se as integrais e após convenientes manipulações,

obtém-se a equação integral para um ponto do contorno:

A(q)w (q) +

∫
Γ

[
V ∗p
n (p, q)w (p)−M∗p

n (p, q)
∂w

∂n
(p) + T ∗p

n (p, q) v (p)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

R∗p
ci
(p, q)wci (p) =∫

Γ

[
w∗p (p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (p) + v∗p (p, q)Tn (q)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

w∗p
ci
(p, q)Rci (p) +

∫
Ωg

g (p)w∗p (p,Q) dΩ (7.61)

sendo o termo livre dado por:

A(q) =


1, se p ∈ Ω
1
2
, se p ∈ Γ

0, se p /∈ Ω ∪ Γ

(7.62)

Um procedimento análogo pode ser empregando na equação integral de contorno em
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deslocamento transversal na camada de cisalhamento, resultando em:

A (q) v (q) +

∫
Γ

[
V ∗c
n (p, q)w (q)−M∗c

n (p, q)
∂w

∂n
(q) + T ∗c

n (p, q) v (q)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

R∗c
ci
(p, q)wci (q) =∫

Γ

[
Vn (q)w

∗c (p, q)−Mn (q)
∂w∗c

∂n
(p, q) + T ∗c

n (p, q) v (q)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

Rci (q)w
∗c
ci
(p, q) +

∫
Ωg

g (q)w∗c (p,Q) dΩ (7.63)

Os termos livres para as rotações também são obtidos de forma análoga por meio da

equação integral (7.98):

A(q)
∂w

∂m
(q) +

∫
Γ

[
∂V ∗p

n

∂m
(p, q)w (p)− ∂M∗p

n

∂m
(p, q)

∂w

∂n
(p) +

∂T ∗p
n

∂m
(p, q) v (p)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

∂R∗p
ci

∂m
(p, q)wci (q) =

∫
Γ

[
∂w∗p

∂m
(p, q)Vn (p)−

∂w∗p

∂n
(p, q)Mn (q)+

+
∂v∗p

∂m
(p, q)Tn (p)

]
dΓ +

Nc∑
i=1

∂w∗p
ci

∂m
(p, q)Rci (p) +

∫
Ωg

g (p)
∂w∗p

∂m
(p,Q) dΩg.

(7.64)

7.2.3 Transformação das integrais de domı́nio para o contorno

Buscando obter uma formulação unicamente do MEC, as integrais de domı́nio, relativas

à influência do carregamento distribúıdo, devem ser transformadas em equações integrais

definidas sobre o contorno do problema. Tal transformação permite o uso da principal

caracteŕıstica da técnica: redução dimensional em uma ordem da solução numérica do

problema.

A Figura 7.3 mostra a região Ωg do carregamento distribúıdo g, de contorno Γg, cujo

ponto de carregamento é dado pelo ponto q. Admitindo-se um sistema de coordenadas

polares, estabelecem-se as seguintes relações geométricas:

dΩg = rdrdθ (7.65)

e ainda

dθ =
r,ini
R

dΓg (7.66)
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CAPÍTULO 7. O MEC EM PLACAS DE KIRCHHOFF SOBRE CAMADA DE KERR

FIGURA 7.3 – Região Ωg do carregamento distribúıdo.

Considerando um carregamento uniformemente distribúıdo no plano da placa, g(r) =

g0, escreve-se a integral de domı́nio de carga, tomando-se uma solução fundamental em

deslocamento genérico w∗, dependente apenas de r, como:∫
Ω

g(p)w∗ (p, q) dΩg =

∫
Ω

w∗g0dΩg. (7.67)

Substituindo a relação definida pela eq.(7.65) na equação integral do carregamento

(7.67), obtêm-se: ∫
Ω

g(p)w∗dΩ =

∫ θ

0

∫ R

0

w∗g0rdrdθ. (7.68)

Devido às singularidades presentes nas soluções fundamentais, da análise dos limites

de integração, conclui-se que:∫ R

0

w∗rdr = F ∗ (r)− lim
ξ→0

F ∗ (ξ) , (7.69)

onde

F ∗(r) =

∫
w∗rdr, (7.70)

Desta forma, substituindo a eq.(7.65) na eq.(7.67), chega-se a seguinte expressão:∫
Ωg

gw∗dΩg = g0

∫ θ

0

F ∗dθ − g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

F ∗ (ξ) dθ (7.71)

Pode-se ainda transformar a primeira parcela do lado direito da equação (7.71) em
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integral de contorno utilizando a relação definida pela eq.(7.66), sendo expressa por:

g0

∫ θ

0

F ∗dθ = g0

∫
Γg

χ∗(r)r,ndΓg, (7.72)

onde:

χ∗ (r) =
F ∗(r)

r
=

1

r

∫
w∗rdr, . (7.73)

Analisando a parcela da eq.(7.71) que contém o limite em ξ, defini-se o termo livre de

carregamento como sendo:

TL = g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

F ∗ (ξ)dθ. (7.74)

Finalmente, a equação integral de carregamento, inicialmente no domı́nio, será definida

sobre o contorno pela expressão:∫
Ωg

gw∗dΩg = g0

∫
Γg

χ∗(r)r,ndΓg − TL (7.75)

Com base no que foi discutido, escreve-se as integrais de carregamento requeridas no

problema como sendo:∫
Ωg

g (p)w∗p (p, q) dΩg = g0

∫
Γg

χ∗
1r,ndΓg − TL1, (7.76)∫

Ωg

g (p)w∗c (p, q) dΩg = g0

∫
Γg

χ∗
2r,ndΓg − TL2, (7.77)∫

Ωg

g (p)
∂w∗p

∂m
(p, q) dΩg = g0

∫
Γg

χ∗
3r,ndΓg − TL3 (7.78)

Na sequência serão deduzidos as soluções fundamentais χ∗ e os termos livres para

cada um dos casos de ráızes posśıveis. As integrais das funções de Bessel requeridas nas

deduções estão dispońıveis no anexo A.

Caso I: Uma raiz real positiva e duas complexas conjugadas

Substituindo-se as eqs.(7.28) e (7.21) na equação integral (7.76), obtêm-se:

χ∗
1 = −α0

{
1

β
Im

[
α2√
z2
K1 (r

√
z2)

]
+

α1√
z1
K1 (r

√
z1)

}
, (7.79)

onde α = Re (z2), β = Im (z2), α2 = (2α− z1 − z2), α2 = (c+ k −Gkz2)α2, α1 =
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CAPÍTULO 7. O MEC EM PLACAS DE KIRCHHOFF SOBRE CAMADA DE KERR

(c+ k −Gkz1), α0 =
1

2πGkD
[
(α− z1)

2 + β2
] .

Por meio das eqs.(7.29) e (7.21) e ainda da equação integral (7.77), obtêm-se:

χ∗
2 = −α0c

{
1

β
Im

[
α2√
z2
K1 (r

√
z2)

]
+

1
√
z1
K1 (r

√
z1)

}
. (7.80)

Por fim, substituindo as eqs.(7.28) e (7.21) na equação integral (7.78), obtêm-se:

χ∗
3 = α0

{
1

β
Im

[
α2

r
√
z2
Ψk (r

√
z2)

]
+

α1

r
√
z1
Ψk (r

√
z1)

}
r,m. (7.81)

Já para a obtenção dos termos livres de cargas indicados nas eqs.(7.76) a (7.78), é feita

uma análise da solução fundamental para pequenos argumentos. Com isso, os termos livres

serão dados por:

TL1 = −α0g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

[
1

β
Im

(
α2

z2

)
+
α1

z1

]
dθ, (7.82)

TL2 = −α0cg0 lim
ξ→0

∫ θ

0

[
1

β
Im

(
α2

z2

)
+

1

z1

]
dθ, (7.83)

TL3 = α0g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

{
1

β
Im

[
α2√
z2
Ψk (r

√
z2)

]
+

α1√
z1
Ψk (r

√
z1)

}
r,mdθ, (7.84)

ou ainda, após a aplicação dos limites:

TL1 = −α0g0

[
1

β
Im

(
α2

z2

)
+
α1

z1

]
θ, (7.85)

TL2 = −α0cg0

[
1

β
Im

(
α2

z2

)
+

1

z1

]
θ, (7.86)

TL3 = 0. (7.87)

sendo

θ =


2π, se q ∈ Ω,

π, se q ∈ Γ (contorno suave),

0, se q ∈/ Ω ∪ γ
(7.88)

Procede-se de forma análoga para os demais casos, utilizando a devida solução funda-

mental.

Caso II: Três ráızes positivas reais, sendo duas idênticas.

As soluções fundamentais requeridas nas integrais de carregamento, eqs.(7.76) a (7.78),
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serão dadas por:

χ∗
1 = −α0

{
α1√
z1
K1 (r

√
z1) +

α2√
z2
K1 (r

√
z2) +

α3√
z2

[
rK0 (r

√
z2) +

2
√
z2
K1 (r

√
z2)

]}
,

χ∗
2 = −cα0

{
α1√
z1
K1 (r

√
z1) +

α2√
z2
K1 (r

√
z2) +

α3√
z2

[
rK0 (r

√
z2) +

2
√
z2
K1 (r

√
z2)

]}
,

χ∗
3 = α0

{
α1

√
z1

rz1
Ψk (r

√
z1) +

α2
√
z2

rz2
Ψk (r

√
z2)−

α3
√
z2√
z2

[
rK1 (r

√
z2)−

1

rz2
Ψk (r

√
z2)

]}
r,m,

(7.89)

onde α0 =
1

2πGkD (z1 − z2)
, α1 =

1

z1 − z2
, α2 =

1

z2 − z1
, α3 =

1

2
√
z2
, α1 =

1

z1 − z2
(c+ k −Gkz1),

α2 =
1

z2 − z1
(c+ k −Gkz2) +Gk e α3 =

1

2
√
z2

(c+ k −Gkz2).

Já os termos livres serão dados por:

TL1 = −g0α0

[
α1

z1
+
α2

z2
+

2α3

z2
√
z2

]
θ, (7.90)

TL2 = −g0α0c

[
α1

z1
+
α2

z2
+

2α3

z2
√
z2

]
θ, (7.91)

TL3 = 0. (7.92)

Caso III: Três ráızes reais positivas distintas

As soluções fundamentais requeridas nas integrais de carregamento, eqs.(7.76) a (7.78),

serão dadas por:

χ∗
1 = −α0

{
α1√
z1
K1 (r

√
z1) +

α2√
z2
K1 (r

√
z2) +

α3√
z2
K1 (r

√
z2)

}
,

χ∗
2 = −cα0

{
α1√
z1
K1 (r

√
z1) +

α2√
z2
K1 (r

√
z2) +

α3√
z2
K1 (r

√
z2)

}
,

χ∗
3 = α0

{
α1

√
z1

rz1
Ψk (r

√
z1) +

α2
√
z2

rz2
Ψk (r

√
z2) +

α3
√
z2

rz2
Ψk (r

√
z2)

}
r,m, (7.93)

onde α0 =
1

2πDGk

, α1 =
1

(z1 − z2) (z1 − z3)
, α2 =

−1

(z1 − z2) (z2 − z3)
, α3 =

1

(z1 − z3) (z2 − z3)
,

α1 = α′
1 (c+ k −Gkz1), α2 = α2 (c+ k −Gkz2) +Gk e α3 = α3 (c+ k −Gkz3).
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Já os termos livres serão dados por:

TL1 = −g0α0

[
α1

z1
+
α2

z2
+
α3

z3

]
θ, (7.94)

TL2 = −g0α0c

[
α1

z1
+
α2

z2
+
α3

z3

]
θ, (7.95)

TL3 = 0. (7.96)

7.2.4 Equações integrais para esforços no domı́nio

A obtenção das respostas em momentos em pontos localizados no domı́nio do problema

é de fundamental importância na análise e dimensionamento do elemento estrutural. O

cálculos dos momentos pode ser feito a partir da combinação das derivadas dadas pela

eq.(6.12), obtidas numericamente a partir dos valores calculados em deslocamentos. No

entanto, em termos de precisão dos resultados, esse procedimento não é o mais recomen-

dado, apesar de ser um procedimento usual em outros métodos, como no MDF e MEF.

Uma maneira mais conveniente para obtenção dos esforços seria a partir de uma equa-

ção integral espećıfica para esse fim, garantindo tanto a precisão dos resultados quanto a

redução no tempo de processamento.

Dessa forma, parte-se para a formulação da equação integral das curvaturas, obtida

derivando a equação integral em deslocamentos em relação ao ponto fonte q, e posterior-

mente substitui-se nas equações de momentos eq.(6.12), obtendo as expressões desejadas.

Como a derivada é feita em relação ao ponto fonte, a seguinte relação pode ser estabele-

cida:

∂(·)
∂xi(q)

= − ∂(·)
∂xi(p)

. (7.97)

Dessa forma, derivando a eq.(7.98) em relação a uma direção t no ponto fonte, obtêm-

se:

∂2w

∂m∂t
(q) +

∫
Γ

[
∂2V ∗p

n

∂m∂t
(p, q)w (p)− ∂2M∗p

n

∂m∂t
(p, q)

∂w

∂n
(p) +

∂2T ∗p
n

∂m∂t
(p, q) v (p)

]
dΓ+

+
Nc∑
i=1

∂2R∗p
ci

∂m∂t
(p, q)wci (q) =

∫
Γ

[
∂2w∗p

∂m∂t
(p, q)Vn (p)−

∂3w∗p

∂n∂m∂t
(p, q)Mn (q)+

+
∂2v∗p

∂m∂t
(p, q)Tn (p)

]
dΓ +

Nc∑
i=1

∂2w∗p
ci

∂m∂t
(p, q)Rci (p) +

∫
Ωg

g (p)
∂2w∗p

∂m∂t
(p, q) dΩg.

(7.98)

Por meio da eq.(6.12), escreve-se as expressões para o cálculo dos momentos fletores e
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volvente no domı́nio:

Mmm (q) = −D
(
w∗
,mm + νw∗

,tt

)
, (7.99)

Mtt (q) = −D
(
w∗
,tt + νw∗

,mm

)
, (7.100)

Mmt (q) = −D (1− ν)w∗
,mt, (7.101)

onde as derivadas das soluções fundamentais dadas por:

∂2w∗

∂m∂t
=
d2w∗

dr2
r,tr,m +

1

r

dw∗

dr
(mt− r,mr,t) ,

∂3v∗

∂n∂m∂t
= −

(
d3w∗

dr3
− 3

r

d2w∗

dr2
+

3

r2
dw∗

dr

)
r,nr,mr,t+

− 1

r

(
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
(mt r,n + r,m tn+mn rt) ,

∂2v∗

∂m∂t
=
d2v∗

dr2
r,tr,m +

1

r

dv∗

dr
(mt− r,mr,t) ,

∂2V ∗
n

∂m∂t
= −D (1− ν)

{
1

r2

(
d3w∗

dr3
− 3

r

d2w∗

dr2
+

3

r2
dw∗

dr

)
β1+

+
1

r

(
d4w∗

dr4
− 6

r

d3w∗

dr3
+

15

r2
d2w∗

dr2
− 15

r3
dw∗

dr

)
β2 +

1

r

(
d4w∗

dr4
− 3

r2
d2w∗

dr2
+

3

r3
dw∗

dr

)
β3+

+

(
d5w∗

dr5
− 2

r

d4w∗

dr4
− 3

r2
d3w∗

dr3
+

15

r3
d2w∗

dr2
− 15

r4
dw∗

dr

)
β4

}
,

∂2M∗
n

∂m∂t
= −D (1− ν)

{
2

r2

(
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
mn tn+

1

r

(
d3w∗

dr3
− 3

r

d2w∗

dr2
+

3

r2
dw∗

dr

)
β5+

+

[
1

r

d3w∗

dr3
+

(
d4w∗

dr4
− 1

r

d3w∗

dr3

)
r2,n

]
r,mr,t+

+
1

1− ν

[
1

r

(
ν
d3w∗

dr3
+

1

r

d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
mt+

(
ν
d4w∗

dr4
− 3

r2
d2w∗

dr2
+

3

r3
dw∗

dr

)
r,mr,t

]}
,

∂2T ∗
n

∂m∂t
= Gk

[(
d3v∗

dr3
− 3

r

d2v∗

dr2
+

3

r2
dv∗

dr

)
r,nr,mr,t+

+
1

r

(
d2v∗

dr2
− 1

r

dv∗

dr

)
(mn r,t +mt r,n + tn r,m)

]
,

∂2Mns

∂m∂t
= −D (1− ν)

[
d4w∗

dr4
r,nr,sr,mr,t +

1

r

d3w∗

dr3
β6 +

1

r

(
d3w∗

dr3
− 2

r

d2w∗

dr2
+

2

r2
dw∗

dr

)
β7+

+
1

r2

(
d2w∗

dr2
− 1

r

dw∗

dr

)
β8

]
, (7.102)
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sendo os coeficientes β dados por:

β1 =
(
1− 6r2,s

)
(mn r,t +mt r,n + tn r,m) + 2 (mn ts r,s +ms ts r,n +ms tn r,s) ,

β2 =
(
r,mr,t − 8r2,sr,mr,t + 2ms r,sr,t + 2ts r,sr,m

)
r,n,

β3 = (mn r,t +mt r,n + tn r,m)

(
1

1− ν
+ r2,s

)
,

β4 = r,nr,mr,t

(
1

1− ν
+ r2,s

)
,

β5 = (2mn r,t +mt r,n + 2tn r,m − 5r,nr,mr,t) r,n,

β6 = mt r,nr,s + ts r,nr,m + tn r,sr,m − 3r,nr,sr,mr,t,

β7 = (mn r,s +ms r,n − 3r,nr,sr,m) r,t,

β8 = mn (ts− r,sr,t) +ms (tn− r,nr,t)− 3 (mt r,nr,s + ts r,mr,s + tn r,sr,m − 3r,nr,nr,mr,t) .

(7.103)

Para as integrais de domı́nio relativas a influência do carregamento distribúıdo vale a

transformação para o contorno conforme discutido na seção 7.2.3, sendo dada por:∫
Ωg

g (p)
∂2w∗p

∂m∂t
(p, q) dΩg = g0

∫
Γg

χ̂∗r,ndΓg, (7.104)

onde

χ̂∗ =
1

r

∫ [(
d2w∗p

dr2
− 1

r

dw∗p

dr

)
r,tr,m +

1

r

dw∗p

dr
mt

]
rdr. (7.105)

Por meio da eq.(7.28) e da solução fundamental para o caso I, eq.(7.21), pode-se

escrever as seguintes expressões:

χ̂∗ = −α0

{
α1

[
z1√
z1
K1 (r

√
z1) r,mr,t −

1

r
K0 (r

√
z1) (mt− 2r,mr,t)

]
+

+
1

β
Im

{
α2

[
z2√
z2
K1 (r

√
z2) r,mr,t −

1

r
K0 (r

√
z2) (mt− 2r,mr,t)

]}}
. (7.106)

Para o caso II, utiliza-se a solução dada pela eq.(7.22), ficando:

χ̂∗ = −α0

{
α1

[
z1√
z1
K1 (r

√
z1) r,mr,t −

1

r
K0 (r

√
z1) (mt− 2r,mr,t)

]
+

+ α2

[
z2√
z2
K1 (r

√
z2) r,mr,t −

1

r
K0 (r

√
z2) (mt− 2r,mr,t)

]
+

+α3

[
z3√
z3

(
rK0 (r

√
z3) +

2
√
z3
K1 (r

√
z3)

)
r,mr,t −K1 (r

√
z3)mt

]}
. (7.107)
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Já para o caso III, utiliza-se a solução dada pela eq.(7.23), sendo:

χ̂∗ = −α0

{
α1

[
z1√
z1
K1 (r

√
z1) r,mr,t −

1

r
K0 (r

√
z1) (mt− 2r,mr,t)

]
+

+ α2

[
z2√
z2
K1 (r

√
z2) r,mr,t −

1

r
K0 (r

√
z2) (mt− 2r,mr,t)

]
+

+α3

[
z3√
z3
K1 (r

√
z3) r,mr,t −

1

r
K0 (r

√
z3) (mt− 2r,mr,t)

]}
. (7.108)

7.3 Montagem do sistema algébrico

Apesar das equações integrais estarem definidas no contorno do problema, elas re-

presentam um problema cont́ınuo, isto é, existem infinitos pontos que requerem que as

variáveis sejam determinadas no contorno. Como a solução anaĺıtica do problema cont́ınuo

é inviável na maioria dos casos, a alternativa é partir para a discretização e interpolação

das variáveis com o intuito de criação de um número finito de pontos onde as variáveis

possam ser determinadas por um sistema algébrico de dimensão finita.

Dessa forma, a solução do problema baseado no MEC é feito considerando as seguintes

etapas:

� Discretização do contorno (gerando equações integrais discretizadas);

� Interpolação das variáveis em cada elemento de contorno;

� Cálculo das integrações em cada elemento de contorno;

� Montagem do sistema algébrico do problema;

� Aplicação das condições de contorno e resolução do sistema, determinação das in-

cógnitas no contorno.

7.3.1 Discretização do contorno

O procedimento adotado para a solução do problema em questão consiste em dividir

o contorno original em vários segmentos, denominados elementos de contorno, conforme

mostrados na figura 7.4. A quantidade e a geometria desses elementos deve ser escolhida de

tal forma que represente adequadamente o contorno do problema original, não possuindo

necessariamente a mesma geometria.
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FIGURA 7.4 – Discretização do problema real em elementos de contorno.

A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos nodais, onde os valores

das variáveis em deslocamentos ou esforços são obtidos de forma aproximada por meio de

funções interpoladoras.

Em relação a posição do nó no elemento, podem-se classificá-los em: cont́ınuos ou

descont́ınuos. Nos elementos cont́ınuos há nós postos nas extremidades do elemento en-

quanto que nos descont́ınuos não há nós coincidentes com as extremidades do elemento

de contorno.

FIGURA 7.5 – Elementos de contorno cont́ınuos (a) e descont́ınuos (b) com geometria linear e circular.

Como os valores nodais são parâmetros, podem ser tiradas da integral, sendo apenas

os termos restantes integrados. Com isso, monta-se o sistema algébrico onde, após a impo-

sição das condições de contorno do problema, resolve-se o sistema de equações resultantes

finais. Com posse dos resultados nodais, é posśıvel calcular as variáveis do problema em

qualquer ponto do domı́nio.

7.3.2 Interpolação das variáveis

Tanto a descrição da geometria do problema quanto a aproximação dos campos f́ısicos

são feitos utilizando funções de interpolação, também chamadas de funções de forma.

Estas são expressas por polinômios, cuja quantidade de nós presentes no elemento de

contorno se dará em função da sua ordem. As expressões que definem tais funções são

obtidas considerando que a função interpoladora φk possua valor unitário no nó k e nulo
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nos demais. Por exemplo, conforme mostra a figura 7.6, as funções de forma para um

elemento cont́ınuo e descont́ınuo com variação linear serão dadas por, respectivamente:

φ1 (ξ) =
1

2
(1− ξ) e φ2 (ξ) =

1

2
(1 + ξ) , (7.109)

φd1 (ξ) =
δj + ξ − 1

δi + δj − 2
e φd2 (ξ) =

δi − ξ − 1

δi + δj − 2
. (7.110)

onde δi, δj são as distâncias entre os nós e as extremidades do elemento.

FIGURA 7.6 – Variação linear um elemento cont́ınuo (a) e descont́ınuo (b) com geometria linear e circular.

Nesta tese, dois tipos de elementos de contorno são utilizados: um com geometria

linear e outro com geometria circular, ambos com campos f́ısicos aproximados por funções

lineares. Por conveniência, adota-se um sistema de coordenadas locais homogêneas ξ

simplificando as integrações numéricas em torno do contorno Γ.

FIGURA 7.7 – Representação do elemento de contorno linear.

Por meio da figura 7.7, escrevem-se as coordenadas de um ponto p qualquer sobre o
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contorno do elemento reto como sendo:

xp1 = φ1 (ξ)x
1
1 + φ2 (ξ)x

2
1, (7.111)

xp2 = φ1 (ξ)x
1
2 + φ2 (ξ)x

2
2, (7.112)

onde xji são as coordenadas cartesianas dos nós j = 1, 2 da extremidade do elemento.

Podem-se ainda escrever as coordenadas do ponto p na forma matricial:

{Xp} = [Φ] {X}Γi
, (7.113)

sendo

{Xp} =

{
xp1

xp2

}
, [Φ] =

[
φ1 0 φ2 0

0 φ1 0 φ2

]
, e {X}Γi

=


x11

x12

x21

x22

 , (7.114)

onde {Xp} é o vetor que contém as coordenadas cartesianas do ponto p, [Φ] é a matriz das

funções de interpolação e {X}Γi
o vetor que contém as coordenadas dos nós de extremidade

do elemento de contorno Γi.

Já para um elemento de contorno circular, conforme mostrado na figura 7.8, as coor-

denadas de um ponto p qualquer localizado sobre o contorno do elemento será dado pela

seguinte expressão: {
X̂p
}
= [Rc]

{
X̂
}

Γi

+ {Xc}Γi
, (7.115)

sendo

{
X̂p
}
=

{
x̂p1

x̂p2

}
, [Rc] =

[
cos (d · α) −sen (d · α)
sen (d · α) cos (d · α)

]
, (7.116)

{
X̂
}

Γi

=

{
x̂11 − xc1

x̂12 − xc2

}
,
{
Xc

}
Γi

=

{
xc1

xc2

}
(7.117)

onde
{
X̂
}

Γi

é a distância entre um nó do elemento circular (inicial ou final) e o seu centro,

d é a parcela do ângulo α correspondente à coordenada do ponto p, xji as coordenadas

cartesianas correspondentes às extremidades do elemento e xci ao centro do elemento

circular.
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FIGURA 7.8 – Elemento de contorno circular.

O ângulo α é dado em função dos nós extremos do elemento de contorno:

α = arcsen

(
L

2R

)
(7.118)

onde R corresponde ao raio do elemento circular e L ao o comprimento reto entre os nós

inicial e final do elemento.

Os campos em deslocamentos e forças de superf́ıcie são interpolados por meio das

funções lineares dadas pelas eqs.(7.109), sendo expressas por:

{u} = [Φ] {U}Γi
, (7.119)

{p} = [Φ] {P}Γi
, (7.120)

onde {U}Γi
e {P}Γi

são os vetores dos valores nodais dos deslocamentos e forças de

superf́ıcie nas extremidades dos elementos de contorno. Se tratando da placa de Kirchhoff

apoiada em camada elástica de Kerr, tem-se:

{u} =


w
∂w
∂n

v

 , (7.121)

{p} =


Vn

Mnn

Tn

 . (7.122)

Note que, pelo fato das aproximações na geometria e nos valores de contorno serem

expressos em função da coordenada ξ, deve-se fazer uma mudança de variável nas integrais
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sobre o contorno. Assim, pode-se escrever a seguinte relação:

Γ =
L

2
ξ (7.123)

onde o determinante Jacobiano da transformação é dado por:

|J | = dΓ

dξ
=
L

2
(7.124)

Em problemas onde se precise representar descontinuidades entre elementos adjacentes,

deve-se utilizar o conceito do elemento descont́ınuo cujas funções interpoladoras estão

definidas na eq.(7.110).

7.3.3 Equações algébricas

As equações integrais dadas em (7.61), (7.63) e (7.64) podem ser agrupadas em uma

única equação:

A(q)ui +

∫
Γ

P ∗UdΓ +
Nc∑
i=1

P ∗
ci
Uci =

∫
Γ

U∗PdΓ +
Nc∑
i=1

U∗
ci
Pci +

∫
Ωg

g (p)U∗
g dΩg. (7.125)

onde

ui =


w (q)
∂w
∂n

(q)

v (q)

 , U =


w (p)
∂w
∂n

(p)

v (p)

 , P =


Vn (p)

Mnn (p)

Tn (p)

 ,

P ∗ =

 p∗11 p∗12 p∗13

p∗21 p∗22 p∗32

p∗31 p∗32 p∗33

 =

 V ∗p
n −M∗p

n T ∗p
n

∂V ∗p
n

∂m
−∂M∗p

n

∂m
∂T ∗p

n

∂m

V ∗c
n −M∗c

n T ∗c
n

 ,

U∗ =

 u∗11 u∗12 u∗13

u∗21 u∗22 u∗32

u∗31 u∗32 u∗33

 =

 w∗p ∂w
∂n

∗p
v∗p

∂w∗p

∂m
∂2w∗p

∂n∂m
∂v∗p

∂m

w∗c ∂w
∂n

∗c
v∗c

 , (7.126)

P ∗
ci
=


R∗p
ci

∂R∗p
ci

∂m

R∗c
ci

 , U∗
ci
=


w∗p
ci

∂w∗p
ci

∂m

v∗cci

 , U∗
g =


w∗p

∂w∗p

∂m

v∗c

 (7.127)

sendo Nc a quantidade de pontos angulosos (cantos) da placa.

Discretizando o contorno do problema em elementos, aplicando as funções de interpo-

lação dadas pelas eqs.(7.119) e (7.120) e efetuando-se a mudança de variável Γ para ξ, as

integrais definidas no contorno tornam-se somatórios de integrais sobre os elementos de
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contorno:

A(q)ui +
Ne∑
j=1

∫
ξ

P ∗Ψ|J |dξj Uj +
Nc∑
i=1

P ∗
ci
Uci =

Ne∑
j=1

∫
ξ

U∗Ψ|J |dξjPj+

+
Nc∑
i=1

U∗
ci
Pci + g0

Ng∑
j=1

∫
ξg

U∗
χdξgj , (7.128)

sendo Ne o número de elementos de contorno, Ng o número de elementos de contorno

utilizados para discretizar o carregamento distribúıdo, e ainda

U∗
χ =


χ∗
1r,n

χ∗
2r,n

χ∗
3r,n

 . (7.129)

A eq.(7.128) pode ainda ser escrita como:

A(q)ui +
Ne∑
j=1

ĤijUj +
Nc∑
i=1

P ∗
ci
Uci =

Ne∑
j=1

GijPj +
Nc∑
i=1

U∗
ci
Pci + g0

Ng∑
j=1

∫
ξg

U∗
χdξgj , (7.130)

onde [G] e [H] são as matrizes de influência

Ĥij =

∫
ξ

P ∗Ψ|J |dξj, (7.131)

Gij =

∫
ξ

U∗Ψ|J |dξj (7.132)

Considerando que

Hij =

{
Ĥij, se i ̸= j

Ĥij + Ai, se i = j
(7.133)

então a eq.(7.130) pode ser reescrita como:

Ne∑
j=1

HijUj +
Nc∑
i=1

P ∗
ci
Uci =

Ne∑
j=1

GijPj +
Nc∑
i=1

U∗
ci
Pci + g0

Ng∑
j=1

∫
ξg

U∗
χdξgj . (7.134)

Sendo a eq.(7.134) válida apenas para o nó i, faz-se necessária a colocação do ponto

fonte para todos os nós de contorno e cantos do problema discretizado, obtendo-se o
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sistema algébrico final da estrutura:[
HΓΓ HΓC

HCΓ HCC

]{
uΓ

uC

}
=

[
GΓΓ GΓC

GCΓ GCC

]{
pΓ

pC

}
+

{
fΓ

fC

}
, (7.135)

onde a submatriz Hij exprime a influência do ponto fonte colocado em i sobre os valores

do ponto de medição j, com i, j = Γ correspondente ao contorno e i, j = C ao canto da

placa.

Dessa forma, pode-se escrever a eq.(7.136) na forma compacta como sendo:

[H] {U} = [G] {P}+ {F} , (7.136)

onde [H] e [G] são as matrizes de influência dos deslocamentos {F} e forças {P}, respec-
tivamente, e {F} é o vetor de carregamento.

A equação matricial (7.136) pode ainda ser rearranjada, trocando as colunas das matri-

zes [H] e [G] para separar as incógnitas em um mesmo vetor {X}, resultando no seguinte

sistema de equações:

[A] {X} = [B] , (7.137)

onde [A] é a matriz dos coeficientes que multiplicam as incógnitas e [B] formada pela

multiplicação da matriz e do vetor onde todas as variáveis são conhecidas.
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Caṕıtulo 8

O MEC em Placas Mindlin sobre camada

de Kerr

Neste caṕıtulo será apresentada uma formulação baseada no MEC para a solução

de placas de Mindlin apoiadas em camada elástica de Kerr. As soluções fundamentais

propostas para o problema são apresentadas explicitamente. Além disso, são deduzidas

as equações integrais para determinação dos campos em deslocamentos e forças tanto no

contorno quanto domı́nio do problema.

8.1 O problema fundamental

O problema fundamental consiste na leitura do efeito em um ponto p do domı́nio

infinito causada pela aplicação de uma fonte concentrada em um ponto q desse domı́nio.

Essa fonte concentrada é representada pela função delta de Dirac δ (p, q).

FIGURA 8.1 – O problema fundamental com fonte concentrada aplicada na placa (a) e na camada
cisalhante (b).

Para a placa de Mindlin apoiada em camada elástica de Kerr, duas situações deverão

ser levadas em consideração: a primeira para ativação da fonte concentrada em força ou
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momento fletor na placa; e a segunda para ativação da fonte concentrada na camada

cisalhante. Dessa forma, por analogia ao problema real, eq.(6.65), a equação governante

do problema fundamental na forma matricial fica:
a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂x21
b1

∂2

∂x1∂x2
−s1 ∂

∂x1
0

b1
∂2

∂x1∂x2
a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂x22
−s1 ∂

∂x2
0

s1
∂
∂x1

s1
∂
∂x2

s1∇2 − s2 s2

0 0 s2 s4∇2 − (s2 + s3)

×


ϕ∗mx
x ϕ

∗my
x ϕ∗gx

x ϕ
∗gy
x

ϕ∗mx
y ϕ

∗my
y ϕ∗gx

y ϕ
∗gy
y

w∗mx w∗my w∗gx w∗gy

v∗mx v∗my v∗gx v∗gy

 = −δ (p, q) [I] , (8.1)

ou ainda
a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂x21
b1

∂2

∂x1∂x2
−s1 ∂

∂x1
0

b1
∂2

∂x1∂x2
a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂x22
−s1 ∂

∂x2
0

s1
∂
∂x1

s1
∂
∂x2

s1∇2 − s2 s2

0 0 s2 s4∇2 − (s2 + s3)

×


u∗11 u∗12 u∗13 u∗14

u∗21 u∗22 u∗23 u∗24

u∗31 u∗32 u∗33 u∗34

u∗41 u∗42 u∗43 u∗44

 = −δ (p, q) [I] , (8.2)

onde [I] é a matriz identidade. De forma compacta, pode-se escrever a equação governante

do problema fundamental como:

[B] [G∗] = −δ (p, q) [I] , (8.3)

onde [B] é a matriz dos operadores e [G∗] a matriz das soluções fundamentais em deslo-
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camento, dadas por:

[B] =


a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂x21
b1

∂2

∂x1∂x2
−s1 ∂

∂x1
0

b1
∂2

∂x1∂x2
a1∇2 − s1 + b1

∂2

∂x22
−s1 ∂

∂x2
0

s1
∂
∂x1

s1
∂
∂x2

s1∇2 − s2 s2

0 0 s2 s4∇2 − (s2 + s3)

 , (8.4)

[G∗] =


u∗11 u∗12 u∗13 u∗14

u∗21 u∗22 u∗23 u∗24

u∗31 u∗32 u∗33 u∗34

u∗41 u∗42 u∗43 u∗44

 . (8.5)

Assim como feito nos caṕıtulos anteriores, a eq.(8.3) pode ser desacoplada por meio

do método de Hörmander (1963), obtendo-se a equação de oitava ordem desacoplada em

função do escalar ψ(r):

(
∇2 − λ

) (
∇6 + α∇4 + β∇2 + γ

)
ψ(r) = − 1

a1s1s4D
δ (r) (8.6)

onde λ =
√
10/h, r é a distância entre o ponto campo p e o ponto fonte q e ainda

α = −s1s2 + s1s3 + s2s4
s1s4

(8.7)

β =
s2s3 + s1s2s4

s1s4
(8.8)

γ = −s1s2s3
s1s4

(8.9)

Para resolver o problema é necessário definir uma solução fundamental desacoplada

ψ. Para isso, inicialmente reescreve-se a eq.(8.6) na forma fatorada:

(
∇2 − z21

) (
∇2 − z22

) (
∇2 − z23

) (
∇2 − z24

)
ψ(r) = − 1

a1s1s4D
δ(r) (8.10)

Vê-se então que a equação desacoplada eq.(8.6) terá quatro ráızes, sendo uma já co-

nhecida (z1 = λ), restando apenas definir as demais z2, z3 e z4. Dessa forma, fazendo

∇2ψ = y, a equação caracteŕıstica homogênea será dada por:

y3 + αy2 + βy + γ = 0 (8.11)

Com isso, obtém-se as ráızes da equação caracteŕıstica por meio das eqs.(7.16), onde

a natureza das ráızes é dada em função do discriminante da equação, a saber:

� Se ∆ > 0 a equação terá uma raiz real e duas ráızes complexas e conjugadas;
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� Se ∆ = 0 tem-se três ráızes reais, sendo uma repetida;

� Se ∆ < 0 as três ráızes da equação serão reais e distintas.

Com isso, as soluções fundamentais propostas para os posśıveis casos de ocorrência

para o problema em questão são apresentadas na sequência.

Caso I. Considerando uma raiz real positiva e um par de complexas conjugadas, a solução

proposta é dada por:

ψ(r) =
1

2πDa1s1s4 (λ− z2)

{
1

(λ− z3) (λ− z4)
K0 (r

√
z1)+

− 1

(z2 − z3) (z2 − z4)
K0 (r

√
z2)+

+
(λ− z2)

(λ− z3) (z2 − z3) (z3 − z4)
K0 (r

√
z3)+

− (λ− z2)

(λ− z4) (z2 − z4) (z3 − z4)
K0 (r

√
z4)

}
. (8.12)

Caso II. A solução para o caso onde as três ráızes são reais, sendo duas iguais, é dada

por:

ψ(r) =
1

2πDa1s1s4 (λ− z2)

{
1

(λ− z3)
2K0 (r

√
z1)−

1

(z2 − z3)
2K0 (r

√
z2)+

+

[
1

(z2 − z3)
2 − 1

(λ− z3)
2

]
K0 (r

√
z3)+

+
1

2

[
λ− z3

√
z3 (λ− z3)

2 − z2 − z3
√
z3 (z2 − z3)

2

]
rK1 (r

√
z3)

}
. (8.13)

Caso III. Considerando agora que uma raiz seja real positiva e as outras duas complexas

conjugadas, é proposto a seguinte solução:

ψ(r) =
1

2πDa1s1s4 (λ− z2)

{
1

(a− λ)2 + b2
K0 (r

√
z1)−

1

(a− z2)
2 + b2

K0 (r
√
z2)+

+

[
1

(a− z2)
2 + b2

− 1

(a− λ)2 + b2

]
Re (K0 (r

√
z3))+

− (λ− z2) [b
2 − (a− λ) (a− z2)]

b
[
(a− λ)2 + b2

] [
(a− z2)

2 + b2
]Im (K0 (r

√
z3))

}
, (8.14)

onde a = Re(z3) e b = Im(z3) são as partes real e imaginária das ráızes complexas,

respectivamente.
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De forma a simplificar os cálculos a posteriori, pode-se reescrever as eqs.(8.12) a (8.14)

de forma generalizada como sendo:

ψ(r) =
1

2πDa1s1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cnfn(r). (8.15)

onde as funções fn e as constantes Cn são apresentadas nas Tabelas 8.1 e 8.2, respectiva-

mente.

TABELA 8.1 – Funções auxiliares da solução fundamental desacoplada.

f1(r) f2(r) f3(r) f4(r)

Caso I K0

(
r
√
λ
)

K0

(
r
√
z2
)

K0

(
r
√
z3
)

K0

(
r
√
z4
)

Caso II K0

(
r
√
λ
)

K0

(
r
√
z2
)

K0

(
r
√
z3
)

rK1

(
r
√
z3
)

Caso III K0

(
r
√
λ
)

K0

(
r
√
z2
)

Re
(
K0

(
r
√
z3
))

Im
(
K0

(
r
√
z3
))

TABELA 8.2 – Constantes da equação fundamental desacoplada.

C1 C2 C3 C4

Caso I 1
(λ−z3)(λ−z4) − 1

(z2−z3)(z2−z4)
(λ−z2)

(λ−z3)(z2−z3)(z3−z4) − (λ−z2)
(λ−z4)(z2−z4)(z3−z4)

Caso II 1
(λ−z3)2

− 1
(z2−z3)2

[
1

(z2−z3)2
− 1

(λ−z3)2

]
1
2

[
λ−z3√

z3(λ−z3)2
− z2−z3√

z3(z2−z3)2

]
Caso III 1

(a−λ)2+b2 − 1
(a−z2)2+b2

[
1

(a−z2)2+b2
− 1

(a−λ)2+b2

]
− (λ−z2)[b2−(a−λ)(a−z2)]
b[(a−λ)2+b2][(a−z2)2+b2]

As funções de Bessel modificadas de segunda espécie K0 (·) e K1 (·) são definidas pelas

eqs.(7.51) e (7.52), respectivamente. As componentes de r e as derivadas na direção de

xα são dadas por:

r2 = rαrα, com rα = xα(p)− xα(q), (8.16)

r,α =
∂r

∂xα
=
rα
r
, (8.17)

∂r,α
∂xβ

=
1

r
(δαβ − r,αr,β) . (8.18)

As derivadas das funções de Bessel, necessárias posteriormente para definir as soluções

fundamentais em deslocamentos e esforços podem ser vistas no apêndice A.

Conhecidas as funções escalares ψ, parte-se para a obtenção das soluções fundamentais

em deslocamentos para cada um dos casos em questão. As soluções fundamentais em

deslocamentos são obtidas fazendo

[G∗] = [Bcof ]Tψ (r) , (8.19)
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chegando às soluções fundamentais em deslocamentos dadas pelas expressões:

U∗
αβ =

1

2πDa1 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

{[
∆3fn −

(
s2 + s3
s4

+
s2
s1

)
∆2fn +

(
s2 +

s2s3
s4s1

)
∆fn+

−s2s3
s4

fn

]
δαβ − b1

d2

dr2

[
∆2fn +

(
s1
b1

− s2
s1

− s2 + s3
s4

)
∆fn+

− 1

s4

(
s1
b1

(s2 + s3)−
s2s3
s1

)
fn

]
r,αr,β +

b1
r

d

dr

[
∆2fn +

(
s1
b1

− s2
s1

− s2 + s3
s4

)
∆fn+

− 1

s4

(
s1
b1

(s2 + s3)−
s2s3
s1

)
fn

]
(r,αr,β − δαβ)

}
,

U3α = −Uα3 =
1

2πD (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn
d

dr

[
∆2fn −

(
s2 + s3
s4

+ λ

)
∆fn + λ

(
s2 + s3
s4

)
fn

]
r,α,

U4α = −Uα4 =
−s2

2πDs4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn
d

dr
[∆fn − λfn] r,α,

U33 =
1

2πDs1 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn
{
∆3fn − (λ+ s1)∆

2fn + s1λ∆fn+

+
s2 + s3
s4

(
−∆2fn + (λ+ s1)∆fn − s1λfn

)}
,

U34 = U43 =
s2

2πDa1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

[
−1

λ
∆2fn + (a1 + 1)∆fn − s1fn

]
,

U44 =
1

2πDa1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

[
a1∆

3fn −
(s2
λ

+ s1

)
∆2fn + s2 (a1 + 1)∆fn − s1s2fn

]
,

(8.20)

onde o operador ∆n (·) = (∇2)
n
(·), sendo o operador laplaciano em coordenadas polares

definido por ∇2 (·) = d2

dr2
(·) + 1

r
d
dr
(·). Pode-se ainda ainda reescrever as eqs.(8.20) de
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forma simplificada como:

U∗
αβ =

1

2πDa1s1s4 (λ− z2)

4∑
n=1

Cn

(
Ã(0) − 1

r
B̃(1)

)
δαβ −

(
B̃(2) − 1

r
B̃(1)

)
r,αr,β,

U3α = −Uα3 =
1

2πDa1s4 (λ− z2)

4∑
n=1

CnC̃
(1)r,α,

U4α = −Uα4 =
1

2πDa1s4 (λ− z2)
s2

4∑
n=1

CnD̃
(1)r,α,

U33 =
1

2πDa1s1s4 (λ− z2)

4∑
n=1

CnẼ
(0)

U34 = U43 =
1

2πDa1s1s4 (λ− z2)

4∑
n=1

CnF̃
(0),

U44 =
1

2πDa1s1s4 (λ− z2)

4∑
n=1

CnG̃
(0), (8.21)

onde

Ã(m) =
dm

drm
{
s1s4∆

3fn − [s1 (s2 + s3) + s2s4] ∆
2fn + s2 (s3 + s1s4)∆fn − s1s2s3fn

}
,

B̃(m) =
dm

drm
{
b1s1s4∆

2fn +
[
s4
(
s21 − b1s2

)
− b1s1 (s2 + s3)

]
∆fn+

+
[
b1s2s3 − s21 (s2 + s3)

]
fn
}
,

C̃(m) = a1
dm

drm
[
s4∆

2fn − (s2 + s3 + λs4)∆fn + λ (s2 + s3) fn
]
,

D̃(m) = −a1
dm

drm
[∆fn − λfn] ,

Ẽ(m) = a1
dm

drm
{
− (s2 + s3)

[
∆2fn − (λ+ s1)∆fn + s1λfn

]
+

+s4
[
∆3fn − (λ+ s1)∆

2fn + s1λ∆fn
]}
,

F̃ (m) = −s1s2
dm

drm

[
1

λ
∆2fn + (a1 + 1)∆fn − s1fn

]
,

G̃(m) = s1
dm

drm

[
a1∆

3fn −
(s2
λ

+ s1

)
∆2fn + s2 (a1 + 1)∆fn − s1s2fn

]
. (8.22)

É necessário ainda estabelecer as soluções fundamentais associadas aos esforços ge-

neralizados na placa e na camada de cisalhamento. Por analogia ao problema real, as
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soluções fundamentais em esforços são dadas por:

P ∗
γα (p, q) =M∗

γαβ (p, q) ηβ, (8.23)

P ∗
3α (p, q) =M∗

3αβ (p, q) ηβ, (8.24)

P ∗
γ3 (p, q) = Q∗

γ3β (p, q) ηβ, (8.25)

P ∗
33 (p, q) = Q∗

33β (p, q) ηβ, (8.26)

P ∗
γ4 (p, q) = T ∗

γ4β (p, q) ηβ, (8.27)

P ∗
44 (p, q) = T ∗

44β (p, q) ηβ. (8.28)

ou ainda

P ∗
γα (p, q) = D

1− ν

2

(
U∗
γα,β + U∗

γβ,α +
2ν

1− ν
U∗
γθ,θδαβ

)
ηβ, (8.29)

P ∗
3α (p, q) = D

1− ν

2

(
U∗
3α,β + U∗

3β,α +
2ν

1− ν
U∗
3θ,θδαβ

)
ηβ, (8.30)

P ∗
γ3 (p, q) = D

1− ν

2
λ2 (Uγβ + Uγ3,β) ηβ, (8.31)

P ∗
33 (p, q) = D

1− ν

2
λ2 (U3β + U33,β) ηβ, (8.32)

P ∗
γ4 (p, q) = GkUγ4,βηβ, (8.33)

P ∗
44 (p, q) = GkU44,βηβ. (8.34)

sendo M∗
iαβ, Q

∗
i3β e T ∗

i4β os momentos, esforços cortantes da placa e da camada cisalhante

fundamentais, respectivamente, nas direções generalizadas γ e x3.

Dessa forma, substituindo as devidas soluções fundamentais em deslocamento, chega-
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CAPÍTULO 8. O MEC EM PLACAS MINDLIN SOBRE CAMADA DE KERR

se aos esforços fundamentais:

Pαβ =
(1− ν)

4πa1s1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

{
2ν

(1− ν)

[
Ã(1) − B̃(3) − 1

r

(
B̃(2) − 1

r
B̃(1)

)]
r,αnβ+

+Ã(1) (r,βnα + r,nδβα)−
2

r

(
B̃(2) − 1

r
B̃(1)

)
(r,αnβ + r,nδβα + r,βnα)+

−2

(
B̃(3) − 3

r
B̃(2) +

3

r2
B̃(1)

)
r,nr,βr,α

}
,

P3α =
(1− ν)

4πa1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

{
2ν

(1− ν)

(
C̃(2) +

1

r
C̃(1)

)
nα+

+2

[(
C̃(2) − 1

r
C̃(1)

)
r,nrα +

1

r
C̃(1)nα

]}
,

P4α =
−s2 (1− ν)

4πa1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

{
2ν

(1− ν)

(
D̃(2) +

1

r
D̃(1)

)
nα+

+2

[
D̃(2)r,αr,n +

1

r
D̃(1) (nα − r,αr,n)

]}
,

Pα3 =
(1− ν)

4πa1s1s4 (z2 − λ)
λ2

4∑
n=1

Cn

{(
Ã(0) − 1

r
B̃(1) − s1

r
C̃(1)

)
nα+

−
[
B̃(2) − 1

r
B̃(1) + s1

(
C̃(2) − 1

r
C̃(1)

)]
r,αr,n

}
,

Pα4 =
s2Gk

2πDa1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

[
D̃(2)r,nr,α +

1

r
D̃(1) (nα − r,nr,α)

]
,

P33 =
(1− ν)λ2r,n

4πa1s1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

(
s1C̃

(1) + Ẽ(1)
)
,

P34 =
Gkr,n

2πDa1s1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

CnF̃
(1),

P43 =
(1− ν)λ2r,n

4πa1s1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

(
s1s2D̃

(1) + F̃ (1)
)
,

P44 =
Gkr,n

2πDa1s1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

CnG̃
(1), (8.35)

onde r,n = r,ini.

8.2 Equações integrais

As equações diferenciais parciais acopladas podem ser transformadas em equações

integrais aproximadas em termos de deslocamentos e esforços em pontos do domı́nio por

meio do método dos reśıduos ponderados (MRP) ou ainda pelo teorema de reciprocidade
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de Betti. No caso do MRP, para distribuir o erro produzido, as equações de equiĺıbrio no

domı́nio serão ponderadas por funções-peso tomadas como sendo as soluções fundamentais

do problema: considerando a fonte concentrada em força e momento fletor na placa; e

fonte concentrada na camada de cisalhamento.

8.2.1 Equações integrais para pontos no domı́nio

Por meio do MRP, as equações diferenciais parciais eqs.(6.67) serão transformadas em

equações integrais, onde o erro será distribúıdo da seguinte forma:∫
Ω

[(Mαβ,β −Q3α +mα)u
∗
α + (Q3α,α + g − p1)u

∗
3 + (p1 − p2) v

∗] dΩ =∫
Γu

(uj − uj) p
∗g
j dΓu +

∫
Γp

(
pj − pj

)
u∗gj dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗g4 dΓu +

∫
Γp

(p4 − p4) v
∗gdΓp,

(8.36)

onde p1 e p2 são as reações da camada elástica de Kerr, u∗j é a solução fundamental

genérica em deslocamentos na placa e v∗ é a solução fundamental em deslocamento na

camada de cisalhamento, ambas na superf́ıcie média da placa. Importante notar ainda

que Ω corresponde ao domı́nio do problema real, Γp é a parte do contorno sobre a qual

são prescritas as forças de superf́ıcie generalizadas e Γu a parte do contorno sobre a qual

são prescritos os deslocamentos generalizados, sendo o contorno total Γ = Γu + Γp.

Resolvendo inicialmente para ativação das fontes na placa, figura 8.1 (a), escreve-se a

seguinte integral de domı́nio∫
Ω

[(Mαβ,β −Q3α +mα)u
∗g
α + (Q3α,α + g − c (u3 − v))u∗g3 +

+(c (u3 − v)− kv + T3α,α) v
∗g] dΩ =

∫
Γu

(uj − uj) p
∗g
j dΓu +

+

∫
Γp

(
pj − pj

)
u∗gj dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗g4 dΓu +

∫
Γp

(p4 − p4) v
∗gdΓp. (8.37)

Integrando-se a eq.(8.37) por partes, chega-se a:∫
Γ

(Mαβηβu
∗g
α +Q3αηαu

∗g
3 + T3αηαv

∗g) dΓ−
∫
Ω

(
Mαβu

∗g
α,β +Q3αu

∗g
3,α + T3αv

∗g
,α

)
dΩ +

+

∫
Ω

[(−Q3α +mα)u
∗g
α + (g − c (u3 − v))u∗g3 + (c (u3− v)− kv) v∗g] dΩ =∫

Γu

(uj − uj) p
∗g
j dΓu +

∫
Γp

(
pj − pj

)
u∗gj dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗g4 dΓu +

∫
Γp

(p4 − p4) v
∗gdΓp,

(8.38)
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onde ηα representa o cosseno diretor da normal no contorno com o eixo xα. Substituindo

os deslocamentos generalizados, eqs.(6.62), a equação integral passa então a ser dada por:∫
Γ

(
pju

∗g
j + p4v

∗g) dΓ−
∫
Ω

(
Mαβu

∗g
α,β +Q3αu

∗g
3,α + T3αv

∗g
,α

)
dΩ +

+

∫
Ω

[(−Q3α +mα)u
∗g
α + (g − c (u3 − v))u∗g3 + (c (u3− v)− kv) v∗g] dΩ =∫

Γu

(uj − uj) p
∗g
j dΓu +

∫
Γp

(
pj − pj

)
u∗gj dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗g4 dΓu +

∫
Γp

(p4 − p4) v
∗gdΓp,

(8.39)

ou ainda

−
∫
Ω

(
Mαβu

∗g
α,β +Q3αu

∗g
3,α + T3αv

∗g
,α

)
dΩ +

+

∫
Ω

[(−Q3α +mα)u
∗g
α + (g − c (u3 − v))u∗g3 + (c (u3− v)− kv) v∗g] dΩ =

−
∫
Γu

(
pju

∗g
j + p4v

∗g) dΓu +
+

∫
Γu

(uj − uj) p
∗g
j dΓu −

∫
Γp

pju
∗g
j dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗g4 dΓu −
∫
Γp

p4v
∗gdΓp.

(8.40)

As relações rećıprocas entre momentos e curvaturas dos problemas real e fundamental

podem ser estabelecidas como:

Mαβu
∗g
α,β = D

(
1− ν

2

)(
uα,βu

∗g
α,β + uβ,αu

∗g
β,α +

2ν

1− ν
uγ,γu

∗g
β,β

)
=M∗g

αβuα,β.

(8.41)

Da mesma forma, as relações para os esforços cortantes serão dadas por:

Q3α

(
u∗gα + u∗g3,α

)
= D

1− ν

2
λ2 (uα + u3,α)

(
u∗gα + u∗g3,α

)
= Q∗g

3α (uα + u3,α) (8.42)

T3αv
∗g
,α = Gsv,αv

∗g
,α = T ∗g

3αv,α (8.43)
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Dessa forma, a eqaução integral, eq.(8.40), passa a ser dada por:

−
∫
Ω

(
M∗g

αβuα,β +Q∗g
3α (uα + u3,α) + T ∗g

3αv,α
)
dΩ +

+

∫
Ω

[mαu
∗g
α + gu∗g3 − c (u3 − v)u∗g3 + c (u3 − v) v∗g − kvv∗g] dΩ =

−
∫
Γu

(
pju

∗g
j + p4v

∗g) dΓu +
+

∫
Γu

(uj − uj) p
∗g
j dΓu −

∫
Γp

pju
∗g
j dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗g4 dΓu −
∫
Γp

p4v
∗gdΓp

(8.44)

Integrando novamente por partes e considerando os esforços generalizados fundamen-

tais, obtém-se:

−
∫
Γ

(p∗gα uα + p∗g3 u3 + p∗g4 v) dΓ +

+

∫
Ω

(
M∗g

αβ,βuα +Q∗g
3αuα +Q∗g

3α,αu3 + T ∗g
3α,αv

)
dΩ +

+

∫
Ω

[mαu
∗g
α + gu∗g3 − c (u3 − v)u∗g3 + c (u3 − v) v∗g − kvv∗g] dΩ =

−
∫
Γu

(
pju

∗g
j + p4v

∗g) dΓu +
+

∫
Γu

(uj − uj) p
∗g
j dΓu −

∫
Γp

pju
∗g
j dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗g4 dΓu −
∫
Γp

p4v
∗gdΓp

(8.45)

ou ainda

+

∫
Ω

(
M∗g

αβ,βuα +Q∗g
3αuα +Q∗g

3α,αu3 + T ∗g
3α,αv

)
dΩ +

+

∫
Ω

[mαu
∗g
α + gu∗g3 − c (u3 − v)u∗g3 + c (u3 − v) v∗g − kvv∗g] dΩ =

−
∫
Γu

(
pju

∗g
j + p4v

∗g) dΓu + ∫
Γp

(
p∗gj uj + p∗g4 v

)
dΓp +

+

∫
Γu

ujp
∗g
j dΓu −

∫
Γp

pju
∗g
j dΓp +

∫
Γu

vp∗g4 dΓu −
∫
Γp

p4v
∗gdΓp

(8.46)
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Reagrupando os termos dentro da integral de domı́nio, obtém-se:

+

∫
Ω

(
M∗g

αβ,βuα +Q∗g
3αuα

)
dΩ +

∫
Ω

[
Q∗g

3α,αu3 − c (u∗g3 − v∗g)u3
]
dΩ +

+

∫
Ω

[
c (u∗g3 − v∗g) v − kv∗gv + T ∗g

3α,αv
]
dΩ +

∫
Ω

(mαu
∗g
α + gu∗g3 ) dΩ =

−
∫
Γu

(
pju

∗g
j + p4v

∗g) dΓu + ∫
Γp

(
p∗gj uj + p∗g4 v

)
dΓp +

+

∫
Γu

ujp
∗g
j dΓu −

∫
Γp

pju
∗g
j dΓp +

∫
Γu

vp∗g4 dΓu −
∫
Γp

p4v
∗gdΓp (8.47)

Considerando as soluções fundamentais representadas pela fonte concentrada aplicada

no ponto fonte (q) na placa, as seguintes relações são aplicadas nos termos das integrais

de domı́nio ∫
Ω

b∗gij,j (p, q)ui (p) dΩ = −
∫
Ω

δ (p, q)ui (p) dΩ = −ui (q) (8.48)∫
Ω

(
c (u∗g3 − v∗g)− kv∗g + T ∗g

3α,α

)
vdΩ = 0 (8.49)

Portanto, substituindo as eqs. (8.48) e (8.49) na equação integral eq. (8.47) chega-se

a:

−ui (q) +
∫
Ω

(mαu
∗g
α + gu∗g3 ) dΩ =

−
∫
Γu

(
pju

∗g
j + p4v

∗g) dΓu + ∫
Γp

(
p∗gj uj + p∗g4 v

)
dΓp +

+

∫
Γu

ujp
∗g
j dΓu −

∫
Γp

pju
∗g
j dΓp +

∫
Γu

vp∗g4 dΓu −
∫
Γp

p4v
∗gdΓp (8.50)

Após algumas manipulações matemáticas, obtém-se a partir da eq.(8.50) a primeira

equação integral para determinação dos deslocamentos transversais e rotações no domı́nio

da placa:

ui (q) +

∫
Γ

(
p∗ij (p, q)uj (p) + p∗i4 (p, q) v (p)

)
dΓ =∫

Γ

(
pj (p)u

∗
ij (p, q) + p4 (p) v

∗
i (p, q)

)
dΓ +

+

∫
Ω

(mαu
∗
iα (p, q) + gu∗i3 (p, q)) dΩ (8.51)

O mesmo procedimento deve ser feito para obter a equação integral em termos de

deslocamento na camada cisalhante. Dessa forma, resolvendo inicialmente para ativação
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das fontes na camada, figura 8.1 (b), escreve-se:∫
Ω

[
(Mαβ,β −Q3α +mα)u

∗k
α + (Q3α,α + g − c (u3 − v))u∗k3 +

+(c (u3 − v)− kv + T3α,α) v
∗k] dΩ =

∫
Γu

(uj − uj) p
∗k
j dΓu +

+

∫
Γp

(
pj − pj

)
u∗kj dΓp +

∫
Γu

(v − v) p∗k4 dΓu +

∫
Γp

(p4 − p4) v
∗kdΓp (8.52)

Fazendo as devidas integrações e manipulações matemáticas, chega-se a:

v (q) +

∫
Γ

(
p∗kij (p, q)uj (p) + p∗k44 (p, q) v (p)

)
dΓ =∫

Γ

(
u∗kij (p, q) pj (p) + v∗k (p, q)

)
p4 (p) dΓ +

+

∫
Ωg

(
mαu

∗k
α (p, q) + gu∗k3 (p, q)

)
dΩg (8.53)

Considere agora que os ı́ndices i, j = 1, ..., 4. Podem-se agrupar as equações integrais

(8.51) e (8.53) em uma única equação:

ui (q) +

∫
Γ

p∗ij (p, q)uj (p) dΓ =

∫
Γ

u∗ij (p, q) pj (p) dΓ +

+

∫
Ω

(mαu
∗
iα (p, q) + gu∗i3 (p, q)) dΩ, (8.54)

onde u4 = v.

8.2.2 Equações integrais para esforços no domı́nio

A determinação dos esforços em pontos internos à placa é de suma importância na

análise e dimensionamento do elemento estrutural. A obtenção de uma expressão integral

para o cálculo dos esforços internos é interessante do ponto de vista de precisão, evitando

derivá-los numericamente, procedimento usual no MDF e MEF.

A obtenção da equação integral em termos de momentos no domı́nio se dará por

meio da eq.(8.54), com aux́ılio da expressão dos momentos eq.(6.28), onde a expressão

integral dos deslocamentos no domı́nio e suas derivadas em relação ao ponto fonte q são

substitúıdas nas relações esforço/deslocamento. Note que a relação entre as derivadas no

ponto fonte e no ponto campo é dada por:

∂

∂xα(q)
= − ∂

∂xα(p)
. (8.55)
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Assim, escreve-se a equação integral para determinação dos momentos fletores e vol-

vente em pontos internos à placa:

Mαβ(q) = D
1− ν

2

{
−
∫
Γ

[
P ∗
αj,β (p, q) + P ∗

βj,α (p, q) +
2ν

1− ν
P ∗
θj,θ (p, q) δα,β

]
uj (p) dΓ+

+

∫
Γ

[
U∗
αj,β (p, q) + U∗

βj,α (p, q) +
2ν

1− ν
U∗
θj,θ (p, q) δα,β

]
pj (p) dΓ+

−
∫
Ω

g

[
U∗
α3,β (p, q) + U∗

β3,α (p, q) +
2ν

1− ν
U∗
θ3,θ (p, q) δα,β

]
dΩ

}
, (8.56)

ou ainda

Mαβ(q) = −
∫
Γ

P ∗
αβj (p, q)uj (p) dΓ +

∫
Γ

U∗
αβj (p, q) pj (p) dΓ−

∫
Ω

gU∗
αβ3 (p, q) dΩ. (8.57)

sendo

P ∗
αβj = D

1− ν

2

[
P ∗
αj,β + P ∗

βj,α +
2ν

1− ν
P ∗
θj,θδα,β

]
, (8.58)

U∗
αβj = D

1− ν

2

[
U∗
αj,β + U∗

βj,α +
2ν

1− ν
U∗
θj,θδα,β

]
. (8.59)

As derivadas da solução fundamental em deslocamentos, eqs.(8.21), no ponto fonte são

dadas por:

Uαβ,γ =
−1

2πDa1s1s4 (z2 − λ)

[
Ã(1)δαβr,γ −

(
B̃(3) − 3

r
B̃(2) +

3

r2
B̃(1)

)
r,αr,βr,γ+

−1

r

(
B̃(2) − 1

r
B̃(1)

)]
(δαγr,β + δβγr,α + δαβr,γ) , (8.60)

Uα3,γ =
1

2πDa1s4 (z2 − λ)

[(
C̃(2) − 1

r
C̃(1)

)
r,αr,γ +

1

r
C̃(1)δαγ

]
, (8.61)

Uα4,γ =
s2

2πDa1s4 (z2 − λ)

[(
D̃(2) − 1

r
D̃(1)

)
r,αr,γ +

1

r
D̃(1)δαγ

]
. (8.62)

As derivadas das soluções fundamentais em termos de esforços, eqs.(8.35), no ponto
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fonte são dadas por:

P ∗
αβ,γ =

∂

∂xγ
P ∗
αβ = − (1− ν)

4πa1s1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

{
2ν

(1− ν)

{[
Ã(2) − 1

r
Ã(1) − B̃(4)+

+
3

r2

(
B̃(2) − 1

r
B̃(1)

)]
r,βr,γnα +

1

r

[
Ã(1) − B̃(3) − 1

r

(
B̃(2) − 1

r
B̃(1)

)]
nαδβγ

}
+

+

(
Ã(2) − 1

r
Ã(1)

)
(r,αnβ + r,nδαβ) rγ +

1

r
Ã(1) (δαγηβ + ηγδαβ)+

−2

r

(
B̃(3) − 3

r
B̃(2) +

3

r
B̃(1)

)
(r,βr,γnα + r,γr,nδαβ + r,αr,γnβ + r,αr,βηγ+

+r,βr,nδαγ + r,αr,nδβγ)−
2

r2

(
B̃(2) − 1

r
B̃(1)

)
(δβγηα + δαβηγ + δαγηβ)+

−2

(
B̃(4) − 6

r
B̃(3) +

15

r2
B̃(2) − 15

r3
B̃(1)

)
r,nr,αr,βr,γ

}
, (8.63)

Pα3,γ = − (1− ν)

4πa1s1s4 (z2 − λ)
λ2

4∑
n=1

Cn

{(
Ã(1) − 1

r
B̃(2) +

1

r2
B̃(1) − s1

r
C̃(2) +

s1
r2
C̃(1)

)
r,γnα+

−
[
B̃(3) − 3

r
B̃(2) +

3

r2
B̃(1) + s1

(
C̃(3) − 3

r
C̃(2) +

3

r2
C̃(1)

)]
r,αr,nr,γ+

−1

r

[
B̃(2) − 1

r
B̃(1) + s1

(
C̃(2) − 1

r
C̃(1)

)]
(r,αηγ + δα,γr,n)

}
, (8.64)

Pα4,γ = − s2Gk

2πDa1s4 (z2 − λ)

4∑
n=1

Cn

[(
D̃(3) − 3

r
D̃(2) +

3

r2
D̃(1)

)
r,nr,αr,γ+

+
1

r

(
D̃(2) − 1

r
D̃(1)

)
(r,αηγ + nαr,γ + δα,γr,n)

]
. (8.65)

8.2.3 Transformação das equações integrais de domı́nio

Buscando uma formulação unicamente no contorno, parte-se agora para a transforma-

ção das equações integrais do carregamento definidas no domı́nio para o contorno. Na

seção 7.2.3 foi discutido sobre o processo de transformação das integrais de domı́nio.

Para um carregamento uniformemente distribúıdo g(r) = g0, com g0 sendo a intensi-

dade da caga no ponto q, sobre uma região Ωg, define-se a equação integral do carrega-

mento sobre o contorno pela seguinte expressão:∫
Ωg

g(r)w∗dΩg = g0

∫
Γg

χ∗(r)r,ndΓg − TL, (8.66)

sendo

χ∗ (r) =
F ∗(r)

r
=

1

r

∫
u∗rdr, (8.67)

205



CAPÍTULO 8. O MEC EM PLACAS MINDLIN SOBRE CAMADA DE KERR

obtido segundo a correspondente solução fundamental u∗, e TL os termos livres de carre-

gamento dados por:

TL = g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

F ∗ (ξ)dθ. (8.68)

Da Figura 7.3, estabelece-se as seguintes relações:

dΩg = rdrdθ, (8.69)

dθ =
r,ini
R

dΓg (8.70)

Dessa forma, substituindo o primeiro grupo de soluções fundamentais (8.12) na eq.(8.67),

obtém-se as soluções fundamentais do carregamento:

χα = α0
r,αs1
r

4∑
n=1

α1n√
zn
ψk (r

√
zn) ,

χ3 = α0

4∑
n=1

β1n√
zn
K1 (r

√
zn) ,

χ4 = α0s2

4∑
n=1

γ1n√
zn
K1 (r

√
zn) , (8.71)

onde α0 = 1
2πDa1s1s4

, α1n = Cn (s1 − a1zn) (s2 + s3 − s4zn), β1n = Cnα1n (s1 − zn), γ1n =

Cn. (s1 − zn) (s1 − a1zn)

Por sua vez, substituindo a eq.(8.12) na eq.(8.68) obtém-se as expressões para o cálculo

dos termos livres de carregamento:

TLα = g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

α0r,αs1

4∑
n=1

α1n√
zn
ψk (ξ

√
zn) dθ, (8.72)

TL3 = g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

α0

4∑
n=1

β1n√
zn
ξK1 (ξ

√
zn) dθ,

TL4 = g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

α0s2

4∑
n=1

γ1n√
zn
ξK1 (ξ

√
zn) dθ, (8.73)
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onde, após o cálculo dos limites, resulta em:

TL1 = 0, (8.74)

TL2 = 0, (8.75)

TL3 = g0α0

∫ θ

0

4∑
n=1

β1n
zn
dθ = g0α0θ

4∑
n=1

β1n
zn
,

TL4 = g0α0

∫ θ

0

s2

4∑
n=1

γ1n
zn
dθ = g0α0s2θ

4∑
n=1

γ1n
zn
, (8.76)

sendo

θ =


2π, se q ∈ Ω,

π, se q ∈ Γ (contorno suave),

0, se q ∈/ Ω ∪ γ
(8.77)

Procedimento análogo deve ser tomado para obter as soluções fundamentais dos casos

II e III.

Para o caso II, tem-se:

χα = α0
r,αs1
r

{
3∑

n=1

α1n√
zn
ψk (r

√
zn) +

α13√
z3

[
r2K1 (r

√
z3)−

1

z4
ψk (r

√
z3)

]}
,

χ3 = α0

{
3∑

n=1

β1n√
zn
K1 (r

√
zn)−

β13√
z3

[
r2
√
z3
K0 (r

√
z3) +

2r

z3
K1 (r

√
z3)

]}
,

χ4 = α0s2

{
3∑

n=1

γ1n√
zn
K1 (r

√
zn)−

γ13√
z3

[
r2
√
z3
K0 (r

√
z3) +

2r

z3
K1 (r

√
z3)

]}
, (8.78)

do qual os termos livres de carregamento serão dados por:

TL1 = 0, (8.79)

TL2 = 0, (8.80)

TL3 = g0α0

∫ θ

0

3∑
n=1

β1n
zn
dθ = g0α0θ

3∑
n=1

β1n
zn
,

TL4 = g0α0s2

∫ θ

0

3∑
n=1

γ1n
zn
dθ = g0α0s2θ

3∑
n=1

γ1n
zn
. (8.81)
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Para o grupo de soluções fundamentais III, tem-se:

χα = α0
r,αs1
r

[
2∑

n=1

α1n√
zn
ψk (r

√
zn) +

α13√
z3
Re (ψk (r

√
z3)) +

α13√
z3
Im (ψk (r

√
z3))

]
,

χ3 = α0

[
2∑

n=1

β1n√
zn
K1 (r

√
zn) +

β13√
z3
Re (K1 (r

√
z3)) +

β13√
z3
Im (K1 (r

√
z3))

]
,

χ4 = α0s2

[
2∑

n=1

γ1n√
zn
K1 (r

√
zn) +

γ13√
z3
Re (K1 (r

√
z3)) +

γ13√
z3
Im (K1 (r

√
zn))

]
, (8.82)

cujos termos livres são dados por:

TL1 = 0, (8.83)

TL2 = 0, (8.84)

TL3 = g0α0

∫ θ

0

4∑
n=1

β1n
zn
dθ = g0α0θ

4∑
n=1

β1n
zn
,

TL4 = g0α0

∫ θ

0

s2

4∑
n=1

γ1n
zn
dθ = g0α0θs2

4∑
n=1

γ1n
zn
, (8.85)

Da mesma forma, transforma-se as integrais de domı́nio da eq.(8.57) em equações

integrais definidas sobre o contorno do problema segundo a expressão:∫
Ωg

gU∗
αβ3dΩg = g0

∫
Γg

χ̂∗(r)r,ndΓg − T̂L (8.86)

sendo

χ̂∗ (r) =
1

r

∫
U∗
αβ3rdr, , (8.87)

e T̂L os termos livres de carregamento dados por:

T̂L = g0 lim
ξ→0

∫ θ

0

∫
U∗
αβ3rdrdθ. (8.88)
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Substituindo as soluções fundamentais dadas pela eq.(8.12) na eq.(8.87), obtém-se:

χ̂∗
11 = ŝ

4∑
n=1

ĉn

[
−
(
√
znK1(r

√
zn) +

2

r
K0(r

√
zn)

)(
r2,1 + νr2,2

)
+

(1 + ν)

r
K0(r

√
zn)

]
,

χ̂∗
22 = ŝ

4∑
n=1

ĉn

[
−
(
√
znK1(r

√
zn) +

2

r
K0(r

√
zn)

)(
r2,2 + νr2,1

)
+

(1 + ν)

r
K0(r

√
zn)

]
,

χ̂∗
12 = − (1− ν) ŝ

4∑
n=1

ĉn

(
√
znK1(r

√
zn) +

1

r
K0(r

√
zn)

)
r,1r,2, (8.89)

onde ŝ = 1
2πs4(z2−λ) , ĉn = Cnân e ân = [s4z

2
n − (s2 + s3 + λs4) zn + λ (s2 + s3)] .

Já os termos livres serão dados por:

T̂L11 = −g0ŝθ (1 + ν)
4∑

n=1

ĉn, (8.90)

T̂L22 = −g0ŝθ (1 + ν)
4∑

n=1

ĉn, (8.91)

T̂L12 = 0. (8.92)

Considerando a eq.(8.13), caso II, chega-se as seguintes expressões:

χ̂∗
11 = ŝ

{
3∑

n=1

ĉn

[
−
(
√
znK1(r

√
zn) +

2

r
K0(r

√
zn)

)(
r2,1 + νr2,2

)
+

(1 + ν)

r
K0(r

√
zn)

]
+

+ĉ4
[
− (2K1(r

√
z4) + r

√
z4K0(r

√
z4))

(
r2,1 + νr2,2

)
+ (1 + ν)K1 (r

√
z4)
]}
,

χ̂∗
22 = ŝ

{
3∑

n=1

ĉn

[
−
(
√
znK1(r

√
zn) +

2

r
K0(r

√
zn)

)(
r2,2 + νr2,1

)
+

(1 + ν)

r
K0(r

√
zn)

]
+

+ĉ4
[
− (2K1(r

√
z4) + r

√
z4K0(r

√
z4))

(
r2,2 + νr2,1

)
+ (1 + ν)K1 (r

√
z4)
]}
,

χ̂∗
12 = − (1− ν) ŝ

4∑
n=1

ĉn

(
√
znK1(r

√
zn) +

1

r
K0(r

√
zn)

)
r,1r,2, (8.93)

cujos termos livres são dados por:

T̂L11 = −g0ŝθ (1 + ν)
4∑

n=1

ĉn, (8.94)

T̂L22 = −g0ŝθ (1 + ν)
4∑

n=1

ĉn, (8.95)

T̂L12 = 0. (8.96)
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Finalmente, para o caso III, tem-se:

χ̂∗
11 = ŝ

{
2∑

n=1

ĉn

[
−
(
√
znK1(r

√
zn) +

2

r
K0(r

√
zn)

)(
r2,1 + νr2,2

)
+

(1 + ν)

r
K0(r

√
zn)

]
+

+ C3Re

{
â3

[
−
(
√
z3K1(r

√
z3) +

2

r
K0(r

√
z3)

)(
r2,1 + νr2,2

)
+

(1 + ν)

r
K0(r

√
z3)

]}
+

+C3Im
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√
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√
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)
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√
z3)

]}}
,

χ̂∗
22 = ŝ

{
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[
−
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√
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√
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)
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]
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,

χ̂∗
12 = − (1− ν) ŝ

{
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ĉn
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√
znK1(r

√
zn) +
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r
K0(r

√
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r,1r,2+

+ C3Re

[
â3
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√
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+
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√
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√
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r
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√
z3)

)
r,1r,2

]}
, (8.97)

cujos termos livres são dados por:

T̂L11 = −g0ŝθ (1 + ν)

(
2∑

n=1

ĉn + C3Re (â3) + C3Im (â3)

)
, (8.98)

T̂L22 = −g0ŝθ (1 + ν)

(
2∑

n=1

ĉn + C3Re (â3) + C3Im (â3)

)
, (8.99)

T̂L12 = 0. (8.100)

8.3 Montagem do sistema algébrico

Nesta seção será apresentado os passos para obtenção do sistema algébrico da es-

trutura, e consequentemente para solução do problema. Todos os passos (discretização

do contorno, funções interpoladoras, resolução do sistema algébrico) são semelhantes aos

apresentados na seção 7.3 para placa de Kirchhoff sobre camada elástica de Kerr.
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8.3.1 Interpolação dos campos f́ısicos

Os campos em deslocamentos e forças de superf́ıcie são interpolados por meio das

funções lineares dadas pelas eqs.(7.109), sendo expressas por:

{u} = [Φ] {U}Γi
, (8.101)

{p} = [Φ] {P}Γi
, (8.102)

onde {U}Γi
e {P}Γi

são os vetores dos valores nodais dos deslocamentos e forças de

superf́ıcie, sendo:

{u} =


uα

u3

u4

 =


ϕx

ϕy

w

v

 , (8.103)

{p} =


pα

p3

p4

 =


px

py

p3

p4

 , (8.104)

e a matriz das funções interpoladoras dada por:

[Ψ] =


φ1 0 0 0φ2 0 0 0

0 φ1 0 0 0φ2 0 0

0 0 φ1 0 0 0φ2 0

0 0 0 φ1 0 0 0φ2

 . (8.105)

8.3.2 Equações algébricas

A equação integral de deslocamento, eq.(8.54), quando discretizada em Ne elementos

de contorno, e após a aplicação das funções de interpolação e mudança de variável Γ para

ξ, será dada por:

C(q)ui +
Ne∑
j=1

∫
ξ

P ∗Ψ|J |dξj Uj =
Ne∑
j=1

∫
ξ

U∗Ψ|J |dξjPj + g0

Ng∑
j=1

∫
ξg

U∗
χdξgj + g,k

Ng∑
j=1

∫
ξg

U∗
Λdξgj ,

(8.106)
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onde

ui =


uα (q)

u3 (q)

u4 (q)

 , U =


uα (p)

u3 (p)

u4 (p)

 , P =


pα (p)

p3 (p)

p4 (p)

 ,

P ∗ =

 p∗11 p∗13 p∗13

p∗21 p∗32 p∗24

p∗31 p∗33 p∗34

 , U∗ =

 u∗αβ u∗α3 u∗α4

u∗3α u∗33 u∗34

u∗4α u∗43 u∗44

 ,

U∗
g =


u∗pα3

u33

u43

 , U∗
χ =


χ∗
αr,n

χ∗
2r,n

χ∗
3r,n

 , U∗
Λ =


Λ∗
αr,ir,n

Λ∗
2r,ir,n

Λ∗
3r,ir,n

 (8.107)

sendo Ng o número de elementos de contorno da região do carregamento distribúıdo.

A eq.(8.106) pode ser reescrita na forma:

C(q)ui +
Ne∑
j=1

ĤijUj =
Ne∑
j=1

GijPj + Fi, (8.108)

onde

Ĥij =

∫
ξ

P ∗Ψ|J |dξj,

Gij =

∫
ξ

U∗Ψ|J |dξj,

Fi = g0

Ng∑
j=1

∫
ξg

U∗
χdξgj + g,j

Ng∑
j=1

∫
ξg

U∗
Λdξgj . (8.109)

Sendo a eq.(8.108) válida apenas para o nó i, faz-se necessário a colocação do ponto

fonte para todos os nós de contorno discretizado, obtendo-se o sistema algébrico final da

estrutura, escrito na forma compacta como:

[C] {U}+ [H] {U} = [G] {P}+ {F} , (8.110)

onde [C] é a matriz diagonal que contém os termos livres de contorno, [H] e [G] são as

matrizes de influência dos deslocamentos {F} e forças {P}, respectivamente, e {F} é o

vetor de carregamento.

Note que os valores das variáveis obtidas por meio da equação integral (8.110) estão

referidas ao sistema de coordenadas global. Entretanto, em certos problemas o uso de um

sistema de coordenadas local é conveniente, como por exemplo em problemas com bordas

poligonais esconsas ou ainda com bordas curvas, facilitando tanto a inserção das condições
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FIGURA 8.2 – Variáveis referidas ao sistema global (a) e local (b) de referência.

de contorno quanto a leitura das respostas. A figura 8.3 apresenta os dois sistemas de

coordenadas.

Dessa forma, pode-se relacionar as variáveis do sistema de coordenadas global com o

sistema de coordenadas local, referido à direção normal e tangencial do correspondente

elemento de contorno, a partir da seguinte expressão:{
un

us

}
=

[
n1 n2

s1 s2

]{
u1

u2

}
(8.111)

Portanto, as coordenadas globais serão transformadas em coordenadas locais segundo:
ϕx

ϕy

w

v

 =


n1 s1 0 0

n2 s2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




ϕn

ϕs

w

v

 (8.112)

Assim, dois sistemas locais de coordenadas serão necessários: o primeiro referente

ao ponto fonte e o segundo referente ao ponto campo, associado às direções normais e

tangenciais do contorno, conforme mostrado na figura 8.3. Finalmente, a eq.(8.110) pode

ser escrita em relação ao sistema local:

[C] {U}+ [Rq] [H] [Rp] {U} = [Rq] [G] [Rp] {P}+ [Rq] {F} , (8.113)
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FIGURA 8.3 – Sistema de coordenadas local no ponto fonte e campo.

onde

[Rq] =


m1 m2 0 0

−m2 m1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , [Rp] =


n1 −s1 0 0

s1 n1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (8.114)

A equação matricial (8.113) pode ainda ser rearranjada, trocando as colunas das ma-

trizes [H] e [G] para separar as incógnitas em um mesmo vetor {X}, resultando no sistema

de equações :

[A] {X} = [B] , (8.115)

onde [A] é a matriz dos coeficientes que multiplicam as incógnitas e [B] formada pela

multiplicação da matriz e do vetor onde todas as variáveis são conhecidas.
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Caṕıtulo 9

Aplicações numéricas

Neste caṕıtulo são apresentadas algumas aplicações numéricas de placas apoiadas em

camada elástica de Kerr a fim de validar a formulação do MEC desenvolvida, comparando

os resultados obtidos com soluções anaĺıticas ou outras dispońıveis na literatura.

9.1 Placa quadrada simplesmente apoiada submetida a carga

concentrada

Considere uma placa quadrada com bordas simplesmente apoiadas, de lados a = 1m

e espessura h = 1/100m, submetida a um carregamento concentrado de P = 10kN em

seu centro, conforme mostrado na figura 9.1.

FIGURA 9.1 – Placa circular submetida a carga pontual aplicada no centro.

Assume-se ainda que as propriedades da placa são: módulo de elasticidade E = 28GPa

e coeficiente de Poisson ν = 0.2. Já os parâmetros da camada elástica de Kerr são: molas

com rigidez c = 100k = D/10 kN/m2 e módulo de cisalhamento Gk = D/100, sendo D a

rigidez da placa.
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Tendo como objetivo investigar a influência da malha na tendência da resposta via

MEC se aproximar da solução exata, 4 tipos de discretização em elementos de contorno

retos são consideradas: malhas de 8, 16, 32 e 64 elementos, conforme mostra a figura 9.2.

FIGURA 9.2 – Discretização do problema quadrado.

Os valores obtidos em deslocamentos e rotação ao longo do eixo central do problema

(x1 = 0, 5m) são apresentados nas tabelas 9.1 a 9.3. Os resultados obtidos são ainda

comparados com as soluções anaĺıticas da placa de Kirchhoff e Mindlin sobre camada de

Kerr dispońıvel no apêndice B.

Kirchhoff Mindlin

x2 MEC-32 Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.125 1.5059 1.5090 1.5060 1.5086 1.5093 1.5095 1.5096

0.25 2.9314 2.9368 2.9320 2.9364 2.9375 2.9379 2.9380

0.5 4.7651 4.7721 4.7746 4.7803 4.7817 4.7822 4.7824

0.75 2.9314 2.9368 2.9320 2.9364 2.9375 2.9379 2.9380

0.875 1.5059 1.5090 1.5060 1.5086 1.5093 1.5095 1.5096

TABELA 9.1 – Deslocamentos transversais (m x105) da placa ao longo do eixo x2.

Kirchhoff Mindlin

x2 MEC-32 Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.125 0.5311 0.5319 0.5312 0.5318 0.5320 0.5321 0.5321

0.25 0.9967 0.9983 0.9970 0.9983 0.9986 0.9987 0.9988

0.5 1.4504 1.4527 1.4509 1.4528 1.4533 1.4535 1.4536

0.75 0.9967 0.9983 0.9970 0.9983 0.9986 0.9987 0.9988

0.875 0.5311 0.5319 0.5312 0.5318 0.5320 0.5321 0.5321

TABELA 9.2 – Deslocamentos transversais (m x105) da camada cisalhante ao longo do eixo x2.
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Kirchhoff Mindlin

x2 MEC-32 Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.125 1.1855 1.1877 -1.1852 -1.1871 -1.1875 -1.1877 -1.1877

0.25 1.0777 1.0790 -1.0775 -1.0786 -1.0789 -1.0790 -1.0790

0.5 0.0222 0.0215 -0.0222 -0.0222 -0.0222 -0.0222 -0.0224

0.75 -1.0777 -1.0790 1.0775 1.0786 1.0789 1.0790 1.0790

0.875 -1.1855 -1.1877 1.1852 1.1871 1.1875 1.1877 1.1877

TABELA 9.3 – Rotações (rad x104) na placa ao longo do eixo x2.

A partir da análise das Tabelas 9.1 a 9.3, vê-se que os valores obtidos por meio do

MEC para as teorias de Kirchhoff e de Mindlin tendem a solução exata para ambas as

teorias. Tratando apenas da placa de Mindlin, com o refinamento da malha, observa-se

que as respostas obtidas pelo MEC, quando comparadas à sua correspondente solução

exata, sai de um erro relativo máximo de 6.77% (v(0, 125)) utilizando a malha MEC-8

para um erro relativo de 0.07% (w(0, 125)) com a malha MEC-64.

Da mesma forma, foram avaliados os momentos fletores no domı́nio do problema. As

tabelas 9.4 e 9.5 mostra os valores obtidos dos momentos Mxx e Myy, respectivamente,

comparados com suas correspondentes soluções anaĺıticas.

Kirchhoff Mindlin

x2 MEC Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.25 0.5038 0.5055 0.4524 0.4923 0.5009 0.5023 0.5055

0.375 1.1005 1.1020 1.0327 1.0648 1.0714 1.0725 1.1020

0.5 5.6869 5.7760 5.6173 5.6462 5.6523 5.6534 5.7760

0.625 1.1005 1.1020 1.0327 1.0648 1.0714 1.0725 1.1020

0.75 0.5038 0.5055 0.4524 0.4923 0.5009 0.5023 0.5055

TABELA 9.4 – Momento fletor na direção x1 (kN/m) ao longo do eixo x2.

Kirchhoff Mindlin

x2 MEC Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.25 0.9524 0.9539 0.9249 0.9440 0.9488 0.9499 0.9539

0.375 1.6879 1.6894 1.6270 1.6530 1.6589 1.6600 1.6894

0.5 6.3235 6.3210 6.2540 6.2828 6.2889 6.2900 6.3210

0.625 1.6879 1.6894 1.6270 1.6530 1.6589 1.6600 1.6894

0.75 0.9524 0.9539 0.9249 0.9440 0.9488 0.9499 0.9539

TABELA 9.5 – Momento fletor na direção x1 (kN/m) ao longo do eixo x2.
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De forma geral, as soluções propostas do MEC levam a obtenção de valores muito

próximos às soluções anaĺıticas mesmo considerando malhas menos discretizadas.

9.2 Placa quadrada submetida a carregamento uniforme-

mente distribúıdo

Considere que a placa do exemplo 9.1 esteja agora submetida a um carregamento

uniformemente distribúıdo de intensidade de g = 10kN , conforme mostrado na figura 9.3.

FIGURA 9.3 – Placa circular submetida a carga pontual aplicada no centro.

Os valores obtidos dos deslocamentos transversais e das rotações ao longo do eixo

central da placa (em x1 = 0, 5m) são apresentados nas tabelas 9.6 a 9.8. Os resultados

obtidos são ainda comparados com as soluções anaĺıticas apresentadas no apêndice B.

Kirchhoff Mindlin

x2 MEC Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.125 0.6673 0.6677 0.6660 0.6676 0.6680 0.6682 0.6681

0.25 1.2078 1.2086 1.2055 1.2084 1.2091 1.2093 1.2092

0.5 1.6698 1.6711 1.6670 1.6708 1.6716 1.6719 1.6718

0.75 1.2076 1.2086 1.2055 1.2084 1.2091 1.2093 1.2092

0.875 0.6671 0.6677 0.6660 0.6676 0.6680 0.6682 0.6681

TABELA 9.6 – Deslocamentos transversais (m x105) da placa ao longo do eixo x2.
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Kirchhoff Mindlin

x2 MEC Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.125 2.2054 2.2062 2.2013 2.2062 2.2073 2.2077 2.2073

0.25 4.0528 4.0550 4.0451 4.0546 4.0568 4.0575 4.0570

0 .5 5.6925 5.6963 5.6823 5.6955 5.6986 5.6996 5.6990

0.75 4.0524 4.0550 4.0451 4.0546 4.0568 4.0575 4.0570

0.875 2.2052 2.2062 2.2013 2.2062 2.2073 2.2078 2.2073

TABELA 9.7 – Deslocamentos transversais (m x106) da camada cisalhante ao longo do eixo x2.

Kirchhoff Mindlin

x2 MEC Exata MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-64 Exata

0.125 4.9591 4.9624 -4.9466 -4.9590 -4.9617 -4.9625 -4.9624

0.25 3.6007 3.6033 -3.5938 -3.6013 -3.6029 -3.6034 -3.6033

0.5 0.0145 0.0152 -0.0151 -0.0151 -0.0151 -0.0152 -0.0152

0.75 -3.6009 -3.6033 3.5938 3.6013 3.6029 3.6034 3.6033

0.875 -4.9579 -4.9624 4.9466 4.9590 4.9617 4.9625 4.9624

TABELA 9.8 – Rotação na placa (rad x105) ao longo do eixo x2.

Observa-se que as respostas obtidas pelo MEC para placa de Mindlin tendem a valores

muito próximos, em termos de deslocamentos e rotação, à solução exata, saindo de um

erro relativo máximo de 9.69% (v(0, 125)) para um erro relativo de 0.07% (ϕ1(0, 125)) com

uma malha mais discretizada.

9.3 Placa circular submetida a carga concentrada

Considere que sobre um placa circular de raio R = 3m e espessura h = R/100m,

apoiada em uma camada elástica de Kerr, atue um carregamento concentrado P = 10kN

em seu centro, conforme mostrado na figura 9.4.
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FIGURA 9.4 – Placa circular submetida a carga pontual aplicada no centro.

Considere ainda que as propriedades mecânicas do problema sejam os mesmos do

exemplo 9.3.

Buscando verificar a tendência da solução do MEC em se aproximar da solução exata,

4 tipos de discretização em elementos de contorno circulares foram consideradas: malhas

com 4, 8, 32 e 64 elementos, conforme mostra a figura 9.4. Além disso, foram considera-

das duas situações: na primeira as bordas estão engastadas e na segunda simplesmente

apoiadas.

FIGURA 9.5 – Discretização do problema circular.

As tabelas 9.9 a 9.11 apresentam os valores obtidos em termos de deslocamentos trans-

versais na placa, na camada de cisalhamento e também de rotação ao longo do raio da

placa considerando as bordas engastadas. Os resultados obtidos são comparados com as

devidas soluções anaĺıticas para placa de Kirchhoff e Mindlin apresentados no anexo B.
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Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-4 MEC-8 MEC-32 MEC-64 Exata

0 -27,135 -27,135 -27,598 -27,223 -27,173 -27,172 -27,172

0,5 -23,672 -23,672 -24,090 -23,731 -23,682 -23,682 -23,682

1 -17,482 -17,482 -17,845 -17,533 -17,489 -17,488 -17,488

1,5 -10,936 -10,936 -11,212 -10,976 -10,940 -10,940 -10,940

2 -5,289 -5,289 -5,456 -5,317 -5,292 -5,292 -5,292

2,5 -1,419 -1,419 -1,473 -1,430 -1,420 -1,420 -1,420

TABELA 9.9 – Deslocamentos transversais (m x103) da placa ao longo do raio.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-4 MEC-8 MEC-32 MEC-64 Exata

0 -22,984 -22,984 -23,390 -23,043 -22,996 -22,996 -22,995

0,5 -20,832 -20,832 -21,218 -20,887 -20,841 -20,841 -20,841

1 -15,959 -15,959 -16,292 -16,006 -15,965 -15,965 -15,965

1,5 -10,369 -10,369 -10,619 -10,407 -10,373 -10,373 -10,373

2 -5,402 -5,402 -5,550 -5,427 -5,404 -5,404 -5,404

2,5 -1,890 -1,890 -1,942 -1,902 -1,891 -1,891 -1,891

TABELA 9.10 – Deslocamentos transversais (m x103) da camada cisalhante ao longo do raio.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-4 MEC-8 MEC-32 MEC-64 Exata

0 0,251 0,251 -0,251 -0,251 -0,251 -0,251 -0,251

0,5 10,821 10,821 -10,890 -10,827 -10,821 -10,821 -10,821

1 13,252 13,252 -13,388 -13,264 -13,252 -13,252 -13,252

1,5 12,530 12,530 -12,728 -12,550 -12,531 -12,530 -12,530

2 9,769 9,769 -10,000 -9,796 -9,769 -9,769 -9,769

2,5 5,491 5,491 -5,685 -5,522 -5,491 -5,491 -5,491

TABELA 9.11 – Rotações da placa (rad x103) ao longo do raio.

Os resultados obtidos via MEC tanto para a teoria de Mindlin quanto para a teoria de

Kirchhoff são muito próximos àqueles obtidos via solução exata. Além disso, comparando

os valores obtidos entre as duas teorias, vê-se que são praticamente iguais. Isso ocorre

devido a razão de aspecto R/h da placa ser pequena, fazendo com que as respostas em

deslocamentos e rotações segundo a teoria de Mindlin tenda a do Kirchhoff. Observa-se

ainda que, mesmo com uma malha pobre em elementos de contorno (MEC-4), o erro
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FIGURA 9.6 – Erro relativo ao longo do raio da placa engastada – Mindlin MEC-4.

relativo máximo foi de aproximadamente 4% ϕr(2, 7)), enquanto que em uma malha mais

rica (MEC-64) esse erro cai para 0.019% para o deslocamento na placa próximo a borda.

Tais fatos comprovam a eficiência dos resultados e convergência acelerada do MEC.

Considere agora que as bordas do problema estejam simplesmente apoiadas. As tabelas

9.13 a 9.14 apresentam os valores de rotação e deslocamentos obtidos ao longo do raio do

problema.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-4 MEC-8 MEC-32 MEC-64 Exata

0 -7,117 -7,117 -6,675 -7,017 -7,116 -7,120 -7,120

0,5 -6,649 -6,649 -6,220 -6,549 -6,645 -6,649 -6,650

1 -5,665 -5,665 -5,280 -5,575 -5,662 -5,665 -5,666

1,5 -4,401 -4,401 -4,088 -4,327 -4,398 -4,401 -4,402

2 -2,982 -2,982 -2,766 -2,930 -2,980 -2,982 -2,982

2,5 -1,493 -1,493 -1,390 -1,469 -1,492 -1,493 -1,493

TABELA 9.12 – Deslocamentos transversais (m x102) da placa ao longo do raio.
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FIGURA 9.7 – Erro relativo ao longo do raio da placa simplesmente apoiada – Mindlin MEC-4.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-4 MEC-8 MEC-32 MEC-64 Exata

0 -6,467 -6,467 -6,051 -6,371 -6,464 -6,468 -6,468

0,5 -6,132 -6,132 -5,730 -6,038 -6,128 -6,132 -6,132

1 -5,283 -5,283 -4,925 -5,199 -5,280 -5,283 -5,284

1,5 -4,122 -4,122 -3,834 -4,053 -4,120 -4,122 -4,123

2 -2,786 -2,786 -2,591 -2,739 -2,784 -2,786 -2,786

2,5 -1,377 -1,377 -1,286 -1,355 -1,376 -1,377 -1,377

TABELA 9.13 – Deslocamentos transversais (m x102) na camada cisalhante ao longo do raio.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-4 MEC-8 MEC-32 MEC-64 Exata

0 0,028 0,028 -0,028 -0,028 -0,028 -0,028 -0,028

0,5 1,568 1,568 -1,509 -1,556 -1,568 -1,568 -1,568

1 2,299 2,299 -2,182 -2,273 -2,298 -2,298 -2,299

1,5 2,716 2,716 -2,545 -2,677 -2,714 -2,716 -2,716

2 2,933 2,933 -2,718 -2,881 -2,931 -2,932 -2,933

2,5 3,001 3,001 -2,770 -2,943 -2,999 -3,001 -3,001

TABELA 9.14 – Rotações na placa (rad x102) ao longo do raio.

O mesmo comportamento das respostas é visto para o problema com bordas simples-

mente apoiadas. Os resultados obtidos pelo MEC considerando a teoria de Mindlin se

aproximam das do Kirchhoff em todos os pontos no domı́nio do elemento.
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Com isso, os resultados apresentados mostram a eficiência do MEC, uma vez que

recupera todas as respostas anaĺıticas com ótima precisão.

9.4 Placa circular submetida a carga distribúıda

Considere que sobre um placa circular de raio R = 3m e espessura h = R/20m, apoiada

em uma camada elástica de Kerr, atue um carregamento uniformemente distribúıdo g =

13kN/m2, conforme mostrado na figura 9.8. As propriedades mecânicas do problema são

as mesmas que o exemplo 9.3.

FIGURA 9.8 – Placa circular submetida a carga pontual aplicada no centro.

Nas tabelas 9.15 a 9.17 são apresentados os valores obtidos comparando as soluções do

MEC com suas correspondentes soluções anaĺıticas, dispońıveis no anexo B, considerando

as bordas engastadas.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-32 MEC-64 Exata

0 -1,993 -1,993 -2,013 -2,013 -2,013

0,5 -1,884 -1,884 -1,903 -1,903 -1,903

1 -1,575 -1,575 -1,593 -1,593 -1,593

1,5 -1,122 -1,122 -1,137 -1,137 -1,137

2 -0,616 -0,616 -0,627 -0,627 -0,627

2,5 -0,186 -0,186 -0,192 -0,192 -0,192

TABELA 9.15 – Deslocamentos transversais (m x103) da placa ao longo do raio.
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Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-32 MEC-64 Exata

0 -1,815 -1,815 -1,834 -1,834 -1,834

0,5 -1,717 -1,717 -1,735 -1,735 -1,735

1 -1,439 -1,439 -1,456 -1,456 -1,456

1,5 -1,037 -1,037 -1,051 -1,051 -1,051

2 -0,596 -0,596 -0,606 -0,606 -0,606

2,5 -0,225 -0,225 -0,230 -0,230 -0,230

TABELA 9.16 – Deslocamentos transversais (m x103) da camada cisalhante ao longo do raio.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-32 MEC-64 Exata

0 0,027 0,027 -0,027 -0,027 -0,027

0,5 4,302 4,302 -4,301 -4,301 -4,301

1 7,868 7,868 -7,868 -7,868 -7,868

1,5 9,963 9,963 -9,963 -9,963 -9,963

2 9,847 9,847 -9,847 -9,847 -9,846

2,5 6,775 6,775 -6,776 -6,775 -6,775

TABELA 9.17 – Rotações da placa (rad x104) ao longo do raio.

Os resultados obtidos via MEC tanto para a teoria de Mindlin quanto de Kirchhoff se

aproximam bastante das respectivas soluções anaĺıticas, sendo o erro praticamente nulo,

como pode ser visto na figura 9.9 para a malha MEC-32. Mais uma vez, vê-se a precisão

do método mesmo considerando malhas pouco robustas.

Os resultados em rotação e deslocamentos obtidos para o problema simplesmente apoi-

ado pode ser visto nas tabelas 9.19 a 9.20.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-32 MEC-64 Exata

0 -8,481 -8,481 -8,492 -8,498 -8,500

0,5 -8,193 -8,193 -8,203 -8,210 -8,211

1 -7,346 -7,346 -7,356 -7,362 -7,363

1,5 -5,995 -5,996 -6,004 -6,009 -6,010

2 -4,230 -4,230 -4,237 -4,240 -4,241

2,5 -2,177 -2,178 -2,181 -2,183 -2,183

TABELA 9.18 – Deslocamentos transversais (m x103) da placa ao longo do raio.
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FIGURA 9.9 – Erro relativo ao longo do raio da placa engastada – Mindlin MEC-32.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-32 MEC-64 Exata

0 -7,957 -7,958 -7,968 -7,974 -7,976

0,5 -7,682 -7,682 -7,692 -7,698 -7,699

1 -6,872 -6,872 -6,881 -6,887 -6,888

1,5 -5,583 -5,583 -5,590 -5,595 -5,596

2 -3,905 -3,905 -3,911 -3,914 -3,915

2,5 -1,975 -1,975 -1,978 -1,980 -1,980

TABELA 9.19 – Deslocamentos transversais (m x103) na camada cisalhante ao longo do raio.

Kirchhoff Mindlin

R MEC-32 Exata MEC-32 MEC-64 Exata

0 0 0 0 0 0

0,5 1,147 1,147 -1,146 -1,146 -1,146

1 2,221 2,221 -2,219 -2,221 -2,221

1,5 3,152 3,152 -3,149 -3,151 -3,152

2 3,866 3,866 -3,862 -3,865 -3,866

2,5 4,291 4,291 -4,286 -4,290 -4,291

TABELA 9.20 – Rotações na placa (rad x103) ao longo do raio.

Comportamento similar é visto nas respostas do problema com bordas simplesmente

apoiadas, comprovando a eficiência da formulação do MEC desenvolvida nesta tese para

diferentes condições de contorno e carregamento.
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Conclusão

Formulações baseadas no Método dos Elementos de Contorno para análise estática de

vigas e placas apoiadas em camada elástica e vigas duplas conectadas por camada elástica

de Kerr são objetivo desta tese.

Buscando preencher algumas lacunas existentes na literatura em relação aos temas

estudados, contribuições originais podem ser destacados: dedução das soluções funda-

mentais para cada um dos problemas pertinentes; estabelecimento de equações integrais

em deslocamentos e esforços puramente do MEC, ou seja, sem integrais de domı́nio; e

montagem do sistema algébrico para cálculo dos campos em deslocamentos e forças no

contorno e domı́nio dos problemas estudados.

Inicialmente foi feito um estudo sobre a flexão de vigas simples ou duplas pelo MEC

submetidas a cargas transversais e axiais. A qualidade das soluções fundamentais pro-

postas foram comprovadas por meio de exemplos numéricos, onde os valores obtidos pelo

MEC são praticamente iguais aqueles obtidos por soluções exatas. Importante destacar

que apenas um elemento de contorno é suficiente para recuperar com uma ótima precisão

os valores exatos, tanto no caso das vigas simples quanto para vigas duplas. A formulação

puramente do MEC contribui para este fato, uma vez que nenhuma integração numérica

é requerida sobre os elementos de contorno de vigas.

Posteriormente, foi feito um estudo sobre a flexão de placas de Kirchhoff e Mindlin

sobre camada elástica de Kerr. Na teoria de Kirchhoff, o trabalho desenvolvido por

Souza (2019) foi revisitado, onde foi proposta uma formulação integral para determinação

dos momentos no domı́nio do problema. Na teoria de Mindlin, foram propostas ainda

soluções fundamentais e equações integrais preenchendo uma lacuna na literatura sobre o

tema. Buscando uma formulação puramente no contorno, foram feitas as transformações

das integrais de domı́nio relacionadas ao carregamento para o contorno. Considerou-se

ainda o carregamento como sendo linearmente distribúıdo, fazendo um estudo do limite

quando a distância entre ponto fonte e campo tendem a zero, surgindo termos livres de
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carregamento.

A qualidade das soluções propostas foram comprovadas por meio de exemplos numé-

ricos, onde testes de convergência foram realizados comparando com as soluções exatas

ou outra dispońıvel na literatura. As respostas obtidas pelo MEC se mostraram precisas

e eficientes em todos os casos estudados. A versatilidade das formulações desenvolvidas

pode ser percebida por meio dos exemplos considerando diferentes condições de contorno,

diferentes tipos de carregamento e propriedades mecânicas das vigas e camada elástica.

Sugestões para Trabalhos Futuros

Diante da revisão da literatura realizada, vê-se que alguns temas poderiam ser explo-

rados pelo MEC em trabalhos futuros, são eles:

� Análise dinâmica de vigas simples e duplas conectadas por camada de Kerr;

� Placas de Reissner e Reddy apoiadas sobre camada elástica de Kerr;

� Análise dinâmica de placas sobre camada elástica de Kerr;

� Aplicação do Método da Reciprocidade Múltipla (MRM) para vigas e placa subme-

tidas a carregamentos polinomiais genéricos.
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REFERÊNCIAS

AVRAMIDIS, I.; MORFIDIS, K. Bending of beams on three-parameter elastic
foundation. International Journal of Solids and Structures, Elsevier, v. 43, n. 2, p.
357–375, 2006.
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Paráıba, 2018.

BUCZKOWSKI, R. Finite element modelling of thick plates on two-parameter elastic
foundation. International Journal for Numerical and Analytical Methods in
Geomechanics, v. 25, p. 1409–1427, 01 2001.

CALDERON, E. T. Uma formulação alternativa para o estudo de placas sobre
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MENDONÇA, Â. V. Estudo de estruturas compostas por lâminas planas de espessuras
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Apêndice A

Soluções anaĺıticas de vigas

A partir das equações governantes obtidas no caṕıtulo 2, para as diferentes teorias

de vigas, serão obtidas as soluções anaĺıticas de vigas simples e duplas conectadas pela

camada de Kerr considerando as bordas simplesmente apoiadas, via séries de Fourier.

A.1 Extremidades simplesmente apoiadas

Considerando que o carregamento aplicado transversalmente será sinusoidal, a expres-

são para quando for uniformemente distribúıdo ao longo da viga será dada por:

g(x) =
N∑
n=1

4g

nπ
sen

(nπx
L

)
(A.1)

onde g é a intensidade do carregamento aplicado.

Caso atue uma carga em um ponto de coordenada x̂ qualquer da viga, então a equação

do carregamento fica:

g(x) =
N∑
n=1

2p

L
sen

(
nπx̂

L

)
sen

(nπx
L

)
, (A.2)

onde x̂ corresponde ao ponto de aplicação da carga pontual e x o ponto de medição do

efeito.

O sistema algébrico para determinação dos deslocamentos e esforços nos diferentes

tipos de problemas e teorias de vigas serão apresentadas nas seções subsequentes.
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A.1.1 Viga de Euler-Bernoulli sobre fundação de Kerr

Sabendo que as extremidades da viga e da camada cisalhante estão simplesmente

apoiadas, w(0) = w(L) = v(0) = v(L), e ainda M(0) = M(L), então as funções para

representar os deslocamentos serão:

w(x) =
N∑
n=1

Asen (λnx) , (A.3)

v(x) =
N∑
n=1

Bsen (λnx) , (A.4)

sendo w e v são os deslocamentos transversais da viga e da camada de cisalhamento da

fundação elástica de Kerr, respectivamente, e λn = nπ/L.

Substituindo as Eqs.(A.3) e (A.4) na equação governante do problema real de Euler-

Bernoulli sobre fundação elástica de Kerr, Eq.(2.88) a (2.89), tem-se:

EI
d4

dx4

[
N∑
n=1

Asen (λnx)

]
+ P

d2

dx2

[
N∑
n=1

Asen (λnx)

]
+ kc

N∑
n=1

Asen (λnx) +

−kc
N∑
n=1

Bsen (λnx) = g, (A.5)

−kc

(
N∑
n=1

Asen (λnx)−
N∑
n=1

Bsen (λnx)

)
−Gs

d2

dx2

[
N∑
n=1

Bsen (λnx)

]
+

+kk

N∑
n=1

Bsen (λnx) = 0. (A.6)

Fazendo as devidas derivações e manipulações nas Eqs.(A.5) e (A.6), obtem-se:

N∑
n=1

[
EIλ4nA− Pλ2nA+ kc (A−B)

]
sen (λnx) = g, (A.7)

N∑
n=1

[
−kc (A−B) +Gsλ

2
nB + kkB

]
sen (λnx) = 0. (A.8)

A partir das Eqs.(A.7) e (A.8), monta-se o sistema para determinar as constantes A e

B:

N∑
n=1


A

B

 =
N∑
n=1

sen
(nπx
L

)−1

 EIλ4n − Pλ2n + kc −kc

−kc Gsλ
2
n + kc + kk


−1

g(x)

0

 ,(A.9)
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onde g(x) é dado segundo Eq.(A.1) ou Eq. (A.2) a depender se o carregamento é uni-

formemente distribúıdo ou concentrado, respectivamente. Sendo a inclinação da elástica

dada pela derivada da equação Eq.(A.3) e ainda, o momento fletor e esforços cortantes

conforme Eqs.(2.83) a (2.85), respectivamente, então:

dw

dx
(x) =

N∑
n=1

Aλncos (λnx) , (A.10)

Mi(x) = EI

N∑
n=1

Aλ2nsen (λnx) , (A.11)

Vi(x) =
N∑
n=1

A
(
EIλ3n − Pλn

)
cos (λnx) , (A.12)

Vk(x) =
N∑
n=1

BGsλncos (λnx) (A.13)

A.1.2 Viga de Timoshenko sobre fundação de Kerr

Considerando as hipóteses de Timoshenko, para o caso simplesmente apoiado as fun-

ções que representam os deslocamentos e rotações serão:

w(x) =
N∑
n=1

Asen (λnx) , (A.14)

ϕ(x) =
N∑
n=1

Bcos (λnx) , (A.15)

v(x) =
N∑
n=1

Csen (λnx) , (A.16)

onde λn = nπ/L. Substituindo as Eqs.(A.14) a (A.16) na equação governante do problema

real de Timoshenko, Eqs.(2.105) a (2.107), então:

N∑
n=1

[
−κGA

(
d

dx
⟨Bcos (λnx)⟩+

d2

dx2
⟨Asen (λnx)⟩

)
+ kcAsen (λnx)+

−kcCsen (λnx) + P
d2

dx2
⟨Asen (λnx)⟩

]
= g (A.17)

N∑
n=1

[
κGA

(
Bcos (λnx) +

d

dx
⟨Asen (λnx)⟩

)
− EI

d2

dx2
⟨Bcos (λnx)⟩

]
= m(A.18)

N∑
n=1

[
−kc (A− C) sen (λnx)−Gs

d2

dx2
⟨Csen (λnx)⟩+ kkCsen (λnx)

]
= 0.(A.19)

242
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Fazendo as derivadas e após algumas manipulações nas Eqs.(A.17) a (A.19), monta-se

o sistema para determinar as constantes A, B e C:

N∑
n=1


A

B

C

 =
N∑
n=1

 D1λ
2
n + kc − Pλ2n D1λn −kc
D1λn D1 +D2λ

2
n 0

−kc 0 Gsλ
2
n + kc + kk


−1

[T ]−1


g(x)

m(x)

0

(A.20)
onde D1 = κGA e D2 = EI, g(x) e m(x) são o carregamento transversal e o momento

fletor atuantes na viga, e a matriz [T ] é dada por:

[T ] =

 sen (λnx) 0 0

0 cos (λnx) 0

0 0 sen (λnx)

 (A.21)

De posse dos coeficientes A, B e C, torna-se posśıvel a determinação dos deslocamentos

e rotações dadas pelas Eqs.(A.14) a (A.16), bem como a determinação dos esforços segundo

Eqs.(2.102), (2.103) e (2.104):

V (x) =
N∑
n=1

[D1 (B + Aλn)− PAλn] cos (λnx) (A.22)

M(x) = −D2

N∑
n=1

Bλnsen (λnx) (A.23)

Vk(x) = Gs

N∑
n=1

Cλncos (λnx) (A.24)

A.1.3 Vigas duplas de Euler-Bernoulli conectadas por base de Kerr

Considerando que as extremidades simplesmente estão simplesmente apoiadas, as fun-

ção para os deslocamentos serão

wi =
N∑
n=1

Aisen (kn · x) (A.25)

v =
N∑
n=1

A3sen (kn · x) , (A.26)

onde kn = nπ/L e o ı́ndice i = 1, 2 diz respeito as vigas superior e inferior, respectivamente.

Substituindo as Eqs.(A.25) e (A.25) na equação governante do sistema de vigas duplo
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conectadas por base de Kerr, Eqs.(2.94) a (2.96), obtem-se

A1E1I1

N∑
n=1

d4

dx4
sen (kn · x) + A1P1

N∑
n=1

d2

dx2
sen (kn · x) +

+ (A1 − A3) kc

N∑
n=1

sen (kn · x) = g (A.27)

A2E2I2

N∑
n=1

d4

dx4
sen (kn · x) + A2P2

N∑
n=1

d2

dx2
sen (kn · x) +

+ (A2 − A3) kk

N∑
n=1

sen (kn · x) = 0 (A.28)

−A3Gs
N∑
n=1

d2

dx2
sen (kn · x) + (A3 − A1) kc

N∑
n=1

sen (kn · x) +

0 + (A3 − A2) kk

N∑
n=1

sen (kn · x) = 0 (A.29)

Resolvendo as derivadas, chega-se a

N∑
n=1

[
A1E1I1k

4
n − A1P1k

2
n + (A1 − A3) kc

]
sen (kn · x) = g (A.30)

N∑
n=1

[
A2E2I2k

4
n − A2P2k

2
n + (A2 − A3) kk

]
sen (kn · x) = 0 (A.31)

N∑
n=1

[
A3Gsk

2
n + (A3 − A1) kc + (A3 − A2) kk

]
sen (kn · x) = 0 (A.32)

Dessa forma, o sistema algébrico

N∑
n=1

 kc +D1k4n − P1k
2
n 0 −kc

0 kk +D2k4n − P2k
2
n −kk

−kc −kk kc + kk +Gsk2n




A1

A2

A3

 sen (knx) =


g1

g2

0


(A.33)

Por meio das Eqs.(2.97) a (2.99), os momentos fletores e esforços cortantes serão dados
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por:

Mj (x) = EjIj

N∑
n=1

Ajk
2
nsen (kn · x) (A.34)

Vj (x) = EjIj

N∑
n=1

Ajk
3
ncos (kn · x)− Pj

N∑
n=1

Ajkncos (kn · x) (A.35)

Vk (x) = Gs

N∑
n=1

A3kncos (kn · x) (A.36)

A.1.4 Vigas duplas de Timoshenko conectadas por base de Kerr

Os deslocamentos e rotações do sistema de vigas dupla conectadas por base de Kerr

podem ser definidas via séries de Fourier, ao qual para o caso simplesmente apoiado,

tem-se

wi =
N∑
n=1

Ani
sen (knx) , (A.37)

ϕi =
N∑
n=1

Bni
cos (knx) , (A.38)

v =
N∑
n=1

Csen (knx) , (A.39)

onde kn = nπ/L e o ı́ndice i = 1, 2 diz respeito as vigas superior e inferior, respectivamente.

Substituindo as Eqs.(A.37) a (A.39) na equação governante do sistema de vigas duplo,
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Eqs.(2.111) a (2.115), obtem-se

(P1 −D1)
d2

dx2

N∑
n=1

An1sen (knx)−D1
d

dx

N∑
n=1

Bn1sen (knx) +

+kc

N∑
n=1

(An1 − C) sen (knx) = 0, (A.40)

−D2
d2

dx2

N∑
n=1

Bn1sen (knx) +D1
d1

dx1

N∑
n=1

An1sen (knx) +

+D1

N∑
n=1

Bn1sen (knx) = 0, (A.41)

(P2 −D3)
d2

dx2

N∑
n=1

An2sen (knx)−D3
d1

dx1

N∑
n=1

Bn2sen (knx) +

+kk

N∑
n=1

(An2 − C) sen (knx) = 0, (A.42)

−D4
d2

dx2

N∑
n=1

Bn2sen (knx) +D3
d1

dx1

N∑
n=1

An2sen (knx) +

+D3

N∑
n=1

Bn2sen (knx) = 0, (A.43)

−Gs
d2

dx2

N∑
n=1

Csen (knx) + (kc + kk)
N∑
n=1

Csen (knx) +

−kc
N∑
n=1

An1sen (knx)− kk

N∑
n=1

An2sen (knx) = 0. (A.44)

Resolvendo-se as derivadas das Eqs.(A.40) a (A.44), pode-se reescrevê-las como sendo:

N∑
n=1

(
(D1 − P1) k

2
nAn1 +D1knBn1 + kc (An1 − C)

)
sen (knx) = 0 (A.45)

N∑
n=1

(
D2k

2
nBn1 +D1knAn1 +D1Bn1

)
cos (knx) = 0 (A.46)

N∑
n=1

(
(D3 − P2) k

2
nAn2 +D3knBn2 + kkAn2 − kkC

)
sen (knx) = 0 (A.47)

N∑
n=1

(
D4k

2
nBn2 +D3knAn2 +D3Bn2

)
cos (knx) = 0 (A.48)

N∑
n=1

(
Gsk

2
nC + (kc + kk)C − kcAn1 − kkAn2

)
sen (knx) = 0 (A.49)
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Dessa forma, o sistema algébrico para cálculo das constantes ficará:
(D1 − P1) k

2
n + kc D1kn 0 0 −kc

D1kn D2k
2
n +D1 0 0 0

0 0 (D3 − P2) k
2
n + kk D3kn −kk

0 0 D3kn D4k
2
n +D3 0

−kc 0 −kk 0 Gsk
2
n + kc + kk

×



An1

Bn1

An2

Bn2

C


[T ] =



g1

m1

g2

m2

0


(A.50)

onde a matriz T é dada por:

[T ] =


sen (knx) 0 0 0 0

0 cos (knx) 0 0 0

0 0 sen (knx) 0 0

0 0 0 cos (knx) 0

0 0 0 0 sen (knx)

 (A.51)

Por meio das Eqs.(2.116) a (2.118), obtem-se os momentos fletores e esforços cortantes

nas vigas e camada cisalhante:

Mj (x) = −
N∑
n=1

D2jBni
knsen (xkn) (A.52)

Vj (x) =
N∑
n=1

[
D2j−1 (Bni

+ knAni
)− PjAnj

kn
]
cos (knx) (A.53)

Vk (x) = Gs

N∑
n=1

Ckncos (xkn) (A.54)
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Apêndice B

Solução anaĺıtica placa sobre camada de

Kerr

B.1 Placa retangular simplesmente apoiada

B.1.1 Pela teoria de Kircchoff

Considere que uma placa de dimensões a, b apoiada em camada elástica de Kerr tenha

todas as bordas da placa e da camada de cisalhamento simplesmente apoiadas. As soluções

em termos de deslocamentos são dadas por:

w(x1, x2) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Amnsen (kmx1) sen (knx2) , (B.1)

v(x1, x2) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Dmnsen (kmx1) sen (knx2) , (B.2)

onde km = mπ/a, kn = nπb, w é o deslocamentos transversal da placa e v o deslocamento

na camada de cisalhamento.

Substituindo as eqs.(B.1) e (B.2) na equação governante do problema (6.43) e fazendo

as devidas manipulações matemáticas, chega-se a:

Amn =
gmn

Dβ
(
β2 + c+k

Gk
β + c

D

)
+ ck

Gk

(
β +

c+ k

Gk

)
, (B.3)

Bmn =
gmn c

DGkβ
(
β2 + c+k

Gk
β + c

D

)
+ ck

Gk

, (B.4)

onde gmn é dado em função do tipo do carregamento.
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Considerando um carregamento uniformemente distribúıdo em todo o domı́nio da

placa:

gmn =
16g0
π2m n

, (B.5)

onde g é a intensidade do carregamento.

Se o carregamento for concentrado de intensidade P aplicado em um ponto de coor-

denadas (xp1, x
p
2), então:

gmn =
4P

ab
sen (kmx

p
1) (knx

p
2) (B.6)

As inclinações do plano médio são obtidos derivando as equações em deslocamentos,

assim

w,1(x1, x2) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Amnkmcos (kmx1) sen (knx2) , (B.7)

w,2(x1, x2) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Amnknsen (kmx1) cos (knx2) . (B.8)

Já os momentos fletores serão dados por:

M11 =
M∑
m=1

N∑
n=1

DAmnsen (kmx1) sen (knx2)
(
k2m + νk2n

)
, (B.9)

M22 =
M∑
m=1

N∑
n=1

DAmnsen (kmx1) sen (knx2)
(
k2n + νk2m

)
. (B.10)
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B.1.2 Pela teoria de Mindlin

Considerando que todas as bordas da placa estejam simplesmente apoiadas, escreve-se

as seguintes soluções para deslocamentos transversais e rotações:

w(x, y) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Amnsen (kmx1) sen (knx2) , (B.11)

ϕx(x, y) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Bmncos (kmx1) sen (knx2) , (B.12)

ϕy(x, y) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Cmnsen (kmx1) cos (knx2) , (B.13)

v(x, y) =
M∑
m=1

N∑
n=1

Dmnsen (kmx1) sen (knx2) , (B.14)

onde km = mπ/a, kn = nπb, a e b são os comprimentos da placa ao longo dos eixos x1 e

x2, respectivamente, w, ϕx, ϕy são os deslocamentos e rotações na placa e v o deslocamento

na camada de cisalhamento.

Substituindo as eqs.(B.11) a (B.14) na equação governante do problema de Mindlin

sobre camada elástica de Kerr, eq.(6.65), obtém-se:

[SC]


kms1 s1 + β +−b1k2n b1kmkn 0

kns1 b1kmkn β − b1k
2
m + s1 0

s2 + βs1 kms1 kns1 −s2
−s2 0 0 s2 + s3 + βs4




Amn

Bmn

Cmn

Dmn

 =


0

0
pmn

D

0


(B.15)

onde β = k2m + k2n e

[SC] =


Cm(x1)Sn(x2) 0 0 0

0 Sm(x1)Cn(x2) 0 0

0 0 Sm(x1)Sn(x2) 0

0 0 0 Sm(x1)Sn(x2)

 (B.16)

sendo Cj(xk) = cos (kjxk), Sj(xk) = sen (kjxk).
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Amn =
1

µD
(β + s1) (s2 + s3 + βs4) (β − b1β + s1) , (B.17)

Bmn = −kms1
µD

(s2 + s3 + βs4) (β − b1β + s1) , (B.18)

Cmn = −kns1
µD

(s2 + s3 + βs4) (β − b1β + s1) , (B.19)

Dmn =
s2
µD

(β + s1) (β − b1β + s1) , (B.20)

onde µ = [(1− b1) β + s1] [s1s4β
3 + (s1s2 + s1s3 + s2s4) β

2 + (s2s3 + s1s2s4) β + s1s2s3]

Para o cálculo dos momentos fletores e voltente, recorre-se a:

M11 = −D
M∑
m=1

N∑
n=1

sen (kmx1) sen (knx2) (Bmnkm + Cmnknν) , (B.21)

M22 = −D
M∑
m=1

N∑
n=1

sen (kmx1) sen (knx2) (Cmnkn +Bmnkmν) . (B.22)

Os carregamentos atuantes na placa serão dados conforme eqs.(B.5) e (B.6).

B.2 Placa circular

B.2.1 Pela teoria de Kirchhoff

A equação diferencial governante da placa de Kirchhoff sobre camada elástica de Kerr,

em coordenadas polares, é dada por:[
D∇4 + c −c

−c −Gk∇2 + c+ k

]{
w(r)

v(r)

}
=

{
g(r)

0

}
. (B.23)

onde r é a coordenada ao longo do raio.

Considerando o problema axissimétrico, os esforços cortantes na placa e na camada de

cisalhamento, em coordenadas polares, são expressos por:

Qr(r) = −D d

dr
∇w(r), (B.24)

Tr(r) = Gk
dv(r)

dr
, (B.25)
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enquanto que o momento fletor é dado por

Mr(r) = −D
[
∇w(r)− 1− ν

r

dw(r)

dr

]
. (B.26)

Sendo a equação diferencial ordinária governante do problema acoplada, uma mudança

de variável pode ser feita na equação homogênea, desacoplando-a. Dessa forma, assume-se

que os deslocamentos na placa e na camada de cisalhamento sejam dados por:

w(r) = −Gk∇2ψ(r) + (c+ k)ψ(r), (B.27)

v(r) = cψ(r). (B.28)

Substituindo as eqs.(B.27) e (B.28) na forma homogênea da equação governante do

problema (B.23), obtém-se a equação desacoplada:

(
∇6 + a2∇4 + a1∇2 + a0

)
ψ (r) = 0, (B.29)

onde a2 = − (c+k)
Gk

,a1 = c
D
, a0 = − ck

GkD
, cujas ráızes foram apresentadas na seção 7.1.

Assim, a depender da natureza das ráızes da eq.(B.29), a solução será dada por:

ψ(r) =
3∑

n=1

Anfn0 (r) + A(n+3)hn0 (r) , (B.30)

onde as funções auxiliares fnm e hnm são apresentadas na tabela B.1 e dadas segundo os

três posśıveis casos:

I– quando uma raiz for real e positiva e as duas outras complexas conjugadas;

II– quando todas as ráızes forem reais e positivas, com z2 = z3;

III– quando as três ráızes forem reais e positivas distintas.

Com isso, baseados nas eqs.(B.27) e (B.28), as soluções homogêneas para os desloca-

mentos ficam:

w(r) =
3∑

n=1

Ansn0(r) + A(n+3)pn0(r), (B.31)

v(r) = c

3∑
n=1

Anfn0(r) + A(n+3)hn0(r), (B.32)
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Caso I

n fnm gnm hnm tnm
1 x1mK0

(√
z1r
)

x1mK1

(√
z1r
)

x1mI0
(√

z1r
)

x1mI1
(√

z1r
)

2 Re
(
x2mK0

(√
z2r
))

Re
(
x2mK1

(√
z2r
))

Re
(
x2mI0

(√
z2r
))

Re
(
x2mI1

(√
z2r
))

3 Im
(
x3mK0

(√
z3r
))

Im
(
x3mK1

(√
z3r
))

Im
(
x3mI0

(√
z3r
))

Im
(
x3mI1

(√
z3r
))

n snm rnm pnm qnm
1 α1mK0

(√
z1r
)

α1mK1

(√
z1r
)

α1mI0
(√

z1r
)

α1mI1
(√

z1r
)

2 Re
(
α2mK0

(√
z2r
))

Re
(
α2mK1

(√
z2r
))

Re
(
α2mI0

(√
z2r
))

Re
(
α2mI1

(√
z2r
))

3 Im
(
α3mK0

(√
z3r
))

Im
(
α3mK1

(√
z3r
))

Im
(
α3mI0

(√
z3r
))

Im
(
α3mI1

(√
z3r
))

Caso III

n fnm gnm hnm tnm
1 a 3 xnmK0

(√
znr
)

xnmK1

(√
znr
)

xnmI0
(√

znr
)

xnmI1
(√

znr
)

n snm rnm pnm qnm
1 a 3 αnmK0

(√
znr
)

αnmK1

(√
znr
)

αnmI0
(√

znr
)

αnmI1
(√

znr
)

TABELA B.1 – Funções auxiliares relacionadas a cada combinação de ráızes da equação desacoplada da
placa de Kirchhoff sobre camada de Kerr.

enquanto que a inclinação do plano médio da placa é dada por:

dw(r)

dr
=

3∑
n=1

−Anrn1(r) + A(n+3)qn1(r), (B.33)

onde αnm = [−Gkzn + (c+ k)]xnm, xnm =
(√

zn
)m

e as demais funções auxilares apre-

sentadas na tabela B.1.

Já os esforços cortantes serão dados segundo as eqs.(B.24) e (B.25), ficando:

Qr(r) = D
3∑

n=1

Anrn3(r)− A(n+3)qn3(r), (B.34)

Tr(r) = Gkc

3∑
n=1

−Angn1(r) + A(n+3)tn1(r), (B.35)

enquanto que o momento fletor, eq.(B.26), passa a ser dado por:

Mr(r) = −D
3∑

n=1

{
Ansn2(r) + A(n+3)pn2(r)−

1− ν

r

[
−Anrn1(r) + A(n+3)qn1(r)

]}
.

(B.36)

B.2.1.1 Placa submetida a carregamento distribúıdo

Para a situação onde a placa circular esteja submetida a um carregamento distribúıdo

axissimétrico, são esperados valores finitos para os deslocamento no ponto central do

problema. Consequentemente, as constantes A1, A2 e A3 devem ser consideradas nulas.
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Assim, as soluções homogêneas em deslocamentos passam a serem dadas por:

w(r) =
3∑

n=1

A(n+3)pn0(r), (B.37)

v(r) = c

3∑
n=1

A(n+3)hn0(r), (B.38)

dw(r)

dr
=

3∑
n=1

A(n+3)qn1(r). (B.39)

Da mesma forma, as soluções homogêneas em esforços serão dadas por:

Qr(r) = −D
3∑

n=1

A(n+3)qn3(r), (B.40)

Tr(r) = Gkc

3∑
n=1

A(n+3)tn1(r), (B.41)

Mr(r) = −D
3∑

n=1

A(n+3)

[
pn2(r)−

1− ν

r
qn1(r)

]
. (B.42)

Já a solução particular da eq.(B.23) depende do tipo de carregamento considerado.

No caso de um carregamento uniformemente distribúıdo g(r) = g0 atuando na placa, as

soluções particulares serão dadas por:

wp(r) =

(
1

c
+

1

k

)
g0, (B.43)

vp(r) =
g0
k
. (B.44)

Com isso, agrupando a solução homogênea e particular, obtêm-se as soluções exatas

para o cálculo dos deslocamentos e inclinação do plano médio em um ponto qualquer r

ao longo do raio da placa:
w(r)
dw(r)

dr
v(r)

 =

 p10 p20 p30

q11 q21 q31

ch10 ch20 ch30




A4

A5

A6

+ g


(
1
c
+ 1

k

)
0
1
k

 , (B.45)

ou ainda na forma compacta

{U} = [B]


A4

A5

A6

+ {Fg} , (B.46)
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sendo

{U} =


ϕ(r)

w(r)

v(r)

 , [B] =

 p10 p20 p30

q11 q21 q31

ch10 ch20 ch30

 , {Fg} = g


(
1
c
+ 1

k

)
0
1
k

 . (B.47)

Já em termos de esforços, tem-se:

{E} = [T ]


A4

A5

A6

 , (B.48)

sendo

{E} =


Q(r)

M(r)

T (r)

 , [T ] =

 −Dq13 −Dq13 −Dq13
−D

[
p12 − 1−ν

r
q11
]

−D
[
p22 − 1−ν

r
q21
]

−D
[
p32 − 1−ν

r
q31
]

Gkct11 Gkct21 Gkct31

 .
(B.49)

B.2.1.2 Placa submetida a carga concentrada

Considere que a placa circular esteja submetida a uma carga concentrada P aplicada

no centro. Como discutido na seção B.2.1.1, dos seis coeficientes que há na eq.(B.30),

três são determinados a partir das condições de contorno do problema enquanto que os

demais são definidos a partir do tipo do carregamento atuante. Com isso, para o caso de

carga concentrada, as equações adicionais podem ser obtidas utilizando as condições de

equiĺıbrio e de axissimetria na vizinhança do centro da placa, segundo as relações:

lim
r→0

2πrQr − c(w − v)πr2 + P = 0,

lim
r→0

2πrTr + c(w − v)πr2 − kvπr2 = 0,

lim
r→0

dw

dr
(r) = 0. (B.50)

Substituindo as eqs.(B.31) a (B.35) nas eqs.(B.50), obtém-se a expressão:


A1

A2

A3

 = limr→0

 −r · r13 −r · r23 −r · r33
r · g11 r · g21 r · g31
r11 r21 r31


−1


P

2πD
0

0

 . (B.51)

Dessa forma, as soluções exatas para o cálculo dos deslocamentos e inclinação do plano

médio em um ponto qualquer r ao longo do raio da placa serão representadas pela equação
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na forma compacta:

{U} =
[
B̂
]

A1

A2

A3

+ [B]


A4

A5

A6

+ {Fg} . (B.52)

onde {Fg} é o vetor de carga uniformemente distribúıdo, eq.(B.47) e a matriz
[
B̂
]
dada

por:

[
B̂
]
=

 s10 s20 s30

−r11 −r21 −r31
cf10 cf20 cf30

 . (B.53)

Já em termos de esforços, tem-se:

{E} =
[
T̂
]

A1

A2

A3

+ [T ]


A4

A5

A6

 , (B.54)

onde

[
T̂
]
=

 Dr13 Dr23 Dr33

−D
[
s12 +

1−ν
r
r11
]

−D
[
s22 +

1−ν
r
r21
]

−D
[
s32 +

1−ν
r
r31
]

−Gkcg11 −Gkcg21 −Gkcg31

 . (B.55)

B.2.1.3 Aplicação das condições de contorno

Para a completa definição das eqs.(B.52) e (B.54), torna-se necessário definir o valor

das constantes A4, A5 e A6.

Para o caso onde as extremidades da placa estão engastadas, as condições de contorno

prescritas são: w (R) = v (R) =
dw

dr
(R) = 0, sendo R o raio da placa. Dessa forma,

obtêm-se: 
A4

A5

A6

 = − [B]−1


[
B̂
]

A1

A2

A3

+ {Fg}

 . (B.56)

Para o caso onde as extremidades da placa estão simplesmente apoiadas, as condições
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de contorno são: w (R) = v (R) =Mr(R) = 0. Assim, obtêm-se:
A4

A5

A6

 = − [S]−1


[
Ŝ
]

A1

A2

A3

+ {Fg}

 . (B.57)

onde

[S(R)] =

 p10 p20 p30

−D
[
p12 − 1−ν

r
q11
]

−D
[
p22 − 1−ν

R
q21
]

−D
[
p32 − 1−ν

R
q31
]

ch10 ch20 ch30

 , (B.58)

{
Ŝ(R)

}
=

 s10 s20 s30

−D
[
s12 +

1−ν
R
r11
]

−D
[
s22 +

1−ν
R
r21
]

−D
[
s32 +

1−ν
R
r31
]

cf10 cf20 cf30

 . (B.59)

B.2.2 Pela teoria de Mindlin

A equação diferencial governante da placa de Mindlin sobre camada elástica de Kerr

é dada, em coordenadas polares, por: − (∇2 − s1) s1
d
dr

0

−s1
(
d
dr

+ 1
r

)
−s1∇2 + s2 −s2

0 −s2 s2 + s3 − s4∇2




ϕ(r)

w(r)

v(r)

 = −


0
g(r)
D

0

 . (B.60)

onde r é a coordenada ao longo do raio.

Se tratando do problema axissimétrico, os esforços cortantes na placa e na camada de

cisalhamento, respectivamente, são expressos por:

Qr(r) = κGh

(
ϕ(r) +

dw(r)

dr

)
= Ds1

(
ϕ(r) +

dw(r)

dr

)
, (B.61)

Tr(r) = Gk
dv(r)

dr
, (B.62)

enquanto que o momento fletor na direção radial é dado por:

Mr(r) = D

(
dϕ(r)

dr
+
ν

r
ϕ(r)

)
. (B.63)

O desacoplamento da equação governante do problema é feito por meio de uma mu-

dança de variável, por meio do qual se assume que as rotações e deslocamentos na placa,
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e na camada de cisalhamento, respectivamente, sejam dados por:

ϕ(r) = s1
d

dr

[
s4∇2ψ(r)− (s2 + s3)ψ(r)

]
, (B.64)

w(r) = s4∇2∇2ψ(r)− (s2 + s3 + s1s4)∇2ψ(r) + s1 (s2 + s3)ψ(r), (B.65)

v(r) = −s2
(
∇2ψ(r)− s1

)
. (B.66)

Substituindo as eqs.(B.64) a (B.66) na forma homogênea da equação governante do

problema (B.60), obtém-se:

a3∆
3ψ(r) + a2∆

2ψ(r) + a1∆ψ(r) + a0 = 0, (B.67)

onde a3 = −s1s4, a2 = s1s2 + s1s3 + s2s4 ,a1 = −s2 (s3 + s1s4), a0 = s1s2s3, ∆
n (·) =

(∇2 (·))n, cujas ráızes foram apresentadas na seção 7.1. Assim, a depender da natureza

das ráızes da eq.(B.67), a solução será dada por:

ψ(r) =
3∑

n=1

Anfn0 (r) + A(n+3)hn0 (r) , (B.68)

onde as funções auxiliares fnm e hnm são apresentadas na tabela B.2 e dadas segundo os

três posśıveis casos:

I– quando uma raiz for real e positiva e as duas outras complexas conjugadas;

II– quando todas as ráızes forem reais e positivas, com z2 = z3;

III– quando as três ráızes forem reais e positivas distintas.

Com isso, baseados nas eqs.(B.64) a (B.66), as soluções homogêneas ficam:

ϕ(r) = s1

3∑
n=1

Anrn1(r)− A(n+3)qn1(r), (B.69)

w(r) =
3∑

n=1

Anhn0(r) + A(n+3)tn0(r), (B.70)

v(r) = s2

3∑
n=1

Anŝn0(r) + A(n+3)p̂n0(r), (B.71)

onde αn = −Gkzn + (c+ k), βn = s1 − zn, xnm =
(√

zn
)m

e as demais funções auxilares

apresentadas na tabela B.2.

Já os esforços cortantes da placa e da camada de cisalhamento, respectivamente, serão
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Caso I

n fnm gnm hnm tnm

1 xnmK0 (
√
znr) xnmI0 (

√
znr) αnβnxnmK0 (

√
znr) αnβnxnmI0 (

√
znr)

2 Re (xnmK0 (
√
znr)) Re (xnmI0 (

√
znr)) Re (αnβnxnmK0 (

√
znr)) Re (αnβnxnmI0 (

√
znr))

3 Im (xnmK0 (
√
znr)) Im (xnmI0 (

√
znr)) Im (αnβnxnmK0 (

√
znr)) Im (αnβnxnmI0 (

√
znr))

n snm rnm pnm qnm

1 αnxnmK0 (
√
znr) αnxnmK1 (

√
znr) αnxnmI0 (

√
znr) αnxnmI1 (

√
znr)

2 Re (αnxnmK0 (
√
znr)) Re (αnxnmK1 (

√
znr)) Re (αnxnmI0 (

√
znr)) Re (αnxnmI1 (

√
znr))

3 Im (αnxnmK0 (
√
znr)) Im (αnxnmK1 (

√
znr)) Im (αnxnmI0 (

√
znr)) Im (αnxnmI1 (

√
znr))

n ŝnm r̂nm p̂nm q̂nm

1 βnxnmK0 (
√
znr) βnxnmK1 (

√
znr) βnxnmI0 (

√
znr) βnxnmI1 (

√
znr)

2 Re (βnxnmK0 (
√
znr)) Re (βnxnmK1 (

√
znr)) Re (βnxnmI0 (

√
znr)) Re (βnxnmI1 (

√
znr))

3 Im (βnxnmK0 (
√
znr)) Im (βnxnmK1 (

√
znr)) Im (βnxnmI0 (

√
znr)) Im (βnxnmI1 (

√
znr))

Caso III

n fnm gnm hnm tnm

1 a 3 xnmK0 (
√
znr) xnmI0 (

√
znr) αnβnxnmK0 (

√
znr) αnβnxnmI0 (

√
znr)

n snm rnm pnm qnm

1 a 3 αnxnmK0 (
√
znr) αnxnmK1 (

√
znr) αnxnmI0 (

√
znr) αnxnmI1 (

√
znr)

n ŝnm r̂nm p̂nm q̂nm

1 a 3 βnxnmK0 (
√
znr) βnxnmK1 (

√
znr) βnxnmI0 (

√
znr) βnxnmI1 (

√
znr)

TABELA B.2 – Funções auxiliares relacionadas a cada combinação de ráızes da equação desacoplada da
placa de Mindlin sobre camada de Kerr.

dados segundo as eqs.(B.61) e (B.62), ficando:

Qr(r) = Ds1

3∑
n=1

Anrn3(r)− A(n+3)qn3(r), (B.72)

Tr(r) = −s2s4
3∑

n=1

Anr̂n1(r)− A(n+3)q̂n1(r), (B.73)

enquanto que o momento fletor, eq.(B.63), passa a ser dado por:

Mr(r) = −Ds1
3∑

n=1

{
An

(
sn2 +

1− ν

r
rn1

)
+ A(n+3)

(
pn2 −

1− ν

r
qn1

)}
. (B.74)

B.2.2.1 Placa submetida a carregamento distribúıdo

Considere que sobre a placa atue um carregamento distribúıdo g(r) = g0. Como são

esperados valores finitos para deslocamentos no ponto central do problema, as constantes

A1, A2 e A3 devem ser consideradas nulas. Com isso, as eqs.(B.69) a (B.71) passam a
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serem dadas por:

ϕ(r) = −s1
3∑

n=1

A(n+3)qn1(r), (B.75)

w(r) =
3∑

n=1

A(n+3)tn0(r), (B.76)

v(r) = s2

3∑
n=1

A(n+3)p̂n0(r). (B.77)

Da mesma forma, as soluções homogêneas em esforços serão dadas por:

Qr(r) = −Ds1
3∑

n=1

A(n+3)qn3(r), (B.78)

Tr(r) = s2s4

3∑
n=1

A(n+3)q̂n1(r), (B.79)

Mr(r) = −Ds1
3∑

n=1

A(n+3)

(
pn2(r)−

1− ν

r
qn1(r)

)
. (B.80)

Já as soluções particulares serão dadas por:

ϕp(r) = 0 (B.81)

wp(r) =

(
1

s2
+

1

s3

)
g0, (B.82)

vp(r) =
g0
s3
. (B.83)

Com isso, agrupando a solução homogênea e particular, obtêm-se as soluções exatas

para cálculo dos deslocamentos e rotação do plano médio em um ponto qualquer r ao

longo do raio da placa:
ϕ(r)

w(r)

v(r)

 =

 −s1q11 −s1q21 −s1q31
t10 t20 t30

s2p̂10 s2p̂20 s2p̂30




A4

A5

A6

− g


0(

1
s2
+ 1

s3

)
1
s3

 , (B.84)

ou ainda na forma compacta

{U} = [B]


A4

A5

A6

+ {Fg} , (B.85)
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sendo

{U} =


w(r)
dw(r)

dr
v(r)

 , [B] =

 −s1q11 −s1q21 −s1q31
t10 t20 t30

s2p̂10 s2p̂20 s2p̂30

 , {Fg} = g


0(

1
s2
+ 1

s3

)
1
s3

 .

(B.86)

Já em termos de esforços, tem-se:

{E} = [T ]


A4

A5

A6

 , (B.87)

sendo

{E} =


Q(r)

M(r)

T (r)

 , [T ] =

 −Ds1q13 −Ds1q23 −Ds1q33
−Ds1

(
p12 − 1−ν

r
q11
)

−Ds1
(
p22 − 1−ν

r
q21
)

−Ds1
(
p32 − 1−ν

r
q31
)

s2s4q̂11 s2s4q̂21 s2s4q̂31

 .
(B.88)

B.2.2.2 Placa submetida a carga concentrada

Considere agora que a placa circular esteja submetida a uma carga concentrada P

aplicada no centro. Define-se as condições de equiĺıbrio e de axissimetria na vizinhança

do centro da placa, segundo as relações:

lim
r→0

2πrQr − c(w − v)πr2 + P = 0,

lim
r→0

2πrTr + c(w − v)πr2 − kvπr2 = 0,

lim
r→0

ϕ (r) = 0. (B.89)

Substituindo as eqs.(B.69) a (B.73) nas eqs.(B.89), obtém-se a expressão:


A1

A2

A3

 = limr→0

 r · r13 r · r23 r · r33
r · r̂11 r · r̂21 r · r̂31
r11 r21 r31


−1


−P
2πκGh

0

0

 . (B.90)

Assim, as soluções exatas para o cálculo dos deslocamentos e inclinação do plano médio

em um ponto qualquer r ao longo do raio da placa serão representadas pela equação na
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forma compacta:

{U} =
[
B̂
]

A1

A2

A3

+ [B]


A4

A5

A6

+ {Fg} . (B.91)

onde {Fg} é o vetor de carga uniformemente distribúıdo, eq.(B.86) e a matriz
{
B̂
}
dada

por:

{
B̂
}
=

 s1r11 s1r21 s1r31

h10 h20 h30

s2ŝ10 s2ŝ20 s2ŝ30

 . (B.92)

Já em termos de esforços, tem-se:

{E} =
[
T̂
]

A1

A2

A3

+ [T ]


A4

A5

A6

 , (B.93)

onde

[
T̂
]
=

 Ds1r13 Ds1r23 Ds1r33

−Ds1
(
s12 +

1−ν
r
r11
)

−Ds1
(
s22 +

1−ν
r
r21
)

−Ds1
(
s32 +

1−ν
r
r31
)

−s2s4r̂11 −s2s4r̂21 −s2s4r̂31

 . (B.94)

B.2.2.3 Aplicação das condições de contorno

Para a completa definição das eqs.(B.91) e (B.93), torna-se necessário definir o valor

das constantes A4, A5 e A6.

Para o caso onde as extremidades da placa estão engastadas, as condições de contorno

prescritas são: w (R) = v (R) = ϕ(R) = 0, sendo R o raio da placa. Dessa forma,

obtêm-se: 
A4

A5

A6

 = − [B]−1


[
B̂
]

A1

A2

A3

+ {Fg}

 . (B.95)

Para o caso onde as extremidades da placa estão simplesmente apoiadas, as condições
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de contorno são: w (R) = v (R) =Mr(R) = 0. Assim, obtêm-se:
A4

A5

A6

 = − [S]−1


[
Ŝ
]

A1

A2

A3

+ {Fg}

 . (B.96)

onde

[S(R)] =

 −Ds1
(
p12 − 1−ν

R
q11
)

−Ds1
(
p22 − 1−ν

R
q21
)

−Ds1
(
p32 − 1−ν

R
q31
)

t10 t20 t30

s2p̂10 s2p̂20 s2p̂30

 ,
(B.97)

{
Ŝ(R)

}
=

 −Ds1
(
s12 +

1−ν
R
r11
)

−Ds1
(
s22 +

1−ν
R
r21
)

−Ds1
(
s32 +

1−ν
R
r31
)

h10 h20 h30

s2ŝ10 s2ŝ20 s2ŝ30

 .
(B.98)
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Anexo A

Derivadas e integrais das funções de

Bessel modificadas de segunda espécie

A.1 Derivadas das funções K

Derivadas de K0(r
√
z):

∆mK0(r
√
z) = zmK0(r

√
z), (A.1)

d

dr

[
∆mK0(r

√
z)
]
= −zm

√
zK1(r

√
z), (A.2)

d2

dr2
[
∆mK0(r

√
z)
]
= zm

(
zK0(r

√
z) +

√
z

r
K1(r

√
z)

)
, (A.3)

d3

dr3
[
∆mK0(r

√
z)
]
= −zm

[√
z

r
K0(r

√
z) +

(
z − 2

r2

)
K1(r

√
z)

]
, (A.4)

onde m = 1, 2, ... é a ordem do operador ∆mf(r) = (∇2)
m
f(r).

Derivadas de Im (µK0(r
√
z)):

∆mIm
(
µK0(r

√
z)
)
= Im

(
zmµK0(r

√
z)
)
, (A.5)

d

dr

[
∆mIm

(
µK0(r

√
z)
)]

= −Im
(
zm

√
zµK1(r

√
z)
)
, (A.6)

d2

dr2
[
∆mIm

(
µK0(r

√
z)
)]

= Im

[
zmµ

(
zK0(r

√
z) +

√
z

r
K1(r

√
z)

)]
, (A.7)

d3

dr3
[
∆mIm

(
µK0(r

√
z)
)]

= −Im
{
zmµ

[√
z

r
K0(r

√
z) +

(
z − 2

r2

)
K1(r

√
z)

]}
,(A.8)

onde Im (·) designa a parte imaginária.
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Derivadas de rK1(r
√
z):

∆mrK1(r
√
z) = zm−1

√
z
(
r
√
zK1

(
r
√
z
)
− 2mK0

(
r
√
z
))
, (A.9)

d

dr

[
∆mrK1(r

√
z)
]
= −zm

(
r
√
zK0

(
r
√
z
)
− 2mK1

(
r
√
z
))
, (A.10)

d2

dr2
[
∆mrK1(r

√
z)
]
= −zm

[√
z (2m+ 1)K0

(
r
√
z
)
−
(
rz − 2m

r

)
K1

(
r
√
z
)]
, (A.11)

d3

dr3
[
∆mrK1(r

√
z)
]
= zm

{
−
√
z

(
rz − 2m

r

)
K0

(
r
√
z
)
+

[
z + 2m

(
z +

2

r2

)]
K1

(
r
√
z
)}

,(A.12)

A.2 Integrais das funções K

Seguem algumas integrais requeridas nas deduções desta tese:∫
K0

(
r
√
z
)
dr =

1√
z

(
r
√
zK0

(
r
√
z
)
+Ψk

(
r
√
z
))
,∫

rK0

(
r
√
z
)
dr = − 1√

z
rK1

(
r
√
z
)
,∫

r2K0

(
r
√
z
)
dr = − 1√

z

[
r2K1

(
r
√
z
)
− 1

z
Ψk

(
r
√
z
)]
,∫

r3K0

(
r
√
z
)
dr = −r

z

[
r2
√
zK1

(
r
√
z
)
+ 2rK0

(
r
√
z
)
+

4√
z
K1

(
r
√
z
)]
,∫

K1

(
r
√
z
)
dr = − 1√

z
K0

(
r
√
z
)
,∫

rK1

(
r
√
z
)
dr =

1

z
Ψk

(
r
√
z
)
,∫

r2K1

(
r
√
z
)
dr = − 1√

z

[
r2K0

(
r
√
z
)
+

2r√
z
K1

(
r
√
z
)]
,∫

r3K1

(
r
√
z
)
dr =

1

z2
[
3Ψk

(
r
√
z
)
− 3r2zK1

(
r
√
z
)
− r3z

√
zK0

(
r
√
z
)]
. (A.13)

onde

Ψk(x) =
πx

2
[K0(x)L1(x) +K1(x)L0(x)] , (A.14)

sendo Lν(x) a função modificada de Struve definida por

Lα (x) =
∞∑
n=0

1

Γ
(
n+ 3

2

)
Γ
(
n+ α + 3

2

) (x
2

)2n+α+1

, (A.15)

com Γ(x) = (x− 1)!.
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