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O presente trabalho aborda avancos significativos no estudo de modelos de per-
colacao com dois fluidos em um plano bidimensional Z2.

Um elemento crucial deste estudo é a criacdo de uma estrutura de dados inova-
dora, projetada para armazenar informagoes a medida que sao realizados sorteios de
elos que podem ser abertos ou fechados. Esses sorteios ocorrem com probabilidades
associadas aos fluidos vermelho p, fluido azul ¢ e auséncia de fluido (1 —p —¢q). O
modelo é caracterizado por uma dependéncia local, considerando tanto a abertura
de elos quanto a auséncia de fluido.

Para garantir a viabilidade do fluxo dos fluidos, uma funcao foi desenvolvida para
avaliar a possibilidade de passagem nas dire¢oes norte, sul, leste e oeste a partir de
um ponto especifico. Essa funcao verifica a presenca de fluido na dire¢ao escolhida,
contribuindo para uma analise precisa da percolagao.

A estratégia de sorteio foi realizada em coordenadas cartesianas, seguindo um
padrao de espiral que segmentou um quadrado em multiplos niveis.

Esse estudo proporciona insights valiosos sobre a percolagao de dois fluidos em
um plano 72, ampliando nosso entendimento das interacdes complexas entre os flui-
dos e a estrutura da rede. As contribui¢oes metodolédgicas e os resultados alcancados
tém implicagoes significativas nao apenas no campo da fisica estatistica, mas tam-
bém em &reas interdisciplinares que envolvem a compreensao de sistemas dinamicos

e seus comportamentos emergentes.
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The present work addresses significant advances in the study of two-fluid perco-
lation models in a two-dimensional plane Z2. A crucial element of this study is the
creation of an innovative data structure, designed to store information as links are
drawn that can be opened or closed. These draws occur with probabilities associated
with red fluid p, blue fluid ¢ and no fluid (1 —p — ¢). The model is characterized by
a local dependence, considering both the opening of links and the absence of fluid.

To ensure the viability of fluid flow, a function was developed to evaluate the
possibility of passage in the north, south, east and west directions from a specific
point. This function checks the presence of fluid in the chosen direction, contributing
to an accurate analysis of percolation.

The draw strategy was carried out in Cartesian coordinates, following a spiral
pattern that segmented a square into multiple levels.

This study provides valuable insights into the percolation of two fluids in a
72 plane, expanding our understanding of the complex interactions between fluids
and network structure. The methodological contributions and results achieved have
significant implications not only in the field of statistical physics, but also in inter-
disciplinary areas that involve the understanding of dynamical systems and their

emergent behaviors.
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Capitulo 1

Introducao

Percolacao é um problema fisico que surgiu do estudo do fenémeno do transporte de
um fluido através de um meio poroso, constituido de poros e canais microscopicos
por onde passa o fluido. Os canais e poros que constituem o sistema podem estar
abertos ou fechados a passagem do fluido, representando por exemplo, o modo pelo
qual um liquido ou gas se infiltram através de uma rocha. O nosso objetivo neste
trabalho é apresentar um algoritmo que resolva o problema da percolagao de elos no
conjunto Z? para dois fluidos e para isto vamos descrever probabilisticamente uma
distribuicao de elos (arestas ou canais). Iniciaremos a abordagem com o modelo
didatico que trata da percolacao com elos independentes. Vamos descrever a situagao
com apenas um fluido em que p representa a probabilidade de um elo estar aberto, e
(1 — p) representa a probabilidade de estar fechado com 0 < p < 1. A probabilidade
de realizacdo de cada sorteio de elos em um quadrado () é dada por um produto de
Bernoulli pl4!(1 — p)I9I=141 onde |A| é o ntimero de elos abertos e |@Q| é o niimero de
elos do quadrado.

O primeiro modelo relacionado a este problema foi criado no século passado,
sendo formulado mais especificamente no final da década de 1950 por Broadbent e
Hammersley[I]. A primeira abordagem vem da suposigao de que no plano bidimen-
sional 7?2 cada par de vértices vizinhos tenham um elo, tais que, cada elo esté aberto
com uma probabilidade p, fechado com probabilidade complementar e todos os elos
sao independentes entre si. Um fato é que para p < p. de modo que p. é denotado
valor critico a probabilidade de percolacao ¢é nula, e para p > p. a probabilidade de
percolacao é positiva, caracterizando um sistema com transicao de fase.

O problema de percolagdo possui diversas caracteristicas e entre elas, podemos
citar: renormaliza¢ao(usado no calculo de expoentes criticos para avaliar o compor-
tamento de aglomerados infinitos, ou seja, P® ~ (p — p.)” onde 3 é o expoente
critico), transicdo de fase, fractais. Em nosso trabalho consideraremos apenas o
parametro p. Existem valores de parametro que representam situacoes delicadas,

como os pontos da fronteira entre duas fases distintas. Temos que, no exemplo



(a)

Figura 1.1: Modelos M; com: (a) p préximo a 1, (b) p préximo a % e (¢) p préximo
a 0.

citado anteriormente o valor do ponto critico p. = % .

Neste trabalho serao apresentados dois modelos a saber, M; e M, sendo o modelo
M; apenas introdutorio pois se trata do modelo mais simples de percolacao, onde
temos apenas um fluido e os elos serdo abertos ou fechados respectivamente com
probabilidade p e 1 — p de forma independentes uns dos outros, conforme a Figura
[[.T] nas quais os pontos brancos indicam que nao houve passagem de fluido e os
vermelhos a passagem de fluido.

Abordamos o problema de percolagao no modelo Ms, com dois tipos de fluidos,
sendo um vermelho (V) e o outro azul (A). Neste modelo também temos dependencia
espacial pois o fendmeno aberto ou fechado para cada elo depende das cores dos
fluidos dos elos vizinhos . O estudo sera desenvolvido através de uma simulagao num
quadrado @) centrado na origem, de modo que os pontos internos de coordenadas
inteiras do quadrado, partindo da origem, serao percorridos no sentido anti-horario.
N6s denotamos que se for escolhido por meio de um sorteio, o fluido vermelho (V) vai
implicar em acender dois elos vermelhos de uma s6 vez e o fluido azul (A) acenderd
um s6 elo. A chance de serem dois elos vermelhos é p a de ser um elo azul é ¢
e a de nao ter fluido (SF) é 1 — p — ¢, sendo essas trés probabilidades positivas
e sua soma igual a 1. No modelo M a ordem em que os sitios serao sorteados é
deterministica, partindo da origem, sorteando de maneira igualmente distribuida a
direcao e posteriormente sorteando V, A ou SF , partindo depois para a coordenada
(1,0) , seguindo assim sucessivamente sorteando as dire¢oes do espiral e sorteando
os fluidos.

O principal objetivo deste trabalho é estabelecer uma estrutura de dados para a
simulagao dos modelos M; e Ms, bem como investigar as mudancas de fases para os

dois modelos.



Figura 1.2: Modelo de percolacao com dois fluidos em uma rede bidimensional 10x10

1.1 Percolacao Definicoes e resultados iniciais

Para comegarmos nosso estudo vamos introduzir o modelo matematico utilizado por
Broadbent e Hammersley[I], no qual propuseram um meio poroso como sendo um
substrato solido,em seu interior ha um certo nimero de pequenos canais e poros
em pontos escolhidos ao acaso. Tal modelo é o modelo bidimensional de uma ro-
cha imersa em um liquido. A percolagao acontece quando ha um nimero de canais
suficientemente grande estando assim interligados, pois assim o meio se tornara per-
meavel a passagem do fluido e portanto, o centro da rocha receberéd fluido também.
Apresentamos na figura abaixo uma representacdo de um recorte longitudinal de

uma rocha, na qual seus canais e poros sao representados por um grafo

Figura 1.3: Modelo para uma rocha porosa bidimensional imersa em liquido

[6]



1.1.1 Grafos

Um grafo é um par G = (V,E) , cujos elementos V = {vy,v9,.....,0,} e E =
{e1, €9, ...,em}, sd0 conjuntos enumerdveis chamados de vértices e arestas respec-
tivamente, além disso o conjunto de vértices é nao vazio. Grafo é uma estrutura
usada para representar modelos onde existem relagdes entre objetos de uma certa
colecao, muito utilizado para modelar diversas situagoes como por exemplo: rede
de computadores, na biologia podemos usar para representar cadeia alimentar, na
sociologia podemos representar redes sociais, na politica as rela¢oes de poder, entre

varias outras aplicagoes.

Figura 1.4: Modelo de grafo direcionado

1.1.2 Modelo probabilistico

Um modelo probabilistico é uma ferramenta matematica que ajuda a lidar com a
incerteza ao representar eventos e resultados em termos de probabilidades. Assim
dado o experimento e seus possiveis resultados, podemos definir a probabilidade de
ocorréncia dos mesmos a medida que o experimento se repete. Neste contexto a
aleatoriedade ¢ intriseca ao modelo, assim o mesmo experimento repetido por um
numero finito e conhecido de ensaios, exibe resultados diferentes, podendo-se obter
apenas o padrao de regularidade nas ocorréncias. Deste modo probabilidade, ex-
perimento aleatorio, evento, espago amostral, raciocinio dedutivo da probabilidade,
raciocinio indutivo gerado a partir de uma estrutura e dados capazes de revelar
o modelo, regularidade estocastica, sao conceitos subjacentes a construcao de um
modelo probabilistico. Para melhor compreensao, vamos definir alguns dos termos

citados. Para isto usamos como base o livro do professor Sheldon Ross [7]

Definicao 1.1.1 Um experimento aleatorio € aquele em que o resultado nao pode
ser previsto com certeza devido d natureza probabilistica ou aleatoria dos eventos en-
volvidos. Fsses experimentos desempenham um papel fundamental na teoria das pro-
babilidades e sao amplamente usados em estatistica, ciéncia e muitas outras discipli-
nas para modelar situacoes onde a incerteza é um elemento importante. Exemplo,no
lancamento de um dado ndo viciado, o que podemos afirmar é qual a probabilidade

de um certo numero que esta em uma das faces cair virado para cima.

4



Definicao 1.1.2 Um espago amostral §2, ¢ o conjunto de todos os resultados possi-

veis de um experimento aleatorio.

Definicao 1.1.3 Um evento é um conjunto formado pelos possiveis resultados de
um experimento, assim temos que dado 2 um espaco amostral, enumerdvel, qualquer
subconjunto A € um evento de {2, além disso temos que A° também um evento de {2

chamado de evento complementar, de modo que A° ocorre se A ndo ocorrer.

Defini¢ao 1.1.4 Uma sigma-dlgebra M € uma familia de subconjuntos/eventos de

(2, se satisfaz as sequintes propriedades:
1. e M;
2. S5e Ae M= A° e M;

3. S@Al,AQ, ...... EM:>GAZ€M

Definicao 1.1.5 Para cada evento A elemento de §2, uma funcio P a valores reais

definida em M e que satisfaz os axiomas de Kolmogorov:
1.0<PA) <1
2. P(2)=1

3. Para cada sequéncia de eventos mutuamente exclusivos A;, A, ... € M,
(o0 (o]
P(G4) -5
i=1 i=1

é chamada medida de probabilidade.

Defini¢ao 1.1.6 Um espago de probabilidade é dado pela tripla (£2, M, P)

Definicao 1.1.7 Uma varidvel aleatoria X € uma funcdo matemdtica que associa
nimeros reais (contradominio) aos resultados de um espago amostral (dominio).
Desta forma X € uma fungao mensurdvel em um espago de probabilidade (£2, M, P)

dada por:

X: 2 —>R={w: Xw<z}eMVreR

As aplicagbes de modelos probabilistiscos possuem diversas finalidades, tais
como: estimar, inferir, prever. Dentre os modelos probabilisticos mais comuns po-
demos citar os de varidveis discretas, como: Binomial que serve por exemplo para
observar o nimero de componentes defeituosos em uma amostra de um grande nu-

mero de pecas, o numero de caras em n lancamentos independentes de uma moeda



nao-enviesada, o de Poisson que serve por exemplo para observar a desintegragao
de nicleos de substancias radioativas, a quantidade de pecas defeituos produzidas
por hora em uma fabrica, e além desses podemos citar também o hipergeométrico,
geométrico entre outros, dentre os de variaveis continuas podemos citar: o modelo

Gaussiano, o modelo uniforme, o qui-quadrado e muitos outros.

1.1.3 Processo Estocastico

Uma sequéncia de observagoes de um fenémeno é entendido como um processo, e sua
principal forma de avaliagao se da pela observagao no tempo, ja a palavra estocéstico
significa aleatério, assim portanto um processo estocastico pode ser entendido como
uma sequéncia cronologica de observagoes de um determinado fenémeno, de modo
que sua evolugao pode ser descrita por uma ou mais distribui¢oes de probabilidades,
e diferentes das solugoes de uma EDO que possuem um tinico modo de evoluir, em
um processo estocastico mesmo que se conheca a condigao inicial, existem varias, por
vezes infinitas dire¢oes nas quais o processo pode evoluir. Assim temos por defini¢ao
que dado um espago de probabilidade ({2, M, P), e para todo subconjunto S de (2
que pertence a M, seja mensuravel com relagao a P, onde {2 é o espaco amostral,
M uma sigma-algebra, P uma medida de probabilidade. Um processo estocastico
¢ uma familia de variaveis aleatorias (X;); ¢ 7, em que T' é chamado conjunto de
instantes de tempo, onde o processo também pode ser representado como a fungao

abaixo:

X TxN—=FE
(t,w) = Xi(w).

A cada instante de tempo t € T' e w € {2 tem como imagem um e € F, onde F é
chamado espago de estados [9]. Os processos estocdsticos tem uma aplicagdo muito
vasta, por exemplo no mercado financeiro, que foi um dos principais motivadores da
formalizacao dos estudo na area, que comegou de forma mais rigorosa no inicio do
século XX, onde é amplamente aceito que a evolugao do preco de ativos financeiros
pode ser modelado por um processo estocastico em tempo continuo. Estes processos
podem se dar em tempo discreto que sao aqueles onde o valor da variavel pode se
alterar somente em intervalos pré-definidos de tempo (Ex: Cadeia de Markov), e
processos de tempo continuo onde o valor da variavel estd em constante mudanca
de forma aleatéria seguindo alguma distribuigao de probabilidades (Ex: Movimento

Browniano, Flutuagoes do mercado de agoes).



1.2 Objetivos

1.2.1 Gerais

Estudar o Comportamento assintético de dois modelos de percolacdo, ambos com

dependéncia espacial.

1.2.2 Especificos

o Construcao de uma estrutura de dados para a simulacdo do modelo M;

o Construcao de uma estrutura de dados para a simulacao de modelo M,



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

2.0.1 Percolacao - Caso Unidimensional

A capacidade de modelar e analisar o comportamento de redes sujeitas a elos abertos
¢ fundamental para entendermos a resiliéncia, robustez e funcionamento de sistemas
complexos do mundo real, visto que esses tipos de elos representam ligagoes que
podem ser tempordrias, frageis ou sujeita a falhas.

Ao longo desta secao, iremos revisar os principais estudos realizados sobre perco-
lacao, examinando os fundamentos tedricos, as abordagens metodolégicas utilizadas
e os resultados obtidos. Serao explorados trabalhos classicos e contemporaneos, bem
como teses e artigos em periddicos cientificos relevantes, a fim de oferecer uma visao
abrangente do estado atual do conhecimento nessa &rea.

Em seu artigo intitulado "Introducao a teoria da percolagao'dos professores Nel-
son Tanaka e Héliton Tavares [§], é feito a demonstracao para o caso de percolagao
unidimensional, que descreve a propagacao de um fluido como uma cadeia de sitios
ou nos interconectados onde um aglomerado é caracterizado por um conjunto de
sitios ocupados com os vizinhos dos extremos desse conjunto estando vazio, como

mostra a figura a seguir:

0—8—8——0—90—0—0—0

Figura 2.1: Modelo de cluster unidimensional de tamanho 3 e tamanho 2

Usaremos a demonstragdo do artigo [8]. Consideremos inicialmente uma rede
finita de tamanho L (L grande). A probabilidade de que haja um aglomerado de
tamanho s é: p*(1—p)?, onde p é a probabilidade de um sitio qualquer estar ocupado
e (1 —p) é a probabilidade de um sitio estar vazio, assim se um sitio a esquerda
do aglomerado estiver vazio, ou um sitio a direita estiver vazio entao nao temos um
aglomerado de tamanho infinito, por esse motivo (1 — p)? indica a probabilidade

de ter um sitio vazio no extremo da esquerda ou da direita. O nimero esperado



de aglomerados de tamanho s é : Lp*(1 — p)?.Vamos definir o nimero esperado de

aglomerados por sitio, ns.Teremos entao:
ns =p*(1 —p)? (2.1)
Para p < 1, o nimero de aglomerados vai a zero quando s — oo:

lim ny = lim p’(1—p)*=(1—p)? lim p* =0 (2.2)

§—00 §—00

E também o nimero esperado de sitios vazios vai a infinito quando
L%m:ngI;o(l—p)L:(l—p)ngI;oL:oo (2.3)

Assim, nao teremos um aglomerado de tamanho infinito, ou seja, nao havera

percolacao se p < 1. Com isso concluimos que P, = 1.

2.0.2 Modelo Teoérico

Para representacao do nosso problema, usaremos o estudo do artigo do Professor
Luis Fontes[3]. Consideremos uma malha hiperctibica em d dimensoes denotado por

(74, %), onde 7 é o conjunto de sitios da malha e
B! = {(z,y)lr,y € Z°: |lx — ylh = 1}

¢ o conjunto de elos vizinhos mais proximos.

Para cada elo de E? iremos atribuir de forma aleatéria o status de aberto ou
fechado de modo que X := {Xe, e € Ed} ¢ uma familia de variaveis aleatérias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com distribuicao comum de Bernoulli com
parametro p, isto é:

PX.=1)=1-PF(X.=0)=p

Temos que para todo elo e € E?, com p real variando entre 0 e 1, P,,4 é a pro-
babilidade associada a X com d indicando a dimensao e F, ¢ a esperanca associada
a esta probabilidade.

O espago amostral do modelo é dado por 2, a sigma-dlgebra é M, gerada pelos
eventos que dependem apenas de elos em subconjuntos finitos de E9.

P, ou (P,,4, que ¢ a outra forma de denotar), é a probabilidade produto em (2, de
modo que atribui pesopa le (1 —p) a0, e Xo(w) = w, é a proje¢do na coordenada
e, para todo w € {2, e ainda se X, = 1, entao temos que o elo e esta aberto, e se X,
= (0 entao o elo e estd fechado.

Temos ainda do artigo de [3], que um conjunto de elos de E? { e, eq,....,e,},



n > 1, onde e; = (z4,¥:), i = 1,2, ....,n, serd dito um caminho se z1, zs, ...., z, forem
distintos e y; = x; + 1, i = 1,2...(n — 1), assim um caminho serd dito aberto, se
todos os seus elos estiverem abertos. Dois sitios da rede, estao conectados (notagao:
T <>y ) se existir um caminho aberto de elos com x; =z e y,, = ¥.

Um aglomerado é um conjunto de elos conectados, o qual denotaremos por C, o
aglomerado que parte da origem, e C,, o aglomerado do sitio x. Dessa maneira um
dos objetivos do professor [3] é o de saber se aglomerados infinitos podem ocorrer
com probabilidade positiva, como a constatacao quase certamente de que em uma
dimensao e com p < 1 ndo ha aglomerados infinitos é trivial, o artigo se atém ao

caso onde d > 2, onde é dada a funcao :

0(p) = Pp(IC| = 00) = 1 = > B,(IC| = k) (24)
k=1
para calcular a distribui¢do da cardinalidade |C| do aglomerado C que é a mesma

cardinalidade do aglomerado C,, por conta da invaridncia por translagao de P,

Teorema 2.0.1 para d > 2, existe um valor critico do parametro p, denominado
Pe, no intervalo aberto (0,1) tal que

0(p) =0, sep <p.

0(p) >0, sep > p,

Aqui nao colocaremos a demonstracao do teorema, para mais detalhes, procurar

no trabalho citado.

2.0.3 Teoria da percolagao de redes

A percolacao é um problema estudado em fisica estatistica que envolve a conectivi-
dade em redes aleatérias. A simulacao de percolagao é um abordagem comum para
investigar propriedades de redes e entender como a conectividade afeta o comporta-
mento do sistema. Neste cenario nao é dificil de se deduzir que a teoria da percolagao
de redes é um assunto que vem sendo estudado nas mais diferentes perspectivas.

A teoria da percolacao de redes utiliza uma série de conceitos e medidas para
analisar as propriedades de clusters e entender como a conectividade se desenvolve
em diferentes tipos de redes. Alguns dos conceitos mais importantes incluem a
densidade de ocupagao, que descreve a fracdo de ndés ou elementos ocupados na
rede, e a probabilidade de percolacao, que é a probabilidade de que um determinado
no pertenca ao cluster percolante. Dentro de uma ampla gama de modelos utilizados
para se estudar a formacao de clusters, os mais basicos sdo: O de sitios, que é o que
considera uma rede onde cada n6 pode estar ocupado ou vazio, e a formacao de um

cluster ocorre quando nés ocupados estao conectados, e o de vinculos, que considera
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uma rede onde cada aresta ou vinculo pode estar ativo ou inativo, e a formacao de
um cluster ocorre quando vinculos ativos estdao conectados.

No trabalho de dissertacao do professor Gabriel Mendes [5] em seu ultimo capi-
tulo, podemos ver uma aplicacao do estudo da teoria de percolagao de redes, como
trafego veicular em redes complexas, onde é mostrado como o congestionamento
cresce em uma rede de rodovias, quando este é submetido a um fluxo crescente de
carros. Foram feitos dois modelos de simulagao de trafego veicular, o que queremos
citar ¢ um modelo andlogo elétrico, no qual ¢é utilizado resistores 6hmicos e nao
Ohmicos, segundo o autor neste modelo a medida que a pressao dos motoristas é
aumentada, as ruas congestionam, como resistores queimam a medida que a dife-
renga de potencial entre as extremidades ultrapassa um limiar. Nas palavras do
autor "Este modelo trata o trafego veicular como um sistema elétrico, considerando
os veiculos como elétrons, as ruas como fusiveis, o fluxo de carros como a corrente
elétrica, a diferenca de potencial entre dois pontos como a necessidade que um grupo
de veiculo tem em deslocar entre duas regides, a condutancia de um fusivel como
fluidez e por fim uma rua congestionada como um fusivel queimado'. Para isto a
representagao da rede é dada por um grafo direcionado G = (N, S) onde os vértices
1 € N:=1,...,n e cada ligacdo é um fusivel com uma condutancia 6hmica,

v Lk, se |V — Vi| < AV
0,se |V; — V| > AV,

l
0l =

'Onde AV, é a diferenga de potencial critica, V; é o potencial no sitio j, vj™ é a
velocidade maxima permitida e [;, ¢ o comprimento da rua entre os sitios j e k. Isto
significa que o valor da condutancia nao varia com o aumento do potencial externo
aplicado até a diferenca de potencial critica AV, ser excedida, queimando o fusivel,
o que resulta num fusivel com conduténcia nula'[5]. Segundo o autor a escolha do
modelo acima se deu por conta de que, o fato dos motoristas desejarem economizar
tempo em seus trajetos, acabam por optar por caminhos curtos e rodovias rapidas
ao invés de ruas longas e lentas. Logo por esse motivo a condutancia é inversamente
proporcional ao tempo gasto pelo motorista ao se dirigir do cruzamento j ao 1.
Deste modo podemos notar que o caso do modelo citado acima se trata uma forma
de percolagao inversa.

A transicao da percolacdo inversa é um fendmeno em que a adigdo de nds (vérti-
ces) ou arestas em um sistema complexo leva & fragmentacao em vez de uma maior
conectividade. Ao contrario da percolacao convencional, em que a adicao de ele-
mentos leva a formagdo de um cluster gigante. Em teoria de percolacao de redes é
comum denotar f como sendo uma fracao de nds ativados ou seja vértices de uma
rede quadrada por exemplo. Neste caso o valor do limite critico, denotado por f..é

o limiar de percolacdo, assim a percolagao é inversa pois para f < f., temos um
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componente gigante e pouco impacto na rede, para f > f., temos a formacao de
varios pequenos componentes isolados. O interesse nesse tipo de estudo é verificar
a robustez de uma rede e qual o impacto das falhas dos nés, sendo que quanto mais
robusta é a rede, maior é a capacidade do sistema resistir a perturbacoes e manter
seu desempenho funcional mesmo diante de falhas ou ataques.Estudos tedricos como
[4] tém mostrado que a transigdo de percolagdo inversa pode afetar a robustez de
sistemas complexos. Um exemplo de aplicacao pode ser em redes de transporte, por
exemplo, a adi¢ao de novas rotas ou conexoes pode resultar na fragmentagao da rede
em varias partes isoladas, comprometendo sua capacidade de transporte eficiente.
A compreensao desses fendomenos tem implicacoes praticas significativas. Em redes
de infraestrutura critica, como fornecimento de energia,transporte e comunicagao,
entender esse processo de transi¢ao de fase inversa, pode auxiliar no planejamento e
na tomada de decisOes para garantir a resiliéncia desses sistemas. Além dos exemplo
ja citados a andlise de percolacao inversa pode ser aplicada a redes sociais e siste-
mas de interagao on line. Compreender como a adi¢do ou remocao de conexdes em
uma rede social pode levar a fragmentacao ou a resisténcia a pertubagoes ajuda a
entender a propagacao de informagoes e a formacao de comunidade dentro desses

sistemas.

2.0.4 Percolacao e Deep Learning

O deep learning é uma abordagem revolucionaria no campo da inteligéncia artificial,
que se baseia em redes neurais artificiais profundas. Em seu livro sobre Deep Lear-
ning [2] o Autor Rogério Ferreira, nos traz que essa técnica permite que as maquinas
aprendam e tomem decisoes complexas, imitando o funcionamento do cerébro hu-
nano, ou seja se trata de modelos computacionais bioinspirados. Ao contrario de
métodos tradicionais de machine learning, o deep learning é capaz de extrair carac-
teristicas e padroes diretamente dos dados brutos, eliminando a necessidade de uma
prévia extracao de recursos. O autor também traz em seu livro [2] os fundamen-
tos de redes neurais artificiais, que é uma das bases essenciais do campo do deep
learning. As redes neurais artificiais sdo compostas por um conjunto interconec-
tado de unidades chamadas de neurdnios artificiais ou nés. Cada neurdnio recebe
entradas ponderadas, realiza um calculo e produz uma saida. O objetivo é simular
o processamento de informagoes realizado pelo cérebro humano e utilizar esse pa-
radigma para solucionar problemas complexos, assim uma rede neural ¢ organizada
em camadas, com uma camada de entrada, uma ou mais camadas intermedidrias
(camadas ocultas) e uma camada de saida. Cada camada é composta por neur6nios
interconectados,e as conexoes entre eles sdo representadas por pesos. Além disso,

sao aplicadas fungoes de ativagdo nos neurdnios para introduzir nao - linearidade
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e melhorar a capacidade de representacao do modelo. As redes neurais artificiais
tém sido amplamente aplicadas em diversas areas, entre elas: visao computacional,
processamento de linguagem natural, finangas, medicina, previsao do tempo, entre
outras areas, mostrando seu potencial em lidar com problemas complexos e nao
lineares.

Embora o deep learning nao seja amplamente aplicado diretamente a problemas
de percolacao, existem abordagens relacionadas que podem fornecer insights valiosos
para trabalhos futuros.

Uma aplicacao possivel é o uso de modelos generativos baseados em redes neurais,
como as Redes Adversariais Generativas (GANSs), que se trata de arquiteturas de
redes neurais profundas compostas por duas redes colocadas uma contra a outra (
dai o0 nome "adversérias"), para gerar redes aleatérias com propriedades especificas.
Essas redes geradas podem ser aplicadas ao estudo de percolacao e utilizadas para
investigar a probabilidade de percolagao ou ainda no caso de percolacao de redes,
para investigar a resiténcia da rede a falha.

Além disso, o deep learning pode ser empregado para extrair caracteristicas rele-
vantes das redes, como medidas de centralidade, distribuicao de grau e agrupamento.
Essas caracteristicas podem ser usadas para avaliar a probabilidade de percolagao
em uma rede ou identificar regioes criticas.

Outra possibilidade é o uso de deep learning para otimizar a estrutura da rede
com o bjetivo de evitar a percolagao. Isso pode ser alcancado por meio de treina-
mento de um modelo para encontrar a topologia ideal que minimize a probabilidade
de percolacdo ou maximize a resisténcia da rede a falhas.

O uso de deep learning em estudos de percolagao apresenta um potencial signi-
ficativo para avancar nosso entendimento sobre processos percolativos em sistemas
complexos. Essa linha de pesquisa tem o potencial de contribuir para o desenvol-
vimento de materiais avancados, otimizacao de sistemas de transportes e outros

campos relacionados a percolagao.
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Capitulo 3
Fundamentacao Teédrica

A fundamentacao tedrica tem um papel essencial neste trabalho, pois é ela que
servira de alicercamento intelectual para a compreensao aprofundada do tema em
questao. Antes de comecar a descricao dos modelos vamos pensar em uma situagao

hipotetica, onde veremos como acontece a percolacao etapa por etapa.

3.0.1 Percolacao Caso hipotético

Vamos considerar a fronteira da nossa malha todos os pontos que tenham abcissa ou
ordenada igual a 3. Suponhamos que estamos na coordenada (0, 0), onde realizamos
o sorteio da direcdo. Vamos supor que seja sorteada a direcao oeste primeiramente

e no sorteio de fluido, seja sorteado o fluido vermelho, assim temos:

:
:

“
E

=

Figura 3.1: etapa 1

Agora passamos para a proxima coordenada que é (1,0), onde seré realizado o
proximo sorteio de maneira semelhante ao primeiro ponto. Suponhamos que seja

sorteado, direcao sul e fluido azul, assim atualizando a imagem teremos:

.
.

“
5

=

I P

Figura 3.2: etapa 2

O sorteio ¢é feito em coordenadas de um espiral, facamos agora alguns passos:

coordenada (1, 1), fluido vermelho, dire¢ao oeste
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(10) (12) (13)
- " ————
(16) (18)

coordenada (0, 1), fluido vermelho, dire¢ao sul

coordenada fluido azul, direcao oeste

1
coordenada ,0), fluido azul, dire¢ao norte
1

Hr—\»—t,_.

coordenada , fluido vermelho, direcao leste

Y

),
)
)
coordenada (0, —1), fluido azul, diregao sul
coordenada (1, —1), fluido azul, diregao leste
),

coordenada (2, —1), fluido azul, direcao leste

2,0), sem fluido
coordenada (2, 1), fluido vermelho, diregao leste
coordenada (2, 2), fluido azul, dire¢ao leste
coordenada (1,2), fluido, vermelho, dire¢ao sul
coordenada (0, 2), sem fluido

Y

coordenada , fluido azul, direcao leste

I

1,2)
coordenada (—2,2), fluido vermelho, dire¢ao norte
2,1)

coordenada , sem fluido

?

coordenada

(
(—
(—
(-
(
(
(
coordenada (
(
(
(
(
(—
(—
(—
(—

2,0), fluido vermelho, diregao oeste

Assim nesse caso vemos que a percolagao acontece da coordenada (0, 0)

3.0.2 Descricao dos Modelos M; e M,

No6s comecamos definindo uma familia de quadrados @; com ¢ € N, onde o qua-
drado @Q;, possui como dois de seus vértices (—i, —i) e (i,7). Todos os pontos que
pertencem a fronteira do quadrado (); com coordenadas inteiras sdo os pontos do

espiral de nivel 7. Nés podemos dividir esses pontos em 4 subconjuntos: os pon-
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tos do Leste L;, os pontos do norte N;, os pontos do oeste O; e os pontos do sul
S;. Assim nés podemos definir L; = {(7,7),com j € {—i,i}}, os ponto do norte
N; ={(j,7),com j € {—i,i}}, os pontos do oeste O; = {(—i,j)com j € {—i,i}}, os
pontos do sul S; = {(j, —i),com j € {—i,i}}.

Uma primeira observacao ¢ que os vértices dos quadrados pertencem a dois desses

quatro subconjuntos. Considere a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.0.1 O conjunto dos pontos espiral do nivel i € N serd definido por:
Proposicao 3.0.1 A quantidade de pontos espiral no nivel i € N € 8

Demonstragao 1: Nos temos a seguinte igualdade | L; |=| N; |=| O; |=| S; |=
2i + 1, onde | o | significa cardinalidade. Assim nés temos somando os quatro
conjuntos 4(2i 4+ 1) = 8i + 4 pontos, como os vértices sao somados duas vezes temos
um total de 8 4+ 4 — 4 = 8 pontos.

Agora vamos descrever a dindmica. Nds comegamos no nivel zero ( composto
apenas pelo ponto (0,0)) e caso a simulagao seja do modelo Ms, sorteamos uma
direcao L, N, O, S, caso seja o modelo My, seguimos adiante para o préximo passo.
Em seguida sorteamos, se temos fluido vermelho, o que corresponde a preencher
dois elos em sequéncia na dire¢ao sorteada com a cor vermelha, ou se temos fluido
azul, o que corresponde a um elo azul na direcao sorteada ou se nao temos fluido.
Na sequéncia comegamos a percorrer o espiral nos niveis i’s. Sempre se comega no
ponto (i, —i + 1), em seguida percorre o espiral no nivel 7 no sentido anti-horario,
o ponto final desse nivel é o ponto (i, —i). A cada ponto que se percorre no nivel ¢
faz-se necesséario realizar um teste para saber se existe alguma dire¢ao viavel para
a realizacdo do fluido vermelho ou azul. Nao ter direcao viavel significa que os
quatro elos que partem desse ponto contém fluido. Caso seja viavel alguma diregao,
entdo os sorteios sao realizados sucessivamente até tomar uma dire¢do viavel com
seu respectivo fluido ou nao. Caso nao exista essa viabilidade, nés passamos para o
ponto seguinte do percurso.

Nesse segundo momento, nés vamos estudar os pontos ao norte no nivel ¢, deno-
tando eles por Ny = (k,i) com k € —i + 1,7 — 1, vamos supor k > 0, mas isso nao
muda a demonstracao.

O ponto-oesteNy é o proximo ponto na lista e o ponto-leste/Ny, é o ponto anterior
na lista. Vamos tratar do ponto-sul/NVy, fazendo o grafico precisamos somar cinco
parcelas de pontos para sabermos quantos pontos antes de IV, na lista corresponde
ao ponto-sulNy. A primeira parcela é a quantidade de pontos entre Ny e (i,1),

ou seja, i — k pontos. Em seguida entre (i,7) e (i,—i + 1) o que corresponde a
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i—(—i+1) =2i—1, a terceira parcela entre (—i,i+ 1) e (—i+ 1, —i + 1), um total
de 2i - 1 pontos também. A quarta parcela entre (—i +1,—i+ 1) e (—i+1,i — 1),
mais uma vez 2i — 1 pontos, a tltima parcela entre (—i+1,7—1) e (k,i— 1) que nos
fornece mais k41— 1 pontos. Somando as cinco parcelas obtemos um total de 8 —5
pontos atras na lista. Por fim, o ponto-norte Ny corresponde a um ponto 8(i+1) — 5
a frente na lista, a demonstracao usa a demonstracao de ponto-sul considerando que
Ny, é o ponto-sul(k, i+ 1).

Assim, sabemos também todos os pontos vizinhos dos pontos ao norte.

Na sequéncia, nés vamos tratar dos pontos a oeste: Op = (—i,k) com k €
[—i+4 1,7 — 1](k >)0. O ponto-sulOy, ¢ o préximo ponto na lista, o ponto-norteQy, é
o ponto anterior na lista. Agora nos debrucemos para o ponto-lesteOy.

Novamente, nds temos cinco parcelas de quantidade de pontos a serem somadas.
A primeira entre Oy e o ponto (—i,7) um total de i — k pontos, na sequéncia entre
(—i,1) e (i,7) mais 2¢ pontos. Na terceira parcela, temos os pontos entre (i,i) e
(i,—i+1) ou seja, 2¢ — 1 pontos, na quarta parcela temos os pontos entre (7, —i + 1)
e (—i+1,—i+ 1), outros 2i — 1 pontos. Por fim, os pontos entre (—i + 1, —i + 1)
e (—i + 1,k), mais k + 7 — 1 pontos, somando essas cinco parcelas temos que o
ponto-lesteOy, estd atras de O 8i — 3 posigdes. Pelo mesmo raciocinio das outras
demonstragoes o ponto-oesteQy, esta 8(i + 1) —3 = 8i+ 5 posigoes a frente de Oy, na
lista.

A préxima etapa é referente aos pontos ao sul no nivel i. Vamos apelidar esses
pontos por Sy, = (k, —i) com k € [—i+ 1,7 —1]. O ponto-oesteSy é o ponto anterior
na lista, o ponto-lesteS) é o préximo ponto na lista. A demonstracao para os pontos
sul e norte de Sy segue os mesmos passos anteriores, considerando cinco parcelas de
pontos. A primeira entre Si e (—i, —i), um total de k + 4 pontos, na sequéncia entre
(—t,—1) e (—i,7), mais 2i pontos. Depois, entre (—i,7) e (i,7), outros 2i pontos.
A quarta parcela entre (7,7) e (i,—i + 1) contando mais 2i — 1 pontos. A quinta
parcela corresponde aos pontos entre (i, —i+1) e (k, —i+1), um total de :—k pontos.
Adicionando essas cinco parcelas concluimos que o ponto-norteSy esta 8i—1 posigoes
anteriores a posigao de Si. Para finalizar o ponto-sulSy, estd 8(i +1) — 1 =8 + 7
posigoes na frente de Sy na lista (mesma idéia de olhar para o ponto-sulSy e buscar

a distancia ao seu ponto-norte (que corresponde ao Si)

3.0.3 Algoritmo da matriz dos vértices

Vamos comecar agora a tratar dos algoritmos para solugdo do problema sobre
percolacao. Para isto primeiro vamos definir uma matriz que devera guardar as
informagoes dos pontos onde serdo sorteados: direcao, fluido, cluster. Primeiro

passo € definir a estrutura vértice:
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abcissa
ordenada
azul
vermelho
dleste
dnorte

doeste
dsul

A variavel abcissa possui o valor do respectivo vértice, assim como a variavel
ordenada. A varidavel vermelho s6 assume dois possiveis valores 0 e 1, se assume
o valor 1 indica que existe um caminho de elos vermelhos(cluster) da origem até
esse vértice, se assumir 0, nao teremos tal caminho. O mesmo raciocinio para a
variavel azul. As varidveis dleste, dnorte, doeste e dsul, que aqui estamos denotando
comecando com a letra d, para indicar por exemplo que dleste significa direcao leste,
podem assumir apenas trés valores 0, 1, 2. Se assumir o valor 0 é porque nao tem
nenhum fluido nessa aresta, se assumir o valor 1 temos o fluido azul, e se for 2 temos
o fluido vermelho.

Uma funcgao importante é o teste de existéncia de possivel sorteio num determi-
nado sitio para um fluido azul ou fluido vermelho, que é um dos resultados apresen-

tados no proximo capitulo desse trabalho.

3.0.4 Algoritmo da etapa nivel 0

Comecaremos agora apresentando como serd feito no nivel 0, lembrando que nesse
nivel como se trata do primeiro, nao é preciso fazer o teste de existéncia de possivel
vizinho, pois todas as arestas em todas as dire¢oes estarao livres. Nesse nivel s
temos o vértice com abcissa e ordenada iguais a 0. Faz-se um sorteio de direcao L,
0O, S, N cada dire¢do com igual probabilidade. Em seguida faz-se um sorteio com
possiveis valores 0, 1, 2, onde 1 tem chance p de ser sorteado, 2 tem chance ¢, € 0 0
tem 1 —p—q de chance. Se tivermos qualquer direcao sorteada e na sequéncia temos
o valor 0 sorteado, entao finaliza nesse momento o nivel 0. Se tivermos uma direcao
sorteada por exemplo a N e o nimero sorteado for o 1, entao a variavel dnorte
com coordenadas (0,0) assume o valor 1, assim como a varidvel dsul do vértice com
coordenadas (0,1) também recebe o valor 1. Estes mesmos dois vértices tem as
variaveis azul atualizadas para o valor 1. Este ultimo procedimento ¢é similar se
tivermos outras diregoes e sorteio igual a 1. A 1ltima possibilidade ocorre quando
se sorteia uma direcdo qualquer, por exemplo N, e o valor sorteado for igual a 2.

Nessa situagao, as variaveis dnorte do vértice (0,0), dsul do vértice (0, 1), dnorte do
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vértice (0,1) e dsul do vértice (0,2) recebem o valor 2. As varidveis vermelho dos
vértices (0,0), (0,1) e (0,2) recebem o valor 2. Faremos agora o algoritmo o qual

chamamos de SIMULA, no ponto (0, 0).

SIMULA ponto F, = (0,0)

Sorteia direcao d entre L, N, S, O
Sorteia fluido f entre A(azul),V (vermelho), B(branco) Caso

1d=Le f=A:
2 verticeList[0].dleste = 1

3 verticeList|0].azul =1

[0]
4 verticeList[1].doeste = 1
5 verticeList[1].azul =1

1d=Lef=V:

2 verticeList[0].dleste = 2

3 verticeList[0].vermelho = 1
4 verticeList[1].doeste = 2

5 verticeList[1].dleste = 2
6 verticeList[1].vermelho =1
7 verticeList[10].doeste = 2

[

8 verticeList|10].vermelho = 1

]
]

1d=Nef=A:

2 vertice;ist|0].dnorte = 1

[
3 verticeyist[0].azul =1
4 verticeyist[3].dsul =1
5 verticejist]3].azul =1

1d=Nef=V:
2 verticeList|0].dnorte = 2

0l.vermelho =1

]
]
3].dsul = 2
]
]

3 verticelList
4 verticelList
3|.dnorte = 2
3l.vermelho = 1
14].dsul = 2

]

14|.vermelho = 1

5 verticelList
6 verticelist

7 verticeList

— o o o o —

8 verticeList
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d=0¢e f=A:
verticeList|0].doeste = 1
verticeList[0].azul = 1

|.dleste = 1
]

[
verticeList[5
verticeList[5].azul = 1

d=0e f=V:
verticeList|0].doeste = 2
verticeList[0].vermelho = 1
verticeList[5].dleste = 2
verticeList[5|.doeste = 2
verticeList[5].vermelho = 1
verticeList[18

[

verticeList|18

.dleste = 2

wvermelho =1

}
}

d=Sef=A:

verticeList[0].dsul = 1
verticeList[0].azul =1
]
]

verticeList|7].azul =1

[0].
verticeList[7].dnorte = 1
[

d=Sef=V:
verticeList]0].dsul = 2

verticeList|0].vermelho = 1

verticeList|7].dsul = 2

]

0]
verticeList[7].dnorte = 2
[7]

verticeList[7]
[
[

7.vermelho = 1

verticeList|22|.dnorte = 2

]
vertice List[22]

wvermelho =1
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Capitulo 4

Resultados

Apresentaremos a seguir os principais resultados obtidos em nosso estudo.

4.0.1 Viabilidade do modelo 2

Comecaremos com o resultado que estabelece a viabilidade para o modelo M,

Proposicao 4.0.1 Considere p € E; um ponto que estamos fazendo o teste para
viabilidade de um possivel sorteio de direcao e de sorteio de fluido. Basicamente,
nos temos quatro situagoes:

i) Se p=(i,—i+ 1) sempre tem direcao vidvel, a dire¢io Sul.

it) Sep = (i,k) comk = —i+2,....i—1, nos nao teremos diregao vidvel a partir
de p se e somente se tivermos elos entre (i — 1,k) e (i + 1,k) e entre (i,k —1) e
(i,k + 1) e nessa situagio temos fluidos vermelhos.

iii) Se p = (i,1) sempre temos direcao vidvel a direcao leste (L),

iv) Pela simetria do problema, nds estabelecemos resultados similares para 0s
pontos em N;, O; e S;, com excecao do ultimo vértice do quadrado Q;, p = (i,—1),

o qual apresenta situagao similar a do ponto ii).

Demonstracao 2

i) Nesse caso, p é o primeiro ponto do nivel i a se fazer o teste de direcao vidvel.
O ponto acima de p, o ponto ¢ = (i, —i 4 2), ainda nao foi testado, assim, os elos
entre (i, —i + 2) até (¢, —¢) nao tem fluido, obtendo assim uma direcao vidvel.

i1) Claramente, se os quatro elos que partem de p ja estdo ocupados por fluidos
vermelhos, entao nao existe direcado partindo de p. Por outro lado, se nao temos
diregdo viavel os quatro elos que partem de p tem algum fluido. Vamos mostrarque
tem que ser do tipo vermelho. Se existisse um elo azul partindo de p para a esquerda,
ou para cima seria um absurdo, pois isso ocorreria se ja tivessemos feito um sorteio

de dire¢ao no ponto p, e se os elos que partem dos pontos (i — 1,k) ou (i,k — 1)
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fossem azuis, os elos entre (i, k) e (i,k + 1) ou (i,k) e (i + 1, k) seriam sem fluido o
que resultaria na existéncia de dire¢oes viaveis.

i1i) Na situagdo p = (i,4) o ponto ¢ = (i + 1,7) que pertence ao nivel i + 1
nao foi ainda percorrido e nao pode ter sido alcancado por qualquer outro ponto ja
investigado. Os unicos pontos que podem alcangar ¢ de nivel inferior a ¢ +1 é p
ou (¢ — 1,7) pontos que ainda ndo foram percorridos. Assim sempre existe dire¢ao
viavel para esse p

iv) A nao existéncia de direcao viavel corresponde a existéncia de fluidos vidveis
entre (i, —i + 1) até (i, —i — 1) e de (i — 1,i) até (i + 1,1)

Abaixo, nés determinamos as coordenadas dos pontos vizinhos a um ponto do

espiral e construimos o algoritmo que simula uma realizacao dos caminhos dos fluidos

4.0.2 Determinacao de um ponto vizinho na Lista

Inicialmente nés vamos comecar com os pontos a leste no nivel ¢, tais pontos tem
como coordenadas Ly = (i,k) onde k € [—i+ 1,i — 1], estamos descartando aqueles
pontos do nivel 7 que sao os vértices do quadrado do nivel 7. Basicamente nds
teremos dois casos:

k = —i+ 1 as posigoes na lista dos quatro vizinhos de Ly sdo: o ponto-oestel; é
o ponto anterior na lista, o ponto-nortel;, é o ponto a frente na lista, o ponto-sulL;é
o ponto 8 — 1 unidades a frente e o ponto-lesteL; é o ponto 8 + 1 a frente. A
demonstracao é simples basta fazer o desenho e usar o fato de que no nivel ¢ temos
8% pontos.

k € [—i+ 2,7 — 1] nesse caso vamos supor que k > 0, mas a demonstracao vale
para k > 0 também. O ponto-sulL, é o ponto anterior na lista, o ponto-norteLy é o
ponto a frente na lista, para o calculo do ponto-oesteL; temos de somar a quantidade
de pontos entre Ly e seu ponto a oeste. Essa soma ¢é dividida em 5 parcelas: pontos
abaixo de Ly sdo todos os pontos do nivel ¢, onde o ltimo é o ponto (i, —i + 1 a
quantidade de pontos entre eles ¢ k — i + 1, a segunda parcela estd entre os pontos
(—i+1,—i+1)e (i,—i+ 1), total de 2i — 1. A terceira parcela entre os pontos
(—t+1,—i+1)e(—i+1,i—1), total de 2¢ — 2. Na quarta etapa temos os pontos
entre (—i+ 1,4 — 1) e (i — 1,7 — 1), perfazendo 2i — 2, e a ultima parcela entre os
pontos (i — 1,7 —1) e (i — 1,k) que sdo ¢ — 1 — k. Adicionando essas cinco parcelas
obtemos um total de 8 — 7 pontos anteriores a Ly.

A obtencao na lista do ponto-lesteL; pode ser calculado usando um truque. O
ponto a leste de Lj é um ponto de coordenadas (i + 1, k) e o ponto a oeste dele é
o préprio L, mas o calculo de pontos a oeste de um ponto no leste, ja sabemos. O
ponto-leste (i+1, k) estd a 8(i+1)—7 posigoes atras, isso implica que o ponto-oeste Ly,

estd 8(i + 1) — 7 pontos a frente na lista.
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Nesse segundo momento, nés vamos estudar os pontos ao norte no nivel ¢, deno-
tando eles por Ny = (k,i) com k € —i + 1,7 — 1, vamos supor k > 0, mas isso nao
muda a demonstracao.

O ponto-oeste Ny é o proximo ponto na lista e o ponto-leste/Ny, é o ponto anterior
na lista. Vamos tratar do ponto-sul/NVy, fazendo o grafico precisamos somar cinco
parcelas de pontos para sabermos quantos pontos antes de /N, na lista corresponde
ao ponto-sulNy. A primeira parcela é a quantidade de pontos entre Ny e (i,1),
ou seja, i — k pontos. Em seguida entre (i,7) e (i,—i + 1) o que corresponde a
i—(—i+1) =2i—1, a terceira parcela entre (—i,i+1) e (—i+ 1, —i+ 1), um total
de 2i - 1 pontos também. A quarta parcela entre (—i +1,—i+ 1) e (—i+1,i — 1),
mais uma vez 2i — 1 pontos, a tltima parcela entre (—i+1,7—1) e (k,i— 1) que nos
fornece mais k+i— 1 pontos. Somando as cinco parcelas obtemos um total de 8 — 5
pontos atras na lista. Por fim, o ponto-norte Ny, corresponde a um ponto 8(i+1) —5
a frente na lista, a demonstracdo usa a demonstragao de ponto-sul considerando que
Ny é o ponto-sul(k,i + 1).

Assim, sabemos também todos os pontos vizinhos dos pontos ao norte.

Na sequéncia, nés vamos tratar dos pontos a oeste: Op = (—i, k) com k €
[—i+ 1,7 —1](k >)0. O ponto-sulOy, é o préximo ponto na lista, o ponto-norteQy, é
o ponto anterior na lista. Agora nos debrucemos para o ponto-lesteQy,.

Novamente, nds temos cinco parcelas de quantidade de pontos a serem somadas.
A primeira entre Oy e o ponto (—i,7) um total de i — k pontos, na sequéncia entre
(—t,7) e (i,4) mais 2¢ pontos. Na terceira parcela, temos os pontos entre (i,i) e
(1,—1+ 1) ou seja, 2i — 1 pontos, na quarta parcela temos os pontos entre (i, —i + 1)
e (—i+1,—i+1), outros 2i — 1 pontos. Por fim, os pontos entre (—i + 1, —i + 1)
e (—i + 1,k), mais k + i — 1 pontos, somando essas cinco parcelas temos que o
ponto-lesteOy, estd atras de Oy 8i — 3 posigdes. Pelo mesmo raciocinio das outras
demonstragoes o ponto-oesteOy, estd 8(i+ 1) —3 = 8i+ 5 posigoes a frente de Oy, na
lista.

A proxima etapa é referente aos pontos ao sul no nivel . Vamos apelidar esses
pontos por S, = (k, —i) com k € [—i+ 1,7 — 1]. O ponto-oesteS; é o ponto anterior
na lista, o ponto-lesteS) é o proximo ponto na lista. A demonstracao para os pontos
sul e norte de S segue os mesmos passos anteriores, considerando cinco parcelas de
pontos. A primeira entre Sy e (—i, —i), um total de k + ¢ pontos, na sequéncia entre
(—i,—1) e (—i,4), mais 2¢ pontos. Depois, entre (—i,7) e (i,7), outros 2i pontos.
A quarta parcela entre (7,7) e (i, —i + 1) contando mais 2 — 1 pontos. A quinta
parcela corresponde aos pontos entre (i, —i+1) e (k, —i+1), um total de i —k pontos.
Adicionando essas cinco parcelas concluimos que o ponto-norteS), esta 8i—1 posigoes
anteriores a posi¢ao de Si. Para finalizar o ponto-sulSy estd 8(i +1) — 1 =8 + 7

posicoes na frente de Sy na lista (mesma idéia de olhar para o ponto-sulSj, e buscar
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a distancia ao seu ponto-norte (que corresponde ao Si)

Vamos finalizar com os pontos NE = (i,i), NO = (—i,i), SO = (—i,—1) e
SE = (i,—1). No6s temos ponto-oeste NE é o préximo na lista, o ponto-sulNE é o
ponto anterior na lista, o ponto-norte/NE corresponde a um ponto norte no nivel
1+ 1, sendo assim o ponto N E corresponde a um ponto sul de algum ponto ao norte
do nivel i + 1. Logo a distancia entre eles é 8(i + 1) — 5.

Por fim, o ponto-leste N E é um ponto a leste no nivel (i+1). Consequentemente,
o ponto NE ¢é um ponto a oeste de um outro ponto a leste do nivel 7 + 1 e tendo
a distancia entre eles de 8(i + 1) — 7. Agora, nés vamos tratar do ponto NO. O
ponto-leste NO é o ponto anterior na lista, o ponto-sulNO é o préximo ponto na
lista. O ponto-norte/NO é um ponto ao norte do nivel i+ 1 que tem NO como ponto
sul, sendo assim sua distdncia é de 8(i + 1) — 5 e o ponto-oesteNO é um ponto a
oeste no nivel i + 1 que tem NO como ponto a leste, sendo assim a distancia entre
eles é de 8(i + 1) — 3. Considere agora, o ponto SO, seu ponto ao norte é o anterior
na lista, o seu ponto a leste é o proximo na lista. O ponto-oeste NO é um ponto nivel
i+ 1 que tem NO como ponto a leste, portanto tem uma distancia de 8(i+1) —3, o
ponto a sul de NO é um ponto sul no nivel 7+ 1 que tem NO como ponto ao norte,
o que produz uma distancia entre eles de 8(i + 1) — 1. Olhemos para SO, o ponto a
norte de SO é anterior na lista, o ponto a sul de SO é um ponto sul do nivel 7 + 1
que tem SO como ponto ao norte definindo uma distancia de 8(i + 1) — 1 entre eles,
e o ponto a leste de SO é o proximo ponto na lista. E o ponto a oeste de SO é um
ponto a oeste do nivel i 4+ 1 tendo SO como ponto a leste produzindo uma distancia
8i + 5. Por fim, o ponto SE. O ponto ao norte do ponto SE é o ponto inicial do
nivel 7, ou seja estd a uma distancia 8 — 1 na lista dos vértices. O ponto a oeste é
o ponto anterior na lista, o ponto a leste é o ponto seguinte na lista e o ponto a sul
de SE é um ponto sul do nivel i + 1 que tem SE como ponto ao norte, ou seja, tem
como distancia 8 + 7. Sabemos que no nivel ¢ temos 8; pontos, assim a quantidade
de pontos até o nivel ¢ é dado pela soma: 1+ 8(1) + 8(2) + .. + 8(i — 1), usando a
férmula de uma progressao aritmética essa soma vale: 1+4i(i —1). Entdo, todos os
pontos do nivel i podem ser expressos como sendo da forma 1+ 4i(i — 1) + j, com
j=0,...,8(i —1). Se j = 0 temos o ponto (i, —i + 1), se j = 1,..,(2¢ — 2) temos os
pontos ao leste Ly, se j = 2i—1 obtemos o ponto NE. Ao variarmos j = 2i, ...(4i—2)
extraimos os pontos ao norte Nj. O ponto NO aparece com j = 47 — 1 e os pontos
ao oeste, Oy sao descritos quando j = 41¢,...,6¢ — 2. O ponto a sudoeste SO tem
j =6t —1. Se j varia de 67 até 8i — 2, nds temos os pontos ao sul. Por fim, o ponto
sudeste SE tem j = 8 — 1.
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Figura 4.1: pontos marcados a partir do nivel 2

4.0.3 Algoritmo Principal e funcoes

O algoritmo principal esta descrito abaixo, o mesmo se utiliza de algumas funcoes
que sao descritas na sequéncia. Estas fungoes s@o chamadas no algoritmo principal
pela expressao SIMULA.

Testa se a variavel cluster = 1, para algum elemento da fronteira, para que

possamos saber se o cluster tocou a fronteira.

4.04 SIMULA PONTO PF

Coordenada (i, —i + 1), é o primeiro ponto a leste, temos que P =1+ 4i(i — 1)
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ALGORITMO PRINCIPAL
DEFINE N ntmero de niveis;
SIMULA ponto 0 da lista Py = (0,0);
SIMULA pontos no nivel 1;
para nivelt =2, ..., N faca
SIMULA ponto 1 + 4i(i — 1) da lista de vértices;
para j=1,...,2i — 2 faga
| SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) 4 j da lista de vértices.(pontos ao leste)
fim
para j =2 — 1 faga
‘ SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) + 2i + j (ponto nordeste = NFE)
fim
para j = 2i,...,41 — 2 faga
| SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) + j na lista de vértices.(pontos ao norte)
fim
para j = 41 — 1 faca
SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) + j na lista de vértices.(ponto noroeste
= NO)
fim
para j = 4i,....,60 — 2 faga
| SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) + j na lista de vértices.(pontos a oeste)
fim
para j =6t — 1 faga
SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) + j na lista de vértices.(ponto sudoeste
= S50)
fim
para j = 6¢,...,8; — 2 faga
| SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) + j na lista de vértices.(pontos ao sul)
fim
para j = 8 — 1 faga
SIMULA ponto 1+ 4i(i — 1) + j na lista de vértices.(ponto suldeste
= SE)
fim
ATUALIZA CLUSTERS GERADOS ATE O NIVEL i
fim
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

PRIMEIRO PONTO A LESTE
d=Left=A
verticeliist[1 + 4i(i — 1)].dleste = 1
verticeList[1 + 4i(i — 1) + (8¢ + 1)].doeste = 1
se verticeList[l +4i(i — 1)].azul = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + (8(i + 1)/.azul = 1 entao

verticeList[1 + 44(i — 1)].azul = 1 verticeList[1 + 4i(i — 1) + (8 + 1)].azul
—1
sendo
d=Lef=V
verticeList[1 + 4i(i — 1)].dleste = 2
verticeList[1 4+ 4i(7 — 1) + (8¢ + 1)].doeste = 2
verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 (8¢ + 1)].dleste = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ (8¢ + 1) + 8(i + 1) + 1].doeste = 2

se werticeList[l + 4i(i — 1)].vermelho =1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ (8i 4+ 1)/.vermelho =1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ (8i + 1) + 8(i + 1) + 1/.vermelho = 1 entao
verticeList[1 4 4i(i — 1)].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ (8¢ + 1)].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ (8¢ + 1) + 8(i + 1) 4 1].vermelho = 1
senao
d=Nef=A
verticeList[1 4+ 4i(¢ — 1)].dnorte = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ 1].dsul =1
se verticeList[l + 4i(i — 1)].azul = 1 ou verticeList[l + 4i(i — 1) + 1].azul
= 1 entao
‘ verticeList[1 4 4i(i — 1)].azul = 1 verticeList[1 + 4i(i — 1) + 1].azul =1
senao

d=Nef=V

verticeList[1 + 4i(¢ — 1)].dnorte = 2
verticelist[1 4+ 4i(i — 1) 4 1].dsul = 2
verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 1].dnorte = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 2].dsul = 2

se verticeList[l + 4i(i — 1)].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ 1/.vermelho =1 ou ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ 2/.vermelho = 1 entao
verticeList[1 4 4i(i — 1)].vermelho = 1
verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 1].vermelho = 1
verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 2].vermelho = 1
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

d=0ef=A4
verticeList[1 + 4i(i — 1)].doeste = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) — 1].dleste = 1
se verticeList[l + 4i(i — 1)].azul = 1 ou verticeList[l + 4i(i — 1) — 1].azul
= 1 entao
‘ verticeList[1 4 4i(i — 1)].azul = 1 verticeList[1 4+ 4i(i — 1) — 1].azul =1
senao

d=0ef=V

verticeList[1 4+ 4i(i — 1)].doeste = 2

verticeliist[1 + 4i(i — 1) — 1].dleste = 2
verticelist[1 + 4i(i — 1) — 1].doeste = 2
verticelist[1 + 4i(i — 1) — 2].dleste = 2

se verticeList[l + 4i(i — 1) .vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) — 1].vermelho =1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) — 2].vermelho = 1 entao
verticeList[1 + 4i(¢ — 1)].vermelho = 1
verticeList[1 4 4i(i — 1) — 1].vermelho = 1
verticeList[1 4 4i(i — 1) — 2].vermelho = 1
senao
d=Sef=A4
verticeList[1 4+ 4i(i — 1)].dsul =1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + (8¢ — 1)].dnorte = 1
se verticeList[l + 4i(i — 1)].azul = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ (8¢ — 1)/.azul = 1 entao
verticeList[1 4 4i(i — 1)].azul = 1 verticeList[1 + 4i(i — 1) + (8 — 1)].azul
=1
senao
d=Sef=V
verticeList[1 + 4i( dsul =2
verticeList[1 + 4 (i + (8 — 1)].dsul =2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 (8¢ — 1)].dnorte = 2
verticeList[1 + 4i(¢ — 1) + (8¢ — 1) + (8(i + 1) — 1)].dnorte = 2
se verticeList[l + 4i(i — 1)].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + (8¢ — 1) J.vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + (8t — 1) + (8(i + 1) — 1)/.vermelho = 1 entao
verticeList[1 4 4i(¢ — 1)].vermelho = 1
verticeList[1 4 4i(7 — 1) 4 (8¢ — 1)].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + (8¢ — 1) 4+ (8(i + 1) — 1)].vermelho = 1
senao

i—1)]
1)
1
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Coordenada (i,k), com k = (—i + 2),..(i — 1) sdo os pontos a leste, temos que

P=1+4i(i —1)47j,com j=1,.., (2 —2)

10

11

12

13

14

15

PONTOS A LESTE
d=Lef=A
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].dleste =1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j + (8(i + 1) — 7)].doeste = 1
se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.azul = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + (8(i + 1) — 7)].azul = 1 entao
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j + (8(i + 1) — 7)].azul =1
senao
d=Lef=V
verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].dleste = 2
verticeList[1 +4i(i — 1) 4 j 4 (8(¢ 4+ 1) — 7)].doeste = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j + (8(i + 1) — 7)].dleste = 2
verticeList[1 +4i(i — 1) +j 4+ (8(¢ +1) — 7) 4+ (8(i + 2) — 7)].doeste = 2
se verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jJ.vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + (8(i + 1) — 7)J.vermelho = 1 ou
verticeList[l +4i(i — 1)+ j+ (8(i + 1) = 7) + (8(i + 2) — 7)/J.vermelho = 1
entao
verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(s — 1) + j + (8(i + 1) — 7)].vermelho = 1
verticeList[1+4i(i — 1)+ 5+ (8(i+1) — 7) 4+ (8(i +2) — 7)].vermelho = 1
senao
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d = N e f = A verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 j].dnorte = 1
verticeList[1 + 4i(i — 1) 4+ j + 1].dsul = 1
se verticeList[l + 4i(i — 1) + jJ.azul = 1 ou
verticeList[l +4i(i — 1) + j + 1].azul = 1 entdo
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 jl.azul =1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j + 1].azul =1
senao
d=Nef=V
paraj=1,...(2i —3) ei=3,... faga
L
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].dnorte = 2
verticeliist[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j + 1].dnorte = 2
verticeList[1 + 4i(i — 1) + j + 1].dsul = 2
verticeList[1 + 4i(i — 1) + j + 2].dsul = 2
se verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jJ.vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 1].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 2].vermelho = 1 entao
verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(: — 1) 4+ j + 2].vermelho = 1
senao
d=Nef=V
para j = (2i — 2) faga
i
verticeliist[1 + 44
verticeliist[1 + 44
verticeList[1 + 44 (i
verticeList[1 +4i(i — 1) 4+ j 4+ (8(i + 1) — 4))].dsul = 2
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1 ou

i — 1)+ j].dnorte = 2
i—1)+j+ 1].dnorte = 2
— 1)

' +j+1].dsul =2

~—~

verticeList[l +4i(i — 1)+ j + (8(i + 1) — 4))/.vermelho = 1 entao

verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1

verticeList[1 4+ 4i(¢ — 1) + j + (8(¢ + 1) — 4))].vermelho = 1

senao
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d=0ef=A4

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].doeste = 1

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — (8¢ — 7)].dleste = 1

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].azul = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — (8 — 7)/.azul = 1 entao

verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) +j — (8 — 7)].azul =1
senao
d=0ef=V
para j = 1 faga

verticeliist[1 + 44
verticeList[1 + 44
[

i — 1)+ j].doeste = 2
+j — (8 — 7)].dleste = 2
verticeList[1 + 44 +j — (8 — 7)].doeste = 2
verticeList[1 +4i(i — 1) +j — (8 — 7) — 1].dleste = 2
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — (8 — 7)].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — (8 — 7) — 1/.vermelho = 1 entao
verticelist[1 + 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — (8 — 7)].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — (8¢ — 7) — 1].vermelho = 1
senao
d=0ef=V
para j=2,..(2i —3) ei=3,... faga
|

verticeList|1 + 44(2

7 —

]

1)
1)

e e e e

[ (i — 1) + j].doeste = 2
verticelist[1 + 4i(i — 1) 4+ j — (8 — 7)].dleste = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j — (8¢ — 7)].doeste = 2
verticeList[1 +4i(i — 1) +j — (8t = 7) — (8(i — 1) — 7)].dleste = 2
se verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jJ.vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — (8 — 7).vermelho =1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1)+ 7 — (8 — 7) — (8(: — 1) — 7)/.vermelho = 1 entao
verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j — (8¢ — 7)].vermelho =1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) +j — (8i = 7) — (8(i — 1) — 7)].vermelho = 1
senao

1
1
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1d=0ef=V
2 para j = (2i — 2) faga
3 t ;
4 verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].doeste = 2
5 verticeList[l 4+ 4i(i — 1) 4+ j — (8 — 7)].dleste = 2
6 verticeList[l 4+ 4i(i — 1) 4+ j — (8¢ — 7)].doeste = 2
7 verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j — (8 — 7) + 1].dleste = 2
8 se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.vermelho =1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — (8¢ — 7)J.vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — (8¢ — 7) + 1].vermelho = 1 entao
9 | verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho =1
verticeList[1l 4+ 4i(: — 1) 4+ j — (8 — 7)].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — (8 — 7) + 1].vermelho = 1
10 senao
nmnd=Sef=A4
12 verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].dsul =1
13 verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j — 1].dnorte = 1
14 Caso verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].azul = 1 ou
verticeList[1 4+ 4i(¢ — 1) 4+ j — 1].azul = 1 verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].azul
= 1 verticeList[1 + 4i(i — 1) + j — 1].azul =1

Coordenada (i,7), é o ponto nordeste, temos que P = 1 + 4i(i — 1 + j), com
j=(2i—1)
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d=Sef=V
para j = 1 faga
verticelist[1 + 4i(i — 1) 4 j].dsul = 2
verticeList[1 + 4i(i — 1) 4+ j — 1].dnorte = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — 1].dsul = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) +j — 1 + (8 — 1)].dnorte = 2
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 1].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1 + (8 — 1)/.vermelho = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(¢ — 1) + j — 1].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — 1 + (8 — 1)].vermelho =1
senao
d=Sef=V
para j = 2,..(2i — 2) faga
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].dsul = 2
verticeliist[1 + 4i(i — 1) 4+ j — 1].dnorte = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j — 1].dsul = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j — 2].dnorte = 2
se verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jJ.vermelho = 1 ou
verticeList[l +4i(i — 1) + j — 1].vermelho =1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 2].vermelho = 1 entao
verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1
verticeList[1 4 4i(¢ — 1) + j — 1].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — 2].vermelho = 1
senao
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PONTO NORDESTE
d=Left=A
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].dleste =1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j 4+ (8(¢ + 1) — 7))].doeste = 1
se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.azul = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1)+ j 4+ (8(i+ 1) — 7))/.azul = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 jl.azul =1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) +j + (8(i + 1) — 7))].azul = 1
senao
d=Let=V
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j].dleste = 2
verticeList[1 + 4i(i — 1) 4+ j + (8(i + 1) — 7))].doeste = 2
verticeList[1 +4i(i — 1) +j + (8(i + 1) — 7))].dleste = 2
verticeList[1 +4i(i — 1) +j 4+ (8(i +1) — 7)) 4+ (8(i + 2) — 7))].doeste = 2
se verticeList[l + 4i(i — 1) + jJ.vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + (8(i + 1) — 7)) /.vermelho = 1 ou
verticeList[l +4i(i — 1) +j+ (8(i+1) = 7)) + (8(i +2) — 7)) /.vermelho = 1
entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j + (8(¢ + 1) — 7))].vermelho = 1
verticeList[1 +4i(i — 1) +j 4+ (8(i + 1) — 7)) + (8(¢ + 2) — 7))].vermelho
—1
senao
d=Nef=A4
verticeliist[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].dnorte = 1
verticeList[1 +4i(i — 1) +j 4+ (8(¢ + 1) — 5)].dsul =1
se verticeList[l + 4i(i — 1) + jJ.azul=1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + (8(i + 1) — b)/.azul = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) +j + (8(i + 1) — 5)].azul =1
senao

71—
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d=Nef=V
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].dnorte = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j 4+ (8(i + 1) — 5)].dsul = 2
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j 4 (8(i + 1) — 5)].dnorte = 2
verticeList[1 +4i(¢ — 1) +j 4+ (8(: + 1) = 5) + (8(i +2) — 5))].dsul = 2
se verticeList[l + 4i(i — 1) + jJ.vermelho = 1 ou
verticeList[l +4i(i — 1) + j + (8(i + 1) — 5)/.vermelho =1 ou
verticeList[l +4i(i — 1)+ 7+ (8(¢ + 1) —5) + (8(: + 2) — 5))/.vermelho = 1

entao

verticeList[1 4 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j 4+ (8(¢ + 1) — 5)].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) +j + (8(¢ + 1) — 5) 4+ (8(i + 2) — 5))].vermelho
=1
senao
d=0Oef=A

verticeliist[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].doeste = 1
verticeList[1 + 4i(i — 1) 4+ j + 1].dleste = 1
se verticeList[l + 4i(i — 1) + jJ.azul = 1 ou
verticeList[l +4i(i — 1) + j + 1].azul = 1 entdo
verticeList[1 4+ 4i(7 — 1) + jl.azul = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j + 1].azul =1

senao

d=0ef=V

verticeList[1 4 4i(i — 1) + j].doeste = 2

verticeliist[1 + 4i(i — 1) 4+ j + 1].dleste = 2

verticeliist[1 + 4i(i — 1) 4+ j + 1].doeste = 2
(i

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j + 2|.dleste = 2
se verticeList[l + 4i(i — 1) + jJ.vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 1].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 2].vermelho entao
verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho =1
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4+ j + 2].vermelho = 1

senao
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1d=Sef=4
2 verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].dsul =1
3 verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].dnorte = 1
4 se verticeList[l +4i(i — 1) + jJ.azul =1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao
5 | verticeList[l + 4i(i — 1) + jl.azul =1
verticeList[1 4+ 4i(: — 1) + j — 1].azul =1
6 senao
7rd=Sef=V
8 verticelist[l + 4i(i — 1) + j].dsul = 2
9 verticeList[1 4+ 4i(i — 1) + j — 1].dnorte = 2
10 verticeList[1l 4+ 4i(i — 1) 4+ j — 1].dsul = 2
11 verticelist[l + 4i(i — 1) + j — 2].dnorte = 2
12 se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 1].vermelho = 1 ou
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 2].vermelho = 1 entao
13 | verticeList[1 + 4i(i - 1) + j].vermelho = 1 verticeList[l 4+ 4i(i- 1) + j -
1].vermelho = 1 verticeList[1 + 4i(i - 1) + j - 2].vermelho = 1

14 senao

por simetria os casos dos pontos do Norte, Noroeste, oeste, Suldoeste e Suldeste
seguem 0 mesmo padrao
Uma func¢ao importante é o teste de existéncia de possivel sorteio num determi-

nado sitio para um fluido azul ou fluido vermelho

Teste Possiveis Vizinhos

Para fazer esse teste num ponto P qualquer precisamos verificar se
verticeList|P|.dleste = 0 ou verticeList[P].doeste = 0 ou verticeList[P].dnorte =
0 ou verticeList|P|.dsul = 0. Se pelo menos uma dessas condigbes é verdadeira,
o teste éverdadeiro. Sendo assim, nos podemos ficar fazendo sorteios, de direcao e

fluido, até que num determinado momento, nés tenhamos um sorteio valido.

Sorteios Validos

Supondo que o testePossivelVizinho para um vértice P seja verdadeiro, ou seja,
existe sorteios validos. Noés ficamos fazendo sorteios até obtermos um sorteio valido.

Abaixo segue o pseudocodigo para termos um sorteio valido:
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TestePossivelVizinho(P) = verdade
SorteioValido = falso
enquanto SorteioValido = falso faga
‘ Sorteio direcao = d, sorteio fluido = f
fim
SorteioV alido = falso:
para P = (i,—i+1),sed=L e f = A e verticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sorteioV alido = verdade
senao
fim
faca
fim
sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sorteiovalido = verdade
senao
fim
sed= N e f=A e verticeList/[P].dnorte = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao

fim

sed= N e f=V ewverticeList[P].dnorte = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade

senao

fim

sed=0 e f=A ewverticeList[P].doeste = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade
senao
fim
sed=0 e f=1V ewverticeList[P].doeste = 0 e verticeList[P — 1].doeste = 0
entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
fim
sed=S e f= Aentao
‘ sorteitovalido = verdade
senao
fim

sed=S e f=1V entao
‘ sortetovalido = verdade
senao

fim
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Pseudo-cédigo para encontrar sorteio valido

[uny
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para P ¢é um ponto a leste do nivel i diferente de (i,—i+ 1), se d= L e
f = A e verticeList[P].dleste = 0 entao

‘ sorteioV alido = verdade

senao

faca

sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste= 0 e verticeList/P + 8i + 1].dleste
= 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=N e f=A e verticeList/[P].dnorte = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=N e f =V ewverticeList[P].dnorte = 0 e verticeList[P + 1].dnorte
= 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao

sed=0 e f=A e wverticeList/P].doeste = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao

sed=0 e f=V ewverticeList[P].doeste =0 e
verticeList[P — 8i + 7].doeste = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=S e f=A ewverticeList[P].dsul = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=S e f=1V ewerticeList/P].dsul = 0 e verticeList[P — 1].dsul =0 e
entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
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para P ¢é o ponto NE = (i,i), se d = L e f = A e verticeList[P].dleste = 0
entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

faca

sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao

sed= N e f=A e verticeList/[P].dnorte = 0 entao
‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed= N e f=V ewerticeList[P].dnorte =0 e
verticeList[P + 8i + 3].dnorte = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=0 e f=A entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=0 e f=1V entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=S e f=A everticeList/[P].dsul = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao

sed=S e f=V ewverticeList[P].dsul = 0 e verticeList[P — 1].dsul =0
entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao
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para P é um ponto a norte do nivel i,se d=L e f=A e
verticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sorteioV alido = verdade
senao
fTaga
sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 e verticeList[P — 1].dleste= 0
entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
sed= N e f=A everticeList/P].dnorte = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
sed=N e f =V ewverticeList[P].dnorte = 0 entdo

‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=A ewverticeList[P].doeste = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=1V ewverticeList[P].doeste = 0 e verticeList[P + 1].doeste = 0
entao

‘ sorteiovalido = verdade
senao
sed=S e f=A ewerticeList/[P].dsul = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade
senao
sed=S e f=V ewverticeList[P].dsul = 0 e verticeList[P — 8 + 5].dsul
= 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
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para Case P é o ponto NO = (—i,i),sed=Lef=Ae
verticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sorteiovalido = verdade
senao
fTaga
sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 e verticeList[P — 1].dleste = 0
entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
sed= N e f=A everticeList/P].dnorte = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
sed=N e f =V ewverticeList/P].dnorte =0 e

verticeList[P + 8i + 3].dnorte = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade
senao
sed=0 e f=A ewverticeList/P].doeste = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=V ewverticeList[P].doeste =0 e

verticeList[P + 8i + 5].doeste = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=S e f=A ewverticeList/[P].dsul = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=S e f=1V ewerticeList/P].dsul = 0 e verticeList/P + 1].dsul = 0
entao
‘ sortetovalido = verdade

senao
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para P é um ponto a oeste do nivel i, se d=L e f = A e
verticeList[P].dleste = 0 entao

‘ sorteioV alido = verdade

senao

faca

sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 e verticeList[P — 8i + 3].dleste
= 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao

sed= N e f=A everticeList/P].dnorte = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
sed=N e f=V ewverticeList[P].dnorte = 0 e verticeList[P — 1].dnorte

= 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=A e wverticeList/P].doeste= 0 entao

‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=V ewverticeList[P].doeste =0 e

verticeList[P + 8i + 5].doeste = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=S e f=A ewverticeList/[P].dsul = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=S e f=1V ewerticeList/P].dsul = 0 e verticeList/P + 1].dsul = 0
entao
‘ sortetovalido = verdade

senao
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para Case P é o ponto SO = (—i,—i),sed=Lef=Ae
verticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sorteiovalido = verdade
senao
fTaga
sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 e verticeList[P + 1].dleste = 0
entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
sed= N e f=A everticeList/P].dnorte = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade

senao
sed=N e f=V ewverticeList[P].dnorte = 0 e verticeList[P — 1].dnorte

= 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=A ewverticeList/P].doeste = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=V ewverticeList[P].doeste =0 e

verticeList[P + 8i + 5].doeste = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=S e f=A ewverticeList/[P].dsul = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed= S e f=V ewverticeList/P].dsul = 0 e verticeList/P + 8i + 7].dsul = 0
entao
‘ sortetovalido = verdade

senao

43




10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

para P é um ponto a sul do nivel i, se d=L e f=A e
verticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sorteioV alido = verdade
senao
fTaga
sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao

sed= N e f=A e verticeList/[P].dnorte = 0 entao

‘ sortetovalido = verdade
senao
sed= N e f=V ewerticeList[P].dnorte =0 e

verticeList[P + 8i — 1].dnorte = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=A ewverticeList[P].doeste= 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=1V ewverticeList[P].doeste = 0 e verticeList[P — 1].doeste = 0
entao
‘ sorteiovalido = verdade
senao
sed=S e f=A ewerticeList/[P].dsul = 0 entao
‘ sorteiovalido = verdade
senao
sed=S e f=1V ewerticeList[P].dsul = 0 e verticeList[P + 8i + 7].dsul = 0
entao
‘ sortetovalido = verdade

senao
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para Case P é o ponto SE = (i,—i),sed=Lef=Ae
verticeList[P].dleste = 0 entao
‘ sorteiovalido = verdade
senao
fTaga
sed=1L e f=V ewverticeList[P].dleste = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed= N e f=A e verticeList/[P].dnorte = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade

senao

sed= N e f=V ewerticeList[P].dnorte =0 e

verticeList[P — 8i + 1].dnorte = 0 entao

‘ sorteiovalido = verdade
senao
sed=0 e f=A ewverticeList[P].doeste = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade
senao
sed=0 e f=1V ewverticeList[P].doeste = 0 e verticeList[P — 1].doeste = 0

entao

‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=S e f=A ewerticeList/[P].dsul = 0 entao
‘ sorteiovalido = verdade

senao

sed=S e f=V ewverticeList[P].dsul = 0 entao
‘ sortetovalido = verdade

senao

4.0.5 Atualiza Clusters do nivel ¢

Ao simular os pontos do nivel 7, pode se ter uma alteracao nas variaveis de cluster
azul e vermelho para pontos dos niveis 1 — 2 e ¢ — 1 e do proprio nivel i. Sendo

assim, faz-se necessario atualizar essas variaveis de cores dos clusters dos pontos

desses niveis. Abaixo descrevemos como se faz isso:

PARA j =1,...,(8¢ — 1) Testar se o ponto 1+ 4i(i — 1) + j do nivel i tem algum

vizinho com elo vermelho entre eles e se um desses vizinhos pertence ao cluster
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vermelho. Se isso for verdade, a variavel cluster vermelho desse ponto deve valer 1.
O pseudo cédigo para ATUALIZAR O NIVEL i fica:

1 para j = 1,2i — 2 faga

2 Execute

3 fim

a;

5 se verticeList[l +4i(4i — 1) + jlazul =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4 j/.dnorte = 1 entao

6 ‘ verticeList[1 + 4i(4i — 1) 4+ j + 1].azul = 1]

7 senao

8 fim

9 se verticeList[l + 4i(4i — 1) + jJ.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4 j/.dnorte = 2 entao

10 ‘ verticeList[1 4+ 4i(4i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1]

11 senao

12 fim

1 para j = (20 —1),...(4i — 2) faga

2 t Execute

33

4 se verticeList[l + 4i(4i — 1) + jl.azul =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) + j/.doeste = 1 entdo

5 ‘ verticeList[1 4+ 4i(4i — 1) 4+ j + 1].azul = 1]

6 senao

7 se verticeList[l + 4i(4i — 1) + jJ.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) + j/.doeste = 2 entao

8 ‘ verticelist[1 4+ 4i(4i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1]

9 senao

46



para j = (4i —1),...(6i — 2) faca
t Execute
se verticeList[l + 4i(4i — 1) + jjl.azul = 1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) + j/.dsul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + j + 1].azul = 1]
senao
se verticeList[l 4+ 4i(4i — 1) + jJ.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4 j].dsul = 2 entao
‘ verticeList[1 4 4i(4i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1]

senao

10

11

12

13

14

15

para j = (61 — 1),...(8¢ — 2) faga
L Execute

se verticeList[l + 4i(4i — 1) + jl.azul =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) + j/.dleste = 1 entao
‘ verticeList[1 4 4i(4i — 1) 4+ j + 1].azul = 1]

senao

se verticeList[l 4+ 4i(4i — 1) + jJ.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) + j/.dleste = 2 entao

‘ verticeList[1 + 4i(4i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1]
senao
se verticeList[l + 4i(4i — 1) + (8¢ — 1)J.azul =1 e

verticeList[l + 4i(4i — 1) + (8¢ — 1)/.dnorte = 1 entao
‘ verticeList[1 4+ 4i(4i — 1) + 1].azul = 1]

senao

se verticeList[l + 4i(4i — 1) + (8 — 1)/.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) + (8¢ — 1)/.dnorte = 2 entao
| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 1].vermelho = 1]

senao

Agora vejamos o codigo no sentido inverso
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para j =1,2i — 2 faca
Execute

fim

se verticeList[l + 4i(4i — 1) + 81 — jl.azul =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4+ 8i — j].doeste = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 8i — j — 1].azul = 1]

senao

fim

se verticeList[l + 4i(4i — 1) + 81 — jJ.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4+ 8i — j].doeste = 2 entao
| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 8i — j — 1].vermelho = 1]

10
11 senao
12 fim
1 para j = (2t — 1),...(4i — 2) faga
2 t Execute
3
4 se verticeList[l +4i(4i — 1) + 8 — jl.azul =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4+ 8i — j/.dnorte = 1 entao
5 | verticeList[l + 4i(4i — 1) +8i — j — 1].azul = 1]
6 senao
7 se verticeList[l 4+ 4i(4i — 1) 4+ 8i — jJ.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4+ 8i — j].dnorte = 2 entao
s | verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 8i — j — 1].vermelho = 1]
9

senao
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para j = (41 — 1), ..., (6 — 2) faca
t Execute

se verticeList[l + 4i(4i — 1) + 81 — jl.azul =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4+ 8i — j/.dleste = 1 entdo

| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 8i — j — 1].azul = 1]
senao
se verticeList[l + 4i(4i — 1) + 8i — j/.vermelho =1 e

verticeList[l + 4i(41 — 1) + 81 — j/.dleste = 2 entao
| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 8i — j — 1].vermelho = 1]

senao

10

11

12

13

14

15

para j = (61 — 1),...(8¢ — 2) faga
L Execute

se verticeList[l + 4i(4i — 1)8i — jl.azul =1 e
verticeList[l + 4i(41 — 1) + 81 — j/.dleste = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 8i — j — 1].azul = 1]

senao

se verticeList[l + 4i(4i — 1) + 8i — j/.vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) 4+ 8i — j/.dsul = 2 entao

‘ verticeList[1 + 4i(4i — 1) 4+ 8 — j — 1].vermelho = 1]
senao
se verticeList[l + 4i(4i — 1) + 1].azul =1 e

verticeList[l + 4i(4i — 1) 4+ 1/.dsul = 1 entao
‘ verticeList[1 4 4i(4é — 1) 4 8i].azul = 1]
senao
se verticeList[l + 4i(4i — 1) + 8i].vermelho =1 e
verticeList[l + 4i(4i — 1) + 8i/.doeste = 2 entao
| verticeList[1 + 4i(4i — 1) + 1].vermelho = 1]

senao

Também deve ser feito o teste de se existe um elo azul entre esse ponto e algum

de seus vizinhos e se um desses pontos pertence ao cluster azul, caso isto ocorra a

variavel cluster azul do ponto em questao deve valer 1.

FIM PARA

Para realizar o teste acima, tém-se que fazer o teste com os pontos a leste do
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nivel i, depois o ponto NE, os pontos ao norte, o ponto NO, os pontos a oeste,
o ponto SO, os pontos a sul e o ponto SE. Nés temos que fazer a separacao nos
casos acima, pois os vizinhos nas listas de vértices tem regras diferentes dependendo

dessas situacoes.

Nivel 0

Neste nivel s6 temos um ponto, o ponto 0 na lista de vértices que corresponde ao

ponto com coordenadas (0,0). A atualizacdo do cluster é feito da seguinte forma.

1 se verticeList[0].dleste = 1 e verticeList[l].azul = 1 entao
| verticeList[0.azul = 1]
senao

fim

se verticeList[0].dnorte = 1 e verticeList[3].azul = 1 entao
| verticeList[0.azul = 1]

senao

fim

9 se verticeListf0].doeste = 1 e verticeList/5].azul = 1 entao
10 | verticeList[0.azul = 1]

11 senao

[Z- )

N o oA

®

12 fim

13 se verticeListf0].dsul = 1 e verticeList[T].azul = 1 entao
14 | verticeList[0.azul = 1]

15 senao

16 fim

17 se verticeList/0].dleste = 2 e verticeList[l].vermelho = 1 entao
18 | verticeList[0.vermelho = 1]

19 senao

20 fim

21 se verticeList/0].dnorte = 2 e verticeList[3].vermelho = 1 entao
22 verticeList[0.vermelho = 1]

23 sSenao

24 fim

25 se verticeList/0].doeste = 2 e verticeList[5].vermelho = 1 entao
26 | verticeList[0.vermelho = 1]

27 senao

28 fim

29 se verticeList0].dsul = 2 e verticeList[7].vermelho = 1 entao
30 | verticeList[0.vermelho = 1]

31 senao

32 fim

20



Nivel ¢ maior que 2

Nesse caso os pontos do nivel 7, sdo expressos da forma padrao Pj = 14+4i(i—1)+7
comj=0,..(8—1)

Comecamos com j =0

1 para j =1,..,(2i — 2) (‘agora é a etapa dos pontos a leste faga
2 se verticeList[l + 4i(i — 1)].dleste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ 8i + 1].azul = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1)].azul =1

4 senao
5 se verticeList[l + 4i(i — 1)].dnorte = 1 e verticeList[l + 4i(i — 1) + 1/.azul
= 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(7 — 1)].azul =1
7 senao

8 se verticeList[l + 4i(i — 1)].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) — 8 + 7/.azul = 1 entao
o | verticeList[l + 4i(i — 1)].azul = 1

10 senao

11 se verticeList[l + 4i(i — 1)].dsul = 1 e verticeList[l + 4i(i — 1) 4 8i].azul = 1
entao

12 | verticeList[l + 4i(i — 1)].azul =1

13 senao

14 se verticeList[l + 4i(i — 1)].dleste =2 e

verticeList[l + 4i(i — 1) + 8i + 1].vermelho = 1 entao
15 | verticeList[l + 4i(¢ — 1)].vermelho = 1
16 senao

17 se verticeList[l + 4i(i — 1)].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ 1].vermelho = 1 entao
18 | verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho =1
19 senao
20 se verticeList[l + 4i(i — 1)].doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) — 8i + 7].vermelho = 1 entao
21 verticeList[1 4 4i(i — 1)].vermelho = 1
22 senao
23 se verticeList[l + 4i(i — 1)].dsul = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ 8i — 1/.vermelho = 1 entao
24 | verticeList[l 4 4i(i — 1)].vermelho = 1
25 senao
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para j =1,...,(2i —2) (agora é a etapa dos pontos a leste faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j 4+ 8 + 1].azul = 1 entao
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 1].azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao

10

11

12
13

14

15
16

17

18
19

20

21
22

23

24
25

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 8i + 7].azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1

senao

se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.dsul =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 8 — 1/.azul = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8 + 1].vermelho = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j 4+ 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 8i + 7].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho = 1

senao
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para j = (2i — 1) ponto NE faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j 4+ 8 + 1].azul = 1 entao
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao

10

11

12
13

14

15
16

17

18
19

20

21
22

23

24
25

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 1/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1

senao

se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.dsul =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8 + 1].vermelho = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

23




para j = 2i,...,(4i — 2) (agora é a etapa dos pontos ao norte faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l +4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao

10

11

12
13

14

15
16

17

18
19

20

21
22

23

24
25

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 1/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1

senao

se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.dsul =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 8 + 5/.azul = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].vermelho = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 8i + 5].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho = 1

senao
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para j = (4i — 1) (agora é a etapa do ponto NO faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l +4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao

10

11

12
13

14

15
16

17

18
19

20

21
22

23

24
25

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 81 + 5/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1

senao

se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.dsul =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 1/.azul = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].vermelho = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 8i + 5].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j 4+ 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho = 1

senao
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para j = 4i,..., (6 — 2) (agora é a etapa dos pontos a oeste faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l +4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao
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se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 1/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1

senao

se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.dsul =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 8 + 5/.azul = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].vermelho = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8i + 3/.vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 8i + 5].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho = 1

senao
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para j =61 —1 (agora é a etapa do ponto SO faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l +4i(i — 1) + j + 1].azul = 1 entdo
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao
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se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 81 + 5/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1
senao
se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.dsul =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8 + 7/.azul = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 61 + 1].vermelho = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 8i + 5].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j 4 8i + 7].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho = 1
senao
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para j = 6i, ..., (8 — 2) (agora é a etapa dos pontos ao sul faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l +4i(i — 1) + j + 1].azul = 1 entdo
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 8i + 1/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao
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se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1

senao

se verticeList[l +4i(i — 1) + jl.dsul =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8 + 7/.azul = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1 entao

verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 8i + 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1

senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j 4 8i + 7].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho = 1

senao

o8




para j = (8i — 1) (agora € a etapa do ponto SE faga
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =1 e
verticeList[l +4i(i — 1) + j + 1].azul = 1 entdo
verticeList[l 4+ 4i(i — 1) + jl.azul = 1

4 senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dnorte =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 8i + 1/.azul = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) 4 jl.azul = 1

7 senao
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se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].doeste =1 e
verticeList[l + 4i(i — 1) + j — 1].azul = 1 entao

| verticeList[1 + 4i(i — 1) + jl.azul = 1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =1 e

verticeList[l + 4i(i — 1) + j + 8 + 7/.azul = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].azul =1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dleste =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j + 1].vermelho = 1 entao
verticeList[1 4+ 4i(i — 1) 4 j].vermelho = 1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j].dnorte =2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) — j + 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1
senao
se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.doeste = 2 e
verticeList[l + 4i(i — 1) 4+ j — 1].vermelho = 1 entao
| verticeList[1 + 4i(i — 1) + j].vermelho = 1
senao

se verticeList[l + 4i(i — 1) + j/.dsul =2 e

verticeList[l + 4i(i — 1) + j 4 8i + 7].vermelho = 1 entao

| verticeList[1 + 4i(i — 1)].vermelho = 1
senao

29




Nivel 1

O nivel ¢ = 1 pode ser feito pelo caso acima, considerando que nao temos os pontos
a leste. Ou seja, se o nivel ¢ é igual a 1, coloca-se um desvio na etapa dos pontos ao

leste, nao entrando nesse laco de repeticao.

4.0.6 ATUALIZA CLUSTERS ATE O NIVEL i

Um fato a se observar é que apés diversas simulagoes de niveis poderemos ter mais
de um cluster de qualquer uma das cores que nao tocam a origem, e poderemos ter
somente um de cada cor que toca também a origem. Ao simular o nivel ¢ pode-se
ligar mais de um cluster ao cluster que toca a origem. Esse fendomeno pode provo-
car a necessidade de atualizar os vértices até o nivel 1. O algoritmo ATUALIZA
CLUSTERS ATE O NIVEL i, como o nome diz atualiza todos os vértices que néo
pertenciam ao cluster da origem ao cluster da origem, onde essa ligacao fica estabe-
lecida na simulagao do nivel 7. Nesta subsecao destacamos uma parte de potencial
expansao e aprofundamento em relacdo ao escopo do algoritmo proposto. A fun-
cdo ATUALIZA CLUSTERS ATE O NIVEL i, embora tenha sido planejada para
ser integrada como parte vital do processo, nao foi abordada neste trabalho devido
as limitacoes de tempo e recursos. No entanto essa lacuna nao apenas apresenta
oportunidades empolgantes para investigagoes futuras, mas também pode impactar

positivamente os resultados e a eficacia geral do algoritmo proposto.
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Capitulo 5
Conclusao

Em suma, a presente dissertacao explorou avangos na simulacao de um modelo de
percolacao de elos abertos com dois fluidos e interdependéncia espacial. Ao longo
deste estudo foi desenvolvido uma estrutura de dados, que armazena as informagoes
dos sorteios que aconteceram nas coodernadas de um espiral, e comegamos a desen-
volver a funcado que atualiza os clusters e avalia se houve percolacdo. O que permite
uma analise detalhada das propriedades emergentes desse sistema complexo.

Os resultados obtidos nao apenas contribuem para uma compreensao mais pro-
funda do modelo adotado, mas também abrem caminho para aplicagoes praticas que
podem ser nos mais diversos campos como da engenharia, fisica, geologia e estudo
de fluxo em meios porosos.

No entanto, é importante ressaltar que, embora este trabalho tenha alcancado
resultados promissores, ainda ha espaco para aprimoramentos e extensoes futuras.
A incorporacao de fatores adicionais, como o uso de redes neurais para investigagao
da probabilidade de percolacao, ou a consideracao de outras geometrias como por
exemplo as redes hexagonais

Em ultima andlise, esta dissertagdo ressalta a importancia continua da pesquisa
em modelos de percolagao e sua relevancia para a compreensao de fenémenos com-
plexos em sistemas naturais e tecnolégicos. Ao fornecer uma ferramenta poderosa
para explorar a dindmica de sistemas de percolagao de elos abertos e dependéncia
espacial, este estudo oferece uma contribuicao significativa para o avanco da cién-
cia e abre novos horizontes para investigagdes futuras nessa emocionante area de

pesquisa
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