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Resumo

Neste trabalho, nosso objetivo é estabelecer a existéncia de solugoes positivas e

radialmente simétricas para uma classe de problemas elipticos semilineares da forma:
~Au=g(u) em RY

onde N > 3 e a nao linearidade g : R — R é uma fungao continua com crescimento
critico, satisfazendo condi¢oes do tipo Berestycki-Lions. Para alcancar esse objetivo,
faremos uso de um resultado importante na literatura conhecido como o Lema de Com-
pacidade de Strauss, que desempenha um papel fundamental quando a nao linearidade
g nao necessariamente é poténcia. Além disso, provaremos que a solu¢ao obtida é uma

solugao de energia minima e tem decaimento exponencial.

Palavras-chave: Funcoes radiais; Lema de compacidade de Strauss; Crescimento

critico; Solugao de energia minima.



Abstract

In this work, our objective is to establish the existence of positive and radially

symmetric solutions for a class of semilinear elliptic problems of the form:
—Au=g(u) in RY,

where N > 3, and the nonlinearity g : R — R is a continuous function with critical
growth, satisfying conditions of the Berestycki-Lions type. To achieve this goal, we will
make use of an important result in the literature known as the Strauss Compactness
Lemma, which plays a fundamental role when the nonlinearity ¢ is not necessarily a
power function. Furthermore, we will prove that the obtained solution is a minimal

energy solution and exhibits exponential decay.

Keywords: Radial functions; Strauss compactness lemma; Critical growth; Minimal

energy solution.



Sumario

Introducao

1 Preliminares
1.1 Alguns Resultados Cléssicos
1.2 Identidade de Pohozaev . .

2 Lemas de Compacidade

2.1 Funcgoes radialmente simétricas . . . . . .. .. ...
2.2 O Lema de Compacidade de Strauss . . . . . . .. .. ... ......

2.3 Simetrizacao de Schwarz . .

3 Aplicagao

3.1 Um resultado do tipo Berestycki-Lions . . . . . .. . ... ... ....

3.1.1 Existéncia de minimizador . . . . . . . . . . .. . .. ... ...

3.1.2  Solugdo de energia minima . . . . . .. ...
3.1.3 Geometria do Passo da Montanha . . . . . . . . . .. ... ...

3.1.4 Regularidade e comportamento assintotico da solugao . . . . . .

A Alguns resultados basicos

A.1 Funcgoes suavizantes e regularizagoes . . . . . . . . . . . ... ... ..

A.2 Espagos de Holder e Espagos de Sobolev . . . . . . . .. ... ... ..

A.3 Alguns Teoremas de Convergéncia . . . . . . . . ... .. .. .. ....

A.4 Lemas auxiliares elementares

Referéncias Bibliograficas

viil

12
12
20
23

26
26
30
40
44
49

57
57
o8
60
61

63



Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e B, denota a bola aberta de raio r centrada na origem.

e O C RY denota um conjunto aberto.

e 0() denota a fronteira de (2.

e w, denota a medida da esfera unitaria SV~ " de RY.

e p* denota o expoente critico de Sobolev.

e C°(2) denota o espago das fungdes testes.

e D'?(Q) denota o espaco das funcdes u € L* (Q) tais que |Vu| € L*(Q).
o C"(Q) denota o espacgo de Hélder.

e W*P(Q) denota o espaco de Sobolev.

o WEP(Q) denota o fecho de C® () em WHP(Q).

e H'(Q) denota o subespaco de H'(f2) das funcdes radialmente simétricas.

T

e H71(Q) denota o espaco dual de Hj ()

e || - || - denota a norma euclidiana.
e || - ||, - denota a norma usual do espago LP(€2).
® || - ||cka(q) - denota a norma usual do espago Ch(Q).

X



® || - |lwrr() - denota a norma usual do espago Whr(Q).

e Dizemos que f = O(g) quando x — x, se existe C' > 0 tal que

)
1 LA N
A gy =

e Dizemos que f = o(g) quando = — x, se

@)

= 0.
w2 |g()]




Introducao

Na teoria das Equagoes Diferenciais Parciais (E.D.P.), algumas equagoes ganham
notoriedade devido a necessidade de serem resolvidos problemas da propria Matematica

e de areas afins, em especial, da Fisica. A equagao nao linear da forma
—Au=g(u) em RV, (1)

é um exemplo cléssico e aparece em problemas que envolvem a equagao de Schrodinger
e a equagao de Klein-Gordon, ambas relacionadas a mecanica quantica [16, 17]. Mais
especificamente, Floer e Weinstein em [10], garantiram que se procurarmos solugoes do
tipo

U(x,t) = e Fly(x), t>0, zeRY,

também conhecidas como "standing waves", onde E é uma constante da mecéanica

quantica, para a equagao de Schrodinger nao linear

2
th¥, = —h—A\I/ + V(z)¥ — 7|\I/|2\11,
2m

em que h,m,~y sao constantes e V' é um potencial limitado, obtemos que u(x) deve ser

solugao da equagao nao linear
~Au+V(z)u=|ufu em RY.

De maneira geral, a analise da equagao (1) pode ser abordada de diferentes formas,
ao serem consideradas algumas condigoes sobre a funcao g ¢ a dimensao do espago.
Nesse contexto, na década de 80, Berestycki e Lions, em [2], estabeleceram a existéncia
de solugao do tipo 'ground state’ para a equagao (1), quando N > 3 e g satisfaz as

seguintes hipoteses:
(BLy) g € C(R;R) é impar;

(BLy) —o0 < liminf@ < 1imsup@ = —a < 0;
5—0 S s—0 S

(BLs) limsup % < 0;
s—+4o0 |5|m



Introducao

o
(BL,) Existe & > 0 tal que G(&) = / g(t)dt > 0.
0

Para N = 2, Berestycki, Gallouét e Kavian, em [1], obtiveram resultados de existén-
cia de solugao radial positiva para a equagao (1) quando a funcao g satisfaz condigoes
semelhantes.

Em ambos os trabalhos mencionados anteriormente, considerou-se o cenario em que

g possui crescimento subcritico. Nesse contexto, a compacidade da imersao
H; (RY) — LY(RY),

em que 2 < p < 2%, permitiu a aplicacao de métodos variacionais convencionais para a
obtencao do resultado de existéncia de solu¢ao. No entanto, para o caso critico, a perda
de compacidade da imersao torna o trabalho mais desafiador, destacando a necessidade
de um resultado mais abrangente.

Observamos que outros matematicos ja haviam abordado problemas relacionados
a solugoes radiais de equagoes diferenciais. Em 1977, Walter Strauss em [17], obteve
o famoso Lema de Compacidade, que, além da imersao mencionada anteriormente,
também contribuiu para estabelecer a existéncia de solugdes radiais para a equagao (1)
nos casos em que a nao linearidade g nao necessariamente é uma poténcia.

Dessa forma, com base em [20], o objetivo deste trabalho é estabelecer resultados
de existéncia de solugoes positivas e radialmente simétricas para a equagao (1), onde
N > 3 e a nao linearidade ¢g : R — R é continua, possui crescimento critico e satisfaz

as seguintes condigoes:

(91) g € C(R;R) ¢é impar;

(92) lir%@ = —a < 0;
s—0 §
(g3) lim ) _ > 0;

s——+00 52*_1

(g94) Existem C' > 0 e g < 2" tais que

g(s) — pus® Tt +as > Cs7, Vs > 0.

Para atingir esse objetivo, empregaremos o Lema de Compacidade de Strauss e
demonstraremos que a solu¢ao obtida é uma solugao de energia minima. Além disso,
mostraremos que o nivel de energia minima coincide com o valor do passo da montanha
do funcional associado & equacao. Com esse proposito, dividimos a apresentacao deste

trabalho da seguinte forma:



Introducao

No Capitulo 1, apresentaremos como preliminares, alguns resultados cléssicos, a
saber, o Principio do Maximo e Teorema do Multiplicador de Lagrange. Além disso,
demonstraremos a Identidade de Pohozaev, para o caso ilimitado, que garante a nao
existéncia de solugdo para a equagao (1) sob certas condigdes na néo linearidade g.

No Capitulo 2, introduziremos as fungoes radiais e mostraremos lemas importantes
que tratam de boas propriedades dessa classe de fungoes. Dentre algumas dessas pro-
priedades estao resultados de compacidade, em especial, uma versao do ja mencionado
Lema de Strauss, devido a [2].

No Capitulo 3, como aplicagao do Lema de Compacidade de Strauss, mostraremos
que a equagao (1) com crescimento critico tem soluc¢ao positiva. Mais precisamente,

provaremos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Suponha que g satisfaz (g1)-(g4) e que ¢ > 4se N =3 e q > 2 se
N > 4. Entdo, a equagao (1) admite uma solucio radial positiva w € C*(R™)NH}(RY)

satisfazendo as seguintes propriedades:
(1) w é solugdo de energia minima de (1);
(2) w verifica a Identidade de Pohozaev;

(3) Existe um caminho v tal que w(z) € v([0,1]) e m[(z)nic]f('y(t)) = I(w);
tefo,

(4) O valor do passo da montanha de I coincide com o nivel de energia minima;

(5) (i) Existe R > 0 tal que w'(r) < 0 quando r > R;

(ii) w e suas primeiras derivadas decaem exponencialmente, isto é, existem

C >0ed >0 tais que

|Dw(z)| < Ce™ Ja| =0,1,

onde I é o funcional energia associado a equagao (1).

Os itens (1) e (2) serdao obtidos via argumentos de minimizagdo e Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange. Para provarmos (3) e (4), que sao referentes a geometria
do passo da montanha, utilizaremos as ideias encontradas no artigo [12|. O item (5) é
obtido via Principio do Méaximo.

Por tltimo, no Apéndice, elencamos alguns resultados mais gerais e lemas auxiliares,

0s quais usamos nas demonstragoes feitas no trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Alguns Resultados Classicos

Em todo o trabalho, sera considerado Q € RY um conjunto aberto. No presente
capitulo, vamos elencar alguns teoremas importantes da teoria classica das equagoes
diferenciais parciais que serao tteis para algumas demonstracoes feitas mais adiante

neste trabalho. Agora, suponha que € é limitado e considere o seguinte problema

Lu=g em
u=0 sobre 0,

onde g: Q — R é dada, u : © — R é desconhecida e L denota o operador da forma

Lu=— Z (a” (@)us,), + Z b (2 ), + c(z)u. (1.1)

Neste caso, dizemos que a equagao Lu = f esta na forma divergente.

Defini¢ao 1.1.1. O operador L é chamado eliptico (uniformemente), se existe 6 > 0

tal que
N
>l (2)68; > 0l¢f”
ij=1

q.t.p. em ), para todo £ € RV,

Feitas essas ponderagoes, vamos cnunciar o primeiro resultado, conhecido como
Principio do Méaximo. Consideremos entao o operador L na forma nao divergente e
uniformemente eliptico, cujos coeficientes a'”, b* e ¢ sao fungoes continuas e recordemos

que v = max{u,0} e v~ = —min{u, 0}.
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Teorema 1.1.2 (Principio do Maximo). Suponha que 2 C RY & limitado e ¢ > 0
em (2.

(i) Se Lu <0 em €2, entao

maxu < maxu’;
Q E)

(ii) Se Lu > 0 em €2, entao

minu > —maxu .
Q EX)

Para a demonstragao, veja |9, Teorema 6.4.1]. Um caso particular de um operador
eliptico na forma divergente é o operador (—A). Assim, vamos nos preocupar em

procurar solugoes para o problema

—Au=g(u), em £
u=0 sobre 0,

(P)

onde g : R — R é uma fung¢ao continua. Uma solugao classica desse problema é uma
funcao u € C*(Q) N C(Q) que verifica a equacdo. Por outro lado, podemos também

estabelecer a defini¢ao de solugao fraca.

Definigao 1.1.3. Uma funcao u € HI(Q) = W;*(Q) é uma solugio fraca de (P)
quando

/ VuVidr = / g(u)dz,
Q Q
para toda ¢ € C2°(92).

Um outro resultado interessante, que pode nos ajudar na garantia de solugoes para

E.D.P.’s, é o teorema do Multiplicador de Lagrange, enunciado a seguir:

Teorema 1.1.4 (Multiplicador de Lagrange). Sejam X um espaco de Banach,

I,J € C*X,R) e xy € X um extremo local de I restrito ao conjunto
M={zeX; Jx)=J(x)}
Se J'(zg) # 0, entao existe A € R tal que
I'(zo)v = N (z0)v,

para qualquer v € X. O nimero \ é chamado Multiplicador de Lagrange.

Este resultado pode ser visto em [13, Proposigao 14.3|, encontramos este teorema.
Desta forma, se Q = RY, para encontrar uma solucio fraca do problema (P), o pro-

cedimento adotado, neste trabalho, consiste em encontrar minimizante uo € Hgy(RY)

5
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para o funcional

restrito ao chamado vinculo

no qual G(s) = / g(t)dt. E isto acarreta, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange,

0
na igualdade

VuoVipdr = /\/ g(ug)dx

RN RN

para toda 1 € C°(Q), isto é, ug é solugao fraca de (P) donde A é obtido fazendo
w = Ug-

1.2 Identidade de Pohozaev

Nesta secao, daremos énfase a um resultado de nao existéncia, a saber, a Identidade
de Pohozaev. Acerca dessa identidade, embora haja uma versao para o caso em que o
dominio ¢ limitado, a fim de cumprir nossos objetivos, vamos supor que  C RY & um
dominio ilimitado de classe C'' e consideraremos o problema (P) onde g € C'(R,R) e
g(0) = 0. Considerando,

temos entao o seguinte resultado, que pode ser encontrado em [19].

Teorema 1.2.1 (Identidade de Pohozaev em dominios ilimitados). Seja u € H? (Q)
solugao de (P) (ndo necessariamente valendo a condigao de fronteira) tal que G(u) €
L'(Q). Entdo, para todo z* € RY fixo, u verifica

¥/|VU|2daE+ |Vu2<a—z*,77(0)>dazN/G(u)dm,
0 Q

o0

onde 7 denota o vetor normal unitario exterior de 0. Em particular, se Q = R",

tem-se

/ |Vul*de = 2* G(u)dx. (1.2)
RN RN

Demonstragao. Seja o € C™([0,+00)) tal que

1, se tel0,1]
polt) =
0, se te€][2,+00)
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e definamos

Vamos mostrar duas afirmagoes:
Afirmacao 1: ¢;(z) < 1.
De fato, notemos que
|z]

pi(z) =1, — <1 e ¢j(x)=0, — >2.
J J

Além disso, ¢; definida no compacto [1,2] é continua, logo

pi(z) < 1.

Afirmacgao 2: As seguintes desigualdades sao verdadeiras

|z
2 (7 < bl

X
2]V (2)]| < '7‘

Com efeito, visto que

e, consequentemente,
[2[\]* J=f?
Voi(x)] = {90/ <— STTINCE
’ J )‘ 0 J ]ny‘g
: \x|>’ 1
(2 ; .
" ( i)l

2
o
2] Vy ()] < ‘j—lnwsnm < bl

ou ainda,

V()] =

Ademais,

que finaliza a justificativa da afirmacao.
Agora, fixemos 1 < i < N e multipliquemos os membros da equagao —Au = g(u)

por (z; — z7)0;u(x)p;(x), donde obtemos

—Au(z; = 27)0u(x)p;(x) = g(u)(z: — 27)Diulz)p;(x) (1.3)

Ao integrar o membro da direita, obtemos

/Q 9(u(@))(@i—2)Ou(z) oy (x)de = — / 3(2) G (u() ) / (1~ 20) B3 ()G ()

Dai, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e das afirmagoes 1 ¢ 2, temos
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lim [ g(u(z))(z; — 2])0u(x)pj(x)dr = — /Q G(u(z))dz. (1.4)

j—=+oo Jo

Por outro lado, ao utilizar a identidade de Green do lado esquerdo da equagao (1.3)

- / Aule) (i — 2)su(x)p;(x)de = — / (o3 = 2)0(0)) (o) V(o) v(o))do

n / (Vu(a), V((z; — 2)0u(@)p;(x)))d. (15)

Notemos que

(Vu(z), V((x; — 27)0u(x)p;(2))) = |0u(x) *e; () + %(:Ei = 27);(2)0i(|Vu(z)])?

+ (v; — 2])Ou(x)(Vu(z), Vo;(z),
assim, a segunda integral na equacao (1.5) pode ser vista da seguinte maneira

/Q(Vu(x), V(2 = 27)0iu(z)p;(x)))dr = Ayj + Ag; + Agj,

em que
1

A5 =5 [ = sl Vala) P,

Ay = / (Orulx) | () da

Ay = [ (@ = DDu(e)(Vuta), Vs (a)de

Percebamos que, pela Identidade de Green,
- 1 2 1 2 *
dim Ay =—= [ |Vu(o)|*de + = |Vu(o)|“(o; — 2} )vi(o)do.
J—+too 2 0 2 a0

por outro lado, como lim ¢; =1e¢ lim Vy; =0, segue que
J—r+oo J—+oo

Jj—+oo

lim As; =/|3iu(x)|2dx e Jkin Az; = 0.
Q [e.e]



1. Preliminares

Logo, novamente do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e de (1.5), temos

. * __1 ulx 2 €T U\ 2 xr
lim_— [ Au@)((@ — Do)y (e)ds = =3 [ [Fu@lao+ [ outaPd

T3 |Vu(o)|*(o; — 2 )vi(o)do
o0
- /ém«ai = 2)0iu(0))(Vu(o), v(0))do.
(1.6)

Igualando (1.4) e (1.6), obtemos

_%/Q|vu(x)\2dx+/glaiu(x>!2da:+% | [Vul@)Floi = 2))vilo)do
_/6“((@—zf)é)iu(a))wj(VU(U)? /G

Ao considerarmos a soma sobre ¢ e usarmos o fato de que u = 0 sobre 052, que implica

que Vu(o) é paralelo a v(o), concluimos que
—g/Q|Vu(x)|2da:+/Q\Vu(x)|2da:+% BQ]V’U(JH (0 — 2)v(o)do
- [ (0= ) ulo) )Tl ol = = [ Gl
o0

E, portanto,
—2/Q|Vu(x)|2dx - %/89((0 = V(o)) (Vu(o), v(o))do — N/QG u(w))dz

A consequéncia segue imediatamente do fato de que ORY = 0. O

Novamente, vale ressaltar que a Identidade de Pohozaev é til para garantir a nao

existéncia de solugao para (P). Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 1.2.2. Seja Q = R"Y, onde N > 3. Para p > 2 e A # 0 definamos
g(s) = Als|P2s.
Suponhamos que u € Hy(RY) N H*(RY) é uma solucio fraca da equacio (P), isto &,
—Au = Aulf?u em RY. (1.7)

Entao v = 0, quando p < 2*. De fato, se u é uma solucao fraca do problema dado,

entao multiplicando ambos os membros da igualdade acima por u, integrando sobre
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RY ¢ usando a Identidade de Green, obtemos

/ |Vu|2dcc—>\/ |u|Pdx. (1.8)
RN RN

Por outro lado, temos
“ u(z)P
G(u(z)) = / N s|P2sds = A ——-.
0 p

Dessa forma, segue da Identidade de Pohozaev (1.2) que

2*
/ Vuldr = A <—)/ lufPdz. (1.9)
RN p RN

Assim, de (1.8) e (1.9) obtemos

2*
0= (— — 1> / \u|Pdx.
p RN
2*
p

donde segue que u = 0. Portanto, a equagao (1.7) ndo possui solugdo nao nula quando

Como p < 2%, temos

p<2F.
Todavia, para o caso p = 2, é possivel escolhermos uma constante Cy > 0 de modo

que, para cada € > 0, as fungoes,

€ 2_2
0= ()

conhecidas na literatura com fungoes instations, sao solugoes da equacao (1.7).

Exemplo 1.2.3. Consideremos novamente = R", com N > 3. Paraa >0e > 0
defina

g(s) = pls[* ~*s — as,

e suponhamos que u € Hy(RY)N H?(RY) é uma solugao fraca da equacio (P), ou seja,
—Au+au=plu*u em RV,

Entao u = 0. De fato, se u é uma solugao fraca do problema (P) temos

/ ]Vu]Qda::u/ |u]2*d$—a/ lu|?d. (1.10)
RN RN RN

10
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Desde que
u(x) o* 2
Glute) = [ (sl s — asis =l — a2
; 9+ 2
pela Identidade de Pohozaev (1.2) segue que
9 o a2* 9
/ |Vu| dx—,u/ |ul* dx — / |ul“dz. (1.11)
RN RN 2 RN

Assim, de (1.10) e (1.11) obtemos

2*
0O=a <— - 1) / lu|?dx.
2 RN
/ lu|?dx = 0,
RN

e portanto u = 0. Como uma aplicagao do Lemma de Strauss, veremos no proximo

Como a > 0 temos

capitulo, que uma pertubacao deste problema tem solucao nao trivial.

11



Capitulo 2

Lemas de Compacidade

2.1 Funcoes radialmente simétricas

O passo seguinte a ser dado, para o estudo realizado neste trabalho, é conhecer
algumas propriedades de uma classe de funcoes conhecidas como radialmente simé-
tricas. Inicialmente, recordemos um resultado bésico de &lgebra Linear que pode ser

encontrado em [14]:

Teorema 2.1.1. Sejam E e F' espagos vetoriais com produto interno de dimensao

finita. Dada uma transformacao linear A : E — F' sao equivalentes:

(a) A é uma isometria, ou seja, A preserva norma: |Au| = |u|, para todo u € FE;
(b) A preserva distancia: |Au — Av| = |u — v|, para quaisquer u,v € E;
(c¢) A preserva produto interno: (Au, Av) = (u,v), para quaisquer u,v € F;

(d) A matriz de A relativa a qualquer par de bases ortonormais U C E, V C F é

uma matriz ortogonal.

Observacao 1. Quando uma transformacao linear A verifica qualquer uma das con-
digoes do Teorema 2.1.1, dizemos que A é uma transformagao ortogonal. Denotaremos

por S uma transformacgao ortogonal.
Definigdo 2.1.2. Dizemos que u € LF(RY) é radialmente simétrica, ou simplesmente
radial, se para toda transformacio ortogonal S : RY — R vale

u(Sz) = u(z) q.t.p. em RY.

Observacao 2. Quando uma funcéo u é radialmente simétrica, para cada z € RY de
tal forma que |z| = r > 0, podemos definir f : RT — R tal que f(r) := u(x). Isto

acontece porque toda transformacao ortogonal é uma isometria.

12



2. Lemas de Compacidade

Exemplo 2.1.3. Sao exemplos de funcoes radiais
1
u(z) = lz|, v(x)=2+sen(|z]) e w(x)=elP-1.
Note que a funcao suavizante definida no Exemplo A.1.2, também ¢ uma fungao radial,
visto que w é radial.

Denotaremos por H'(RY) o subespaco das funcoes radiais de H'(R™). No caso em
que u € LP(R™) é uma funcdo radial, a norma em LP(R") pode, gracas ao Teorema

da Mudanca de Variaveis, em coordenadas polares, ser vista da seguinte maneira:
(o]
P _ p,.N—1
Jully =y [ 1£0) P,
0

onde w,, denota a medida da esfera unitaria SY~* de RY e f(r) = u(x). Dessa forma,
se u € H'(RY), entdo

T Ap— / UF ()P + |F ) dr,

Lema 2.1.4. H'(R") é um espaco de Hilbert.

Demonstra¢io. Uma vez que H'(RY) ¢ um espaco de Hilbert, basta provarmos que
H'(RY) & subespago fechado. Com efeito, seja (u,) uma sequéncia em H!(RY) tal que
u, — uem H'(RY). Como H'(R") estd imerso continuamente em L*(R"), segue que
u, — u em L*(RY) e, consequentemente, u, — u q.t.p. em RY. Assim, dada uma
transformacao ortogonal S : RY — RY, temos

u(Sz) = lim u,(Sz) = lim u,(z) = u(x),
n—oo n— o0

q.t.p. em RY. Portanto, u € H*(R"), ou seja, H'(R") é fechado. O

Outro fato muito 1til, na procura por solugoes radiais de E.D.P’s, é que toda func¢ao
de H!(R™) pode ser aproximada por funcées radiais de C>°(R"). Para demonstrar esse
fato, vamos provar, primeiramente, que a convolu¢ao de uma func¢ao radial com a fungao

suavizante ¢ (ver Exemplo A.1.2) é também uma fungao radial.

Lema 2.1.5. Se ¢ é uma fungao suavizante e u € uma funcao radial, entao a convolugao

u® = . * u também uma fung¢ao radial, para todo € > 0.

Demonstra¢io. Dada uma transformacio ortogonal S : RY — RY, como u e ¢ sio

13
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radiais, segue que

(e * u)(Sw) =

z

Z

R e

Z
©
"o
N
<
N———
£
s
U
<

I
©
™

*
E
—~

8

Dessa forma, podemos concluir que u° = . * v também é uma funcao radial. (I

Lema 2.1.6. O conjunto das fungoes radiais de C>°(RY) ¢ denso em H!(R™).

Demonstragao. De fato, seja {B;}; tal que B; = B;(0), i € N e By = (). Note que
B; CC B;y1, para todo 1 e UB; = RY. Considere agora a particdo da unidade {Um}m
subordinada & cobertura do RY, {B,,41 — Bp,_1}, em que, por convencdo, By = B_; =
(). Assim, dados u € H}(R™) e e > 0, gracas ao Lema A.1.4 item (d) sabe-se que &
possivel escolher ¢, < min{dist(B,,+1,0Bm+2), dist(By,—2,0B,,-1)} tal que

3
||<'¢mu)em - wm’LLHHTI(RN) < 2_m

Definindo, entdo, v, = (¢,u)"™ ¢ observamos que, a menos de um ndamero finito,

todas as v, se anulam em qualquer @ CcC RY dado. Consequentemente, pode-se
oo

definir v = Z Uy € C®(RY), pois é uma soma finita de fungdes em C°°(R™). Além

m=1
do mais, pelo Lema 2.1.5, cada v,, é uma funcao radial donde segue que v é radial,

posto que é uma soma finita de fungoes radiais. Por fim, tem-se também

[v=ullm @y = | Y (Ymu)™ = (Z ¢m> ull ey < D N Wmt)™ = Pl gy < €

Assim ¢é possivel concluir que o conjunto das funcoes radiais de C°(R") é denso em
HY(RM). O

Agora, vamos tratar de lemas conhecidos como "Lemas Radiais", que garantem
algumas estimativas para fungoes radiais, as quais podem ser tteis para resultados de
imersdo. As demonstragoes desses lemas estao no artigo [17| e aqui fizemos de forma

mais detalhada.

14



2. Lemas de Compacidade

Lema 2.1.7. Se u € H}(R"), entao

N

lu(z)| < w;%|x\’%||u||H1(RN), para todo 2 € R™ \ {0}. (2.1)

Em particular, u(z) — 0 quando |z| — oc.

Demonstracao. Basta que provemos o resultado para as fungoes regulares, gracas a
densidade do conjunto das funcées radiais de C°(R™) em H'(RY). Para isso, seja
f e C*(0,+)) tal que u(x) = f(r), com |x| = r. Do Teorema Fundamental do

Calculo, temos

s = [ ey

=2 f(s) [ (s)ds

T

+oo N-1
<[ SElrelses

+o0
Sovr | R+ @R s

Notemos que

+o0 1
| UFOR + 176 s =l
0 Wy
logo
2 1 2
f(T) = pN-1 w_NHuHHl(RN)a
ou seja,

_1 _N-1
f(r) < wzr™ 2 [l ey),
donde podemos concluir que

1, N-1
u(@)| < w2zl [lull g @y

O

A seguir, vamos enunciar um teorema de compacidade, cuja demonstragao usara o
fato descrito no lema radial anterior. Este resultado de compacidade atesta mais uma
boa propriedade acerca do espaco das funcoes radiais, ao assegurar que H; (RN ) esta

imerso compactamente em LP(RY), quando 2 < p < 2* e N > 3.

15
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Teorema 2.1.8 (Compacidade). Suponha que N > 3. Entao, para todo 2 < p < 2" a
imersao
H, (RY) — L'(R")

é compacta.

Demonstracdo. Ja sabemos que H'(RY) c LP(RY), para 2 < p < 2*. Agora, scja
(v,) uma sequéncia que converge fracamente para 0 em H}(RY). Para R > 0 dado,

podemos escrever

/ ()P = / o ()P + / o () P
RN lz|<R |z|>R

Por um lado, segue da desigualdade de Hélder que

/’Rhm@WWxsn%MﬂymgﬂwA@
z|>

(p=2)(N—-1)
2

<CWN)R™ 7,
onde C'(N) é obtido do Lema 2.1.7. Assim, dado € > 0 podemos escolher R suficiente-

mente grande de forma que

|on(2)["dz <
2 >R

. (2.2)

| M

Desde que 2 < p < 2%, a imersao H'([|z| < R]) — L?([|z| < R]) é compacta, gracas ao
Teorema A.2.9 (Teorema de Compacidade Relich-Kondrachov). Dessa forma, podemos

fixar ng € N tal que
[ Jea@rds <3, 23)
|z|<R 2

para todo n > ng. Das equagoes (2.2) e (2.3), segue que

/ |, (z)|Pdx < €,
RN
isto é, quando € — 0, temos
v, — 0 em LP(RY),
Portanto, a imersao H'(RY) « L?(RY) ¢ compacta. O

Em virtude do Teorema 2.1.8, surgem duas perguntas naturais. Ainda existe compa-
cidade para o caso em que p = 27 E se p = 2*7 Para responder a essas duas perguntas,
apresentamos os dois exemplos a seguir, que certifica a perda de compacidade nos dois

Casos.

Exemplo 2.1.9. Seja ¢ € C°(R), com ¢ nao nula e suppp C [0,1]. Agora, defina a

16
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sequéncia de funcoes em H) (RN ) dada por

1-N

fulx) =k =2 ¢(|Jz| — k), k€N.
Notemos que ¢, ¢’ sao limitadas e valem as desigualdades a seguir:

el =0 [ BNl = B+ (@ = 0P ar

k+1
1-N N-1
=w,Cok / T dr
k

(k+1§\f:—k;N>

= U.)NCO kliN (

< (.

Observe que O nao depende de k, garantindo assim a limitacao de (f;) em H!(R™).

Por outro lado, para k # [, tem-se

o= 5= [ (K ollel = &)~ 15 6(1al =) "o > 2,

RN

para algum ¢y > 0, visto que supp(¢(|x| —k))Nsupp(¢d(|x| —1)) = 0. Portanto, (fi) nao
pode possuir subsequéncia convergente em L?(RY), j4 que ela ndo é uma sequéncia de
Cauchy em L*(R™). Assim, podemos concluir que a imersao H}(RY) < L*(R") nao

€ compacta.

Exemplo 2.1.10. Sejam B a bola unitaria do RY e v € H}(B) radial tal que
|lul[ 2* 5y = 1 e defina, para cada k € N,

—2 1
k:NTu(kx), se xEEB,

up(z) = 1
0, se x¢€ B\EB.

Observe que cada uy é radial e ao fazer a mudanca de variavel y = kz, tem-se

||uk||?{1(3) :/ |Vuk|2dw+/ |uk]2dx
1B iB

k k

kN_2k2|VU’2 kN_Q‘UP
:/Bk—Ndx+/Bk—Ndx

1
:/ ]Vu|2da:—|—ﬁ/ lu|?dz < C.
B B

17
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Por outro lado, suponha k > [ e perceba que

?(3)‘/ Jur — w[* da
B

= / |uk — ul|2*dZE +/ |ul
iB 1B\1B

k

1B\ B
/ lu;|* do = / luy
1B\1+B F<lzl<t

Fixemos [ e faca k — +o0, daf,

|ur — w

.
Ydx

¥ dx.

N1, 12"
Ydx = idw
=/, I~ )
E<|$|<1

Yde = / |u
B

Logo, assim como no exemplo anterior, (uy) ndo pode possuir subsequéncia convergente

Note que

= lim Ydr =1

k—+o00

. 2%
Hm|juy, — wl[7x ) lu
k=00 Loja|<1

em L% (RY), porque nio ¢ uma sequéncia de Cauchy em L? (R"). Dessa maneira,

concluimos que a imersao H}(RY) — L* (RY) também nio é compacta.

Consideremos agora, para N > 3, o espago definido por
DYRY) = {uec L¥(RY); |Vu| € L*(RY)},

que também pode ser visto como o fecho de CS°(R™Y) com respeito a norma,

1/2
llloregn, = (/ Vultdi + / |u|2*dx) |
RN RN

Todavia, gracas a desigualdade de Gagliado-Nirenberg-Sobolev, apresentada no Teo-

rema A.2.8, temos

2/2*
([ i) <c([ 1vupar), vuecr@y
RN RN

para algum C > 0, podemos definir a norma em D'?(R™) da seguinte maneira:

1/2
|ul|prem@yy = (/RN |Vu|2d.’17) = ||Vull2.

Ao considerarmos o espaco DV%(R”Y), enunciamos o segundo lema radial:

18
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Lema 2.1.11. Se N >3 e u € D"*(RY), entdo
=N
[u(@)] < C(N)|2] =" [ullpr2@yy, 2] >0,

onde C(N) depende apenas de N.

Demonstra¢ao. Como no lema anterior, é suficiente considerar as fungoes regulares.

Seja v uma fungao regular. Faca r = e e defina

Dai, tem-se

il =wy [ wwras [T wwra).

o —00

Ademais, dada v € H'(R), tem-se também

o2 == [y
</ 2l (D)t

< 2f[oflol/]lo

Logo,

como queriamos. Ol

Vejamos que também é possivel estabelecer uma estimativa, semelhante as dos

lemas anteriores, para fungoes radiais que possuem uma certa monotonicidade.
Definicao 2.1.12. Dizemos que uma func¢ao é radialmente
(a) crescente (decrescente), sempre que 0 < u(z) < u(y), quando |z| < |y| (|z| > |y|);

(b) ndo-crescente (nao-decrescente), sempre que 0 < u(z) < u(y), quando |z| > |y

(= < ly[)-

Lema 2.1.13. Seja 1 < p < 4o00. Se u € LP(R") ¢é radialmente nio-crescente, entdo

1/p
[ullp, = # 0.

()] < || Y=
N

19
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Demonstragao. Note que, para todo r > 0, ao considerar r = |z|, segue que

[Jul[h > /||< lu(s)[Pds = w, /OT(U(S))pSN_lds > wN(u(T))p%,

pois (u(s))? > (u(r))’. Logo, pode-se concluir que

&N
u(@) " < |2~ —]lull},
\'UN

para z # 0 e o resultado segue.

2.2 O Lema de Compacidade de Strauss

Como veremos na aplicacao que sera feita no Capitulo 3, onde a nao linearidade nao

necessariamente ¢ uma poténcia, o Teorema 2.1.8 pode nao ser suficiente para garantir

compacidade. Desta forma, iremos precisar de um resultado mais geral que é o Lema

de Compacidade de Strauss |2, 17]. Precisamente, apresentaremos aqui uma versao

devido a Berestycki-Lions [2].

Teorema 2.2.1 (Lema de Compacidade de Strauss). Sejam P, : R — R fungoes

continuas satisfazendo

P(s)

— 0, quando |s| — oo.

Se (u,) ¢ uma sequéncia de fungées mensuréaveis de R™ tal que

sup /]RN |Q(un(x))|dr < 0o

n

P(un(z)) = v(z) qt.p. em RY quando n — oo,

entao,

P(u,(z)) = v(z) em L. (RY), desde que n — oc.

Ademais, se
P(s)

Q(s)

— 0, quando s — 0

up(x) — 0, quando |z| — oo

uniformemente com respeito a n, entao

P(un(z)) = v(z) em L'(RY) desde que n — oo.

20
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Demonstragio. Dado um conjunto limitado B € R, mostraremos que o (P(uy,)) é
uniformemente limitada em B e utilizaremos o Teorema A.3.5 (Teorema de Vitalli)
para garantir a primeira parte do resultado. Da condigao (2.4), segue que existe C' > 0
tal que

|P(un(2))] < C+ ClQ(un(2))], € RY.

Dai, do Lema de Fatou e da condigdo (2.5), segue que P(u,),v € L*(B).
Afirmacgao: Para alguma ¢ : R — R tal que p(K) — +oo quando K — 00,

tem-se

[ P@lar < [ Pl

onde E =: BN{|P(un(x))| > K} e FF=: BN {|un(x)| > ¢(K)}. Com efeito, suponha
que a desigualdade é falsa. Assim, existe By C B, tal que med(B;) > 0 e para cada
n € N e K > 0 suficientemente grande,

|P(uy(z))] > K e |u,(z)] < C; em By,
para algum C; > 0. Mas, a continuidade de P implica que
|P(un(z))| > K e |P(uy(z))| < C; em By,

para todo n € N. O que é um absurdo, logo a afirmacao é verdadeira.

Assim, novamente usando as condigdes (2.4) e (2.5) podemos concluir que

/ | P(un(x))|de < 6/ 1Q(un(x))|de < eC.
E B
Portanto, P(u,) é uniformemente integréavel em B e, consequentemente, gragas ao
Teorema de Vitalli, P(u, (7)) = v(x) em L}, (RY).
Agora, observe que dado ¢ > 0, pelas condigoes (2.6) e (2.7), existe Ry > 0 tal que

|P(un(2))] < €lQ(un(2))] < eC, n €N,

para |z| > Ry. Dessa forma, pelo Lema de Fatou, temos

/ lv(x)|dx < eC.
|z|>Ro

Da primeira parte deste Teorema, ja sabemos que existe ng tal que

| 1Pl @l <

21
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para todo n > ng. Logo,

[ 1P —v@ldr < [ Pne) @it [ PO) ol

|z|>Ro
<2eC +¢
Portanto, P(u,(z)) — v(z) em L*(RY), desde que n — oo. O
Exemplo 2.2.2. Sejam 1 < p < ¢ < +00. Suponhamos que (v,) é uma sequéncia de
funcdes em LP(RY) N LYRY) e que exista v, tal que

v, = v q.t.p. em RY.

E, além disso, v e cada v, verificam a condi¢ao (2.7). Vamos provar, usando o Teo-

rema 2.2.1, que

v, — v em LY(RY),

para qualquer ¢t € (p,q). Com efeito, pois de inicio, sabemos pelo Lema de Fatou que
v e LP(RY) N LY(RY). Definamos entéo

Uy = Up — V

P(s) =|s" e Q(s) = |s|" + |s|".

Notemos que

Pls) _lslt _ s
Q) ~ TP sl = sl

)

dai, quando s — 400, temos
P(s)

Qls)

Por outro lado, temos também

22



2. Lemas de Compacidade

Ademais, uma vez que u, € LP(RY) N LIY(RY), sabemos que

/RN |Q(un(x))|dx < 0.

E claro que u,(z) — 0 quando |z| — +oo uniformemente com respeito a n. E, por

ultimo, devido a continuidade de P, segue que
P(u,) = 0 q.t.p. em R".
Portanto, o Lema de Compacidade de Strauss garante que
P(up(z)) — v(z) em L'Y(RY),

ou seja,
v, — v|'dz < +o0,
RN

donde segue a convergéncia desejada.

2.3 Simetrizacao de Schwarz

Uma outra ferramenta muito 1til para o estudo das solugoes radiais de uma E.D.P
serd apresentado a seguir. Esta ferramenta consiste em considerar uma fungao positiva

e, a partir dela, obter uma funcao positiva e radialmente decresce.

Definicao 2.3.1. Sejam A, A,, --- , A,, conjuntos bolerianos de RY, dois a dois, dis-
juntos de medida finita e 0 < a,, < a,_1 < --- < aq nimeros reais. Se f é uma funcgao

degrau tal que
n
f=>_aixa,
i=1
entao dizemos que

fr= i @i X[Ri—1<|z|<Ri]>
i=1
é um rearranjo de f, onde Ry =0 e R;_1 < R; sao dados pela relacao
med([R;_1 < |z| < R;]) = med(4;),
em que med ¢ a medida de Lebesgue.

Observe a figura a seguir, a qual apresenta a representacao gréafica da simetrizacao

de uma fungao degrau f.
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) ‘ hY

N | | | | N
a0 1 R 1, @ R T T — ) R B, B R

Grafico de f. Grafico de f*.

Observacgao 3. Note que esta definicao sugere que a partir de uma func¢ao degrau f,

é possivel obtermos uma funcao f* que verifica as seguintes propriedades:
(i) E simétrica em relagao a origem;
(ii) E radialmente decrescente;

(iii) A integral de Lebesgue de f* em RY ¢ igual a de f, isto &,

frde = fdx.

RN RN

Consideremos f uma fungao degrau que possui um ntmero finito de valores
ay > ag > - >a, > 0.

Se A; = [f =a;] = {x € RY, f(2) = a;}, entdo

n
f = Z a; X A;
=1

pode ser escrita da forma
F=Y_M\fi
i=1

onde f; == X(f>a,], f1 = f2 = -+ > fu e A\; s2o dados pela relagao
Ai = a; — Qiqa,

paracada 1 <7< mea, =0.

Lema 2.3.2. A simetrizacao de f ¢é dada por

=Y NS
=1
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com fi > fy > > f,

n'

Demonstragao. Com efeito, observe que
(Aifi)" = Mif" = XiXlel<Ri)»
onde R; verifica as seguintes relagoes

med(A;) = med([Ri—1 < |x| < Ry])

med([|z] < R;]) = med([f > a;]) = med(Ay) + - - - + med(A,).

Uma vez que \; = a; — a;11, conclui-se que

= ZaiX[Ri_lg\wISRi] = Z AiX[Je|<Ri] = Z N[ = (Z Aifl-) ,
=1 i=1 i=1 i=1

donde segue o lema. O

Teorema 2.3.3. Sejam 1 < p < oo e f € LP(RY). Existe uma tnica f* € L*(R") tal
que f* >0 e para todo o > 0

med([f < a]) = med([f* < a]),

onde o conjunto [f* > «] ¢ uma bola Bg_(0). A fungao f* ¢ radialmente decrescente e

é chamada de rearranjo decrescente ou simetrizacao de Schwarz de f.

Além do mais, para toda fun¢ao continua G : R — R tal que G(f) é integravel,

temos

G(f")dx = G(f)dx.

RN RN
Por ultimo, mas nao menos importante, uma outra propriedade acerca das simetriza-

¢oes estd enunciada no teorema a seguir.

Teorema 2.3.4 (Desigualdade de Pélya-Szegd). Seja v € H'(RY) uma funcio

positiva. Entdo u* € H'(R") e satisfaz

/|Vu*|2d$§/ |Vul*dz.
RN RN

As demonstragdes dos resultados desta se¢do podem ser encontradas em [13, Teo-

rema 6.3.3, Proposigao 6.3.8].
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Capitulo 3

Aplicacao

3.1 Um resultado do tipo Berestycki-Lions

Neste capitulo, baseado no artigo [20], vamos estudar a existéncia de solugoes ra-

dialmente simétricas da seguinte equagao nao linear com crescimento critico:
~Au=g(u) em RY, (3.1)

onde N >3 e g:R — R éuma funcao continua satisfazendo as seguintes hipoteses:

(91) g € C(R;R) é impar;

(g2) h_{%@ = —a < 0;
(g3) lim 9(5) > 0;

s$—400 52* -1

(g94) Existem C' > 0 e g < 2" tais que

g(s) — ps* Tt +as > CsTt, Vs > 0.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos de nao linearidades g(s) satisfazendo as
nossas hipoteses.

Exemplo 3.1.1. Sejam a > 0, u = 1 e considere a funcao definida por
g(s) =1s|* s —as+s°, scR.

Note que ¢g é uma fungao continua e impar, isto &, verifica (g;). Observemos também

que

9(s) |8|2*—2 —a+t s
s
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3. Aplicacao

logo,
lim @

s—0 8

=—a <0,
donde temos a propriedade (g2). Do mesmo modo,

g(s) _ s~ ’

g2 -1 - 522 g2 -1 g2 -1’

0 que nos garante que,
y g(s)
1m

s—400 52*_1

— 1,
ou seja, g satisfaz (g3). Ademais, quando s > 0, obtemos

2

g(s) —ps* ' tas=s"""

—as+ s — st 4as =53

Assim, uma vez que existe C' > 0 tal que s> > C, ao considerarmos ¢ = 2 concluimos
que

g(s) — us® Tt 4as =3 > Cs7L
Dai, segue que g também verifica (gy).
A seguir, temos um exemplo que generaliza o exemplo anterior.

Exemplo 3.1.2. Sejam a,u>0e 1 < q<2"—1. A fungao definida por
g(s) = pls|* 2s —as+|s|7's, sER

satisfaz as hipoteses (g1)-(g4).
Nao é dificil ver que g ¢ uma fun¢éo continua e impar e segue a veracidade de (g;).

Observe também que

I _ =2 g s,
logo,
lim @ =—a <0,
s—0 8
donde tem-se a propriedade (g2). Outrossim,
gls) _ s a st
g2 =1 gr—a e -1 T 22

e, por conseguinte,

lim =
s—+00 52* -1
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3. Aplicacao

isto é, g satisfaz (g3). Ademais, quando s > 0, tem-se

1

g(s) —ps® M ras = ps? M —as+ 57— ps® T as = 4.

Desta forma, é possivel concluir que g verifica também (gy).

Agora, veremos o caso em que a nao linearidade nao envolve apenas fungoes do tipo

poténcia.

Exemplo 3.1.3. Sejama >0, p=1e 1< g < 2*. A funcao definida por
g(s) = |s|* 25 —as + (2 +cos(s))|s]"%s, sE€R

também verifica as hipoteses (g1)-(g4)-

J& sabemos que g é uma fun¢ao continua. Além disso,

9(=5) = [s* *(=5) — () + (2 + cos(—s) | *(~s)
= —[Jsf% 25 — as + (2 + cos(s) ][ %] = —g(s),

ou seja, g também é impar. Assim, g verifica (¢g;). Ademais

T =2 a2 4 contslsle=,
logo,
lim 96) _ . o
5— S
E mais,
gls)  [s]* 2 a (2 + cos(s))[s|*?
g2 -1 T g2v—2 272 + 2" —2

temos assim
. g(s
lim ( ) =1
s—+00 82 -1

)

ja que g < 2. Dessa forma, g satisfaz (¢g2) e (g3). Por fim, se s > 0, entao
g(s) — ps® 7t +as = (2 + cos(s))s?7 > 5771,

pois (2 + cos(s)) > 1. Portanto, g também satisfaz (g4).

No exemplo a seguir, veremos um exemplo de nao linearidade, sobre a qual a pro-
priedade (g4) nao é verificada. Essa fungdo g aparece no Exemplo 1.2.3 e, segundo a

identidade de Pohozaev, nao ¢ possivel encontrar solucéo nao nula para (3.1).
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3. Aplicacao

Exemplo 3.1.4. Sejam a,p > 0 e g(s) = pls|* %5 — as, em que s € R. De maneira
analoga aos exemplos anteriores, podemos garantir que g verifica (g1)-(gs). Entretanto,

note que g nao satisfaz (g4), pois

2*—1

g(s) —ps* t+as=s —as—s* ' +as=0,

para s > 0. De uma forma geral, este exemplo nos diz que as hipotese (g1), (g2) e (g3)

nao sao suficientes para garantir a existéncia de solugdo para a equagao (3.1).

Para estabelecer o nosso principal resultado de existéncia de solu¢ao para a equacao
(3.1), observamos que o funcional energia correspondente a equagao é dado por:

1
1) = 5 /RN Vul*dz — /RN Gu)ds, ue HI(RY),

S
onde G(s) = / g(t)dt. Note que podemos reescrevé-lo da maneira a seguir:
0

em que
1

T(u) = é/RN (Vulldz e V(u) = /]RN G(u)dz.

Defini¢ao 3.1.5. Uma funcdo w € H*(RY) é solucdo de energia minima (ou ground

state solution) da equagdo (3.1) quando I(w) = m, onde
m := inf{I(u);u € H'(RV)\{0} & solugdo de (3.1)}.

Ressaltamos que existe um interesse do ponto de vista das aplicagoes em fisica
na existéncia de solugao do tipo "ground state" para a equagao (3.1) quando a nao
linearidade g satisfaz algumas propriedades do tipo Berestycki-Lions.

Recorde que a existéncia de solucao fraca para (3.1) se reduz a existéncia de pontos
criticos do funcional I. Aqui adotaremos a estratégia classica para encontrar esses

pontos criticos considerando o problema de minimizacao
inf{T(u); v H'(RY), V(u) = 1} (3.2)

e usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
Nosso principal resultado de existéncia para equacao (3.1) é estabelecido como

segue.
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Teorema 3.1.6. Suponha que g satisfaz (g;)-(g4). Assuma também que ¢ > 4 se
N =3¢ q>2se N >4. Entao, a equacdo (3.1) admite uma solucdo radial positiva
w € C*(RY) N H(RY) satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) w é solugao de energia minima de (3.1);
(2) w verifica a identidade de Pohozaev;

(3) Existe um caminho v € I' tal que w(x) € ¥([0,1]) e m[oa}lc]f(y(t)) = I (w);
telo,

(4) ¢ =m, isto é, o valor do passo da montanha da o nivel de energia minima;

(5) (i) Existe R > 0 tal que w'(r) < 0 quando r > R;

(ii) w e suas primeiras derivadas decaem exponencialmente, isto é, existem

C >0eo >0 tais que

|DYw(z)| < Ce™l*l |a| =0, 1.
Assumiremos também, sem perda de generalidade, que p = 1.

3.1.1 Existéncia de minimizador

Nesta secao, usaremos um argumento de minimizagao para provar a existéncia de
solugdo para o problema (3.1). Para isto, vamos inicialmente provar alguns resultados
auxiliares.

Seja S a melhor constante da imersao de Sobolev DV?(RY) < L¥ (RY), ou seja,

Jan IVul?dz

S = inf 2*)2/2*.

weDERONO} ([ u

De fato, temos
S = inf{||Vu|?% ue D2RY), ||lu

ox = 1}

Primeiramente, vamos provar o seguinte resultado, cujas ideias sao semelhantes as

estratégias utilizadas em |[5].
Lema 3.1.7. O conjunto S = {u € H*(RY); V(u) = 1} é ndo vazio.

Demonstragio. De fato, seja ¢ € C°(RY) tal que suppy C Bi, » = 1 em B e

em By temos 0 < ¢ < 1. Dado ¢ > 0, consideremos C. = (N(N — 2)552)N4_2 e
Ve (x) = (x)U(x), onde
1
Ue(z) = C- )
ERrOES
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3. Aplicacao

Por um lado, vejamos que

v%:%f< V() _<N—2wwn>_

E+[zR) T (242
Assim,
2
V. |2d :C’QN—22/ Ld

= C?(N —2)? [/ S REIe | 5 Ndx—/  CREIv " 5 Ndx} ,
ry (€2 + |z[?) le)>1 (€2 + [z]?)

de modo que

|l’|2 / |{E|2 /oo 7anl
————dr < dxr = dr < oo
/||1>l (2 + [z[2)N w1 172N N2

2 2 2 2 K
oy S Y .
e (&2 + 22N o 2N (1 + [Z]2)N o 22N (1 + [a2)N N2

|z[* .
com K| = <—daj. Assim,

V6.1 = €2 (5 + 0. (3.3

Por outro lado, podemos notar que

. . 1 . 1 1
de—Cf/ ———dx = C? (/ —dx—/ —dx),
B, (€2 1 [z2)N =y (€2 + |z 2)N lef>1 (€2 4 |z[H)N

/ L4 </ L, /Oo <
—— dx < ——dx = r < oo
a1 (€2 + [N w1 172 N

|1e
By

em que

1 1 1 K!
- _dr= dr = Nip = 222
Aww+mme(wau+@me(@wmu+mwﬁ TTEN

1
com K, :/ ————dxz. Logo,
27 Jow T+ 22N &

O\ T K
ol =2 ([ eas)” =2 (25 +00). (3.0
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N

de tal forma que K,' % = K.

L. De (3.3) e (3.4), segue que
[[4z]2-

Seja v, =

IVl = < S+0(E"?)

com S = K /K, é a constante 6tima de Sobolev. Por (g4) existem C' > 0 e ¢ < 2% tais

que
/ ~ (9(s) = s* " +as)ds > C’/ 57 ds
0 0

e ao integrarmos sobre RY obtemos

1)2* CL’U2 v
G(v.) — = )lde>C | —“da.
/]RN((U) 2*+2)$_ /szqm

Dai, temos

1 . C

V(ve) > —/ v2 dr + — vidr — E/ v2dx
2% JrN q Jrn 2 Jrn
1

= - Psa
2% *

C a
desde que I'. = gHvellg - 5“’”&”3

Afirmagao: lim —— = +o0.
e—0 gV —
Observemos que
q 1 q
ol = 7 | |U:|"dz
HZDE 2% B1

1 N-1
C1
e qu / Er ~ d,r,
[Yell3+ Jo (e24712)72

_ 1/e N-1
= Cy(N, €)€N_N2 2q/ T—]\]—zdr
o (1+4r2) =1

1
-3 < 7 [ 1U:|"da
||77Z}5 2% Bo

L wy /2 C.rN-1 dr
3 Sy (e r2)N2
N—1

2/e
— N 2—N 7"— )
C2(N,€)e /0 (1 +T2)N72d7ﬂ
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Portanto, I'. > €N7¥q¢](6) e

N-1

C Ve oy a N, [2E 0 pNA
J(e) = —Cy(N, — dr— =Cy(N, 2+2Q/ S
©) q 1 5)/0 (1+r2)NT’q r 2 (N, e)e o (14 r2)N=2 r

Como || < |Ue| e vale (3.4) segue que existem Cy,Cy > 0 tais que
thl(N,€) :Cl € thg(N,é?) :CQ.
e—0 e—0

Gragas as hipoteses do Teorema 3.1.6, tem-se

1/e TN_I 00 7,,N—l 0 7nN—l
lim ——dr = / ——dr < / —————dr < o©
=0Jo (1+7r2) =z ¢ o (L+r?)=271 0

2/e TN_l
lim 2+ 520 _o.
el , Arn2dr=0

N -2

Entao, liHé J(e) > 0. Assim, uma vez que N — qg < N — 2 segue que
e—

, L.
1m
e—0 gN_Q

= +OO7
logo concluimos a afirmacao. Por conseguinte, existe £y > 0 tal que para 0 < € < &,

1
>
V(/UE) - 2*7

1
pois V(v.) > > + ..

Outrossim, seja w(z) = v. (E), com o = (V(ve))~
o

2~

. Observemos que

V(w) = /RN G (vs <§)) dr = » G(ve(x))oNdr = V(;

ve()) Jpw

G(ve(x))dx = 1.

Portanto, & é um conjunto nao vazio.

Agora, estabelecido que & é um conjunto nao vazio, podemos definir
M = inf{T(u); V(u)=1,ue H'(RY)}.

e enunciar o seguinte lema.
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Lema 3.1.8. Se as hipoteses do Teorema 3.1.6 sao satisfeitas, entao

1 _
0<M< 5(2*)NNQS7

onde S é a constante 6tima de Sobolev.

Demonstracdo. Note que 0 < M < 400, pois 0 < T'(u) < 400, para toda u € H'(RY).

Considere, novamente, w(z) = v, (§> , de maneira que o = (V(vg))_% e perceba que
o

s [ 1vette =g [ [V G e = [ el
— w|tdr = — ve | — o “dr = = ve(x)|"o ZT,
2 RN 2 RN g 2 RN

isto é,
T(w) = oV 72T (v.)
Consequentemente,
T'(ve
M < T(w) _ O'N ZT(UE) _ (U ) ,
(V(ve))z
Portanto, para 0 < € < gy, temos
2 *)2/2* N—2
ar< MVulB @2 1406 55
(F+0)F T 7 Taszr)?

Pelo Lema A.4.1, se p > 1, entao

(L+t)P <1+p(l+t)"Pe, VE>—1.

*

Dai, ao considerar p = 5 e t=0(N?)

temos

*

- 9 f
(L+0(E2)T —1< S(1+0EVH)FF0E?) < 2T,
para € > 0 suficientemente pequeno. Ou ainda,
(1+0EV2)T <1+ 2°T..

Dessa forma, segue de (3.5) que

Por outro lado, suponha que M = 0. Segue das propriedades de infimo que existe uma
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sequéncia {uy }, em H'(RY) tal que

V(u,) =1e lim T(u,)=0.

n—oo

Assim, da imersao de Gagliado-Nirenberg-Sobolev (Teorema A.2.8), segue que

lim ||upll2« = 0.
n—oo

Das propriedades (g2) e (g3),

s 2*—1
Gls) :/ IO < 157 s e R,
0

1271
Dai,

V(un) < Cllug.
e assim

A5, V() =0,

o que é uma contradi¢ao, pois V(u,) = 1, para todo n € N. Dessa maneira, chegamos

a conclusao que
N-2

1
0<M<§(2*) = S.

O

Teorema 3.1.9. Se as hipoteses do Teorema 3.1.6 sao satisfeitas, entao o problema

(3.2) tem um minimizante 1, € H'(R") positivo e radialmente simétrico.

Demonstragio. No Lema 3.1.7, vimos que o conjunto S = {u € H*(RY); V(u) = 1}
é nao vazio. Da definigdo de infimo, obtemos uma sequéncia minimizante (u,) em
H'(R™) tal que

V(u,) =1, YneN e T(u,)— M.

Dessa forma, consideremos a simetrizacio de Schwarz (u},) em H'(R") de (|uy|), sobre
a qual podemos afirmar que
V(uy)=V(u,) =1, VneN.

n

Alem do mais, da Desigualdade de Polya-Szego temos,

donde podemos assumir (u,) ndo negativa e radialmente simétrica. Logo, da Desigual-
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dade de Gagliado-Nirenberg-Sobolev, como a convergéncia de (T'(u,)) garante a sua
propria limitacdo, podemos afirmar que (u,) também ¢ limitada em L* (RY).
Por outro lado, das propriedades (g2) e (g3), como também visto no lema anterior,

é possivel obter C' > 0 tal que, para todo s € R,

G(s) < C|s

2* %‘8|2.

Dai,

4 *
||un||§ < a [C“un g* - V(unﬂ )

isto ¢, (u,) também ¢ limitada em L*(R").
Sendo assim, (u,) é limitada em H'(RY), logo, podemos assumir que (u,) converge
fracamente em H}(RY). Além disso, uma outra consequéncia da limitagdo em L?(RY)

¢é a existéncia de ug tal que
Up — Uy q.t.p em RY.
Pelo Lema 2.1.7, é valida a convergéncia uniforme a seguir:
up(z) =0, |z|] = +00.

Ademais, o Teorema 2.1.8, nos garante que (u,) converge fortemente em LY(RY). Seja

Up = Uy — Ug, temos

1

T(u,) = /RN IV (0 + o) [2da

1 1
= —/ |V, [*dx + —/ V| ?dw +/ |V, || Vug|dz
2 RN 2 RN RN
= T(vn) + T(uo) + o(1),
com o(1) — 0, quando n — +oo. Assim, se S,, = T'(v,) e Sy = T'(uy) entao

S, = M — Sy + o(1). (3.6)

Como (u,) ¢ limitada em L*(RY) e em L* (RY) e u, — uo q.t.p. em R pelo

Lema A.3.3 (Lema de Brezis-Lieb), segue que

lim (/ |, [2dz —/ |y, — ug|*da —/ |u0|2dx) =0,
n—oo RN RN RN
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ou ainda,

3 = llvall3 + lluoll3 + o(1).

Analogamente,

lim |,
n—oo RN

e consequentemente,

2*
dx — |, — ug
RN

gi + HUO

2*dx—/ |u0|2*dm) =0,
RN

5 +o(1).

g: = |lvn

[

Agora, defina p(s) = g(s) — s> ' +as e Q(s) = s> + s> . Por (g2) e (g3), temos

@ = @ — 57244 — 0 quando s — 0, (3.7)
s s
) (5) _ gs)
p(s g(s
21 gl 14 e — 0 quando s — +o00. (3.8)
Se P(s) = / p(t)dt, entao
0
Pls) _ Gls)— 5 + 22
Q(s) s2 452

Dai, da regra de L’Hopital e de (3.7), temos

P(s) g(s) —s* t4as  p(s) 1
- a ' — 0 do s — 0.

Analogamente, de (3.8), obtemos

P(s) R g(s) —s* T +as  p(s) 1
Q(s) 25 4+ 2%g2° =1 g2 -1 Qg27 -2 4 o«

— 0, quando s — +o0.

R
L*(RY) e em L* (RY). E mais, como u, — ug q.t.p em RY entdo

Também é conhecido que ( Q(un)dx> ¢ limitada, uma vez que (u,,) ¢ limitada em
N

P(uy) — P(up) q.t.p em RY.

Dessa forma, as fungdes P e @ e a sequéncia de fungdes (u,,) verificam as hipoteses do
Lema 2.2.1 (Lema de Compacidade de Strauss), e dai, podemos usa-lo para garantir

que

/RN Plun)dz = /RN P(ug)dz + o(1).
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Uma vez que ja sabemos que

/R P(o,)dr = of1),

temos

Q

/ Pundx-l——/ 33—9/ |, [2dx
RN 2

1 g a
/RN P(ug)dx —i—/R P(v,)dz + — 5 ([lonll3- + [luoll3-dz) — 3 (Ilvnll3 + lluoll3dz) + o(1)

a 1
2= S+ [ Plon)do+ 5o
RN

=

P(ug)dz —|—
RN

V(uo) +V(vn) 4 o(1).

* a
3 — Sl + o(1)

Dessa maneira, se A, = V(v,) e A\g = V(uo), entao
An=1—= X+ o(1). (3.9)

Afirmacgao: Para u € H'(RY) e V(u) > 0, temos

N-—-2

T(u) > M(V(u)*7.

O caso V(u) = 0 é imediato. Por outro lado, caso V' (u) > 0, consideremos como no

lema anterior o = (V(u))’%, uy(z) = u (E) e as seguintes relagoes
o
T(ug) =N 2T(u) e V(uy)=0"V(u).
Dai, uma vez que V(u,) = 1, da definicio de M obtemos T(u,) = o™ *T'(u) > M,

isto é,
T(u) > M(V(u)'~ .

Devemos, finalmente, provar que Ao = 1, e assim garantiremos a existéncia de um

minimizante de (3.2). Suponha que Ay > 1. Assim, da afirmagao, temos

o que é uma contradi¢ao, pois Sy < M, gragas a equagao (3.6). Suponha, por outro
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lado, que \g < 0. De (3.9), segue que para n suficientemente grande, que
Ao
1<l——< M\,
2

e dai, novamente da afirmacao,

N—2

S, =T(uy) > M(V(u,))'™ =MON) '~ >M (1 — %) > M,

mas isto contradiz a equagao (3.6). Logo 0 < \g < 1.

Por 1ultimo, se 0 < A\g < 1, entao, para n suficientemente grande, A\, > 0. Dai e da

afirmacao,
So> M) e Sy > M\,) '~
que nos dé,
n—oo
N—
S N-2
> Tim M((2) % + (1))
N— N—
= M((A) % + (1= X))
> M +1—X) =M
e, como consequéncia, ()\O)NT + (1 - )\O)NT = 1. Dessa forma, ao considerar o
Lema A.4.2, parat = A\g e p = ]\_f , pode-se concluir que A\g = 0, o que nos le-
varia a ug = 0 e lim S, = M. Assim, de (3.9)

n—oo

1 = lim \, = limsup V(v,)

n—00 n—o0

1
= lim sup (/ P(vn)dr + /
n— 00 RN 2 RN

5 > (2*) . Logo,

¥ dy — g/ |vn|2dx> ,
2 RN

e, no que segue, limsup ||v, ||
n—oo

1
M = = lim ||Vuv,]|2
2 n—oo

2%
2*

2||Un
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Recorde que S := inf{||Vul||2; u € D"?RY), |ju

9+ = 1}, donde deduz-se que

1 N-2

> —(2%) 2
Mz (@),

chegando a uma contradi¢ao com o lema anterior. Portanto, A\ = 1, ou seja, uy ¢ uma

solugdo minimizante e radialmente simétrica do problema (3.2). O

3.1.2 Solugao de energia minima

Aqui, vamos iniciar definindo a variedade de Pohozaev P dada por
P = {ue H(RY)\{0}; J(u) =0},

na qual J € C*(H'(RY)) e

N —2
J(u) = T/RN |Vul?de — N/RV G(u)dx

= (N —=2)T(u) — NV (u).
e recorde que
S = {u € H'(RM){0}; V(u) =1}.
Assim, podemos enunciar o lema a seguir, que estabelece uma bijecao entre P e S.

N -2

1/2
W) IVullo. A aplica-

Lema 3.1.10. Dada u € H'(R™)\{0}, considere ¢, = (

¢ao

é uma correspondéncia biunivoca.

Demonstracao. Mostremos primeiro que ® ¢ injetiva. Sejam wui,us € S, tais que
®(u1) = ®(uy), isto é, para todo » € RY,

(2)-n(2)
Lol Lola(2)

40



3. Aplicacao

ou ainda,

i /R Glur(@)de =t /R - Glus())da

Como uj,us € S, temos V(u;) = V(ug) = 1 e, consequentemente t,, = t,, e isto
implica que

ur () = us (),

para todo z € RY. Portanto, ® é injetiva.
Mostremos agora que ® é sobrejetiva. Dada u € P, considere v : RY — R definida

por

v(z) = u(t? V).

Notemos que
Vol = [ | IVali o) Pde = 6%Vl

logo
2/N

IVolly = ——I[[Vull2,

u

0 que nos leva a

N — 2\ 12 N 2\ M2 2/N 2/N
v =\ “anrr \Y% =\ —— Vv “ =1y “ = t2/N.
(570) 19ele= (557)  I9ul- = o2~

~+~

Dessa maneira, obtemos

para todo z € RV,

Além disso, uma vez que u € P, temos também

N2

Vi) = LIVl = £
Isto posto, obtemos
%4
Vi(v) = / Gu(t?Nz))de = (Qu) = 1.
RN tu
Assim sendo, temos v € S e $(v) = u, ou seja, P é sobrejetiva. O

Agora, podemos enfim enunciar o resultado principal desta se¢ao:
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Teorema 3.1.11. Assuma as hipdéteses do Teorema 3.1.6. Entao existe uma solucao
de energia minima w(z) de (3.1) satisfazendo a identidade de Pohozacv. Além disso, a

energia minima de (3.1), m, verifica

208
N -2

N_9 1/2
em que oy = (TM> :

Demonstragao. Do Lema 3.1.10, sabemos que & é uma correspondéncia biunivoca.

Seja u € S, temos

2

2 RN tu RN tu

_1 / L V@)V de — [ Glue)tVde,
2 R t%t RN

_ ;tuNQ / V() Pde — Y / G (u(a))dz

N RN
N . 2 1/2
Recorde que t, = (W) IVul|2. Logo

) - (5557) vl

1
2

C/N-2\T 1 N-2
1

z
b

¢, conscquentemente,

1 (N-2

. . L T . N
inf1(u) = nfI(®(u)) = (—2N ) ing|[Vally. (3.10)

Por outro lado, o Teorema 3.1.9 garante que ug € S e ainda mais,
m£||vu||§ = [|Vuol|3 = 2M. (3.11)
ue

Assim, de (3.10) e (3.11), segue que

infI(u) = 1(®(ug)) = % (%) 7 om

ueP
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Agora, seja w = ®(ug). Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe
1o € R tal que
I'(w) = poJ'(w) em HY(RM).

Dai, para toda ¢ € C°(RY), temos

N
VwVpdr — / g(w)pdr = py / VwVpdr — —/ g(w)pdzx |,
RN RN N - 2 RN

RN

ou ainda,

N
(L—po) [ VwVedr=(1- puo / g(w)pdz.
]RN N - 2 RN

Logo, uma vez que pg # 1, segue que w é solugao fraca para a equacao

Dessa forma, podemos garantir que w satisfaz a identidade de Pohozaev, isto ¢,

Vuwl*de=N{1—pn G(w)dx. 3.12
ol ) [ G (3.12)

Entretanto, como w = ®(ug) € P, segue que

(1 — fio)

1 , N
- d = —~ dz.
2/RN|VUJ| x N_2/RNG(w)x

Dai e de (3.12), obtemos

L) =2y [ Glwnde =N (1) [ Glanas

ou equivalentemente,

B N
Ho = Ho—5»

e isto implica que po = 0, donde obtemos, I’(w) = 0 em H~'(R"). Por conseguinte,
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w = ®(up) é solugao de energia minima de (3.1) e, além disso

Sl

0 5 concluindo assim a demonstracgao. (I

Portanto, m =

3.1.3 Geometria do Passo da Montanha

Aqui, vamos provar que o funcional I possui a geometria do Passo da Montanha.

Definigdo 3.1.12. Sejam X um espaco de Banach e I € C'(X,R) um funcional tais
que I(0) = 0. Dizemos que I satisfaz a geometria do passo da montanha quando
(i) Existem py > 0 e §y > 0 tais que I(u) > do para todo ||ul| 1@~y = po;

(i) Existe up € H'(RY) tal que [Jug||giny > po e I(ug) <0

Definicao 3.1.13. Dizemos que ¢ é o nivel do passo da montanha de I sc

c:= ;rellﬁ gg&)ﬁ[(y(t)), (3.13)
em que
T = {y € C((0, 1], H'(R™)); 7(0) = 0, I(y(1)) < O}, (3.14)

Lema 3.1.14. Assuma que (g1)-(g3) sao verificadas. Entao o funcional

satisfaz a geometria do passo da montanha. Em particular, ¢ dado por (3.13) esta bem
definido.

) a
Demonstragao. E imediato que 1(0) = 0, gracas a (¢1). Agora, consideremos ¢ = 7

Por (go), é possivel garantir a existéncia de J, > 0 tal que para 0 < s < d,, obtemos

9(s) < —%8 +s7 L
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Por (g3), existe R, > 0 tal que para s > R,, temos

g(s) < —%s—i— (1 + 2) S

Além disso, da continuidade da fungao

g(s) + 55
82*71

no compacto [0,, R,] C R, existe K, > 0 tal que

g(s) < —gs + K%L

Assim, seja C; = max {1 + g, Ka} > 0 e dai, para s > 0, concluimos que
a 21
g(s) < —55 + Cys™ 7.

Integrando os dois lados dessa desigualdade, desde que G é par, temos

G(s) < —%|s|2 +Cs|*, s R,

C, .
onde, C, = - Disso e da imersao H'(R") — L* (R"), notamos que

1
I(u) > —/ |Vul*dz + g/ |lu|*dx — C(’Z/ lu
2 RN 4 RN

> Collullp er) — Ci

Y dx

)
= l[uli3s ey (Co = clnuuzfﬂim)

em que Cyp = min {1/2,a/4} e Cy depende de C!, e da constante que aparece na imersao.
Finalmente, ao escolher 0 < py < (C’O/C’l)ﬁ, observamos que, se [ul[1 vy = po,
entdo I(u) > dy, onde

o = [l ) (Co = Callulfiny) -

Isto ¢, o funcional I verifica a condigao (7) da defini¢do 3.1.12.

Novamente por (g2) e (g3), para € = 3 de maneira analoga ao que foi feito anteri-

ormente, é possivel obter C’;/ > 0 de modo que, para s > 0,

1"
2
—-C,s

l\:JIr—t

g(s) >

45



3. Aplicacao

e, por conseguinte,

1
G(s) > 5

¥ _Cs|, seR.

|s

2*

Dessa maneira, para vy € H'(R") ndo nula, tem-se

2 C, 12 % .
I(tvy) < — Vug|*d e *dx — >d
o) <5 [ IVnlPdo+ S5 [ e =g [l s
<E [ Vupr - [
— vo|“dx — v x.
=2 Jan 2.2% Jon "
o que leva ao seguinte limite
lim [(tvy) = —o0.

t—4o00

Portanto, para t suficientemente grande, é possivel concluir que
[uoll > po e I(ug) <0,

em que uy = tvg. Logo, a condigao (i) da defini¢ao (3.1.12) também é satisfeita e assim,

pode-se afirmar que o funcional [ possui a geometria do passo da montanha. O

Agora, consideremos a variedade de Pohozaev P = {u € H*(RV)\{0}; J(u) = 0}

e escrevamos o funcional J da seguinte maneira
J(u) = (N = 2)T(u) = NV (u) = NI(u) — [|[Vull3.

Observacao 4. Com as devidas adaptacoes, é possivel, de forma semelhante ao Lema 3.1.14,

mostrar que existe py > 0 tal que para todo 0 < [|ul| g1y < po, tem-se
J(u) > 0.

Para finalizar esta segao, utilizaremos os argumentos de [12| a fim de garantir que
o nivel de energia minima de I, m, é igual ao valor do passo da montanha, c. Primei-

ramente, observemos a seguinte desigualdade:

Lema 3.1.15. Temos a seguinte estimativa
c>m.

Demonstragao. Vamos mostrar que para todo caminho v € I'; onde I esta definido em
(3.14), é possivel garantir que

[0,1]) NP #0.
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Considerando a Observagao 4, existe py tal que
J(u) >0,
para todo 0 < ||ul| g1 @&~y < po. Por outro lado, para todo v € I, tem-se y(0) = 0 e
J(v(1)) < NI(v(1)) <0.

Portanto, existe ty € [0, 1] de modo que

1v(to) | yy > po e J(v(to)) =0,

isto é, (ty) € 7([0,1])NP, donde segue que ([0, 1])NP # 0. Ademais, ao considerarmos

m, como no Teorema 3.1.11, obtemos como consequéncia

m = mfl(u) < I(y(t)) < inf maxI(y(t)) =c,

donde deduz-se a desigualdade desejada. U

A seguir, demonstraremos um segundo lema auxiliar, que nos levara a desigualdade

contraria, a saber ¢ < m.

Lema 3.1.16. E possivel encontrar uma curva v : [0, L] — H*(RY), para L suficien-

temente grande, de tal forma que

7(0) =0, I(v(L)) <0, we ’V([O?L]) (3.15)
Orgg)i[(fy(t)) =m. (3.16)

Demonstrag¢ao. Considere o caminho definido por

o =] ) o
0, t=0.
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Tem-se
Iy @y = VY15 + Iy ()15
2 2
_/ Vw(f) da:+/ w(f) dr
]RN t RN t
1 2
:/ —Vw(x) tNd:E—i—/ jw(z) [*tY dx
]RN t RN
= "2V} + Y ||wlf3
e

e =3 [ [vu ()

J. 2dx+/RNG(w(§))dx

t
== ||Vw||§+tN/RNG(w(;1:))dx.

Logo, v € C([0,00), H'(RY)) e mais

d (N —2)

210() = —

: N3 T2 — NV / Glw(z))dz.

RN

Da Identidade de Pohozaev (1.2), segue que

G(w(z))dx > 0,

RN

%tw / Vw(@)Pde = 3N [ Gw(@)ds > N [ Glw())de,
RN

RN RN
para 0 <t < 1, ou seja, p
El(fy(t)) >0, parat € [0,1].

d
De maneira analoga, para t > 1, tem-se £I (7(t)) < 0. Logo, para L suficientemente

grande, é vélido (3.15), em que
1()(@) = w(z).

d
Ademais, EI(W(l)) = 0, donde segue (3.16). O

Agora, podemos estabelecer o resultado descjado.
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Teorema 3.1.17. O nivel do passo da montanha coincide com o nivel de energia

minima, isto ¢, ¢ = m.

Demonstrag¢ao. Usando um scale suave, de acordo com o Lema 3.1.16, é possivel obter

~v e I tal que
7(0) =0, I(y(1)) <0, we(0,1])

maxI(y(t)) = m.

Dai, sendo ¢ o valor do passo da montanha do funcional I, tem-se ¢ < m. Além do

mais, o Lema 3.1.15 garante que ¢ > m. Logo,

donde conclui-se a demonstracao. O

3.1.4 Regularidade e comportamento assintético da solugao

Nesta secao, estabeleceremos a regularidade e o decaimento da solugao de energia

minima w de (3.1). Vamos comegar relembrando alguns resultados fundamentais

Definigao 3.1.18. Seja © um dominio limitado em RY e uma fungdo em LP(Q2) para

algum p > 1. O potencial Newtoniano de f é a funcao v definida pela convolucao

o(z) = / P(x — ) f(y)dy,

onde I' é a solucao da equacao de Laplace dada por

1
ey, N> 2
N —y) =T(z—y) = ¢ N7 N
—log |z — y], N =2.
27

O teorema a seguir pode ser encontrado em [11, Teorema 9.9].

Teorema 3.1.19. Sejam f € LP(Q),1 < p < oo e v o potencial Newtoniano de f.
Entdo v € W??(Q) e
Av=f qt.p.em €.

O lema seguinte, por sua vez, estd demonstrado em [15, Lema 5.13].

Lema 3.1.20 (Lema de Weyl). Sejam  C RY um aberto e u € L},.(£2) uma solucio
fraca da equagdo Au = 0. Entao u € C*°(Q).
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Assim, sendo w € H'(R") solucio fraca de (3.1), em particular w é solucao fraca
da equacao
—Au=h em B, (3.17)

em que h(z) = g(u(z)) e B é uma bola qualquer em R". Além disso, uma vez que g é
continua, segue que h € LP(B), para todo p > 1. Logo, se v é o potencial Newtoniano

de h, pelo Teorema 3.1.19, podemos concluir que v € W*?(B) e
Av="h qtp. em B. (3.18)

Portanto, das equagoes (3.17) e (3.18), concluimos que
/ V(v+w)Vy =0 paratoda ¢ e C;°(B),
B

ou seja, w + v é uma solucdo fraca da equacdo Au = 0 em B. Como w +v € H'(B),
pelo Lema 3.1.20 concluimos que w + v € C*(B) e, por conseguinte, w € VVif(RN)

Com esse fato em maos, no proximo lema, vamos enfim constatar qual a regularidade

de w.
Lema 3.1.21. w € C*(RY).

Demonstracdo. Note que w verifica a equacdo —Au = ¢(z)u em RY, onde ¢(z) = ——=.

/ILY
Por (gs), existem sop > 0 e C; > 0 tais que
]@ <o, (3.19)
s

para todo 0 < s < sg. Por outro lado, de (g3), existe Ry > 0 tal que

‘ 9(s)

< |82*_2|,
S

para todo s > Ry. Logo, da Desigualdade de Holder, ao considerarmos um compacto
K C RY | se definirmos K’ = {w|x; w(s) > Ry} entdo

J.

vz

g(w)

2*2ﬂ
< e
w

_K/

:/ wi
g(/ w2*)2 (/ 11352) " <o, (3.20)
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ja que w € L* (RY). De (3.19), (3.20) e gracas a continuidade de 9(s) no compacto
s

[s0, Ro], segue que
- <,
K\K/ ’

J,
N
2 (R™). Assim, gracas ao Lema A.2.11, se conside-

ol

5 ()%
EA N
w

g(w)

w

g(w)

w

Dessa forma, concluimos que ¢ € L2,

rarmos f(x,u) = q¢(x)g(u) temos w € L7

loc

(RY) para todo p > 1. Dai, pelo que foi feito
no inicio desta se¢ao, podemos garantir que w € Wfo’cp(RN ) para todo p > 1. Dessa

forma, gracas a imersdo de Sobolev no Teorema A.2.10, obtemos w € C*(R™), onde
a € (0,1). Para qualquer » € C5°((0,00)), se ¥(z) = p(r) entdo ¢ € C°(RY) e

VuwViy — g(w)y = 0.

RN

Uma vez que w € H,(RY), na verdade, a tltima igualdade pode ser escrita da seguinte

maneira -
/ (W' — glw)p)r™dr = 0,
0

N

para qualquer ¢ € C5°((0,00)). Dessa maneira, nota-se que r ~lw' possui derivada

fraca em (0, 00), a saber,

(’I”N_lwl), — —TN_lg(w)

e, consequentemente,
N -1

(W) = ==’ - g(w).

Dai, uma vez que w € CY*(RY) e g é continua, o lado direito da equacdo anterior
também define uma funcio continua, logo w € C*(RV\{0}). Além do mais, para todo

r > 0, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

Ao utilizar um scale suave, é possivel escrever w’ da seguinte maneira:

1
w'(r) = —7’/ N g(w(rt))dt.
0
Assim, como w'(0) = 0, deduz-se que w”(0) existe e

" _ : ! N—-1 _ g(w(()))
w"(0) = —715% i " g(w(rt))dt = — N
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Por outro lado, como

segue que
limw”(r) = —(N — 1)w"(0) — g(w(0)) = w"(0).

r—0

Portanto, w € C*(R™).

Agora, vamos estabelecer o decaimento dessa solucao.
Lema 3.1.22. Existem C' > 0 e § > 0 tais que w(z) < Ce °°l para todo = € RV,

Demonstragio. Como w € H!(RY), pelo Lema 2.1.7, tem-se que w(z) — 0 quando

|z| — oo. Dai e de (g2), é possivel obter R > 0 tal que

para todo |z| > R. Assim, uma vez que w é solugao de (3.1), tem-se —Aw = g(w) e,
por conseguinte,
a
—Aw + §w S 0,

para todo |x| > R. Considere 6 > 0 e M > 0 tais que
5 < g e w(zr) < Me™°F,

com |z| = R. Portanto, ao definir ¥(z) := Me 1 como ¥ é uma funcio radial
obtém-se VU = §M el ¢, consequentemente, AU = §2M e = §20. Assim,

—A\If+g\112 (g—@qg z#0.

Dessa forma, ao considerar u = ¥ — w, entao u verifica

—Au—l—%u >0, |z|> R;
u >0, |z| = R;

u— 0, |z| — oo.

Afirmagao: u > 0, para |z| > R. Com cfcito, suponhamos que exista z, € RY tal
que
|zo] > R e u(zg) < 0.

Uma vez que u(z) — 0 quando |z| — +o0 e u é radial, podemos fixar R; > || tal
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que
u(zo) < u(Ry) < 0.

Notemos que o conjunto A = {x € RY; R < |z| < R;} é aberto e limitado. Assim,

como u(z) > 0 quando |z| = R, pelo item (i) do Principio do Maximo atestamos que

u(zp) > minu > —maxu~ = u(Ry).
A 0A

o que é uma contradi¢ao. Logo, u > 0 e, consequentemente,
w(z) < Ce 0kl

para todo || > R. Dessa forma, uma vez ja sabido que w(z) < Ce "l para |z| < R,

gragas a continuidade das fungoes envolvidas, concluimos entao que
w(z) < Cel vz eRY

O

Agora, acrescentaremos mais um fato sobre a w que nos ajudard a entender o

comportamento de Vw no infinito.
Lema 3.1.23. Existe R > 0 tal que w'(r) < 0, para todo r > R.

Demonstracao. Assim como no lema anterior, ¢ possivel obter R > 0 de tal modo que

para r > R, donde se tem

[ gtoenetar = [T 28y 6o <o

R R w(r)

Dessa maneira, uma vez que w é solucao de (3.1), pode-se notar também, pela conti-

nuidade de g, que

| g = [ gun)eir <o (3.21)

R R

para toda ¢ € Cg°((0,00)), com suppy C (R,+00). Suponha que exista 7y > R tal

que w'(rg) > 0. Assim, gragas a continuidade de w’, existiria § > 0 tal que w'(r) > 0
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para todo r € (rg — 0,79 + 9). Escolha, entao, a funcao teste

0, 0<r<ryg—9;
)
o(r) = MT;—;—)(T—TOJré), rg—0<r<ry—29;
w(r), r > 1o+ 0.

Todavia, por (3.21) tem-se

7’0+5
/ rN ' (r) g (r)dr < 0,
ro—9

o que é uma contradigao, pois w'(r) > 0 para todo r € (ro — 0,79 + ¢). Deste modo, ¢é

possivel concluir que existe R > 0 tal que w'(r) < 0, para todo r > R. (I
Por ultimo, temos entao o seguinte resultado.
Lema 3.1.24. Existem C' > 0 ¢ § > 0 tais que |Vw(z)| < Ce °®l para todo = € RV,

Demonstragao. Se |z| = 0, o resultado segue diretamente. Suponha agora que |z| > 0.

Como w € H'(RY) e ¢ solucdo fraca de (3.1), temos

para toda ¢ € C5°((0,00)). Definamos

u(r) =: /Oo s g(w(s))ds e v(r) = rN ' (r) — u(r).

Usando integragao por partes, obtemos
/ v(s)¢'(s)ds = / (lew’(s) — / tng(w(t))dt> ©'(s)ds
0 0 s

[T w7 ([ swenear) s

[o.o] [e.@]

W (s)g'(s)s" "1 ds — / VT g(w(s))p(s)ds

0
0,

para toda ¢ € C5((0,00)). Isto é, v tem derivada fraca v' = 0 em (0, 00). Portanto, pela
Proposigao A.2.6, segue que existe uma constante C' tal que v(r) = C' q.t.p em (0, 00).
Mas, como w € C*(R™), temos v(r) = C, ou seja, v 'w'(r) = C + u(r), para todo

r > 0. Suponhamos que C' # 0. Uma vez que u(r) — 0 quando r — +o00, é possivel
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garantir a existéncia de ro > 0 e C7 > 0 tais que
rNHw!(r)| > C) para > 1.

Na verdade, como pelo Lema 3.1.23 existe r; > 0 tal que w'(r) < 0, para r > r, ao

escolher 1’ = max{rg, 71} obtemos
w'(r) < —=Cyr'™ para r >’

Integrando ambos os lados dessa desigualdade, obtemos

/ w’(t)dtg—cl/ tNat.

Dali,
O]T2_N
_ < _
wlr) < =N 3
Logo, para todo r > 1/,
>
w(r
- N-2’

o que contraria o decaimento exponencial de w, visto no Lema 3.1.22. Portanto,

para todo r > 0. Dai, como no Lema 3.1.14, ja vimos que g(t) < Cy|t| + Cy|t|* ~*, para
todo t > 0, segue que

W) = B2 = o [ gl

+o0
<= [ @l + o)

2*_1) ds.
Recorde que do Lema 2.1.7, tem-se w(z) — 0 quando |z| — +o0o. Dai,
+o0 . +o00
/ sV O w(s))* s < C’é/ s Hw(s)|ds.

Assim,

1 [t
o / V-1 (C'1|w(8)| + Cylw(s)

+o0
¥ ds < C’/ s Hw(s)|ds.
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Logo,
+o0
lw'(r)] < C/ sV Huw(s)|ds.

Por tltimo, novamente gragas ao decaimento exponencial de w visto no Lema 3.1.22,

existem C' > 0 e § > 0 tais que

W'(r)] < C / T SN u(s)ds

—C/ -1 —(6 €)s e %5 ds

< Ce™ (6— s)r/ SN—le—sst
r

52
<Ce™ 7,
ou seja,
IVw(z)| < Ce®l®l para todo z € RY.
donde concluimos o decaimento desejado. O
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Apéndice A

Alguns resultados basicos

A.1 Funcoes suavizantes e regularizacoes

Definicao A.1.1. Uma fung¢ao suavizante é uma fung¢ao nao negativa ¢ € C'SO(RN)

com suppp C B1(0) tal que / o(x)dx = 1.
RN

Exemplo A.1.2. A fungao

1
CelsP-1, |z| < 1;
p(x) =
0, lz| > 1,

em que C' é uma constante escolhida de forma que / p(x)dx = 1, é um exemplo
RN

classico de funcao suavizante.

Definigao A.1.3. Considere v € L}, .(R"Y). Dado ¢ > 0, a regularizacio u® de u é

definida como sendo a convolugao

o) = (per)o) = ¢ [ o (F20) utwhay

€
A seguir, listamos algumas propriedades dessas fungoes.

Lema A.1.4 (Propriedades das regularizagoes). (a) v® € C*(Q.) e v — u q.t.p.

quando € — 0.

(b) Se u € C(RY) entdo u° — u uniformemente sobre subconjuntos compactos de
RY;

(¢c) Sel<p< +ooeuc Z (RY) entdo u® — u em LY (RY);

loc loc
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(d) Se u € L}, (RY), a um multi-indice e suponha que D*u existe. Entao

D% (x) = (D%u)"(),

para todo x € Q. = {y € Q; dist(y,00) > e};

(e) Se u € WHP(RM), entdo v — u em WEP(RY), isto &, u® — u em WHP(Q), para

todo Q c RV,

A.2 Espacgos de Holder e Espacos de Sobolev

Definicdo A.2.1. Seja Q € RY. Dizemos que uma funcio u : Q — R & Hélder continua

com expoente o em §2, se

o a0 =]
w,ny |z —y|*

para algum 0 < o < 1. Neste caso, escrevemos u € C*(Q),se a < 1 e u € C°(Q), se

a = 1. Além disso, denotaremos também

[U]Ca(g) = sup |U(I‘) - u(y>|
ey | —yl*

como uma seminorma em C'“(2).

Definigdo A.2.2. Scja Q C RY aberto. Os espagos de Hélder C**(Q) sdo definidos
como os subespagos de C*(Q) consistindo das funcdes cujas derivadas parciais até a

ordem k (inclusive) sao continuas de Holder com expoente o em €:
C*(Q) = {u € C*(Q); Du € C*(Q), para todo || < k}.

Permitindo o = 0, podemos incluir os espacos C’k(Q) entre os espagos de Holder.

Recorde que fungdes em C*(€2), bem como suas derivadas, nio precisam ser li-
mitadas em {2, uma vez que () é aberto. Dessa maneira, como funcoes limitadas e
uniformemente continuas em () possuem uma tnica extensao continua e limitada em

Q, consideremos o espaco
CrH(Q) = {u € C*(Q); DYu € C*(2), para todo |y| < k},
no qual podemos definir a seguinte norma:
a(Q) — D'Y oo D'Y a .
[ullro @) ﬁg” ull () + m?}g[ ulca(o)
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Teorema A.2.3. C**(Q) munido da norma definida acima é um espaco de Banach.

Defini¢do A.2.4. Seja Q@ C RY, p > 1 e k> 0 um inteiro. Definimos
WHP(Q) = {u € LP(Q); D*u € L*(Q), para todo 0 < |a| < k},

conhecido como espaco de Sobolev. Neste espaco, somos capazes de definir a norma:
1/p
— a, |p _ o
= X ([102ar) = X 0%,
0<lal<k N8 0<|a|<k

Quando p = 2, denotamos por
Wk?(Q) = H*(Q).

Teorema A.2.5. Wk (©2) munido da norma descrita acima é um espago de Banach,

separavel, se 1 < p < oo e reflexivo, se 1 < p < 0.

Proposicao A.2.6. Seja Q ¢ RY, com 9Q € C'. Se Q é conexo e u € W'P(Q) tal
que

Vu =0, qt.p. em §,
entao u é constante q.t.p. em €.

Esta proposicao é um exercicio classico da teoria dos espagos de Sobolev e foi
utilizado no Lema 3.1.24.

Agora, veremos resultados de imersao tteis as nossas demonstragoes.

Definicao A.2.7. Se 1 < p < N, o expoente critico de Sobolev de p é dado por

. Np
p - N _ p'
Teorema A.2.8 (Desigualdade de Gagliado-Nirenberg-Sobolev). Assuma que
1 < p < N. Entéao existe uma constante C' = C(N,p) > 0 tal que

[ullps < ClIVullp.

para toda u € CH(RY).

Esta desigualdade leva ao teorema seguinte, que pode ser encontrado em [9, Teorema
5.7.1].
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Teorema A.2.9 (Teorema de Compacidade de Relich-Kondrachov). Assuma

que € RY ¢ limitado e 9Q ¢ C'. Se 1 < p < N, entdo a imersao
WhP(Q) = L)

é compacta, para cada 1 < ¢ < p*.

No nosso trabalho, também utilizamos uma outra imersao importante que relaciona
os espacos de Holder com os espagos de Sobolev. Uma versao mais geral desse Teorema

encontra-se em |6, Teorema 2.31].

Teorema A.2.10. Se p > 1 entao é valida a seguinte imersao
W2P(RY) — CM(RY)

onde 0 < a < 1.

Por tltimo, ainda sobre os espagos de Sobolev, em [18, Lema B.3| temos o seguinte

resultado de regularidade.

Lema A.2.11 (Brezis-Kato). Sejam Q@ C R e f : QxR — R uma funcdo mensurével

em () e continua em R tais que

()] < g@)(1 + ul), qtp. em O
onde 0 < ¢ € LlOC(Q). Seja também u € H} () solucdo fraca do problema (3.1).

Entdo u € L}, () para todo 1 < p < 0.

A.3 Alguns Teoremas de Convergéncia

Lema A.3.1 (Fatou). Seja (f,,) uma sequéncia de fungdes mensuraveis positivas de-

finidas em 2. Entao

/liminffn( dm<hm1nf/fn
Q n—oo n—00

Teorema A.3.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam (f,,) uma sequén-

cia de fungoes integréveis e f uma fungao mensurével tais que

fo— f q.t.p. em €.
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Se existe uma fungao integravel g tal que | f,,| < g para todo n € N, entao f é integravel

/Q fdu = lim /Q fody.

Lema A.3.3 (Brezis-Lieb). Scja (u,) uma sequencia tal que w, — v q.t.p em Q ¢

(¢

lun|l, < C < oo, para todo n € N e para algum 1 < p < oo, entao

lim (/ \un|pd:t:—/|un—u|pd:c) :/\u|pdx.

Este lema foi utilizado no Lema 3.1.9 e para ver a demonstragao, confira [19, Lema
1.32]. Além do mais, na prova do Teorema 2.2.1, usamos dois fatos importantes de
Teoria da Medida, os quais apresentaremos a seguir e estdo em |[13, Defini¢do 4.12,
Teorema 4.13].

Definigao A.3.4. Uma sequéncia de fungdes (f,) em L'(Q2) é equi-integrdvel se para

todo ¢ > 0, existe um conjunto mensuravel A, de medida finita, e 6 > 0 tais que

(a) Para todon € N,

| fo(2)]dr < &;
Ac

(b) Para todo E C {2 tal que med(E) < ¢,

/E\fn(a:)dx <e.

Teorema A.3.5 (Vitalli). Sejam (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) e f uma
funcao mensurével tais que f, — f q.t.p. em . Entdo f, — f em L'(Q) se, e somente
se, fn € equi-integravel.

A.4 Lemas auxiliares elementares

No nosso trabalho, precisamos de algumas afirmacgoes elementares que nos auxilia-
ram nas demonstragoes dos resultados principais. Os Lemas a seguir foram utilizados

nas demonstragoes do Lema 3.1.8 e do Teorema 3.1.9 respectivamente.

Lema A.4.1. Para p > 1, a seguinte desigualdade ¢ valida:
(1+t)P <1+p(l+1t)'"Pt, paratodo t> —1.

Demonstragao. Considere a fungao definida por
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f [_17+OO) —+R
te— f(t) =14+ p(L+ )Pt — (1 + 1),

Note que f(—1) =1e f(0) = 0. Além disso,

p(L+8)"*P + p(1+p)(1+ )Pt — p(1 4 t)P~"
p(L+ )P A48+ (1 +p)(1 + )t — 1]
p(1+ )P (p+3) + (p+ 2)t]t.

f'(®)

Claramente, f'(t) > 0 para t > 0 e portanto f é crescente no intervalo (0,+00). Por

outro lado, para —1 <t < 0, tem-se que
(p+3)+ (p+2)t>0.

Consequentemente, f ¢ decrescente no intervalo (—1,0). Portanto, ao determinar as
imagens de —1 e 0 por f, isto é, f(—1) = 1 e f(0) = 0 obtemos que f(t) > 0 donde

segue a desigualdade desejada. O

Lema A.4.2. Sejam 0 < p < 1et€]0,1] tais que
P+ (1—-t)P =1

Entaot =0out = 1.
Demonstragao. Considere a fungao definida por
h:[0,1] = R

L h(t) =17+ (1 — 1) — 1.

Note que

W(t) =pt"™" —p(l = )P = p[t"™" — (1= t)"].

Consequentemente, h'(t) = 0 se, e somente se, t = 1/2 e mais h(1/2) = 1/2°"1 -1 > 0.
Além disso, h é crescente para 0 < ¢t < 1/2, pois I/(t) > 0 no intervalo (0,1/2), e h é
decrescente quando 1/2 < ¢ < 1, ja que I/(t) < 0 em (1/2,1). Portanto, h(t) = 0 se, e
somente se, t =0out=1.

O

62



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

15]

6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

[12]

H. Berestycki; T. Gallouét; O. Kavian, FEquations de champs scalaires euclidiens
non linéaire dans le plan, C. R. Math. Acad. Sci. Paris Ser. I 297 (1983), 307-310.

H. Berestycki; P.-L.Lions, Nonlinear scalar field equations, I existence of a ground
state, Arch. Ration. Mech. Anal. 82 (1983), 313-345.

H. Brezis, Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations,

Springer, 2010.

H. Brezis; T. Kato, Remark on Schrodinger operator with singular complex poten-
tials, J. Math. Pure Appl. 58 (1979), 173-151.

H. Brezis; L. Nirenberg, Positive Solutions of nonlinear elliptic equations involving
critial Sobolev exponents, Comm. Pure Appl. Math 36 (1983), 437-477.

F. Demengel; G. Demengel, Functional spaces for the theory of elliptic partial
differential equations, Springer, 2011.

J. M. do O; E. S. Medeiros, Remarks on least energy solutions for quasilinear
elliptic problems in RY | Electron. J. Differ. Equ. (2003), No. 83, 14 pp.

J. M. do O; E. S. Medeiros; U. Severo, On the existence of signed and sign-changing
solutions for a class of superlinear Schrodinger equations, J. Math. Anal. Appl.
342 (2008), 432-445.

L. C. Evans, Partial differential equations, American Mathematical Society, 1998.

A. Floer; A. Weinstein, Nonspreading wave packets for the cubic Schrodinger equa-
tion with a bounded potential, J. Funct. Anal. 69 (1986), 397-408.

D. Gilbarg; N. S. Trudinger, Elliptic partial differential equations of second order,
Springer, 1983.

L. Jeanjean; K. Tanaka, A remark on least energy solution in RY, Proc. Amer.
Math. Soc. 13 (2002), 2399-2408.

63



Referéncias Bibliograficas

[13] O. Kavian, Introduction & la théorie des points critiques: et applications aux pro-

blemes elliptiques, Springer, 1993.
[14] E. L. Lima, Curso de Andlise, Volume 2, ITmpa, 2020.
[15] A. C. Ponce. Métodos classicos em teoria do potencial, Impa, 2009.

[16] P. H. Rabinowitz, On a class of nonlinear Schrédinger equations, Z. Angew. Math.
Phys. 43 (1992), 270-291.

[17] W. A. Strauss, Existence of solitary waves in higher dimensions. Comm. Math.
Phys. 55 (1977), 149-162.

[18] M. Struwe, Variational methods: applications to nonlinear partial differential equa-

tions and hamiltonian systems, Springer, 2000.
[19] M. Willem, Minimaz theorems, Birkhauser, 1996.

[20] J. Zhang; W. Zou, A Berestycki-Lions theorem revisited, Commun. Contemp.
Math. 14 (2012), 14 pp.

64



