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Neste trabalho, sera proposta uma estrutura geral para inferéncia em mode-
lagem de conjuntos de dados discretos, através de um modelo INGARCH de séries
temporais de contagem com estrutura log linear com inovagoes Poisson mistas. Para
tanto, sera utilizada classe de distribui¢oes de probabilidade, cujo objetivo principal
¢ de modelar dados de contagem no tempo que apresentem condicao de sobredis-
persao. De forma mais especifica, o trabalho apresenta dois casos particulares que
sao as distribuigoes log linear Poisson Inversa Gaussiana e a distribuigao log linear
Binomial Negativa, que sao obtidas ao considerar os casos de dados latentes que
seguem as distribuicoes Inversa Gaussiana e Gama, respectivamente. As distribui-
¢oes, inseridas através da média, tém como ponto comum o fato de serem membros
da familia exponencial de distribui¢oes. Para estimar os parametros do modelo seré
utilizado o método iterativo de maxima verossimilhanca por meio do algoritmo EM.
A performance dos estimadores é avaliada através de estudos de simulacao pelo mé-
todo de Monte Carlo, considerando diferentes tamanhos amostrais para avaliar o
comportamento assintotico destes estimadores. Na parte de aplicacoes do modelo
proposto a conjuntos de dados reais, foram considerados para anélise trés bancos de
dados: o primeiro deles lista o nimero de internagoes por abuso de alcool no estado
da Paraiba, o segundo avalia a mesma probleméatica, porém com os dados apresen-
tados para o estado do Piaui e, por fim, foi avaliado o banco de dados composto
pelo nimero de casos de infecgoes por Campilobactéria na provincia de Quebec no
Canada, fechando assim a parte de aplicagoes a dados reais. Os dados de simulacao
foram testados nas duas extensoes propostas e no modelo de comparacao denomi-
nado log linear Poisson proposto por [9], levando em conta de inicio, uma anélise

grafica para o comportamento da amostra, a autocorrelacao e autocorrelagao parcial,

vi



o estudo de simulagao por meio de convergéncia levando em conta os valores obtidos
e a observacao de graficos que representam uma visao generalizada da disposi¢ao
dos dados de simulagao. Posteriormente foi feita uma reflexdao sobre sua eficacia
através de critérios de informagao e do erro quadratico médio usados no processo de

avaliacao e escolha do melhor modelo de regressao para o ajuste dos dados.

Palavras-chave: Séries temporais de contagem, modelos INGARCH, Algoritmo
EM.
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This work proposes a general structure for inference in modelling discrete data sets
using a count time series model with INGARCH models with a log-linear structure
and mixed Poisson innovations. To this end, a class of probability distributions will
be used, the main objective of which is to model count data over time that present a
condition of overdispersion. More specifically, the work presents two particular cases:
the Inverse Gaussian Poisson log-linear distribution and the Negative Binomial
log-linear distribution, which are obtained by considering cases of unobservable
data that follow the Inverse Gaussian and Gamma distributions, respectively. The
distributions inserted through the mean have as a common point the fact that they
are members of the exponential family of distributions. The iterative maximum
likelihood method will be used to estimate the model parameters using the EM
algorithm. The performance of the estimators will be evaluated through simulation
studies using the Monte Carlo method, considering different sample sizes to evaluate
the asymptotic behaviour of these estimators.In the section on applying the proposed
model to real data sets, three databases were considered for analysis: the first lists
the number of hospitalisations due to alcohol abuse in the state of Paraiba, the
second evaluates the same problem, but with the data presented for the state of
Piaui and, finally, the database consisting of the number of cases of Campylobacter
infections in the province of Quebec in Canada was evaluated, thus closing the
section on applications to real data. The simulation data was tested using the two
proposed extensions and the comparison model called log-linear Poisson proposed by
[9], initially taking into account a graphical analysis of the behaviour of the sample,
autocorrelation and partial autocorrelation, the study of simulation by means of

convergence taking into account the values obtained and the observation of graphs
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representing a generalised view of the layout of the simulation data. Subsequently,
a reflection was made on its effectiveness through information criteria and the mean
square error used in the process of evaluating and choosing the best regression model
to adjust the data.

Keywords: Count time series, INGARCH models, EM algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

Variaveis aleatorias compostas por dados de contagem, ordenadas em escala
temporal sao frequentemente encontradas nos mais diversos campos de pesquisa,
como é o caso das ciéncias sociais, ciéncias humanas e da saude, na astronomia, na
fisica, ou seja, basicamente em todos os ramos do conhecimento. A importancia
do estudo das séries temporais ¢é indiscutivel, tendo em vista sua aplicabilidade e a
quantidade de pesquisas e estudos produzidos ao longo da histéria. Segundo [21],
o primeiro registro de analise de dados de séries temporais ocorreu no ano de 1906,
quando foi realizado um estudo avaliando o ntimero mensal de manchas solares. O
estudo de problema que podem ser expressos como uma série temporal, como sugere
[17], esta diretamente ligado a necessidade de prediges de eventos futuros, tomando
como base as informagoes do passado.

Aplicagoes de séries temporais de contagem podem ser observadas, por exem-
plo, ao se estudar o comportamento do nimero de casos diarios de determinada
doenga e, com isso, estruturar conjecturas que possibilitem elaborar estratégias de
combate & enfermidade de forma mais eficaz, como por exemplo ¢ discutido por [10].
Para avaliar a relevancia de determinado contetido vinculado em um site, é impor-
tante verificar a quantidade de acessos por periodo de tempo a url deste site e, com
isso, tracar perfil das preferéncias dos tipos de publicacoes a serem veiculadas. Em
uma empresa de vendas de pacotes turisticos, se faz necessario, para o planejamento
de vendas, observar a série temporal de contagem de modo a ter um panorama que
identifique os periodos anuais de maior concentracao de vendas e, deste modo, pro-
gramar suas campanhas promocionais para os periodos cuja procura seja em menor
escala. Outras aplicagoes sao discutidas em [25] e [21].

Trabalhos voltados especificamente para séries temporais de contagem sao
recorrentes na literatura, principalmente nas tultimas décadas, como é o caso do
trabalho de [25], que discute os principais modelos voltados para o tema. Aplicagoes
das séries temporais de contagem sao diversas e abrem uma gama de possibilidades

para o estudo de modelos capazes de descrever comportamento de conjuntos de dados



discretos no tempo, afim de melhor compreendé-los, além de avaliar a possibilidade
de fazer predigoes futuras.

Sao muitos os trabalhos publicados que abordam conjuntos de dados de con-
tagem dispostos no tempo que tem por objetivo descrever, de forma cada vez mais
proxima do real, o comportamento deste tipo de variaveis aleatorias. Muitas das
publicagoes trazem propostas de estudo das séries temporais de contagem, e alguns
modelos matematicos que se propoem a modelar estas séries temporais sao apre-
sentados com o objetivo de preencher lacunas deixadas por outros publicados em
trabalhos anteriores.

Outro estudo que também se propoe a analisar a correlacao de dados que
apresentam variancia maior que a média, denominado ACP (Poisson Condicional
Autoregressivo), foi apresentado por [7] e teve como aplicagao, uma analise do com-
portamento temporal para o niimero diério de mudanga no valor da agao de uma em-
presa. Outras abordagens para conjuntos de dados de séries temporais de contagem
surgiram no decorrer do tempo, de modo que o modelo INGARCH (integer-valued
generalized autoregressive conditional heteroscedasticity), proposto por [8], chama a
atencao, pois estabelece condigoes aos parametros para um processo estacionario de
primeira e segunda ordem. Neste trabalho, [8| apresenta propriedades relacionadas
a estimacao por maxima verossimilhanca e utiliza os resultados para estudar como
exemplo de aplicagao, o nimero de casos de infec¢ao por campilobactoriose. Uma
restrigao apresentada pelo modelo linear de [8] é discutida por [9] e esta relacionada
ao fato de que o modelo nao admite correlagoes negativas. Outras publicagoes,
como a de [22], que propoés uma classe de modelos INGARCH ampliando a classe
MPINGARCH (mixer Poisson integer-valued generalized autoregressive conditional
heteroscedasticity) em um trabalho de [27], em que foi utilizado o algoritmo EM (ez-
pectation—mazximization), de modo a utilizar este algoritmo para fazer inferéncia de
verossimilhanga. O modelo INGARCH log-linear Poisson de [9], contorna a restrigao
daquele que foi proposto por [8], no entanto, é importante observar que a proposta
de [9] ndo é indicada para conjuntos de dados que apresentam sobredispersao, ja que
tem como distribuicao de probabilidade Poisson como base de formulagao. Como
ja difundido na literatura, este tipo de distribuicao é a que melhor se ajusta a da-
dos equidispersos por ter média e varidncia iguais. Outras publicagoes discutem
subdispersao de dados, como é o caso de 28] denominada COM -Poisson (Conway-
Maxwell), que é composta por dois parametros e que segundo o autor, "é versatil
para dados sub e superdispersos".

A literatura recente também contempla o estudo de séries temporais de con-
tagem, mostrando a importancia desses modelos e discutindo sua aplicabilidade nos
mais diversos tipos de problemas relacionados a contagem no tempo. Dentre os mais

recentes publicados, vale a pena citar o trabalho de [15], que discute a eficiéncia do



modelo de predigao INGARCH para investigar o trafego de dados de rede; [14], que
avalia séries temporais de contagens de crimes utilizando um modelo bivariado de
Poisson; e [13], que utiliza o modelo INGARCH para avaliar riscos climéticos e sua
relagao com prego e aumento no volume de negociacao de ouro. Os trabalhos cita-
dos acima sao apenas alguns exemplos de abordagem de modelos INGARCH que
justificam a importancia de propostas de ramificacoes e adaptacoes deste tipo de
abordagem para séries temporais de dados de contagem.

O modelo INGARCH log-linear Poisson proposto por [9] supera a limitagao
apresentada pelo modelo linear proposto por [8] de modo a aceitar correlagdes po-
sitivas e negativas, além disso, [9] discute as propriedades do modelo definindo a
esperanca e a variancia e apresentando a funcao de log-verossimilhanca, a funcao
score e o gradiente. Em seu trabalho, [9] apresenta uma condigao relacionada aos
parametros que garante a estacionaridade da série temporal de contagem. Além
da vantagem citada anteriormente de poder admitir também covariancia negativa o
modelo também pode incluir covaridveis que resultam em coeficientes de regressao
negativos, sem que a média do processo de Poisson se torne negativa. No entanto,
uma limitacao deste modelo se d& pelo fato de que ao assumir a forma log-linear
com distribui¢ao de Poisson assume-se também que os dados sao equidispersos, ou
seja, que este tenham média e varidncia iguais, o que reduz a abrangéncia e eficacia
do modelo no que diz respeito a dados cuja variancia excede a média.

O objetivo geral deste trabalho é ampliar a classe de modelos INGARCH,
através uma extensao da proposta apresentada por [9], no qual a distribui¢ao Pois-
son é substituida por outra distribuicao pertencente a classe de distribuicoes Poisson
mistas. O modelo denominado INGARCH log-linear Poisson misto, faz a substitui-
¢ao da Poisson por uma distribuiao de probabilidade obtida quando a média do
processo Poisson assume outra distribuicao que é um membro da familia expo-
nencial. Neste texto, serao abordados especificamente duas propostas que sao os
modelos INGARCH log-linear Poisson Inversa Gaussiana (PIG) e INGARCH log-
linear binomial negativo (BN). Com isso, abrem-se possibilidades para proposta de
outros trabalhos que contemplem modelos além dos que aqui sao apresentados e
que utilizem outros membros que pertengam & familia exponencial. A depender do
comportamento da variavel aleatéria envolvida no processo, define-se a escolha de
uma distribuicao que melhor se adapte as suas caracteristicas destes conjuntos de
dados.

Para alcancar o objetivo geral, sao exploradas as propriedades de maxima
verossimilhanga, verificando sua consisténcia quando o tamanho da amostra sofre
acréscimo de observacoes, avaliando os estimadores através da convergéncia dos va-
lores estimados com relagao aos valores tedricos estudando este comportamento por

meio da raiz do erro quadratico médio, do viés do estimador, além da analise grafica



que permite avaliar a proximidade entre estes valores para os diferentes tamanhos
de amostra. E possivel verificar que o parametro de dispersao, que descreve o com-
portamento dos dados ao redor da média, nao depende dos outros parametros que
serao estimados para o modelo.

Sao avaliadas as estimagoes de parametros analisando o comportamento assin-
totico através de estudos de simulagao que sao desenvolvidas com o uso de linguagem
R, que é uma linguagem de programagao descrita por [11] como “totalmente fun-
cional, adequada para aplicagoes cientificas e programagao em geral”. Para melhor
desenvolver a simulagao, foi usada a IDE (ambiente de desenvolvimento integrado)
Rstudio em que foram utilizados o pacote tseries|24| usado em anélise de séries
temporais e o pacote gamlss.dist|23], que é utilizado para modelos de distribuigoes
discretas, como ¢é o caso da PIG e da BN, ambos aplicados ao algoritmo EM (expec-
tation—maximization). O algoritmo construido para o modelo apresenta comandos
e fungoes que estao no repositorio oficial do R, e seus detalhes sao apresentados em
[20].

Para melhor estruturar este trabalho, facilitando o desenvolvimento e a co-
nexao da proposta a ser discutida, dividiu-se sua composi¢ao nas partes descritas a
seguir.

O Capitulo 2 apresenta uma abordagem dos conceitos de séries temporais de
contagem e dos modelos INGARCH linear descrito por [8] e INGARCH log-linear
Poisson apresentado por [9], além de suas propriedades basicas. E feita ainda uma
apresentacao das distribuigoes de probabilidades mistas com membros da familia
exponencial, enunciando as principais propriedades e enfatizando as distribuigoes
Inversa Gaussiana e Gama, que sao usadas na definicao do modelo INGARCH log-
linear Poisson misto para os casos particulares estudados, que serao propostos no
capitulo subsequente. Sao descritos ainda os conceitos e as principais caracteristicas
dos modelos mistos, como esperanca e variancia, além de apresentar ao final do capi-
tulo, os conceitos relacionados aos estimadores, como a defini¢ao de erro quadratico
médio e viés do estimador. Também sdo abordados os conceitos de AIC (Akaike
information criterion) e BIC (Bayesian information criterion), que sao critérios
comparagao entre modelos competidores.

No Capitulo 3, é definido o modelo log-linear Poisson misto de modo a se
analisar os aspectos inferenciais por meio de verossimilhanca. FEsta abordagem é
feita através do algoritmo EM, com o célculo da esperanga da log-verossimilhanca
inicialmente e, em seguida atualizar as esperangas condicionais. Para isso, ¢ feito
um estudo da funcao de log-verossimilhanca completa, determinando as esperancas
condicionais citadas anteriormente. O capitulo é finalizado com uma sintese da de-
composicao das distribuigoes Inversa Gaussiana e Gama como membros da familia

exponencial. O estudo de simulagao também é apresentado no Capitulo 3, e consta



das tabelas com valores simulados, as raizes dos erros quadraticos médios e, em ta-
bela separada, sao apresentados os vieses dos estimadores. Este estudo de simulagao,
também apresenta em sua composicao a analise dos boxplots gerados a partir dos
dados de simulacao, os graficos das séries temporais de contagem geradas aleatori-
amente na simulagao e seus respectivos graficos de autocorrelagao e autocorrelagao
parcial, que permitem avaliar a estacionaridade dos dados obtidos.

O Capitulo 4 apresenta as aplicacao do modelo INGARCH log-linear Poisson
misto a trés bancos de dados reais, compostos por dois grupos que contemplam o
ntimero de internagoes hospitalares por abuso de élcool nos estados da Paraiba e
no segundo caso, do Piaui, respectivamente, e um terceiro conjunto que apresenta
os dados de casos de infecao por campilobactérias na provincia de Quebec, no Ca-
nada. Neste Capitulo ainda ¢é feita uma anélise do comportamento dos modelos
log-linear PIG e BN que sao propostos neste trabalho, comparando os resultados
obtidos aos apresentados pelo modelo INGARCH log-linear Poisson proposto por
[9], inicialmente através de uma andlise gréafica e posteriormente utilizando critérios
de avaliacao de modelo para comparacao entre eles.

O fechamento do trabalho se da no Capitulo 5, fazendo um breve apanhado
dos produtos obtidos no decorrer do processo através de simulacao, aplicacao e
comparagao dos modelos abordados, dos aspectos positivos e negativos observados
na construcao do processo de pesquisa, finalizando o trabalho com as consideragoes
finais.

As rotinas computacionais em linguagem de programacao R para a simulagao
da PIG e da BN apresentadas no trabalho encontram-se disponiveis nos apéndices,
e os resultados aqui expostos podem ser reproduzidos usando para isso a semente
set.seed(10).



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Neste capitulo, é apresentada uma abordagem geral dos principais conceitos
utilizados na construgao do modelo proposto neste trabalho, tomando como base os
resultados estabelecidos na literatura de séries temporais de contagem que envolvem
defini¢oes e propriedades das distribuicoes de probabilidades, de caracteristicas das
séries temporais, em especial as de contagem, a avaliagao de valores estimados por
meio de definicao de raiz do erro quadratico médio e do viés de um estimador,
além de apresentar modelos e contribui¢oes relevantes da literatura atual e definir

os critérios de escolha usados para avaliagao de desempenho.

2.1 Breve abordagem sobre as séries temporais

Eventos que podem ser representados por séries temporais sao encontrados
frequentemente em diversas areas das ciéncias. Exemplos de séries temporais na area
de satde como no trabalho de [1], avalia problemas relacionados aos coragao. Um
eletrocardiograma, que consta de uma série temporal que serve de exame inicial para
verificar possiveis doencgas relacionadas ao coragao, avaliando comportamentos da
variavel que sugere irregularidades no ritmo de batimentos ao longo do tempo. Na
Geofisica as séries temporais sao obtidas por sismoégrafos que captam a frequéncia
de terremotos, em que podem ser analisadas, por exemplo, a amplitude, que avalia
o tamanho do movimento sismico, a magnitude, que mede a energia liberada no
intervalo de tempo de duragao do terremoto. Na economia, as séries temporais
modelam, por exemplo, o comportamento do valor das agoes no decorrer do tempo,
permitindo que o investidor tenha uma ideia de quando comprar ou vender estas
agoes [3]. Sao muitas manifestagoes e aplicagoes das séries temporais, o que torna
seu estudo de grande relevancia ja que este permite criar modelos de previsao que
descrevam fenémenos e propiciam formular hipdteses de previsdes futuras. Um

conceito mais formal para as séries temporais é apresentado a seguir.



Definicao 2.1.1 Define-se por série temporal uma sequéncia de varidreis aleatorias

{Y;,t > 0} que apresentam correlagao temporal.

A estrutura conceitual dada as séries temporais, que é apresentada na De-
finicao 2.1.1 contempla variaveis aleatorias de modo geral. Como a proposta de
abordagem a ser apresentada abrange apenas dados de contagem, é necessario que
se restrinja a imagem do conjunto das variaveis aleatorias a valores discretos, o que

é feito na definicao a seguir.

Definigao 2.1.2 Se as observagoes Yy = {y1,ya, -+ , Y} sao tais que y; € N, entdao

diz-se que a série temporal {Y;,t > 0} € uma série temporal de contagem.

2.2 Estacionaridade de séries temporais

De maneira informal, uma série temporal é dita estacionaria se as observagoes
Y;, t = 1,... mantem caracteristicas estatisticas como média e variancia aproxima-
damente constantes ao longo do tempo.

Basicamente, dois tipos principais de estacionaridade sao definidos, a saber:
estacionaridade forte, que apresenta média e varidncia constantes e a covariancia
entre pontos distintos nao depende do tempo, além de também nao mudar a sua
estrutura de correlacao; a estacionaridade fraca, que é quando a série temporal
apresenta apenas média e variancia constantes. De maneira mais formal, as seguintes

definigoes de estacionaridade sao fornecidas por [21].

Definicao 2.2.1 Uma série temporal estritamente estaciondria € aquela para a qual

o comportamento probabilistico de qualquer colegao de valores Yy ,Yy,, -+ ,Y;, € idén-
tico ao do conjunto com deslocamento no tempo Y, 1n, Yy, -+ Yo, +n- 18S0 significa
que:

P(Y;fl S Yty 7Y;fk S ytk) = P(Y;fl-ﬁ-h S Tty 4hy 7}/;k+h S ytk-i-h)

para todos os k = 1,2, ..., todos os pontos temporais ty,ts,--- ,tg, todos os nimeros

Yty Yt € todos os deslocamentos no tempo h = 0,+1,£2, .. ..

Da Definicao 2.2.1 tem-se que para qualquer deslocamento h no tempo, a
série temporal mantém suas caracteristicas estatisticas como a média, a variancia e

a covariancia.

Definicao 2.2.2 Uma série temporal fracamente estaciondria Yy, € um processo de

varidncia finita, tal que
(i) a fungao de valor médio p, € constante e nao depende de t;

(i1) a funcgdo de autocovaridncias, y(s,t), depende apenas de s et através da dife-

renca entre eles, |s — t|.



2.3 Modelos lineares e log-lineares

Na introducao deste texto foram mencionados alguns trabalhos que abordam
modelos INGARCH e suas aplicagoes. No que se segue, serao definidos a seguir os
modelos de maior relevancia de modo a apresentar as suas principais propriedades.
A primeira proposta de estrutura de modelo que sera discutida, foi formulada por
[8], que é denominado modelo linear, cuja variavel aleatoria segue uma distribuigao
Poisson. No artigo sao discutidas as defini¢oes de valor esperado, de variancia do
modelo, além desenvolver um estudo por meio de verossimilhanca. A defini¢ao do

modelo linear de [8] ¢ apresentada a seguir.

Definicao 2.3.1 Seja Y; uma série de contagem e F, € uma o-dlgebra gerada pe-
las varidveis aleatorias, Y1,...,Y,, em que Ay € a média condicional do processo
de Poisson. Um processo INGARCH(p,q) € definido como um processo de valores

inteiros {Y; hiez tal que
Yi|Fi_1 ~ Poisson(\); YtEZ

q p
At =0+ Z%’Yt—z‘ + Z 0jAr—j
i=1 j=1

em que v9 > 0,7 >0,i=4,---,¢,00>jej=1---,p.

Tomando entdo p = ¢ = 1, o modelo INGARCH(1, 1) é dado por

{ Yi|Fi_1 ~ Poisson()\;) (2.1)

A=Y +7Yeo1 + 1A

em que t € Z.

O modelo linear Poisson descrito por [8] permite modelar séries temporais de
contagem tais que a correlagao entre as observagoes admite apenas valores positivos.
Dada a simplicidade do modelo linear Poisson, a estimacao dos parametros através
do método de méaxima verossimilhanca nao apresenta dificuldades, sendo este entao
um modelo de facil implementagdo e que, como ressalta [9], apresenta comporta-
mento assintoticamente normal para seus parametros sob determinadas condigoes.
Uma conclusao sobre pontos negativos do modelo linear que é apresentada por [9]
e diz respeito ao fato de que este nao admite correlacao negativa ja que a e b sao
parametros que devem atender a restri¢ao |a + b| < 1. Visando preencher a la-
cuna deixada pelo modelo linear proposto por [8], é que [9] introduz entao o modelo

INGARCH log-linear Poisson, cuja definicao apresentamos a seguir.

Definigao 2.3.2 Suponha que F; denote uma o-dlgebra gerada por {Yy,--- ,Y;}. O



modelo INGARCH log-linear Poisson é dado por

Yi|Fi_1 ~ Poisson(N\;); VteZ

(2.2)
v=d+av,_1 +b-log(Yi—1 + 1)

—N

em que d, a e b € R, vy =log(N\;), com t > 0.

Neste modelo, é possivel a insercao de correlagao negativa além da correlacao
positiva. Algumas vantagens desse modelo sao citadas por 9], como é o caso da
inser¢ao de defasagem por meio do termo log(Y;_1 + 1) que permite o mapeamento
de zeros. Entretanto, este modelo nao é adequado para conjuntos de dados sobre-
dispersos ja que o modelo segue a distribuicao Poisson, cujas média e a variancia
sao iguais. Neste sentido, surge entao a proposta do modelo INGARCH log-linear
Poisson misto, que torna possivel a inclusao de outros modelos probabilisticos que
melhor se adequem & sobredispersao como média condicional do processo de Poisson,

ajustando melhor o modelo para esse tipo de conjuntos de dados.

2.4 Distribuicoes de probabilidade mistas

As distribuigoes de probabilidade mistas sao uma familia de distribui¢oes que
vem sendo estudadas para elaboracao de modelos capazes de capturar com maior
precisao, caracteristicas de conjuntos de dados sobredispersos. Um nome que se
destaca no estudo deste tipo de distribuigao de probabilidade é [12], que apresenta as
principais defini¢oes e propriedades. As principais destas defini¢bes sao apresentadas

abaixo.

Definicao 2.4.1 Uma distribuicao de probabilidade € considerada uma distribuicao

mista se sua fung¢ao de distribuicao F(-) puder ser escrita na forma:

ﬂv=LﬂMM@M

em que f(-|\) representa a fun¢ao de distribuicao dos compoentes considerados, que

s@o indexados pelo pardmetro A com func¢ao de distribuicao G(\), A € ©.

A definicao de funcao densidade de probabilidade também é apresentada por

[12] e é dada a seguir:

ﬂwzémem»w,

em que a fungao mista ¢ denotada por f(y|A) o g(}), g(-) é chamada de densidade
A
da mistura.



O valor esperado da funcao h(Y), independentemente da forma de f(y|\), é
dado por

EVKYU]==/gf%wdh(Yﬂg(A)dA~

Com isso, tem-se que a esperanca e a variancia sao dadas em relagao a dis-

tribuicao codicional de Y por

E(X) = E[Eyp(Y)] e VY] =VI[Eyn(Y)]+ E[Vyp(Y)].

2.5 Distribuicoes Poisson mistas

Um membro proeminente do grupo de distribuigoes misto é o caso da Poisson
mista também apresentada por [12]. Este caso é fundamental para a construcao
do modelo a ser apresentado no proximo capitulo deste texto. Para a definicao da
mesma, assume-se que F(-) da Definigao 2.4.1 segue uma distribuigdo de Poisson.
Este tipo de distribuig¢ao apresenta-se como um tema largamente abordado na atu-
alidade, dada a sua importancia e seu potencial na construcao de modelos para os
mais variados tipos de conjuntos de dados de contagem. Sua defini¢ao mais rigorosa,

apresentada por [12], é transcrita a seguir.

Definicao 2.5.1 Seja Y uma varidvel aleatoria que seque uma distribui¢cao Poisson
mista que possut uma funcao de densidade g se sua funcao de probabilidade é dada

por

oo €7>‘ . Ay

P(Y = y) _/ o00dn, y=1,23,.... (2.3)
0 Y-

Assim como assumido por [12], denominam-se por F(- |A) as distribui¢oes

Poisson mistas com probabilidade como a Definicao 2.5.1. Abaixo, a Proposi¢ao

2.5.1 apresenta propriedades das distribui¢oes Poisson mistas que também foram

discutidas por [12].

Proposicao 2.5.1 Seja Y uma varidvel aleatoria cuja distribuicao € uma distribui-

cao de Poisson mista. Entao, os sequintes resultados sao vdlidos

00 e—)\ Y
(@) P(Y <y)= /0 yﬁ G(N) dA

m P = [ ana

0 y!

A
em que G(\) = / g(y)dy € funcgio de distribuicao de parametro \.
0
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Ja sao muitos os trabalhos publicados envolvendo modelos de distribuigoes
Poisson mistas. Nestas propostas de trabalhos, a densidade de mistura g(\) assume
diversos tipos de distribuicao, cujo proposito é alcancar o melhor ajuste para tipos
de variaveis aleatorias com caracteristicas distintas. A Tabela 2.1 apresenta alguns
modelos de distribui¢oes Poisson mistas, cujo levantamento das mesmas foi feito por
[12]. Ao avaliar esta tabela, é possivel perceber a importancia desse tipo de mistura,

dada a quantidade de modelos que ja foram propostos.

Tabela 2.1: Distribui¢oes de probabilidade mistas de Poisson.

Distribui¢ao Poisson Mista

Distribuicao de Mistura

Referéncia Importante

Binomial Negativa

Geométrica

Familia Poisson — Exponencial Linear
Poisson — Lindley

Poisson — Linear Exponencial

Poisson — Lognormal

Série Hipergeométrica Poisson — Confluente
Poisson — Inversa Gaussiana Generalizada
Sichel

Poisson — Inversa Gama

Poisson — Normal Truncada

Guerra Generalizada

Guerra Simples

Yule

Poisson — Pareto Generalizada

Poisson — Beta I

Poisson — Beta II

Poisson — Beta Truncada II

Poisson — Uniforme

Poisson — Gama Truncada

Poisson — Gama Generalizada
Dellaporte

Poisson — Bessel Modificada do Terceiro Tipo
Poisson — Pareto

Poisson — Pareto Deslocada

Familia Poisson — Pearson

Poisson — Log — Student

Poisson — Funcao de Poténcia

Poisson — Lomax

Poisson — Poder de Variagao

Neyman

Gama Greenwood

Exponencial

Familia Exponencial Linear
Lindley

Linear exponencial

Loggnormal

Séries Hipergeométricas Confluentes
Inversa Gaussiana Generalizada
Inversa Gaussiana

Inversa Gama

Normal Truncada

Propor¢ao de Produto Gama
Exponencial Beta

Beta com Parametros de Valores Especificos
Beta Pareto Generalizada Tipo I
Beta Tipo [

Beta Tipo II

Beta Truncada Tipo II

Uniforme

Gama Truncada

Gama Generalizada

Gama Deslocada

Bessel Modificada do Terceiro Tipo
Pareto

Pareto Deslocada

Familia de Distribuiges de Pearson
Log — Student

Distribuigao de Fungao Poténcia
Lomax

Familia de Poder de Variagao
Poisson

Outras distribuigoes Discretas

Yule (1920)

Johnson et. al. (1992)
Sankaran (1969)

Sankaran (1970)

Kling & Goovaerts(1993)
Bulmer (1974)
Bhattacharya (1966)

Sichel (1974)

Sichel (1975)

Willmot (1993)

Patil (1964)

Irwin (1975)

Pielou (1962)

Simon (1955)

Kempton (1975)

Holla e Bhattacharya (1965)
Gurland (1958)

Willmot (1986)
Bhattacharya (
Willmot (1993)
Albrecht (1984)

Ruohonen (1988)

Ong & Muthaloo (1995)

Willmot (1993)

Willmot (1993)

Albrecht (1982)

Gaver & O’Muircheartaigh (1987)
Rai (1971)

Al - Awadhi & Ghitany (2001)
Hougaard et. al. (1997)

Douglas (1980)

Johnson et. al. (1992)

1966)

Fonte: Karlis e Xekalaki, 2005 [12]

Uma atualizagao para a Tabela 2.1 das distribui¢oes Poisson mistas apresen-
tadas por [12] é abordada por 18], que exprime algumas ramifica¢oes mais recentes

de membros obtidos pela mistura.
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2.6 Poisson mistas com familia exponencial

Com o modelo Poisson misto, muitas possibilidades de distribui¢oes de pro-
babilidade podem ser propostas. Uma dessas possibilidades é a distribuicao Poisson
mista, que tem sua média condicional dada por uma varidvel aleatéria que segue
uma distribui¢do que seja membro da familia exponencial tratada por [22], que tra-
zem a Definicao 2.6.1. Para melhor explorar as distribui¢oes Poisson mistas em
que a componente de mistura seja membro da familia exponencial, sao apresentadas
as proposigoes que determinam a esperanca e a variancia para as distribuigoes que
compoem esta familia, de modo a permitir posteriormente uma melhor abordagem

para os casos particulares tratados neste texto.

Definicao 2.6.1 Seja Z uma varidvel aleatoria continua e positiva com funcao de

densidade dada por

f(2) = exp{p[260 = b(&o)] + c(2:0)}, 2> 0, ¢ >0, (2.4)

em que b(+) € uma fun¢ao continua e diferencidvel trés vezes, & e tal que b'(§) = 1
e c(-,+) € uma fungao de dominio Rt x RT C R.

Diz-se entao que Z pertence a familia exponencial, denotada por Z ~ EF(¢).

Assumindo ainda que a fungao c(- ;-) pode ser escrita como uma soma de
fungoes da forma c(z;¢) = d(¢) + ¢g(2) + h(z), com d(¢) trés vezes diferenciavel.
Para a familia exponencial, tem-se que a fungao geradora de momentos é dada

por

My (t) = B(e) = / " o exp{@lzéo — b(E)] + (= @)}z, (2.5)

Os resultados apresentados a seguir sao obtidos através das derivadas da
Equagao (2.5), que, através de manipulagoes algébricas, possibilitam a dedugao do
valor esperado e da variancia para um membro da familia de distribui¢oes exponen-

ciais.

Proposicao 2.6.1 O valor esperado para um membro da familia exponencial € dada
por

E(Z) = V(&)

Proposicao 2.6.2 A varidncia para um membro qualquer da familia exponencial é

dada por

Var(Z) %bb”(go).
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2.7 Casos especiais: Poisson Inversa (Gaussiana e

Binomial Negativa

Dois casos especiais de distribuicao Poisson mista com membros da familia
exponencial serao considerados aqui, ja que sao componentes do modelo proposto.
O primeiro deles é a PIG, que é o misto da distribui¢cao Poisson com a distribuicao
Inversa Gaussiana. O segundo caso é o da binomial negativa, que é obtida a partir
da distribuicao gama como membro da familia exponecial.

A distribuicao PIG é obtida através da mistura de Poisson com a distribuicao
Inversa Gaussiana através do pardametro A. E possivel mostrar que esta pode ser
escrita como membro da familia exponencial, como é exposto a seguir. A funcao

densidade de probabilidade Inversa Gaussiana é dada por

_ A Az — p)?
f(za /1“7 /\) - 277'23 eXp { 2u22 .

Note que a expressao acima pode ser reescrita como expoente na base da constante

de Euler de modo a assumir a forma da equacao

A Az — )2
o= (25)) o 52

Portanto,

[z, A) = eXp{

Tomando A = ¢, tem-se entao &y = —ﬁ, ou seja, jt = —ﬁ. Substituindo o
: 1
valor obtido em b(&p), tem-se b(&y) = _;% = —— = V2§ cc(z0) = 5log(p) —
V28
Llog(2mz®) — £ e entdo f(z;p,¢) assume a forma exponencial.

Como ¢(z;¢) = d(¢) + ¢g(z) + h(z), é possivel concluir entao que as fungoes
que compdem c(+; -) sao dadas por d(¢) = $log ¢, g(z) = —5- e h(z) = —3 log(27m2?).

Deste modo, é possivel notar que para o caso em que G(-) da equagao (2.5)
¢ a Inversa Gaussiana na forma exponencial, entdo a funcao de distribuicao F'(-)
resultante da mistura ¢ a PIG.

Uma definigao mais refinada para a classe de distribuicao de Poisson mista é
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abordada de acordo com [2], j& que esta definigdo, da forma como se apresenta, se

adequa melhor aos casos que referem-se familia exponencial que a defini¢ao sugerida
por [12].

Defini¢ao 2.7.1 Seja Y|Z = z ~ Poisson(uz), com p >0 e Z ~ EF(¢). Diz-se
entao que a varidvel aleatoria Y pertence a classe de distribui¢coes Poisson mista

(MP), e esta é denotada por Y ~ MP(u, ).

Ao escolher Z como uma distribuicao Inversa Gaussiana com média 1 e pa-
rametro de dispersdo ¢, obtem-se Y seguindo uma distribui¢ao PIG (denotada por
PIG(¢, ) com fungao de probabilidade dada por

PY =y) = \@w + o) 6¢<5!¢)y’cy—1/2(\/¢(¢ +2p), Y €N,

em que
KCA(t) :/ 2LA_1<3><:1[>{—E (u—l—l)}du
0 z u

é a funcao de Bessel modificada do terceiro tipo para A € R e t > 0.
De modo anélogo ao que é feito com a distribuicao Inversa Gaussiana para
determinar a PIG, a distribuicao Gama também pode ser escrita como membro da

familia exponencial. Para mostrar isso, basta observar entao que

Fz:0,) = s exp({=2)
=exp{a log f+ (a+1)log z — Bz —log I'(a)}
= exp {a {—gz + log B] + (o —1)log z —log F(a)} )
Fazendo ¢ = a e & = —g, tem-se que f = —@&y. Deste modo, tem-se

F(2) = exp {0 €07 + log (—6&)] + (¢ — log = — log ()}
— oxp {6 60 + log (~€0)] 6 log &+ (6 — 1)log = — log T(6)}.

Basta entao observar que b(&) = —log (—&) e que ¢(z;¢) = ¢ log ¢ + (¢ —
1)log z —log I'(¢). Deste modo, a decomposi¢ao da fungao ¢(+;+) tem como suas
fungoes: d(¢) = ¢ log ¢ — log I'(¢), g(z) =log z e h(z) = —log z.

Retomando a Defini¢ao 2.7.1, supor que Z segue uma distribuicao gama com
média 1 e parametro de dispersao ¢, e deste modo, podemos obter Y seguindo a

distribuigao binomial negativa (denotada por BN ~ (¢, i), cuja fungao de proba-
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bilidade é expressa por

250 () ()

de modo que I'(+) é a fun¢ao gama e y € N.

2.8 Propriedades das Poisson mista

Tanto para o caso da PIG e da BN quanto para qualquer distribuicao obtida
por meio de uma mistura da Poisson com variavel latente que segue uma distribuicao
de um membro da familia exponencial, pela equagao (2.7) da Segao 2.4, tem-se que
Y ~ MP(6, )

Elh(y)] = / " By o (h(y)) exp{ol=6 — b)) + ez 6)}dz

Portanto, a fungao geradora de momentos da distribuicao MP, denotada por

@y, € dada por:

ov(t) = B(e) = / " By ia(e) exp{olzéo — (&) + ez 6)}d=

em que
Byi2(e") = exp{pz(e' — 1)}.

Assim, ao afetual as manipulacoes algébricas tem-se entao que a funcao ge-

radora de momentos condicional, denotada por Y ~MP(u, ¢) tem a representagao

or) = e {0 o (s0+ ) — i) |

com t pertencendo a algum intervalo que contém zero.
Com resultado obtido na equacao (2.16), podemos determinar a esperanga e

a variancia para a Poisson mista.

Proposicao 2.8.1 A esperanca da distribuicao Poisson mista Y ~ MP(¢p,u) €
dada por
E(Y) = p,

desde que V' (&) = 1.

Proposicao 2.8.2 A wvaridncia da distribuicio Poisson mista Y ~ MP(¢,u) é
dada por

Var(Y) = p+ %ib”(&)).
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Todos os resultados apresentados acima compoem o suporte tedrico para de-
finicao e estudo do modelo INGARCH log-linear Poisson misto, que é apresentado

no capitulo subsequente.

2.9 Avaliacao de viés de um estimador

Para avaliar as estimativas obtidas no processo de simulagao, sao utilizados o
viés do estimador e a raiz do erro quadratico médio. O viés de um estimador pode
ser descrito como a diferenga entre o valor estimado e o valor do parametro. Uma
definicao mais formal é apresentada a seguir, adaptando & notagao utilizada neste

texto para a definigdo apresentada por [6].

Definigao 2.9.1 Um estimador 0 ¢ nao viesado para 6, se E[é] = 0, independente-
mente do valor de 0. A diferenca E[0] — 0 é chamada de viés de 0.

Quando E[f] — 6 # 0, afirma-se entdo que # é um estimador viesado. Outra
forma de avaliar a eficiéncia do valor estimado é através da raiz do erro quadratico

médio, também apresentada por [6].

Definicao 2.9.2 Seja 6 um estimador para o pardmetro 6. Define-se como erro

quadrdtico médio de 0 ao valor numérico dado por
EQM(0) = E[0 — 6]%.
O erro quadratico médio ainda pode ser expresso por
EQM(0) = Var(0) + (E[0] — 0)%,

em que é possivel entao definir a raiz quadrada do erro quadratico médio por

REQM(0) = \/Var(6) + (E[6) - 0)".

Além da avaliagao dos valores estimados através do viés e da raiz do erro
quadratico médio, também sao analisados os boxplots, os graficos de autocorrelagao
e autocorrelacao parcial, para melhor compreensao do comportamento dos dados da

série temporal de contagem obtida no processo de simulagao.

2.10 Critérios de comparacao de modelos

Para avaliar a eficiéncia de modelos de regressao, bem como para comparar

dois ou mais modelos, basicamente dois métodos se destacam na literatura: o AIC
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(critério de informagao de Akaike) e o BIC (critério de informagao Bayesiano). Esses
critérios sao utilizados para avaliar modelos de modo a indicar qual deles é o mais
parcimonioso. Os critérios de informacao foram estudados por [4], que apresenta a

definicao para o AIC pela equacao
AIC = —21log(L(©)) + 2k, (2.6)

em que L(O) é a func¢do de verossimilhanga aplicada aos valores maximizados para
os parametros, e k é o nimero de parametros estimados pelo modelo de regressao.
J& o BIC é dado em fun¢ao dos mesmos parametros e do tamanho amostral n, e

pode ser obtido pela equacao
BIC = —2log(L(0)) + klog(n). (2.7)

Ao analisar os critérios de informacao AIC e BIC, [4] ressalta que "os mode-
los, por defini¢cao, sao apenas aproximacoes da realidade ou verdade desconhecidas;
nao existem modelos que reflitam perfeitamente toda realidade". Os modelos bus-
cam aproximar fendmenos reais por meio de equacoes que capturem o maximo de
informagoes sobre seu comportamento tornando possivel a sua compreensao, pelo
menos de forma geral. Nesta perspectiva, [4] ainda complementa ao afirmar que
"efeitos menores muitas vezes s6 podem ser revelados & medida em que o tamanho

da amostra aumenta".
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Capitulo 3
Método Proposto

Neste capitulo ¢é feita a introdugao do modelo INGARCH log-linear Poisson
mistos e suas propriedades, além do estudo das equagoes para a esperanca condi-
cional da funcao de log-verossimilhanca para estimacao dos parametros do modelo
utilizando o algoritmo EM. Também serao abordados os estudos de simulagao que
apresentam o processo de estimacao dos parametros por meio do método de Monte
Carlo. A simulagao contempla quatro cenarios com quatro tamanhos de amostras
para os dois casos que sao abordados neste trabalho. Sao observados o gréfico da
série temporal de contagem, de autocorrelacao e autocorrelagao parcial de dados
gerados aleatoriamente, afim de observar a estacionaridade do processo. Para ava-
liar os estimadores sao analisadas as raizes dos erros quadraticos médios, o viés dos

estimadores e os boxplots.

3.1 Modelo INGARCH log-linear Poisson misto

A proposta a seguir tem como objetivo apresentar um modelo para séries
temporais capaz de modelar conjuntos de dados sobredispersos. Para isso, define-se
um modelo de misturas entre a distribuicao Poisson com uma distribuicao que possa
assumir a forma de um membro da familia exponencial de distribuicoes.

A partir desta defini¢ao, serao abordados dois casos de distribui¢oes obtidas
através desta mistura em que, no primeiro deles, a média do processo de Poisson
indexa a distribuicao Inversa Gaussiana, obtendo assim a distribui¢ao PIG. No se-
gundo caso, de modo analogo, a distribuicao abordada é a distribuicao Gama que
permite a obtencao da BN como um membro de mistura. A seguir é apresentada a

definicao do modelo geral.

Definigao 3.1.1 Suponha que F; denote uma o-dlgebra gerada por {Yy,--- ,Y;}. O
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modelo INGARCH log-linear Poisson misto € dado por

Yi|Fior ~ MP(u,¢); VteZ
vi = a+ prig +nlog(Yiq +1)

em que a, p en € R, vy =log(ps), com t > 0.

3.2 Aspectos inferenciais

3.2.1 Algoritmo EM

Para realizar o processo de otimizagao, inicialmente foi feita uma tentativa
através de um método de otimizagao direto, entretanto um problema de integragao
numeérica relacionado a funcao de Bessel do terceiro tipo que se apresenta na distri-
buicao PIG, inviabilizou esta abordagem. Este problema no processo de otimizagao
¢ analogo ao relatado por [22] e que, a partir do mesmo caminho tomado no trabalho
citado, uma abordagem alternativa foi explorada.

Para o processo de otimizacao e obtencao das estimativas dos parametros
do modelo foi utilizado o algoritmo EM (espectation mazximization), indicado para
conjuntos de dados incompletos ou efeitos nao observaveis. O algoritmo EM é um

método iterativo composto de dois passos:

1. O passo E que calcula a esperanca da funcao de log-verossimilhanga com re-

lagao as variaveis latentes.

2. O passo M que atualiza os parametros maximizando a esperanca condicional

a partir da etapa anterior.

A estimacao pelo algoritmo EM inicia-se ao se considerar um vetor de para-
metros arbitrarios e este passa pelos dois passos do algoritmo de modo a devolver, ao
final da iteragao, os valores atualizados para estes parametros. De inicio, é estabele-
cido um conjunto de valores que ¢ denominado “chute inicial”, que ¢ uma estimativa
arbitraria para dar inicio ao processo de estimagcao. Ao final do processo sao obtidos
novos valores para os estimadores e verificada a tolerancia para o erro estabelecido.
Caso a tolerancia estabelecida para o erro seja satisfeita, o processo se encerra, caso
contrario, os valores atualizados vetor de parametros substitui os valores antigos e
0 processo se repete até que esta tolerancia para o erro seja satisfeita.

Uma vantagem expressiva do uso do algoritmo EM como é observado por [22]
esta relacionado a obtencao do parametro de dispersao que se apresenta com grau

satisfatorio de eficacia.
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Como foi ressaltado no Capitulo 2, ao se abordar uma distribuigcao que per-
tence a familia exponencial, é assumido entao que a fungao c(+;-) pode ser expressa
por meio da equagao

c(z;0) = d(¢) + ¢g(z) + h(z),

em que d(-) representa uma fungao trés vezes diferenciavel de modo que se possa
garantir que suas trés derivadas existam e que estas sejam continuas.

Trabalhando com dados completos (Y1, Zy),--- (Y, Z,), em que Yy, ---,Y,
sao contagens observadas e 71, - - - , Z, sao efeitos aleatérios nao-observaveis.

A funcao completa de log-verossimilhanga é dada por

1(0) =) log{P(Y; = i, Z; = )},

que equivale a
l(0) = Zlog{P(Yi =il Zi = 2) f-(2:) }.
t=1

Portanto, temos entao que a fungao completa de log-verossimilhanca é dada

por

n et (11, 2, )Yt
1(0) = > log {% exp{olao — b(&)] + d(6) + bglz) + h(z»}} ,
t=1 t
em que p; = exp{w}, com vy = a+ pyy_1 +nlog(Y,_1 + 1).

Através de manipulacoes algébricas simples aplicando propriedades de expo-

nenciais e logaritmos, podemos concluir que
1(0) =Y {—mztylog ptylog z—log yil+dz+E&o—db(&o)+d(d)+dg(z)+h(z)}.
t=1

Por fim, suprimindo os termos que nao dependem de p; e ¢, ja que o vetor de
parametros 6 = (a, p,n, ¢) a ser maximizado ndo depende destes termos, é possivel

encontrar uma equivaléncia para a funcao completa de log-verossimilhanc¢a dada por
1(0) o< Y {ywr — 2 + d(9) + dlzbo — b(&) + g(z1)]}- (3.2)
t=1

No que se segue, seré usado entao o algotitmo EM para encontrar os esti-

madores de maxima verossimilhanca 0 = (&, p,m, ¢E) para o vetor de parametros
0= (av P, ¢>
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Passo E (E-step)

No passo E, é utilizada a esperanca condicional dentro da fungdao completa
de log-verossimilhanca para estimar os efeitos aleatérios nao-observaveis tornando
possivel a maximizacao dos parametros no passo seguinte. A esperanga condicional

para a fungao completa de log-verossimilhanca é dada pela equacao
Q0;0) = E(L(0)]Y;07).

Tomando entao a fungao equivalente que é representada por
QO;07) o S (g — yue” + d(@) + dlebo — b(&o)] + v,
t=1

em que v, = E(Z,|Y;0") representa a esperanca condicional de Z; dado Y e que
Yy = E(g(2)|Y;0™) expressa a esperanca condicional de g(z;). De inicio, é possivel

determinar uma expressao para ;. Assim,

B =)= [ =l

Usando as defini¢oes e propriedades de distribui¢ao condicional, distribuigao
conjunta e distribuicao marginal, além aplicagao de manipulagoes algébricas simples,

tem-se que

>~ f(zy) 1

By =y)= | = oy e =

-~ p(y; s 9) /0"" 2f:(2)f (y|z)dz.

Como Y tem distribuicdo Poisson mista (discreta), pode-se entdo ser adotada a

mudanca denotagao de f para p. Deste modo tem-se que

1
p(y; 11, @

B =) = s [ el — el )

= [ e et - bele(sioa:

o (g 1)
py'p(y; 1, @) (y 4 1)!

/OOO ez Lyt exp{¢[z& — b(&o)]c(z; ¢) Yz

WD (™ oty e )

= up(y; 1, 9) (y+1)!
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(y+ Dply + 1; 1, 9)
oy, @)

Portanto, a expressao que representa a esperanca condicional de Z Y é dada por

y+ Dply + 1; 1, ¢)
(Yt @) '

(

= B(Z|Y = y) = (33)
Apos obter entao uma expressao geral para ~;, deve-se agora determinar a
expressao geral para 1, usando a fungao geradora de momentos condicional. Nova-
mente ao usar as defini¢coes e propriedades das distribui¢oes conjuntas e marginais

é possivel determinar uma equagao para ;. Assim, tem-se entao que

BN =y) = [0 fely)iz
0

— > tg(z)f(z7y) — > tg(z)
J R = F fy

= ; o tg(z)m
P(y;u,aﬁ)/o ¢ fo(2)dz

:; Ooetg(z)w X 2€ — c(z z
p(y; 1, ¢)/0 ! exp{¢[z&o — b(&o)] + c(2; ) }d

= [T ool - b6l + ol o))

Portando, tem-se entao

BN =y) = yuxééﬁuqnlg i eXp{¢ﬂzso—b<a»1+¢g<z»+d«¢»+¢g<z>+h<zz;{;.

E facil notar que, se for considerada entao a parte da segunda exponencial da
equagao acima de modo que se possa colocar g(z) em evidéncia, obtem-se entao

exp{@[2§0—b(0)]+t9(2)+d(9)+dg(2)+h(2)} = exp{¢[z80—b(§o)]+(P+1)g(2)+d(¢)+h(2)}.

(¢ +1)
(¢ +1)

crever, sem perda de generalidade, a igualdade acima como

Multiplicamos entao o termo ¢[z&y — b(&)] por

, 0 que permite rees-

exp{[z0 — b(&o)] +19(2) + d(¢) + ¢g(2) + h(2)} =
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z¢o _ ¢b(&o)
o+t o+t

= exp{((b—l—t) { ] +(p+t)g(z)+do)+do+t)—d(o+1t)+ h(z)} .
®&o

o+t
novamente, com manipulagoes matematicas simples, obtem-se a equagao

E possivel ainda adicionar e subtrair o termo (gb)b( ), de modo que

exp{o[z&0 — b(&0)] + tg(2) +d(¢) + dg(2) + h(2)} =

—ew {055 -0 ()| oo (1) - oe)

o+t o+t o+t

+Ho+1)g(2) +d(¢) +d(d+1) —d(d+1) + h(2)}

—exp {000 (L2) - onlen) +ae) - d(o + 1)}
X exp {(¢+t> {;Qfot iy (ﬁ)t)} LG+ 6) + (6 +D)g(2) + h(z)} |

Pelas manipulagoes algébricas no termo acima, retornando entao a equagao

(3.4), decorre entao que

t (z) _ . ]' X ¢§0 > - o }
BN =) = o { (o 00 (5 ) - ab(e) + dlo) — dto+ 0
et (pe)Y 29§ 29§
x/o " exp{(qZH-t) Lb+(;—b<¢+(;>]—|—d(<b—|—t)+(¢+t)g(z)+h(z)}dz.

9%

P t), conclui-se entao que

Portanto, tomando u* =t/ <

®&o
P

B(Y = y) = W

exp {6+ (L50) — ov(e) o) ~ d(o +1)}.
(3.5)
Finalmente, derivando a equagao (3.5) e aplicando em ¢ = 0, obtem-se o
primeiro momento, o que equivale a E(g(Z)|Y) = 1. Assim, tem-se que
d

B(g(2)Y) = L)

t=0

A derivada da funcao é dada por

P€o
o+t

iE(et9<Z>|Y) =

dt 1 %) {%p(y;u*,chr t) exp [(cb +1)b (

P(?J;—M, ) — ¢b(&o) + d(9)
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. $*¢0 ., [ %% ?&o toSo ;[ 9o /
_d(¢+t)+p(y’“’¢+t)[_(¢+t)2b (¢+t>+b(¢+t>_(¢+t)2b (¢+t>_d(¢+t>]

$&o
o+t

% exp {(mnb( ) — pd(6) + d(6) — d<¢+t>]}

1 d
= m {dtp(y;'u*’qs—{_t)

+p(y; 1", 9) [b(&0) — &b (&) — d' ()] } :

t=0

Como b/ (&) = 1, entdo tem-se que

d

Y= E(g(2)|Y =y) = map

+b(%) — d'(9). (3.6)

t=0

(5 1", @)

Os resultados obtidos nas equagoes (3.3) e (3.6) s@o as expressoes gerais para
¢ e Y. Deste modo, é possivel seguir entao para o proximo passo do algoritmo EM,

que consiste em maximizar a fun¢ao completa de verossimilhanca.

Passo M (M-step)

Neste passo serao tomadas as derivadas parciais da funcao completa de log-
verossimilhanca em relacao aos parametros que compoem o vetor # para obter os
estimadores de méaxima verossimilhanga.

A funcao completa de verossimilhanga é dada por

n

Q(9> 9[7‘}) = Z(Yﬂ/t —ve” + d(¢) + ¢{’th0 - b(fo)} + %)-

t=0
Para estimar os parametros «a, p e n serao usadas as derivagoes da expressao
equilalénte & funcao completa de log-verossimilhanca em relagao a v, de modo des-
consideramos os termos que nao estao relacionados a v4, a fungao equivalente é dada

por

n

Q(6.6") ¢ S (Yivr — yie™).

t=0
Vamos considerar 8* como sendo vetor de pardmetros composto pelas trés

primeiras componentes do vetor 0 e v, = o+ pvy_1 + 1 log(Y;_1+1). A fungao score

¢ dada por
0Q(6%) - v (6%)
SO = = Y, — ye”t
) =54 g( =) "5
31/,5(9*) , .. . . ~

em que 30" ¢ um vetor tridimencional cujas componentes sao dadas por

al/t al/t_l th 8Vt_1 8I/t 81/t_1

-1 . S . o — =log(Yi_1 +1 .

9o +p oo’ p Vi1 +p op . om og(Yioi+1)+p n
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Agora serao feitas as manipulacgoes algébricas para calcular ¢ considerando a

funcao completa de log-verossimilhanga sendo dada por

= {d'(®) +no — b(&) + i}

Pode-se entao obter ngS através do seguinte calculo:

=0.. Z{d’(¢> + 7o — b(&o) + ¥} =0

Por isso,

3

nd'(¢) — nb(&o) + Z(fo% +4) = 0.7 nd'(¢) (&ove + )
t=1

> (& + tn)
d($) = b(&) - ——— (3.7)

n
Escolhendo entao um Z tal que esta segue distribui¢ao inversa Gaussiana com

média 1 e parametro de dispersao ¢, tem-se entdo que E(Z) = V(&) = 1, logo temos

que V(&) = ﬁ e entao pode-se concluir que &, = —%. Com as retrigoes feitas
acima, a decomposicao da Inversa Gaussiana apresenta as seguintes parcelas:
) ble) = () = —/2 (-]) = -1

i) d(@) = L logé = d'(¢) = 2

iv) h(z) = —3% log(2mz?).

Agora é possivel entao determinar o estimador ¢ substituindo os resultados

obtidos acima para a PIG na equacao (3.7), de modo que
LA o )
2@ n Z (wt 2
53 -u-)

Tem-se entao




em que $ nao depende de «, p e n.
Modo anélogo ao que foi feito para a PIG, é repetido o processo agora para
determinar as fungoes auxiliares para a BN ao escolher Z tal que este segue distri-

buicao Gama com média 1 e parametro de dispersao ¢. A esperanca de Z é dada

por E(Z) =1V (&) = 1, logo tem-se que b'(§y) = _5% e entao é possivel concluir que
& = —1. As parcelas com as fungoes auxiliares sao

i) b(&) = —log(—&o) = —log(1) = 0;

ii) d(¢) = ¢ log ¢ —log(I'(9)) .. d'(¢) = log ¢ + 1 — {5;
iii) g(z) = log z;
iv) h(z) = —log =.

E possivel notar pelas equacoes auxiliares através da expressdo de d'(¢), que
o parametro ¢ nao apresenta uma forma fechada para a binomial negativa. Os
resultados apresentados na Tabela 3.1 sintetizam as fungoes auxiliares usadas para
a construcao das simulagoes para os modelos PIG e BN e para a obtec¢ao do vetor

de estimadores para o vetor parametros 0 = (a, p, 1, @).

Tabela 3.1: Valores e fungoes auxiliares para as distribuigoes PIG e BN tomando & = —%
e £y = —1 respectivamente
Distribui¢ao b(&) d(¢) d'(¢) 9(2) h(z)
PIG —/=2%, Llog ¢ = -3 —plog(2m2?)
BN —log(~&) ¢log ¢ —log(I'(¢)) log () +1-F% logz  —log 2

Através do conjunto de equacOes apresentados acima, é possivel entao efe-
tuar a construcao do algoritmo EM, que possibilita a obte¢ao dos estimadores
6 = (&, ﬁ,ﬁ,ng) Observa-se ainda que as esperangas condicionais v; e 1, sao in-

seridas no algoritmo de simulagao de acordo com o a variavel latente Z.

3.3 Estudos de simulacao

3.3.1 Cenarios de simulacao para os parametros

Com o procedimento de simulacao feito pela estimagao por verossimilhanca
através do algoritmo EM, foi realizada uma anéalise do comportamento dos valores
estimados considerando as distribuigoes log-linear PIG e log-linear BN que sao distri-
buigoes obtidas por meio de uma distribuicao Poisson mista e que foram submetidas

ao processo de simulacao pelo método de Monte Carlo.
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Por meio do algoritmo EM construido utilizando a linguagem de programa-
¢ao R, foram avaliados quatro cenarios inicialmente estabelecidos aos quais foram
denominados [A], [B], [C] e [D] para cada uma das duas distribui¢des consideradas.
Cada um destes cenarios foi composto por 4 tamanhos amostrais distintos, a saber
50, 100, 200 e 500 para os quais foram geradas 1000 réplicas de Monte Carlo para
cada um dos casos propostos.

Os valores tedricos estabelecidos para os parametros considerando os casos
dos modelos INGARCH log-linear PIG e BN, considerando os cenéarios [A], [B], [C]
e |D| sao apresentados, respectivamente, nas Tabelas 3.2 e 3.3.

Tabela 3.2: Valores tedricos dos pardmetros para os cenarios de simulagao da PIG pelo algoritmo
EM.

Cenarios para o modelo INGARCH Log-linear PIG

Cenérios « p n 10)
[A] 2 0,5 -0,3
[B] 3 —0,2 0,4 1
[C] 1,5 0,4 —0,2 2
[D] 3,5 —0,35 0,45 2

Tabela 3.3: Valores tedricos dos parametros para os cenarios de simulacao da BN pelo algoritmo
EM.

Cenarios para o modelo INGARCH Log-linear BN

Cenérios « p n 10)
[A] 2 0,5 —0,3
[B] 1,5 -0,1 0,2 1
[C] 2,5 0,3 —0,4 2
[D] 1,5 —0,25 0,5 2

A principio seriam utilizados os mesmos cenarios para as duas distribui¢oes
propostas, entretanto os valores propostos para o caso PIG apresentaram problemas
para a distribuicao BN. Tendo em vista que o caso da BN ¢é mais complexo ja
que se tratar de uma distribuicao cujas fungoes auxiliares apresentam forma mais
complexa tendo em sua composicao a funcao Gama e a sua derivada Digama, os
cendrios propostos tiveram que ser por vezes reelaborados por causa de erros durante
o processo de simulagao. Para os cenarios propostos inicialmente para a PIG, apenas
o cenario [A] foi possivel de ser simulado para a BN.

Devido ao problema observado acima para um dos casos aqui abordados,
vale ressaltar que para algumas distribui¢oes Poisson mistas, a depender da escolha

do membro da familia exponencial, o processo de otimizacao pode se tornar muito
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complicado ou até mesmo impossivel de ser realizado através do algoritmo EM.
Deste modo, é importante avaliar a distribuicao Poisson mista a ser abordada antes
de realizar a implementagao por meio de algoritmo EM ou mesmo um método de
otimizacao direto. Este cuidado pode evitar problemas com distribui¢oes Poisson
mistas que tenham expressoes complicadas em sua composic¢ao.

Outra observagao a ser feita acerca da montagem dos cenarios é que existe
uma alternancia entre os sinais dos parametros p e 1. Os valores teoéricos para o
parametro o também sofreram modificagoes para cada cenario, porém conservando-
o como valor positivo. Ja para o parametro de dispersao ¢, foram considerados
apenas os valores 1 para os cenérios [A]| e [B| e 2 para os cenarios [C] e [D| para

ambas as distribuic¢oes analisadas.

3.3.2 Simulacoes para o modelo INGARCH log-linear PIG

O primeiro grupo de simulagoes foi realizado para o modelo INGARCH log-
linear PIG, contemplando os cenarios sugeridos na Secao 3.3.1. A Figura 3.1 apre-
senta os graficos da série temporal de contagem, da autocorrelacao e da autocorre-
lacao parcial dos 100 primeiros valores da geracao aleatoria obtida através da simu-
lagdo do cenario [A]. A representacao grafica dos dados aleatorios da série temporal
sugerem um comportamento estacionério enquanto os graficos de autocorrelagao e

autocorrelagao parcial sugerem correlagao fraca entre as observagoes.

150 -

Contagem
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Autocorrelagao

0 10 20 30 40

S R I:.:I:.:Ijﬁt:I:Ilﬁ:}:L:,ﬁ;:;j:;.:;l;ﬁiIi:ﬁ

Autocorrelagado Parcial

Figura 3.1: Série temporal de contagem, grafico de autocorrelacao e autocorrelagao parcial para a
PIG, cenéario A, tamanho amostral 100.

Os valores obtidos nas simulag¢oes para o processo INGARCH log-linear PIG

para a média estimada de cada parametro, bem como a raiz quadrada do erro
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quadratico médio, destacada entre parénteses ao lado da estimativa correspondente,

sao apresentados na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Resultados das simulagbes para os cenérios [A], [B], [C] e [D] para a distribui¢ao PIG.

Cenério [A]: («

2,p=0,5,7=-0,3ep=1)

Tamanho amostral Q 12 N ngS
50 1,988 (0,911) 0,636 (0,506) —0, 448 (0,293) 1,429 (0,764)
100 1,972 (0,772) 0,547 (0,327) —0, 343 (0,130) 1,123 (0,312)
200 1,985 (0,597) 0,516 (0,220) -0, 314 (0,078) 1,041 (0,171)
500 2,007 (0,367) 0,504 (0,131) —0,308 (0,048) 1,014 (0,097)

Cenario [B]: (¢ =3,p=-0,2,n=0,4e ¢ =1)

Tamanho amostral & p i (5
50 3,026 (0,940) —0,193 (0,343) 0,373 (0,200) 1,173 (0,407)
100 3,062 (0,791) —0,216 (0,242) 0,391 (0,114) 1,073 (0,237)
200 3,029 (0,624) —0,208 (0,176) 0,398 (0,075) 1,027 (0,154)
500 3,024 (0,413) —0,206 (0,110) 0,400 (0,047) 1,005 (0,092)

Cenario [C]: («=1,5,p=0,4,n=—-0,2¢e ¢ =2)

Tamanho amostral Q 12 7N ngS
50 1,473 (0,837) 0,547 (0,632) —0,342 (0,311) 3,276 (2,811)
100 1,482 (0,789) 0,444 (0,471) —0,240 (0,145) 2,331 (0,770)
200 1,484 (0,687) 0,414 (0,366) —0, 208 (0,085) 2,113 (0,412)
500 1,510 (0,469) 0,399 (0,242) —0,205 (0,052) 2,040 (0,222)

Cenério [D]: (= 3,5, p=—0,35,n1=0,45 ¢ ¢ = 2)

Tamanho amostral & p i (]3
50 3,490 (0,744) —0, 344 (0,264) 0,440 (0,178) 2,302 (0,711)
100 3,516 (0,646) —0, 354 (0,188) 0,447 (0,107) 2,136 (0,425)
200 3,510 (0,522) —0,354 (0,138) 0,450 (0,071) 2,056 (0,275)
500 3,513 (0,382) —0,354 (0,092) 0,450 (0,047) 2,014 (0,171)

Fonte: Dados de simulacoes em linguagem R feitas pelo autor.

Através da anélise dos valores obtidos nas simulagoes é possivel perceber que
os valores estimados para os diferentes tamanhos de amostras propostos tendem
assintoticamente para os valores tedricos estabelecidos para os parametros. Este
fato pode ser verificado também ao observar a raiz quadrada do erro quadrético
médio que tende a diminuir para tamanhos amostrais maiores.

Uma complementacao a analise das observagoes pode ser vista na Tabela 3.5
que apresenta os valores para o viés para cada estimador obtido na simulacao e que,

em alguns casos especificos, como pode ser observado para o parametro n no cenario
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[BJ, chega a zero para o nimero de casas decimais consideradas por arredondamento
para o tamanho amostral 500. O mesmo fato se repete para mesmo parametro no

cenério |D| para os tamanhos amostrais 200 e 500.

Tabela 3.5: Viés dos estimadores para os cenarios [A], [B], [C] e [D] para a PIG.

Cenério [A]: (0 =2,p=0,5,1=—-0,3¢e p=1)

Tamanho amostral a 1) n 0]
50 0,011 —0,136 0,148 —0,429
100 0,028 —0, 047 0,043 —0,123
200 0,015 —0,016 0,014 —0,041
500 —0,007 —0,004 0,008 —0,014

Cenario [B]: (¢ =3, p=-0,2,n=0,4¢e ¢ =1)

Tamanho amostral Q p N 0]
50 —0,026 —0,007 0,027 —0,173
100 —0,062 —0,016 0,008 —0,073
200 —0,029 —0,008 0,002 —0,027
500 —0,024 —0, 006 0,000 —0,005

Cenério [C]: (e =1,5, p=0,4, 1= —0,2¢e ¢ =2)

Tamanho amostral Qa 0 n 10)
50 0,027 —0, 147 0,142 —1,276
100 0,018 —0,044 0,040 —0,332
200 0,015 —0,014 0,008 —0,113
500 —0,009 0,001 0,005 —0, 040

Cenario [D]: (&« =3,5, p=—-0,35,71=0,45e ¢ = 2)

Tamanho amostral Qa p n 10)
50 0,010 —0, 006 0,010 —0, 302
100 —0, 165 0,004 0,003 —0, 136
200 —0,010 0,004 0,000 —0, 056
500 —0,013 0,003 0,000 —0,015

Fonte: Dados de simulagoes em linguagem R feitas pelo autor.

Por meio da analise dos graficos boxplot da Figura 3.2 é possivel perceber
que em todos os cenarios observam-se muitos valores de outliers, porém para todos
os casos fica evidente que o aumento do tamanho amostral diminui o intervalo entre
o primeiro e o terceiro quartis indicando que ha uma concentragao cada vez maior
em torno do valor teorico.

Nos boxplots também é possivel notar que a mediana dos dados tende ao
valor tedrico dos parametros para todos os casos observados, enfatizando que em

alguns deles, estas observagoes acontecem desde o menor tamanho amostral, como é
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Figura 3.2: Boxplots das estimativas dos parametros a, p, n e ¢ para os cenarios [A], [B], [C] e [D]
- Modelo INGARCH log-linear PIG.

31



o caso por exemplo dos parametros a e 7 no cenario [D]. Deste modo, com a anélise
dos boxplots, a conclusao ¢ a mesma em que se chega ao analisar a Tabelas 3.4 e
a Tabela 3.5, ou seja, a média dos valores estimados tendem aos valores teéricos a

medida em que o tamanho amostral sofre aumento.

3.3.3 Simulacoes para o modelo log-linear BN

Como ja comentado anteriormente, para o modelo log-linear BN fez-se neces-
saria uma reestruturacao dos cenarios propostos. Esta distribuicao carrega em sua
composicao a funcao gama e, consequentemente retorna um fatorial, ocasionando
muitos erros no processo de otimizagao. O uso da fungao TryCatch proporcionou
o desenvolvimento do processo de obtencao dos estimadores, eliminando a possi-
bilidade de perda do processo de simulagao de cada cenério proposto. A funcao
TryCatch, da forma como inserida no c6digo, elimina a interagdo com erro retor-
nando & interacao anterior.

O grafico da séries temporal, de autocorrelagao e autocorrelagao parcial apre-

sentados na Figura 3.3.
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Autocorrelagéo Parcial

Figura 3.3: Série temporal de contagem, grafico de autocorrelagao e autocorrelagao parcial para a
BN, cenério A, tamanho amostral 100.

A exemplo do que foi feito para o caso da analise do caso anterior, também
consideram a amostra gerada aleatoriamente, cujo tamanho amostral é n = 100 e,
que considera os valores tedricos para os paramestros que foram estabelecidos para
o cenério [A]. E possivel perceber que para o modelo INGARCH log-linear BN, os
dados gerados também apresentam um comportamento que sugere a estacionaridade,

além de que também se observa uma baixa correlacao entre eles, repetindo aquilo
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que foi observado para a distribuicao anterior.

A Tabela 3.6 apresenta os valores obtidos no processo de otimizagao do modelo

INGARCH log-linear BN.

Tabela 3.6: Resultados das simulagdes para os cendrios [A], [B], [C] e [D] para a distribuigdo BN.

Cenério [A]: (e =2, p=0,5,71=—-0,3¢e ¢ =1)

Tamanho amostral & p i (]3
50 1,923 (0,924) 0,606 (0,457) —0,394 (0,234) 1,214 (0,413)
100 1,074 (0,768) 0,523 (0,305) —0,320 (0,107) 1,069 (0,189)
200 1,981 (0,562) 0,506 (0,202) —0,300 (0,071) 1,028 (0,112)
500 1,974 (0,347) 0,507 (0,119) —0,298 (0,043) 1,014 (0,068)
Cenério [B]: (@ =1,5,p=-0,1,7=0,2¢ ¢ = 1)
Tamanho amostral a 12 M ngS
50 1,374 (1,849) —0,031 (0,720) 0,172 (0,354) 1,277 (0,633)
100 1,421 (1,770) —0,056 (0,565) 0,185 (0,261) 1,094 (0,247)
200 1,436 (1,698) —0,061 (0,449) 0,192 (0,227) 1,031 (0,139)
500 1,492 (1,548) —0,094 (0,320) 0,196 (0,212) 1,012 (0,083)
Cenério [C]: (¢ =2,5, p=0,3,n=—-0,4¢e ¢ =2)
Tamanho amostral a p i (ﬁ
50 2,262 (0,854) 0,458 (0,470) —0,463 (0,213) 2,506 (1,051)
100 2,358 (0,671) 0,365 (0,299) -0, 408 (0,103) 2,156 (0,430)
200 2,451 (0,467) 0,320 (0,192) —0,401 (0,070) 2,085 (0,269)
500 2,493 (0,467) 0,303 (0,109) —0,400 (0,070) 2,031 (0,269)
Cenario [D]: (¢ =1,5, p=—0,25,n1=0,5e ¢ = 2)
Tamanho amostral a 0 N (,ZAS
50 1,539 (0,625) —0,289 (0,387) 0,496 (0,213) 2,423 (1,395)
100 1,543 (0,499) 0,268 (0,266) 0,487 (0,129) 2,129 (0,443)
200 1,534 (0,329) —0,267 (0,162) 0,495 (0,078) 2,068 (0,286)
500 1,507 (0,201) —0,252 (0,099) 0,497 (0,050) 2,025 (0,175)

Fonte: Dados de simulagoes em linguagem R feitas pelo autor.

Para o cenario [A], cujos valores foram os mesmos para ambas as distribuigdes
analisadas, os resultados de simulacao mostraram que a convergéncia dos parame-
tros da BN foi melhor que da PIG para todos os tamanhos amostrais. Através dos
resultados apresentados na Tabela 3.6 é possivel observar que a raiz do erro qua-
dratico médio apresentou valores menores em todos os casos observados para este
cenario.

E importante ressaltar que a distribuicdo BN apresenta problemas para con-
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Tabela 3.7: Viés dos estimadores para os cenarios [A], [B], [C] e [D] para a BN.

Cenario [A]: («=2,p=0,5,n=-0,3e¢p=1)

Tamanho amostral & p i 10)
50 —0,077 0,106 —0,094 0,214
100 —0,025 0,023 —0,020 0,069
200 —0,018 0,006 0,000 0,028
500 —0,026 0,007 —0,002 0,014

Cenario [B]: (¢ =3, p=-0,2,n=0,4e ¢p=1)

Tamanho amostral & 1) N 10)
50 —1,626 0,169 —0, 228 0,277
100 —1,579 0,144 —0,214 0,094
200 —1, 564 0,139 —0, 208 0,031
500 —1,508 0,106 —0,204 0,0118

Cenario [C]: (« =2,5,p=0,3,n=—-0,4¢ ¢ =2)

Tamanho amostral & P i 10}
50 —0,238 0,158 —0, 063 0,506
100 —0,142 0,065 —0,008 0,156
200 —0, 048 0,020 —0, 001 0,085
500 —0,007 0,003 0,000 0,031

Cenario [D]: (= 1,5, p=—0,25,7=0,5¢e ¢ = 2)

Tamanho amostral & 0 i 10)
50 0,039 —0,039 —0,004 0,423
100 0,043 —0,018 —0,013 0,129
200 0,034 —0,017 —0,005 0,068
500 0,007 —0,002 —0,003 0,025

Fonte: Dados de simulagoes em linguagem R feitas pelo autor.

figuracao de cenarios de modo a nao aceitar muitas configuragoes de valores tedricos
para os parametros, mesmo sendo obedecida a condi¢ao estabelecida por [9] em que
|p — n| < 1. Neste aspecto, a PIG se mostra mais eficiente ja que ante ao processo
de simulac¢oes nao apresentou problemas a nenhum cenario proposto.

A Tabela 3.7 apresenta os valores dos viés obtidos para os cenarios propostos
para a BN. E possivel observar que os valores estimados para o, p e 1 no cenério [A]
apresentam um aumento, em moédulo, para a variagao de tamanho amostral de 200
para 500. Os demais cenarios tiveram comportamento de valores esperados para a
simulagao.

A Figura 3.4 apresenta os gréaficos boxplot referentes as simulagoes para os

cenarios da BN, sendo possivel fazer uma observagao anéloga ao que ja foi constatado
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Figura 3.4: Boxplots das estimativas dos parametros a, p, 1 e ¢ para os cenarios [A], [B], [C] e [D]
- Modelo INGARCH log-linear BN.
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ao analisar a Tabela 3.6, ou seja, & medida em que aumenta o tamanho amostral,
os dados se concentram cada vez mais em torno da média e esta convergem para os

valores tedricos dos parametros.

3.4 Custo computacional de simulacao

Para obter os custos computacionais foi usada a fungao sytem.time() que é
nativa da linguagem R e que retorna trés valores que sao, respectivamente, usuario
que apresenta o tempo gasto pela CPU para a execugao do codigo R, sistema que se
refere ao tempo que o sistema operacional leva para executar o codigo R e decorrido
que apresenta o tempo total do processo.

A Tabela 3.8 apresenta o tempo total de cada simulacao para os modelos
INGARCH log-linear PIG e BN ja convertidos ao formato de hora, minuto e segundo.
E possivel notar através dos valores tabulados, que o processo de simulacéo para a
distribuicao BN demanda menos tempo que processos correspondentes para a PIG.

Tabela 3.8: Tempo total de simulagdo dos cenarios [A], [B], [C] e [D] para as distribuigdes PIG e
BN

‘ log-linear PIG log-linear BN
Censios | [A] B] © ol | 1Al IB] ] D]
50 24500 4:53:00 15356 3:39:27 | 057:38 05242 0:50:44  0:23:11
100 3:00:31 8:50:14 1:36:41 6:41:06 2:09:25 1:17:51 1:06:43 0:40:06
200 5:05:33 17:21:37 1:54:15 12:04:39 3:10:20 2:32:54 2:00:29 1:31:38
500 11:56:43  32:06:25  3:54:56  30:33:30 | 7:41:05  5:57:18 44416 2:50:38

Fonte: Dados de simulagoes em linguagem R feitas pelo autor.

De modo empirico foi possivel observar que o desempenho da méaquina du-
rante o processo de simulagao era afetado diretamente pela temperatura ambiente.
Simulacoes executadas no periodo da noite apresentavam menor tempo de total de
execugao enquanto as que eram executadas durante o dia, quando a temperatura

era mais elevada, demandava tempo maior de execugao para o processo.
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Capitulo 4
Aplicacao do modelo a dados reais

Neste capitulo sao apresentados os resultados da aplicagao a dados reais vi-
sando avaliar o desempenho do modelo, além de comparar aos resultados deste mo-
delo aos dados aplicados ao modelo INGARCH log-linear Poisson. A comparagao
entre os modelos analise grafica e através da verificagao dos critérios de informagao
AIC e BIC. Ao final de cada aplicacao, ao escolher o modelo que melhor se ajusta,
é feita a anéalise de residuos afim de comprovar se o modelo de fato apresenta um

bom ajuste.

4.1 Internacoes por abuso de alcool

O consumo de bebidas alcodlicas ¢ um hébito que cresce no Brasil e, segundo o
relatorio do CISA (Centro de Informagdes sobre Satide e Alcool) [5], o maior ntimero
de internagoes e 6bitos é entre a populacao na faixa etaria de mais de 55 anos, sendo
que os homens os que mais sofrem pela dependéncia.

O relatorio aponta que 76% dos 6bitos sao de homens. Além das internagoes
que sao atribuidas diretamente ao alcoolismo ou alguma complicacao causada por
ele, muitas outras internacoes sao consequéncia de uso abusivo como é o caso de
vitimas de acidente de transito que é causado por motoristas e condutores de mo-
tocicletas em estado de embriaguez. O relatorio da OMS [26] aponta que em 2018
aproximadamente 2,348 bilhdes de pessoas (43% da populagao) eram consumidores
de alcool no mundo. Os dados refletem a importancia de estudos e ac¢oes para o
combate ao alcoolismo.

A CID (Classificagao Internacional de Doengas) possui 7 classes de agravo a
satude atribuidos a ingestao de alcool. Deste modo, o alcoolismo é considerado pela
OMS como um problema de satide ptblica e que causa impacto nos principais indices
relacionados a satde da populagao nos mais diferentes eixos. Dada a importancia de
estudos relacionados ao alcoolismo e seus maleficios é que para a aplicacao a dados

reais para o modelo INGARCH log-linear PIG a série temporal de contagem com o
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numero de internacao por problemas relacionados ao alcoolismo, de acordo com a
classificagao da CID-10.

Para avaliar o desempenho do modelo foram utilizados dois bancos de dados
que apresentam a série temporal de contagem do ntimero de casos de internacao por
abuso de alcool nos estados da Paraiba e do Piaui e apresentam os dados coletados
entre janeiro de 2005 a dezembro de 2015. Os dados utilizados nas simulagoes
encontram-se disponiveis no site do Ministério da Satde - Sistema de Informagao de
Atengao Basica - SIAB no endereco eletronico http://tabnet.datasus.gov.br/
cgi/deftohtm.exe?siab/cnv/SIABSpi.def.

4.2 Dados de internacao por abuso de alcool no es-
tado da Paraiba

De inicio foram abordados os dados de internacao referentes ao estado da
Paraiba, sendo feita a analise dos principais aspectos que permitem avaliar o desem-
penho do modelo . Os dados sao compostos por 132 observagoes que foram feitas
entre os anos de 2005 e 2015, tendo estes uma média igual a 58,174 e variancia igual
a 746,893, ou seja, trata-se de um conjunto de dados que apresenta sobredispersao.

A Figura 4.1 apresenta o grafico da série temporal, que sugere estacionaridade
para os dados. os graficos de autocorrelacao e de autocorrelacao parcial indicam que

dados apresentam baixa correlagao.
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Figura 4.1: Série temporal de contagem do namero de internacoes por abuso de dlcool na Paraiba,
autocorrelagao e autocorrelagao parcial
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Os graficos das Figuras 4.2 e 4.3 apresentam os ajustes para as séries tempo-
rais de contagem do niimero de internagoes por abuso de alcool no estado da Paraiba

feitos respectivamente pelos modelos log-linear Poisson e PIG.
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Figura 4.2: Ajuste dos dados pelo modelo log-linear Poisson para dados de internac¢do na Paraiba.
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Figura 4.3: Ajuste dos dados pelo modelo log-linear PIG para dados de internagao na Paraiba.

Através dos graficos ja é possivel conjecturar visualmente que o melhor ajuste
entre as duas distribui¢oes abordadas é feito pela log-linear PIG ao observar os

pontos de pico e principalmente, observando a disposicao dos dados no decorrer do
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ano de 2015 em que é visivel uma melhor aproximagao para o segundo modelo.

Os valores estimados pelo modelo log-linear Poisson apresentam média igual
a 57,995 e variancia igual a 217,755 enquanto o modelo INGARCH log-linear PIG
apresenta média igual a 64,028 e variancia igual a 473,309, ou seja, o modelo PIG
captura a sobredispersao com maior eficacia .

Para confirmar a conjectura de que o modelo que melhor se ajusta ao conjunto
de dados é o INGARCH log-linear PI1G, basta observar os valores obtidos para o AIC,
BIC e o EQM para os dados apresentado na Tabela 4.1 em que ¢é possivel confirmar
entao que a PIG apresenta os menores valores.

Tabela 4.1: Valores estimados para os pardmetros e critérios de comparagao AIC, BIC e EQM
para os dados de estado da Paraiba.

Modelo & p A AIC BIC EQM
Poisson 1,996 —0,024 0,536 1958,58 1967,23 1,581
PIG 0,683 0,170 0,682 1205,16 1213,81 0,763

Fonte: Dados de simulagoes em linguagem R feitas pelo autor.

O modelo escolhido é INGARCH log-linear PIG pois é o que melhor se ajustou
aos dados. E possivel ainda verificar se o modelo é adequado ao conjunto de dados
através da andlise de residuos. Tomando os erros e; = y; — fi; em que y; é a i-ésima
observagao, fi; ¢ a i-ésima média obtida no processo de simulagao e considerando a

variancia dos erros var(e), entao os residuos podem ser obtidos fazendo

€

e var(e)’

em que r; é o i-ésimo residuo. A equacao para os residuos para a Poisson mista com

membros da exponencial, como afirma [22] ¢ dada por

= Yi — fli _
\/ﬂz‘(l + 010" (%))

A Figura 4.4 apresenta os graficos de autocorrelagao e autocorrelagao parcial,

(4.1)

o grafico da densidade dados e o QQ-plot. Através da analise dos graficos fica
claro que a correlagao entre os residuos ¢ baixa e, pelos graficos da densidade e
QQ-plot, nota-se que estes indicam que os residuos apresentam uma distribuicao

assintoticamente normal, o que aponta um bom ajuste do modelo log-linear PIG.
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Figura 4.4: Residuos para os dados de internagéo por abuso de élcool na Paraiba. ACF, PACF,
densidade estimada e Q-Q plot.

4.3 Dados de internacao por abuso de alcool no es-
tado do Piaui

De modo analogo ao que se construiu para o conjunto de dados de interna-
¢ao para o estado da Paraiba é feito agora para os dados referentes as internagoes
por abuso de alcool no estado do Piaui. Este conjunto de dados possui tamanho
amostral de 132 observagoes feitas entre os anos de 2005 e 2015, com média igual a
51,470 e variancia igual a 397,915, ou seja, trata-se de um conjunto que apresenta
sobredispersao.

O conjunto de dados para o estado do Piaui sao representados graficamente
na Figura 4.5.

O comportamento temporal dos dados é explicitado no primeiro grafico da
figura e sugere estacionaridade, enquanto que os outros dois representam, respectiva-
mente a autocorrelacao e a autocorrelagao parcial dos dados, sendo possivel observar
uma correlacao baixa para as observacoes.

As figuras 4.6 e 4.7 apresentam os ajustes, respectivamente, pelos modelos
INGARCH log-linear Poisson e o PIG. Como aconteceu na anélise das simulagoes
para o exemplo anterior, novamente ¢ possivel perceber visualmente que o segundo
modelo se sobressai ao primeiro apresentando melhor ajuste. Isso pode ser notado
principalmente nos pontos mais afastados no conjunto cuja proximidade dos pontos

estimados pela PIG se mostra menor. Além disso, também é facil perceber de forma
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Figura 4.5: Série temporal de contagem do nimero de internagoes por abuso de alcool no Piaui,
autocorrelagao e autocorrelagao parcial

visual que os dados estimados entre os anos de 2014 e 2016 se mostram bem mais

afastados dos estimados pelo modelo Poisson que pelo modelo PIG.
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Figura 4.6: Ajuste dos dados pelo modelo log-linear Poisson para dados de internagdo no Piaui.

No ajuste feito pelo modelo log-linear Poisson, a média dos dados estimados
é igual a 51,564 enquanto a variancia é igual a 60,753. J& para o modelo INGARH
log-linear PIG, a média é igual a 55,473 e a variancia igual a 155,609, ou seja, a

variancia é trés vezes maior que a média enquanto que o modelo log-linear Poisson
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Figura 4.7: Ajuste dos dados pelo modelo log-linear PIG para dados de internagao no Piaui.

apresenta média e variancia bem proximas.

Como modo mais formal de avaliacao e de comparacao entre os modelos que
foram utilizados, novamente foram utilizados os critérios AIC, BIC e EQM. Os
valores obtidos sao apresentados na Tabela 4.2 de modo que novamente os critérios
apontam melhor ajuste é feito pelo modelo log-linear PIG que é novamente o modelo

escolhido.

Tabela 4.2: Valores estimados para os parametros e critérios de comparagao AIC, BIC e EQM
para os dados de estado do Piaui.

Modelo Q p N AIC BIC EQM
Poisson 1,616 0,216 0,376 1552,58 1561,23 1,676
PIG 0,652 0,308 0,539 1136,42 1145,07 0,488

Fonte: Dados de simulagoes em linguagem R feitas pelo autor.

A anélise dos residuos cujos gréaficos encontram-se na Figura 4.8 apresentam
funcao de autocorrelacao e autocorrelagao parcial que indicam a sugerindo baixa cor-
relacao entre os residuos. Além disso, os graficos da e a densidade e o QQ-plot mos-
tram que os residuos apresentam uma distribuicao assintoticamente normal. Com a
analise de residuos fica claro que o modelo INGARCH log-linear PIG apresenta um
bom ajuste aos dados.

Para os bancos de dados utilizados anteriormente, a BN apresentou problemas
numéricos e nao foi possivel fazer as simulagoes usando esta distribuicao. Deste
modo, fez-se necessario a abordagem de outro conjunto de dados, cujos resultados

dos ajustes sao apresentados na segao a seguir.
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Figura 4.8: Residuos para os dados de internagao por abuso de alcool no Piaui. ACF, PACF,
densidade estimada e Q-Q plot.

4.3.1 Casos de contaminacao por campilobactérias

As infecgbes por bactérias sao muito comuns e sao elas as responsével por
um grande namero de mortalidade especialmente em criangas como ressalta [19].
O autor afirma que a infeccao por campilobactéria é o segundo maior causador de
doengas diarreicas no mundo. Seu contagio ocorre por ingestao de d4gua ou alimentos
contaminados. Seu efeito é, em muitos casos, fatal principalmente em criancgas, pois
como afirma [19], "a infecgao é responsavel por cerca de 25000 mortes de criangas
de 0 a 5 anos anualmente".

O banco de dados denominado campy é parte integrante do pacote tscount
cuja descrigdo completa é dada em [16] que também apresenta a descrigdo de outros
bancos de dados disponiveis no pacote. Este banco de dados apresenta 140 obser-
vagoes feitas semanalmente entre o més de janeiro de 1990 a outubro de 2000, que
apresenta ntimero de casos de infecoes por campilobactérias no norte da provincia
de Quebec no Canada. Estes dados apresentam média igual a 11,543 e variancia
igual a 53,543, ou seja, sao dados sobredispersos.

A Figura 4.9 apresenta o gréafico da série temporal de contagem, o grafico de
autocorrelagao e autocorrelagao parcial. Os dados nao apresentam correlagao sendo
entao estacionarios.

O ajuste obtidos pelas simulagoes para os modelos log-linear Poisson, PIG e

BN, respectivamente, sao apresentados nas Figuras 4.10, 4.11 e 4.12.
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Figura 4.9: Série temporal de contagem do nimero de casos de infeccoes por campilobactérias,
autocorrelacao e autocorrelagao parcial
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Figura 4.10: Ajuste dos dados pelo modelo log-linear Poisson para dados infeccao por campilobac-
téria.

Para os dados de infeccao por Campilobactéria, o modelo log-linear Poisson
apresentou média e variancias iguais, respectivamente, 11,608 e 21,171 enquanto
que o modelo INGARCH log-linear PIG apresentou como média e variancia, respec-
tivamente, 11,510 e 20,101 e por fim, o modelo INGARCH BN apresentou média
e variancia dadas, respectivamente, por 11,521 e 21,086. Os valores para média e

variancia sao bem préoximos entre os trés modelos.
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Figura 4.11: Ajuste dos dados pelo modelo INGARCH log-linear PIG para dados infeccdo por
campilobactéria.
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Figura 4.12: Ajuste dos dados pelo modelo INGARCH log-linear BN para dados infec¢ao por
campilobactéria.

Através de uma analise visual nao foi possivel conjecturar entre as trés situa-
¢oes simuladas, qual o melhor ajuste, entretanto os valores obtidos para o AIC, BIC
e EQM, que sao apresentados na Tabela 4.9 deixam claro que o modelo INGARCH
log-linear PIG ¢ o que apresenta melhor resultado pelos critérios de escolha. E pos-
sivel concluir, ainda pelos resultados da Tabela 4.9, que a BN apresenta melhores

resultados que a Poisson para este conjunto de dados. Portanto, o modelo escolhido

¢ o INGARCH log-linear PIG.
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Tabela 4.3: Valores estimados para os parametros e critérios de comparagao AIC, BIC e EQM
para os dados de infeccao por campilobactéria.

Modelo & P A AIC BIC EQM
Poisson 0,401 0,224 0,605 879,21 888,03 0,557
PIG 0,380 0,307 0,532 807,54 816,36 0,007
BN 0,364 0,306 0,540 810,45 819,28 0,029

Fonte: Dados de simulagoes em linguagem R feitas pelo autor.

Com a escolha do modelo INGARCH log-linear PIG, a analise dos residuos
¢ mostrada nos gréaficos da Figura 4.17 em que a autocorrelagao e a autocorrelagao
parcial sugerem uma condicao estacionéria para os dados residuais enquanto que
o grafico da densidade e o QQ-plot apontam um comportamento assintoticamente

normal para os residuos.
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Figura 4.13: Residuos para os dados de infeccao por campilobactéria. ACF, PACF, densidade
estimada e Q-Q plot.

Em todos os conjuntos de dados reais avaliados foi possivel observar que o
desempenho no ajuste foi melhor quando feito utilizando o modelo INGARCH log-
linear PIG, membro do conjunto de distribuigoes INGARCH Poisson misto em que

a média dos dados segue uma distribuicao que integra a familia exponencial.
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Capitulo 5
Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo a proposta de uma nova classe de modelos
para séries temporais, denominados INGARCH Poisson mistos, em que os efeitos
nao observaveis seguem uma distribuicao pertencente & familia exponencial. Para
o desenvolvimento do estudo forma considerados dois casos particulares, aos quais
denominou-se modelo INGARCH log-linear PIG e BN. Com o estudo de simula-
¢oOes para amostras finitas, foi possivel avaliar de forma positiva a convergéncia dos
parametros estimados para ambas as distribuigoes, ressaltando que o segundo caso
abordado apresentou rejeicao a alguns cenarios de simulagao propostos.

Algumas lacunas que foram deixadas pelo trabalho de referéncia para este
texto ainda continuam em aberto, como é o caso das demonstragoes das proprie-
dades do modelo log-linear Poisson. Priorizou-se aqui a apresentagao da proposta
do modelo, abordando dois casos especificos através do algoritmo EM. Também nao
foram abordadas as propriedades assintoticas dos estimadores. Um estudo mais
aprofundado sobre as propriedades supracitadas fica como sugestao para trabalhos
futuros.

Para avaliacao dos casos abordados, foram considerados trés conjuntos de
dados reais, verificando em todos eles um desempenho superior para o caso log-
linear PIG com relagao ao modelo de comparagao, denominado log-linear Poisson.
A avaliacao do modelo escolhido nas aplicacoes se deu pela anéalise grafica das séries
temporais dos dados, pelos critérios de avaliagao AIC e BIC, além da anélise dos
residuos.

O comportamento do modelo PIG mostrou-se satisfatorio, apresentando
desempenho superior aos demais nas aplicagoes a dados reais e, deste modo,
apresentando-se candidato forte a modelar séries temporais de contagem para os
mais distintos contextos.

Vale a pena salientar que cada estudo relacionado a aplicagao a dados de con-
tagem no tempo tem suas particularidades, da mesma forma que cada proposta de

distribuicao de probabilidade visa melhor se ajustar ao comportamento da amostra.
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Cabe ao pesquisador que ira fazer a utilizacao de um modelo, avaliar e escolher o
processo que melhor retrate o fenémeno a ser estudado.

Um ponto crucial para justificar a importancia de estudos relacionados a mo-
delos de séries temporais de contagem pode ser observados nas aplicacoes apresen-
tadas neste texto, em especial os primeiros a serem abordados. Os dados analisados
retratam realidades de problemas de satide piiblica que merecem a atencao das au-
toridades competentes no sentido de tracar estratégias de combate, conscientizacao,
acompanhamento de casos e assisténcia a familia. A possibilidade de estudo de
uma projecao temporal do ntimero de internacoes por abuso de alcool pode aju-
dar a entender muito sobre os fatores agravantes ao problema, além de oferecer a
possibilidade de uma melhor programacao de assisténcia a este tipo de problema.

Ainda em relacao as aplicacoes de modelos de séries temporais aplicados a
dados de saude, estes ainda oferecem a possibilidade de uma analise periddica em
que se possa tracar um panorama apresentando os periodos de maior ocorréncia
de casos, visando estabelecer conexao com o aumento ou diminui¢ao do nimero de
ocorréncias. Esse foram sé alguns exemplos do potencial de estudos relacionados as
series temporais, em especial as de contagem.

Por fim é apresentado outro fruto importante gerado a partir da concepg¢ao
apresentada neste trabalho, que é a possibilidade de novas propostas de modelos
pertencentes a familia INGARCH log-linear Poisson mista com membros da familia
exponencial, obviamente levando em consideracao a complexidade da distribuicao a
ser abordada, bem como a viabilidade de execuc¢ao do processo computacional. Esta
colocacao se da exatamente pelo fato de que a ideia inicial de se trabalhar o com os
modelos apresentados seriam abordadas a partir de um algoritmo mais simples de
otimizacao direta por verossimilhanga, mas que se mostrou inviavel devido a fungoes

complicadas de implementar.
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Apéndices

Nos Apéndices sao apresentadas as rotinas computacionais em linguagem R
dos algoritmos EM para o modelo INGARCH log-linear PIG e BN, que forma no-
meadas fitPIGINGARCH e fitBNINGARCH respectivamente. As func¢oes recebem
3 entradas sendo estas x, que representa os dados temporais a serem modelados,
method que é o método de otimizacao utilizado (no caso das simulagdes aqui apre-
sentados foi utilizado o método Nelder-Mead) e tol, que representa a tolerancia
para o erro a que se deseja chegar.

Para facilitar a implementacao, foram considerados « = d, p =aen =0
na implementacao. As fungoes denominadas auxiliares na implementacao corres-
pondem as decomposicoes dos membros da familia exponencial utilizados para o
modelo INGARCH log-linear PIG e BN respectivamente, apresentados para cada

caso na Tabela 3.1.

Codigo R para o processo INGARCH log linear PIG

# Codigo R para gerar autoregressao INGARCH log-linear PIG.
fitPIGINGARCH <- function(x, method, tol){
# Bibliotecas R utilizadas

pacman::p_load(tseries, gamlss.dist)

# Numero de replicas de Monte Carlo

<- 1

Tamanho da amostra

n <- length(x)

Funcoes auxiliares para o caso PIG
As funcoes sao obtidas a partir da decomposicao da Inversa
Gaussiana como membro da familia exponencial
gsi0 <- -1/2
B <- function(x) {-sqrt((-2 * x))}
d2B <- function(x) {(2 * sqrt(2) * (-x)"(3 / 2))~(-1)}
D <- function(x) {log(x) / 2}
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21

dD <- function(x) {1 / (2 * x)}
H <- function(x) {-log(2 * pi * x~3) / 2}
G <- function(x) {-1 / (2 * x)}

# Funcoes para as esperancas condicionais
Gamma_t <- function(x){
y <- x[1:n]
mu <- x[(n+1) :(2%*n)]
phi <- x[2*n+1]
(y + 1) * dPIG(y + 1, mu , 1 / phi) / (mu * dPIG(y, mu, 1
phi))

Psi_t <- function(x){
y <- x[1:n]
mu <- x[(n+1):(2%n)]
phi <- x[(2*n+1)]

res <- (y == 0) * ((1 + sqrt(phi * (2 * mu + phi))) / phi) +

(y > 0) * (mu * dPIG((y > 0) * (y - 1), mu, 1 / phi) /
(((y == 0) + y) * dPIG(y, mu, 1 / phi)))
- .5 * res

# Vetor para receber os valores estimados

estimates <- array (0, c(N,4))

# Inicio do processo de Monte Carlo
k=1
while(k <= N){

x <- X

# Inicio do processo de estimacao pelo algoritmo EM
# Ajuste de tolerancia - criterio de parada.

tol <- tol

tolerance <- 1

d_old <- .5

a_old <- .5

b_old <- .5

phi_old <- .5

while(tolerance > tol)({
# Vetor para receber as atualizacoes de nu_old
nu_old <- NULL
nu_old[1] <- 1
for (i in 2:n){
nu_old[i] <- d_old + a_old * nu_old[i-1] + b_old *
log(x[i-1]1 + 1)
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# Funcao e logverossimilhanca esperada

q.function <- function(z){

d <- z[1]
a <- z[2]
b <- z[3]

phi <- z[4]

# Vetor para receber os valores estimados para nu
nu <- NULL
nul1] <- 1
for (i in 2:n){
nuli] <- d + a * nuli-1] + b * log(x[i-1] + 1)
}
sum(x * nu - exp(nu) * Gamma_t(c(x, exp(nu_old), phi_old))
+
D(phi) + phi * (Gamma_t(c(x, exp(nu_old), phi_old))
* gsi0 -
B(gsi0O) + Psi_t(c(x, exp(nu_old),
phi_o01d))))

# Derivada de nu_t com relacao a d
Dnu_d <- function(z){

a <- z[1]

dnu <- array(0, c(n,1))

dnu[1] <- O

dnul[2:n] <- 1 + a * dnull:(n-1)]

dnu

# Derivada de nu_t com relacao a a
Dnu_a <- function(z){
a <- z[1]
dnu <- array(0, c(n,1))
dnu[1] <- 0
dnul[2:n] <- nufl:(n-1)] + a * dnull:(n-1)]

dnu

# Derivada de nu_t com relacao a b
Dnu_b <- function(z){
a <- z[1]
dnu <- array (0, c(n,1))
dnul[1] <- 0
dnu[2:n] <- log(x[1:(n-1)] + 1) + a * dnuf[l:(n-1)]
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dnu

Vetor gradiente

.function <- function(z){

d <- z[1]
a <- z[2]
b <- z[3]

phi <- z[4]

nu <- NULL
nul[1] <- 1
for (i in 2:n){
nuli] <- d + a * nuli-1] + b * log(x[i-1] + 1)

gradl <- function(par){
x <- par[1l:n]
nu <- par[(n+1) :(2*n)]
nu_old <- par[(2*n+1) :(3*n)]
sum ((x[1:n] - Gamma_t(c(x, nu_old, phi_old)) [1:n] =*
exp(null:n])) * Dnu_d(a)[1:n])

grad2 <- function(par){
x <- par[1:n]
nu <- par[(n+1) :(2%n)]
nu_old <- par[(2*n+1) :(3%*n)]
sum((x[1:n] - Gamma_t(c(x, nu_old, phi_old))[1:n] =*
exp(null:n])) * Dnu_a(a)[1:n])

grad3 <- function(par){
x <- par[1l:n]
nu <- par[(n+1) :(2*n)]
nu_old <- par[(2*n+1) :(3*n)]
sum((x[1:n] - Gamma_t(c(x, nu_old, phi_old))[1:n] *
exp(null:n])) * Dnu_b(a) [1:n])

grad4 <- function(par){
x <- par[1l:n]
nu <- par[(n+1) :(2%n)]
nu_old <- par[(2*n+1) :(3%*n)]
sum(dD(phi) + Gamma_t(c(x, nu_old, phi_old)) [1:n] * gsiO
- B(gsi0O) + Psi_t(c(x, exp(nu_old), phi_old))[1:n])
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191

192

c(gradli(c(x, nu, nu_old)), grad2(c(x, nu, nu_old)),
grad3(c(x, nu, nu_old)), grad4(c(x, nu, nu_old)))

fit <- try(optim(par = c(d_old, a_old, b_old, phi_old), fn
q.function, gr = g.function,
method = method , control = list(fnscale
-1
d_new <- fit$par[1]
a_new <- fit$par [2]
b_new <- fit$par [3]
phi_new <- fit$par [4]

# Criterio de tolerancia
tolerance <- max(abs(c(d_new, a_new, b_new, phi_new) -
c(d_old, a_old, b_old, phi_old)))

# Atualizacao dos valores dos parametros
d_old <- d_new

a_old <- a_new

b_old <- b_new

phi_old <- phi_new

}

estimates [k,] <- fit$par
print (k)

k <- k + 1

3

# Fim do processo de estimacao dos parametros

est <- apply(estimates, 2, mean)

# Inicio do processo de estima o para as medias do modelo
dhat <- est[1]

ahat <- est[2]

bhat <- est[3]

phihat <- est[4]

# Geracao de observacoes para o modelo PIG
nu <- NULL
mu <- NULL

# Valores iniciais para nul[l] and mul1l]:
nul1l] <- log(x[1])
mul[1] <- exp(nul1l])
for (i in 2:n) {
nuli] <- dhat + ahat*nu[i-1] + bhat * log(x[i-1]+1)
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193 muli] <- exp(nulil)

196 # Calculo dos criterios de comparacao de modelos
197 loglik <- sum(log(dPIG(x, mu, 1 / phihat)))
198 # AIC: -2 x 1(thetahat) + 2 * (p+q+1)

199 aic <- -2 * loglik + (3) * 2

200 # BIC: -2 * 1l(thetahat) + (p+gq+l1l) * log(n)
201 bic <- -2 * loglik + (3) * log(m)

202}

Cédigo R para o processo INGARCH log linear BN

1 # Codigo R para gerar autoregressao INGARCH log-linear BN.
2 # As entradas do modelo sao as mesmas do caso PIG
3 fitBNINGARCH <- function(x, method, tol){

4 # Numero de replicas de Monte Carlo
5 N <- 1

6

7 # Tamanho da amostra

s n <- length(x)

10 # Funcoes auxiliares: caso BN

12 gsi0 <- -1

13 B <- function(x) {-log(-x)}

14 d2B <- function(x) {x~(-2)1}

15 D <- function(x) {x * log(x) - log(gamma(x))}
16 dD <- function(x) {1 + log(x) - digamma(x)}

17 H <- function(x) {-log(x)}

18 G <- function(x) {log(x)}

20 # Esperancas condicionais

21

22 Gamma_t <- function(x){

23 y <- x[1:n]

24 mu <- x[(n+1):(2*n)]

25 phi <- x[2*n+1]

26

27 (y + 1) * dnbinom(y + 1, size = phi, prob = phi/(mu + phi)) /
28 (mu * dnbinom(y, size = phi, prob = phi/(mu + phi)))
2 }

30

31 Psi_t <- function(x){

32 y <- x[1:n]

28



33 mu <- x[(n+1):(2*n)]

34 phi <- x[2*xn+1]

35

36 res <- (mu~y / (factorial(y) * dnbinom(y, size = phi, prob =
phi/(mu+phi)))) =*

37 phi~phi * (gamma (y+phi)/gamma (phi)) =*

38 ((digamma (y+phi)-log (mu+phi))/ (mu+phi) ~(y+phi))

39

40 return(res)

11 }

42

43 estimates <- array(0, c(N,4))

44

45 # Inicio do processo de Monte Carlo

46 k=1

47 while(k <= N){

48 X <- X

49 # Inicio do processo de estimacao pelo algoritmo EM

50 # Ajuste de tolerancia - criterio de parada.

51 tol <- tol

52 tolerance <- 1

53 d_old <- .5

54 a_old <- .5

55 b_old <- .5

56 phi_old <- .5

57 while(tolerance > tol){

59 # Valor inicial de nu
60 nu_old <- NULL

61 nu_old[1] <- 1

62 for (i in 2:n){

63 nu_old[i] <- d_old + a_old * nu_old[i-1] + b_old *
log(x[i-1]1 + 1)

64 T

65 # Funcao de logverossimilhanca esperada

66 q.function <- function(z){

67 d <- z[1]

68 a <- z[2]

69 b <- z[3]

70 phi <- z [4]

72 # Atualizacao de nu
73 nu <- NULL
74 null] <- 1

76 for (i in 2:n){

77 nuli] <- d + a * nuli-1] + b * log(x[i-1] + 1)

29



80 sum(x * nu - exp(nu) * Gamma_t(c(x, exp(nu_old), phi_old))
+
81 D(phi) + phi * (Gamma_t(c(x, exp(nu_old), phi_old))
* gqsi0 -
82 B(gsi0) + Psi_t(c(x, exp(nu_old),
phi_o01d))))
83 }
84
85 # Derivada de nu_t com relacao a d
86 Dnu_d <- function(z){
87
88 a <- z[1]
89
90 dnu <- array(0, c(n,1))
91 dnul[1l] <- 0
92
93 dnul[2:n] <- 1 + a * dnull:(n-1)]
94
95 dnu
96 }
97
98 # Derivada de nu_t com relacao a a

99 Dnu_a <- function(z){

100

101 a <- z[1]

102

103 dnu <- array (0, c(n,1))

104 dnul[1] <- O

105

106 dnu[2:n] <- nuf1:(n-1)] + a * dnull:(n-1)]
107

108 dnu

109 }

110

111 # Derivada de nu_t com relacao a b
112 Dnu_b <- function(z){

113

114 a <- z[1]

115

116 dnu <- array (0, c(n,1))

117 dnu[1] <- 0

118

119 dnu[2:n] <- log(x[1:(n-1)] + 1) + a * dnul[l:(n-1)]
120

121 dnu
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150
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161
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Vetor gradiente

.function <- function(z){

d <- z[1]
a <- z[2]
b <- z[3]

phi <- z[4]
# Aualizacao de nu
nu <- NULL

nul1] <- 1

for (i in 2:n){

nuli] <- d + a * nuli-1] + b * log(x[i-1] + 1)

# Funcao score

gradl <- function(par){

x <- par[1l:n]
nu <- par[(n+1) :(2%*n)]

nu_old <- par[(2*n+1) :(3*n)]

sum((x[1:n] - Gamma_t(c(x,

nu_old,

exp(nul1:n])) * Dnu_d(a)[1:n])

}
grad2 <- function(par){

x <- par[1:n]
nu <- par[(n+1) :(2*n)]

nu_old <- par[(2*n+1) :(3%*n)]

sum((x[1:n] - Gamma_t(c(x,

nu_old,

exp(null:n])) * Dnu_a(a)[1:n])

}
grad3 <- function(par){

x <- par[1l:n]
nu <- par[(n+1) :(2*n)]

nu_old <- par [(2*n+1) : (3%*n)]

sum((x[1:n] - Gamma_t(c(x,

nu_old,

exp(null:n])) * Dnu_b(a)[1:n])

}
grad4 <- function(par){

61

phi_o0ld)) [1:n]
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166

167 x <- par[1l:n]

168 nu <- par[(n+1) :(2*n)]
169 nu_old <- par[(2*n+1) :(3*n)]
170
171 sum (dD (phi) + Gamma_t(c(x, nu_old, phi_old)) [1:n] * qsiO
- B(gsi0O) + Psi_t(c(x, exp(nu_old), phi_old)) [1:n])
172 }
173
174 c(gradi(c(x, nu, nu_old)), grad2(c(x, nu, nu_old)),
grad3(c(x, nu, nu_old)), grad4(c(x, nu, nu_old)))
175 T
176
177 fit <- try(optim(par = c(d_old, a_old, b_old, phi_old), fn =
q.function, gr = g.function,
178 method = method, control = list(fnscale =
-1)))
179
180 if (class(fit) != "try-error"){
181 d_new <- fit$par[1]
182 a_new <- fit$par[2]
183 b_new <- fit$par [3]
184 phi_new <- fit$par [4]
185
186 # Criterio de tolerancia
187 tolerance <- max(abs(c(d_new, a_new, b_new, phi_new) -
c(d_old, a_old, b_old, phi_old)))
188
189 # Atualizacao dos valores dos parametros
190 d_old <- d_new
191 a_old <- a_new
192 b_old <- b_new
193 phi_old <- phi_new
194 T
195 if (class(fit) == "try-error"){
196 tolerance = tol
197 }
198
199 }
200 if (class(fit) != "try-error"){
201 estimates [k,] <- c(d_new, a_new, b_new, phi_new)
202
203 print (k)
204 k <- k + 1
205 }
206 elseq
207 print ("erro"
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208 k <- k -1

209 }

210 }

211 # Fim do processo de estimacao dos parametros

212

213 est <- apply(estimates, 2, mean);

214 # Inicio do processo de estimacao para as medias do modelo
215 dhat <- est[1]

216 ahat <- est[2]

217 bhat <- est[3]

218 phihat <- est [4]

219

220 # Geracao de observacoes para o modelo BN
221 nu <- NULL

222 mu <- NULL

223

224 # valores iniciais de nu e mu:

225 nul1] <- log(x[1])

226 mul[1] <- exp(nul1l])

227

228 for (i in 2:n) {

229 nul[i] <- dhat + ahat*nul[i-1] + bhat * log(x[i-1]+1)
230 mul[i] <- exp(nulil)

231 }

232 # Calculo dos critarios de comparacao de modelos

233 loglik <- sum(log(dnbinom(x, size = phihat, prob =

phihat/ (mu+phihat))))
234 # AIC: -2 x 1(thetahat) + 2 * (p+q+1)
235 aic <- -2 * loglik + (3) * 2

236 # BIC: -2 * 1l(thetahat) + (p+tq+l1l) * log(n)
237 bic <- -2 * loglik + (3) * log(m)
238}
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