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Resumo

Nesse trabalho, estudamos uma extensao do classico teorema de Takahashi, dando
assim uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma imersao tipo-espaco de uma
variedade Riemanniana M em L""? seja estaciondria (vetor curvatura média nulo) em
I x;S". Para isso abordamos os principais conceitos de geometria semi-Riemanniana
0s quais nos serao tteis. Exploramos o mergulho isométrico de I x; S™ em L"2 o
qual nos permite contemplar I X S" como uma hipersuperficie de rotagao em L"*2.
Apo6s um estudo detalhado dessa hipersuperficie podemos ver qualquer variedade tipo
espago de I x; S™ como uma subvariedade tipo-espago de L™"2. Depois, estudamos o
teorema de Takahashi e o teorema de Markvorsen, dando assim um contexto histoérico

para, por fim, chegarmos no teorema principal.

Palavras-chave: Espago-tempo FLRW esférico, Produto Warped, imersao isométrica

estaciondria, hipersuperficie de rotacao.



Abstract

In this work, we study an extension of hu classical Takahashi’s theorem, thus giving
a necessary and sufficient condition for a space-like immersion of a Riemannian manifold
M in L™*? to be stationary (zero mean curvature vector) in I x; S™. For this we
approach the main concepts of semi-Riemannian geometry which will be useful to
us. We explore the isometric embeddeding of I x; S™ into L™*?, which allows us to
contemplate I X ; S™ as a rotation hypersurface in L"*2. After a detailed study of this
hypersurface we can see any spacelike submanifold of I x ;S™ as a spacelike submanifold
of L"*2. Finally, we study Takahashi’s theorem and Markvorsen’s theorem thus giving

a historical context to arrive at the main theorem.

Keywords: Spherical Robertson-Walker spacetime, Warped Product, stationary iso-

metric immersion, rotational hypersurface.
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Introducao

Neste trabalho, com base no artigo de D. Ferreira, E.A. Lima Jr., F.J. Palomo e
A. Romero [3], estudamos uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma imersao
isométrica de uma variedade Riemanniana M seja estaciondria (vetor curvatura média
nulo) no espago-tempo esférico FLRW I x;S". Dada a importancia desse espago por
se tratar de um dos modelos padroes da cosmologia moderna, uma das solugoes exatas
das equacoes de campos de Einstein da Relatividade Geral, tal resultado se torna
bastante pertinente. Resultados desse tipo para espagos mais gerais foram obtidos nos
classicos artigos de T. Takahashi [I7] e S. Markvorsen [I3]. Focando nos seus principais
resultados, exploraremos também esses trabalhos para assim obter o nosso resultado
desejado.

No Capitulo 1, estudamos os principais conceitos da geometria semi-Riemanniana os
quais serao fundamentais durante o decorrer do trabalho, e assumimos conhecimentos
prévios de geometria Riemanniana e variedades diferenciaveis.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo do mergulho isométrico do espaco-tempo FLRW
I x;S"™ no espago L"2, em que ao explorarmos a imagem dessa aplicagao nota-se que
se trata de uma rotagao de uma curva tipo-tempo. Tal hipersuperficie de rotagao sera

dada por

n+1
Q(r) = {(t,a:) € JxE": Zx? = |z|* = r(t)Q} c L2, (1)
i=1
onde 7 € C*(J) com r(t) > 0 e |r'(t)| < 1, para J C R, um intervalo decorrente do
mergulho isométrico falado anteriormente, e esta funcao serd chamada de admissivel.
Fazemos um estudo detalhado da geometria do espago Q(r) adquirindo assim as ferra-
mentas necessarias para o teorema principal.

No Capitulo 3, trazemos de inicio os cldssicos teoremas de Takahashi e Markvorsen
juntamente com alguns exemplos, e por fim o teorema principal. Takahashi provou em
1966 que uma condicao necesséria e suficiente para que uma imersao isométrica ¥ de

uma variedade Riemanniana M™ em R"T**1 realize uma imersao estacionaria na esfera
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é que
AV = —\U. (2)

Na mesma vertente, Markvorsen em 1989 conseguiu uma extensao de tal resultado,
mostrando que uma imersao isométrica de M* em um espaco semi-Euclideano R &
estaciondria em S(r) = {z € R : |(z, z)| = 1%} se, e somente se (2)) ¢ verificado.

Em 2022 D. Ferreira, E.A. Lima Jr., F.J. Palomo e A. Romero [3] obtiveram um
teorema tipo Takahashi para subvariedades tipo-espago em um espaco-tempo FLRW
esférico arbitrario, que se estende amplamente para o teorema de Markvorsen, onde
concluiram que uma imersao isométrica ¥ : M — L"*2 realiza uma imersao tipo-

espago, estaciondria em Q(r) se, somente se
AV + gy, P =0 (3)

onde P é um campo vetorial ao longo da imersao ¥ = (Vq, ¥y,..., ¥, 1), dada por
P = (r(Wo)r'(Vo), ¥y,...,Vui1), € qu, € obtido a partir da funcao admissivel r do
espago Q(r).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo trazemos as defini¢coes e resultados que nos serao tteis durante o
decorrer do trabalho. Para isso, estendemos varias defini¢oes e teoremas cldssicos de

Geometria Riemanniana para o ambiente das variedades semi-Riemannianas.

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Sob o impulso da teoria da relatividade de Einstein (1915), variedades com métricas

nao necessariamente positivas definidas ganharam um novo destaque.

Definicao 1. Uma métrica semi-Riemanniana g ¢ um campo tensorial simétrico suave

de tipo (0,2) que atribui a cada ponto p € M* um produto interno nao degenerado,

glp : T,M xT,M — R

(v, w) — gp(V, W) = —vjwy — .. — VW, F Vg1 Wet1 + - - .+ VgWE,

onde v = (vy,...,v5) e w = (wy,...,w). As vezes quando for claro escrevemos
gp(v, W) = (v, w).

Seja ¢;; as componentes da métrica g em coordenadas locais, entao a suposigao de
nao degenerescéncia é equivalente a condicao de que o determinante da matriz (g;;)
seja diferente de zero.

O indice v de g é definido como a quantidade de autovalores negativos de g. Veja

que a métrica acima possui indice v = gq.

Definicao 2. Uma variedade semi-Riemanniana ¢ um par (M, g) onde M ¢é uma vari-

edade suave e g é uma métrica semi-Riemanniana.

Se o indice v de uma variedade semi-Riemanniana M* é nulo, ela sera uma variedade

Riemanniana. Se v =1 en > 2, entao M ¢é dita uma variedade Lorentziana.

4



1.1. Variedades semi-Riemannianas
R0

Exemplo 1. O espago R™ munido com a métrica semi-Riemanniana,
14 n
g(v,w) = E —Vw; + E VW;
i=1 i=v+1

¢ conhecido como espago semi-Euclideano e denotado por R}, e claramente uma va-
riedade semi-Riemanniana. Quando v = 1 temos o espaco de Lorentz-Minkowski L".

Esse espaco terd um certo destaque nos capitulos seguintes.

Cada vetor tangente se enquadra em determinada categoria determinada pela métrica,

essa categoria é chamada carater causal do vetor.
Definicao 3 (Carater ou Tipo Causal). Um vetor v € T,,M ¢ classificado como:
i) tipo-espaco, se (v,v) >0, ou v = 0;
ii) tipo-tempo, se (v, v) < 0;
iii) tipo-luz ou nulo, se (v,v) = 0, mas v # 0.

O conjunto de todos os vetores tipo luz em 7, M é chamado cone de luz em p € M.
Os vetores no interior deste cone sao os vetores tipo-tempo, enquanto os vetores no

exterior sao tipo-espaco e os vetores na fronteira sao tipo-luz.

Definicao 4. Dois vetores u,v € T,M sao ortogonais se (u,v) = 0. Dizemos que

w € T,M é unitério se (w,w) = +1 ou —1.

Assim, uma base ortonormal {Ey, Es, ... E,} de T,,M satisfaz

(. B —lparal <i<v
i i) = &€ =
+lparav+1<:<n.

1.1.1 Produto de Variedades

Teorema 1. Sejam M e N wvariedades semi-Riemannianas com tensores métricos gy

e gy. Sem e o sio as projecoes de M x N em M e N, respectivamente, seja

g =7"(9m) + 0" (gn)-

Entdo g € um tensor métrico em M x N. Temos assim uma variedade produto semi-

Riemanniana.



1.2. Conexao Levi-Civita
R0

Demonstracao. Queremos mostrar que g é um tensor métrico em M x N. Sejam

v,w € T (M x N), entao pela definicao de pullback,
9(v,w) = g (dm(v), dm(w)) + gn(do(v), do(w)).

Logo g é simétrico. Para mostrar que g é nao degenerado, suponha g(v,w) = 0 para
todo w € T, q (M x N). Entao, em particular, para todo w € Ti,q(M X ¢) temos
gu(dm(v),dm(w)) = 0, ja que do(w) = 0. Mas dr(w) pertence T,(M), portanto dr(v) =
0. Similarmente do(v) = 0; portanto v = 0.

Bases ortonormais para T,(M) e T,(N) combinam-se para fornecer uma base orto-
normal para T, 4 (M x N). Portanto o indice de g tem valor constante igual ao indice

de M juntamente com o indice de N, ou seja, ind(M) + ind(N) = indice de g. O

1.2 Conexao Levi-Civita

Sejam V e W campos de vetores em uma variedade semi-Riemanniana M. Queremos
em cada ponto p € M calcular a taxa de variacao de W na diregao de V},. Nos espagos

semi-Euclideanos R h4 uma maneira natural de se fazer isso.

Definigao 5. Sejam z!, ..., 2" coordenadas naturais em R™. Se Ve W = > W9, sao

campos de vetores em R, o campo vetorial
VW =Y V(W)

¢ chamada de derivada covariante natural de W com respeito a V.

A definicao acima nao deixa claro como calcular tal derivada em uma variedade
semi-Riemanniana qualquer, uma vez que nela se utiliza as coordenadas de R]. Para

generalizar essa defini¢ao, iniciamos axiomatizando suas propriedades.

Definicao 6. Uma conexao V em uma variedade suave M é uma funcao
V:X(M)xX(M)— X(M)
tal que
1) VivieguW = fVy, W + gV, W (VyW é §F(M)-linear em V);
i) V(W) +Wy) = VW, + Vs (VyW é R-linear em W);

i) Vi (fW) = fVyW + V()W



1.2. Conexao Levi-Civita

R0

onde VW, Vi, Vo, Wy e Wy € X(M) e f,g sao aplicagoes suaves, Vi W é chamado de

derivada covariante de W com respeito a V' para a conexao V.

O axioma (i) nos diz que Vi W é um tensor em V, portanto podemos calcular o
seu valor pontualmente, isto ¢, se v € T,M temos V,W € T,M. Por outro lado, (iii)
mostra que VyW nao é um tensor em W.

Para conseguirmos a unicidade da conexao devemos acrescentar duas condigoes na
definicao anterior, para que assim tenhamos um certo ligamento entre a métrica e a
conexao, conforme nos mostra o seguinte resultado, que foi chamado de milagre da

geometria semi-Riemanniana:

Teorema 2 (Levi-Civita). Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma tinica

conexao V tal que
i) VW] =VyW —=VyV (Simétria)
i) X(V,W) = (VxV, W) 4+ (V,VxW) (Compartibilidade com a métrica)

para todo X, V.W € X(M). Chamada de conexdo de Levi-Civita de M, € caracterizada

pela formula de Koszul

AVYW,X) = VW, X)+W(X,V)— X(V,IW)
—(V.[W, X]) + (W, [X, V]) + (X, [V. W]). (1.1)

Demonstra¢ao. Suponha, inicialmente que tal conexao exista. Usando a compatibili-

dade com a métrica e a simetria, obtemos

X(Y,Z) = (VxY.Z)+(Y,VxZ) = (VxY,Z)+ (Y,V;X — [Z,X]) (1.2)
Y(Z.X) = (VWZ,X)+(Z,VyX) = (VyZ,X) + (Z,VxY — [X,Y]) (1.3)
Z(X,Y) = (VzX,V)+ (X, VYY) = (V2 X,Y)+ (X, VyZ — [V, Z]). (1.4)

Agora somando ([1.2)) e ((1.3)), e substituindo em ([1.4]) teremos

XY, Z)+Y{(Z,X) = Z(X)Y) = (VyY,Z)+ (Y, V;X) = (Y,[Z,X]) + (Vy Z, X)
HZ,VxY) — (Z,[X,Y]) — (X, VyZ)
= (X, [Y.Z])
= 2AVxY,Z) —(Y,[Z.X]) + (X, [V, Z]).

Organizando a equagao acima obtemos a férmula de Koszul ([1.1) que garante que se

a conexao existir ela serd tinica. Por fim, para provar a existéncia basta definir V

7



1.3. Curvatura
R0

por (1.1)), é imediato verificar que V assim definida é uma conexao e que valem as
propriedades desses teoremas.
O

Definicao 7. Seja V' um campo vetorial em uma variedade semi-Riemanniana M. A

derivada covariante (Levi-Civita) é a tinica derivagao tensorial em M tal que

Vv f=V(f) para fe3F(M)

e VyW ¢ a derivada covariante de Levi-Civita para todo W € X(M).

1.3 Curvatura

1.3.1 Curvatura Riemanniana

As derivadas de Lie satisfazem a identidade Lixy] = [Lx, Ly], onde por defini¢ao
de colchete de Lie [Lx, Ly| = LxLy — Ly Lyx. Porém esse resultado em geral nao é
verdadeiro para a derivada covariante V. Esse erro é medido pelo chamado tensor

curvatura Riemanniano.

Lema 3. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com conexao Levi-Civita V. A

fungao R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por

RwvZ = VixyZ - |Vx,Vy]Z
= Vixy) 4 —VxVyZ+VyVxZ

¢ um (1,3) campo tensorial em M chamado de tensor curvatura Riemanniano de M.

Demonstragdo. Basta identificar R com R : X*(M) x X(M) — F(M) de tal forma
que R(0,X,Y,Z) = 0(RxyZ). Note que é suficiente que R seja §(M)-linear, e por um
célculo direto temos Rxy fZ = fRxyZ e RyxyZ = fRxvy Z. O

Exemplo 2. O espaco semi-Euclideano R} possui tensor curvatura R nulo, uma vez
que os simbolos de Christoffel desaparecem. Quando R = 0 a variedade é considerada

plana.

Se x,y € T,(M), o operador linear R, : T,(M) — T,(M) leva cada z para R,z e
é chamado de operador curvatura.

As seguintes identificagoes sao as simetrias da curvatura.



1.3. Curvatura

Lema 4. Se z,y,z,w € T,M, entao
i) Rwy = _Rym
i) (Ryyv, w) = —(Ryyw,v)
iii) Ryyz 4+ Ry.x + R,y =0 (Primeira identidade de Bianche)
iv) (Royv, w) = (Row, y)

Demonstragao. Consultar O’Neill [I]. O

1.3.2 Curvatura seccional

O tensor curvatura Riemanniana R ¢ um pouco complicado, pensando nisso defi-

namos uma func¢ao de valor real que determina completamente R.

Definicao 8. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e p € M. Considere II um

subespago de T, M de dimensao dois nao-degenerado. O ntimero

(R(v, w)v,w)

(v, V) {(w, w) — (v, w)?

K(v,w) =

onde v, w é uma base para II, é a chamada curvatura seccional K(II) de II.

Assim a curvatura seccional K de M é uma funcao de valor real sobre o conjunto de
todos os planos tangentes nao degenerados em M. A seguir trazemos alguns exemplos

de variedades de curvatura seccional constante.

Exemplo 3. O espaco De Sitter S} dado por
S} ={z e R}*?: (x,2) = 1}

onde R}*? é o espaco de Minkowski (n+2)-dimensional, e tem curvatura seccional

constante igual a 1.

Exemplo 4. O espaco anti-De Sitter dado por
H ' = {z e R : (z,2) = -1}

tem curvatura seccional constante igual a -1.

Proposicao 5. Se K =0 em p € M, entao R = 0 em p. Explicitamente, se K(II) =0
para todo plano nao degenerado em 7,,(M), entdo R,,z = 0 para todo z,y, z em T,(M).

Demonstragao. Consultar O’Neill [IJ. O



1.4. Gradiente, Divergente e Laplaciano.
NAFR

1.3.3 Curvatura de Ricci e escalar

A contracao da curvatura Riemanniana produz invariantes mais simples.

Definigao 9. Seja M uma variedade semi-Riemanniana n-dimensional, e considere
Ey, ..., E, um referencial ortonormal local em M. A aplicacao Ric: X(M) x X(M) —
C>(M) dada por

Ric(X,Y) Zgl R(X,E,)Y, E;)
onde ¢; = (E;, E;), é o chamado tensor curvatura de Ricci de M.

Definigao 10. A curvatura escalar S de uma variedade semi-Riemanniana M é definida

como o trago do tensor curvatura de Ricci.

Definicao 11. Uma variedade semi-Riemanniana M ¢é dita uma variedade de Einstein

se Ric = ¢(, ) para alguma constante c.

1.4 Gradiente, Divergente e Laplaciano.

Para esse trabalho alguns operadores diferencidveis cléssicos do célculo em R? serao

utilizados, para isso devemos generaliza-los para espacos semi-Riemannianos.

1.4.1 Gradiente

Definigao 12. O gradiente de uma funcao f € §(M) denotado por V f é metricamente
equivalente ao diferencial df € X*(M). Entao

(Vf,X)=df(X) = X(f) para todo X € X(M).

Em termos de um sistema de coordenadas df = >_(0f/0x%)dx*, portanto

Vf= Zg”a -0;.

Exemplo 5. Para espacos semi-Euclideanos R” o gradiente de uma funcao f € §(R?)
é dado por Vf = ¢;(0f/0u’)d;
Assim se v = 0 teremos que Vf = > (9f/du")d;, concordando assim com a defini¢ao

de gradiente para uma funcao real do R".
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1.4. Gradiente, Divergente e Laplaciano.
NAFR

1.4.2 Divergente

Definigao 13. Seja X é um campo vetorial em uma variedade semi-Riemanniana M,

definimos o divergente do campo X como
divX = TrVX(p) =Y &(Vp X, Ey),

onde Ej, ..., E, é um referencial ortonormal local em M e ¢; = (E;, E;).

Proposicao 6. Sejam X € X(M) e z : U — M uma parametrizacao de modo que, em

z(u), tenhamos X = Zj aj%. Entao para esse sistema de coordenadas
J

div X = Z (8% +Zajffj>.
J

Consequentemente, div X € C*(M).

Demonstragao. Por definicao, para cada p € M,
divX (p) =&, TrVX(p).

Note que,

0 da; 0
ajV% Oz, * ox; (%])

2
j
0 da; O
- ; ;aszax +(91:]18x]>
>
k

Desta ultima expressao, podemos concluir que
8&1 2 aan n
TrvX(p) = (axl + ZJ: a,T ) +&2 <6xn + z]: ajrn]>
8(11 8an
= P ) 18

Verifica-se assim a equacao desejada. O
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1.4. Gradiente, Divergente e Laplaciano.

R0

Proposicao 7. Sejam X € .'{( ) e x : U — M uma parametriza¢ao de modo que, em

z(u), tenhamos X = 3. a;5-- a . Entao para esse sistema de coordenadas

1 0
div X = —— —a;r/det(gr:) |.
" det(grj) < Ox; (a ‘ (gm))

Demonstracao. Pela Proposi¢ao anterior,
, da;
div X = Z —i—ZaJ
B Ja; a; (09 0% 09i5 \ i
n ;(8%—’_22(% +(9xj 0y g

j?k

da; a; 39jk ki a; Ogi; ki a; 891] ki
= —+ _° 1 + _t v 9
- ox; ”Zk 2 8@9 ”Zk 2 8%9 Z 2 8xkg

Notando que a segunda e a quarta parcela se anulam, temos que

36% a; OGik 1,
X = L 2R gk 1.
div E Ek 5 8xjg (1.5)

Observe que

ai(m det(gkj)>=% det(gr;) 0( det(gkj)>.

Q;
_l_ - 00
ox; QW Ox;

Usando o fato que se A é uma matriz n x n com entradas de classe C*°, entao (detA) =
det A-Tr(A’A™1) | temos que

- (yaertop) = (aerton) - Tr () (6]
— ( det(gkj)>< aaglk H +Zaag$]f k")

- (o) (240

Assim,
9 _ Oai . @ | 093k ks
o (az det(gk])> = o det(gr;) + > et (o) ( det(gkj)) (; D g

= ( det(gkj)) (g—z + %Zk %W)-
Js
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1.4. Gradiente, Divergente e Laplaciano.
NAFR

Logo,

a; 8g2k kj 5’ai 1 3

=Y — ¢Vt = <am/det(gk-)>.

2 o axz 83:1 A /det(gkj) 83:1 J
Substituindo na equagao (|1.5)) obtemos,

divX = m ; aii (a“ /det(gkj)>.

O que encerra a prova.

]

Exemplo 6. Para espacos semi-Euclideanos R o divergente de um campo V em M é

dado por divV = >0V /Ou’.

1.4.3 Hessiano

Defini¢ao 14. Dado f € §(M), a Hessiana de f é definida como a segunda derivada

covariante de f :
Hess f =V (V).

Lema 8. O hessiano da funcao f € §(M) é um campo tensorial do tipo (0, 2) simétrico
tal que para Hess(X,Y) = (Hess f(X),Y) temos

Hess f(X,)Y) = XY f— (VxY)f=(Vx(Vf),Y). (FormaHessiana)
Demonstracao. Temos que

Hessf(X,Y) = (Hessf(X),Y)=(VxV/fY)
= X(V/Y) = (V[ VxY)
= X(Y(f)) = (VxY)(f).

Na segunda linha usamos a compatibilidade com a métrica, na terceira a defini¢cao de

gradiente. O]

1.4.4 Laplaciano

Definigao 15. Seja f € §F(M) definimos o Laplaciano de f como o divergente do
gradiente de f:
Af =div(Vf)eF(M).

13



1.5. Imersoes isométricas
R0

Também podemos definir o Laplaciano como o trago da Hessiana.

Proposicao 9. Dada f € §(M), entao
Af =Tr(Hessf).

Demonstracao. Sera suficiente provamos essa igualdade em cada ponto p € M. Seja
{Ey,..., E,} um referencial ortonormal definido em uma vizinhanca U € M de p,

entao

Tr(Hessf), = ((Hessf),Ei,E;) = (Vg V[, E)p,
div(V f)(p) = Af(p)-

[]

Proposigao 10. Seja f € F(M) e {Ey,..., E,} um referencial ortonormal em um
aberto U C M. Entao

Af = E(E(f) = (Ve (E(f) = (Ve E)(]).

Demonstragao. Segue-se diretamente da Proposigao anterior com o Lema [§| L]

Proposicao 11. Sejam f € C*°(M) e z : U — M um sistema de coordenadas. Entao,
em z(U),

| B L Of

J

onde G = det(g;;).

Demonstracao. Segue usando a Proposicao anterior, considerando X = V f, pois assim

a; =y ;9" 867]; obtendo a equacao desejada. L

Exemplo 7. Calculando o Laplaciano do espaco semi-Euclideano R}’ teremos que

V= e0*f/0(u')?.

1.5 Imersoes isométricas

Durante essa secio fixaremos M, M como variedades semi-Riemannianas. Também
usaremos barras superiores para distinguir objetos geométricos correspondentes em M
e M. Assim, para tensor métrico, conexdo e curvatura, temos g = (,)rs, V, e R em M
eg= ()5, VeRem M.
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1.5. Imersoes isométricas
R0

Iniciamos pela definicao de imersao.

Defini¢do 16. Uma aplicacdo 1 : M — M diferencidvel é dita uma imersdo se sua

diferencial di, for injetiva para todo p € M.

Se ¢ : M — M é uma imersao, entao a métrica de M induz um tensor métrico em

M, o tensor ¢*(g). Estudando ele, podemos classificar as imersoes da seguinte forma.
Definicao 17. Uma imersdo ¢ : M — M é dita:
i) tipo-espago, se 1*(g) for Riemanniano;
ii) tipo-tempo, se ¥*(g) for ndo-degenerado, mas nao positivo;
iii) tipo-luz, se ¥*(g) for degenerado positivo semi-definido.

Como vemos, o tensor *(g) em M é importante para o estudo das imersoes, e
ainda mais, quando esse tensor coincide com o proprio tensor g em M, temos a seguinte

definicao.

Definicao 18. Uma imersao isométrica de M em M é uma imersao suave ¢ : M — M

tal que ¥*(g) = g. Explicitamente, se tivermos
para todo p € M e todo X,Y € T,M, 9 serd uma imersao isométrica. Um mergulho

isométrico é uma imersao isométrica injetiva.

Seja ¢ : M — M uma imersdo isométrica. Em torno de cada ponto p € M
existe uma vizinhanga U C M tal que a restrigao de ¢ a U é um mergulho em ¢ (U).
Portanto, podemos identificar U com a sua imagem em 1, ou seja, 1 localmente a
aplicacdo inclusdo. Portanto, podemos considerar o espaco tangente de M em p, e

escrever
T,M = T,M & (T,M)™*

onde (T,,M)* é o complemento ortogonal de T, M em T,,M. Logo todo vetor z € T,,(M)

tem uma expressao unica dada por:
Tz =tanx +norx

onde tan : T,M — T,M e nor : T,M — (T,,M)*, obviamente sio R — lineares .

De forma andloga temos que, para X € X(M), vale a igualdade

X =tan X + nor X.
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R0

Para isso estamos tomando tan : X(M) — X(M) e nor : X(M) — X(M)*, que sdo
§(M) — linear. Assim,
X(M)=X(M)®X(M)*".

De maneira bem natural a conexao de Levi-Civita V de M, usando extensdes locais
suaves de campos, da origem & funcio V : X(M) x X(M) — X(M), conhecida como

conexao induzida.
Lema 12. A conexao induzida Vi X é um campo vetorial suave bem definido em M.

Demonstracdo. Para cada p € M, sejam V e X extensdes locais suaves de V e X
sobre uma vizinhanca coordenada U de p em M. Como VVY\UQ M € suave e depende

unicamente de V e X, temos Vi X é suave e bem definido. O

A conexao induzida esta tao intimamente relacionada com a conexao de Levi-Civita
de M que usamos a mesma notacao para ambas. Em particular, a conexio induzida
possui as cinco propriedades que caracterizam as conexoes de Levi-Civita.

Observe que VW ndo necessariamente é tangente a M, onde V,W € X(M).

Assim, podemos nos perguntar sobre o que as projecoes ortogonais de Vy W significam.

Lema 13. Para M C M, se V,W € X(M), entdo
va = tanVVW

onde V ¢ a conexao de Levi-Civita de M.
Demonstragao. Consultar O’Neill [1]. O

Lema 14. A funcio I1: X(M) x X(M) — X(M)* definida por
II(V,W) = nor VyW

é §(M)-bilinear e simétrica. II é chamada de tensor forma (ou tensor segunda forma

fundamental).

Demonstracdo. Primeiramente mostraremos que I é §(M)-bilinear. Como VW é
§(M)—linear em V e R—linear em W, a fungao II herda essas propriedades, logo s

nos resta mostrar a propriedade em W. Note que
II(V, fW) = nor Vy(fW) = nor(VfW) + fnorVyW = fnorVyW = fI1(V,W),

onde usamos o fato de W ser tangente a M, e a projecao nor ser §(M )-linear. Para a

simetria,
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II(V,W) = IIW,V) = nor(VyW — Vy'V) = nor[V, W] = 0.

m
Os dois lemas anteriores podem ser resumidos na seguinte igualdade
VvW = VyW + II(V,W). (1.7)
tangente a M normal a M

Esta decomposicao leva a um resultado de curvatura fundamental chamada de

equacao de Gauss.

Teorema 15 (Equacio de Gauss). Seja ¢ : M — M uma imersdo isométrica, entdo

para 0s campos vetoriais V., W, XY tangentes a M wvale
Demonstracao. Pela definicao de tensor curvatura Riemanniano, temos que

(RywX.,Y) = (Vi VX + Vi Vv X 4+ ViymZ,Y)
= = (WVwX,Y)+ (VwVvX,Y) + (Vym Z,Y). (1.8)

Termo 1 Termo 2 Termo 3

Primeiramente trabalhemos com o termo 1 da equagao acima. De (1.7) podemos

escrever
(VyVwX,Y) = (Vy VX, Y) + (Vv II(W,X),Y).
Como Y é tangente a M, segue-se que

(VyVwX,)Y) = (tanVyVwX,Y) + (tan VyI1I(W, X),Y)
= (VwVwX,Y) +V(II(W, X),Y) = (II(W, X),VyY),

Onde na ultima igualdade usamos a compatibilidade da conexao com a métrica.
Como II(W, X) é normal a M, temos

(VyVwX,Y) = (VyVpX,Y) - JI(W,X),nor VyY)
= (VyVwX,Y) - TI(W,X), II(V,Y)). (1.9)
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Agora para o termo 2 de forma anéloga,
(VwVvX,Y) = (VwVyX,Y) = (II(V,X), [I(W,Y)). (1.10)
Para o termo 3 mais uma vez de (|1.7)), temos
(VwanZ.Y) = (VyanZ,Y) + {LI([V.W]. 2).Y) = (VywZ.Y).  (L1)

Substituindo (1.9)), (1.10)) e (L.11]) em (1.8]), obtemos

(RywX,Y) = —(VyVwX,Y)+ {II(W,X), [1(V,Y))
HVwVyX,Y) = II(V, ) IHHW,Y)) + (Vyw Z,Y)

= —(VyVX,Y)+ (Vi Vv X,Y) + (VymnZ,Y)
—(IT(V, X), [I(W,Y)) + (IT(W, X), I[I(V,Y))

— (RywX,Y) - <H(v, X), II(W,Y)) + (II(W, X), II(V,Y)).
Reorganizando obtemos a equacao de Gauss
(RywX,Y) = (RywX.Y) = (II(V. X), IIW.Y)) — (II(V,Y), II(W.X)).

O

Temos também a equagao de Gauss correspondente quando nos referimos a curva-

tura escalar, que provem diretamente do teorema anterior.

Corolario 16. Se os vetores v e w formam uma base para um plano nao degenerado
de M, entao

(II(v,v), I[I(w,w)) — <I](v,w),ll(v,w)>'

(v, V) {(w, w) — (v, w)?

K(v,w) = K(v,w) +

Definicao 19. Seja v : M — M uma imersdo isométrica, definimos o campo vetorial

curvatura média de 1) em cada p € M por

1 n
== ell(E;, E)
n =1

onde n =dim M e FEy, ..., E, é um referencial ortonormal & M em p.

No caso de imersoes isométricas obtemos as seguintes equagoes para o Hessiano e

o Laplaciano, que nos serao tuteis no decorrer do trabalho.
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Proposicao 17. Seja ¥ : M — M uma imersao isométrica e g : M — R uma funcao
suave, entao o Hessiano da funcao h = go 1 : M — R para todo X,Y € T,M é dado
por

Hessh(X,Y) = Hessg(X,Y)+ (Vg,11(X,Y)).

Demonstracao. Temos em p € M que
(Vh, X) = (Vg, X)
onde nor(Vyg) é perpendicular a T,M. Assim para todo X,Y € T,M,

Hessh(X,Y) = (VxVhY)=(VxVhY)
= X(Vh,Y)—(Vh,VxY)
= X{(Vg—nor(Vg),Y)— (Vg—nor(Vg),VxY)
= (VxVg,Y)+ (Vg II(X,Y))

Portanto

Hessh(X,Y) = Hessg(X,Y) + (Vg,II1(X,Y)).

Proposicao 18. Nas condigoes da proposicao anterior, para ¢ € M segue que
Ay =Y e;Hess g(E;, Ei) +n(Vg, H(q)),

onde Ei, ..., E, é uma base ortonormal de T,M e ¢; = (E;, E;).
Demonstragao. Segue da proposigao anterior, ja que A = div(V) = trace(Hess). [

A partir de agora adotaremos a seguinte convencao:

tan = ()" e nor = ()*.

1.5.1 Subvariedade semi-Riemanniana

Voltemos para o caso em que ¥ : M — M é uma imersao, mas ¢*(g) ndo necessa-
riamente € igual a g. Restringindo um pouco esse cenario, tomando M C M e 1) como

a aplicacao inclusao, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 20. Seja M uma subvariedade de uma variedade semi-Riemanniana M.
Se o pullback j*(g), como acima, é um tensor métrico em M teremos que M é uma

subvariedade semi-Riemanniana de M.
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Exemplo 8. A n-esfera canodnica de raio r > 0, S*(r) = {p € R"*! : |p| = r} é uma

subvariedade Riemanniana de R™+1,

Temos assim que uma forma pratica de encontrar outra variedade semi-Riemanniana
M a partir de M é olhar para as subvariedades de M com a métrica induzida pelo
pullback 1*(g).

Como vimos uma imersao isométrica é localmente uma aplicacao de inclusao, por-
tanto todos os resultados anteriores de imersoes isométricas sao validos para subvarie-

dades semi-Riemannianas.

1.5.2 Subvariedades totalmente geodésicas e Subvariedades

totalmente umbilicas.

No ambiente das subvariedades, as que possuem a forma mais simples possivel sao
chamadas subvariedades totalmente geodésicas, visto que do ponto de vista extrinseco,

elas nao possuem curvatura.

Definicdo 21. Uma subvariedade semi-Riemanniana M de M é totalmente geodésica
se I =0.

Pela equacao de Gauss concluimos que se M é uma subvariedade semi-Riemanniana
totalmente geodésica de M entdio R=Re K = K.

Exemplo 9. No espago semi-Euclideano R, para VW um subespago k-dimensional
(ndo-degenerado) de RY, qualquer translagao x + W chamado k-plano em R, é clara-

mente uma subvariedade semi-Riemanniana totalmente geodésica de R7.

Defini¢do 22. Dizemos que um ponto p € M C M é umbilico se existe um vetor

normal z € T,M* tal que
II(v,w) = (v,w)z para todo v,w € T,M.

O vetor z é chamado vetor curvatura normal de M em p. Assim, M serd totalmente

umbilica se todos os seus pontos forem umbilicos.

Uma subvariedade totalmente geodésica é uma subvariedade totalmente umbilica

para a qual o vetor curvatura normal z é nulo.

1.5.3 Hipersuperficie semi-Riemanniana e o operador de Wein-

garten

Voltando nossa atencao para o caso em que a diferenca entre as dimensoes de M e

N é 1, temos a seguinte definicao.
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Definicao 23. Dizemos que M C M é uma hipersuperficie semi-Riemanniana de M,
se dim M — dim M = 1.

Para hipersuperficies, a segunda forma fundamental pode ser reduzida a tensores

mais simples como segue.

Definicdo 24. Seja M C M uma hipersuperficie semi-Riemanniana de M. Definamos
o operador linear A : TM x TM+ — TM como sendo o operador que satisfaz a
igualdade

(Au(V), W) = {II(V, W), U)

onde V,W sdo campos vetoriais de TM e U é um campo vetorial de 7M. Temos assim
o chamado operado de Weingarten com respeito a U da hipersuperficie M C M ou,

por abuso de linguagem, de segunda forma fundamental na diregao normal U.

Por essa definigao percebe-se que I1(V, W) = e(Ay(V),W)U onde ¢ = (U, U).
De fato, uma vez que substituindo na equacgao da definicao anterior a igualdade é

preservada. Podemos reescrever a equagao ((1.7]) como
VyW = VW + e(AvV, W)U, (1.12)

chamada férmula de Gauss.
Lema 19. O operador de Weingarten A é auto-adjunto e Ay (V) = —(VyU)T.

Demonstracao. A simetria de I implica que Ay é auto-adjunto. Para a igualdade,

note que se W € X(M), entao
(Au(V), W) = (II(V,W),U) = (VyIW)*, U).
Pela compatibilidade com a métrica,
V(W,U) = (VyW, U) + (W, VyU) = (Vv W)+, U) + (W, (Vv U) ).
Como (W, U) =0, por W ser tangente e U ser normal, chegamos na igualdade

(W, (VyU)") = =((Vy W)+, U) = —(Au(V), W).
Portanto Ay(V) = —(VyU)T. O
Por esse resultado podemos decompor o campo V xU na seguinte soma
VxU=—-ApX + (VyU)4,
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chamada formula de Weingarten.

Lema 20. Uma hiperficie semi-Riemanniana M C M é totalmente umbilica se, e

somente se, o operador de Weingarten é escalar.

Demonstracao. Suponha primeiramente que M é totalmente umbilica com campo ve-

torial curvatura normal z. Para um campo normal unitario U vale
(Au, W) = (LI(V, W), Uy) = (2(V, W), U) = (V,W)(z,U),

para todo campo vetorial tangente V, W. Assim Ay = (U, 2)V para todo V, logo Ay é
escalar.

Por outro lado, suponha que Ay seja escalar, ou seja, existe uma funcao Ky no
dominio de U tal que Ay(V) = Ky (V) para todo V. Entao

II(V,W) = e(Ay(V), W)U = e Ky (V, W)U.

Como K_y = —Ky, o campo vetorial 2z = eKyU é globalmente bem definido e a
equacao acima torna-se [I(V, W) = (V,W)z. O

1.6 Produto Warped

Ao estudarem variedades produto Bishop e O”Neill (1969) introduziram um tipo
especial de produto entre varieadades ao qual chamaram de Produtos Warped.

Nesta secao fixaremos as funcgoes m e ¢ como as projecoes de qualquer variedade
produto semi-Riemanniano na primeira variedade do produto e na segunda variedade,
respectivamente. Por exemplo, para B e F' variedades semi-Riemannianas, teremos
T(BxXF)=Beo(BxF)=F.

Definicao 25. Suponha que B e F' sao variedades semi-Riemannianas, e seja f > 0
uma funcao suave em B. O produto Warped M = B x ¢ F' é a variedade produto B x F’

munido com o tensor métrico
g=m"(gn) + f(m)*0"(gr).
Explicitamente, se = é tangente a B x F' em (p, ¢), entao
(z,2) = (dr(x),dn(x)) s + f*(p)(do(x), do(x))p.

B é chamado de base de M = B x; F, e F' de fibra. (Fig.
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Como no caso de um produto semi-Riemanniano, é facil ver que as fibras p x F' =

7~ (p) e as folhas B x ¢ = 07!(q) sdo variedades semi-Riemannianas de M.

BXfF

Base

= e

Figura 1.1: Produto Warped

Dados (p,q) € B x F, temos a decomposigao T(, (B x F') = T,B & T,F. Entao, se
(v,w), (v, w') € T,B & T,F, temos que

gBXfF((U7 w)? (U/7 w/>> = (gB)p(U7 U/) + f(p>2(gF)lI<w= w/)‘

Dadas bases ortonormais {v1, ..., VamB)} € {wi, ..., Waimr) } de T,B e T, F, respecti-

Vamente, Vemos que

{(m,O),...,(Udzm(B)aO)v (0’ f@))’”" (07 f(p) )}

¢ uma base ortonormal de T{, (B x; F) . Utilizando tais bases, ¢é facil ver que

ind(B x; F) = ind(B) + ind(F).

Em particular,

i) Se B é Lorentziana e F' é Riemanniana, entdo B X F' é Lorentziana. Nesse caso

denominamos como produto Warped Lorentziano.
ii ) Se B e F sdo Riemannianas, entdo B x; F' é Riemanniana.

Vejamos alguns exemplos de Produto Warped.
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Exemplo 10. Seja R com a métrica positiva candnica, dt? , e S™ a n-esfera com métrica
gsn . Entdo, o produto R x S™ com a métrica dt?+ gs» é um produto Warped, o cilindro

(Riemanniano) canoénica.

Exemplo 11. Para a versao Lorentziana do exemplo anterior, tomamos R com a
métrica —dt?, assim o produto warped R x S™ possui métrica —dt> + gs», é chamado

de cilindro de Einstein.

Exemplo 12. Se M ¢ obtida girando uma curva plana C' em torno de um eixo em R3

e f:C — R d4 a distancia ao eixo, entao M é igual ao produto Warped C' x; S*(1).

Exemplo 13. Os modelos canonicos do espago-tempo do universo sao produtos War-
ped (falaremos mais a frente), assim como os modelos mais simples de vizinhangas de

estrelas e buracos negros.

1.6.1 Espacos-tempo FLRW

Um importantissimo uso do produto Warped se trata dos espacgos-tempo de Fried-
mann -Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), o modelo padrao da cosmologia moderna,
ja que sua métrica é uma solucao exata das equacoes de campo de Einstein da Rela-
tividade Geral e descreve, na Cosmologia, um Universo homogeéneo e isotrépico em
expansao ou contragao. Essa métrica também esta associada a modelo por vezes muito
mais elaborado, como os que sao usados para descrever a chamada matéria escura fria.

Iniciamos por uma definicao um pouco mais geral.

Definigao 26. Um espaco-tempo Robertson-Walker generalizado (GRW) é o produto
Warped Lorentziano I X M, ou seja a variedade produto I x M com tensor métrico

Lorentziano,
g = —7"(dt*) + f(7)*c" (gum)

onde I C R é um intervalo com métrica —dt?> e M uma variedade Riemanniana com

tensor métrico gy, € f > 0 é uma funcao suave de I.

Quando a fibra Riemanniana tem curvatura constante denominamos o produto Wal-
per I x; M como um espaco-tempo Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker (FLRW),
também conhecido como espago-tempo Robert-Walker (RW). Explicitamente, temos a

seguinte defini¢ao:

Definigao 27. Um espago-tempo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) é
o produto Warped Lorentziano I x; M, onde M é uma das seguintes variedades Ri-

emannianas, H" R™ ou S" | simplesmente conexos e com curvatura K = {—1,0,+1},

24



1.6. Produto Warped
NAFR

respectivamente (Fig.. Explicitamente é a variedade produto I x M com tensor

métrico Lorentziano
g’ = —m*(dt*) + f(7)0" (gur)-

Temos trés casos para a geometria do espaco-tempo FLRW: quando K = 1 a
geometria é a de uma hiperesfera, quando K = —1 a geometria é hiperbdlica e quando
K = 0 a geometria é plana (euclideana). Nos préximos capitulos tralharemos com o

espago-tempo esférico, ou seja K = 1.

+t9
R
T
- +4
+to
to Xf M

Figura 1.2: Espaco tempo FLRW

No caso quadridimensional é costume escrever o elemento de linha do espaco-tempo

(FLRW) na seguinte forma:

2

,
1 —kr?

ds* = —dt* + f(t)? ( + 72(df* + sin® 9d¢2)> ,

onde K = {1,0, —1}.

Exemplo 14. O espaco-tempo estatico de Einstein (n+1)-dimensional, nomeadamente

R x S™ é trivialmente um espaco tempo esférico FLRW.

Exemplo 15. Por O'Neill [I] o espaco-tempo De Sitter S} (R), de raio arbitrario
R > 0 ¢ isométrico ao espaco-tempo esférico I x;S™ onde f(t) = Rcosh (t/R).
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1.7 Variedade Lorentziana tempo orientavel

Seja G o conjunto de todos os vetores tipo tempo em um espaco vetorial Lorentziano

V. Para u € G, o conjunto
C(u) ={ve&|{u,v) <0}

¢ o chamado cone temporal de V' contendo .

Lema 21. Dois vetores tipo-tempo v e w em um espaco vetorial Lorentziano, estao no

mesmo cone temporal se, e somente se (v, w) < 0.

Demonstra¢ao. Suponha que v,w € C(u), sem perda de generalidade (u,u) = —1.
Escrevamos v = au + ¥ e w = bu + W, com ¥, W € v, multiplicando escalarmente
com u as duas equacoes anteriores, obtemos a,b positivos. Ja multiplicando-as por
si préprias, temos a > |v| e b > |w|, pois ¥ e W s@o tipo-espago. Portanto, (v,w) =
—ab + (v,w) < —ab+ |U]|w| < 0.

Reciprocamente, se (v, w) < 0 temos v,w € C'(v).

Segue-se para vetores tipo tempo que
ueCw) e vel(u) < C) =C(u).

Além disso, os cones temporais sao convexos, pois se v, w € C(u) e a < 0,b < 0
(ambos nao nulos), entao é facil verificar que av + bw esta em C'(u).

A existéncia de cones temporais levanta uma questao global fundamental sobre uma
variedade arbitraria de Lorentz M. Em cada espago tangente (Lorentz) T),(M) existem
dois cones temporais, e nao ha nenhuma maneira intrinseca de distinguir um do outro.
Escolher um deles é orientar no tempo 7,(M). A questao é: todo espago tangente de

M pode ser orientado no tempo de maneira adequadamente continua?

Definicao 28. Uma orientacao temporal para uma variedade Lorentziana M é uma
funcdo 7 em M que atribui a cada ponto p um cone temporal 7, em T,(M), com
T suave, ou seja, para cada p € M existe um campo vetorial (suave) V' em alguma
vizinhanca U de p tal que V,, € 7,, para cada ¢ € U. Se M admite uma orientagao no

tempo, diz-se que M ¢é orientavel no tempo.

Escolher uma orientacao temporal especifica em M é orientar M no tempo. Por
exemplo, o espago de Minkowski R}, é orientavel no tempo, sua orientagao temporal
usual é aquela que contém o campo vetorial coordenado Jy de coordenadas naturais

ul, . u L
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Lema 22. Uma variedade Lorentziana M é tempo orientavel se, e somente se, existe

um campo vetorial tipo-tempo X € X(M).

Demonstragao. Se tal campo X existir, entao (como acima para RY) atribuir a cada
p € M o cone temporal contendo X, fornece uma orientagao temporal.

Por outro lado, seja 7 uma orientacao temporal de M. Como 7 é suave, cada ponto
de M tem uma vizinhanga U na qual é definida um campo vetorial semelhante ao
tempo Xy, cujo valor em cada p € U estd em 7,,.

Agora seja { f,|a € A} uma partigao suave da unidade subordinada a cobertura de
M por todas essas vizinhangas. Assim, cada supp f, estd contido em algum membro
U(a) da cobertura. As fungoes f, s@o nao negativas e os cones temporais sao convexos.

Assim, o campo vetorial X = f, Xy(a) ¢ tipo-tempo. O

Por exemplo, todas as esferas de Lorentz S} sao tempo orientaveis, porque se dy €
um campo vetorial de coordenadas naturais (tipo-tempo) em R}, entdo X = tan 9,
¢ um campo vetorial tipo tempo em S}. Além disso, todos os espagos hiperbdlicos
H? C Ry sdo tempo orientaveis. De fato, como P = 3" u’0; é normal a HY, é facil
verificar que u?9; — u'dy ¢é tangente a HY e tipo-tempo.

Para uma variedade Lorentziana nao ha relacao entre orientabilidade no sentido
usual de variedades diferencidveis e orientabilidade no tempo. Por exemplo, é facil
atribuir uma métrica de Lorentz tempo orientdvel a faixa S' x I que é orientdvel, e
uma métrica ndo tempo orientdvel a faixa de Mobius (nao orientével). A situagao

inversa é sugerida na seguinte figura.

Figura 1.3: Tempo nao orientavel e tempo orientavel, respectivamente.

Definigao 29. Um espago-tempo é uma variedade Lorentziana (M, g) juntamente com

uma escolha de orientacao temporal.
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1.8 Isometrias em R.

Definigao 30 (Transformacgoes pseudo-ortogonais). Uma transformagao linear T :

R” — R?” ¢é dita uma transformagao pseudo-ortogonal se

<T([L’>, T(y»u = <ZL‘, y)m

quaisquer que sejam x,y € R”. O conjunto de todas as transformagoes pseudo-ortogonais

em R? ¢ denotado por O, (n).

Quando v = 1 as transformacoes pseudo-ortogonais sao chamadas de transformacoes
de Lorentz.
Identificaremos transformacoes lineares com suas matrizes na base canonica e ve-

tores do R com vetores coluna.

Exemplo 16 (Rotagdes em eixos coordenados em L3). Atentando-se aos tipos causais
dos eixos coordenados, dado 0 € [0,27] e ¢ € R, pode-se, dentre outras, considerar

aplicagoes dadas por

1 0 0 coshy 0 senhyp coshyp senhyp 0
0 cosd —senf |, 0 1 0 , | senhep coshy 0
0 senfl cosf senhyp 0 coshyp 0 0 1

Proposicao 23. O conjunto O, (n) é um grupo com a operagao usual de multiplicac¢ao

entre matrizes.
Demonstragao. Consultar Ivo Terek [0] O

Assim O,(n) é chamado de grupo pseudo-ortogonal. Em particular, Og(n) = O(n)

e O1(n) sdo os grupos ortogonal e Lorentz, respectivamente.

Definicao 31. O grupo
SO, (n) ={T € O,(n)|detT = 1}

¢ chamado grupo especial pseudo-ortogonal.
Quando v = 1 temos o grupo especial de Lorentz.

Definigao 32. Uma fungao g : M,(R) — R, onde M,(R) denota o conjunto das

matrizes n X n com entradas reais, é dita SO(n)-invariante, se

véE e M,(R), VU e€SO(n), gUE) =g(&). (1.13)
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Capitulo 2

FLRW Esféricos e as Rotacionais

Neste capitulo construiremos o mergulho isométrico do espaco-tempo esférico FLRW
I x;S™ em L"2. Ao olhar para a imagem de I x; S™ por esse mergulho isométrico,
percebe-se que estamos tratando do rotacional de uma curva em L"*2. Estudaremos
a relacao entre I x; S" e esse rotacional e logo em seguida deduziremos as principais

propriedades geométricas desse espaco.

2.1 Mergulho isométrico de [ x;S" em L""?

Para mostrarmos que o espago-tempo esférico FLRW I x ;S" pode ser mergulhado
isometricamente no espaco Lorentz-Minkowski L"*2, ser4 suficiente focarmos no caso
n = 3, ja que devido a simetria maxima da fibra nao perdemos a generalidade.

De inicio, como inspirac¢ao, mostraremos que o espaco De Sitter pode ser mergulhado

isometricamente no espago de Minkowski com uma dimensao a mais.

Proposigao 24. A aplicagao 1 : S(r) — L° dada por,

i) = (i VPl = 1,S3<upu>) (2.1

onde S*(||p||) denota (zq,x3,74,25) tal que 23 + -+ + 22 = ||p||, é um mergulho

isométrico.

Demonstracao. Iniciemos com a métrica de Minkowski em coordenadas polares em

cinco dimensoes:
ds®> = —dt* + dr* + r*g(S?, can) (2.2)

onde ¢(S? can) é a métrica SO(4)-invariante canonica em S®. Note que para r=0,
temos uma singularidade para essa métrica. Iremos construir uma superficie no espago

de Minkowski que possua a mesma métrica que o espaco De Sitter. Para isso, considere
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uma hipersuperficie SO(4)-invariante em (2.2)) dada por
t=F(r), (2.3)

ou seja, uma curva no plano t — r de (2.2). Anexando a cada ponto uma esfera de
raio igual a coordenada r da curva, obtemos uma hipersuperficie de rotagao que possui

como meétrica induzida,
ds® = (1 — F*)dr® + r*g(S?, can).
Veja que
t=F(r)=dt = F'dr.

Teremos que a hipersuperficie ¢ tipo-tempo se F’? > 1 e tomando (F?—1) = 1/(r?—1),

obtém-se

1
r2 —1

que é facilmente reconhecivel como a métrica De Sitter. Com r = cosh 7, podemos

ds® = — dr® 4+ 1%g(S?, can) (2.4)

obter a forma mais familiar:

ds® = —dr* + cosh® 7¢(S?, can)

que cobre todo o espago De Sitter, exceto nas mesmas singularidades triviais de ([2.2]).

Finalmente, integrando F’(r), obtemos

F(r):/i,/ﬁl_lﬂ.

t=+vr2—-1

Logo,

como as hipersuperficies ([2.3)). Portanto, a nossa aplicagao desejada leva o espago de

De Sitter na rotacao da curva
C:r— <:|:\/T2—1,’r’>

em torno do eixo ¢, obtendo assim (2.1]). Note que essa curva nada mais é do que os dois
lados da hipérbole r*—t? = 1 no plano t—r de (2.2)). A transicao da imagem usual do De
Sitter como uma hiperboléide no espaco de Minkowski, unidimensional superior para a

de uma curva no espago de Minkowski bidimensional é possivel porque fomos capazes de
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identificar e fatorar a simetria esférica comum entre o espaco de Minkowski e o espaco
De Sitter, escrevendo-os em coordenadas semelhantes, (2.2)) e (2.4), respectivamente.

Em ambos, » desempenha o papel comum do raio da esfera. O

Com base na construcao da demonstracao da proposicao anterior podemos enunciar

o seguinte Teorema.

Teorema 25. Dado um espago-tempo esférico FLRW I x; S", assumimos 0 € [
sem perda de generalidade. Temos que para uma fun¢ao h € C(I) tal que h'(s) =

1+ f'(s)? > 0, para todo s € I com h(0) =0, a aplicagio V : I x;S™ — L"*? dada
por

U(s,p) = (h(s), f(s)p) (2.5)
para qualquer (s,p) € I x;S"™, € um mergulho isométrico.

Demonstracao. Escrevendo a métrica do espaco-tempo FLRW na seguinte forma War-
ped,
ds® = —dr* + f(t)*(dX?* + sin® X (d6? + sin® 0d¢?)) (2.6)

e tomando a métrica pentadimensional de Minkowski em coordenadas polares, dada
por:
ds® = —dt* + dr* + r*(dX? + sin® X (d6? + sin® 0d¢?)), (2.7)

podemos proceder como na proposi¢ao acima, tomando uma hipersuperficie SO(4)-
invariante definida por ¢ = F(r) que representa uma curva no subespago t — r. No
entanto, isto nao levaria, em geral, a uma expressao compacta como era possivel para
o espaco De Sitter. Uma abordagem melhor seria considerar a curva parametrizada
com 7 :

C = (h(n)’ a(n))’ (2'8)

onde consideramos r = a(n) e t = h(n). A métrica 4 — d na hipersuperficie é
ds® = (—=h”? + a*)dn* + a(n)*(X?* + sin X (d6? + sin® 0d¢?)), (2.9)
onde representamos a diferenciacao com respeito a 7. Escolhendo
—h?+ad?* = -1 (2.10)

a métrica (2.9) fornece (2.6) ao identificar 7 e . Assim, a curva (2.8) no plano t —

r, que é um espaco de Minkowski bidimensional, é uma curva tipo-tempo unitaria .

Reorganizando, encontramos
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WP =1+d(7)

que para qualquer a(7) possa ser integrado. Assim, tomando a(7) = f(7) e integrando,

obtemos

h(T) = / V 1+ f(7)%dr.

Logo existe uma curva de velocidade unitaria parametrizada por,

Cit— (/\/1+f’(t)2d7,f(t)>. (2.11)

Uma vez que as coordenadas da esfera ja estao identificadas, para ver se temos de fato
um mergulho isométrico ou nao, temos que verificar a curva como uma parametrizacao
a partir da reta real. Segue-se imediatamente de que se trata, em primeiro lugar,
de uma imersao, uma vez que h’' e a’ ndo podem ser simultaneamente nulos, pelo que
o jacobiano da carta terda o posto necessario. Além disso, a curva ¢ injetiva
para qualquer f(t) continuo e diferencidvel, logo, é uma mergulho. Assim, como na

proposi¢ao anterior, obtemos a aplicagao (2.5)). ]

2.2 Mergulho Isométrico de I x;S" em Q(r)

Motivado pela geometria de W(I x;S") em L"™2 j& que se trata de uma hiper-
superficie de rotagao em L""2  definiremos o conjunto Q(r), que nos serd bastante
util. Para isso, faremos uso de uma funcao r que descrevera a geometria do mergulho

isométrico de I x; S™ em L™ e tal fun¢ao serd chamada de admissivel.

Definigao 33. Uma fungao r € C°°(J) serd chamada de admissivel em relagao a um

espago-tempo esférico I x; S" se
rt)>0e |[F(t)] <1 (2.12)

onde J = h(I), e h que decorre da construgao do mergulho de I x;S™ em L"2.

Vale lembrar que o mergulho isométrico de I x; S™ em L"*? é dado por

U(t,p) = (h(t), f(t)p) onde h(t) = / VIt F(t)dt. (2.13)

Observe que, para cada espago-tempo I x ¢ S", teremos a determinagao do corres-

pondente intervalo J, relacionando assim o intervalo ao espago.
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Exemplo 17. Dado o espago I x;S", onde f é qualquer funcao Warping, entao a
fungao (f o h™') é uma fungdao admissivel. De fato, (f o h™!) > 0 pela definicao de

funcao Warping, e

f'(h™)

< 1.

(f o h—l)/ — f/(h—l) X (h_l)/ — f/(h—l) .

Observagao 1. Para r = f o h™!, temos que

PN i C) NN ()
T(t) - \/W (t) (1—}-.]0/(8)2)27 (214)

para qualquer ¢t = h(s). De fato, pelo Teorema da Funcao Inversa real (h='(t)) =

1/Rh/(s), logo pela regra da cadeia

1 f'(s)

=TT A T AT e

Obtemos r”(t) com um céalculo direto da derivada de r/(¢) acima.
Agora podemos definir o espago Q(r).

Definicao 34. Dado uma fun¢ao admissivel r, definamos

Q(r) = {(t,x) € J x E"H;Zx? =|jz]|* = r(t)Q} C L2, (2.15)

i=1
Observe que Q(r) é uma hipersuperficie de rotacao em L"™?  uma vez que, dada

uma fungao admissivel r € C*(.J) e uma curva v : J — L"*2, dada por

n

~(t) = (t,r(t),0,...,0)

denotando por G o subgrupo {1} x O(n + 1) de O'(n + 2), segue que

Q(r) = {(Aor)(t): Ac G, te J}, (2.16)

donde se conclue que Q(r) é uma hipersuperficie de rotacio em L"™2, com curva de
perfil v e eixo de rotagao z; =0, 5 =1,...,n+ 1.
Note também que y(J) nao atinge ao eixo tipo-tempo z; =0 (j = 1,...,n+ 1),

pois 7(t) > 0 e por |r'(t)| < 1, v é tipo-tempo.
n+1

——
Se E; é um hiperplano ortogonal ao eixo de rotagao através do ponto (¢,0,...,0),
entao é tipo-espaco, e portanto, identificivel ao espaco euclidiano R"*!. Observe

também que a fatia Q(r) N E; é uma esfera n-dimensional em E;, com raio r(t).

33



2.2. Mergulho Isométrico de I x;S™ em Q(r)
NGRe

Proposicao 26. Dado um espago-tempo esférico I x; S", existe uma aplicacao ¥ e
uma func¢ao admissivel 7 tal que Q(r) = ¥(I x;S"). Por outro lado, dado uma funcao

admissivel r, existe uma fungao warping f e uma aplicagao ¥ tal que Q(r) = U(I x ;S"™).

Demonstracao. Iniciando pela primeira afirmacao do teorema, supondo que tenhamos
um espago I X S"™ qualquer, conseguimos a aplicagdo W : I x;S" — L"*? como antes.
Agora devemos encontrar uma funcao admissivel r tal que ¥(I x;S™) C Q(r). Note
que, se tomamos 1 = f o h~L, como W(t,p) = (A1), f(V)p) e |F(Ep] = DI =
| f(h~1(s¢))]|?, teremos ¥ (¢, p) C Q(r). Pela construgao de Q(r) ganhamos que Q(r) C
U(I x;S"™), provando a igualdade.

Nos resta a questao, e se tivermos apenas ()(r) é possivel encontrar o espago I X ;S™
e a aplicacdo W correspondente? A resposta é afirmativa. Para isso, considere a fungao
h: J — R definida por //(t) = /1 — 7/(t)2, h(0) = 0, para todo t € J. Por isso, h estd
estritamente crescente, e, portanto, existe um intervalo aberto I C R, com 0 € [ tal
que h: J — I é um difeomorfismo.

Agora defina f : I — R por f(s) = (roh'(s)) > 0, para todo s € I e seja
I x;S"™ o correspondente espaco-tempo esférico FLRW. Fazendo h = T =
entdo h(0) =0e

1 1
h'(s) = = =1+ f(s)2,
1 —17"(h(s))? f(s)
para todo s € I. Finalmente temos Q(r) = W(I x;S"). O

Esse resultado nos permite contemplar I x ;S™ como uma hipersuperficie Lorentzi-

ana de rotagao em L"*2. Quando for claro pelo contexto, identificaremos I x ; S" por
Q(r).
Exemplo 18. Para r(t) = v/1+ t2 para todo t € R a variedade Q(r) é isométrica ao

espaco-tempo De Sitter ST,
De fato, temos r/(t) = t/v/1 + t2, logo,

1
1+ t2’

B (t) = \/1 — (VT 82)" =

assim,

1
— — 2
h(t)_/ — dt = In|VE + 1+t

cuja a inversa é h~! : R — R, dada por
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De fato, fazendo s = In|vVt2 + 1+t| = e = V2 + 1+t = e* = (*+1)+ 2t/ + 1412
logo, €2 — 1 =2t/12 + 1+ 2t? = e* — 1 = 2te® = t = (e** — 1)/2¢".

Agora podemos encontrar a funcao warping f, que é dada por

f(s) = roh7l(s) =1+ (h71(s))?
623_1 2 €4s+2€23+1
B \/H( 2es ) _\/ 4e2s
e 4+ 1 B e’ + e ?®

252
= cosh(s).

Pelo Teorema anterior Q(r) é isométrico a I X coen()S™ que é isométrico a S’f“, portanto

Q(r) é isométrico a S7.

2.3 A geometria de Q(r).

Nesta segao vamos explorar alguns elementos geométricos do espago Q(r), iniciando
pelo espaco tangente.
Proposigao 27. O espaco tangente de Q(r) em (¢, z) é dado por

n+1

T Q(r) = {(a,v) ER xR —r(t)r'(t)a + sz% = 0} = (r(t)r'(t),z)* (2.17)

onde (r(t)r'(t), x)* denota o subespaco ortogonal em LL"*2 do vetor tipo-espaco (r(¢)r'(t), x),
para cada (t,z) € Q(r).

Demonstragao. Seja a(s) uma curva em Q(r) tal que a(0) = (£(0), 2(0)) = (tg, z0) e &/ (0) =
V =(a,v) onde a € R e v = (v1,vy,...,U,11) € R*L

Sabemos que

n+1

> at(s) = ri(t(s))

Derivando temos
n+1

2 Z xi(s)ai(s) = 2r(t(s))r' (t(s))t'(s),
donde para s = 0 temos

n+1

> " 2i(0)v; = r(to)r'(to)a.

=1
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Ou seja,
to)r (to)a + > _ 2;(0)v; =
i=1

Portanto, {(r(to)r'(to), z1(0), ..., 2n4+1(0)), (a,v1,...,vy41)) = 0 mostrando que os

vetores tangentes a (1) no ponto (t,z) sdo ortogonais ao vetor (r(t)r'(t), z). O

Olhando para Q(r) como uma variedade Lorentziana, temos que é orientavel no

tempo.

Proposigao 28. O campo vetorial k = ¢, (f0/0t) € X(Q(r)) ¢ dado explicitamente

por,

k(t,2) = ————(r(t), (1)), (2.18)
é tipo tempo, simétrico e conforme.

Demonstragao. Para comprovar essa igualdade, como (s, p) = (h(s), f(s)p) temos

. (f0/0s) = f1p.(0/0s) = f - %(h(S), f(s)p) = f - (W(s), f'(s)p).

Para t = h(s), sabemos que
fi(8) = === e I(s) = V1+ f(5)*

Como

L+ fr(s)? =41+ = :

concluimos que

P (f0/0s)

1 r'(t)
f(s)<\/1—r’ t) 2’ \/1—7" t)2p>

_ [ fT) f(s)pr'(2)
\/1—7”(t \/1—r(t

_ ( r(t) () )
VI8 /1= (t)?

1 /

Normalizando tal vetor obtemos o campo tangente 7' € X(Q(r)) dado por
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1 "(t
T(t,z) = ), r, (2.19)
1 —r/(t)? r(t)
satisfazendo (T',T) = —1. Temos também que,
/
— t
ok =y (2.20)
1 —1r/(t)?

para qualquer V' € T(; ,)Q(r).

Isso mostra que o campo vetorial K em Q(r) é conforme com Lx( , ) =2p( , ),
onde p(t,x) = 1'(t)/y/1 —r'(t)? e é metricamente equivalente a 1-forma para K fe-
chado. O

Como Ty »Q(r) = (r'(t)r(t), z)* temos que a hipersuperficie Lorentziana Q(r) de
L"*2 admite um campo vetorial normal tipo-espaco unitario, N € X1(Q(r)) dado em
(t,z) € Q(r) por

1

N(t,z) = NE 7nl(t)Q(7"’(15)7“(15),31:), (2.21)

se trata da normalizagdo do campo vetorial (7/(t)r(t), ).
Agora, vamos denotar por V? e V a conexao de Levi-Civita de L"*2 e Q(r), res-
pectivamente. Para qualquer V,W € X(Q(r)), a formula de Gauss e Weingarten de

Q(r) € L™ sao respectivamente escritas como

VLW =VyW + (AV, W)N (2.22)

VYN = —A(V), (2.23)

onde A é o operador de Weingarten em relacao a N, que é explicitamente dado pelo

seguinte resultado.
Lema 29. O operador de Weingarten A com respeito a N da hipersuperficie Lorent-
ziana Q(r) € L™ é dado por

AV) =at)V + B){(T(t,x),V)T(t,z) (2.24)
para todo V' € T, ,»Q(r) onde

at) = —1 :r”(t)r(t)+7’/(t)2
v T S ma =)
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ou seja, ar'(to)r(ty) = (xg,v). Considere a curva s — (t(s),z(s)) em Q(r) tal que

(¢(0),2(0)) = (to, x0) € (#'(0),2'(0)) = (a,v).
Usando N(t,z) em (2.21)), temos

d
s=0

_ (4
N ds|,_q

Primeiramente temos que,

( r'(t(s))r(t(s)) )
o \7(t(s))y/1 = r'(t(s))?

N(t(s),z(s))

( r'(t(s))r(t(s)) )i
r(t(s))y/1=r'(t(s)?) " ds| -

D(r(t(s)) Si(s—)r'(t(s)V))'

(U9 = ) )P
(L= (Hs) )

- ((1 <:(<St)<)s§/>( >)/> -

- (avi) : 220

d

ds|,_

s=0

~—

d£8<r(t(s)) :61(8—) r’(t(S))Q) ‘

/2
"(t(s))t'(s)))
)

s=0

7”/(750) 1 — T,<t0)2
r'(to) <7""(t0)7"(t0>+7"l( 0)’ — 1)%
)\ 7o) (1 =707

= —Oé(to)'U + CLT <t0)

r(to)

+a

B(to)o. (2.27)

Por manipulagoes algébricas em (2.26]) obtemos

((1 _Tiféf;;;)g/z) = _a::((ttsgﬁ(to)rl(to)r(to) + a(to)a(r” (to)r(to) + 7' (t0)?). (2.28)
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De fato, uma vez que o lado direito pode ser escrito por (2.25)) como

ar,(t0>2r”(to)r(t0)+r(t) ar’(to)r(ty) + ar'(to)?
r(to) (1 —1'(t0)? )3/2 r(to)/1 = 7'(t)?)
_ _ar,(to)ﬂ”(to) r(to) +r'(to) =1 (1 =1 (to)*)(ar"(to)r(to) + ar’(to)”)

7(to)(1 —1'(to)? )3/2 7(to)(1 —1'(t0)?))3/2
ar'(to)? — ar’ (to)r(te) — ar'(tg)?)

rlta) (1= (10 ?)7

_ —ar” (to)r(to)
(to) (1 — 1'(t0)?))%/2
_ ar”(to)
(1 —1"(t0)?))*?

Assim por (2.28)) e (2.27) temos que

e (e f>>2>3/2"““0)“”:5;5)5(“)“)
o)

+ a(ty) (a(r”(to) (to) +7'(t0)?), >

Primeiro de todo, suponha que (T'(ty,z0),V) = 0. Entao, de

ar(to) = 1'(to){zo,v) = ar’(ty)*r(to)

obtemos a=0. Portanto, a equagao reduce para

A(V) = alty)V (2.30)
Agora, para o caso V = T'(ty, xg) temos de T'(¢,z) em (2.19) e A(V) em (2.29)), que

AT G0, 0)) = s ) (7 0)r10),0)
—B(to)V/T=(t)?(1.0) + alto) T (to, x0)
= — L())Q — ! 2 T/(t()) x
B ﬂ(t0)< 1 —17"(tg)? Vi (fo)®, r(to)y/1 — r'(to)? 0)
—f—Oé(to)T(to, I())

= (alto) — B(to))T (to, zo),

0 que encerra a prova. O
Pelo Lema , Q(r) nado é totalmente geodésica para qualquer fun¢do admissivel r.
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Pelo mesmo lema podemos concluir o seguinte resultado,

Proposigao 30. Q(r) ¢ totalmente umbilica se, e somente se r(t) = vt? + at + b, onde

as constantes satisfazem b > 0 e a? > 4b.
Demonstracdo. Pelo Lema 29 temos que

AT) = (alt) = B()T,

AV) =alt )V para qualquer V' € Ty ,)Q(r) ortogonal a T'(t,x).

(2.31)

Pelo sistema acima, A é diagonalizavel em qualquer ponto. Lembre-se que o fato
de o operador de Weingarten ser auto-adjunto nao é suficiente para garantirmos que A
é diagonalizavel, uma vez que a métrica Lorentziana nao ¢é positiva definida.

Sabemos que Q(r) é totalmente umbilica se, e somente se A é escalar. Logo Q(r)
é totalmente se, e somente se, 5(t) = 0 em todos os lugares de Q(r), isto é, se e

somente se, a funcao r satisfaz a equacao diferencial 7(¢)r”(t)? = 1 ou equivalentemente

j;r(t)2 = 2. Consequentemente, 7(t)? = t*> + at + b, onde b = r(0)? desde que r > 0 e
a = 2r(0)r'(0) com a? < 4b, fazendo uso de |r'| < 1. O

Corolario 31. Se Q(r) é totalmente umbilica entao a(t,z) = m, e, portanto o
operador de Weingarten é A = \/4;—37[ , onde I denota o operador identidade, em quase

todo lugar.

Demonstragao. Sabemos que se Q(r) é totalmente umbilica entao r(t) = vt? + at + b,

logo
-1 -2

—1
at,z) = . (2.32)
rOVI—r()  VEtat b P T Vb - a
Daf por (2.24),
-2
S—
V4b — a?
O

Corolario 32. Se Q(r) é totalmente umbilica entao a equagdo de Gauss de Q(r) em

L"*2 para o tensor curvatura R de Q(r) dada por

4
4h — a?

R(X,Y)Z = ( ){(Y, VX — (X, )Y},

isto é, Q(r) tem curvatura secional T De fato Q(r) é, até uma translacdo, o

espago-tempo (n+1)-dimensional de De Sltter S?H(—@).
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Demonstracao. A equacao de Gauss é dada por,
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (II(X, Z), II(Y,W)) = (I1(Y. Z), II(X,W)).

Sabemos que I1(V,K) = e(A(V),W)N onde e = (N,N) e R(X,Y)Z = 0, assim

(RIXY)ZW) = (((A(X). Z)N), (£(A(Y),W)N)) — (((A(Y). Z)N). ({A(X), W)N))

Portanto

RX,Y)Z = (A(Y),Z2)A(X) — (A(X), Z)A(Y)
4
4b — a?

= ROIZ = (s JUN 20X - (X2
ja que A = \/4;—376#[ , concluindo assim a prova.
]

Corolario 33. A fungao curvatura média de Q(r) em relagdo a N é definida por

H := —5tr(A), e satisfaz

Bt) _  n(1—r'(t)*) + "))
n+1 (n+ 1)r(t) (1 —r'()2)3/2

H(t,x) = a(t) — (2.33)

Demonstragdo. Tomando uma base ortonormal para T(; ) Q(r) que contenha T'(¢, ),

pelo sistema ,
H(t,z) = - i : (a(t) = B(t) + na(t))
_ (n+Da(t) - B()
n+1
= ol - nﬁ—(:)l
= () +1'(1) 1

T(t) 1-— T’(t)Z N (n + 1)r(t)<1 _ ’I“’(t)2)3/2
n(1—r'(1)%) +r"(t)r(t)
(n+ 1)r(t)(1 —r'(t)2)3/2
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Coroldrio 34. A hipersuperficie Lorentziana Q(r) em L"2 tem curvatura média cons-

tante se, e somente se existe ¢ € R tal que

c
t) = : 2.34
80 = iy (234
Equivalentemente,
r@®)"(r"@)rt) +r'()? -1

(TIOHEE =c (2.35)

para todo t € J. Nesse caso, temos
aft) = c 4 H. (2.36)

(n+ 1)rm*i(t)
Demonstragao. Se H(t,x) é constante,entdo por m

o/(t)—L(t) =0

n+1

Calculando o/(t), temos

24/1—7'(t)2

r(t)*(1 —'(t)?)

r(£) /T = (1)2 4 r(t) | 22020
. (5s)

Desenvolvendo chegaremos em

Portanto o/(t) = —B(t)r'(t)/r(t) e assim

0 B
DT T B

Integrando isto temos:

—(n+1)nrt) = Inpt)+Cy
In (r~ ™)) = In(CyB(t))
rm () = CuB(t)

Cs
i = A

onde C1,C5 e C3 sao constantes, obtendo assim (2.34). As equacoes ([2.35)) e (2.36))
seguem substituindo (2.34) em (2.25) e (2.33) respectivamente. O
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Capitulo 3

Takahashi, Markvorsen e principais

resultados

Nesse capitulo visitamos os classicos teoremas de Takahashi e Markvorsen, em se-
guida expomos o resultado principal desse trabalho, um teorema do tipo Takahashi
para subvariedades tipo-espaco em um espaco-tempo esférico FLRW arbitrario, que se

estende para o teorema de Markvorsen.

3.1 Teorema de Takahashi

Uma férmula que permite interpretar suposicoes geométricas em H em analiticas

em W é bastante conveniente. O seguinte resultado exerce essa funcao.

Teorema 35. [Férmula de Beltrami/ Dado uma imersao isométrica ¥ : M* — R™,

onde M* é uma variedade semi-Riemanniana, entdo

AV = kH (3.1)

onde, U denota o campo vetorial posicao, A o Laplaciano operado em M* e H o campo

vetorial curvatura média de V.

Demonstragao. Seja W o campo vetorial posigao e v um vetor qualquer em RI", entao
para X € X(M),

(V(U,0),X) = X(U,v)=(VxU,v)+ (¥, Vxv)
= (X,v).

Assim V(¥ v) = 0. Tendo isso em mente, sejam {ey,...,en} e {E;, ..., Ey} referen-
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ciais ortonormais para R™ e M* respectivamente, entao

AW, e;) = divy(V(V,e;)) = de(eiT)

k
= > ei(Ve] Ej) == ei(Viel Ey).
=1

J=1

Como para todo X € X(M*), X{e;, E;) =0 onde i € {1,...,k}, temos pela compati-
bilidade da métrica que (Vxe;, E;) = —(e;, Vx E;). Logo,

k
A<\If,€i> = Z&j(@ﬁ', VEJE]>
j=1
Portanto A(V, ¢;) = (e;, kH), ou seja AV = kH .

Definicao 35. Uma variedade M* é dita estacionéria se H = 0.

Com tal férmula em maos, podemos concluir, por exemplo, que M¥ é estaciondria
se, e somente se, as componentes de ¥ sio funcdes harmonicas em M*. Da mesma
forma, suposicoes em W envolvendo Laplaciano também sao traduzidas para condicoes

em H, por exemplo, o seguinte Teorema de Takahashi.

Teorema 36 (Takahashi). Se uma imersdo isométrica W : M™ — R"™ 1 de uma

variedade Riemanniana M™ em um espaco Euclideano R+ satisfaz

para alguma constante A # 0, entdo \ € necessariamente positivo, e VU realiza uma
imersao estaciondria em uma hipersurperficie S"F(\/n/\) de raio \/n/X\ em R¥TFHL
Por outro lado, se V realiza uma imersao isométrica em uma esfera de raio R em R™ |
entao V satisfaz a menos de um deslocamento paralelo em R 1 e X =n/R? |

Demonstragdao. Pelo Teorema [35, AW = nH, logo nH = —AV, donde concluimos que

¥ é normal a imersao. Observe que para todo X € TM™
X([w]?) = X(¥, ) = 2(Vx T, ¥) = (X,¥) =0,

ou seja, | V]| é constante.
Tendo em mente que A||V||> = Tr (Hess || ¥||?) e Hess ||¥||? = V(V||¥|]?), segue-se

apos algumas manipulagoes que

AGIIP) =+ AV, W)
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assim

1
AGITIP) =n—= AT

Como ||U|| é constante, temos que
1
AGGII%) = 0= n = ¥|* = 0.

Portanto ||¥|| = (n/)\)l/Q, provando assim que W(M*) C S™1(y/n/N).

Agora vamos mostrar que a imersao ¥ : M"™ — S*T*+1 ¢ minima se, e somente se,
AV + A\ = 0.

Sejam p € M" e {Fj,..., E,} um referencial local em uma vizinhanga U C M™ de p,
geodésico em p. Assim, podemos completar esse referencial a um referencial adaptado
{E1,....,En,...,v1,...,v} para U(U), de modo que {Ey,...,Ey,...,v1,..., 0, ¥} é
uma base ortonormal de T,R"™**1 para todo q € U.

Denotaremos por V, V¥, V" as conexdes Riemannianas de M", S"*+1 R+k+1 e por

II,1I° a segunda forma fundamental de ¥ : M — SPHktl ¢ §s . Sntk+l _ Rothtl

respectivamente. Temos assim,

Ay VU = ( Z EiE;(¥y), ..., Z EiEi(‘I’n+k+1)>
i=1 i=1
A 33
i=1
i=1
Observe que,

Vi E = (ViE)' + (Vi E)"=Vy E +1I°(E;, E)
= VL E + (Au(E;), E) VU
= Vi LB — (Vg V, E)V
= Vi B — (B, E)U.

Como Vi E; = 11(E;, E;) + Vg, E;, teremos

Sendo o referencial geodésico em M, temos Vg, E; = 0. Substituindo [3.5] em [3.3] segue
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a igualdade

n

Ayn U = i[I(Ei,Ei)—ZwZ-,EZ)\D
=1 =1

= nH—nV¥
Portanto ¥ é minima se, e somente se AW = —nW .

O

A seguir faremos uma aplicacao do teorema de Takahashi, mostrando que a su-
perficie de Veronese é imersa minimamente de S?(1/3) em S*. Antes disso, temos os

seguintes resultados que sao bem tteis para problemas semelhantes.

. wn+l . ~ . frs . . .
Lema 37. Seja v : M™ — M uma imersao isométrica de variedades Riemannianas.

Se f: M — R é uma funcao suave, entio

Axrf = Anf—nH(f) — (Hessz[)(N, N)
em cada p € M, onde H é o vetor curvatura média da imersao e N é um campo
unitario, normal a M em uma vizinhanga de p.

Demonstracdo. Denote por V e V as conexoes Levi-Civita de M e M, respectivamente.
Se {e1,...,en, eny1 = N} é um referencial adaptado em uma vizinhanga de p € M em

W, temos em p que

n+1

Auf = ) (eei(f) = (Vee))))

=1

= Z{ei(ei(f)) — (Ve,ea)(f) = H(ei ) (f)} + N(N(f)) = (VaN)(f)

— Ayf —nH(f) — (Hessy f)(N, N).

[]

Coroldrio 38. Seja P : R"™! — R tal que P(z) = > lil<m a;z' onded = (iy,...,0h41) €

Z™ um polindmio harmonico, homogéneo de grau m em R*"™!. Se f = Plgn, entao
Agn f +Af =0,

onde A = k(k+n —1).

Demonstracao. Seja x : S* — R™"! a imersao canonica. Desde que P é harmonico,
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segue do Lema [37| que
0=AP =Asnf —nH(P)+ HessP(z,x) (3.6)

onde A é o Laplaciano e Hess é o Hessiano de R**1.
Seja A seu operador forma em relacao ao campo normal unitario N = —z, entao,

para um vetor v tangente a esfera, temos

AW) = —=(V,N)" = (V,z)" =0,

isto é, A = Id, onde Id denota o operador identidade. Portanto.

H(x) = %(tr AN = —z.
Fazendo 7(t) = (1 + t)z, obtemos
H(P) = —%P((l +t)a)|,_, = —%(1 +6)*,_ P(x) = —kP(z) = kf(z). (3.7

Usando por fim o fato de P ser um polinomio homogéneo de grau k e escrevendo

x = (x1,...,Tps1), Obtemos

2P
X
8xi8.rj

Substituindo (3.7)) e (3.8) em (3.6 teremos que

HessP(z,x) =

;= k(k - 1) (2). (3.8)

0= Aon f — nkf(z) + k(k — 1) f(z)

ou seja, Agnf = —k(k+n—1)f. ]
No caso em que P nao ¢ harmonico temos o seguinte Lema.

Lema 39. Seja P : R"™ — R tal que P(x) = >, ., a;2", onde i = (i1,...,in1) €

7"t Entao, temos

AP|g: = — Z li|(n + |i] — Dax’ + AgP

il<m

1 92 :
onde Ag = Y71 &, denota o laplaciano em R,
k

Demonstragao. Consultar [16]. O

Agora podemos seguir para o exemplo,
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Exemplo 19. A superficie de Veronese ¥ : S?(v/3) — R definida por

\Ij(x7 y? Z) - (

xy xz yz i —y? x2+y2—222>

V3IVEVE 23T 6

é uma imersio minima de S?(v/3) em S*. Para provar essa afirmacdo, inicialmente

mostremos que ¥ é uma imersao isométrica. Veja que,

2 2 2
UH(da? + - +de?) = d| L) +d[Z) +af L
( 1 5) (\/g \/3 \/g
2
i zz_yz 2_|_d x2+y2—222
2v/3 6 '

Derivando e desenvolvendo esses termos, obtemos

U o+ di?) = y2da? + 2zydxdy + x2dy? N 22dx? + 2xzdrdz + 22d2?

3 3
Y dz? 4+ 2yzdydz + 22dy?  x2%da® — 2xydxdy + yPdy?
+ +
3 3
2
(Zxdx + 2ydy — 4zdz>
+ 6 .

Como 22 + y* + 2% = 3, temos
xdx + ydy + zdz = 0. (3.9)

Podemos assim substituir 2zdz + 2ydy = —2zdz no tdltimo termo de ¥* | obtemos

(a2 + - 4 da?) = y2da? + 2xydxdy + x2dy? N 22dx? + 2xzdrdz + x2dz2?

3 3
+y2dz2 + 2yzdydz + 2*dy? N z2da? — 2zydxdy + y*dy?
3 3
322dz*
+ 3

Reorganizando,

22 4y + 22)dx® + (2% + y? + 2D dy? + (22 + y? + 2%)d2?

U*(dai + - +dag) = (

3
2uzdrdz + 2yzdydz + 2zdz  x*dx® — 2xydady + y>dy?
+ +
3 3
322dz?
T
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Colocando 22 + y? + 22 = 3 e 2zdz em evidéncia e usando (3.9)), obtemos

(22 + 9% + 22 (da® + dy? + d2?) N 2zdz(xdx + ydy + 2dz)
3 3
= do* + dy* + d2?

U (dat + -+ +dai) =

Portanto, ¥ é uma imersao isométrica. Como as coordenadas de ¥ sao polinomios

harmonicos homogéneos de grau 2, pelo Corolario |38 temos que

Devemos encontrar uma equagao semelhante, envolvendo Ag, (v3)- Para isso, considere
a aplicacao ¢ : R? — S?(v/3) dada por ¢(u) = V3z(u), onde  : R? — S*(1) é dada

2
-1 . ~ . .
por z(u) = 13@\? % , uma parametrizacio para S?(v/3). Assim, os coeficientes da

métrica induzida por ¢ e x satisfazem
o [ Op Op\ _ d(V3z) 0(V3z)\ 5 Jx Ov \ _ _ 34
gij n 81111" an n 8uz ’ 8Uj n 8ui’ 8uj Zj’

det(g)? = 3%det(g)" e 9] = gg;].

Denotando o Laplaciano de S"(1) por A, usando a Proposigao (11| temos

ou seja,

Agz = \/27127::8( \/g_%"c‘?) WZ@( j\/@@j)
= ﬁ;@(gfx/g_xaj)

1 1
= _Ads2 = _Aa
3 7 3

onde Adsg, e Age2 sao os laplacianos na métrica induzida por ¢ e x, respectivamente.

Pela igualdade acima podemos escrever a equacao (3.10) na forma

Adsi‘ll —|— 2\1/ - O

Como d¥F + - + d¥3 = da® + dy® + dz*, temos que Ay = Ay . Logo,
Ay W+ 20 = 0,

Segue entdo do Teorema de Takahashi que ¥ é uma imersdo minima de S?(v/3) em S*.
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3.2 Teorema de Markvorsen

Uma extensao do teorema de Takahashi foi obtida por Markvorsen em 1989, mos-
trando assim, que o comportamento do Teorema de Takahashi pode ser elevado a
cenarios mais gerais, de uma imersao semi-Riemanniana em qualquer componente de

qualquer esfera ” generalizada”, no espaco semi-Euclideano R,

Teorema 40 (Markvorsen). Se uma imersdao isométrica ¥ : M* — R*"™ de uma

variedade semi-Riemanniana M* em um espaco semi-Euclideano R satisfaz
AU+ AU =0 (3.11)
para alguma constante A # 0 , entao V realiza uma imersao estaciondria em
Sir) = {w e BRI < (w2 = 1),

onde r = (\/k/|\]) e sign X\ = sign(¥, V) . Por outro lado, se ¥ realiza uma imersdo
isométrica estaciondria em S)'(r), entdo ¥ satisfaz a menos de um deslocamento
paralelo em R e X\ = (k/r)sign (¥, ¥).

Demonstracao. Analogamente as primeiras linhas da demonstracao do Teorema de

Takahashi, H = —2W e ||¥|| é constante, assim
(U, 0) = eqr?.

onde ey = sign (¥, ¥). Portanto W(M*) C S(r).
Agora vamos provar que r = (k/r)sign(¥, ¥). Definamos { = 3(¥, ¥), e para todo

campo V temos
(VG V) = VE = VE0,0) = (Vo W) = (V. W)
Pela arbitrariedade do campo vetorial V', V{ = W. Logo,
HessC (X, X) =(VxV( X) =(Vx¥, X) = (X, X)

Portanto

>

<

I
WE

Hess ((X;, X;) + k{grad {, H)

1

.
Il

NE

(X, Xi) + E(U,H) = k(1 + (¥, H)).

1

.
I
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Como VU é constante, AV = 0 pela igualdade acima, (U, H) = —1. Logo (¥, %\If> =

+1 e portanto 2e,r? = +1, ou seja r = (k/r)sign(¥, ¥).

Para a reciproca do teorema, supondo que V¥ realiza uma imersao isométrica em
S™(r), defina II, II°, II°" como a segunda forma fundamental de ¥ : M* — R?H1
s MF — 8", U §™(r) — R™! respectivamente. Entao por temos a formula

de Gauss para U*" dada por
Vi W = Vi W +e(AgV, W)U.
para todo V,W € TM. Assim,
ViW —VyW =V W = VW +e(AyV, W)U.
Portanto,
IH(\V,W) =I1I*(V,W)+ 1I°"(V,W) paratodo V,IW € TM.

Consequentemente os campos vetoriais curvatura média H e H® estao relacionados por
1
H=H"+ z ; el I (X;, Xi),

onde {X;} é uma base ortonormal do campo vetorial tangente a M*. Agora como H

é proporcional a U que é perpendicular a S”(r) obtemos H® = 0. O

Exemplo 20. Seja ® : D* — H* C L* uma imersao isométrica dada por

14224y 2 2
Tty - Y 0), (3.12)

onde D? = {(z,y) € R?|z? + y* < 1}, munido da métrica Riemanniana

4
g= (1—962—@/2 0 )
0 4
1—22—y?

é conhecido como disco de Poincaré.
Mostraremos que ® realiza uma imersao estacionaria em H*. Calculando o laplaci-

ano dessa aplicagao.

A(I) - (Aq)l, Aq)g, A(I);g, A(p4>
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Usando a Proposicao [11],

1 0D
A@k == m (Z det(g)gy?xf) Onde k: 1,2,3,4.
\ 2

Logo,

A(I)4 - 0,

(1—a>—=y®2 (0 (0 (1+2*+y? O (0 (1+z*+y?
Ab), = ——— 5|l )t |l 77—
4 Ox \ Oz \ 1 — 22 — 2 Oy \ oy \ 1 —z22 — 92

(=2 —y)P AB -2+ 1) A3y -2+ 1))

4 (]_ — 2 y2)3 (1 — 2 _ y2)3

(1—a2% —y*)? (1227 —4y® + 4+ 129% — 42 + 4
1 (1— 22— y2)3

_ A2ty (o0 2w N\, O0(0( 2
Ady = 4 Or \ dx \ 1 — 2% —9? +ay oy \1— a2 —y?

Sy ()

(=2 —y?)? [ 4x(a® + 3 - 3y°) N 4z (3y* — 2% + 1))

1 (1— 22 — 423 (1— 22 — 2)3
(=2 =) 16z
= 1 (1— 22— 2)
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3.3. Imersao estaciondria tipo-espaco em [ X S"
NFR

_ U=atmyr o0 2y \\, 000 2y
Ats = 4 Ox \ 0x \ 1 — x2 — 32 +8y oy \ 1 — a2 —y?

(A Ny )

(=2 [y -y + 1) dy(y +3 - 3’y2)>

4 (1— 22 — 42)3 (1— 22 — y2)3
_ (d—a2? -y 16y 5 2y
4 (1 — 22 —9y?)3 1—a22—92 )
Portanto
2 2 1 2 2
AP = 2 2$ 2 2y 27 +$2+92
l—ar—y* 1l -2 —y> 1 —2°—y

= 20.

Pelo teorema de Markvorsen ® realiza uma imersao estacionaria em H?*.

Como um caso particular de tal resultado temos o seguinte Corolério, para subva-

riedades no espaco-tempo Lorentz-Minkowski LL".

Coroldrio 41 (Markvorsen). Se uma imersio isométrica ¥ : M*¥ — L™ de uma

variedade Riemanniana M* em um espaco-tempo Lorentz-Minkowski " é tal que

AT 4+ AT = 0 (3.13)

para alguma constante A > 0, entao V¥ realiza uma imersao estaciondria tipo-espago
em um (n-1)-dimensional, espago-tempo De Sitter S}~ (1/k/)) de raio (1/k/)) em L™
Por outro lado, se ¥ realiza uma imersdo estaciondria tipo-espaco em S} '(R), entdo
U satisfaz a menos de um deslocamento paralelo em L™ e A = k/R?.

Demonstracao. Segue diretamente do teorema anterior fazendo as devidas adaptagoes.
]

3.3 Imersao estacionaria tipo-espag¢o em [ X ;5"

Feito as consideracoes acima, agora estamos em condicoes de enunciar o resultado
principal citado anteriormente. Primeiramente, seja ¥ : M* — I x; S" uma imersao
tipo espago, identificaremos ¢ o ¥ por ¥, onde ¢ é o mergulho isométrico de I x,S"
em Q(r) dado em para uma funcao admissivel r adequada.
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Teorema 42. Seja ¥ : M* — L"*2 uma imersao isométrica de uma variedade Rie-

manniana M* em "2 satisfazendo
AV + qy,P=0 (3.14)

onde P é um campo vetorial ao longo da imersao W = (Vo, Wy, ..., ¥, 1), dada por
P = (T(‘IJO)T,(\IJO)a ‘1117 EIR) an—&—l); €

k= (r"(o)r(Wo) +1'(Wo)* — D[ V¥o|*

v, = (N TR € C™(M"), (3.15)

para alguma fung¢ao admissivel r com qg, > 0. Entao, ¥ realiza uma imersao tipo
espago, estacionaria em Q(r). Por outro lado, se ¥ realiza, para alguma funcdo ad-
missivel v com qg, > 0, uma imersao estaciondria tipo-espaco na hipersuperficie Lo-

rentziana Q(r) entdo a ¢ verdadeira.

Demonstragcao. Primeiramente mostraremos que para uma funcao admissivel adequada,
U(M*) C Q(r). De fato, como

AV 4 ¢y, P =0e AV = kH,

temos
kH + q\pDP =0. (3.16)

Isso implica que o campo vetorial P ao longo da imersao tipo-espaco ¥ : M* — L"+2,
¢ normal em todos os lugares.

Agora, a formula de Weingarten para ¥ : M* — L"+2 ¢ o0 campo vetorial normal
P fornecem

VP =—A,(V) + ViP (3.17)

Calculamos o lado esquerdo de (3.17) para cada V = (vg,v1,...,Uns1) € TpMF,

obtemos

VOP = V(W) (¥0))ah + S V(T

=1

= ([r’(\llo(x))Q + 7(Wo(x))r" (Vo(z))]vg, v1, . .. ,Un+1)

= ([T/(‘I/()(Jf))z + r(\Ifo(x))r”(\Ifo(x))]vg + vy — Vg, V1, . . - 7Un+1>

0

= V4wl (Wo(x))” + r(Wo(x))r" (Vo(z)) — 5

(3.18)

U (z)
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Por (3.17)) temos

Ap(V) ==(Vy.P)',

por [3.18| concluimos,

ot

T
0 )

Ap(V) = - (V + v (Wo(2))? 4 (Vo (x))r" (Vo (x)) — 1]

a T
= —1d(V) = [r'(o(z))* + r(To(2))r" (¥o(x)) — 1]d\110(V)<a) (3.19)

Por resultados anteriores, para cada a € L"2, temos o campo vetorial a' =
V(¥,a) € X(M*). Em particular,

(2
| yio)

Substituindo (3.20) em (3.19)) obtemos

)T = V(U, ep) = —V,. (3.20)

Ap = —Id+ [r'(r'(Vo)? + r(Vo)r" (Vo) — 1]d¥o & V. (3.21)

Portanto, para uma base ortonormal {E;} do campo vetorial tangente para M*,

k
Tr(Ap) = > (Ap(E:),E))

1
k

= —k + [7’/(\1]0)2 + ’I“(\IIO)T”(\IIO) — 1] Z<d‘1’o e, V\I/()(EZ), Ez)

= —k+ [F(W0)” + r(To)r"(Wo) — 1] Y (dWo(E;) Vo, E;)

= —k+ [F(W0) + r(To)r" (Vo) — 1] Y d¥o(E;)(VTy, E)

= —k+ [7‘/(\1’0)2 + T(‘IIO)TN(‘I’O) - 1] ||V\I’0||2

- k — [r’(\IJO)2 +7(Wo)r"(Wo) — 1} IV, 2 , 201 _ 2
- ( r(Uo)2(1 — 1/(Wg)2 ) o =)
= qugr (W01~ (), (3:22)
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e por (3.16]), temos

Tr(Aw) = (An(E). E) = (o(5, E) H) = (a(5, B), - 2P)

= Do ()2 (1 #(4)?). (3.23)

Note que
Tr(An) = (a(Ei, E;), H) = k[|H]|*.

Assim por ((3.23))
2
B2 = L2 ()2(1 — ' (10)2). (3.24)

Por outro lado, a férmula (3.16|) nos da

2 2 n+1

g g

IHIP = =2 IP* = -3 (— r(Wo)?r' (Wo)? + > \11?). (3.25)
Jj=1

As duas férmulas acima, (3.24)) e (3.25)) implicam que

n+1

Z U2 = r(¥)?, (3.26)

concluindo que ¥(M*) C Q(r) C L"*2

Resta provar que W : M* — Q(r) é estaciondria se, e somente se
AV + qg,P = 0. (3.27)

Sejam I e 119 a segunda forma fundamental de ¥ : M* — L"*2 e U : M* — Q(r)
respectivamente. De (2.22)) e denotando V a conexao de M*, temos

VY —VxY = VxY - VxY + (AX,Y)N,
logo,
II(X,)Y) = II9X,Y)+ (AX,Y)N,

para todo X,Y € X(M*), onde N, é o campo vetorial normal unitdrio para Q(r)

em L""? e A corresponde ao operador de Weingarten (2.24]). Consequentemente, os
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respectivos campos vetoriais, curvatura média, H e H? estao relacionadas por

H=H® +

k
Z (AE;, E;))N

wIH

Entao H? = 0 pelo Lema [29] se, e somente se

H = % (zZ<AEi, EZ->)N
(

onde T'" denota a componente tangente de T' em M¥. Pela equacao de Beltrami ([3.1)),

temos

AU = (lm(\llo) + 5(\1!0)“TTH2) N. (3.28)

Agora, para qualquer referencial, ortonormal tangente {E;}, temos

k
177 = Z<T<t,x>,Ei>
B 1 b (o) ' (Tg)
- 1—r/<%>2;<<’r<%>‘“ T e ) (B0 B ) )
I B A A | 1) P :
— 1—7“’(\110)2;( Ez(\lfo)-i—r(\llo)\IhEZ(\Ifl)-l— +r(%)\11n+1Ez(\I/n+1))
1 k
1 —7r'(¥p)?

= (1=7/(%)")[[ V.

D4 expressao acima e a férmula (2.25)) obtemos
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—k
r(Wo)y/1 —1r'(Vy)?
+7“"(‘I’0)7‘(‘I’0) + 7' (Wy)* — 1
r(\lfo)(l — 7”(\110)2)
—k + (r"(Po)r (o) + 1'(¥p)* — D[Vl

r(Wo)y/1—1'(W¥)? 7

que permite reescrever o lado direito de (3.28)) como

ka(Po) + B(R) T =

(1= 7"(W0)*)IIVTo]*

ol

a0 = (kaw) + 50|77 )N

(—k‘ + (1" (To)r(Ty) + 7'(Vy)? — 1)||V\If0||2>N
r(Wo)y/1 — (V)2
R )W) + ()~ DT
= (U021 — (W0)?) >< (Lo)r(¥o). T, ¥nn)

= —q\yOP

Portando H? = 0 se, e somente se

AV + gg,P =0 (3.29)
0

Observe que o teorema anterior nos fornece um sistema de equacoes diferenciais

elipticas para as componentes da imersao tipo-espaco ¥ : M* — L"+2,

A\IJQ + q%r(\Ifo)r/(\I/g) =0
A\PZ+Q\IJO\I/Z:O, i:1,2,...,n+1,

(3.30)

onde dado uma variedade Riemanniana M* e uma funcio admissivel r(¢), ao solucionar
tal sistema encontramos a imersao estacionéria que leva M* em Q(r).

Explorando ¢qg,, podemos procurar uma fun¢ao admissivel r tal que
7 (Uo)r(Wg) + 7' (Vg)* — 1 = 0.

Temos a seguinte EDO,
vy + () =1.
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Usando os métodos de solucao de EDO, encontramos
y? = (332 +Cx + C’l).
Tomando C' = 0, temos
¥’ = (2 +C1) =y =22+ Cy.

Assim sendo, r(t) = V12 +Cy e r'(t) = t2t+C quando C; > 0 claramente temos uma
1

funcao admissivel. Calculando gy, para essa funcao r teremos

k
\j = 2
T W o) - )
B k
V2O - 2
Kk
-k

Logo, a func¢ao gy, uma fungao constante. Observe também que o espago Q(r) serd
um De Sitter de raio v/C].
Para r(t) = /1?2 4+ C1, temos P = (Uy, ¥y,..., V¥, 1), portanto a equagao (3.14])

acaba recaindo na expressao do Teorema de Markvorsen,

k
AV + —¥ = 0.
+C1

Exemplo 21. Seja o espaco De Sitter S?(1) = {(z,y,2) € L?| —2? + ¢*> + 2% = 1},
parametrizado pela aplicacao v : R? — IL? dada por

Y(u,t) = <u, cos(t)V1+ u2, sen(t)m)

A procura de uma subvariedade tipo-espago de S?(1), tomemos o plano IT : 2x—y—z = 0
(Fig. cujo vetor normal é (2, —1, —1), um vetor tipo-tempo, implicando assim que
o plano II é tipo-espago. Devemos determinar S?(1) N II, pois claramente serd uma
subvariedade tipo-espaco de S3(1).

Seja {e1, ea} uma base ortonormal para II. Se p € II entao existem a,b € R tal que

p = ae; + bey, logo se p também pertence a S?(1) entao (p, p) =a® + b* = 1. Portanto,
a(t) = cos(t)er + sen(t)es

é uma parametrizagao para I1 N S3(1).
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Plano 11 De Sitter de raio 1

Figura 3.1: Gréficos, plano II e De Sitter de raio 1.
Note o/(t) = —sen(t)e; + cos(t)eq, assim
(d/(t),d/(t)) = sen®(t) + cos*(t) = 1.
Portanto, o/(t) é tipo-espago. Além disso, temos também que
a’(t) = —cos(t)e; — sen(t)es = —a(t)

Implicando que () é normal a S?(1), portanto «(t) é uma geodésica de S?(1). Por
a(t) ser tipo tempo, sua métrica é positiva definida. Tomando a curva a(t) no R3
definamos a aplicagao ¥ : R* — 13 como a inclusao da curva a(t) do R? no L? . Como

a/(tg) é um referencial geodésico em «(tg) = p, teremos que

AV (a(t)) = o () (/) (V) (p) = —5¥(p) = a”(to) = —V.

Pelo teorema anterior, ¥ realiza uma imersao tipo-espago estaciondria em @Q(r) para
r(t) = V1 +12. Pelo exemplo Q(r) é isométrico I Xcoenr) S. Seja & @ Q(r) —
I X cosn(ry S™ essa isometria, entao { o W é uma imersao tipo-espaco estaciondria de a(t)
em I Xcosn(r) S™.

Para determinar os vetores eq, e; note que
Uy = (1/\/3707 2/\/5)7 Uz = (Oa 1/\/§> _1/\/§>

uma base para II, porém nao é ortonormal. Usando o processo de ortogonalizacao de
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Gram-Schmidt

uk+17 U’L
Vk+1 = Ug+1 — Z S TR T ||U ||2 U;
)

onde &,, = (v;,v;), tomando v; = uy, logo em notagdo de matrizes

0 1/v/3 1/v/3
ve=1 1/vV2 | + % 0o =112
—1/V2 2//3 1/2V3

Note que (v, v9) = 1. Normalizando v, temos a base ortonormal para o plano II dada
4

por

1/v/3 2//3
e = 0 yea=|2/V2
2/V/3 1/v/3

Assim temos explicitamente que

1 2 2 2 1
at) = <%cos(t) + %Sen(t) : Esen( ), \/gcos( )+ ﬁsen(t)).

Graficamente temos,

Curva a(t)

Figura 3.2: Curva «(t)

Por a(t) ser uma curva tipo-espago, sua métrica é Riemanniana.
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Se tomarmos r(t) = 1 para todo t € R, entao Q(r) é isométrico ao espago-tempo

estatico de Eintein R x S", consequentemente temos

Corolario 43. Uma imersao tipo espaco, ¥ : M* — Q(1) C LL"*2 ¢ estaciondria se, e

somente se
AUy =0, AU; + (k+ ||[VT|H¥; =0, i=1,2,...,n+ 1. (3.31)

Como uma consequéncia imediata, as tinicas subvariedades, compacta, estacionaria
e tipo-espaco em Q(r) sdo as subvariedades compactas e estacionarias de uma fatia
{to} x S* = §S".

Proposigao 44. Dado uma imersao estaciondria tipo-espaco ¥ : M* — Q(r), se

fungao r(¥y)? sobre M* atinge um valor maximo local em z € M* entdo gy, (z) > 0.

Demonstracao. Temos pela definicao que

k= (" (W) r (o) + 1 (Wg)? — 1)HV\I/0||2.

qv, = T(\Ifo)Q(l _ 7’/<‘Ifo>2) (332)

Se r(¥g)? atinge um valor maximo local em z € M*, entdao 2r(¥y(x))r' (¥o(x)) =0 e

' (Wo(z))2+7r(To(x))r"(¥o(z)) < 0. Portanto, k—(r"(Wo)r(Wo)+r' ()2 —1)|| VT |* >
0, assim qy,(z) > 0. O

62



Bibliografia

[1]

[11]

[12]

B. O’NEILL, Semi-Riemannian geometry with applications to relativity, Academic
press, 1983.

C. A. DAvVID RIBEIRO, Imersoes isométricas em produtos Warped, Tese de Dou-
torado, UFC 2019.

D. FErRREIRA, E. A. Lmva, F. J. Paromo, A. ROMERO, A new
approach to the study of spacelike submanifolds wn a spherical Fried-
mann—Lemaitre—Robertson—Walker spacetime: characterization of the stationary

spacelike submanifolds as an application, J. Phys. A: Math., 2023.

F. F. SANTANA, Identidades de Hsiung-Minkowski e Aplicagoes Geométricas, Dis-
sertagao de Mestrado, UFMG 2012.

I. T. Couro, Topics in Lorentz Geometry, Notas de aula, 2019.

I. T. Couto, A. LYMBEROPOULOS, Introducdo a Geometria Lorentziana: Cur-

vas e Superficies, Sociedade Brasileira de Matematica, 2018.

J. K. BEEM, P. E. EHRLICH, Global Lorentzian Geometry, Monographs and
Text- books in Pure and Applied Mathematics, vol 202, 1996.

J. M. LEE, Introduction to Smooth Manifolds, Springer, 2013.

L. C. EvVANS, Partial Defferential Equations, American Mathematical Society,
1997.

M. M. AKBAR, Embedding FLRW geometries in pseudo-FEuclidean and anti-de
Sitter spaces, 2017.

M. P. bo CARMO, Geometria diferencial de curvas e superficies, Sociedade Bra-
sileira de Matematica, 2005.

M. P. po CARMO, Geometria Riemanniana, Instituto de Matematica pura e
aplicada, Berlin, 1970.

63



Bibliografia

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

R0

S. MARKVORSEN , A Characteristic Eigenfunction for Minimal Hypersurfaces in
Space Forms, Math Z., 202, (1989), pp. 375-382.

P. A. MULLER, Teoria de comparacao de volume na geometria de Lorentz, Dis-
sertacao de Mestrado, UFSC 2020.

R. H SAcHs, H Wu, General Relativity for Mathematicians Graduate Texts in
Mathematics vol 48, 1977.

R. N. RODRIGUES DA CUNHA , Imersoes isométrica e o teorema de Takahashi,
Dissertacao de Mestrado, UFC 2014.

T. TAKAHASHI, Minimal immersion of Riemannian manifolds, J. Math. Soc.
Japan., 18 (1966), pp. 380-385.

W. KUHNEL, Differential geometry : curves — surfaces - manifolds, translated
by Bruce Hunt, 2nd ed, 1950.

64



	384c7f733d3eba059e14e3359da9cba0026ee11566b530e449b73c4815f7cd3e.pdf
	fdd2e36ef68d34d7082e52a90f20e2567a943872bea5583baa02c7aa9fc3bdb1.pdf

	7f48486ebf4d28c396c34629fb2608ec0cc9d130317c0b92c26aaf8953d39243.pdf
	384c7f733d3eba059e14e3359da9cba0026ee11566b530e449b73c4815f7cd3e.pdf
	59316672602e474489644f82f9f2ae8692e32a75a68a89e742abe5f95918e164.pdf
	fdd2e36ef68d34d7082e52a90f20e2567a943872bea5583baa02c7aa9fc3bdb1.pdf
	Introdução
	Preliminares
	Variedades semi-Riemannianas
	Produto de Variedades

	Conexão Levi-Civita
	Curvatura
	Curvatura Riemanniana
	Curvatura seccional
	Curvatura de Ricci e escalar

	Gradiente, Divergente e Laplaciano.
	Gradiente
	Divergente
	Hessiano
	Laplaciano

	Imersões isométricas
	Subvariedade semi-Riemanniana
	Subvariedades totalmente geodésicas e Subvariedades totalmente umbílicas. 
	Hipersuperfície semi-Riemanniana e o operador de Weingarten

	Produto Warped 
	Espaços-tempo FLRW

	Variedade Lorentziana tempo orientável
	Isometrias em Rn.

	FLRW Esféricos e as Rotacionais 
	Mergulho isométrico de I f Sn em  Ln+2
	Mergulho Isométrico de I f Sn em Q(r)
	A geometria de Q(r).

	Takahashi, Markvorsen e principais resultados 
	Teorema de Takahashi
	Teorema de Markvorsen
	Imersão estacionária tipo-espaço em I f Sn

	Referências Bibliográficas



