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RESUMO

O presente trabalho traz uma breve descricdo historica da descoberta de um tipo de Geometria
ndo euclidiana, a saber, a Geometria hiperbdlica. Apresentando algumas de suas propriedades
e modelos que se aplicam a esse tipo de Geometria.

Palavras-chaves: Geometria. Euclidiana. Postulado. Hiperbolica.



ABSTRACT

This work presents a brief historical description of the discovery of a type of non-Euclidean

geometry, namely the hyperbolic geometry. Featuring some of their properties and that the
models represent.

Keywords: Geometry. Euclidean. Postulate. Hyperbolic.
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INTRODUCAO

Este trabalho se insere no contexto do ensino e aprendizagem, especificamente, no
campo das Geometrias ndo Euclidianas. O interesse por este tema surgiu ao longo do
desenvolvimento do Curso de Graduacdo, Licenciatura em Matematica, fundamentado nos
PCN,s para o ensino médio. Nesta descri¢cdo, procuramos refletir sobre o pensamento e as
ideias originais dos precursores da constru¢do do conhecimento geométrico, com base nas
necessidades formalizadas nas possiveis motivagbes que levaram a tais preocupacdes

legitimas.

O surgimento da Geometria esta ligado a necessidades do cotidiano, como medicao de terras e
construgdes. Ao reunir todo o conhecimento geométrico existente até a sua época, colocando-o em um
livro contendo treze volumes conhecido como os Elementos, Euclides fundamentou esses
conhecimentos a partir de um conjunto de cinco axiomas, que sdo verdades aceitas naturalmente, isto
é, que podem ser entendidas sem esforco do raciocinio e, portanto, sem necessidade de serem
demonstradas. Tais saberes fundamentou a solucdo de problemas e se mostrou suficiente para o
entendimento das ciéncias naturais até o século XIX, mas com a evolugdo do conhecimento surgiram
varias concepgdes e alternativas a Geometria Euclidiana. E, como consequéncias de diferentes
reconsideragdes conceituais surgidas ao longo do século XX se solidificou o entendimento sobre as
Geometrias ndo euclidianas. O principal motivo para esta mudanca de paradigma foi & polémica
surgida em torno da validade do quinto postulado de Euclides, pois ja na época em que Euclides
apresentou os Elementos alguns estudiosos acreditavam que nao se tratavam de um postulado e sim de
uma proposi¢do que poderia ser demonstrada a partir das quatro primeiras.

Durante varios séculos muitos matematicos tentaram deduzir o quinto postulado de
Euclides dos quatro primeiros, no entanto, 0 que muitos conseguiam eram afirmagdes
equivalentes ao quinto postulado de Euclides, ou seja, afirmacdes que quando substituidas

pelo quinto postulado desenvolvia uma Geometria que coincidia com a de Euclides.

Depois de varias tentativas sem sucesso, surgiram algumas suspeitas que pudessem
existir Geometrias diferentes da euclidiana com o mesmo rigor logico desta Gltima. Essas
suspeitas s6 foram confirmadas quando o matematico russo, Nikolay Ivanovich
Lobachewsky, publicou um livro que apresentava um tipo de Geometria diferente da de

Euclides e que era fundamentada na seguinte afirmacao:

Postulado de Lobachewsky: Dada uma reta e um ponto exterior a ela, existem pelos menos

duas retas paralelas a reta dada passando pelo ponto exterior.
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Esse trabalho traz alguns aspectos que diferenciam essa Geometria, apresentando 0s seus
principais idealizadores, e alguns resultados e modelos que se aplicam a esse tipo de Geometria ndo
euclidiana. Exploramos alguns métodos de calculos de areas, distancias entre dois pontos e medidas

de angulos, possiveis de ser compreendidos ao nivel de ensino médio.
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Capitulo 1

BREVE DESCRICAO HISTORICA

A origem da Geometria esta intimamente ligada a situa¢6es do cotidiano relacionadas
a agricultura e construc@es. Historicamente, os primeiros povos da antiguidade que iniciaram
0 estudo da Geometria foram os egipcios, babildnios e os gregos, aproximadamente por volta
do século XX a.C. i

Em meados do século Il a.C. durante o reinado de
Ptolomeu I, coube ao grego Euclides (325 — 265 a.C.) reunir todo o
conhecimento matematico existente até entdo, reescrevendo-o em

uma ordem ldgica. Dessa forma surgiu os Elementos, que foi o

Euclldés. For-fté:’
para todos 0s outros. Wikipédia.

primeiro tratado cientifico até aquela época, e serviu de modelo

Ao escrever os Elementos Euclides considerou um conjunto de dez axiomas, que sdo
verdades absolutas que ndo necessitam de demonstracdo, a partir dos quais toda a teoria
geométrica foi deduzida. Esse conjunto de dez axiomas foi dividido em dois grupos, um
contendo cinco nog¢des comuns e o outro contendo cinco postulados, a saber:

Nocdes comuns:
a) Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sdo também iguais.
b) Se iguais sdo adicionados a iguais, 0s totais sdo iguais.
c) Seiguais sdo subtraidos de iguais, 0s restos sdo iguais.
d) Coisas que coincidem uma com a outra, sdo iguais.
e) O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.
Postulados:
1) Pode-se tracar uma reta ligando quaisquer dois pontos distintos.
2) Pode-se continuar qualquer segmento de reta indefinidamente de maneira a obter uma
reta.
3) Pode-se tragar um circulo com qualquer centro e qualquer raio.
4) Todos os angulos retos sao iguais.
5) E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos internos, no mesmo
lado, cuja soma é menor do que dois angulos retos, entdo as duas retas, se continuadas,
encontrar-se-ao no lado onde estdo os angulos cuja soma é menor do que dois angulos

retos.
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A partir desses dez axiomas, todas as proposicdes e teoremas da Geometria euclidiana
foram demonstrados. Portanto, a Geometria euclidiana foi a primeira teoria axiomatica a ser
desenvolvida, e os Elementos era a fonte onde se encontrava toda essa teoria axiomatica.

A obra de Euclides influenciou fortemente 0 mundo matematico, servindo inclusive
como referéncia para grandes estudiosos dessa ciéncia. Ao ter causado tamanha influéncia, os
Elementos tornou-se alvo de criticas, uma vez que, na época em que fora escrito, a
Matematica ndo era rigorosa como a conhecemos hoje. Ao longo dos séculos que sucederam a
publicacdo dos Elementos de Euclides, a Matematica foi ganhando forma e rigor, devido a
contribuicdo de diversos matematicos que marcaram seus nomes na histéria dessa ciéncia. Os
Elementos foi sendo publicado e estudado em varios lugares longe da Grécia. No ano de 1899,
0 matemético alemdo David Hilbert (1862-1943), apresentou uma de suas obras,
Fundamentos da Geometria, onde fazia um estudo aprofundando dos Elementos de Euclides.

O ponto alvo das criticas dos Elementos era o quinto postulado. Ja na época em que
Euclides apresentou sua obra muitos olhavam o quinto postulado com desconfianca, uma vez
que seu enunciado se diferenciava dos demais pelo seu tamanho e sua complexidade. Nos
anos que sucederam a publicacdo dos Elementos foram muitas as tentativas de provar o quinto
postulado a partir dos quatro primeiros.

E nessas inimeras tentativas de provar o quinto postulado surgiu varias afirmacdes
equivalentes a ele, que foram chamados de substitutos. Uma proposicao era dita substituta do
quinto postulado, quando fazendo uso dela juntamente com os quatros primeiros postulados
seria possivel desenvolver uma teoria que coincidia com a Geometria euclidiana. E mais, na
teoria desenvolvida seria possivel demonstrar o quinto postulado a partir dos quatro primeiros
juntamente com a proposicdo substituta. Um dos postulados substitutos mais conhecidos é
atribuido ao matematico escocés John Playfair (1748-1819):

Axioma de Playfair. Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma Unica reta paralela
a reta dada.

Prova. Para provar este resultado iremos utilizar a seguinte proposicao:

Proposicdo: Se uma reta corta duas outras formando angulos correspondentes iguais, entao,

as duas retas sao paralelas.
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Prova. Suponha que as retas ndo sejam paralelas. Assim, elas se encontrariam formando um
triangulo com um angulo externo igual a um angulo nédo adjacente como na figura acima. E
isto contraria o teorema do angulo externo. Logo as retas sdo paralelas.

Voltemos a prova do axioma de Playfair. Seja m uma reta dada e P um ponto exterior a

esta. Seja n a reta perpendicular a m passando pelo ponto P, como na figura abaixo.

A partir do ponto P trace a reta m’ perpendicular a reta n. Pela proposi¢do acima as
retas m e m’ sdo paralelas. Suponhamos agora que existe outra reta m” paralela a m passando
pelo ponto P. Esta reta formarad um angulo agudo com a reta n, logo pelo quinto postulado de
Euclides m” intercepta a reta m. O que € absurdo.

Muitos outros substitutos foram propostos, entre eles podemos destacar:

1) A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre igual a dois angulos retos.
2) Se trés dos angulos de um quadrilatero séo retos, entdo, o ultimo também ¢ reto.
Estes e 0s outros substitutos serviram para mostrar a complexidade e a importancia

que envolvia o quinto postulado.
Suas consequéncias incluem as proposi¢cGes mais conhecidas e mais utilizadas da
Geometria. Sem ele, ou um de seus equivalentes, ndo teriamos o teorema da soma
dos angulos internos de um tridngulo, toda a teoria dos tridngulos semelhantes e,
consequentemente, a trigonometria, deixariam de existir, e o0 tratamento dado por
Euclides para o conceito de area teria de ser amplamente revisto. (BARBOSA, 2002,
p. 19).
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As tentativas de demonstrar o quinto postulado continuaram, grandes matematicos da
historia e alguns estudiosos tentaram sem sucesso demonstra-lo. Nessas tentativas ou se
admitia uma proposicdo equivalente ao quinto postulado ou as afirmacdes feitas ndo podiam
ser provadas partindo dos quatro primeiros postulados.

Segundo relato de Proclus (410-485), que foi um dos muitos que tentaram demonstrar
0 quinto postulado, ja na época de Euclides surgiram tentativas de provar o quinto postulado.
O soberano grego Ptolomeu | que reinava no periodo em que Euclides apresentou 0s
Elementos, escreveu um livro sobre o quinto postulado e nele continha uma tentativa de
demonstracdo do mesmo.

Os éarabes tiveram uma grande contribuicdo nas descobertas matematicas. E, alguns
dentre aqueles estudiosos de matemética tentaram demonstrar o famoso postulado. Dentre
esses, Nasir-Edin (1201-1274), que escreveu uma versdao dos Elementos de Euclides em
arabe, foi quem, em sua tentativa de demonstracdo, utilizou de uma figura que depois ficaria
famosa com o nome de outro matematico. Esta figura era um quadrilatero, onde os angulos da

base eram retos e os lados adjacentes a esse angulos retos eram congruentes.

A Al

B B

Ele concluiu que os dois angulos superiores também eram retos, e que a figura era um
retdngulo. Tracando uma diagonal, ele dividiu a figura acima em dois triangulos retangulos
congruentes. Chegando a concluséo, que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.
E isto, como vimos anteriormente, € uma proposicdo equivalente ao quinto postulado de
Euclides.

Outros matematicos continuaram a incansavel busca da demonstracdo do quinto
postulado. No ano de 1889, foi encontrado um livro que havia sido publicado na cidade de
Mildo em 1733, pelo padre jesuita Girolamo Saccheri (1667-1733) que havia tentado
demonstrar o quinto postulado, substituindo-o por uma proposicao que Ihe fosse contraditoria.
Devido a este fato, Saccheri é considerado o precursor daqueles que viriam a descobrir as
Geometrias ndo euclidianas. Em sua demonstracdo, Saccheri utilizou um quadrilatero ABCD

que tém dois angulos retos e dois lados congruentes. Nesse quadrilatero os lados congruentes

14



AD e BC sdo perpendiculares a base AB. Embora esse quadrilatero coincida com o do persa

Nasir-Edin, ele ficou conhecido como o quadrilatero de Saccheri.

D C

A B

Outro matematico que conseguiu trilhar caminhos semelhantes aos de Saccheri foi
Johann Heinrich Lambert (1728-1777) que escreveu um tratado sobre a teoria das paralelas,
publicado depois de sua morte.

Assim como Saccheri, Lambert considerou um quadrilatero em sua demonstracdo. O
quadrilatero de Lambert contém trés angulos retos.

D C
L]

A B

Em seus estudos Lambert conseguiu muitos resultados importantes, conseguindo ir
mais longe do que Saccheri em suas descobertas, escrevendo inclusive sobre triangulos em
superficies esféricas.

A medida que o tempo passava novas descobertas eram feitas a respeito de uma
Geometria diferente da euclidiana.

No inicio do século XIX era consideravel o avanco que se tinha alcancado com as
tentativas de demonstrar o quinto postulado. O principal representante da Matematica nessa
época era Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Como era de se esperar, Gauss, assim como
Saccheri e Lambert, estava tentando uma demonstracéo por reducédo ao absurdo. Embora nao
tenha publicado nada a respeito, pelos documentos encontrados, entre eles, cartas enviadas a
outros interessados no assunto, Gauss foi 0 primeiro a compreender que seria possivel existir
uma Geometria com estrutura logica e diferente da euclidiana. A ndo publicacéo por parte de
Gauss de algo relativo a essa teoria deve-se muito ao fato da igreja ter adotado a Geometria

euclidiana como verdade unica. Ao publicar suas ideias em relacdo a essa nova Geometria,
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Gauss estaria confrontando o ideal que a igreja defendia, e em, tempos como aqueles, onde a
Inquisicdo perseguia a todos que fossem contrarios ao que a igreja pregava, isto seria 0
mesmo que cometer suicidio. Entre os matematicos da época, com quem Gauss trocava
correspondéncia a respeito do quinto postulado, merece destaque o hingaro Wolfgang Bolyai
(1775-1856) que foi autor de um trabalho a respeito da teoria das paralelas e que continha
uma demonstracdo equivocada do quinto postulado. Sua obra mais importante foi o
Tentamen, livro que trazia como apéndice importantes descobertas sobre uma Geometria néo
euclidiana. Estas descobertas devem-se ao filho de Wolfgang, Johann Bolyai (1802-1860).
Johann cresceu vendo seu pai tentar demonstrar o quinto postulado sem muito sucesso. Dessa
forma, foi natural seu interesse em tentar conseguir aquilo que seu pai durante tanto tempo
tentou e ndo havia obtido resultados concretos. Em meados de 1820, depois de alguns anos
tentando demonstrar o quinto postulado, Johann comecou a descobrir resultados que
direcionava para uma Geometria geral que tinha a Geometria euclidiana como caso particular.

Ao admitir que existia mais de uma paralela passando por um ponto exterior a uma
reta dada, Johann percebeu que a existéncia de duas dessas retas implicaria em uma infinidade
delas. As proposi¢Oes que surgiram a partir dessa observacdo ndo dependiam do quinto
postulado e constituiram-se como a base de uma Geometria geral para o espaco.

Johann comentou com seu pai a respeito de suas descobertas, e ele sugeriu que esse
trabalho fosse publicado como apéndice de seu livro Tentamen. A publicacdo sé ocorreu em
1832. Como na Matematica algumas descobertas ocorrem em uma mesma época em
diferentes partes do mundo, Johann teve que dividir sua descoberta com o russo Nikolay
Ivanovich Lobachewsky (1793-1856). Lobachewsky publicou varios trabalhos a respeito dessa
nova Geometria e suas conclusdes relacionadas ao assunto foram publicadas em 1829. Nessa
publicacdo, Lobachewsky sugeriu que, nesta nova Geometria, existia mais de uma reta
paralela a uma reta dada passando por um ponto, e a soma dos angulos internos de um
triangulo seria menor que dois angulos retos. Por isso, Lobachewsky é considerado o pai
dessa Geometria ndo euclidiana, que hoje é considerada como Geometria hiperbdlica.

Depois do surgimento da Geometria hiperbdlica a sociedade Matematica perguntava-
se se seria possivel existir outras Geometrias diferentes da euclidiana e da hiperbolica. Essa
pergunta ficou sem resposta até o ano de 1851, quando o matematico alemdo Georg Bernhard
Riemann (1826-1866) no processo de admissdo para professor-adjunto da Universidade de
Gottingen, expds em sua aula inaugural resultados que ele tinha descoberto ao negar o quinto
postulado de Euclides. Essa Geometria é desenvolvida na superficie de uma esfera, e

diferentemente da Geometria euclidiana, ndo existem retas paralelas, e a soma dos angulos
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internos de um triangulo é maior que dois angulos retos. Essa Geometria foi denominada de

Geometria de Riemann em homenagem ao seu descobridor.

17



Capitulo 2

DESCRICAO MATEMATICA DA GEOMETRIA HIPERBOLICA

A Geometria hiperbolica é fundamentada em uma forma de substituir o quinto postulado de

Euclides. Essa substituicdo do quinto postulado é conhecida como Postulado de Lobachewsky.

Postulado de Lobachewsky: “Por um ponto fora de uma reta, podem ser tracadas pelo menos duas

retas que ndo encontram a reta dada”. (Barbosa, 2002, p.56).

Pelo postulado acima foi possivel afirmar que existem duas retas m; e m, que passam por P,
um ponto exterior a uma reta dada, e ndo encontram a reta dada n, essas duas retas m; e m, separam o
conjunto de retas que interceptam a reta n, passando por P, do conjunto de retas que néo interceptam a
reta n. As retas m; e m, séo chamadas de retas paralelas a n passando por P, e tém a particularidade de

formarem angulos o e f agudos com a perpendicular baixada de P em relacdo a reta n dada.

Por uma questdo de simplificar alguns enunciados e demonstracdes na Geometria hiperbélica
fez-se necessario distinguir as duas retas paralelas uma da outra em relagéo a direcdo do paralelismo,
denominando uma de reta paralela a direita e a outra de reta paralela a esquerda. Na figura anterior m;
¢ a reta paralela a direita e m, é a reta paralela a esquerda. Dessa forma, dada uma reta e um ponto

exterior qualquer, temos uma Unica reta paralela a direita e uma Unica reta paralela a esquerda.

Algumas propriedades das retas paralelas que valem na Geometria euclidiana continuam

valendo na Geometria hiperbolica, tais como:
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Teorema 1. Se uma reta € paralela, passando por um ponto e em uma determinada dire¢do, a uma
reta dada, entdo, ela é, em cada um de seus pontos, paralela ha mesma direcéo a reta dada.

Prova. Na figura abaixo, consideremos a reta m que passa pelos pontos A e B, como sendo
uma das paralelas a reta n passando pelo ponto P. Suponhamos que m seja paralela a direita.
O caso em que m é paralela a esquerda é feito de modo semelhante. Seja R um ponto qualquer
de m. Mostremos que m é também uma das retas paralelas a reta n passando pelo ponto R e

gue também ¢é paralela a direita. Para isso, devemos considerar dois casos.

A P R B

H
S

Caso 1. Suponha que o ponto R esta no lado do ponto P na dire¢do do paralelismo.
Baixe as perpendiculares dos pontos P e R em relagdo a reta n, e sejam Q e S,
respectivamente, os pés dessas perpendiculares. Considere os segmentos PQ e RS. Vamos
mostrar que toda reta passando por R e entrando no angulo SRB corta a reta n. Seja RT um
segmento de uma de tais retas. Tome um ponto U pertencente a esse segmento. Trace PU e
RQ. Pelo paralelismo no ponto P, e como m divide as retas que interceptam n das retas que
ndo interceptam n, temos que a reta que passa pelos pontos P e U intercepta a reta n num
ponto M. E mais, pelo Axioma de Pash, essa reta deve cortar 0 segmento RQ num ponto,
digamos N. Utilizando novamente o Axioma de Pash, concluimos que se prolongarmos o
segmento RU, o mesmo deve cortar o lado QM do triangulo QNM, como na figura. Assim, a
reta que passa pelos pontos R e T, ou seja, a reta que corta o angulo SRB intercepta a reta n.

Caso 2. Para 0 caso em que 0 ponto R esta no lado do ponto P oposto ao paralelismo é
feito de modo inteiramente analogo.
Teorema 2. Se duas retas sao paralelas a uma terceira, na mesma direcdo, entdo, sdo
paralelas entre si.

Prova. Primeiro, consideremos 0 caso em que a terceira reta encontra-se entre as duas outras.

— A B
E n 'i
m' D>

O
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Consideremos as retas como na figura acima. Sejam m a reta que passa pelos pontos A
e B, m’ a reta que passa pelos pontos C e D e n a reta que passa pelos E e F, comm e m’
paralelas a reta n na mesma direcdo. Suponhamos que o segmento AC seja perpendicular a
CD. Considere ainda o ponto H situado no interior do angulo CAB e seja u a reta que passa
pelos pontos A e H. sendo m paralela a n, temos que u interceptard a reta que passa pelos
pontos E e F em um ponto . Trace o segmento CI. Usando o fato de que se uma reta é
paralela a uma segunda, entdo, a segunda é paralela a primeira temos que a reta que passa
pelos pontos E e F é paralela a reta que passa pelos pontos C e D. Dessa forma, a reta entra no
angulo CIF interceptard a reta que passa pelos pontos C e D. Logo, as retas m e m’ sd0
paralelas.

Consideremos agora 0 caso em que as duas retas m e m’ estdo do mesmo lado da reta

Suponhamos que m’ seja a reta que encontra-se entre as retas m e n. Tome um ponto
P em m. Considere a reta m’’ passando pelo ponto P e paralela a m’ na mesma dire¢do do
paralelismo entre m e n. Do que provamos na parte inicial temos que m’’ é paralela a n. Sendo
m paralela a reta n e como o paralelismo de m e m’’ ocorre na mesma diregdo, temos que
m = m’, pois, a reta paralela em um determinado sentido é Unica. Logo, as retas m e m’ sao

paralelas.

Nas representacOes de figuras da Geometria hiperbdlica, podemos perceber pontos que séo
imaginados com intersecdo de retas paralelas, sdo os chamados pontos ideais. “Na Geometria
Hiperbdlica duas retas paralelas ndo tém um ponto comum, porém se diz que se encontram num ponto
ideal. Portanto, chama-se de ideal o ponto de encontro de duas retas paralelas”. (Coutinho, 2001, p.

47). Iremos denotar os pontos ideais por letras gregas maiusculas como na figura abaixo.

—
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Sabemos que na Geometria euclidiana os triangulos s&o todos ordindrios, ou seja, seus vértices
sdo formados apenas por pontos ordinarios. Na Geometria hiperbélica, além dos triangulos ordinérios,
temos também os triangulos generalizados, que sdo triangulos que contém um, dois ou trés pontos
ideais em seus vértices.

Y

A®

De maneira semelhante aos triangulos ordinarios, os triangulos generalizados dividem o plano
em duas regides, uma interior e outra exterior. A regido interior é formada pelos pontos dos segmentos
de reta cujas extremidades sdo dois pontos dos lados do tridngulo generalizado. O complementar desta
regido é o exterior.

Considerando um triangulo generalizado ABQ com apenas um vértice ideal, ou seja, A e B
representam os vértices ordinarios e Q o vértice ideal, temos uma figura formada por um segmento AB

e por duas semirretas paralelas cujas origens sdo 0s pontos A e B.

B

ABQ

o

BAQ 0

\J

A*

Como no triangulo ABQ, temos a interse¢do de duas semirretas paralelas com um segmento
AB, é natural falarmos de angulos internos e externos de um triangulo generalizado. No tridngulo
considerado acima ABQ e BAQ sdo os angulos internos, e de maneira semelhante ao que ocorre com

os triangulos ordinarios, os angulos externos serdo os suplementos destes angulos.

A partir da ideia de angulo interno e externo, diremos que dois triangulos generalizados ABQ
e A’B’Q’ sdo congruentes se existe uma correspondéncia entre seus vertices, de maneira que, os lados

finitos se correspondam e sejam congruentes, e 0s angulos correspondentes sejam iguais.
Dessa forma, para um tridngulo generalizado AB() temos as seguintes propriedades:

Teorema 3. Se uma reta corta um tridngulo generalizado ABQ por um de seus veértices, entdo, ela

intercepta o lado oposto a este vértice.

Prova. Considere o triangulo generalizado como na figura abaixo.
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Se a reta penetra por um dos Vvértices A ou B ela interceptara o lado oposto, pois, as
retas A e Bf) sdo paralelas. Considere uma reta que vem do ponto 2 e passa por algum
ponto P interior ao tridngulo generalizado AB{2. Pelo paralelismo das retas Af e B2, temos
que a semirreta SAP intercepta a reta B2 em algum ponto, digamos Q. Pelo Axioma de Pasch,
a reta que vem do ponto ideal 2 e passa pelo ponto P interceptara um dois outros dois lados
do tridngulo ABQ. Tal reta deve interceptar o lado AB, pois do contrario ela coincidiria com o
lado BN.

Teorema 4. Se uma reta corta um dos lados do triangulo generalizado AB) e ndo passa por nenhum

de seus vértices, entdo, intercepta um e somente um dos outros dois lados.

Prova. Suponha que a reta intercepte Af2, 0 caso em que a reta intercepta B2 é feito inteiramente
analogo. Sendo as semirretas A2 e B2 paralelas e pelo Axioma de Pash, temos que a reta interceptara
apenas um dos outros dois lados do triangulo generalizado AB{2. Se a reta intercepta o segmento AB

em um ponto Q, basta considerar a semirreta Q2 e utilizar o teorema anterior.

Para a demonstracdo do Teorema do Angulo Externo para tridangulo generalizado iremos

considerar o seguinte resultado auxiliar:

As retas paralelas a n passando por P formam angulos iguais com a perpendicular baixada de P
a reta n. Além disto, o &ngulo mencionado é agudo.

Teorema 5. (Teorema do Angulo Externo). Um angulo externo de um tridngulo generalizado
ABQ é sempre maior do que o interno que ndo Ihe é adjacente.

Prova. Seja AB um triangulo generalizado. Seja ¢ um ponto da semirreta S, tal que B

encontra-se entre A e C, como na figura abaixo.
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O angulo CBN é um dos angulos externos do triangulo ABf. Mostremos que
BAQ < CBA. Considere um ponto D e trace 0 segmento BD de maneira que CBD = BAQ. A
reta que passa pelos B e D ndo intercepta AR, pois do contrario formaria um tridngulo com
um de seus angulos externo igual a um angulo ndo adjacente. Dessa forma, o ponto D ndo
pertence ao interior do tridngulo ABf2. Se o ponto D ficar fora do tridngulo AB{2 como na
figura acima, o resultado fica provado. Suponha que D esteja sobre Bf2. Seja M 0 ponto
médio de AB. Seja N o pé da perpendicular baixada do ponto M a B2. Considere um ponto L
em AN tal que LA = BN e que 0s L e N estejam em lados opostos da semirreta S,5. Logo, 0s
triangulos LAM e NBM sédo congruentes. Portanto, LN é uma perpendicular comum a LR e
N{. Isto contradiz o resultado auxiliar considerado acima, ja que um desses angulos deve ser
agudo.

Para o caso de congruéncia de triangulos, temos:

Teorema 6. (Caso 1 de Congruéncia de Triangulos). Se AB = A’'B’ e BAQ = B'A’Q), entdo,
ABQ = A'B'Q).

Prova. Mostremos que ABQ = A’B’Q2’. Assim o resultado fica demonstrado pelo caso de congruéncia
no triangulo ordinério. Suponhamos por absurdo que ABQ2 > A'B'2'. Para o caso em que ABN <

A'B'() ¢ feito de maneira inteiramente analoga.

Tome uma semirreta S z-de maneira que ABC = A’'B’Q2’. Esta semirreta penetra no angulo ABQ

como podemos perceber na figura abaixo.
BI

AI

D
N
O

Pelo teorema 3 acima, ela corta o lado A2 em um ponto D. Considere um agora um ponto D’
em A’'(2’, de maneira que A'D' = AD. Como os triangulos ABD e A’B’D’ tém dois lados e um angulo

congruentes por construcdo, temos que ABD = A'B'D".
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Como consequéncia dessa congruéncia, A'B'D’ = ABD = A'B'(2’, o que ¢ absurdo, pois, a semirreta

Sg.p» COrta o triangulo A’B’f2’ no vértice B, sendo A'B'D' < A'B'(Y'.

Teorema 7. (Caso 2 de Congruéncia de Triangulos). Se ABQ = A'B’Q’ e BAQ = B’A’'QY, entdo,

ABQ = A'B'Q).
A A
Q Q
C
B B
Prova. Mostremos que AB = A’B’. Sem perda de generalidade, vamos supor que AB > A'B'.

Considere um ponto C pertencente ao segmento AB, de maneira que AC = A’B’ como na figura
acima. Considere a semirreta que tem origem no ponto C e passa pelo ponto ideal 2. Pelo primeiro
caso de congruéncia de tridngulos generalizados, temos que ACN = A'B')'. Dessa congruéncia,
segue-se que ACNn =A'B'(. Por hipotese,
ABQN = A'B'(Y’. Assim, o triangulo generalizado CBf2 possui um angulo externo igual a um ndo

adjacente. O que contraria o teorema do angulo externo para tridngulos generalizados.
Teorema8.Se AB = A'B’, ABQ = BAQe AB’Q’ = B'A'Q, entdo, ABQ = A'BQY.

Prova. Basta mostrarmos que ABQ = A’B’Q’. Suponhamos que a igualdade nio ocorra. Sem perda de
generalidade, podemos supor que ABR > A’'B'2'. Construa os angulos ABC e BAD de maneira que

ABC = BAD = A’B'2’ como na figura abaixo.

A AI EI

Pelo teorema 3 e pelo Axioma de Pash, as semirretas S, € Sz Se interceptam em um ponto,

digamos E, no interior do tridngulo generalizado ABAQ.
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Considere um ponto E’ no lado A’Q2’ do tridngulo generalizado A’B’(2’, de maneira que AE = A'E’. Por
construgo, segue que ABE = A'B'E’. Dessa congruéncia, temos que A'B'E’ = ABE. Pela construgio
do angulo ABC, segue que ABE = A’'B'Q2’. Assim, 0 ponto E’ deve pertencer & semirreta B'2’, 0 que é
absurdo.

Antes da descoberta de Lobachewsky e Johann Bolyai, dois matematicos merecem
destaque por ter conseguido alguns resultados que futuramente iriam fazer parte das
Geometrias ndo euclidianas. Na tentativa de demonstrar o quinto postulado de Euclides, o
jesuita Girolamo Saccheri e 0 matematico alem&o Johann Heinrich Lambert usaram dois
quadrilateros que na Geometria euclidiana sdo retangulos, mas na Geometria hiperbolica
possuem algumas caracteristicas importantes. Os quadrildteros de Saccheri como séo
conhecidos, sdo quadrilateros ABCD que tém dois lados congruentes e dois angulos retos. O
lado AB é a base, os lados AD e BC sdo os lados congruentes e ambos sdo perpendiculares a
base AB, o lado DC € chamado o topo do quadrilatero e forma dois angulos néo retos com 0s

lados congruentes, esses angulos sdo chamados angulos do topo.

D/ \C

Al [ 1g

Algumas propriedades sdo relacionadas a esses tipos especiais de quadrilateros na
Geometria hiperbdlica.
Teorema 10. A reta ligando os pontos médios da base e do topo de um quadrilatero de

Saccheri é perpendicular ao topo e a base; os angulos do topo sdo congruentes.

H C

n []
A M B

Prova. Seja AB a base do quadrilatero de Saccheri DABC como na figura acima. Sejam M e
H os pontos médios da base e do topo, respectivamente. Trace os segmentos DM e CM.
Temos que os tridngulos DAM e CBM sdo congruentes, logo, DM = CM. Como os tridngulos
DMH e CMH tém um lado comum, temos que DMH = CMH. Assim o triangulo DMC ¢é
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isésceles e, portanto, MH é perpendicular ao topo DC. Somando os angulos em M temos que
MH também ¢é perpendicular & base AB. Somando os angulos nos vértices C e D temos a
igualdade dos angulos do topo.
Teorema 11. A base e o topo de um quadrilatero de Saccheri fazem parte de retas que ndo se
interceptam.
Este resultado segue como corolario do teorema 10.
Teorema 12. Os angulos do topo de um quadrilatero de Saccheri s&o agudos.*

Os quadrilateros ABCD que tém trés angulos retos sdo conhecidos como quadrilateros
de Lambert, o quarto angulo do quadrilatero de Lambert é comumente conhecido como o

angulo do quadrilatero de Lambert.

Dr7 1€

ALl 1B

AFIRMAGCAO: O angulo de um quadrilatero de Lambert é sempre agudo.
Prova. Seja ABCD um quadrilatero de Lambert onde A = B = D = 90°. Considere um ponto
E na semirreta Sp4 tal que EA = AB. Considere um ponto F de maneira que o segmento FE

seja congruente ao segmento BC e perpendicular a Sg,, como na figura abaixo.

F C

EAﬁ 5

Trace os segmentos FA, FD e AC. Por construcdo os tridngulos FEA e CBA sdo
congruentes. Como consequéncia temos que FA = CA. E, portanto, o tridngulo FAC é
iséscele. Sendo AD um lado comum aos triangulos FAD e CAD, segue-se que FAD = CAD.
Portanto, o angulo ADF ¢ reto, e os pontos F, D e C estdo sobre a mesma reta. Por
construcdo, o quadrilatero FEBC é um quadrilatero de Saccheri. E como haviamos mostrado

anteriormente, o angulo BCD é agudo.

L O leitor gue estiver interessado pode consultar a prova deste resultado no livro Geometria
Hiperbdlica do autor Jodo Lucas Marques Barbosa.
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Baseado nas afirmacgdes referentes a esses dois tipos especiais de quadrilateros
podemos deduzir duas propriedades que juntamente com a negagdo do quinto postulado
caracterizam a Geometria hiperbolica diferenciando-a da Geometria euclidiana. Tais
propriedades sdo:

Teorema 13. A soma dos angulos de qualquer triangulo retangulo € menor do que dois
angulos retos.

Prova®. Seja ABC um triangulo retangulo com angulo reto no vértice C. Sabemos, com base
nos quatro primeiro postulados, que a soma de quaisquer dois angulos de um tridngulo é
sempre menor do que dois angulos retos. Assim, os outros dois angulos do triangulo dado sdo

agudos.
A Q D
M
T T\B
C P

Trace o segmento AD de sorte que DAB = ABC. Seja M o ponto médio de AB. Baixe
a perpendicular MP ao lado BC. Na semirreta S,,, marque um ponto Q tal que AQ = PB.
Temos, entdo, AQM = BPM. Consequentemente, MQA é um angulo reto e P, M e Q s&o
colineares. Portanto, ACPQ é um quadrilatero de Lambert com angulo agudo no vértice A.
Logo, a soma dos dois angulos agudos do triangulo retangulo ABC, que € exatamente igual ao
angulo CAD, é menor do que um angulo reto, dai o resultado.
Teorema 14. A soma dos angulos de qualquer triangulo é menor do que dois angulos retos.
Prova. Se ABC for um tridngulo retangulo o resultado segue do teorema 13. Consideremos o

caso em que ABC ndo é retangulo como na figura abaixo.
B

Bla

Y 1] B
A D c

Baixe a perpendicular do B em relagdo ao lado AC. Seja D o pé desta perpendicular.

Assim, os triangulos ADB e BDC s&o ambos retangulos com o angulo reto no vértice D. Da

% Segundo o autor Jodo Lucas Marques Barbosa esta é a prova original de Lobachewsky.
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propriedade acima temos que a soma dos angulos internos dos triangulos ADB e BDC sao
ambas menores que dois angulos retos. Logo, a soma dos angulos internos do triangulo ABC é
menor que 180°.

Teorema 15. A soma dos angulos de todo quadrilatero é menor do que quatro angulos retos.
Prova. Essa propriedade ¢ uma consequéncia do resultado anterior.

Uma das propriedades da Geometria euclidiana é que duas retas que tém uma
perpendicular em comum ndo se interceptam. Na Geometria hiperbolica a reciproca desta
afirmacdo é véalida, e se constitui uma das mais importantes de suas propriedades.

Teorema 16. Duas retas que ndo se interceptam tém uma e somente uma perpendicular
comum.

A prova deste resultado serd omitida, uma vez que, necessita de definicdes e
resultados que ndo foram abordados neste trabalho. O leitor que tiver interessado pode
encontra-la no livro Geometria hiperbdlica do autor Jodo Lucas Marques Barbosa.

Dadas duas retas m e n, podemos determinar a distancia de um ponto qualquer de m a
reta n. Para isto considere um ponto P em m e trace a perpendicular baixada de P a reta n.
Seja 0 ponto Q o pé desta perpendicular, o comprimento do segmento PQ sera a distancia do
ponto P a reta n.

Como na Geometria hiperbdlica, se sdo dadas duas retas quaisquer temos trés
possiveis posicdes entre elas, a saber, retas que se interceptam, retas paralelas e retas que nao
se interceptam, temos trés propriedades que relacionam as posic¢des das retas com a distancia
de um ponto P percorrendo uma delas, a saber:

Teorema 17. Sejam m e n retas concorrentes em um ponto O. Seja P um ponto de m. A
distancia do ponto P a reta n cresce quando P se desloca ao longo da reta m se afastando do
ponto O, tornando-se maior do que qualquer comprimento prefixado. Esta distancia decresce
quando P se move na dire¢do de O tornando-se menor do que qualquer nimero positivo
prefixado.

Prova. Sejam m e n duas retas concorrentes no ponto 0. Tome P; e P, em m de maneira que
P; pertenca ao segmento OP,. Baixe as perpendiculares dos pontos P; e P, em relacédo a reta
n. Sejam Q, e Q, 0s pés das perpendiculares baixadas dos P; e P,, respectivamente, como

podemos ver na figura abaixo.

P R
L
P
P
-
1 ]
noQ @ q M

28



Assim o quadrilatero P,;Q,Q,P, tém angulos retos nos vértices Q; e Q,, um angulo
obtuso em P; e um agudo em P,. Segue-se que P,Q; < P,Q,. Logo, a medida que o ponto que
percorre a reta m se afasta do ponto O essa distancia aumenta, diminuindo quando o ponto
variavel aproxima-se do ponto O.

Considere o angulo P;0Q, como sendo o angulo de paralelismo que corresponde a
uma determinada distancia h. Tome um ponto M sobre a reta n de maneira que 0 comprimento
de OM seja h. No ponto M trace uma reta m’ perpendicular a reta n. Assim, as retas m e m’
sdo paralelas.

Seja r um namero positivo qualquer. Tome um ponto R em m’ tal que o comprimento
do segmento MR seja igual ao nimero r. Trace a perpendicular a reta m’ passando pelo ponto
R. Esta perpendicular a m’ interceptaréd a reta m em um ponto P. Seja Q o pé da perpendicular
baixada do ponto P a reta n. Temos que o quadrilatero de PQMR é um quadrilatero de

Lambert com angulo agudo no ponto P. Logo, PQ > RM = .

Teorema 18. Sejam m e n duas retas paralelas e P um ponto de m. A distancia de P a reta n
decresce quando P se move na dire¢do do paralelismo, tornando-se menor do que qualquer
namero positivo prefixado. A distancia cresce na direcdo oposta ao paralelismo, tornando-se
maior do que qualquer valor prefixado.

Prova. Sejam m e n duas retas paralelas e £2 o ponto ideal. Sejam P; e P, dois pontos de m.
Baixe as perpendiculares dos pontos P; e P, a reta n. Sejam Q, e Q, 0sS pés das
perpendiculares baixadas dos pontos P, e P, em relacdo a reta n, respectivamente. Suponha

que P, seja um ponto de P;2 como na figura abaixo.

Assim,Q, pertence a Q;2 e o quadrilatero P;Q;Q,P, tém angulos retos nos vértices Qe Q,,
angulo agudo em P; e angulo agudo em P,, j& P, encontra-se no lado do paralelismo entre m e n.
Logo, P, Q4 > P,Q,.

Mostremos agora que a distancia de um ponto de m em relagdo a reta n pode ser tdo grande ou
tdo pequena quanto se queira, ou seja, vamos provar que dado qualquer nimero positivo r, existe um

ponto R em m tal que a distancia desse ponto a reta n é igual a r. Seja Q o pé da perpendicular baixada
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do ponto P a reta n. Se o comprimento do segmento PQ é igual a r, o ponto P é ponto procurado. Se
ndo for, considere um ponto R em Sp, tal que o comprimento do segmento RQ seja igual a r. Trace
pelo ponto R a reta m’ paralela a reta n na diregdo oposta do paralelismo entre as retas m e n, como

podemos ver na figura abaixo.

Temos que a reta m’ intercepta a reta m em um ponto S. Seja T 0 pé da perpendicular baixada
do ponto S a reta n. Tome um ponto M em m e N em n de maneira que SM =SR e TQ =TN. Ao
compararmos 0s quadrilateros STNM e STQR podemos concluir que eles sdo congruentes, logo,
MN = RQ =1 e 0 segmento MN é perpendicular a reta n. E neste caso, o ponto M é o ponto

procurado.

Teorema 19. Sejam m e n duas retas que ndo se interceptam e P um ponto de m. Seja MN o
segmento da perpendicular comum com M pertencente a reta m e N um ponto da reta n. A
distancia de P a reta n cresce quando P se afasta do ponto M tornando-se maior do que
qualquer valor prefixado, e decresce quando o ponto P se afasta de M até torna-se igual a
MN quando P = M.

Prova. Sejam m e n retas que ndo se interceptam. Pela propriedade P1) acima as retas m e n
tém uma perpendicular. Seja MN essa perpendicular com M em m e N em n. Considere 0s
pontos P; e P, pertencentes a reta m e situados do mesmo lado relativamente ao ponto M, de
maneira que MP; < MP,. Sejam Q, e Q, 0s pés das perpendiculares baixadas dos pontos P; e

P, areta n, respectivamente, como podemos ver na figura abaixo.

M
m Py Py P Q
]
//
/
n [l
N Q Q, Q

Temos que o quadrilatero MNQ, P, € um quadrilatero de Lambert com angulo agudo
em P,. Portanto, P;Q; > MN. Examinando o quadrilatero P;Q,Q,P,, temos que os angulos

em Q, e Q, sdo retos, o0 angulo em P; é obtuso e 0 angulo em P, € agudo, ja que o quadrilatero
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MQ,P, é um quadrilatero de Lambert. Logo, P, Q, < P,Q,. Assim, a medida que um ponto P
da reta m se afasta de M sua distancia em relacdo a reta n torna-se maior.

Seja 2 o ponto ideal da semirreta S)p;. Considere a semirreta N2. Assim, toda
perpendicular baixada de um ponto de Syp, & reta n, interceptard Nf2. Portanto, usando o
teorema 17 acima, segue-se que a distancia de um ponto de m é maior quando este ponto
afasta de M.

Das propriedades acima constatamos que, diferentemente da Geometria euclidiana, na
Geometria hiperbdlica retas paralelas ndo sao equidistantes.

Uma pergunta natural que poderia surgir ao estudar essa Geometria seria: Dada uma
reta m e um ponto P fora desta, € possivel construir uma paralela a m passando por P?

A resposta a essa pergunta esta na seguinte propriedade:

Teorema 20. Trace a perpendicular PQ do ponto P a reta m. Marque, agora, na reta m, um
ponto R diferente do ponto Q. Trace a reta n perpendicular ao segmento PQ passando pelo
ponto P. Trace, em seguida, a perpendicular RS do ponto R a reta n. Formamos, assim, um
quadrilatero de Lambert com angulo agudo no ponto R. Com P como centro e raio igual a
QR, trace um circulo. Este interceptara o segmento RS em um ponto T. A reta que passa por
P e T é uma das paralelas a reta m passando pelo ponto P. A outra pode ser construida de

forma analoga, escolhendo-se o ponto R do outro lado do ponto Q.

P S n
[ ] [ ]
T
m [
Q R

A demonstracéo deste resultado necessita de resultados que ndo foram abordados neste
trabalho.

Passaremos agora a discutir questdes relacionadas a nog¢do de &rea. Sabemos que na
Geometria euclidiana a nogdo de &rea inicia-se relacionando a cada triangulo um nimero néo
negativo. Estando bem definida, esta funcdo associa a triangulos congruentes o mesmo
numero, ou seja, triangulos congruentes tém mesma area.

A obtencdo da area de um poligono qualquer, é feita subdividindo-o em triangulos, de
maneira que a area do poligono é igual a soma das areas dos tridngulos que fazem parte da

subdivisao.
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Na geometria hiperbolica a nogcdo de area € construida de modo semelhante ao que
ocorre na Geometria euclidiana. Para que esta definicdo seja consistente, faz-se necessario
provar que o valor da area do poligono é o mesmo independente de como facamos a
subdivisdo do poligono em tridngulos. Iremos apenas admitir este resultado, uma vez que sua
demonstracdo esta acima do nivel deste trabalho.

Vejamos agora uma construcao que sera importante na demonstra¢do de um resultado
posteriormente.

Se considerarmos um triangulo ABC qualquer, podemos associar a ele um quadrilatero
de Saccheri, de maneira que a area do quadrilatero € a mesma do tridangulo. Para a construcéo
do quadrilatero, consideremos inicialmente os pontos médios dos lados AB e AC como sendo
0s pontos M e N, respectivamente. Seja m a reta que passa por M e N.

Sejam E, F e G, respectivamente, 0s pés das perpendiculares baixadas dos pontos B, A
e C relativamente a reta m. Como os triangulos BEM e AFM, tém dois angulos e um lado
congruentes, temos que BEM = AFM.

De modo semelhante, AFN = CGN. Da congruéncia desses triangulos, segue que
EB = AF = CG. Assim, o quadrilatero BEGC, € um quadrilatero de Saccheri, ja que
BE = CG e ambos os lados séo por construcdo perpendiculares a base EG, como podemos

ver na figura abaixo.

B C

BEGC sera denominado de quadrilatero associado ao triangulo, e tera area igual ao
triangulo ABC.

Precisaremos agora de uma definicdo que serd importante na obtencdo da area de um
triangulo. Sabemos que na Geometria euclidiana a soma dos angulos internos de um triangulo
é 180°. Tal fato ndo ocorre na Geometria hiperbdlica, uma vez que como foi visto
anteriormente essa soma é menor que dois angulos retos. Assim, ficou definido na Geometria
hiperbdlica como defeito do triangulo a diferenca entre dois angulos retos e a soma dos seus

angulos internos. No caso dos quadrilateros e dos poligonos em geral, o defeito é definido
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como a diferenca entre o valor que a soma dos angulos internos assume na Geometria

euclidiana e a real soma desses angulos internos.
Destas defini¢Ges decorre a seguinte afirmacéo.
AFIRMACAO: Um triangulo qualquer e o quadrilatero de Saccheri associado possuem

Prova: Para facilitar a demonstragdo, consideremos o triangulo ABC e o quadrilatero de

0 mesmo defeito.
Saccheri BEGC a ele associado como na figura anterior. Seja n o defeito de ABC e 1 0
defeito de BEGC, mostremos que n = n1. Da congruéncia dos tridngulos BEM = AFM e

AFN = CGN segue que @ =y, + y3. Como 0s angulos cujos vértices sdo os pontos E e G
sdo retos, e sendo o angulo cujo vértice é o ponto B igual a g + y, e o0 angulo do vértice C

igual a 6 + y5, temos que:
M1 =360°—-90°-90° - B -y, -0 —73=180°— (y2+y3) —B-0=180°—a - B—-0=n.
Da afirmacdo acima temos duas propriedades que relacionam o defeito de um
tridangulo com sua area. Para demonstrar tais propriedades necessitaremos do seguinte

resultado auxiliar:

Dados dois triangulos, se eles ttm o mesmo defeito e, se um lado de um é
congruente a um lado do outro, eles possuem a mesma area.

Teorema 21. Dois triangulos que tém o mesmo defeito tém a mesma area.

Prova. Sejam ABC e A'B'C’ dois triangulos com o mesmo defeito. Se algum dos lados do triangulo
ABC for congruente a algum dos lados de A'B'C’ usando a propriedade acima temos que eles tém a

mesma area. Suponha que A'C’ > AC. A partir do lado BC construa o quadrilatero de Saccheri
AI

associado ao triangulo ABC, como na figura abaixo.
A A

Seja m a reta que contém a base do quadrilatero de Saccheri associado ao triangulo ABC.

Considere um ponto H em m tal que o comprimento do segmento HC seja igual & metade do
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comprimento de A'C’. Tome agora o ponto A" na semirreta S. tal que A"C = A'C’. Assim, H é ponto
meédio de A”C. Trace a reta passando pelos pontos H e I, onde I é ponto médio de A”B. Pelos casos de
congruéncia de triangulos retangulos, segue-se que A"JI = BMI e A"JH = CNH. Logo o triangulo
A"BC tem sobre o lado BC, o mesmo quadrilatero de Saccheri que o tridngulo ABC. Logo, pela
afirmacdo provada anteriormente eles possuem o mesmo defeito. Como os tridngulos ABC e A"BC
tem o lado BC em comum, pelo resultado auxiliar eles possuem a mesma area. Sendo A"C = A'C’,
pelo mesmo raciocinio segue-se que os triangulos A"BC e A’'B'C’' possuem a mesma area. Logo, 0

mesmo acontece com os triangulos ABC e A'B'C’.

Seja ABC um triangulo qualquer. Se subdividirmos esse triangulo em dois por uma
transversal, a soma dos defeitos dos dois tridngulos serd igual ao defeito do tridngulo original. De
forma mais geral, se fizermos essa subdivisdo em um ndmero finito de tridngulos a soma dos defeitos
dos triangulos que fazem parte da subdiviséo sera igual ao defeito do tridngulo original ABC. E mais,
se essa subdivisdo for feita com tridngulos de qualquer forma, a particdo resultante pode sempre ser
transformada em uma particdo por transversais, desde que sejam adicionados alguns segmentos. De
forma que, o defeito do tridngulo serd igual a soma dos defeitos dos triangulos da particdo. Como
consequéncia disto, temos o seguinte resultado.

Teorema 22. Dois triangulos que possuem a mesma area tém o mesmo defeito.

De uma forma geral a &rea de um tridngulo pode ser obtida a partir da seguinte equagao:
Area do triangulo ABC = c?(defeito do triangulo )

A constante positiva c, € escolhida de maneira que um triangulo particular tenha area
igual a um.

Para a area de um poligono qualquer, temos:

Area do poligono = c?(defeito do poligono)

Das duas equacdes descritas anteriormente, podemos perceber que a funcdo area e a
funcdo defeito sdo multiplas.

Vale ressaltar que a obtencdo das duas férmulas para o célculo de areas de tridngulos e
quadrilateros deve-se ao grande matematico Gauss, que muito contribuiu para o

desenvolvimento da Geometria hiperbdlica.
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Capitulo 3
ALGUNS MODELOS QUE SE APLICAM A GEOMETRIA HIPERBOLICA

Inicialmente vejamos o modelo plano apresentado pelo matematico alemdo Felix
Christian Klein (1849-1925):

Para 0 modelo de Klein toma-se no plano euclidiano um circulo cuja fronteira é
desconsiderada, ou seja, considera-se apenas a regido interior ao circulo, tal regido sera o

plano de Lobachewsky.

Como se pode ver na figura acima, as retas do plano de Lobachewsky séo

consideradas excluindo suas extremidades, ou seja, as retas PA e PB sdo paralelas a reta AB.
Temos infinitas retas passando por P situadas no interior do &ngulo 6. Essas sdo as retas ndo
secantes a AB.

Para que as retas do plano de Lobachewsky tenham uma extensdo infinita, considera-
se uma unidade de medida variavel, isto €, seu tamanho diminui na proporcdo que a reta se
aproxima da fronteira do circulo.

Do modelo de Klein, podemos extrair algumas consequéncias dessa Geometria:
Propriedade 1. Baixando a perpendicular PQ a reta AB temos que o0 angulo 8 que a reta PB

forma com a perpendicular a AB é menor que 90°. Tal angulo é denominado angulo de

paralelismo. e RN
e ~
y P N
/ L \
/ N\
! \
/ S \
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| |
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Propriedade 2. O angulo de paralelismo depende da distancia do ponto P a reta AB, ou seja,

se a distéancia de P a AB aumenta o angulo de paralelismo diminui.

Propriedade 3. Duas retas distintas e perpendiculares a AB formam um quadrilatero PRSQ,

que sera o “retangulo” da Geometria hiperbolica, como se pode ver na figura abaixo.

O modelo criado pelo matematico francés Jules Henri Poincaré (1854-1912) para a
Geometria hiperbdlica difere do de Klein no tocante as retas. No modelo de Poincaré, as retas
sdo arcos de circulos perpendiculares® ao circulo que representa o plano de Lobachewsky.

Esse modelo ficou conhecido como o disco de Poincaré.

® Diremos que dois circulos s&o perpendiculares quando se interceptam, e suas tangentes no ponto
de intersecao sédo perpendiculares.
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Na figura anterior, as retas AB e EF se interceptam no ponto Q, enquanto que as retas
AM e BN sdo ambas paralelas a AB.

O mesmo Poincaré criou um modelo no semiplano que é semelhante ao seu disco. No
modelo do semiplano de Poincaré, a fronteira ndo € mais a circunferéncia do disco e sim uma
reta que, assim como a circunferéncia do disco é também desconsiderada. As retas séo

semicirculos e retas perpendiculares a reta fronteira.

Na figura acima, a reta t intercepta a reta AB no ponto N, as retas PA e PB sdo ambas
paralelas a reta AB, temos ainda o tridangulo MLN, cuja soma dos angulos internos é menor
que dois angulos retos.

No modelo do disco de Poincaré distancia entre dois pontos situados em uma mesma
reta hiperbdlica como na figura abaixo,

é dada pela seguinte formula:

PB AQ
d(P,Q) =lIn EQ—B

onde AP, PB, AQ, QB sdo segmentos de reta ligando os pontos A e B aos pontos P e Q,

respectivamente, como na Geometria euclidiana.
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A distancia entre dois pontos no disco de Poincaré satisfaz as seguintes propriedades
) dony = d -

De fato.

MB AN AN MB
dum = (37 v5) = 0 (g 37) = v
i) doy,ny = 0 € doyny = 0 se, e somente se, M = N.

De fato. Temos que MB > NB e AN > AM. Logo,

Mzlel > M > A > (B2 > 0
NB AM NB AM AM NB AM NB
Das desigualdades acima segue-se que dy,yy = 0se M = N,
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CONSIDERAGOES FINAIS

Nesse trabalho, foi feito uma breve abordagem histérica de um tipo de Geometria nédo
euclidiana, a saber, a Geometria hiperbolica. Descrevemos ainda de maneira resumida e objetiva
algumas propriedades e definicbes que compdem esse tipo de Geometria ndo euclidiana e que séo
fundamentais para os aspectos que a diferencia da Geometria euclidiana, como estdo destacados na
tabela abaixo.

COMPARAGAO ENTRE CONCEITOS E PROPRIEDADES

A comparacdo que estabelecemos aqui levou em consideragdo a consisténcia do sistema axiomatico

segundo o ponto de vista de Hilbert.

Conceitos e Propriedades

Geometria Euclidiana

Geometria Hiperbdlica

Plano

Espaco que ndo se Curva.

Espaco Curvo.

Retas

Objeto determinado por dois

pontos, néo tem

comprimento definido.

Objeto curvo nédo tem

comprimento definido.

Duas retas distintas

Interceptam no maximo em

um ponto.

Interceptam no maximo em um

ponto.

Dada uma reta r € um

ponto P for der,

Existe exatamente uma reta
S que passa por P e ndo

interceptar.

Existem no minimo duas retas, s e
t, que passam por p e ndo

interceptam r.

Retas Paralelas

S&o equidistantes.

Nunca sdo equidistantes.

Area de um triangulo

Independe da soma dos

angulos internos.

Proporcional & soma dos angulos

internos.

Dado trés Pontos A, B e

C numa mesma reta

Sempre existe um dos

pontos entre os outros dois.

Sempre existe um dos pontos

entre os outros dois.

Tridngulos Semelhantes

Sempre existem Tridngulos

semelhantes.

Nao existem Triangulos

semelhantes.

Soma dos  éangulos

internos de um triangulo

Igual a dois angulos retos.

Menor de que dois angulos retos.

Distancia entre  dois

pontos

0] comprimento do
segmento de reta
determinado  pelos  dois

pontos.

Independe do modelo Utilizado.
As distancias aumentam a medida
que 0s pontos se aproximam do

circulo limite.
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Da tabela acima podemos perceber algumas propriedades que sdo comuns a Geometria
euclidiana e a hiperbdlica, como também podemos destacar a principal diferenca entre as duas
Geometrias, que diz respeito as retas paralelas passando por um ponto exterior a uma reta dada.
Enquanto que, na Geometria euclidiana existe uma Unica reta paralela passando por um ponto exterior

a uma reta dada, na hiperbdlica existem duas dessas retas paralelas.

O estudo dessas duas Geometrias ndo euclidianas serviu para mostrar que a euclidiana néo é a
verdade absoluta que se adéqua ao nosso cotidiano, pois, existem outras Geometrias tdo consistentes
quanto a euclidiana e que podem ser aplicadas no nosso cotidiano.

E importante refletir sobre a possibilidade de se incluir nos cursos de licenciatura em
Matematica disciplinas relacionada as Geometrias ndo euclidianas, pois, oferece a oportunidade dos
professores graduados em Matematica, Modalidade Licenciatura, conhecerem alguns tipos de
Geometrias diferentes da usual, capacitando-os para apresentarem este contelido aos alunos do ensino
fundamental e médio, mostrando-lhe a possibilidade de existirem outras Geometrias diferentes da
apresentada por Euclides, permitindo que o aluno deste nivel de ensino descubra a aplicabilidade da

Matematica em situag¢des do seu cotidiano e em outras ciéncias.

As figuras deste trabalho, exceto a fotografia de Euclides, tiveram como referenciais [2] e [6] e foram
construidas com o auxilio do programa Geogebra.
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