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Resumo

Neste trabalho investigamos nogoes de somabilidade e conceitos relacionados aos ope-
radores multilineares absolutamente ou miiltiplo somantes. Inicialmente, desenvolvemos e
detalhamos os resultados classicos da teoria linear e, em seguida, apresentamos conceitos e
principais teoremas relacionados a somabilidade absoluta e multipla. Apds isso, investiga-
mos os operadores multilineares multiplo somantes com varios expoentes, cujo conceito é
motivado pelas Desigualdades de Bohnenblust-Hille e Hardy-Litttlewood, e provamos um
resultado de inclusao para essa classe de operadores. Por fim, trabalharemos com os ope-
radores Z-parcialmente somantes, que unificam os conceitos de somabilidade apresentados

anteriormente.

Palavras-chave: Operadores absolutamente somantes, operadores multilineares multiplos

somantes, operadores Z-parcialmente somantes.



Abstract

In this work we investigate notions of somability and concepts related to absolutely or
multiple multilinear operators. Initially, we developed and detailed the classical results of
linear theory, and then presented concepts and main theorems related to absolute and mul-
tiple somability. After that, we investigated the multiple summing multilinear operators
with several exponents whose concept is motivated by the Inequalities of Bohnenblust-
Hille Inequalities and Hardy-Litttlewood Inequalities, and we proved an inclusion result
for this class of operators. Finally, we will work with the Z-partial operators, which unify

the somability concepts presented above.

Keywords: Multiple multilinear operators, absolutely multilinear operators, Z-partial

operators.
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Introducao

Ao resolver um problema publicado em 1935 no “Scotish Book” [18], A. Dvoretzky e C.
A. Rogers em [11], atrairam a atencao que Alexander Grothendieck [15], que acabou dando
origem aos primordios da teoria dos operadores absolutamente somantes ao publicar uma

demonstracao diferente das ja publicadas anteriormente. O problema em questao é:

Existe em qualquer espago de Banach de dimensao infinita uma série in-

condicionalmente convergente que nao € absolutamente convergente?

Apenas nos anos 60, a teoria dos operadores foi devidamente divulgada através dos
trabalhos de Pietsch [23], Pelczyriski [20] e Lindenstrauss em [17]. Na década de 80,
Pietsch [24] estuda os operadores multilineares absolutamente somantes. Ja em 2003,
¢ apresentado por D. Pérez-Garcia [13] e M.C. Matos [19], de modo independente, o
conceito de operadores multiplos somantes. E desde entao esta classe vem sido estudada
por muitos outros autores.

Nosso trabalho se baseia no estudo da teoria dos operadores Z-parcialmente somantes,
uma classe de operadores multi-indice que unifica os conceitos de somabilidade absoluta
e multipla.

Iniciamos o primeiro capitulo apresentando brevemente conceitos e resultados basicos
de Analise funcional, que sao indispensaveis para nossos estudos como, por exemplo, a
defini¢ao de sequencias fortemente ou fracamente somantes, propriedades dos espagos £,
com 1 < p < o0, e das suas respectivas normas. Logo em seguida o leitor é apresentado a
classe dos operadores lineares absolutamente p-somantes e provamos algumas de suas pro-
priedades. Ainda no capitulo um falamos sobre os operados multilineares absolutamente
e multiplo (p; ¢)-somantes.

No segundo capitulo trabalharemos com os operadores multilineares multiplos (p; q)-
somantes com varios expoentes, falando primeiramente sobre a motivagao para o estudo
dessa classe de operadores e logo em seguida demonstramos uma série de importantes
propriedades e resultados de inclusao.

O objetivo principal desse trabalho é alcancado no terceiro capitulo, apresentaremos
uma classe de operadores que unifica os conceitos de operadores que mencionamos. Assim
como algumas releitura de resultados bem conhecidos como as Desigualdades de Hardy-
littlewood e de Bonhenblust-Hille.



Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e Em todo este texto, K denotara o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os
espacos vetoriais sempre serao considerados sobre K = R ou C, a menos que se mencione

algo em contrario.
e X denota um espaco de Banach;
e X' denota o dual topolégico de um espaco de Banach X;
e By denota uma bola unitaria em X;
e O espaco das sequéncias fortemente p-somaveis serd denotado por
0,(X) = {(zn)nen € XN ¢ (2,)nen é fortemente p-soméavel }
cuja norma é denotada por

[(@n)nenl|oc = sup [|lz,[|, para p = oo.
neN

H(xn)nENHOO = sup Hana para p = oQ;
neN

e O espaco das sequéncias fracamente p-somaveis serd denotado por
(X)) = {(zn)nen € XN (2,)nen é fracamente p-soméavel},
cuja norma ¢ denotada por

IGn)niillpew = sup [[(f(2n))nlly;

e (3(X) denota o espagos das sequéncias incondicionalmente somantes;



o Il (X;Y) denota a classe dos operadores lineares (p;q)-somantes de X em )

munido da norma W(p;q)(-);

o II(7 o) (X) denota a classe dos operadores multilineares (p; g)-absolutamente soman-

tes, q := (q1,- .., Gm), munido da norma Tag(p:q);

° HE’;’E; ' denota a classe dos operadores multilineares (p; q)-absolutamente somantes,
com P := (P1,-.-,Pm) €4 :=(q1, - -, ¢m), munido da norma muuig(p;q);

° H](“;_TS)Z denota a classe dos operadores multilineares Z-parcialmente (p; q)-somantes,

com p = (p1,...,Pm) € q:= (q1,-- -, ¢m), munido da norma mzp.q)-



Capitulo 1

Operadores multiplos somantes

O objetivo principal deste capitulo é apresentar resultados referentes a teoria de
espacos de Banach e operadores absolutamente somantes, que serao necessarios no de-
correr dos préximos capitulos.

Na primeira secao apresentamos conceitos importantes como, o espaco das sequéncias
absolutamente somantes, algumas propriedades e, em seguida introduzimos a teoria de
operadores lineares absolutamente somantes. Na segunda se¢ao exibimos alguns resulta-

dos sobre a teoria de operadores multilineares multiplo somante.

1.1 Operadores lineares absolutamente somantes

Nesta secao, exibiremos brevemente alguns resultados da teoria dos operadores abso-
lutamente somantes, que servira de base para teoria de operadores multilineares multiplo

somantes, que sera estudada nos proximos capitulos.

Definigao 1.1. Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach. Uma sequéncia (z,),en em
X é dita fortemente p-somével, quando a sequéncia de escalares correspondente (||z,|)nen
for elemento de £,(X).

O conjunto das sequéncias fortemente p-somavel em X', é denotado por
0(X) = {(2p)nen € XN 1 (2n)nen é fortemente p-somavel}

é um espaco vetorial, cuja norma natural é
| (zn)nenllp = <Z [Em > , para 1 <p < o0,

[(@n)nenlloc = sup [|lz,|, para p = oo.
neN

Teorema 1.1. Se 1 <p<oo e X € um espago de Banach, ((,(X),||.||,) € um espago de

Banach.



1. Operadores multiplos somantes

Demonstracao. Faremos apenas o caso p < oo, usando argumento similar, obtém-se o
caso p = 00. Seja (x™)7, uma sequéncia de Cauchy em £,(X'), onde cada 2" = (2})32, =
(af,28,...) € £,(X). Com isso, dado € > 0 existe ko = k(e) € N tal que

1
p
e > ot — !, = (Z Jk xi\l”) para k1> .

neN

Logo, para cada n natural fixado, temos
|zF — 2| < e, para k,1> ko

e, portanto, (x7)72, é de Cauchy em X, logo é convergente, pois X é completo. Consi-
k) k=1 Y g g
k _

n —

deremos z, € X tal que lim x
k—o0

Fixado m natural, temos

Tp, € seja x 1= (2,)52,. Mostraremos que x € £,(X).

1
P

(Zﬂwﬁ—x;!lp) <e, para k1> ko
n=1

Fixemos k > ky. Fazendo [ — oo, e usando a continuidade da soma, norma e funcao

real t — t*, o > 0, obtemos

m v
2 — || < Ee.
|27 — 2l

n=1

Fazendo agora m — oo, temos

- 1
P
|2* — 2|, := (Z |y — anp) <e.
n=1

Isso significa que lim 2% = z e 2?7 — 2 € (,(X), como este é um espago vetorial,
k—o00

concluimos que x € ,(X).
[l

Proposigao 1.2. O conjunto das sequéncias em £,(X) com um nimero finito de termos

nao nulos ¢ um subespacgo denso em £,(X).

Demonstragao. Dado x = (x1,%2,...) € £,(X) e € > 0, temos

( 5 nxnnp) -
n>k+1

para k € N suficientemente grande. Tomemos yy, = (21, z9, ..., 2, 0,0,...). Note que

RS

lz—yll, = (z1,22,...) = (x1, 22, ..., Tk, 0, .. )]l



1. Operadores multiplos somantes

= ||<Oa"‘707$k+17$k+27"')||p

1
oo P
_ ( 5 uxnup)
n=k+1

<e&.

Com isso concluimos o resultado.

O

Defini¢ao 1.2. Seja 1 < p < 0o e X um espago de Banach. Uma sequéncia (x,),en em
X é fracamente p-soméavel, quando a sequéncia de escalares (f(z,))nen for um elemento

de ¢, para cada funcional linear continuo f € X"

O conjunto das sequéncias fracamente p-somaveis em X,
(X)) = {(zn)nen € XN (2,)nen é fracamente p-soméavel},

¢ um espago vetorial normado com a norma [|(z,)5%4l, ., = subsep,, [|(f(n))nllp, con-

forme garantido pela préxima proposicao.

Proposicao 1.3. A expressao

[(@n)nzillp = sup [1(f(@n))nllp
FEB .y

é norma em £, (X).

Demonstra¢ao. Primeiramente mostraremos que o supremo ¢ finito. Seja z = (2,,)5%, €

(,(X). Definamos o operador

Uy X — 0,

f—= (f(za))nzys

Claramente u, é bem definido e linear. Usaremos o Teorema do grafico fechado para

mostrar que u ¢ limitado. Sejam (f,), f em X’ e y € ¢, tais que

fo— fem X' (1.1)

Uy frn — y em £, (1.2)
De (1.1) e (1.2) temos

khm Ug fr. = Wm (fi(2n))zs =y = (Yn),
—00 k—oo

7



1. Operadores multiplos somantes

logo obtemos a convergéncia em cada coordenada, i.e.,

lim fi(z,) =z, para todo n. (1.3)

k—o00

Por outro lado, de (1.2), obtemos limy_, fx(z) = f(z), ¥V 2 € X. Em particular

lim fi(z,) = f(z,), VneN. (1.4)

k—o00

De (1.3) e (1.4) concluimos que

yn:f(xn)a VREN,

isto significa que

Portanto o Teorema do grafico fechado garante que u, é limitado, e portanto, continuo.

Consequentemente, deduzimos que o supremo ¢€ finito, pois

[ llpw = sup [|(f (zn))nllp = sup [[(ue(f))llp = lluall < oo

feByr feEByr

Agora, vejamos que ||.[,., ¢ uma norma em £;'(X). Se (v,), € £;(X) cuja

0= [[(zn)nllpw = sup [[(f(2n))nllp,

EBX/

entao (f(zn))n = Of,, onde 0y, = (0,0,...) é o elemento nulo de £, para cada funcional
limitado f € Bar, logo o teorema da Hahn-Banach assegura que (x,), = 0y,. Para cada

y € By e para as sequéncias (2 )n, (Yn)n em £(X), e g € By

1(g(zn +yn))ally = [1(g(zn) + 9(yn))nllp
< H(g(l“n))an + H(g(yn))nnp
< |[@n)nllpw + 1(Yn)nllpws

onde a primeira desigualdade segue da desigualdade triangular em || - [|,, e a segunda

defini¢ao da norma |.||,... Agora para cada escalar o € K e sequéncia (y,), € £, (X)

o (wn)nllpw = [l(cwm)ll,.
= sup ||f(yn)nllp
fEBX/
= sup [[a(f(yn))nllp
fEBX/
= sup |[|(f(yn))nllp
fEBX/

= lalllyn)nllpw-



1. Operadores multiplos somantes

Isto conclui a prova.

Teorema 1.4. ((;(X),||.|lpw) € um espago de Banach para 1 < p < oo.

Demonstragdo. Sejam (z"), uma sequéncia de Cauchy em £J(X). Dado e > 0, para
k,l € N, com k,l > ky(e) teremos

e> |l2* -2

= sup [|(f(ah —a)all, > sup [f(h —al)| = [Jof — 24| .

PW reB L FEB 3

para cada n natural, pois a ultima igualdade é consequéncia do Teorema de Hahn-Banach.
Logo, fixado n € N, (z¥); é uma sequéncia de Cauchy em X e, consequentemente, existe
limy,,o = 2, € X. Mostraremos que z = (), € (¥(X) e 2 — x, 0 que concluiré a
demonstracao.

Inicialmente faremos o caso 1 < p < oo: para cada f € By e N,k,j7 € N, com
k,j = ko

p
e > ||lz* —2’|p, = ( sup |[(f (a, — wi))nllp>

fEByr
= sup [[(fzy =)l
fGBX/
= sup |f (= @)
fGBX/ (nZ:;

N .
> > |f (@h—a)]

Fazendo j — o0, obteremos

N

Z |f(me - xn){p <eP

n=1

para todo f € By,n € Ne k > ko, logo
2% — 2||pw < &, k> ko.

Consequentemente, 2" —x € £,/(X), e como esté é um espago vetorial z € £2(X) e 2™ — x
em ((X).
Agora mostraremos o caso p = 0o. Provaremos que || - [l = || - [|oo,w € que loo(X) =

Y (X). Tome (z,), uma sequéncia limitada em X, entao

I@n)nlle = SlipHanzsup<8up \f(%)!)

n fEByr

—
*

) sup (sup| f(x,m) = sup [1(f (@),

fEByr n €B s



1. Operadores multiplos somantes

Veremos a justificativa de (x) em seguida. Supondo que isto é vélido, provamos que
|l.llcc = IIllco.w- Note que toda sequéncia (), € lu(X) estd contida em (% (X) e vice-
versa, ou seja, {o(X) = (¥ (X'). Consequentemente, concluimos que (% (X) é Banach.

Voltemos a (x): para cada x,, o teorema de Hahn-Banach nos assegura a existéncia

de f., € Byr, que cumpre ||z,| = f., (x,), logo,

[2nll = fo, (n) < sUp|fo, (2n)] < sup (sup [f(@n)]).

feByr n

Isso implica que

sup [z, || = sup( sup [f(z,)]) < sup (sup[f(z,)]).

n fE€B, fE€By n

Por outro lado, para todo f € By fixo temos,

[f(@n)] < sup |f(zn)] = [lza]-

fEByr
Logo

sup | f (wn)| < sup [lon]| = sup sup [f(z)],

n  feB,
o que implica

sup sup |f(x,)| =sup sup |f(z,)|.
fEBX/ n n fEBX/
Proposigao 1.5. £,(X) é subespaco de £;/(X).

Demonstragao. Como £,(X) é um espaco vetorial, basta mostrar a inclusao. Seja (x,,), €

l,(X) e f € Bys, entdo para g € By fixado,

1@ )nllpw = sup [[(f(@n))nlly < £l @n)all = 120 )nll

€Byr
portanto (), € £, (X). O

Quando p € [1,00) é 1til trabalharmos com o espago
() = (@) € G220 i [(2)sk e = 0}

pois, como mostraremos, em seguida, para o caso p = 1, KZ(X ) é o conjunto das sequéncias

incondicionalmente convergentes.

Lema 1.6. Se (\,), é uma sequéncia de escalares e C' > 0 sao tais que, para cada conjunto

10



1. Operadores multiplos somantes

M C N finito,
> an
neM

Demonstragio. Dado M C N finito, escrevamos M = Mg |J Mz, U M- U M, onde

<C, entéoz |, | < 4C

neN

Mg, ={n € M;Re \, > 0};
Mg, = {n € M;Re A\, < 0};
M ={n € M;Im \, > 0};
M ={ne€ M;Im )\, <0},

com Re(w), e Im(w) representando a parte real e a parte imaginaria de w, respectiva-
mente, com w € C.

Com isso,

Dl = D> Re(A,) +Im(A,)|

< ST Re(A)| + D [Im(A)]
= > Re(\)+ Y (=Re(A))+ D> Im(A)+ > (=Im(X,)).

Além disso,

Y Re(M)|=Re| D M| D Mf<C

nekqg nEA@& nEAﬁ&

Com argumento similar, obtemos a mesma estimativa a soma sobre os conjuntos de indices
— + -
Mg, My, e M:

ST (=Re( )| <C | Y Im(\)|[SC e | Y (mIm(M\)| < C

nEMge nEMﬂ’n nEMI:n

Tomando M = {1,2,...,k} com k € N arbitrario, concluimos que ZnKH An] <4C, e o0
resultado segue.

O
Lema 1.7. Seja (z,,), uma sequéncia em X. Sdo equivalentes:
i) (z,)n ¢ incondicionalmente soméavel;

ii) Para todo ¢, existe n. € N tal que se F' C N é finito e min F' > n., entao HaneFH <

€.

Proposigao 1.8. Uma sequéncia (z,), € XN é incondicionalmente soméavel se, e somente
se, (n)n € L}(X).

11



1. Operadores multiplos somantes

Demonstragao. Seja (), incondicionalmente somavel. De acordo com o Lema 1.7, fixado
e > 0, existe ng € N tal que M C N, M finito e min M > ng implica || > ., zn| < £
Para f € By

neM

neM

>

neM

neM

< sup
feEBy/

= sup
fEByr

€
< -.
— 4

Aplicando o Lema 1.6 a ((f (x,))) e pela desigualdade acima, obtemos

n>no

S ()l <.

n>ngo

Tomando o supremo

e> sup Y [f(@n)l = 1@n)nao 1w > 1@n)ns il

fEBX/ n>no

sempre que k > ngy Portanto (z,), € (}(X).
Agora considere (z,,), € (}(X). Dado € > 0, existe n. € N tal que

| (z:)isnll1,w = sup Z |f(x;)] < e, para todo n > n,
FeBxrisn

Para M C {n.,n.y1,...} finito, obtemos

>

neM

IN IA
»n wn
= =
o o
= =
S
= =

== H(xn)n>£ 1w <E.

Portanto, do Lema 1.7 segue que (x,), é incondicionalmente somével, e isso conclui o

resultado.
O

Proposigao 1.9. (X)) é um subespago fechado de £ (X).

Demonstragio. A linearidade é facilmente verificada. Seja (2*); uma sequéncia em (%(X)

que converge para x = (z,) € £;/(X) na norma ||.|,.,. Dado & > 0, existe ko € N tal que,

12



1. Operadores multiplos somantes

para todo k > kg, vale

g
5 = " =allpw = sup [[(F(zn = 2n))ally
fGBX/
> sup [[(f(zg = @0))nsnllp
feBys

= ll@n = zn)n>nlpw,

para cada N natural. Existe também ng(e, ko) € N tal que, para todo n > ny,

15
H(xio)n>no“z>,w < 9
Com isso,
[@n)nsnollpa = 1@ )nsng = (T2 )nsno + (25 nsnollpa
< (@ — xﬁo)n>no||p,w + H(xq]zo)n>no||p,w
e €
R RIS

ou seja, limy o0 || (74)n>k|lpw = 0. Portanto x € £2(X) provando que £;(X') é fechado. [
O proximo exemplo nos informa que a inclusao da proposi¢ao anterior pode ser estrita.

Exemplo 1.1. Considere a sequéncia (e,), € €3, onde e; = (8;,),. Mostraremos que
(en)n € €¥\ly. Em outras palavras, mostraremos que a inclusao é estrita. De fato, pela
identificagao entre (f2)" e 5, cada f € (¢3)" pode ser escrito como o elemento (f(e,))n € lo,

com || f]| = [I(f(en))nll2-
Logo, para cada f € ({3)',

D IfE)P =115 < 0o = Vf € (L), (fen))n € o = (en)n € 5(Ls).
No entanto, para cada k € N fixado, temos

[(en)n>kll2w = sup [|(f(en))nsklla = sup [[(an)nskll2 = 1.
fEBX/ aneBéz
Portanto, (e,,), & ¢4(2).
E f4cil ver que, todo operador
u: X — Y

linear e continuo, com X' e Y espagos de Banach, que leva sequéncias (x,)72, € £,(X) em
sequéncias (ur,);2; € £,()) e, analogamente, se (1,)72; € £(X), entao (uzy), € £ (X).

Em outras palavras, se u : X — ) é um operador linear limitado entre espagos de
Banach, a correspondéncia

(20)32) — (uza)y,

n=1

13



1. Operadores multiplos somantes

induz os operadores lineares limitados

u’ Uy (X)) — £,(Y)

u (X)) — ().
Proposicao 1.10. ||u®|| = ||[a®| = ||lul|.
Demonstracao. Se u® : £,(X) — £,()), entao

1
o0 P
[*]| = sup (E ||uwn|!p> = sup <1HUH(§ ||%H”> ) < ul
n=1

(zn)oZyllp<1 [(zn)7Zy llp<

e
[ull = sup luz|| = sup [ ()|l < [
”st1 H(yn)zozlz(xvovof“)Hpgl
Logo ||u*]| = ||u||. De modo andlogo mostramos que ||u™|| = |Ju]|.

]

Note que quando temos um operador u linear e continuo entre espacos de Banach X

e ), este induz naturalmente um operador linear
u: by (X) — £)(Y),

com p € [1,00) que leva sequéncias (,,), € £, (X) em (uzy,), € £,(Y), ocorrendo o mesmo
com £,(X) e £,(Y), e até mesmo com £,(X) e £,() uma vez que £,(X) C £;(X). Algumas
vezes esse processo induz um operador linear de £i(X) em £,()), onde p,q € [1,00), e

nesse caso teremos um operador absolutamente (p, ¢)-somante.

Definicao 1.3. Sejam 1 < p,q < co. Dizemos que um operador linear limitado u : X —
Y é absolutamente (p;q)-somante, ou simplesmente (p;q)-somante, quando a aplicagao
induzida

TX) — )

(Tn)oy > (uxy)y?

n=1 n=1»

estd bem definido, i.e., U(zy,), := (ux,), € de fato elemento de £,()).

Denotamos por 11, ,(X; Y) o conjunto formado pelos operadores (p; g)-somantes de X
em ). Quando p = ¢, escrevemos simplesmente I1,(X;)). Veremos que I, ,(X;Y) é um

subespaco vetorial de L(X;)) e 7, ,(u) = ||u|| define uma norma nesse espago que cumpre

. Hﬁ(X;J/) < T(pig) (u).

Proposicao 1.11. Seja v : X — Y um operador linear limitado. Sao equivalentes:

14



1. Operadores multiplos somantes

i) u é absolutamente (p; ¢)-somante;

ii) Existe C7 > 0 tal que, para quaisquer n natural e z1,...,x, € X

1
q

(Znu xknp) <Ci-sw (Zu =) ) ;

iii) Existe Cy > 0 tal que, para cada (z,,), € £ (X),

(Znuwnnp) <Cy- sup (Zv z)| )é;

feEByr

iv) Existe C3 > 0 tal que, para cada (z,,), € {5 (X)

1

(Znuxnnp)?cg sup (er ) ) ;
n=1

feEBy/

V) (u-2n)n € £,(Y) sempre que (z,,), € (X).

Mais ainda, o infimo das constantes em cada um dos itens ii), iii) e iv) é precisamente

T (piq) (u).

Demonstragao. i)=—> ii) Suponhamos que u seja (p; g)-somante. Provaremos que u possui
gréfico fechado. Seja (2*); uma sequéncia em ¢2(X) que converge para & = (), € (¥(X),
de modo que @(z*) converge para y = (y,)n € £,(Y). Devemos concluir que @(z) = y.

Como (x*);, converge para (,),, dados € > 0, f € X’ e k suficientemente grande, vale

J€Bx \ ;121

e > ||a* — g0 = sup <Z|frc —xn)|> > | f (2 — @)l

Dessa forma obtemos

Z |f(zF — 2,)|? < %, para todo f € By

n=1
Como cada termo do somatério é dominado por €4, segue que
o, = @l = sup |f(zy —z0)| < e,
€B s

k

para todo n e k suficientemente grande. Logo, como limy =), = z,, para todo n € N, e pela

continuidade do operador, segue que

lim uxk = UT,,
k—o0

15



1. Operadores multiplos somantes

para todo n € N fixo. Por outro lado, como (@(z*)); converge para y = (y,,), em £,()),
vale

[z, —yll, < e

para k suficientemente grande. Segue que

SEL

1(uz)n = Wl < & => (Z [z, — yan> <e

n=1

Consequentemente,

|uzk — y,|| < e,¥n € N.
Logo,

kh_)rgoux = Yn, Vn € N|
isto é,

u(z) = u(zn)n = (UTn)n = (Yn)n = v,

o que prova que Graf(u) é fechado, e portanto u é continua. Logo para qualquer sequéncia

finita (7;)7_, em &, temos

(ZW(%)Hp)p = Nu(@r)izille = ()il

i o = 1l stp (32 170)1)

fEByr

IN

isso demonstra a desigualdade em questao, e além disso, o infimo a; das constantes que
satisfazem tal desigualdade cumpre oy < ||ul| = 7(p; q)(u).

ii) = iii) Suponha que para quaisquer zi,...,z, em X e n € N tenhamos

(Z ||u<xk>||p) <o sup (Z |f<xk>|q>

Seja (zn)p2, € £ (X). Entao

=

[(u(zn))nZ (Z i Hp

= sup ((z)|")

n

N——

B =

n fEBy/

< supCi. sup ( If(xk)!q> ]
k=1

= () sup sup< |f($k)|q>
P

fEBX/ n

16



1. Operadores multiplos somantes

Q=

= (] sup (Z\f(xk)\q)

feByr

= Cill(zn)nZ

q,w»

o que prova ii), e mais ainda, que ap < a; < g (u), onde ay representa o infimo das

constantes em iii).

iii) == i) Segue de iii) que (u(7,))p2, € £,(Y) sempre que (z,);2; € £;'(X). Note que

[ull = sup lu((@n)nZy)llp
(ES A

— s (Sl

H(ivn)zo:ﬂ‘q,wﬁl

< sup Ol ()i llgw = Co.

[(@n)Z:llg,w<1

Isso prova i), e ainda que 7(yq) (u) = ||| < ay < a1 < 7 (u).
iii) == iv) Obvio, pois £ (X) C £ (X) e g (u) = T(pg) ().
iv) = v) Se (z,)n € £;(X) C {7, entdo, por

QI

[(n)nllgw = 81]13p <Z ’f(xn)‘q>

fe x/
ser finito, temos

1
q

(ZHU%HP> SCB'fSeLép (Zlf(xn)\q) < 0.

Portanto (uxzy), € £,().
v) = i) O operador linear

T0X) — 0)

(Tn)ply = (umn)ply

n=1

¢ bem definido por v). Repetindo o argumento usado em i) = ii), concluimos que Graf(u)
é fechado, e portanto, w é limitado. Dados n natural e z¢,...,z, € X, consideramos

(zi)iz; € £;(X). Pela continuidade de w, segue

1
n 13

(E ||uxz'||”> = [Ju(@:)iz llp < ull-1(z:)is llg.w
n=1

17



1. Operadores multiplos somantes

Q=

EX’

= ull. Sup (Z\f ;) ) ,

provando i) e Ty (u) = ||ul| = a1 < ||ull = a5 < |[u|| = 7pigx,y)(u). Disso
concluimos a igualdade entre os infimos.

[
Proposigao 1.12. (Il (X, V), T(pq(-)) é um espaco vetorial normado.

Demonstragao. Sejam u,v € g (X,Y) e A € K. Mostraremos que u + Av satisfaz a
desigualdade do item ii) da proposicao anterior. Sabemos que, como u e v € Il,q) (X, )

vale

(ZHU(%)HP> < Mg (1 Sup (Z I1f (i H")

<Z||”(f‘7i>\|p> < iy (v) sup (ZH]‘ z; ||q> :
=1 x! i=1

para quaisquer zq,...,r, em X. A desigualdade de Minkowski nos da

(leu i ||p) + Al (Z lo(z; ||p>

< (W(p;q)(u)+|/\|77(pq v) SU_p <Z|f ;) ) .

eX/zl

IA

(Z I+ Av)(xi>||p> p

Logo u + Av € Il (X, ). Sejam u,v € g (X,Y) e A € K. Entao

T(psq) (u) >0

Tpg(u) =0& |u| =0 u=0&u=0.

Além disso
Ty (Au) = [|Au]| = [A[[Ul] = [A|7(pq) (w).

Portanto T (piq) é uma norma. O
Proposicao 1.13. Para cada u € m(p,q) (X, V), [Ju|| < m(pq)(w), isto é, ||| zixy) < ipg)(+)-

Demonstra¢ao. Tomando n = 1 no item i) da Proposigao 1.11, temos

TEB 5/ TEB 3/ €B s z€Byr fEBy/

[ull = sup [luz]| < sup (H@;q)(U) sup If(l“)l) = gy (w) sup sup |f(2)] = Mg ().

[]
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1. Operadores multiplos somantes

Proposicao 1.14. Se p < ¢, entao I, (X,Y) = {0}.

Demonstragao. Como g > p, existe (A\,), € ¢, \ ¢,. Logo, fixado z € X\ 0, (\,x) €
ly(X) C £7(X). Suponhamos que exista u € [, (X, Y), um operador nao nulo. Conse-

quentemente, existe C' > 0 tal que

Jus (er) - (meup)
< C. sup (Z]f()\la:) ]q>

fGBX/ i=1

— C. (ZIAin>q sup |f(z)

i=1 FeBas
Clz| (ZIMQ) :
i=1

Para todo n natural. Tomando supn — 0o, obtemos

Q=

IN

1

<i’)\n‘p>7’ <C. <i|)\n|q>q7
n=1 n=1

o que significaria (), € £,, contradizendo (\,), € ¢, \ £,.

Teorema 1.15. (I, (X, V), 7(q) (1)) € Banach.

Demonstra¢ao. Vamos supor que 1 < ¢ < p < 0o, uma vez que quando p < ¢ temos o caso
trivial [T, (X, Y) = {0}. Seja (u,), uma sequéncia de Cauchy em (Il (X, V), T(pg) ().
Pela Proposigao 1.13 segue que (u,), é uma sequéncia de Cauchy em L(X,)), logo
converge para u € L(X,)). Definamos

@: (X)) — )

Note que u é linear e limitado, pois herda a linearidade de u e,

[a((@n)n)llpw = | (wzn)nllpaw < Null - 120 )nllpw-

A desigualdade acima ¢ justificada pelo fato de || - ||, < || - ||, sempre que ¢ < p. Para cada
n natural, consideremos o operador linear limitado induzido @, como na definicdo. Como
T(pig)(Un) = [[Unl; (Un)n é de Cauchy em L((7(X),4,())), que é um espago de Banach,
logo converge para u € L ((*(X),£,(Y)). Com isso, dada (zx)r € £¥(X), consideremos
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1. Operadores multiplos somantes

(yr)e = w - (zx)x € £,(Y). Fixado k € N, teremos
[@n - e = yill < [ (un - 2 = yi)kllp = n(zn)k — w(ze)kll, — 0,

ou seja,

lim wu, - rp = Y.
n—o0

Por outro lado, u,, — w implica lim, ,o u, - xx = u - x. Portanto, yx = u - xj, para
cada k natural fixado e consequentemente, u(xg)r = (v - Tg)r = (Yr)r = W - (Tg)k, iSto é,
u=we LX), D))

O

Proposigao 1.16. Todo operador u € L(£;(X),£,(Y)) de posto finito é absolutamente

p-somante.

Demonstragao. Seja u um operador limitado de posto 1, entdao existem y € Y\ {0} e
f e X'\ {0} tais que

para cada x € X e, consequentemente, vemos que

lall = (1A1 - Nyl

Com isso, para quaisquer zq,...,x, € X, temos

(Z Hu:vil\p> | - (Z ||f<xi>.yup)

H
3 =

1
p)P

171y (Z‘ufu >

< STz .-

2 HfH-Hf||

p

As Proposigoes 1.11 e 1.13 garantem que u e p-somante e que m,(u) = |lul|. Note que, um
operador de posto finito é uma combinacao linear de operadores de posto 1, portanto, é

também um operador p-somante. O

O resultado a seguir é um teorema classico sobre inclusao de operadores lineares ab-

solutamente somantes, que apesar de ser um resultado basico de inclusao é muito util.

Teorema 1.17 (Inclusdo linear). Se s > r,g>pe: -1 <11 entio todo operador
P r q s

linear absolutamente (r;p)-somantes € absolutamente (s; q)-somante.
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1. Operadores multiplos somantes

1.2 Operadores multilineares absolutamente soman-

tes

Essa secao tem como objetivo apresentar alguns resultados da teoria dos operadores

multilineares absolutamente somantes (ver [13], [21] e [27]).

Defini¢ao 1.4. 7' é um operador (p;qi,--- ,qm)-somante se, e somente se, existe uma

constante C' > 0 tal que

|7 (el < O TT| D),
s=1 e

k
para todas (z})%2, € £,

satisfazem a desigualdade acima, define uma norma no espago Il

k=1,...,m. Além disso, o infimo das constantes C' que
" S)(Xl,...,/'\?m;y) e

(P
serd denotada por Tag(piq), onde q := (g1, , ¢m)-

A préxima proposicao traz um resultado muito importante de inclusao. Para ver a

demonstragao consultar [12].

Proposicao 1.18. Sejam s < 5 e r; < 7;, mais ainda, %+---+%—% < %+---+%—%,

entao

7% (X, Xy V) CTR™ (X, X))

(8571,0057n) (3;71,--,7n)

Was,(s;rl,...,rn)(') > 7ras,(§;i"1,...,7~'n)(')'
O teorema abaixo mostra um importante resultado de coincidéncia.

Teorema 1.19. (Defant-Voigt generalizado [21, Th.5.13]) Sejam A € L(Xy,..., Xn; )
eq:=(q,...,qs), e suponha que ezxiste 1 <r <m e C > 0 tais que para qualquer x; €
Xi, ...,z € Xy, a aplicagdo s-linear (s =m — 1) Ay o (Trs1, ..., 2n) € absolutamente
(p; q)-somante e

Tas,(p) (A, ) < ClA[ [zl - - el

entao A € absolutamente (p;1,...,1,q)-somante. Em particular
L(Xy,. .., X0 Y) =TI (X, ..., X0 Y).

Teorema 1.20. (21, Th.5.14]) I} 5 ("co; K) = L("co; K) para todo n = 2.
Teorema 1.21. (Blasco, Botelho, Pellegrino, Rueda, 2010 [21, Th.5.15]) Seja 1 <r < 2.
Se LA K) =117, (X5 K) e LOXK) =119, ) (A K), entdo

L("X;K) = 1I7,,("X; K),
para todo n > 2.
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1. Operadores multiplos somantes

1.3 Operadores multilineares miiltiplo somante

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e defini¢oes sobre a teoria dos operadores
multilineares multiplo somante, mas nao demostraremos os resultados pois, as demons-

tragoes sao analogas as que estao presentes no capitulo 2.

Definigao 1.5. Um operador multilinear limitado T € L(X7, ..., X,,; ) serd denominado

miultiplo (¢; p)-somante se existe uma constante C' > 0 que cumpre

Q=

N q m
< > T, 7x?fn)!|q> < C- T o
21 k=1

7---va:1

k

para quaisquer N € Neax? € &, i,...,N, k = 1,...,m. A classe dos operadores

multiplo (¢; p1, ..., pm)-somantes é representada por Hg%m““ (X1,...,Xn;)), e, natural-
mente é um subespago vetorial de £ (X7, ..., X,,; ). O infimo das constantes C anteriores
define uma norma denotada por Muuit(gp)(-). Quando p =p; = - = pre X = &) =

-+ = X, simplesmente escrevemos (Hgglﬂt (X, D), Tomate (s q)(.)).

Os resultados apresentados a seguir sao facilmente adaptados para o caso dos ope-
radores multiplo somantes com multiplos expoentes, e suas demonstracoes sao andlogas.
Portanto, deixaremos para demonstra-los no Capitulo 2, onde falaremos melhor desta
classe de operadores.

A proposicao a seguir traz uma caracterizacao dos operadores multiplo (¢;p1, ..., Pm)-

somantes, e conseguimos mostrar existe uma isometria entre a classe desses operadores e

0 espaco L (02 (X1), ..., 00 (Xn);Lq(D)).

? T Pm

Proposicao 1.22. Sejam ¢, p1,...,pm € [1,00], q = (g,mvezes q)eT: Xy x- - XX, = Y

um operador m-linear. Sao equivalentes:

i) T é maltiplo (¢;p1, ..., pm)-somante;

i) (T (xf,,....2" ))“ ) € Uy (V) sempre que (zF)ien € (¥, k=1,...,m.

i1 > Pim, imEN a Dk’

Neste caso, os espagos HZ;S)UM (X1, X3 ) e L(C2(X), ... 08 (X); £q(Y)) sdo
isometricamente isomorfos via a correspondéncia que associa a cada operador multiplo
(¢;p1, .-y Pm)-somante T : Xy X --- x X, = ), o operador m-linear T: £y () X -- v X

ly (Xm) — £q(Y) definido por

~)

((le)ieNa---a(Q??L)ieN) = (T(Izllv--'7%21))1'1,...,%61\1‘

Os resultados a seguir revelam comportamento da classe dos operadores multilineares
multiplos (p; ¢)-somantes. Provaremos nos capitulos seguintes resultados que englobam

esses apresentados abaixo.
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1. Operadores multiplos somantes

Proposigao 1.23. Se ¢ < p; para algum 1 < j < m, entao H;’jﬁfﬂfpm (X1, X V) =
{0}

Proposigao 1.24. |- ||z(x,,.. %) < Tmult(gp) (*)-

Teorema 1.25. (HZ;;’L)"Zt (X, .., X)) ,Wmult(q;p)(')> ¢ Banach.
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Capitulo 2

Operadores multiplo somantes com

multiplos expoentes

O principal objetivo desse capitulo é apresentar a classe de operadores miltiplos
somantes com miultiplos expoentes, a saber, os operadores (p,q)-somantes . A pri-
meira se¢ao fala sobre a motivacao para o estudo dos operadores multiplo somantes com
multiplos expoente, mostrando um pouco do contexto histérico e sobre as Desigualda-
des de Hardy-Littlewood e Bohnenblust-Hille. A segunda secao apresenta o conceito de
operador multiplo somante com muiltiplos expoente e apresenta alguns resultados que ca-
racterizam essa classe de operadores. Por ltimo, na secao 3, apresentaremos uma serie

de importantes resultados de inclusao.

2.1 Motivacao para o estudo dos operadores multiplo

somantes com miultiplos expoentes

Com o interesse em resolver um problema envolvendo a largura maxima da faixa ver-

~% converge uniformemente mas

tical no plano na qual uma série de Dirichlet ) a,n
nao absolutamente, F. Bohnenblust e E. Hille conseguiram, nao apenas resolver o pro-
blema em questao como também obtiveram uma generalizacao da famosa Desigualdade
4/3 de Littlewood. Atualmente essa generalizagao é conhecida com a Desigualdade de
Bohnenblust-Hille, afirma que, para cada inteiro positivo m > 1, existe uma constante

positiva Bg'e! > 1, tal que

m+1

n 27m 2m
( > |T<ej1,~-,ejn>|m+l> < BT,

jlﬂ.” ?szl

quaisquer que sejam o inteiro positivo n e a forma m-linear 7" : ¢ x --- x {2 — K. Mais

ainda, o expoente 2m/(m+1) é 6timo. A otimalidade do expoente 2m/(m+ 1) significa o

ult
m

seguinte: é o menor expoente para qual a desigualdade ocorre e a contante By dependa

apenas de m.
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

A Desigualdade de Bohnenblust-Hille, além de interesse matemaético intrinseco, pos-
sui aplicagoes em diversos campos da analise, na teoria analitica dos ntimeros e ainda,
aplicagoes na Teoria Quantica da Informacao. Atualmente essa desigualdade possui uma
forma generalizada, a qual apresentaremos ao final da préxima se¢ao.

No contexto dos operadores multiplos somantes, foi mostrado em [1], que a Desigual-

dade de Bohnenblust-Hille é traduzida no seguinte resultado de inclusao.

Proposicao 2.1. Para todo inteiro positivo m e espagos de Banach &7, ..., A,,.

m,mult
H 72777,

(mﬂ;l)(/‘fl, ooy X K) = L(A&, ..., Xy K)

e existe C,, > 0 tal que
Pt 2222) () < Cinll - |

mult( a1’

Posteriormente, algumas generalizacoes da versao classica da Desigualdade de Bohnenblust—
Hille e Hardy-Littlewood foram obtidas (ver em [2], [10]). A versao unificada desses resul-
tados resume-se como apresentado a seguir. Por simplicidade, convencionamos a seguinte
notagao: X, representa os espacos £, ou lo, ‘%‘ =>, pik, e e = (€y,...,6, ), para um

multi-indice i = (iy,...,4,) € N™ fixado.

Teorema 2.2 (Generalizacao das Desigualdades Bohnenblust—Hille / Hardy—Littlewood

/ Praciano—Pereira / Dimant-Sevilla). Sejam m > 1 ep = (p1, -+ ,pm) € [1, 00]™.
-1 m
(1) Se 0 < ’% < % eq:=(q1, " ,qm) € {(1— ‘%D ,2] , entao existe uma cons-
tante Crar . tal que,

gm—1 o q1

o o am
Z (Z ‘T€i|qm> < Cﬁf’;ﬁfp,qllTll,

i1=1 im=1

para toda forma m-linear continua T : X, x --- x X, — K, se, e somente se,
1
- <

men) |
q

2 p|

(2) Se 1<

l‘ < 1, entao,
P

- 1-[4]
—l -t mu
( S T lED ) < ppet |7,

i1 peim=1

para toda forma m-linear continua T : X, x---x X, — K. Mais ainda, o expoente
-1
(1 - ‘l ) ¢ dtimo.
P

Assim como a Desigualdade de Bohnenblust-Hille teve uma releitura no contexto de

operadores multiplos somantes, na Proposicao 2.1, é natural questionar o seguinte:
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

“O Teorema 2.2 possui um correspondente no contexto de operadores multiplo

somantes?”

Nas secoes seguintes, veremos que a resposta para esta pergunta é positiva. Note que,
no Teorema 2.2, o lado direito do item (1) lida com normas mistas de espagos £,, ou seja,
deveremos lidar com operadores que envolvem tais normas, ou que possuem miltiplos

expoentes. A necessidade desta nocao sera introduzida a seguir.

2.2 Operadores miiltiplos (p, q)-somantes com multiplos

expoentes

Neste capitulo lidaremos com a versao multi-indice do espago das sequéncias forte-

mente p-somaveis. Sabemos que
(X)) = {(z) 21 € X2 [[(20) 2 |l < oo}

Consideremos os espagos £, (X) e £,,(K), onde py,ps € [1,+00], definidos no Capitulo 1,
com X Banach. Se X = {,,(K) temos que

{x

(z',2?,--- ,2',---) possui cada entrada z* = (2;;)52, € {p,.

gpl (fm) = gpl (gpz(‘)c.)) (Ilﬁil S 6111 : (‘|$Z||P2>S§1 S em}

Note que cada (z%)2,

1=

Com isso, x € ¢p, (¢,,) se, e somente se,

1% llps 2 = 1l ()i [l

I Cllillps )2,
1

o0 P2
> Jwigl
j=1

[e.9]

J=1lp,

P1

00 0o AL
= Z (Z ’Q:w pz) < Q.
i=1 \j=1
Repetindo esse processo finitas vezes, construimos o espaco ¢p. Parap := (p1,...,pm) €
[1,4+00]™, 0 espago
lp(X) =Ly, (b, (- (6, (X)) - +))
retine as matrizes vetoriais x := (7j)jenn € XV que possuem p-norma finita, onde

i:= (7;17"
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

x € {,, se, e somente se,

pm—1 - P1

o0 o0 Pm
Ixllp = | Y- ---(aniu&m) < .

11=1 im=1

Quando X = K, simplesmente escreveremos £p.
A proxima definicao generaliza os operadores multiplo somantes para varios expoentes

(foi introduzido em [5]).

Definigao 2.1. Sejam p,q € [1,+00)™. Um operador multilinear T : X; x - -- x X,,, = Y

é maltiplo (q; p)-somante, se existir uma constante C' > 0 tal que

q 1
qgm—1 L q1

0o 0o “am a2 m
m k
() ) | <ol
i1=1 im=1 k=1
para todo z¥F := (a:?)jeN € (¥ (Xy), onde Tx; := T (x!,...,2"). Representaremos
a classe de todos os operadores miiltiplos (q;p)-somantes por HZ;’,I;)“ My, X ).
Quando g; =+ = g = ¢, p1 = +* = P = p, escreveremos (¢;p), (p;¢) no lugar de

(q; p), respectivamente. O infimo das constantes C' > 0 define uma norma nessa classe

de operadores, denotada por Wmult(q;p)(-).

O préximo resultado é similar ao resultado do caso linear apresentado na Proposicao

1.11 e fornece alternativas de provarmos quando um operador é (q; p)-somante.

Proposicao 2.3. Sejam T : X} x --- x &, — ) um operador multilinear continuo e

P, q € [1,4+00)™. Sao equivalentes:
i) T é multiplo (q; p)-somante;
ii) (T2i);enm € Lq (V) sempre que ¥ := (x;?)jeN €l (X)), k=1,...,m;
iii) Existe uma constante C' > 0 tal que

1
4N gy

S (fj Hmﬂ%}”)

i1=1 Gm=1

m
S CH ||$kHw,pk ’
k=1

para todo inteiro positivo n e todo z* := (x?)jeN € Ly (X).

Demonstracao. (i) = (ii) O resultado segue da defini¢ao de operadores multiplos (q, p)-

somante.

(#7) = (¢) Supondo (i) podemos definir o operador m-linear
T2 (X) % X 02 (X)) — Lo(D) (2.1)
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

(@1)ienm = (2!, 2™) — (T23);em -

Mostraremos que T é continuo usando o Teorema do Grafico Fechado. Para cada k =
1,...,m, consideremos uma sequéncia (a:’jL)n em E;;’k(?(k), i.e., cada xf = (xfl’j)jeN €
w

0y (X)), tal que

: ko ok _ (o k w
HEIEOO T, =x" = (xj)j € (y (X (2.2)
ey 1= (Yj)jenm tais que,
nl_1>r+noo Tx, =y € ly(Y) (2.3)

com T, = T(xL,...,2™). De (2.2) temos que, dado ¢ > 0, para todo k € {1...,m} fixo,
existe N € N que satisfaz

1

00 PR
n >N = sup <Z|gp (xf%j—zvf)}pk) < e,

entdaon > N = 3%, % (2 — x§)|pk < ePr paratodo ¢ € By etodo k € {1,...,m}. Daf
|g0 (atflj - x;“)‘ < e para todo ¢ € By e todo {j,k} € Nx {1,...,m}. Por Hahn-Bannach

concluimos que

n>N= ”xﬁ _xk”?(k = S%p ‘90 (Ifz,j - fL’f)| <§g, v {]7 k} € N x {17 '-'7m}7
peDB 3/

k

isto é, lim,, zy, ; = x;“ em X}, paratodo 7 € Netodo k € {1,...,m}. Como T é um operador

multilinear continuo, segue que

limT(xl L ):T(ajl ,xm)

oo n,Jgi’ - n,Jm Ji’ Jm

em ) para todos ji,...,Jjm € N fixos. De (2.3), dado ¢ > 0, existe M € N tal que

n 2 M= |7 ((0,0)7 e (@) ) — yﬁ""’ije o=
q

ou seja,

1
n> M= ||T (xnhj, ...,:Unmmj) — yjl,-..,ijy <e
para todos ji, ..., jm € N fixados. Pela unicidade do limite podemos concluir que T’ (:U}l, N ) =

“ey ]m

Yir.....im Para todos ji, ..., j,m € N fixados. Portanto

T () (@) s ) = (T (2 ) =
T((Inhj =1 \Tngi)p, —1) = T(xm,jv--wxnm,j))m,,,,,nmzl =Y
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Logo, pelo Teorema do Grafico Fechado concluimos que T é um operador m-linear

continuo. Mais ainda, existe um C' > 0 tal que

[CaCEREERRE: ) It N (O (5 RS C Ay |
< Oll(@n)silly,, 1@, -
(i) = (iti) Fixe n € N e sejam (z})" | C Xy, -+, (20")r_; C X Entdo (2F)™ =
(af,ab, -+ 2k 0,0,---) € €% (X,) para todo k € {1,...,m}. Usando (i) temos
1 m n — . ™ o
(@@t el = 1@ @)l
< Clj(= >n J\W @y e
= Cll(za) il 1@,
(#1i) = (i) Considere (z,)2; € £y (A1), -+, (xgn)jil € by (Xm).
1 . m o0 — ... m n
[CaCEREEERE0) I RN )
< Osup (@)l 1@ 0o,
= ClE) il @],
0
Observacao 2.1. Dado T € HE’;?;M(XM -+, Xm; V), definimos em 2.1 o operador continuo
m-linear T. Mostraremos agora que
||TH = Tmutt(a.p)(1)- (2.4)
De fato, primeiramente note que
1 m oo o OO m\ o
H (T (), ,xjm))j17...7jm:1 W HT ( im0 (27 )j_1> Heq(y)
< |FIII] e
H H wpk
isto €, Tmule(q,p) (1) < Hf” Por outro lado, temos
7l = e T )]
(mf)jzleBé%}k(?{k)
— 1 m o
— sup H(T (2, ,Q;jm))jh...]m o)
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m
S sup Tmult(q,p) H H

(#5) 7 By, ()

=  Tmult(q,p) (T) )

W,Pk

o que prova a igualdade 2.4. Podemos naturalmente definir o operador linear continuo

O:I(Xy, -, X Y) — L(G (X)L (Xn)i la(D))
T — T,
que, devido a igualdade 2.4, é uma isometria.

Proposigao 2.4. Seja p,q € [1,+00)™. Se T € HE’;’Z‘)‘ﬂt(Xl, ety X3 V), entao

1Tl e,y < Tanutt(a,p) (1)

Demonstragdo. Considere z; € By, j = 1,...,m, e defina ( f)zl = (z;,0,--+). Cla-
ramente vemos que (.CEZ)Zl € ﬁw( ;) para todo j = 1,...,m. Portanto, para T €
mul
H?:lp) t(Xla 7Xmay)7
aN
) 0 qr;wjl |
IT (2, aa)lly = [ D[ (Z |T(al 2l ‘;m>
J1=1 Jm=1
S Tmult( qp HH

w,pj

- 7Tmult (a, p H sup Z |§0 |pj

By
J
m
=  Tmult(q,p) (T) H sSup |S0<mj)|
j:l CPEBX/
= 7rmu1t (a,p) HHx]”X

= Tmult(q,p) (T)

O

Teorema 2.5. Sejam p,q € [1,+00)™. Entdo <Hg”’£;lt (Xp, -, X)) ,Wmult(q,p)(-)> é

um espacgo de Banach.

Demonstragao. Seja (T;)32, uma sequéncia de Cauchy em HEZIS;“(?G, <o X V). Como
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|- Il < Tmuie(qp)(-) pela Proposicio 2.4 segue que (7})%2, também é uma sequéncia de
Cauchy em L(AX}, -+, X,,; V) e portanto existe T; — T em L( Xy, - -+ , X,,; Y). Provaremos

que T € Hg’ﬁ;ﬂt (X1,---, Xn;Y). Considere (z§), C 2 (Xy), k = 1,--- ,m. Basta

mostrar que (7" (z], - - ,xﬁn)): o €1 «(Y). Como © é uma isometria, (7/’\ )52, é uma
sequéncia de Cauchy em £ (6;;’1(2(1), s 0 (A )-zq(y)), que é um espaco de Banach,

uma vez que {y(Y) é um espaco de Banach. Portanto, existe um operador m-linear
SeLl (6;1:1 (Xl)a T >‘€;;Um(Xm)7£q(y))7 tal que
Tj— Sem L (02 (X)), 02 (Xn); (D)) -

Pm

Entretanto, se nds considerarmos Py : (q()) — Y um operador linear continuo, com
k = (ky,- -+, km), dado por,

o0
(yjlv"'7jm)j1,~~~,jm:1 yklf"vk'm?

e € > 0 um numero real positivo, existe um inteiro positivo N tal que

(s ()7 1="'7(wﬁ)fn1))—T(xi1ww$2”m)Hy
< AT (@) @) T ) = RS ()T, ,(x;fn);j:l))Hy
A (B (@5 @ )) T e
= (@ (@i @) = s (@05 @)l
B @) n) ~ T e
S BN <(x}l)::1"" ’(x?fnﬁizl) - (<x;l>;o:1"" ’(“”?Zn)fnﬂ) ta(¥)
Ty (oo 2k,) = T (w02
< CllFA
< €.
para todo j > N. Entao Py, ..k, (S ((x}l);le e (xfn)i:1>> =T (xh,, 2 )
para todo ki,--- , k, € N, e consequentemente
S () ) = T (e a)
Isso prova que (T (le.l, e ,a:;?n)): o1 € lq(Y) como queriamos.
Por defini¢ao temos 7' ((x}l)jj:l e (m;:n)jo :1> = (T (w3, ’xznm))jf vy Subs-

tituindo na expressao acima concluimos que T=5. Portanto, dado € > 0, segue de (2.4)

que, para um j suficientemente grande,
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

Tit(q.p)(Ti = T) = T3 = Tl = |T; = T|| = |T; = S| < ¢

m,mult

isto ¢, T; — T em H(q,p)

(X1, -+, Xn;Y), e o resultado segue.

Proposigao 2.6. Se ¢; < p;, para algum j € {1,--- ,m}, entdo

Hm,mult()(l’ ... 7Xm’ y) — {O}

(a,p)

Demonstragio. Como g; < pj;, existe uma sequéncia (a;);2; € £, \ly,. Seja x; € X;\{0}.

X /
Entao para todo ¢ € X temos

o0 00 .
>l < 3 el lail s P = ol 1P 3 ol < o,
=1 i=1 —

i.e., (O‘ixj)?; € f;fj(/\fj). Por contradicao, assumiremos que existe

T e M{m™ (A, -+, X V{0

(a,p)

Entao, podemos escolher z;, € X \{0}, k € {1,--- ,m}\{j}, tal que T'(z1,--- ,z,) # 0.
Para cada k € {1,--- ,m}\{j} consideraremos ()2, = (2,0,---). Se (z})72, € €% (Xy)
para todo k € {1,--- ., mp\{j} e (a;x;)i2; € € (X;), a Proposicdo (2.1) assegura que

1 (G-1) (j+1) m )"
H<T <x21 iy s Qiglys Tip gt Ty,

i1, ,im=1

£q(Y)
- o0
<o T1 162 ) Iz,
k=1,k#]
Contudo,
‘ <T (xlll’ o ,mgjj), RUARE xgrll)’ o ’xzzl”)):]zml ta(¥)
N q
0o . 9
= ZHT('ID 7xj717aij'rj7xj+l7”' 7xm)||qj
ij=1
1
0o aj
= [|T(x1, 20| <Z|O¢i|q")
i=1
Com isso,
1
[e9) qj m
. o
T ) (zw) < o( [T 65z ) )y,
i=1 k=1,k#£j
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Portanto, Y %, |o;|% < 00, o que contradiz ()72, € €y, \lg,- O

Lema 2.7. A correspondéncia u — (uey ), fornece um isomorfismo isométrico de L(£;,, X')

em £(X) quando 1 < p < oo. Para p = 1, o isomorfismo isométrico é¢ de L(co, X') em
o(x).

A demostracao completa desse lema estd apresentada no apéndice. Os préximos re-
sultados sao releituras das Desigualdades de Bonhenblust-Hille e Hardy-Littlewood para
essa nova classe de operadores, respondendo afirmativamente ao problema proposto no

inicio do capitulo:

“O Teorema 2.2 possui um correspondente no contexto de operadores multiplo

somantes?”

Proposicgao 2.8 (Releitura da Desigualdade de Bohnenblust-Hille). Seq = (q1, -+ ,qm) €

[1,2]™ é tal que \(ll] < mELentao

gm—1

oo 00 am 22 m
Dol <Z !T:Ui\q’”> < BRI T T 1)1,
i1=1 im=1 el
para toda forma T : X7 x---x X, — K e toda sequencia (a;f);’il el(X), k=1,--- ,m.

Em outras palavras, temos a seguinte coincidéncia de espacos:

H?Zlﬁl)ult(Xla' . 7Xm7K) — 'C(Xh' .. ,quK)

Demonstragao. Seja T € L(AX), ..., Xn;K) e (x;“)j‘;l € W (Xy), k=1,...,m. Pelo Lema

2.7, é garantida a continuidade do operador linear

U : Co — Xk

(e5) — u(e;) = b

e luell = [[(25)52 [lw1 para cada k = 1,...,m. Entao, S : ¢o X --- X ¢g = K definido
por S(y',...,y™) = T(ui(y'),...,um(y™)) é um operador m-linear limitado e ||S] <
| Tl - -« ||tm]|- Portanto,
m+1 m+1
oo om 2m oo om 2m
(3 b)) = (3 st )
J1jm=1 Jijm=1

Pelo Teorema 2.2 temos a seguinte desigualdade:

m—+1

oo ) 2m
(3 st T <mis)

J1-jm=1
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

portanto,
m+1
> 2m am 1t
> TG, af )l < By, ,qHTHHHukH
J1eensjm=1
—B%‘ﬁf,qHTHHH )5 w1,
como queriamos. O

Proposicao 2.9 (Releitura da Desigualdade de Hardy-Littlewood). Sejam m > 1, p :=
(P, ypm) € [L,00]™ e &Y, ..., A, Banach.

| <

1
q

-1 m
%) ,2} sao tais que ‘

Wse0 il <hea= e |(1-

(m4+1)
2

% , entao,

Hmmult (X17._ . ’Xn_“K) —= E(X17.. . ;XTWMK)

(Q,p5,P)

(2) Se 3 < |1/p| < 1, entao,

m,mult
G )1t )

(Xla meK) :‘C(Xla aXTrMK)

Demonstragao. (1) Devemos provar que existe uma constante Cﬁg‘;}fp q tal que, para toda

forma m-linear continua 7' : A} X --- X X,,, = K,

gm—1 E q1
o am
(D) T ) | < ctam T,
i1=1 im=1
quaisquer que sejam as sequéncias x¥ = (z¥)2, € ﬁ;”/k(Xk), k =1,---,m. Considere

T e L(X,...,XnK) ee = (e)",. Pelo Lema 2.7, sabemos que o operador

!
Uk ‘Epk — X,

e — up(e;) = (zh)h_, ,

¢ limitado e |Jupl| = [[(z})5_ ]lwy,. Entdao, S : £, x --- x €, ~— K definido por
Syt .. y™) = T(u(yl),. .., un(y™)) é um operador m-linear limitado e |S|| < ||T||||ui]| - - - ||tm]|-
Portanto,
dm—1 % a1 dm—1 % a1
&) o0 am S8 ) qm
> (2 ) [ (e )
i1=1 im=1 i1=1 im=1
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5 5 e CAN
(S (S sear)
=1 im=1
Pelo Teorema 2.2, temos que
> (Z!S |‘fm) < Gty ISl
=1 im=1
portanto, pela definicao de S concluimos que
S8 q?ml % ;1
(- (Smar) ")) e
=1 im=1
ﬁ“ﬁit,pqlTHHHukH

= Cimp.allTl H 12*

(2) Analogamente ao item anterior, devemos provar que, existe uma constante Dﬁg‘jﬁfp

tal que, para toda forma m-linear continua T : X; X --- X X,,, = K,
N 1 l_li‘
|1
( PORAENIE |p|> < DL IT| H )2
U1, tm=1

quaisquer que sejam as sequéncias z* := (2¥)2, € E;;‘ik(?(k), k=1,---,m. Considere T €
L(Xy,...,Xn;K) e e := (e;)",. Considere também os operadores uy e S apresentados

na demonstragao no item (1). Logo,

N N\ LB N Lo\
( > |T<xi>|1|%|) :( 3 |s<u<ei>>|1|;|> |

i1yim=1 i1eim=1

Pelo teorema 2.2, temos que

N 1 1_|E’
( > IS(U(ei))P’P’) < DEplSI,

i1eim=1
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e pela definicao de S sabemos que

m
ISI < TN T Neel-
k=1
Portanto,
N 1 1_’%‘ m
|1
( S T ‘p‘) < DT TT
i1yemyim=1 k=1
m
= D I T T ) o
k=1
como queriamos. O

Lema 2.10 (Desigualdade de Khintchine). Para todo 0 < p < oo, existem constantes

positivas A, e B, tais que, independentemente da sequéncia de escalares (o), € (o,

p % ) %
) ) S Bp : (Z |O-/n|2> )
n=1

< By - lamll2.

teremos
1

Ap - <Z|O‘n|2> < ( |
n=1 n=1

Z Ty (t

ou equivalentemente,

E ATy

Nlomll2 <

L,[0,1]

Proposicao 2.11. Seja p,q € [1,+00)™. Se

Hmmult(le Xﬂ_“K) — £(X17- .. 7Xm7K)7

(a;p)

entao
mul
H?;T%Pvl;t(‘)cla ) va Xm+1; K) = ‘C(Xh T Xm» Xm+1; K)
Demonstra¢ao. Primeiramente vamos provar que, para toda forma (m+1)-linear continua
T:X x---x &, Xcy— K, existe uma constante C' > 0 tal que

g\ L
q ILN 4

2 q2
Z (Z 7 (x Jl""’ ]m’eJm+l)|2>

Jj1i=1 Jm=1

<C-Agy, \TIIHII Vi=tllw.pi: (2.5)

onde AHE,lqm ¢ a constante da desigualdade de Khintchine. De fato, da Desigualdade de
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Khintchine, temos

N

IN

AKQm, Z |T ]17"‘7 ]m7€jm+1)|2 / | erm+1 ]1""7I‘;Z¢7ejm+l)|qmdt

Jm+1 Jma1
1

1 am
= ([ )
0

Entao
a\ &
E E 2
170 ]m e]m+1)‘
j1=1 m=1
1
Im+1 % q1
n n am
-1 e m . . dm
S AKﬂm Z / ’T ]1’ T 7xjm’ § : ij_H (t)ejm-u)‘
j1:1 .7 =1 ]mzl
1
Im+1 % q1
n 1 n am
— AL E E am
_AK7Qm / |T ]1""7 J ’ 7n]m-H e]m+1>|
=1 0 jm= jm=1

I9m+1
am
S AK,qm sup E : ‘T ]17 Tt j ’ : : r.]m+1 €]m+1>’ " U
> ji1=1

J’m_l ]m_l

m
S Aﬂg,lqm iup ﬂ-(qp (T <Z 7a]m-kl €J7n+l>> H H(xf);z Hwapk'
k=1

Jm=1

Visto que || - || < Tmuit(q;p)(-) € Pela Proposigao 2.4 e pela hipétese temos

H?lerfr’l;llt(‘)(la' o 7Xm7K) = E(Xl’. o 7Xm7K)

O Teorema da Aplicacao Aberta garante que as normas mmui(q;p) € || - || 80 equivalentes.

Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que

. 5 AN
2
(0 (S irmment)
j1=1 ]m—l
n m
1 k\n
< C. A K.qom sup T eyt E T mt1Cima1 H H(xj )jzluw,pk
t€[0,1] Fa— k=1
n m
1
<(C- AKq sup E T jmt1€imrr H J 1H Pr
te0,1] || ; = -
Jm+1 -
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Sejam T € L(Xy,--- Xy, X K), (b)) € 02 (X), k= 1,....me (2], €

Jj/i=1
0 (Xme1). De 2.7, temos a limitagdo do operador linear u : ¢ — X,,41 dado por
ej — u(e;) = (27" e [lull = [I(z7")j= l1,0- Entdo

S: X XXX, xcg— K

definido por
S<y17 s 7ym+1) = T<y17 s 7ym7u(ym+1>)7

¢ uma forma m-linear continua e ||S|| < ||T||||u||. Portanto, de 2.5,

q =\ a1
am. s
+1 2 ’
2 ™
(> TGl ) ~
j1=1 Jm=1
1
a\ *
n =h a2\
2
= E (E T ()., 27" ,ejm+1)‘>
J1=1 Jm=1

<CAqu|ITHIIUI|HII )izl
= CAg, IITIII(=7)5- 1HH|| V=l py

pe, T €MDY e Xy Xy K. O

(q,2;p,1)

2.3 Resultados de inclusao

Com o desenvolvimento da teoria, teoremas de inclusao se revelaram como problemas

desafiadores (ver [13]). Em [22], os autores provaram o seguinte resultado.

Teorema 2.12 (Pellegrino-Santos-Serrano-Teixeira, [22]). Sejam m um inteiro positivo,

r,p,q € [1,00) tais que g > p e

1 m m

-——+—=>0.

rop
Entao

(X, Xy V) C T (X, Xy V)

para quaisquer espacos de Banach Xy, ..., X, e Y, com

I m 1 m

s g r p’

e o operador inclusao tem norma 1.

Teorema 2.13 (Bayart, [7]). Sejam m um inteiro positivo, r,s € [1,00), p,q € [1,00)™
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

tais que q. > pp, k=1,...,m e

1 m m
——|—=|+[—=|>0.
r p q
Entao
m,mul . m,mul .
H(TJ’) t(Xl’ B Xm’ y) C H(&‘l) t(Xh ce 7Xm7 y)7
para quaisquer espacos de Banach Xy, ..., X, e Y, com

1 1 1 1
. .

A seguir enunciamos um resultado bésico sobre inclusao de normas no espaco ¢,, que

usaremos na demonstracao do teorema 2.16.
Teorema 2.14 (Inclusdo da norma p). Paraqg>p >0, |||, < |- -

Para a demonstracao do teorema 2.16 também precisaremos de uma consequéncia da

famosa Desigualdade de Minkowski. Para detalhes da demonstragio veja [14].

Teorema 2.15 (Desigualdade de Minkowski). Para quaisquer 0 < p < g < oo e qualquer

matriz escalar (a;;); jen,

LIS

i(iu) < i(i) )

i=1 \j=1 j=1 \i=1

Teorema 2.16. Sejam m um inteiro positivo, r > 1, s, p,q € [1,00)" tais que q >

e, K=1,...,me

-l
- —|—= —| >0
r p q
Entao
m,mul . m,mul .
e "X, .., X)) C IIFS "Xy, X Y),
para quaisquer espacos de Banach Xy, ..., X, e ), com
1 ‘ 1 1 ’ 1
Sk qd|>g r P Zk.

Demonstragao. O argumento é inspirado pelo principio da regularidade de [[22], Teorema
2.1]. Faremos a indugao em m. O caso inicial bilinear é uma aplicacao direta da inclusao
classica dos operadores lineares e os espacos £,. As ideias usadas serao reveladas no caso

m = 3. Seja T € H?f;;lt(Xl, X, Xs;)). Entao existe uma constante C' > 0 tal que

> ( ) HT(%-)II’”> - 1T @))senslle < CTT N llwprs (2.6)

73=1 \Jj1,j2=1 k=1
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

para toda sequencia z* = (SL’?)J'EN € ly (X)), k=1,2,3. Seja a € 0y (Xy) com k = 1,2
fixos. Defina vs : X5 — £(,,1()) como

U3(x3> - (T(x]ll ) x]227 x3))j1,j2€N
para todo 3 € X3. Por 2.6, obtemos, para todo 2% € 0 (As),
l}
(Z Hv3(56?3)|!r> < G| s
Ja=1

com Cy = C [Ty 12 lwps, i-€., v3 € Hripg) (X550 (Y)). A inclusao linear, apresentada
em 1.17, nos leva a vz € (5.4, (Xg; K(m,)(y)) com g3 > p3 € S3 > T tais que

Aplicando a inclusdo da norma em ¢, com os expoentes r > s3 e usando que vz é (S3;¢s3)-

somante, obtemos

5 z(zuwnsg) S z(z||T<xj>nss)
je=1 \ji=1 \jsz=1 Jj3=1 \Jj2=1 \ji1=1
s3 L
00 0o i 53
. z(z rwmw)
jz3=1 \Jj1,j2=1
2
< 2 ||wgs H (B[ (2.7)

k=1

Fixando z' € £¥ (X1), 2* € (2 (Xs) e definindo vy : Xy = £(s,,5,)(Y) por

’UQ(Z'Q) = (T(lel y L2 x§3))j11j3€N

de 2.7, podemos concluir que

1

o 53
(Z ||U2(x?2)‘|33> < 02||x2’|w7p27

jo=1

para todo z? € €% (Xy) com Cy = Ol ||ugs |7 [[wp 7€) V2 € isypy)(Xas Lisys5)(V)).

Pelo teorema de inclusdo linear, vy € Il(sp,)(Ao;l(sy,55)())) com go > pa, s3> 3 €
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

L1 1 _ 1 Dyj
P2 S
1
oo oo ig ;% = 3
> (Z 1T (x5 ||3) < Colla® gy = Cllt s T 17" e
J2=1 \J1=1 \yz=1 k=2
com

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-+ |--—-+ -t —=—— |-+ )+ {—+—].
S2 53 D2 q2 r p3 q3 b2 q2 r b2 D3 q2 q3

Pela inclusao da norma em ¢, com s3 < sy e e a estimativa obtida anteriormente de

Vg € (S2; q2)-somante, temos

o) e o] ] s3 S3
5 z(znnwg) S z(z||T<xj>n83)
J1=1 \Jj2=1 \jaz=1 J2=1 \n1=1 \ys=1
sy 32\ 33
00 53 53
s23242w%w)
jo=1 \j1=1 \ysz=1
3
< C”xluw,m H ||mk||w7qk' (2.8)

k=2

Agora, fixemos z* € ) (X)) com k = 2,3 e definamos, para todo z; € &1,
v (1) = (T(21, 2%, 23)) js jsen-

Portanto, v1 € Il(s,p,)(X1; €(sy,55)(Y)). Considerando 2.8 e o teorema de inclusao linear,

conseguimos vy € H($2;p1)<XI;£(S2,S3)<y)) com ¢y > p1 € $1 > s tals que pi - é = q% — i,
isso é,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—_— =t —=-=(—4+ =+ —+— - — 4+ —
S1 S22 D1 q1 r b2 P3 q2 qs P qQ1
3 3
1 1 1
ey deytog
r 1 Dk 1 qk
Entao L
e o oo ;% % 1 3
> 1> (Z \lT(m)!\Ss) <CTT 1" g
j1=1 \Jj2=1 \js=1 k=1

uma vez que v1 € g 10) (X5 isy,5)(Y)), €, além disso, T € H:()’;?:)ﬂt(éfl, X, X33 ).

Agora, concluiremos a prova por um argumento de inducao. Vamos supor que o
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

resultado é verdadeiro para m — 1 e seja T € H;’Z;E)u“(Xl, e X ), e,
1 1, %'T % 1
(o (3 (Swrear) ) ] | = (3 i)
J2=1 Jm=1 \j1=1 i1,eeesim=1

m
<C H HIkHw,pw
k=1

para toda sequencia 2% € (¥ (X;). Fixando z' € €% (Xy), v: Xy X -+ X X, — £,(Y) dado
por

’U($2, to 7$m) = (T(xgl’p Loy 7xm))j1ENv

pertence a HEZ;;?“;;)(XQ, <o X £:())). Consequentemente, pela hipétese de indugao,

a inclusao da norma e a desigualdade de Minkowski,

sm—1 s 59 52
00 [e's] 00 sm S5
(3 [ (S ) ) 2
, , : 83
J1=1 \Jj2=1 Jm=1
oy L
Sm sm=1 s§ 52
% 0o 00 T sm
|| (X (Srer) ]
ja=1 jm=1 \ji=1
m
< Clla gy [T 1" o (2.9)
k=2
com7r <s,<---<sye
I &K1 K
Lol
s Pk Ak
Fixando z* € ly (X)), k=2,---,m e definindo, para todo z; € &},
u(xl) = (T(x17 I?g? T ’xgr:n))jz,'“,ijNa

nés temos que u € 15y, ) (X5 sy, 5,,)(Y)). Aplicando a inclusao linear clssica em 2.9,
com ¢; > pp € 81 > S9 tais que

1 1 1 1

P1 S2 Q1 81

concluimos que u € g, 0,y (X1: €(sy,ee 5,1 (V). Como

1 < 1 1 |1 1
3123_2_171+E:<"2p_+2 ) =l
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2. Operadores multiplo somantes com muiltiplos expoentes

euc H(31§q1)(X1;6(521"',3m)(y))7 temos

51 1
sm—1 o S1

> (- (i HT(xj>H5m>

J1=1 Jm=1

»
N

m
< CTT e -
k=1

Entretanto, T € HZ;’(T)ult(Xl, <o, Xm; V). Além disso, note que o operador inclusao tem
norma 1, uma vez que a constante C' seja preservada. Isto conclui a prova. O
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Capitulo 3
Operadores Z-parcialmente somantes

Este capitulo apresentara uma nova classe de operadores que abrangera as classes de
operadores multilineares absolutamente e multiplo somante. Investigaremos o que ocorre

quando os indices das somas sao repetidos.

3.1 Motivacao

Além das célebres Desigualdades de Bonheblust-Hille e Hardy-Littlewood, os resul-
tados a seguir sao bastante conhecidos e dizem respeito a somabilidade das formas T :
Xpy X oo x A&, — K

[- Somas em um indice:

e Aron e Globevnik [6] : para toda forma m-linear continua 7" : ¢y X - -+ X ¢g — K,

Z ‘T(eiv o 761')‘ < ”Tuu
i=1

e o expoente 1 é 6timo.
e Zalduendo [28] : Seja |1/p| < 1 Para toda forma m-linear continua 7" : &), X --- x
X, — K,

00 1-1/p|
1
<Z T (ei, - - ,ei)ll—”"'> < |7l
i=1

e o expoente 1 — |1/p| é étimo.
II- Somas em vérios indices:
e Bohnenblust-Hille [8]: existe uma constante Ck > 1 tal que, para toda forma

m-linear continua 1" : ¢ X - -+ X ¢g — K,

+1

[ee] 2m
2m_
( > T, +1> < CrsllT.

i1yesim=1

e Hardy-Littlewood [16] e Praciano-Pereira [25]: Seja ]§| < 1. Existe uma constante
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

C}If%p > 1 tal que, para toda forma m-linear continua 7" : &, x --- x &, — K,

m+1-2[1/p|
2m

o0
( 5 |T<>|) < o5l
11

7---7Zm:1

e Hardy-Littlewood [16] e Dimant-Sevilla-Peris [10]: Seja 3 < |%| < 1. Existe uma

constante D;If;’p > 1 tal que

00 1-[1/p|
( > IT(eil,...,eim)ll'l”P) < Dy olIT1,

i1yeim=1

para toda forma m-linear continua 7' : &, x --- x X, — K.
e Albuquerque et al. [3]: Sejam [1/p| < 1/2eq:= (q1,...,qn) € [(1—|1/p])71,2]"

Existe uma constante C’ff;,pg > 1 tal que

Im—1 e a1

o0 o0 am q2
2| (Z [Afeiss - >1> < CrpallAl
i1=1 im=1
para toda forma m-linear A : X, x --- x &, — K se, e somente se
1 1 m+1 1
e
i Gm 2 p

ITI- Somas em blocos de indices:
O resultado apresentado a seguir ¢ uma unificacao das Desigualdades de Bonhnenblust-

Hille, Hardy-Littlewood, Praciano-Pereira e Dimant-Sevilla.

Teorema 3.1. Sejam m,k inteiros positivos com 1 < k < m, T = {I,...,I;} uma
familia de subconjuntos nao-vazios e dois a dois disjuntos de {1,...,m} tal que UF_,I; =
{1,...,m}. Parap:= (p1, - ,pm) € [1,00]™, seja

1
1oy

J€ln

1
— n=1,... k.
Dj

1 m
(1) Se 0 < é S% eq = (q1, " ,qm) € {(1— %) 72] , entao existe uma cons-
tante CIE%(H,...W;C),q tal que,
0o 0o k qn L]r(;n % %
S (STl ) ) | i
=1 im=1 n=1 jel,
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

para toda forma m-linear continua T : X, x --- x &, — K, se, e somente se,
1
- <

CER
q

2 p|
(2) Se i< ‘%‘ < 1, entdo,

(=)~

[e.e]

2.

1 peim=1

< DE(Tl,...,Tk) ”TH7

T <i2@n .ej)

n=1 jeIl,

para toda forma m-linear continua T : X, X ---x X, — K. Mais ainda, o expoente
—1
(1 — ‘l’) ¢ otimo.
P
O resultado apresentado abaixo é um caso particular do Teorema 3.1. Neste caso os

indices estao todos organizados, i.e., os primeiros elementos de {1, ..., m} estao em I3, os

proximos em [, e assim sucessivamente.

Corolario 3.2. Sejam 1 < k < memnq,...,n; > 1inteiros positivos tais que ny+- - -+ng =

m e suponha que

N 1 1 k k m
p = P15 sDPpy " 5P 5 Py, 6[1700]
——— N———
ni vezes ny vezes

é tal que 0 < |1/p| < 1. Seja r; dadopor%_zz Loi=1,... k.

J€l; p_;'-’

(1) Se0 < |1/p| <1/2eq:=(q1,...,q) € [(1 - |1/p|)71,2]k entdo, para toda forma

m-linear continua 1" : (&, X -+ Xy ) X -+ X (A X ”'Xpﬁk) — K

dle—1 - q1

o0 [e.e] df
> ---(Z|T<ezzl,...,e§:%>|%) <Ol T,

i1=1 in=1

se e somente se |1/q| < (k+1)/2—|1/p|.

(2) Se 1/2 < |1/p| < 1 entdo, para toda forma m-linear continua 7" : (&1 X Ky ) X
s X (A X ---ka)—>K,

24
s 1-[1/p|
1
( > IT(eﬁla-.-,elZﬁll—”p) < Cf o IT-
1 yeryim=1

-1
1 > é 4timo.
p

Mais ainda, o expoente (1 —

46



3. Operadores Z-parcialmente somantes

Note que este ultimo corolario engloba todos os resultados de somas em um e em

varios indices citados anteriormente.

(a) Ao considerarmos k =1ep, = --- = p, = 00, entdo x, = ¢y, |1/p| =0e g =1,

retornaremos ao resultado de Aron e Globevnik.

(b) Para retomarmos o resultado de Zalduendo basta considerar k = 1, entao teremos
¢ <1—[1/p|.

(¢) Quando k =me|l/p| < 1/2 conseguimos voltar a desigualdade de Hardy-Littlewood

e Praciano-Pereira.

(d) O caso 3.2, é a desigualdade de Hardy-Littlewood e Demant-Sevilla-Peris para somas

em blocos de indices.

Nesses dois ultimos casos os indices py, ..., p, Nao precisam ser iguais.

3.2 Operadores Z-parcialmente somantes

Nesta segao apresentaremos uma versao unificada das Desigualdades de Bonheblust-
Hille e Hardy-Littlewood com somas parciais que abrange também as Desigualdes de Zal-
duendo e Aron-Globevnik, ou seja, serd mostrada uma nova classe de soma de operadores

multilineares que abrange a classe dos operadores absolutamente e miltiplo somantes

Definicao 3.1. Seja Aj,..., &, espacos de Banach, m, k inteiros positivos com 1 <
E<m,e(p,q) = (p1, -, Pmsq1,---q) € [1,00)"*. Seja também Z = {I;,..., [}
uma familia de conjuntos dois a dois disjuntos nao-vazios de {1,...,m} tal que J\_, I; =
{1,...,m}. Um operador multilinear T : X; X --- x X, — ) é Z-parcialmente miltiplo

(p, q)-somante se existir uma constante C' > 0 tal que

q
9k—1 an q91

%) 0 k 9k 9k m
Z Z T (Zfon .ej> < CHH (:cg)izl lwp;,  (3.1)
ir=1 ip=1 n=1 jel, y j1

para todo (xﬁ)zl € K;"j (X)), 5 = 1,...,m. Representaremos a classe dos operadores

Z-parcialmente (q; p)-somante por

I E (X, X V)

(a;p)

O infimo das constantes C' > 0 que satisfazem a desigualdade acima, define uma norma

em T (X, X, V), que é denotado por mz(gp) ().

Note que quando

47



3. Operadores Z-parcialmente somantes

e k=1, recuperamos a classe dos operadores absolutamente (¢; p)-somantes, i.e.,

H17m7{17m,m} (Xla s 7Xma y) Hm 9 (Xla s 7Xm7 y) ;

(g;p) (g;p)

ek=meq == q, =: ¢, recuperamos a classe dos operadores multiplos (¢; p)-

somantes, i.e.,

Hm,m,{{l} ----- {m}} (X:l? RN Xm’ y) = Hm’mult (Xl, LRI ,erm y) )

(g;p) (g;p)

e k= m, recuperamos a classe dos operadores multiplo (q; p)-somantes, como defini-

dos na secao 2.2.

Proposicao 3.3. Seja T : X} x --- X X,,, — Y um operador multilinear. Sao equivalentes:

(i) T é Z-parcialmente miltiplo (q; p)-somante;

(ii) ( ( o 12]61 x ej)>i1 o € lq(Y) sempre que (xf)zl € E;;”j (X;), para
=1,...,m; o

h.

(iii) Existe uma constante C' > 0 tal que

k-1 AN
n n k Ik Ik m
. i\ T
S (ST (Z S .ej> <CTII D), g,
para todo inteiro positivo n e toda sequéncia (xf)jzl €Ly (X)), j=1,...,m.

Demonstracao. (i) = (ii) Segue da definigao.

(74) = (i) Supondo (ii), podemos definir o operador m-linear

T 08 (X)) x - X L2 (X)) — La()

n=1 jel, i1 ein=1

Vejamos que o operador m-linear T é continuo. De fato, sejam ((xis);’il)?‘;l C Ly (X)), j=

1,...,m, tais que

(@] )21 = (2])2, em €2 (X)) (3.2)

)

(@20 (37)Z) = Wirei )iy, = em Lo (D). (3.3)
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

De (3.2) temos que, dado € > 0, existe N € N tal que, para todo j € {1,...,m},

1

s> N = sup (Z\go(vas—xgﬂpj) <e.

$€Be \iz1

Entao

s> N = Z ]gp(mfs — 27)|P < ¢ para todo ¢ € By e todo j € {1,...,m}
i=1
elogos > N = 3% |o(z],— )| < e para todo ¢ € Bas e todos {i, j} € Nx{1,...,m}.

Portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach concluimos que

s> N = fos — xf||;(] = sup ]cp(xfs — xf)| < e para todo {i,j} € Nx {1,...,m},

PEB s
J

ie., xfs — azf em X, para todo i € N e todo j € {1,...,m}. Como T é um operador

multilinear continuo, segue que

(S5 0) r(Ere)

n=1 j€il, n=1 jel,

em ) para todos i1, ...,ix € N fixados. De (3.3), dado ¢ > 0, existe M € N tal que

qpe—1 E q1
n n k dk dk
2= (2 (zz) <
i1=1 =1 n=1 j€l, y
logo,
k
s>M=|T (Z >l ej> ~ Yirir| <€
n=1 jeln y
para todo iy, ...,7; € N fixados. Pela unicidade do limite concluimos que
k
J _
r (z S ) ——
n=1 j€Il,
para todo i1, ...,7; € N. Consequentemente
k o0
oal 1 _ J _
T ((ahEs - (@2, = (T (Z >l )) = Wit
n=1jel, iyein=1

e entao, pelo Teorema do Grafico Fechado, obtemos que T é um operador m-linear
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

continuo. Sendo assim, existe C' := ||T|| > 0 tal que
-~ a1
n n k Ik q];Tl "
1 Dol 40 95 wFEiES) EVAN S
i1=1 ix=1 n=1jely, y
= 1T (@) @) leg) < ||THH|| )2l lwp;

(i) = (i4i) Fixe n € N e sejam (x})!, € X1, ..., (z7)", € X,,. Entao

(@])iy = (] a3, 2, 0,0, ) € £ (X))

para todo j € {1,...,m}. Portanto, usando (i), temos

q 1
dk—1

q1
n n k dk qk =
I e,
)3 N DI A DI IEAL
i1=1 =1 n=1 j€il, y
1
a—1 % a1
k qk qk
I e,
§ :E :xz‘n €j
Q1= 1 = 1 n=1 jel, y
m
<C

m .
H JZillows = C TT 1D,

k=1

(#i) = (i) Considere (x7)2, € 2 (X1),..., (2]")2, € £ (Xy). Sendo assim

1
a1 A
[ee} ') k qk qk
I e,
)N R DS (A D) DAL
i1=1 ip=1 n=1 j€Il, y
1
qk—1 % a1
n qk qK
:Sup E E E x . .
n i1=1 Q= n=1 jeil,

Yy

<CSUPHH )iz o, = CHII

Z 1 prj7

isso conclui a prova.
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

Proposigao 3.4. Hfﬁ;)z(/\ﬁ, covy X3 V) é um subespago de L(AY, ..., X Y).

Demonstragio. Considere Ty, Ty € I (X, ..., X Y), A€ Ke ()2, € Uy (X)) te-

qa,p)
maos
N
oo o dk qp 2
91 B DS ERER10 9 o Rty
i1=1 ip=1 n=1 jeil, y
k ‘ b
_ ((T1+>\T2) szgn.e]))
n=1jel, iyt =11l0q (1)
k ‘ k . -
_ ( (zm ) v (zm - ))
n=1 jel, n=1jel, 11,00 =1[]g (y)
k ‘ o
_ ( (zzxzn- )) A( (zzx - ))
n=1 jel, n=1 jeln iyt =11l g (1)
. k y w
<|(r (zz D) (T ees)
n=1jel, inein =11 0 () n=1jeln i,ein=11 g (1)
1
00 k qr (127;1 % "
(s (sza) )
i1=1 = 1 n=1 jel, ¥
q1 L
q — q
00 0o k qk Iflkl 2 '
(3] (zz)
=1 in=1 n=1jel, y
<o) 1||w,pj+02Hn )i | ,pgwsHll )i o
j=1
o que prova que 17 + N1 € Hf(’ln;)’)z(-)ﬁ, s X ). —~
Consideraremos

T1(qp)(T) = inf{C' > 0, tal que C satisfaca (3.1) para todo (27):2, € by (&), j=1,...,m}.

Além disso 77(q;p)(+) define uma norma em H( ”:))I(Xl, ces Xy V).

As demonstracgoes das afirmagoes acima sao analogas as Proposicoes 1.11 e 1.12 res-
pectivamente.

Proposigao 3.5. Se T € H?&?S)I(Xl, oo, Xm; V), entao

1Tl 2cxr . ) < () (T)-
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

Demonstragdo. Considere x; € By,, j = 1,...,m e defina (2))21;= (2,0,...). Clara-

mente (27)2, € ly (X;) para todo j = 1,...,m. Portanto,

-1 AN
o'} [e's} 00 dk aK
el = [ 32| (S (S5 )
ir=1 ir=1 n=1j€l, y
1
pPj
< Tr(gp) (T HH ;)i [lwp; = Tz(ap)( H sup (ZW ‘pj>
j= leeBX/ i=1
= TZ(qp)( H sup [p(2)] = Tz(gp)( )HH%HXJ
j=1%Bx, i=1
= Tz(qp) (1)
como queriamos. O

Observagao 3.1. Dado T € H](“(’l";)z (X1, ..., Xn; V) podemos definir um operador m-linear

continuo

T 02 (X)) x - x L2 (X)) — La()

(@ - @) = (T (Z S ))

n=ljel i1yeeip =1

Vejamos que

171l = mzqe) (T)- (3.6)
Pela defini¢ao de mz(qp) € pela desigualdade 3.4, podemos concluir que

71-I(q;p)(T) < ||T\||
Por outro lado

IT|| = sup T ((ah)2y .. (@)

)

£q(Y)

0o o
= sup T g E T e
(ﬂﬁf)?ilEBegj(xj) n=1 jel, -

D1 yeee

ok I
< sup (T H [(2])72 1 |w.p,
(@)21€Bay. (x)

iy

k=1 £q(Y)

Tz(q:p) (1),
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

o que prova ||| = Tz(qp)(1'). Sabendo disso, podemos definir naturalmente o operador
0TI (X, Xy V) = L (X0), - 0 (Xm); £g(D)) (3.7)
T—T.

Teorema 3.6. <Hl(€q";1 (X1, X V) Tr(ap) ()) € um espaco de Banach.

Demonstracao. Seja (T;)2, uma sequéncia de Cauchy em H(q”;)z (X1, ..., Xn; V). Como
|- || < 7z(qp)(), segue que (77)52, é uma sequéncia de Cauchy em L(Xy,..., &, )).
Portanto. considere T' € L(XY, ..., X, Y) tal que T; — T em L(X, ..., X,; V). Devemos
mostrar que

T e H’;vi”v):’ (X, ..., X)),

De fato, pela Proposicio 3.3, para (27)i—ye C by ( 7), j = 1,...,m é suficiente provar

que
k oo
(r(Cxe))  cnom
n=1jeln i1 erin=1
Como mostrado em 3.7, 6 é uma isometria, logo (ﬁ);’il ¢ uma sequéncia de Cauchy
em L() (X1),..., 4y (Xm);€q(Y)), que é um espago de Banach pois £q(Y) é um espago
de Banach. Portanto existe S € L(€y (X1),..., 0 (Xn);€q(Y)) tal que T, — S em

L (X1),. .., 0 (Xn);Lq(Y)). Entretanto, considerando o operador continuo

7 " Pm

(o.9]
lk)i1 ..... ip=1 >ym ----- Tk

-----

e € > 0 um real positivo, existe um inteiro positivo N > 0 tal que,

Re(5 (G0 ()~ T (z S )

n=1 jeil,

y

< ‘Pr( ()2 1,---7(37;”)?21)) — B (S (<x11)?il”(x?l)il))Hy
e e ..,<x;n>szl>> T(zz)
s )
<<> )

n=1 jel,
1

z)z 17“.7@;71);.21) -5 ((%);’ih ) (xT)i’il)

n=1 jeil, n=1 jeil,

£q(F)

F

< CIBNT: = Sl + ClIT: =T
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

<e,

para todo ¢ > N. Entao P, (S ((z})2,..., (")) =T (Zizl > ern, T ej> para
todor =r,...,r. € N, consequentemente,

(T <Z Z Ign . €j>) =S (<x11>zoilu sy (xzn>fil) S gfl(y)

n=1jeln i1yeein=1

Como T ((z1)2,, ..., (a™2,) =T (Zﬁzl djer, ! J> , de 3.2 concluimos que

i1y 77fn—1

T=35 , Portanto, dado € > 0, segue de 3.6 que, para 7 suficientemente grande,
Triap) (L = T) = | T =TI = |1 = T||T; - S|| <,

isto, é, T; — T em 7T( o) (Xl, ..., Xm; ), 0 que prova o resultado. a

Proposicao 3.7. Se existe n € {1,...,k} tal que qin >3 , entao

JjEl,

Hka(Xl)"me;y) = {0}

(a;p)

Demonstragdo. Sabemos que se g; < pj, existe uma sequeéncia (a;);—; € £, \lg; . Considere
z; € &;\{0}. Entao para todo ¢ € X} temos

Dl (asmy) [ <Y PP |17
i=1 i=1
= llplP [Py ol
i=1
< 00,
ie., (), € y (X}). Consideremos por contradi¢do que existe um operador
T e Tt (&, X V) \ {0}

Entao, podemos escolher z;, € X, \{0}, k € {1,...,m}\{j} tal que T'(xy,...,2,) # 0,
para todo k € {1,...,m}\{j}. Considere (z¥)~ = (4,0,...). Se (zF)~ € ¥ (X)

1
para todo k € {1,...,m}\{j} e (asz;) € € (X;) a proposicao 3.3 garante que

1 -1 41 o0
m
(T(xil,...,atl azx],x“rl,...,mim))‘ A
1 im=1

<C ( I e, ||w,pk> (i) 2w, -

£q(Y)
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3. Operadores Z-parcialmente somantes

Contudo,

o0
= Z ||T (l‘il, PN ,ZL’Z‘J._I,OQZE]‘,ZL'Z‘J._'_I, PN ,.I'Z‘m) ||qj

ij=1
1
e} q;
=T (z1,...,2m) | (Z!O@!q]) :
i=1
logo, podemos concluir que
1
00 q7 m
. oo
1T (21, ) || (Zl@iqu) < C( I I, IIw,pk> 1 ()2 M, -
i=1 k=1,k#j
Portanto, Y 7, |o;|% < 00, 0 que contradiz (o;);—; € €y, \lg,- O

Teorema 3.8 (Releitura da generalizagao da desigualdade de Hardy-Littlewood com so-
mas parciais). Sejam Xy, ..., X, espacos de Banach, m, k inteiros positivos com 1 < k <
m, eZ ={I,..., It} uma particao de {1,...,m}. Considere também p := (p1,...,Pm) €
[1,00]™ com 0 < |1/p| < 1.

(1) Se 0 < [1/p| < 1 eq:= (q,.-.,qm) € [(1—[1/p)7",2]" sio tais que [1/p| <
(k+1)/2 —|1/p|, entao

mr (X, X, K) = L(A, ., X, K,

(BPY 5P
(2) Se1/2 < |1/p| < 1, temos

T (X, X, K) = L(X, ., X K)

((1=[1/PD)=5ph P )

Demonstragio. (1) Sejam T € L(Xy, ..., X, K) e (#1)2, € ty(X;), j=1,...,m. Pelo

Lema 2.7 sabemos que o operador linear u; : X, — A} definido por u;(e;) = xf e
|u;|l = H(xf)fialg,w é limitado para todo j = 1,...,m. Portanto, S : X, x---x X, —K
definido por S(y1,...,Ym) = T(u1(y1),. -, Um(ym)) é um operador m-linear e ||S| <
T[] - - - ||wm||. Além disso, pelo item (1) do Teorema 3.1 segue que

gm=1 oy o

i1=1 ip=1

T (i DT €j>

n=1 jel,

Qm> am
am—1
qm) am

k
T < Z uj(ein) . €j>

n—=

95



3. Operadores Z-parcialmente somantes

q

m—1
Qm) am

m
< C’E(le,m),qHSH < CE(T17~~~,Tk)7q||T|| H Hu]” < CE(TLMT/C),Q
j=1

i1=1 ir=1

(52

n=1 jel,

m .
T T Z
j=1

(2) A demonstragao é similar a demonstragao do item (1). A tnica diferenca é que

devemos considerar o segundo item do Teorema 3.1. O]

Corolario 3.9. Se A4,..., X, sao espacos de Banach, m, k sao inteiros positivos com
1<k<m,Z={I,...,I}} éuma particio de {1,...,m} e q:= (q1,...,qn) € [1,2]F é
tal que |1/q| < (k+ 1)/2, entao

et (X, X K) = LX), ..., X, K).

(q;1,...,1)

Teorema 3.10. Sejam a < d < m um inteiro positivo, r > 1,p,q € [1,00)™ sdo tais que

qgj >miparaj=1--- me

Seja também J = {J1,- -+, Ja} uma particao de {1,--- ,m}. Entao

8"y, Xy V) C O™ (X, - X F),

(r;p) (s;q)
para quaisquer espacos de Banach Xy, --- , X,,, F', com
L ‘l _1 ‘l
Sk Aljeud , o p jeuf:ka7
para cada k € {1,--- ,d}, e o operador inclusiao tem norma 1.
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Apeéendice A
Resultados Basicos

Teorema A.1 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam X e F espacos de Banach e T :
X — F um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se, G(T') € fechado em
X x F.

O resultado abaixo é uma consequéncia do famoso Teorema de Hahn-Banach.

Teorema A.2. Sejam X um espago normado, X # {0}, e x € X. Entao

2]l = supf{le(z)] : ¢ € X" e [l@l| < 1} = max{lp(z)| : p € X" e [l¢] = 1}.

Proposicao A.3. Seja 1 < p < oo. Se (a;)j_, € £} com a; > 0, temos para todo
j=1,...,n que
n
(a)ioill, = sup > |yja;l.

veBupy j=1
Lema A.4. A correspondéncia u —— (ue,), fornece um isomorfismo isométrico de
L, X) em £)(X) quando 1 < p < oo. Para p = 1, o isomorfismo isométrico é de
L(co, X) em £ (X).

Demonstracao. Mostraremos o resultado apenas para o caso p = 1. Usando o mesmo

argumento, prova-se o caso 1 < p < oco. Seja

T: L(co; X) = (7 (X)

u > (ue,)os .
Note que (€,)22, € € (co) e |[(€n)22,]| = 1. Segue facilmente que T" estd bem definido.

De fato, se ¢ € X’ temos

> leluen)l =) lpoulen)] < oo

pois pou € ¢ e (e,)22, € Y(cp). Claramente T ¢é linear. Vejamos que T' ¢ isometria.

o7



A. Resultados Bésicos

Fixado u # 0, teremos

[Tullwy = ll(uen)Zllwa

[e.9]

= sup ) o(uey)]

QOGBX/ n=1

= sup Z| pou)e,)l

SOGBXV =1

<l sup ZI@/) €n)|

YEB(coy =1

QOGBX/

Pela relacao de dualidade ¢ € (cp) +— (¢(en)),, € 41,

[l = I (en)n)lly = ZW en)|

Logo,
oo
1T ullws < flull sup > [w(en)] = [lull.
YEB () =1

Por outro lado,

[T ullw,x = [l (uen) il lfw,n
o0

= sup ) o(uey)]

@GBX/ n—=1

= sup | (p(uen)), |x

QOGBX/
E ynSO U@n

n=1

HB sup sup
- GBX’ (yn)n 1EBEOO

> sup  sup ZWO(“@”)
YEByr (Yn)5L1€Beo |1

= sup sup | (Z yn(uen)>
n=1

PEB s (yn)nl,€Be,

= sup sup (i yn(uen)>

(yn) IEBCO SQEBX/

= sup Z yn(uey)
n=1

(yn)zozl EBCO

= sup U <i ynen>
e n=1
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A. Resultados Bésicos

Logo T' é uma isometria sobre a imagem. Por ultimo, Vejamos que 1" é sobrejetivo.

fato, se (x,)%2, € £Y(X), tome u € Il(cy; X) dado por

u((@)) = 3 ana.
n=1
Logo para cadan € N
u(en) = .

Veja também que u esta bem definido pela Proposicao A.3. Além disso u é continuo pois

lu((an)oZ)ll = || D anta

n=1

= Sup ¢ anZn
QOEBX/ (; ) ‘

< aup ([ ot
PEB s n=1

< [[(@n)pZille; sup <Z|¢<xn)|)

PEBar \ =1

= [[(an)nZilleo | (2n) 0z

Portanto, T' é sobrejetora e temos o resultado desejado.
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