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Resumo da Dissertação apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos

requisitos necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

DINÂMICA E ESPALHAMENTO DE MOSQUITOS GENETICAMENTE

MODIFICADOS VIA REAÇÃO EM CADEIA MUTAGÊNICA

Victor Matheus da Cunha Santos

Julho/2022

Orientadores: Ana Paula Pintado Wyse

Antônio José Boness dos Santos

Programa: Modelagem Matemática e Computacional

Neste trabalho, apresentamos o modelo bidimensional da iteração e dinâmica

entre populações de mosquitos selvagens e geneticamente modi�cados. O modelo

classi�ca as subpopulações de acordo com a zigosidade: selvagem, transgênicos hete-

rozigotos e transgênicos homozigotos. As linhagens resultantes estão de acordo com

a técnica de Reação em Cadeia Mutagênica(MCR). Este modelo está representado

por sistema de equações diferenciais parciais do tipo reação-difusão, onde o termo

de reação é não-linear. Para a solução numérica do problema, aplicamos a técnica

de Decomposição de Operadores, que nos permitiu resolver o problema de difusão

separado do problema de reação. Para resolver o problema de difusão, utilizamos

um método de diferenças �nitas, o Método Implícito de Direções Alternadas (ADI),

e para o termo de reação foi utilizado um método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Simulações numéricas são apresentadas mostrando a potencialidade da técnica MCR

em combater doenças transmitidas por mosquitos.

Palavras-chave: Decomposição de Operadores; Mosquitos Transgênicos; Sistema

de Reação-difusão; Método implícito de direção alternada.

vi



Abstract of Dissertation presented to PPGMMC/CI/UFPB as a partial ful�llment

of the requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

DINÂMICA E ESPALHAMENTO DE MOSQUITOS GENETICAMENTE

MODIFICADOS VIA REAÇÃO EM CADEIA MUTAGÊNICA

Victor Matheus da Cunha Santos

July/2022

Advisors: Ana Paula Pintado Wyse

Antônio José Boness dos Santos

Program: Computational Mathematical Modelling

In this work, we present the two-dimensional model of iteration and dynamics

between wild and genetically modi�ed mosquito populations. The model classi�es

subpopulations according to zygosity: wild, heterozygous transgenics and homozy-

gous transgenics. The resulting strains are in accordance with the Mutagenic Chain

Reaction (MCR) technique. This model is represented by a system of partial di�er-

ential equations of the reaction-di�usion type, where the reaction term is non-linear.

For the numerical solution of the problem, we applied the technique of Operator

Decomposition, which allowed us to solve the di�usion problem separately from the

reaction problem. To solve the di�usion problem, we used a �nite di�erence method,

the Alternate Directions Implicit Method (ADI), and for the reaction term, a fourth

order Runge-Kutta method was used. Numerical simulations are presented showing

the potential of the MCR technique to combat diseases transmitted by mosquitoes.

Keywords: splitting method; Transgenic Mosquitoes; Reaction-di�usion Sys-

tem; Alternating-direction implicit method.
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Capítulo 1

Revisão Bibliográ�ca da Modelagem

Matemática

1.1 Modelos Clássicos da Dinâmica Populacional

A dinâmica de populações é um tema relevante em diversas áreas de pesquisa. Im-

pactos antrópicos devido a ocupação territorial em estudos de natureza demográ�ca,

ou ainda estudos referentes a ecologia, como a estabilidade e interações intra e/ou

interespecí�cas são modelados a �m de melhorar a compreensão de tais interações.

Os modelos epidemiológicos são modelos que descrevem a interação de um hos-

pedeiro com o seu patógeno, podendo ocorrer diretamente ou via um hospedeiro

intermediário, por exemplo os artrópodes. No caso das doenças de transmissão in-

direta, cujo ciclo de transmissão inclui o hospedeiro intermediário, o controle se

dá muitas vezes sobre tal hospedeiro e com isso o ciclo de transmissão da doença é

interrompido. Mosquitos tem sua população reduzida comumente pelo uso de inseti-

cidas, contaminação por bactéria, esterilização e manipulação genética. A in�uência

dessas técnicas de redução da população de mosquitos é avaliada por meio de mo-

delos matemáticos que descrevem a sua dinâmica sob efeito de fatores que buscam

a redução ou eliminação local desses hospedeiros intermediários.

1.1.1 Modelo de Malthus

O economista e demógrafo inglês Thomas Robert Malthus foi responsável pela pri-

meira tentativa de estimar o crescimento populacional mundial. Seu trabalho, "An

Essay on the Principle of Population", publicado pela primeira vez em anonimato

no ano de 1798, usou um modelo que estabelecia que o crescimento populacional

se daria segundo uma progressão geométrica, se não fosse controlado, enquanto os

meios de sobrevivência cresceriam em progressão aritmética. [21] Em termos mate-

máticos, podemos traduzir a teoria de Malthus da seguinte forma: Seja P = P (t)
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a população total de um país em um instante t. Em um intervalo de tempo ∆t,

a Lei de Matlthus pressupõe que os nascimentos e as mortes são proporcionais a

quantidade da população e ao tamanho do intervalo, isto é,

número de nascimentos = αP (t)∆t,

número de mortes = βP (t)∆t,

onde α é a taxa de natalidade e β é a taxa de mortalidade. Assim,

∆P = P (t+∆t)− P (t) = αP (t)∆t− βP (t)∆t = (α− β)P (t)∆t

ou
∆P

∆t
= (α− β)P (t). (1.1)

Tomando o limite quando ∆t −→ 0 e fazendo λ = α − β, em (1.1) obtemos a

equação diferencial
dP

dt
= λP (1.2)

com condição inicial

P (0) = P0. (1.3)

A equação (1.3) tem solução analítica dada por

P (t) = P0e
λt, (1.4)

e está ilustrada na Figura 1.1.

As populações iniciais P (0) não afetam o comportamento da solução e foram

tomadas distintas na Figura 1.1 com a �nalidade de se obter um melhor efeito visual.

A depender das taxas de natalidade e mortalidade temos 3 situações:

� Se λ > 0, a taxa de natalidade é maior que a de mortalidade e a população

cresce exponencialmente com o tempo;

� Se λ = 0, as taxas de natalidade e mortalidade coincidem e a população não

varia;

� Se λ < 0, a taxa de mortalidade supera a de natalidade, consequentemente a

população tende à extinção a medida que t cresce.

O modelo de Malthus contribuiu para o desenvolvimento da dinâmica populaci-

onal e, apesar do tempo, a Lei de Malthus ainda é utilizada para estimativas popu-
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Figura 1.1: Solução para o problema de Malthus em um intervalo I = [0, 10], para
λ > 0, λ = 0 e λ < 0 cuja população inicial é respectivamente P (0) = 2, P (0) = 100,
P (0) = 200

lacionais de curto prazo, principalmente para descrever o crescimento populacional

de certas populações de microorganismos em períodos limitados de tempo.

A Lei Malthusiana sustentava que a população cresceria ilimitadamente, e então

sofreria com a fome, guerra, condições sanitárias e miséria. O modelo malthusiano

falha para estimativas a médio e longo prazo, uma vez que a limitação de recursos

se torna um fato e adiciona um efeito negativo no crescimento populacional.

1.1.2 Modelo de Verhulst

Em 1838 o matemático e biólogo Pierre François Verhulst (1804-1849) propôs um

modelo matemático baseado no modelo de Malthus, porém Verhulst considerou a

taxa de crescimento uma função linear dependente da densidade populacional, com

um fator limitante de crescimento.[32]

Para sintetizar a ideia de Verhulst, consideraremos na Equação (1.2) α : R+ → R
e β : R+ → R funções lineares dependentes de P , ou seja, α = b1−d1P e β = b2+d2P

onde b1 ∈ R é a taxa de natalidade mínima e b2 ∈ R é a taxa de mortalidade máxima,

d1 é a taxa de variação da natalidade e mede com que rapidez ela diminui, enquanto

que d2 é a taxa de variação da mortalidade e mede com que rapidez ela aumenta.

Substituindo λ = α − β, na Equação (1.2) e desenvolvendo conforme a ideia de

3



Verhulst temos

dP

dt
= (α− β)P

= [(b1 − d1P )− (b2 + d2P )]P

= [(b1 − b2)− (d1 − d2)P ]P,

de onde obtem-se

dP (t)

dt
= (b1 − b2)P (t)

[
1−

(
d1 − d2
b1 − b2

)
P (t)

]
. (1.5)

De�nindo r = b1− b2 e k−1 = d1−d2
b1−b2

, chegamos ao modelo de Verhulst, conhecido

também como modelo logístico e descrito por

dP (t)

dt
= rP (t)

[
1− P (t)

k

]
, (1.6)

onde r ∈ R+ representa a taxa intrísica de crescimento da população P e k ∈ R+ a

capacidade de suporte do ambiente.

Podemos encontrar a solução analítica da Equação (1.6) utilizando o método da

separação de variáveis como feito em [3], resultando em

P (t) =
kP0

P0 + (k − P0)e−rt
. (1.7)

Fazendo uma análise da solução, se t → ∞, então P (t) → P∞, onde P∞ ≡
P (t) = k. Esse valor P∞ é chamado de limite populacional e é o valor assintótico

da população, para qualquer que seja a população inicial P0 > 0. Se P0 > P∞, a

população P(t) decresce exponencialmente tendendo para P∞. Se 0 < P0 < P∞, a

população cresce tendendo também para P∞ neste caso, o grá�co P (t) está entre as

retas P = 0 e P = P∞ como pode ser visto na Figura 1.2.

Figura 1.2: Curvas P(t) obtidas pelo modelo de Verhulst, considerando populações
iniciais acima e abaixo da capacidade suporte k.
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Figura 1.3: Simulação para o modelo de Verhulst em um intervalo de tempo I = [0;
10], com r = 0, 5, k = 500, populações iniciais P (0) com valores de 100, 200, 300,
500, 550 e 800 indivíduos.

A Figura 1.3, apresenta soluções no tempo contínuo, com uma taxa de cresci-

mento r = 0, 5, capacidade de suporte k = 500, populações iniciais P (0) com valores

de 100, 200, 300, 500, 550 e 800 indivíduos e intervalo de tempo I = [0, 10].

1.2 Modelos da interação entre populações de mos-

quitos naturais e geneticamente modi�cados

O uso de controle genético de mosquitos para combater uma doença surgiu há

mais de 60 anos. Knipling propôs a soltura de machos estéreis pela irradiação por

raios-X e liberação destes insetos em campo para competirem com machos selvagens,

uma vez que fêmeas copuladas por machos irradiados não produzem descendentes

o que acarreta na diminuição da transmissão ou na população de insetos [18]. O

método de Knipling �cou conhecido por Técnica do Inseto Estéril (do inglês � Sterile

Insect Technique - SIT). Mais tarde, modelos foram desenvolvidos para avaliar o uso

de Mosquitos Geneticamente Modi�cados como estratégia de controle da epidemia

de Malária. Os mosquitos responsáveis pela transmissão da malária (vetores) foram

modi�cados geneticamente para que a probabilidade de transmissão do parasita

causador da doença ao picar um ser humano seja reduzida em relação aos vetores

do tipo selvagem.[4], [19], [28]. Neste sentido apresentaremos brevemente nesta

secção alguns dos estudos que nortearam a modelagem da interação entre mosquitos

selvagens e mosquitos geneticamente modi�cados.
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1.2.1 Modelo discreto de Jia Li

O modelo discreto a seguir descreve a interação de mosquitos selvagens x e mos-

quitos geneticamente modi�cados y ao longo do tempo [19]. O modelo é descrito

usando um sistema acoplado de equações a diferenças não-lineares da seguinte forma:

xn+1 = f1(xn, yn)xnS(xn, yn) (1.8)

yn+1 = f2(xn, yn)ynS(xn, yn).

Cada uma dessas equações faz uso de duas funções, uma é a probabilidade de

sobrevivência S(xn, yn), e a outra é a taxa de natalidade que descreve a velocidade

da nova prole produzida por cada tipo de mosquito fi(xn, yn).

Probabilidade de Sobrevivência e Taxa de Resposta Funcional

A função S(xn, yn) é a probabilidade de sobrevivência, ou a fração de descendentes

que sobrevivem para a próxima geração. A função de mortalidade é assumida como

sendo a função linear d + kxn, onde k > 0 é a capacidade de suporte e d a função

de mortalidade [19]. A probabilidade de sobrevivência é assumida como uma forma

de Ricker não linear,

S(xn, yn) = e−di−k(xn+yn). (1.9)

Foi demonstrado em resultados de laboratório que as taxas de mortalidade de

ambos os tipos de mosquitos são iguais ou seja os mosquitos transgênicos não sofrem

de um nível de �tness mais fraco do que os mosquitos selvagens [31]. As taxas de

mortalidade di dos mosquitos selvagens e dos geneticamente modi�cados foram con-

sideradas iguais. Essa suposição é baseada em resultados de laboratório e nos ajuda

a simpli�car o sistema. Assim, temos que as taxas de mortalidade são equivalentes

ou simplesmente d1 = d2 = d. Portanto, de (1.8) e (1.9), segue

xn+1 = f1(xn, yn)xne
−d−k(xn+yn) (1.10)

yn+1 = f2(xn, yn)yne
−d−k(xn+yn). (1.11)

Para chegar às funções de nascimento fi onde i = 1, 2, primeiro assumimos

f1(0, 0) = 0 = f2(0, 0); então consideramos duas situações. Em um caso temos uma

população esparsa onde a população cresce proporcionalmente à população atual.

Isso é ideal para pequenas populações ou quando os números de uma população são

baixos devido aos efeitos sazonais. Quanto maior o número de mosquitos, maior o

número de acasalamentos entre os mosquitos. Então, se o número total de mosquitos

N for x + y = N , e temos c(Nn) como sendo o número total de acasalamentos por

indivíduo por unidade de tempo, então o número de acasalamentos dos mosquitos
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selvagens ou transgênicos na geração n é respectivamente c(Nn)xn/(xn + yn) ou

c(Nn)yn/(xn + yn). Sejam α1 e β1 o número de descendentes selvagens que um

mosquito selvagem produz ao acasalar com um mosquito selvagem ou transgênico.

Da mesma forma, sejam α2 e β2 o número de descendentes produzidos por um

mosquito transgênico por acasalamento com um mosquito selvagem ou transgênico,

respectivamente. Então as equações para as funções de nascimento dependentes da

densidade são

f1 = c(Nn)
α1xn + β1yn
xn + yn

(1.12)

f2 = c(Nn)
α2xn + β2yn
xn + yn

, (1.13)

para xn ≥ 0, yn ≥ 0, (xn, yn) = (0, 0) pata todo n ≥ 1. Substituindo f1 e f2 nas

equações (1.10) e (1.11), respectivamente, obtemos as seguintes equações para a

dinâmica da interação entre mosquitos selvagens e transgênicos:

xn+1 = c(Nn)
α1xn + β1yn
xn + yn

xne
−d−k(xn+yn) (1.14)

yn+1 = c(Nn)
α2xn + β2yn
xn + yn

yne
−d−k(xn+yn). (1.15)

A taxa de acasalamento c(Nn) é dependente da densidade. Assumimos que é

baixo quando a população é baixa e aumenta quando a população aumenta. En-

tão, neste caso, a taxa de acasalamento é uma função do tamanho da população

Nn. A interação continua proporcionalmente até que o ambiente �que saturado de

mosquitos [19].

Quando as populações de mosquitos são muito grandes, a taxa de acasalamento

torna-se constante, denotamos a taxa de acasalamento, c(Nn) = c para todos os Nn.

Seja ai = cαi e bi = cβi, para i = 1, 2 o número de descendentes produzidos por

cada mosquito através do acasalamento de mosquitos selvagens ou transgênicos por

unidade de tempo, onde assumimos que a1 = a2 ou b1 = b2, uma vez que deve haver

um mosquito dominante. Então as taxas de natalidade do caso de acasalamento

constante são as seguintes:

f1(xn, yn) =
a1xn + b1yn
xn + yn

(1.16)

f2(xn, yn) =
a2xn + b2yn
xn + yn

. (1.17)

Com isso, as equações que modelam a interação de mosquitos transgênicos e
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selvagens com taxa de acasalamento constante são descritas por

xn+1 =
a1xn + b1yn
xn + yn

xne
−d−k(xn+yn) (1.18)

yn+1 =
a2xn + b2yn
xn + yn

yne
−d−k(xn+yn) (1.19)

O valor a1 é o número de descendentes selvagens produzidos pelo acasalamento

de dois mosquitos selvagens. O valor b1 de�ne o número de mosquitos selvagens

produzidos pelo acasalamento de mosquitos selvagens com mosquitos geneticamente

modi�cados. O valor a2 é o número de mosquitos transgênicos produzidos pelo

acasalamento de mosquitos transgênicos com mosquitos selvagens, e b2 é o valor

dado ao número de descendentes transgênicos produzidos pelo acasalamento de dois

mosquitos transgênicos.

1.2.2 O Modelo Contínuo de Jia Li

Nesta seção, apresentamos o análogo contínuo do modelo Jia Li discreto, o modelo

Jia Li contínuo para populações de mosquitos em interação [20]. Seja x e y o número

de mosquitos selvagens e transgênicos e assuma que a dinâmica das populações de

mosquitos que interagem são do tipo Kolmogorov [20], então a forma geral do modelo

é descrita com as seguintes equações.

dx

dt
= x(b1(x, y))− d1(x, y)) (1.20)

dy

dt
= x(b2(x, y))− d2(x, y)) (1.21)

onde bi, i = 1, 2, são as taxas de natalidade per capita; e di, i = 1, 2, são as taxas de

mortalidade per capita. Assumimos que as taxas de mortalidade são funções lineares

da forma di(x, y) = µi + ξi(x + y), onde as constantes µi > 0 e ξi ≥ 0 e i = 1, 2,

caracterizam a densidade independente e taxas de mortalidade dependentes. Foi

demonstrado [31] que os níveis de �tness de mosquitos selvagens e mosquitos trans-

gênicos são os mesmos. Isso ocorre porque o gene alterado não impõe uma carga de

�tness ao mosquito, �... os transgenes não afetam a longevidade e a produção de ovos

de alguns mosquitos [20]�. No caso contínuo, as taxas de natalidade são descritas

de forma semelhante ao caso discreto. Seja c(N) o número total de acasalamentos

por indivíduo, por unidade de tempo, onde N = x+ y. Então o número de acasala-

mentos que são com mosquitos selvagens é c(N)x
N

e para mosquitos transgênicos c(N)y
N

.

Sejam α1 e β1 o número de descendentes selvagens que N um mosquito selvagem

produz através do acasalamento com um mosquito selvagem e um mosquito transgê-

nico, e α2 e β2 o número de descendentes transgênicos produzidos por um mosquito
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transgênico, através do acasalamento com um mosquito selvagem e um mosquito

transgênico.

Taxa de Resposta Funcional

Em seu artigo [20], Li descreve três tipos possíveis de taxas de acasalamento

para as interações de populações de mosquitos, um caso proporcional para pequenas

populações, um caso constante para grandes populações e um caso em que os dois

casos são combinados e referidos como o caso Holling tipo II. Os dois primeiros são

exatamente como no caso discreto.

A taxa de resposta funcional Holling tipo II combina os dois casos anteriores

e é vista como a melhor taxa funcional do modelo contínuo por Li. A população

cresce a uma taxa decrescente e, quando se torna grande o su�ciente, a taxa de

crescimento torna-se constante. A seguir temos o modelo contínuo de Jia Li com

taxa de resposta funcional Hollings tipo II:

dx

dt
= x

a1x+ b1y

1 + x+ y
− (µ+ η(x+ y)) (1.22)

dy

dt
= y

a2x+ b2y

1 + x+ y
− (µ+ η(x+ y)), (1.23)

com µ > 0 e η > 0.

1.2.3 Modelo da dinâmica entre mosquitos selvagens e trans-

gênicos com sazonalidade

Em 2009, RAFIKOV et al. [26] formularam e resolveram um problema de con-

trole ótimo, para um modelo da interação entre mosquitos selvagens e transgênicos,

indicando uma forma efetiva de introdução de mosquitos geneticamente modi�cados

no ambiente. Nesse modelo, a dinâmica dos mosquitos foi baseada no modelo de

Verhulst, considerando capacidade suporte e taxa de emergência de mosquitos para

a fase adulta como coe�cientes sazonais, com ciclo anual.

O modelo foi descrito por um sistema de equações diferenciais

dx

dt
=

r11(t)x+ r12(t)y

x+ y
x(1− x+ y

k(t)
)− δ1x (1.24)

dy

dt
=

r21(t)x+ r22(t)y

x+ y
y(1− x+ y

k(t)
)− δ1y, (1.25)

onde x é a população de mosquitos selvagens e y a população de mosquitos transgêni-

cos, k é a capacidade suporte, δ1 é a taxa de mortalidade e rii a taxa de crescimento.

Neste modelo são consideradas as seguintes hipóteses:

9



� Todos os mosquitos transgênicos, sem distinção de zigosidade, são considerados

como uma só população;

� os mosquitos selvagens e transgênicos possuem mesma capacidade de suporte

e mesmo �tness ;

� Na ausência de mosquitos transgênicos, a população selvagem segue a dinâ-

mica do modelo logístico de Verhulst; o mesmo acontece com os mosquitos

transgênicos na ausência dos selvagens.

1.2.4 Modelo da dinâmica de mosquitos selvagens e transgê-

nicos com �tness

Em 2011, Diaz et al. [4] propuseram um modelo um modelo da dinâmica popula-

cional de mosquitos quando indivíduos geneticamente modi�cados são introduzidos

em uma população do tipo selvagem e avaliaram o efeito de sua introdução. O

modelo descreveu a dinâmica da seleção gênica sob reprodução sexuada em uma

população fechada de vetores. Os resultados mostraram que o �tness da população

heterozigótica resultante é o parâmetro chave para o sucesso da invasão, indepen-

dentemente do �tness dos vetores homozigotos.

O modelo foi descrito por um sistema de equações diferenciais

dx

dt
=

λx

4
(1 + x− y)2(1− x)− λx

4
θ(1− x+ y)2x− λx

2
η(1− x+ y)(1 + x− y)x

dy

dt
=

λx

4
(1 + x− y)2y − λx

4
θ(1− x+ y)2(1− y)− λx

2
η(1− x+ y)(1 + x− y)y,

onde x é a fração da população de mosquitos selvagens e y a fração da população

de mosquitos transgênicos heterozigotos, λx é a taxa intrínseca de natalidade por

unidade de tempo para mosquitos selvagens. Foi de�nido λy = θλx e λz = ηλx as

taxas intrínsecas de natalidade para mosquitos transgênicos heterozigotos e homo-

zigotos, respectivamente. Como o modelo se apresenta em valores relativos para as

populações, isso implica que x+ y + z = 1. Com a devida simpli�cação, a equação

da população z foi suprimida do sistema.

1.2.5 Modelos com dinâmica espaço-temporal para a intera-

ção de mosquitos selvagens e transgênicos

No trabalho de WYSE et al. [35] propõe-se um modelo matemático que descreve a

dinâmica da interação considerando que a disseminação do transgene que determina

a interrupção de um processo epidemiológico ocorre devido ao acasalamento entre

populações selvagens e transgênicas. Para tanto, os mosquitos transgênicos são
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diferenciados de acordo com sua zigozidade, sendo heterozigotos ou homozigotos. A

interação entre os mosquitos descreve um efeito de dependência da densidade para

as taxas vitais e impõe um limite máximo de crescimento populacional que ocorre

de acordo com a capacidade de suporte. Além disso, todas as populações estão

em números absolutos, preservando parâmetros que podem descrever efeitos como

sazonalidade, estocasticidade, etc. O espalhamento é regido pela lei de Fick, com

coe�ciente de difusão aleatório. Assim, o modelo matemático obtido é um sistema

de reação-difusão não linear com parâmetros uniformemente distribuídos.

Para o termo de difusão, seja ui, i = 1, 2, 3 as populações de mosquitos trans-

gênicos selvagens, heterozigotos e homozigotos, assume-se o movimento individual

dos mosquitos como sendo semelhante ao movimento browniano em um campo

não uniforme, de�ne-se a taxa de variação da densidade de mosquitos no tempo

t ∈ It ≡ (0, T ], T > 0, como

∂ui(x, t)

∂t
= Di

∂2ui(x, t)

∂x2
, x ∈ Id, (1.26)

onde Īd = [0, L] ⊂ R é o domínio espacial, com L > 0; Di denota os coe�cientes da

difusão aleatória de mosquitos selvagens e transgênicos, heterozigotos e homozigotos.

Para o termo de reação considera-se a equação logística de Verhulst com captura

dP

dt
= rP

(
1− P

k

)
− δ2P (1.27)

onde P =
∑

ui é a população total de mosquitos e r = ξ − δ1, onde ξ é a taxa

de emergência dos mosquitos para idade adulta e δ1 é a taxa de mortalidade por

causas naturais. O efeito de captura representa a taxa de mortalidade independente

da densidade δ2 e garante a estabilização da população abaixo da capacidade de

suporte k, uma vez que não há evidências na literatura da existência de uma região

onde os mosquitos, em sua fase adulta, tenham atingido tal limiar. Pode-se escrever

a equação (1.27) da seguinte forma:

dP

dt
= ξP −

(
ξ + δ1
k

)
P 2 − (δ1 + δ2)P

=

(
ξ

P
− r

k

)
P 2 − δP, (1.28)

onde δ = δ1 + δ2. Particionando a população total P em três subpopulações:

selvagens (u1), transgênicos heterozigotos (u2) e transgênicos homozigotos (u3), a
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equação (1.28) assume a forma:

d(u1 + u2 + u3)

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3

− r

k

)(
u2
1 + u2

2 + u2
3 + 2u1u2 + 2u1u3 + 2u2u3

)
− δ (u1 + u2 + u3) (1.29)

é possível escrever a equação (1.29) como um sistema de três equações acopladas

du1

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3

− r

k

)
(u2

1 + 2u1u
2
2)− δu1

du2

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3

− r

k

)
(2u1u2 + u2

2 + 2u2u3 + 2u1u3)− δu2

du3

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3

− r

k

)
− (u2

2 + 2u2u3 + u3)− δu3,

(1.30)

É considerado que os cruzamentos entre os mosquitos selvagens, transgênicos hete-

rozigotos e transgênicos homozigotos, seguem a genética clássica mendeliana. Neste

sentido a geração dos mosquitos u1, u2 e u3 surge a partir dos seguintes cruzamentos:

� Selvagens: (u1 × u1),(u2 × u2), (u1 × u2);

� Transgênicos heterozigotos: (u2 × u2), (u1 × u2), (u2 × u3), (u1 × u3);

� Transgênicos homozigotos: (u2 × u2), (u2 × u3), (u3 × u3).

Sejam aij, bij e cij as frequências genotípicas para u1, u2 e u3 obtidas dos

cruzamentos ui × uj, i, j, = 1, 2, 3. Estes coe�cientes devem satisfazer a relação

aij+bij+cij = 1. As proporções das concepções para os mosquitos são especi�cadas

na seguinte tabela:

Tabela 1.1: Frequências genotípicas considerando herança mendeliana

Frequência a11 a12 a13 a22 a23 a33

Mendeliana 1,0 0,5 0,0 0,25 0,0 0,0

Frequência b11 b12 b13 b22 b23 b33

Mendeliana 0,0 0,5 1,0 0,5 0,5 0,0

Frequência c11 c12 c13 c22 c23 c33

Mendeliana 0 0,0 0,0 0,25 0,5 1,0

A partir das suposições acima, a dinâmica das interações entre os mosquitos sel-

vagens e transgênicos com disseminação pode ser estabelecida pelo seguinte modelo

espaço-temporal: Dado aij, bij, cij, ξ, r, k,∆ ∈ R, o problema do modelo é encontrar
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a população de mosquitos ui(x, y, t) ∈ R para todos os x ∈ Īd que satisfazem o

seguinte problema de valor de contorno não linear

∂u1

∂t
= D1(w)

∂2u1

∂x2 +

(
ξ∑
ui

− r

k

)∑∑
aijuiuj − δu1

∂u2

∂t
= D2(w)

∂2u2

∂x2 +

(
ξ∑
ui

− r

k

)∑∑
bijuiuj − δu2

∂u3

∂t
= D3(w)

∂2u3

∂x2 +

(
ξ∑
ui

− r

k

)∑∑
cijuiuj − δu3,

(1.31)

com condições de contorno de Neumann dadas por

∂ui

∂x
(0, t) =

∂ui

∂x
(L, t) = 0 (1.32)

e condições iniciais

ui(x, 0) = ūi(x). (1.33)

Os coe�cientes aij, bij e cij são resultantes da genética mendeliana, seus valores

estão dispostos na Tabela 1.1.

Recentemente ROLIM et al. [29] desenvolveu uma versão com dinâmica espa-

cial bidimensional para o modelo proposto em [35], considerando termo de difusão

determinístico baseado na lei de Fick. Após analise e validação do modelo com simu-

lações em regiões e situações arti�ciais e controladas, aplicou-se o modelo na região

geográ�ca da área de Aproveitamento Múltiplo de Manso (APM-Manso), localizada

no estado do Mato Grosso, Brasil. De modo que foi necessário adaptar o modelo

em (1.31) para o caso bidimensional.

Considerando os dados da genética mendeliana e a equação de difusão em duas

dimensões, o sistema de três equações acopladas assume a seguinte forma

∂u1

dt
= D1div (∇u1) +

(
ξ

u1 + u2 + u3

− r

k

)
+ (u2

1 + 2u1u
2
2)− δu1

∂u2

dt
= D2div (∇u2) +

(
ξ

u1 + u2 + u3

− r

k

)
(2u1u2 + u2

2 + 2u2u3 + 2u1u3)− δu2

∂u3

dt
= D3div (∇u3) +

(
ξ

u1 + u2 + u3

− r

k

)
− (u2

2 + 2u2u3 + u3)− δu3,

(1.34)

satisfazendo às condições de contorno:

ul(x, y, t) = ūl, ∀(x, y) ∈ Γ, t ∈ I, (1.35)

e as condições iniciais:

ul(x, y, 0) = ûl, ∀(x, y) ∈ Ω (1.36)
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onde Di é o coe�ciente de difusão para cada uma das populações ul. É considerado

no modelo Dl como D pois cada uma das populações com o mesmo coe�ciente de

difusão constante.
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Capítulo 2

Fundamentos do Método de

Diferenças �nitas

A solução numérica de uma equação diferencial parcial pode dar respostas apenas

em pontos discretos do domínio, pontos estes chamados de pontos nodais ou pontos

da malha. A ideia geral do método de diferenças �nitas é a discretização do domínio

e a substituição das derivadas presentes na equação diferencial por aproximações

envolvendo somente valores numéricos da função. De modo prático, substituímos

as derivadas pela razão incremental que converge para o valor da derivada quando

o incremento tende a zero. Diz-se portanto, que o problema foi discretizado. Caso

o domínio tenha mais de uma variável, a ideia do método de diferenças �nitas é

aplicada para cada uma das variáveis separadamente. Considere a Figura 2.1, que

representa um domínio no plano xy. Por conveniência assume-se que o espaçamento

na malha na direção x é uniforme e igual a ∆x; da mesma forma de�nimos o espa-

çamento em y, uniforme e dado por ∆y. Ainda na Figura 2.1, os pontos da malha

são identi�cados por seus índices, onde i indica a direção x e j a direção y.

Figura 2.1: Pontos discretos da malha.
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2.0.1 Ferramenta matemática básica no cálculo de aproxima-

ções para as derivadas

Nesta secção apresentamos as ferramentas fundamentais para o cálculo de apro-

ximações por diferenças �nitas para derivadas presentes em equações diferenciais.

A essência do método de diferenças �nitas, consiste numa aproximação das deriva-

das levando em consideração sua própria de�nição. Parte do desenvolvimento desta

secção pode ser visto em HIRSCH [16].

De�nicão 1. Seja u(x) : D −→ R uma função com domínio D ⊆ R e no mínimo,

uma função de classe C1(D,R). A derivada no ponto x é de�nida por

ux =
∂u

∂x
= lim

∆x→0

u(x+∆x)− u(x)

∆x
.

Tais aproximações são calculadas através das séries de Taylor que relacionam

valores da função u e suas derivadas num ponto x com valores dessa mesma fun-

ção numa vizinhança de x, ou seja com u(x + ∆x). Por exemplo, se ui,j de�ne o

componente x da velocidade de um ponto (i, j), então a velocidade ui+1,j no ponto

(i+ 1, j) pode ser expressa em termos de uma expansão em série de Taylor sobre o

ponto (i, j):

u(x+∆x) = ui+1,j = ui,j+

(
∂u

∂x

)
∆x+

(
∂2u

∂x2

)
(∆x)2

1

2!
+

(
∂3u

∂x3

)
(∆x)3

1

3!
+... (2.1)

Toda série de Taylor possui um raio de convergência R com a propriedade que

a série converge uniformemente em cada bola ∆x ≤ r < R. A fórmula de Hadamard

fornece o valor deste raio de convergência:

R−1 = lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂nu

∂xn

∣∣∣∣1/n . (2.2)

A equação (2.1) é uma expressão matematicamente exata se o número de termos

é in�nto e a série converge, isto é, ∆x → 0. Computacionalmente não é possível

calcular um número in�nito de termos, portanto a equação (2.1) é truncada ocasi-

onando um erro de truncamento, uma vez que ∆x → 0. A potência em ∆x com

a qual este erro tende a zero é chamada de ordem da aproximação da diferença, e

pode ser obtida a partir do desenvolvimento em série de Taylor para u(x+∆x) em

torno do ponto x, no caso de (2.1) se os termos de magnitude (∆x)3 e termos de

ordem superiores forem desprezados a equação (2.1), reduz-se a:

ui+1,j
∼= ui,j +

(
∂u

∂x

)
i,j

∆x+

(
∂2u

∂x2

)
i,j

(∆x)2
1

2!
. (2.3)
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Diz-se então que a expressão acima tem precisão de segunda ordem, pois os

termos iguais ou superiores a (∆x)3 foram desprezados. Do mesmo modo, caso

despreze-se termos iguais ou superiores a (∆x)2 obtém-se na aproximação uma pre-

cisão de primeira ordem, como segue na expressão abaixo:

ui+1,j
∼= ui,j +

(
∂u

∂x

)
i,j

∆x. (2.4)

Nas expressões (2.3) e (2.4), os termos desprezados representam o erro de trunca-

mento na representação da série �nita. Se considerarmos (2.3) o erro de truncamento

é dado por
∞∑
n=3

(
∂nu

∂xn

)
i,j

(∆x)n

n!
= O(∆x3). (2.5)

Inicialmente percebe-se em (2.5) o símbolo O(∆x) que é uma nomeclatura

matemática formal para "termos de ordem x". O erro de truncamento pode ser

reduzido tomando-se mais termos na série de Taylor, ou seja, aumentando a ordem

de precisão de ui+1,j na equação (2.1), além disto reduzindo-se a magnitude de ∆x

pode-se obter uma redução do erro de truncamento também.

2.1 Fórmulas de Diferenças Finitas

Fórmulas de diferenças para primeira derivada

Considere a Equação (2.4) com erro de truncamento O(∆x2) Assim obtemos a

expressão:

ui+1,j = ui,j +

(
∂u

∂x

)
i,j

∆x+O(∆x2). (2.6)

Explicitando
(
∂u
∂x

)
i,j

que por simplicidade denotaremos por (ux)i,j, obtemos:

(ux)i,j =
ui+1,j − ui,j

∆x
+O(∆x); (2.7)

de maneira análoga, obtemos a discretização na direção y: y

(uy)i,j =
ui,j+1 − ui,j

∆y
+O(∆y). (2.8)

Como esta fórmula envolve o ponto (i + 1) que está a direita do ponto i, ela é

chamada de Fórmula Progressiva de primeira ordem para a primeira derivada.

Consideremos agora que a expansão em série de Taylor seja feita em torno do ponto
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(i− 1), obtém-se o que se segue

u(x−∆x) = ui−1,j = ui,j−
(
∂u

∂x

)
i,j

∆x+

(
∂2u

∂x2

)
i,j

(∆x)2
1

2!
−
(
∂3u

∂x3

)
i,j

(∆x)3
1

3!
+ ...

(2.9)

Truncando a expressão acima de forma a obter uma precisão de segunda ordem,

chegamos em:

ui−1,j = ui,j −
(
∂u

∂x

)
i,j

∆x+O(∆x2). (2.10)

Explicitando (ux)i,j

(ux)i,j =
ui,j − ui−1,j

∆x
+O(∆x). (2.11)

Como esta fórmula envolve o ponto (i − 1) que está a esquerda do ponto i, ela é

chamada de Fórmula Regressiva de primeira ordem para a primeira derivada.

Consideraremos agora (2.1) e (2.9), subtraindo uma da outra e explicitando (ux)i

encontramos a expressão:

(ux)i,j =
ui+1,j − ui−1,j

2∆x
+O(∆x2), (2.12)

que é chamada de Fórmula centrada de segunda ordem. Essas três aproxima-

ções são representadas geometricamente na Figura 2.2.

Figura 2.2: Interpretação geométrica das fórmulas de diferenças �nitas para as de-
rivadas de 1ª ordem.

Nota-se que a representação da diferença central está mais próxima da curva da

função y = u(x), o que re�ete a sua precisão ser de segunda ordem.
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Diferenças �nitas com um número arbitrário de pontos

A seguir mostraremos um procedimento geral para obter fórmulas de diferenças

�nitas com um número arbitrário de pontos e com uma ordem de precisão propor-

cional.

Fórmulas de diferenças unilateral de segunda ordem para (ux)i,j, contendo os

pontos i− 2, i− 1 e i pode ser obtida por uma expansão de Taylor de i− 2 e i− 1,

sobre ui,j. Considerando as expansões

ui−2,j = ui,j − 2∆x(ux)i,j +
(2∆x)2

2!
(uxx)i,j −

(2∆x)3

3!
(uxxx)i,j + ... (2.13)

ui−1,j = ui,j −∆x(ux)i,j +
(∆x)2

2!
(uxx)i,j −

(∆x)3

3!
(uxxx)i,j + ..., (2.14)

ao multiplicarmos (2.13) por uma constante c e (2.14) por uma constante b e somando

ambos resultados, chegamos em:

bui−1,j + cui−2,j = (b+ c)ui,j −∆x(b+ 2c)(ux)i,j + (b+ 4c)
(∆x)2

2!
(uxx)i,j

−(b+ 8c)
(∆x)3

3!
(uxxx)i,j +O(∆x4). (2.15)

Adicionando o termo aui,j a ambos os membros de (2.15), chegamos �nalmente

em:

aui,j + bui−1,j + cui−2,j = (a+ b+ c)ui,j −∆x(b+ 2c)(ux)i,j + (b+ 4c)
(∆x)2

2!
(uxx)i,j

−(b+ 8c)
(∆x)3

3!
(uxxx)i,j +O(∆x4). (2.16)

A partir deste desenvolvimento podemos deduzir uma fórmula unilateral com

precisão de segunda ordem, para isto, usaremos a seguinte condição:

a+ b+ c = 0

(b+ 2c) = −1 (2.17)

b+ 4c = 0,

chegando em:

(ux)i,j =
3ui,j − 4ui−1,j + ui−2,j

2∆x
+O(∆x2). (2.18)

Analogamente podemos desenvolver a fórmula de diferença unilateral para os pon-
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tos i+ 2 e i+ 1, sobre ui, resultando em:

(ux)i,j =
−3ui,j + 4ui+1,j − ui+2,j

2∆x
+O(∆x2). (2.19)

2.1.1 Fórmulas de diferenças �nitas para segunda derivada

Aproximações de diferenças �nitas de derivadas de ordem superior podem ser

obtidas por aplicações repetidas de fórmulas de primeira ordem. Por exemplo, uma

aproximação de segunda ordem para a segunda derivada (uxx)i é obtida por

(uxx)i,j =

(
∂2u

∂x2

)
i,j

=

[
∂

∂x

(
∂u

∂x

)]
∼=

[(
∂u
∂x

)
i+1,j

−
(
∂u
∂x

)
i−1,j

∆x

]
∼=

[(
ui+1,j − ui,j

∆x

)
−
(
ui,j − ui−1,j

∆x

)]
1

∆x
,

obtendo a derivada parcial de segunda ordem na direção x com precisão de quarta

ordem tem-se

(uxx)i,j =
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2
− ∆x2

12

(
∂4u

∂x4

)
i,j

. (2.20)

De maneira análoga, obtemos a discretização da segunda derivada na direção y

(uyy)i,j =
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2
− ∆y2

12

(
∂4u

∂y4

)
i,j

. (2.21)

Além da aplicação direta das várias fórmulas apresentadas na seção anterior, for-

mas adicionais podem ser construídas através de uma interação entre as duas direções

espaciais, como exemplo,
(

∂2u
∂x∂y

)
i,j

que é uma derivada mista, escreve-se:

(
∂2u

∂x∂y

)
i,j

=

[
∂x

∂x

(
∂u

∂y

)]
∼=

(
∂u
∂y

)
i+1,j

−
(

∂u
∂y

)
i−1,j

2∆y

∼=
[(

ui+1,j+1 − ui+1,j−1

2∆y

)
−
(
ui−1,j+1 − ui−1,j−1

2∆y

)]
1

2∆x
, (2.22)

ou(
∂2u

∂x∂y

)
i,j

=
1

4∆x∆y
(ui+1,j+1 + ui−1,j−1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1) +O

[
(∆x2), (∆y2)

]
.

(2.23)
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2.1.2 Métodos gerais para fórmulas de diferênças �nitas

Procedimentos gerais desenvolvidos para gerar fórmulas de diferenças �nitas em

qualquer ordem de precisão e uma teoria geral podem ser encontrados em HILDE-

BRAND [15]. Esta abordagem é baseada na de�nição dos seguintes operadores de

diferença:

Operador Deslocamento:

Eui = ui+1 (2.24a)

Operador Progressivo:

δ+ui = ui+1 − ui (2.24b)

Operador regressivo :

δ−ui = ui − ui−1 (2.24c)

Operador Central :

δui = ui+1/2 − ui−1/2 (2.24d)

Operador Central* :

δ̄ui =
1

2
(ui+1 − ui−1) (2.24e)

Operador de média :

µui =
1

2
(ui+1/2 + ui−1/2) (2.24f)

Operador diferencial:

Dui = ux =
∂u

∂x
(2.24g)

A partir das de�nições em (2.24), podemos obter algumas relações imediatas entre

os operadores, por exemplo:

Relação 1

δ+ = (E − 1); (2.25)

Para a relação 2, temos que introduzir o operador E−1, o inverso do operador de

deslocamento, de�nido como:

E−1ui = ui−1. (2.26)

Relação 2

δ− = (1− E−1) e E−1ui = ui−1; (2.27)

Relação 3 a relação (2.27) implica que E−1ui+1 = ui e portanto,

δ−ui − ui−1 = E−1δ+ui; (2.28)
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Relação 4

δ+δ−ui = δ−δ+ui (2.29)

⇒ δ+δ+ = δ−δ+; (2.30)

Relação 5

δ+δ−ui = ui(δ
+ − δ−); (2.31)

Relação 6

δui = δ+δ−ui = δ−δ+ui; (2.32)

É possível representar também o operador δ de uma outra forma, vejamos

δui = u1+1/2 − ui−1/2 = E1/2ui − E−1/2ui ⇒ δ = E1/2 − E−1/2. (2.33)

Relação 7

δ̄ui ⇒ δ̄ =
1

2
(E − E−1); (2.34)

Relação 8

µui =
1

2

(
E1/2ui + E−1/2ui

)
⇒ µ =

1

2

(
E1/2 + E−1/2

)
; (2.35)

Portanto, podemos de maneira geral a�rmar que, para n (positivo ou negativo)

Enui = ui+n (2.36)

qualquer operador elevado a uma potência n é interpretado como a aplicação de n

vezes este operador.

2.1.3 Generalização das fórmulas para a primeira derivada

Fazendo uma relação entre o operador de deslocamento �nito E e o operador

derivada D podemos obter a técnica de geração de fórmulas de diferenças �nitas,

tal relação é obtida da expansão em série de Taylor. Por simplicidade de�nimos a

variação dos eixos por h :

u(x+ h) = u(x) + hux +
h2

2!
uxx(x) +

h3

3!
uxxx(x) + ... (2.37)
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Aplicando os operadores convenientes, segue

Eu(x) = u(x) + hDu(x) +
h2

2!
D2u(x) +

h3

3!
D3u(x)

=

(
1 + hD +

h2D2

2!
+

h3D3

3!
+ ...

)
u(x). (2.38)

A relação (2.38) pode ser escrita também como

Eu(x) = ehDu(x); (2.39)

sob a ótica dos operadores podemos escrever (2.38) como

E = ehD, (2.40)

e ainda podemos ter o inverso da relação (2.40) que resulta em

hD = ln(E). (2.41)

2.1.4 Diferença progressiva

Para as diferenças progressivas utilizaremos a relação 2.25

δ+ = E − 1 ⇒ E = δ+ + 1. (2.42)

Aplicando em (2.41), temos

hD = ln(1 + δ+). (2.43)

A expansão em série de Taylor para a função logaritmo natural é dada por

ln(1 + δ+) =
∞∑
n=0

(−1)n
(δ+)

n+1

n+ 1
, (2.44)

levando a

hD = δ+ − δ+2

2
+

δ+3

3
− δ+4

4
+ ... (2.45)

A ordem da aproximação depende do número de termos considerados no lado

direito da equação. Quanto maior o número de termos, maior a precisão do método.
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Por exemplo, trucando (2.45) no segundo termo, obtemos

hD = δ+ − 1

2
δ+2

hDui =

(
δ+ − 1

2
δ+2

)
ui

= (ui+1 − ui)−
1

2
δ+ (ui+1 − ui)

= (ui+1 − ui)−
1

2
[(ui+2 − ui+1)− (ui+1 − ui)]

= ui+1 − ui −
1

2
[ui+2 − 2ui+1 + ui] ,

logo

Dui =
1

2h
[−ui+2 + 4ui+1 − 3ui] . (2.46)

2.1.5 Diferença regressiva

Para as diferenças regressivas utilizaremos a relação 2.27

δ−(1− E−1) ⇒ E−1 = 1− δ−. (2.47)

De maneira análoga a diferenças progressivas usaremos a expansão em série de

Taylor para a função logaritmo natural, chegando em

hD = δ− +
δ−2

2
+

δ−3

3
+

δ−4

4
+ ... (2.48)

Para ter-se uma precisão de segunda ordem, considere os dois primeiros termos

da série (2.48)

hDui = δ−ui +
1

2
δ−2ui

= ui − ui−1 +
1

2

[
δ−(ui − ui−1)

]
= ui − ui−1 +

1

2
[(ui − ui−1)− (ui−1 − ui−2)]

= ui − ui−1 +
1

2
(ui−2 − 2ui−1 + ui)

=
1

2
ui−2 − 2ui−1 +

3

2
ui,
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logo

Dui =
1

2h
[ui−2 − 4ui−1 + 3ui] . (2.49)

2.1.6 Diferença Central

As fórmulas de diferença centrada podem ser obtidas a partir da relação (2.33)

δui = ui+1/2 − ui−1/2 =
(
E1/2 − E1/2

)
ui.

Utilizando a identidade

senh(x) =
ex − e−x

2

temos

δ = ehD/2 − e−hD/2 = 2senh(
hD

2
). (2.50)

Expressando (2.50) em função de δ, temos

hD = 2arcsenh

(
δ

2

)
. (2.51)

Aplicando a expansão em série de taylor da função arcsenh, dada por

arcsenh(x) =
∞∑
n=0

(−1)n(2n)!

4n(n!)2(2n+ 1)

(
δ

2

)2n+1

para |x| < 1 (2.52)

na expressão (2.51) obtemos

hD = δ − δ3

24
+

3δ5

640
− 5δ7

7168
+ ... (2.53)

A fórmula (2.53) nos fornece uma família de aproximações por diferença centrada

para derivada primeira (ux)i,j baseada nos valores da função u sobre pontos de ordem

fracionária da malha de discretização. Considerando os dois primeiros termos da

série (2.53)

hDui =

(
δ − δ3

24

)
ui

=
−ui+3/2 + 27ui+1/2 − 27ui−1/2 + ui−3/2

24

portanto, obtemos a aproximação

Dui =
−ui+3/2 + 27ui+1/2 − 27ui−1/2 + ui−3/2

24h
, (2.54)
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cuja precisão é de quarta ordem. Note que este esquema envolve termos em pontos

centrais da malha, o que não é conveniente, pois inicialmente não temos informações

sobre tais pontos. Deste modo com o propósito de sanar o problema, ou seja, utilizar

apenas pontos conhecidos e internos da malha, aplicamos o mesmo procedimento

anterior, porém, desta vez, utilizaremos o operador central* (δ̄). Assim da relação

(2.34)

δ̄ =
1

2
(E − E−1) =

1

2
(ehD − e−hD) = senh(hD), (2.55)

que em função de δ̄ produz

hD = senh−1(δ̄) = δ̄ − δ̄3

6
+

δ̄5

40
−+... (2.56)

Considerando os dois primeiros termos da série (2.56), temos

hDui = (δ̄ − δ̄3

6
)ui,

o que produz

Dui =
−ui+3 + 27ui+1 − 27ui−1 + ui−3

48h
+O(h4). (2.57)

Apesar de (2.57) ser uma aproximação de quarta ordem envolvendo os quatro

pontos i− 3, i− 1, i+ 1, i+ 3, este esquema não é interessante computacionalmente

pois esperava-se que a aproximação envolva-se os pontos i−2, i−1, i+1, i+2. Para

resolver tal problema vamos manipular o operador de média da seguinte forma

µui =
1

2
(E1/2 + E−1/2)ui

µ2 =
1

4
(E1/2 + E−1/2)2

=
1

4
(E + 2E1/2E−1/2 + E−1)

=
1

4
(E + 2 + E−1);

por outro lado veri�ca-se também que

δ2 =
(
E1/2 − E−1/2

)
=

(
E − 2E1/2E−1/2 + E−1

)
= E − 2 + E−1.

Com isso temos que

µ2 =
1

4
(E + 2− 2 + 2 + E) =

1

4
(4 + δ2)

26



e portanto

µ2 = 1 +
δ2

4
,

o que implica em

1 = µ

(
1 +

δ2

4

)−1/2

. (2.58)

Desenvolvendo (2.58),

1 = µ

(
1 +

δ2

4

)−1/2

= µ

(
1− δ2

8
+

3δ4

128
− 5δ6

1024
+ ...

)
.

Multiplicando esta equação por

hD = 2senh−1

(
δ

2

)
= 2

[
δ

2
− 1

2 · 3

(
δ

2

)3

+
1 · 3

2 · 4 · 5

(
δ

2

)5

− 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 7

(
δ

2

)7

+ ...

]

obtemos o que se segue

hD = µ

(
δ − 1

3!
δ3 +

12 · 22

5!
δ4 − 22 · 32

7!
δ6 + ...

)
= δ̄

(
1− δ2

3!
+

22

5!
δ4 − 22 · 32

7!
δ6 + ...

)
Com isso são obtidas aproximações de diferença centrada que envolvem somente

pontos da malha de discretização com valores de ordem inteira. Segue respectiva-

mente, os esquemas de precisão de segunda e quarta ordem :

(Du)i =
ui+1 − ui

2h
+O(h2) (2.59)

e

(Du)i =
−ui+2 + 8ui+1 − 8ui−1 + ui−2

2h
+O(h4). (2.60)

2.1.7 Derivadas de Ordem Superior

Manipulando matemáticamente os operadores deduzidos até aqui podemos encon-

trar um número ilimitado de fórmulas de diferenças �nitas. Essas fórmulas podem

ser aplicadas para obter esquemas de ordem superior.

De (2.45) temos:
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(
∂nu

∂x

)
i,j

= Dnui,j

=
1

hn

[
ln(1 + δ+)

]n
ui,j

=
1

hn

[
δ+n − n

2
δ+(n+1) +

n(3n+ 5)

24
δ+(n+2) − n(n+ 2)(n+ 3)

48
δ+(n+3) + ...

]
ui,j.

(2.61)

Para o operador de diferença regressiva, tem-se(
∂nu

∂xn

)
=

1

hn

[
ln(2− δ−)

]n
ui,j

=
1

hn

(
δ−+

δ−2

2
+

δ−3

3
+ ...

)n

ui,j,

obtendo

1

hn

[
δ−n +

n

2
δ−(n+1) +

n(3n+ 5)

24
δ−(n+2) +

n(n+ 2)(n+ 3)

48
δ−(n+3) + ...

]
ui,j.

(2.62)

Fórmulas de diferenças centrais também podem ser obtidas para derivadas de

ordem superiores, como segue

Dnui,j =

(
2

h
senh−1

(
δ

2

))n

ui,j

=
1

hn

[
δ − δ3

24
+

3δ5

640
− 5δ7

7168

]n
ui,j,

obtendo assim o seguinte resultado

1

hn
δn

[
1− n

24
δ2 +

n

64

(
22 + 5n

90

)
δ4 − n

45

(
5

7
+

n− 1

5
+

(n− 1)(n− 2)

35

)
δ6 + ...

]
ui,j.

(2.63)

Para n um número par a equação(2.63) gera esquemas com valores inteiros nos

pontos da malha. Para valores de n ímpar, obteremos esquemas com valores fracio-

nários para os pontos da malha.

Para envolver somente pontos de ordem inteira para n ímpar, usamos mais uma
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vez a equação (2.58), assim

(Dnu)i,j =
µ

[1 + (δ2/4)]1/2

(
2

h
senh−1 δ

2

)n

ui,j

= µ
δn

hn

[
1− n+ 3

24
δ2 +

5n2 + 52n+ 135

5760
δ4 + ...

]
ui,j. (2.64)

2.1.8 Derivadas de segunda ordem

Fazendo n = 2 em (2.61) obtemos uma família de operadores de diferença pro-

gressiva para derivada segunda com diversas ordens de precisão

D2ui,j =
1

h2

(
δ+2 − δ+3 +

11

12
δ+4 − 5

6
δ+5 + ...

)
ui,j. (2.65)

De maneira análoga faz-se n = 2 em (2.62) e obtem-se família de operadores de

diferença regressiva para derivada segunda com diversas ordens de precisão

D2ui,j =
1

h2

(
δ−2 + δ−3 +

11

12
δ−4 − 5

6
δ−5 + ...

)
ui,j. (2.66)

Da mesma forma, segue para a fórmula em (2.63)

D2ui,j =
1

h2

(
δ2 − δ4

12
+

δ6

90
− δ8

560
+ ...

)
ui,j (2.67)

e para a fórmula em (2.64) obtendo-se

D2ui,j =
µ

h2

(
δ2 − 5

24
δ4 +

259

5760
δ6 + ...

)
ui,j. (2.68)

Mantendo-se somente o primeiro termo das equações imediatamente acima

obtêm-se as seguintes fórmulas de diferenças �nitas:

� Diferença progressiva com precisão de primeira ordem;

D2ui,j =
1

h2

(
δ+2

)
ui,j

=
1

h2
[ui+2,j − 2ui+1,j + ui,j]− h(uxxx); (2.69)

� Diferença regressiva com precisão de primeira ordem;
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D2ui,j =
1

h2

(
δ−2

)
ui,j

=
1

h2
(ui−2,j − 2ui−1,j + ui,j) + h(uxxx); (2.70)

� Diferença central para pontos inteiros com precisão de segunda ordem;

D2ui,j =
1

h2

(
δ2
)
ui,j

=
1

h2
(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j)−

h2

12

(
∂4u

∂x4

)
; (2.71)

� Diferença central com pontos de malha fracionária com precisão de segunda

ordem;

D2ui,j =
µ

h2

(
δ2
)
ui

=
1

2h2
(ui+3/2 − ui+1/2 − ui−1/2 + ui−3/2)−

5

24
h2

(
∂4u

∂x4

)
. (2.72)

Com exceção de (2.72) que envolve quatro pontos da malha, as demais fórmulas

de aproximações de diferenças �nitas para primeira e segunda derivada envolvem

apenas três pontos da malha. Veri�ca-se ainda que as fórmulas de diferença

centrada apresentam uma precisão mais alta em relação as demais fórmulas

de aproximação unilateral. Considerando os dois primeiros termos das fórmu-

las podemos obter uma ordem de precisão mais elevada como pode ser visto a seguir:

� Diferença progressiva com precisão de segunda ordem

(uxx)i,j =
1

h2
(2ui,j − 5ui+1,j + 4ui+2,j − ui+3,j) +

11

12
h2

(
∂4u

∂x4

)
; (2.73)

os cálculos de (2.73) com mais detalhes podem ser veri�cados em (A.1).

� Diferença regressiva com precisão de segunda ordem

(uxx)i,j =
1

h2
(2ui,j − 5ui−1,j + 4ui−2,j − ui−3,j)−

11

12
h2

(
∂4u

∂x4

)
; (2.74)
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� Diferença centrada de pontos inteiros com precisão de quarta ordem

(uxx)i,j =
1

12h2
(−ui+2,j + 16ui+1,j − 30ui + 16ui−1 − ui−2,j)−

h4

90

(
∂6u

∂x6

)
;

(2.75)

� Diferença centrada de pontos de malha fracionado com precisão de quarta or-

dem

(uxx)i,j =
1

48h2
(−5ui+5/2 + 39ui+3/2,j − 34ui+1/2,j − 34ui−1/2,j + 39ui−3/2,j−

− 5ui−5/2,j) +
259

5760
h4

(
∂6u

∂x6

)
. (2.76)

Comparando (2.72) com (2.76) veri�ca-se que esta última precisa de seis pontos

da malha para se obter uma aproximação com precisão de quarta ordem, enquanto

que (2.72) precisa de apenas quatro pontos, desta forma (2.76) é de pouco uso

prático.

2.2 Esquemas de Diferença Finita para o Operador

de Laplace

Considere o operador de Laplace ∇u = uxx + uyy em duas dimensões. Aplicando

o operador de Diferença Central para discretização do operador de Laplace, temos

∆ui,j =

(
δ2x
∆x2

+
δ2y
∆y2

)
ui,j (2.77)

=
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2
+

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2
+O(∆x2,∆y2). (2.78)

Fazendo ∆x = ∆y para obter uma malha uniforme, encontramos

ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1 − 4ui,j

∆x2
= ∆ui,j +

∆x2

12

(
∂4u

∂x4
+

∂4u

∂y4

)
i,j

. (2.79)

Esta fórmula está ilustrada na molécula computacional da Figura (2.3)
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Figura 2.3: Molécula computacional com 5 pontos para o operador de Laplace (Equa-
ção(2.79)).

2.3 Esquemas Implícitos para Problemas Multidi-

mensionais - Métodos Implícitos de Direção Al-

ternada (ADI)

Quando esquemas totalmente implícitos são aplicados para resolver problemas

de dimensões maiores que um, o sistema matricial resultante não é mais tridiago-

nal, o que aumenta o esforço computacional. Por exemplo, considere o problema

bidimensional da condução de calor (2.80)

∂u

∂t
= D

[
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

]
. (2.80)

A equação (2.80) discretizada pelo método de diferenças �nitas possui a seguinte

forma:

un+1
i,j − un

i,j

∆t
= D

[
uθ
i+1,j − 2uθ

i,j + uθ
i−1,j

(∆x)2
+

uθ
i,j+1 − 2uθ

i,j + uθ
i,j−1

(∆y)2

]
+O

[
∆t, (∆x)2, (∆y)2

]
(2.81)

onde θ corresponde ao passo no tempo.

2.3.1 Formulação Totalmente Implícita 2D(θ = n+ 1)

Fazendo θ = n+ 1 em (2.81) e desprezando o termo O [∆t] obtemos

un+1
i,j − un

i,j

∆t
= D

[
un+1
i+1,j − 2un+1

i,j + un+1
i−1,j

(∆x)2
+

un+1
i,j+1 − 2un+1

i,j + un+1
i,j−1

(∆y)2

]
(2.82)
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Considerando rx = D∆t
(∆x)2

e ry = D∆t
(∆y)2

, chegamos em:

−ry
[
un+1
i+1,j + un+1

i−1,j

]
+ (1 + 2(rx + ry))u

n+1
i,j − ry

[
un+1
i,j+1 + un+1

i,j−1

]
= un

i,j. (2.83)

Admitindo ∆x = ∆y → rx = ry, podemos reescrever (2.83) como

un+1
i,j − un

i,j = rx
(
un+1
i+1,j − 4un+1

i,j + un+1
i−1,j + un+1

i,j−1 + un+1
i,j+1

)
. (2.84)

Parte deste desenvolvimento pode ser encontrado em [17]. Para uma visualização

melhor de uma matriz pentadiagonal rede�niremos os coe�cientes das incógnitas dos

valores de u desconhecidos como a, b, c, d e e

ai,ju
n+1
i+j + bi,ju

n+1
i−1,j + ci,ju

n+1
i,j + di,ju

n+1
i,j−1 + ei,ju

n+1
i,j+1 = un

i,j (2.85)

Figura 2.4: Molécula computacional para o método totalmente implícito

Considere a malha 5 por 5, conforme mostrado na Figura 2.4. Há um total de

nove incógnitas no nível de tempo n + 1. Portanto, um total de nove equações

simultâneas devem ser resolvidas. As equações de diferenças �nitas implícitas para
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o sistema da malha da Figura 2.4 são

a2,2u3,2 + c2,2u2,2 + e2,2u2,3 = un
2,2 − b2,2u1,2 − d2,2u2,1

a2,3u3,3 + c2,2u2,3 + d2,3u2,2 + e2,3u2,4 = un
2,3 − b2,3u1,3

a2,4u3,4 + c2,4u2,4 + d2,4u2,3 = un
2,4 − b2,4u1,4 − e2,4u2,5

a3,2u4,2 + b3,2u2,2 + e3,2u3,3 = un
3,2 − d3,2u3,1

a3,3u4,3 + b3,3u2,3 + c3,3u3,3 + d3,3u3,2 = un
3,4 − e3,4u3,5

b4,2u3,2 + c4,2u4,2 + e4,2u4,3 = un
4,2 − a4,2u5,2 − d4,2u4,1

b4,3u3,3 + c4,3u4,3 + d4,3u4,2 + e4,3u4,4 = un
4,3 − a4,3u5,2

b4,4u3,4 + c4,4u4,4 + d4,4u4,3+ = un
4,4 − a4,4u5,4 − e4,4u4,5

Todos os valores conhecidos das condições de contorno foram movidos para o

lado direito e adicionadas às quantidades conhecidas do nível de tempo anterior n.

Os dados no nível de tempo n são fornecidos a partir da condição inicial imposta

para o primeiro nível de cálculo e, subsequentemente, da solução no passo anterior.

Podemos visualizar os sistemas em forma matricial

c2,2 e2,2 0 a2,2 0 0 0 0 0

d2,3 c2,3 e2,3 0 a2,3 0 0 0 0

0 d2,4 c2,4 0 0 a2,4 0 0 0

b3,2 0 0 c3,2 e3,2 0 a3,2 0 0

0 b3,3 0 d3,3 c3,3 e3,3 0 a3,3 0

0 0 b3,4 0 d3,4 c3,4 0 0 a3,4

0 0 0 b4,2 0 0 c4,2 e4,2 0

0 0 0 0 b4,3 0 d4,3 c4,3 e4,3

0 0 0 0 0 b4,4 0 d4,4 c4,4





un+1
2,2

un+1
2,3

un+1
2,4

un+1
3,2

un+1
3,3

un+1
3,4

un+1
4,2

un+1
4,3

un+1
4,4


=



un
2,2 − b2,2u1,2 − d2,2u2,1

un
2,3 − b2,3u1,3

un
2,4 − b2,4u1,4 − e2,4u2,5

un
3,2 − d3,2u3,1

un
3,3

un
3,4 − e3,4u3,5

un
4,2 − a4,2u5,2 − d4,2u4,1

un
4,3 − a4,3u5,3

un
4,4 − a4,4u5,4 − e4,4u4,5


Em casos que a discretização é feita em uma malha arbitrária, ou em algum

domínio irregular, pontos adicionais aparecem quando aplicamos o método de dife-

renças �nitas(3.10), e a matriz implícita terá uma estrutura mais complicada do que

a pentadiagonal mostrada em (2.83).

2.3.2 Métodos de Direções Alternadas (ADI)

Para evitar o manuseio de uma matriz pentadiagonal e, consequentemente, o

custo computacional envolvido na solução do sistema linear resultante, foi elaborado

os Métodos de Direções Alternadas (ADI). Este método consiste em separar os

operadores em componentes unidimensionais, dividindo o esquema em dois (ou em
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três para problemas tridimensionais) passos, de forma que em cada passo, somente

uma das variáveis é tratada implicitamente. No primeiro passo
∂2u

∂x2
é discretizado

implicitamente na medida em que
∂2u

∂y2
é tratado explicitamente, já no segundo passo

os papéis se invertem e assim sucessivamente como na Figura 2.5. Este método foi

introduzido por DOUGLAS e RACHFORD [6] e PEACEMAN e RACHFORD [25]

e generalizado por DOUGLAS e GUNN [5].

Figura 2.5: Molécula computacional para o método implícito de direção alternada

Seja S um operador que represente as derivadas de segunda ordem nas direções

apresentadas em seus índices e aproximadas por diferenças centradas de segunda

ordem, por exemplo Sx e Sy podem ser escritas como segue:

Sxui,j =
D

∆x2
(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j) (2.86)

Syui,j =
D

∆y2
(ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1) . (2.87)

Utilizando o operador S de�nido em (2.86 -2.87) em (2.84)

un+1
i,j − un

i,j = ∆t [Sx + Sy]u
n+1
i,j . (2.88)

Perceba que o operador, separou S em duas submatrizes que agem sobre os

componentes de u, isto é S = Sx + Sy. Explicitando un
i,j, obtemos

[1−∆t (Sx + Sy)]u
n+1
i,j = un

i,j. (2.89)

Generalizando assim, a obtenção dos operadores implícitos. Notemos portanto

que a ideia básica do método ADI é fatorar o operador S em um produto de opera-
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dores unidimensionais. Desta forma, a equação (2.89) pode ser reescrita como:

(1− τ∆tSx)(1− τ∆tSy)u
n+1
i,j = un

i,j, (2.90)

onde τ é um parâmetro livre, mais especi�camente um parâmetro de relaxação e

recomenda-se que seja usado como 1, em caso de simulações numéricas dependentes

do tempo [16]. Desenvolvendo a equação (2.90), obtemos

un+1
i,j − un

i,j = τ∆t (Sx + Sy)u
n+1
i,j −

−τ 2∆t2 (Sx + Sy)u
n+1
i,j + τ 3∆t3SxSyu

n+1
i,j (2.91)

Quando comparamos (2.88) com (2.91) veri�camos que a última possui dois

termos adicionais, estes representam os erros com respeito ao esquema original a ser

resolvido. Entretanto as ordens dos erros são as mesmas que a ordem do truncamento

original, e, portanto, não afeta a precisão global do esquema.

A técnica ADI é aplicada também em problemas estacionários, por meio da

qual tenta-se alcançar o limite de convergência tão rápido quanto possível e, para

tal, o parâmetro de relaxação τ pode ser escolhido de modo à acelerar o processo

de convergência, uma vez que τ∆t representa uma escala do passo no tempo. O

esquema (2.91) é então resolvido em três passos:

(1− τ∆tSx)u
n+1∗
i,j = [1 + τ∆t (Sy)]u

n (2.92)

(1− τ∆tSy)u
n+1∗∗
i,j = un+1∗

i,j − τ∆tSyu
n. (2.93)

Em outras palavras, o sistema algébrico linear tridimensional no esquema

implícito (2.91) é decomposto em um sistema algébrico linear de três equações

unidimensionais.

Para τ = 1 obtém-se o esquema DOUGLAS e RACHFORD [6], para τ =
1

2
obtém-se o método PEACEMAN e RACHFORD [25] que em duas dimensões tem

a formulação que se segue:(
1− ∆t

2
Sx

)
un+1∗ =

(
1 +

∆t

2
Sy

)
un (2.94)(

1− ∆t

2
Sy

)
un+1 =

(
1 +

∆t

2
Sx

)
un+1∗

Tomando o passo intermediário igual a n+
1

2
a expressão (2.94) quando aplicada
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em (2.80) gera o esquema:

−rxu
n+ 1

2
i−1,j + (1 + 2rx)u

n+ 1
2

i,j − rxu
n+ 1

2
i+1,j = ryu

n
i,j−1 + (1− 2ry)u

n
i,j + ryu

n
i,j+1(2.95)

−ryu
n+1
i,j−1 + (1 + 2ry)u

n+1
i,j − ryu

n+1
i,j+1 = rxu

n+ 1
2

i−1,j + (1− 2rx)u
n+ 1

2
i,j + rxu

n+ 1
2

i+1,j,

representado em forma matricial como:

1 + 2rx −rx 0 · · · 0

−rx 1 + 2rx −rx · · · 0
...

...

0 · · · −rx 1 + 2rx −rx

0 · · · 0 −rx 1 + 2rx





U
θ+ 1

2
1,j

U
θ+ 1

2
2,j
...

U
θ+ 1

2
N−2,j

U
θ+ 1

2
N−1,j


=

=



ryU
θ
1,j−1 + (1− 2ry)U

θ
1,j + ryU

θ
1,j+1

ryU
θ
2,j−1 + (1− 2ry)U

θ
2,j + ryU

θ
2,j+1

...

ryU
θ
N−2,j−1 + (1− 2ry)U

k
N−2,j + ryU

θ
N−2,j+1

ryU
θ
N−1,j−1 + (1− 2ry)U

θ
N−1,j + ryU

θ
N−1,j+1


+



rxU
θ+ 1

2
1,j

0
...

0

rxU
θ+ 1

2
N,j



Experimento 2.1: A �m de veri�car a convergência do método ADI, este

experimento ilustrado na Figura 2.6 compara a solução analítica e aproximada da

equação de difusão bidimensional com os seguintes dados:

� Domínio espacial: x ∈ [0, 1] e y ∈ [0, 1]

� Instantes inicial e �nal: t0 = 0 e tf = 0, 2

� Termo fonte: g(x) = 0

� Coe�ciente de difusão: D = 1

� Condição inicial: f(x) = cos(x) + cos(y)

� Condições de contorno:

u(x; 0; t) = e−t(cosx+ 1);u(x;L; t) =−t (cosx+ cosL)

u(0; y; t) = e−t(cos y + 1);u(L; y; t) =−t (cosL+ cos y)

� Espaçamento da malha: ∆x = ∆y = 0, 1 (espacial) e ∆t = 0, 05(temporal)
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� Solução analítica: u(x, t) = e−0,2(cosx+ cos y)

(a) Solução numérica. (b) Solução analítica.

Figura 2.6: Solução numérica via método ADI 2.6(a) e solução analítica 2.6(b) do
Experimento 2.1, da equação de difusão bidimensional.

No capítulo seguinte formularemos o modelo matemático descrito por um sis-

tema de equações diferenciais parciais do tipo reação-difusão, com termos de reação

não-lineares, que descrevem a interação e o espalhamento das populações em um

domínio fechado bidimensional. Com base em, WYSE et al. [35] propomos uma ex-

tensão natural dessa modelagem, para uma herança genotípica baseada na técnica

de Reação em Cadeia Mutagênica (MCR).
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Capítulo 3

Modelo Bidimensional da Dinâmica e

Espalhamento de Mosquitos

Selvagens e Transgênicos

O modelo matemático para a descrição da interação de mosquitos selvagens

e transgênicos proposto por WYSE et al. [35] em versão unidimensional e por

ROLIM et al. [29] em versão bidimensional diferencia as populações de mosquitos

transgênicos de acordo com a sua zigosidade e considerando as populações em

valores absolutos, mantendo assim parâmetros que podem ser relevantes na análise

do comportamento das espécies. Este modelo considera três populações ui; são

elas: mosquitos selvagens, mosquitos transgênicos heterozigotos e transgênicos

homozigotos, i = 1, 2, 3 respectivamente.

A taxa intrínseca de crescimento r é a diferença entre o fator limitante e o fator

regulador, onde, o fator limitante é qualquer força que afeta o tamanho de uma

população de seres vivos através de fenômenos físicos e químicos e o fator regulador

é qualquer força que afeta o tamanho de uma população de seres vivos através de

fatores biológicos, assim, r = ξ − δ1. A taxa de mortalidade δ, comum as três

variedades de mosquitos, é a soma da mortalidade dependente da densidade δ1 e de

uma mortalidade independente da densidade δ2, assim, δ = δ1 + δ2. Na expressão
r
∑

ui

K
introduzimos também a capacidade de suporte do ambiente K. Além disso,

considere o fato de que o material genético introduzido pelo impulso do gene pode

ter um custo para o indivíduo, denominado �tness cost. Com essas informações,

e considerando que a disseminação de mosquitos selvagens e transgênicos se deve

a um processo difusivo, o modelo matemático que descreve a dispersão e interação

entre mosquitos selvagens e transgênicos é:
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

∂u1

∂t
= D1∆u1 +

(
ξ∑
ui

− r

K

)∑∑
aijuiuj − δu1

∂u2

∂t
= D2∆u2 +

(
ξ∑
ui

− r

K

)∑∑
bijuiuj − δu2

∂u3

∂t
= D3∆u3 +

(
ξ∑
ui

− r

K

)∑∑
cijuiuj − δu3,

(3.1)

com condições de contorno

ui(x, y, t) = ū∂Ω, ∀x, y ∈ ∂Ω, (3.2)

e condições iniciais

ui(x, y, 0) = ūi, ∀x, y ∈ Ω, (3.3)

onde Di é o coe�ciente de difusão das populações ui.

Estabelecendo o genótipo de mosquitos selvagens como (w,w), genótipo transgê-

nico homozigoto como (g, g) e genótipo transgênico heterozigoto como (w, g), pode-

mos denotar aij, bij e cij as frequências genotípicas para u1, u2 e u3 obtidas a partir

do acasalamento ui × uj, i, j = 1, 2, 3, conforme mostrado na Tabela 3.1. Os valores

resultantes devem satisfazer a condição aij + bij + cij = 1.

Tabela 3.1: Frequências de descendência genotípica obtidas a partir do acasalamento
de mosquitos selvagens, transgênicos heterozigotos e transgênicos homozigotos.

Genótipo

Acasalamento u1 × u1 u1 × u2 u1 × u3 u2 × u2 u2 × u3 u3 × u3

(w,w) a11 a12 a13 a22 a23 a33
(w, g) b11 b12 b13 b22 b23 b33
(g, g) c11 c12 c13 c22 c23 c33

Nota: Esta tabela foi copiada de "Modeling the spreading and interaction between wild and
transgenic mosquitoes with a random dispersal", por Wyse, A.P. et al., 2018, PloS One,

13(10):e0205879.

Os valores de aij, bij e cij considerando a genética Mendeliana podem ser obtidos

do Quadro de Punnett, para cada acasalamento [33].

Tabela 3.2: Exemplo do Quadro de Punnett para o acasalamento u2 × u2, com
frequência genotípica p = q = 1/2, resultando em a22 = 1/4, b22 = 1/2 e c22 = 1/4.

p q
Gametas w g

p w ww wg
q g wg gg

GANTZ e BIER [9] desenvolveram o método chamado reação em cadeia mutagê-

nica (MCR), que se baseia no sistema de edição do genoma CRISP/Cas9. De modo
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geral, mutações autocatalíticas produzem a conversão alélica para gerar mutações

homozigóticas de perda de função. Portanto, o MCR usa o alelo mutado inicial para

causar uma mutação no alelo do cromossomo oposto, levando a homozigosidade da

característica. A Figura 3.1 mostra um comparativo entre a descendência obtida por

herança mendeliana e herança MCR. Em Drosophila, foi observado que as mutações

MCR se espalham com uma e�ciência de 97% [9] de seu cromossomo de origem para

o cromossomo homólogo, ocorrendo na grande maioria das células somáticas e de li-

nhagem germinativa. Para mosquitos o estudo [10] demonstra uma diferenciação na

e�ciência de conversão entre machos e fêmeas, sendo 98% e 14%, respectivamente.

Figura 3.1: Comparação de padrão de herança mendeliana contra MCR. Mosquitos
transgênicos (azul) são obtidos em maior proporção em relação aos mosquitos sel-
vagens (laranja) quando a herança MCR é considerada.

Considerando a herança MCR, os mosquitos transgênicos heterozigotos são con-

vertidos em mosquitos transgênicos homozigotos com uma taxa de sucesso c, com

(1 − c) sendo a resistência a essa conversão. wij é o �tness médio da população

associada obtida a partir do acasalamento de ui × uj. Os respectivos co�cientes de

seleção para genótipos (w,w), (g, g) e (g, w) são 1, 1−s e 1−hs, onde s é o coe�ciente

de seleção e h é o grau de dominância do �tness cost. Estudos têm mostrado que

é possível obter frequências genotípicas a partir da herança mendeliana sem efeito

signi�cativo, desde que sejam utilizadas cepas heterozigotas [1, 22] . As frequências

genotípicas considerando a herança Mendeliana e MCR estão na Tabela 3.3.
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Tabela 3.3: Frequências genotípicas considerando herança mendeliana e MCR
Frequência a11 a12 a13 a22 a23 a33

Mendeliana 1,0 0,5 0,0 0,25 0,0 0,0

MCR 1,0 0,5
w12

0,0 0,25
w22

0,0 0,0

Frequência b11 b12 b13 b22 b23 b33

Mendeliana 0,0 0,5 1,0 0,5 0,5 0,0

MCR 0,0 0,5(1−c)(1−hs)
w12

1,0(1−c)(1−hs)
w13

0,5(1−c)(1−hs)
w22

0,5(1−c)(1−hs)
w23

0.0

Frequência c11 c12 c13 c22 c23 c33

Mendeliana 0 0,0 0,0 0,25 0,5 1,0

MCR 0 0,5cs
w12

1,0cs
w13

(0,25+0,5c)s
w22

(0,5+0,5c)s
w23

1,0

3.1 Formulação Numérica

Nesta seção desenvolveremos a formulação do problema e aplicaremos as técnicas

computacionais para resolver numericamente o modelo proposto. De acordo com

a técnica de decomposição de operadores [11] e [12], desacoplaremos o sistema de

reação-difusão não linear (1.31) gerando assim uma combinação equivalente de dois

subsistemas físicos distintos de menor complexidade. Esta técnica tem sido utilizada

a bastante tempo para resolver equações diferenciais, estudos de como dividir termos

de reação de termos de difusão em Equações Diferenciais Parciais de reação-difusão

podem ser encontrados em [2], [13] e [14]. Algumas das principais aplicações, espe-

cialmente, de como resolver um sistema de Equações Diferenciais Parciais não linear

pode ser encontrado em[23], [24], [29], [30] e [34].

Para descrever o algoritmo de resolução, procedemos com a decomposição na-

tural do sistema 1.31 em um problema de difusão (equação diferencial parcial) e

um problema de reação (equação diferencial ordinária) e usamos o Método da di-

reção implícita alternada das diferenças �nitas para resolver o problema difusivo e

Runge-Kutta de quarta ordem para resolver o problema reativo. O algoritmo de de-

composição de operadores sequencial resolve os dois subproblemas sequencialmente

em cada intervalo de tempo e os conecta por meio das condições iniciais.

Para descrever o algoritmo consideramos I = [0, T ] o intervalo de tempo, com

T > 0 ∈ R o tempo �nal, discretizado como I =
⋃m

n=0 In com In = [tn, tn+1] uma

partição de I, tn os tempos discretos, m = T
∆t

e ∆t = tn+1 − tn o passo no tempo.

Com isto, procedemos com os seguintes passos:

Passo 1: Para o instante inicial t = 0, inicialize as variáveis ui(x, y, 0) = ui(x, y),

para i = 1, 2, 3.

Passo 2: Tomando um n ≥ 0 �xo, conhecidas as condições iniciais ui(x, y, tn) e

de�nindo ŭi(tn) = ui(x, y, tn), calculamos ũi(x, y, t) no passo do tempo tn+1 através
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do problema a seguir:

Problema A: Encontrar ũi(x, y, t) com (x, y) ∈ Ω̃, t ∈ I, tal que

∂ũi(x, y, t)

∂t
= Di∆ũi(x, y, t), (3.4)

com condições de contorno

(ũi)x(x, y, t) = u∂Id, (3.5)

e condições iniciais

ũi(x, y, tn) = ŭi(tn). (3.6)

Passo 3: No mesmo intervalo de tempo In, utilizamos a solução do Problema

A, dada pelo passo anterior, como condição inicial para o cálculo da solução do

sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares acopladas (3.7), associadas

ao modelo termo de reação, e expresso pelo seguinte problema:

Problema B: Dados os parâmetros {aij, bij, cij, ξ, r,K} ∈ R, encontrar
ui(t) ∈ R2, t ∈ Itn que satisfaça:

du1

dt
=

(
ξ∑
ui

− r

K

)∑∑
aijuiuj − δu1

du2

dt
=

(
ξ∑
ui

− r

K

)∑∑
bijuiuj − δu2

du3

dt
=

(
ξ∑
ui

− r

K

)∑∑
cijuiuj − δu3,

(3.7)

com condições iniciais

ui(tn) = ũi(x, tn+1), (3.8)

onde ũi(x, tn+1) é a solução do Problema A.

Passo 4: A solução do Problema B é a solução aproximada do modelo bidimen-

sional (3.1) no instante de tempo tn+1 ∈ Itn ⊂ It. Se tn+1 < T , incrementa-se n e

retorna-se ao Passo 2 e repete o processo até que a igualdade ocorra.

3.1.1 Solução para o Problema A

Considere o Problema A para uma única população u

∂u(x, y, t)

∂t
= D∆u(x, y, t). (3.9)

A equação (3.9) discretizada pelo método de diferenças �nitas possui a seguinte
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forma:

un+1
i,j − un

i,j

∆t
= D

[
uθ
i+1,j − 2uθ

i,j + uθ
i−1,j

(∆x)2
+

uθ
i,j+1 − 2uθ

i,j + uθ
i,j−1

(∆y)2

]
+O

[
∆t, (∆x)2, (∆y)2

]
,

(3.10)

onde θ corresponde ao passo no tempo.

Aplicando o Método de Direções Alternadas (ADI) Peaceman-Rachford que em

duas dimensões tem a formulação que se segue:(
1− ∆t

2
Sx

)
un+1∗ =

(
1 +

∆t

2
Sy

)
un (3.11)(

1− ∆t

2
Sy

)
un+1 =

(
1 +

∆t

2
Sx

)
un+1∗. (3.12)

Tomando o passo intermediário igual a n+
1

2
a expressão (3.11) quando aplicada

em (3.9) obtemos os seguintes sistemas:

−rxu
n+ 1

2
i−1,j + (1 + 2rx)u

n+ 1
2

i,j − rxu
n+ 1

2
i+1,j =ryu

n
i,j−1 + (1− 2ry)u

n
i,j + ryu

n
i,j+1 (3.13)

−ryu
n+1
i,j−1 + (1 + 2ry)u

n+1
i,j − ryu

n+1
i,j+1 =rxu

n+ 1
2

i−1,j + (1− 2rx)u
n+ 1

2
i,j + rxu

n+ 1
2

i+1,j. (3.14)

utilizamos o Algoritmo de Thomas [7] para resolver os sistemas tridiagonais.

3.1.2 Solução para o Problema B

Para resolver o sistema de EDO de�nido por (3.7), aplicamos o método de Runge-

Kutta [8] de quarta ordem dado por

ũn+1 = ũn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k2 + k4), (3.15)

onde

k1 = hf(tn, ũ
n),

k2 = hf(tn +
h

2
, ũn +

k1
2
),

k3 = hf(tn +
h

2
, ũn +

k2
2
),

k4 = hf(tn + h, ũn + k3), (3.16)

e ũ e f são termos associados ao sistema de reação (3.7). e ũ e f são termos associados

ao sistema de reação (3.7).
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Capítulo 4

Simulações Numéricas

Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos da simulação numérica do

modelo descrito pela Eq. 3.1 utilizando a técnica de decomposição de operadores

descrita no Capítulo 3. Os valores dos coe�cientes utilizados estão presentes na

Tabela 4.1 e foram obtidos de [35].

Tabela 4.1: Dados utilizados para a resolução do modelo proposto para os Experi-
mentos 1, 2 e 3.
Domínio espacial Ω = [0, 30]× [0, 30]km2

Domínio temporal I = [0, 13] semanas
Passo de tempo ∆t = 0, 05
Coe�ciente de difusão D = 13× 10−2km2/semana
Capacidade de suporte k = 2000
Taxa intrínseca de crescimento r = 1, 2 por semana
Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta a ξ = 5, 1 por semana
Taxa de mortalidade ocasionada por razões naturais δ1 = 3, 9 por semana
Taxa de mortalidade independente da densidade δ2 = 0, 5 por semana

Experimento 1:

(a) Herança mendeliana. (b) Herança MCR.

Figura 4.1: Dinâmica temporal de u1, u2 e u3

A Figura 4.1 mostra a dinâmica temporal das três populações de mosquitos

partindo de uma população inicial u1(0) = u2(0) = 1000, u3(0) = 0 para herança
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mendeliana 4.1(a) e MCR 4.1(b), esta última considerando uma taxa de sucesso na

conversão c = 0, 8, coe�ciente de seleção s = 0, 3 e grau de dominância do �tness

cost h = 0, 2. Com esses valores obtivemos o seguinte �tness médio, ver Tabela 4.2

Tabela 4.2: Fitness Médio
Frequência w11 w12 w13 w21 w22 w23 w31 w32 w33

MCR 1,0 0,874 0,748 0,874 0,799 0,724 0,748 0,724 0,7

Utilizando os valores de �tness médio e aplicando nas fórmulas da Tabela 3.3

obtivemos as frequências genotípicas vistas na Tabela 4.3

Tabela 4.3: Frequências genotípicas utilizas nos experimentos
Frequência a11 a12 a13 a21 a22 a23 a31 a32 a33

MCR 1,0 0,572082 0,0 0,572082 0,312891 0,0 0. 0 0 0

Frequência b11 b12 b13 b21 b22 b23 b31 b32 b33

MCR 0,0 0.107551 0.251336 0.107551 0.117647 0.129834 0.2513369 0.129834 0,0

Frequência c11 c12 c13 c21 c22 c23 c31 c32 c33

MCR 0,0 0.320366 0.748663 0.320366 0.569461 0.870165 0.748663 0.870165 1.0

Na herança mendeliana ocorre uma prevalência de mosquitos selvagens, em uma

proporção de 56% de mosquitos selvagens e 44% de mosquitos transgênicos, conforme

estabelecido pelo equilíbrio de Hardy-Weinberg para as frequências genotípicas [27].

Para uma herança MCR com tais características ocorre a prevalência dos mosquitos

transgênicos homozigotos, isto porque a taxa de conversão é su�ciente para o custo

de "�tness"associado. Esse comportamento se re�ete na dinâmica espaço temporal

apresentada nas Figuras 4.2 e 4.3

Experimento 1a: Para este experimento, simulamos o comportamento de uma

população composta inicialmente por 1000 mosquitos selvagens e 1000 mosquitos

transgênicos heterozigotos, distribuídos homogeneamente sobre uma região central

do domínio [14, 16]× [14, 16] (km2). Esta con�guração inicial é representada por

u1(x, y, 0) = u2(x, y, 0) =


250, se 14 ≤ x ≤ 16 e 14 ≤ y ≤ 16,

0, se 0 ≤ x < 14 e 16 < x ≤ 30,

0, se 0 ≤ y < 14 e 16 < y ≤ 30,

(4.1)

u3(x, y, 0) = 0.

Em termos de aplicabilidade, para a herança mendeliana, estas condições iniciais

signi�cam que, uma vez identi�cado um foco de mosquitos selvagens e estimada sua

população, uma quantidade equivalente de mosquitos transgênicos heterozigotos é

liberada de maneira homogênea nesta exata área. A população de transgênicos ho-

mozigotos é inicialmente nula, mas ela surge naturalmente durante os processos de
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acasalamento. Por outro lado, no experimento utilizando a herança MCR, os mos-

quitos transgênicos homozigotos nascem da conversão de transgênicos heterozigotos,

além de surgirem, também, naturalmente durante os processos de acasalamento. As

Figuras 4.2 e 4.3 mostram a dinâmica e espalhamento das três populações após 6 e

13 semanas, respectivamente.

(a) Herança mendeliana (b) Herança MCR

(c) Herança mendeliana (d) Herança MCR

(e) Herança mendeliana (f) Herança MCR

Figura 4.2: Comparação entre a população de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a herança mendeliana e a
herança MCR.
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Em 13 semanas observa-se um maior crescimento e espalhamento da população

de mosquitos, conforme pode ser visto na Figura 4.3.

(a) Herança mendeliana (b) Herança MCR

(c) Herança mendeliana (d) Herança MCR

(e) Herança mendeliana (f) Herança MCR

Figura 4.3: Comparação entre a população de mosquitos selvagens (a-b), homozigo-
tos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 13 semanas utilizando a herança mendeliana e a
herança MCR.
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Experimento 1b: Neste experimento, simulamos o comportamento dos mos-

quitos ainda admitindo a mesma quantidade inicial do Experimento 1, ou seja,

1000 mosquitos selvagens e 1000 mosquitos transgênicos heterozigotos, mantendo

a mesma distribuição espacial inicial para os mosquitos selvagens e conside-

rando a quantidade de mosquitos transgênicos heterozigotos distribuída homoge-

neamente em uma região mais abrangente, compreendendo o domínio [12, 5; 17, 5]×
[12, 5; 17, 5](km2). Esta nova distribuição é descrita pelas condições iniciais

u1(x, y, 0) =

250, se 14 ≤ x ≤ 16 e 14 ≤ y ≤ 16,

0, se 0 ≤ x < 14 e 16 < x ≤ 30; 0 ≤ y < 14 e 16 < y ≤ 30,
(4.2)

u2(x, y, 0) =

40, em 12, 5 ≤ x ≤ 17, 5 e 12, 5 ≤ y ≤ 17, 5

0, em 0 ≤ x < 12, 5 e 17, 5 < x ≤ 30; 0 ≤ y < 12, 5 e 17, 5 < y ≤ 30,

u3(x, y, 0) = 0. (4.3)

Esta dinâmica signi�ca que, após identi�cado um foco de mosquitos selvagens,

uma quantidade equivalente de mosquitos transgênicos heterozigotos equivalente é

liberada, porém, não apenas sobre o foco, mas também no seu entorno, neste caso,

1, 5Km2 além dos limites do foco de mosquitos selvagens. Após 6 e 13 semanas,

Figuras 4.4 e 4.5 respectivamente, mostram a dinâmica e espalhamento de mos-

quitos selvagens, transgênicos heterozigotos e homozigotos sob as condições iniciais

4.2. Essas Figuras ilustram mais uma vez a prevalência dos mosquitos transgênicos

homozigotos em relação aos mosquitos selvagens e transgênicos heterozigotos.
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(a) Herança mendeliana (b) Herança MCR

(c) Herança mendeliana (d) Herança MCR

(e) Herança mendeliana (f) Herança MCR

Figura 4.4: Comparação entre a população de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a herança mendeliana e a
herança MCR.
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(a) Herança mendeliana (b) Herança MCR

(c) Herança mendeliana (d) Herança MCR

(e) Herança mendeliana (f) Herança MCR

Figura 4.5: Comparação entre a população de mosquitos selvagens (a-b), homozigo-
tos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 13 semanas utilizando a herança mendeliana e a
herança MCR.
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Experimento 2: Neste experimento, modi�camos a taxa de conversão de

c = 0, 8 para c = 0, 1, o que signi�ca que mosquitos transgênicos heterozigotos são

convertidos para mosquitos transgênicos homozigotos a uma taxa de 10%. Conser-

vando os dados utilizados na Tabela 4.3 e considerando as condições iniciais em 4.1.

Para uma herança MCR com tais características ocorreu uma situação de coexis-

tência das três variedades de mosquitos com prevalência dos mosquitos transgênicos

heterozigotos. O comportamento visto na dinâmica espaço temporal apresentada na

Figura 4.6 também é re�etido nas Figuras 4.7 e 4.8

(a) Herança mendeliana. (b) Herança MCR.

Figura 4.6: Dinâmica temporal de u1, u2 e u3
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(a) Herança mendeliana (b) Herança MCR

(c) Herança mendeliana (d) Herança MCR

(e) Herança mendeliana (f) Herança MCR

Figura 4.7: Comparação entre a população de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a herança mendeliana e a
herança MCR.
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(a) Herança mendeliana (b) Herança MCR

(c) Herança mendeliana (d) Herança MCR

(e) Herança mendeliana (f) Herança MCR

Figura 4.8: Comparação entre a população de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a herança mendeliana e a
herança MCR.
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Capítulo 5

Considerações Finais

Neste trabalho foi proposta uma solução numérica para um modelo bidimensional

que rege a dinâmica e espalhamento dos mosquitos selvagens e transgênicos. Esse

modelo foi proposto por ROLIM et al. [29]. Para a solução numérica do problema,

aplicamos a técnica de Decomposição de Operadores, que nos permitiu resolver o

problema de difusão separado do problema de reação.

Para resolver o problema de difusão, utilizamos um método de diferenças �nitas,

o Método Implícito de Direções Alternadas (ADI), e para o termo de reação foi

utilizado um método de Runge-Kutta de quarta ordem. Para a implementação

computacional utilizamos a linguagem de programação Python, além disso, podemos

destacar a baixa complexidade de implementação dos algoritmos utilizados, porém,

com um custo computacional relevante.

Comparando a e�ciência da herança do método de Reação em Cadeira Mutagê-

nica (MCR) em relação a herança mendeliana clássica, veri�camos que nos experi-

mentos considerando uma taxa de conversão c = 0, 8, coe�ciente de seleção s = 0, 3

e grau de dominância do �tness cost h = 0, 2, os mosquitos homozigotos tiveram

suas populações aumentadas, enquanto que, as populações de mosquitos selvagens e

mosquitos transgênicos heterozigotos diminuíram, o que demonstra que a técnica foi

realizada com sucesso, uma vez que as populações que diminuíram são as responsá-

veis por transmitirem as doenças. Deste modo, os resultados obtidos neste trabalho

corroboram com a hipótese de que soluções para doenças transmitidas por mosquitos

podem ser combatidas também com mosquitos geneticamente modi�cados.

Como perspectivas futuras, sugerimos considerar o tipo de vegetação sobre a

difusão dos mosquitos, os efeitos de sazonalidade que interferem na capacidade de

suporte do ambiente e/ou na taxa de emergência dos mosquitos para a fase adulta.

Além disso, implementar efeitos estocásticos nos coe�cientes, mais especi�camente

na difusão, tais parâmetros permitirá descrever a dinâmica e o espalhamento de

mosquitos geneticamente modi�cados com mais precisão.
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Apêndice A

Algumas Demonstrações

Diferença progressiva com precisão de segunda ordem;

(uxx)i =
1

h2

(
δ+2 − δ+3

)
ui

=
1

h2

(
δ+2ui − δ+3ui

)
=

1

h2
[(ui+2 − 2ui+1 + ui)− (ui+3 − 3ui+2 + 3ui+1 − ui)] (A.1)

=
1

h2
(2ui − 5ui+1 + 4ui+2 − ui+3) +

11

12
h2

(
∂4u

∂x4

)

A.1 Relações imediatas entre os operadores em

(2.24)

Relação 1

δ+ui = ui+1 − ui
Por 2.24a
=====⇒ Eui − ui = ui(E − 1)

logo

δ+ = (E − 1) (A.2)

Para a relação 2 temos que introduzir o operador E−1 o inverso do operador de

deslocamento de�nido como

E−1ui = ui−1 (A.3)

Relação 2

δ−ui = ui − ui−1 = ui − E−1ui = (1− E−1)ui

logo

δ− = (1− E−1) e E−1ui = ui−1 (A.4)
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Relação 3

δ−ui − ui−1 = E−1ui+1 − ui−1

= E−1ui+1 − E−1ui

= E−1 (ui+1 − ui)

= E−1δ+ui (A.5)

Relação 4

δ+δ−ui = δ+(ui − ui−1) = [(ui+1 − ui)− (ui − ui−1)]

= δ−ui+1 − δ−ui

= δ−(ui+1 − ui)

= uiδ
−δ+

⇒ δ+δ+ = δ−δ+ (A.6)

Relação 5

δ+δ−ui = [(ui+1 − ui)− (ui − ui−1)]

= δ+ui − δ−ui

= ui(δ
+ − δ−) (A.7)

Relação 6

δui = ui+1/2 − ui−1/2

δδui = δui+1/2 − δui−1/2

= (ui+1/2+1/2 − ui+1/2−1/2)− (ui−1/2+1/2 − ui−1/2−1/2)

= (ui+1 − ui)− (ui − ui−1)

= δ+δ−ui = δ−δ+ui (A.8)

É possível representar também o operador δ de uma outra forma, vejamos

δui = u1+1/2 − ui−1/2 = E1/2ui − E−1/2ui ⇒ δ = E1/2 − E−1/2 (A.9)
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Relação 7

δ̄ui =
1

2
(ui+1 − ui−1)

=
1

2
(Eui − E−1ui)

⇒ δ̄ =
1

2
(E − E−1) (A.10)

Relação 8

µui =
1

2
(u1+1/2 + ui−1/2)

=
1

2

(
E1/2ui + E−1/2ui

)
⇒ µ =

1

2

(
E1/2 + E−1/2

)
(A.11)
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