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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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DINAMICA E ESPALHAMENTO DE MOSQUITOS GENETICAMENTE
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Neste trabalho, apresentamos o modelo bidimensional da iteragao e dinamica
entre populacoes de mosquitos selvagens e geneticamente modificados. O modelo
classifica as subpopulacoes de acordo com a zigosidade: selvagem, transgénicos hete-
rozigotos e transgénicos homozigotos. As linhagens resultantes estao de acordo com
a técnica de Reagao em Cadeia Mutagénica(MCR). Este modelo esta representado
por sistema de equacoes diferenciais parciais do tipo reagao-difusao, onde o termo
de reacao é nao-linear. Para a solucao numérica do problema, aplicamos a técnica
de Decomposicao de Operadores, que nos permitiu resolver o problema de difusao
separado do problema de reacao. Para resolver o problema de difusao, utilizamos
um método de diferencas finitas, o0 Método Implicito de Dire¢oes Alternadas (ADI),
e para o termo de reacao foi utilizado um método de Runge-Kutta de quarta ordem.
Simulac¢oes numéricas sao apresentadas mostrando a potencialidade da técnica MCR
em combater doencas transmitidas por mosquitos.

Palavras-chave: Decomposi¢ao de Operadores; Mosquitos Transgénicos; Sistema

de Reacao-difusao; Método implicito de direcao alternada.
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Abstract of Dissertation presented to PPGMMC/CI/UFPB as a partial fulfillment
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In this work, we present the two-dimensional model of iteration and dynamics
between wild and genetically modified mosquito populations. The model classifies
subpopulations according to zygosity: wild, heterozygous transgenics and homozy-
gous transgenics. The resulting strains are in accordance with the Mutagenic Chain
Reaction (MCR) technique. This model is represented by a system of partial differ-
ential equations of the reaction-diffusion type, where the reaction term is non-linear.
For the numerical solution of the problem, we applied the technique of Operator
Decomposition, which allowed us to solve the diffusion problem separately from the
reaction problem. To solve the diffusion problem, we used a finite difference method,
the Alternate Directions Implicit Method (ADI), and for the reaction term, a fourth
order Runge-Kutta method was used. Numerical simulations are presented showing
the potential of the MCR. technique to combat diseases transmitted by mosquitoes.
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Capitulo 1

Revisao Bibliografica da Modelagem

Matematica

1.1 Modelos Classicos da Dinamica Populacional

A dindmica de populacoes é um tema relevante em diversas areas de pesquisa. Im-
pactos antrépicos devido a ocupacao territorial em estudos de natureza demogréfica,
ou ainda estudos referentes a ecologia, como a estabilidade e interagoes intra e/ou
interespecificas sao modelados a fim de melhorar a compreensao de tais interacoes.

Os modelos epidemiologicos sao modelos que descrevem a interagdo de um hos-
pedeiro com o seu patogeno, podendo ocorrer diretamente ou via um hospedeiro
intermediario, por exemplo os artropodes. No caso das doencas de transmissao in-
direta, cujo ciclo de transmissao inclui o hospedeiro intermediario, o controle se
d& muitas vezes sobre tal hospedeiro e com isso o ciclo de transmissao da doenca é
interrompido. Mosquitos tem sua populacao reduzida comumente pelo uso de inseti-
cidas, contaminacao por bactéria, esterilizacdo e manipulacao genética. A influéncia
dessas técnicas de reducao da populacao de mosquitos é avaliada por meio de mo-
delos matematicos que descrevem a sua dinamica sob efeito de fatores que buscam

a reducao ou eliminacao local desses hospedeiros intermediarios.

1.1.1 Modelo de Malthus

O economista e demografo inglés Thomas Robert Malthus foi responsével pela pri-
meira tentativa de estimar o crescimento populacional mundial. Seu trabalho, "An
Essay on the Principle of Population", publicado pela primeira vez em anonimato
no ano de 1798, usou um modelo que estabelecia que o crescimento populacional
se daria segundo uma progressao geométrica, se nao fosse controlado, enquanto os
meios de sobrevivéncia cresceriam em progressao aritmética. [2I] Em termos mate-

maticos, podemos traduzir a teoria de Malthus da seguinte forma: Seja P = P(t)



a populacao total de um pais em um instante . Em um intervalo de tempo At,
a Lei de Matlthus pressupoe que os nascimentos e as mortes sao proporcionais a

quantidade da populagao e ao tamanho do intervalo, isto é,

nimero de nascimentos = aP(t)At,

nimero de mortes = SP(t)At,

onde « é a taxa de natalidade e § é a taxa de mortalidade. Assim,
AP = P(t+ At) — P(t) = aP(t)At — SP(t)At = (a — B) P(t)At

ou
AP

S = (=B o) (1)

Tomando o limite quando At — 0 e fazendo A = o — 3, em ([I.1)) obtemos a

equacao diferencial
dP
— = AP 1.2

com condic¢ao inicial

P(0) = P, (1.3)

A equacao ([1.3) tem solugao analitica dada por
P(t) = Pye™, (1.4)

e estd ilustrada na Figura [1.1]
As populagoes iniciais P(0) nao afetam o comportamento da solugao e foram

tomadas distintas na Figurall.l|com a finalidade de se obter um melhor efeito visual.

A depender das taxas de natalidade e mortalidade temos 3 situagoes:

e Se A > 0, a taxa de natalidade é maior que a de mortalidade e a populacao

cresce exponencialmente com o tempo;

e Se A\ = 0, as taxas de natalidade e mortalidade coincidem e a populagao nao

varia;

e Se A < 0, a taxa de mortalidade supera a de natalidade, consequentemente a

populacao tende a extincao a medida que ¢ cresce.

O modelo de Malthus contribuiu para o desenvolvimento da dinamica populaci-

onal e, apesar do tempo, a Lei de Malthus ainda é utilizada para estimativas popu-



3000 4 A *
A_
*
+ A<0
250 -
*
200 + *
N + -
—=
=]
2 + *
(=4 -
kS 150 + *
S + *
g' + *
a + *
100 -+ o
+ *
+, *w
+ *
+ ¥
50 4 + 4 *
+ * ¥
+ *
+ *
+¢#**1'
¥ + +
PR Al +++ 4
0 P L 2 & A A A S o o S RS
T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Tempo (t)

Figura 1.1: Solugao para o problema de Malthus em um intervalo I = [0, 10], para
A >0, A =0e\ <0 cuja populagao inicial é respectivamente P(0) = 2, P(0) = 100,
P(0) =200

lacionais de curto prazo, principalmente para descrever o crescimento populacional
de certas populacoes de microorganismos em periodos limitados de tempo.

A Lei Malthusiana sustentava que a populacao cresceria ilimitadamente, e entao
sofreria com a fome, guerra, condi¢oes sanitarias e miséria. O modelo malthusiano
falha para estimativas a médio e longo prazo, uma vez que a limitacao de recursos

se torna um fato e adiciona um efeito negativo no crescimento populacional.

1.1.2 Modelo de Verhulst

Em 1838 o matematico e bidlogo Pierre Francois Verhulst (1804-1849) propos um
modelo matematico baseado no modelo de Malthus, porém Verhulst considerou a
taxa de crescimento uma funcao linear dependente da densidade populacional, com
um fator limitante de crescimento.[32]

Para sintetizar a ideia de Verhulst, consideraremos na Equacao a:R, - R
e f: R, — R funcoes lineares dependentes de P, ou seja, « = by—d; P e f = ba+dy P
onde b; € R é a taxa de natalidade minima e by € R é a taxa de mortalidade maxima,
d; é a taxa de variacao da natalidade e mede com que rapidez ela diminui, enquanto
que ds é a taxa de variacao da mortalidade e mede com que rapidez ela aumenta.

Substituindo A = o — 3, na Equacao e desenvolvendo conforme a ideia de



Verhulst temos

—=(a-p)P
= [(by — diP) — (by + dyP)] P
- [(bl - b2) - (d1 — dg) P] P,

de onde obtem-se

gglqm—wpmb—(%_@>mﬂ. (1.5)

Definindor = by —by e k! = %, chegamos ao modelo de Verhulst, conhecido
também como modelo logistico e descrito por

%it) — rP(t) [1 _ @} : (1.6)

k
onde r € R representa a taxa intrisica de crescimento da populacao P e k € R a
capacidade de suporte do ambiente.
Podemos encontrar a solugao analitica da Equagao (1.6 utilizando o método da

separacao de variaveis como feito em [3], resultando em

kP,

P(t) = Py + (k_PO)e—rt’

(1.7)

Fazendo uma analise da solu¢do, se ¢ — oo, entdo P(t) — P, onde P, =
P(t) = k. Esse valor Py, é chamado de limite populacional e é o valor assintético
da populacao, para qualquer que seja a populacao inicial Py > 0. Se Py > Py, a
populacao P(t) decresce exponencialmente tendendo para Ps,. Se 0 < Py < Py, a
populacao cresce tendendo também para P, neste caso, o grafico P(t) esta entre as

retas P =0 e P = P,, como pode ser visto na Figura[1.2

P}\

S

t

Figura 1.2: Curvas P(t) obtidas pelo modelo de Verhulst, considerando populagoes
iniciais acima e abaixo da capacidade suporte k.
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Figura 1.3: Simulagao para o modelo de Verhulst em um intervalo de tempo I = [0;
10], com r = 0,5, k = 500, populagdes iniciais P(0) com valores de 100, 200, 300,
500, 550 e 800 individuos.

A Figura [1.3] apresenta solucoes no tempo continuo, com uma taxa de cresci-
mento r = 0, 5, capacidade de suporte k = 500, populagoes iniciais P(0) com valores
de 100, 200, 300, 500, 550 e 800 individuos e intervalo de tempo I = [0, 10].

1.2 Modelos da interacao entre populacoes de mos-

quitos naturais e geneticamente modificados

O uso de controle genético de mosquitos para combater uma doenca surgiu ha
mais de 60 anos. Knipling propos a soltura de machos estéreis pela irradiacao por
raios-X e liberacao destes insetos em campo para competirem com machos selvagens,
uma vez que fémeas copuladas por machos irradiados nao produzem descendentes
o que acarreta na diminui¢ao da transmissao ou na populagao de insetos [18]. O
método de Knipling ficou conhecido por Técnica do Inseto Estéril (do inglés — Sterile
Insect Technique - SIT). Mais tarde, modelos foram desenvolvidos para avaliar o uso
de Mosquitos Geneticamente Modificados como estratégia de controle da epidemia
de Malaria. Os mosquitos responsaveis pela transmissdo da malaria (vetores) foram
modificados geneticamente para que a probabilidade de transmissao do parasita
causador da doenca ao picar um ser humano seja reduzida em relagao aos vetores
do tipo selvagem.[4], [19], [28]. Neste sentido apresentaremos brevemente nesta
secgao alguns dos estudos que nortearam a modelagem da interagao entre mosquitos

selvagens e mosquitos geneticamente modificados.



1.2.1 Modelo discreto de Jia Li

O modelo discreto a seguir descreve a interacao de mosquitos selvagens x e mos-
quitos geneticamente modificados y ao longo do tempo [I9]. O modelo é descrito

usando um sistema acoplado de equagoes a diferencas nao-lineares da seguinte forma:

Tp+1 = fl(l‘nayn)xns(xn7yn) (18)
Yn+1 = fQ(fEnayn>ynS(xnayn)

Cada uma dessas equacoes faz uso de duas funcgoes, uma é a probabilidade de
sobrevivéncia S(x,,y,), € a outra é a taxa de natalidade que descreve a velocidade

da nova prole produzida por cada tipo de mosquito f;(x,, yn)-

Probabilidade de Sobrevivéncia e Taxa de Resposta Funcional

A funcao S(x,, y,) é a probabilidade de sobrevivéncia, ou a fragao de descendentes
que sobrevivem para a proxima geracao. A funcao de mortalidade é assumida como
sendo a funcao linear d + kz,, onde k > 0 é a capacidade de suporte e d a funcao
de mortalidade [T19]. A probabilidade de sobrevivéncia é assumida como uma forma
de Ricker nao linear,

S (T, yn) = W), (1.9)

Foi demonstrado em resultados de laboratério que as taxas de mortalidade de
ambos os tipos de mosquitos sao iguais ou seja os mosquitos transgénicos nao sofrem
de um nivel de fitness mais fraco do que os mosquitos selvagens [31]. As taxas de
mortalidade d; dos mosquitos selvagens e dos geneticamente modificados foram con-
sideradas iguais. Essa suposicao é baseada em resultados de laboratério e nos ajuda

a simplificar o sistema. Assim, temos que as taxas de mortalidade sao equivalentes
ou simplesmente d; = dy = d. Portanto, de (1.8) e (1.9)), segue

Tppr = f1(Tn, Yn)Tpe ¢ F@FY) (1.10)
yn+1 — .][‘2((1;717 yn)yne—d—k(wn“l‘yn)' (111)
Para chegar as fungoes de nascimento f; onde ¢ = 1,2, primeiro assumimos

f1(0,0) = 0 = f5(0,0); entdo consideramos duas situagoes. Em um caso temos uma
populacao esparsa onde a populacao cresce proporcionalmente & populacao atual.
Isso é ideal para pequenas populagoes ou quando os niimeros de uma populacao sao
baixos devido aos efeitos sazonais. Quanto maior o niimero de mosquitos, maior o
nimero de acasalamentos entre os mosquitos. Entao, se o niimero total de mosquitos
N for x +y = N, e temos ¢(N,) como sendo o numero total de acasalamentos por

individuo por unidade de tempo, entao o nimero de acasalamentos dos mosquitos



selvagens ou transgénicos na geracao n é respectivamente c¢(N,)x,/(x, + y,) ou
(Np)yn/(zn + yn). Sejam oy e 1 o nimero de descendentes selvagens que um
mosquito selvagem produz ao acasalar com um mosquito selvagem ou transgénico.
Da mesma forma, sejam as e 3 o nimero de descendentes produzidos por um
mosquito transgénico por acasalamento com um mosquito selvagem ou transgénico,
respectivamente. Entao as equagoes para as fungoes de nascimento dependentes da

densidade sao

1Ty + 51yn

= N, 1.12
f1 c(Ny) T+ Un ( )
042$n+529n
— ¢(N,)En T2 1.1
foo= v (1.13)

para x, > 0, y, > 0, (z,,y,) = (0,0) pata todo n > 1. Substituindo f; e f; nas

equagoes ([1.10) e (1.11]), respectivamente, obtemos as seguintes equagdes para a
dinamica da interagao entre mosquitos selvagens e transgénicos:

Tpi1 = C(Nn) W”——i_ﬁlynxne—d—k(xnwn) (1.14)
Tn + Yn
QoZy + 52% —d—k(zn+yn)
n - Nn n g, 115
R e (115

A taxa de acasalamento c¢(N,) é dependente da densidade. Assumimos que é
baixo quando a populagao é baixa e aumenta quando a populacao aumenta. En-
tao, neste caso, a taxa de acasalamento é uma funcao do tamanho da populacao
N,,. A interacao continua proporcionalmente até que o ambiente fique saturado de
mosquitos [19].

Quando as populacoes de mosquitos sao muito grandes, a taxa de acasalamento
torna-se constante, denotamos a taxa de acasalamento, ¢(N,,) = ¢ para todos os N,,.
Seja a; = ca; e b; = ¢f;, para i = 1,2 o nimero de descendentes produzidos por
cada mosquito através do acasalamento de mosquitos selvagens ou transgénicos por
unidade de tempo, onde assumimos que a; = as ou by = by, uma vez que deve haver
um mosquito dominante. Entao as taxas de natalidade do caso de acasalamento

constante sao as seguintes:

alxn_‘_blyn
Ji(@n; yn) —— (1.16)
a2xn+b2yn
ny Yn - — . 1.17
flon) = "L (1.17)

Com isso, as equacoes que modelam a interacao de mosquitos transgénicos e



selvagens com taxa de acasalamento constante sao descritas por

a1, + 01y,
Cpyy = DI T O odkenty) (1.18)
Tn + Yn
2Ty + b2yn —d—k(zn+yn)
n = —— 7 y,e€ Inin 1.19
Yn+1 T+ Un Y ( )

O valor a; é o niumero de descendentes selvagens produzidos pelo acasalamento
de dois mosquitos selvagens. O valor b; define o nimero de mosquitos selvagens
produzidos pelo acasalamento de mosquitos selvagens com mosquitos geneticamente
modificados. O valor as é o nimero de mosquitos transgénicos produzidos pelo
acasalamento de mosquitos transgénicos com mosquitos selvagens, e by é o valor
dado ao nimero de descendentes transgénicos produzidos pelo acasalamento de dois

mosquitos transgeénicos.

1.2.2 O Modelo Continuo de Jia Li

Nesta secao, apresentamos o anélogo continuo do modelo Jia Li discreto, o modelo
Jia Li continuo para populacoes de mosquitos em interagao [20]. Seja x e y o niimero
de mosquitos selvagens e transgénicos e assuma que a dinamica das populagoes de
mosquitos que interagem sao do tipo Kolmogorov [20], entao a forma geral do modelo

¢ descrita com as seguintes equagoes.

S = alnley) - ) (1.20)
Y = aloa(ry) ~ ) (1.21)

onde b;, 1 = 1, 2, sao as taxas de natalidade per capita; e d;, 1 = 1,2, sao as taxas de
mortalidade per capita. Assumimos que as taxas de mortalidade sao funcoes lineares
da forma d;(x,y) = p; + &(x + y), onde as constantes p; > 0e & > 0ei = 1,2
caracterizam a densidade independente e taxas de mortalidade dependentes. Foi
demonstrado [3T] que os niveis de fitness de mosquitos selvagens e mosquitos trans-
génicos sao os mesmos. [sso ocorre porque o gene alterado nao impoe uma carga de
fitness ao mosquito, “... os transgenes nao afetam a longevidade e a producao de ovos
de alguns mosquitos [20]”. No caso continuo, as taxas de natalidade sdo descritas
de forma semelhante ao caso discreto. Seja ¢(/N) o nimero total de acasalamentos
por individuo, por unidade de tempo, onde N = z + y. Entao o niimero de acasala-
mentos que sao com mosquitos selvagens é % e para mosquitos transgénicos%.
Sejam oy e ;7 o numero de descendentes selvagens que N um mosquito selvagem
produz através do acasalamento com um mosquito selvagem e um mosquito transgé-

nico, e as e By o nimero de descendentes transgénicos produzidos por um mosquito



transgénico, através do acasalamento com um mosquito selvagem e um mosquito

transgénico.

Taxa de Resposta Funcional

Em seu artigo [20], Li descreve trés tipos possiveis de taxas de acasalamento
para as interacoes de populagoes de mosquitos, um caso proporcional para pequenas
populagoes, um caso constante para grandes populacdes e um caso em que os dois
casos sao combinados e referidos como o caso Holling tipo II. Os dois primeiros sao
exatamente como no caso discreto.

A taxa de resposta funcional Holling tipo Il combina os dois casos anteriores
e ¢ vista como a melhor taxa funcional do modelo continuo por Li. A populagao
cresce a uma taxa decrescente e, quando se torna grande o suficiente, a taxa de
crescimento torna-se constante. A seguir temos o modelo continuo de Jia Li com

taxa de resposta funcional Hollings tipo II:

dz a1x + by

_ _ 1.22
i Tragy W@ty (1.22)
dy asx + boy
= = gy 1.23
= Uy (1 +n(x+y)), (1.23)

com pu>0en>0.

1.2.3 Modelo da dindmica entre mosquitos selvagens e trans-

génicos com sazonalidade

Em 2009, RAFIKOV et al. [26] formularam e resolveram um problema de con-
trole 6timo, para um modelo da interacao entre mosquitos selvagens e transgénicos,
indicando uma forma efetiva de introducao de mosquitos geneticamente modificados
no ambiente. Nesse modelo, a dindmica dos mosquitos foi baseada no modelo de
Verhulst, considerando capacidade suporte e taxa de emergéncia de mosquitos para
a fase adulta como coeficientes sazonais, com ciclo anual.

O modelo foi descrito por um sistema de equacoes diferenciais

dr ru(t)r +r(t)y x+y

il T x(1 50 ) — 01 (1.24)
dy To1(t)x + 192 (1)y r+y

- 1— - 1.2

onde x é a populagao de mosquitos selvagens e y a populacao de mosquitos transgéni-
cos, k é a capacidade suporte, d; é a taxa de mortalidade e r;; a taxa de crescimento.

Neste modelo sao consideradas as seguintes hipoteses:



e Todos 0s mosquitos transgénicos, sem distingao de zigosidade, sao considerados

como uma sé populacao;

e 0s mosquitos selvagens e transgénicos possuem mesma capacidade de suporte

e mesmo fitness;

e Na auséncia de mosquitos transgénicos, a populacao selvagem segue a dina-
mica do modelo logistico de Verhulst; o mesmo acontece com os mosquitos

transgénicos na auséncia dos selvagens.

1.2.4 Modelo da dindmica de mosquitos selvagens e transgé-

nicos com fitness

Em 2011, Diaz et al. [4] propuseram um modelo um modelo da dinamica popula-
cional de mosquitos quando individuos geneticamente modificados sao introduzidos
em uma populacao do tipo selvagem e avaliaram o efeito de sua introducao. O
modelo descreveu a dinamica da selecao génica sob reprodugao sexuada em uma
populacao fechada de vetores. Os resultados mostraram que o fitness da populagao
heterozigdtica resultante ¢ o parametro chave para o sucesso da invasao, indepen-
dentemente do fitness dos vetores homozigotos.

O modelo foi descrito por um sistema de equacoes diferenciais

dz Ao Az Az
i Z(1+x—y)2(1—$)——49(1—x+y)2x——277(1—:13+y)(1+3c—y)3?
d Az Az A
== Sta— gy - 0o+ —y) - Fn(l—r +y) Lz -y,

onde x ¢ a fracao da populagao de mosquitos selvagens e y a fracao da populacao
de mosquitos transgénicos heterozigotos, A\, é a taxa intrinseca de natalidade por
unidade de tempo para mosquitos selvagens. Foi definido A\, = 0A, e A\, = 0\, as
taxas intrinsecas de natalidade para mosquitos transgénicos heterozigotos e homo-
zigotos, respectivamente. Como o modelo se apresenta em valores relativos para as
populacoes, isso implica que x + y + z = 1. Com a devida simplificacao, a equagao

da populacgao z foi suprimida do sistema.

1.2.5 Modelos com dindmica espaco-temporal para a intera-
¢ao de mosquitos selvagens e transgénicos

No trabalho de WYSE et al. [35] propoe-se um modelo matematico que descreve a

dinamica da interagao considerando que a disseminacao do transgene que determina

a interrupcao de um processo epidemiolégico ocorre devido ao acasalamento entre

populacoes selvagens e transgénicas. Para tanto, os mosquitos transgénicos sao
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diferenciados de acordo com sua zigozidade, sendo heterozigotos ou homozigotos. A
interacao entre os mosquitos descreve um efeito de dependéncia da densidade para
as taxas vitais e impoe um limite maximo de crescimento populacional que ocorre
de acordo com a capacidade de suporte. Além disso, todas as populagoes estao
em numeros absolutos, preservando parametros que podem descrever efeitos como
sazonalidade, estocasticidade, etc. O espalhamento ¢ regido pela lei de Fick, com
coeficiente de difusao aleatorio. Assim, o modelo mateméatico obtido é um sistema

de reacao-difusao nao linear com parametros uniformemente distribuidos.

Para o termo de difusao, seja u;, i« = 1,2,3 as populagoes de mosquitos trans-
génicos selvagens, heterozigotos e homozigotos, assume-se o movimento individual
dos mosquitos como sendo semelhante ao movimento browniano em um campo
nao uniforme, define-se a taxa de variagao da densidade de mosquitos no tempo
tel,=(0,7],T >0, como

Ou;(w,t) 0?u;(w,t)

_ D, , I, 1.2
ot 0x? TE€la (1.26)

onde I; = [0,L] C R ¢ o dominio espacial, com L > 0; D; denota os coeficientes da
difusao aleatoria de mosquitos selvagens e transgénicos, heterozigotos e homozigotos.

Para o termo de reacao considera-se a equagao logistica de Verhulst com captura

% _ P (1 _ %) 6P (1.27)
onde P = ) u; é a populagao total de mosquitos e r = £ — 47, onde £ é a taxa
de emergéncia dos mosquitos para idade adulta e ; é a taxa de mortalidade por
causas naturais. O efeito de captura representa a taxa de mortalidade independente
da densidade §, e garante a estabilizacdo da populacdo abaixo da capacidade de
suporte k, uma vez que nao ha evidéncias na literatura da existéncia de uma regiao

onde os mosquitos, em sua fase adulta, tenham atingido tal limiar. Pode-se escrever
a equacao (1.27) da seguinte forma:

dP E+ 0 9
— =¢(P———|P"—(61+02) P
i 3 ( i ) (01 + d2)
§ r 2
(5-7)r-or (1.28)
onde & = &1 + 0s. Particionando a populacao total P em trés subpopulacoes:

selvagens (uy), transgénicos heterozigotos (us) e transgénicos homozigotos (us), a
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equagao (1.28) assume a forma:

d(u1 + U9 + U3) . f
dt B

T 2 2 2
— — ) (uy + u5 + us + 2ugus + 2uqus + 2usu
uy + ug + ug k>(1 2008 e s 2t3)

— 0 (uy + uz + u3) (1.29)

é possivel escrever a equacao (|1.29) como um sistema de trés equacgoes acopladas

(d
ur (# _ f) (u? + 2uqu3) — duy

E Ul + U + Us k
dug § r 2
% = m - E (2u1uz + uj + 2ugusz + 2U1U3) — Ouy <1-30>
1 2 3
du & r
i = (e 1) (0 20w~
\

E considerado que os cruzamentos entre os mosquitos selvagens, transgénicos hete-
rozigotos e transgénicos homozigotos, seguem a genética classica mendeliana. Neste

sentido a geracao dos mosquitos uy, us € ug surge a partir dos seguintes cruzamentos:
e Selvagens: (u3 X uq),(ug X ug), (ug X ug);
e Transgénicos heterozigotos: (ug X ug), (ug X ug), (ug X uz), (u1 X uz);
e Transgénicos homozigotos: (ug X usz), (ug X uz), (ug X uz).

Sejam a;;, bjj e ¢;; as frequéncias genotipicas para u;, uz e us obtidas dos
cruzamentos u; X uj, ¢, j, = 1,2,3. Estes coeficientes devem satisfazer a relagao
a;j+bij+c;; = 1. As propor¢oes das concepgoes para os mosquitos sao especificadas

na seguinte tabela:

Tabela 1.1: Frequéncias genotipicas considerando heranca mendeliana

Frequéncia a1 a2 Q13 a99 Q23 A33
Mendeliana 1,0 0,5 0,0 0,25 0,0 0,0

Frequén(:ia b11 b12 b13 b22 b23 533
Mendeliana 0,0 0,5 1,0 0,5 0,5 0,0

Frequéncia c¢11 c12 c13  Coa  Coz (33
Mendeliana 0 0,0 0,0 0,25 0,5 1,0

A partir das suposicoes acima, a dinamica das interacoes entre os mosquitos sel-
vagens e transgénicos com disseminacao pode ser estabelecida pelo seguinte modelo

espago-temporal: Dado a;;, b;j, ¢i;, &, r, k, A € R, o problema do modelo é encontrar
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a populacdo de mosquitos u;(z,y,t) € R para todos os © € I; que satisfazem o

seguinte problema de valor de contorno nao linear

( 8u1 204 f r
W = Dl(w)%mz + (Zuz - E) Zzazjuiuj — 0wy
8u2 240 f r
8u3 2.4 f r

| Ds(w) 55 + (Zui - %> 2.2 cijuiu; — Oug,

com condicoes de contorno de Neumann dadas por

Ous
ox

9us

(0.6) = ox

(L,t) =0 (1.32)
e condicoes iniciais
ui(z,0) = u;(x). (1.33)

Os coeficientes a;j, b;; e ¢;; sao resultantes da genética mendeliana, seus valores
estao dispostos na Tabela [L.1]

Recentemente ROLIM et al. [29] desenvolveu uma versiao com dindmica espa-
cial bidimensional para o modelo proposto em [35], considerando termo de difusdo
deterministico baseado na lei de Fick. Apds analise e validagao do modelo com simu-
lacoes em regioes e situacoes artificiais e controladas, aplicou-se o modelo na regiao
geogréfica da area de Aproveitamento Miltiplo de Manso (APM-Manso), localizada
no estado do Mato Grosso, Brasil. De modo que foi necessario adaptar o modelo
em para o caso bidimensional.

Considerando os dados da genética mendeliana e a equacao de difusao em duas

dimensoes, o sistema de trés equacoes acopladas assume a seguinte forma

( % = Dydiv (Vuy) + (m - %) + (u? + 2ugul) — ouy
% = Dodiv (Vug) + (; — E) (2uiug + u3 + 2ugusz + 2ujuz) — duy
dt uy +us +uz  k
Qus _ Dsdiv (Vug) + (; - Z) — (5 + 2uquz + uz) — dus,
\ dt uy +us +us  k
(1.34)
satisfazendo as condigoes de contorno:
w(z,y,t) =w, V(r,y)el, tel, (1.35)
e as condicoes iniciais:
w(z,y,0) =1, V(r,y)e (1.36)
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onde D; é o coeficiente de difusao para cada uma das populacoes u;. E considerado
no modelo D; como D pois cada uma das populagoes com o mesmo coeficiente de

difusao constante.
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Capitulo 2

Fundamentos do Método de

Diferencas finitas

A solucao numérica de uma equacao diferencial parcial pode dar respostas apenas
em pontos discretos do dominio, pontos estes chamados de pontos nodais ou pontos
da malha. A ideia geral do método de diferencas finitas é a discretizacao do dominio
e a substituicao das derivadas presentes na equacao diferencial por aproximagcoes
envolvendo somente valores numéricos da funcao. De modo pratico, substituimos
as derivadas pela razao incremental que converge para o valor da derivada quando
o incremento tende a zero. Diz-se portanto, que o problema foi discretizado. Caso
o dominio tenha mais de uma variavel, a ideia do método de diferencas finitas é
aplicada para cada uma das variaveis separadamente. Considere a Figura [2.1] que
representa um dominio no plano xy. Por conveniéncia assume-se que o espagamento
na malha na dire¢d@o x é uniforme e igual a Ax; da mesma forma definimos o espa-
camento em y, uniforme e dado por Ay. Ainda na Figura 2.1} os pontos da malha

sao identificados por seus indices, onde ¢ indica a dire¢ao = e j a direcao y.

N
y <—Ax—>
i-1j+10ij+1 Ti+1j+1] 1
Ay
. _ )
i— 2y |i—-1j 5 F 1L Y+ 2
i—dg—dlagi—1 |iklg=ri

Figura 2.1: Pontos discretos da malha.
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2.0.1 Ferramenta matemaética basica no calculo de aproxima-

coes para as derivadas

Nesta seccao apresentamos as ferramentas fundamentais para o calculo de apro-
ximacoes por diferencas finitas para derivadas presentes em equagoes diferenciais.
A esséncia do método de diferencas finitas, consiste numa aproximacao das deriva-
das levando em consideracao sua prépria definicao. Parte do desenvolvimento desta
seccao pode ser visto em HIRSCH [16].

Definicao 1. Seja u(x) : D — R uma fun¢ao com dominio D C R e no minimo,
uma fungio de classe C1(D,R). A derivada no ponto x é definida por
ou u(z + Az) — u(x)

B Ox - Alirgo Az

Ug

Tais aproximacoes sao calculadas através das séries de Taylor que relacionam
valores da funcao u e suas derivadas num ponto x com valores dessa mesma fun-
¢ao numa vizinhanga de x, ou seja com u(x + Az). Por exemplo, se u;; define o
componente z da velocidade de um ponto (4, j), entdo a velocidade u;;;; no ponto

(1 4+ 1,7) pode ser expressa em termos de uma expansao em série de Taylor sobre o

ponto (i, j):

ou 0*u o1 [(Du 51
W +AT) = Uip1; = Ui+ (%) Ax+ (@) (Azx) 5—#(%) (Azx) 5—# (2.1)

Toda série de Taylor possui um raio de convergéncia R com a propriedade que
a série converge uniformemente em cada bola Az <r < R. A féormula de Hadamard

fornece o valor deste raio de convergéncia:

1/n

R™! =limsup (2.2)

n—oo

’ o"u

In

A equagao ¢ uma expressao matematicamente exata se o nimero de termos
é infinto e a série converge, isto ¢, Ax — 0. Computacionalmente nao é possivel
calcular um nimero infinito de termos, portanto a equacgao é truncada ocasi-
onando um erro de truncamento, uma vez que Ax — 0. A poténcia em Ax com
a qual este erro tende a zero é chamada de ordem da aproximacao da diferenca, e
pode ser obtida a partir do desenvolvimento em série de Taylor para u(x + Az) em
torno do ponto z, no caso de se os termos de magnitude (Az)? e termos de

ordem superiores forem desprezados a equacao (2.1)), reduz-se a:
- du 0*u 51
Ui41,j — Ui j + (@)Z] Az + (@)z] (AI) 5 (23)
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Diz-se entao que a expressao acima tem precisao de segunda ordem, pois os
termos iguais ou superiores a (Ax)3 foram desprezados. Do mesmo modo, caso
despreze-se termos iguais ou superiores a (Az)? obtém-se na aproximagao uma pre-

cisao de primeira ordem, como segue na expressao abaixo:
ou
Ui41,5 = Uy 5 + | = Ax. (24)
ox ),

Nas expressoes (12.3)) e (2.4]), os termos desprezados representam o erro de trunca-
mento na representacao da série finita. Se considerarmos ({2.3)) o erro de truncamento

é dado por

5(22) B o, .-

n!
n=3

Inicialmente percebe-se em o simbolo O(Az) que é uma nomeclatura
matematica formal para "termos de ordem z". O erro de truncamento pode ser
reduzido tomando-se mais termos na série de Taylor, ou seja, aumentando a ordem
de precisao de u;41; na equagao , além disto reduzindo-se a magnitude de Ax

pode-se obter uma reducao do erro de truncamento também.

2.1 Foérmulas de Diferencas Finitas

Foérmulas de diferengas para primeira derivada

Considere a Equagao (2.4) com erro de truncamento O(Az?) Assim obtemos a

expressao:

0
Uiy1,5 = Ui + (a—z> Ax + O(AZE2) (26)
Y]

Explicitando (g_Z)'j que por simplicidade denotaremos por (u,); ;, obtemos:

3

(u)iy =~ 1 O(Aw); (2.7)

de maneira analoga, obtemos a discretizacao na diregao y: y

U j+1 — Ui j
(w),; = =5, + OAy) (2:8)

Como esta formula envolve o ponto (i + 1) que esta a direita do ponto i, ela é
chamada de Férmula Progressiva de primeira ordem para a primeira derivada.

Consideremos agora que a expansao em série de Taylor seja feita em torno do ponto
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(1 — 1), obtém-se o que se segue

ou 0*u 1 Pu 1
wax—Ax) = w1 = u;;— (%> | 'Ax—k (%> B (AI)25 - (%> - (Ax)3§+...
7,7 ,J 2¥)
(2.9)

Truncando a expressao acima de forma a obter uma precisao de segunda ordem,

chegamos em:

2V

Explicitando (uy);

Wij — Uizl

Como esta formula envolve o ponto (i — 1) que esta a esquerda do ponto i, ela é
chamada de Férmula Regressiva de primeira ordem para a primeira derivada.
Consideraremos agora (2.1) e (2.9)), subtraindo uma da outra e explicitando (u);

encontramos a expressao:

(u)s =~ L O(A), (2.12)

que é chamada de Férmula centrada de segunda ordem. Essas trés aproxima-

¢oes sao representadas geometricamente na Figura [2.2

y =u)

Diferenga progressiva
Diferenga Regressiva

1
1
1 )

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1
'eAxe:eAxe Diferenca central

Inclinagdo real da curva no ponto i

S
>

1 i i

)
1
1
1
I
1
1 1
1 1 1
1 1 1
L Il 1
= +

i-2 i i+2 X

Figura 2.2: Interpretacao geométrica das formulas de diferencas finitas para as de-
rivadas de 12 ordem.

Nota-se que a representacao da diferenca central estd mais proxima da curva da

fungao y = u(x), o que reflete a sua precisao ser de segunda ordem.
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Diferencas finitas com um ntmero arbitrario de pontos

A seguir mostraremos um procedimento geral para obter férmulas de diferencas
finitas com um numero arbitrario de pontos e com uma ordem de precisao propor-

cional.

Formulas de diferengas unilateral de segunda ordem para (u,);;, contendo os
pontos i — 2, 7 — 1 e ¢ pode ser obtida por uma expansao de Taylor de i —2 e i — 1,

sobre u; ;. Considerando as expansoes

2Azx)? 2Az)3
ui,gJ = um- — QALL'(UI)ZJ + ( ol ) (sz%’] %(umx)m 4+ ... (213)
Ax)? (Ax)?
ui_Lj = Ui,j — A.T(Ux)i’j + 2‘ (um)w T(Uﬂm)z’] + ey (214)

ao multiplicarmos (2.13)) por uma constante c e (2.14)) por uma constante b e somando

ambos resultados, chegamos em:
(Az)?
2!

buifl,j + C'LLZ',QJ = (b + C)ui,j — Al’(b + 26) (UI%J‘ + (b + 46)

(um)i,j

Adicionando o termo aw;; a ambos os membros de ((2.15)), chegamos finalmente

(Az)*
2!

CLUZ‘,]‘ + bui_Lj + cui_QJ = (CL + b + C)Um‘ — Al’(b + 20) (ux)i,j + (b + 40)
Az)?

(Uga )i

—~

—(b+ 8c)

A partir deste desenvolvimento podemos deduzir uma foérmula unilateral com

precisao de segunda ordem, para isto, usaremos a seguinte condigao:

a+b+c = 0
(b+2c) = —1 (2.17)
b+4c = 0,

chegando em:
Buij — A+ Uia

(ua)ig = 2Ax

Analogamente podemos desenvolver a férmula de diferencga unilateral para os pon-

+ O(Ax?). (2.18)
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tos ¢ 4+ 2 e ¢ + 1, sobre u;, resultando em:

—3Uij + Aig1j — Uiyo,

(Ug)ij = A + O(Ax?). (2.19)

2.1.1 Foérmulas de diferencgas finitas para segunda derivada

Aproximacoes de diferencas finitas de derivadas de ordem superior podem ser
obtidas por aplicacoes repetidas de formulas de primeira ordem. Por exemplo, uma

aproximagcao de segunda ordem para a segunda derivada (u,,); é obtida por

(u ) — @ — 3 (3_u ~ (g_Z)iJrl,j_(%)ifl,j
zx)i,j T Ox? M_ or \ Ox - Ar

~ Uit1,5 — Wi B U5 — Ui—1,5 L
- Az Ax Az’

obtendo a derivada parcial de segunda ordem na direcao x com precisao de quarta

ordem tem-se

. Uit1,5 — 2u2~,j + Ui—1,5 A{L‘2 84’&
v

De maneira analoga, obtemos a discretizacao da segunda derivada na direcao y

2 4
U1 — 2Ui 5 + Ui i1 Ay (6 u>
i’j

(uyy); ; = Ay? ~ 1o \ay (2.21)

Além da aplicacao direta das varias féormulas apresentadas na secao anterior, for-

mas adicionais podem ser construidas através de uma interagao entre as duas direcoes
0%u
0xdy

espaciais, como exemplo, ( ) que é uma derivada mista, escreve-se:
2%

< 0%u )J _ [890 <8u)] N <%>i+l,j B (g_y)u

0x0y ~ oz Ay 2Ay

ro | [ Wikl = Uirrg—1 ) Uimiga1 — Uio15-1 1 (2.22)
n 2Ay 2Ay 2Ax’ '

ou

0*u 1
(&Uay) = TRehy (e T oL~ g~ i) 0 (A7), (A7)
Z?]
(2.23)
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2.1.2 Meétodos gerais para féormulas de diferéncas finitas

Procedimentos gerais desenvolvidos para gerar formulas de diferencas finitas em
qualquer ordem de precisao e uma teoria geral podem ser encontrados em HILDE-
BRAND [15]. Esta abordagem ¢é baseada na defini¢do dos seguintes operadores de

diferenca:

Operador Deslocamento:

Eu; = wuip (2.24a)

Operador Progressivo:
0tu; = Uiy — U (2.24b)

Operador regressivo :
O u;, = U — Ui (2.24¢)

Operador Central :
du; = Uip1/2 — Uim1)2 (2.24d)

Operador Central® :
ou; = %(uiH — 1) (2.24e)

Operador de média :
pu; = %(Ui+1/2 + Ui—1/2) (2.24f)

Operador diferencial:
Du; = wu, = Ou (2.24¢g)

ox

A partir das definicoes em , podemos obter algumas relagoes imediatas entre
os operadores, por exemplo:
Relagao 1
0t =(FE —1); (2.25)

Para a relacao 2, temos que introduzir o operador £, o inverso do operador de
deslocamento, definido como:
E ;=g (2.26)

Relacao 2
0 = (]_ — E_l) e E_IU,Z‘ = Uj—1, (227)

Relacao 3 a relacao (2.27) implica que E~'u; 1 = u; e portanto,

5—U2‘ — Uj—1 = E_1(5+UZ'; (228)
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Relacao 4

60 u; = 6 0 uy (2.29)
=0ttt =667 (2.30)

Relacao 5
00w = wi (6T —67); (2.31)

Relacao 6
du; =00 w; =00ty (2.32)

E possivel representar também o operador ¢ de uma outra forma, vejamos

Ou; = urgrjp — wim1yp = EVu; — E7VPuy = 5 = EV? — B2, (2.33)
Relacao 7
_ | .
ou; = 6 = §(E—E ); (2.34)
Relacao 8

1 -
pui = 5 (El/Qui + E 1/2uz~)

= p=- (E"?+ B, (2.35)

N —

Portanto, podemos de maneira geral afirmar que, para n (positivo ou negativo)

qualquer operador elevado a uma poténcia n ¢ interpretado como a aplicacao de n

vezes este operador.

2.1.3 Generalizacao das férmulas para a primeira derivada

Fazendo uma relagao entre o operador de deslocamento finito £ e o operador
derivada D podemos obter a técnica de geracao de formulas de diferencas finitas,
tal relagdo é obtida da expansao em série de Taylor. Por simplicidade definimos a
variagao dos eixos por h :

h? h3

uw(x + h) = u(z) + hu, + Eum(ﬂc) + auwm(aﬁ) + ... (2.37)
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Aplicando os operadores convenientes, segue

Fu(x) = u(x) + hDu(z) + %D%(x) + h—D3u(x)

3!
h2D2 h3D3
5 + a0 + ) u(z). (2.38)

= (1+hD+

A relacao (2.38]) pode ser escrita também como

Eu(z) = "Pu(x); (2.39)

E=¢"P, (2.40)

e ainda podemos ter o inverso da relacao (2.40) que resulta em
hD = In(FE). (2.41)

2.1.4 Diferenca progressiva
Para as diferengas progressivas utilizaremos a relacao [2.25
StT=E—-1=E=6§6"+1. (2.42)
Aplicando em ([2.41)), temos

hD =1In(1+4§"). (2.43)

A expansao em série de Taylor para a fungao logaritmo natural é dada por

N o] (5+)n+1
= B [ —— 2.44
(1 4+8%) = 31" (2.44)
levando a
+2 +3 +4
hD:5+—5—+5——5—+... (2.45)

2 3 4
A ordem da aproximacao depende do nimero de termos considerados no lado

direito da equacao. Quanto maior o numero de termos, maior a precisao do método.
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Por exemplo, trucando (2.45)) no segundo termo, obtemos

hD — 6+ — L5+
2
hDuZ = ((5+ — %5+2) U;
1 +
= (U1 — ;) — 55 (Uip1 — ug)
1
= (Uip1 — u;) — 3 [(Wive — Uiy1) — (wip1 — us)]

= Ui — Ui T g [Uiya — 2uip1 + uil

logo
1

2.1.5 Diferenca regressiva

Para as diferencas regressivas utilizaremos a relagao [2.27]
S(1-EYY=E'=1-§". (2.47)

De maneira analoga a diferencas progressivas usaremos a expansao em série de
Taylor para a funcao logaritmo natural, chegando em
-2 5—3 5—4

D=6 +—+—+—+.. 2.4
h 5+2+3+4+ (2.48)

Para ter-se uma precisao de segunda ordem, considere os dois primeiros termos

da série ([2.48))
_ J

= U; — U;j—1 + % [(57(71«1 - uifl)}

1
=U; — Uj—1 + 5 [(u; — wim1) — (wi—1 — uj—2)]

= U — Uiy + 5(%‘72 — 2ui 1+ uy)
L 2 +

= FUi—2 — 2Ui— 5 Wis
2 77 tT 2
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logo

1

2.1.6 Diferenca Central

As formulas de diferenca centrada podem ser obtidas a partir da relacao (2.33))
ou; = Uit1/2 — Uj—1/2 = (E1/2 - El/z) U

Utilizando a identidade

e’ —e
h(z) —
senh(x) 5
temos
hD
§ = hP/2 _ =hD/2 2$enh(7). (2.50)
Expressando (2.50) em funcgao de 4, temos
J
hD = 2arcsenh 3) (2.51)

Aplicando a expansao em série de taylor da funcao arcsenh, dada por

[e’e) 1 )' 5 2n+1
arcsenh(x Z VeI 2n Y <2> para |z| <1 (2.52)
n=0
na expressao (2.51]) obtemos
6 36° BT
hD =6 — — 4+ — — 2.53
24 i 640 7168 * ( )

A formula (2.53) nos fornece uma familia de aproximagoes por diferenga centrada
para derivada primeira (u,); ; baseada nos valores da funcao u sobre pontos de ordem

fraciondria da malha de discretizacao. Considerando os dois primeiros termos da

série (2.53)
53
hDu; = |0 — —

_ —Uipgza + 2TUip 12 — 27U 172 + U372
B 24

portanto, obtemos a aproximacao

—Uiy3/2 + 2TUi 172 — 2TU;_1/2 + Ui—3)2

Du, —
Ui 24h

(2.54)
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cuja precisao ¢ de quarta ordem. Note que este esquema envolve termos em pontos

centrais da malha, o que nao é conveniente, pois inicialmente nao temos informacoes

sobre tais pontos. Deste modo com o prop6sito de sanar o problema, ou seja, utilizar

apenas pontos conhecidos e internos da malha, aplicamos o mesmo procedimento

anterior, porém, desta vez, utilizaremos o operador central®* (4). Assim da relacao

©-34)

- 1 1
5 = 5(E —EhH = 5(6}‘[) — e "PY = senh(hD),

que em funcdo de § produz

53 35
hD = senh™(8) = — % + 2_0 —+...

Considerando os dois primeiros termos da série (2.56]), temos

_ 63

o que produz

—Uiy3 + 27w — 27U + ui—3
48h

(2.55)

(2.56)

(2.57)

Apesar de (2.57) ser uma aproximacio de quarta ordem envolvendo os quatro

pontos ¢ — 3,7 — 1,7+ 1,7 + 3, este esquema nao é interessante computacionalmente

pois esperava-se que a aproximacao envolva-se os pontos i —2,2— 1,7+ 1,7+ 2. Para

resolver tal problema vamos manipular o operador de média da seguinte forma

1
pu; = §(E1/2 + E7Y?)y,
qu _ 1<E1/2 + E*1/2)2
4
1
=B+ 2EV2EY?2 4 7Y

1
:1E+2+E4%

por outro lado verifica-se também que
52 — (E1/2 . E71/2) — (E . 2E1/2E71/2 + E*l)
=E-2+FE"
Com isso temos que

o1

=1

(E+2—2+2+E):i(4+62)
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e portanto

52
2
=14 —
M + 1
o que implica em
52 —-1/2
l=u (1 + Z) . (2.58)

Desenvolvendo ([2.58)),

—u(142 o T A
—H A s 8 T128 1024 )

Multiplicando esta equacao por

5 s 1 [0\ 1-3 (&) 1-3.5 [\
_ -1 Z —_ - __— | Z _ _ - - - [z
hD = 2senh (2) 2[2 2-3(2) +2-4-5(2) 2-4-6-7(2) T

obtemos o que se segue

B 1, 12.22, 22.32
hD_u(é—géJr 0t 0

. 52 92, 2.3
:5(1_§+§5_ . 5+...)

Com isso sao obtidas aproximagoes de diferenca centrada que envolvem somente
pontos da malha de discretizacao com valores de ordem inteira. Segue respectiva-
mente, os esquemas de precisao de segunda e quarta ordem :

Uit+1 — Uy

(Du)i = =57

+ O(h?) (2.59)

—Ujyo + 8Ujp1 — Suj_1 + Ui

2h

(Du); = + O(RY). (2.60)

2.1.7 Derivadas de Ordem Superior

Manipulando matemaéticamente os operadores deduzidos até aqui podemos encon-
trar um ntmero ilimitado de formulas de diferencas finitas. Essas formulas podem

ser aplicadas para obter esquemas de ordem superior.
De (2.45)) temos:
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N n(3n + 5)5+(n+2) ~ n(n+2)(n+3)

ST 1w
24 48 R

(2.61)

Para o operador de diferenca regressiva, tem-se

8"u 1 _\n
1
hn

52 53 "
(6— + T + ? + ) Ui, j,

obtendo
1 [, n_ n(3n+5) _ nn+2)(n+3) __
Bl et O (n+1) T (n+2) 5 (n+3) T
w0 T LY - 48 o] i

(2.62)
Formulas de diferencas centrais também podem ser obtidas para derivadas de

ordem superiores, como segue

L[ 0 30 577"
24 640 7168| 7’

obtendo assim o seguinte resultado

1 ne n 22450\, n (5 n—-1 (n-1)Mn-=-2)\ 4
—6" |1 —— — e 0+ ugy
il [1 21 +64( 90 ) PE (7+ 5 T 3 |

(2:63)

Para n um nimero par a equagao(2.63)) gera esquemas com valores inteiros nos

pontos da malha. Para valores de n impar, obteremos esquemas com valores fracio-
nérios para os pontos da malha.

Para envolver somente pontos de ordem inteira para n impar, usamos mais uma,

28



vez a equagao (2.58)), assim

U 2 _1(5)n
D)y = ——————— | —senh™ = | wu;;
[ n+3., 5n+52n+135
S I L R
e { 21 O 5760 * } i

(2.64)

2.1.8 Derivadas de segunda ordem

Fazendo n = 2 em (2.61) obtemos uma familia de operadores de diferenga pro-

gressiva para derivada segunda com diversas ordens de precisao

1 11 5
DQUi,j = ﬁ (5+2 - (5+3 + Eé+4 — 65+5 + ) U 5. (265)

De maneira andloga faz-se n = 2 em (2.62]) e obtem-se familia de operadores de

diferenca regressiva para derivada segunda com diversas ordens de precisao

1 _ _ 11 d
Dzum = ﬁ (5 2‘|‘5 3+E5 4—65 5—|—> Us - (266)

Da mesma forma, segue para a formula em (2.63)

1 ot 8% &8
Dwy;j=— (62— 4+ % ¢ 2.67
e h2< 12790 560 >“’J (2.6
e para a formula em ([2.64) obtendo-se
pofo 5 259
Dujj= 5 (6" — —=6"+ —0%+ ... ) uy;. 2.68
i h2( 21° T 5700 T )t (2.68)

Mantendo-se somente o primeiro termo das equacoes imediatamente acima

obtém-se as seguintes formulas de diferencas finitas:

e Diferenca progressiva com precisao de primeira ordem;

1

Diuiy = 5 (07°) wiy
1

= p[uwzj = Uiy 5+ Wi g) — W(Usea); (2.69)

e Diferenca regressiva com precisao de primeira ordem;
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L
D2UZ’J’ = ﬁ ((5 2) u,-,j

1
= ﬁ(uiﬂ,j — 22Uy + U ) + h(Upes); (2.70)

e Diferenca central para pontos inteiros com precisio de sequnda ordem;

1

Duij = 5 (0%) iy
1 h? (0%
= ﬁ(uiﬂ,j — 2u; 5 + Uiy j) — I (@) ; (2.71)

o Diferenca central com pontos de malha fraciondria com precisao de sequnda

ordem;

2
DQU,L'J = ﬁ ((52) U;

1 5 0*u
= ﬁ(uws/z — Uiy1/2 — Ui—1/2 + Ui—3/2) — ﬁhz (@) ) (2.72)

Com excecao de que envolve quatro pontos da malha, as demais férmulas
de aproximagoes de diferencas finitas para primeira e segunda derivada envolvem
apenas trés pontos da malha. Verifica-se ainda que as féormulas de diferenca
centrada apresentam uma precisao mais alta em relacdo as demais férmulas
de aproximacao unilateral. Considerando os dois primeiros termos das formu-

las podemos obter uma ordem de precisao mais elevada como pode ser visto a seguir:

e Diferenca progressiva com precisao de sequnda ordem

1 11 o*u
(Uaa)ig = 35 (2uij = Stivry + 4ivzg — Uiysg) + EhQ (@) ;o (2.73)

os céalculos de (2.73) com mais detalhes podem ser verificados em (A.1)).

e Diferenca regressiva com precisao de sequnda ordem,

11, (0

(Usa)ij = 72 (2uij — dui—1j + dui o — ui3;) —
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e Diferenca centrada de pontos inteiros com precisao de quarta ordem

1 ht (0%
(u:c:c)i,j = Th} (—Ui+2,j + 16U7;+17j — BOul + 16“2'_1 — Ui_gﬂ') — % (%) )

(2.75)

e Diferenca centrada de pontos de malha fracionado com precisao de quarta or-

dem

(Uaw); ; :48?(_5“”5/2 + 39Uy 3725 — 3duir1y2; — 34ui 125 + 39U 30—

259 , [
S i T i B 9.
Sui=s/24) + e (895(5) (2.76)

Comparando (2.72) com (2.76)) verifica-se que esta tltima precisa de seis pontos

da malha para se obter uma aproximacao com precisao de quarta ordem, enquanto

que (2.72)) precisa de apenas quatro pontos, desta forma (2.76) ¢ de pouco uso
pratico.

2.2 Esquemas de Diferenca Finita para o Operador

de Laplace

Considere o operador de Laplace Vu = uy, + u,, em duas dimensoes. Aplicando

o operador de Diferenca Central para discretizacao do operador de Laplace, temos

Augy — (2 +—55 U j (2.77)
S\ A2 Ay2) '
Wir1j — 25+ Wim1j | Wig1 — 2Ui 5 + Ui 1 2 A 2
— O(Az*. Ay?). 2.78
o + A +O(AT Ay?). (2.78)

Fazendo Az = Ay para obter uma malha uniforme, encontramos

ui+1,j + ui_l,j + ui7j+1 + ui7j_1 — 4ui,j A Al’z 84’& 84u
= Au; ; ) 2.79
Ax? i 12 \ Ox* * ), (2:79)

Esta formula esté ilustrada na molécula computacional da Figura ([2.3))
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(i,j+1)

(i—1,)) ()] (i+1))
*—
1 —4 1

(i,j-1)

v

Figura 2.3: Molécula computacional com 5 pontos para o operador de Laplace (Equa-

¢ao((2.79)).

2.3 Esquemas Implicitos para Problemas Multidi-

mensionais - Métodos Implicitos de Direcao Al-
ternada (ADI)

Quando esquemas totalmente implicitos sao aplicados para resolver problemas
de dimensoes maiores que um, o sistema matricial resultante nao ¢ mais tridiago-
nal, o que aumenta o esforco computacional. Por exemplo, considere o problema

bidimensional da conducao de calor (2.80)

2 2
ou D{@u 8u] (2.80)

o~ o T ap

A equacao (2.80) discretizada pelo método de diferengas finitas possui a seguinte

forma:
i.j Wi p | Yitl ) i—1j ij+1 (2% WL L O TAE (A2, (Ay)?
(2.81)
onde 0 corresponde ao passo no tempo.
2.3.1 Formulacao Totalmente Implicita 2D(0 = n + 1)
Fazendo 6 = n + 1 em (2.81)) e desprezando o termo O [At] obtemos
upf !t — g _D upty = 2wt g = 20 (2.82)
At (Az)? (Ay)? '
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Considerando r, = (’ZA)tQ er,= (gi)tg , chegamos em:
Ty (U [ ?—:_11] + u?j_ll]] (1 +2(r, + Ty)) n+1 Ty U [ ?ﬁl + UTSLIJ = U?g (2.83)
Admitindo Az = Ay — r, = r,, podemos reescrever como

ultt — s =y (uf s — Aul T ol ) (2.84)

Parte deste desenvolvimento pode ser encontrado em [17]. Para uma visualizacdo
melhor de uma matriz pentadiagonal redefiniremos os coeficientes das incognitas dos
valores de u desconhecidos como a,b,c,d e e

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _.n
al»]ulJrj + bl GUWi—1 \J + c%]u + d; ,]u -1 + iU i,J+1 7 ui,j (285)

n+1

Figura 2.4: Molécula computacional para o método totalmente implicito

Considere a malha 5 por 5, conforme mostrado na Figura 2.4 Ha um total de
nove incognitas no nivel de tempo n + 1. Portanto, um total de nove equagoes

simultaneas devem ser resolvidas. As equacoes de diferencas finitas implicitas para
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o sistema da malha da Figura [2.4] sao

n
A22U32 + C22U22 + €22U23 = Uy g — baoui o — dooua
n
A23U33 + CooUs 3 + do3Us o + €23U2 4 = Uy g — ba 3u1 3
+ Coqliag + dogttos = ul, — by gy g — €24U
a2,4U3 4 2,4U2 4 2,4U2 3 2.4 2,4U1,4 2,4U2 5
_n
azotan + b3ouso + €32uz3 = Uz, — d3ousz;
_n
a3 3y 3 + b3 sUs g + c33U3 3 + d3 Uz o = U3 4 — €34U35
byolzo + Cpollyo + €4oUs3 = Uy o — Agolso — daoll
4,2U3,2 T C42Uq2 + €42U43 42 4,2U52 4,2U4,1
_omn
bysuszz + Cagtaz + diguans + €43Usq = Uyz — Q4 3Us52

n
baausz s + Caaty g + dyatig 3+ = Uy y — A4,4U54 — €44U45

Todos os valores conhecidos das condigoes de contorno foram movidos para o
lado direito e adicionadas as quantidades conhecidas do nivel de tempo anterior n.
Os dados no nivel de tempo n sao fornecidos a partir da condicao inicial imposta
para o primeiro nivel de calculo e, subsequentemente, da solucao no passo anterior.

Podemos visualizar os sistemas em forma matricial

n+17

62’2 6272 0 a272 0 0 0 0 0 U272 _US,Q — b272U1,2 — d272U271-
d273 C23 €23 0 23 0 0 0 0 Ug:gl U5L73 — b273U,173
0 d274 C2.4 0 0 ag 4 0 0 0 U;L:;l UELA — b2’4U174 — 6274’&275
b3’2 0 0 C372 6372 0 CL372 0 0 Uggl UEL’Q — d372U371
0 b373 0 d373 C33 €33 0 az3 0 Ug—gl = UgS
0 0 b374 0 d374 C3.4 0 0 3.4 Ugjl UgA — €3,4U35
0 0 0 b472 0 0 Cq2 €42 0 Uzgl UZQ — Q42U52 — d4’2U471
0 0 0 0 b473 0 d473 C43 €43 uZ:gl uﬁig — Q4,3U5 3
L 0 0 0 0 0 b474 0 d474 0474_ _UZ:ZI_ _UZA — Q44U54 — 6474U4’5_

Em casos que a discretizacao é feita em uma malha arbitraria, ou em algum
dominio irregular, pontos adicionais aparecem quando aplicamos o método de dife-
rengas finitas(3.10)), e a matriz implicita terd uma estrutura mais complicada do que

a pentadiagonal mostrada em ([2.83]).

2.3.2 Meétodos de Diregoes Alternadas (ADI)

Para evitar o manuseio de uma matriz pentadiagonal e, consequentemente, o
custo computacional envolvido na solucao do sistema linear resultante, foi elaborado
os Métodos de Diregoes Alternadas (ADI). Este método consiste em separar os

operadores em componentes unidimensionais, dividindo o esquema em dois (ou em
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trés para problemas tridimensionais) passos, de forma que em cada passo, somente
02

uma das variadveis é tratada implicitamente. No primeiro passo 922 é discretizado
x
2u
implicitamente na medida em que — ¢ tratado explicitamente, ja no segundo passo

0y?
os papéis se invertem e assim sucessivamente como na Figura Este método foi

introduzido por DOUGLAS e RACHFORD [6] e PEACEMAN e RACHFORD |[25]
e generalizado por DOUGLAS e GUNN |[5].

& |mplicito
& Explicito

Figura 2.5: Molécula computacional para o método implicito de direcao alternada

Seja S um operador que represente as derivadas de segunda ordem nas direcoes
apresentadas em seus indices e aproximadas por diferencas centradas de segunda

ordem, por exemplo S, e S, podem ser escritas como segue:
D
SinJ = E (ui-i-l,j — QUZ',]‘ + ui—l,j) (286)

Syum = (Ui,j—H — 2Ui7j + U@j_l) . (287)

D
Ay?
Utilizando o operador S definido em ([2.86|2.87)) em ([2.84))

ultt —uls = At[S, + S| uf S (2.88)

i, i,

Perceba que o operador, separou S em duas submatrizes que agem sobre os

componentes de u, isto ¢ S =5, +.5,. Explicitando u}';, obtemos

[1— At (S, + Sy uf =l (2.89)

2y} 29"

Generalizando assim, a obtencao dos operadores implicitos. Notemos portanto

que a ideia basica do método ADI é fatorar o operador S em um produto de opera-
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dores unidimensionais. Desta forma, a equagao (2.89)) pode ser reescrita como:

(1= 7ALS,) (1 — TALS Jul [ = uf,, (2.90)
onde 7 é um parametro livre, mais especificamente um parametro de relaxacao e
recomenda-se que seja usado como 1, em caso de simulagoes numéricas dependentes
do tempo [16]. Desenvolvendo a equagao (2.90), obtemos

ufjl —u; = TAL(S, +5,) u?jl —
—7?At* (S, + S,) ufjl + T3At3SxSyqul (2.91)

Quando comparamos ([2.88) com (2.91) verificamos que a ultima possui dois

termos adicionais, estes representam os erros com respeito ao esquema original a ser
resolvido. Entretanto as ordens dos erros sao as mesmas que a ordem do truncamento
original, e, portanto, nao afeta a precisao global do esquema.

A técnica ADI é aplicada também em problemas estacionarios, por meio da
qual tenta-se alcancar o limite de convergéncia tao rapido quanto possivel e, para
tal, o parametro de relaxacao 7 pode ser escolhido de modo a acelerar o processo
de convergéncia, uma vez que TAt representa uma escala do passo no tempo. O
esquema ¢é entao resolvido em trés passos:

(1= 7ALS ) ul ™ = [L+7AL(S,)]u" (2.92)
(1= 7ALS )ul T = ™ — TALS,u". (2.93)

Em outras palavras, o sistema algébrico linear tridimensional no esquema
implicito (2.91) é decomposto em um sistema algébrico linear de trés equagoes

unidimensionais.

Para 7 = 1 obtém-se o esquema DOUGLAS e RACHFORD [6], para 7 =
obtém-se 0 método PEACEMAN e RACHFORD [25] que em duas dimensoes te

a formulacao que se segue:
At At

(1 . %Sy> un+1 — (1 4 %Sm) un+1*

Tomando o passo intermediario igual a n+ 3 a expressao (2.94)) quando aplicada

E[\DI»—\
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em ([2.80) gera o esquema:

™ (L 2T T =l (L= 2 ) gl (2.95)
TaU;_1 5 Tz )U; ; TaUip1; = Tyl Ty)Ui 5 T Tyl 1102
1 1 1
n+1 n+1 n+1  _ n+s3 n+s3 ntz
—ryui i + (1+ 2ry)ui’j — UL = TRl (1-— 2rx)uz-,j + ety s
representado em forma matricial como:
0+
1+ 2r, —Ty 0 e 0 Ul,j 2
0+3
—ry  142r, —r, e 0 U, ;
0+3
0 e —ry 1+2r, —1, Un_3,
17
0 e 0 —r, 142r, 0+3
UNfl,j
U+ (1= 2r)U° 47, U° Uit
TyUi—1 Ty)Ur; T 1yUr Uy
0 0 0
— : +
) k )
ryUN—9 ;-1 + (1 =2r)Ux_o; +1,Ux 511 0 )
0 9 9 0+1
ryUR 11+ (1 =2r)Ux_; + 71Uy 44 Uy

Experimento 2.1: A fim de verificar a convergéncia do método ADI, este
experimento ilustrado na Figura [2.6| compara a solugao analitica e aproximada da

equacao de difusao bidimensional com os seguintes dados:

e Dominio espacial: z € [0,1] e y € [0, 1]

Instantes inicial e final: ¢p =0e ty =0,2

Termo fonte: g(z) =0

Coeficiente de difusao: D =1

Condigao inicial: f(x) = cos(z) + cos(y)

Condicoes de contorno:

u(r;0;t) = e *(cosw + 1);u(x; L;t) =" (cosz + cos L)
uw(0;y;t) = e (cosy + 1);u(L;y; t) =" (cos L + cosy)

Espagamento da malha: Az = Ay = 0,1 (espacial) e At = 0,05(temporal)
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e Solugao analitica: u(x,t) = e%?*(cosz + cosy)

(a) Solugao numérica. (b) Solugao analitica.

Figura 2.6: Solugao numérica via método ADI 2.6(a)| e solucdo analitica 2.6(b)| do
Experimento 2.1, da equacao de difusao bidimensional.

No capitulo seguinte formularemos o modelo matemético descrito por um sis-
tema de equagoes diferenciais parciais do tipo reagao-difusao, com termos de reacao
nao-lineares, que descrevem a interacao e o espalhamento das populagoes em um
dominio fechado bidimensional. Com base em, WYSE et al. [35] propomos uma ex-
tensao natural dessa modelagem, para uma heranga genotipica baseada na técnica
de Reacao em Cadeia Mutagénica (MCR).
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Capitulo 3

Modelo Bidimensional da Dinamica e
Espalhamento de Mosquitos

Selvagens e Transgénicos

O modelo matematico para a descricao da interacao de mosquitos selvagens
e transgénicos proposto por WYSE et al. [35] em versdo unidimensional e por
ROLIM et al. [29] em versao bidimensional diferencia as populagoes de mosquitos
transgénicos de acordo com a sua zigosidade e considerando as populagoes em
valores absolutos, mantendo assim parametros que podem ser relevantes na analise
do comportamento das espécies. Este modelo considera trés populacoes u;; sao
elas: mosquitos selvagens, mosquitos transgénicos heterozigotos e transgénicos

homozigotos, i = 1,2, 3 respectivamente.

A taxa intrinseca de crescimento r é a diferenca entre o fator limitante e o fator
regulador, onde, o fator limitante ¢ qualquer forca que afeta o tamanho de uma
populacgdo de seres vivos através de fendomenos fisicos e quimicos e o fator regulador
é qualquer forca que afeta o tamanho de uma populacao de seres vivos através de
fatores biologicos, assim, r = £ — d;. A taxa de mortalidade 4, comum as trés
variedades de mosquitos, é a soma da mortalidade dependente da densidade d; e de
uma mortalidade independente da densidade 5, assim, § = d; + 2. Na expressao
% introduzimos também a capacidade de suporte do ambiente K. Além disso,
considere o fato de que o material genético introduzido pelo impulso do gene pode
ter um custo para o individuo, denominado fitness cost. Com essas informacoes,
e considerando que a disseminacao de mosquitos selvagens e transgénicos se deve
a um processo difusivo, o modelo mateméatico que descreve a dispersao e interacao

entre mosquitos selvagens e transgénicos é:
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% = D1Aup + (ZSUZ - %) o> auiuy — duy
Ouz _ DyAuy + ( s _ L) o> bijuiug — dug (3.1)
ot Su, K R
%:DgAug‘F( s —L>ZZc~utu-—(5u3
(Ot Su; K R ’

com condicoes de contorno
ui(x,y,t) = upq, Vr,y € 0L, (3.2)

e condigoes iniciais
wi(z,y,0) =u;, Yo,y € Q, (3.3)
onde D; é o coeficiente de difusao das populacoes u;.

Estabelecendo o genotipo de mosquitos selvagens como (w, w), genotipo transgé-
nico homozigoto como (g, g) e gendtipo transgénico heterozigoto como (w, g), pode-
mos denotar a;;, b;; e ¢;; as frequéncias genotipicas para u, us e ug obtidas a partir
do acasalamento w; X u;, ¢,j = 1,2, 3, conforme mostrado na Tabela . Os valores

resultantes devem satisfazer a condicao a;; + b;; + ¢;; = 1.

Tabela 3.1: Frequéncias de descendéncia genotipica obtidas a partir do acasalamento
de mosquitos selvagens, transgénicos heterozigotos e transgénicos homozigotos.

Salamento U1 X U|U1 X Ug|U1 X Us|U2 X Uo|Ug X Ug|U3 X U3
Gendtipo
(w, w) ai1 a2 a3 22 23 aszs
(w, g) b1 bio bi3 bao bas b3
(9,9) C11 C12 C13 C22 C23 C33

Nota: Esta tabela foi copiada de "Modeling the spreading and interaction between wild and
transgenic mosquitoes with a random dispersal", por Wyse, A.P. et al., 2018, PloS One,
13(10):e0205879.

Os valores de a;j, b;; e ¢;; considerando a genética Mendeliana podem ser obtidos

do Quadro de Punnett, para cada acasalamento [33].

Tabela 3.2: Exemplo do Quadro de Punnett para o acasalamento us X us, com
frequéncia genotipica p = ¢ = 1/2, resultando em agy = 1/4, byy = 1/2 € ¢oo = 1/4.

P q

Gametas | w g
p w ww | wg
q g wg | g9

GANTZ e BIER [9] desenvolveram o método chamado reagao em cadeia mutagé-

nica (MCR), que se baseia no sistema de edi¢do do genoma CRISP/Cas9. De modo
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geral, mutacoes autocataliticas produzem a conversao alélica para gerar mutagoes
homozigoéticas de perda de funcao. Portanto, o MCR usa o alelo mutado inicial para
causar uma mutac¢ao no alelo do cromossomo oposto, levando a homozigosidade da
caracteristica. A Figura[3.I]mostra um comparativo entre a descendéncia obtida por
heranca mendeliana e heranca MCR. Em Drosophila, foi observado que as mutacoes
MCR se espalham com uma eficiéncia de 97% [9] de seu cromossomo de origem para
o cromossomo homologo, ocorrendo na grande maioria das células somaticas e de li-
nhagem germinativa. Para mosquitos o estudo [10] demonstra uma diferenciagao na

eficiéncia de conversao entre machos e femeas, sendo 98% e 14%, respectivamente.
Heranga mendeliana Heranga MCR
. 2 %

g %m’@@ﬁ%ﬁ%

9%% %%%%%%ﬁ% ste st e e e e e e

Figura 3.1: Comparacao de padrao de heranga mendeliana contra MCR. Mosquitos
transgénicos (azul) sdo obtidos em maior propor¢do em relacao aos mosquitos sel-
vagens (laranja) quando a heranca MCR é considerada.

o
??@
5
53@
*
2
?%
it
aka
I S
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Considerando a heranca MCR, os mosquitos transgénicos heterozigotos sao con-
vertidos em mosquitos transgénicos homozigotos com uma taxa de sucesso ¢, com
(1 — ¢) sendo a resisténcia a essa conversdo. w;; é o fitness médio da populagao
associada obtida a partir do acasalamento de u; x u;. Os respectivos coficientes de
sele¢do para gendtipos (w, w), (g,9) e (g, w) sdo 1, 1 —s e 1—hs, onde s é o coeficiente
de selecao e h é o grau de dominancia do fitness cost. Estudos tém mostrado que
é possivel obter frequéncias genotipicas a partir da heranca mendeliana sem efeito
significativo, desde que sejam utilizadas cepas heterozigotas [I, 22] . As frequéncias

genotipicas considerando a heranca Mendeliana e MCR estao na Tabela [3.3]
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Tabela 3.3: Frequéncias genotipicas considerando heranca mendeliana e MCR

Frequéncia ali aio a3 aoo 93 ass

Mendeliana 1,0 0,5 0,0 0,25 0,0 0,0

MCR 1,0 025 0,0 9,25 0,0 0,0
w12 w22

Frequéncia bll b12 613 b22 bg3 b33

Mendeliana 0,0 0,5 1,0 0,5 0,5 0,0

MCR, 0.0 0,5(1—c)(1—hs)  1,0(1—c)(1—hs)  0,5(1—c)(1—hs)  0,5(1—c)(1—hs) 0.0

) w12 w13 w22 w23 ’

Frequéncia C11 C12 C13 Co92 Co3 C33

Mendeliana 0 0,0 0,0 0,25 0,5 1,0
0,5¢cs 1,0cs (0,2540,5¢)s (0,540,5¢)s

MCR 0 wiy wig w22 w23 1,0

3.1 Formulacao Numérica

Nesta secao desenvolveremos a formulacao do problema e aplicaremos as técnicas
computacionais para resolver numericamente o modelo proposto. De acordo com
a técnica de decomposicao de operadores [I1] e [12], desacoplaremos o sistema de
reacao-difusao nao linear gerando assim uma combinacao equivalente de dois
subsistemas fisicos distintos de menor complexidade. Esta técnica tem sido utilizada
a bastante tempo para resolver equagoes diferenciais, estudos de como dividir termos
de reacao de termos de difusao em Equacoes Diferenciais Parciais de reacao-difusao
podem ser encontrados em [2], [13] e [14]. Algumas das principais aplicacoes, espe-
cialmente, de como resolver um sistema de Equacoes Diferenciais Parciais nao linear
pode ser encontrado em|23], [24], [29], [30] e [34].

Para descrever o algoritmo de resolucao, procedemos com a decomposicao na-
tural do sistema em um problema de difusao (equagdo diferencial parcial) e
um problema de reagdo (equagao diferencial ordinaria) e usamos o Método da di-
recao implicita alternada das diferencas finitas para resolver o problema difusivo e
Runge-Kutta de quarta ordem para resolver o problema reativo. O algoritmo de de-
composicao de operadores sequencial resolve os dois subproblemas sequencialmente
em cada intervalo de tempo e os conecta por meio das condigoes iniciais.

Para descrever o algoritmo consideramos I = [0, 7] o intervalo de tempo, com
T > 0 € R o tempo final, discretizado como I = |, I, com I,, = [t,,, ;1] uma
particao de I, t,, os tempos discretos, m = Alt e At = t,.1 — t, 0 passo no tempo.
Com isto, procedemos com os seguintes passos:

Passo 1: Para o instante inicial ¢ = 0, inicialize as variaveis u;(x, y,0) = w;(x, y),
para i =1,2 3.

Passo 2: Tomando um n > 0 fixo, conhecidas as condicoes iniciais w;(z,y,t,) e

definindo 1u,(t,,) = u;(z,y,t,), calculamos @;(x,y,t) no passo do tempo ¢, através
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do problema a seguir:

Problema A: Encontrar ;(x,y,t) com (z,y) € Q, t € I, tal que

a~i ) 7t ~
Q0.0 _ p gz, 1), (3.4
ot
com condicoes de contorno
(i)o (2, y,t) = uala, (3.5)
e condicoes iniciais
Wi(w,y, tn) = ;(tn). (3.6)

Passo 3: No mesmo intervalo de tempo I, utilizamos a solucao do Problema
A, dada pelo passo anterior, como condicdo inicial para o calculo da solucao do
sistema de equacgoes diferenciais ordinarias nao lineares acopladas , associadas
ao modelo termo de reacao, e expresso pelo seguinte problema:
Problema B: Dados os parametros {a;;, b;j, ¢;;,&,r, K} € R, encontrar
u;(t) € R% ¢ € I;, que satisfaga:

(duy & r
e <Zuz K) o> auiuy — duy

% _ (Eﬁm _ %) S5 bijuguy — dus (3.7)

dU3 é r
com condicoes iniciais

onde @;(z,t,+1) € a solu¢do do Problema A.

Passo 4: A solucao do Problema B é a solucao aproximada do modelo bidimen-
sional (3.1)) no instante de tempo t,,1 € I, C I;. Se t,11 < T, incrementa-se n e

retorna-se ao Passo 2 e repete o processo até que a igualdade ocorra.

3.1.1 Solucao para o Problema A

Considere o Problema A para uma tnica populacao u

ou(z,y,t)

— DA . .
5 u(z,y,t) (3.9)

A equacao (3.9) discretizada pelo método de diferencas finitas possui a seguinte
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forma:

—uzjl_u%:D Uy = 2upy Uy g — 200 Ui
Al (Ba)? By

(3.10)

onde 0 corresponde ao passo no tempo.

Aplicando o Método de Diregoes Alternadas (ADI) Peaceman-Rachford que em

duas dimensoes tem a formulacao que se segue:

(1 — gS ) b — (1 + %Sy) u” (3.11)
<1 - gS ) (1 + %Sm) u" (3.12)

Tomando o passo intermediario igual a n + 5 a expressao (3.11)) quando aplicada
em ([3.9) obtemos os seguintes sistemas:

Tl 1; + (1 + 2r,)y; +2 - rruzjlzj =ryu; ;i + (1= 2ry)ul; +ryuls (3.13)

n n+1
—Tyu ?;rll + (1 + 27‘@/) nH - Ty“Zﬁl =TzU z+12] + (1 — 27y, +2 + U z++1?j' (3.14)

utilizamos o Algoritmo de Thomas [7] para resolver os sistemas tridiagonais.

3.1.2 Solucao para o Problema B

Para resolver o sistema de EDO definido por (3.7), aplicamos o método de Runge-
Kutta [§] de quarta ordem dado por

an—i—l — "

(ky + 2k + 2k + ka), (3.15)

QID

onde

kl - hf(tn, fl/n>,

h ky
=hf(t "+ —
f( n+ 27 —l_ 2 )7
h ko
= hf(t, u" + =
kg = hf(tn + b, @™ + k), (3.16)

et e f sdo termos associados ao sistema de reacao (3.7)). e @ e fsdo termos associados

ao sistema de reacao (3.7).
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos da simulacao numérica do

modelo descrito pela Eq. utilizando a técnica de decomposicao de operadores

descrita no Capitulo 3. Os valores dos coeficientes utilizados estao presentes na

Tabela [4.1] e foram obtidos de [35].

Tabela 4.1: Dados utilizados para a resolugao do modelo proposto para os Experi-

mentos 1, 2 e 3.

Dominio espacial

Q= [0, 30] x [0, 30[km?

Dominio temporal

I =0, 13] semanas

Passo de tempo

At = 0,05

Coeficiente de difusao

D =13 x 10~ ?km?/semana

Capacidade de suporte

k = 2000

Taxa intrinseca de crescimento

r = 1,2 por semana

Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta a

¢ = 5,1 por semana

Taxa de mortalidade ocasionada por razoes naturais

01 = 3,9 por semana

Taxa de mortalidade independente da densidade

09 = 0,5 por semana

Experimento 1:

1000
800
600

0 2 4 6 8 10
time

(a) Heranga mendeliana.

0

2

4

6 8 10 12
time

(b) Heranca MCR.

Figura 4.1: Dinamica temporal de wuy, us € ug

A Figura mostra a dinamica temporal das trés populacoes de mosquitos

partindo de uma populagao inicial uy(0) = u2(0) = 1000, u3(0) = 0 para heranca



mendeliana e MCR esta tltima considerando uma taxa de sucesso na
conversao ¢ = 0,8, coeficiente de selecao s = 0,3 e grau de dominancia do fitness

cost h = 0,2. Com esses valores obtivemos o seguinte fitness médio, ver Tabela

Tabela 4.2: Fitness Médio
Frequéncia | wy; W12 w13 Wa1 Wag Wa3 W31 W32 W33

MCR 1,0 | 0,874 | 0,748 | 0,874 | 0,799 | 0,724 | 0,748 | 0,724 | 0,7

Utilizando os valores de fitness médio e aplicando nas formulas da Tabela [3.3

obtivemos as frequéncias genotipicas vistas na Tabela

Tabela 4.3: Frequéncias genotipicas utilizas nos experimentos

Frequéncia | aqq a2 a13 a9y Qo9 Q93 asy aso ass
MCR 1,0 | 0,572082 0,0 0,572082 | 0,312891 0,0 0.0 0 0

Frequéncia | by bio b3 b2 bao bas b3 b3z bss
MCR 0,0 | 0.107551 | 0.251336 | 0.107551 | 0.117647 | 0.129834 | 0.2513369 | 0.129834 | 0,0
Frequéncia | ¢ C12 13 Ca1 €22 23 31 C32 €33
MCR 0,0 | 0.320366 | 0.748663 | 0.320366 | 0.569461 | 0.870165 | 0.748663 | 0.870165 | 1.0

Na heranca mendeliana ocorre uma prevaléncia de mosquitos selvagens, em uma
proporc¢ao de 56% de mosquitos selvagens e 44% de mosquitos transgénicos, conforme
estabelecido pelo equilibrio de Hardy-Weinberg para as frequéncias genotipicas [27].
Para uma heranca MCR com tais caracteristicas ocorre a prevaléncia dos mosquitos
transgénicos homozigotos, isto porque a taxa de conversao é suficiente para o custo
de "fitness"associado. Esse comportamento se reflete na dindmica espago temporal
apresentada nas Figuras [4.2] e

Experimento la: Para este experimento, simulamos o comportamento de uma
populacao composta inicialmente por 1000 mosquitos selvagens e 1000 mosquitos
transgénicos heterozigotos, distribuidos homogeneamente sobre uma regiao central

do dominio [14, 16] x [14,16] (km?). Esta configurag¢ao inicial é representada por

250, se 14 <x <16e 14 <y <16,
uy(2,y,0) = us(2,5,0) = €0, se 0 <z < 14 e 16 < = < 30, (4.1)
0,se0<y<1delb <y <30,

US(I7 Y, O) =0.

Em termos de aplicabilidade, para a heranca mendeliana, estas condigoes iniciais
significam que, uma vez identificado um foco de mosquitos selvagens e estimada sua
populacao, uma quantidade equivalente de mosquitos transgénicos heterozigotos é
liberada de maneira homogénea nesta exata area. A populacao de transgénicos ho-

mozigotos ¢ inicialmente nula, mas ela surge naturalmente durante os processos de
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acasalamento. Por outro lado, no experimento utilizando a heranca MCR, os mos-
quitos transgénicos homozigotos nascem da conversao de transgénicos heterozigotos,
além de surgirem, também, naturalmente durante os processos de acasalamento. As
Figuras e mostram a dinamica e espalhamento das trés populacoes apos 6 e

13 semanas, respectivamente.

(d) Heranca MCR

1000
800
600
400

200

(f) Heranga MCR

(e) Heranga mendeliana

Figura 4.2: Comparagao entre a populagdo de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a heranca mendeliana e a

heranca MCR.
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Em 13 semanas observa-se um maior crescimento e espalhamento da populacao

de mosquitos, conforme pode ser visto na Figura

(a) Heranga mendeliana (b) Heranga MCR

(e) Heranga mendeliana (f) Heranga MCR

Figura 4.3: Comparagio entre a popula¢do de mosquitos selvagens (a-b), homozigo-
tos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 13 semanas utilizando a heranga mendeliana e a
heranca MCR.

48



Experimento 1b: Neste experimento, simulamos o comportamento dos mos-
quitos ainda admitindo a mesma quantidade inicial do Experimento 1, ou seja,
1000 mosquitos selvagens e 1000 mosquitos transgénicos heterozigotos, mantendo
a mesma distribuicao espacial inicial para os mosquitos selvagens e conside-
rando a quantidade de mosquitos transgénicos heterozigotos distribuida homoge-
neamente em uma regiao mais abrangente, compreendendo o dominio [12,5; 17, 5] X

[12,5;17,5](km?). Esta nova distribuigao é descrita pelas condigoes iniciais

250, se 14 <z <16e 14 <y < 16,
ui(x,y,0) = (4.2)
0,se0<z<ldelb<r<30;0<y<1del6 <y <30,

40, em 12,5 <2 <17,5e 12,5 <y < 17,5
0, em0<2<12,5el7,0<2<30;0<y<12,5e 17,5 <y < 30,
ug(z,y,0) = 0. (4.3)

UQ(xa Y, 0) =

Esta dinamica significa que, apos identificado um foco de mosquitos selvagens,
uma quantidade equivalente de mosquitos transgénicos heterozigotos equivalente é
liberada, porém, nao apenas sobre o foco, mas também no seu entorno, neste caso,
1,5Km? além dos limites do foco de mosquitos selvagens. Apods 6 e 13 semanas,
Figuras e respectivamente, mostram a dinamica e espalhamento de mos-
quitos selvagens, transgénicos heterozigotos e homozigotos sob as condigoes iniciais
[4.2] Essas Figuras ilustram mais uma vez a prevaléncia dos mosquitos transgénicos

homozigotos em relacao aos mosquitos selvagens e transgénicos heterozigotos.
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(a) Heranga mendeliana (b) Heranca MCR

(c) Heranca mendeliana (d) Heranca MCR

1000
800
600
00

200

(e) Heranga mendeliana (f) Heranga MCR

Figura 4.4: Comparacao entre a populagdo de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a heran¢a mendeliana e a

heranca MCR.
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(b) Heranca MCR

le-15

(d) Heranca MCR

(f) Heranga MCR

(e) Heranca mendeliana

Figura 4.5: Comparagao entre a popula¢ao de mosquitos selvagens (a-b), homozigo-
tos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 13 semanas utilizando a heran¢a mendeliana e a

heranca MCR.
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Experimento 2: Neste experimento, modificamos a taxa de conversao de
c= 0,8 para ¢ = 0,1, o que significa que mosquitos transgénicos heterozigotos sao
convertidos para mosquitos transgénicos homozigotos a uma taxa de 10%. Conser-
vando os dados utilizados na Tabela 4.3 e considerando as condi¢oes iniciais em
Para uma heranca MCR com tais caracteristicas ocorreu uma situagao de coexis-
téncia das trés variedades de mosquitos com prevaléncia dos mosquitos transgénicos
heterozigotos. O comportamento visto na dinamica espago temporal apresentada na
Figura [4.6] também ¢é refletido nas Figuras [4.7] e

0 2 4 6 8 10 12
time

(a) Heranga mendeliana. (b) Heranca MCR.

Figura 4.6: Dinamica temporal de w1, us € ug
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100

(a) Heranga mendeliana (b) Heranca MCR

(e) Heranca mendeliana (f) Heranga MCR

Figura 4.7: Comparagao entre a populagdo de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a heran¢a mendeliana e a
heranca MCR.
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00
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200

100

(a) Heranga mendeliana (b) Heranca MCR

(e) Heranca mendeliana (f) Heranca MCR

Figura 4.8: Comparacao entre a populagao de mosquitos selvagens (a-b), homozi-
gotos (c-d) e heterozigotos (e-f), em 6 semanas utilizando a heranga mendeliana e a
heranca MCR.

54



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Neste trabalho foi proposta uma solucao numérica para um modelo bidimensional
que rege a dinamica e espalhamento dos mosquitos selvagens e transgénicos. Esse
modelo foi proposto por ROLIM et al. [29]. Para a solu¢ao numérica do problema,
aplicamos a técnica de Decomposicao de Operadores, que nos permitiu resolver o
problema de difusao separado do problema de reacao.

Para resolver o problema de difusao, utilizamos um método de diferencas finitas,
o Método Implicito de Diregoes Alternadas (ADI), e para o termo de reagdo foi
utilizado um método de Runge-Kutta de quarta ordem. Para a implementacao
computacional utilizamos a linguagem de programagcao Python, além disso, podemos
destacar a baixa complexidade de implementacao dos algoritmos utilizados, porém,
com um custo computacional relevante.

Comparando a eficiéncia da heranca do método de Reacao em Cadeira Mutagé-
nica (MCR) em relagdo a heranga mendeliana classica, verificamos que nos experi-
mentos considerando uma taxa de conversao ¢ = 0, 8, coeficiente de selecao s = 0, 3
e grau de dominancia do fitness cost h = 0,2, os mosquitos homozigotos tiveram
suas populacoes aumentadas, enquanto que, as populacoes de mosquitos selvagens e
mosquitos transgénicos heterozigotos diminuiram, o que demonstra que a técnica foi
realizada com sucesso, uma vez que as populacoes que diminuiram sao as responsa-
veis por transmitirem as doencas. Deste modo, os resultados obtidos neste trabalho
corroboram com a hipotese de que solugoes para doencas transmitidas por mosquitos
podem ser combatidas também com mosquitos geneticamente modificados.

Como perspectivas futuras, sugerimos considerar o tipo de vegetacao sobre a
difusao dos mosquitos, os efeitos de sazonalidade que interferem na capacidade de
suporte do ambiente e/ou na taxa de emergéncia dos mosquitos para a fase adulta.
Além disso, implementar efeitos estocasticos nos coeficientes, mais especificamente
na difusao, tais parametros permitird descrever a dinaAmica e o espalhamento de

mosquitos geneticamente modificados com mais precisao.
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Apéndice A
Algumas Demonstracoes

Diferenca progressiva com precisao de segunda ordem;

1
(Ugs); = 3 (672 = 5% u,

1

2 (5+2Uz' - 5+3ui)
1

T2 [(wit2 = 2ui1 + ui) = (Wirs — Buira + 3uier — ;)] (A.1)
L 11, (9

= ﬁ (QUz — 5Ui+1 + 4U¢+2 — U’H—S) + EhQ (w>

A.1 Relacoes imediatas entre os operadores em
2.24

Relagao 1

Lol g, = - 1)

+,,
0T U = Ujp1 — Uy

logo
ot =(F-1) (A.2)

Para a relacao 2 temos que introduzir o operador E~! o inverso do operador de

deslocamento definido como
E_lui = Uj—1 (A?))

Relacao 2

5_u,~ = U; — Uj—1 = U; — E_I’LLZ‘ = (]_ — E_I)UZ‘

logo
0 = (]_ — E_1> e E_IUZ‘ = Uj—1 (A4)

61



Relacao 3

- -1
0w —Uimy = B Uiy — uiq
= E_lui+1 - E_lui

= B (i1 — u;)

= E_15+Ui
Relagao 4
5+5_UZ‘ = (5+(UZ — Ui_1> = [(ui—H — UZ) — (Ul — ui—l)]
=0 Uip1 — 0 U
=0 (Uip1 — W)
- Ui(si(SJr
= 0tot =667
Relacao 5
0707wy = [(wirn — ui) — (i — ui1)]
= 5+uz~ — 5_Ui
= U2(5+ — 5_)
Relagao 6

ou; = Ujr1/2 — Wi—-1/2
dou; = 5U¢+1/2 - 5%;1/2
= (ui+1/2+1/2 - Uz‘+1/2—1/2) - (Uz‘—1/2+1/2 - Ui—1/2—1/2)
= (Ui+1 - Uz) - (Uz - uifl)

= 5+6_Ui = 5_5+uz-
E possivel representar também o operador ¢ de uma outra forma, vejamos

61,61' = Ur41/2 — Ui—1/2 = El/Qui — E_1/2UZ‘ = = E1/2 — E_1/2
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Relacao 7

- 1
ou; = E(ui—i-l - ui—l)
1
= §(Eul — E_lul-)
- 1
=0 = 5(E - E™Y (A.10)
Relacao 8
1
Hu; = §(U1+1/2 + Ui—1/2)
1
=3 (El/Quz- + E’l/Qui)
1
==y (E'? + E~'?) (A.11)
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