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Resumo

Quantas cônicas são tangentes a outras cinco cônicas dadas? No plano projetivo com-
plexo, o número 3264 se apresenta como solução para este problema. No entanto, en-
contrar esta solução não parece ser tão simples. Neste trabalho dedicamo-nos a estudar
conceitos e ferramentas necessárias para solução de problemas similares ao problema
apresentado por Steiner. Se P + L+Q = 5, quantas cônicas passam por P pontos e são
tangentes a L retas e Q cônicas? No decorrer do texto exploramos resultados clássicos da
Teoria de Interseção, principalmente o Teorema de Bézout e um importante exemplo de
mapa birracional, o Blow Up. Alguns resultados sobre o Anel de Chow nos ajudarão a
entender como essa contagem se relaciona com a topologia de Zariski.

Palavras-chave: Anel de Chow. Blow Up. Cônicas. Problema de Steiner.
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Abstract

How many conics are tangent to five given conics? In the complex projective plane,
the number 3264 presents itself as solution to this problem. However, finding this solu-
tion does not seem to be so simple. In this work, we dedicate ourselves to studying the
concepts and tools necessary for solving problems similar to the one presented by Steiner.
If P + L + Q = 5, how many conics pass through P points and are tangent to L lines
and Q conics? Throughout the text, we explore classical results from Intersection Theory,
particularly Bézout’s Theorem and an important example of a birational map, the Blow
Up. Some results on the Chow Ring will help us understand how this count relates to the
Zariski topology.

Keywords: Blow Up. Conics. Chow Ring. Steiner’s Problem.
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Introdução

Na história da matemática as cônicas são objetos de estudo há mais de dois milê-
nios. Desenvolvida na maior parte da antiguidade por Apolônio (287-212 a.C.), estas
curvas ganharam aplicações pertinentes até hoje, por exemplo, na Astronomia onde Ke-
pler (1571-1630) observou que as órbitas dos planetas do sistema solar são elípticas.

Em Geometria Algébrica, as cônicas ganharam novos espaços e propriedades algébri-
cas, bem como novos problemas. O Professor da Universidade de Berlin, Jakob Steiner
em 1848, apresentou o seguinte problema: Dadas cinco cônicas no plano, existe alguma
cônica tangente a todas as cinco? Se sim, quantas são? Esse tipo de problema pertence
a Geometria Enumerativa, subárea da Geometria Algébrica, e tem como um dos princi-
pais desenvolvedores da teoria Hermann Schubert (1848-1911). O rigor matemático para
responder corretamente a esses problemas fez com que Hilbert os colocassem como o
décimo quinto problema da sua lista, veja (Kleiman, 1976).

Problemas do tipo enumerativo fizeram com que novas ferramentas fossem criadas
para que tais problemas tivessem uma solução rigorosa. Nesse sentido, Steiner apresentou
uma solução em que o número de cônicas tangentes a cinco cônicas dadas eram 7776,
mas não estava correta. Na verdade, a solução para este problema é o número 3264. Esta
solução foi encontrada por Ernest de Jonquières em 1859 e mais tarde por Michel Chasles
que desenvolveu um método para resolver também outros problemas similares.

Uma pergunta natural seria: o que aconteceu com as 4512 cônicas extras da solução
de Steiner? Para responder corretamente esta pergunta vamos entender como as cônicas
se comportam no plano projetivo complexo e como podemos fazer essa contagem. O
número 3264 tem sua importância na Geometria Enumerativa não por seu valor numérico,
mas sim por sua natureza complexa para mostrar que na topologia de Zariski, existe uma
quíntupla de cônicas (Q1, ..., Q5) para o qual o número de cônicas tangentes a todas as
cinco é constante, veja (Eisenbud e Harris, 2016).

Este trabalho tem como motivação principal o artigo: "Enumerative Algebraic Ge-
ometry of Conics" Bashelor et al. (2008), no entanto, sua vasta teoria pode ser melhor
explorada em Fulton (2013) e Eisenbud e Harris (2016). Além do artigo mencionado,
também estudamos o trabalho de Bashelor (2005), "Enumerative algebraic Geometry:
counting conics" para complementar este trabalho.

Partiremos de problemas similares envolvendo pontos, retas e cônicas, mais precisa-
mente: Dados P pontos, L retas e Q cônicas tais que P + L + Q = 5, quantas cônicas
passam por P pontos, são tangentes a L retas e a Q cônicas? Nosso objetivo é responder
a essa pergunta usando ferramentas, principalmente, da Teoria de Interseção. O trabalho
está estruturado da seguinte forma:
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No primeiro capítulo abordaremos algumas noções preliminares sobre Mapas Racio-
nais e Teoria de Interseção, onde o Teorema de Bézout se apresenta como uma ferramenta
promissora para resolver nossos problemas enumerativos. Este resultado de grande im-
portância, conduzirá este trabalho ao nosso objetivo, nos permitindo compreender sob
quais condições podemos fazer nossa contagem.

No capítulo seguinte, elucidaremos definições básicas sobre o que queremos dizer
com "cônica"e introduzimos o espaço de parâmetros. Ao longo do texto vamos perceber
que, para cada condição imposta para as cônicas (e.g. P + L + Q = 5), existe um
subconjunto no espaço de parâmetros (HP , HL, HQ) que satisfaz essas condições. Mais
ainda, vamos entender sua disposição no plano projetivo P2, e como isto está relacionado
com o excesso de interseção.

No capítulo 3, veremos que o conjunto de todas as cônicas de reta dupla formam
uma variedade em P5, conhecida como superfície de Veronese. Esta superfície coleciona
uma família de cônicas chamadas de reta dupla que são responsáveis pelo excesso de
interseção na resposta de Steiner. Uma ferramenta também muito importante na teoria de
interseção é o Blow Up que, em resumo, expande nosso espaço ambiente de tal forma que
nessa expansão todas as cônicas não se cruzam sob si mesmas. Encerramos o Capítulo 3
na expectativa de que isto seja suficiente mas, na verdade, aplicar o Teorema de Bézout
neste novo ambiente pode ser muito complicado.

No Capítulo 4 apresentaremos ciclos e equivalência racional para entendermos como
a Cohomologia do Blow Up nos ajudará a contar cônicas. Este, por sua vez, deverá ser
equivalente ao Teorema de Bézout. Alguns resultados serão mostrados usando o programa
computacional Macaulay2, que tem como objetivo auxiliar em algumas de nossas contas.
O programa pode ser acessado em Macaulay2Web.

Por fim o leitor poderá encontrar no Apêndice deste trabalho definições e resultados
clássicos da Geometria Algébrica. Exceto em menção contrária, estaremos sob um corpo
de característica zero (corpo dos números complexos). Este último fato é importante, pois
para o caso em que o corpo algebricamente fechado tem característica dois, Vainsencher
em seu artigo "Conics in characteristic 2" (Vainsencher, 1978), mostra que a quantidade
de cônicas tangentes a cinco cônicas dadas cai para 51.

https://www.unimelb-macaulay2.cloud.edu.au/#home


Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, discutiremos quais os tipos de mapeamentos são permitidos entre va-
riedades, bem como entender como variedades se intersectam. Iniciaremos com funções
regulares para sabermos quais condições os morfismos entre variedades precisam aten-
der. Ao longo desse capítulo citamos os trabalhos dos autores Hartshorne (2013), Harris
(1992), Fulton (2008) e Gathmann (2018). Informações sobre este capítulo podem ser
encontradas no Apêndice A.

1.1 Morfismos
O leitor interessado poderá consultar Gonçalves et al. (2010) para mais detalhes sobre

esta seção.
Seja Y uma variedade quase afim em An

K. Vamos considerar f uma função de Y para
K, onde K denota um corpo algebricamente fechado.

Definição 1.1. Uma função f : Y → K é regular em P ∈ Y , se existe uma vizinhança

U ⊆ Y de P e F,G ∈ K[x1, ..., xn] tal que G não se anula em U , f =
F

G
em U . Dizemos

que φ é regular, se é regular em todo ponto de Y.

Lema 1.2. Uma função regular é contínua, se K pode ser identificado com A1
K na Topo-

logia de Zariski.

Demonstração. Ver Lema 3.1 Hartshorne (2013), página 15.

Agora vamos considerar Y ⊂ Pn uma variedade quase projetiva.

Definição 1.3. Uma função f : Y → K é regular em P ∈ Y , se existe uma vizinhança
U ⊆ Y de P ∈ U ⊂ Y e polinômios homogêneos F,G ∈ K[x0, ..., xn] de mesmo grau

tais que G não se anula em U e f =
F

G
em U . Dizemos que uma função f é regular em

Y , se for regular em todos os pontos.

Observação 1.4. Como no caso quase afim (Lema 1.2), uma função regular definida sobre
uma variedade quase projetiva é necessariamente contínua. Uma consequência disso é o

3



Capítulo 1. Preliminares 4

fato de que se F e G são funções regulares em Y e F = G numa vizinhança aberta
U ⊆ Y então F = G em todo o Y . De fato, o conjunto de pontos do conjunto F −G = 0
é fechado e denso.

A partir de agora, exceto em menção contrária, o termo variedades estará se referindo
as variedades afins, quase afins, projetivas ou quase projetivas como definido no Apên-
dice A deste trabalho.

Definição 1.5. Sejam X, Y duas variedades. Um morfismo φ : X → Y é um mapa
contínuo tal que para cada conjunto aberto V ⊆ Y e cada função regular f : V → K, a
função f ◦ φ : φ−1(V ) → K é regular.

Observação 1.6. A composição de morfismos é um morfismo. De fato, sejam X, Y, Z
variedades e φ : X → Y , ψ : Y → Z morfismos. Note que ψ ◦ φ é contínua pois, ψ e
φ são contínuas. Agora tome um conjunto aberto U ⊆ Z e f : (ψ ◦ φ)−1(U) → K uma
função regular, então f ◦ (ψ ◦ φ) = (f ◦ ψ) ◦ φ. Como ψ é um morfismo, então f ◦ ψ é
uma função regular e como φ também é um morfismo e f é uma função regular qualquer,
temos que (f ◦ ψ) ◦ φ é uma função regular. Logo, ψ ◦ φ é um morfismo.

Definição 1.7. Um morfismo φ : X → Y é dito um isomorfismo de variedades quando
for bijetor e admitir um morfismo inverso φ−1 : Y → X .

Definição 1.8. Seja Y uma variedade. Denote por O(Y ) o anel de funções regulares em
Y . Se P ∈ Y definimos o anel local de P em Y , denotado por OP , como o conjunto
de classes de equivalência de pares ⟨U, f⟩, onde U ⊆ Y é um aberto tal que P ∈ U e
f ∈ O(U), módulo relação de equivalência definida por

⟨U, f⟩ ∼ ⟨V, g⟩ ⇔ f |U∩V = g|U∩V .

Observação 1.9. Note que OP munido com as operações de soma e multiplicação,
⟨U, f⟩ + ⟨V, g⟩ = ⟨U ∩ V, f + g⟩ e ⟨U, f⟩ · ⟨V, g⟩ = ⟨U ∩ V, fg⟩ respectivamente, é
um anel local cujo ideal maximal é mP :=

{
⟨U, f⟩ ∈ OP |f(P ) = 0

}
.

Definição 1.10. Sejam Y uma variedade e P ∈ Y , o corpo de resíduos de P , é definido
como KP := OP/mP .

Definição 1.11. Se Y é uma variedade projetiva, definimos como corpo de funções K(Y )
de Y como sendo o conjunto formado pelas classes de equivalência de pares ⟨U, f⟩, onde
U ⊆ Y é um aberto e f ∈ O(U), módulo a relação de equivalência definida por

⟨U, f⟩ ∼ ⟨V, g⟩ ⇔ f |U∩V = g|U∩V .

Cada elemento em K(Y ) é chamado de função racional em Y .

Observação 1.12. O conjunto K(Y ) é, de fato, um corpo. Como Y é irredutível qualquer
dois conjuntos abertos de Y tem interseção não vazia. Portanto, podemos definir soma
e multiplicação dadas, respectivamente, por ⟨U, f⟩ + ⟨V, g⟩ = ⟨U ∩ V, f + g⟩ e ⟨U, f⟩ ·
⟨V, g⟩ = ⟨U ∩ V, fg⟩. Assim, K(Y ) é um anel comutativo e com unidade. Além disso,
para cada ⟨U, f⟩ ∈ K(Y ) com f ̸= 0, podemos restringir f ao aberto V = U−U ∩Z(f),
dessa forma f não se anula em V . Portanto 1/f é uma função regular em V e ⟨V, 1/f⟩ é
o inverso de ⟨V, f⟩.
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Observação 1.13. Seja Y uma variedade. Para todo ponto P ∈ Y , existem homomorfis-
mos injetores de anéis O(Y ) → OP → K(Y ). Mais ainda, se X e Y são variedades e
φ : X → Y um isomorfismo de variedades, então O(Y ) ∼= O(X), OP

∼= Oφ(P ) para
todo P ∈ X , e K(X) ∼= K(Y ).

Teorema 1.14. Seja Y ⊂ An uma variedade afim com anel de coordenadas afim A(Y ).
Então:

(a) O(Y ) ∼= A(Y );

(b) para cada ponto P ∈ Y , seja mP ⊂ A(Y ) o ideal de funções que se anulam em P .
Então P 7→ mP da uma correspondência injetiva entre os pontos de Y e os ideias
maximais de A(Y );

(c) Para cada P , OP
∼= A(Y )mP

, e a dimOP = dimY ;

(d) K(Y ) é isomorfo ao Frac(A(Y )), corpo de frações de A(Y ) e, portanto K(Y ) é
uma extensão do corpo K finitamente gerada com grau de transcendência igual a
dimY .

Demonstração. Ver Theorem 3.2 Hartshorne (2013), página 17.

Teorema 1.15. Seja Y ⊂ Pn uma variedade projetiva com anel de coordenadas homo-
gêneo S(Y ). Então:

(a) O(Y ) = K;

(b) para cada ponto P ∈ Y , seja mP ⊂ S(Y ) o ideal de funções homogêneas que se
anulam em P . Então OP = S(Y )mP

;

(c) K(Y ) ∼= S(Y )(⟨0⟩).

Demonstração. Ver Theorem 3.2 Hartshorne (2013), página 18.

Proposição 1.16. Seja X uma variedade qualquer e Y uma variedade afim. Então existe
um mapa bijetivo de conjuntos

α : Hom(X, Y ) ∼−→ Hom(A(Y ),O(X))

onde o conjunto da esquerda significa morfismo de variedades e o da direita morfismos
de K-álgebras.

Demonstração. Ver Proposition 3.5 Hartshorne (2013), página 19.

Corolário 1.17. Se X , Y são variedades afins, então X e Y são isomorfas se, e somente
se, A(X) e A(Y ) são isomorfos como K-álgebras.

Demonstração. Ver Corollary 3.5 Hartshorne (2013), página 19.
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1.2 Mapas Racionais
Nesta seção apresentaremos a noção de mapa racional e equivalência birracional que

são importantes para classificação de variedades. Um mapa racional pode ser pensado
como uma enupla de funções racionais definida sob um conjunto aberto de uma variedade.
Isto nos dá bastante informação uma vez que todo subconjunto aberto não vazio de uma
variedade é denso.

Lema 1.18. Sejam X , Y duas variedades e φ, ψ dois morfismos de X para Y . Sponha
que existe um subconjunto aberto U ⊆ X tal que φ|U = ψ|U . Então φ = ψ.

Demonstração. Ver Lema 4.1 Hartshorne (2013), página 24.

Definição 1.19. Sejam X e Y variedades. Um mapa racional (ou simplesmente mapa)
φ : X → Y é definido como uma classe de equivalência de pares ⟨U,φU⟩ onde U é
um subconjunto aberto e não vazio de X e φU é um morfismo de U para Y . Dois pares
⟨U,φU⟩ e ⟨V, φV ⟩ são equivalentes se φ|U∩V = φ|V ∩U . O mapa racional φ é dominante
se para algum par ⟨U,φU⟩, a imagem de φU é densa em Y .

Observação 1.20. Note que o Lema 1.18 implica que a relação entre pares ⟨U,φU⟩ que
acabamos de descrever é uma relação de equivalência. Note também que, em geral, o
mapa φ : X → Y apesar do nome, não é necessariamente uma função de X para Y .

Definição 1.21. Sejam X e Y variedades. Um mapa birracional φ : X → Y é um
mapa racional que admite um mapa racional inverso ψ : Y → X tal que ψ ◦ φ = idX e
φ ◦ ψ = idY como mapas racionais. Se existe um mapa birracional de X para Y , então
dizemos que X e Y são birracionalmente equivalentes ou simplesmente birracionais.

Observação 1.22 (Gráficos de Mapas Racionais). Seja X uma variedade e φ : X → Pn

um mapa racional. Seja U ⊂ X um subconjunto aberto onde φ está definida. O gráfico
de φ|U é uma subvariedade de U × Pn. O gráfico do mapa racional φ é definido como o
fecho do gráfico φ|U em X × Pn, que denotaremos por Γφ. Note que isto independe da
escolha do subconjunto aberto U ⊂ X . Como o gráfico Γφ do mapa racional φ é uma
subvariedade fechada de X × Pn, então também é uma variedade.

Lema 1.23. Seja Y uma hipersuperfície em An
K dada pela equação F (x1, ..., xn) = 0.

Então An
K − Y é isomorfo a hipersuperfície H em An+1

K dada por xn+1F = 1. Em
particular, An

K − Y é afim, e seu anel afim é K[x1, ..., xn]f .

Demonstração. Ver Lemma 4.2 Hartshorne (2013), página 25.

Proposição 1.24. Em qualquer variedade Y , existe uma base para topologia de Zariski
que consiste de subconjuntos abertos afins.

Demonstração. Ver Proposition 4.3 Hartshorne (2013), página 25.
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Seja φ : X → Y um mapa racional dominante, representado por ⟨U,φU⟩. Seja
f ∈ K(Y ) uma função racional, representada por ⟨V, f⟩ onde V é um conjunto aberto
em Y , e f é uma função regular em V . Como φU(U) é denso em Y , φ−1

U (V ) é um aberto
não vazio de X , então f ◦ φU é uma função regular em φ−1

U (V ). Isto nos dá uma função
racional em X , e desta maneira definimos um homomorfismo de K-álgebras de K(Y ) a
K(X).

Teorema 1.25. Para quaisquer duas variedades X e Y , a partir da construção acima
obtemos uma bijeção entre

(a) o conjunto de mapas racionais dominantes de X para Y , e

(b) o conjunto de homomorfismos K-álgebras de K(Y ) para K(X).

Demonstração. Ver Teorema 4.4 Hartshorne (2013), página 25.

Corolário 1.26. Para quaisquer duas variedades X , Y as seguintes condições são equi-
valentes:

(a) X e Y são birracionalmente equivalente;

(b) existem subconjuntos abertos U ⊂ X e V ⊂ Y com U isomorfo a V ;

(c) K(Y ) ≃ K(X) como K-álgebras.

Demonstração. Ver Corollary 4.5 Hartshorne (2013), página 26.

1.3 Interseções no Espaço Projetivo
Nesta seção apresentaremos o Teorema de Bézout, um dos resultados mais impor-

tantes na Teoria de Interseção. Antes de chegar a esse resultado iremos mostrar alguns
resultados e definições importantes da teoria. Para entender o resultado principal desta
seção vamos olhar primeiramente para um caso particular de interseção, as curvas planas
afins em C2.

Seja Z(F ) uma curva plana afim qualquer tal que F ∈ C[x, y]. Se F for irredutível,
então Z(F ) é uma variedade afim. O grau da curva é o grau do polinômio que a define.

Definição 1.27. Seja F =
∏
F ei
i , onde Fi são componentes irredutíveis de F e ei é

multiplicidade da componente Fi, dizemos que Fi é uma componente simples se ei = 1
ou componente múltipla, caso contrário.

Definição 1.28. Sejam Z(F ) uma curva e P = (a, b) ∈ Z(F ). O ponto P é chamado
de ponto simples de Z(F ) se uma de suas derivadas parciais não se anulam no ponto, ou
seja, Fx(P ) ̸= 0 ou Fy(P ) ̸= 0. Nesse caso, a reta Fx(P )(x − a) + Fy(P )(y − b) = 0
é chamada de reta tangente a F em P . Um ponto que não é simples é chamado de ponto
múltiplo ( ou ponto singular).
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Definição 1.29. Sejam Z(F ) uma curva plana qualquer e P = (0, 0) ∈ C2. Escreva
F = Fm + Fm+1 + ... + Fn, onde Fi é uma forma em C[x, y] de grau i, Fm ̸= 0.
Definimos m como a multiplicidade de F em P , escrevemos m = mP (F ).

Observação 1.30. A forma de grau m, pode ser decomposta em fatores lineares dados
por,

Fm :=
∏

Lri
i

onde Li são retas tangentes a Z(F ) em P = (0, 0) e ri é a multiplicidade da reta tangente.
A reta Li é uma tangente simples se ri = 1, tangente dupla se ri = 2, etc.

Observação 1.31. Note que P = (0, 0) ∈ Z(F ) se, e somente se, mP (F ) > 0. Podemos
usar esse fato para verificar que P é um ponto simples se, e somente se, mP (F ) = 1,
neste caso F1 é exatamente a reta tangente a F em P . Se m = 2 chamamos de ponto
duplo; se m = 3, um ponto triplo, etc.

Observação 1.32. Se F =
∏
F ei
i a fatoração de F em componentes irredutíveis. Então

mP (F ) =
∑
eimP (Fi). Além disso, se L é uma reta tangente a Fi com multiplicidade ri,

então L é tangente a F com multiplicidade
∑
eiri. Isso é uma consequência do fato de

que o termo de menor grau de F é o produto dos termos de menor grau de seus fatores.

Para estender as definições acima a um ponto P = (a, b) ̸= (0, 0). Seja T uma
translação que leva (0, 0) a P , isto é, T (x, y) = (x+a, y+b). Então F T = F (x+a, y+b).
DefinamP (F ) = m(0,0)(F

T ), isto é, escreva F T = Gm+Gm+1+· · · , ondeGi são formas
de grau i com Gm ̸= 0 e m = mP (F ). Se Gm =

∏
Lri
i , Li = αix + βiy, então as retas

αi(x − a) + βi(y − b) são as retas tangentes de F em P e ri é a multiplicidade da reta
tangente. Note que T leva os pontos de F T aos pontos de F , e as tangentes a F T em (0, 0)
ao tangentes a F em P . Como F T

x (0, 0) = Fx(a, b) e F T
y (0, 0) = Fy(a, b), P é um ponto

simples em F se, e somente se, mP (F ) = 1. Portanto as duas definições de reta tangente
em um ponto simples coincidem.

Por simplicidade vamos denotar a curva Z(F ) apenas por F . Considere F uma curva
plana irredutível e P ∈ F . O resultado a seguir mostra a multiplicidade em termos do
anel local OP (F ).

Teorema 1.33. Seja P um ponto de uma curva irredutível F . Então para todo n sufici-
entemente grande,

mP (F ) = dimK

(
mP (F )

n

mP (F )n+1

)
.

Em particular, a multiplicidade de F em P depende apenas do anel local OP (F ).

Demonstração. Ver Theorem 2 (Fulton, 2008), página 35.

Definição 1.34. Dizemos que duas curvas F e G se intersectam transversalmente em P ,
se P é um ponto simples tanto em F quanto em G e se a reta tangente a F em P for
diferente da reta tangente a G em P . Dizemos que F e G se intersectam propriamente
em P se não tem componentes em comum passando por P .
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Observação 1.35 (Número de Interseção). Considere agora F e G curvas planas e P ∈
C2. O número de interseção de F e G em P é denotado por I(P, F ∩ G). A definição é
pouco intuitiva, devemos primeiro listar sete propriedades que queremos que este número
de interseção tenha e então provaremos que só existe uma definição possível e, ao mesmo
tempo, que encontre um procedimento simples para calcular I(P, F ∩G) em um número
razoável de etapas. Este número deve satisfazer as seguintes propriedades:

(P.1) I(P, F ∩ G) é um inteiro não negativo para qualquer F,G e P tal que F e G se
intersectam propriamente em P . I(P, F ∩ G) = ∞ se F e G não se intersectam
propriamente em P .

(P.2) I(P, F ∩ G) = 0 se, e somente se, P /∈ F ∩ G. I(P, F ∩ G) depende apenas das
componentes de F e G que passam por P . I(P, F ∩G) = 0 se F ou G é constante
diferente de zero.

(P.3) Se T é uma mudança de coordenadas afim em C2, e T (Q) = P , então I(P, F∩G) =
I(Q,F T ∩GT ).

(P.4) I(P, F ∩G) = I(P,G ∩ F ).

(P.5) I(P, F ∩ G) ≥ mP (F )mP (G) ocorrendo a igualdade se, e somente se, F e G não
tiverem retas tangentes em comum em P . Como consequência da Definição 1.34,
se F e G se intersectam transversalmente, então ocorre a igualdade.

(P.6) Se F =
∏
F ri
i e G =

∏
G

sj
j , então I(P, F ∩G) =

∑
i,j I(P, Fi ∩Gj).

(P.7) SejaA(F ) o anel de coordenadas afim de F , e (G+HF ) a imagem deG em A(F ).
Então I(P, F ∩G) = I(P, F ∩ (G+HF )) para qualquer H ∈ C[x, y].

Estas 7 propriedades fornecem uma boa definição para o número de interseção. A exis-
tência e unicidade desse número é mostrada no resultado a seguinte.

Teorema 1.36. Existe um único número de interseção I(P, F ∩ G) definido para todas
as curvas planas F e G, e todos os pontos P ∈ C2, que satisfaz as propriedades da
Observação 1.35, dada por

I(P, F ∩G) = dimC

(
OP (C2)

⟨F,G⟩

)
.

Demonstração. Ver Theorem 3 Fulton (2008), página 37.

Observação 1.37. Essas noções e resultados sobre a multiplicidade e índice de interseção
são invariantes por projetivizações1. Isto segue do Teorema 1.33 e do isomorfismo da Ob-
servação 1.13 sob o mapa natural φ definido no apêndice A deste trabalho. Por exemplo,

1Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita, então a projetivização de V, denotada por P(V),
é igual ao quociente de (V − 0V) pela seguinte relação de equivalência: u ∼ v ⇔ u = λv para algum
λ ∈ K.
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se F e G são curvas projetivas planas e P = [x : y : 1] ∈ F ∩ G então, o número de
interseção é dado por

I(P, F ∩G) = dimC

(
OP (P2)

⟨F∗, G∗⟩

)
,

onde F∗ e G∗ são as desomogeneizações de F e G em relação a variável z.

Proposição 1.38 (Finitude da Interseção de Curvas Projetivas). Sejam F e G duas curvas
projetivas planas sem componentes em comum, então a interseção F ∩G é finita.

Assim como no caso afim, o grau de uma curva projetiva plana é mesmo grau do
polinômio que a define

Teorema 1.39 (Teorema de Bézout para Curvas Projetivas). Sejam F e G duas curvas
projetivas planas de grau m e n respectivamente. Assuma que F e G não tem componen-
tes em comum. Então ∑

P

I(P, F ∩G) = mn.

Demonstração. Ver Bézout’s theorem Fulton (2008), página 57.

Corolário 1.40. Se F e G não tem componentes em comum, então∑
P

mP (F )mP (G) ≤ deg(F ) · deg(G).

Corolário 1.41. Se F e G encontram-se em mn pontos distintos, onde m = degF e
n = degG, então todos esses pontos são simples.

Corolário 1.42. Se duas curvas planas de grausm e n tem mais demn pontos em comum.
Então essas duas curvas tem uma componente em comum.

Em geral, ao considerarmos duas variedades Y e Z, sabemos que Y ∩ Z não é neces-
sariamente uma variedade, mas é um conjunto algébrico e portanto podemos questionar
sobre a dimensão das suas componentes irredutíveis. Em álgebra linear, sabemos que se
U, V são subespaços de dimensões r, s de um espaço vetorial W de dimensão n, então
U ∩ V é um subespaço de dimensão ≥ r + s − n. Além disso, se U e V são tais que
U + V = W , então a dimensão de U ∩ V é igual a r + s− n (desde que r + s− n ≥ 0).

Teorema 1.43 (Teorema da Dimensão Afim). Sejam Y, Z variedades de dimensões r, s
em An. Então toda componente irredutível W de Y ∩ Z tem dimensão ≥ r + s− n.

Demonstração. Ver Proposition 7.1 Hartshorne (2013), página 48.

Teorema 1.44 (Teorema da Dimensão Projetiva). Sejam Y, Z variedades de dimensões
r, s em Pn. Então toda componente irredutível W de Y ∩ Z tem dimensão ≥ r + s − n.
Além disso, se r + s− n ≥ 0, então Y ∩ Z é não vazio.

Demonstração. Ver Proposition 7.2 Hartshorne (2013), página 48.
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Vamos definir algebricamente o grau de uma variedade usando o polinômio de Hilbert.
A ideia é associar a cada variedade projetiva Y ⊂ Pn um polinômio PY (z) ∈ Q[z], tal
que PY (n) ∈ Z para n suficientemente grande.

Definição 1.45. Seja S = C[x0, ..., xn] e M um S-módulo graduado. Definimos a função
de Hilbert φM de M por

φM(ℓ) = dimCMℓ

para cada ℓ ∈ Z.

Teorema 1.46 (Hilbert-Serre). Seja M um S-módulo graduado finitamente gerado, onde
S = C[x0, ..., x1]. Então existe um único polinômio PM(z) ∈ Q[z], tal que φM(ℓ) =
PM(ℓ) para todo ℓ suficientemente grande. Além disso, degPM(z) = dimZ(AnnM).

Demonstração. Ver Proposition 7.6 Hartshorne (2013), página 52.

Definição 1.47. O polinômio PM do teorema anterior é o polinômio de Hilbert de M .

Definição 1.48. Se Y ⊂ Pn é um conjunto algébrico de dimensão r, definimos o polinô-
mio de Hilbert de Y , PY , por

PY = PS/I(Y )

onde S = C[x0, ..., xn].

Definição 1.49. O grau de uma variedade Y ⊂ Pn é definida por

deg Y = (dimY )! · cl(PY )

onde cl(PY ) é o coeficiente líder de PY .

Proposição 1.50. (a) Se Y ⊂ Pn, Y ̸= ∅, então o grau de Y é um inteiro positivo.

(b) Seja Y = Y1 ∪ Y2, onde Y1 e Y2 tem mesma dimensão r, e a dim(Y1 ∩ Y2) < r.
Então deg Y = deg Y1 + deg Y2.

(c) degPn = 1.

(d) Se H ⊂ Pn é uma hipersuperfície cujo o ideal é gerado por um polinômio homo-
gêneo de grau d, então degH = d. (Em outras palavras, esta definição de grau é
consistente com o grau de uma hipersuperfície.)

Demonstração. Ver Proposition 7.6 Hartshorne (2013), página 52.

Nosso objetivo agora é estender a noção de multiplicidade de interseção para varieda-
des em Pn. Denotamos i(Y,H;Z) a multiplicidade de interseção de Y e H ao longo de
uma componente irredutível Z ⊂ Y ∩ H . Definiremos a multiplicidade de intersecção
apenas no caso em que H é uma hipersuperfície.

Se Y ⊂ Pn é uma variedade projetiva de dimensão r e H uma hipersuperfície que
não contém Y , então o Teorema 1.44 garante que Y ∩ H = Z1 ∪ · · · ∪ Zs, onde Zj são
variedades de dimensão r − 1.
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Definição 1.51. Seja pj o ideal primo homogêneo associado de Zj . Definimos a multipli-
cidade de Y e H ao longo de Zj como i(Y,H;Zj) = µpj(S/(I(Y )+I(H))), onde I(Y ),
I(H) são ideais homogêneos de Y e H , respectivamente, e µpj(S/(I(Y ) + I(H))) é o
comprimento2 de S/(I(Y ) + I(H))pj sobre Spj .

Apresentaremos agora o resultado principal desta seção sobre interseção de uma vari-
edade projetiva com uma hipersuperfície. Trata-se de uma generalização do Teorema de
Bézout para curvas planas.

Teorema 1.52. Seja Y uma variedade de dimensão ≥ 1 em Pn, e seja H uma hiper-
superfície que não contém Y . Sejam Z1, ..., Zs as componentes irredutíveis de Y ∩ H .
Então

s∑
j=1

i(Y,H;Zj) · degZj = (deg Y )(degH).

Demonstração. Ver Theorem 7.7 Hartshorne (2013), página 53.

Observação 1.53. Note que, para o caso que Y e H são curvas em P2, as componentes
irredutíveis de Y ∩ H tem dimensão zero (Teorema da Dimensão Projetiva). Portanto o
polinômio de Hilbert dessas componentes é igual 1, isso implica que o grau é 1. Aplicando
Bézout,

s∑
j=1

i(Y,H;Zj) = (deg Y )(degH).

Logo a igualdade acima é equivalente ao Teorema de Bézout para Curvas Projetivas.

Observação 1.54. Dadas duas curvas F,G ⊂ P2 e P ∈ F ∩ G tais que F e G não tem
componentes em comum. Por definição

i(F,G;P ) = µp

(
C[x, y, z]/⟨F ⟩+ ⟨G⟩

)
.

onde p é o ideal primo homogêneo associado ao ponto P . Por outro lado, pela Observa-
ção 1.37, temos

I(P, F ∩G) = dimC

(
OP (P2)

⟨F∗, G∗⟩

)
.

Como
C[x, y, z]p
⟨F∗, G∗⟩

≃
(

C[x, y, z]
⟨F ⟩+ ⟨G⟩

)
p

,

segue do Exercício 19.19, Altman e Kleiman (2021) que

µp

(
C[x, y, z]/⟨F ⟩+ ⟨G⟩

)
= dimC

(
OP (P2)

⟨F∗, G∗⟩

)
.

Portanto, a multiplicidade de interseção, quando restrita as curvas planas, é equiva-
lente ao número de interseção definida para curvas.

2Ver Altman e Kleiman (2021).
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Contando Cônicas em P2

Algebricamente as cônicas são curvas projetivas planas determinadas por zeros de um
polinômio homogêneo de grau dois. Para os problemas que iremos mostrar aqui, faz-
se necessário definir um espaço de parâmetros (módulos) para estas cônicas, pois nesse
novo ambiente podemos determinar novos conjuntos algébricos para os quais poderemos
encontrar um número de interseção que corresponderá a quantidade de cônicas.

O leitor pode encontrar mais detalhes sobre este capítulo em Bashelor (2005), Fulton
(2008), Gathmann (2018) e Hartshorne (2013).

2.1 Cônicas em P2

Definição 2.1. Uma Cônica (projetiva plana) é dado por Z(F ) ⊂ P2, onde F = ax2 +
by2 + cz2 + dxy + exz + fyz em que os coeficientes a, b, c, d, e, f não são todos nulos.

Observação 2.2. (Partes Afins e Fechos Projetivos).

(a) Para uma curva Z(F ) ⊂ P2 seu conjunto de pontos afins é

Z(F ) ∩ C2 = Z(F (x, y, 1)) = Z(F∗),

via φ2 da Proposição A.36. Vamos chamar F∗ de parte afim de F . Os pontos no
infinito de F são dados por Z(F (x, y, 0)) ⊂ P1 = Z(z) (reta no infinito).

(b) Para uma curva afim Z(G) chamamos Z(G∗) ⊂ P2 seu fecho projetivo (via mapa
da da Proposição A.36). Pela Observação A.34 é um curva projetiva cuja parte
afim é novamente Z(G), e que não contém a reta no infinito como componente.
No entanto, Z(G∗) pode conter pontos no infinito: Se G = G0 + ... + Gd é a
decomposição em partes homogêneas, temos que G∗ = zdG0 + zd−1G1 + ...+Gd

e portanto G∗(x, y, 0) = Gd. Então os pontos no infinito de Z(G∗) são dados pelo
lugar geométrico dos zeros projetivo da parte homogênea de maior grau.

13
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Exemplo 2.3 (Visualizando cônicas projetivas). Para visualizar uma curva projetiva (real)
Z(F ) (que não tem a reta no infinito como componente), desenhamos apenas o conjunto
de pontos afim Z(F∗). Se quisermos, podemos adicionar os pontos no infinito como
direções em R2 ⊂ C2. A imagem abaixo mostra os fechos projetivos dos três tipos
de cônicas reais — uma hipérbole, uma parábola e uma elipse (círculo) — onde as linhas
tracejadas correspondem aos pontos no infinito. Vemos que a hipérbole dada por xy−1 =
0 tem dois pontos no infinito que correspondem aos pontos [1 : 0 : 0] e [0 : 1 : 0]. A
parábola y − x2 = 0 tem um ponto [0 : 1 : 0] e o círculo x2 + y2 − 1 = 0 não tem pontos
no infinito.

(a) Hipérbole. (b) Parábola. (c) Círculo.

Figura 2.1: Cônicas em R2

Definição 2.4. Dizemos que uma cônica é não-degenerada (não singular) se o polinômio
que a define é irredutível. Se o polinômio que define a cônica é fatorado como produto de
dois polinômios lineares homogêneos, então dizemos que a cônica é degenerada (singu-
lar).

Observação 2.5. Podemos dizer também que uma cônica não-degenerada é um conjunto
tal que para todo ponto da cônica a multiplicidade da cônica nesse ponto é igual a um.
Caso contrário, isto é, se existir um ponto em que a multiplicidade da cônica, nesse ponto,
seja maior que um, então tal cônica é degenerada.

Exemplo 2.6. A parábola dada por Z(yz − x2) é uma cônica não-degenerada, pois o
polinômio yz − x2 não pode ser fatorado em um produto de dois fatores lineares.

Uma cônica degenerada pode ser pensada como o conjunto dos pontos no plano que
estão sobre duas retas cruzadas ou como um par de retas que se intersectam em todos os
pontos, respectivamente cônica de reta cruzada e cônica de reta dupla. Além disso, uma
cônica é dita reduzida quando não for reta dupla. O exemplo a seguir mostra como essa
interpretação geométrica se conecta com a definição acima.

Exemplo 2.7. Considere a cônica degenerada que é lugar dos zeros do polinômio G =
7x2 − 36z2 − 2xy + 19xz − 8yz . Note que G = G1G2, onde G1 = x + 4z e G2 =
7x− 2y − 9z. Assim,

Z(G) = Z(G1G2) = Z(G1) ∪ Z(G2).
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Além disso, Z(G1) ∩ Z(G2) = [−8 : −37 : 2]. Este tipo de cônica é chamada de reta
cruzada.

Exemplo 2.8. A cônica degenerada dada por Z(4x2 + 12xy + 9y2) = Z((2x + 3y)2), é
um exemplo de cônica de reta dupla.

É importante compreender a distinção entre cônicas degeneradas e não-degeneradas,
pois como veremos mais adiante, cônicas degeneradas impõem dificuldades ao lidar com
problemas de interseção de curvas projetivas.

Proposição 2.9. Se uma cônica C contem três pontos distintos que estão todos em uma
reta L, então C tem um fator linear.

Demonstração. Suponha que C é uma cônica não-degenerada. Nesse caso, C não tem
componentes em comum com L. Aplicando o Teorema de Bézout para Curvas Projetivas,
temos que C ∩ L consiste de 2 = (2)(1) = deg(C) deg(L) pontos, o que por hipótese é
um absurdo. Logo C é uma cônica degenerada.

2.2 Espaço de Parâmetros
Uma cônica Z(ax2 + by2 + cz2 + dxy+ exz + fyz) ⊂ P2, a menos de multiplicação

por escalar, é unicamente determinada por seus coeficientes que podem ser vistos como
um ponto [a : b : c : d : e : f ] ∈ P5. Assim, existe uma correspondência biunívoca entre
as cônicas em P2 e pontos de P5, dada pelo seguinte mapa

Z(ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz) ⊂ P2 7→ [a : b : c : d : e : f ] ∈ P5

Portanto podemos ver que P5 parametriza todas as cônicas do plano projetivo. Isto nos
permitirá classificar uma família de cônicas planas observando as relações entre os res-
pectivos pontos do espaço projetivo P5.

Observação 2.10. Uma variedade algébrica projetiva em P5 corresponde a um conjunto
de curvas de grau dois no plano projetivo complexo. Cada ponto da variedade corresponde
a uma cônica em P2.

Observação 2.11. (Espaço das Curvas de P2) De maneira geral, um número inteiro d >
0, o espaço vetorial formado por polinômios homogêneos de grau d em C[x, y, z] tem
dimensão

(
d+2
2

)
, e portanto, é isomorfo a Cn+1 com n =

(
d+2
2

)
− 1. Consequentemente,

o espaço de todas essas curvas de grau d é apenas o espaço projetivo Pn o qual é uma
variedade.

Observação 2.12. Denote por HP o conjunto de todas as cônicas que passam por P =
[x0 : y0 : z0] ∈ P2. As cônicas emHP estão em correspondência biunívoca com os pontos
[a : b : c : d : e : f ] em P5 que satisfazem a equação

x20a+ y20b+ z20c+ x0y0d+ x0z0e+ y0z0f = 0.

O conjunto HP pode ser interpretado como um hiperplano em P5.
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Exemplo 2.13. Os pontos [1 : 0 : 0 : −2 : 1 : 0] e [3 : 0 : 0 : −6 : 3 : 0] são iguais em P5

e correspondem as cônicas x2 − 2xy + xz = 0 e 3x2 − 6xy + 3xz = 0 respectivamente
que descrevem o mesmo conjunto de zeros em P2.

Lema 2.14. Dado um arranjo de n pontos em P2, o conjunto de todas as cônicas pas-
sando por cada um dos pontos formam um hiperplano no espaço de parâmetros das
cônicas planas. Além disso, se nenhum dos quatro pontos forem colineares, então esses
hiperplanos são linearmente independentes1 para n ⩽ 5.

Demonstração. Vamos começar fixando um ponto P0 = [x0 : y0 : z0] ∈ P2. A condição
para que uma cônica passe por esse ponto é dada por

ax20 + by20 + cz20 + dx0y0 + ex0z0 + fy0z0 = 0

ou
x20a+ y20b+ z20c+ x0y0d+ x0z0e+ y0z0f = 0

que por definição é um um hiperplano em P5 e portanto tem dimensão 4.
Considere três hiperplanos em P5 que são formados pelo conjunto de todas as cônicas

que passam por três pontos P0, P1, P2 ∈ P2 e assuma que os três hiperplanos são linear-
mente dependentes. Suponha que um dos hiperplanos, digamos H2, contém a interseção
H0∩H1. O Teorema da Dimensão Projetiva 1.44 nos garante que a interseçãoH0∩H1 tem
codimensão três. Esta interseção corresponde ao conjunto de todas as cônicas que passam
por P0 e P1. O fato de o terceiro hiperplano conter esta interseção implica que qualquer
cônica que passe por P0 e P1 também deve passar por P2. Isto e uma contradição, pois se
três dos pontos não são colineares, então podemos escolher uma cônica de reta dupla que
passe P0 e P1, mas não passe por P2. Por outro lado, se os três pontos forem colineares,
então qualquer cônica não-degenerada que passe por P0 e P1 não passa por P2, pois caso
contrário seria um produto de fatores lineares, pela Proposição 2.9. Assim, quaisquer três
pontos em P2 formam três pontos linearmente independentes em P5.

Sejam H0, H1, H2, H3 quatro hiperplanos em P5 formado pelo conjunto de cônicas
que passam por P0, P1, P2, P3 ∈ P2, respectivamente. Assuma que os hiperplanos são li-
nearmente dependentes e que um dos quatro, digamos H3, contém a interseção dos outros
três. Além disso, acabamos de mostrar que quaisquer três hiperplanos são linearmente
independentes em P5. Isto implica que qualquer cônica que passe por P0, P1 e P2 também
deve passar por P3. Assim temos três casos:

Caso 1. P0, P1 e P2 não são todos colineares. Então existe um conjunto de cônicas de
retas cruzadas que passam por P0, P1 e P2, mas não passa por P3, ou seja, uma reta que
passando por P0 e P1 e outra reta que passa por P2 mas não passa por P3. Isto contradiz
o fato que os quatro hiperplanos são linearmente dependentes.

Caso 2. Três dos pontos fixos são colineares. Assim podemos escolher uma cônica que
passa por P0, P1 e P2, mas não passa por P3, ou seja, é uma cônica de reta dupla.

1Dois hiperplanos em P5 são ditos linearmente independentes se suas formas lineares são linearmente
independentes.
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Caso 3. Os quatro pontos são colineares. Nesse caso a reta que passa por P0, P1 e P2

também deve passar por P3. As únicas cônicas que podem passar por estes pontos são
cônicas que podem ser representadas como produto de fatores lineares. Portanto, se quatro
pontos em P2 não forem todos colineares então os hiperplanos correspondentes em P5 são
linearmente independentes.

Por fim, sejam H0, H1, H2, H3 e H4 cinco hiperplanos em P5 formado por cônicas
que passam por seus respectivos pontos em P2. Suponha que quatro dos cinco pontos
não são colineares e que os hiperplanos são linearmente dependentes. Assim o quinto
hiperplano, H4, contém a interseção H0 ∩ H1 ∩ H2 ∩ H3. Se assumirmos que os quatro
pontos não são colineares então por dependência linear as cônicas que passam por estes
quatro pontos também passam por P4, mas isso não é verdade pois podemos encontrar
um par de retas cruzadas, uma que passe por P0 e P1 e outra por P2 e P3. Essa cônica
provavelmente não contém P4. Se caso a cônica passar por P4 podemos escolher um outro
par de retas, uma passando por P0 e P2 e outra P1 e P3, que certamente não contém P4. Se
três dos cinco pontos são colineares, então podemos obter um conjunto de retas cruzadas
que passam por quatro desses cinco pontos, mas não contém o quinto. Ou seja, todas as
cônicas degeneradas formadas por uma reta que passa por esses três pontos colineares e
um P1 de retas que contém o quarto ponto. Portanto podemos escolher uma dessas retas
de modo que agora tenhamos um par de linhas cruzadas que não contém nosso quinto
ponto.

Assim n ≤ 5 pontos no plano tal que quatro dos pontos não são colineares formam n
hiperplanos linearmente independentes em P5.

Segue abaixo a ilustração de alguns dos casos mostrados acima para melhor visuali-
zação:

(a) Caso 1. (b) Caso 2. (c) Caso 3.

Figura 2.2: Cônicas passando por quatro pontos.

O Lema 2.14 estabelece uma relação ainda mais profunda na teoria de interseção, a
independência linear desses hiperplanos está intimamente ligada a interseção transversal,
como veremos a seguir. Podemos fazer uso deste lema e do espaço de parâmetros para
resolver o nosso primeiro problema enumerativo. O resultado a seguir é conhecido como
Teorema dos Cinco Pontos.



Capítulo 2. Contando Cônicas em P2 18

Teorema 2.15. Dados quaisquer cinco pontos em P2 tais que quatro deles não sejam
colineares, existe uma única cônica que passa por eles.

Demonstração. Para cada i = 1, ..., 5 considere o ponto [xi : yi : zi] ∈ P2. O conjunto de
todas as cônicas passando por esse ponto forma um hiperplano

Hi = Z(x2i a+ y2i b+ z2i c+ xiyid+ xizie+ yizif).

Se quatro dos cinco pontos não são colineares então segue do Lema 2.14
H1, H2, H3, H4, H5 ⊂ P5 são linearmente independente. Nesse caso, o Teorema 1.44
implica que a interseção desses cinco hiperplanos tem dimensão igual a zero. Segue do
Teorema 1.52 que esta interseção consiste de um ponto em P5. Logo existe uma única
cônica que passa por esses cinco pontos em P2.

Observação 2.16. O grau de uma variedade projetivaX em Pn pode ser interpretado como
o maior número finito possível de pontos (a menos de multiplicidade) de intersecção de
X com uma subvariedade linear2 V ⊂ Pn de dimensão igual a codimensão de X . De
fato, aplicando o Teorema 1.44 percebemos que a dimensão das componentes irredutíveis
Zj de X ∩ V tem dimensão zero. Temos também que o grau de uma variedade linear é
um (ver Cap. 1, Ex. 7.6 de Hartshorne (2013)). Assim, segue do Teorema 1.52 que∑

j

i(X, V ;Zj) = degX.

Pensando nas cônicas em P2, a igualdade acima pode ser vista como uma reta (varie-
dade linear) intersectando uma cônica. Sabemos que elas se intersectam em no máximo
dois pontos, já que o grau de uma cônica é dois. Em geral, esta interpretação não é útil
para determinar o grau de uma variedade, mas pode nos ajudar a resolver alguns proble-
mas enumerativos.

Antes de enunciar nosso próximo resultado, precisamos entender corretamente
quando duas curvas são tangentes. Geralmente, ao considerarmos duas curvas não-
degeneradas de graus m e n, então elas vão se intersectar em no máximo mn pontos
distintos, via Teorema de Bezout.

A figura abaixo retrata bem um exemplo no caso real de interseção de cônicas.

Figura 2.3: Interseção de duas cônicas

2Seja V ⊂ Pn é um conjunto algébrico projetivo. Dizemos que V é k-variedade linear se V =
Z(L1, ..., Ln−k), onde L1, ..., Ln−k são formas de grau um linearmente independentes.
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Isso pode ser verificado restringindo uma das curvas a outra e desomogeneizando em
relação a uma das variáveis, obtendo um polinômio em uma única variável de grau igual
a mn, cujas raízes são exatamente os pontos de interseção das duas curvas.

Definição 2.17. Sejam F , G duas curvas e P ∈ F ∩ G um ponto em P2. Dizemos que
F é tangente a G em P , se elas têm a mesma reta tangente em P , ou equivalentemente,
I(P, F ∩G) > mP (F )mP (G).

Observação 2.18. Por definição, uma reta L é tangente a uma cônica não-degenerada C
em P quando, I(P,C ∩ L) > 1, ou seja, quando I(P,C ∩ L) = 2. Isto significa que ao
restringirmos a reta à cônica obtemos um polinômio de grau dois (depois de desomoge-
neizar) com uma raiz dupla.

Lema 2.19. Dada uma reta L : Z(ax + by + cz) ⊂ P2, o conjunto de todas as cônicas
tangentes a L forma uma hipersuperfície HL ⊂ P5 de grau 2.

Demonstração. Sabendo que duas retas diferem uma da outra apenas por uma mudança
linear de coordenadas, sem perda de generalidade, considere L a reta dada pela equação
z = 0. Seja

C = Z(ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz)

uma cônica geral (cônica geral não-degenerada). Substituindo L em C obtemos

ax2 + by2 + dxy = 0.

Desomogeneizando em relação a variável y

ax2 + dx+ b = 0.

A cônica C é tangente a reta L quando o discriminante da expressão acima é zero.
Assim a hipersuperfície formada por cônicas que são tangentes a reta z = 0 é descrita
pelos conjunto dos zeros do polinômio d2 − 4ab.

Teorema 2.20. Dadas quaisquer quatro pontos não colineares P1, P2, P3, P4 ∈ P2 e uma
reta qualquer L ⊂ P2, existem no máximo duas cônicas que contém os quatro pontos e
são tangentes a reta dada.

Demonstração. Dada uma retaL em P2, o conjunto de cônicas tangentes a essa reta forma
uma hipersuperfície, HL, de grau dois em P5. Se considerarmos o conjunto de todas as
cônicas que passam por P1, P2, P3, P4 vemos que essa condição forma uma interseção de
hiperplanos H1 ∩ H2 ∩ H3 ∩ H4 = S ⊂ P5. Segue da Observação 2.16 que S é uma
variedade de dimensão um e grau um. A interseção S ∩ HL ⊂ P5 contém os pontos
correspondentes ao conjunto de cônicas que passam por P1, P2, P3, P4 e são tangentes
a L. Logo, esta interseção consiste de no máximo dois pontos que correspondem a no
máximo duas cônicas em P2, desde que S ̸⊂ HL.

Observação 2.21. Se duas cônicas não-degeneradas se intersectarem em menos de quatro
pontos, isto significa que o polinômio obtido na restrição de uma cônica a outra tem raiz
múltipla. Nesse sentido, a raiz múltipla representa um ponto na interseção cuja as retas
tangentes às duas cônicas nesse ponto coincidem.
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(a) Interseção em dois pontos. (b) Interseção em três pontos.

Figura 2.4: Cônicas tangentes.

Lema 2.22. Seja Q uma cônica não-degenerada em P2. O conjunto de todas as cônicas
tangentes a Q formam uma hipersuperfície de grau 6 em P5.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos supor que Q : xz − y2 = 0 em
P2 é tal cônica (Ver Fulton (2008), Ex. 5.9). Considere uma cônica geral (cônica geral
não-degenerada) C : ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz = 0. Vamos desemogeneizar
Q em relação a variável z e restringir à cônica geral C para obter o seguinte polinômio na
varável y

H : ay4 + dy3 + (b+ e)y2 + fy + c = 0.

Assim, a cônica C é tangente a Q se, e somente se, o discriminante de H

D(H) :=
(−1)6

a
R4,3(H,H

′) = 0,

onde a, H ′, coeficiente líder e a derivada de H , respectivamente e R4,3(H,H
′) é a resul-

tante da matriz de Sylvester (Ver Eisenbud e Harris (2006), Proposition V-22).
A matriz de Sylvester, cuja as linhas e colunas são formadas por coeficientes de H e

H ′ : 4ay3 + 3dy2 + 2(b+ e)y + f = 0,

está representada abaixo:

a d (b+ e) f c 0 0
0 a d (b+ e) f c 0
0 0 a d (b+ e) f c
4a 3d 2(b+ e) f 0 0 0
0 4a 3d 2(b+ e) f 0 0
0 0 4a 3d 2(b+ e) f 0
0 0 0 4a 3d 2(b+ e) f


.

A expressão do discriminante de H é um polinômio homogêneo de grau seis em seis
variáveis, cujo o conjunto de zeros em P5 parametrizam todas as cônicas tangentes a
Q.
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2.3 A Dualidade de P2

Nesta seção apresentaremos uma correspondência fundamental entre pontos e retas no
plano projetivo. Intuitivamente, podemos pensar em uma reta como o lugar geométrico
de incontáveis pontos assim como um ponto pode ser pensando como o lugar geomé-
trico por onde passam infinitas retas. Essa relação entre ponto e reta torna esses objetos
geométricos duais um do outro.

Definição 2.23. Para qualquer espaço projetivo Pn, denotamos por P̌n o espaço de pa-
râmetros de todos os hiperplanos em Pn. Este espaço é chamado de dual de Pn. Um
hiperplano dado por H = Z(F ) ⊂ Pn, onde F = a0x0 + a1x1 + · · ·+ anxn com coefici-
entes a0, a1, ..., an é visto como um ponto [a0 : a1 : · · · : an] em P̌n.

Observação 2.24. Ao fixarmos um ponto P = [b0 : · · · : bn] ∈ Pn, tal ponto define um
hiperplano em P̌n nas variáveis y0, ..., yn, dado pelo conjunto de zeros da equação abaixo:

b0y0 + b1y1 + · · ·+ bnyn = 0.

Além disso, pela relação entre os coeficientes de um hiperplano e as coordenadas de um
ponto, temos que ˇ̌Pn = Pn.

Princípio da Dualidade (Mohr e Triggs, 1996): Para qualquer resultado estabelecido
no espaço projetivo usando pontos e hiperplanos, um resultado simétrico é válido no qual
os papéis dos hiperplanos e dos pontos são trocados: os pontos tornam-se hiperplanos, os
pontos em um hiperplano tornam-se os hiperplanos através de um ponto, etc.

O próximo resultado nos mostra que podemos também relacionar uma cônicas em P2

com o lugar geométrico das retas tangentes a esta cônica em P̌2.

Lema 2.25. Dada uma cônica não degenarada Q ⊂ P2, existe uma cônica não degena-
rada dual Q̌ ⊂ P̌2 onde o conjunto de retas tangentes a Q formam a cônica Q̌. Além
disso, o conjunto de todas as retas tangentes a Q̌ correspondem ao lugar geométrico dos
pontos que formam a cônica Q.

Demonstração. Seja Q = Z(ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz) e uma reta L =
Z(Ax + By + Cz). Como os coeficientes A,B e C não são simultaneamente nulos,
podemos supor, sem perca de generalidade, que A ̸= 0. Assim temos

x = −B
A
y − C

A
z. (2.1)

Substituindo (2.1) na cônica Q e reorganizado os termos obtemos(
aB2

A2
− dB

A

)
y2 +

(
2a2BC

A2
− dC

A
− eB

A
+ f

)
yz +

(
aC2

A2
− eC

A
+ c

)
z2. (2.2)

Em seguida vamos desomogeneizar a cônica dada pela Equação (2.2) em relação a va-
riável z. A expressão obtida é um polinômio de grau dois em uma variável. Além disso
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sabemos que uma reta e uma cônica são tangentes uma a outra se o discriminante desse
polinômio é zero, isto é,(

2a2BC

A2
− dC

A
− eB

A
+ f

)2

− 4

(
aB2

A2
− dB

A

)(
aC2

A2
− eC

A
+ c

)
= 0.

Depois de expandir esta expressão e fatorar adequadamente o numerador, temos a seguinte
expressão:

(f 2 − 4bc)A2 + (e2 − 4ac)B2 + (d2 − 4ab)C2 + (4dc− 2ef)AB

+ (4be− 2df)AC + (4af − 2de)BC.
(2.3)

O conjunto de zeros da expressão acima nas variáveis A,B,C formam uma cônica Q̌ que
corresponde ao conjunto de todas as retas tangente a Q.

Por fim, vamos mostrar que ˇ̌Q = Q. Sejam Q uma cônica e Q̌ sua dual. Se o ponto
P ∈ Q e L1 é uma reta tangente a Q em P . Então, usando o princípio da dualidade em
P2, Ľ1 é um ponto de Q̌ e P̌ é uma reta passando por Ľ1. Suponha, por absurdo, que P̌
não é tangente a Q̌, então P̌ intersecta Q̌ em outro ponto, digamos Ľ2, cujo dual L2 é uma
reta que passa por P , pois Ľ2 está em P̌ . Como Ľ2 está em Q̌, então L2 é tangente a Q
em P . Assim

L2 = L1 ⇒ Ľ2 = Ľ1

o que é um absurdo, pois Ľ1 é um ponto diferente de Ľ2. Assim, mostramos que cada um
desses pontos são levados para uma única reta tangente P̌ . Com isso temos que dados
cinco retas tangentes a uma cônica em P̌2 é um conjunto de cinco pontos em P2. Logo
ˇ̌Q = Q.

A partir desse lema podemos mostrar mais um problema enumerativo de cônicas. Já
mostramos anteriormente que dados cinco pontos em P2 (tal que quatro deles não são
colineares) existe uma única cônica que passa por eles, veremos que esse é o mesmo
número de cônicas que são tangentes a cinco retas. Mais precisamente,

Teorema 2.26. Dadas quaisquer 5 retas em P2 tal que três ou mais delas não se inter-
sectam em um único ponto, então existe uma única cônica que é tangente a essas cinco
retas.

Demonstração. Usando o Princípio da Dualidade podemos ver cinco retas em P2 como
cinco pontos em P̌2. Aplicando o Teorema 2.15 temos que existe uma única cônica Q̌ que
passa por esses cinco pontos. Segue do Lema 2.25 que ˇ̌Q = Q, logo existe uma única
cônica Q que é tangente a cinco retas tais que três delas não são concorrentes em P2.

2.4 Excesso de Interseção
Na seção 1.3, para curvas, definimos interseção transversal, isto é, quando um ponto

na interseção das duas curvas tem retas tangentes distintas a esse ponto. Assim, vamos
precisar definir a noção interseção transversal para variedades de dimensão superior.
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Como mencionado anteriormente no Lema 2.14, dois hiperplanos são linearmente
independentes se suas formas lineares são linearmente independentes, outra forma de ver
isso é que em qualquer ponto na interseção dos hiperplanos a interseção dos espaços
tangentes consiste de um único ponto.

Definição 2.27. Sejam X ⊆ Pn uma subvariedade projetiva e P ∈ X . Podemos esco-
lher uma vizinhança afim de P que denotaremos por X ⊂ Cn. Assumindo que P é a
"origem"do espaço Cn, então todo polinômio F = F0 + F1 + · · · + Fd ∈ I(X) satisfaz
F0 = 0, onde Fi é parte homogênea de grau i. Defina

TPX := Z(F1;F ∈ I(X)) ⊆ Cn

o espaço tangente a X em P .

Definição 2.28. Dizemos que as hipersuperfícies H1, ..., Hn em Pn se intersectam trans-
versalmente em P ∈ H1 ∩ · · · ∩Hn quando seus espaços tangentes em P se intersectam
no ponto P , ou seja, TPH1 ∩ · · · ∩ TPHn = P . As hipersuperfícies H1, ..., Hn são ditas
transversais se a interseção for transversal em todos os pontos.

O resultado a seguir é o Teorema de Bézout para hipersuperfícies que se intersectam
transversalmente. A demonstração deste resultado requer uma teoria ainda mais refinada
que pode ser encontrada com detalhes em Fulton (2013). Como o nosso objetivo não é
demonstrá-lo, vamos apenas enunciar e apresentar informalmente algumas consequências
para os problemas enumerativos.

Teorema 2.29 (Teorema de Bézout). Se n hipersuperfícies de graus d1, d2, ..., dn se in-
tersectam transversalmente em Pn, então esta interseção consiste de d1d2 · · · dn pontos.

Observação 2.30. O Teorema de Bézout ainda pode ser generalizado para hipersuperfícies
que não se intersectam transversalmente. Dadas n hipersuperfícies de graus d1, d2, ..., dn
de tal forma que a interseção destas hipersuperfícies tenha finitos pontos, então sempre
obtemos d1d2 · · · dn pontos na interseção, desde que contemos suas devidas multiplicida-
des.

A seguir, precisaremos apenas de dois fatos sobre multiplicidade: a multiplicidade
de interseção de H1 ∩ · · · ∩ Hn em um de seus pontos P é sempre um número inteiro
positivo, e o número é igual a 1 precisamente quando as hipersuperfícies se intersectam
transversalmente em P . Esta multiplicidade de interseção pode ser calculada algebrica-
mente estendendo a relação estabelecida na Observação 1.54 para hipersuperfícies em
Pn.

Teorema 2.31. Dados três pontos P1, P2, P3 ∈ P2 e duas reta L1, L2 ⊂ P2, existem no
máximo 4 cônicas que passam por estes três pontos e são tangentes as duas retas.

Demonstração. O conjunto de todas as cônicas que passam por três pontos fixos em P2

corresponde a interseção S := H1∩H2∩H3 ⊂ P5. Esta interseção é uma variedade linear
de dimensão dois e grau um. Por outro lado, os conjuntos de cônicas que são tangentes
a L1 e de cônicas tangentes a reta L2 formam hipersuperfícies HL1 e HL2 de grau dois,
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respectivamente. A interseção S ∩HL1 ∩HL2 ⊂ P5 é um conjunto de dimensão zero que
satisfaz as condições do teorema, logo é conjunto de pontos é finito. Portanto, segue da
Observação 2.30 que o número máximo de pontos distintos em S ∩ HL1 ∩ HL2 ⊂ P5 é
(degS)(degHL1)(degHL2) = (1)(2)(2) = 4.

Com estas informações adicionais, vamos voltar aos problemas enumerativos vistos
até aqui. Para mostrar o Teorema 2.15 era suficiente verificar que se quatro dos cinco
pontos não são colineares então os seus hiperplanos em P5 são linearmente independen-
tes e isto implica que interseção desses cinco hiperplanos é transversal. Nesse caso, a
interseção contém 15 = 1 ponto.

Nas condições do Teorema 2.20, se os quatro hiperplanos e a hipersuperfície de grau
dois se intersectarem transversalmente, então essa interseção consiste de 14 ·2 = 2 pontos.
Nesse caso, observa-se que a interseção é transversal, a menos que três dos quatro pontos
sejam colineares ou um dos pontos esteja na reta dada. É possível verificar também no
Teorema 2.31 que a condição para que as cinco hipersuperfícies se intersectem transver-
salmente é que os três pontos não sejam colineares nem pertençam as retas dadas. Assim
nossos problemas enumerativos envolvendo pontos e retas se resumem na tabela abaixo:

Reta L 0 1 2 3 4 5
Ponto P 5 4 3 2 1 0
Solução 1 2 4 ? ? ?

Tabela 2.1: Soluções de Cônicas para os problemas Ponto-Reta

Em geral, fica claro que se as hipersuperfícies determinadas por cônicas passando por
pontos e tangentes as retas se intersectarem transversalmente, as soluções para os últimos
três problemas da tabela acima seguiria diretamente por Bézout. No entanto, para os
últimos três problemas de pontos e retas as hipersuperfícies correspondentes não podem
se intersectar transversalmente, não importa como nós escolhemos os pontos e as retas.
A razão pela qual essas hipersuperfícies não se intersectam transversalmente envolve as
cônicas de reta dupla.

O enunciado do Teorema 2.26 nos diz que dadas cinco retas em P2 tais que mais de
três delas não se intersectam em um único ponto, então existe uma única cônica tangente
a estas cinco retas. Por outro lado a hipersuperfície de todas as cônicas tangentes a uma
reta tem grau igual dois pelo Lema 2.19. Se aplicarmos o Teorema de Bézout, supondo
que a interseção destas cinco hipersuperfícies é transversal, temos que (2)(2)(2)(2)(2) =
25 = 32 pontos em P5. Este é um exemplo claro de excesso de interseção.

Neste caso, vamos analisar como as cônicas de reta dupla estão intersectando essas
cinco retas. Lembre-se que, no plano projetivo, quaisquer duas retas se intersectam (retas
paralelas se encontram no infinito), em particular, qualquer cônica de reta dupla passando
por uma das retas intersectará cada uma das quatro retas dadas. Estas retas duplas serão
tangente a cada uma das retas dadas no sentido algébrico de que a equação para a in-
terseção tem raiz dupla. Assim, obtemos infinitas cônicas de reta dupla como soluções.
Como não temos um número finito de soluções, as cinco hipersuperfícies em P5 não se
intersectam transversalmente.
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Para os problemas restantes queremos ignorar as soluções de cônicas de retas duplas
e contar apenas o número de cônicas que não sejam reta dupla. Na verdade, para cada um
dos problemas enumerativos P +L+Q = 5 existe uma solução finita que consiste apenas
de cônicas não degeneradas. Nos problemas vistos anteriormente nenhumas das soluções
podem ser cônicas de reta dupla por causa das condições impostas as retas e os pontos.

No caso do problema Steiner, as hipersuperfícies associadas a cada uma das cônicas
tem grau 6, o que implicaria em 7776 = 65 que foi a resposta dada pelo prórpio Steiner.
A mesma situação de cônicas tangentes a cinco retas se aplicam a este caso pois, as cinco
hipersuperfícies HQ não podem se intersectar transversalmente. Na verdade, cada cônica
de reta dupla é tangente a cada uma das cônicas dadas. Para resolver este excesso de
contagem vamos introduzir uma nova ferramenta, o Blow Up.



Capítulo 3

O Blow Up da Veronese

Neste capítulo definiremos o blow up de P5 ao longo da superfície de Veronese. Este
objeto será fundamental para entendermos como as cônicas de retas duplas estão afetando
nossa contagem. Citamos os trabalhos Gathmann (2002), Hartshorne (2013) e Rojas et al.
(2023).

3.1 A superfície de Veronese
Definição 3.1. Sejamm,n > 0 eM0, ...,MN todos os monômios de graum nas variáveis
x0, ..., xn. Defina o mapa νm : Pn → PN dada por P 7→ [M0(P ) :M1(P ) : · · · :MN(P )],
onde N =

(
n+m
m

)
− 1. A imagem do mapa acima é denominada m-ésimo mergulho de Pn

em PN .

Ao considerarmos a cônica de reta dupla dada por Z((ax+ by + cz)2). Vemos que

Z((ax+ by + cz)2) = Z(a2x2 + b2y2 + c2z2 + 2abxy + 2acxz + 2bcyz).

Definimos a superfície de Veronese de cônicas de retas duplas (ou simplesmente superfí-
cie de Veronese) como a imagem do mapa

ν̃2 : P̌2 → P5

[a : b : c] 7→ [a2 : b2 : c2 : 2ab : 2ac : 2bc]

que denotaremos por V .

Observação 3.2. Note que a aplicação ν̃2 : P̌2 → P5 é injetiva. De fato, dados [a21 : b21 :
c21 : 2a1b1 : 2a1c1 : 2b1c1], [a

2
2 : b22 : c22 : 2a2b2 : 2a2c2 : 2b2c2] ∈ P5. Assuma que são

iguais, então deve existir λ ̸= 0 tal que,

a21 = λa22, b
2
1 = λb22, c

2
1 = λc22

2a1b1 = λ2a2b2, 2a1c1 = λ2c2b2, 2c1b1 = λ2c2b2

Para essas condições podemos ver

26
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a1 =
√
λa2, b1 =

√
λb2, c1 =

√
λc2

Como a multiplicação por escalar não altera o ponto no espaço projetivo, então ν̃2 é inje-
tiva. Esta aplicação é, portanto, um mergulho de P̌2 em P5.

Observação 3.3. Este mapa nos fornece a parametrização de uma superfície V em P5. Um
ponto nessa superfície deve satisfazer as seguintes equações nas variáveis a, b, c, d, e, f .

f 2 − 4bc = 0, e2 − 4ac = 0, d2 − 4ab = 0,

4af − 2de = 0, 4dc− 2ef = 0, 4be− 2df = 0.

Note que os pontos situados na superfície de Veronese satisfaz as equações acima. Além
disso, o ideal gerado por estas seis equações polinomiais, pelo Teorema dos Zeros de
Hilbert - Caso Projetivo, é um ideal radical associado a esta subvariedade em P5.

Proposição 3.4. O grau da superfície de Veronese de cônicas de retas duplas é 4.

Demonstração. Podemos calcular o polinômio de hilbert associado a superfície de Vero-
nese. O grau do polinômio é a dimensão e o grau da superfície de Veronese é o produto do
fatorial da dimensão de V e o coeficiente lider. O algoritmo abaixo pode ser implementado
no Macaulay2, ele nos mostra como encontrar este grau. polinômio.

Figura 3.1: Polinômio de Hilbert de V

Segue da Definição 1.49 que o grau da superfície é 4.
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3.2 A Variedade Degenerada
Nesta seção estamos interessados em calcular o grau da variedade degenerada em

P5. Primeiramente definiremos o mergulho de Segre que nos permitirá caracterizar quais
dos conjuntos de Pn × Pm serão denominados conjuntos algébricos. Para isso, sejam
N = (n+ 1)(m+ 1)− 1, a = [a0 : ... : an] e b = [b0 : ... : bm]. Defina

φ : Pn × Pm −→ PN

[a0 : · · · : an]× [b0 : · · · : bm] 7→ [a0b0 : a0b1 : · · · : a0bm : · · · : anb0 : · · · : anbm]

Note que, φ está bem definida, é injetora e sua imagem1 é um conjunto algébrico
projetivo em PN . Esta função nos permite identificar os conjuntos de Pn × Pm com os
conjuntos fechados na imagem do mapa φ em PN .

Definição 3.5. A função φ como definida acima é denominda mergulho de Segre. Dire-
mos que X ⊆ Pn × Pm é um conjunto algébrico se a sua imagem, φ(X), for um fechado
em PN .

Exemplo 3.6. Se m = n = 1 então N = 2 · 2 − 1 = 3 e φ : P1 × P1 → P3 dada por
(a, b) 7→ [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1]. Sabemos que a imagem de φ é definida pelo menor
2× 2 da matriz [

z00 z01
z10 z11

]
onde zij = aibj para i, j ∈ {0, 1}. Ou seja, φ(P1 × P1) = Z(F ) ⊂ P3 com F = z00z11 −
z10z01 ∈ C[z00, z01, z10, z11]. De fato, F (φ(a, b)) = a0b0a1b1 − a1b0a0b1 = 0,∀a, b ∈ P1.

Teorema 3.7. Um subconjunto X ⊆ Pn × Pm é um conjunto algébrico projetivo se,
e somente se, existem G1, ..., Gk ∈ C[x0, ..., xn, y0, ..., ym] bihomogêneos nas variáveis
x0, ..., xn e y0, ..., ym para cada i = 1, ..., k tais que

X =
{
(a, b) ∈ Pn × Pm|Gi(a, b) = 0,∀i = 1, ..., k

}
.

Demonstração. Ver Rojas et al. (2023), página 82.

Lema 3.8. Para cada cônica Q em P2 existe um conjunto de cônicas que são tangentes a
Q. Estas cônicas formam uma hipersuperfície HQ em P5. Para qualquer ponto C ∈ HQ

a reta que passa por C e Q está contida em HQ. Isto é equivalente a dizer que qualquer
ponto em P5 que está na reta que une Q e C representa uma cônica que é tangente a Q.

Demonstração. Sem perda de generalidade vamos considerar uma cônicaQ : xz−y2 = 0
e seja HQ uma variedade em P5 que corresponde ao conjunto de cônicas tangentes a
cônica Q. Escolha um ponto C = [a0 : b0 : c0 : d0 : e0 : f0] pertencente a HQ. Como a

1Este é um bom exercício para o leitor verificar
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cônica Q corresponde ao ponto [0 : −1 : 0 : 0 : 1 : 0] em P5, a reta que passa por Q e C
tem a seguinte parametrização

L(t) = tQ+ (1− t)C

LQC = [(1− t)a0 : −t+ (1− t)b0 : (1− t)c0 : (1− t)d0 : t+ (1− t)e0 : (1− t)f0].

Portanto uma cônica que está nessa reta é dada por:

(1−t)a0x2+[−t+(1−t)b0]y2+(1−t)c0z2+(1−t)d0xy+[t+(1−t)e0]xz+(1−t)f0yz = 0

Agora vamos verificar se esta cônica é tangente a Q. Para isso vamos desomogeneizar
a curva acima em relação a variável z e restringir a cônica Q. Assim temos a seguinte
expressão

H : (1− t)a0y
4 + (1− t)d0y

3 + (1− t)(b0 + e0)y
2 + (1− t)f0y + (1− t)c0 = 0

Derivando a equação polinomial acima obtemos

H ′ : (1− t)4a0y
3 + (1− t)3d0y

2 + (1− t)(2b0 + 2e0)y + (1− t)f0.

Encontrando a resultante da matriz abaixo podemos calcular o discriminante como no
Lema 2.22.

(1− t)



a0 d0 (b0 + e0) f0 c0 0 0
0 a0 d0 (b0 + e0) f0 c0 0
0 0 a0 d0 (b0 + e0) f0 c0
4a0 3d0 2(b0 + e0) f0 0 0 0
0 4a0 3d0 2(b0 + e0) f0 0 0
0 0 4a0 3d0 2(b0 + e0) f0 0
0 0 0 4a0 3d0 2(b0 + e0) f0


Como a cônica C foi escolhida para ser tangente a Q, o discriminante

D(H) :=
(−1)6

a0
R4,3(H,H

′) = 0

é um polinômio nas variáveis a0, b0, c0, d0, e0, f0 de grau seis cujo conjunto de zeros per-
tencem a reta LQC e correspondem as cônicas tangentes a cônica Q.

Considere agora a cônica degenerada dada por Z((ax + by + cz)(dx + ey + fz)).
Vemos que esta cônica pode ser vista como

Z
(
adx2 + bey2 + cfz2 + (ae+ bd)xy + (af + cd)xz + (bf + ce)yz

)
.

Como P̌2 parametriza as retas e P5 parametriza as cônicas em P2, o mapa racional

γ : P̌2 × P̌2 −→ P5

dada por

[a : b : c]× [d : e : f ] 7−→ [ad : be : cf : ae+ bd : af + cd : bf + ce].

A imagem do mapa γ é chamada de variedade degenerada em P5.
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Lema 3.9. O grau da variedade degenerada em P5 é três.

Demonstração. Vamos definir

γ := ψ ◦ φ : P̌2 × P̌2 −→ P5,

onde φ é o mergulho de segre de P̌2 × P̌2 para P8 e ψ é o mapa racional de P8 para P5

dado por:

[ad : be : cf : ae : af : bd : bf : cd : ce] 7→ [ad : be : cf : ae+ bd : af + cd : bf + ce].

A estratégia para determinar o grau da variedade degenerada é usar os anéis de coordena-
das dos espaços envolvidos e definir mapas adequados sobre esses anéis. Para isso, con-
sidere C[z00, z01, z02, z10, z11, z12, z20, z21, z22], C[a, b, c, d, e, f ], C[x0, x1, x2, y0, y1, y2] os
anéis de polinômios de P8, P5 e P̌2 × P̌2 respectivamente. O algoritmo a seguir mostra
como podemos obter as equações do mergulho de Segre.

Figura 3.2: Algoritmo para mapa g

O núcleo da aplicação g é o ideal gerado pelas equações de Segre

z00z11 − z10z01 = 0 z00z12 − z10z02 = 0 z00z21 − z20z01 = 0

z00z22 − z20z02 = 0 z01z12 − z11z02 = 0 z01z22 − z21z02 = 0

z10z21 − z20z11 = 0 z10z22 − z20z12 = 0 z11z22 − z21z12 = 0

Por fim, definimos um mapa h dado pelas equações de ψ e determinamos a pré-
imagem do ideal gerado pelas equações de Segre via o mapa h.
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Figura 3.3: Pré imagem do Ideal I sob mapa h.

O polinômio encontrado na penúltima linha do algoritmo acima é homogêneo de grau
três e seus zeros definem uma hipersuperfície em P5. Logo o grau da variedade degene-
rada é três.

3.3 Blowing up
Seja X ⊂ An uma variedade afim. Para algum r ∈ N, sejam F1, ..., Fr ∈ A(X)

funções polinomiais em X e U = X \ Z(F1, ..., Fr). Como F1, ..., Fr não se anulam
simultaneamente em U , obtemos um morfismo

f : U −→ Pr−1

x 7−→ [F1(x) : · · · : Fr(x)].

Considere o gráfico
Γf = {(x, f(x)) : x ∈ U} ⊂ U × Pr−1

que é isomorfo a U , tendo como morfismo inverso a projeção no primeiro fator. Note que
Γf é fechado em U × Pr−1 pois,

(x, y) ∈ Γf ⇔ y = f(x) ⇔ yiFj(x) = yjFi(x)

isto é, os pontos em X \U que se anulam simultaneamente em F1(x), ..., Fr(x) não estão
bem definidos como ponto em Pr−1.

Definição 3.10. O fecho do gráfico Γf emX×Pr−1 que contém Γf como um subconjunto
aberto e denso é chamado de blow up de X em I = ⟨F1, ..., Fr⟩. Denotaremos por
BlZ(I)X .

Observação 3.11. Note que existe uma projeção natural

π : BlZ(I)X −→ X
(x, f(x)) 7→ x

no primeiro fator. As vezes dizemos que esse morfismo é o blow up de X em Z(I) =
Z(F1, ..., Fr).
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Observação 3.12 (Conjuntos Excepcionais). Sabemos que π |Γf
: Γf → U é um isomor-

fismo, assim podemos identificar Γf com U de modo que U seja um subconjunto aberto
deBlZ(I)X . Seu complementarBlZ(I)X \U = π−1(Z(F1, ..., Fr)), em que π geralmente
não é um isomorfismo, é chamado de divisor excepcional do blow up .

Se X é irredutível e F1, ..., Fr não se anulam simultaneamente em todo X , então
U = X \Z(F1, ..., Fr) é um conjunto aberto não-vazio e denso em X . Portanto seu fecho
no blow up, que por definição é todo BlZ(I)X , é também irredutível. Assim podemos
concluir que X e BlZ(I)X são birracionais neste caso, tendo em comum o subconjunto
aberto e denso, U .
Observação 3.13 (Transformada estrita e blow up de subvariedades). Seja Y uma subva-
riedade fechada de X . Então o blow up de Y em I = ⟨F1, ..., Fr⟩ resulta em

Ỹ ⊂ Y × Pr−1 ⊂ X × Pr−1

e portanto é também uma subvariedade fechada de BlZ(I)X . Na verdade, é o fecho de
Y ∩ U em BlZ(I)X (usando o isomorfismo Γf ≃ U da Observação 3.12 para identificar
Y ∩ U com um subconjunto de BlZ(I)X). Se considerarmos Ỹ como subconjunto de
BlZ(I)X dessa forma, chamaremos de transformada estrita de Y no blow up de X .

Em particular, se X = X1 ∪ · · · ∪ Xm é a decomposição de X em componentes
irredutíveis, então BlZ(I)Xi ⊂ BlZ(I)X para i = 1, ...,m. Além disso, como o fecho de
um conjunto comuta para uniões finitas, temos que

BlZ(I)X = BlZ(I)X1 ∪ · · · ∪BlZ(I)Xm

isto é, para obter o blow up de X é suficiente obter o blow up de suas suas componentes
individualmente. Para muitas situações basta, portanto, considerar o blow up de varieda-
des.

Exemplo 3.14. Com a mesma notação da construção do blow up, seja r = 1, nesse caso
existe apenas uma função polinomial F1. Então BlZ(F1)X ⊂ X × P0 ≃ X , e Γf ≃ U .
Nesse caso BlZ(I)X é apenas o fecho de U em X sob este isomorfismo. Se assumirmos,
por simplicidade, que X é irredutível e obtemos, portanto, dois casos:

(a) Se F1 ̸= 0 então U = X \ Z(F1) é um subconjunto aberto não vazio de X , e
portanto BlZ(I)X = X .

(b) Se F1 = 0 então U = ∅, e portanto BlZ(I)X = ∅.

Lema 3.15. O blow up BlZ(I)X de uma variedade afim X em I = F1, ..., Fr ∈ A(X)
satisfaz

BlZ(I)X ⊂ {(x, y) ∈ X × Pn | yiFj(x) = yjFi(x),∀i, j = 1, ...r}.

Demonstração. Ver Gathmann (2002), Lemma 9.14.

Proposição 3.16. Seja π : BlZ(I)X → X o blow up de variedade irredutível
X em F1, ..., Fr ∈ A(X). Então, cada componente irredutível do excepcional
π−1(Z(F1, ..., Fr)) tem codimensão 1 em BlZ(I)X . É, portanto, chamado de hipersu-
perfície excepcional do blow up.
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Demonstração. Ver Gathmann (2002), Proposition 9.23.

Observação 3.17. Note que o blow up de uma variedade projetiva X pode ser definida
essencialmente da mesma forma que para o caso afim. Se F1, ..., Fr ∈ S(X) são polinô-
mios homogêneos de mesmo grau o blow up de X em F1, ..., Fr é definido como o fecho
do gráfico

Γ = {(x, f(x)) : x ∈ U} ⊂ U × Pr−1

onde U = X \ Z(F1, ..., Fr). Este conjunto é, por Segre, uma variedade projetiva.

Exemplo 3.18 (Blow up de uma curva C ⊂ C2 na origem). Considere C = Z(y2 −
x2(x+ 1)) uma cúbica em C2. O blow up de C2 no ponto (0, 0), é definido por

Bl(0,0)C2 := {((x, y), [t : u]) ∈ C2 × P1 | xu− yt = 0}

onde t, u são coordenadas homogêneas em P1 e (x, y) são coordenadas de C2. Isto é o
mesmo que olhar C2 exceto na origem que foi substituído por um P1 correspondente as
direções das retas que passam por (0, 0). Nesse caso, chamamos P1 de curva excepcional,
denotado por E. Como P1 pode ser coberto por abertos afins t ̸= 0 e u ̸= 0 (ver Corolá-
rio A.37). Se t ̸= 0, podemos considerar t = 1 e u um parâmetro afim qualquer. Então
temos as equações

y2 = x2(x+ 1)

y = xu

em C3 com coordenadas x, y, t. Substituindo, temos x2u2 − x2(x + 1) = 0. Assim,
obtemos duas componentes irredutíveis, uma definida por x = 0, y = 0, u arbitrário, que
é a curva excepcional, e outra definido por u2 = x + 1, y = xu, isto é, C̃. Note que
C̃ ∩ E = {(0, 1), (0,−1)}. Estes pontos correspondem as duas direções de C em (0, 0).
Analogamente, ao considerarmos o outro conjunto aberto u ̸= 0 em C2 × P1, vemos que
C̃ encontra E no ponto t = ±1. Além disso, C̃ é uma curva não degenerada, pois é não
degenerada em cada um dos conjuntos abertos. O efeito do blow up é, portanto, separar
ramos de curvas que passam por (0, 0) de acordo com suas inclinações. Se as inclinações
forem diferentes, suas transformadas estritas não se encontram mais em Bl(0,0)C2. Em
vez disso, elas encontram E em pontos correspondentes às diferentes inclinações.

Figura 3.4: Blow Up de C2 em (0, 0)
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Considere a superfície de Veronese de cônicas de retas duplas

V = Z(f 2 − 4bc, e2 − 4ac, d2 − 4ab, 4dc− 2ef, 4af − 2de, 4be− 2df)

e defina o seguinte mapa racional

ϕ : P5 −→ P5

[a : b : c : d : e : f ] 7−→ [f 2−4bc : e2−4ac : d2−4ab : 4dc−2ef : 4af−2de : 4be−2df ].

Note que o lugar de indenfinição desse mapa racional é V e, portanto, seu gráfico é dado
por Γ := {(x, ϕ(x)) : x ∈ P5 \ V} ⊂ (P5 \ V)× P5.

Definição 3.19. O fecho do gráfico acima (em P5 × P5), que denotaremos por BlV(P5),
é o blow up de P5 ao longo da superfície de Veronese.

Observação 3.20 (Equações paraBlV(P5)). Sabemos que o gráfico é o conjunto de pontos
([a : b : c : d : e : f ], [r : s : t : u : v : w]) ∈ P5 × P5 que satisfaz as equações

λr = f 2 − 4bc λu = 4dc− 2ef

λs = e2 − 4ac λv = 4af − 2de

λt = d2 − 4ab λw = 4be− 2df

Com a ajuda do Macauley2 podemos determinar as equações para o blow up de P5 ao
longo da superfície de Veronese. A última linha do algoritmo no final desta observação
nos retorna o ideal gerado por oito polinômios nas variáveis a, b, ..., f, r, s, ..., w

bu+ 2cv + 2ew = 0 as+ bt+ 0.5dv = 0

au+ 0.5bv + dw = 0 dr + 0.5es+ fu = 0

ds+ 2et+ 2fv = 0 br + cs+ 0.5eu = 0

bs+ 4ct− 4fw − du = 0 ar − ct+ 0.25du− 0.25ev = 0

Essas equações podem ser obtidas a partir da syzygies, matriz de coeficientes polinomiais
usada para calcular o núcleo de um mapa de S-módulos livres. Equivalentemente resolver
sistemas de equações lineares sobre S Eisenbud (2013). A matriz abaixo é a syzygies para
as equações BlV(P5).

d b 0 a 0 0 0 0
0.5e c d 0 a b 0 0
0 0 2e −c b 4c 0 0
f 0.5e 0 0.25d 0 −d b a
0 0 2f −0.25e 0.5d 0 2c 0.5b
0 0 0 0 0 −4f 2e d


Para determinar esta matriz basta acrescentar ao algoritmo abaixo o comando syz gens
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I.

Figura 3.5: Algoritmo para as equações do blow up.

Intuitivamente podemos pensar no BlV(P5) como um prolongamento das cônicas no
seu espaço de parâmetros. Este blow up preserva as propriedades de cônicas não degene-
radas e cônicas de retas cruzadas, mas adiciona a superfície de Veronese uma informação
adicional.

Definição 3.21. O conjunto de pontos adicionados ao tomar o fecho do gráfico Γ, deno-
tado por E, é o divisor excepcional no BlV(P5).

Observação 3.22. Seja V a superfície de Veronese em P5, então pela observação 3.12, a
projeção

π : BlV(P5) −→ P5

(x, ϕ(x)) 7−→ x
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define um isomorfismo entre os abertos

BlV(P5) \ π−1(V) −→ P5 \ V .

Além disso, da observação 3.13, se Z é uma variedade em P5, então π−1(Z) é a trans-
formada total de Z. Se π−1(Z) é redutível e tem um múltiplo do divisor excepcional,
mE como uma componente, então π−1(Z) \mE é chamada de transformada própria de
Z. Os pontos do fecho de π−1(Z) que estão fora do divisor excepcional é chamado de
transformada estrita de Z. Nesse sentido, as variedades que estão fora da superfície de
Veronese permanecem inalteradas no blow up.

3.4 A dualidade encontra o Blowup
Nesta seção faremos uma descrição informal para entender o que acontece com as seis

ultimas entradas de um ponto que pertence ao divisor excepcional. Isto nos leva a entrar
em conceitos ainda mais profundos sobre o assunto como por exemplo compactação do
espaço de parâmetros e cônicas completas. O leitor interessado poderá consultar Eisenbud
e Harris (2016).

O blow up de P5 ao longo da superfície de veronese, definido como fecho do gráfico
Γ, é uma expansão de P5 em que a superfície de veronese é deformada em algo com
duas dimensões a mais. Na verdade, cada ponto na veronese foi substituído por um P2

inteiro dentro do BlV(P5). De fato, ao considerarmos a cônica de reta dupla x2 = 0, esta
corresponde ao ponto [1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0] na superfície de Veronese. Ao substituirmos
esse ponto nas equações do blow up temos,

2au = 0 2as = 0 4ar = 0.

Como a ̸= 0, isto implica que u, s e r são necessariamente zero e t, v e w podem ser
qualquer. Então

π−1([1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0]) =
(
[1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0], [0 : 0 : t : 0 : v : w]

)
.

Portanto estes pontos definem um P2 dentro do blow up, então π−1([a : b : c : d : e :
f ]) ≃ P2, com [a : b : c : d : e : f ] ∈ V .

Os pontos adicionados no fecho do gráfico podem ser vistos como limite de sequência
de pontos do BlV(P5) \ E =: S. Cada ponto P ∈ S é dado por um vetor de doze
entradas, as primeiras seis entradas denotam uma cônica C ⊂ P5 não degenerada a as seis
últimas são coeficientes de uma cônica não degenerada Č em P̌5 (isto não seria verdade
para corpos de característica 2). Os coeficientes da cônica dual em (2.3) coincide com as
equações polinomiais da superfície de Veronese.

Lembre que, E é a pré-imagem da veronese sob o mapa

π : BlVP5 −→ P5

(C, Č) 7−→ C
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Tomando um ponto em P ∈ E sabemos precisamente que as primeiras seis coordenadas
descrevem uma cônica de reta dupla em P5. Por outro lado, não conseguimos identificar
o segundo fator previamente pois, dentro de P5 a dualidade não está bem definida para os
pontos da veronese. Usaremos sequências para resolver esse problema.

Considere uma sequência de pontos Pi ∈ S que converge para P ∈ E. Vamos
observar o que acontece quando uma cônica não degenerada se aproxima de uma cônica
de reta dupla. Seja {Ci} uma família de cônicas em P5 a um parâmetro i. Sabemos que o
primeiro fator converge para coeficientes de um ponto na veronese. Isto pode ser pensado
como uma deformação de uma cônica não degenerada em uma cônica de reta dupla. Para
cada instante i dessa deformação temos uma cônica no plano que tem uma cônica dual
bem definida. Conforme a sequência de cônicas não degeneradas se aproxima da cônica
de reta dupla a sequência de cônicas duais {Či} se aproxima das ultimas seis entradas do
ponto P . Intuitivamente, quando uma cônica se degenera em um par de retas cruzadas
ou uma reta dupla, a sua dual parece desaparecer, já que o dual de uma reta é apenas um
ponto.

Vamos considerar o seguinte mapa

BlVP5 −→ P5

[Q : Q̌] ∈ E 7−→ Q̌ ∈ P5

onde a primeira entrada é um ponto da veronese e a segunda é um ponto da variedade
degenerada tal que ˇ̌Q = Q (provado no lema 2.25).

Para calcular o limi→0 Či, seja V a superfície veronese em P5 e escolha um ponto
Q ∈ V , sabemos queQ é da forma [a20 : b

2
0 : c

2
0 : 2a0b0 : 2a0c0 : 2b0c0] onde a0, b0, c0 ∈ C.

Considere o segmento de reta LCQ ⊂ P5 que liga C = [a : b : c : d : e : f ] a Q. Este
segmento tem a seguinte parametrização[
a20(1− i) + ai : b20(1− i) + bi : c20(1− i) + ci : 2a0b0(1− i) + di : 2a0c0(1− i) + ei :

2b0c0(1− i) + fi
]

onde o parâmetro i é um número real que varia de zero a um. Como i se aproxima de
zero, a família de cônicas não degeneradas se aproxima de uma cônica de reta dupla, e
portanto LCQ(0) = Q. Um ponto no divisor excepcional pode ser descrito escolhendo
um ponto na variedade degenerada e depois calculando o dual desse ponto sob o mapa

δ : P5 −→ P̌5

[a : b : c : d : e : f ] 7→ [f 2−4bc : e2−4ac : d2−4ab : 4dc−2ef : 4af−2de : 4be−2df ].

O limite de ĽCQ(i) quando i se aproxima de zero é o segundo fator que descreve o ponto
emE. Podemos considerar esse ponto limite em P5 como uma cônica nas variáveis x, y, z;
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dado por

Q̌ = Z
([√

c

(
b0 −

f

2c
c0 −

√
f 2 − 4ac

4c2
c0

)
x+

√
a

(
c0 −

e

2a
a0 −

√
e2 − 4ac

4a2
a0

)
y+

+
√
b

(
a0 −

d

2b
b0 −

√
d2 − 4ac

4b2
b0

)
z

][√
c

(
b0 −

f

2c
c0 +

√
f 2 − 4ac

4c2
c0

)
x+

+
√
a

(
c0 −

e

2a
a0 +

√
e2 − 4ac

4a2
a0

)
y +

√
b

(
a0 −

d

2b
b0 +

√
d2 − 4ac

4b2
b0

)
z

])
.

Isto também nos diz que a imagem de E sob a projeção no segundo fator é variedade
degenerada em P5. O mapa δ está bem definido para pontos de P5 fora da superfície
de veronese, pois toda cônica de reta cruzada e cônica não degenerada tem o dual bem
definido.

Assim podemos usar o mapa δ para identificar os pontos que faltavam no BlV(P5),
correspondentes a pontos da veronese. Esses pontos são identificados como conjuntos de
cônicas de retas cruzadas que tem como limite uma cônica de reta dupla.
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O Anel de Chow

Em geral, para uma variedade algébrica, o anel Chow é um anel que descreve como
suas subvariedades se intersectam. Também conhecido como o anel das interseções, os
elementos deste anel são classes de subvariedades que possuem as mesmas proprieda-
des de interseção. Neste capítulo citamos os trabalhos Bashelor (2005), Ferreira Filho
(2014) e Gathmann (2002). O leitor interessado poderá consultar Apêndice B para mais
informações sobre o assunto.

4.1 Ciclos e equivalência racional
Definição 4.1. Um ciclo de codimensão k em X é uma soma formal finita de subvarieda-
des de codimensão k numa variedade X . Denotamos o conjunto de todos k-ciclos (ciclos
de codimensão k) em X por ZkX .

Observação 4.2. Cada elemento de ZkX é uma soma linear finita de subvariedades

a1Y1 + a2Y2 + ...+ arYr

onde para cadai, ai ∈ Z e Yi é uma subvariedades de X de codimensão k.

Observação 4.3. ZkX é grupo abeliano. De fato, dados a, b ∈ ZkX temos que

a+ b =
r∑

i=1

aiYi +
s∑

i=1

biYi =
∑
i=1

(ai + bi)Yi

O elemento zero pode ser pensado como o conjunto vazio. Além disso, para cada ele-
mento

∑r
i=1 aiYi de ZkX existe um único elemento −

∑r
i=1 aiYi tal que

r∑
i=1

aiYi + (−
r∑

i=1

aiYi) = 0

A associatividade e comutatividade segue dos números inteiros. Logo ZkX é um grupo
abeliano com a operação de adição.

39
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Definição 4.4. Sejam Y1 e Y2 ciclos de codimensão k de uma variedade X . Dizemos que
Y1 e Y2 são racionalmente equivalentes se existe W de codimensão k − 1, contendo Y1 e
Y2, e uma função racional f ∈ K(W ) tal que Y1 = Z(f) e Y2 = pls(f)1.

Exemplo 4.5. Note que Y1 = Z(y2 + x2) e Y2 = Z(yz − x2) são racionalmente equiva-
lentes em P2, pois P2 contém as duas cônicas e podemos encontrar uma função racional

f(x, y, z) =
y2 + x2

yz − x2

que tem Y1 como zeros e Y2 como os polos de f .

Observação 4.6. Quaisquer duas variedades de mesmo grau em Pn são racionalmente
equivalentes. Esse fato é importante pois podemos dizer que variedades não lineares são
racionalmente equivalentes a variedades lineares. Por exemplo, uma hipersuperfície de
grau três é racionalmente equivalente a três cópias de um cíclo linear de codimensão 1.

Definição 4.7 (Ver Hartshorne (2013), página 131). Um ciclo associado a uma função
racional f ∈ K(X)∗, não nula, é definido por

[f ] :=
∑
W

ordW (f)W

onde W é uma subvariedade de codimensão 1 em X .

Definição 4.8. Diremos que um c ∈ ZkX é racionalmente equivalente a zero se existe
uma quantidade finita de subvariedades Wi ⊂ X com codimWi = k − 1, e fi ∈ O(Wi)
não nulo tal que c =

∑
i ci[fi].

Observação 4.9. Note que, para cada i,

ordWi
(fi) = ordWi

(
gi
hi

)
= ordWi

(gi)− ordWi
(hi)

e analogamente ordWi
(f−1

i ) = ordWi
(hi)− ordWi

(gi). Assim ordWi
(fi) = ordWi

(
f−1
i

)
,

portanto [fi] = −[f−1
i ]. Logo os ciclos racionalmente equivalentes a zero formam um

subgrupo de ZkX .

Definição 4.10. Seja Y um ciclo de alguma variedade X de dimensão n. O conjunto de
todos os ciclos que são racionalmente equivalentes a Y é chamado de classe de equiva-
lência racional de Y , denotado por [Y ]. Definimos AkX como quociente de ZkX pelo
subgrupo de todos os ciclos racionalmente equivalentes a zero.

Observação 4.11. Seja X uma variedade de dimensão n, então AkX é o grupo das com-
binações lineares de classes de equivalência racional de k-ciclos. Definimos A∗X =⊕n

k=1A
kX .

1Sejam X uma variedade e f ∈ K(X), denotamos por pls(f) os polos da função racional f .
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Definição 4.12. A multiplicação de dois elementos [Y1] ∈ AkX e [Y2] ∈ AlX é definida
como [Y1] · [Y2] ∈ Ak+lX = [Yα ∩ Yβ] tal que existem Yα ∈ [Y1] e Yβ ∈ [Y2] que se
intersectam transversalmente2. O grupoA∗X munido com esta operação de multiplicação
forma um anel, chamado Anel de Chow.

Proposição 4.13. Se X é uma variedade não singular, a multiplicação definida acima faz
de A∗X um anel comutativo com unidade (A0X = [X]).

Demonstração. Ver (Fulton, 2013), Proposition 4.8 página 140.

Lema 4.14. Sejam Y1 e Y2 subvariedades em um espaço projetivo X . Então existem
subvariedades Y ′

1 e Y ′
2 que são racionalmente equivalentes a Y1 e Y2 respectivamente que

se intersectam transversalmente.

Demonstração. Ver Eisenbud e Harris (2016).

Em P5 conseguimos contar o número de pontos na interseção de cinco hipersuperfí-
cies que se intersectam transversalmente usando o teorema de Bézout, mas no blow up o
teorema de Bézout não se sustenta. Isto ocorre porque encontrar o grau de uma hipersu-
perfície no blow up pode ser mais complicado pois não temos bem definido uma noção
de grau para uma variedade no blow up. Assim, as informações extras estão contidas no
anel de Chow do BlV(P5).

4.2 A Cohomologia do Blow Up
Agora podemos estabelecer uma série de resultados sobre classes de equivalência ra-

cional de ciclos no espaço projetivo. Isto nos permitirá entender as subvariedades tanto
em P5 como em seu blow up.

Teorema 4.15. Seja Z um subconjunto fechado e irredutível de uma variedade projetiva
X e seja U = X \ Z. Então existe um homomorfismo sobrejetor de A1X para A1U .

Demonstração. Seja Y uma subvariedade de codimensão 1 de um variedade projetiva X
com [Y ] ∈ A1X . Construa o seguinte mapa

g : A1X −→ A1U

[Y ] 7−→ [Y ∩ U ]
Portanto se Y = mZ onde m ∈ Z, então

Y 7−→ ∅

Vamos mostrar que g está bem definida. Sejam Y1 e Y2 ciclos racionalmente equivalentes
em X . Note que g(Y1) e g(Y2) são racionalmente equivalentes, pois podemos restringir a
função racional f ∈ K(X) dada por zeros de Y1 e os polos de Y2 ao conjunto X \ Z.

2Dizemos que duas subvariedades A e B se intersectam transversalmente no ponto P se A,B e X são
suaves em P , isto é, TPA+ TPB = TPX .
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Para mostrar que o mapa é sobrejetivo vamos considerar uma classe [W ] de um ci-
clo representativo W de U . Seja W o fecho de W em X . Como a dimensão de W é
igual a dimensão de W e X e U também tem mesma dimensão, então W é um ciclo de
codimensão um em X

Corolário 4.16. Seja Z uma variedade de codimensão um e assuma que Z é irredutível
no espaço ambiente X . O núcleo do mapa g : A1X → A1U é Z[Z].

Demonstração. Na demonstração do teorema anterior vimos que Z[Z] está no ker(g).
Precisamos mostrar que ker(g) ⊂ Z[Z]. Seja [W ] ∈ A1X tal que [W ] não é um múltiplo
inteiro de [Z]. Se Y é um ciclo em [W ], então sua codimensão é 1 e não pode estar
contido em Z e portanto deve conter pontos em X \ Z. Assim temos que o mapa g
leva pontos em [W ] para pontos em U , ou seja, [W ] /∈ ker(g). Logo ker(g) ⊂ Z[Z] e
ker(g) = Z[Z].

Corolário 4.17. Se a codimensão de Z é maior que 1. O mapa g definido no teorema
anterior é um isomorfismo.

Demonstração. Dado um espaço projetivo X , o mapa sobrejetivo g leva elementos de
A1X em elementos de A1(X \ Z). Sejam Y1 e Y2 ciclos racionalmente equivalentes em
X \ Z e sejam Y1, Y2 seus respectivos fechos em X . Como g mapeia apenas elementos
de A1X para A1(X \ Z), qualquer ciclo [Y ] que possamos escolher tem dimensão maior
que a dimensão de Z, ou seja, é grande demais para estar contido em Z. Assim, o ker(g)
é zero e nosso mapa g é injetivo e, portanto, um isomorfismo.

Agora vamos incorporar os resultados acima para dentro do contexto do blow up de
P5 ao longo da superfície de Veronese. Sejam E o divisor excepcional de BlV(P5) e
BlV(P5) \ E seu complementar.

Teorema 4.18. A1(BlV(P5)) é isomorfo a A1(BlV(P5) \ E)⊕ Z[E].

Demonstração. Sabemos do Teorema 4.15 que o mapa

g : A1(BlV(P5)) −→ A1(BlV(P5) \ E)

é sobrejetor. Seja f o mapa que leva múltiplos do divisor excepcional em A1(BlV(P5)).
Como E tem codimensão um no BlV(P5), então usando o Corolário 4.16 temos que
ker(g) = Z[E]. Agora considere a seguinte sequência de homomorfismos

0 −→ Z[E] f−→ A1(BlV(P5))
g−→ A1(BlV(P5) \ E) −→ 0

O mapa f é injetivo pois todo inteiro múltiplo do divisor excepcional é mapeado em
A1(BlV(P5)). Assim a imagem de f é igual ao núcleo de g. Portanto, a sequência curta
acima é exata. Por fim, basta considerar o seguinte homomorfismo

h : A1(BlV(P5) \ E) −→ A1(BlV(P5))

[Y ] 7−→ [Y ]
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onde Y é o fecho de Y , assim temos uma sequência exata splits e portanto

A1(BlV(P5)) ≃ A1(BlV(P5) \ E)⊕ Z[E].

Teorema 4.19. SejaH um hiperplano geral em P5 e seja H̃ = π−1(H). EntãoA1(BlVP5)
é isomorfo a Z[H̃]⊕ Z[E].

Demonstração. Sabemos da Seção 3.3 que BlV(P5) \ E ≃ P5 \ V , isto implica que
A1(BlV(P5) \E) ≃ A1(P5 \V). Segue do Corolário 4.17 que A1(P5 \V) ≃ A1(P5). Ob-
serve que cada elemento de A1(P5) é um múltiplo inteiro de alguma classe de hiperplano
geral [H]. Analisando os isomorfismos acima temos

Z[H] = A1(P5) ≃ A1(P5 \ V) ≃ A1(BlV(P5) \ E) = Z[H̃]

Usando o teorema anterior o resultado segue.

Observação 4.20. Se duas variedades X1 e X2 são racionalmente equivalente em P5,
então suas imagens inversas sob o mapa π : BlV(P5) −→ P5 são racionalmente equi-
valentes. De fato, pois existe uma função racional, digamos, g ∈ O(W ) para alguma
uma subvariedade W de codimensão k − 1 contendo X1 e X2 tal que X1 = Z(g) e
X2 = pls(g). Portanto g ◦ π tem π−1(X1) como seus zeros e π−1(X2) como seus polos.
Vendo como ciclos, segue que nπ−1(X1) = π−1(nX1), onde n é um número inteiro.

Observação 4.21. Considere HQ o conjunto de todas as cônicas tangentes a cônica Q.
Seja H̃ = π−1(H), onde H é algum hiperplano arbitrário em P5, então segue do Te-
orema 4.19 que π−1(HQ) ∼ π−1(6H), além disso da Observação 4.20 sabemos que
π−1(6H) = 6H̃ . Portanto π−1(HQ) ∼ 6H̃ .

Observação 4.22. O divisor excepcional não pode ser representado como múltiplo de
[H], então ele representa uma nova classe [E] no anel de Chow. Como BlV(P5) e P5 são
isomorfos fora da Veronese, [E] é o único novo gerador do anel de Chow. Assim qualquer
hipersuperfície de grau d emBlV(P5) será representada por f. Seja Y uma hipersuperfície
de grau d em P5. Então [π−1(Y )] = [Ỹ ] + n[E] para algum n, equivalentemente [Ỹ ] =
d[H̃]− n[E].

Intuitivamente o inteiro n é o número de vezes que o divisor excepcional cabe em
π−1(Y ). Algebricamente podemos avaliar as derivadas parciais de um polinômio ao longo
de uma variedade e a ordem das derivadas determinam o inteiro n. Nesse sentido, vamos
avaliar se as derivadas parciais do polinômio que define HQ se anula ao longo da su-
perfície de Veronese. Os resultados a seguir fornecem um procedimento computacional
algébrico para encontrar esse inteiro.

Lema 4.23. Seja H̃Q a transformada estrita de HQ sob a projeção π. Então

π−1(HQ) = H̃Q + 2E.
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Demonstração. Nosso objetivo é mostrar que I(π−1(HQ)) ⊂ I(E)2. Primeiramente
provaremos que I(HQ) ⊂ I(V)2. Lembre que, na demonstração do Lema 2.22 mostra-
mos como encontrar o polinômio que define a hipersuperfície de cônicas tangente a uma
cônica dada. Descrevemos esse polinômio a seguir

F =− 16ab4c+ 128a2b2c2 − 256a3c3 + 4b3cd2 − 144abc2d2 + 27c2d4 − 64ab3ce

+ 256a2bc2e+ 12b2cd2e− 144ac2d2e− 96ab2ce2 + 128a2c2e2 + 12bcd2e2 − 64abce3

+ 4cd2e3 − 16ace4 + 80ab2cdf + 192a2c2df − 18bcd3f + 160abcdef − 18cd3ef

+ 80acde2f + 4ab3f 2 − 144a2bcf 2 − b2d2f 2 + 6acd2f 2 + 12ab2ef 2 − 144a2cef 2

− 2bd2ef 2 + 12abe2f 2 − d2e2f 2 + 4ae3f 2 − 18abdf 3 + 4d3f 3 − 18adef 3 + 27a2f 4.

Como F já foi expressa acima, iremos omiti-la do algoritmo. Assim, para encontrar a
inclusão desejada

Figura 4.1: Ideal da Veronese

Note que, na ultima linha o output 6 retorna "false", isto nos diz que I(HQ) ⊂ I(V)2,
mas I(HQ) ̸⊂ I(V)3. Agora, considere os zeros da função F ◦π no blow up BlVP5. Para
qualquer ponto P̃ ∈ π−1(HQ),

π(P̃ ) ∈ HQ ⇐⇒ F (π(P̃ )) = (F ◦ π)(P̃ ) = 0 (4.1)

Portanto (F ◦ π) gera I(π−1(HQ)). Como F também pertence a I(V)2, então podemos
escolher polinômios F1, F2 ∈ I(V) tal que F = F1F2. Utilizando o mesmo argumento



Capítulo 4. O Anel de Chow 45

de (4.1) em F1 e F2, temos que (F1 ◦ π) e (F2 ◦ π) estão em I(π−1(V)) = I(E). Note
que para qualquer ponto P̃ em BlVP5,

(F ◦ π)(P̃ ) = F (π(P̃ )) = F1(π(P̃ ))F2(π(P̃ )) = (F1 ◦ π)(P̃ )(F2 ◦ π)(P̃ )

assim (F ◦π) = (F1◦π)(F2◦π). Isso implica que ⟨F ◦π⟩ ⊂ I(E)2 e portanto Z(I(E)2) ∼
2E ⊂ Z(F ◦ π). Logo os zeros de (F ◦ π) são H̃Q + 2E.

Um fato importante é que dado um ponto P, existem muitas cônicas de reta dupla que
não passam por P, então o hiperplano HP de cônicas passando por P não está contido na
Veronese. Logo [H̃P ] = [H̃]. Usando algoritmos semelhantes ao do lema anterior é pos-
sível mostrar que I(π−1(HL)) ⊂ I(E) e I(π−1(HL)) ̸⊂ I(E)2. Segue das observações
4.21, 4.22 e do último Lema que

[H̃L] = 2[H̃P ]− [E]

[H̃Q] = 6[H̃P ]− 2[E].

Teorema 4.24. Os ciclos H̃P , H̃L e H̃Q em BlV(P5) estão relacionados pela seguinte
identidade

[H̃Q] = 2[H̃P ] + 2[H̃L].

Demonstração. Sabemos dos lemas anteriores que [H̃Q] = 6[H̃P ] − 2[E] e também
[H̃L] = 2[H̃P ]− [E]. Assim

[H̃Q] = 6[H̃P ]− 2(2[H̃P ]− [H̃L])

= 2[H̃P ] + 2[H̃L]

Este resultado nos da uma relação entre os ciclos H̃P , H̃L e H̃Q que será usada fre-
quentemente nos problemas enumerativos. Com a multiplicação definida para o Anel de
Chow, considere a expressão

[H̃P ]
p[H̃L]

l[H̃Q]
q,

podemos interpretar do seguinte modo: quantas cônicas passam por p pontos e são tangen-
tes a l retas e q cônicas dadas? Isto seria suficiente para resolver o problema de Steiner,
mas não sabemos ainda a que tipo de cônicas os pontos correspondem, se o conjunto
solução corresponde a cônicas únicas ou se possuem alguma multiplicidade.

Nesse sentido, estamos interessados em saber se o anel de Chow corresponderá ade-
quadamente com o número de cônicas do problema de Steiner já que, em P5, não podemos
aplicar o Teorema de Bézout. Gostaríamos de garantir que a maioria dos arranjos de cinco
cônicas estivessem em posição geral, ou ainda, que quase todos os arranjos estivessem em
posição geral. Dizer isto na Topologia de Zariski é equivalente a dizer que tal propriedade
é valida para um conjunto aberto.

Na verdade, mostraremos nesta seção não só que o conjunto de cinco cônicas em po-
sição geral é aberto, como também as cônicas tangentes a elas são reduzidas. Mais ainda,
é possível verificar isto para qualquer variação do problema de Steiner por resultados se-
melhantes aos seguintes, basta usar corretamente as hipersuperfícies em P5. As cônicas
reduzidas em P2 correspondem aos pontos isolados em P5 no resultado a seguir.
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Lema 4.25. O conjunto {(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5)} ⊂ (P5)5 tal que
⋂5

i=1 H̃Qi
é transversal,

isto é, consiste apenas de pontos isolados, é um aberto na topologia de Zariski.

Demonstração. Vamos começar mostrando que seu complementar é fechado na topologia
de Zariski. Defina o conjunto

V =

{
(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, P ) | P ∈

5⋂
i=1

H̃Qi

}

onde V ⊂ (P5)5 ×BlV(P5). Defina também uma função Θ dada por

Θ(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, P ) = dimTP

(
5⋂

i=1

H̃Qi

)

(dimensão do espaço tangente a
⋂5

i=1 H̃Qi
em P ). Sejam ∇F1(P ), ...,∇F5(P ) os res-

pectivos vetores normais a cada uma das cinco hipersuperfícies no ponto P . Sabemos
que qualquer vetor no espaço tangente em P é perpendicular a este conjunto de vetores.
Qualquer vetor desse tipo está no núcleo de J , a matriz Jacobiana definida como

∇F1(P )
∇F2(P )
∇F3(P )
∇F4(P )
∇F5(P )


Sabemos que rank(J) + nullity(J) é igual ao número de variáveis.

Como nullity(J) = dimTP

(⋂5
i=1 H̃Qi

)
, obtemos a seguinte igualdade

Θ(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, P ) = 6 − rank(J). Note que o posto máximo da matriz J
é cinco. Portanto se a matriz J tiver posto máximo, então a função Θ nos dirá que a
dimensão do espaço tangente é um. Este é um espaço afim unidimensional, mas quando
projetivizado a dimensão cai pra zero. Assim, estamos interessados quando a dimensão é
maior ou igual a um, pois dessa forma garantiremos que a interseção das hipersuperfícies
H̃Qi

não é transversal, isto é, se Θ > 0 a multiplicidade a no ponto é maior que um.
Um resultado de álgebra linear nos diz que os menores maximais de J são zero se ,e

somente se, J não tem posto máximo. Observe que cada linha da matriz é o gradiente
do vetor ∇Fi(P ) de alguma hipersuperfície H̃Qi

⊂ BlV(P5) no ponto P . Dada uma cô-
nica Qi em P2 a hipersuperfície HQi

⊂ P5 formada pelo conjunto de cônicas tangentes a
HQi

é o lugar dos zeros de um polinômio nas variáveis a, b, c, d, e, f de P5. Como H̃Qi

é transformada estrita de HQi
sob a projeção π definida em . Dependendo da localização

do ponto P no BlV(P5), um vetor gradiente específico, ∇Fi(P ) será definido por um po-
linômio nas variáveis que dão as coordenadas de P com coeficientes a, b, c, d, e, f . Isso
nos diz que cada entrada da nossa matriz J é dada por um polinômio. Então a condição
para que os determinantes dos menores de ordem 5 sejam zero é dada por equações poli-
nomiais. Portanto V é um fechado na topologia de Zariski. Como a projeção π conjuntos
fechados em conjuntos fechados, então π(V ) = (Q1, Q2, Q3, Q4, Q5) é fechado em (P5)5.
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Isto ainda não conclui a prova, pois precisamos mostrar que seu complementar não é
vazio, uma vez que o vazio é definido como aberto na topologia de Zariski.

O lema a seguir mostra que se P estiver no divisor excepcional então o conjunto V
definido anteriormente é fechado. Mais ainda, vamos mostrar que o conjunto solução do
problema de Steiner consiste apenas de cônicas não degeneradas.

Lema 4.26. O conjunto {(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5)} ⊂ (P5)5 tal que
⋂5

i=1 H̃Qi
, consiste ape-

nas de pontos fora do divisor excepcional, é aberto.

Demonstração. Vamos mostrar que seu complementar é fechado. Seja V =
{(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, P )|P ∈

⋂5
i=1 H̃Qi

}. Sabemos que este conjunto é fechado em
(P5)5 × BlV(P5). Considere agora o espaço W := [(P5)5 × E]. Note que este conjunto
também é fechado, pois (P5)5 e E são conjuntos fechados. Além disso, temos que

V ∩W =
{
(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, PE)|PE ∈

5⋂
i=1

(H̃Qi
∩ E)

}
onde PE é descrito por coeficientes de uma cônica de reta dupla e uma cônica degenerada,
é um conjunto fechado, pois V e W são fechados e portanto a projeção de V ∩W em
(P5)5 é fechada. Assim o conjunto {(Q1, Q2, Q3, Q4, Q5)} tal que existe um ponto P ∈⋂5

i=1 H̃Qi
, onde P é descrito por coeficientes de uma cônica não degenerada, é fechado em

(P5)5. Resta mostrar que seu complementar é não vazio. Para isso usaremos o próximo
resultado.

Teorema 4.27 (Fulton, Ronga-Tognoli-Vust). Existem cinco cônicas reais em posição
geral, de modo que todas as 3.264 cônicas tangentes às cinco cônicas são reais.

Demonstração. Ver Sottile (1997), página 9.

A existência dessas cinco cônicas nos garante que o conjunto de cinco cônicas satis-
fazendo as condições do Lema 4.25 é não vazio e portanto um aberto na topologia de
Zariski. Os matemáticos Ronga, Tognoli e Vust mostram como construir esse arranjo
no artigo The number of conics tangents to five given conics: the real case Ronga et al.
(1995).

4.3 3264 Cônicas
Na seção anterior mostramos que o conjunto solução consiste apenas de cônicas re-

duzidas para quase todos os arranjos de cônicas, retas e pontos. Lembre que por conta
das condições impostas sob os pontos e retas na Seção 2.4, podíamos garantir a interseção
transversal entre as hipersuperfícies correspondentes, que por sua vez, não podia consistir
de cônicas de retas duplas nem com multiplicidade maior que um.

Assim, como temos um conjunto finito de soluções reduzidas e todas com multiplici-
dade um, então dizemos que esses pontos estão em posição geral. Nesse sentido vimos
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que para problemas enumerativos envolvendo pontos e retas tínhamos restrições diferen-
tes (por exemplo, nenhum dos três pontos dados estão sob uma mesma reta). A definição
abaixo reúne essas restrições para pontos, retas e cônicas.

Definição 4.28. Uma configuração de pontos e retas no plano estão em posição especial
se:

1. Três ou mais pontos são colineares.

2. Três ou mais retas passam por um único ponto.

3. Um ou mais pontos estão em uma reta dada.

A configuração está em posição geral se não está em posição especial.

Definição 4.29. Uma configuração de pontos, retas e cônicas no plano estão em posição
especial se:

1. Três ou mais pontos são colineares.

2. Três ou mais retas passam por um único ponto. Um ponto está em uma determinada
reta ou em uma determinado cônica. Três ou mais cônicas se cruzam em um único
ponto.

3. Uma cônica e uma reta são tangentes uma a outra.

4. Uma cônica é tangente à reta definida pelos pontos de interseção de duas outras
cônicas.

5. Três ou mais cônicas possuem uma reta tangente em comum.

A configuração está em posição geral se não está em posição especial.

Com esta definição acima, voltemos a Tabela 2.4 para os problemas enumerativos
restantes envolvendo ponto e reta:

Teorema 4.30. Dados quaisquer dois pontos P1, P2 ∈ P2 e três retas L1, L2, L3 ∈ P2

tais que os pontos e as retas estão em posição geral, exitem quatro cônicas que passam
por esses pontos e são tangentes as retas dadas.

Demonstração. Podemos considerar o dual da nossa configuração de pontos e retas. As-
sim, os pontos P1, P2 ∈ P2 e as retas L1, L2, L3 ⊂ P2 correspondem a retas P̌1, P̌2 e
Ľ1, Ľ2, Ľ3 pontos em P̌2. Sabemos do Teorema 2.31 que existem 4 cônicas em P̌2 que
satisfaz essas condições. Segue do Lema 2.25 que existem 4 cônicas que passam por dois
pontos e são tangentes a três retas.

Teorema 4.31. Dadas quatro retas e um ponto em P2 tal que estão em posição geral,
existe duas cônicas que passam por esse ponto e são tangentes as quatro retas.
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Demonstração. Ao considerar o dual, a configuração de pontos e retas obtidas em P̌2,
o Teorema 2.20 nos diz que existem duas cônicas que possam por quatro pontos e são
tangentes a uma reta. Aplicando o Lema 2.25, o resultado segue.

Agora, vamos usar o anel de Chow do blow up definido neste capítulo para resol-
ver o Problema de Steiner. Ao intersectar as transformadas estritas no blow up estamos
excluindo o excesso de interseção que estava causando problema antes.

Teorema 4.32. Dados quatro pontos P0, P1, P2, P3 ∈ P2 e uma cônica C0 ⊂ P2 em
posição geral, existem seis cônicas que são tangentes a cônica C0 e passam por estes
pontos.

Demonstração. Isto é equivalente a calcular [H̃P ]
4[H̃Q].

[H̃P ]
4[H̃Q] = [H̃P ]

4(2[H̃P ] + 2[H̃L])

= 2[H̃P ]
4[H̃L] + 2[H̃P ]

5

= 2(2) + 2(1) = 6.

Teorema 4.33. Dadas quatro retas L0, L1, L2, L3 ⊂ P2 e uma cônica C0 ⊂ P2 em posi-
ção geral, existem seis cônicas que são tangentes a cônica C0 e as quatro retas dadas.

Demonstração. Segue do princípio de dualidade e do Teorema 4.32.

Teorema 4.34. Dados três pontos e duas cônicas em posição geral, existem 36 cônicas
que são tangentes a as duas cônicas e passam por estes três pontos.

Demonstração. A afirmação é equivalente a calcular [H̃L][H̃P ]
3[H̃Q].

[H̃L][H̃P ]
3[H̃Q] = [H̃L][H̃P ]

3
(
2[H̃P ] + 2[H̃L]

)
= 2[H̃L][H̃P ]

4 + 2[H̃P ]
3[H̃L]

2

= 2(4) + 2(2) = 12.

Teorema 4.35. Dadas três retas e duas cônicas em posição geral, existem 36 cônicas que
são tangentes a as duas cônicas e as três retas.

Demonstração. Segue do princípio de dualidade e do Teorema 4.34.

Teorema 4.36. Dados três pontos, uma reta e uma cônica em posição geral, existem 12
cônicas que são tangentes a reta e a cônica e passam por estes três pontos.

Demonstração. Esta afirmação é equivalente a calcular [H̃P ]
3[H̃L][H̃Q].

[H̃P ]
3[H̃L][H̃Q] = [H̃P ]

3[H̃L](2[H̃P ] + 2[H̃L])

= 2[H̃P ]
3[H̃L]

2 + 2[H̃P ]
4[H̃L]

= 2(4) + 2(2) = 12.



Capítulo 4. O Anel de Chow 50

Teorema 4.37. Dados três retas, um ponto e uma cônica em posição geral, existem 12
cônicas que são tangentes as três reta e a cônica e passam por este ponto.

Demonstração. Segue do princípio de dualidade e do Teorema 4.36.

Teorema 4.38. Dados dois pontos, duas retas e uma cônica em posição geral, existem 16
cônicas que são tangentes as duas reta e a cônica dadas e passam por estes dois pontos.

Demonstração. A afirmação é equivalente a calcular [H̃P ]
2[H̃L][H̃Q].

[H̃P ]
2[H̃L]

2[H̃Q] = [H̃P ]
2[H̃L]

2(2[H̃P ] + 2[H̃L])

= 2[H̃P ]
3[H̃L]

2 + 2[H̃P ]
2[H̃L]

3

= 2(4) + 2(4) = 16.

Teorema 4.39. Existem 184 cônicas tangentes a 3 cônicas e 2 pontos fixados em posição
geral.

Demonstração. Isto é equivalente a calcular [H̃P ]
2[H̃Q]

3.

[H̃P ]
2[H̃Q]

3 = [H̃P ]
2
(
2[H̃P ] + 2[H̃L]

)3
= 8[H̃P ]

5 + 24[H̃P ]
4[H̃L] + 24[H̃P ]

3[H̃L]
2 + 8[H̃P ]

2[H̃L]
3

= 8(1) + 24(2) + 24(4) + 8(4) = 184.

Teorema 4.40. Existem 184 cônicas tangentes a 3 cônicas e 2 retas fixadas em posição
geral.

Demonstração. Segue do princípio de dualidade e do Teorema 4.39.

Teorema 4.41. Existem 816 cônicas tangentes a 4 cônicas e passando por 1 ponto, fixa-
dos em posição geral.

Demonstração. Isto é equivalente a calcular [H̃P ][H̃Q]
4

[H̃P ][H̃Q]
4 = [H̃P ](2[H̃P ] + 2[H̃L])

4

= [H̃P ](16[H̃P ]
4 + 64[H̃P ]

3[H̃L] + 96[H̃P ]
2[H̃L]

2 + 64[H̃P ][H̃L]
3 + [H̃L]

4)

= 16[H̃P ]
5 + 64[H̃P ]

4[H̃L] + 96[H̃P ]
3[H̃L]

2 + 64[H̃P ]
2[H̃L]

3 + [H̃P ][H̃L]
4

= 16(1) + 64(2) + 96(4) + 64(4) + 16(2) = 816.
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Teorema 4.42. Existem 816 cônicas tangentes a 4 cônicas e 1 reta fixadas em posição
geral.

Demonstração. Segue do princípio de dualidade e do Teorema 4.41.

Teorema 4.43. Existem 224 cônicas que passam por um ponto, tangente a uma reta e a
três cônicas, onde o ponto, reta e cônica estão em posição geral.

Demonstração. A afirmação é equivalente a calcular [H̃P ][H̃L][H̃Q]
3.

[H̃P ][H̃L][H̃Q]
3 = [H̃P ][H̃L](2[H̃P ] + 2[H̃L])

3

= [H̃P ][H̃L](8[H̃P ]
3 + 24[H̃P ]

2[H̃L] + 24[H̃P ][H̃L]
2 + 8[H̃L]

3)

= 8[H̃P ]
4[H̃L] + 24[H̃P ]

2[H̃L]
3 + 24[H̃P ]

3[H̃L]
2 + 8[H̃P ][H̃L]

4

= 8(1) + 24(4) + 24(4) + 8(1) = 224.

Teorema 4.44. Existem 56 cônicas passando por dois pontos, tangente a uma reta e
tangente a duas cônicas em posição geral.

Demonstração. A afirmação é equivalente a calcular [H̃P ]
2[H̃L][H̃Q]

2.

[H̃P ]
2[H̃L][H̃Q]

2 = [H̃P ]
2[H̃L](2[H̃P ] + 2[H̃L])

2

= [H̃P ]
2[H̃L](4[H̃P ]

2 + 8[H̃P ][H̃L] + 4[H̃L]
2)

= 4[H̃P ]
4[H̃L] + 8[H̃P ]

3[H̃L]
2 + 4[H̃P ]

2[H̃L]
3

= 4(2) + 8(4) + 4(4) = 56.

Teorema 4.45. Existem 56 cônicas tangente a duas retas, passando por um ponto e tan-
gente a duas cônicas em posição geral.

Demonstração. Segue do princípio de dualidade e do Teorema 4.44.

Por fim chegamos ao resultado principal deste trabalho, o problema de Steiner.

Teorema 4.46. Existem 3264 cônicas planas que são tangentes a cinco cônicas dadas
que estão posição geral.

Demonstração. Precisamos calcular [H̃Q]
5. Assim,

[H̃Q]
5 = (2[H̃P ] + 2[H̃L])

5

= 32([H̃P ]
5 + 5[H̃P ]

4[H̃L] + 10[H̃P ]
3[H̃L]

2 + 10[H̃P ]
2[H̃L]

3 + 5[H̃P ][H̃L]
4 + [H̃L]

5)

= 32(1 + 5(2) + 10(4) + 10(4) + 5(2) + 1)

= 3264.
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A Tabela abaixo reúne os a de cônicas passando por P pontos, tangentes a L retas e
tangentes a Q cônicas. De um lado vemos o resultado esperado aplicando o Teorema de
Bézout e de outro a resultado real para as variações do problema de Steiner.

P L Q N Esperado N Real
5 0 0 1 1
4 1 0 2 2
3 2 0 4 4
2 3 0 8 4
1 4 0 16 2
0 5 0 32 1
4 0 1 6 6
3 0 2 36 36
2 0 3 216 184
1 0 4 1296 880
0 4 1 96 6
0 3 2 288 36
0 2 3 864 184
0 1 4 2592 880
1 1 3 432 224
2 1 2 72 56
3 1 1 12 12
1 3 1 48 12
2 2 1 24 16
1 2 2 144 56
0 0 5 7776 3264

Tabela 4.1: Soluções para as variações do problema de Steiner



Apêndice A

Espaços Afim e Projetivo

A.1 Variedades Afins
Vamos fixar K um corpo algebricamente fechado e n um número inteiro não negativo.

Definição A.1. O n-espaço afim An
K sobre K, ou simplesmente Cn quando K = C, é o

conjunto de todas as n-uplas de elementos de K. Um elemento P ∈ An
K é chamado de

ponto, e se P = (a1, ..., an), então ai ∈ K é chamado as coordenadas do ponto P .

Exemplo A.2. A1
K, A2

K e A3
K são chamados de reta, plano e superfície afim, respectiva-

mente.

Considere K[x] := K[x1, ..., xn] o anel de polinômios nas n variáveis sobre K. In-
terpretamos os elementos de K[x] como funções do n-espaço afim para K, definida por
F (P ) := F (a1, ..., an), onde F ∈ K[x] e P ∈ An

K. Assim, podemos definir o conjunto de
zeros de F dado por Z(F ) := {P ∈ An

K | F (P ) = 0}. Mais geralmente, se T ⊆ K[x]
definimos o conjunto de zeros de T por

Z(T ) := {P ∈ An
K | F (P ) = 0,∀F ∈ T}.

Definição A.3. Seja Y ⊆ An
K. Dizemos que Y é um conjunto algébrico se existe T ⊆

K[x] tal que Y = Z(T ).

Observação A.4. Ao considerarmos I = ⟨T ⟩, o ideal gerado por T , temos que Z(T ) =
Z(I). Além disso, como K[x] é um anel noetheriano, isto é, qualquer ideal é finitamente
gerado, então o conjunto Z(T ) pode ser expresso como os zeros comuns do conjunto
finito de polinômios.

Proposição A.5. Em An
K união de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

A interseção de qualquer família de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. O
conjunto vazio e o espaço todo são conjuntos algébricos.

Definição A.6. A proposição anterior gera uma topologia em An
K ao considerarmos os

complementares dos conjuntos algébricos como conjuntos abertos. Esta topologia é de-
nominada Topologia de Zariski em An

K.
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Definição A.7. Um subconjunto Y de um espaço topológico X é irredutível se não pode
ser expresso como união Y = Y1 ∪ Y2, onde Y1 e Y2 são fechados próprios e não vazios
de Y . O vazio não é considerado irredutível.

Proposição A.8. Seja X ̸= ∅ um espaço topológico. São equivalentes:

(i) X é um espaço topológico irredutível.

(ii) Todo par de conjuntos abertos não vazios em X tem interseção não vazia.

(iii) Todo aberto não vazio em X é denso em X .

Definição A.9. Seja Y ⊆ An um conjunto algébrico afim. Assim, Y será denominada de
variedade afim se Y for irredutível. Um subconjunto aberto de uma variedade afim será
denominado de variedade quase-afim.

Agora, vamos estabelecer a relação entre conjuntos algébricos afins e ideais em K[x].
Considere Y ⊆ An

K. O ideal associado a Y em K[x] é dado por

I(Y ) := {F ∈ K[x] | F (P ) = 0,∀P ∈ Y }.

Portanto, temos uma função Z que mapeia subconjuntos de K[x] para conjuntos algébri-
cos e uma função I que mapeia subconjuntos de An

K para ideais.

Proposição A.10. Sejam T1, T2 subconjuntos de K[x] e Y1, Y2 subconjuntos de An
K.

(a) Se T1 ⊆ T2, então Z(T2) ⊆ Z(T1).

(b) Se Y1 ⊆ Y2, então I(Y2) ⊆ I(Y1).

(c) Para quaisquer dois subconjuntos Y1, Y2 , temos que I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2).

(d) Para qualquer ideal I ⊆ K[x], I(Z(I)) ⊇
√
I .

(e) Para qualquer subconjunto Y ⊆ An
K, Z(I(Y )) = Y .

Teorema A.11 (Hilbert’s Nullstellensatz). Seja K um corpo algebricamente fechado, I
um ideal em K[x]. Então

(a) I = ⟨1⟩ ou Z(I) ̸= ∅.

(b) I(Z(I)) =
√
I .

Corolário A.12. Existe uma bijeção entre conjuntos algébricos em An
K e ideais radicais

em K[x], dada por Y 7→ I(Y ) com inversa I 7→ Z(I). Além disso, um conjunto algébrico
é irredutível se, e somente se, o ideal associado é um ideal primo.

Definição A.13. Seja Y um conjunto algébrico em An
K. Definimos o anel de coordenadas

de Y pelo anel quociente, A(Y ) := K[x]/I(Y ).
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Observação A.14. Se Y é uma variedade afim, então A(Y ) é um domínio de integridade.
Além disso, A(Y ) é uma K- álgebra finitamente gerada.

Definição A.15. Um espaço topológico X é chamado de noetheriano se, para toda cadeia
descendente Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · formada por conjuntos fechados Yi ⊆ X , existe r ⩾ 1 natural
tal que Yr = Yr+j para todo j natural.

Proposição A.16. Em um espaço topológico noetherianoX , todo subconjunto fechado Y
pode ser expresso como uma união finita Y = Y1∪Y2∪· · ·∪Yr de subconjuntos fechados
e irredutíveis Yi. Se exigirmos que Yi ⊉ Yj para i ̸= j, então os Yi são unicamente
determinados. Eles são chamados de componentes irredutíveis.

Corolário A.17. Todo conjunto algébrico em An
K pode ser expresso unicamente como

uma união finita de variedades, sem uma conter a outra.

Definição A.18. Seja X um espaço topológico noetheriano, definimos a dimensão de X
(denotada por dimX) como sendo o supremo de todos os inteiros n tal que existe uma
cadeia Z0 ⊂ Z1 ⊂ · · · ⊂ Zn de subconjuntos fechados e irredutíveis de X . Definimos
a dimensão de uma variedade afim ou quase-afim como sendo a sua dimensão como um
espaço topológico.

Definição A.19. Em um anel A, a altura de um ideal primo é o supremo de todos os
inteiros n tais que existe uma cadeia p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn = p de ideais primos distintos.
Definimos a dimensão de Krull de A como sendo o supremo das alturas de todos o ideais
primos de A.

Proposição A.20. Se Y é um conjunto algébrico afim, então a dimensão de Y é igual a
dimensão de Krull do seu anel de coordenas A(Y ).

Proposição A.21. A dimensão de An
K é n.

Proposição A.22. Se Y é uma variedade quase-afim, então dimY = dimY .

Proposição A.23. Uma variedade Y em An
K tem dimensão n − 1 se, e somente se,

Y = Z(F ), onde F ∈ K[x] é um polinômio irredutível. Chamamos essa variedade
de hipersuperfície.

No contexto da Proposição A.23, Z(F ) é uma curva (plana afim), superfície (afim) se
n = 2, 3, respectivamente.

Lema A.24. Se Z(F ) e Z(G) são curvas sem componentes em comum, então a interseção
Z(F ) ∩ Z(G) = Z(F,G) é um conjunto algébrico finito.

A.2 Variedades Projetivas
Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita, onde K denota um corpo.

Defina a seguinte relação em V − 0V
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u ∼ v ⇔ u = λv para algum λ ∈ K

Note que:

• ∼ define uma relação de equivalência.

• λ é não nulo, pois u e v são, ambos, não nulos.

• Se v ∈ V é não nulo, a classe de equivalência associada ao vetor v é dada por

v =
{
u ∈ V − 0V | u ∼ v

}
=
{
λv | λ ∈ K, λ ̸= 0

}
= [v]− 0V,

sendo [v] o subespaço 1-dimensional de V gerado por v.

Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita, então a projetivização de V,
que será denotada por P(V), é igual ao conjunto quociente (V − 0V)/ ∼.

Definição A.25. Considere espaço vetorial de dimensão n+1 sobre K, V = Kn+1. A
projetivização de Kn+1, P(Kn+1), ou simplesmente Pn

K é denominado n-espaço projetivo
sobre K. No caso em que K = C denotaremos Pn.

Observação A.26. Para cada vetor não nulo v = (v0, ..., vn) ∈ Kn+1, usaremos a notação
[v0 : ... : vn] para indicar a classe de equivalência do vetor v. As coordenadas v0, ..., vn
do vetor v são denominadas coordenadas homogêneas do ponto [v0 : ... : vn] ∈ Pn

K.

Exemplo A.27. Considere V = Cn+1 (espaço vetorial sobre C). Lembre que
(a0, ..., an) ∈ Cn+1 não nulo determina um ponto [a0 : ... : an] ∈ Pn. Além disso
vetores L.D. determinam o mesmo ponto. Assim

[a0 : ... : an] = [λa0 : ... : λan],∀λ ∈ C.

• Para n = 0, P0 é um ponto. De fato, P0 =
{
[a0] | a0 ̸= 0

}
então [a0a

−1
0 ] = [1] para

todo a0 não nulo.

• Para n = 1, A reta projetiva complexa consiste de uma cópia da reta afim A1 = C
e um ponto no infinito . Lembre que P1 =

{
[a0 : a1] | a0 ̸= 0 ou a1 ̸= 0

}
.

Afirmação: P1 =
{
[a : 1] | a ∈ C

}
∪
{
[1 : 0]

}
.

Dado [a0 : a1] ∈ P1, temos duas possibilidades a1 ̸= 0 ou a1 = 0.
Se a1 ̸= 0 então [a0a

−1
1 : a1a

−1
1 ] = [a : 1] com a = a1a

−1
0 .

Se a1 = 0 então [a0a
−1
0 : 0a−1

1 ] = [1 : 0].
Agora observe que a função C → P1 −

{
[1 : 0]

}
=
{
[a : 1] | a ∈ C

}
dada por

a 7→ [a : 1] é uma bijeção. Ou seja, em P1 existe uma cópia da reta afim A1 = C.
Assim temos a seguinte identificação:

P1 =
{
[a : 1] | a ∈ C

}
∪
{
[1 : 0]

}
≃ C ∪ {∞}

Onde {∞} := [1 : 0] é denominado ponto no infinito.
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• O plano projetivo complexo P2 =
{
[a0 : a1 : a2] | (a0 : a1 : a2) ̸= (0, 0, 0)

}
consiste de uma cópia do plano afim A2 = C2 e uma reta no infinito.

P2 =
{
[a : b : 1] | (a, b) ∈ C2

}
∪L∞ ≃ C2 ∪ L∞

onde L∞ é denominada reta no infinito.

• Mais geralmente, dado n ∈ N, o n-espaço projetivo admite uma partição da forma
Pn = An∪H∞ ≃ Cn∪H∞, onde H∞ denota o hiperplano no infinito podendo ser
identificado com Pn−1.

Similarmente ao caso afim, conjuntos algébricos projetivos são zeros de polinômios
em K[x0, ..., xn] com a condição de que os polinômios que os definem sejam homogêneos.
Além disso, podemos definir a topologia de Zariski em Pn

K ao considerarmos conjuntos
abertos como complementares dos conjuntos algébricos.

Definição A.28. Seja Y ⊆ Pn um conjunto algébrico projetivo. Desta forma, Y será
denominada hipersuperfície se existir F ∈ K[x0, ..., xn] homogêneo de grau d ⩾ 1 tal que
Y = Z(F ). Se F é livre de quadrados, então dizemos que a hipersuperfície é reduzida de
grau d = deg(F ).

Definição A.29. Seja Y ⊆ Pn
K um conjunto algébrico projetivo. Assim, Y será denomi-

nada de variedade projetiva se Y for irredutível. Um subconjunto aberto de uma varie-
dade projetiva será denominado de variedade quase-projetiva.

Exemplo A.30. Conjuntos abertos e variedades projetivas em Pn
K são variedades quase-

projetivas.

Definição A.31. Uma Curva Projetiva Plana é a classe de equivalência de um polinômio
homogêneo em C[x, y, z], onde F ∼ G se, e somente se, F = λG para algum λ ∈ C∗.

Exemplo A.32. Y =
{
[a0 : a1 : a2] ∈ P2

R | a1a2 = 0
}

é uma curva de grau 2, visto
que Y = Z(x1, x2) e ⟨x1, x2⟩ é um ideal homogêneo radical do anel R[x0, x1, x2]. Y é
irredutível. De fato,

Z(x1, x2) = Z(x1) ∪ Z(x2) e Z(x1) ∩ Z(x2) =
{
[1 : 0 : 0]

}
Assim Y é a união de retas L1 = Z(x1) e L2 = Z(x2) que se intersectam no ponto

p = [1 : 0 : 0].

Se Y é um subconjunto qualquer de Pn
K, podemos associar a ele um ideal I(Y ) ge-

rado por polinômios homogêneos. Analogamente ao caso afim, o anel de coordenadas
homogêneo de Y é dado por S(Y ) := K[x0, ..., xn]/I(Y ). O seguinte lema, junto com a
Proposição A.16 nos garante que se Y é um conjunto algébrico não vazio em Pn

K, então Y
pode ser escrito como uma união finita de componentes irredutíveis, com a condição de
serem unicamente determinados (a menos de ordenação) se uma componente não estiver
contida na outra.
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Lema A.33. Todo conjunto algébrico em Pn
K é um espaço topológico noetheriano.

Observação A.34 (Homogeneização e Desomogeneização). Para polinômios não nulos:

(a) Considere o polinômio G ∈ K[x1, ..., xn] e seja
∑d

i=0Gi a decomposição de G em
partes homogêneas de grau i não nulo. A homogeneização de G relativa a variável
x0 é dada por

G∗ :=
d∑

i=0

xd−i
0 Gi.

(b) Considere, agora, um polinômio F ∈ K[x0, ..., xn] homogêneo de grau d. A deso-
mogeneização de F relativa a variável xi é dada por

F∗ := F (x0, ..., xi−1, 1, xi+1, ..., xn).

Teorema A.35 (Teorema dos Zeros de Hilbert - Caso Projetivo). Seja K um corpo alge-
bricamente fechado e I um ideal homogêneo de K[x0, ..., xn]. Tal que Z(I) ̸= 0. Então
I(Z(I)) =

√
I .

Proposição A.36. Seja Ui := Pn
K−Z(xi) aberto de Pn

K para i = 0, ..., n. A aplicação φi :

Ui → An
K definida por [a0 : ... : an] 7→

(a0
ai
, ...,

ai−1

ai
,
ai+1

ai
, ...,

an
ai

)
é um homeomorfismo

(ao considerarmos a Topologia de Zariski).

Corolário A.37. Se Y é uma variedade projetiva (respectivamente, quase-projetiva), en-
tão Y é coberto por conjuntos abertos Y ∩ Ui, i = 0, ..., n que são homeomorfas as
variedades afins (respectivamente quase afins) via aplicação φi definida acima.

Corolário A.38. dimUi = n para todo i ∈ {0, ..., n}.

Corolário A.39. dimPn
K = n.

Corolário A.40. Se X ⊂ Pn
K é uma hipersuperfície, então dimX = n− 1.



Apêndice B

Ordem de Zeros e Polos

Definição B.1. Seja A um anel noetheriano local, com ideal maximal m e corpo de resí-
duos K = A/m. Dizemos que A é um anel local regular se dimKm/m2 = dimA.

Definição B.2. Seja X uma variedade qualquer. Dizemos que X é não singular em um
ponto P ∈ X se o anel local OP (X) é um anel local regular. Se para todo ponto P ∈ X ,
X é não singular em P , dizemos apenas que X é não singular. Dizemos ainda que X é
singular se não for não singular.

Definição B.3. Dizemos que uma variedadeX é regular em codimensão um (ou, as vezes,
não singular em codimensão um) se todo anel local OP deX de codimensão um é regular.

Um ponto de uma variedade X é dito fechado se corresponde a um ideal maximal no
anel de coordenadas associado. Se X é não singular o anel local de cada ponto fechado é
regular. Como todo ponto de X é não singular, isto implica que todos os anéis locais são
regulares, uma vez que são localizações dos anéis locais de pontos fechados. Além disso,
qualquer anel noetheriano local de dimensão um é um domínio integralmente fechado.

A partir de agora vamos considerar X uma variedade que é regular em codimensão
um.

Definição B.4. Um divisor primo de uma variedade X é uma subvariedade fechada de
codimensão um. Um Weil divisor é um elemento de grupo abeliano livre DivX gerado
por divisores primos. Escrevemos um divisor como D =

∑
niYi, onde Yi são divisores

primos e ni são inteiros tais que apenas um número finito de ni são diferentes de zero. Se
todos os ni ≥ 0, dizemos que é efetivo.

Observação B.5. Seja X uma variedade. Um ponto genérico de X é um ponto corres-
pondente ao ideal primo minimal, que é o ideal zero no anel de coordenadas da variedade.
Tal ponto é único e tem a propriedade de ser denso em X .
Observação B.6. Se Y um divisor primo de uma variedade X . Seja η ∈ Y é um ponto
genérico. Então o anel local Oη(X) é um anel de valorização discreta com corpo quoci-
ente, o corpo de funções K(X). Chamamos a valorização discreta ordY a valorização de
Y . Agora seja f ∈ K(X)∗ uma função racional. Então ordY (f) é um número inteiro.
Se este número for positivo, dizemos que f tem um zero ao longo de Y ; se for negativo,
dizemos que f tem um polo ao longo de Y de ordem −ordY (f).
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Lema B.7. Sejam X uma variedade e f ∈ K(X)∗. Então ordY (f) = 0, exceto para uma
quantidade finita de divisores primos de Y .

Definição B.8. Sejam X uma variedade e f ∈ K(X)∗. Definimos o divisor de f , deno-
tado por [f ],

[f ] =
∑
Y

ordY (f)Y,

onde a soma é tomada sobre todos os divisores primos de X . Pelo Lema B.7, isso é uma
soma finita, portanto é um divisor. Qualquer divisor igual ao divisor de uma função é
chamado de divisor principal.

Observação B.9. Note que, se f, g ∈ K(X)∗, então pelas propriedades de valorização
[f/g] = [f ] − [g]. Portanto ao enviar f ao seu divisor [f ], obtem-se um homomorfismo
do grupo multiplicativo K(X)∗ ao grupo aditivo DivX , e a imagem, que consiste nos
divisores principais, é um subgrupo de DivX .

Observação B.10. Para o caso em que X é não singular ao longo de W , ou seja, OW (X)
é um anel de valorização discreta. Então f = GHm e portanto, ordW (f) = m. Além
disso quando X é uma curva sobre um corpo algebricamente fechado K, isso é o mesmo
que definir

ordW (f) = dimK
OW (X)

⟨f⟩
Esta última definição não se estende para variedades de dimensões superiores, pois, neste
caso OW (X)/⟨f⟩ não tem dimensão finita. A definição geral para f ∈ OW (X)

ordW (f) = ℓOW (X)

(
OW (X)

⟨f⟩

)
onde ℓOW (X) denota o comprimento do OW (X)-módulo. Para um f ∈ K(X)∗ fixo,
existem apenas um número finito de subvariedades W de codimensão um de X , com
ordW (f) ̸= 0.
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