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That one body act upon another at a distance through a vacuum,
without the mediation of any thing else, by and through which their

action and force may be conveyed from one to the other, is to me so
great an absurdity, that I believe no man who has is philosophical

matters a competent facult of thinking, can ever fall into it.

—ISAAC NEWTON



Resumo

Nesta dissertação, trabalhamos com defeitos topológicos e não topológicos em te-
oria clássica de campos. Estudamos as estruturas topológicas, denominadas kinks, e não
topológicas, denominadas lumps, que surgem em modelos de um e dois campos escalares
reais em (1,1) dimensões do espaço-tempo. Também investigamos estruturas localiza-
das deformadas. Caracterizamos os modelos de potenciais em termos de equações de
movimento, energias e estabilidades das soluções estáticas. Além disso, construímos, es-
tudamos e apresentamos soluções explícitas para alguns modelos de defeitos que surgem
do acoplamento de dois campos que suportam tipos de defeitos distintos.

Palavras-chave: Kinks, lumps, método da deformação.
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Abstract

In this work, we deal with topological and non-topological defects in classical field
theory. We study the topological structures, referred to as kinks, and the non-topological
structures, referred to as lumps, that arise in models of one and two real scalar fields
in (1,1) spacetime dimensions. We also deal with deformed localized structures. We
investigate and characterize the potential models in terms of equations of motion, energies,
and stabilities of static solutions. Finally, we construct, investigate and present explicit
defect solutions that arise from the coupling of two fields that support distinct types of
defects.

Keywords: Kinks, lumps, deformation method.
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Capítulo 1

Introdução

Em teoria clássica de campos, defeitos topológicos referem-se a configurações espa-
ciais estáveis que surgem como soluções de equações de campo com simetrias específicas.
Essas configurações podem ser caracterizadas por propriedades topológicas globais. Esses
defeitos ocorrem em diversos contextos. Em geral, são de grande interesse em diversas
áreas da física, como em física de altas energias [1, 2, 3, 4, 5, 6], física da matéria con-
densada [7], óptica [8, 9], entre outras. Mas também possuem aplicação em outras áreas,
como biologia [10, 11] e cosmologia [12, 13, 14, 15]. Na cosmologia, os defeitos topológicos
podem ter um papel importante na evolução do universo. Teorias cosmológicas sugerem
que defeitos topológicos podem ter se formado durante transições de fase no início do
universo e sendo responsáveis por várias estruturas observadas atualmente, como galáxias
[1].

Um tipo de defeito topológico é o sóliton (onda solitária). Sólitons são estruturas
localizadas que se propagam no sistema sem se dispersar. Um exemplo famoso é o sóliton
de onda em águas rasas, que é um defeito unidimensional, descrito por John Scott Russell
em 1844. Esse tipo de defeito é formado pela interação entre a não linearidade do meio e
a dispersão das ondas [2].

O exemplo mais simplificado de defeitos topológicos é chamado de kink, que surge
em configurações unidimensionais [16]. Esses defeitos são estruturas localizadas facilmente
observadas na natureza, como na transição de cores em pétalas de uma rosa. Outro
defeito de natureza topológica é chamado de vórtice, esses aparecem em duas dimensões
espaciais. Esse tipo de defeitos foi investigado na referência [17]. Também aparece em
superfluidos [18, 19]. Outro exemplo importante são os monopolos magnéticos, que são
defeitos topológicos tridimensionais que surgem em teorias de campo magnético. Os
monopolos magnéticos foram propostos por Dirac em 1931 [20, 21]. Mais informações
sobre defeitos topológicos podem ser encontradas nas referências [22, 23].

Além dos defeitos topológicos, também existem os defeitos não topológicos. Sob
diferentes condições de contorno, podemos identificar duas categorias de soluções: soluções
topológicas e soluções não topológicas [24]. Os defeitos não topológicos são estruturas
físicas que surgem em sistemas onde não há conservação de uma quantidade topológica
específica. Em configurações descritas por campos escalares reais podem surgir outras
estruturas de características não topológicas. Os defeitos não topológicos têm aplicações
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2 CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO

práticas em diversas áreas, como na física da matéria condensada e na física de altas
energias [25, 26, 27, 28, 29].

As soluções não topológicas apresentam uma estrutura em forma de sino e são
caracterizadas pela falta de conexão entre mínimos do potencial. Esses defeitos são co-
nhecidos como lumps e têm sido estudados para descrever dissipações tanto no contexto
da gravidade quântica [30] quanto na mecânica clássica [31]. Um exemplo específico de
defeito não topológico é o Q-ball, que foi estudado por Coleman em 1985 [32]. Esses
tipos de defeitos não surgem de campos reais, mas sim de campos escalares complexos.
Investigações foram realizadas nas referências [33, 34, 35, 36, 37].

Nesta dissertação, trabalhamos com modelos de campos escalares reais que supor-
tam defeitos do tipo topológicos e não topológicos que surgem em (1,1) dimensões do
espaço-tempo de Minkowski. Iniciamos o capítulo 2 apresentando o formalismo matemá-
tico de uma teoria de campos considerando a métrica de Minkowski, obtemos as equações
de movimento conhecidas por Equações de Euler-Lagrange para a densidade lagrangiana
que descreve um campo escalar real. Essas equações são conhecidas como equações de
campo. Elas descrevem como os campos se comportam no espaço. Além disso, a teoria
clássica de campos permite a formulação de princípios variacionais, como o princípio da
ação mínima. Esse princípio estabelece que a natureza segue caminhos de ação mínima,
onde a ação é uma grandeza definida em termos do campo e de suas derivadas no espaço
e no tempo. As equações de campo podem ser obtidas a partir da variação da ação em
relação ao campo.

Posteriormente, mostramos que o tensor energia-momento é uma consequência da
invariância translacional e independência temporal da teoria que conserva a simetria do
sistema físico. Na busca por soluções independentes do tempo, utilizamos o método BPS
para reduzir a ordem das equações de movimento estáticas e encontramos soluções que
minimizam a energia da configuração de campo. Mostramos também que essas configu-
rações são estáveis sob pequenas perturbações. Aplicamos esses conceitos na investigação
de modelos de campos que suportam defeitos topológicos conhecidos na literatura como
ϕ4, ϕ6 e seno-Gordon.

Em sequência, abordamos dois casos de modelos que suportam defeitos não topoló-
gicos, os modelos ϕ3 e ϕ4 invertido. Em princípio, as soluções são encontradas resolvendo
a equação de movimento estática, elas não minimizam a energia do sistema, além de
serem instáveis sob pequenas perturbações. Essas soluções possuem estados de energia
negativos.

Ainda no capítulo 2, abordamos o método da deformação em teoria de campos,
que consiste em mapear modelos novos a partir de modelos originais. Demonstramos que
é possível aplicar esse método a modelos que suportam soluções com estruturas tanto
topológicas quanto não topológicas, e que a aplicação repetida do método é válida para o
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modelo deformado. Analisamos um caso especial de um modelo que envolve duas funções
de deformação, resultando no mesmo modelo quando consideramos o modelo ϕ4 como
ponto de partida. O modelo deformado é conhecido como seno-Gordon duplo.

No capítulo 3, trabalhamos com sistemas compostos por dois campos escalares re-
ais. Derivamos as duas equações de movimento que descrevem a dinâmica desses modelos
acoplados. Utilizamos o método BPS para deduzir as equações diferenciais de primeira
ordem e resolvê-las de modo a minimizar a energia do sistema. Além disso, demonstramos
a possibilidade de investigar a estabilidade linear das soluções estáticas. Aplicamos esses
conceitos ao conhecido modelo de dois campos, denominado na literatura como BNRT.
Encontramos os mínimos do potencial dos dois campos acoplados e empregamos o método
das órbitas tentativas para obter as soluções que conectam esses mínimos.

No capítulo 4, apresentamos resultados originais de estudos sobre modelos de dois
campos que seguem da combinação de um campo que suporta defeitos topológicos e
de outro com defeitos não topológicos. Mostramos que a interferência de um campo
na geometria espacial do segundo campo faz surgir efeitos interessantes na estrutura do
defeito. Além de abordamos o formalismo de primeira ordem modificado para investigar
os defeitos não topológicos dos novos modelos. No último capítulo, apresentamos as
principais conclusões e resultados da pesquisa. Além disso, discutimos as perspectivas
de continuação da pesquisa, enfatizando a importância de explorar novas variantes do
modelo.





Capítulo 2

Modelos de um campo escalar real

O modelo de um campo escalar real é o mais simples de uma teoria de campos.
Efeitos importantes surgem do fenômeno de quebra espontânea de simetria, que acon-
tece de maneira natural com a presença de um campo com potencial de auto-interação
polinomial de quarta ordem.

Iniciamos este capítulo com a apresentação dos aspectos gerais em teoria de cam-
pos, que serão necessários no decorrer do estudo produzido neste trabalho. Nas seções
seguintes aplicamos esses conceitos na investigação de defeitos topológicos e defeitos não
topológicos, nas quais abordamos exemplos bem conhecidos na literatura. No fim do ca-
pítulo apresentamos um método capaz de mapear novos modelos de campos a partir de
modelos conhecidos, este método é chamado de método de deformação.

2.1 Generalidades

Nesta seção desenvolveremos a teoria necessária para a investigação pretendida
nesta dissertação. Apresentamos como uma teoria de campos pode ser construída no
espaço-tempo de Minkowski, também descrevemos um sistema a partir da densidade
lagrangiana, obtemos as equações de campo e mostramos que a conservação do tensor
energia-momento deriva da simetria do sistema.

Posteriormente, apresentamos um método para simplificar a resolução das equações
de movimento, chamado de método BPS e analisamos a estabilidade das soluções obtidas
por este método.

2.1.1 Teoria clássica de campos

Um campo escalar real descreve uma função dependente das coordenadas e do
tempo que associa um escalar a cada ponto do espaço [38]. Isto é, podemos descrever
um sistema contínuo por uma coordenada φx(t) associada a cada ponto x do espaço, em
que x é um índice contínuo. Então, podemos usar uma teoria de campos escalares para
descrever um sistema que possui um número infinito de graus de liberdade [39].

Teorias de campo de interesse físico podem ser descritas pelo formalismo de La-

5



6 CAPÍTULO 2 MODELOS DE UM CAMPO ESCALAR REAL

grange. Esse formalismo se mostra conveniente para desenvolver a dinâmica de um campo.
A dinâmica lagrangiana permite escrever as equações de movimento a partir de uma fun-
ção escalar expressa em termos de coordenadas independentes arbitrárias [39].

Assim, podemos descrever a dinâmica do campo pelo formalismo lagrangiano. Uma
vantagem de escolher o formalismo de Lagrange é a possibilidade de escrever a teoria de
campos na forma covariante [40]. A densidade lagrangiana que descreve um campo escalar
real deve ser real e invariante sob transformação de Lorentz, isto é,

ϕ′(x′
µ) = ϕ(xµ). (2.1)

Em que ϕ(xµ) é um campo escalar real. Vamos trabalhar com um campo de natureza
relativística e utilizar espaço quadridimensional de Minkowski1 [41]. Em contraste com a
geometria euclidiana comum, o espaço de Minkowski utiliza uma métrica especial conhe-
cida como métrica de Minkowski, que incorpora a natureza relativística do tempo.

A métrica de Minkowski
ds2 = gµνdxµdxν (2.2)

define a distância entre dois pontos no espaço-tempo e leva em consideração o fato que a
velocidade da luz é a mesma para todos os observadores inerciais. Os vetores do espaço de
Minkowski podem ser escritos de duas formas, do tipo covariante e do tipo contravariante,
respectivamente,

xµ = (x0 = ct, x1 = −x, x2 = −y, x3 = −z),

xµ = (x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z), (2.3)

de forma que se tratam de quadrivetores com uma componente temporal e três compo-
nentes espaciais. Ainda podemos reescrever xµ = gµνxν para “subir” o índice ν, sendo gµν

o tensor métrico, que no caso particular do espaço de Minkowski temos gµν = gµν .
O tensor métrico gµν pode ser escrito como uma matriz diagonal

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (2.4)

Neste espaço, escrevemos as derivadas covariantes e contravariantes, respectivamente,

∂µ ≡ ∂

∂xµ
=
(

1
c

∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
,

∂µ ≡ ∂

∂xµ
=
(

1
c

∂

∂t
, − ∂

∂x
, − ∂

∂y
, − ∂

∂z

)
. (2.5)

1O espaço de Minkowski, também conhecido como espaço-tempo de Minkowski, é uma estrutura
matemática utilizada na teoria da relatividade restrita para descrever o espaço e o tempo de forma
unificada. Foi desenvolvido pelo físico alemão Hermann Minkowski no início do século XX.
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Em teoria de campos, escrevemos a densidade lagrangiana dependente do campo
e das suas derivadas, logo, L = L(ϕ,∂µϕ), onde ϕ = ϕ(xµ). De forma geral, para modelos
de um campo escalar real, escrevemos

L = 1
2∂µϕ∂µϕ−V (ϕ). (2.6)

Aqui o primeiro termo do lado direito descreve uma densidade de energia cinética padrão
para qualquer campo escalar real. O segundo termo corresponde à densidade de energia
potencial, o modelo do campo é definido tal qual a forma de seu potencial.

Neste trabalho, vamos considerar as coordenadas espaciais e temporal adimensi-
onais, também utilizamos o sistema de unidades naturais, em que c = h̄ = 1, onde c é
a velocidade da luz e h̄ é a constante de Planck reduzida. Também, vamos admitir o
espaço-tempo de Minkowski em apenas duas dimensões, em que xµ = (x0 = t, x1 = −x)
com a representação gµν = diag(1,−1) para um campo em uma dimensão espacial e uma
dimensão temporal, ϕ(x,t). Importante mencionar que usamos a notação de Einstein, em
que a soma é subentendida sobre índices repetidos.

Na subseção seguinte vamos abordar o método da mínima ação a fim de obter
uma equação de movimento que descreva um campo escalar real regido pela densidade
lagrangiana (2.6).

2.1.2 Equação de movimento

A ação é um funcional ou uma função real cujo domínio é um espaço de funções,
que dependem da interação infinitesimal da sequência de mudanças ao longo de uma
trajetória [39].

Podemos definir a ação para um campo escalar real ϕ(x,t) como

S =
∫

d2xL(ϕ,∂µϕ), (2.7)

em que d2x = dtdx e a densidade lagrangiana é dada na equação (2.6). Sendo a ação um
escalar adimensional.

O princípio da mínima ação pode ser usado para obter a equação de movimento
equivalente à segunda lei de Newton na mecânica newtoniana. Também é chamado de
princípio de Hamilton ou princípio da ação constante, tal que a mínima ação implica em
δS = 0 [39]. Aplicando o princípio variacional para a ação (2.7), temos

δS = δ
∫

d2xL =
∫

d2xδL = 0. (2.8)

A variação da ação depende da variação da densidade lagrangiana. Agora, usando a
propriedade do cálculo variacional para (2.6), obtemos

δL = ∂L
∂ϕ

δϕ+ ∂L
∂(∂µϕ)δ(∂µϕ). (2.9)
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Substituindo a variação da densidade lagrangiana em (2.8) e fazendo uma integração por
partes, ficamos com

δS =
∫

d2x

[
∂L
∂ϕ

−∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)]
δϕ+

∫
d2x ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)δϕ

)
= 0. (2.10)

A variação das coordenadas generalizadas se anulam nos pontos extremos, logo, a segunda
integral é identicamente nula. Observe também que δϕ é arbitrário, assim, obtemos

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
− ∂L

∂ϕ
= 0. (2.11)

A equação de movimento (2.11) é chamada de Equação de Euler-Lagrange. Tam-
bém pode ser escrita realizando as derivadas da densidade de Lagrange da equação (2.6),
de onde temos

∂µ∂µϕ+ dV

dϕ
= 0. (2.12)

Ou ainda, explicitando as derivadas parciais em relação ao tempo e ao espaço, ficamos
com a equação de movimento da seguinte forma:

∂2ϕ

∂t2 − ∂2ϕ

∂x2 + dV

dϕ
= 0, (2.13)

que é uma equação diferencial parcial de segunda ordem.
Considerando um regime de campo estático, ϕ = ϕ(x), a equação anterior se torna

uma equação diferencial ordinária de segunda ordem, com derivada total em relação à
coordenada x, isto é,

d2ϕ

dx2 = dV

dϕ
. (2.14)

As soluções para essa última equação são obtidas de forma mais simplificada do que para
a equação (2.13).

2.1.3 Tensor energia-momento

De acordo com o Teorema de Noether2 [42], para cada simetria contínua em um sis-
tema físico deriva um princípio de conservação. Em teorias que admitem uma formulação
lagrangiana, esse teorema conecta a simetria do sistema a uma quantidade conservada.

A quantidade conservada é o tensor energia-momento, uma consequência da sime-
tria do sistema. A independência temporal sugere uma conservação da energia do sistema
e a independência de translação implica na conservação do momento linear.

2O teorema de Noether estabelece uma conexão entre simetrias contínuas em uma teoria física e leis de
conservação associadas. O teorema foi formulado pela matemática e física alemã Amalie Emmy Noether
em 1918.
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Podemos obter o tensor energia-momento considerando uma variação infinitesimal
nas coordenadas [43]. Fazemos

xµ → x′
µ = xµ + δxµ, (2.15)

podemos reescrever como x′
µ − x′

µ = δxµ. A variação da densidade lagrangiana com res-
peito a essas coordenadas é tal que

δL = ∂L
∂xµ

δxµ. (2.16)

Vamos considerar que a densidade de Lagrange é invariante por translação, logo, a densi-
dade lagrangiana é independe das coordenadas, insto é, L = L(ϕ,∂µϕ) e ϕ = ϕ(xµ). Agora,
variando a densidade lagrangiana, temos

δL = ∂L
∂ϕ

∂νϕ δxν + ∂L
∂(∂µϕ) ∂ν(∂µϕ) δxν . (2.17)

Usando a equação de Euler-Lagrange (2.11) e comparando as equações (2.16) e (2.17),
obtemos

∂µ

{
gµνL− ∂L

∂(∂µϕ)∂νϕ

}
δxν = 0. (2.18)

As translações δxν são arbitrárias, então

∂µT µν = 0. (2.19)

Decorrentes da invariância translacional da teoria clássica de campos, em duas dimensões
espaço-temporais temos em (2.19) duas equações de continuidade (ν = 0,1). Portanto,
temos aqui duas leis de conservação, em que a quantidade conservada é o tensor energia-
momento dado por

T µν = ∂L
∂(∂µϕ)∂νϕ−gµνL. (2.20)

Esse é um tensor simétrico, isto é, T µν = T νµ. Também pode ser escrito da forma cova-
riante Tµν .

Considerando a densidade lagrangiana usual que descreve uma dinâmica padrão
dada na equação (2.6), obtemos o tensor energia-momento

Tµν = ∂µϕ∂νϕ−gµνL. (2.21)

Somente duas componentes do tensor energia-momento não são nulas, dadas por T00 e
T11, as quais correspondem à densidade de energia e à pressão, respectivamente,

ρ = 1
2

(
dϕ

dx

)2
+V (ϕ), (2.22)

p = 1
2

(
dϕ

dx

)2
−V (ϕ). (2.23)
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A pressão no sistema é constante, compatível com a conservação do tensor energia-
momento.

Na subseção seguinte discutiremos mais a respeito das considerações sobre a pressão
dos modelos apresentados aqui.

2.1.4 Energia BPS

Utilizamos dois métodos para determinar soluções da equação de movimento. O
primeiro deles é usando o formalismo de redução de ordem. Note que as equações de
movimento obtidas a partir do método da minimização da ação são equações diferenciais
de segunda ordem. Esse tipo de equação possui difícil resolução. O formalismo de pri-
meira ordem reduz a ordem da equação de movimento facilitando a determinação de uma
solução. Outro método utilizado é o chamado método BPS (Bogomol’nyi, 1976; Prasad
e Sommerfield, 1975), que possibilita determinar soluções analíticas sem a necessidade
de resolver as equações de segunda ordem. O método BPS envolve a energia do sistema
[44, 45].

Para reduzir a ordem da equação de movimento (2.14) e, consequentemente, faci-
litar sua resolução, vamos multiplicar os dois lados por (dϕ/dx). Desse modo,

dϕ

dx

d2ϕ

dx2 = dV

dϕ

dϕ

dx
, (2.24)

reescrevendo,
1
2

d

dx

(
dϕ

dx

)2
= dV

dx
, (2.25)

e integrando os dois lados da equação em relação à coordenada x, obtemos

1
2

(
dϕ

dx

)2
= V (ϕ)+ c, (2.26)

em que c é uma constante de integração, impomos essa constante igual a zero a fim de
gerar sistemas que possuam energia finita [46]. Note que ao comparar essa última equação
com (2.23), percebemos que a constante de integração c se trata da pressão do sistema.
Portanto, estamos impondo sistemas com pressão nula. A imposição da constante nula
nos leva a uma equação diferencial de primeira ordem para o campo ϕ(x) da forma

dϕ

dx
= ±

√
2V (ϕ). (2.27)

Os mínimos do potencial vi, i = 1,2, ..., ou estados de vácuo, obedecem às condições
de contorno

lim
x→∞ϕ(x) → vi, lim

x→−∞
ϕ(x) → vj , lim

x→±∞
dϕ

dx
→ 0, (2.28)
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onde V (ϕ → vi) = V (ϕ → vj) = 0. Essas condições de contorno são necessárias para definir
soluções com energia finita, para que o sistema possua sentido físico [47].

Uma maneira de encontrar as soluções das equações (2.27) é pelo chamado método
BPS. Para obter soluções analíticas de defeitos utiliza-se o método BPS, o que resulta em
defeitos com energia mínima não-trivial.

O método BPS foi apresentado para soluções clássicas do tipo parede de domínio.
Esse método nos permite investigar soluções do tipo defeitos para teorias de campos
escalares a partir da minimização de energia do sistema.

A partir da densidade de energia dada na equação (2.22) podemos integrar e de-
terminar a energia, assim,

E =
∫

dx ρ(x)

=
∫

dx

1
2

(
dϕ

dx

)2
+V (ϕ)

 ,
(2.29)

Podemos introduzir uma função suave W (ϕ) e reescrever como

E = 1
2

∫
dx

(
dϕ

dx
∓ dW

dϕ

)2
+
∫

dx

V (ϕ)− 1
2

(
dW

dϕ

)2±
∫

dx
dW

dx
, (2.30)

onde usamos um método matemático que consiste em completar o quadrado perfeito,
utilizando a densidade de energia e uma função W que depende do campo ϕ. Para
modelos que possuem soluções estáveis que minimizam a energia do sistema, o potencial
segue a definição:

V (ϕ) = 1
2W 2

ϕ , (2.31)

onde Wϕ = dW/dϕ, de forma que o segundo termo da equação (2.30) se anula. Neste caso,
temos que a energia é mínima quando

dϕ

dx
= ±Wϕ. (2.32)

Com isso, passamos a nos referir à energia do sistema como energia BPS quando
esta é mínima. Assim,

E = EBP S =
∣∣∣∣∣
∫

dx
dW

dx

∣∣∣∣∣ . (2.33)

Notamos que se trata de uma derivada de função composta: dW/dx = Wϕ(dϕ/dx). Então,
levando em conta o teorema fundamental do cálculo e aplicando os limites de integração,
obtemos

EBP S = |∆W (ϕ)| = |W (ϕ(x → +∞))−W (ϕ(x → −∞))| . (2.34)

Esse método nos permite obter a energia analisando apenas o potencial, sem ser
necessário resolver as equações de segunda ordem. O método é bastante eficiente quando
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tratamos de um defeito topológico com solução do tipo kink. Mais adiante veremos que
podemos modificar o formalismo de primeira ordem para estudar soluções do tipo lump,
de forma que a energia do sistema pode ser obtida de maneira análoga.

A função W = W (ϕ) é uma função suave que depende do campo ϕ chamada de
superpotencial [48]. Assumimos a existência de wi, i = 1, ...,n tal que Wϕ(wi) = 0. Esses
pontos de W (ϕ) são mínimos absolutos do potencial.

Em geral, modelos que permitem a definição do potencial via função W são poten-
ciais positivos definidos, que possuem quebra espontânea de simetria que geram defeitos
topológicos. Soluções topológicas são estáveis. Nesse contexto seguiremos com o estudo
da estabilidade linear das soluções estáticas para os modelos de campos escalares reais.

2.1.5 Estabilidade linear

Nesta subseção vamos analisar como uma solução estática se comporta ao sofrer
pequenas perturbações, isto é, avaliar a estabilidade da solução estática. Se essa solução
mantiver suas características após uma pequena perturbação, dizemos que se trata de uma
solução estável. Por outro lado, se a perturbação evoluir, interferindo nas características
do sistema, dizemos que é uma solução instável.

Usando a densidade lagrangiana (2.6) para descrever a dinâmica do sistema com-
posto por um campo escalar real e fazendo uma pequena perturbação em torno da sua
solução estática, podemos escrever

ϕ(x,t) = ϕ(x)+η(x,t), (2.35)

onde ϕ(x) e η(x,t) são a solução estática e a sua perturbação, respectivamente. A per-
turbação é muito pequena, por definição:

η(x,t) ≪ ϕ(x). (2.36)

Substituindo a equação (2.35) na equação de movimento (2.13), obtemos

∂2η

∂t2 − d2ϕ

dx2 − ∂2η

∂x2 + dV

dϕ

∣∣∣∣∣
ϕ(x)+η(x,t)

= 0. (2.37)

Fazendo uma expansão em séries de Taylor em torno da solução estática para a derivada
do potencial

dV

dϕ

∣∣∣∣∣
ϕ(x)+η(x,t)

= dV

dϕ

∣∣∣∣∣
ϕ(x)

+ d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ(x)

η(x,t). (2.38)

Os termos de ordem superiores podem ser desconsiderados. Note que fizemos (ϕ(x,t) −
ϕ(x)) = η(x,t). Agora, substituindo esse resultado na equação (2.37), ficamos com

∂2η

∂t2 − d2ϕ

dx2 − ∂2η

∂x2 + dV

dϕ

∣∣∣∣∣
ϕ(x)

+ d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ(x)

η(x,t) = 0. (2.39)
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Note que

−d2ϕ

dx2 + dV

dϕ

∣∣∣∣∣
ϕ(x)

= 0 (2.40)

satisfaz a equação de movimento estática (2.14). Logo, ficamos com a equação de pertur-
bação escrita em (1,1) dimensões, dada por

∂2η

∂t2 − ∂2η

∂x2 +U(x)η(x,t) = 0, (2.41)

onde
U(x) = d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ(x)

(2.42)

é chamado de potencial efetivo ou potencial de estabilidade. Com o potencial de esta-
bilidade podemos compreender quantos e quais são os estados ligados ou não ligados do
modelo em estudo.

Vamos supor que uma solução para a equação (2.41) seja do tipo

η(x,t) =
∑
n

ηn(x)cos(ωnt). (2.43)

A ideia de usar uma função cosseno é para que a solução seja parecida com outras soluções
conhecidas, como as soluções harmônicas. Substituindo na equação (2.41) notamos que
podemos reescrever a equação da perturbação como(

− d2

dx2 +U(x)
)

ηn(x) = ω2
nηn(x). (2.44)

de forma que a igualdade seja satisfeita.
A equação (2.44) é uma equação do tipo Schroedinger. Embora estejamos tra-

balhando no regime clássico, podemos mostrar que é possível encontrar solução para a
equação do tipo (2.44) mesmo que não seja no escopo da mecânica quântica. Os auto-
valores ω2

n devem ser positivos para soluções estáveis. Em outras palavras, a condição
necessária para que a solução seja estável é que todas as frequências de perturbação sejam
números reais, tal que ω2

n ≥ 0. Se ω2
n < 0, a solução estática do sistema é instável, pois

haverá algum autovalor de energia imaginário.
Para um modelo de potencial em estudo da estabilidade de suas soluções é conve-

niente supor a existência de um "modo zero", tal qual ω2
0 = 0 com n = 0. Desse modo, a

equação (2.44) toma a forma (
− d2

dx2 +U(x)
)

η0(x) = 0. (2.45)

Lembrando da definição para um potencial positivo na equação (2.31), podemos relacionar
o potencial de estabilidade com a função superpotencial W , encontrando

U(x) = W 2
ϕϕ +WϕWϕϕϕ, (2.46)
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de maneira que podemos fatorar a equação (2.45) e escrevê-la como(
− d

dx
+Wϕϕ

)(
d

dx
+Wϕϕ

)
η0(x) = 0. (2.47)

Veja que essa igualdade é satisfeita fazendo(
− d

dx
+Wϕϕ

)
η0(x) = 0, (2.48)

que se trata de uma equação diferencial de primeira ordem, que possui uma solução
genérica da forma

η0(x) = Ae
∫

(Wϕϕ)dx, (2.49)

onde A é uma constante de normalização, que podemos considerar como unidade. Obser-
vando que

d

dx
log(Wϕ) = Wϕϕ, (2.50)

constatamos que o modo zero pode ser determinado via equação

η0(x) = Wϕ. (2.51)

Note ainda que a partir da equação (2.14), podemos obter o modo zero por η0(x) = dϕ/dx.
A presença do modo zero decorre da invariância translacional da teoria clássica de

campos. Sistemas com soluções estáveis possuem ao menos um estado ligado, sendo o
"modo zero"o estado de menor energia. Se existe um estado de energia abaixo do modo
zero significa que as soluções do sistemas são instáveis. O ponto em que o modo zero
cruza o zero no eixo x é chamado de nó.

Essa é uma forma de caracterizar soluções topológicas. Soluções topológicas são
estáveis e seus modos zeros não cruzam o eixo x, ou seja, não possuem nós. A identificação
de nós no modo zero implica a instabilidade da solução, logo se tratando de uma solução
não topológica.

Nas próximas seções estudaremos soluções para modelos de diferentes potenciais.
A primeira seção seguinte trata de defeitos topológicos, onde buscamos evidenciar suas
principais características relacionadas ao exposto até aqui. Na seção 2.3 lidamos com
outros tipos de defeitos, de características não topológicas. Na seção 2.4 apresentamos
um método de mapeamento entre campos escalares que possuem soluções do tipo defeitos,
esse método é chamado de método da deformação.

2.2 Defeitos topológicos

Os defeitos topológicos são estruturas localizadas que conectam dois mínimos do
potencial. Essas estruturas são chamadas de kink em uma dimensão espacial. Defeitos
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topológicos podem ser descritos por soluções que obedecem as condições de contorno
(2.28).

A seguir abordamos três modelos de campos escalares reais que suportam soluções
do tipo defeitos topológicos.

2.2.1 O modelo ϕ4

Um modelo que suporta soluções topológicas é o chamado modelo ϕ4, que é carac-
terizado pelo potencial de quarta ordem em ϕ dado por

V (ϕ) = 1
2(1−ϕ2)2

, (2.52)

mostrado na figura 2.1. Este modelo possui simetria de reflexão em ϕ, também chamada
de simetria Z2. Essa simetria surge devido ao termo ϕ4 ser par em ϕ, o que implica que
a teoria permanece inalterada quando ϕ é substituído por −ϕ.

Analisando o potencial (2.52), nota-se que existem três pontos críticos. Os pontos
de mínimos estão localizados em ϕ± = ±1, e o ponto de máximo é atingido quando
V (ϕ) = 1/2 em ϕ0 = 0. Os pontos de estado de vácuo (ou mínimos do potencial) estão
conectados por um setor topológico. As soluções que ligam esses estados de vácuo são
chamadas de soluções topológicas.

Figura 2.1: Potencial do modelo ϕ4, escrito na equação (2.52).

A equação de movimento (2.14) para o campo estático modelado pelo potencial
(2.52) é escrita como

d2ϕ

dx2 = 2ϕ(ϕ2 −1). (2.53)

É possível escrever o potencial desse modelo em função de W (ϕ). Neste caso, a partir da
equação (2.31) obtemos que Wϕ = 1 − ϕ2, de onde deduzimos que o superpotencial desse
modelo é

W (ϕ) = ϕ− 1
3ϕ3. (2.54)
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Figura 2.2: O modelo ϕ4: Soluções (2.59) tipo kink ϕ+(x) (linha sólida) e antikink ϕ−(x)
(linha tracejada) à esquerda e sua densidade de energia (2.60) à direita.

Assim, da equação (2.32), escrevemos as equações de primeira ordem

dϕ

dx
= ±(1−ϕ2). (2.55)

As soluções do modelo são encontradas por uma integração das equações de primeira
ordem acima. Veja que as equações ∫ dϕ

1−ϕ2 = ±x (2.56)

estão relacionadas pela reflexão de x. Logo, resolvendo a equação positiva obtemos

ϕ(x) = tanh(x), (2.57)

em que consideramos a constante de integração nula. Pela troca de x → −x, obtemos

ϕ(−x) = tanh(−x) = −tanh(x). (2.58)

As soluções
ϕ±(x) = ±tanh(x) (2.59)

são chamadas de kinks e devem satisfazer a equação de movimento (2.53). De agora
em diante fazemos a seguinte consideração sobre as soluções do tipo kink: As funções
crescentes denominaremos por kink, enquanto as funções decrescentes chamaremos de
antikink. As soluções estão ilustradas na figura 2.2.

A densidade de energia dessas soluções é

ρ(x) = sech4(x), (2.60)

calculada via equação (2.22). A energia total pode ser obtida pela energia BPS (2.34),
dada por

EBP S = |∆W (ϕ)| = 4
3 . (2.61)
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Figura 2.3: O modelo ϕ4: Potencial de estabilidade (2.62) à esquerda e modo zero (2.67) à
direita.

As soluções (2.59) são estáveis sob pequenas perturbações. Obtemos o potencial
de estabilidade do modelo ϕ4 pela equação (2.42), que fornece a função

U(x) = 4−6 sech2(x). (2.62)

Esse é um potencial do tipo Poesch-Teller modificado. O potencial mecânico-quântico
(2.62) é investigado em [49, 50].

De forma geral, o potencial do tipo Poesch-Teller modificado pode ser escrito como

U(x) = a+ b tanh(x)− c sech2(x), (2.63)

onde a,b e c são parâmetros reais positivos chamados de parâmetros de Poesch-Teller
modificado. Se a > b e c > a, o potencial de estabilidade possui estados ligados. Em geral,
os autovalores são dados por

ω2
n = a−A2

n − b2

4A2
n

, (2.64)

An =
√

c+ 1
4 −n− 1

2 , (2.65)

n <

√
c+ 1

4 − 1
2 −

√
b

2 , (2.66)

onde n é um número natural.
Para o potencial do modelo ϕ4 em investigação, temos os parâmetros de Poesch-

Teller modificado a = 4, b = 0 e c = 6. Fazendo uso das equações acima verificamos que
existem dois estados ligados, n = 0,1, com autovalores de energia ω2

0 = 0 e ω2
1 = 3, ambos

positivos, o que implica na estabilidade das soluções.
O modo zero desse modelo é obtido via equação (2.51), dado por

η0(x) = sech2(x). (2.67)
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O potencial de estabilidade (2.62) e o modo zero (2.67) estão ilustrados na figura 2.3.
Note que o gráfico dos modos zeros estão livres da existência de nós cortando o eixo x.

O modelo de potencial ϕ4 é ideal para descrever sistemas que apresentam transição
de fase de segunda ordem. Um exemplo é a transição ferromagnética-paramagnética.
Nesse caso, à medida que a temperatura aumenta, o sistema passa por uma transição em
que a magnetização diminui gradualmente até atingir zero [51] [52].

2.2.2 O modelo ϕ6

Outro importante modelo é o caracterizado pelo potencial polinomial de sexta
ordem em ϕ chamado de modelo ϕ6 [53], dado por

V (ϕ) = 1
2ϕ2(1−ϕ2)2, (2.68)

mostrado na figura 2.4. Analisando o potencial do modelo ϕ6 notamos que ele possui
cinco pontos críticos. Três desses são pontos de mínimo, para ϕ0 = 0 e ϕ±1 = ±1, em
que V = 0. Os outros dois são pontos de máximos, localizados em ϕmax± = ±

√
3/3, onde

V = 2/27. Assim como o potencial do modelo ϕ4, o potencial (2.68) possui simetria Z2

em ϕ.

Figura 2.4: Potencial do modelo ϕ6, dado pela equação (2.68).

A equação de movimento desse modelo é

d2ϕ

dx2 = ϕ−4ϕ3 +3ϕ5. (2.69)

O potencial (2.68) pode ser escrito de acordo com a equação (2.31), de forma que
Wϕ = ϕ(1−ϕ2), assim, a função superpotencial é

W (ϕ) = 1
2ϕ2 − 1

4ϕ4. (2.70)
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Figura 2.5: O modelo ϕ6: Soluções (2.72) e (2.73) tipo kink ϕ+(x) (linha sólida) e antikink
ϕ−(x) (linha tracejada) à esquerda e sua densidade de energia (2.74) à direita.

As equações de primeira ordem são escritas pela equação (2.32), de modo que obtemos

dϕ

dx
= ±ϕ (1−ϕ2). (2.71)

Neste modelo há dois setores topológicos simétricos. As soluções são obtidas re-
solvendo as equações de primeira ordem (2.71) por integração. O primeiro setor conecta
os mínimos ϕ−1 = −1 e ϕ0 = 0. Para ele, obtemos as soluções

ϕ±
1 (x) = −

√
1
2(1∓ tanh(x)). (2.72)

O segundo setor topológico conecta os mínimos ϕ0 = 0 e ϕ+1 = 1. As soluções que ligam
esses dois pontos são

ϕ±
2 (x) =

√
1
2(1± tanh(x)). (2.73)

Levando em conta que ϕ+(x) identificam kinks e ϕ−(x) identificam antikinks. As soluções
são mostradas na figura 2.5. Essas quatro soluções devem resolver a equação de movimento
estática (2.69).

A densidade de energia associada as soluções (2.72) e (2.73) pode ser calculada
através da equação (2.22), que fornece

ρ±
1 (x) = 1

8
sech4(x)

(1± tanh(x)) , (2.74)

ρ±
2 (x) = 1

8
sech4(x)

(1∓ tanh(x)) . (2.75)

Os dois setores topológicos possuem energia BPS equivalentes. Da equação (2.34) obte-
mos a energia

EBP S = |∆W (ϕ)| = 1
4 . (2.76)
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Figura 2.6: O modelo ϕ6: Potencial de estabilidade (2.77) à esquerda e modo zero (2.78) à
direita.

Agora, estudando a estabilidade das soluções via potencial (2.42), para o modelo
ϕ6 temos

U(x) = 5
2 ± 3

2 tanh(x)− 15
4 sech2(x), (2.77)

onde os sinais ± correspondem as soluções kink ϕ+(x) e antikink ϕ−(x), mostrado na
figura 2.6 para a solução ϕ+

2 .
Notamos que se trata de um potencial do tipo Poesch-Teller modificado, equação

(2.63). Os parâmetros de Poesch-Teller modificado são a = 5/2, b = 3/2 e c = 15/4. Os
estados ligados podem ser obtidos pelas equações (2.64), (2.65) e (2.66). Verifica-se que
esse potencial possui apenas um estado ligado, o modo zero. Modelos com ao menos um
estado ligado são ditos estáveis.

O modo zero é obtido pela equação (2.51), a partir da qual temos

η0(x) = 1
2

sech2(x)√
2(1+tanh(x))

, (2.78)

para as soluções (2.72) e (2.73), respectivamente. As funções η0(x) são mostradas na
figura 2.6.

Outras investigações podem ser encontradas na referência [54]. Outros exemplos
de potenciais polinomiais incluem o modelo ϕ8 [55]. Além disso, existem outros trabalhos
relevantes, como as referências [56, 57].

O modelo de potencial ϕ6 é ideal para descrever sistemas que apresentam transição
de fase de primeira ordem. Um exemplo é a transição líquido-vapor. À medida que
a temperatura aumenta, o sistema passa por uma transição de fase em que ocorre a
coexistência de líquido e vapor em equilíbrio [51, 52].
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2.2.3 O modelo seno-Gordon

Outro modelo de um campo escalar que possui soluções do tipo kink é chamado
modelo seno-Gordon, apresentado teoricamente na referência [58]. O potencial do modelo
é escrito como

V (ϕ) = 1
2 sin2(ϕ), (2.79)

mostrado na figura 2.7. Este potencial com função periódica possui infinitos mínimos e
máximos. Os pontos de mínimo estão localizados em ϕ para múltiplos inteiros de π, isto é,
ϕmin = kπ, e os pontos de máximo são encontrados para os valores de ϕmax = (2n−1)π/2,
onde k e n são números inteiros.

Os vários setores topológicos do modelo são equivalentes. Dessa forma, vamos
considerar dois setores topológicos simétricos. O primeiro setor S(1), que conecta os
mínimos localizados em ϕ−1 = −π e ϕ0 = 0 e o outro que conecta os mínimos localizados
em ϕ0 = 0 e ϕ+1 = π, o setor topológico S(2).

Figura 2.7: Potencial do modelo seno-Gordon, dado pela equação (2.79).

A equação de movimento estática (2.14) para o modelo seno-Gordon é
d2ϕ

dx2 = sin(ϕ)cos(ϕ). (2.80)

Podemos escrever a função superpotencial com a definição feita em (2.31), de onde temos
Wϕ = sin(ϕ), assim,

W (ϕ) = −cos(ϕ), (2.81)

de forma que as equações de primeira ordem são dadas pela equação (2.32), logo, obtemos
as equações:

dϕ

dx
= ±sin(ϕ). (2.82)

As soluções topológicas são obtidas resolvendo (2.82) por integração. Para o setor topo-
lógico que conecta os mínimos ϕ−1 e ϕ0, as soluções são

ϕ±
1 (x) = −2 arctan(e∓x). (2.83)
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Figura 2.8: O modelo seno-Gordon: Soluções (2.83) e (2.84) tipo kink ϕ+(x) (linha sólida) e
antikink ϕ−(x) (linha tracejada) à esquerda; Densidade de energia (2.85) à direita.

Para o segundo setor topológico, que conecta os mínimos ϕ0 e ϕ1, as soluções são

ϕ±
2 (x) = 2 arctan(e±x). (2.84)

Essas soluções resolvem a equação de movimento estática (2.80). As quatro soluções
que conectam esses mínimos identificam kinks e antikinks. Outras soluções de outros
setores do modelo podem ser vistas em [59]. O modelo seno-Gordon foi estudado nas
referências [60, 61]. Mais aplicações desse modelo foram investigadas nas referências
[62, 63, 64, 65, 66], multi-seno-Gordon [67, 68, 69], seno-Gordon no espaço-tempo plano
e curvo [70] e aprisionamento de partículas em rede [71].

A densidade de energia é dada pela equação (2.22), e resulta em

ρ(x) = sech2(x). (2.85)

As soluções (2.83) e (2.84) e a densidade de energia (2.85) podem ser observadas na figura
2.8.

Essas soluções são estáveis. Podemos calcular sua energia via energia BPS (2.34),
que fornece

EBP S = |∆W (ϕ)| = 2. (2.86)

Ainda podemos verificar a estabilidade linear via potencial (2.42). Para o modelo em
estudo temos

U(x) = 1−2 sech2(x). (2.87)

Assim como o modelo ϕ6, o modelo seno-Gordon possui apenas um estado ligado, que é
o modo zero.

Veja que o potencial de estabilidade do modelo seno-Gordon é do tipo Poesch-Teller
modificado, equação (2.63). Os parâmetros de Poesch-Teller modificado são a = 1, b = 0
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Figura 2.9: O modelo seno-Gordon: Potencial de estabilidade (2.87) à esquerda e modo zero
(2.88) à direita.

e c = 2. Verifica-se pelas equações (2.63), (2.64), (2.65) e (2.66), a existência de apenas
um estado ligado.

O modo zero, para o modelo seno-Gordon é

η0(x) =
√

1
2 sech(x), (2.88)

obtido pela equação (2.51) e mostrado na figura 2.9 ao lado do potencial de estabilidade
(2.87).

Mais adiante vamos estudar mais um modelo que faz parte da classe de modelos
do tipo seno-Gordon, obtido pelo método da deformação. Antes de chegar em defeitos
deformados, abordamos na seção seguinte dois modelos de campos que suportam defeitos
não topológicos.

2.3 Defeitos não topológicos

Os defeitos não topológicos são soluções que minimizam o potencial em um mínimo
local. Esse tipo de solução é caracterizada por não conectar dois mínimos do potencial.
Esses defeitos, também chamados de lumps, têm a forma de sino e são instáveis sob
pequenas perturbações.

Assim como os defeitos topológicos, os não topológicos aparecem em (1,1) dimen-
sões do espaço-tempo. No entanto, os valores assintóticos das suas soluções estáticas
tendem ao mesmo ponto, isto é,

lim
x→±∞

ϕ(x) → 0. (2.89)

A condição de contorno (2.28), implica neste caso que vi = vj . O mínimo local do potencial
também é chamado de falso vácuo, observado quando V (vi) = 0.
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A princípio, a não topologia das soluções nos impede de trabalhar com a definição
do potencial (2.31) e com o formalismo de primeira ordem, bem como calcular a energia
das soluções via método BPS, pois o modelo não possui nenhum setor com energia BPS
diferente de zero. No entanto, no capítulo 4 vamos abordar um método para modificar o
formalismo de primeira ordem para que também seja possível investigar soluções do tipo
lumps.

A seguir expomos dois exemplos de modelos que suportam soluções do tipo defeitos
não topológicos e acharemos suas soluções diretamente das equações de segunda ordem.

2.3.1 O modelo ϕ3

Como primeiro exemplo de modelos de campos escalares que suportam defeitos não
topológicos, vamos considerar o modelo conhecido como ϕ3. O potencial que caracteriza
este modelo é escrito como

V (ϕ) = 2ϕ2(1−ϕ), (2.90)

observado na figura 2.10. A terceira ordem em ϕ dá sentido ao nome do modelo. Veja que
se fizermos a reflexão ϕ → −ϕ, notamos que não existe simetria Z2 em ϕ e o potencial se
torna V (ϕ) = 2ϕ2(1 + ϕ). Observe que não se trata do mesmo potencial, mas sim de um
potencial parceiro, similar ao apresentado em (2.90).

Observando o potencial (2.90), vemos que possui dois pontos críticos. Há um ponto
de mínimo, localizado em ϕmin = 0 com V = 0. Além de um ponto de máximo, localizado
em ϕmax = 2/3 com V = 8/27 ≈ 0,3. Sendo assim, não apresenta nenhum setor topológico
e a solução encontrada para este modelo é não topológica.

Figura 2.10: Potencial do modelo ϕ3, dado pela equação (2.90).

Para o modelo ϕ3, a equação de movimento estática (2.14) é dada por

d2ϕ

dx2 = 4 ϕ−6 ϕ3. (2.91)
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Figura 2.11: O modelo ϕ3: Solução (2.92) tipo lump à esquerda e densidade de energia (2.93)
à direita.

de onde obtemos a solução
ϕ(x) = sech2(x), (2.92)

esta é uma solução do tipo lump. Veja que ela se anula para os valores assintóticos
ϕ(x → ±∞) = 0. O comportamento da solução (2.92) pode ser observado na figura 2.11
à esquerda.

A densidade de energia dessa solução estática é dada pela equação (2.22), que
fornece

ρ(x) = 4 sech4(x) tanh2(x), (2.93)

ilustrada na figura 2.11 à direita. A energia total da solução é obtida realizando a integral
de ρ(x) em todo espaço, que nos dá

E =
∫ +∞

−∞
dxρ(x) = 16

15 . (2.94)

A solução do modelo é não topológica e instável. Vamos estudar sua estabilidade
via potencial (2.42), que no caso do modelo ϕ3 obtemos

U(x) = 4−12 sech2(x), (2.95)

mostrado na figura 2.12. Veja que esse é um potencial do tipo Poesch-Teller modificado
(2.63), com os parâmetros a = 4, b = 0 e c = 12. Pelas equações (2.64), (2.65) e (2.66),
verificamos a existência de três estados ligados com os autovalores de energia ω2

n = −5, 0, 3,
para n = 0, 1, 2. O autovalor de energia negativo identifica um estado ligado de energia
abaixo do modo zero ω2

0 = 0.
O estado de energia negativo implica na instabilidade da solução do modelo. Veja

que o modo zero, dado pela equação

η0(x) = dϕ

dx
= −2 sech2(x) tanh(x), (2.96)
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Figura 2.12: O modelo ϕ3: Potencial de estabilidade (2.95) à esquerda e modo zero (2.96) à
direita.

cruza o eixo horizontal do gráfico quando x = 0 formando um nó. A presença de nós no
modo zero é característica de defeitos não topológicos [72]. O comportamento do potencial
de estabilidade (2.95) e do modo zero (2.96) pode ser observado na figura 2.11.

2.3.2 O modelo ϕ4 invertido

O modelo ϕ4 invertido é uma teoria de campo escalar real que possui uma interação
não linear dominada pelo termo ϕ4. O “invertido” refere-se ao sinal negativo no termo de
interação ϕ4, que o diferencia do modelo ϕ4 convencional estudado na subseção 2.2.1.

Este modelo possui potencial escrito como

V (ϕ) = 1
2ϕ2(1−ϕ2), (2.97)

ilustrado na figura 2.13. Assim como o potencial do modelo ϕ4, o potencial (2.97) possui
simetria de reflexão em ϕ, isto é, simetria Z2.

O potencial (2.97) possui três pontos críticos. Dois deles são pontos de máximos
localizados em ϕmax± = ±1/

√
2, onde V = 1/8. E um ponto de mínimo para ϕmin = 0,

onde V = 0. Há apenas um estado de vácuo nesse potencial, que é ligado aos outros zeros
do potencial em ϕ = ± 1 por um setor não topológico, caracterizando um defeito do tipo
não topológico.

A equação de movimento estática (2.14) para este modelo é escrita como

d2ϕ

dx2 = ϕ−2ϕ3, (2.98)

com soluções
ϕ±(x) = ±sech(x). (2.99)
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Figura 2.13: Potencial do modelo ϕ4 invertido, dado pela equação (2.97).

Figura 2.14: O modelo ϕ4 invertido: Soluções (2.99) tipo lump ϕ+ (linha sólida) e ϕ− (linha
tracejada) à esquerda e densidade de energia (2.100) à direita.

Soluções desse tipo são chamadas de lump. Ao contrário de kinks, a solução do tipo lump
é invariante por reflexão x → −x, portanto, as soluções do tipo lump com sinal positivo
e com sinal negativo não são relacionadas pela simetria de reflexão, ϕ(−x) = sech(−x) =
sech(x).

Para a densidade de energia das soluções (2.99), usamos a equação (2.22) para
obter

ρ(x) = sech2(x) tanh2(x). (2.100)

As soluções (2.99) estão ilustradas ao lado da sua densidade de energia (2.100) na figura
2.14. Note que a estrutura das soluções e da densidade de energia são semelhantes as
obtidas no modelo ϕ3, figura 2.11.

A energia total da configuração estática é obtida pela equação (2.29), de onde
temos que

E =
∫ +∞

−∞
dxρ(x) = 2

3 . (2.101)
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Figura 2.15: O modelo ϕ4 invertido: Potencial de estabilidade (2.102) à esquerda e modo zero
(2.103) à direita.

Podemos analisar a estabilidade das soluções não topológicas do modelo ϕ4 inver-
tido pelo potencial de estabilidade (2.42), de onde obtemos

U(x) = 1−6 sech2(x). (2.102)

Esse potencial de estabilidade é da forma (2.63), com os parâmetros de Poeschl-Teller
modificado a = 1, b = 0 e c = 6. Pelas equações (2.64), (2.65) e (2.66), obtemos que
n = 0, 1, logo, existem dois estados ligados com autovalores de energia ω2

0 = −3 e ω2
1 = 0.

O estado de menor energia possui autovalor negativo, o que comprova a instabilidade das
soluções não topológicas do modelo.

O modo zero é
η0(x) = dϕ

dx
= −sech(x) tanh(x), (2.103)

mostrado na figura 2.15. Observe que o modo zero corta o eixo x na origem, caracterizando
a instabilidade da solução do modelo.

Note que o perfil do potencial de estabilidade do modelo ϕ4 invertido é semelhante
ao do modelo ϕ4. Porém, veja que o poço com estados ligados do modelo ϕ4 invertido é
mais profundo e que há estados ligados com energia menor do que zero, como mostra a
figura 2.16.

Existem diversos modelos de campos que geram outros tipos de defeitos, como
vórtices em (2,1) dimensões do espaço-tempo [73]. Dentro de algumas possíveis classes
de modelos, vórtices podem ser investigados em modelos gêmeos [74], vórtices compactos
[75], vórtices em sistemas sem vácuos [76] e uma maneira de desacoplar as equações de
primeira ordem [77], e monopolos em (3,1) dimensões [1, 2, 78, 46]. De característica não
topológicas citamos os defeitos conhecidos como Q-balls [79, 80]. No entanto, vamos nos
ater a investigação de kinks e lumps.

Uma classe de modelos que suportam defeitos topológicos ou não topológicos pode
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Figura 2.16: Potenciais de estabilidade (2.62) e (2.102) (à esquerda) e modos zeros (2.67) e
(2.103) (à direita), dos modelos ϕ4 (linha sólida) e ϕ4 invertido (linha tracejada).

ser formada a partir de modelos conhecidos. Na próxima seção vamos estudar como usar
esse método que mapeia novos modelos.

2.4 Defeitos deformados

O método de deformação é utilizado para obtenção de novas teorias de campos a
partir de uma conhecida que possui solução do tipo defeito. A proposta desse método foi
apresentada na referência [81] e, posteriormente, o procedimento foi estendido em [82].

Consideramos um modelo de campo escalar ϕ descrito pela densidade lagrangiana
(2.6) com um potencial específico V (ϕ) conhecido. A partir desse modelo, podemos obter
um novo modelo de campo, que chamaremos de χ. Os dois modelos são relacionados pela
expressão

U(χ) = V (ϕ → f(χ))
f2

χ
, (2.104)

em que f(χ) é uma função bem definida que depende do campo do modelo novo, chamada
de função de deformação ou função deformadora, e fχ = df/dχ. O potencial definido
em (2.104) é chamado de potencial deformado, que modela uma nova teoria de campos
governada pela densidade lagrangiana

Ld = 1
2∂µχ∂µχ−U(χ). (2.105)

Verificamos que, se aplicarmos o formalismo de primeira ordem para a equação de
movimento em um regime de campo estático, χ = χ(x), podemos escrever as equações de
primeira ordem

dχ

dx
= ±Wχ (2.106)
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para modelos com potenciais que nos permita definir

U(χ) = 1
2W 2

χ , (2.107)

com Wχ = dW/dχ, onde W = W (χ) é o superpotencial do novo modelo, que se associa
ao superpotencial do primeiro modelo de campo ϕ na forma

Wχ = Wϕ(ϕ → f(χ))
fχ

. (2.108)

As soluções para o novo modelo são obtidas pela inversão da função de deformação
f(χ), de forma que

χ(x) = f−1(ϕ(x)). (2.109)

A densidade de energia associada as soluções deformadas é determinada de forma seme-
lhante à densidade de energia das soluções dos modelos originais. Temos que

ρd = 1
2

(
dχ

dx

)2
+U(χ). (2.110)

Já a energia total do novo modelo é calculada pela relação

E = |W (χ(x → ∞))−W (χ(x → −∞))| , (2.111)

para o potencial deformado definido em termos do superpotencial W (χ), como visto na
equação (2.107).

Mais a respeito de defeitos deformados e o método da deformação, ver as referências
[48, 72, 83]. Dedicamos as subseções seguintes para a demonstração da aplicação do
método descrito.

2.4.1 Potencial ϕ4 → seno-Gordon

Na primeira aplicação do método da deformação vamos considerar o modelo ϕ4

como modelo original, abordado na subseção 2.2.1. O potencial é dado em (2.52), im-
plicando na densidade lagrangiana (2.6). O modelo ϕ4 é gerado pelo superpotencial da
equação (2.54), de forma que escrevemos as equações de (2.55). De onde obtemos as
soluções (2.59), que satisfazem a equação de movimento estática (2.53).

Agora, vamos definir a função de deformação

f(χ) = sin(χ) (2.112)

para gerar o novo modelo. Usamos a equação (2.104) para escrever o potencial deformado

U(χ) = 1
2 cos2(χ), (2.113)
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mostrado na figura 2.7. Veja que é um potencial seno-Gordon, estudado na subseção
2.2.3. O potencial do modelo possui infinitos mínimos conectados por setores topológicos.
Os mínimos do potencial (2.113) estão localizados para os valores χmin = (k +1/2)π, em
que k é um número inteiro.

Da equação (2.108), temos que Wχ = 1 − sin2(χ) = cos2(χ), de onde escrevemos a
função superpotencial para o modelo deformado

W (χ) = 1
2

(
χ+ 1

2 sin(2χ)
)

. (2.114)

As soluções do modelo deformado são obtidas pela inversão da função de deforma-
ção (2.112), que nos fornece de forma direta

χ±(x) = ±arcsin(tanh(x)), (2.115)

mostradas na figura 2.8. As soluções identificam kink χ+(x) e antikink χ−(x).
Veja que essas soluções conectam os mínimos do potencial para k = 0, isto é, para

os valores de χ−1 = −π/2 e χ+1 = π/2. As soluções para os demais setores topológicos
podem ser obtidas incluindo uma fase na equação (2.115). Neste caso, ficamos com
χ±(x) = ±arcsin(tanh(x))+kπ.

A energia total de cada solução pode ser calculada pela equação (2.111), que resulta
em E = 2.

2.4.2 Potencial ϕ4 → χ6 → χ̃10

Para uma segunda aplicação, vamos considerar a função de deformação da forma

f(χ) = 2χ2 −1. (2.116)

O modelo de partida é o ϕ4, com potencial (2.52) e soluções topológicas (2.59).
Usando a equação (2.104) e a função de deformação (2.116), obtemos para o novo

modelo o potencial deformado

U(χ) = 1
2χ2(1−χ2)2, (2.117)

mostrado na 2.4. Note que esse potencial caracteriza o modelo ϕ6, apresentado na seção
(2.2.2).

As soluções estáticas para esse modelo obtidas pela inversão da função de desfor-
mação (2.109)

χ(x) = ±
√

1
2[1± tanh(x)], (2.118)

Essas quatro soluções conectam os dois setores topológicos do potencial (2.117). O pri-
meiro setor topológico S(1) conecta os mínimo χ−1 = −1 e χ0 = 0, e o segundo setor
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topológico S(2) conecta os mínimos χ0 = 0 e χ+1 = 1. As soluções podem ser observa-
das na figura 2.5. As funções χ+(x) identificam kinks e χ−(x) identificam antikinks. As
soluções foram estudadas na subseção 2.2.2.

Podemos repetir o processo com a mesma função de deformação (2.116) aplicando
no modelo do potencial deformado dado na equação (2.117), o que nos leva a um novo
modelo de campo [82]. Realizando o procedimento, obtemos

Ũ(χ) = 1
2χ2(1−χ2)2(1−2χ2)2, (2.119)

mostrado na figura 2.17. Observe que esse potencial é de ordem 10 em χ. A nova teoria
é chamada de χ̃10.

O potencial do novo modelo apresenta nove pontos críticos. Cinco desses são
pontos de mínimo, localizados em χ0 = 0, χ±1 = ±1 e χ±2 = ±

√
2/2, onde o poten-

cial é nulo. Os outros quatro pontos são de máximo, para χmax = ±(1/10)
√

45−5
√

41,
±(1/10)

√
45+5

√
41.

Figura 2.17: Potencial deformado do modelo χ̃10, dado pela equação (2.119).

A equação de movimento estática (2.14) para este modelo é

d2χ

dx2 = 20χ9 −48χ7 +39χ5 −12χ3 +χ. (2.120)

Da equação (2.108), temos que W̃χ = −(1 + χ)(2χ + 1). Portanto, o superpotencial que
gera o modelo χ̃10 é

W̃ (χ) = −2
3χ3 − 3

2χ2 −χ. (2.121)

Já a equação de primeira ordem, obtida por (2.106), é
dχ

dx
= −(1+χ)(2χ+1). (2.122)

As soluções deste modelo são encontradas por uma integração da equação de primeira
ordem ou, de forma direta, pela inversão da função de deformação

χ̃(x) = f−1(χ(x)), (2.123)
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Figura 2.18: O modelo χ10: Soluções (2.124) do tipo kink χ+ (linha sólida) e antikink χ−

(linha tracejada) à esquerda, e densidade de energia (2.129) à direita.

de onde obtemos

χ̃(x) = ±
√

1
2

√√√√1±
√

1
2[1± tanh(x)]. (2.124)

Essas oito soluções conectam os quatro setores topológicos do potencial (2.119). O pri-
meiro setor topológico S(1) conecta os mínimo χ−1 e χ−2, o setor S(2) conecta os mínimos
χ−2 e χ0, o setor S(3) conecta os mínimos χ0 e χ+1 e o setor S(4) conecta os mínimos χ+1

e χ+2. As soluções são

χ±
1 (x) = −

√
1
2

√√√√1+
√

1
2[1∓ tanh(x)], (2.125)

χ±
2 (x) = −

√
1
2

√√√√1−
√

1
2[1± tanh(x)], (2.126)

χ±
3 (x) =

√
1
2

√√√√1−
√

1
2[1∓ tanh(x)], (2.127)

χ±
4 (x) =

√
1
2

√√√√1+
√

1
2[1± tanh(x)], (2.128)

mostradas na figura 2.18. As soluções χ+(x) identificam kinks e as soluções χ−(x) iden-
tificam antikinks.

A densidade de energia das soluções deformadas é obtida pela equação (2.110), de
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onde encontramos

ρ̃±
1 (x) = ∓ 1

32
(tanh2(x)±1)(tanh2(x)−1)

2+
√

2(1± tanh(x))
, (2.129)

ρ̃±
2 (x) = ∓ 1

32
(tanh2(x)∓1)(tanh2(x)−1)√

2(1± tanh(x))−2
, (2.130)

ρ̃±
3 (x) = ± 1

32
(tanh2(x)±1)(tanh2(x)−1)√

2(1∓ tanh(x))−2
, (2.131)

ρ̃±
4 (x) = ± 1

32
(tanh2(x)∓1)(tanh2(x)−1)

2+
√

2(1± tanh(x))
. (2.132)

A energia total dos setores topológicos desse potencial é calculada pela equação
(2.111), que nos fornece

E(1) = E(4) = 2
3

√
2− 3

4 , (2.133)

E(2) = E(3) = 2
3

√
2+ 29

12 , (2.134)

como as energias associadas aos setores topológicos S(1), S(2), S(3) e S(4), respectivamente.
Percebe-se que há dois tipos de setores topológicos equivalentes, que conectam os mínimos
do potencial (2.119). Na figura 2.19 são mostrados os potenciais do modelo original ϕ4,
do primeiro modelo deformado χ6 e do modelo χ̃10.

Figura 2.19: O potencial ϕ4 (linha pontilhada), o potencial deformado χ6 (linha tracejada) e
o potencial deformado χ̃10 (linha sólida).

Outros tipos de funções deformadoras podem ser consideradas para gerar novos
modelos, como uma função elíptica explorada na referência [84]. O método de deformação
é válido para deformar potenciais que suportam soluções do tipo defeitos topológicos e
não topológicos. Nas referências [81] e [85] são desenvolvidos exemplos de modelos com
soluções não topológicas aplicando o método de deformação.
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2.4.3 Potencial ϕ4 → seno-Gordon duplo

Uma família de modelos do tipo seno-Gordon pode ser gerada a partir da aplicação
do método de deformação [86]. Vimos na subseção 2.4.1 que podemos obter o modelo
seno-Gordon a partir da deformação do potencial do modelo ϕ4. Analisando esse modelo
de partida, podemos fazer uma consideração importante sobre a função deformadora: A
função pode ser aplicada sucessivamente e pode-se definir família de potenciais relaciona-
dos entre si por repetidas aplicações da função de deformação e da sua função inversa.

Isto é, vamos considerar um par de funções de deformação

f(χ) e 1
f(χ) , (2.135)

que conduzem ao mesmo modelo deformado. O novo modelo tem soluções que podem ser
obtidas pelo inverso dessas funções. O procedimento de deformação depende da função
deformadora escolhida.

O diagrama abaixo representa a sequência de geração de novos modelos [82]:

ˆ̂
V V̂ V Ṽ ˜̃V

ˆ̂
ϕd ϕ̂d ϕd ϕ̃d

˜̃ϕd

... ...

... ...

f−1 f−1 f f

f f f−1 f−1

Agora, vamos aplicar o método de deformação considerando, da mesma forma, o
modelo ϕ4 como o modelo de partida. O potencial do ϕ4 é dado da equação (2.52) e as
soluções do modelo são (2.59). Para esta aplicação, vamos usar as funções de deformação
definidas como

f1 = fr(χ) = r tan(χ), (2.136)

f2 = 1
fr(χ) = 1

r
cot(χ), (2.137)

em que r é uma constante real e positiva de forma que r ∈ (0,∞). O novo modelo tem
soluções que podem ser obtidas pelo inverso dessas funções. O procedimento nos leva ao
potencial deformado

Ur(χ) = 1
2r2

(
(1+ r2)cos2(χ)− r2

)2
, (2.138)

chamado de seno-Gordon duplo, figura 2.20.
Este modelo pertence a uma classe de modelos que possuem infinitos mínimos,

assim como o modelo seno-Gordon. No entanto, os infinitos setores topológicos não são
todos equivalentes e dependem do parâmetro r. Os pontos de mínimo e de máximo estão
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Figura 2.20: Potencial seno-Gordon duplo, dado na equação (2.138) para r = 2.

localizados em

χm
min = ±arctan(1/r)±mπ, (2.139)

χn
max = ±n

2 π, (2.140)

m e n são números naturais.
Existem dois tipos de setores topológicos. Observe o potencial do modelo, mostrado

na figura 2.20, que a distância entre os mínimos de um setor topológico é maior do que a
distância entre os mínimos do outro. A altura dos máximos maiores e menores são dados
pela relação

h1(r) = 1
2r2 , h2(x) = r2

2 . (2.141)

Quando r = 1 retornamos ao modelo seno-Gordon da subseção 2.2.3. No caso do modelo
seno-Gordon duplo, a função superpotencial é

W (χ) = 1
2

(1
r

− r
)

χ+ 1
4

(1
r

+ r
)

sin(2χ). (2.142)

Tomando o inverso das funções de deformação (2.136) e (2.137), obtemos as solu-
ções do modelo:

χ±
1 (x) = ±arctan

(1
r

tanh(x)
)

±mπ, (2.143)

χ±
2 (x) = ∓arccot(r tanh(x))±nπ. (2.144)

Note que uma fase é adicionada às soluções, onde m e n são números naturais, para mapear
os setores topológicos desse modelo. A solução χ1(x) identifica uma família de setor
topológico com altura h1, enquanto χ2(x) mapeia o segundo tipo de setores topológicos
com altura h2 do modelo em questão.

As densidades de energia das soluções estáticas desse modelo são obtidas pela



2.4 DEFEITOS DEFORMADOS 37

Figura 2.21: O modelo seno-Gordon duplo: Soluções (2.143) e (2.144) tipo kink χ+(x) (linha
sólida) e antikink χ−(x) (linha tracejada) à esquerda; densidade de energia (2.145) (linha sólida)
e (2.146) (linha tracejada) à direita, com r = 2 e m = n = 0.

equação (2.110), de onde temos

ρ1(x) = r2sech4(x)
(r2 +tanh2(x))2 , (2.145)

ρ2(x) = r2sech4(x)
(1+ r2 tanh2(x))2 . (2.146)

Note também que se r = 1 a densidade de energia se torna igual à do modelo seno-Gordon.
Na figura 2.21 mostramos as densidades de energia das soluções para o valor de

r = 2. A linha sólida representa a densidade de energia das soluções dos setores topológicos
menores ρ1(x), enquanto o gráfico da linha tracejada representa a densidade de energia
das soluções dos setores maiores ρ2(x).

A energia total das soluções (2.143) e (2.144) são

E1 =
(1

r
− r

)
arctan

(1
2

)
+ 1

2

(1
r

+ r
)

sin
(

2 arctan
(1

2

))
, (2.147)

E2 = 1
2

(1
r

− r
)

arccot(r)− 1
2

(1
r

− r
)

(arccot(r)+π). (2.148)

Vemos que a energia dependente do parâmetro r.
O modelo seno-Gordon duplo pode ser usado na área de magnetismo, o modelo

é de interesse físico para descrever as fases distintas de materiais magnéticos específicos.
Por exemplo, a investigação feita sobre as fases dos materiais na referência [87]. Outros
modelos da família seno-Gordon duplo foram investigados nas referências [88, 89, 90, 91,
92].

No capítulo a seguir estudamos modelos compostos por dois campos escalares reais
em (1,1) dimensões do espaço-tempo, acoplados por um potencial de interação V (ϕ,χ).





Capítulo 3

Modelos de dois campos escalares

Neste capítulo vamos investigar modelos compostos de dois campos escalares re-
ais. De modo geral, a análise segue semelhante à realizada para modelos de um campo,
abordados no capítulo anterior. No caso de dois campos, a ação é dada por

S =
∫

d2x L(ϕ,χ,∂µϕ,∂µχ). (3.1)

As equações de movimento são obtidas usando o princípio da minimização da ação. Para
os campos escalares reais ϕ e χ temos, respectivamente,

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 e ∂µ

(
∂L

∂(∂µχ)

)
− ∂L

∂χ
= 0. (3.2)

Assim, obtemos duas equações de movimento para modelos compostos por dois campos.
Essas equações são chamadas de Equações de Euler-Lagrange.

Uma teoria de campos composta por dois campos escalares reais acoplados é des-
crita pela densidade lagrangiana

L = 1
2∂µϕ∂µϕ+ 1

2∂µχ∂µχ−V (ϕ,χ), (3.3)

com V (ϕ,χ) sendo o potencial que depende dos campos ϕ e χ. Os campos estão acoplados
via este potencial.

Substituindo a densidade lagrangiana (3.3) nas equações de movimento (3.2), po-
demos reescrevê-las como

∂µ∂µϕ+ ∂V

∂ϕ
= 0 e ∂µ∂µχ+ ∂V

∂χ
= 0. (3.4)

Em (1,1) dimensões, escrevemos explicitamente as equações diferencias parciais de se-
gunda ordem

∂2ϕ

∂t2 − ∂2ϕ

∂x2 + ∂V

∂ϕ
= 0 e ∂2χ

∂t2 − ∂2χ

∂x2 + ∂V

∂χ
= 0. (3.5)

Para as configurações estáticas, ϕ = ϕ(x) e χ = χ(x), chegamos nas equações de movimento
estáticas

d2ϕ

dx2 = ∂V

∂ϕ
e d2χ

dx2 = ∂V

∂χ
. (3.6)

Note que os campos continuam acoplados via potencial V = V (ϕ,χ). Em geral, as equações
de movimento dos modelos de um campo estudados no capítulo 2 possuem resoluções

39
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difíceis de serem obtidas por se tratarem de equação diferencias de segunda ordem. Em
particular, as equações (3.6) são ainda mais complicadas por formarem um sistema de
equações.

Para sistemas compostos por dois campos, temos o tensor energia-momento

Tµν = ∂µϕ∂νϕ+∂µχ∂νχ−gµνL, (3.7)

com L dada pela equação (3.3). A componente T00 corresponde à densidade de energia,
logo,

ρ = 1
2

(
dϕ

dx

)2
+ 1

2

(
dχ

dx

)2
+V (ϕ,χ), (3.8)

e a componente T11 corresponde à pressão

p = 1
2

(
dϕ

dx

)2
+ 1

2

(
dχ

dx

)2
−V (ϕ,χ). (3.9)

Nesse sistema é possível desenvolver o formalismo de primeira ordem para reduzir a
ordem das equações de movimento (3.6) e introduzir o método BPS para obter as energias
das soluções estáticas. Para iniciar o procedimento do formalismo, vamos considerar
as equações (3.6) e multiplicar os lados da equação referente ao campo ϕ por dϕ/dx

e multiplicar a equação do campo χ por dχ/dx. Somando os resultados, chegamos na
seguinte relação

d

dx

1
2

(
dϕ

dx

)2+ d

dx

1
2

(
dχ

dx

)2= d

dx
(V (ϕ,χ)) , (3.10)

integrando em relação a x, obtemos

1
2

(dϕ

dx

)2
+
(

dχ

dx

)2= V (ϕ,χ)+ c, (3.11)

c é uma constante de integração, que impomos seu valor nulo como já discutimos para
sistemas de um campo na subseção 2.1.4.

Reduzida a ordem das equações de movimento, tornando-as uma equação dife-
rencial ordinária de primeira ordem, em que o vínculo continua preservado, podemos
introduzir o método BPS que segue na próxima seção.

3.1 Energia BPS

A energia das soluções estáticas pode ser calculada pela integração da densidade
de energia da equação (3.8). Nesse caso,

E =
∫

dx

1
2

(
dϕ

dx

)2
+ 1

2

(
dχ

dx

)2
+V (ϕ,χ)

 . (3.12)
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Reescrevemos a relação de energia acima adicionando uma função suave W (ϕ,χ), reescre-
vemos a energia como

E = 1
2

∫
dx

(
dϕ

dx
∓ ∂W

∂ϕ

)2
+ 1

2

∫
dx

(
dχ

dx
∓ ∂W

∂χ

)2

+
∫

dx

V (ϕ,χ)− 1
2

(
∂W

∂ϕ

)2
− 1

2

(
∂W

∂χ

)2±
∫

dx
dW

dx
.

(3.13)

Note que completamos o quadrado perfeito.
Seguindo as referências [93] e [94], o potencial V (ϕ,χ) é definido em termos de uma

função auxiliar W (ϕ,χ), tal que

V (ϕ,χ) = 1
2W 2

ϕ + 1
2W 2

χ , (3.14)

em que Wϕ = ∂W/∂ϕ e Wχ = ∂W/∂χ, o terceiro termo do lado esquerdo da equação (3.13)
se anula. Desse modo, a energia é mínima quando as equações

dϕ

dx
= ±Wϕ e dχ

dx
= ±Wχ (3.15)

são satisfeitas. Essas são as equações de primeira ordem para o caso de sistemas com dois
campos acoplados. Suas respectivas soluções minimizam a energia do sistema e também
resolvem as equações de movimento estáticas de segunda ordem (3.6).

Então, a equação (3.13) se torna

E = EBP S =
∫

dx
dW

dx
, (3.16)

e passamos a nos referir a energia total como energia BPS, logo,

EBP S = |∆W (ϕ,χ)|

= |W (ϕ(x → ∞),χ(x → ∞))−W (ϕ(x → −∞),χ(x → −∞))| .
(3.17)

Note que se tomarmos a definição do potencial (3.14) para a relação da pressão (3.9),
temos que p = 0, para soluções que minimizam a energia do sistema. Isto é,

p = 1
2

(
dϕ

dx

)2
+ 1

2

(
dχ

dx

)2
−
(1

2W 2
ϕ + 1

2W 2
χ

)

= 1
2

[(
dϕ

dx
+Wϕ

)(
dϕ

dx
−Wϕ

)
+
(

dχ

dx
+Wχ

)(
dχ

dx
−Wχ

)]
= 0.

(3.18)

A pressão é nula para sistemas de energia finita.
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3.2 Estabilidade Linear

Para investigar a estabilidade linear das soluções estáticas de sistemas que envolvem
dois campos escalares reais descritos pela densidade lagrangiana (3.3), precisamos escrever
os campos da seguinte forma

ϕ(x,t) = ϕ(x)+η(x,t) e χ(x,t) = χ(x)+ ξ(x,t), (3.19)

η(x,t) e ξ(x,t) são pequenas perturbações em torno das soluções estáticas ϕ(x) e χ(x). De
forma que vale a definição: η(x,t) ≪ ϕ(x) e ξ(x,t) ≪ χ(x). Como foi feito na referência
[95].

Substituindo as perturbações (3.19) nas equações de movimento para os campos ϕ

e χ dadas em (3.2), obtemos

∂2

∂t2

(
η(x,t)
ξ(x,t)

)
− ∂2

∂x2

(
η(x,t)
ξ(x,t)

)
+
Vϕϕ Vϕχ

Vχϕ Vχχ

(η(x,t)
ξ(x,t)

)
= 0, (3.20)

onde escrevemos as equações na forma matricial.
Supondo uma solução do tipo(

η(x,t)
ξ(x,t)

)
=
∑
n

(
ηn(x,t)
ξn(x,t)

)
cos(ωnt), (3.21)

para o caso dos campos estáticos, a equação de pertubação é− d2

dx2 +
Vϕϕ Vϕχ

Vχϕ Vχχ

(η(x)
ξ(x)

)
= ω2

n

(
η(x)
ξ(x)

)
, (3.22)

com autovalores ωn. Assim, temos um sistema de equações do tipo Schroedinger, tal que
podemos escrever como

HΨn(x) = ω2
nΨn(x), (3.23)

em que H é o operador hamiltoniano hermitiano

H = − d2

dx2 +
Vϕϕ Vϕχ

Vχϕ Vχχ

 , (3.24)

e a função de onda é

Ψn(x) =
(

η(x)
ξ(x)

)
. (3.25)

Da definição do potencial (3.14), temos que

Vϕϕ = W 2
ϕϕ +Wϕ Wϕϕϕ +W 2

χϕ +Wχ Wχϕϕ, (3.26)

Vχχ = W 2
ϕχ +Wϕ Wϕχχ +W 2

χχ +Wχ Wχχχ, (3.27)

Vϕχ = Vχϕ = Wϕχ Wϕϕ +Wϕ Wϕϕχ +W 2
χχ Wχϕ +Wχ Wχϕχ. (3.28)
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Para modelos de dois campos que é possível escrever o potencial da forma dada na
equação (3.14), também é possível introduzir operadores de primeira ordem fatorando o
hamiltoniano (3.24) como H± = S†

±S±. Obtemos

S± = d

dx
±

Wϕϕ Wϕχ

Wχϕ Wχχ

 , (3.29)

implicando que não é permitido autovalores negativos para as soluções BPS das equações
de primeira ordem.

Da mesma forma, existe um modo zero d

dx
+
Wϕϕ Wϕχ

Wχϕ Wχχ

Ψ0 = 0, (3.30)

em que ω2
0 = 0 é o estado de menor energia. Caso contrário, as soluções são instáveis

quando submetidas a pequenas perturbações.
Na seção seguinte abordamos um caso de modelo de potencial de dois campos.

Investigaremos métodos de resolver suas equações de campo que são acopladas pelo po-
tencial de interação.

3.3 O modelo BNRT

Um modelo de dois campos a ser estudado é descrito pela função superpotencial

W (ϕ,χ) = ϕ− 1
3ϕ3 − rϕχ2, (3.31)

comumente chamado na literatura de BNRT (Bazeia, Nascimento, Ribeiro e Toledo) [96].
Ver também os trabalhos [93, 94, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103]. Aqui r é uma constante
real que controla o termo de acoplamento entre os campos ϕ e χ.

O potencial que caracteriza o modelo BNRT possui a forma

V (ϕ,χ) = 1
2(1−ϕ2)2 − rχ2 + r(1+2r)ϕ2χ2 + 1

2r2χ4, (3.32)

construído a partir da definição (3.14), de modo que as soluções encontradas minimizam
a energia do sistema. O potencial BNRT (3.32), mostrado na figura 3.1 visto de baixo
para cima, possui simetria Z2 ×Z2, ou seja, possui simetria de reflexão para cada um dos
campos,

V (ϕ,χ) = V (−ϕ,χ) e V (ϕ,χ) = V (ϕ,−χ). (3.33)

Os mínimos do potencial, ou estados de vácuo, são pontos críticos de W apresen-
tados em pares, de forma que V (ϕ,χ) = 0 quando Wϕ = 0 e Wχ = 0. Os pontos de mínimo
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dependem dos valores possíveis que r pode assumir. Há quatro mínimos para r > 0 e
apenas dois se r < 0. Se r = 0 percebemos a ausência do campo χ e, assim, temos um
modelo de apenas um campo. Neste caso, vamos considerar a constante de acoplamento r

positiva. Desse modo, os mínimos são identificados como os pares vi = (ϕi,χi), i = 1,2,3,4.
No presente caso, os quatro pontos de mínimo são

v1 = (1,0), v2 = (−1,0), v3 = (0,1/
√

r) e v4 = (0,1/
√

r). (3.34)

Figura 3.1: Potencial do modelo BNRT, dado pela equação (3.32) com r = 1/4.

Para o modelo BNRT temos que as equações de movimento estáticas (3.6) são

d2ϕ

dx2 = −2ϕ+2r(1+2r)ϕχ2 +2ϕ3, (3.35a)

d2χ

dx2 = −2rχ+2r(1+2r)ϕ2χ+2r2χ3, (3.35b)

e as equações de primeira ordem (3.15) são

dϕ

dx
= ± (1−ϕ2 − rχ2) e dχ

dx
= ∓ 2rϕχ. (3.36)

Neste modelo, observamos que há seis setores topológicos conectando os mínimos
(3.34) do potencial (3.32). Cinco deles possuem soluções BPS. Reconhecemos os setores
topológicos: S(1), que conecta os mínimos v1 e v2; S(2), que conecta os mínimos v3 e v4;
S(3), que conecta v1 e v3; S(4), que conecta v1 e v4; S(5), que conecta v2 e v3 e S(6), que
conecta v2 e v4.

Para cada mínimo do modelo BNRT (3.34), temos os seguintes valores da função
W (ϕ,χ): W1(v1) = 2/3, W2(v2) = −2/3, W3(v3) = 0 e W4(v4) = 0. Identificamos quatro
setores BPS degenerados com energia E

(3)
BP S = E

(4)
BP S = E

(5)
BP S = E

(6)
BP S = 2/3 e um setor

BPS com energia E
(1)
BP S = 4/3. O setor topológico e não BPS (E(2)

BP S = 0) requer que sua
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solução seja obtida pelas equações de movimento de segunda ordem para que sua energia
seja conhecida.

As soluções que conectam os mínimos dos setores topológicos são obtidas resol-
vendo as equações de primeira ordem (3.36). Para o setor S(1), uma possível órbita é uma
reta. Neste caso, impomos χ = 0, obtemos

dϕ

dx
= ±(1−ϕ2), (3.37)

tornando-se uma equação de primeira ordem desacoplada. Logo, o par de soluções para
esse primeiro setor é

ϕ(x) = ±tanh(x) e χ(x) = 0. (3.38)

No caso de χ = 0, o modelo retorna ao modelo ϕ4 estudado na subseção 2.2.1. Para esse
modelo, vemos que a solução ϕ(x) possui energia BPS igual a 4/3.

Por outro lado, se impusermos que ϕ = 0, χ(x) não pode ser obtido via equação de
primeira ordem, sendo necessário resolver a equação de movimento (3.6) explicitamente.
Neste caso,

d2χ

dx2 = −2 r2χ

(
1

r −χ2

)
, (3.39)

com soluções não BPS

ϕ(x) = 0 e χ(x) = ± 1√
r

tanh(
√

rx). (3.40)

A energia das soluções é dada pela integração da densidade de energia (3.8). Portanto,
E(2) = 4/(3

√
r), com r ∈ (0,1).

Note que os pares de soluções (3.38) e (3.40) descrevem retas no plano (ϕ,χ),
que conectam os mínimos v1 e v2. Note também a ausência de um dos campos nessas
configurações. A condição de um campo nulo foi imposta no intuito de encontrar as
órbitas que conectam os estados de mínimos do potencial.

O potencial desse modelo é acoplado, logo, a resolução das equações de movimento
para cada setor topológico é não trivial. Quando há termos de acoplamento entre dois
campos escalares, usamos um método para mapear os setores que conectam os mínimos
do potencial, chamado de método das órbitas tentativas. Na próxima seção comentamos
a respeito desse método proposto por Rajaraman em 1979 [104, 105].

3.4 Método das órbitas tentativas

O método das órbitas tentativas é bastante eficiente para investigar defeitos topo-
lógicos nos setores BPS que derivam das equações de ordem reduzida.
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O potencial de sistemas de dois campos é acoplado, logo, as resoluções das equações
de movimento seguem de forma não trivial. O método apresentado nesta seção é usado
para determinar as soluções que conectam os mínimos do potencial acoplado, como no
caso do modelo BNRT. Para usar esse método, faz-se necessário seguir os passos [106]:

Primeiro passo: Identificar um setor BPS do modelo. Neste caso, escolhemos
dois pares de mínimos distintos e verificamos esses mínimos são conectados por um setor
topológico com energia BPS não nula.

Vamos supor que o modelo de potencial em estudo tenha um conjunto discreto
de n mínimos, com n = 1, 2, ..., e que cada par de mínimo seja conectado por um setor
topológico, com energia calculada via método de Bogoml’nyi, então

Eij = |∆Wij | = |W (ϕi,χi)−W (ϕj ,χj)|. (3.41)

Nesse caso, um setor BPS é obtido se, e somente se,

W (ϕi,χi) ̸= W (ϕj ,χj). (3.42)

Segundo passo: Escolher uma órbita que envolva os campos ϕ e χ. Nesse passo,
escolhemos uma função Fij(ϕ,χ) = 0 que estabeleça uma órbita compatível com os pontos
mínimos do potencial que especificam o setor BPS escolhido no passo anterior, de forma
que, necessariamente,

Fij(ϕi,χi) = 0 e Fij(ϕj ,χj) = 0. (3.43)

Terceiro passo: Verificar se essa órbita satisfaz as equações de primeira ordem.
Para isso, é necessário diferenciar a órbita escolhida, temos

∂Fij

∂ϕ

dϕ

dx
+ ∂Fij

∂χ

dχ

dx
= 0, (3.44)

e comparar com as equações de primeira ordem (3.15), logo,

∂Fij

∂ϕ
Wϕ + ∂Fij

∂χ
Wχ = 0. (3.45)

Dizemos que é uma boa órbita se for verificada a compatibilidade entre a órbita
escolhida e as equações de primeira ordem. Neste caso, veja também que as soluções
obtidas que resolvem as equações de primeira ordem devem resolver a equação de órbita.
Realizada a construção e verificação da órbita que conecta dois pares de mínimo, usamos
a órbita escolhida para desacoplar as equações de primeira ordem, a fim de simplificar a
integração e obtenção das soluções de campo.

Agora, vamos fazer a aplicação do método das órbitas tentativas para obter as
soluções que conectam os mínimos do potencial BNRT. Para obter um possível par de
soluções que conectam o setor topológico S(1), que liga os mínimos v1 e v2, com energia
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E
(1)
BP S = 4/3, vamos supor uma órbita elíptica do tipo a ϕ2 + b χ2 = c, em que a, b e c são

parâmetros reais e positivos que identificam a órbita. O próximo passo é verificar se essa
órbita, de fato, passa pelos mínimos do setor topológico escolhido.

Note que para (± 1,0), obtemos a informação de que a = c. Eliminamos esse
parâmetro da equação escolhida para a órbita e ficamos com ϕ2 + b χ2 = 1. Derivando
essa última equação e usando as equações de primeira ordem (3.36) temos que ϕ2 +
r(1 + 2b)χ2 = 1, de onde percebemos que a condição é satisfeita se b = r/(1 − 2r), com
r ∈ (0,1/2).

Logo, essa órbita escolhida é adequada para o nosso propósito. Assim,

ϕ2 + rχ2

1−2r
= 1. (3.46)

No limite r → 1/2 a órbita elíptica se torna um segmento de reta conectando os mínimos
desse primeiro setor em investigação.

Agora, vamos usar a órbita (3.46) para desacoplar as equações de primeira ordem
(3.36). Para o setor S(1) obtemos o par de soluções

ϕ±(x) = ± tanh(2rx) e χ±(x) = ±

√1
r

−2
sech(2rx). (3.47)

Essas soluções são mais interessantes de serem investigadas pois elas possibilitam a exis-
tência de paredes de domínio com estruturas internas. As soluções estão ilustradas na
figura 3.2.

Figura 3.2: Soluções BNRT da equação (3.47), a solução ϕ+(x) representada pela linha sólida
e χ+(x) representada pela linha tracejada.

Nos demais setores BPS podemos considerar as órbitas como: rχ2 = 1 ± ϕ, o que
requer r = 1/4. Primeiramente, vamos escolher os setores topológicos S(3) e S(4), definidos
pelos pares de mínimos v1 e v3, v1 e v4, que possuem energia E

(3)
BP S = E

(4)
BP S = 2/3.
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Verificamos que a órbita que passa por esses mínimos tem o sinal positivo. Diferenciando
essa equação e usando as equações de primeira ordem (3.36), obtemos a equação

ϕ+ rχ2 = 1. (3.48)

Logo, é uma boa órbita que conecta os referidos mínimos. Usando essa órbita para
desacoplar as equações de primeira ordem (3.36), obtemos

dϕ

dx
= ϕ(1−ϕ), (3.49)

integramos e encontramos o par de soluções

ϕ(x) = 1
2

(
1+tanh

(
x

2

))
e χ±(x) = ∓

√
2
(

1− tanh
(

x

2

))
. (3.50)

Essas soluções identificam dois kinks ϕ(x) e χ+(x) ou um kink ϕ(x) e um antikink χ−(x),
mostradas na figura 3.3. As soluções (3.50) resolvem as equações de movimento estáticas
(3.35a) e (3.35b).

Figura 3.3: Soluções BNRT da equação (3.50), a solução ϕ(x) representada pela linha sólida
e χ−(x) representada pela linha tracejada.

Agora, vamos desenvolver esse procedimento para o órbita que conecta os mínimos
v2 e v3, v2 e v4, que identificam os setores S(5) e S(6) com energia BPS E

(5)
BP S = E

(6)
BP S =

2/3. Nesse caso, obtemos a órbita

−ϕ+ rχ2 = 1, (3.51)

que é uma boa órbita para r = 1/4. Essa órbita nos leva às soluções

ϕ(x) = −1
2

(
1− tanh

(
x

2

))
e χ±(x) = ±

√
2
(

1+tanh
(

x

2

))
. (3.52)

As soluções obtidas identificam um kink χ+(x) e antikink ϕ(x), mostradas na figura 3.4,
também resolvem as equações de movimento estáticas (3.35a) e (3.35b).
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Figura 3.4: Soluções BNRT da equação (3.52), a solução ϕ(x) representada pela linha tracejada
e χ−(x) representada pela linha sólida.

Modelos de dois campos podem ser usados para descrever polímeros (Sólitons po-
liméricos) [107]. Há também outros tipos de defeitos topológicos chamados de twistons
no polietileno cristalino [108] que aparecem em teoria de campos escalares.

Sistemas mais complexos são estudados quando há presença de mais de dois cam-
pos. Nas referências [109, 110, 111] são investigadas interações entre três campos escalares
reais.

No capítulo seguinte, abordamos uma construção diferente do que vimos até aqui
para modelos de dois campos escalares reais e acoplados. Os campos ϕ e χ são acoplados
por uma função que depende apenas de um dos campos e interfere na cinemática do outro
campo, além do potencial de interação V (ϕ,χ) também ser escrito em termos dessa nova
função. Nessa proposta, apresentamos alguns modelos originais de soluções do tipo lump
que possuem sua geometria espacial modificadas por kinks.





Capítulo 4

Configurações tipo lump geometricamente
modificadas

Neste capítulo vamos tratar de modelos originais compostos por dois campos es-
calares reais, onde a configuração de acoplamento é feito por uma função que depende de
um dos campos e que interfere na cinemática do outro campo. Inspirados pela investi-
gação apresentada no trabalho [112], usaremos a densidade de Lagrange modificada para
descrever o sistema proposto:

L = 1
2f(χ)∂µϕ∂µϕ+ 1

2∂µχ∂µχ−V (ϕ,χ). (4.1)

A modificação da densidade lagrangiana consiste na inclusão de uma função de um
dos campos. Os campos ϕ e χ estão acoplados através do potencial de interação V (ϕ,χ)
e da função não negativa que depende de χ e que modifica a cinemática de ϕ.

Na referência [112] foram estudadas configurações tipo kink com estrutura interna,
como modificações geométricas que possam aparecer na escala nanométrica. Vimos que é
possível gerar uma nova estrutura de defeitos a partir da deformação de um kink por outro
kink, o que os autores chamaram de multikinks. Na referência [113] foi feito um estudo com
três campos. Nesse processo, vimos que o método de Bogomol’nyi é eficiente para calcular
a energia das soluções e que não há contribuição da função f(χ), visto que a energia
depende apenas da função W (ϕ,χ) e dos valores assintóticos das configurações de campo.
A introdução da função f(χ) no termo dinâmico do campo ϕ causa uma modificação
geométrica no campo ϕ. Nessa perspectiva, escrevemos a densidade lagrangiana na forma
da equação (4.1).

Nossa proposta é usar um defeito do tipo kink para deformar um outro defeito
do tipo lump. Neste caso, o primeiro campo que configura o sistema está na classe de
modelos que suportam defeitos não topológicos, vamos fixar que este campo seja denomi-
nado por ϕ. O segundo campo deve possuir um modelo que suporte defeitos topológicos,
denominaremos de χ. Neste caso há a necessidade de modificar o procedimento usual
do formalismo de primeira ordem para estudar as soluções não topológicas, um método
proposto em [85] que apresentaremos mais adiante.

Note que a função f também pode ser escrita com uma dependência dos dois cam-
pos, f = f(ϕ,χ). Mas se f = f(ϕ) é uma função não negativa, então, podemos reescrevê-la
como f(ϕ) = g2

ϕ, sem perda de generalidade. Introduzindo essa função na contribuição

51
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dinâmica de ϕ da densidade lagrangiana, temos g2
ϕ ∂µϕ∂µϕ, onde podemos usar a regra

da cadeia para derivar e obter (∂µg(ϕ))(∂µg(ϕ)). Neste caso, a função g(ϕ) redefine o
campo, de modo que Φ = g(ϕ). O potencial de acoplamento é escrito tal que V = V (Φ,χ),
de forma que obtemos uma densidade lagrangiana equivalente à descrição de um modelo
padrão com dois campos.

Uma vez que consideramos a densidade lagrangiana escrita na equação (4.1), a
ação segue da definição usual

S =
∫

d2xL(ϕ,χ,f(χ),∂µϕ,∂µχ). (4.2)

A partir do método de minimização da ação, escrevemos as equações de movimento para
ϕ e χ, respectivamente,

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 e ∂µ

(
∂L

∂(∂µχ)

)
− ∂L

∂f(χ)
df(χ)

dχ
− ∂L

∂χ
= 0. (4.3)

Substituindo a densidade lagrangiana modificada (4.1), podemos reescrever as equações
acima da forma

∂µ(f(χ)∂µϕ)+ ∂V

∂ϕ
= 0 e ∂µ∂µχ− 1

2∂µϕ∂µϕ
df(χ)

dχ
+ ∂V

∂χ
= 0. (4.4)

Buscamos por soluções estáticas para o modelo, então temos que as equações de
movimentos são dados por

d

dx

(
f(χ)dϕ

dx

)
= ∂V

∂ϕ
e d2χ

dx2 − 1
2

df(χ)
dχ

(
dϕ

dx

)2
= ∂V

∂χ
. (4.5)

Como vimos anteriormente, a invariância da ação sob translação no espaço-tempo
leva ao tensor energia-momento Tµν , que para os modelos que pretendemos estudar é
escrito da forma

Tµν = f(χ)∂µϕ∂νϕ+∂µχ∂νχ−gµνL. (4.6)

As componentes não nulas desse tensor são T00 e T11, temos que a densidade de energia
corresponde à componente T00. Assim,

ρ = 1
2f(χ)

(
dϕ

dx

)2
+ 1

2

(
dχ

dx

)2
+V (ϕ,χ), (4.7)

e a componente T11 corresponde à pressão

p = 1
2f(χ)

(
dϕ

dx

)2
+ 1

2

(
dχ

dx

)2
−V (ϕ,χ). (4.8)

De acordo com a conservação do tensor energia-momento, temos que a pressão deve ser
constante a fim de sistemas com energia finita. Outros estudos sobre defeitos deformados
podem ser encontrados nas referências [114] e [115].
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4.1 Formalismo de primeira ordem

A energia das soluções estáticas é calculada pela integral da densidade de energia
(4.7) em todo o espaço. No caso em estudo, temos

E =
∫

dx

1
2f(χ)

(
dϕ

dx

)2
+ 1

2

(
dϕ

dx

)2
+V (ϕ,χ)

 . (4.9)

Vamos introduzir uma função W (ϕ,χ) na expressão da energia, de onde temos

E = 1
2

∫
dx

f(χ)
(

dϕ

dx
∓ 1

f(χ)
∂W

∂ϕ

)2
+
(

dχ

dx
∓ ∂W

∂χ

)2
+
∫

dx

V (ϕ,χ)− 1
2

1
f(χ)

(
∂W

∂ϕ

)2
− 1

2

(
∂W

∂χ

)2±
∫

dx
dW

dx
,

(4.10)

em que usamos o método de completar o quadrado perfeito.
Definimos que o potencial V (ϕ,χ) tenha a forma

V (ϕ,χ) = 1
2

W 2
ϕ

f(χ) + 1
2W 2

χ , (4.11)

com Wϕ = ∂W/∂ϕ e Wχ = ∂W/∂χ. Substituindo a V (ϕ,χ) na relação de energia (4.10),
a segunda integral se torna nula. Assim, a energia total

E = 1
2

∫
dx

f(χ)
(

dϕ

dx
∓ 1

f(χ)
∂W

∂ϕ

)2
+
(

dχ

dx
∓ ∂W

∂χ

)2±
∫

dx
dW

dx
(4.12)

é limitada E ≥ EBP S . Dessa forma, a energia mínima é alcançada quando as equações de
primeira ordem

dϕ

dx
= ±

Wϕ

f(χ) e dχ

dx
= ±Wχ (4.13)

são satisfeitas. As equações com sinal superior e inferior são relacionadas pela mudança
x → −x. A energia se torna

E = EBP S =
∣∣∣∣∣
∫

dx
dW

dx

∣∣∣∣∣ . (4.14)

Veja que
dW

dx
= Wϕ

dϕ

dx
+Wχ

dχ

dx
, (4.15)

levando em conta o teorema fundamental do cálculo, obtemos

EBP S =|∆W (ϕ,χ)|

=|W (ϕ(x → ∞),χ(x → ∞))−W (ϕ(x → −∞),χ(x → −∞))|.
(4.16)
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Observe que a função f(χ) não contribui para a energia do sistema, sendo que esta
depende apenas da função W (ϕ,χ) e dos valores assintóticos das configurações de campo
estático.

As soluções das equações de primeira ordem (4.13) minimizam a energia do sistema
e devem resolver as equações de movimento estáticas (4.5). As funções W (ϕ,χ) e f(χ)
acoplam as equações de primeira ordem, fazendo necessário resolvê-las como um sistema.
No caso dessa construção de modelo é interessante escolher a função superpotencial escrito
como

W (ϕ,χ) = W1(ϕ)+W2(χ). (4.17)

Essa escolha facilita a resolução das equações de primeira ordem (4.13). A equação de
primeira ordem para χ não depende do campo ϕ e pode ser resolvida independentemente.

Os campos ϕ e χ contribuem com as densidade de energia ρ(x) = ρ1(ϕ(x),χ(x))+
ρ2(χ(x)). Então,

ρ1(x) = f(χ)
(

dϕ

dx

)2
, (4.18)

ρ2(x) =
(

dχ

dx

)2
. (4.19)

Desse modo, vamos escrever a energia total como uma soma das contribuições dos dois
campos: E = E1 + E2. O método BPS é uma forma eficaz para calcular a energia de
soluções topológicas, como vimos nos capítulos anteriores. Então, para soluções que
resolvem as equações de primeira ordem do modelo χ escrevemos a contribuição de energia

E2 = |W2(χ(∞))−W2(χ(−∞))|. (4.20)

Note que esse formalismo é válido para modelos que suportam defeitos topológicos.
Na seção seguinte, vamos estendê-lo para o caso de defeitos não topológicos.

4.2 Formalismo de primeira ordem na presença de lumps

Na referência [85] foi desenvolvida uma alternativa para estudar defeitos do tipo
lump pela modificação do formalismo de primeira ordem, apresentado anteriormente como
bastante eficiente no estudo dos defeitos do tipo kink.

Note que a solução do tipo kink/antikink do modelo ϕ4, por exemplo, é uma função
monotônica crescente/decrescente (figura 2.2). Diferentemente, a solução do tipo lump
do modelo ϕ3 cresce para valores negativos de x e decresce para valores positivos de x

(figura 2.92). De fato, a primeira derivada dessa solução muda de sinal ao cruzar o centro
da solução x0 = 0.



4.2 FORMALISMO DE PRIMEIRA ORDEM NA PRESENÇA DE LUMPS 55

No entanto, se olharmos para a estrutura do lump para x negativo e para x positivo
separadamente, notamos que a função se comporta de forma monotonicamente crescente
e monotonicamente decrescente, respectivamente. Dessa forma, a proposta de modificar
o procedimento usual do formalismo de primeira ordem para apresentar um método para
estudar soluções não topológicas é inspirada da referência [85].

Para soluções topológicas podemos escrever duas equações diferenciais de primeira
ordem com soluções, que também resolvem a equação de movimento estática. Essas
soluções são relacionadas por uma reflexão em x. No caso de soluções não topológicas,
escrevemos

dϕ

dx
= Wϕ

f(χ) para x < 0 e dϕ

dx
= −

Wϕ

f(χ) para x > 0 (4.21)

e/ou
dϕ

dx
= −

Wϕ

f(χ) para x < 0 e dϕ

dx
= Wϕ

f(χ) para x > 0, (4.22)

considerando a modificação do formalismo de primeira ordem para estudar soluções não
topológicas para um modelo de campo ϕ.

A presença dos dois pares de equações acima é correlacionada à simetria de reflexão
do modelo. Quando o modelo não possui simetria de reflexão, precisamos apenas de
um único par de equações [85]. Esse método se mostra eficiente no nosso propósito de
investigar soluções não topológicas no que confere a praticidade de determinar a energia
das soluções.

Vamos analisar a estrutura do defeito tipo lump supondo que é uma função mo-
notônica para x positivo e para x negativo separadamente, assim temos uma estrutura
semelhante a um kink e um antikink. Podemos escrever

E1 = |W1(ϕ(∞))−W1(ϕ(0))|+ |W1(ϕ(0))−W1(ϕ(−∞))|

= 2 |W1(ϕ(∞))−W1(ϕ(0))|

= 2 |W1(ϕ(0))−W1(ϕ(−∞))| .

(4.23)

Note que impomos o centro da solução em x = 0, sem perda de generalidade.
Com isso, a energia total da configuração estática do modelo proposto pode ser

obtida pela soma da contribuição dos dois campos. Das equações (4.20) e (4.23), obtemos

E = E1 +E2

= 2 |W (ϕ(0))−W (ϕ(−∞))|+ |W (χ(∞))−W (χ(−∞))|.
(4.24)

A seguir, desenvolvemos modelos construídos por potenciais conhecidos e três di-
ferentes funções f(χ).
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4.3 Modelos específicos

Vamos considerar que o primeiro campo seja modelado pelo potencial ϕ4 invertido,
equação (2.97). Este campo terá sua dinâmica modificada pelo campo do modelo χ4, com
potencial (2.52). A função superpotencial W é escrita como

W (ϕ,χ) = −1
3(1−ϕ2)

3
2 +αχ− 1

3αχ3, (4.25)

onde α é um parâmetro real e não negativo que controla os perfis das soluções.
A função f(χ) tem o papel de modificar a estrutura dos defeitos. Vamos analisar

os efeitos que três funções escolhidas causam nos novos modelos, são elas:

fI(χ) = 1
χ2(1−aχ) , (4.26)

fII(χ) = 1
cos2(nπχ) , (4.27)

fIII(χ) = 1

sin2
((

n+ 1
2

)
πχ
) , (4.28)

com −1 < a < 1 e n ∈ N. Chamaremos as funções de tipo-I, tipo-II e tipo-III, respectiva-
mente. Os modelos específicos gerados com essas funções seguem nas próximas subseções.

4.3.1 Modelo Tipo-I

O primeiro modelo é construído usando a função do tipo-I (4.26). Inicialmente,
consideramos a = 0. Assim, o potencial (4.11) ganha a forma

V (ϕ,χ) = 1
2χ2ϕ2(1−ϕ2)+ 1

2α2(1−χ2)2. (4.29)

Este potencial possui simetria Z2 × Z2. Veja que o potencial χ4 possui simetria Z2 em
χ e o modelo ϕ4 invertido possui simetria Z2 em ϕ. Observe que se χ = ±1, o modelo
em estudo é reduzido a um modelo de um campo escalar real da forma ϕ4 invertido,
estudado na subseção 2.3.2. Note também que se fizermos ϕ = 0 retornamos ao modelo
χ4, investigado na subseção 2.2.1.

As equações de movimento estáticas (4.5) para o modelo tipo-I com potencial (4.29)
são

1
χ2

d2ϕ

dx2 − 2
χ3

dχ

dx

dϕ

dx
= χ2ϕ(1−ϕ2)−χ2ϕ3, (4.30a)

d2χ

dx2 + 1
χ3

(
dϕ

dx

)2
= χϕ2(1−ϕ2)−2α2(1−χ2)χ. (4.30b)

As equações de primeira ordem (4.13) para os campos são
dϕ

dx
= χ2ϕ(1−ϕ2)

1
2 e dχ

dx
= ±α(1−χ2). (4.31)
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Figura 4.1: Solução χ(x) (4.32) à esquerda e densidade de energia ρ2(x) (4.33) à direita, para
α = 0,5 (linha sólida), α = 1,0 (linha tracejada) e α = 2,0 (linha traço e ponto).

A equação de primeira ordem para o campo χ é desacoplada de ϕ. Resolvendo essa
equação, obtemos como soluções

χ(x) = ±tanh(αx), (4.32)

que é uma solução tipo kink com estrutura interna. A função com sinal positivo identifica
um kink e a solução com sinal negativo identifica um antikink, devido a simetria de reflexão
em x, vamos trabalhar com a solução kink, mostrada na figura 4.32. O parâmetro α é
inversamente proporcional à largura da solução (l ∼ 1/α). Logo, α controla o perfil da
solução tipo kink. Quanto maior o valor de α, a solução é mais localizada na origem.

A densidade de energia associada ao campo χ é dada pela equação (4.19), de onde
obtemos

ρ2 = α2sech4(αx), (4.33)

e energia correspondente E2 = 4α/3, que depende diretamente dos valores de α. A energia
pode ser obtida pela equação (4.20).

Substituindo a solução (4.32) na equação de primeira ordem para o campo ϕ (4.31),
temos

dϕ

dx
= tanh2(αx)ϕ(1−ϕ2)

1
2 , (4.34)

resolvendo, obtemos a solução para o campo ϕ

ϕ(x) = sech(ξ(x)), (4.35)

ξ(x) = x− tanh(αx)
α

+ c, (4.36)

onde consideramos a constante de integração c nula, em princípio.
Notamos que a presença do campo χ faz surgir um platô no topo da solução ϕ.

O parâmetro α determina a largura desse platô. Veja que para maiores valores de α, a
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largura do platô se torna menor ao longo da coordenada x. Esse parâmetro contribui para
modificar o comportamento da solução próximo ao seu centro localizado na origem. Na
figura (4.2) usamos três valores distintos para α para plotar a solução (4.35).

Figura 4.2: Solução ϕ(x) (4.35) à esquerda e densidade de energia ρ1(x) (4.37) à direita, para
α = 0,5 (linha sólida), α = 1,0 (linha tracejada) e α = 2,0 (linha traço e ponto).

A contribuição ρ1(x) do campo ϕ para a densidade de energia ρ(x) é dada pela
equação (4.18), de onde temos

ρ1(x) = tanh2(αx)tanh2(ξ(x))sech2(ξ(x)). (4.37)

Essa expressão está plotada na figura 4.2. Observe que ela apresenta duas suaves
concentrações de energia separadas por um largo vácuo próximo à origem, com largura
determinado pelo parâmetro α. Note que para maiores valores de α, menor é o espaço
que separa as concentrações de energia. A energia correspondente é E1 = 2/3, que pode
ser calculada pela equação (4.23).

A energia total é a soma das contribuições dos dois campos, dada pela equação
(4.24), portanto,

E = 2
3(1+2α), (4.38)

que depende do parâmetro α. Esse resultado coincide com o valor encontrado para a
energia calculada por uma integração da densidade de energia ρ(x), que é a soma das
contribuições das densidades (4.18) e (4.19).

Uma nova solução é encontrada se considerarmos a constante de integração não
nula na equação (4.35). Neste caso, surge uma deformação não simétrica no topo da
estrutura localizada e um deslocamento no centro da solução, como pode ser observado
na figura 4.3. A contribuição de densidade de energia ρ1(x) também é plotada para
diferentes valores da constante de integração c.

O próximo modelo a ser construído ainda consideramos a função tipo-I (4.26),
agora com o parâmetro a não nulo. A presença de a ̸= 0 quebra a simetria do potencial
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Figura 4.3: Solução (4.35) à esquerda e densidade de energia (4.37) à direita, escolhemos c = 1
(linha sólida) e c = 3 (linha tracejada), com a = 0 e α = 1.

do modelo, o que torna interessante a investigação das soluções do modelo. Neste caso, o
potencial que caracteriza o modelo descrito a partir de (4.11) tem a forma

V (ϕ,χ) = 1
2χ2(1−aχ)ϕ2(1−ϕ2)+ 1

2α2(1−χ2)2. (4.39)

Veja também que se a = ±1, quando χ = ±1 o potencial se anula. Assim, temos que o
parâmetro a deve estar localizado no intervalo −1 < a < 1.

As soluções desse modelo são obtidas resolvendo as equações de primeira ordem
(4.13), de onde temos

dϕ

dx
= χ2(1−aχ)ϕ(1−ϕ2)

1
2 e dχ

dx
= α(1−χ2), (4.40)

as soluções são
ϕ(x) = sech(ξ(x)) e χ(x) = tanh(αx), (4.41)

onde
ξ(x) = x+ a ln(sech(αx))

α
+ tanh(αx)(atanh(αx)−2)

2α
+ c, (4.42)

consideramos α, a e x reais e a constante de integração c igual a zero.
O parâmetro a não contribui para a densidade de energia do campo χ. Então, no

presente caso ainda temos a contribuição de campo χ para a densidade de energia para
a configuração dada em (4.33). No entanto, o parâmetro a provoca um platô no topo da
estrutura do tipo lump do campo ϕ não simétrico, veja o gráfico da solução na figura 4.4.

Expandindo a solução (4.41) em séries para x = 0, obtemos

ϕ(x) = 1− 1
18α4x6 +O(x7). (4.43)

Notamos que em torno da origem, a solução ϕ(x) ∝ 1.
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A densidade de energia associada ao campo ϕ é obtida pela equação (4.18), que
fornece

ρ1(x) = sech2(ξ(x))tanh2(ξ(x))tanh2(αx)(1−atanh(αx)). (4.44)

A contribuição da energia é igual a 2/3, calculada pela equação (4.23). Verificamos que a
energia total associada a essa configuração é igual a (2/3)(1+4α).

A solução e sua densidade de energia estão plotadas para diferentes valores de α

na figura 4.4.

Figura 4.4: Solução (4.41) à esquerda e densidade de energia (4.44) à direita, escolhemos
α = 0,5 (linha sólida), α = 1 (linha tracejada) e α = 2 (linha traço e ponto), para a = 0,5.

A caráter de comparação, a figura 4.5 mostra a solução (4.41) para diferentes
valores de a mantendo α fixo. Note que a e α geram efeitos semelhantes na formação da
solução.

Figura 4.5: Solução (4.41) à esquerda e densidade de energia (4.44) à direita, escolhemos α = 1,
a = 0,2 (linha sólida) e a = 0,9 (linha tracejada).

Agora se considerarmos a constante de integração de (4.41) diferente de zero, ob-
servamos a formação de um platô não simétrico na estrutura do tipo lump. A densidade
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de energia ρ1(x) correspondente é dada pela equação (4.18). Para comparar com a esco-
lha de uma constante não nula, plotamos um lump considerando a contante de integração
nula, os gráficos são mostrados na figura 4.6.

Figura 4.6: Solução (4.41) à esquerda e densidade de energia (4.44) à direita, escolhemos c = 0,
(linha sólida) e c = 1 (linha tracejada), com a = α = 0,5.

Notamos que a presença dos novos parâmetros a e constante de integração c provoca
um deslocamento no centro da solução. Sendo que c controla o centro da solução e o
parâmetro a controla a assimetria da solução do tipo lump.

4.3.2 Modelo Tipo-II

Um segundo modelo pode ser gerado escolhendo outra função do campo χ. Nesse
novo caso, vamos definir a função f como uma função periódica do tipo-II (4.27), e
considerando a função superpotencial (4.25). Neste modelo o potencial (4.11) ganha a
forma

V (ϕ,χ) = 1
2 cos2(nπχ) ϕ2(1−ϕ2)+ 1

2α2(1−χ2)2. (4.45)

As equações de primeira ordem são

dϕ

dx
= cos2 (nπ χ)ϕ(1−ϕ2)

1
2 e dχ

dx
= ±α(1−χ2), (4.46)

obtidas pela equação (4.13). Sendo assim, a solução χ(x) é dada em (4.32) e densidade
de energia ρ2(x) na equação (4.33). Para o campo ϕ, a equação de primeira ordem é

dϕ

dx
= cos2(nπ tanh(αx)) ϕ(1−ϕ2)

1
2 , (4.47)

com solução
ϕ(x) = sech(η(x)), (4.48)
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onde

η(x) = 1
2x+ 1

4α
(Ci(ξ+

n (x))−Ci(ξ−
n (x))), (4.49)

ξ±
n (x) = 1± tanh(αx). (4.50)

Na expressão acima, Ci(z) é a função cosseno integral, definida como

Ci(z) =−
∫ ∞

z
dt

cos(t)
t

=γ +ln(z)+
∫ z

0
dt

cos(t)−1
t

,

(4.51)

com γ = 0,577 sendo a constante de Euler-Mascheroni. Para o argumento z muito pe-
queno, a expansão em série de Taylor é

Ci(z) = γ +ln(z)− z2

4 +O(z4), (4.52)

e para z grande, a expansão fica

Ci(z) = sin(z)
z

− cos(z)
z2 +O

( 1
z3

)
. (4.53)

Mas veja que o argumento da coordenada espacial (4.49) é uma função de x. Fazendo
uma expansão em série de Taylor, obtemos que ϕ(x) para x = 0 tem a forma

ϕ(x) = 1− 1
8x2(1+cos(2nπ))2 +O(x4). (4.54)

A nova definição feita em (4.27) faz surgir um efeito interessante em uma estrutura
de defeito tipo lump. Veja que aparece um platô ou vários platôs pelo meio da estrutura,
observe as figuras 4.7. Essa mudança geométrica acontece devido à coordenada espacial
η(x). A contribuição do campo para a densidade de energia nessa configuração é dada
pela equação (4.18), que fornece

ρ1(x) =cos2(nπ tanh(αx)) sech2
(1

2x+ 1
4α

(Ci(ξ+
n (x))−Ci(ξ−

n (x)))
)

tanh2
(1

2x+ 1
4α

(Ci(ξ+
n (x))−Ci(ξ−

n (x)))
)

.
(4.55)

Nas figuras 4.7 são mostradas as soluções (4.48) e suas respectivas densidades de energia
(4.55) para diferentes valores de α e para n = 1. Verifica-se por meio da relação de energia
(4.23) que a solução do tipo lump possui energia igual a 2/3.

As soluções desse modelo são controladas por dois parâmetros, n e α. Observamos
que mais de um par de platôs surge para n > 1 e a largura do platô é inversamente
proporcional ao valor de α. Veja nos gráficos da figura 4.8 as soluções (4.48) e suas
respectivas densidades de energia (4.55) para diferentes valores de α e n = 2.

Notamos que o número de platôs que surgem no defeito tipo lump é controlado
pelo parâmetro n. Neste caso, o número de platôs é 2n. Notamos também que cada par
de platô é simétrico na estrutura do lump.
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Figura 4.7: Solução (4.48) à direita e densidade de energia (4.55) à esquerda, para α = 0,2
(figuras superiores), e α = 0,4 (figuras inferiores), com n = 1.
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Figura 4.8: Solução (4.48) à direita e densidade de energia (4.55) à esquerda, para α = 0,2
(figuras superiores) e α = 0,4 (figuras inferiores), com n = 2.
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4.3.3 Modelo Tipo-III

Neste terceiro modelo continuamos a considerar a função superpotencial (4.25),
mas agora usando a função tipo-III definida na equação (4.28). Neste caso, o potencial
da equação (4.11) é escrito como

V (ϕ,χ) = 1
2 sin2

((
n+ 1

2

)
πχ
)

ϕ2(1−ϕ2)+ 1
2α2(1−χ2)2. (4.56)

Veja que, se χ = 0, o potencial se torna um valor constante igual a 9/8. Por outro lado,
se ϕ for nulo, retornamos diretamente para um modelo de um campo do tipo χ4. Nessa
análise, escolhemos α = 3/2. Considerando o potencial (4.56), que caracteriza este novo
modelo, temos as equações de primeira ordem

dϕ

dx
= sin2

((
n+ 1

2

)
π χ

)
ϕ(1−ϕ2)

1
2 e dχ

dx
= ±α(1−χ2), (4.57)

obtidas pela equação (4.13). A solução estática do campo χ é dada em (4.32), com
densidade de energia (4.33). Agora, investigaremos a solução estática para o campo ϕ,
que tem sua dinâmica modificada pela função (4.28).

Neste caso, a equação de primeira ordem para o campo ϕ é
dϕ

dx
= sin2

((
n+ 1

2

)
π tanh(αx)

)
ϕ(1−ϕ2)

1
2 . (4.58)

A solução estática do campo ϕ para este modelo é obtida realizando uma integral dessa
equação diferencial, logo,

ϕ(x) = sech(η(x)), (4.59)

onde,
η(x) = 1

2x+ 1
4α

(Ci(ξ+
n (x))−Ci(ξ−

n (x))), (4.60)

é a coordenada espacial, com

ξ±
n (x) = (2n+1)π(1± tanh(αx)). (4.61)

Notamos que a solução ϕ(x) é semelhante à estrutura do caso anterior. No entanto,
o número de platôs que surge no defeito tipo lump é sempre ímpar, 2n + 1. Observamos
também que o único platô que não possui um par simétrico fica localizado no topo da
estrutura na forma de sino. Expandindo a solução (4.59) em série, temos

ϕ(x) = 1− 1
8x2(1+cos(2n+1)π)2 +O(x4). (4.62)

Notamos que próximo à origem, para x = 0, a solução ϕ(x) ∝ 1.
Para essa solução, a contribuição para a densidade de energia é calculada pela

equação (4.18), dada por

ρ1(x) = sin2
((

n+ 1
2

)
π tanh(αx)

)
sech2(η(x)) tanh2(η(x)), (4.63)
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Figura 4.9: Solução (4.59) à direita e densidade de energia (4.63) à esquerda, para α = 0,2
(figuras superiores) e para α = 0,4 (figuras inferiores), com n = 1.

com energia igual a 2/3. Verifica-se que a integral da densidade de energia em todo espaço
é equivalente à energia calculada pela equação de energia (4.23) obtida pela modificação
do formalismo de primeira ordem. Assim, a energia total dessa configuração é igual a
(2/3)(1+2α), dada por (4.24).

Nas figuras 4.9 e 4.10 são mostradas as soluções ϕ(x) e suas densidades de energia
ρ2(x), para n = 1 e n = 2, com valores de α = 0,2 e α = 0,4.

Concluímos que estruturas não topológicas podem ser deformadas, ou modifica-
das, pela presença de estruturas topológicas. A escolha da função de deformação f(χ)
é tal que as deformações aconteçam próximo à origem, fazendo com que as soluções não
sejam deformadas assintoticamente. No capítulo seguinte discorremos mais a respeito dos
resultados obtidos na pesquisa.
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Figura 4.10: Solução (4.59) à direita e densidade de energia (4.63) à esquerda, para α = 0,2
(figuras superiores) e α = 0,4 (figuras inferiores), com n = 2.





Capítulo 5

Comentários, Conclusões e Perspectivas

Iniciamos este trabalho com uma revisão bibliográfica de teoria clássica de campos,
contextualizando o conceito de defeitos topológicos e não topológicos em uma teoria de
campos escalares reais. No segundo capítulo desta dissertação nos ocupamos em investigar
esses defeitos e suas principais características topológicas ou não topológicas. Obtemos as
soluções estáticas que resolvem as equações de movimento dos campos e examinamos seu
comportamento sob pequenas flutuações. Mostramos que soluções topológicas se mostram
estáveis e que soluções não topológicas são destruídas pela perturbação. Calculamos a
energia das soluções pelo chamado de método BPS.

Nesse contexto investigamos as características dos modelos de um campo escalar
real que suportam defeitos topológicos (kink): ϕ4, ϕ6 e seno-Gordon. Tais como mínimos
do potencial, soluções que conectam seus mínimos, energia e estabilidade das soluções.
Dedicamos os tópicos seguintes para o estudo de modelos que suportam defeitos não
topológicos (lump): ϕ3 e ϕ4 invertido. Também resolvemos as equações de movimento e
obtemos as soluções estáticas, calculamos a energia da solução e comentamos sobre suas
respectivas estabilidades.

Ainda no capítulo 2, discutimos sobre um procedimento para mapear novos mo-
delos de campos a partir de modelos conhecidos, chamado de método da deformação.
Aplicamos esse método no modelo original do tipo ϕ4 usando diferentes funções de de-
formação, com isso, obtemos os modelos seno-Gordon e outros modelos com potenciais
polinomiais. Também obtemos um modelo do tipo seno-Gordon duplo. Mostramos que é
necessário usar um par de funções de deformação em vez de apenas uma função, desde que
ambas as funções levem ao mesmo modelo deformado. As funções escolhidas são trigono-
métricas, que nos levaram a um potencial interessante com dois ciclos periódicos. Logo,
temos dois tipos de infinitos setores topológicos. As soluções que conecta seus mínimos
são do tipo kink, cuja características topológicas foram investigadas nessa seção.

No capítulo 3, abordamos sistemas compostos de dois campos escalares reais aco-
plados. Essas configurações podem nos levar a defeitos topológicos que possuem estrutu-
ras internas. Mostramos que é possível aplicar o método de Bogoml’nyi para estudar as
energias das soluções do modelo. Como também, falamos sobre a estabilidade linear das
soluções, mostramos que seu estudo segue de forma semelhante ao caso de modelos de
apenas um campo. Nesse capítulo, também falamos do modelo BNRT, mostramos que as
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soluções que conectam os setores topológicos são do tipo órbita. No caso desse modelo de
potencial que acopla dois campos, vimos que o método das órbitas tentativas é eficiente,
embora limitado, para obter suas soluções.

No capítulo 4, apresentamos modelos originais. Abordamos sistemas de dois cam-
pos acoplados, o primeiro possui soluções não topológicas e o segundo suporta soluções
topológicas. Vimos que é possível inserir uma modificação geométrica numa estrutura
de defeito do tipo lump causada por outro defeito, mas do tipo kink. Na construção
desses modelos, uma função que depende do segundo campo é inserida para modificar a
dinâmica do primeiro campo. Vimos que esse acoplamento causa um efeito interessante
nas soluções não topológicas. A presença do kink do segundo campo faz surgir platôs na
estrutura do lump, solução do primeiro campo.

No estudo desses novos modelos, fez-se necessário utilizar o formalismo de primeira
ordem modificado, proposto em [85], para estudar as soluções não topológicas. Vimos que
o formalismo de primeira ordem é bastante eficiente para tratar de modelos topológicos,
no que diz respeito a redução de ordem das equações de movimento e o uso do método
BPS para calcular a energia das soluções. No entanto, para aplicar esse método para
modelos não topológico é necessário modificar a forma de analisar a estrutura das soluções.
Escolhemos diferentes funções f(χ) para construir modelos da forma proposta e discutimos
os efeitos que a escolha da função causa na estrutura do lump. Observamos que a presença
da função f(χ) gera um ou mais platôs próximo à origem na estrutura do defeito não
topológico, e que essa função não contribui para a energia da configuração estática.

Nossas perspectivas incluem explorar as características dos modelos apresentados
aqui, tais como analisar a estabilidade das soluções estáticas, mapear as órbitas dos defei-
tos nos potenciais acoplados e analisar os efeitos causados pelos parâmetros para diferentes
valores. Também esperamos construir outros modelos escolhendo funções que deformem
a cauda da estrutura do tipo lump.
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