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Resumo

Neste trabalho, vamos abordar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e aplicé-lo para
provar alguns resultados classicos em Andlise Funcional, como o Teorema de Stampacchia
e, como consequéncia, o Teorema de Lax-Milgram. Além disso, vamos estudar um
pouco sobre os operadores compactos entre espagos de Banach e mostrar como usamos o
Teorema do Ponto Fixo de Banach para obter algumas propriedades do espectro de tais
operadores. Aproveitamos o contexto e apresentamos também os famosos resultados
sobre operadores compactos: a Alternativa de Fredholm e o Teorema Espectral em
espacos de Hilbert

Palavras-chave: Ponto Fixo. Espacos de Banach. Anilise Funcional.



Abstract

In this work, we will address the Banach Fixed Point Theorem and apply it to prove
some classical results in Functional Analysis, such as Stampacchia’s Theorem and, as a
consequence, the Lax-Milgram Theorem. Additionally, we will study compact operators
between Banach spaces and show how we use the Banach Fixed Point Theorem to obtain
some properties of the spectrum of such operators. In this context, we also present the
famous results on compact operators: Fredholm’s Alternative and the Spectral Theorem
in Hilbert spaces.

Keywords: Fixed point. Banach Spaces. Functional Analysis.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos de forma abrangente o Teorema do Ponto Fixo de
Banach, uma ferramenta fundamental na Anélise Funcional. Este teorema nao apenas
fornece condigoes sob as quais funcoes em espacgos métricos possuem pontos fixos, mas
também estabelece um poderoso método para a solucao de equacgoes. Para facilitar
a compreensao do teorema e sua aplicabilidade, incluimos os pré-requisitos teéricos
essenciais que permitem uma adequada contextualizacao e entendimento dos conceitos
envolvidos.

A estrutura deste trabalho é organizada em trés capitulos. No primeiro capitulo,
realizamos uma revisao dos conceitos fundamentais que servirdao como base para os
tépicos abordados nas secoes subsequentes. Essa revisao abrange aspectos como espacos
métricos, fungoes continuas e operadores adjuntos, todos essenciais para a compreensao
do Teorema do Ponto Fixo e das aplicagoes em Anélise Funcional.

No segundo capitulo, dedicamos atengao especial ao Teorema do Ponto Fixo de
Banach, onde apresentamos seu enunciado formalmente, acompanhada de uma anélise
de sua demonstracao.

Por fim, no dltimo capitulo, desenvolvemos diversos elementos da Anélise Funcional
e discutimos as aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach em uma variedade de
resultados teodricos. Concluimos este trabalho apresentando o Teorema KEspectral em

dimensao infinita.



1 Resultados preliminares

Neste capitulo, iremos introduzir alguns conceitos que precisaremos para
compreender o Teorema do Ponto Fixo de Banach, juntamente com algumas

propriedades de espagos normados.

1.1 Espagos Métricos e Sequéncias de Cauchy

Intuitivamente, conseguimos pensar na noc¢ao de um espago métrico, fazendo alusao
a distancia usual entre dois pontos em um espacgo euclidiano, informagao que provém do
Teorema de Pitdgoras. Apesar de simples, podemos extrair propriedades importantes
com respeito a distancia entre dois pontos. Primeiramente, vamos a formalidade e, logo

apos faremos uma breve explicacao do que esta acontecendo

Definicao 1.1. (Espago Métrico). Um espago métrico é um par (M, d) em que M é um
conjunto nao vazio e d: M x M — R é uma fun¢do chamada distancia (ou métrica) tal

que:
d1. Para todo x € M temos que d(z,x) = 0;
d2. Para todo x,y € M com x #y temos d(x,y) > 0;
d3. Para todo x,y € M temos d(x,y) = d(y,x);
d4. Para todo x,y,z € M temos d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Vejamos que sao propriedades completamente naturais de se considerar: a distancia
entre dois pontos deve ser algum nimero positivo, neste caso, um nimero real positivo,
exceto no caso degenerado, pois a distancia de um ponto a ele préprio deve ser nula. A
distancia entre dois pontos independe de direcao, isto é, tanto faz medir a distancia de
x a y quanto a de y a z. E, por dltimo, com o intuito de preservar a distancia entre
dois pontos, ela deve ser menor ou igual a distancia entre dois pontos passando por um
terceiro.

Agora, seja V um espaco vetorial sobre o corpos dos reais R. Dizemos que a aplicagao

||l : V— Ry é uma norma se
L. [jv||=0<v=0;
2. law|| =] [Jv]|, Ve e Re v € V;

3. JJu+v|| < |ull + ||v]], Yu,v € V. (Desigualdade Triangular)
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A nogao de métrica é abstraida pela nogdo de norma, onde se tivermos um espaco
vetorial com uma norma (V| - ||), sempre podemos extrair dessa norma uma métrica
d:V xV — R, sendo essa métrica dada por d(x,y) = ||z — y||-

Dito isto, dado um espago vetorial F queremos saber quando que este espaco é um
espaco métrico. A nogao de métrica pode ser atribuida ou “equipada’a um espaco

vetorial, mas o mesmo pode ter varias métricas.

Proposicao 1.1. Todo espago vetorial com uma norma (E,| -||) se torna um espago

métrico quando equipado com a métrica
d(fE,y) = ”fL’ - y”v Vfﬁay S

E facil verificar que a aplicacdo d satisfaz os axiomas de ser uma métrica. Essa

métrica que acabamos de definir vai ser chamada de métrica induzida pela norma || - ||.

Exemplo 1.1. No espago euclidiano R"™, com x© = (z1,...x,) € R™, 0s pares (R™, |- ||),
R™ [ {[1), R™ [ lloc) onde

1
n 2

n
ol = (2@ ) ol =3l e el = i o
1=

i=1
sao espagos vetoriais normados. Para mais detalhes consulte [])] pdginas 2 e 3

Tendo a nocao generalizada de distancia em um espaco M em maos, podemos obter
a nogao de limite, vista nos cursos de andlise. Dada uma sequéncia (a,) em M e um
ponto a de M dizemos que a sequéncia converge para o ponto a ou que a é limite da

sequéncia (a,). Formalmente, temos

Definicao 1.2. Uma sequéncia (a,) em um espago métrico (M,d) dizemos que (ay)
converge em M se existir um elemento x € M tal que lim,_,oo d(ay,x) = 0. Isto é, para

todo € > 0, existe N € N, tal que para todo n > N, tem-se que d(an,z) < €.

Além disso, a medida que a quantidade de indices da sequéncia vai ficando maior,
a distancia entre os termos da sequéncia fica menor, ou seja, converge. Porém, claro
que nem toda sequéncia satisfaz essa propriedade. As que satisfazem, tal propriedade
sdo chamadas de sequéncias de Cauchy. Toda sequéncia convergente é de Cauchy, tal
fato, nao é dificil de ser mostrado, utilizando apenas a desigualdade triangular. Outra
propriedade relevante sobre sequéncias de Cauchy se refere ao controle da sequéncia,
ou seja, toda sequéncia de Cauchy é limitada e toda sequéncia de Cauchy que possui

uma subsequéncia que converge pare um ponto x, entao a sequéncia converge para este
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ponto. No entanto, vale ressaltar que sequéncias de Cauchy nao sao sempre convergentes
em todos os espagos. Se considerarmos o conjunto aberto M = (0,1) com a métrica

d(z,y) = |x — y|, notemos que a sequéncia dada por (l

n)neN é de Cauchy, mas nao

converge para um ponto pertencente a M.

Por dltimo, vamos ver uma propriedade sobre a distancia entre duas sequéncias, sendo
apenas uma manipulacao da desigualdade triangular. Vejamos que se duas sequéncias
convergem para dois pontos distintos, entao a distancia entre essas duas sequéncias

converge para a distancia desses dois pontos.

Proposicao 1.2. Seja (M,d) um espago métrico. Se x, — x e y, — y, entdo
d(mnayn) — d(a:,y)

Demonstracao. Pela desigualdade triangular, temos
(T, yn) < d(@n, x) +d(2,y) + d(y, yn),
isso implica que
d(zn, yn) — d(z,y) < d(zp, ) + d(Y, yn)- (1)

Por outro lado,

0 que implica em

—(d(z,2n) — d(Yn,y)) < d(Tn,Yn) + d(Y, Yn)- (2)

Por (1) e (2), segue que
|d(n, yn) — d(x,y)| < d(xp, z) + d(y, yn).

Tomando n — oo e usando que d(z,,x) — 0 e d(yn,y) — 0, concluimos que
d(Tpn, yn) — d(z,y). O

Um dos tépicos mais importantes para falar sobre espacos métricos, é a nocao de

completude de um espaco métrico.

Definigao 1.3. Um espago métrico (M,d) diz-se completo, quando toda sequéncia de
Cauchy em M, € convergente em M. Um espaco vetorial normado completo é chamado

de Espaco de Banach.
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Exemplo 1.2. O espaco euclidiano R™ com elementos denotados por x = (z1,...,Ty
1

n 2

é um espag¢o de Banach ao ser munido com a norma ||z| = (Z xf) , (definida no
i=1

Exemplo

1.2 Aplicagoes Lineares

Nos cursos de Algebra Linear, estudamos os conceitos de aplicagdes (ou
transformagoes) lineares entre espagos vetoriais. Agora, estudaremos aplicagoes lineares

entre espagos vetoriais normados, e um critério para a continuidade destas aplicagoes.

Definicao 1.4. Sejam E e F dois espacos wvetoriais normados. Diz-se que uma

transformacao linear T : E — F ¢ limitada se existe M > 0 tal que
|Tz|| < M|z, Vz € E.

Denotaremos por L(E, F) o espago de todas as transformacaoes lineares limitadas de E

em F

Note que esta definicao é diferente do conceito usual de uma aplicacao limitada:
Yexiste um C > 0, tal que ||Tz||p < C para todo  em E”. E fcil ver que a tnica
aplicagao que satisfaz essa condigao € a aplicacao nula, e a conta é feita apenas utilizando
uma desigualdade para o valor que limita a funcéo, quocientado pelo valor absoluto de
uma constante qualquer no corpo. Quando a constante vai para o infinito, obtemos o
que desejamos. O critério para uma transformagao ser continua, envolve a nogao de ser

limitada. Vejamos

Proposicao 1.3. Sejam E, F dois espacos vetoriais normados e T : E — F uma

aplicacao linear. As sequintes afirmacgoes sdo equivalentes
(i) T € continua;

(i) T € continua na origem;

(i1i) T € limitada.

Demonstragao. A demonstracao de que (i) = (ii) é ébvia. Vamos mostrar entdo que
(74) = (i7i). Tomando o valor € = 1 na defini¢ao de continuidade na origem, existe § > 0

tal que se ||z|| < 0 entd@o | Tx| < 1. Portanto, dado y € E um vetor nao nulo qualquer,

e <

teremos

13



Como a aplicagao ¢ linear, segue que
1
Tyl < 5lll, ¥y € B

Para mostrar que (ii7) = (1), seja M > 0 tal que | Tz|| < M|z| para todo = € E,
entao
[Tz =Tyl = |1T(x —y)ll < Mllz -yl

consequentemente, 1" é uma aplicacao lipschitziana com constante de Lipschitz M, em

particular é continua. ]

A seguir, veremos o comportamento da norma de uma transformacao linear aplicada

em um ponto.

Definicao 1.5. Sejam E e F espacos vetoriais normados. Definimos a norma de uma

aplicacao linear limitada T : E — F por
1| = inf{M > 0; ||| < Mall, Vo € E}.

Nao € dificil ver que, de fato, isto define uma norma em L(E, F).

Apesar de definirmos a norma de uma transformagado linear como o infimo das
constantes que satisfazem a propriedade acima, também podemos caracteriza-la como
o supremo do quociente entre a norma da transformacao aplicada em um elemento e a

norma deste elemento, isto é,

7]

||| = :
zeE\{0} |||

Dessa maneira, nao é dificil mostrar que ||T'|| também define uma norma em L(FE, F).
Em particular, podemos tomar a norma de ||z|| = 1, obtemos apenas o supremo de || Tz||
para x € E. Vejamos a demonstragao da desigualdade triangular para a norma definida
acima. Sejam E e F' espacos vetoriais normados e S e T' em L(FE, F). Entao, para todo
rel

(T + S)z| = [Tz + Sz|| < [Tz + [|Sz]]
< T2l + 151
= (1T + 1Sl

o que mostra que ||T + S|| < ||T|| + ||S]]-

14



Definiremos a seguir um funcional linear em um espaco vetorial E sobre o corpo dos

reais

Definicao 1.6. Um funcional linear sobre um espacgo vetorial real E € uma aplicagcao

linear de E em R

Um funcional linear f, com dominio em um espaco normado serd continuo se, e

somente se f for limitado. Vejamos agora alguns exemplos de funcionais.

Exemplo 1.3. Considere o espago da fungées continuas do intervalo [a,b] em R
denotado por C([a,b]). Se fitarmos um elemento to € [a,b] e definirmos fi : C([a,b]) —
R por

Ni(@) = (o), z € C([a, b]),

temos que f1 € linear, limitado e sua norma € ||fillcc = 1, em que ||z = m[a)g] |z (t)].
tela,
De fato,
[f1(2)| = [x(to)] < [l2]leo, V& € C([a, b]),

o que implica que || fi|lco < 1 satisfazendo a defini¢io da norma de uma aplicagao linear.

Por outro lado, para xo = 1, temos que ||xo|| = 1. Assim teremos

|l filloo > | f1(x0)] = 1.

Para finalizar esta se¢ao, definiremos o espago dos funcionais lineares limitados sobre

espaco vetorial F

Definicao 1.7. Se E ¢ um espaco vetorial normado, denotamos o espaco vetorial dos
funcionais lineares limitados por E* = L(FE,K). Esse espag¢o é chamado espago dual
Topologico de E, ou simplesmente espaco dual de E. O espaco vetorial dos funcionais
lineares nao necessariamente limitados € denotado por L(E,K), e chamado espago dual

algébrico de E.

1.3 O Lema de Riesz

A seguir mostraremos um lema técnico, que utilizaremos mais a frente para mostrar
que num espago vetorial normado E em que a bola unitdria B = {x € E ||z|| < 1} é um
conjunto compacto (isto é, toda sequéncia de B possui uma subsequéncia convergente),
entdao F possui dimensao finita. Este fato é consequéncia de um resultado conhecido

como Lema de Riesz
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Lema 1.1. (Riesz). Seja (E| - ||) um espago vetorial normado e F C E um subespago
fechado préprio de E. Entao, para todo 0 < € < 1, existe y € E tal que |ly]| =1 e
dist(y, F) > e.

Demonstragao. Como F é subespaco préprio de E, existe algum z € E \ F. Seja

d = dist(z,F). Como F é fechado, temos que d # 0 e pela definicdo de distancia,

existe zg € F' tal que d < ||z — 2| < g, pois d = }n}fv |z — F| e g > d. Tome y = Hjiigll
€
de modo que |ly|| = 1. Além disso, para todo = € F', temos que
| =20 lz =20 —2llz = 2ll|| [z — 1|
ly —zll = ||;m——7 —=|| = =
|2 — 20| |2 — zol| |2 — 20|
d €
> >—-d=c
Iz =zl = d ’
em que 1 = zg + x|z — 20|| € F. Portanto, existe y € F tal que |ly]] = e
dist(y, F) > e. O

1.4 Operadoes Adjuntos

Dando continuidade aos elementos necessarios para desenvolver nosso estudo,
veremos uma algumas aplicagoes lineares especificas chamadas de operadores lineares

adjuntos.

Definicao 1.8. Sejam E, F espacgos vetoriais normados e A : E — F um operador
linear limitado. O operador adjunto de A, denotado por A* : F* — E* € o operador

linear limitado definido por

A*f: E—R
x+— A" f(z) = f(Az),Vx € E e f € F*

Primeiramente, vamos mostrar que o operador adjunto definido dessa forma estd bem

definido. Além disso, mostraremos uma propriedade sobre a norma desses operadores.
Proposicao 1.4. O operador adjunto estd bem definido. Além disso, vale ||A*|| = || Al

Demonstragdo. Se A : E — F um operador linear limitado e g € F*, entéo o funcional

f=goA:FE — R éum funcional linear limitado, pois

[f (@) = lg(Az)| < [[fIlIlAz]] < gl Allll]l (3)

16



Logo, podemos definir o adjunto A* : F* — E* por
A*g=f.
A desigualdade (3)) implica que [[A*g|| = ||f|| < ||All|lg]|- Portanto
[A™]| < Al
Por outro lado,

149l
ger=\foy llgll

1A% =
Logo, se para algum z¢ € E tal que ||zo|| = 1 e Azg # 0, entao existe g € F* tal que

gl =1 e g(Az) = || Azo.

Logo:
* *
Il — gl = 2250 — avgo0)] = lg(Azo)] = lAaol] = 4zo],
e consequentemente,
[A™[| > [|Azol,
para todo g € E tal que ||zg]| = 1. Tomando o supremo, obtemos

[A%] < sup [[Azol| = [|A™|| < [|A[] = [[A™]] = [|A]l

moH:l

Observagao 1.1. A existéncia do funcional g, € uma aplicagdo do Teorema de Hahnn-

Banach ao subespaco gerado por xy e ao funcional linear fy : FF — R definido por

fo(txo) = t||xol|, (veja o apéndice A).

Mas, afinal, por que consideramos os operados adjuntos de aplicacOes lineares? A

resposta vem de suas aplicacoes, tanto em matemaética pura quanto em matemética

aplicada. Alguns problemas podem ser formulados da seguinte forma: dados dois espagos

vetoriais normados F, F' e um operador linear A : E — F, queremos encontrar uma

solucao para a equacao

Ax =1y.

Sendo y € F', suponhamos que exista um z € F tal que Az = y. Entao, para cada

17



g € F*, temos
9(Az) = g(y)

ao tomarmos o seu adjunto, segue que

(A*g)(z) = g(y).

Se g € N(A*)(onde N(A*) é o nicleo da aplicacao A*), isto nos da

g9(y) = 0.

Portanto, uma condigdo necesséaria para que y € R(A) (onde R(A) é a imagem de A) é
que a imagem de y seja zero para todo g € N(A*). O que nos resta a pensar é: serd que
essa condigao é suficiente? Para alguns operadores, a resposta é positiva. Em dimensao
finita, essa condicao é verdadeira; mas, para dimensao infinita, serao necessarias algumas
hipéteses adicionais para que essa condicao seja suficiente. Esse resultado é conhecido
como Alternativa de FredholmlT]

Finalizado os resultados que precisamos saber inicialmente, trataremos de

compreender o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

'Erik Tvar Fredholm (1866 - 1927), mateméatico sueco.
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2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Dividiremos este capitulo em duas partes. Na primeira secao serd apresentar os
requisitos para compreender o teorema principal. Na segunda secao, enunciaremos o
Teorema do Ponto Fixo de Banach, faremos sua demonstragao e concluiremos a com

uma aplicacao do resultado.

2.1 Pontos Fixos e Contragoes

Primeiramente, vamos mostrar uma motivacao de forma intuitiva, antes de mostrar
a definicdo de ponto fixo. Desejamos obter a solucao para uma equacao da forma
f(x) = b. Vamos supor, por exemplo, que f é uma aplicagdo continua definida em
um subconjunto fechado do espago R™ com valores também em R™. Agora, podemos
introduzir ¢(z) == f(z) + x — b. Neste caso, ¢ serd continua, e o problema se reduz a
encontrar um ponto z tal que ¢(z) = z. A partir disso, vamos considerar uma sequéncia
de pontos x1 = ¢(z9), x2 = ©(21), ..+, Tnt1 = ©(Tn),..., esses pontos sao chamados
de aproximagoes sucessivas ou iteragao da solugao que procuramos. Essa sequéncia sera
chamada de sequéncia iterada a partir de x( e, em geral, o n-ésimo termo sera da seguinte

forma:

an = " (w0).

Quando essa sequéncia convergir no dominio da ¢, ou seja ¢ = limz, teremos que
a=limz,4 =limp(z,) = p(limz,) = ¢(a). Assim, a é uma raiz da equagao p(z) = .

Logo a equagao original é satisfeita com f(z) = b.

Defini¢ao 2.1. (Ponto Fizo). Sejam X wum conjunto ndo-vazio e uma aplicagdo

T:X — X. Diemos que zg € X € um ponto fixro de T se
T(.r()) = X0.-

Exemplo 2.1. A aplicagcio f : R — R definida por f(z) = z? tem apenas dois pontos
fizos, que sio f(0) =02 =0 e f(1) =12 = 1. Em geral, para determinar os pontos fixos
de uma funcao f de R em R, € suficiente encontrar as intersegoes de f com a bissetriz

Yy=2.

Nem sempre um ponto fixo serd unico, como vimos no exemplo anterior. Isso é algo
que estaremos interessados em analisar posteriormente. Existe um método iterativo para
obter pontos fixos. Note que se tomarmos uma fungao ¢(z) e um ponto xg, podemos

construir o método da seguinte maneira: primeiramente, tomemos z1 = @(xg) e assim,
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podemos construir uma sequéncia iterada da forma
x1=p(xg) — 2 =9(11) — ... Tp = P(Tp-1) — Tptr1 = p(xn) — ...

O interesse é saber se essa sequéncia converge para algum ponto. Esse método tem
aplicacoes no contexto computacional, e, para analisarmos a convergéncia a um ponto

fixo, existem alguns teoremas que garantem sua existéncia.

Exemplo 2.2. FEzxiste um resultado cldassico no estudo de topologia, que se chama o
Teorema do ponto fixo de Brouwer, que afirma que, em um conjunto convero e compacto,
como por exemplo, a bola B = [0,1] unitdria e fechada de R™, toda aplicagdo continua
f + B — B possui pelo menos um ponto fizo em B. Por ser um resultado cldssico,
existem diversas demonstragoes dele. Aqui apenas faremos apenas a mencdo de sua
existéncia e deizaremos a curiosidade a cargo do leitor. No entanto, o caso da reta €
facil de ser demonstrado. Queremos, por exemplo, que toda funcgdo f : [0,1] — [0,1]
continua tenha um ponto fixo. Para isto, consideremos a funcdo ¢ : [0,1] — R dada
por p(z) = f(x) —x. Note que, como 0 < f(z) < 1 para todo x € [0,1], temos que
©(0) = f(0) >0 ep(l)=f(1)—1<0. Utilizando o Teorema do Valor Intermedidrio,

podemos concluir que existe x € [0, 1] tal que p(xz) =0 ou seja, f(r) = =.

Dando continuidade definiremos agora o que vem a ser uma contracao no contexto

de espagos métricos.

Definicao 2.2. (Contragio). Seja X = (X,d) um espago métrico. A aplicagdo
T : X — X € chamado de contracao em X se existe um numero 0 < ¢ < 1 tal

que, para todo x,y € X, tem-se

Se pensarmos nessa definicdo de maneira geométrica, isso significa que a distancia
entre as imagem de quaisquer dois pontos x e y estao mais proximas entre si do que os

préprios pontos.

Exemplo 2.3. Seja f : I — R uma func¢ao derivdvel no intervalo I. Se existir uma
constante ¢ € R tal que |f'(z)] < ¢ < 1 para todo x € I, entao f € uma contragao.
De fato, pelo Teorema do Valor Médio, eziste xy € (x,y), tal que |f(z) — f(y)| =

|f"(@o)l|lx — y| e, por hipdtese, |f'(xo)] < c. Logo, |f(x) — f(y)| < clz —yl, para todos
z,y em I
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2.2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

O Teorema do Ponto Fixo de Banach é um teorema que oferece condigoes suficientes
para a existéncia e unicidade de pontos fixos de certas aplicagoes, que neste caso, serao
as contracoes. Além disso, sua prova mostra um procedimento construtivo de obter
melhores aproximacoes do ponto fixo, esse processo é chamado de iteracao, e é utilizado
em varios os ramos da matemdtica aplicada, onde as estimativas de erros utilizam o

Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Teorema 2.1. (Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Teorema de Contragao):
Considere um espago métrico X = (X, d), onde X # 0. Suponha que X seja completo e

que T : X — X seja uma contracdao em X. Entdo, T tem exatamente um ponto fixo.

Demonstracao. Para demonstrarmos esse teorema, a ideia é construir uma sequéncia
(z5,) em X e mostrar que ela é de Cauchy. Como X é completo, essa sequéncia converge
em X. Assim, provaremos que o seu limite x é o ponto fixo de T e, por fim, mostraremos
a unicidade.

Escolhendo um ponto xy qualquer de X, defina a sequéncia iterada (x,) por
x1 = T(x0), o = T(x1) = T?*(x0), ... ,zn = T"(20).

A sequéncia de imagens de xg pela aplicagao T. Vamos mostrar que essa sequéncia é de
Cauchy. Seja 0 < ¢ < 1 tal que d(T'(z),T(y)) < ¢-d(x,y), para todo z,y € X. Temos

d(z1,22) = d(T(20)T (1))
d(z2,73) = d(T(21)T (2))

IN

¢ d(zg,x1)

c-d(zy,z2) < 2 - d(zo, 21).

IN

Agora, indutivamente, obtemos n € N

d(xpt1,2n) = d(T(2n), T(xn-1))
<c-d(zp,n-1)
c - d(T(xp-1),T(xn-2))

d(xn—ly xn—2)

I/\ Il

| A

(xl,l’o).
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Portanto, pela desigualdade triangular, para quaisquer n,p € N, segue que

d(xm $n+p) < d(wn, $n+1) + d($n+1> xn+2) + ...+ d(xn+p717 anrp)

<[+ 4 TP d (g, )

="l +ec+...+ P d(zo,21)

1— Pt
< 0”17_00 -d(xg,x1).

Desde que 1 — ¢"P~1 < 1, temos

CTL

d($n7xn+p) < 1_

. d(xo,z1), Vn,p € N.

Como ¢ < 1, entdo lim ¢ = 0, implica que (z,) é de Cauchy em X uma vez que X é
n—o0

completo, entdo x, — = para algum z € M.

Uma vez (z,) é de Cauchy e T' é uma contragao, portanto continua, temos

z= lim (zp41)= lim (Tz,)=T( lim z,)=T(x).
n—=>00 n—=>00 n—7roo

Assim, z é um ponto fixo de T. Agora mostraremos que z é o Unico ponto fixo de 7.

Supondo que T'(x) =z e T(Z) = (&). Pela defini¢ao de contracao, temos

ou seja, 0 < (1 —¢) -d(xz,z) < 0. Logo, d(z,z) = 0, isto é, z = T e a unicidade estd

provada. O
Vejamos, como aplicar essa ferramenta.

Exemplo 2.4. Considere o espago métrico (R,d) em que d(z,y) = |z — y|, onde
x = kcos(z),

com 0 < k < 1 uma constante. Vamos verificar que f : R — R, e a equacdo dada por
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f(x) = kcos(x) é uma contragao. De fato, para x,y € R, temos

d(f(x), f(y)) = klcos(x) — cos(y)|

Jéysen@)d4

max{z,y}
gk/ [sen()|dt

min{z,}

=k

<kle—yl=kd(z,y),

pois |sen(t) < 1|. Assim, f é uma contragdo e pelo o Teorema do Ponto Fizo de Banach,

admite um unico ponto fizo, ou seja, x = k cos(x) admite solu¢ao unica.

Existem outros exemplos cléssicos de aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach
esse teorema ¢ utilizado para mostrar o Teorema da Funcdo Implicita e o Teorema de
Picard no estudo de equagoes diferenciais. No entanto, no préximo capitulo focaremos em

mostrar algumas aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach na Anélise Funcional.
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3 Aplicacoes em Analise Funcional

Neste capitulo, vamos introduzir os conceitos iniciais que serao necessarios para o
estudo de espacos de Hilbert, que serao necessarios para compreender algumas aplicagoes
do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Faremos duas aplicagoes do Teorema do Ponto
Fixo de Banach: na obtencao do Teorema de Stampacchia e em propriedades de um
operador compacto

Aqui, falaremos sobre andlise funcional e também abordaremos a teoria espectral de
operadores compactos em espacos normados o qual é um dos temas mais relevantes da

Anélise Funcional moderna, juntamente com suas aplicacoes.

3.1 Preliminares

Nesta secdo, iniciaremos uma série de resultados, que embora alguns sejam
conhecidos, serao necessarios para compreender os tramites da teoria de Espacos de
Hilbert. Quando definimos um espago de Hilbert, a nogdao de produto interno surge
naturalmente, pois trabalhamos com espagos vetoriais nos quais queremos definir o
comprimento de um vetor e o angulo entre dois vetores. Isso nos é fornecido pelo produto

interno, que formalmente é definido da seguinte maneira:

Definicao 3.1. Seja H um espaco vetorial sobre um corpo K (como R ou C). Uma
aplicagao (-,-) : H x H — K é chamada de produto interno se satisfaz as sequintes

propriedades:

(i) Para quaisquer o, 5 € K e para quais quer x,y,z € H:
(ax + Py, ) = alz, 2) + By, 2);

(i) Para quaisquer x,y € H :

(z,y) = (y, )
onde a barra representa o conjugado de um niumero complexo. No caso real, temos
que (z,y) = (y,x)
(i7i) Para quaisquer x € H, (x,z) >0 e (z,z) =0 se, e somente se x =0
Um produto interno sobre um espago vetorial, em geral, € uma funcdo com propriedades
bastante similares ao produto usual de nimeros reais. Podemos definir o comprimento

de um vetor e angulo entre os vetores ndo nulos. Assim, se H € um espago onde temos

definido um produto interno (-,-), dizemos que H € um espago com produto interno.
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Observagao 3.1. E’fcicil verificar que se H ¢ um espagco com produto interno, entao

<Z> ox + ﬁy> = a<zvx> +B<Za y>,

A propriedade de ser linear em cada entrada é chamada de bilinearidade.

Abordaremos formas bilineares mais adiante.

Observagao 3.2. No caso complexo, o produto interno também é chamado de produto

hermitiand®l Em nosso caso, consideraremos apenas o caso real.

Definigao 3.2. Dado um espago com produto interno (H, (-,-)), definimos ||z| = (z, m}é
para todo x € H. || - || € uma norma em H, denominada norma induzida pelo produto

nterno.

A demonstragao de que || - || ¢ uma norma em H é uma consequéncia da desigualdade

de Cauchy-Schwarz.

Lema 3.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se (H,(-,-)) € um espago com produto

interno com a norma induzida || - ||, entdo, para quaisquer x,y € H,

(@, )] < [l ([l

onde a igualdade ocorre se, e somente se, x e y sao linearmente dependentes.

Demonstragao. Se y = 0, temos que (z,0) = (x,0+0) = (z,0) + (z,0) para todo z € H,
logo (z,0) = 0 para todo z € H. Analogamente, (0, z) = 0 para todo z € H. Além disso,
[[z|[[|0]] = 0 para todo « € H (logo [(z,0)| = ||z[|[|0] = [z, 0} < [lz[|[|0]|). Suponhamos
que y # 0, para quaisquer z,y € H e A € R, temos:

0< [lz—y)? = (& — Ay, z — Ax) = (2,2) — XNz,y) — Mz, y) + [M*(y, )
= ||lzlI” = My, z) + Ay, 2) + [APyll* = |z]|* — 2Re(My, 2)) + | AP [ly[|>.

Em particular, ao tomarmos \ = ﬁz Hyg, obtemos
() (y2)\ | Wm0 2 (z,y)(z,y) [(z, y)?
0 < ol 21 e "
lyl12 [l lyl12 lyl12
[z, ) | [z y)l? 2 [z, ) | [z,9))?
= H:E||2—2Re( - = ||z||* - 2 +
lyll? lyI? lyll? [[y[[?
— HxHQ _ ’<$,y>’2
lyl1?

2Charles Hermite (1822-1901), matemético francés

25



Entao,

[z, )2 [,y
0< |=* - PIE & PIE <|zl* & [z. »)I* < =|Plyl* < [z, v)| < [zl

onde vale a igualdade se, e somente se *+ — Ay = 0 < zx e y sao linearmente
dependentes O
Proposigao 3.1. A aplicagio © — ||z| = <x,x)% satisfaz as condigoes de norma em
H.

Demonstracdo. Temos que
o 2] =0e ((z,2): =0 (r,2) =0 =z =0
1 < 1 1
o Azl = ((Az, Az))2 = A\((w,2))2 = (AP (2,2))2 = [Al]|z]]
e Desigualdade triangular:
lz +ylI* = (@ +y, 2 +y) = 2> + (z,9) + {y,2) + |yl
= [z + {2, y) + (2,9) + |yl* = [2]* + 2 Re(z, y) + [ly]|?

< Jllf* + 2|z, )| + Iyl
< Jl=l1* + 2l iyl + llyll?,

pelo lema sabemos que |(z,y) < ||z||||ly||, entdo da dltima desigualdade resulta em
(Ilzll + [lyll)*. Portanto temos que ||z + y|| < ||z + [yl O

Definicao 3.3. Um espago H com produto interno (-,-) que é completo com a norma

induzida por este produto interno € chamado de espaco de Hilberﬂ.

Proposicao 3.2. (Lei do Paralelogramo). Seja H um espago com produto interno (-, -)

e |l -] @ norma induzida. Entao, para quaisquer x,y € H,
2+l + llz =yl = 2(l|2[1* + [[y]1*)-
Demonstragao. Para todo x,y € H,
lz +y)? = (z +y,z +y) = |2|* + 2Re(z, y) + ||y

lz = ylI” = (& —y,z —y) = |z]* — 2Re(z,y) + [|y||?

3David Hilbert (1862-1943), matemético alemao
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Se somarmos as duas férmulas, obtemos a identidade desejada. O
As préximas proposicoes sao puramente técnicas, onde utilizaremos mais adiante.
Proposicao 3.3. (Identidade Polar, em R). Seja H um espago vetorial com produto

interno (-,-). Entdo,
(2.9) = 1o+l ~ 7l — P

Demonstrag¢ao. Temos que

oyl = gl =yl = 30 2) +2(w0) + ,1)

L n
4 4

%(@,@ —2(z,y) + (¥, 9)) = (x,y)

3.2 Projecoes

Nesta secao, faremos a ligacao com o que vimos sobre produto interno, mostraremos
alguns fatos sobre projegoes, pois mais a frente, quando falarmos sobre os Teoremas de
Stampacchia e Lax-Milgram serao necessdrias algumas de suas propriedades. Vamos
agora caracterizar um vetor usando projecao ortogonal em um conjunto fechado e

convexo nos resultados a seguir.

Lema 3.2. Seja H um espago de Hilbert sobre R e seja K C H um subconjunto convexo

fechado ndo vazio. Entdo, a projecao

Px:H— K

r — Pg(x)

’

onde Pk (x) € o dnico elemento de K tal que dist(x, K) = || — Px(x)|| (isto é, Px(x) é

a melhor aproximagdo de x € H em K ) é caracterizada por
(x — Pgx,v — Pgx) <0, para qualquer v € K.
Demonstragao. Seja f € H e seja u = Py f a projecdo de f em K. Entao, temos

ol = min  — all = dist(F K
If = ull = min || f —ul| = dist(f, K),
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assim, para qualquer w € K, segue que
v=_1-tu+twe K, Vt €[0,1],
pois K é convexo. Logo,

If —ull < If —ull = f = (A =t)u+ tw)|| = [|f —u—tw—u).
Portanto,

1f =l < IIf —u—tw =) = {f —u—t(w—u), f —u—tlw—u)
= IIf = ul® = 26(f — u,w — ) + £ |w — ul|?

Logo para qualquer ¢t € (0,1), tem-se:

0 < —2t(f —u,w—u) + 3w —ul|?, = 2t{(f —u,w—u) <t*|w—ul>

= 2(f —uyw — u < thw — ul?
Entao, tomando o limite em ¢ — 0, obtemos

lim 2(f —u,w —u) < lim t|w —ul|* = 2(f —u,w —u) = (f —u,v —u) <0, Vw € K
t—0+ t—0t

Reciprocamente, se u satisfaz a desigualdade (f —u,v —u) < 0 para todo v € K, entao

lu—fI? = o= FIP = (u— fru—f) = (v—f,o—f)
= [[ull® = 2(u, £) + 117 = (vl = 2¢v, £) + 1 £1%)
= [ull® = 2(u, f) + JAZ = [0l = 2(v, f) + JFA*
= l[ull® = 2(u, £) = l* = 2(v, f)

2(f — w0 —u) — |lu—v|* = 2(f — v) = 2(f, u) — 2furT]
+ 2/[ull® — [Jul|? +240F — |Jo]|?
f[ull?

= [lul® = 2{u, f) = [[ol* +2(v, f),
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logo

lu = fIP = llo = fI* = 2(f —w,0 —w) —[lu—v]| <O
(S
<0
= Jlu—fI* < v - fIP
= lu—=fll <llv—=flIVv e K.
Portanto, u = Px f. O

Lema 3.3. Seja H um espago de Hilbert sobre R e seja K C H um convezro fechado

nao vazio. Entdo, Pk satisfaz

| P f — Prgll <IIf — gl

para quaisquer f,g € H.

Demonstragdo. Sejam uy = P f e ug = Pgg, pelo Lema [3.2] sabemos que para qualquer
ve K

(f —u1,v—u1) <0e (g —uzv—u) <O.

Tomando v = us na primeira desigualdade e tomando v = u; na segunda desigualdade,

obtemos o seguinte resultado
(g —u2,u1 —ug) <0= (—g+ug,us —up) <0.
Somando as duas desigualdade, segue que

(f = gyuz —ur) + fluz — ur]|* <0 = [lug —wa||* < (f — g, u1 — ug)
< Jug —wrl[|lf — gl

= Juz — | < [|f =g
—_——

—[lur—uz|

= |Pxf — Prgll < |If —gll, Vf, 9 € K.

Assim, o resultado esta provado. O

Definicao 3.4. Seja H um espaco com produto interno. Dado um subconjunto M C H,
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definimos o conjunto ortogonal por
M+ = {z € H;(x,m) =0 para todo m € M}

3.3 O Espaco Dual de um Espaco de Hilbert

A seguir, veremos um importante resultado na Anélise Funcional, conhecido como
Teorema da Representacao de Riesz - Fréchetm Tal resultado é uma caracterizagao de
funcionais lineares continuos em um espaco de Hilbert.

Dado um espago de Hilbert H com produto interno (-, -), seja H* o seu espago dual.

Para cada f € H, definamos o seguinte funcional:

@fiH—)K
z — op(z) = (z, f)

@ € linear e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz. temos

lesll = sup lps(2)| = sup [z, f)] < sup [[z[|[lF]] = [I/]-

llz(l=1 [[z]l=1 llzll=1

Além disso se f # 0, entao ﬁ € H, entao

SN EN D P
“Of(||fu>‘<ufu’f> = = M

Assim, concluimos que o mdximo da norma ¢é atingido. Portanto, a aplicacao f — ¢y

é uma isometria de H sobre sua imagem. A pergunta que nos resta agora é: serd que
os funcionais lineares continuos, ou seja, todos os elementos de H*, sdo dessa forma?
Motivado por isso, a resposta dessa pergunta é dada pelo Teorema da Representacao de
Riesz-Fréchet:

Teorema 3.1. (da Representa¢do de Riesz-Fréchet) Seja H um espago de Hilbert com

um produto interno (-,-), e seja ¢ € H*. Entao, existe um unico f € H tal que
p(z) = (f,x),Vz € H,

ou seja, existe um tnico f € H tal que ¢ = py. Além disso, ||¢| = | f]].

“Frigyes Ries(1880-1956), matematico hungaro
®Maurice René Fréchet (1878-1973), matematico francés
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Demonstragdo. Inicialmente, vamos demonstrar a unicidade. Para isto, consideremos
fyg € H representagdes para a aplicacao ¢, ou seja, p(z) = (z,g) e ¢(x) = (x, f) para
todo x € H. Entao (z,g9 — f) = (z,9) — (x, f) = ¢(x) — ¢(z) = 0 para todo x € H. Em

particular, se tomarmos = = g — f, obtemos (f — g, f — g) = 0 isso implica que

If=gllP=0=|f-gl=0=f-g=0=f=g

Entao, se existir uma representagao do funcional ¢ € H* por um funcional da forma de
@, essa representacao sera unica.

Agora, vamos mostrar que essa representagdo existe. Considere M = keryp =
0 1({0}). Segue que M é um subespaco fechado de H. Se ¢ = 0, entdo basta tomarmos
f = 0, assim a representacio existe. Se ¢ # 0, entdo M # H, logo M+ # {0}. Tome
um elemento z € M+\{0} e suponha, sem perda de generalidade, que |z|| = 1. Para

x € H, considere u = (¢x)(z) — (pz)x € H, logo,
p(u) = (pr)(p2) = (92)(pz) = 0
Assim, u € M. Dai, u 1 z e

0= (u,2) = p(x)(z,2) — p(2){x, 2) = p(x) — (2) (2, 2)

Portanto:

p(z) = p(2)(z, 2) = (2, 0(2)2).

Tomando f = ¢(z)z, existe a representacao ¢ = ¢y, como querfamos. O

Observagao 3.3. Vale ressaltar que a aplicagio R : H — H* dada por R(f) = ¢y
€ chamada de aplicacdo de Riesz. Fssa aplica¢do € linear se H for um espago vetorial

sobre R, pois a aplica¢io R(x + \y) = pziny € H* satisfaz

R(x + Ay)(v) = @airy(v) = (v, 2 + Ay) = (v,2) + A (v, y)
= @2 (v) + Apy(v) = R(z)(v) + AR(y)(v)
= (R(z) + AR(y))(v),Yv € H

Entdo, R(z + \y) = R(z) + AR(y) para quaisquer z,y € H e para todo A € R. No

entanto, se H for um espago vetorial sobre C, teremos

R(z + \y) = R(z) + AR(y),Vx,y € H,VA € C
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3.4 Os Teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram

Nesta secao, aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para provar os
teoremas de Stampacchidl] e Lax-Milgran{} O Teorema de Lax-Milgram é uma
generalizagao do Teorema da Representagao de Riesz-Fréchet e também é um corolario
do Teorema de Stampacchia. Vale ressaltar que o Teorema de Lax-Milgram pode ser
provado de maneira independente, realizando os mesmos procedimentos, para obter um
resultado mais amplo.

Um fato interessante referente ao Teorema de Stampacchia é que nao se faz necessario
trabalhar com um subespago ou com o espaco de Hilbert todo, basta que o subconjunto

seja convexo e fechado.

Definigao 3.5. Seja H um espaco de Hilbert sobre o corpo R. Dizemos que uma forma

bilinear a : H x H — R ¢ continua se existir wma constante C' > 0 tal que
a(u,v) < Cllu||||v]|, Yu,v e H.
A forma bilinear a € coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > alv||?, Yv e H.

n
Exemplo 3.1. O espaco R™ o produto interno usual (x,y) = x -y = > x;y; € uma
i=1

forma bilinear.
Agora, podemos enunciar um dos principais resultados deste capitulo.

Teorema 3.2. (Stampacchia). Seja a(-,-) uma forma bilinear continua e coerciva no
espaco de Hilbert H sobre o corpo R, e seja K C H wm subconjunto convexo fechado
e ndo vazio. Entao, dado qualquer funcional linear continuo ¢ € H*, existe wm unico

elemento u € K tal que
a(u,v —u) > pv—u), YveK.

Além disso, se a forma bilinear for simétrica, isto é, a(u,v) = a(v,u) para quaisquer

u,v € H, entdo u pode ser caracterizado pela sequinte propriedade:

weEK e %a(u,u) ~ () = mip {;a(v, v) — cp(v)} .

SGuido Stampacchia (1922-1978), matemético italiano
"Peter David Lax (nascido em 1926), matemdtico htingaro, e Arthur Norton Milgram (1912-1961),
matematico estadunidense.
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Demonstragao. Dado ¢ € H* temos pelo Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet,

que existe um unico f € H tal que
»(v) = (f,v), para qualqur v € H.
Por outro lado fixando u € H, temos
la(u,v)| < C||lull||v]|, para qualquer v € H,

onde Cllul]| > 0 é constante em relacdo a v. Assim, a aplicacdo v +— a(u,v) é um
funcional linear continuo em H, pois ¢ é uma forma bilinear continua. Portanto,
utilizando novamente o Teorema da Representacao de Riesz, existe um tnico elemento
Au € H tal que

a(u,v) = (Au,v), para qualquer v € H.

Dessa forma, obtemos uma aplicacdo A : H — H. Como o produto interno é linear
em cada entrada e, para cada u € H, existe um tnico Au € H, podemos concluir
que A : H — H ¢ linear. Pelo Teorema da Representagao de Riesz, temos que existe
wu € H* tal que

ou(v) = (Au,v) = a(u,v),Vv € H.

Por isometria e, por a ser bilinear e continua, segue que:

[Aul| = [leull = la(u,v)] < IISllllgchU\leH < Cllull.
v||<

Portanto, o operador linear A é continuo. Com a definicdo desse operador A, temos
que a(u,v —u) = (Au,v —u). Para p > 0, defina a aplicagdo S : K — K por
S(u) = Pg(pf — pAu+ u). Lembremos que o Lema [3.3] garante que

| Pxur — Prusl|| < ||lur — usl|,Vur,ug € H
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Portanto,

[Swy — Swall* = || Pu(pf — Awy +w1) — Pe(pf — pAwa + wy)|?
< |[(pf = pAw: + w1) = (pf — pAws + ws)||>
= || — pAw; + wy + pAws — wo?
= [[(w1 — w2) — pA(wi — wy)||?

= (w1 — w2 — pA(w1 — wz), (w1 — w2) — pA(wr — w2))

= Jlwr — w2 |* = 2p(A(w1 — wa), w1 — wa) + p?|| Awy — Awy|?

= |lwi — wa|® = 2pa(wi — wa), (w1 — ws) + p*||Aws — Aws|?

Como a forma bilinear a é coerciva, existe uma constante o > 0 tal que a(w; — wy, w1 —
we) > aljlw; — wel|?. Visto que o operador linear A é continuo, existe uma constante
C > 0 tal que [|Aw; — Aws|| = ||A(wy — w2)|| < C|lwy — wz||. Logo,

[Swi = Swa||? < lwr — wa|? = 2pa((wi — wa), (w1 — wy)) + p?|| Awy — Aws|?
< Jwr = wa? = 2pafwr — wa? + p*C?|lwr — wy

= [lwy — wa|(1 — 2pa + p*C?).

Seja k € R tal que k2 = 1 — 2pa + p?C?. Para p > 0 suficientemente pequeno, temos
que k? =1 —2pa + p?C? < 1, logo S é uma contracdo no convexo fechado e nao vazio
K. Como K é um subconjunto fechado do espago de Hilbert H, segue que K é um
espago métrico completo. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue que
existe um tunico v € K tal que u = Su. Entao u = Px(pf + pAu+ u). Logo, pelo Lema
<pf — pAu+u — u,v —u) < 0 para qualquer v € K, de onde segue que

(pf — pAu,v —u) < 0= (f — Au,v —u) <0
= (f,v—u) — (Au,v —u) <0
= (Au,v —u) > (f,v —u)
= a(u,v —u) > (v —u), Vv e K

Isto prova a primeira parte do resultado. Agora,vamos supor que a forma bilinear
a seja simétrica. Assim, a(-,-) define um novo produto interno em H e uma norma
lullh = (a(u,u))%, que também é continua e coerciva, isso garante que ainda estamos
nas hipéteses do teorema. Portanto, H com a norma || - [|1, também é completo, e assim

(H,||-]]1) é um espaco de Hilbert. Novamente, pelo Teorema de Representacao de Riesz,
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para cada ¢ € H* existe um tnico g € H tal que
¢(v) = a(g,v),Yv € H.
Como a(u,v —u) > ¢(v — u), para todo v € K temos

plv—u) = a(g,v—wu)
= a(g,v —u) < a(u,v —u)
= a(g,v—u) —a(u,v —u) <0

= a(g —u,v—u) <0.

Assim, pelo Lema [3.2] segue que u = Pgg, ou seja, u é a projegao de g sobre K relativa
1
ao produto interno af(+, ). Portanto, © minimiza a distancia ||g—v|1 = (a(g — v,g — v))2,

isto é

[NIE
N[

mina(g —v,g —v)

min =a(lg—u,g—u)z.

Assim, 4 minimiza a fungao

v—a(g —v,9—v) = a(v,v) - 2a(g,v) + alg, 9) = a(v,v) = 2¢(v) + alg, 9).

Podemos concluir que

min(a(v, v) = 2¢(v) + alg, ) = a(u, u) = 2p(u) + alg, 9),

= a(u,u) — 2p(u) = iréilr(l(a(v, v) — 2p(v),

o que, finalmente, implica que

Sl ) — p(u) = min {;a(v, v) - so(v>}

veK

Assim, fica provado o resultado e, além disso, fica também caracterizado um elemento

do subconjunto K O

A duvida que fica sobre o Teorema de Stampacchia é: serd que podemos utilizar
0 espago inteiro ao invés de apenas um subconjunto? Esta resposta é dada por Lax-
Milgram. Para provar esse teorema utilizaremos fortemente o que foi visto no teorema

e apenas aplicaremos a situagao conveniente.

Corolério 3.1. (Teorema de Laz-Milgram). Suponhamos que a(-,-) seja uma forma
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bilinear continua e coerciva, no espaco de Hilbert H sobre R. Para qualquer ¢ € H*,

existe um unico elemento uw € H tal que
a(u,v) = p(v), Yv € H.

Além disso, para o elemento w € H, no caso de a(-,-) for simétrica, u pode ser

caracterizada pela sequinte propriedade:

ue He %a(u, u) — p(u) = {)Iél}{l {;a(v,v) - go(v)} .
Demonstragdo. Pelo Teorema de Stampacchia, com K = H, existe um unico u € H
tal que a(u,v —u) > ¢(v — u) para todo v € H. Tomando w = Av 4+ u € H, temos
a(u,v) > p(w — u) o que implica que a(u, \v) > @(\v), para todo A € R. Se A = 1,
entao a(u,v) > p(v). Se A = —1, temos que a(u, —v) > p(—v) entdo —a(u,v) > —p(v),
multiplicando por —1, obtemos a(u,v) < ¢(v). Portanto a(u,v) = ¢(v) para todov € H.
Além disso, a propriedade de que u € H e

%a(u, u) — ¢(u) = min {;a(v, v) = so(v)}

veH

segue diretamente do Teorema de Stampacchia com K = H. 0

3.5 Operadores Compactos

Nesta secao, faremos a segunda aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Inicialmente, apresentaremos uma breve introdugao aos operadores compactos e veremos
algumas propriedades relevantes para desenvolver a teoria espectral desses operadores.
Sejam, entao, X e Y espacos de dimensao finita, tais que dim X = dimY < oo, e seja
T : X — Y uma transformacao linear. Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, sabemos
que

dimker(T") + dimIm(7") = dim X.

Sob estas condigoes, acontece apenas uma das seguintes possibilidades:
i) ou T é injetora, dai pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, T' é sobrejetora.

ii) ouaequagdo Tx = 0 tem solucdo nao nula, isto é, T' nao é injetora e portanto também

T nao é sobrejetora.

Ou seja, quando dimy < oo T ¢ injetora se, e somente se, T' é sobrejetiva. Porém, em

dimensao infinita isso ndo necessariamente é verdade. Por exemplo, considere o espaco
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das sequéncias reais de quadrado somaveis, isto é,

I = {(:Un)neN € RN | Z ’mn|2 < OO} .

n=1

Agora consideremos o operador shift a direita: Sy : [> — [2 onde leva os
elementos (x1,2,23,...) de 12 e leva em (0,2, 22, 23,...) também em [?. Notemos
que essa aplicacdo ¢ linear e injetora, pois se Sy(x1,x2,23,...) = (0,0,0,...), entdo
(0,21, x9,x3,...) = (0,0,0,...), ou seja, z; = 0 para todo i € N. Mas nao é sobrejetora,
porque em [? existem sequéncias que o primeiro termo néo é 0, logo ndo podem ser um
elemento da imagem de S.

Com isto, estamos interessados agora em estudar uma classe de operadores T': X —
X, sendo X um espaco de dimensédo infinita, que possui a mesma propriedade de ser
injetora se, e somente se, for sobrejetora. Vejamos que os operadores da forma I — T,

onde 1" é um operador compacto

Definicao 3.6. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y wum operador linear.
Dizemos que T é compacto se para M C X limitado, temos T (M) C'Y €é compacto

Definigao 3.7. Definimos o conjunto dos operadores compactos de X em Y por
C(X,Y)={T:X — Y.T é compacto}

Proposigcao 3.4. Se X eY sao espacos de Banach e T : X — Y € linear e compacto,

entao T € limitado.

Demonstragao. Seja B a bola unitdria em X, que por sua vez é limitada, entao T'(B) é

um compacto em Y. Em particular T'(B) é limitado, logo T'(B) é também limitado, assim
existe um R > 0 tal que || Tz|| < R para todo z € B = {z € X;||z| < 1}. Portanto, T" é
limitado e || T|| < R. O

Observagao 3.4. Vale ressaltar que neste contexto, € possivel obter um resultado
semelhante ao caso de compacidade por subsequéncia, onde X é compacto se, e somente
se, toda sequéncia limitada (x,) C X possui uma subsequéncia convergente. Em
particular, teremos se dois operadores S, T sao compactos, entao S + T ¢é também
compacto. Sabendo desse fato, a proposi¢ao anterior garante que C(X,Y") é um subespaco
vetorial de L(X,Y)

Sabendo disso, vamos utilizar tal fato para demonstrar o teorema a seguir, para isto,
utilizaremos um lema técnico que nao iremos demonstrar, mas se caso o leito tenha

interesse, ver [3], especificamente as pdginas 412 e 414.
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Definicao 3.8. Seja (X,d) um espaco métrico. Um subconjunto S C X diz-se

totalmente limitado se, para cada € > 0, existem bolas B(x1,¢),...,B(zp,€) tais que

p
S C U B(xj,e).
j=1

Lema 3.4. Seja X um espago métrico completo e S C X totalmente limitado. Entdo,

S € relativamente compacto ou seja, S € compacto.
Teorema 3.3. Sejam X,Y espacos de Banach. Entao C(X,Y) € um espago de Banach.

Demonstragao. Como C(X,Y) C L(X,Y), mostraremos que L£(X,Y) é fechado. Seja
(T,) CC(X,Y)eT € L(X,Y) tal que T,, — T em L(X,Y), ou seja se n — 00,
entdo ||T,, — T|| — 0. Entao, dado ¢ > 0, existe n = n. € N tal que ||T,,, — T <
5. Desde que T, (Bx) seja relativamente compacto, pelo lema anterior, T, (Bx)
¢ totalmente limitado. Logo, existem bolas abertas B(w1,5),...,B(xp, §) tais que

_ P —
Tn.(Bx) C U B(x, 5). Agora, se v € By, entao
i=1

€
[Tnev =Tl < sup |[To.u = Tul| = [T, =Tl < 5.

uc
flull<1

Desde que Ty, v € Tp,_(Bx), segue que T, v € B(xj,, 5) para algum jo € {1,...,p}, dai

[Th.v = 25| < 3, logo

9 9
170 = 2| < T = Toll + |1 Tov = 2l < 5 + 5 = & = Tv € Blajy,e).

— p —
Segue que T(Bx) C |J B(z;,¢). Entdao T(Byx) ¢é totalmente limitado, portanto, pelo
i=1

lema anterior, é relativamente compacto e assim, nés concluimos que 7' é compacto. [J

A seguir, faremos uma proposicdo puramente técnica que serd 1til mais a frente.
A proposicao a seguir se refere a composicao de um operador linear por um operador

compacto.

Proposicao 3.5. Sejam E, F, G espagos de Banach. Se T € L(E,F) e S € C(F,G),
entio S oT € C(E,G). Analogamente, se T € C(E,F) e S € L(F,G), entao
SoT €C(E,G).

Demonstragao. Vamos provar o caso em que T € L(E,F) e S € C(F,G). Como
T € L(E,F) é continua, temos que, para qualquer conjunto limitado A contido em
E, a imagem de A por T é limitada, ou seja T(A) C F é limitado. Como S € C(F,G)
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e T'(A) é limitado, temos que S(T'(A)) é compacto, logo S o T também o é. No outro

caso, o argumento € similar. O

3.6 Teoria Espectral de Operadores Compactos

Nesta secao, veremos a ultima aplicagao do Teorema do Ponto Fixo de Banach,
que fala sobre o espectro de alguns operadores. Finalizaremos o trabalho apresentando
Teorema Espectral em dimensao infinita.

Inicialmente, apresentaremos apresentar um resultado classico conhecido como
Alternativa de Fredholm. No entanto, iremos omitir sua demonstracao por ser bastante

técnica. Caso esteja interessado na demonstracao, ver [3] ou [I]

Teorema 3.4. (Alternativa de Fredholm). Seja E um espago de Banach e T €
C(E,E) = C(E) ou seja, o operador T : E — E € um operador compacto. Denotemos
N(I-T)=ker(I-T)eIm(I—T)=R(I—T). Entao valem os sequintes itens:

(a) N(I —T) tem dimensio finita;

(b) R(I —T) ¢é fechada e R(I —T) = N(I — T*)*;
(¢) NO-T)=0 < R(I-T)=E;

(d) dim N(I —T) = dim N (I — T*).

A Alternativa de Fredholm sera utilizada na demonstracao do Teorema Espectral de

Dimensao Infinita.

Definicao 3.9. Seja E um espagco de Banach sobre o corpo dos reais. Seja T €
L(E,E)=L(E). O conjunto resolvente de T é definido por:

p(T) ={X e R;T — X € bijetor de E em E}.
Definimos o espectro de T, denotado por o(T)
o(T) = R\ p(T)

Definicao 3.10. Dizemos que A € R € um autovalor (Ou wvalor préprio) de T, e
denotamos por A € AV(T), se
N(T — M) # {0}.

Esta definicao, nos garante que T — X ndo € injetor. O autoespago associado a A
serd denotado por N(T — \), e os elementos nao-nulos de N(T — \) sdo chamados de

autofungdes associadas ao autovalor A
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Observagao 3.5. Se a dimensao de E for finita, entdo, pelo teorema de nicleo e da
imagem que T — X € injetor se, e somente se, € sobrejetor. Logo, o(T) = AV(T). Em
dimensao infinita, sabemos somente que AV (T) C o(T), onde pode ezistir algum \ € R
que € tal que N(T'—XI) = {0} e R(T — \I) seja diferente do espago E, ou seja, AV (T)

€ um subconjunto proprio do espectro de T'

Sabemos que o espectro é o complementar do resolvente. Em particular, o espectro
é um conjunto fechado, pois, o resolvente é um conjunto aberto. Para demonstrar este

fato, utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach

Teorema 3.5. Seja E um espago de Banach e T € L(E). O conjunto resolvente
p(T) ={X € R;T — X € bijetor de E em E} € aberto.

Demonstragao. De fato, seja Ao € p(T'). Entéo, para cada A € R e f € E, temos
Tu—du=faTu—du=f+A=X)usy= (T ) (f+ (= lo)u).
Defina S : E — E por S(u) = (T — XoI) 7 (f + (A — \o)u). Temos

1S(w) = S@)|| = (T = XD (f + (A= Xo)u) — (T = XI) " (f + (A = Ao)v)]|
< T = 2oD) A = M) || lu — ]
=C>0

Observe que ||(T°— MoI|| YA — Xo| < 1 se, e somente se,

1

1
A— Nl —mm————— o ——m————— < A
A=l < o m T T T T e
1
- 4
RN W T )

donde m =e& NeE (Ag—e, N\ +¢). Sob estas condigoes, a aplicacao S é uma
contracao. Logo, utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, a equacao Tu—Au = f

tem solugao tnica. Portanto, (Ao — e, Ao +¢) C p(T) e, p(T) é aberto. O

Teorema 3.6. Seja E um espago de Banach e seja T € L(E). O espectro o(T) € um

conjunto compacto.

Demonstragao. Seja A € R com |A| > ||T||. Mostraremos que A € p(T), ou seja, que
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T — M\ é bijetor, portanto, invertivel. Assim, dado f € E, consideremos a aplicacao

S: FE—FE

i S(u) = %(Tu _

Afirmamos que S é uma contragao. De fato, sejam u,v € E. Entao

1 1, 1 1
- = |sTu—<f—<Tv+ =~
15(u) = S(v)| HA u=+f=5 U+)\fH
. [Tu —To|| < . [eain I
= —||Tu—Tv|| < — u— vl|.
Al Al

——
=Ce(0,1)

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tnico u € E tal que Su = u se, e
somente se, %(Tu — f) = u, ou seja, Tu — Au = f, donde T — A\ é uma bijegao. Logo,
A€ p(T). Assim, p(T) C [—]|T],|T]|]. Como, pelo teorema p(T') é aberto, segue
que o espectro é fechado, e portanto, compacto. O

Assim, finalizamos algumas aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach. No

entanto, este momento é oportuno para enunciarmos o Teorema Espectral de dimensao
infinita.

Teorema 3.7. (Comportamento de o(T')) para T compacto. SejaT € C(E) de dimensio
infinita. Entao,

(a) 0 € o(T);

(b) o(T)\{0} = AU\{0};
(¢) Uma das seguintes situagoes acontece:
e ouo(T)={0};
o ou o(T)\{0} € finito;
e ou o(T)\{0} é uma sequéncia que converge para zero

A demonstragao desse teorema estd no capitulo 6 de [I], mais especificamente, o
teorema 6.8
Inicialmente, vejamos o resultado classico do Teorema Espectral no caso de dimensao

finita, visto nos cursos de Algebra Linear. Caso o leitor tenha interesse na demonstracao
desse teorema, veja [2].
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Teorema 3.8. (Teorema Espectral - Dimensdo Finita.) Seja H um espago de dimensdo
finita com produto interno. Dado um operador linear auto-adjunto T : H — H, existe

uma base ortonormal para H formada por autovetores do operador T'.

Na versao para espacos de dimensao infinita, pedimos que o espacgo seja de Hilbert
e separavel, isto é, admita um conjunto ortonormal completo e enumeravel, e que o
operador seja auto-adjunto e compacto. Provaremos que, sob estas condicoes, existe um
sistema ortonormal completo e enumeravel de H formado por autovetores de T'. Vimos
anteriormente que, no caso em que T € L(F), onde E é de Banach, o espectro estara
no intervalo fechado [—||T|,||T]|]]. Se exigirmos que o operador linear seja compacto,
podemos descrever melhor o espectro, pelo Teorema do Comportamento do Espectro de
o(T) para T compacto.

Como sabemos, um operador 1" é auto-adjunto se T* = T, isto é,
(Tu,v) = (u, Tv), Vu,v € H.

Vamos definir o infimo e o supremo do operador auto-adjunto e analisar seu espectro

Proposicao 3.6. Seja T € L(E) auto-adjunto, com H um espago de Hilbert, se

m = inf (Tu,u) e M = sup (Tu,u),
u€H ucH
flull=1 lull=1

entdo o(T) estd contido no fechado [m, M|, m € o(T) e também M € o(T).
Observagao 3.6. Notemos que [(Tu,u)| < ||Tul[[u]l < [|T|[[u]?, logo (Tu,u)| < [T
isso implica que —||T|| < (T'u,u) < ||T|| para todo uw € H, com ||u|| =1, dai concluimos
que —||T|| < m < M < ||T||, logo o estd contido no fechado [m,M] com o infimo e o
supremo também contidos no espectro, como diz no resultado.

Por ultimo, veremos quando o espectro possui apenas um autovalor para T = 0

Corolério 3.2. Se T € L(H), com H espago de Hilbert, e o(T) = {0}, entao T =0

Demonstragdo. Pela a proposicao se m = M = 0, entdo (T'u,u) = 0, para todo
u € H. Como

2(Tu,v) = (T'(u+v),u+v) — (Tu,u) — (Tv,v), Yu,v € H,
=0 =0 =0

temos que (Tw,v) = 0 para todos u,v € H. Tomando v = T'u, obtemos que ||Tu||?> = 0,

ou seja, Tu = 0 para todo u € H. Logo, T = 0. ]
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Quando um operador é compacto, ja sabemos como é o comportamento do espectro
(pelo teorema [3.7). Se o(T) = {0}, pelo coroldrio temos que 7' = 0. Nesse caso,
qualquer sistema ortonormal completo de H é formado por autovalores de T', pois todo
vetor nao nulo é um autovetor associado ao autovalor 0 para o operador 7' = 0. Supondo
que o(T)\{0} ¢ finito ou uma sequéncia de autovalores que converge para zero. No caso

finito, a demonstracao é idéntica a do Teorema Espectral da Algebra Linear.

Teorema 3.9. (Teorema Espectral). Suponha que H seja um espago de Hilbert
separdvel e que T : H — H seja auto-adjunto e compacto. Entao, H admite um
sistema ortonormal completo e enumerdvel (chamado de base hilbertiana) formado por

autovalores de T

Demonstragdo. Seja o(T')\{0} = (An)n>1 uma sequéncia de autovalores distintos de T'.
Denotemos A9 = 0. Sejam Ey = N(T'), onde 0 < dim Ey < o0, e E, = N(T — \,I), onde
0 < dim E,, < oo, (pela Alternativa de Fredholm)

(i) Cada E,,(n = 0,1,2...) é um subespago fechado de H. Portanto, cada E, é

separavel, pois H é separavel.

(ii) E, L E., cason # m. De fato, se u € E,, e v € E,,, com n # m, entdao (Tu = A\,u

e Tv = A\pv). Logo,

An(u,v) = (Au, vy = (Tu,v) = (u, Tv) = (u, Apv) = Au, v),

ou seja, (Ap, — Am)(u,v) =0, e como A\, — A\, # 0, temos que (u,v) = 0.

Afirmacao: F = ((Ep)n>0) ¢ denso em H. Note que, T'(F') C F, pois cada elemento
u € F' é uma combinagao linear finita de elementos de cada E,, e cada elemento de FE,
é um autovetor de T'. Logo, T'(u) é uma combinacao linear finita de elementos de FE,,.
Assim, T'(u) € F. Logo, T(F*) C F+ pois se u € F+ e v € F, entdo

(Tu,v) = (u, Tv) =0 = Tu € F*,

onde Tv € F. O operador Ty = T |pr: F+ — F+ é também compacto e auto-adjunto.
Por outro lado, o(Tp) = {0}. De fato, se A € o(Tp)\{0}, implica que A € AV (Tp), onde
existe u € F+, com u # 0, tal que Tou = Au, ou seja, Tu = Au. Logo, A = \,, para
algum n > 1. Dai, v € E, N F+ = {0} = u = 0 o que é uma contradi¢do! Pelo
coroldrio temos que Ty = 0. Logo, F- c N(T) C F que implica que F+ = {0}
assim concluindo que F é denso em H, pois F & FL e como F'- = {0}, entdo F = H.
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Como cada FE, é separavel, escolhemos em cada FE, um sistema ortonormal
completo enumeravel e como (Ej, Es,...) sao de dimensao finita, basta tomar uma
base ortonormal. FEy pode ser de dimensao finita e é separdvel, portanto possui um
sistema ortonormal completo e enumerdvel. A unido desses sistemas ortonormais é um
sistema ortonormal completo para H. De fato, seja (5,)n>0, onde cada 3, é um sistema
ortonormal completo enumerdvel de E,. E claro que B, N Bm = 0 se n # m, pois
Bn C Eyn,Bm C Ey e E, L E,. Além disso, os elementos de cada 3, sao unitarios e

ortogonais dois a dois, pois 3, é um sistema ortonormal, e os elementos em |J 3, sdo
B n=0
ortogonais. Se tomarmos os elementos de 3, e B, com n # m, eles serdo ortogonais pois

E, L E,,.

oo
Finalmente, veja que |J £, é um sistema ortonormal completo e enumerdvel para

n=0
[e.e]
H, pois < U Bn ) = F, que é denso em H. Portanto, existe um sistema ortonormal
n=0
completo enumeravel para H, formado por autovetores de 7. O
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Apéndice A

Neste apéndice, mostraremos alguns resultados que foram utilizados, porém nao
foram demonstrados ao longo do trabalho.

O proximo Lema, servird para demonstrar o Teorema de Hahn-Banach.
Lema 1: Seja X um espago vetorial sobre R e F' C X um subespaco com F' # X. Seja

p um funcional sublinear em X e f : X — R um funcional linear tal que
flz) <plx)Vz e F

Dado zp € X\ F e definamos:

F:=[F,z0)=F+Rxo={z+ Axg|z € F,) € R}
Entdo, existe um funcional linear f : ' — R tal que f|r = f e —p(—x) < f < p(z) para
todo x € F.
Teorema 1: (Teorema de Hahn-Banach forma analitica) Seja X um espago vetorial
sobre R e um subespaco F C X e p : X — R um funcional sublinear. Suponhamos que

f: X — R seja um funcional sublinear tal que
f(x) <p(x), Vx € F.
Entao existe um funcional sublinear f : X — R que estende f, isto é
fle =1,

e que satisfaz
—p(—x) < f(az) < p(x), Ve € X.

Demonstragao. Seja S o conjunto de todos os funcionais lineares g : D(g) — R com
D(g) C X, onde g|p = f e g(z) < p(x), Vx € D(g). Note que S # 0, pois f € S. Vamos
definir uma ordem parcial em S. Diremos que g < h para g,h € S se D(g) C D(h)
e g(x) = h(z) sempre que = € D(g), ou seja, h estende g para D(h) de modo que
h|p(g) = g. Seja C C S totalmente ordenado e defina

D= D(g).

geC

Queremos encontrar um candidato a cota superior de C. Sejam z,y € D e z,y € D.
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Logo, existem D(g) e D(h) tais que = € D(g) e y € D(h), porém como g,h € C, temos
que D(g) C D(h) ou o contrério. Em ambos os casos, temos que z +y € D. Além disso,
se € D, entao existe D(g) tal que x € D(g), logo Az € D(g) = Az € D. Portanto, D

é um subespaco vetorial de X. Agora, defina o funcional go : D — R por

go(z) = g(z),= € D(g).

Desde que g,h € C, temos, sem perda de generalidade, que D(g) C D(h), pois C é
totalmente ordenado. Logo, se = € D(g) N D(h), entdao g(x) = h(x). Portanto, o
funcional go estd bem definido. Como cada g € C' é linear, segue que g¢ € linear. Além
disso, para todo x € D, existe g € C tal que go(z) = g(x) < p(z). Logo, go(z) < p(x)
para todo = € D, e, como g|p = f para todo g € C, pois g € S, temos que, para
todo x € F tem-se g(x) = f(x) para todo g € C, entao go(z) = f(z) = gclr = f.
Portanto, gc € S. Além disso, para todo g € C, temos que D(g) C D e g(x) = gc(x)
sempre que x € D(g). Entao, segue que g < g¢ para todo g € C. Dali, temos que go
é uma cota superior para C. Ou seja, todo conjunto totalmente ordenado de S possui
uma cota superior. Portanto, pelo Lema de Zorn, S possui um elemento maximal.
Seja f : D(f) — R o elemento maximal de S. Como f € S, temos que f|r = f e
f(x) < p(x) para todo = € D(f). Supondo que D(f) # X, ou seja, existe um elemento
em seu complementar X\ D(f), entdo pelo lema anterior, podemos estender f ao espaco
F = D(f) + Rz. Assim, existe f € S tal que D(f) € D(f) = F, o que contradiz a
maximalidade de f. Logo, D(f) = X. Entdo, existe um funcional linear f : X — R
que estende f: ' — R da forma f|r = f e que satisfaz

g

—p(—1) < f(x) < plx), ¥z € X.

O]

Teorema 2: (Teorema da Aplicagdo Aberta). Sejam E e F' espagos de Banach e

T : F — F uma aplicacao linear limitada e sobrejetora. Entao existe r > 0 tal que
B,(0) C T(B1(0)).

Em particular, T' é uma aplicagdo aberta. O proximo resultado sera utilizado para
mostrar o Teorema do grafico fechado.

Teorema 3: Seja E um espago de Banach. Se || - ||1, || - ||2 sdo duas normas tais que
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existe uma constante C' > 0 tal que
|z|li < CJlz||2 para todo = € E,

entao elas sao normas equivalentes.
Teorema 4: (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam (E, || - ||g) e (F,| - ||r) espagos de

Banach e T': E — F uma aplicacao linear fechada. Entao T é limitada.

Demonstragao. Considere duas normas em E:

[zl = llzlle e llzlle = llzle + [ Tz|r

A segunda norma é denominada norma do gréfico. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy
em (FE, | -]|2). Entao, para todo ¢ > 0, existe ng € N tal que n,m > ng = ||z, — Tnl2 <
£ = lltn — s + 1T (2n) = T(@m)lF < 2 = 120 — 2l < & € 1T (@n) = T(wm) | < .
Logo, (x,) é uma sequéncia de Cauchy em (E,| - ||g) e (T'(z,)) é uma sequéncia
de Cauchy em (F,| - |F). Se x = ngr—lr-loo Ty ey = ngr—lr-loo T(x,) (que existem, pois
(EV|| - lg) e (F,]| - ||F) sao de Banach), segue que (xy,,T(zy)) — (z,y) em E x F
(com a norma |[(z,y)||exr = ||z|]|g + ||ly||r). Portanto, E x F' é um espaco de Banach.
Como G(T') é um subespago vetorial fechado de E x F, segue que G(T') também é
um espago de Banach. Logo, (z,y) = lim(z,,T(z,)) € G(T), dai y = Tx. Entao,
[2n —2ll2 = lln —l|g +|T(2n - 2)|[F = |20 = 2llg + | T2n — T2|p — 040 =0 com
n — +o00. Segue que (E,| - ||2) é um espago de Banach. Pela definicao de || - ||2, temos
que ||z||lg < ||z|l2 = ||lz]l1 < [|z]]2. Pelo Teorema anterior, concluimos que existe uma
constante C > 0 tal que

lzll2 < Cllz]l1, Vo € E.

Pela definicao de || - ||2, temos que ||Tz||F < ||z|l2. Entdo, existe uma constante C' > 0
tal que
|Tz||p < C||x|1,Vx € E.

Onde T é limitada. O

Utilizaremos mais dois resultados para demonstrar o Teorema da Imagem Fechada
de Banach.
Proposigao 1: Se F é um espaco vetorial normado, V' é um subespago vetorial de E e

W é um subespaco vetorial de E*, entdo V- e W+ sdo fechados. Além disso,

VhHt=V
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W c (wht

Teorema 4: Sejam F, F' espacos vetoriais normados e A : ¥ — F uma aplicacao linear.

Entao vale que:

(i) N(A) = R(A") L;

(iii) R(A) = N(A¥) L;
(iv) R(A*) C N(A)*.
Teorema 6: (Teorema da Imagem Fechada de Banach.) Sejam E, F' espacos de Banach

e A: E — F uma aplicacao linear fechada, isto é, aplica fechados em fechados. Entao

sao equivalentes:

(i) R(A) é fechado;

(ii) R(A*) é fechado;

(i) R(4) = N(A4°)*;

(iv) R(A*) = N(A)*.
Demonstragdo. (i) < (iii) segue diretamente do Teorema anterior. Logo, é suficiente
provar a cadeia de implicagoes (i) = (iv) = (i7) = (7).

(i) = (iv) pelo teorema anterior, temos que R(A*) C N(A)*. Resta apenas mostrar

que N(A)*+ C R(A*). Seja f € N(A)*, vamos obter g € F* tal que A*g = f. Defina um
funcional linear g : R(A) — R por

g90(Az) = f(x),

para todo = € E. gy estd bem definido pois se Az = Axg, entdo x; — x9 € N(A).
Logo, f(xz1 — x2) = 0. Para ver que go é limitada, basta restringir o contradominio em
A:E — R(A), como R(A) é subespaco fechado de um espago de Banach, ele também é
um espago de Banach, e podemos aplicar o Teorema da Aplicagao Aberta para concluir
que existe r > 0 tal que

B,(0) ey € A(Bi(0))

onde B,(0)R(A) denota a bola aberta de centro na origem e raio r no espago de Banach

R(A). Isso implica que existe C' > 0 tal que para todoy € R(A) existe x € E satisfazendo
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Az = y e ||z]]| < C|ly||. De fato, se y € R(A), entao m,y € Br(0)g(a), logo existe

z € B1(0) tal que
r

Az= iy,
2yl

e podemos tomar
_ 2|yl
x = z

)

de modo que Az =y e ||z| < §||y||. Dai

l90(W)| = lgo(Ax)| = |f (@) < [ Fl[llz]l < Cl Ayl

Portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach, gy pode ser estendida a um funcional g € F™*

A%g(z) = g(A(x)) = go(A(x)) = [(x).

(iv) = (ii), pelo teorema anterior

R(A*) ¢ R(A*) C N(A)*.

Logo, se R(A*) = N(A)L, entdo R(A*) = R(A*).

(i3) = (i) Seja Z = R(A). Como R(A) é denso em Z, o anulador de R(A) em Z é o
funcional nulo. Defina S : E — Z por Sz = Az (S é uma extensao do contradominio
de A). Observe que, como A é fechada, pelo Teorema do Gréafico Fechado, A é limitada
e, portanto, S também é. Além disso, R(S) = R(A), onde R(S) # 0. Mas, pelo teorema
anterior, N(S) = R(S)*. Portanto, concluimos que S é injetiva.

Pelo teorema de Hahn-Banach, existe g € F'* extensao de gg. Dai,

Atg(z) = g(A(2)) = 9(S(2)) = go(S(x)) = Sgo (),

para todo z € E. Assim, Sgy € R(A*), ou seja, R(S) € R(A*). Reciprocamente, para

g € F*, considere a restri¢ao gy = g|z. Analogamente temos

Sgo(x) = g0(S(2)) = g(S(x)) = go(A(x)) = A*g(x)

para todo x € E, donde R(A*) C R(S). Por hipdtese, temos que R(S) é fechado,
portanto é um espaco de Banach pois é subespaco fechado do espago de Banach Z*, e o
dual de um espago vetorial normado sempre é um espaco de Banach.

Obtemos que a restricdo do contradominio S : Z* — R(S) é um operador linear

continuo bijetivo. E como inversa de bijecoes abertas é continua, segue que (S)~! existe

49



e é continua. Em particular, S é limitada inferiormente e existe m > 0 tal que
1S90l = mllgoll, Vg0 € R(A).

O teorema anterior implica que R(S) = Z, logo R(A) = Z e portanto R(A) é fechado. [
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