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"Ndo é o conhecimento, mas o ato de
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alcangar, que concede o maior prazer.”(Carl

Friedrich Gauss)



Resumo

Esse trabalho se propde a oferecer uma introducdo ao estudo do lema de Gauss.
Motivamos a sua exposicao baseada em dois objetivos centrais. Primeiramente, construir de
forma natural e motivada os conceitos abstratos da teoria de anéis, para que o leitor iniciante
possa abstrair as ideias principais e a filosofia central da teoria. Em segundo lugar, damos um
enfoque especial em contextualizar e detalhar alguns conceitos menos abordados, porém vitais,
a exemplo de nogdes como dominios de Fatoragdo Unica, Euclideanos e de Ideais Principais,
além de Anéis Noetherianos e o Teorema da Base de Hilbert. Nesse viés, os resultados passeiam
em torno da estrutura algébrica de um anel, versando em torno de anéis polinomiais. Ao fim,
mostramos como o tema central do trabalho se comporta ambientado em dominios.

Palavras-chave: Anel de polindmios, Dominios, Lema de Gauss.



Abstract

This work aims to provide an introduction to the study of Gauss’s lemma. We motivate
its presentation based on two central objectives. Firstly, to naturally and meaningfully construct
the abstract concepts of ring theory, allowing beginner readers to grasp the main ideas and
the central philosophy of the theory. Secondly, we place special emphasis on contextualizing
and detailing some less-addressed yet vital concepts, such as unique factorization domains,
Euclidean domains, principal ideal domains, as well as Noetherian rings and the Hilbert Basis
Theorem. In this regard, the results explore the algebraic structure of a ring, focusing on
polynomial rings. Finally, we demonstrate how the central theme of the work behaves within
the context of domains.

Keywords: Polynomial ring, Domains, Gauss’s lemma.
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Introducao

O Lema de Gauss, um dos pilares da teoria dos nimeros, € um resultado que transcende
a simples andlise de polindmios, oferecendo uma visao profunda sobre a estrutura dos nimeros
inteiros e suas propriedades. Este trabalho tem como objetivo explorar o Lema de Gauss em
sua forma cldssica e suas generalizacdes, proporcionando uma compreensao abrangente de sua
importancia e aplicacdes na matemadtica contemporanea.

A motivacdo para o estudo do Lema de Gauss surge da necessidade de entender a
irredutibilidade de polindmios em diferentes dominios. A versao cldssica do Lema afirma que se
um polindmio € irredutivel sobre os inteiros, entdo ele também € irredutivel sobre os racionais.
Essa propriedade ndo apenas estabelece uma conexdo entre os nimeros inteiros e racionais, mas
também serve como uma ferramenta poderosa para a andlise de polindmios em contextos mais
amplos, como anéis e corpos.

Neste trabalho, abordaremos inicialmente o Lema de Gauss em seu contexto classico,
apresentando definicdes e exemplos que ilustram sua aplicacdo. A partir dessa base,
avancaremos para o Lema de Gauss generalizado, que se aplica a dominios de integridade,
ampliando o escopo do teorema e suas implicagdes. Através de uma abordagem sistematica,
pretendemos construir uma ponte entre a teoria e a pratica, permitindo que o leitor compreenda
nao apenas o “como’”, mas também o “porqué”’por trds das afirmagdes matematicas.

Além disso, este trabalho busca motivar o leitor a apreciar a beleza e a elegancia da
matematica, mostrando como conceitos abstratos podem ser aplicados a problemas concretos
ainda que de cunho matemdtico. A teoria de anéis, que serd explorada ao longo do texto, é
um campo rico e fascinante que oferece uma nova perspectiva sobre a estrutura algébrica dos
nimeros. Ao introduzir esses conceitos de maneira acessivel, esperamos que o leitor desenvolva
uma compreensao mais profunda e uma apreciacdo pela matematica.

Por fim, este trabalho é uma homenagem ao legado de Carl Friedrich Gauss, cujas
contribui¢cdes a matematica continuam a influenciar geracdes de matematicos. Ao estudar
o Lema de Gauss, ndo apenas exploramos um resultado matematico, mas também nos
conectamos a uma tradi¢do intelectual que valoriza a curiosidade, a rigorosidade e a busca

pelo conhecimento.



Capitulo 1
Anéis

Neste capitulo serd apresentado a estrutura algébrica do anel. Ao decorrer do
mesmo, apresentaremos algumas defini¢des, propriedades e observagdes essenciais para melhor
interpretacdo do texto presente. Além disso, eventualmente, serdo apresentadas demonstracoes

e resultados para maior compreensao.

1.1 Anéis

Em 4lgebra, um anel é uma estrutura algébrica composta por um conjunto A ndo
vazio munido de operacdes bindrias que possuem certas propriedades. Estas operagdes devem

satisfazer uma série de axiomas que garantem a funcionalidade da estrutura.

Definicao 1.1.1. Um anel ¢ um conjunto A munido de duas operac¢des bindrias, denominadas

soma e produto,
+:AxA—-> A G Ax A=A

(z,y) 2 +y (z,y) — 2y

que satisfazem, para todos z, v, z € A, as seguintes propriedades:
I) Associatividade da soma: (z +y) + z =z + (y + 2);
ITI) Existéncia do elemento neuto para soma: 304 = 0eAtalque O+ =2 + 0 = z;
III) Existéncia de simétricos aditivos: Dadox e A,dyeAtalquez +y=y+ 2 =0;

IV) Comutatividade dasoma: z +y =y + 7 ;

12
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V) Associatividade do produto: (z-y)-z=x-(y-2);

VI) Distributividade do produto em relagdo a soma: z - (y+z2) =z-y+x-2, (y+z2) -z =

y-r+z-x.

Para cada = elemento de A, o elemento y da condi¢do III) € unico, por isso, utilizaremos a
notagao y = —x.
Ao longo desta monografia os respectivos compostos x + y € x - y sdo denominados

soma ¢ produto.

Definicao 1.1.2. Um anel A é chamado de:

I. Anel comutativo, se para quaisquer a,b € A, tem-se a - b = b - a. (Comutatividade do

produto).

II. Anel unitario ou, Anel com unidade,se 31, =1€ Atalquea-1=1-a=a,Vac< A.

(Existéncia de elemento identidade para o produto).

Convencao 1.1.1. Assumiremos, a partir de agora que todos os anéis presentes neste trabalho

sdo comutativos com unidade. A operagado x - y serd denotada por xy, V x,y € A.

Exemplo 1.1.1. O conjunto dos nimeros inteiros Z, com as operagdes usuais de soma e
multiplicacdo, é um anel comutativo com unidade, assim como os demais conjuntos numéricos
Q, R, C sdao exemplos de anéis comutativos com unidade munidos das operacdes usuais de soma

e produto.

Exemplo 1.1.2. Um nimero Inteiro de Gauss é um elemento do formato a + b - 7 em que
a,b € Zei = +/—1. Denote por Z[i] o conjunto formado por todos esses elementos. Observe
que Z[i] < C. Munindo o conjunto Z[i] com a soma e o produto dos nimeros complexos,

temos que Z[i]| é um anel.

1.2 Subanéis

Um subanel € um tipo especial de subconjunto de um anel.

Definicao 1.2.1. Sejam A um anel e S um subconjunto ndo vazio de A. O subconjunto S é

chamado de subanel de A, se S possui a estrutura de anel com as operacgdes de A.
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Proposicao 1.2.1. Sejam A um anel e S um subconjunto ndo vazio de A. Entdo, S é um subanel

de A se, somente se, para quaisquer a,b € S’

Hiles
Iy a—be S
) a-be S

Demonstracdo. (=) Se S é um subanel de A, entdo para quaisquer a, b € S, tem-se que —b € S
ea+ (—b)=a—be S,jaque” +” é uma operagdo em S. Do mesmo modo, a - b € S, visto

» oM 4

que € uma operacdo em S. Desde que os anéis tratados neste trabalho sdo comutativos com
unidade, a condi¢ao I) segue imediatamente.

(<) Iremos supor que as condigdes sdo vélidas e que S < A. Considere a,b € S com
a = b. Pelo item (I), segue que a — b = a —a = 0 € S. Se considerarmos = € .S, entdo
—z =0—2x€S. Deste modo, se z,y € S, segue que = + y = x — (—y) € 5, isso quer dizer o
conjunto S € fechado para soma. Ademais, pelo item (II), tem-se que x - y € S para quaisquer
x,y € S. Por conseguinte, as demais condi¢des da defini¢cdo de anel sdo automaticamente

herdadas do anel A, visto que S < A. Conclui-se que S € um subanel de A.

]

Exemplo 1.2.1. O conjunto dos inteiros Z € um subanel do anel dos nimeros dos racionais Q,

pois Z é fechado sob soma e produto e contém o elemento identidade 1 do produto.

Exemplo 1.2.2. O anel dos inteiros de Gauss, o conjunto Z[i]| = {a + bi : a,b € Z}, é um

subanel do anel dos nimeros complexos C.

1.3 Dominio de Integridade

Ao vermos uma equagao do tipo (z + 7)(z — 7) = 0 trabalhada no conjunto R, anel dos
numeros Reais, concluimos de imediato que t —7 = Oouxz + 7 = 0, ou seja, v = +7 (isso
quer dizer que x = 7 ou x = —7). Essa conclusdo € quase que instantanea, pois 0 conjunto
dos nimeros reais € um anel que ndo possui divisor de zero diferente do préprio elemento nulo.

Vamos a generalizacdo deste fato a um anel qualquer.

Definicao 1.3.1. Sejam A um anel e a € A. Dizemos que a é um divisor de zero (de A) se

existe b # 0 em A talque a - b = 0.
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Note que o elemento nulo € um divisor de zero de A. No entanto, existem exemplos de

anéis que possuem divisores de zero nio triviais.

Exemplo 1.3.1. Denote o conjunto das fungdes f : R — R por A. Note que A é um anel com
operagdes de soma e produto dadas de maneira pontual, isto é, (f + g)(z) = f(x) + g(z) e

(f-g9)(x) = f(x) - g(x), para todo x nimero real. Note que o elemento

0, sex <O,

x, sex =0

x®, sex <0,

0, sex>=0

temos que f(z) - g(x) = 0 para todo x € R, sendo ¢ diferente da func¢do nula.

Definicao 1.3.2. Seja A um anel. O anel A é um dominio de integridade, ou simplesmente
dominio, se 0 mesmo ndo possui divisor de zero diferente do elemento nulo, de modo que para

quaisquer a, b € A tais que ab = 0, ocorre que a = O ou b = 0.

Exemplo 1.3.2. O anel Z, com as operacdes usuais de soma e produto, ¢ um dominio de

integridade, assim como os anéis numéricos Q, R, C.

Exemplo 1.3.3. O anel dos inteiros de Gauss ¢ um dominio de integridade. Como visto no
Exemplo 1.1.2, esse conjunto é Z[i] = {a + bi : a,b € Z e i = /—1}. Considere dois
elementos ndo nulos f; e fo € Z[i]. Como Z[i] = C, pode-se denotar esses elementos usando
coordenadas polares da seguinte forma f; = re% e fy = r.e"2, sendo 7, e ro nimeros reais
maiores do que zero. Ademais, 6; e 6, sdo os argumentos, em radianos, de f; e f, de forma que

i(@l +92)

0 < 601,65 < 2m. Dessa forma, tem-se que fi fo = rirqe Uma vez que r; e ry sdo reais

(01 +92)

maiores do que zero e que e # 0, portanto conclui-se que f; fo # 0.

1.4 Corpos

No estudo da matemadtica, especialmente em dlgebra comutativa, nos deparamos com

estruturas que buscam capturar e formalizar as propriedades das operacdes que utilizamos
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diariamente, como a adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Entre essas estruturas, o
conceito de corpo se destaca como um alicerce central na teoria algébrica, oferecendo um
ambiente onde essas operacdes sdo possiveis e bem definidas.

Um corpo pode ser entendido como um sistema numérico que generaliza e estende as
propriedades dos nimeros familiares, como os racionais Q, reais R e complexos C. O que torna
os corpos especiais € o fato de que neles € sempre possivel, além de somar e multiplicar, dividir
(exceto pelo zero) — uma caracteristica ausente em outras estruturas algébricas, como os anéis
e os grupos. Isso proporciona uma estrutura robusta e rica para resolver equacoes e desenvolver
teorias, e encontra aplicagao em diversas dreas da matematica.

Historicamente, o estudo dos corpos nao apenas trouxe uma compreensao mais profunda
dos niimeros e de suas propriedades, mas também se mostrou essencial para o desenvolvimento
de novas dreas, como a teoria dos nimeros e a dlgebra linear. Na teoria dos nimeros,
por exemplo, corpos finitos t€m um papel central na criptografia moderna e em sistemas de
comunicacdo. Ja na algebra linear, o conceito de corpo € indispensavel para definir espagos
vetoriais e explorar solucdes de sistemas de equacdes lineares, que estdo na base de inimeras
aplicacdes préticas.

Assim, compreender a teoria dos corpos € muito mais do que explorar uma constru¢ao
abstrata; ¢ penetrar em um campo que conecta e fundamenta multiplos aspectos da matematica.
A partir desse entendimento, somos capazes de enxergar o potencial transformador e universal
desta estrutura algébrica, aplicando seus principios desde problemas elementares até os mais

complexos desafios cientificos e tecnoldgicos.

Definicao 1.4.1. Seja A um anel. Um elemento a € A € dito invertivel se existe b € A tal que

a-b=1>0-a=1.0 elemento b é chamado de inverso multiplicativo de a.

Notacio 1.4.1. Dado a em A, o elemento b da definicdo anterior € Gnico e por isso usaremos
a partir de agora a nota¢do o' para indicar o inverso multiplicativo de a. Deste modo, iremos
aderir a notacao U/ (A) para indicar o conjunto dos elementos invertiveis de A. Por exemplo, é

possivel expressar U(Z) = {—1,1}.

Definicao 1.4.2. Um corpo é um anel tal que todo elemento ndo nulo possui inverso

multiplicativo.

Propriedades 1.4.1. Em contraste com anéis, nos corpos nao ha divisores de zero (exceto o

proprio zero), ou seja, todo corpo € ainda um dominio.
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Demonstragdo. Iremos provar a segunda propriedade. Considere um corpo K e suponha que
a-b = 0 para algum a,b € K. Agora, suponha que a # 0 e b # 0. Como K é um corpo,

sabemos que todos os elementos ndo nulos de K possuem inverso multiplicativo. Como a # 0,

1 1

existe a= € K tal que a - a= = 1. Multiplicando ambos lados da igualdade a - b = 0 por

a~!, obtemos: a=! - (a-b) = a~!- 0. Pela propriedade associativa da multiplica¢do, temos:

(a™'-a) - b = 0. Deste modo, como a~!

-a = 1, a expressdo se simplifica para: 1-b = 0, ou
seja, b = 0, o que contradiz a suposi¢do inicial que b # 0. Portanto, a tnica possibilidade para
que a - b = 0 seja verdadeira em um corpo € que ao menos um dos elementos a ou b seja igual
a zero.

Por fim, concluimos que entdo, que em um corpo K, o tnico divisor de zero € o proprio

zero. Isso mostra que todo corpo € também um dominio de integridade, pois ndo possui

divisores de zero. [

Observagdo 1.4.1. Como visto acima, vimos que todo corpo é um dominio. Porém, nem todo
dominio é um corpo. Um exemplo cldssico de um dominio de integridade que nao é um corpo
€ o anel dos inteiros Z. Pois, os tnicos elementos de Z que possuem inversos multiplicativos
dentro dos inteiros sdo 1 e —1. Por exemplo, o nimero 2 ndo possui um inverso multiplicativo

em Z(ou seja, ndo existe um z € Z tal que 2 - x = 1).
Exemplo 1.4.1. Os anéis Q, R, C s@o exemplos de corpos.

Mais adiante, exploraremos exemplos mais interessantes de corpos, assim como de

dominios.

1.5 Ideais

Em 4lgebra comutativa, o conceito de ideal ¢ uma das ferramentas mais poderosas
para entender a estrutura interna dos anéis e, com isso, desenvolver uma ampla gama de
aplicacdes em matematica pura e aplicada. Em uma abordagem intuitiva, podemos imaginar
um ideal como um “bloco de constru¢c@o” do anel, organizando elementos que compartilham
caracteristicas especificas e, assim, abrindo caminho para simplificar estruturas complexas em
padrdes compreensiveis.

A teoria dos ideais permite criar anéis mais simples chamados anéis quocientes, onde a

complexidade de um anel original pode ser "reduzida”ao considerar apenas equivaléncias entre



Capitulo 1. Anéis 18

elementos. Essa simplificacdo abre portas para andlise de estruturas mais avangadas, como
corpos € dominios de integridade, especialmente quando se trabalha com ideais maximos e
primos. Por exemplo, na aritmética dos numeros inteiros, podemos observar os multiplos de
um ndmero fixo como um ideal — uma ideia que se expande para conceitos mais complexos
quando aplicados a polindmios e outros tipos de anéis.

Além de organizar a estrutura interna dos anéis, o conceito de ideal € essencial
para entender a relacdo entre anéis distintos por meio de homomorfismos de anéis.
Homomorfismos sao funcdes entre anéis que preservam as operacdes de adi¢dao e multiplicagdo,
e permitem comparar anéis, identificar padroes comuns e compreender como estruturas
algébricas complexas se inter-relacionam. Uma das ligacdes mais importantes entre ideais e
homomorfismos de anéis € dada pelo Teorema do Isomorfismo.

Outro aspecto fascinante dos ideais € sua capacidade de “absorver” multiplicacdes com
elementos do anel. Isso permite o desenvolvimento de técnicas como a decomposi¢ao primaria
e a teoria de fatoracdo, que sdo fundamentais na solu¢@o de equagdes algébricas e no estudo de
propriedades geométricas em variedades algébricas. Em um contexto pratico, isso € utilizado
desde a criptografia moderna até o entendimento de simetrias em fisica e biologia, onde padrdes
e estruturas devem ser analisados em camadas.

A partir do estudo dos ideais, 0 matematico pode explorar o conceito de divisibilidade
em contextos abstratos, entender a esséncia da construcdo de corpos, e até mesmo langar as
bases para a teoria de Galois, que lida com a simetria de raizes de polindmios. Esse conceito,
entdo, ndo apenas organiza os elementos de um anel, mas também permite novas abordagens
para analisar a matematica como um todo — uma perspectiva rica e motivadora para qualquer

estudo na area

Definicao 1.5.1. Sejam A um anel e / um subconjunto nio vazio de A. Diz-se que I é um ideal

de A se:
I) a + b e I para quaisquer a,b € I;
I) ax € I paratodo a € A e paratodo x € I.

Definicao 1.5.2. Seja A um anel. Um ideal I de A é chamado de ideal trivial se / é igual a A

ou se [ € o ideal nulo.

Lema 1.5.1. Seja I um ideal de um anel A. Se I contém algum elemento invertivel de A, entdo

I=A
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Demonstragdo. Seja f € I um elemento invertivel de A. Entdo existe f~! € A tal que
f-f ' =1 Como I é um ideal, segue que f - f~* € I, isto é, 1 € I. Deste modo, como

consequéncia, para qualquer elemento g € A, tem-se g = 1 - g € I. Portanto, I = A. 0
Definicao 1.5.3. Seja / um ideal de um anel A. O ideal [ € dito ideal préoprio de A, se [ # A.
Proposicao 1.5.1. Seja K um corpo. O ideal nulo {0} ¢é o uinico ideal prdprio de K.

Demonstragdo. Para provarmos a proposi¢ao acima, usaremos a prova por contra-positiva. Seja
I # {0} um ideal de K. Considere p € I — {0}. Como K é um corpo, todos os seus elementos
nao nulos sdo invertiveis. Portanto, p € invertivel, pelo Lema 1.5.1, tem-se que / = K, ou seja,

I ndo é um ideal préprio de A. O

Sejam A um anel e f € A. O conjunto de todos os miltiplos do elemento f por

elementos de A, explicitamente

(f) ={r-feAlreA}

¢ um ideal. O ideal ( f) é denominado ideal principal gerado por f.

Exemplo 1.5.1. O ideal principal gerado por 7 em Z ¢é dado por: (7) =

{...,—14,-7,0,7,14,...}. Este ideal contém todos os miltiplos de 7

Exemplo 1.5.2. O ideal principal gerado por 1+ ¢ em Z[i] é dado por: (1+¢) = {(1+i)-z |z €

Z|[1]}. Este ideal contém todos os miltiplos de 1 + ¢ nos inteiros gaussianos.

Definicao 1.5.4. Seja P um ideal de um anel A. O ideal P é dito um ideal primo de A, se

satisfaz as seguintes condicoes:
I. P # A;(isto é, o ideal P € préprio em A).

II. (Propriedade de Primalidade): Se um produto de elementos pertence a P, entdo pelo

menos um dos elementos pertence a P.

Formalmente, um ideal préprio P de um anel A € dito primo se:

a,be Aea-be P=—=ae Poube P.

Exemplo 1.5.3. Considerando Z o anel dos inteiros, o ideal / = (5) é um ideal primo em Z,

pois (5) = {breZ|reZ}esea,be Zsao taisque a - b € (5), entdo 5 divide a - b, e como 5 é

nimero primo, temos que 5 | a ou 5 | b, ou seja, a € (5) ou b € (5).
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Mais geralmente, temos o seguinte resultado que caracteriza ideais primos em Z.

Proposicao 1.5.2. Seja p € Z. O ideal pZ := (p) é um ideal primo do anel Z se, e somente se,

p for um niimero primo.

Demonstracdo. (=) Para demonstrarmos a ida desta implicag@o, procederemos por redugio ao
absurdo. Suponha que pZ € um ideal primo de Z e que p é composto, ou seja, existem a, b € Z
talque p = abe 1 < a,b < p. Desta forma, tem-se que ab € pZ, porém a ¢ pZ e b ¢ pZ, isto &,
pZ ndo € um ideal primo, que € uma contradi¢do por absurdo. Assim, estd provado que p € um
nimero primo.

(<) Para demonstrarmos a volta desta implicagdo, vamos supor p é um nimero primo,
entdo pZ = {p- k | k € Z} é o conjunto de todos os miltiplos de p em Z. Queremos mostrar
que se a - b € pZ, entdo a € pZ ou b € pZ. Assim, isso significa que a - b = p - k para algum
k € Z. Como p € primo e divide o produto a - b, pela propriedade de primalidade, tem-se que p
divide a0 menos um dos elementos, ou seja, p | a ou p | b. Portanto, a € pZ ou b € pZ. Assim,
estd provado que pZ é um ideal primo.

]

Definicao 1.5.5. Um ideal préprio M de um anel A € chamado ideal maximal de A se para

qualquer ideal / de Acom M < [ < A,temosque [ = M oul = A.

Exemplo 1.5.4. O ideal nulo {0} é maximal em qualquer corpo. Como foi abordado na

Proposicao 1.5.1, um corpo s6 possui ideais triviais.

A préxima proposi¢do fornece uma condi¢do muito especial aos ideais em Z. Mais
adiante exploraremos esta propriedade ao estudarmos dominios em que todos os ideais sdao

principais.
Proposicao 1.5.3. Qualquer ideal I de 7. é da forma I = nZ para algum n € N U {0}.

Demonstrag¢do. Para demonstrarmos a afirmacdo, suponha que / é um ideal de Z. Se I = {0},
considerando n = 0, temos que I = 07Z. Agora, considere I # {0}. Desta maneira, existe a € [
com a # 0. Como / € um ideal, segue que —a € I. Assim, o conjunto / possui algum inteiro
positivo.

Pelo principio da boa ordenacgao, o conjunto de todos os inteiros positivos de I possui

um menor elemento, seja n € I esse elemento.
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Observe que nZ < I, pois mn € [ para todo m € Z, ja que [ é um ideal. Por outra
perspectiva, considere um elemento v € [ e divida-o pelo elemento n. Dessa forma, pelo
algoritmo da divisao de nimeros inteiros, existem, ¢, 7 € Z tais que u = ng+r,com (0 < r < n.
Como u e nqg estdo em [, tem-se u — ng = r € I. Sendo n o menor inteiro positivo em [ e
0 <r <n,temos que r = 0. Logo, u = nq + 0 = nq € nZ. Assim, I < nZ. Portanto, esta
demonstrada a dupla inclusao, logo temos que [ = nZ.

O

Exemplo 1.5.5. Se p € Z é um nimero primo, entdo o ideal (p) é um ideal maximal em Z. De
fato, se / é um ideal em Z, entdo pela proposi¢do anterior, temos que / = (d) para algum d.
Desta forma, se / contém (p), entdo, p é miltiplo de d, isto é, d é um divisor de p. Assim, pela

primalidade de p, temos que d = pou d = 1, logo, I = (p) ou I = Z. Portanto, (p) é maximal.

1.6 Anel Quociente

Dado um conjunto munido de uma relacdao de equivaléncia, é possivel associar o
conjunto quociente em que os elementos, as classes de equivaléncia, particionam o conjunto
original, o que permite uma melhor anélise do mesmo a luz da relacao em questdo. Nesta se¢do,
estudamos anéis munidos de uma relacio de equivaléncia chamada relacao de congruéncia. Os
anéis quocientes permitem simplificar a estrutura de um anel “eliminando”um ideal especifico,
a0 mesmo tempo que mantém as operagdes originais e relacoes algébricas. Eles sdo essenciais

em muitas dreas da algebra abstrata e na geometria algébrica.

Definicao 1.6.1. Sejam A um anel e / um ideal de A. Dados a,b € A, dizemos que a, b s@o

congruentes modulo /,se a — b e [.

Notacio 1.6.1. Ao decorrer do trabalho ser4 utilizada a notagdo a = b (mod I) para indicar

que a € congruente a b médulo .

Observagdo 1.6.1. Uma relagdo em um conjunto A é dita uma relacao de equivaléncia quando

é reflexiva, simétrica e transitiva.
Proposicao 1.6.1. A relagdo = (mod I) é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragcdo. De fato, a relagdo a = b (mod I) satisfaz as trés propriedades.

Reflexividade: Se a € A, entdoa —a = 0 € I. Logo, a = a (mod I).
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Simetria: Sejam a,b € A. Se a = b (mod 1), entdo a — b € I. Dessa forma, como [ é
um ideal, segue que —(a — b) € I, ou seja, —a + b = b — a € 1. Portanto, b = a (mod I).

Transitividade: Sejam a,b,c€ A. Sea=0b (modI)eb=c (modI),entioa —be le
b—ce I. Como I éum ideal, entdo (a — b) + (b — ¢) = a — ¢ € 1. Portanto, a = ¢ (mod I).

Assim, arelacdo = (mod I) é de equivaléncia. O

Definicao 1.6.2. Sejam / um ideal de um anel A e a € A. O conjunto de todos os elementos de

A que sdo congruentes a a médulo I é chamado classe de equivaléncia de « médulo 1.
Notacao 1.6.2. A classe de equivaléncia de a médulo I serd denotada por @.

Observagdo 1.6.2. Observe que, para todo a € A, tem-se que a # ¢, pois a = a (mod I), isto

é,aca.
Proposicao 1.6.2. Se I é um ideal do anel Aex € A entdoT =x+ [ :={x+icAl|iell}.

Demonstragcdo. Se a € T, entdo a = x (mod I), isto é, a — x € I. Desta forma, a = = + b para
algum b € I, ou seja, a € = + I. Logo, temos que T < = + [. Ademais, se a € x + I, entdo
existe algum b € [ tal que a = = + b, em outra perspectiva, a — x = b. Desse modo, b € I,
ou seja, a — z € I, o que implica em a = x (mod I). Assim, concluimos que a € Z. Portanto,

T < x+ 1. Porfim, tem-sex = x + I. O]

Observagdo 1.6.3. Sejam z,y € A. Entdo, x + [ = y + [ se, e somente se, x = y (mod I), isto

e, x—yel.

Notacao 1.6.3. O conjunto de todas as classes de equivaléncia no anel A pelo ideal I é chamado

de conjunto quociente e serd indicado por A/I.

Proposicao 1.6.3. Seja [ um ideal de um anel A. O conjunto A/I munido das seguintes
operagdes, para a,b € A, tem-se:

(a+I)+b+1)=a+b+Te(a+I)-(b+1)=a-b+1

é um anel, chamado anel quociente de A pelo ideal I.

Mostraremos apenas que as operagdes estdo bem definidas. Sejam a4, as, by, by € A tais
que (ay +1) = (ag+1)e(by +1)= (b +I).
Para verificarmos que a operacdo da soma estd bem definida, note que que a; — ay € 1

e by — by € I. Como I é um ideal, segue que (a; — az) + (by — be) € I, ou seja,
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(ay + by) — (ag + by) € I, que equivale a (a; + by) + I = (ay + be) + I. Logo, a soma
estd bem definida.

Para verificarmos que a operacdo produto estd bem definida, note que a;b; — asby =
a1by — arby + a1by — ashs, isto €, a1by — ashs = a1(by — be) + (a1 — az)bs. Por hipétese, tem-se
a; —ag € I e by — by € 1. Como sabemos que / é um ideal, portanto ocorre que a1 (b — b)) € 1
e (a1 — ag) € I. Concluimos que a1 (b — by) + (a1 — as)be € I, ou seja, ajby — azby € I, que é
equivalente a a1b; + I = asby + 1. Logo, o produto estd bem definido.

De fato, as operacOes anteriores estdo bem definidas, isto é, as operacdes sao

independentes do representante de classe.

Exemplo 1.6.1. Dado n € N, o conjunto das classes de equivaléncia médulo n, muito utilizado
na teoria de nimeros, Z,, := Z/nZ = {0,1,2,3,...,n — 1},n > 1, munido da soma e produto

de classes de equivaléncia médulo n € um anel.

Exemplo 1.6.2. O ideal gerado por 3 em Z5 € denotado por: (3) = {3-T € Z» | r € Z15}. Este

ideal contém os seus multiplos {0, 3, 6, 9} no anel Zi5. Logo, (3) é um ideal principal de Z;,.

1.7 Homomorfismo de Anéis

Os homomorfismos de anéis desempenham um papel central na dlgebra comutativa,
conectando diferentes estruturas e revelando propriedades fundamentais de forma elegante e
sistematica. Essas funcdes ndo apenas preservam as operacoes algébricas basicas, como adi¢ao
e multiplicacdo, mas também capturam a esséncia da relacdo entre os anéis, permitindo que
suas caracteristicas sejam estudadas em conjunto.

Com os homomorfismos, € possivel analisar como os ideais, subestruturas e elementos
de um anel se comportam em relacdo a outro, criando uma ponte tedrica que facilita a
compreensao de problemas complexos. Além disso, eles fornecem ferramentas para construir
novos anéis, como quocientes e imagens, que sdo cruciais para o desenvolvimento de teorias
mais avangadas.

Este conceito é aplicado em diversas &areas, como geometria algébrica, onde
os homomorfismos conectam coordenadas de variedades e suas equacdes, e dalgebra
computacional, onde sdo usados para simplificar cdlculos e criar algoritmos eficientes. Explorar

os homomorfismos de anéis ndo € apenas essencial para a teoria, mas também para compreender
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como a 4dlgebra serve como alicerce para intimeras aplicagdes modernas, como criptografia e
teoria dos numeros.
Neste trabalho, abordaremos os homomorfismos de anéis como um conceito-chave para

compreender a interagdo entre diferentes estruturas algébricas.

Definicao 1.7.1. Sejam A e B anéis. Uma func¢do ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis

se satisfaz as seguintes condicdes para todos x,y € A:

L oz +y) = o) +¢(y);
IL oz y) = o) - 0(y);

L p(14) = 15.

Observagdo 1.7.1. Intuitivamente, um homomorfismo de anéis ¢ de A em B é uma funcio que

preserva as operagdes dos anéis.

Observacdo 1.7.2. Se afuncio ¢ for bijetiva, o homomorfismo serd denominado isomorfismo e
os anéis A e B sdo ditos isomorfos. Sera usada a notagdo A ~ B para indicar que A € isomorfo

a B. Além disso, um automorfismo de A é um isomorfismo de A em A.

Definicao 1.7.2. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. O ndcleo do homomorfismo
€ o0 seguinte conjunto:

N(p) =f{ae A:p(a) =05}

Exemplo 1.7.1. A fun¢éo de ¢ : C — C definida por ¢(a + bi) = a — bi é um homomorfismo
de anéis e seu nicleo € o conjunto N(¢) = {0}. De fato, se ¢(a + bi) = 0, entdo a — bi = 0,

consequentemente, a = b = 0.

Definicao 1.7.3. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. O conjunto imagem da funcgéo
@ €
Im(p) ={be B:b=p(a) para algum a € A}.

Na proposi¢do a seguir, sdo apresentadas algumas propriedades sobre homomorfismos

de anéis.

Proposicao 1.7.1. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis, entdo:

L (04) =0g;
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II. p(—a) = —p(a), paratodo a € A;
L. p(a—b) = p(a) — p(b) para quaisquer a, b € A;
IV. N(p) é um ideal de A;

V. ¢ é injetiva se, e somente se, N () = {0};

VI. Im(y) é um subanel de B.

Demonstracdo. (1.) Temos que p(04) = ¢(04 + 04). Como ¢ é um homomorfismo, entdo
©(04) = ¢(04) + ©(04). Agora, subtraindo ©(0,4) em ambos os lados da igualdade, tem-se
O = p(04).

(Il.) Seja a € A, tem-se ©(04) = ¢(a + (—a)). Como ¢ é um homomorfismo,
entdo p(04) = ¢(a) + ¢(—a). Pelo item (1.), temos que Op = ¢(a) + ¢(—a), ou seja,
p(—a) = —p(a).

(II1.) Considerando que @ — b = a + (—b), pelo item (2.), temos que @(a — b) =
o(a+ (=b)) = p(a) + p(—b) = ¢(a) — p(b), para todos a, b € A.

(IV.) Como ¢(04) = 0Op, temos que N(p) # (J. Agora, iremos provar que para
quaisquer x,y € N(p) e a € A, tem-se x — y, xza € N(p). Como z,y € N(yp), entdo
p(z) = ¢(y) = 0p. Logo, p(z —y) = ¢(z) — ¢(y) = 0p — 0p = 0p. Deste modo,
r —y € N(p). Ademais, p(za) = ¢(z) - p(a) = ¢(a) - 0p = 0p. Consequentemente,
za € N(y). Portanto, N () é um ideal de A.

(V.) (=) Para demonstrarmos a ida desta implicag¢do, suponha que ¢ ¢ injetiva. No item
(L), foi demonstrado ¢(04) = Op, isto é, 04 € N(p). Dessa forma, {04} < N(¢). Por outro
lado, se z € N (i), entdo p(z) = 0 = ¢(04). Como ¢ € injetiva, tem-se que = = 04. Portanto,
N(g) < {04}. Por conseguinte, N () = {04}.

(«<) Para demonstramos a reciproca, suponha que N(¢) = {04}. Sejam z,y € A tais
que p(z) = ¢(y). Como demonstramos no item (3.), temos que ¢(x —y) = ¢(x) —¢(y). Logo,
o(x —y) =0p,isto é, x —y € N(p) = {04}. Dessa maneira, r — y = 04. Assim, ¢ € injetiva.

(VL) Como 1p = ¢(14) € Im(yp), entdo, em particular, Im(p) # <. Além disso, se
o(a),p(b) € Im(p), entdo temos que p(a) — ¢(b) = p(a — b). Logo, ¢(a) — p(b) € Im(p).
Tem-se ainda que p(a) - p(b) = @(a - b), isto &, p(a) - ¢(b) € Im(yp). Portanto, Im(p) é um
subanel de B. [
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Teorema 1.7.1. (Teorema do isomorfismo) Se p : A — B é um homomorfismo de anéis, entdo

A/N(p) e Im(p) sdo isomorfos.

Demonstracdo. Considere a fungdo a seguir:

Y A/N(p) — Im(yp)

a+ N(p) — »(a)

Temos que esta func@o estd bem definida. De fato, se a + N(¢) = a + N(p),
entio a — @' € N(p). Desta forma, p(a — a’) = 0, ou seja, p(a) = ¢(d), isto é,
Y(a+ N(p)) = ¢(a’ + N(yp)) e portanto, a fun¢do estd bem definida.

Agora vamos verificar que a fun¢gdo € um homomorfismo. De fato:

Além disso, tem-se que:

Agora, iremos demonstrar a bijetividade da funcao.

Injetividade: Suponha que a + N(p) € N(¢). Entao, 1)(a+ N(p)) = ¢(a) = 0. Assim,
a € N(p),oquenosdizque a+ N(p) =0+ N(p). Logo, N(¢) = {0+ N(¢)}. Desta forma,
pelo item (5.) da Proposicao 1.7.1, temos que a funcao ) € injetiva.

Sobrejetividade: Ao analisar a fungdo, sabemos que a imagem de v estd contida na
imagem de . Desta forma, para provarmos a sobrejetividade, precisamos demonstrar que
Im(p) < Im(yp). Considere ¢(a) € Im(p). Nesta condigdo, temos que a € A, logo,
a+ N(p) e A/N(p)e(a+ N(p)) = p(a). Assim, Im(p) < Im()) e temos que a fun¢do

1 € sobrejetiva.
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Como essa fungdo é um homomorfismo bijetivo entre os anéis A/N () e Im(p), entdo
temos que esses anéis sao isomorfos.

]

No proximo capitulo, exploraremos consequéncias e exemplos do teorema do

isomorfimo.
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Anéis de Polinomios

Os anéis de polindmios sdo uma estrutura central na dlgebra comutativa e na teoria dos
anéis, e eles representam uma extensao natural do conceito de polindmios. Esses anéis surgem
da necessidade de entender e operar formalmente com polindmios que possuem coeficientes
em um determinado anel, geralmente um corpo ou um dominio, € que podem ser somados
e multiplicados de maneira sistematica. Mais do que apenas uma cole¢do de expressoes
algébricas, os anéis de polindmios sao fundamentais para o desenvolvimento de muitas teorias
matematicas, incluindo a fatoragao, a teoria dos ideais e a aritmética em anéis.

O estudo de anéis de polindmios nos permite compreender propriedades como
divisibilidade, fatoracdo unica e, em certos casos, permite aplicar o algoritmo de divisdo,
facilitando a resolucdo de problemas complexos. Quando consideramos polindmios com
coeficientes em um corpo, o anel de polindmios resultante possui uma estrutura rica e util,
chamada de dominio euclidiano. Essa propriedade nos garante que qualquer polindbmio ndo
nulo pode ser dividido por outro, com quociente e resto bem definidos, algo essencial para o
desenvolvimento de algoritmos eficientes de fatoracao e para o calculo de raizes.

Além disso, os anéis de polindmios sao pecas fundamentais na constru¢do de corpos e
extensoes de corpos, dreas com aplicagdes importantes em teoria dos nimeros e criptografia.
Por exemplo, ao adentrar o estudo dos corpos finitos, a estrutura dos anéis de polindmios sobre
corpos se torna um alicerce para a constru¢do de corpos maiores, permitindo que se definam
operagdes seguras para o processamento e a prote¢ao de informacdes.

Exploraremos que um anel de polindmios € constituido pelo conjunto de polindmios
com coeficientes em um anel A e representa uma extensao natural dos conceitos aritméticos

para contextos mais complexos, onde as varidveis assumem papel de indeterminadas. No caso

28
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de polindmios em uma unica variavel x, o conjunto A[z]| é um dos exemplos mais simples e
bem compreendidos; contudo, a teoria se expande naturalmente para anéis de polindmios em
vdrias varidveis, como A[xy, s, ..., x,], que se torna indispensével para o estudo de geometria
algébrica e sistemas de equacdes multivariadas.

Esses anéis de polindmios em multiplas varidveis possuem uma estrutura algébrica rica
e sdo capazes de modelar situacdes complexas, indo muito além das aplicacdes com uma tnica
varidvel. No caso de A[xy,zo,...,x,], a teoria se aprofunda ao permitir que se explorem as
relacOes entre as varidveis e os coeficientes, bem como a possibilidade de construcao de ideais,
elementos centrais no estudo de subestruturas de anéis. Uma das caracteristicas fundamentais
dos anéis de polindomios € que, sob certas condi¢des sobre A, como ser um anel noetheriano,
Alxy, xo, ..., x,| também preserva essa propriedade. Anéis noetherianos sdo aqueles em que
todo ideal € finitamente gerado, o que € crucial para a aplicabilidade de diversos teoremas na
algebra comutativa.

Esse resultado € garantido pelo Teorema da Base de Hilbert, que afirma que se A é
um anel noetheriano, entdo o anel de polindmios Az, x9,. .., z,] também serd noetheriano.
Esse teorema nao apenas confirma a finitude das geradores de ideais, mas também assegura
a estabilidade estrutural dos anéis de polindmios sob operacdes de extensdo em termos de
variaveis. Essa propriedade € essencial para muitos desenvolvimentos na dlgebra e na geometria
algébrica, pois permite a manipulacdo e a resolucdo de sistemas de equagdes polinomiais
complexos de maneira controlada.

Neste trabalho, exploraremos a construgao e as propriedades dos anéis de polindmios em
uma e em multiplas varidveis, analisando sua estrutura noetheriana e aplicando o Teorema da
Base de Hilbert. Esse estudo nos permitird compreender como os anéis de polindmios oferecem
um terreno fértil para teorias algébricas avangcadas, bem como para aplicacdes em diversas areas,
incluindo a teoria dos nimeros e a criptografia, onde essas propriedades garantem eficiéncia e

segurancga nas operagdes algébricas.

2.1 Polinomios em uma indeterminada

Definicao 2.1.1. Seja A um anel. Uma sequéncia em A é uma fun¢do o : N u {0} — A. A

imagem de ¢ € N U {0} pela fungdo « é denotada por a;. Dessa forma, tem-se:

a = (ag, a1, as,as,...,a;,...)
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Os elementos a; € A sdo chamados de coeficientes da sequéncia. Ademais, duas

sequéncias a e 3 em A sdo iguais se, e somente se, «(i) = (i) para todo i = 0.
Agora, vamos ao conceito de polindmio.

Definicao 2.1.2. Uma sequéncia o = (ag, ay, as, as, ..., a;,...) em um anel A é chamada de
polindmio com coeficientes em A se existe algum inteiro n > 0 tal que a; = 0 para todo i > n,

ou seja, a = (ag, ay, as, ...,a,,0,0,0,...).

Definicao 2.1.3. Dizemos que um polindmio « ¢é identicamente nulo quando todos os

coeficientes sdo iguais ao elemento nulo do anel A, isto é, se a = (0, 0,0, .. .).

Definicao 2.1.4. Se o # 0, entdo existe algum nimero natural ou zero n de modo que a,, # 0
e a; = 0 para todo i > n. Desta forma, o coeficiente a,, ¢ chamado de coeficiente lider, ou

também de coeficiente dominante, de o.

Quando o coeficiente lider € igual a 1, o polindmio é chamado de polindmio monico.
Ademais, quando os coeficientes do polindmio pertencem ao conjunto dos nimeros inteiros, ele
¢ chamado de polinémio inteiro.

Desta forma, dado  um polindmio com coeficientes em uma anel A, podemos denotar

a = (ag,ar,as, as,...,a,).

Definicao 2.1.5. Seja o um polindmio da forma o = (ag, a1, as, as, ..., a,) em um anel A, o
grau do polinémio « é definido como sendo o maior n € N U {0} tal que a,, # 0 e a; = 0 para

todo j > n.
Notacao 2.1.1. Usaremos a notagdo d(«) para denotar o grau do polindmio «.

O grau do polindmio identicamente nulo nao € definido, pois todos os seus coeficientes

sdo iguais a zero.

Definicao 2.1.6. Um polindmio « da forma o = (ag,ay,as9,as,...,a,) em um anel A é

chamado de polindmio constante, se a; = 0,V ¢ > 0.

O polindbmio constante pode referir-se ao polindmio identicamente nulo ou um
polindmio de grau zero.
Suponha que o = (ag,a1,a9,as,...,a,) € 5 = (bo,b1,b2,bs,...,by) sdo dois

polindmios com coeficientes em um anel A. A soma entre o e ( € definida da seguinte forma:
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CY—Fﬁ: (a0+bo,a1+bl,a2~|—b2,a3+b3,...,ai—|—bi,...,)
e o produto € definido da seguinte forma:

a- B = (co,c1,C2,C3, ., Chy- )

em que
k

Cr = Z ai'biZEQi'bk—i

itj=k i=0
Desta forma, as operacdes estdo bem definidas.
A seguir, apresentaremos um lema em que € possivel visualizar que a soma e produto de

polindmios s@o operacdes ndo triviais e estdo bem definidas (no sentido de grau).

Lema 2.1.1. Sejam A um anel e o e B dois polindmios ndo identicamente nulos com coeficientes

em A.

D) Sea+ 8 #0,entdo d(a + 5) < max{d(a), d(5)}.
) Se - 8 # 0,entdo o(a - ) < d(a) + ().

III) Se A é um dominio de integridade, entdo « - 3 # 0 e d(a - §) = d(a) + I(B).

Demonstracdo. (I) Sejam o = (ag, a1, as,...) e 3 = (bg, by, by, . ..) dois polindmios de grau n
e m, respectivamente. Sem perda de generalidade, suponha que n > m. Se n > m, entdo o
coeficiente lider de v + 3 serd a,, e, desse modo, d(a + ) = n = max {d(«), d(3)}. Sen = m,
entdo o coeficiente lider o + [ serd a,, + b, e, assim, d(a + ) = n, caso a,, + b, # 0, ou
o(a + ) < n, caso a, + b, = 0. Logo, d(a + 3) < max{d(«), o(5)$.

(1) Suponha que o = (ag, ay, as, . ..) tenha grau n, § = (b, by, bs, . ..) tenha grau m e
a-fB = (c,c1,¢9,...) comd(a- ) = k. Assim, tem-se ¢, # 0 e deve-se mostrar que ¢; = 0

para todo [ > n + m > k. Pela defini¢do, tem-se
a= 2 a; - b;
itj=l

Suponhaque ! >n+mei <n,entdo j = —¢ > [ —n > m. Desse modo, b; = 0. Agora,
suponha que 7 > n e ainda, que [ > n+ m, entdo a; = 0, pois d(«) = n. Note que, em qualquer

dos dois casos, tem-se a; - b; = 0, ou seja, ¢; = 0. Portanto, 0(c - 5) < (0(a) + 0(B)).
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(TIT) Suponha que A é um dominio e sejam o = (ag, a1, as,...) e 5 = (by,b1,bs,...)
dois polindomios de grau n e m, respectivamente, com coeficientes em A. Além disso, seja
a-f = (c,c1,¢a,...). Tem-se a; = 0, paratodo i > n e b; = 0, para todo j > m. Perceba que

o coeficiente de indice n + m € dado por:

Crnim = Qobpim + oo+ Gp_1bmi1 + @by + Ani1bm_1 + ...+ Qnimbo

Analise os dois casos a seguir. Se ¢ < n, entdon —¢ > 0 e, por consequéncia, j = n+m —1i =
(n — i) + m > m. Assim, neste caso, tem-se b; = 0. Agora, se ¢ > n, entdo a;, = 0, pois
0(a) = n. Dessa forma, cada termo do desenvolvimento do coeficiente de indice n + m,
com excecdo de a,b,,, € igual a 0. Consequentemente, c¢,.,, = apb,. Sendo a, # 0e
b, # 0 elementos de um dominio, segue que ¢,.,, = ab, # 0e a - # 0. Ademais,
note que para cada £ > n + m o desenvolvimento de ¢; contém termos da forma a;b;_;. Como
k =i+ (k—1i)>n+m,entdoi > nouk — i > m. Desse modo, o produto a;b;_; = 0 para

todo k > n + me,resultaem, d(a- f) = k =n+m = d(a) + (). N

produto de dois polindmios sdo finitos, isto €, a soma e o produto de dois polindmios
sdo polindmios.

A seguir, iremos apresentar algumas propriedades:

Propriedades 2.1.1. Sejam f, g, h polindmios com coeficientes em um anel A.

I) Associatividade da soma: (f +¢g) + h = f + (g + h).

II) Elemento identidade da soma: e e Atalquee+ f = f = f + ¢, paratodo f polindmio.

Este elemento identidade da soma € o polindmio identicamente nulo.
IIT) Elemento oposto: 3pe Atalque f +p=e=p+ f.
IV) Comutatividade da soma: f + g = g + f.
V) Associatividade do produto: (f - g)-h = f-(g-h).
VI) Distributividade: f-(g+h)=f-g+ [ -he.
VII) Comutatividade do produto: f-g =g - f.

VIII) Elemento identidade do produto: 3 1talque 1- f = f = f - 1, para todo f polindmio.
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Observacdo 2.1.1. Utilizaremos na observacao a seguir, o item (II) e (II1) da Propriedade 2.1.1

para manipularmos a notacao de polindmios.

Observacdo 2.1.2. Agora, vamos abordar a nota¢do usual de polindmios. Vale ressaltar que
essa mudanca de notagdo € possivel devido a existéncia de um isomorfismo natural entre as duas
formas. Deste modo, com a finalidade de alterarmos a notagdo, o polindmio (0,1,0,0...) serd
identificado por = e denominado indeterminada. Ademais, o polindmio constante (ao, 0,0, . ..)

seré representado por ay. Pela multiplicagdao de polindmios como foi definida, tem-se:
x-ag=(0,1,0,0,...) - (ap,0,0,...) = (0,a0,0,0,...)

De forma andloga,
ag - = = (ap,0,0,...)-(0,1,0,0,...) = (0,a0,0,0,...)

Assim, o elemento identidade do produto serd indicado por (1,0,0,0,...) = 1. Nesse viés,
tem-se:

r-r=12"=(0,1,0,0,...)-(0,1,0,0,...) = (0,0,1,0,...)

e também

rv-r*=2°=(0,1,0,0,...)-(0,0,1,0,...) = (0,0,0,1,...)

E assim sucessivamente para os proximos z°.

Por essas observagdes, podemos prenunciar que, no polindbmio ", com n > 1, o
coeficiente de indice n € igual a 1 e os demais sdo todos nulos. Veremos a seguir que isso

de fato acontece.

Lema 2.1.2. Se n > 1, entdo o polinémio x" possui coeficiente de indice n igual a 1 e os

demais sdo todos iguais a zero.

Demonstracdo. Usaremos inducdo sobre n para demonstrarmos este lema. Primeiro, iremos
considerar n = 1, anteriormente foi visto que ! = = = (0,1,0,0,...). Como hipStese
de indugdo, considere que para algum & € N, o polindmio z* possui o coeficiente de indice

kigual a 1 e os demais iguais a zero. Agora, tem-se que provar que o polindmio z**! possui

1

coeficiente de fndice k+ 1 igual a 1 e todos os outros iguais a zero. De fato, 2**! = z¥.2. Sejam

k+1:<

x Co,C1,Cay . . .), T8 = (ag, a1, as,...) e x = (by, by, ba, bs, . ..), sendo z a indeterminada.
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Pela multiplicacdo de polindmios, tem-se

l

c = 2 ai-bj=Zai'bl_i.

it+j=l i=0

Note que o coeficiente de indice k£ + 1 é dado por:
Crhr1 = Qobri1 + ...+ arby + ... +apby + ...+ arpi1bo

Quando j = 1, tem-se b; = 1 e para j # 1, tem-se b; = 0. Ademais, tem-se a; = 1 para
t = kea; = 0parai # k. Assim, conclui-se que ¢z, = agby = 1. Sel > k + 1, entdo
l =i+ (l—1i) > k+1 Desse modo,i > koul—i = j > 1. Como consequéncia, o
produto a;b;_; € igual a zero. Analogamente, utilizando do mesmo viés do argumento anterior,
nota-se que quando ! < k+ 1,tem-sel =i+ (I —¢) < k+ 1,ouseja, i < koul —i < 1.
Assim, o produto a;b;_; também € igual a zero quando [ < k + 1. Portanto, tem-se que todos
os coeficientes com indice diferente de £ + 1 sdo iguais a zero, e o indice igual a k é 1. Logo, é

demonstrado que a afirmacao € valida para todo n > 1. O

Ao enunciarmos este lema, temos como objetivo recuperar a nota¢ao usual.

Observagdo 2.1.3. Se a = (ag,a1,a9,...,0,,0,0,0,...) é um polindmio, entdo podemos
denotar o = ay + a1 + asx® + ... + a,x™.

De fato,

a = (ag,a1,as,...,a,,0,0,0,...)
= (ap,0,...) +(0,a1,0,...) +(0,0,az,...) + (0,0,0,...,a,)
=ap(1,0,0,...) +a1(0,1,0,...) + a2(0,0,1,...) + a,(0,0,0,...,1)
—ag- 1+ a1+ ax® + ...+ az"

=ayg+ a1+ a4+ ...+ apx”

O polindmio « na forma ag + a1« + asx? + - - - + a,x™ é chamado de polindmio de grau

n na indeterminada x.
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2.2 Anéis de Polinomios em uma indeterminada

Com base na Obervacao 2.1.3, iremos formalizar a defini¢do de um anel de polindmios

em uma indeterminada.

Definicao 2.2.1. Seja A um anel. O conjunto dos polindmios com coeficientes no anel A,
onde x é uma indeterminada, é denotado por A[x]|. Formalmente, um elemento de A[x]| € uma

expressao da forma:

f(z) = ap + a1 + agaz® + - + a,a".
Considerando a soma e o produto de polindmios definidos anteriormente, além das
Propriedades 2.1.1, temos que A[x]| é um anel comutativo com unidade.

Exemplo 2.2.1. Z[z], R[z], Q[x] s3o exemplos de anéis polinomiais em uma indeterminada.

Exemplo 2.2.2. O ideal de R[z] gerado por 2% + 1 € dado por:

(@ +1) = {f(2) - (& + 1) e R[] | f(2) € R[z]}.
Este ideal contém todos os multiplos de z? + 1. Logo, (z* + 1) € um ideal principal, pois pode
ser gerado por um tnico elemento de R|x].

Exemplo 2.2.3. Seja K um corpo. O ideal de K[z] gerado por 2® +  + 1 é dado por:

(P +2+1)={f(z) @®+2+1)eK[z]| f(z) e K[z]}.

Este ideal contém todos os miiltiplos de z* + = + 1 no anel de polindmios com coeficientes em
K[z]. Logo, z* + x + 1 é um ideal principal, pois pode ser gerado por um tnico elemento de

Vejamos propriedades importantes sobre anéis de polindOmios em uma indeterminada.
Proposicao 2.2.1. Se A é um dominio de integridade, entdo A|x| é um dominio de integridade.

Demonstracdo. Para apresentarmos essa demonstracdo, usaremos como base o item (III) do
Lema 2.1.1. Se A é um dominio de integridade e f,g € A[x]| sd3o dois polindmios ndo

identicamente nulos, entdo f - g # 0. Assim, A[z] é um dominio de integridade. L]
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Proposicao 2.2.2. (Algoritmo da Divisdo) Seja K um corpo. Se f(z),g(x) € Klz], sendo

g(x) # 0, entdo, existem tinicos q(x),r(x) € K[z] tais que:

sendo r(x) = 0 ou grau de r(x) menor que o grau de g(x).

Demonstragdo. Para demonstrar a proposi¢do em questdo, temos como objetivo mostrar que
existem unicos polindmios ¢(z), r(x) € K[z] tais que f(z) = ¢(x)g(x) + r(x), onde r(z) = 0
ou d(r(x)) < d(g(x)). Nossa hipdtese € que f(z), g(x) € K[z] e g(x) # 0. Vamos utilizar um
processo semelhante ao algoritmo de divisdo em Z.

Sejam f(x) e g(x) polindmios da forma:

f(x):a0+a1$+a23§2+...+anxn

g(x) = by + bz + boz® + -+ + byx™,

onde a,, e by, sd0 os coeficientes dos termos de maior grau de f(x) e g(), respectivamente.
A primeira etapa consiste em cancelar o termo de maior grau de f(x) subtraindo um
multiplo adequado de g(x). Para isso, o primeiro termo do quociente ¢(x), chamado ¢; (z), serd

0 quociente entre os termos de maior grau de f(x) e g(z):

an n—m

q(z) = b,

Esse termo € escolhido de tal forma que, ao multiplicd-lo por g(x), o termo de maior grau de
f(x) seja cancelado.
Multiplicando ¢;(x) por g(z) e subtraimos o resultado de f(x) para obter um novo

polindémio, f;(z). A multiplicacdo de ¢; (z) por g(x) resulta em:

an n—m

q(x)g(z) = (b—x )« (bo + bz + box® + ...+ bpa™)

tn n— an n—m
ql(x)g(x) = anxn + b_bm—ll' ! + ...+ b—bol'

Agora subtraindo essa expressdo de f(z), temos: fi(x) = f(z) — ¢1(x)g(x), ou seja,

fi(z) = (ap + a1z + agx® + ... + apa™) — (@™ + Z—nbm_lzn_l +...+ Z—nbo:r”_m)
m m
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Desta forma, cancelando o termo de maior grau de f(z) (o termo a,z™), deixando um novo
polindmio f(x) de grau menor que f(z).

Se o polindémio f;(z) ainda tiver grau maior ou igual a m (o grau de g(x)), repetimos o
processo. Agora, o termo de maior grau de f;(x) é dividido pelo termo de maior grau de g(x)

para encontrar o proximo termo de ¢(z):

termo de maior grau de fi(x)

g2(x) =

termo de maior grau de g(x)

Multiplicando ¢o(x) por g(z) e subtraindo o resultado de f;(x) para obter fy(x), um novo
polindmio com grau ainda menor que f;(z).

Essa fatora¢@o continua até que o grau do polindmio resultante, chamado 7(z), seja
menor que o grau de g(z). Nesse ponto, ndo é mais possivel realizar novas divisoes, e 7(z) é o
resto da divisdo.

Ao final do processo, temos:

onde ¢(z) é o quociente formado pelos termos ¢ (), g2(z), ..., qs(x) e r(z) é o polindmio
que sobra com grau menor que m, ou seja, d(r(z)) < d(g(zr)). Desta forma, estd provada a
existéncia da fatoragao.

Agora vamos mostrar que os polindmios ¢(z) e r(x) séo unicos. Suponha que existem
dois pares de polindmios (q1(x),r1(z)) e (go(x), m2(x)) que satisfacam: f(z) = q1(z)g(z) +
ri(z) e f(z) = ga(x)g(x) + ro(x). Desta forma, (¢1(z) — q2(x))g(x) = ro(z) — r1(2).

Agora, observe que o grau de ri(z) e r3(x) é menor que m, o grau de g(z). Por
outro lado, o grau de (q;(z) — ¢2(z))g(x) deve ser maior ou igual ao grau de m, exceto se
¢ (z) = ¢2(2).

Portanto, para que essa igualdade seja verdadeira, devemos ter ¢;(z) = ¢(z) e,

consequentemente, r1 () = ro(z). Desta forma, estd provada a unicidade de ¢(z) e r(z).

Proposicao 2.2.3. Se K é um corpo, entdo todo ideal de K[z] é principal.

Demonstracdo. Sejam K um corpo e K|[z] o anel de polindmios com coeficientes em K.
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Sabemos que os elementos de K|[z] sdo da forma:

f(x) = ap + arx + agx® + - -+ + a,2",

onde ag, ay,as,...,a, € Kea, # 0.

Seja I < K[x]| um ideal ndo trivial, isto é, I # {0}. O objetivo € mostrar que existe um
polinémio g(x) € K[z] tal que I = (g(x)), ou seja, I é gerado por g(z). Como I # {0}, existe
pelo menos um polindmio ndo nulo em /. Seja g(z) € I um polindmio de menor grau, ou seja,
se f(z)ele f(x) #0,entdoo d(g(x)) < d(f(x)).

Queremos provar que todo f(z) € I é um miiltiplo de g(x), ou seja, f(z) = q(x)g(z)
para algum ¢(z) € K[z]. Seja f(z) € I. Como K é um corpo, pela proposi¢do anterior,
podemos dividir f(z) por g(z) no sentido usual da divisdo de polindmios. Logo, existem

polindmios ¢(z) e r(x) € K[x] tais que:

onde o grau de r(x) é menor que o grau de g(x).

Desta forma, como f(x) € I e g(z) € I, e como I é fechado sob soma e produto por
elementos de K[z], segue que r(z) = f(z) — q(x)g(x) € I. Se r(x) # 0, entdo o grau de ()
seria menor que o grau de g(x). Porém, isso contradiz a escolha de g(x) como o polindmio de
menor grau em /. Portanto, deve ser o caso que 7(z) = 0, e assim f(z) = g(z)g(x), ou seja,
f(x) € um mdltiplo de g(z).

Por fim, como todo polinémio f(z) € I é um miltiplo de g(x), temos que I = (g(x)),

o que prova que [ é um ideal principal. [

Se A € um dominio de integridade, o conjunto dos elementos invertiveis de A[x]
coincide com os de A, ou seja, U(A) = U(A[z]). Desta forma, nem todos os elementos nao
nulos de A[z] possuem inverso multiplicativo, assim, A[x] ndo é corpo.

Iremos demonstrar este resultado na proposicao a seguir.
Proposicao 2.2.4. Se A é um dominio de integridade, entdo U(A) = U(A[x]).

Demonstracdo. Suponha que f(z) € A[z] é invertivel. Dessa forma, existe g € A[z] tal que

f(@) - g(x) = 1. Como 0(f(x)) + d(g(x)) = o(f(x) - g(x)) = 0, entdo I(f(x)) = d(g(x)) = 0.

Logo, os polindmios f e g sdo constantes. Pela imersdo apresentada anteriormente, temos que
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esses polindmios constantes sdo os elementos invertiveis do dominio A. Portanto, o conjunto

dos elementos invertiveis de A[xz] é igual ao dos de A. O

2.2.1 A imersao de A em A[x]

Ao falarmos de imersdo de A em A[x], citamos indiretamente que essa imersdo se
da pelo homomorfismo injetor que mapeia cada elemento de A para o polindmio constante

correspondente em A[z], permitindo que A seja visto como um subanel de A[x].

Definicao 2.2.2. Sejam A um anel e f(z) = ag + a1 + az® + -+ + a,x" € Alz]. A fungdo
¢ : A — A, definida por f(a) = ap + ey + aa® + -+ - + a,a™ é chamada de fungio

polinomial associada a f(x).

Teorema 2.2.1. Sejam A um anel e a seguinte funcdo ¢ : A — Alz] que associa a cada
a € A o polinémio f.(x) = a. A fungdo como foi definida é um homomorfismo injetivo entre

os anéis A e A|x].

Demonstragdo. Defato, p(a+f) = fo+s(x) = a+p. Todavia, (fo+f3)(x) = fo(z)+f3(z) =
a + . Desse modo, p(a + ) = fo(z) + fa(z) = ¢(a) + ¢(B). Analogamente, tem-se
ola- B) = p(a) - p(B). Logo, a fungio ¢ é um homomorfismo.

Para a injetividade, considere o, 5 € A com a # (. Note que, f,(la) = ae
fs(l4) = . Portanto, p(a) # (). Assim, estd provado que ¢ : A — Afx] é um

homomorfismo injetivo. [

Como A/N(p) = A, entdo pelo Teorema do Isomorfismo 1.7.1, tem-se A ~ I'm(p),
ou seja, estes anéis sdo isomorfos. Nesse viés, pode-se considerar A — A[z] e A como um
subanel de A[x].

Finalizamos esta se¢cdo com um exemplo bem interessante envolvendo o conjunto dos

nimeros complexos e a teoria de anéis quocientes.

Proposicao 2.2.5. Seja C o anel dos niimeros complexos, entdo C é isomorfo ao anel quociente

R[z]
(@2+1)

Demonstragdo. Considere o anel de polindmios R[z] com coeficientes reais. O ideal (22 +1) é

o conjunto de todos os mdltiplos do polindmio 2 + 1 em R[z]. Quando tomamos o quociente

R[z]
(z2+41)°

estamos essencialmente identificando polindmios que diferem por um multiplo de 2 + 1

como equivalentes.
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No anel quociente %, cada elemento pode ser representado por um polindmio de

grau no maximo 1, pois qualquer termo de grau 2 ou maior pode ser reduzido usando a relagao

r? = —1(mod z? + 1). Assim, um elemento genérico em (F?[i]l) pode ser escrito como a + bx
onde a,b € R.
Agora, vamos definir o isomorfismo entre C e (ﬁ[ﬂ). Considere o mapeamento
p:C—> (;Rz[ﬂ) definido por:
o(a +bi) = a+ bx,
onde a,b € R e i é o niimero imagindrio de C, isto &, 12 = —1.

Precisamos verificar se ( preserva a soma e o produto, ou seja, se ¢ € um homomorfismo

de anéis.

I) Preservacdo da soma:

o((a+bi)+(c+di) =p((at+c)+i(b+d) = (a+c)+z(b+d)

epla+bi)+p(c+di) =(a+bx)+ (c+dx) = (a+c)+z(b+d)

Logo, ¢((a + bi) + (c + di)) = ¢(a + bi) + p(c + di).

II) Preservacao do produto:

o((a+bi)(c+ di)) = ¢((ac — bd) + i(ad + bc)) = (ac — bd) + z(ad + be)

epla+bi)p(c+di)=(a+bx)(c+dr)=(a+c)+ (b+d)x

Logo, ¢((a + bi)(c + di)) = ¢(a + bi)p(c + di).

Assim, ¢ € um homomorfismo de anéis. Para mostrar que ¢ é um isomorfismo,

precisamos verificar que ( € injetiva e sobrejetiva.

I) Injetiva: Suponha que p(a + bi) = 0. Isso significa que a + bz = 0 em %, 0 que

implica a = 0 ou b = 0, j4 que o polindmio 22 + 1 tem grau 2. Portanto, a + bi = 0, e
¢ injetiva.

IT) Sobrejetiva: Dado qualquer elemento a + br em %, basta considerar a + bi € C tal

que p(a + bi) = a + bzx. Portanto, o é sobrejetiva.
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Por fim, concluimos que ¢ é um homomorfismo bijetivo de anéis, isto €, ele € um

isomorfismo. Assim, o anel dos nimeros complexos C é isomorfo ao anel quociente %,
ou seja:
Rz
C x>~ —[ ]
(x2+1)
O

2.3 Anéis de PolinOmios em um numero finito de
indeterminadas

A nocdo de anéis de polindmios em um ndmero finito de indeterminadas é uma
generalizagcdo de anéis de polindmios em uma indeterminada e desempenham um papel central
em dlgebra abstrata e geometria algébrica.

De acordo com a Definic¢ao 2.2.1, um polindmio em uma indeterminada sobre um anel

A € uma expressao do tipo:

f(x) =ap+ a1z + -+ a,a”.

Aqui, x € a indeterminada e os coeficientes ag, a1, . . . , a, sdo elementos do anel A.
Se tivermos mais de uma indeterminada, digamos xi,x;, um polinomio em duas

indeterminadas com coeficientes inteiros € algo como:

f(z1,29) = 3wtwy + 22y + 523 + 7.

Podemos analisar f como um polindmio na indeterminada x, e coeficientes no anel de

polindmios Z[ x|

f(x1,22) = 525 + (327) w2 + 221 + +7.

Ou seja, pensamos f como um elemento do anel de polindmios (Z[z1])[x2]. Deste modo,
podemos definir o conjunto dos polindmios nas indeterminadas x;, z2 com coeficientes em Z
por Z[xy1,x2] = (Z[x1])[x2]. Sendo assim, este conjunto possui estrutura de anel. Note que

construcdo andloga poderia ser feita destacando a indeterminada x».
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Ao adicionarmos mais indeterminadas a expressdao polinomial, chegaremos a
generalizacdo do mesmo.  Desta forma, teremos um anel de polindmios da forma
Alxq,x9,...,1,], na qual é o conjunto de todos esses polindmios em n varidveis, com

coeficientes vindos de um anel A.

Definicao 2.3.1. Seja A um anel. O conjunto dos polindmios em n indeterminadas sobre A,

denotado por Az, xs,. .., 2,], € 0 conjunto de expressdes da forma:

_ i1 .02 i
f(x17$2>"'axn) - Z @iy jig...sin L1 Lo "'xnna

i1 :i2---7in

onde Qi1 ig...in € Ae il, ig, e ,in eNu {O}

n

Proposicao 2.3.1. Seja A um anel e k € N. Se A é um dominio de integridade, entdo

Alxy, ..., x| é um dominio de integridade.

Demonstracdo. Para demonstrar a proposicéo, utilizaremos da indug¢do em k que A[xy, . .., zx]
¢ um dominio de integridade se A € um dominio de integridade.
Suponha que £ = 1, logo A[z] é o anel de polindmios em uma indeterminada com

coeficientes em A. Neste caso, o resultado segue da Proposicao 2.2.1.

Considere que A[xy, ..., ;] é um dominio de integridade para algum k& > 1. Vamos
mostrar que A[z1, ..., Z;y1] também é um dominio de integridade.
Considere dois polindmios ndo nulos f(z1,...,2541) € g(T1,...,T541) em
Alxq, ..., Tr11]. Podemos escrever esses polindmios como:
m
f(xlv s >xk+1) = Z fi(xla s 7$k>w;§+1
i=0
n .
g(l'l, cee ,l’k+1) = Zgj(ajl) cee axk’)x.]]ngla
i=0
onde
fi(xb cee 7xk)7gj(x17 cee 7xk) € A[xb cet ,.Tk]- o prOdUtO f(xla cee 7xk+1)g(x17 cet 7xk‘+1) €
dado por:
m+n
l
f(mla s ,$k+1)g(l'1, s ,$k+1> = Z ( Z fi(xly e axk)gj(xla s 7$k>>xk+1
1=0 i+j=l

Suponha que f(z1,...,Tkr1)9(21,...,2k41) = 0. Entdo, todos os coeficientes devem
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SEr Zero:

Z filz1, ..., xk)gi(x1, ..., x,) = 0, para todo [.
i+j=l
Em particular, considere o coeficiente do termo de maior grau em x;. Esse coeficiente
¢ dado por f,,(z1,...,2k)gn(z1,. .., x). Como Alxy,..., x| € um dominio de integridade
(pela hipétese de indugdo), temos que f,,(z1,...,2;) = 0ou g,(z1,...,2%) = 0.
Se fu(z1,...,2,) = 0,entdo f(xy,..., T,y 1) tem grau menor que m, contradizendo a
suposi¢do de que f(xy, ..., Tk, 1) era um polindmio nao nulo.
Se gn(z1,...,2x) = 0, entdo g(z1,. .., Tk 1) tem grau menor que n, contradizendo a
suposicao de que g(z1, . .., Zk41) era um polindmio ndo nulo.
Portanto, f(x1,...,2541)9(%1,...,Tkr1) SO pode ser zero se pelo menos um dos
polindmios f(xy,...,xkr1) ou g(xy,...,xpyq) for zero. Isso mostra que A[zy,...,Tx41]
também é um dominio de integridade.

]

Embora possamos ainda trabalhar com o conceito de ideais principais em um anel de
polindmios com mais indeterminadas, diferentemente do caso de uma indeterminada, como na
Proposicao 2.2.3, existem ideais que ndo sdo necessariamente desta forma neste ambiente com

mais indeterminadas.

Exemplo 2.3.1. O ideal [ = (2? — x3) no anel R[z1, 75| contém todos os polindmios da forma
(22 —19)-g(x1, 22), onde g(x1, z2) é um polindmio de R[zy, x5]. J4 0 conjunto J dado por todos
os polindmios da forma x; - f(z1,xs) + x2 - g(21,x2), onde f(x1,z3), g(x1, z2) sdo elementos

de R[x1, 23], é um ideal de R[x1, x2] que ndo é principal.

Agora, vamos provar que o conjunto J, definido como:

J=A{x1- flx1,22) + 2o - g(x1,22) € Rl y, | | f(21,22), g(21, 22) € Rz, 25]}

¢ um ideal de R[z1, x| que ndo é principal.

Iremos provar que J é um ideal de R[z1, x5], precisamos verificar que:
I. J é fechado para a soma;

II. J € fechado para o produto.
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(I.) J é fechado para a soma: Sejam p(x1,z2) = x1 - fi(z1,22) + @2 - g1(x1,22) €
q(z1,x2) = x1- fo(x1, 2) + T2~ g2 (1, 22) dois elementos de J. A soma de p(x1,x2) € q(x1,x2)
é: p(x1, ) + q(w1, 22) = (1 - f1(21,m2) + 2 - g1(x1, 22)) + (21 - fo(T1, T2) + X2 - go(T1, T2)).
Isso pode ser reescrito como: p(xy,22) + q(x1,22) = 1 - (fi(z1, 22) + fo(x1,22)) + 22 -
(91(21, 22) + ga(1, 72)). Como f1(21,22) + fo(w1,72) € g1 (21, T2) + g2(21, T2) s80 polindmios
em R[z1, 22], temos que p(z1, z2) + ¢(x1, x2) € J. Logo, J é fechado para a soma.

(IL.) J ¢é fechado para o produto: Se p(z1,22) = 1 - fi(z1,22) + 22 - g1(x1,22) € J €
h(z1,x5) € Rz, 25], entdo: h(xy, z2) - p(x1, 2) = h(z1,x2) - 21 - fr(x1, 22) + T2 - g1 (21, 22).
Aplicando a distributividade: h(z1, x2) p(x1, 22) = x1- (h(z1, 22) - f(21,22)) + 22+ (h(21, 22) -
g(x1,22)). Como h(xq,x9)- f(x1,22) € h(z1, x2)-g(x1, x2) sdo polindmios em R[x1, 5], temos

que h(zy,x9) - p(x1,z2) € J. Logo, J é fechado para o produto por polindmios de R[z, x3].

Agora, vamos provar que J ndo é um ideal principal. Suponha, por absurdo, que .J seja
um ideal principal, ou seja, existe um polindmio p(z1, x2) € Rlxy, z2] tal que J = (p(z1, x2)),
isto é, todos os elementos de .J podem ser escritos como mdltiplos de p(z1, x2).

Note que, z; e x5 sdo ambos elementos de .J, pois podemos escrever como: x; =
1 14+ x9-0exy = x9-0+ x5 - 1. Portanto, xy, x5 € J. Assim, tanto x; quanto x, seriam
multiplos de p(z1, z2). No entanto, isso implicaria que p(z, x2) divide tanto x; quanto 5, 0 que
¢ um absurdo, pois x; € x5 sdo indeterminadas independentes, € ndo existe um polindmio ndo
constante que divida simultaneamente x; € x5. Assim, chegamos a uma contradi¢do. Portanto,
J nao pode ser um ideal principal.

Esta é uma diferenca significativa quando passamos a um anel polinomial com mais

indeterminadas sobre um corpo que serd discutido melhor na préxima secao.

2.4 [Estruturas Finitamente Geradas: A Ascensao de Hilbert

e Noether

Nessa secdo iremos falar um pouco da contribui¢do de Emmy Noether e David Hilbert
na teoria dos anéis.

Noether fez contribuicdes profundas e revoluciondrias na teoria dos anéis que
desempenham um papel central na dlgebra abstrata. Uma das principais contribuicdes foi a

defini¢do e o estudo do que veio a ser os Anéis Noetherianos.
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Hilbert, outro célebre matematico, desenvolveu O Teorema da Base de Hilbert, o
qual tem uma importancia fundamental na teoria dos anéis. Esse teorema é importante porque
formaliza a nocdo de finitude em algebra, garantindo que as solugdes de sistemas de equacdes
polinomiais podem ser descritas por um numero finito de geradores. Essa contribuicdo de

Hilbert abriu caminho para a dlgebra moderna e a formalizacdo da geometria algébrica.

2.4.1 Anéis Noetherianos

Os anéis noetherianos representam uma das classes mais importantes de anéis na algebra
comutativa, com aplicacdes que vao desde a teoria dos nimeros até a geometria algébrica.
Caracterizam-se por uma estrutura que garante que todo ideal seja finitamente gerado, o
que confere organizacdo e previsibilidade ao estudo de suas propriedades. Esse conceito,
formalizado a partir do trabalho pioneiro de Emmy Noether, ndo apenas simplifica a andlise de
subestruturas algébricas, mas também permite a construcdo de teorias elegantes que sustentam
o avango da dlgebra abstrata moderna. Sua relevancia estd em oferecer um alicerce tedrico
s6lido para a resolugdo de problemas que envolvem sistemas de equagdes e ideais, assegurando
que o numero de elementos necessdrios para descrever essas estruturas seja sempre finito.

Vamos iniciar apresentando uma generalizagcdo dos ideais principais.

Proposicao 2.4.1. Sejam A um anel e f,, fo,..., f. € A, 0 conjunto definido como

(fi,fo, -y fo)={ar-fi+ - +a, - fneAlae AVi=1,...n}

¢ um ideal chamado de ideal finitamente gerado por fi, ..., f,.

Demonstracdo. Iremos verificar que I := (f1, fo, ..., fn) é fechado sob soma.
Sejamx = a1 fi +asfo+- - +a,fney=0f1 +bofo+ -+ b,fn,ondea;, b, e A. A

somade r ey é:

r+y=(afi+axfo+-+anfa) + (bifi +bafo+ -+ bufn)

reorganizando os termos, tem-se:

r+y=(ag+b)fi+ (ag+b)fo+ ...+ (an +by)fn

como a; + b; € A Vi. Dai, segue que x + y € I. Portanto, / é fechado sob soma.
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Agora, iremos verificar que / é fechado sob produto. Sejar € Ae x € I, onde

x=aif1 +asfs+ -+ a,f, € I. Entao, para r € A temos:

rex=r-(afi +axfa+ o+ anfn)

reorganizando 0Ss termos, tem-se:

rer = (ral)fl + (Taz)fz +o+ (ran)fn

como ra; € A para todo 7, segue que r - x € 1. Portanto, I é fechado sob produto por elementos
de A.
Por fim, mostramos que [ é fechado sob e produto por elementos de A. Logo, I é um
ideal de A.
O]

Esse ideal é chamado de ideal finitamente gerado pelos elementos fi, f, ..., f, porque
todo elemento de I pode ser escrito como uma combinagdo linear finita desses elementos com

coeficientes em A.

Definicao 2.4.1. Seja A um anel qualquer. Dizemos que A € um anel Noetheriano se qualquer

ideal I em A for finitamente gerado, isto é, existem ay, ..., as € A tais que: [ = (aq, ..., ay).
Proposicao 2.4.2. Seja A um anel. Sdo equivalentes as seguintes condigdes:

I. A é Noetheriano;

II. Toda cadeia ascendente de ideais de A

Lceclhclyec...cl,c...

¢ estaciondria, isto é, existe m > 1 talque [,, = I,,11, Vm e N.

III. Qualquer familia ndo-vazia de ideais de A possui elemento maximal (com respeito a

inclusao).

Demonstra¢do. (I. = I1.) Para demonstramos esta implicacdo, considere uma cadeia

ascendente de ideias em A
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0

Como os ideais I,,, n € N, estdo em cadeia, note que / = [ J /; é um ideal de A. Sendo A
j=1

um anel Noetheriano, temos que [ € finitamente gerado. Assim, existem fi,..., fr € [ tais

e}

que I = |JI; = (fi,..., fx). Observe que para cadai¢ = 1,...,k existe n, € N tal que
j=1

fi € I,,. Além disso a menos de uma reordenacdo na lista de geradores de /, podemos assumir

que n; < ng < - - - < ng. Logo, conclui-se que (f1,. .., fx) € In,. Deste modo,
Q0
I'=(f1,.- -, fe) S In, S U[j:]

Portanto, conclui-se que toda cadeia ascendente de ideais de A € estacionaria.

(II. = 1II.) Para demonstramos esta implicacdo faremos uso da contra positiva.
Considere F' uma familia ndo-vazia de ideais de A que F' ndo admite elemento maximal com
respeito a inclusdo. Como F' € ndo vazia, considere [, € F'. Logo, I; ndo é elemento maximal,
por defini¢do segue que 3 I, € F' tal que 1 < I,. De maneira recursiva, podemos considerar
Li,I,....I, 1€ Ftaisque I < I, < --- < [, 1, e I, 1 ndo é elemento maximal em F'.
Logo, temos que existe [, € F' tal que [,y < [,,. Portanto, obtemos uma cadeia ascendente de
ideais de A que nao é estaciondria.

(II1. = I.) Para demonstramos esta implicacdo considere / um ideal de A. Seja G
a familia dos ideais K de A que sdo finitamente gerados e tais que K < I. Como (04) < [
entdo G # J. Por hipdtese, segue que GG admite um elemento maximal, digamos J. Como
J € G entdo J € finitamente gerado e J < I. Supondo por absurdo que J # /. Entdo J < I,
o que significa que 3 f € [ tal que f ¢ J. Como J € finitamente gerado, temos J + (f) é
finitamente gerado e J + (f) < I, desta forma, temos que J + (f) € G, mas f ¢ J, logo temos
J < J + f, contradizendo a maximalidade de J na familia G. Portanto, I = .J é finitamente

gerado. Concluimos que A € Noetheriano. U

Os exemplos mais naturais de Anéis Noetherianos s@o os corpos, por exemplo,
Q,R,C,Z,, com p primo e os anéis em que todo ideal € principal, como por exemplo, o anel
dos nimeros inteiros, como visto em Proposi¢ao 1.5.3 ou mesmo o anel de polindbmios em uma

indeterminada sobre um corpo K, como visto em Proposicao 2.2.3.

2.4.2 O Teorema da Base de Hilbert

O Teorema da Base de Hilbert € um marco na histéria da dlgebra, estabelecendo a

estabilidade estrutural dos anéis de polindmios em extensoes finitas. Ele afirma que, se o anel
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de partida é noetheriano, entdo o anel de polindmios formado a partir dele também herda essa
propriedade. Essa ideia revoluciondria, introduzida por David Hilbert, trouxe uma compreensao
mais profunda sobre a finitude e a organizacio em algebra, permitindo o estudo sistemdtico de
sistemas polinomiais complexos e suas solu¢des. Mais do que um resultado técnico, o Teorema
da Base de Hilbert abriu novas fronteiras na geometria algébrica e na algebra computacional,
fornecendo ferramentas que tornaram possivel descrever e manipular sistemas algébricos com

eficiéncia e clareza.
Teorema 2.4.1. Seja A um anel. Se A é Noetheriano entdo, Az, . .., x,] é Noetheriano.

Demonstracdo. Como podemos identificar o anel de polindbmios em um nimero finito de
indeterminadas da seguinte maneira: A[xy,...,z,] = (A[x1,..., 2, 1])[xs], é suficiente, por
indugdo, mostrarmos o caso n = 1. Ou seja, queremos provar que A Noetheriano = A|z]
Noetheriano. Demonstraremos que A[x] ndo-Noetheriano = A nido-Noetheriano.

Considere / < A[z] ideal que ndo ¢ finitamente gerado. Escolha f; € I\{0} de grau
menor possivel. Considere fo € I\(f;) de grau minimo. Considere f3 € I\(f, f2) de grau
minimo, e assim por diante: f; € I\(fi,..., fr—1), ¥ = 2 de grau minimo.

Denote por dj, o grau de f, e por a; o coeficiente lider de fi, ou seja: fi, = arz® +
(termos de grau menor que dy). Pela escolha de cada fi, temos d; < dy < ... <dj <....

Afirmamos que a cadeia (a1) < (aj,a2) € ... < (ay,...,a;) < ... € uma cadeia de

ideais de A ndo estacionaria.

Suponha por absurdo que ela estacione, isto é, 3 k tal que (ai,...,ax) =
. k
(a1,...,ak, ags1). Dai, agiq € (aq, ..., a5) = ag41 = D, bia; comb; € A.
Defina

k
d —d;
g= Zbl'x . 2fi?
=1

e note que g € (fi, ..., fr). Deste modo, tem-se:
g= ble“l_dl(alxdl o) 4 bga T (g2 ) g bZk“_dk(akxdk + ).
Logo,
g = ay b1z + agbox®+t -+ abrr®+t 4 (termos de grau menor que dy ;).

Assim,
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g = (a1by + ... + apby)x™+' + (termos de grau menor que dj ;).

Como a1by + - - - + agpby, = ap,1 temos que
g = ap412%+1 + (termos de grau menor que dj41).
Considere

h:i= fii1—g= ap 1%+ + (termos de grau menor que dj )

—ag412%+1 — (‘termos de grau menor que dj1)

Observe que grau(h) < di,1 = grau(fr.1). Alémdisso,comoge (f1,...,fx) €I, fra1€le
frs1 ¢ (fry-oos fo), temosque h = fri1—ge I\(f1,..., fr), 0 que contradiz a minimalidade
de dj1.

Assim, conseguimos uma cadeia de ideais em A que ndo estaciona. Portanto, A € ndo-

Noetheriano.



Capitulo 3

Lema de Gauss

Neste capitulo, abordaremos inicialmente a versao classica do Lema de Gauss sobre o
conjunto dos inteiros Z como uma motivacao para o resultado final. Ao final, apresentaremos o
principal resultado de nosso trabalho, o Lema de Gauss generalizado para dominios, para tanto,

exploraremos defini¢des e propriedades relacionadas.

3.1 O Classico Lema de Gauss

Na disciplina de introducao a algebra, em especifico na parte de anéis, estudamos sobre
o classico Lema de Gauss. Nesta secdo iremos abordar alguns conceitos prévios e iremos
apresentar alguns exemplos esséncias para abordar o que é em si o Lema de Gauss. Iremos

ver agora o Lema de Gauss sobre o conjunto dos nimeros inteiros Z.

Definicao 3.1.1. Um polindbmio f(z) € Z[z] é chamado irredutivel sobre Z se, f(z) =
g(x) - h(z) com g(x), h(x) € Z[x], entdo g(x) ou h(x) deve ser um polindmio constante. Em
outras palavras, f(z) é irredutivel se ndo pode ser fatorado em um produto de dois polindmios

com coeficientes inteiros nao constantes. Do contrério, dizemos que f(x) é redutivel sobre Z.

Exemplo 3.1.1. O polindmio f(x) = 22 + 1 é irredutivel sobre Z porque ndo pode ser fatorado

em dois polindmios de grau menor com coeficientes inteiros.

Exemplo 3.1.2. O polindmio g(z) = x> — 4 é redutivel sobre Z, pois pode ser fatorado como

(x — 2)(x + 2), ambos com coeficientes inteiros.

Definicao 3.1.2. Um polindmio f(z) € Q[z] é chamado irredutivel sobre Q se, f(z) =

g(x) - h(z) com g(z), h(z) € Q[x], entdo g(x) ou h(x) deve ser um polindmio constante. Em

50
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outras palavras, f(z) é irredutivel se ndo pode ser fatorado em um produto de dois polindmios

com coeficientes racionais ndo constantes. Do contrdrio, dizemos que f(z) é redutivel sobre
Q.
Exemplo 3.1.3. O polindmio f(z) = x* — 2 é irredutivel sobre Q porque ndo pode ser fatorado

em Q[z]. Note que sua fatoracio envolveria /2, que nio é racional.

Lema 3.1.1. (Lema de Gauss sobre 7) Seja f(x) € Z|x] tal que f(x) é irredutivel sobre Z,

entdo f(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstra¢do. Temos como hipétese que f(x) € Z|x] é irredutivel sobre Z, ou seja, ndo pode
ser fatorado como o produto de dois polindmios néo constantes em Z[z]. Iremos mostrar que
f(x) também é irredutivel sobre Q.

Faremos a prova pela contra positiva. Vamos supor que f(x) ndo seja irredutivel sobre
Q, ou seja, existe uma fatoracdo de f(x) como o produto de dois polindmios nio constantes
com coeficientes racionais e a partir dessa suposicao, trabalharemos para mostrar que f(x) ndo
¢ irredutivel em Z.

Suponha que f(x) ndo seja irredutivel em Q[z]. Entdo, podemos escrever f(x) como o

produto de dois polindmios nio constantes em Q[x]:

f(x) = g(x)h(z),

onde g(z), h(z) € Q[z]. Sabemos que g(z), h(z) tem coeficientes racionais, ou seja, podemos

escrever:

onde ¢;(x), hi(z) € Z|z] sdo polindmios com coeficientes inteiros, e a,b € Z \ {0} sdo os
denominadores comuns dos coeficientes de ¢g(z), h(z), respectivamente.

Substituindo essas expressdes em f(z) = g(x)h(x), temos:

F(a) = (9153)) <h1£f>> - 2@

Multiplicando ambos o lado da equagdo por m =: ab, obtemos:

mf(x) = gi(x)hi(z)
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Aqui, g1 (), hy(x) sdo polindmios com coeficientes inteiros e, portanto, m f (z) é fatorado como
o produto de dois polindmios ndo constantes em Z|x].

Assim, temos:

gi(z) =ap+ax+ -+ a2, a; € Z.

h1<37> = bo—f‘bll"f""—f—bsxs,bj e 7.

Agora, supondo que p | m, sendo p primo. Vamos provar que p | a; ¥ i€ {1,...,r} ou
plojVie{l,... s}

De fato,se 3ie {1,...,r}ed je {l,...,s} taisque p{a; e p1b;, considerando que i
€ 7 sa0 0s menores termos possiveis com esta propriedade.

Desta forma, como p | m temos que p divide o coeficiente de z'*7 do polindmio

mf(z) = gi(x) - hi(z), isto €,
p| (bo-ai+j+b1-ai+j_1+~--+bj-ai+--'+bi+j_1-a1+bz~+j-ao).

Pela escolha de ¢ e j, temos que p divide cada parcela, com excegdo de b; - a;, do coeficiente de
2t de gi(x) - b (2).

Como p divide toda a expressdo segue também que p | b; - a; € como p é um
nimero primo temos que p | a; ou p | b; que é uma contradi¢do. Portanto, se p primo,
plm=pl|la;Vie{l,...,rtoup|b;Vje{l,... s}

Nesse mesmo viés, suponhaque p | a; Vi e {1,2,...,7}. Assim, g;(z) = p- go(z) onde

g2(x) € Z[x]. E, se m = p - m; temos:

p-mif(r) =p-gx) - hi(z)
myf(x) = g2(x) - ha(2).

Deste modo, como o nimero de fatores primos de m € finito baseado no argumento

acima (como também pela indugdo sobre o niimero de fatores primos de m), temos que:

na qual, G(z), H(z) € Z|x]. Além disso, G(x) e H(x) sdo miiltiplos racionais de g(z) e h(z),
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respectivamente, contradizendo a irredutibilidade de f(x) sobre Z.

3.2 Fundamentos da Fatoracao: Caminho ao Lema de Gauss

Nesta secao apresentaremos algumas nog¢des preliminares que sdo fundamentais para
o desenvolvimento do resultado principal deste trabalho o Lema de Gauss generalizado para

dominios. Introduziremos uma aritmética sobre dominios.

Definicao 3.2.1. Sejam A um dominio e a,b € A. Dizemos que a divide b, em simbolos, a | b,

se 3ce A, tal que b = a - c. Em linguagem de ideais, se (b) < (a).

Defini¢cao 3.2.2. Sejam A um dominio e a,b € A. Dizemos que a e b sdo associados se, a | be

b | a. Equivalentemente, se (a) = (b).

Agora vamos as nog¢des de irredutibilidade e primalidade em dominios. Posteriormente,
discutiremos as diferengas entre as mesmas, assim como a importincia de estarmos em

dominios (Proposicao 3.2.1).

Defini¢cao 3.2.3. Sejam A um dominio e a,b € A. Um elemento f € A\(U(A) U {0}) é dito um
elemento irredutivel, se sempre que f = g-h,com g,h € A, entdo g € U(A) ouh € U(A). Do

contrario, f € dito um elemento redutivel.

Defini¢cao 3.2.4. Sejam A um dominio e a,b € A. Um elemento f € A\(U(A) U {0}) é dito um

elemento primo, se sempre que f | g - h,com g,h € A, entdo f | gou f | h.

Note que em linguagem de ideais, se f € primo entdo, o ideal principal gerado por f é

um ideal primo.

Proposicao 3.2.1. Sejam A um dominio e p € Acomp # 0 e p ¢ U(A). Se p é primo, entdo p

¢é irredutivel.

Demonstrag¢do. Sejam a,b € A, tais que p = a - b. Como p = a - b, temos que p | (a - b), o que
por hipétese implica que p | a ou p | b.

Se p | a, entdo existe ¢ € A, tal que a = ¢ - p. Deste modo, p = (¢-p)-becomop # 0e
A € um dominio, entdo ¢ - b = 1. O que implica que b € U(A).

Se p | b, entdo existe ¢ € A, tal que b = ¢ - p. Deste modo, p = (¢-p)-aecomop # 0e

A é um dominio, entdo ¢ - a = 1. O que implica que a € U(A). Portanto, p é irredutivel. 0
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Exemplo 3.2.1. Considere o anel Z[+/—5], uma varia¢io do anel dos inteiros de Gauss. Note
que neste anel o elemento 3 € irredutivel, porém nao € primo. De fato, note que claramente 3
divide 6, porém, neste anel também podemos escrever 6 = (1 ++/—5)(1 —+/—5) € 3 ndo divide
(14 4/=5) e também nio divide (1 — /—5). Esta “patologia”ocorreu devido ao fato deste anel

admitir fatoragdes diferentes para o mesmo elemento. Discutiremos isto mais adiante.

3.2.1 Dominio Euclidiano

Um Dominio Euclidiano é um tipo especial de dominio que possui uma fungao auxiliar
denominada de funcao Euclideana. Neste ambiente é possivel realizar divisdes de maneira

semelhante ao que € feito no conjunto dos niimeros inteiros.

Definicao 3.2.5. Seja D um dominio. Dizemos que D ¢ um Dominio Euclideano (DE) se

existe uma fungdo ¢ : D\{0} — Z, u {0} satisfazendo

I. Dados a,be D com b # 0, existem ¢, r € D tais que

a=0b-qg+r, comr =0oup(r)<eb);

I. p(a) < p(ab), para todos a,b € D\{0}.

A defini¢@o acima significa que dados a e b, podemos sempre encontrar um “quociente”q
e um resto”’r de forma que o tamanho (medido pela fun¢do ¢) de r seja estritamente menor
que o de b, isto €, a divisdo “termina’em um resto suficientemente pequeno.

Agora, iremos apresentar alguns exemplos de dominios Euclideanos. O exemplo mais

natural de um dominio Euclideano é o conjunto dos niimeros inteiros (Z).

Exemplo 3.2.2. Considere o dominio dos inteiros Z e a fun¢do euclideana sendo o valor
absoluto dos inteiros, ¢(n) = |n|, para cada n € Z. Considerando o algoritmo da divisdo
dos inteiros, temos que para quaisquer a, b € Z com b # 0, podemos encontrar um quociente ¢
e um resto r taisque a + b - ¢ +r com 0 < |r| < |b|. Assim, garantimos que Z é um dominio

Euclideano.

Exemplo 3.2.3. Seja K um corpo. O anel dos polindmios em um indeterminada sobre o
corpo K, denotado por K[z], é um dominio Euclideano. De fato, neste caso, podemos

considerar a fungio Euclideana como sendo o grau do polindmio dado em K|[x], explicitamente:
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o(f(x)) = o(f(x)), com f(x) € K[z]. De fato, pela Proposicao 2.2.2, temos que para
quaisquer polindmios f(z), g(x) € K[z] com g(x) # 0, podemos dividir f(z) por g(z) de
modo que: f(x) = g(z) - q(z) + r(z) com r(x) = 0 ou d(r(x)) < d(g(x)). Deste modo,

garantimos que K[z] é um dominio Euclideano.

Exemplo 3.2.4. O anel dos Inteiros Gaussianos Z[i] ¢ um dominio Euclideano. Neste anel,os
elementos sdo da forma a + bi, onde a,b € Z e i = 4/—1. A fun¢io Euclideano neste caso é a
norma de um nimero complexo N(a + bi) = a® + b?. Para «, 8 € Z[i] com 3 # 0, podemos
encontrar um quociente ¢ e um resto r tais que o« = - ¢+ com N(r) < N (). Portanto, Z|[i]

¢ um dominio Euclideano.

3.2.2 Dominio de Ideais Principais

Vimos anteriormente na Definicao ?? o conceito de ideal principal, agora iremos ver
um tipo especial de dominio onde todo ideal € desta forma, ou seja, dominios em que todos os

ideais sdo gerados por um unico elemento.

Definicao 3.2.6. Seja D um dominio. Dizemos que D é um Dominio de Ideais Principais

(DIP) se para cada ideal / de D, existe um elemento a € D tal que

I=(a)={r-aeD|reD}.

Agora, iremos apresentar exemplos de Dominios de Ideais Principais. Mais uma vez, o
exemplo mais cldssico de um Dominio de Ideais Principais € o conjunto dos nimeros inteiros

Z.

Exemplo 3.2.5. O anel dos inteiros Z é um Dominio de Ideais Principais. Este fato foi mostrado

na Proposicao 1.5.3.

Exemplo 3.2.6. O anel de polindmios em uma indeterminada sobre um corpo K, denotado por

K[z], ¢ um Dominio de Ideais Principais. Este fato foi mostrado na Proposic¢ao 2.2.3.

Proposicao 3.2.2. Sejam D um DIP e p € D. Entdo, p é um elemento primo, se e somente se,

p é um elemento irredutivel.

Demonstracdo. (=) Segue diretamente da Proposi¢ao 3.2.1.
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(<) Suponha que p € D é um elemento irredutivel. Queremos mostrar que p é primo,
ou seja, se p divide a - b, com a,b € D, entdo p divide a ou p divide b. Vamos mostrar que o
ideal principal gerado por p é um ideal maximal, em particular, (p) é um ideal primo, logo, por
defini¢do, p € um elemento primo. Primeiro, como p € irredutivel, temos que (p) é um ideal
proprio em D. Seja J um ideal préprio de D tal que (p) < J. Como D é um DIP, temos que
J = (q) para algum ¢ € D. Portanto, p = aq para algum a € D. Como p é irredutivel, temos
que a € U(D) ou q e U(D). Mas g ¢ U(D), pois J = (¢) < D, por isso, a € U(D) e assim,
q=a"'peJ = (q) < (p). Portanto, (p) = J.
]

Por fim, ainda apresentamos o exemplo do anel dos inteiros de Gauss como Dominio
de Ideais Principais. Note que todos os exemplos de Dominios Euclideanos que apresentamos
na se¢do anterior sao exemplos de Dominios de Ideais Principais. Isto decorre do fato de todo

Dominio Euclideano ser Dominio de Ideais Principais. Veremos isto mais a frente.

Exemplo 3.2.7. O anel dos inteiros gaussianos Z[i] ¢ um Dominio de Ideais Principais.

3.2.3 Dominio de Fatoracao Unica

Um Dominio de Fatoracdo Unica € um tipo especial de dominio onde existe a garantia
de que qualquer elemento pode ser fatorado em elementos irredutiveis de forma dnica. Isso
generaliza a familiar propriedade dos numeros inteiros de terem uma fatoracdo tnica com

respeito aos nimeros primos.

Definiciio 3.2.7. Um dominio D é dito um Dominio de Fatoracio Unica (DFU) se todo
elemento ndo nulo e ndo inversivel de D pode ser escrito como um produto (finito) de elementos

irredutiveis de maneira tnica, a menos de ordem e elementos associados. Explicitamente:

» (Existéncia da fatoracdo) Se d € D, entao d = dydy---d,, comd; € D, 1 = 1,...,m,

elementos irredutiveis;

* (Unicidade da fatorac@o) Se d = q1¢- - - - g, € outra fatoragdo em elementos irredutiveis
gi€D, j=1,...,n,entdo m = n, isto € a quantidade de fatores das duas fatoragdes €
igual e existe uma permutacdo (fung@o bijetora) ¢ : {1,...,m} — {1,...,m} tal que d;

¢ associado a p(d;), paratodoi = 1,...,m.
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Exemplo 3.2.8. Como sabemos, devido ao Teorema Fundamental da Aritmética, todo nimero
inteiro ndo nulo pode ser fatorado de maneira tnica (a menos de ordem e dos elementos
associados 1 e —1) em fatores primos, isto €, o dominio Z € um Dominio de Fatoragdao Unica.
Por exemplo:

30=2-3-5

Essa fatoracdo é unica, exceto pela permutacdo dos fatores e pelos sinais +1, que sdo as

unidades no anel Z.

Uma informacdo bastante util é que em Dominios de Fatoracao Unica as nogdes de

elementos primo e irredutivel sdo equivalentes.

Lema 3.2.1. Sejam D um DFU epe D, comp # 0ep ¢ U(D). Entdo,
p € irredutivel < p é primo .

Demonstrag¢do. (=) Sejam a,be D taisquep | (a-b). Dai,a-b=p- ¢, paraalgum c € D. Se
a=0oub=0,entdo p | a oup | b. Por isso, podemos supor que a # 0 e b # 0. Se a € U(D),
entdo, a ' - (a-b) = a ' (c-p),logo, b = (a~!c)-p,e portanto, p | b. Analogamente, se
beU(D), entdo, p | a. Assim, vamos supor que a,b € D\(U(D) u {0}).

Como D ¢ um DFU podemos escrever ¢ = ai;---a., € b = by---bs, onde
ai,...,a, by, ..., bssdoelementos irredutiveis em D. Assim, p-c = a-b = (ay---a,)(by - - - b).
Dai, pela unicidade da fatoracdo, como p € irredutivel, segue que p € associado a algum a; ou p
¢ associado a algum b;, implicando que p | a ou p | b. Portanto, p é primo.

(<) Segue imediatamente da Proposi¢ao 3.2.1. [
Teorema 3.2.1. Seja D um dominio. Se D é um DFE, entdo, D é um DIP.

Demonstragcdo. Para mostrar esta implica¢do, vamos supor que D seja um DFE e ¢ sua funcio
Euclideana. Queremos demonstrar que todo ideal / de D € principal. Seja / um ideal de D. Se
I = {0}, ou seja, I é o ideal nulo, entdo, I é principal gerado pelo elemento zero. Se I # {0},
podemos considerar a € I tal que a # 0 e ¢(a) é minimo entre os ¢(b), para todos b € I\{0},
ou seja, entre todos os elementos elementos niao nulos de /. Este elemento a existe devido ao
Principio da Boa Ordenagdao (PBO) do conjunto dos nimeros naturais, ja que a imagem da ¢

esta contida em N.



Capitulo 3. Lema de Gauss 58

Agora iremos provar que I = (a). De fato, seja b € I. Pela hipétese Euclideana, existem
q,r € Dtaisque b = aq + r,onde r = 0 ou p(r) < ¢(a). Como b e [ e a € I, tem-se que
r=b—aqe I. Ser # 0, entdo, por hipdtese segue que (1) < p(a), e isto contradiz a escolha
de a como elemento de / com (a) minimo. Portanto, pela minimalidade de ¢(a) temos r = 0,
ou seja, b = aq. Desta forma, qualquer b € [ pode ser escrito como um multiplo de a, ou seja,
I < (a). Como obviamente, (a) < I, ja que a € I, temos que I = (a) como desejdvamos

demonstrar.

Teorema 3.2.2. Seja D um dominio. Se D é um DIP, entdo D é um DF'U.

Demonstragdo. Para mostrar esta implicacdo, vamos supor que D seja um D/ P. Queremos
demonstrar que cada elemento de D pode ser fatorado em elementos irredutiveis. Seja a € D
um elemento ndo nulo e nao unidade. Se a € irredutivel, entdao, nada temos a fazer. Se ¢ ndo for
irredutivel, entdo, a pode ser escrito como produto de dois elementos a = a; - by, com ay, b; ndo
nulos e ndo unidades. Se aq, b; sdo irredutiveis, nada a fazer. Se algum dos fatores a; ou b; ndo
for irredutivel, repetiremos o processo de fatoracdo. Em linguagem de ideais, ao continuarmos

com este processo, estamos montando uma cadeia ascendente de ideais

(0) & (@) < (az) -~ -

Mas como D é um DIP, temos que D € Noetheriano, logo esta cadeia precisa
estacionar, isto €, esse processo de fatoracdo deve terminar. Portanto, o elemento a deve ser
escrito como um produto a = ay - - - a,, sendo aq, . . ., a,, elementos irredutiveis de D.

Para demonstramos que a fatoragdo € unica, supomos que existem duas fatoragcdes para
o mesmo elemento. Desta forma, a pode ser fatorado como a = p; - ps - - - p, € também como
a=q g2 q¢m, comn < m, sem perda de generalidade, onde p; e g; sdo irredutiveis para
todos 4, j. Mas, pela Proposi¢ao 3.2.2 temos que os elementos p; e ¢; sdo primos. Temos que
demonstrar que essas fatoragdes sao equivalentes a menos da ordem e dos elementos associados.

De fato, daigualdade py-ps - - - P, = q1-q2 - - - ¢, Vamos reescrever da seguinte maneira:
p1-(p2- D) = q1°¢2 - - ¢ Como py € irredutivel, logo primo pelo comentando anteriormente,
temos que p; | ¢;, para algum j. Dai, ¢; = p; - uy, para algum u; € U(D), visto que ¢; também
¢ irredutivel. Reordenando, se necessério, podemos supor que j = 1. Assim, ¢; = py - U1.

Substituindo g; por p;-uq, temos que py-pa - - - pp, = P1-u1-(q2 - - - ¢ ). Como estamos em
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um dominio, podemos usar a lei do cancelamento e obter pr-pa-ps . .. P = prour-(¢2-¢s - - - ¢m),
isto€,pa - p3-- pn = up- (Q2'Q3"'Qm)-

Se aplicarmos este mesmo argumento repetidamente, chegaremos a conclusdo da
seguinte igualdade 1 = wuy - us -~ up - (Gui1 - @m), sendo uy, ..., u, € U(D). Portanto,
n=megq = u;p; paratodos = 1,...,n, amenos de reordenacao.

]

Por fim, demonstramos que se D € um DI P, entdo, D também € um DF'U, pois cada
elemento ndo nulo e ndo associado pode ser fatorado em elementos irredutiveis e essa fatoracao
€ Unica, a menos da ordem e elementos associados. Como uma consequéncia do resultado

anterior, podemos exibir os seguintes exemplos de Dominios de Fatoracao Unica.

Exemplo 3.2.9. O anel de polindmios em uma indeterminada sobre um corpo K, denotado por
K[z], é um Dominio de Fatoragio Unica. De fato, foi mostrado no Exemplo 3.2.6 que K[z] é
um Dominio de Ideais Principais. Logo, a conclusio segue do resultado anterior.

Por exemplo, em R[z], o polinémio se fatora como:
2 —1=(x—1)(z+1),

exceto pela ordem dos fatores e sinal.

Exemplo 3.2.10. O anel dos inteiros gaussianos Z[i] ¢ um Dominio de Fatoragdo Unica. De
fato, foi mostrado no Exemplo 3.2.7 que Z[i] é um Dominio de Ideais Principais. Logo, a
conclusdo segue do resultado anterior. Neste dominio, todo nimero ndo nulo pode ser fatorado
de maneira unica em elementos irredutiveis, a menos da ordem e das unidades 1, —1, 4, —1.

Por exemplo, em Z[i], o ndmero 5 se fatora como:
5=(241)(2—1),

exceto pela ordem dos fatores e sinal.

3.3 Generalizacao do Lema de Gauss

Nesta secao apresentaremos o resultado principal do trabalho: uma versao mais geral do

Lema de Gauss para dominios.
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Definicao 3.3.1. Sejam D um DFU e p(x) € D[x]\{0}. Dizemos que p(x) é primitivo, se

dado p € D um elemento primo, tem-se que p nao divide todos os coeficientes do polindmio
p().

Observagdo 3.3.1. Iremos discutir a funcionalidade desta defini¢do, pois,a mesma € uma
definicdo vital para o decorrer desta secao.

Para esta defini¢do, observe que os coeficientes de p(z) s6 podem ser divididos
simultaneamente por um divisor ndo primo. Considere o seguinte polindmio p(x) = ag +
a1x + asx® + - - + a,x", onde a; € D para todo i e a,, # 0.

Supor que p(z) € primitivo significa que ndo existe um p € D elemento primo tal que
este divida todos os coeficientes a; de p.

Do contrario, vamos supor que existe um primo p € D tal que p divide todos os
coeficientes a; de p(z). Desta forma, que a; = pb;, onde b; € D para todo i e b, # 0.
Substituindo a; = pb; na expressdo polinomial de p(z), temos que p(x) = pby + pb1x + pboz?® +

.-+ + pb,x™. Colocando p em evidéncia, temos p(x) = p(by + bz + bz + - - + bz™).

Exemplo 3.3.1. Seja p(z) = 52® + T2? + = + 2 € Z[z]. Note que os coeficientes de p(x) sdo
5,7,1e 2. O MDC (Maximo Divisor Comum) entre estes coeficientes € 1, portanto, nao existe

primo que divide tais inteiros simultaneamente. Logo, p(z) é um polindmio primitivo.

O préximo resultado nos garantird informagdes interessantes sobre o como se comporta
esta nogdo de polindmio primitivo na passagem de D[z] para K [x] sendo K o corpo de fra¢des

do dominio D.

3.3.1 Corpo de Fracoes

O corpo de fragdes de um dominio D € o menor corpo que contém ) como um subanel.
Ele é formado a partir dos elementos de [ de maneira andloga a constru¢cdo dos nimeros
racionais Q a partir dos inteiros Z. O conceito é importante porque, em muitos casos, ao
trabalhar com dominios, queremos ter a habilidade de dividir elementos (exceto o zero), € o

corpo de fracdes fornece essa possibilidade.

Defini¢ao 3.3.2. Seja D um dominio. O corpo de fragoes de D, denotado por Frac(D), é o

conjunto quociente da seguinte relacdo de equivaléncia no produto cartesiano D x (D\{0}) :

(a,b) ~ (c,d) se, e somente se, ad = bc.
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A cada par ordenado (a, b) associamos a sua classe de equivaléncia denotada por ¢.

Propriedades 3.3.1. O corpo de fragdes F'rac(D) contém elementos da forma ¢, com as

seguintes operacdes:
I. Soma: A soma de duas fragoes 7 e &, onde a,b,c,d € D e b,d # 0, € dada por:

c ad + be
d  bd

+

a
; :
Esta operagao estd bem definida porque D é um dominio, ou seja, bd # 0.

II. Produto: O produto de duas fragdes ¢ e 7, onde a,b,c,d € D e b,d # 0, € dado por:

ac

a c
b d bd
Esta operagao estd bem definida porque D € um dominio, ou seja, bd # 0.

III. Elementos Identidades: O elemento identidade da soma é %, sendo 0 € D. O elemento

identidade do produto ¢ 1, sendo 1 € D.

IV. Inverso Multiplicativo: Cada fragdo , com a,b € D e b # 0, possui um inverso

multiplicativo dado por s, com a condic¢do que a # 0.

Com essas operagdes, o conjunto Frac(D) satisfaz todas as propriedades de um corpo:

fechamento para soma e produto, existéncia de elementos identidades etc.

Exemplo 3.3.2. Um exemplo cldssico é a constru¢io do corpo (Q dos nimeros racionais a partir
do dominio Z dos inteiros. Cada nimero racional § com a € Z e b # 0 € Z € uma fragao onde

as operagoes sdo as usuais de soma e multiplica¢ao de fragdes.
Lema 3.3.1. Sejam D um DFU, K = Frac(D) seu corpo de fracdes e f, g € D|x].
L. Se f, g sdo primitivos, entdo f - g sdo primitivos,
Il. Se f é primitivo e [ | g em K|z], entdo, f | g em D|z];
IIl. Se f é primitivo, entdo, f é irredutivel em K|x| < f ¢é irredutivel em D|x].

Demonstracdo. (I.) Para demonstramos que o produto de dois polindmios primitivos é

primitivo, vamos considerar que f(z) = ap + a;x + asx® + -+ + a,x”, onde a; € D para
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todoiea, # 0eg(x) = by + byx + byx® + - - - + b, x™, onde b; € D para todo j € b, # 0, sdo
polindmios primitivos em D|[z]. Seja h(z) = f(x) - g(z) = o + c1x + co2® + - - - + ca¥, onde
a = Zi-i—j:l a; - bj.

Seja p € D um elemento primo. Devemos mostrar que p ndo divide os coeficientes
¢; simultaneamente. De fato, como f(z) e g(z) sdo primitivos, temos que p ndo divide
simultaneamente os coeficientes a; de f(x) e os coeficientes b; de g(x). Logo, no anel

polinomial %[m] temos que f(z) e g(z) sdo ndo nulos. Como p € um elemento primo, temos

D
> (p)

¢ um dominio. Portanto, h(z) = f(x) - g(z) é ndo nulo. Logo, em particular, p ndo divide

que (p) é um ideal primo, assim ¢ um dominio, e pela Proposicao 2.2.1, temos que (%[x]

simultaneamente todos os coeficientes ¢; de h(z) e assim, h(z) é primitivo.

(I1.) Para demonstrarmos que se f é primitivo e f | g em K|[x] entdo, f | g em D|x], é
necessario provar que existe h € D|[z] tal que g = f - h. Dado que f divide g em K|[z], existe
h e K|[z]talque g = f - h. Como K é o corpo de fragdes de D, podemos escrever h na forma
h = %, onde hy € D[z] e b € D. Considere ainda a € D tal que hy = ahy sendo hy € D|[x]
seja primitivo. Para concluirmos este item, basta mostrarmos que b divide a em D.

Desta forma, temos g = f - % sendo f, hy elementos primitivos. Pelo item (I.),
temos que fhy € primitivo. Da igualdade anterior, temos que bg = afhs. Sejap € D um
elemento irredutivel da fatoracdo de b. Note que b possui fatoracio, pois D € um DFU. Note
que este elemento p é também primo pela Proposicao 3.2.1. Dai, p divide todos os coeficientes
dos termos de afho, mas como fhy € primitivo, segue que p divide a. Logo, b divide a e
consequentemente f divide g em D[z].

(I.) (=) Para demonstrarmos esta implicagdo, faremos uso da contra reciproca.
Suponha que f ndo € irredutivel em D[z]. Entdo existe uma fatoragdo ndo trivial f = g-h €
D|z], onde g,h € D|x] com g, h ndo unidades. Como U(D[z]) = U(D), pela Proposicao
2.2.4, note que d(g) > 0 e d(h) > 0. Do contrario, se um dos polindmios da fatoracdo
tivesse grau zero, entdo, este elemento seria um elemento de D e consequentemente, f nao
seria primitivo. Como g e h estdo em D[x], ambos também estdo em K [x]. Isso significa que
f pode ser fatorado em K[z] como f = g - h.

(<) Para demonstrarmos esta implicagdo, vamos trabalhar com a contra reciproca.
Suponha que f ndo € irredutivel em K[z]|. Entdo existe uma fatoracdo nio trivial f = g - h
em K|[x], onde g, h € K[x] com g, h ndo unidades, ou seja, d(g) > 0 e d(h) > 0, ja que mais
uma vez pela Proposicao 2.2.4 temos que U (K |[x]) = U(K) = K\{0}, pois K é um corpo.
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Analogamente ao que foi feito no item (IL.), podemos supor que g € D[z] e g é um elemento
primitivo. Assim, temos que g € D[x]| € um elemento primitivo que divide f em K|x]. Logo,
pelo item (IL.) temos que ¢ | f em D[z], logo, existe ¢ € D[x] tal que f = gq. Portanto, f é
redutivel em D[z].

]

Agora, iremos apresentar o principal resultado deste trabalho que € o Lema de Gauss em

sua versao para dominios.

Teorema 3.3.1. (Lema de Gauss) Sejam D um dominio e K = Frac(D). Se D é um DFU
entdo, D|x]| é um DFU.

Demonstrag¢do. Primeiro vamos mostrar que se p € D[x]| é irredutivel, entdo, p é primo. Isto é
suficiente para mostrar que a fatorac@o (que serd mostrada a seguir) é dnica. Se d(p) = 0, entdo,
p € D, logo, p é primo, pois D é um DFU por hipétese. Se d(p) > 0, entdo afirmamos que p é
primitivo, do contrdrio, existiria a € D elemento primo tal que p = ab, uma fatora¢ao ndo trivial
de p. Logo, pelo item (III.) do Lema anterior temos que p € irredutivel em K [z], em particular,
p € primo, ja que K[z] é um DFU, pois K é um corpo (segue pelo Exemplo 3.2.9). Agora,
sejam ¢, h € D|z] tais que p | gh em D[z]. Assim, p | gh em K[z] e consequentemente, p | ¢
oup | hem K|z], ja que p é primo em K [z]. Logo, pelo item (II.) do Lema anterior, temos que
p|goup|hem D[x]e péprimo por defini¢do.

Para a fatoragdo, seja f € D[x]. Como K[z] é um DFU, temos que f = ap;---p,

coma € K epy,...,p, € K[z] elementos irredutiveis. Mais uma vez, podemos supor que
P1,---,pr € D|[x] e que sdo primitivos. Assim, pelo item (III.) do Lema anterior, temos que
p1,- -, pp s@o irredutiveis em D[z]. Além disso, o elemento P := p; - - p, é primitivo pelo

item (I.) do Lema anterior. Como P divide f em K [z], mais uma vez pelo item (II.) do Lema
anterior temos que P divide f em D[z]. Logo, a € D. Considerando a fatora¢do de a em D, que
¢ DFU, tem-se a = a; - - - as, sendo aq, . .., as € D irredutiveis. Portanto, f = ay---agsp; - - - pr
é uma fatoragdo de f em D[z].

]

Uma consequéncia imediata do resultado anterior nos garante que o anel de polindmios

em um ndmero finito de indeterminadas sobre um corpo ¢ um Dominio de Fatoracao Unica.

Corolario 3.3.1. Se K é um corpo, entdo, K|x1,...,x,| é um DFU.
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