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Aos meus irmãos, que são minha fonte de inspiração e de quem aprendi tanto, obrigado

pela amizade e confiança. Aos meus familiares, que sempre me apoiaram e nunca mediram
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Com todo meu amor e carinho, agradeço à minha namorada por estar ao meu lado em
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Resumo

Esse trabalho se propõe a oferecer uma introdução ao estudo do lema de Gauss.

Motivamos a sua exposição baseada em dois objetivos centrais. Primeiramente, construir de

forma natural e motivada os conceitos abstratos da teoria de anéis, para que o leitor iniciante

possa abstrair as ideias principais e a filosofia central da teoria. Em segundo lugar, damos um

enfoque especial em contextualizar e detalhar alguns conceitos menos abordados, porém vitais,

a exemplo de noções como domı́nios de Fatoração Única, Euclideanos e de Ideais Principais,

além de Anéis Noetherianos e o Teorema da Base de Hilbert. Nesse viés, os resultados passeiam

em torno da estrutura algébrica de um anel, versando em torno de anéis polinomiais. Ao fim,

mostramos como o tema central do trabalho se comporta ambientado em domı́nios.

Palavras-chave: Anel de polinômios, Domı́nios, Lema de Gauss.



Abstract

This work aims to provide an introduction to the study of Gauss’s lemma. We motivate

its presentation based on two central objectives. Firstly, to naturally and meaningfully construct

the abstract concepts of ring theory, allowing beginner readers to grasp the main ideas and

the central philosophy of the theory. Secondly, we place special emphasis on contextualizing

and detailing some less-addressed yet vital concepts, such as unique factorization domains,

Euclidean domains, principal ideal domains, as well as Noetherian rings and the Hilbert Basis

Theorem. In this regard, the results explore the algebraic structure of a ring, focusing on

polynomial rings. Finally, we demonstrate how the central theme of the work behaves within

the context of domains.

Keywords: Polynomial ring, Domains, Gauss’s lemma.
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Introdução

O Lema de Gauss, um dos pilares da teoria dos números, é um resultado que transcende

a simples análise de polinômios, oferecendo uma visão profunda sobre a estrutura dos números

inteiros e suas propriedades. Este trabalho tem como objetivo explorar o Lema de Gauss em

sua forma clássica e suas generalizações, proporcionando uma compreensão abrangente de sua

importância e aplicações na matemática contemporânea.

A motivação para o estudo do Lema de Gauss surge da necessidade de entender a

irredutibilidade de polinômios em diferentes domı́nios. A versão clássica do Lema afirma que se

um polinômio é irredutı́vel sobre os inteiros, então ele também é irredutı́vel sobre os racionais.

Essa propriedade não apenas estabelece uma conexão entre os números inteiros e racionais, mas

também serve como uma ferramenta poderosa para a análise de polinômios em contextos mais

amplos, como anéis e corpos.

Neste trabalho, abordaremos inicialmente o Lema de Gauss em seu contexto clássico,

apresentando definições e exemplos que ilustram sua aplicação. A partir dessa base,

avançaremos para o Lema de Gauss generalizado, que se aplica a domı́nios de integridade,

ampliando o escopo do teorema e suas implicações. Através de uma abordagem sistemática,

pretendemos construir uma ponte entre a teoria e a prática, permitindo que o leitor compreenda

não apenas o ”como”, mas também o ”porquê”por trás das afirmações matemáticas.

Além disso, este trabalho busca motivar o leitor a apreciar a beleza e a elegância da

matemática, mostrando como conceitos abstratos podem ser aplicados a problemas concretos

ainda que de cunho matemático. A teoria de anéis, que será explorada ao longo do texto, é

um campo rico e fascinante que oferece uma nova perspectiva sobre a estrutura algébrica dos

números. Ao introduzir esses conceitos de maneira acessı́vel, esperamos que o leitor desenvolva

uma compreensão mais profunda e uma apreciação pela matemática.

Por fim, este trabalho é uma homenagem ao legado de Carl Friedrich Gauss, cujas

contribuições à matemática continuam a influenciar gerações de matemáticos. Ao estudar

o Lema de Gauss, não apenas exploramos um resultado matemático, mas também nos

conectamos a uma tradição intelectual que valoriza a curiosidade, a rigorosidade e a busca

pelo conhecimento.



Capı́tulo 1

Anéis

Neste capı́tulo será apresentado a estrutura algébrica do anel. Ao decorrer do

mesmo, apresentaremos algumas definições, propriedades e observações essenciais para melhor

interpretação do texto presente. Além disso, eventualmente, serão apresentadas demonstrações

e resultados para maior compreensão.

1.1 Anéis

Em álgebra, um anel é uma estrutura algébrica composta por um conjunto A não

vazio munido de operações binárias que possuem certas propriedades. Estas operações devem

satisfazer uma série de axiomas que garantem a funcionalidade da estrutura.

Definição 1.1.1. Um anel é um conjunto A munido de duas operações binárias, denominadas

soma e produto,

` : A ˆ A Ñ A ¨ : A ˆ A Ñ A

px, yq ÞÑ x ` y px, yq ÞÑ x ¨ y

que satisfazem, para todos x, y, z P A, as seguintes propriedades:

I) Associatividade da soma: px ` yq ` z “ x ` py ` zq;

II) Existência do elemento neuto para soma: D 0A “ 0 P A tal que 0 ` x “ x ` 0 “ x;

III) Existência de simétricos aditivos: Dado x P A, D y P A tal que x ` y “ y ` x “ 0 ;

IV) Comutatividade da soma: x ` y “ y ` x ;

12
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V) Associatividade do produto: px ¨ yq ¨ z “ x ¨ py ¨ zq ;

VI) Distributividade do produto em relação à soma: x ¨ py` zq “ x ¨ y`x ¨ z, py` zq ¨x “

y ¨ x ` z ¨ x.

Para cada x elemento de A, o elemento y da condição III) é único, por isso, utilizaremos a

notação y “ ´x.

Ao longo desta monografia os respectivos compostos x ` y e x ¨ y são denominados

soma e produto.

Definição 1.1.2. Um anel A é chamado de:

I. Anel comutativo, se para quaisquer a, b P A, tem-se a ¨ b “ b ¨ a. (Comutatividade do

produto).

II. Anel unitário ou, Anel com unidade, se D 1A “ 1 P A tal que a ¨ 1 “ 1 ¨ a “ a, @ a P A.

(Existência de elemento identidade para o produto).

Convenção 1.1.1. Assumiremos, a partir de agora que todos os anéis presentes neste trabalho

são comutativos com unidade. A operação x ¨ y será denotada por xy, @ x, y P A.

Exemplo 1.1.1. O conjunto dos números inteiros Z, com as operações usuais de soma e

multiplicação, é um anel comutativo com unidade, assim como os demais conjuntos numéricos

Q,R,C são exemplos de anéis comutativos com unidade munidos das operações usuais de soma

e produto.

Exemplo 1.1.2. Um número Inteiro de Gauss é um elemento do formato a ` b ¨ i em que

a, b P Z e i “
?

´1. Denote por Zris o conjunto formado por todos esses elementos. Observe

que Zris Ă C. Munindo o conjunto Zris com a soma e o produto dos números complexos,

temos que Zris é um anel.

1.2 Subanéis

Um subanel é um tipo especial de subconjunto de um anel.

Definição 1.2.1. Sejam A um anel e S um subconjunto não vazio de A. O subconjunto S é

chamado de subanel de A, se S possui a estrutura de anel com as operações de A.
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Proposição 1.2.1. SejamA um anel e S um subconjunto não vazio deA. Então, S é um subanel

de A se, somente se, para quaisquer a, b P S:

I) 1 P S

II) a ´ b P S

III) a ¨ b P S

Demonstração. pñq Se S é um subanel deA, então para quaisquer a, b P S, tem-se que ´b P S

e a ` p´bq “ a ´ b P S, já que ” ` ” é uma operação em S. Do mesmo modo, a ¨ b P S, visto

que ” ¨ ” é uma operação em S. Desde que os anéis tratados neste trabalho são comutativos com

unidade, a condição I) segue imediatamente.

pðq Iremos supor que as condições são válidas e que S Ă A. Considere a, b P S com

a “ b. Pelo item (I), segue que a ´ b “ a ´ a “ 0 P S. Se considerarmos x P S, então

´x “ 0 ´ x P S. Deste modo, se x, y P S, segue que x ` y “ x ´ p´yq P S, isso quer dizer o

conjunto S é fechado para soma. Ademais, pelo item (II), tem-se que x ¨ y P S para quaisquer

x, y P S. Por conseguinte, as demais condições da definição de anel são automaticamente

herdadas do anel A, visto que S Ď A. Concluı́-se que S é um subanel de A.

Exemplo 1.2.1. O conjunto dos inteiros Z é um subanel do anel dos números dos racionais Q,

pois Z é fechado sob soma e produto e contém o elemento identidade 1 do produto.

Exemplo 1.2.2. O anel dos inteiros de Gauss, o conjunto Zris “ ta ` bi : a, b P Zu, é um

subanel do anel dos números complexos C.

1.3 Domı́nio de Integridade

Ao vermos uma equação do tipo px` 7qpx´ 7q “ 0 trabalhada no conjunto R, anel dos

números Reais, concluı́mos de imediato que x ´ 7 “ 0 ou x ` 7 “ 0, ou seja, x “ ˘7 (isso

quer dizer que x “ 7 ou x “ ´7). Essa conclusão é quase que instantânea, pois o conjunto

dos números reais é um anel que não possui divisor de zero diferente do próprio elemento nulo.

Vamos a generalização deste fato a um anel qualquer.

Definição 1.3.1. Sejam A um anel e a P A. Dizemos que a é um divisor de zero (de A) se

existe b ‰ 0 em A tal que a ¨ b “ 0.
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Note que o elemento nulo é um divisor de zero de A. No entanto, existem exemplos de

anéis que possuem divisores de zero não triviais.

Exemplo 1.3.1. Denote o conjunto das funções f : R Ñ R por A. Note que A é um anel com

operações de soma e produto dadas de maneira pontual, isto é, pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq e

pf ¨ gqpxq “ fpxq ¨ gpxq, para todo x número real. Note que o elemento

fpxq “

$

&

%

0, se x ă 0,

x, se x ě 0

é um divisor de zero de A, pois considerando

gpxq “

$

&

%

x2, se x ă 0,

0, se x ě 0

temos que fpxq ¨ gpxq “ 0 para todo x P R, sendo g diferente da função nula.

Definição 1.3.2. Seja A um anel. O anel A é um domı́nio de integridade, ou simplesmente

domı́nio, se o mesmo não possui divisor de zero diferente do elemento nulo, de modo que para

quaisquer a, b P A tais que ab “ 0, ocorre que a “ 0 ou b “ 0.

Exemplo 1.3.2. O anel Z, com as operações usuais de soma e produto, é um domı́nio de

integridade, assim como os anéis numéricos Q,R,C.

Exemplo 1.3.3. O anel dos inteiros de Gauss é um domı́nio de integridade. Como visto no

Exemplo 1.1.2, esse conjunto é Zris “ ta ` bi : a, b P Z e i “
?

´1u. Considere dois

elementos não nulos f1 e f2 P Zris. Como Zris Ă C, pode-se denotar esses elementos usando

coordenadas polares da seguinte forma f1 “ r1e
iθ1 e f2 “ r2e

iθ2 , sendo r1 e r2 números reais

maiores do que zero. Ademais, θ1 e θ2 são os argumentos, em radianos, de f1 e f2 de forma que

0 ď θ1, θ2 ď 2π. Dessa forma, tem-se que f1f2 “ r1r2e
ipθ1`θ2q Uma vez que r1 e r2 são reais

maiores do que zero e que eipθ1`θ2q ‰ 0, portanto conclui-se que f1f2 ‰ 0.

1.4 Corpos

No estudo da matemática, especialmente em álgebra comutativa, nos deparamos com

estruturas que buscam capturar e formalizar as propriedades das operações que utilizamos
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diariamente, como a adição, subtração, multiplicação e divisão. Entre essas estruturas, o

conceito de corpo se destaca como um alicerce central na teoria algébrica, oferecendo um

ambiente onde essas operações são possı́veis e bem definidas.

Um corpo pode ser entendido como um sistema numérico que generaliza e estende as

propriedades dos números familiares, como os racionais Q, reais R e complexos C. O que torna

os corpos especiais é o fato de que neles é sempre possı́vel, além de somar e multiplicar, dividir

(exceto pelo zero) — uma caracterı́stica ausente em outras estruturas algébricas, como os anéis

e os grupos. Isso proporciona uma estrutura robusta e rica para resolver equações e desenvolver

teorias, e encontra aplicação em diversas áreas da matemática.

Historicamente, o estudo dos corpos não apenas trouxe uma compreensão mais profunda

dos números e de suas propriedades, mas também se mostrou essencial para o desenvolvimento

de novas áreas, como a teoria dos números e a álgebra linear. Na teoria dos números,

por exemplo, corpos finitos têm um papel central na criptografia moderna e em sistemas de

comunicação. Já na álgebra linear, o conceito de corpo é indispensável para definir espaços

vetoriais e explorar soluções de sistemas de equações lineares, que estão na base de inúmeras

aplicações práticas.

Assim, compreender a teoria dos corpos é muito mais do que explorar uma construção

abstrata; é penetrar em um campo que conecta e fundamenta múltiplos aspectos da matemática.

A partir desse entendimento, somos capazes de enxergar o potencial transformador e universal

desta estrutura algébrica, aplicando seus princı́pios desde problemas elementares até os mais

complexos desafios cientı́ficos e tecnológicos.

Definição 1.4.1. Seja A um anel. Um elemento a P A é dito invertı́vel se existe b P A tal que

a ¨ b “ b ¨ a “ 1. O elemento b é chamado de inverso multiplicativo de a.

Notação 1.4.1. Dado a em A, o elemento b da definição anterior é único e por isso usaremos

a partir de agora a notação a´1 para indicar o inverso multiplicativo de a. Deste modo, iremos

aderir a notação UpAq para indicar o conjunto dos elementos invertı́veis de A. Por exemplo, é

possı́vel expressar UpZq “ t´1, 1u.

Definição 1.4.2. Um corpo é um anel tal que todo elemento não nulo possui inverso

multiplicativo.

Propriedades 1.4.1. Em contraste com anéis, nos corpos não há divisores de zero (exceto o

próprio zero), ou seja, todo corpo é ainda um domı́nio.



Capı́tulo 1. Anéis 17

Demonstração. Iremos provar a segunda propriedade. Considere um corpo K e suponha que

a ¨ b “ 0 para algum a, b P K. Agora, suponha que a ‰ 0 e b ‰ 0. Como K é um corpo,

sabemos que todos os elementos não nulos de K possuem inverso multiplicativo. Como a ‰ 0,

existe a´1 P K tal que a ¨ a´1 “ 1. Multiplicando ambos lados da igualdade a ¨ b “ 0 por

a´1, obtemos: a´1 ¨ pa ¨ bq “ a´1 ¨ 0. Pela propriedade associativa da multiplicação, temos:

pa´1 ¨ aq ¨ b “ 0. Deste modo, como a´1 ¨ a “ 1, a expressão se simplifica para: 1 ¨ b “ 0, ou

seja, b “ 0, o que contradiz a suposição inicial que b ‰ 0. Portanto, a única possibilidade para

que a ¨ b “ 0 seja verdadeira em um corpo é que ao menos um dos elementos a ou b seja igual

a zero.

Por fim, concluı́mos que então, que em um corpo K, o único divisor de zero é o próprio

zero. Isso mostra que todo corpo é também um domı́nio de integridade, pois não possui

divisores de zero.

Observação 1.4.1. Como visto acima, vimos que todo corpo é um domı́nio. Porém, nem todo

domı́nio é um corpo. Um exemplo clássico de um domı́nio de integridade que não é um corpo

é o anel dos inteiros Z. Pois, os únicos elementos de Z que possuem inversos multiplicativos

dentro dos inteiros são 1 e ´1. Por exemplo, o número 2 não possui um inverso multiplicativo

em Z(ou seja, não existe um x P Z tal que 2 ¨ x “ 1).

Exemplo 1.4.1. Os anéis Q,R,C são exemplos de corpos.

Mais adiante, exploraremos exemplos mais interessantes de corpos, assim como de

domı́nios.

1.5 Ideais

Em álgebra comutativa, o conceito de ideal é uma das ferramentas mais poderosas

para entender a estrutura interna dos anéis e, com isso, desenvolver uma ampla gama de

aplicações em matemática pura e aplicada. Em uma abordagem intuitiva, podemos imaginar

um ideal como um “bloco de construção” do anel, organizando elementos que compartilham

caracterı́sticas especı́ficas e, assim, abrindo caminho para simplificar estruturas complexas em

padrões compreensı́veis.

A teoria dos ideais permite criar anéis mais simples chamados anéis quocientes, onde a

complexidade de um anel original pode ser ”reduzida”ao considerar apenas equivalências entre
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elementos. Essa simplificação abre portas para análise de estruturas mais avançadas, como

corpos e domı́nios de integridade, especialmente quando se trabalha com ideais máximos e

primos. Por exemplo, na aritmética dos números inteiros, podemos observar os múltiplos de

um número fixo como um ideal — uma ideia que se expande para conceitos mais complexos

quando aplicados a polinômios e outros tipos de anéis.

Além de organizar a estrutura interna dos anéis, o conceito de ideal é essencial

para entender a relação entre anéis distintos por meio de homomorfismos de anéis.

Homomorfismos são funções entre anéis que preservam as operações de adição e multiplicação,

e permitem comparar anéis, identificar padrões comuns e compreender como estruturas

algébricas complexas se inter-relacionam. Uma das ligações mais importantes entre ideais e

homomorfismos de anéis é dada pelo Teorema do Isomorfismo.

Outro aspecto fascinante dos ideais é sua capacidade de “absorver” multiplicações com

elementos do anel. Isso permite o desenvolvimento de técnicas como a decomposição primária

e a teoria de fatoração, que são fundamentais na solução de equações algébricas e no estudo de

propriedades geométricas em variedades algébricas. Em um contexto prático, isso é utilizado

desde a criptografia moderna até o entendimento de simetrias em fı́sica e biologia, onde padrões

e estruturas devem ser analisados em camadas.

A partir do estudo dos ideais, o matemático pode explorar o conceito de divisibilidade

em contextos abstratos, entender a essência da construção de corpos, e até mesmo lançar as

bases para a teoria de Galois, que lida com a simetria de raı́zes de polinômios. Esse conceito,

então, não apenas organiza os elementos de um anel, mas também permite novas abordagens

para analisar a matemática como um todo — uma perspectiva rica e motivadora para qualquer

estudo na área

Definição 1.5.1. Sejam A um anel e I um subconjunto não vazio de A. Diz-se que I é um ideal

de A se:

I) a ` b P I para quaisquer a, b P I;

II) ax P I para todo a P A e para todo x P I .

Definição 1.5.2. Seja A um anel. Um ideal I de A é chamado de ideal trivial se I é igual a A

ou se I é o ideal nulo.

Lema 1.5.1. Seja I um ideal de um anel A. Se I contém algum elemento invertı́vel de A, então

I “ A.
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Demonstração. Seja f P I um elemento invertı́vel de A. Então existe f´1 P A tal que

f ¨ f´1 “ 1. Como I é um ideal, segue que f ¨ f´1 P I , isto é, 1 P I . Deste modo, como

consequência, para qualquer elemento g P A, tem-se g “ 1 ¨ g P I . Portanto, I “ A.

Definição 1.5.3. Seja I um ideal de um anel A. O ideal I é dito ideal próprio de A, se I ‰ A.

Proposição 1.5.1. Seja K um corpo. O ideal nulo t0u é o único ideal próprio de K.

Demonstração. Para provarmos a proposição acima, usaremos a prova por contra-positiva. Seja

I ‰ t0u um ideal de K. Considere p P I ´ t0u. Como K é um corpo, todos os seus elementos

não nulos são invertı́veis. Portanto, p é invertı́vel, pelo Lema 1.5.1, tem-se que I “ K, ou seja,

I não é um ideal próprio de A.

Sejam A um anel e f P A. O conjunto de todos os múltiplos do elemento f por

elementos de A, explicitamente

pfq “ tr ¨ f P A | r P Au,

é um ideal. O ideal pfq é denominado ideal principal gerado por f .

Exemplo 1.5.1. O ideal principal gerado por 7 em Z é dado por: p7q “

t. . . ,´14,´7, 0, 7, 14, . . .u. Este ideal contém todos os múltiplos de 7

Exemplo 1.5.2. O ideal principal gerado por 1` i em Zris é dado por: p1` iq “ tp1` iq ¨z | z P

Zrisu. Este ideal contém todos os múltiplos de 1 ` i nos inteiros gaussianos.

Definição 1.5.4. Seja P um ideal de um anel A. O ideal P é dito um ideal primo de A, se

satisfaz as seguintes condições:

I. P ‰ A; (isto é, o ideal P é próprio em A).

II. (Propriedade de Primalidade): Se um produto de elementos pertence a P , então pelo

menos um dos elementos pertence a P .

Formalmente, um ideal próprio P de um anel A é dito primo se:

a, b P A e a ¨ b P P ùñ a P P ou b P P .

Exemplo 1.5.3. Considerando Z o anel dos inteiros, o ideal I “ p5q é um ideal primo em Z,

pois p5q “ t5r P Z | r P Zu e se a, b P Z são tais que a ¨ b P p5q, então 5 divide a ¨ b, e como 5 é

número primo, temos que 5 | a ou 5 | b, ou seja, a P p5q ou b P p5q.
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Mais geralmente, temos o seguinte resultado que caracteriza ideais primos em Z.

Proposição 1.5.2. Seja p P Z. O ideal pZ :“ ppq é um ideal primo do anel Z se, e somente se,

p for um número primo.

Demonstração. pñq Para demonstrarmos a ida desta implicação, procederemos por redução ao

absurdo. Suponha que pZ é um ideal primo de Z e que p é composto, ou seja, existem a, b P Z

tal que p “ ab e 1 ă a,b ă p. Desta forma, tem-se que ab P pZ, porém a R pZ e b R pZ, isto é,

pZ não é um ideal primo, que é uma contradição por absurdo. Assim, está provado que p é um

número primo.

pðq Para demonstrarmos a volta desta implicação, vamos supor p é um número primo,

então pZ “ tp ¨ k | k P Zu é o conjunto de todos os múltiplos de p em Z. Queremos mostrar

que se a ¨ b P pZ, então a P pZ ou b P pZ. Assim, isso significa que a ¨ b “ p ¨ k para algum

k P Z. Como p é primo e divide o produto a ¨ b, pela propriedade de primalidade, tem-se que p

divide ao menos um dos elementos, ou seja, p | a ou p | b. Portanto, a P pZ ou b P pZ. Assim,

está provado que pZ é um ideal primo.

Definição 1.5.5. Um ideal próprio M de um anel A é chamado ideal maximal de A se para

qualquer ideal I de A com M Ď I Ď A, temos que I “ M ou I “ A.

Exemplo 1.5.4. O ideal nulo t0u é maximal em qualquer corpo. Como foi abordado na

Proposição 1.5.1, um corpo só possui ideais triviais.

A próxima proposição fornece uma condição muito especial aos ideais em Z. Mais

adiante exploraremos esta propriedade ao estudarmos domı́nios em que todos os ideais são

principais.

Proposição 1.5.3. Qualquer ideal I de Z é da forma I “ nZ para algum n P N Y t0u.

Demonstração. Para demonstrarmos a afirmação, suponha que I é um ideal de Z. Se I “ t0u,

considerando n “ 0, temos que I “ 0Z. Agora, considere I ‰ t0u. Desta maneira, existe a P I

com a ‰ 0. Como I é um ideal, segue que ´a P I . Assim, o conjunto I possui algum inteiro

positivo.

Pelo princı́pio da boa ordenação, o conjunto de todos os inteiros positivos de I possui

um menor elemento, seja n P I esse elemento.
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Observe que nZ Ď I , pois mn P I para todo m P Z, já que I é um ideal. Por outra

perspectiva, considere um elemento u P I e divida-o pelo elemento n. Dessa forma, pelo

algoritmo da divisão de números inteiros, existem, q, r P Z tais que u “ nq`r, com 0 ď r ă n.

Como u e nq estão em I , tem-se u ´ nq “ r P I . Sendo n o menor inteiro positivo em I e

0 ď r ă n, temos que r “ 0. Logo, u “ nq ` 0 “ nq P nZ. Assim, I Ď nZ. Portanto, está

demonstrada a dupla inclusão, logo temos que I “ nZ.

Exemplo 1.5.5. Se p P Z é um número primo, então o ideal ppq é um ideal maximal em Z. De

fato, se I é um ideal em Z, então pela proposição anterior, temos que I “ pdq para algum d.

Desta forma, se I contém ppq, então, p é múltiplo de d, isto é, d é um divisor de p. Assim, pela

primalidade de p, temos que d “ p ou d “ 1, logo, I “ ppq ou I “ Z. Portanto, ppq é maximal.

1.6 Anel Quociente

Dado um conjunto munido de uma relação de equivalência, é possı́vel associar o

conjunto quociente em que os elementos, as classes de equivalência, particionam o conjunto

original, o que permite uma melhor análise do mesmo a luz da relação em questão. Nesta seção,

estudamos anéis munidos de uma relação de equivalência chamada relação de congruência. Os

anéis quocientes permitem simplificar a estrutura de um anel ”eliminando”um ideal especı́fico,

ao mesmo tempo que mantém as operações originais e relações algébricas. Eles são essenciais

em muitas áreas da álgebra abstrata e na geometria algébrica.

Definição 1.6.1. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dados a, b P A, dizemos que a, b são

congruentes módulo I , se a ´ b P I .

Notação 1.6.1. Ao decorrer do trabalho será utilizada a notação a ” b pmod Iq para indicar

que a é congruente à b módulo I .

Observação 1.6.1. Uma relação em um conjunto A é dita uma relação de equivalência quando

é reflexiva, simétrica e transitiva.

Proposição 1.6.1. A relação ” pmod Iq é uma relação de equivalência.

Demonstração. De fato, a relação a ” b pmod Iq satisfaz as três propriedades.

Reflexividade: Se a P A, então a ´ a “ 0 P I . Logo, a ” a pmod Iq.
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Simetria: Sejam a, b P A. Se a ” b pmod Iq, então a ´ b P I . Dessa forma, como I é

um ideal, segue que ´pa ´ bq P I , ou seja, ´a ` b “ b ´ a P I . Portanto, b ” a pmod Iq.

Transitividade: Sejam a, b, c P A. Se a ” b pmod Iq e b ” c pmod Iq, então a ´ b P I e

b ´ c P I . Como I é um ideal, então pa ´ bq ` pb ´ cq “ a ´ c P I . Portanto, a ” c pmod Iq.

Assim, a relação ” pmod Iq é de equivalência.

Definição 1.6.2. Sejam I um ideal de um anel A e a P A. O conjunto de todos os elementos de

A que são congruentes à a módulo I é chamado classe de equivalência de a módulo I .

Notação 1.6.2. A classe de equivalência de a módulo I será denotada por a.

Observação 1.6.2. Observe que, para todo a P A, tem-se que a ‰ H, pois a ” a pmod Iq, isto

é, a P a.

Proposição 1.6.2. Se I é um ideal do anel A e x P A, então x “ x ` I :“ tx ` i P A | i P Iu.

Demonstração. Se a P x, então a ” x pmod Iq, isto é, a ´ x P I . Desta forma, a “ x ` b para

algum b P I , ou seja, a P x ` I . Logo, temos que x Ď x ` I . Ademais, se a P x ` I , então

existe algum b P I tal que a “ x ` b, em outra perspectiva, a ´ x “ b. Desse modo, b P I ,

ou seja, a ´ x P I , o que implica em a ” x pmod Iq. Assim, concluı́mos que a P x. Portanto,

x Ď x ` I . Por fim, tem-se x “ x ` I .

Observação 1.6.3. Sejam x, y P A. Então, x` I “ y ` I se, e somente se, x ” y pmod Iq, isto

é, x ´ y P I .

Notação 1.6.3. O conjunto de todas as classes de equivalência no anelA pelo ideal I é chamado

de conjunto quociente e será indicado por A{I .

Proposição 1.6.3. Seja I um ideal de um anel A. O conjunto A{I munido das seguintes

operações, para a, b P A, tem-se:

pa ` Iq ` pb ` Iq “ a ` b ` I e pa ` Iq ¨ pb ` Iq “ a ¨ b ` I

é um anel, chamado anel quociente de A pelo ideal I .

Mostraremos apenas que as operações estão bem definidas. Sejam a1, a2, b1, b2 P A tais

que pa1 ` Iq “ pa2 ` Iq e pb1 ` Iq “ pb2 ` Iq.

Para verificarmos que a operação da soma está bem definida, note que que a1 ´ a2 P I

e b1 ´ b2 P I . Como I é um ideal, segue que pa1 ´ a2q ` pb1 ´ b2q P I , ou seja,
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pa1 ` b1q ´ pa2 ` b2q P I , que equivale a pa1 ` b1q ` I “ pa2 ` b2q ` I . Logo, a soma

está bem definida.

Para verificarmos que a operação produto está bem definida, note que a1b1 ´ a2b2 “

a1b1 ´ a1b2 ` a1b2 ´ a2b2, isto é, a1b1 ´ a2b2 “ a1pb1 ´ b2q ` pa1 ´ a2qb2. Por hipótese, tem-se

a1 ´ a2 P I e b1 ´ b2 P I . Como sabemos que I é um ideal, portanto ocorre que a1pb1 ´ b2q P I

e pa1 ´ a2q P I . Concluı́mos que a1pb1 ´ b2q ` pa1 ´ a2qb2 P I , ou seja, a1b1 ´ a2b2 P I , que é

equivalente a a1b1 ` I “ a2b2 ` I . Logo, o produto está bem definido.

De fato, as operações anteriores estão bem definidas, isto é, as operações são

independentes do representante de classe.

Exemplo 1.6.1. Dado n P N, o conjunto das classes de equivalência módulo n, muito utilizado

na teoria de números, Zn :“ Z{nZ “ t0, 1, 2, 3, . . . , n ´ 1u, n ě 1, munido da soma e produto

de classes de equivalência módulo n é um anel.

Exemplo 1.6.2. O ideal gerado por 3 em Z12 é denotado por: p3q “ t3 ¨ r P Z12 | r P Z12u. Este

ideal contém os seus múltiplos t0, 3, 6, 9u no anel Z12. Logo, p3q é um ideal principal de Z12.

1.7 Homomorfismo de Anéis

Os homomorfismos de anéis desempenham um papel central na álgebra comutativa,

conectando diferentes estruturas e revelando propriedades fundamentais de forma elegante e

sistemática. Essas funções não apenas preservam as operações algébricas básicas, como adição

e multiplicação, mas também capturam a essência da relação entre os anéis, permitindo que

suas caracterı́sticas sejam estudadas em conjunto.

Com os homomorfismos, é possı́vel analisar como os ideais, subestruturas e elementos

de um anel se comportam em relação a outro, criando uma ponte teórica que facilita a

compreensão de problemas complexos. Além disso, eles fornecem ferramentas para construir

novos anéis, como quocientes e imagens, que são cruciais para o desenvolvimento de teorias

mais avançadas.

Este conceito é aplicado em diversas áreas, como geometria algébrica, onde

os homomorfismos conectam coordenadas de variedades e suas equações, e álgebra

computacional, onde são usados para simplificar cálculos e criar algoritmos eficientes. Explorar

os homomorfismos de anéis não é apenas essencial para a teoria, mas também para compreender
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como a álgebra serve como alicerce para inúmeras aplicações modernas, como criptografia e

teoria dos números.

Neste trabalho, abordaremos os homomorfismos de anéis como um conceito-chave para

compreender a interação entre diferentes estruturas algébricas.

Definição 1.7.1. Sejam A e B anéis. Uma função φ : A ÝÑ B é um homomorfismo de anéis

se satisfaz as seguintes condições para todos x, y P A:

I. φpx ` yq “ φpxq ` φpyq;

II. φpx ¨ yq “ φpxq ¨ φpyq;

III. φp1Aq “ 1B.

Observação 1.7.1. Intuitivamente, um homomorfismo de anéis φ de A em B é uma função que

preserva as operações dos anéis.

Observação 1.7.2. Se a função φ for bijetiva, o homomorfismo será denominado isomorfismo e

os anéis A e B são ditos isomorfos. Será usada a notação A » B para indicar que A é isomorfo

a B. Além disso, um automorfismo de A é um isomorfismo de A em A.

Definição 1.7.2. Seja φ : A ÝÑ B um homomorfismo de anéis. O núcleo do homomorfismo

φ é o seguinte conjunto:

Npφq “ ta P A : φpaq “ 0B}.

Exemplo 1.7.1. A função de φ : C ÝÑ C definida por φpa` biq “ a´ bi é um homomorfismo

de anéis e seu núcleo é o conjunto Npφq “ t0u. De fato, se φpa ` biq “ 0, então a ´ bi “ 0,

consequentemente, a “ b “ 0.

Definição 1.7.3. Seja φ : A ÝÑ B um homomorfismo de anéis. O conjunto imagem da função

φ é:

Impφq “ tb P B : b “ φpaq para algum a P Au.

Na proposição a seguir, são apresentadas algumas propriedades sobre homomorfismos

de anéis.

Proposição 1.7.1. Se φ : A ÝÑ B é um homomorfismo de anéis, então:

I. φp0Aq “ 0B;
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II. φp´aq “ ´φpaq, para todo a P A;

III. φpa ´ bq “ φpaq ´ φpbq para quaisquer a, b P A;

IV. Npφq é um ideal de A;

V. φ é injetiva se, e somente se, Npφq “ t0u;

VI. Impφq é um subanel de B.

Demonstração. (I.) Temos que φp0Aq “ φp0A ` 0Aq. Como φ é um homomorfismo, então

φp0Aq “ φp0Aq ` φp0Aq. Agora, subtraindo φp0Aq em ambos os lados da igualdade, tem-se

0B “ φp0Aq.

(II.) Seja a P A, tem-se φp0Aq “ φpa ` p´aqq. Como φ é um homomorfismo,

então φp0Aq “ φpaq ` φp´aq. Pelo item (1.), temos que 0B “ φpaq ` φp´aq, ou seja,

φp´aq “ ´φpaq.

(III.) Considerando que a ´ b “ a ` p´bq, pelo item (2.), temos que φpa ´ bq “

φpa ` p´bqq “ φpaq ` φp´bq “ φpaq ´ φpbq, para todos a, b P A.

(IV.) Como φp0Aq “ 0B, temos que Npφq ‰ H. Agora, iremos provar que para

quaisquer x, y P Npφq e a P A, tem-se x ´ y, xa P Npφq. Como x, y P Npφq, então

φpxq “ φpyq “ 0B. Logo, φpx ´ yq “ φpxq ´ φpyq “ 0B ´ 0B “ 0B. Deste modo,

x ´ y P Npφq. Ademais, φpxaq “ φpxq ¨ φpaq “ φpaq ¨ 0B “ 0B. Consequentemente,

xa P Npφq. Portanto, Npφq é um ideal de A.

(V.) pñq Para demonstrarmos a ida desta implicação, suponha que φ é injetiva. No item

(I.), foi demonstrado φp0Aq “ 0B, isto é, 0A P Npφq. Dessa forma, t0Au Ď Npφq. Por outro

lado, se x P Npφq, então φpxq “ 0B “ φp0Aq. Como φ é injetiva, tem-se que x “ 0A. Portanto,

Npφq Ď t0Au. Por conseguinte, Npφq “ t0Au.

pðq Para demonstramos a recı́proca, suponha que Npφq “ t0Au. Sejam x, y P A tais

que φpxq “ φpyq. Como demonstramos no item (3.), temos que φpx´yq “ φpxq´φpyq. Logo,

φpx´ yq “ 0B, isto é, x´ y P Npφq “ t0Au. Dessa maneira, x´ y “ 0A. Assim, φ é injetiva.

(VI.) Como 1B “ φp1Aq P Impφq, então, em particular, Impφq ‰ H. Além disso, se

φpaq,φpbq P Impφq, então temos que φpaq ´ φpbq “ φpa ´ bq. Logo, φpaq ´ φpbq P Impφq.

Tem-se ainda que φpaq ¨ φpbq “ φpa ¨ bq, isto é, φpaq ¨ φpbq P Impφq. Portanto, Impφq é um

subanel de B.
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Teorema 1.7.1. (Teorema do isomorfismo) Se φ : A ÝÑ B é um homomorfismo de anéis, então

A{Npφq e Impφq são isomorfos.

Demonstração. Considere a função a seguir:

ψ : A{Npφq ÝÑ Impφq

a ` Npφq ÞÝÑ φpaq

Temos que esta função está bem definida. De fato, se a ` Npφq “ a1 ` Npφq,

então a ´ a1 P Npφq. Desta forma, φpa ´ a1q “ 0, ou seja, φpaq “ φpa1q, isto é,

ψpa ` Npφqq “ ψpa1 ` Npφqq e portanto, a função está bem definida.

Agora vamos verificar que a função é um homomorfismo. De fato:

ψrpa ` Npφqq ` pb ` Npφqqs “ ψppa ` bq ` Npφqq

“ φpa ` bq

“ φpaq ` φpbq

“ ψpa ` Npφqq ` ψpb ` Npφqq.

Além disso, tem-se que:

ψrpa ` Npφqq ¨ pb ` Npφqqs “ ψppa ¨ bq ` Npφqq

“ φpa ¨ bq

“ φpaq ¨ φpbq

“ ψpa ` Npφqq ¨ ψpb ` Npφqq.

Agora, iremos demonstrar a bijetividade da função.

Injetividade: Suponha que a`Npφq P Npψq. Então, ψpa`Npφqq “ φpaq “ 0. Assim,

a P Npφq, o que nos diz que a`Npφq “ 0`Npφq. Logo, Npψq “ t0`Npϕqu. Desta forma,

pelo item (5.) da Proposição 1.7.1, temos que a função ψ é injetiva.

Sobrejetividade: Ao analisar a função, sabemos que a imagem de ψ está contida na

imagem de φ. Desta forma, para provarmos a sobrejetividade, precisamos demonstrar que

Impφq Ď Impψq. Considere φpaq P Impφq. Nesta condição, temos que a P A, logo,

a ` Npφq P A{Npφq e ψpa ` Npφqq “ φpaq. Assim, Impφq Ď Impψq e temos que a função

ψ é sobrejetiva.
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Como essa função é um homomorfismo bijetivo entre os anéis A{Npφq e Impφq, então

temos que esses anéis são isomorfos.

No próximo capı́tulo, exploraremos consequências e exemplos do teorema do

isomorfimo.
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Anéis de Polinômios

Os anéis de polinômios são uma estrutura central na álgebra comutativa e na teoria dos

anéis, e eles representam uma extensão natural do conceito de polinômios. Esses anéis surgem

da necessidade de entender e operar formalmente com polinômios que possuem coeficientes

em um determinado anel, geralmente um corpo ou um domı́nio, e que podem ser somados

e multiplicados de maneira sistemática. Mais do que apenas uma coleção de expressões

algébricas, os anéis de polinômios são fundamentais para o desenvolvimento de muitas teorias

matemáticas, incluindo a fatoração, a teoria dos ideais e a aritmética em anéis.

O estudo de anéis de polinômios nos permite compreender propriedades como

divisibilidade, fatoração única e, em certos casos, permite aplicar o algoritmo de divisão,

facilitando a resolução de problemas complexos. Quando consideramos polinômios com

coeficientes em um corpo, o anel de polinômios resultante possui uma estrutura rica e útil,

chamada de domı́nio euclidiano. Essa propriedade nos garante que qualquer polinômio não

nulo pode ser dividido por outro, com quociente e resto bem definidos, algo essencial para o

desenvolvimento de algoritmos eficientes de fatoração e para o cálculo de raı́zes.

Além disso, os anéis de polinômios são peças fundamentais na construção de corpos e

extensões de corpos, áreas com aplicações importantes em teoria dos números e criptografia.

Por exemplo, ao adentrar o estudo dos corpos finitos, a estrutura dos anéis de polinômios sobre

corpos se torna um alicerce para a construção de corpos maiores, permitindo que se definam

operações seguras para o processamento e a proteção de informações.

Exploraremos que um anel de polinômios é constituı́do pelo conjunto de polinômios

com coeficientes em um anel A e representa uma extensão natural dos conceitos aritméticos

para contextos mais complexos, onde as variáveis assumem papel de indeterminadas. No caso

28
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de polinômios em uma única variável x, o conjunto Arxs é um dos exemplos mais simples e

bem compreendidos; contudo, a teoria se expande naturalmente para anéis de polinômios em

várias variáveis, como Arx1, x2, . . . , xns, que se torna indispensável para o estudo de geometria

algébrica e sistemas de equações multivariadas.

Esses anéis de polinômios em múltiplas variáveis possuem uma estrutura algébrica rica

e são capazes de modelar situações complexas, indo muito além das aplicações com uma única

variável. No caso de Arx1, x2, . . . , xns, a teoria se aprofunda ao permitir que se explorem as

relações entre as variáveis e os coeficientes, bem como a possibilidade de construção de ideais,

elementos centrais no estudo de subestruturas de anéis. Uma das caracterı́sticas fundamentais

dos anéis de polinômios é que, sob certas condições sobre A, como ser um anel noetheriano,

Arx1, x2, . . . , xns também preserva essa propriedade. Anéis noetherianos são aqueles em que

todo ideal é finitamente gerado, o que é crucial para a aplicabilidade de diversos teoremas na

álgebra comutativa.

Esse resultado é garantido pelo Teorema da Base de Hilbert, que afirma que se A é

um anel noetheriano, então o anel de polinômios Arx1, x2, . . . , xns também será noetheriano.

Esse teorema não apenas confirma a finitude das geradores de ideais, mas também assegura

a estabilidade estrutural dos anéis de polinômios sob operações de extensão em termos de

variáveis. Essa propriedade é essencial para muitos desenvolvimentos na álgebra e na geometria

algébrica, pois permite a manipulação e a resolução de sistemas de equações polinomiais

complexos de maneira controlada.

Neste trabalho, exploraremos a construção e as propriedades dos anéis de polinômios em

uma e em múltiplas variáveis, analisando sua estrutura noetheriana e aplicando o Teorema da

Base de Hilbert. Esse estudo nos permitirá compreender como os anéis de polinômios oferecem

um terreno fértil para teorias algébricas avançadas, bem como para aplicações em diversas áreas,

incluindo a teoria dos números e a criptografia, onde essas propriedades garantem eficiência e

segurança nas operações algébricas.

2.1 Polinômios em uma indeterminada

Definição 2.1.1. Seja A um anel. Uma sequência em A é uma função α : N Y t0u ÝÑ A. A

imagem de i P N Y t0u pela função α é denotada por ai. Dessa forma, tem-se:

α “ pa0, a1, a2, a3, . . . , ai, . . .q
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Os elementos ai P A são chamados de coeficientes da sequência. Ademais, duas

sequências α e β em A são iguais se, e somente se, αpiq “ βpiq para todo i ě 0.

Agora, vamos ao conceito de polinômio.

Definição 2.1.2. Uma sequência α “ pa0, a1, a2, a3, . . . , ai, . . .q em um anel A é chamada de

polinômio com coeficientes em A se existe algum inteiro n ě 0 tal que ai “ 0 para todo i ą n,

ou seja, α “ pa0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, 0, . . .q.

Definição 2.1.3. Dizemos que um polinômio α é identicamente nulo quando todos os

coeficientes são iguais ao elemento nulo do anel A, isto é, se α “ p0, 0, 0, . . .q.

Definição 2.1.4. Se α ‰ 0, então existe algum número natural ou zero n de modo que an ‰ 0

e ai “ 0 para todo i ą n. Desta forma, o coeficiente an é chamado de coeficiente lı́der, ou

também de coeficiente dominante, de α.

Quando o coeficiente lı́der é igual a 1, o polinômio é chamado de polinômio mônico.

Ademais, quando os coeficientes do polinômio pertencem ao conjunto dos números inteiros, ele

é chamado de polinômio inteiro.

Desta forma, dado α um polinômio com coeficientes em uma anel A, podemos denotar

α “ pa0, a1, a2, a3, . . . , anq.

Definição 2.1.5. Seja α um polinômio da forma α “ pa0, a1, a2, a3, . . . , anq em um anel A, o

grau do polinômio α é definido como sendo o maior n P N Y t0u tal que an ‰ 0 e aj “ 0 para

todo j ą n.

Notação 2.1.1. Usaremos a notação Bpαq para denotar o grau do polinômio α.

O grau do polinômio identicamente nulo não é definido, pois todos os seus coeficientes

são iguais a zero.

Definição 2.1.6. Um polinômio α da forma α “ pa0, a1, a2, a3, . . . , anq em um anel A é

chamado de polinômio constante, se ai “ 0, @ i ą 0.

O polinômio constante pode referir-se ao polinômio identicamente nulo ou um

polinômio de grau zero.

Suponha que α “ pa0, a1, a2, a3, . . . , anq e β “ pb0, b1, b2, b3, . . . , bmq são dois

polinômios com coeficientes em um anel A. A soma entre α e β é definida da seguinte forma:
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α ` β “ pa0 ` b0, a1 ` b1, a2 ` b2, a3 ` b3, . . . , ai ` bi, . . . , q

e o produto é definido da seguinte forma:

α ¨ β “ pc0, c1, c2, c3, . . . , ck, . . .q

em que

ck “
ÿ

i`j“k

ai ¨ bi “

k
ÿ

i“0

ai ¨ bk´i

Desta forma, as operações estão bem definidas.

A seguir, apresentaremos um lema em que é possı́vel visualizar que a soma e produto de

polinômios são operações não triviais e estão bem definidas (no sentido de grau).

Lema 2.1.1. SejamA um anel e α e β dois polinômios não identicamente nulos com coeficientes

em A.

I) Se α ` β ‰ 0, então Bpα ` βq ď maxtBpαq, Bpβqu.

II) Se α ¨ β ‰ 0, então Bpα ¨ βq ď Bpαq ` Bpβq.

III) Se A é um domı́nio de integridade, então α ¨ β ‰ 0 e Bpα ¨ βq “ Bpαq ` Bpβq.

Demonstração. (I) Sejam α “ pa0, a1, a2, . . .q e β “ pb0, b1, b2, . . .q dois polinômios de grau n

e m, respectivamente. Sem perda de generalidade, suponha que n ě m. Se n ą m, então o

coeficiente lı́der de α`β será an e, desse modo, Bpα`βq “ n “ max tBpαq, Bpβqu. Se n “ m,

então o coeficiente lı́der α ` β será an ` bn e, assim, Bpα ` βq “ n, caso an ` bn ‰ 0, ou

Bpα ` βq ă n, caso an ` bn “ 0. Logo, Bpα ` βq ď maxtBpαq, Bpβq$.

(II) Suponha que α “ pa0, a1, a2, . . .q tenha grau n, β “ pb0, b1, b2, . . .q tenha grau m e

α ¨ β “ pc0, c1, c2, . . .q com Bpα ¨ βq “ k. Assim, tem-se ck ‰ 0 e deve-se mostrar que cl “ 0

para todo l ą n ` m ě k. Pela definição, tem-se

cl “
ÿ

i`j“l

ai ¨ bi

Suponha que l ą n ` m e i ď n, então j “ l ´ i ě l ´ n ą m. Desse modo, bj “ 0. Agora,

suponha que i ą n e ainda, que l ą n`m, então ai “ 0, pois Bpαq “ n. Note que, em qualquer

dos dois casos, tem-se ai ¨ bj “ 0, ou seja, cl “ 0. Portanto, Bpα ¨ βq ď pBpαq ` Bpβqq.
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(III) Suponha que A é um domı́nio e sejam α “ pa0, a1, a2, . . .q e β “ pb0, b1, b2, . . .q

dois polinômios de grau n e m, respectivamente, com coeficientes em A. Além disso, seja

α ¨ β “ pc0, c1, c2, . . .q. Tem-se ai “ 0, para todo i ą n e bj “ 0, para todo j ą m. Perceba que

o coeficiente de ı́ndice n ` m é dado por:

cn`m “ a0bn`m ` . . . ` an´1bm`1 ` anbm ` an`1bm´1 ` . . . ` an`mb0

Analise os dois casos a seguir. Se i ă n, então n´ i ą 0 e, por consequência, j “ n`m´ i “

pn ´ iq ` m ą m. Assim, neste caso, tem-se bj “ 0. Agora, se i ą n, então ai “ 0, pois

Bpαq “ n. Dessa forma, cada termo do desenvolvimento do coeficiente de ı́ndice n ` m,

com exceção de anbm, é igual a 0. Consequentemente, cn`m “ anbm. Sendo an ‰ 0 e

bm ‰ 0 elementos de um domı́nio, segue que cn`m “ anbm ‰ 0 e α ¨ β ‰ 0. Ademais,

note que para cada k ą n`m o desenvolvimento de ck contém termos da forma aibk´i. Como

k “ i ` pk ´ iq ą n ` m, então i ą n ou k ´ i ą m. Desse modo, o produto aibk´i “ 0 para

todo k ą n ` m e, resulta em, Bpα ¨ βq “ k “ n ` m “ Bpαq ` Bpβq.

produto de dois polinômios são finitos, isto é, a soma e o produto de dois polinômios

são polinômios.

A seguir, iremos apresentar algumas propriedades:

Propriedades 2.1.1. Sejam f, g, h polinômios com coeficientes em um anel A.

I) Associatividade da soma: pf ` gq ` h “ f ` pg ` hq.

II) Elemento identidade da soma: D e P A tal que e` f “ f “ f ` e, para todo f polinômio.

Este elemento identidade da soma é o polinômio identicamente nulo.

III) Elemento oposto: D p P A tal que f ` p “ e “ p ` f .

IV) Comutatividade da soma: f ` g “ g ` f .

V) Associatividade do produto: pf ¨ gq ¨ h “ f ¨ pg ¨ hq.

VI) Distributividade: f ¨ pg ` hq “ f ¨ g ` f ¨ h e .

VII) Comutatividade do produto: f ¨ g “ g ¨ f .

VIII) Elemento identidade do produto: D 1 tal que 1 ¨ f “ f “ f ¨ 1, para todo f polinômio.
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Observação 2.1.1. Utilizaremos na observação a seguir, o item (II) e (III) da Propriedade 2.1.1

para manipularmos a notação de polinômios.

Observação 2.1.2. Agora, vamos abordar a notação usual de polinômios. Vale ressaltar que

essa mudança de notação é possı́vel devido à existência de um isomorfismo natural entre as duas

formas. Deste modo, com a finalidade de alterarmos a notação, o polinômio p0, 1, 0, 0 . . .q será

identificado por x e denominado indeterminada. Ademais, o polinômio constante pa0, 0, 0, . . .q

será representado por a0. Pela multiplicação de polinômios como foi definida, tem-se:

x ¨ a0 “ p0, 1, 0, 0, . . .q ¨ pa0, 0, 0, . . .q “ p0, a0, 0, 0, . . .q

De forma análoga,

a0 ¨ x “ pa0, 0, 0, . . .q ¨ p0, 1, 0, 0, . . .q “ p0, a0, 0, 0, . . .q

Assim, o elemento identidade do produto será indicado por p1, 0, 0, 0, . . .q “ 1. Nesse viés,

tem-se:

x ¨ x “ x2 “ p0, 1, 0, 0, . . .q ¨ p0, 1, 0, 0, . . .q “ p0, 0, 1, 0, . . .q

e também

x ¨ x2 “ x3 “ p0, 1, 0, 0, . . .q ¨ p0, 0, 1, 0, . . .q “ p0, 0, 0, 1, . . .q

E assim sucessivamente para os próximos xi.

Por essas observações, podemos prenunciar que, no polinômio xn, com n ě 1, o

coeficiente de ı́ndice n é igual a 1 e os demais são todos nulos. Veremos a seguir que isso

de fato acontece.

Lema 2.1.2. Se n ě 1, então o polinômio xn possui coeficiente de ı́ndice n igual a 1 e os

demais são todos iguais a zero.

Demonstração. Usaremos indução sobre n para demonstrarmos este lema. Primeiro, iremos

considerar n “ 1, anteriormente foi visto que x1 “ x “ p0, 1, 0, 0, . . .q. Como hipótese

de indução, considere que para algum k P N, o polinômio xk possui o coeficiente de ı́ndice

k igual a 1 e os demais iguais a zero. Agora, tem-se que provar que o polinômio xk`1 possui

coeficiente de ı́ndice k`1 igual a 1 e todos os outros iguais a zero. De fato, xk`1 “ xk ¨x. Sejam

xk`1 “ pc0, c1, c2, . . .q, xk “ pa0, a1, a2, . . .q e x “ pb0, b1, b2, b3, . . .q, sendo x a indeterminada.
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Pela multiplicação de polinômios, tem-se

cl “
ÿ

i`j“l

ai ¨ bj “

l
ÿ

i“0

ai ¨ bl´i.

Note que o coeficiente de ı́ndice k ` 1 é dado por:

ck`1 “ a0bk`1 ` . . . ` a1bk ` . . . ` akb1 ` . . . ` ak`1b0

Quando j “ 1, tem-se bj “ 1 e para j ‰ 1, tem-se bj “ 0. Ademais, tem-se ai “ 1 para

i “ k e ai “ 0 para i ‰ k. Assim, conclui-se que ck`1 “ akb1 “ 1. Se l ą k ` 1, então

l “ i ` pl ´ iq ą k ` 1. Desse modo, i ą k ou l ´ i “ j ą 1. Como consequência, o

produto aibl´i é igual a zero. Analogamente, utilizando do mesmo viés do argumento anterior,

nota-se que quando l ă k ` 1, tem-se l “ i ` pl ´ iq ă k ` 1, ou seja, i ă k ou l ´ i ă 1.

Assim, o produto aibl´i também é igual a zero quando l ă k ` 1. Portanto, tem-se que todos

os coeficientes com ı́ndice diferente de k ` 1 são iguais a zero, e o ı́ndice igual a k é 1. Logo, é

demonstrado que a afirmação é válida para todo n ě 1.

Ao enunciarmos este lema, temos como objetivo recuperar a notação usual.

Observação 2.1.3. Se α “ pa0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, 0, . . .q é um polinômio, então podemos

denotar α “ a0 ` a1x ` a2x
2 ` . . . ` anx

n.

De fato,

α “ pa0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, 0, . . .q

“ pa0, 0, . . .q ` p0, a1, 0, . . .q ` p0, 0, a2, . . .q ` p0, 0, 0, . . . , anq

“ a0p1, 0, 0, . . .q ` a1p0, 1, 0, . . .q ` a2p0, 0, 1, . . .q ` anp0, 0, 0, . . . , 1q

“ a0 ¨ 1 ` a1x ` a2x
2

` . . . ` anx
n

“ a0 ` a1x ` a2x
2

` . . . ` anx
n

O polinômio α na forma a0 ` a1x` a2x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n é chamado de polinômio de grau

n na indeterminada x.
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2.2 Anéis de Polinômios em uma indeterminada

Com base na Obervação 2.1.3, iremos formalizar a definição de um anel de polinômios

em uma indeterminada.

Definição 2.2.1. Seja A um anel. O conjunto dos polinômios com coeficientes no anel A,

onde x é uma indeterminada, é denotado por Arxs. Formalmente, um elemento de Arxs é uma

expressão da forma:

fpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2

` ¨ ¨ ¨ ` anx
n.

Considerando a soma e o produto de polinômios definidos anteriormente, além das

Propriedades 2.1.1, temos que Arxs é um anel comutativo com unidade.

Exemplo 2.2.1. Zrxs,Rrxs,Qrxs são exemplos de anéis polinomiais em uma indeterminada.

Exemplo 2.2.2. O ideal de Rrxs gerado por x2 ` 1 é dado por:

px2 ` 1q “ tfpxq ¨ px2 ` 1q P Rrxs | fpxq P Rrxsu.

Este ideal contém todos os múltiplos de x2 ` 1. Logo, px2 ` 1q é um ideal principal, pois pode

ser gerado por um único elemento de Rrxs.

Exemplo 2.2.3. Seja K um corpo. O ideal de Krxs gerado por x3 ` x ` 1 é dado por:

px3 ` x ` 1q “ tfpxq ¨ px3 ` x ` 1q P Krxs | fpxq P Krxsu.

Este ideal contém todos os múltiplos de x3 ` x` 1 no anel de polinômios com coeficientes em

Krxs. Logo, x3 ` x ` 1 é um ideal principal, pois pode ser gerado por um único elemento de

Krxs.

Vejamos propriedades importantes sobre anéis de polinômios em uma indeterminada.

Proposição 2.2.1. Se A é um domı́nio de integridade, então Arxs é um domı́nio de integridade.

Demonstração. Para apresentarmos essa demonstração, usaremos como base o item (III) do

Lema 2.1.1. Se A é um domı́nio de integridade e f, g P Arxs são dois polinômios não

identicamente nulos, então f ¨ g ‰ 0. Assim, Arxs é um domı́nio de integridade.
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Proposição 2.2.2. (Algoritmo da Divisão) Seja K um corpo. Se fpxq, gpxq P Krxs, sendo

gpxq ‰ 0, então, existem únicos qpxq, rpxq P Krxs tais que:

fpxq “ qpxqgpxq ` rpxq

sendo rpxq “ 0 ou grau de rpxq menor que o grau de gpxq.

Demonstração. Para demonstrar a proposição em questão, temos como objetivo mostrar que

existem únicos polinômios qpxq, rpxq P Krxs tais que fpxq “ qpxqgpxq ` rpxq, onde rpxq “ 0

ou Bprpxqq ă Bpgpxqq. Nossa hipótese é que fpxq, gpxq P Krxs e gpxq ‰ 0. Vamos utilizar um

processo semelhante ao algoritmo de divisão em Z.

Sejam fpxq e gpxq polinômios da forma:

fpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2

` ¨ ¨ ¨ ` anx
n

gpxq “ b0 ` b1x ` b2x
2

` ¨ ¨ ¨ ` bmx
m,

onde an e bm são os coeficientes dos termos de maior grau de fpxq e gpxq, respectivamente.

A primeira etapa consiste em cancelar o termo de maior grau de fpxq subtraindo um

múltiplo adequado de gpxq. Para isso, o primeiro termo do quociente qpxq, chamado q1pxq, será

o quociente entre os termos de maior grau de fpxq e gpxq:

q1pxq “
an
bm
xn´m

Esse termo é escolhido de tal forma que, ao multiplicá-lo por gpxq, o termo de maior grau de

fpxq seja cancelado.

Multiplicando q1pxq por gpxq e subtraı́mos o resultado de fpxq para obter um novo

polinômio, f1pxq. A multiplicação de q1pxq por gpxq resulta em:

q1pxqgpxq “ p
an
bm
xn´m

q ¨ pb0 ` b1x ` b2x
2

` . . . ` bmx
m

q

q1pxqgpxq “ anx
n

`
an
bm
bm´1x

n´1
` . . . `

an
bm
b0x

n´m

Agora subtraindo essa expressão de fpxq, temos: f1pxq “ fpxq ´ q1pxqgpxq, ou seja,

f1pxq “ pa0 ` a1x ` a2x
2

` . . . ` anx
n
q ´ panx

n
`
an
bm
bm´1x

n´1
` . . . `

an
bm
b0x

n´m
q
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Desta forma, cancelando o termo de maior grau de fpxq (o termo anxn), deixando um novo

polinômio f1pxq de grau menor que fpxq.

Se o polinômio f1pxq ainda tiver grau maior ou igual a m (o grau de gpxq), repetimos o

processo. Agora, o termo de maior grau de f1pxq é dividido pelo termo de maior grau de gpxq

para encontrar o próximo termo de qpxq:

q2pxq “
termo de maior grau de f1pxq

termo de maior grau de gpxq

Multiplicando q2pxq por gpxq e subtraindo o resultado de f1pxq para obter f2pxq, um novo

polinômio com grau ainda menor que f1pxq.

Essa fatoração continua até que o grau do polinômio resultante, chamado rpxq, seja

menor que o grau de gpxq. Nesse ponto, não é mais possı́vel realizar novas divisões, e rpxq é o

resto da divisão.

Ao final do processo, temos:

fpxq “ qpxqgpxq ` rpxq

onde qpxq é o quociente formado pelos termos q1pxq, q2pxq, . . . , qspxq e rpxq é o polinômio

que sobra com grau menor que m, ou seja, Bprpxqq ă Bpgpxqq. Desta forma, está provada a

existência da fatoração.

Agora vamos mostrar que os polinômios qpxq e rpxq são únicos. Suponha que existem

dois pares de polinômios pq1pxq, r1pxqq e pq2pxq, r2pxqq que satisfaçam: fpxq “ q1pxqgpxq `

r1pxq e fpxq “ q2pxqgpxq ` r2pxq. Desta forma, pq1pxq ´ q2pxqqgpxq “ r2pxq ´ r1pxq.

Agora, observe que o grau de r1pxq e r2pxq é menor que m, o grau de gpxq. Por

outro lado, o grau de pq1pxq ´ q2pxqqgpxq deve ser maior ou igual ao grau de m, exceto se

q1pxq “ q2pxq.

Portanto, para que essa igualdade seja verdadeira, devemos ter q1pxq “ q2pxq e,

consequentemente, r1pxq “ r2pxq. Desta forma, está provada a unicidade de qpxq e rpxq.

Proposição 2.2.3. Se K é um corpo, então todo ideal de Krxs é principal.

Demonstração. Sejam K um corpo e Krxs o anel de polinômios com coeficientes em K.
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Sabemos que os elementos de Krxs são da forma:

fpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2

` ¨ ¨ ¨ ` anx
n,

onde a0, a1, a2, . . . , an P K e an ‰ 0.

Seja I Ď Krxs um ideal não trivial, isto é, I ‰ t0u. O objetivo é mostrar que existe um

polinômio gpxq P Krxs tal que I “ pgpxqq, ou seja, I é gerado por gpxq. Como I ‰ t0u, existe

pelo menos um polinômio não nulo em I . Seja gpxq P I um polinômio de menor grau, ou seja,

se fpxq P I e fpxq ‰ 0, então o Bpgpxqq ď Bpfpxqq.

Queremos provar que todo fpxq P I é um múltiplo de gpxq, ou seja, fpxq “ qpxqgpxq

para algum qpxq P Krxs. Seja fpxq P I . Como K é um corpo, pela proposição anterior,

podemos dividir fpxq por gpxq no sentido usual da divisão de polinômios. Logo, existem

polinômios qpxq e rpxq P Krxs tais que:

fpxq “ qpxqgpxq ` rpxq

onde o grau de rpxq é menor que o grau de gpxq.

Desta forma, como fpxq P I e gpxq P I , e como I é fechado sob soma e produto por

elementos de Krxs, segue que rpxq “ fpxq ´ qpxqgpxq P I . Se rpxq ‰ 0, então o grau de rpxq

seria menor que o grau de gpxq. Porém, isso contradiz a escolha de gpxq como o polinômio de

menor grau em I . Portanto, deve ser o caso que rpxq “ 0, e assim fpxq “ qpxqgpxq, ou seja,

fpxq é um múltiplo de gpxq.

Por fim, como todo polinômio fpxq P I é um múltiplo de gpxq, temos que I “ pgpxqq,

o que prova que I é um ideal principal.

Se A é um domı́nio de integridade, o conjunto dos elementos invertı́veis de Arxs

coincide com os de A, ou seja, UpAq “ UpArxsq. Desta forma, nem todos os elementos não

nulos de Arxs possuem inverso multiplicativo, assim, Arxs não é corpo.

Iremos demonstrar este resultado na proposição a seguir.

Proposição 2.2.4. Se A é um domı́nio de integridade, então UpAq “ UpArxsq.

Demonstração. Suponha que fpxq P Arxs é invertı́vel. Dessa forma, existe g P Arxs tal que

fpxq ¨ gpxq “ 1. Como Bpfpxqq ` Bpgpxqq “ Bpfpxq ¨ gpxqq “ 0, então Bpfpxqq “ Bpgpxqq “ 0.

Logo, os polinômios f e g são constantes. Pela imersão apresentada anteriormente, temos que
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esses polinômios constantes são os elementos invertı́veis do domı́nio A. Portanto, o conjunto

dos elementos invertı́veis de Arxs é igual ao dos de A.

2.2.1 A imersão de A em Arxs

Ao falarmos de imersão de A em Arxs, citamos indiretamente que essa imersão se

dá pelo homomorfismo injetor que mapeia cada elemento de A para o polinômio constante

correspondente em Arxs, permitindo que A seja visto como um subanel de Arxs.

Definição 2.2.2. Sejam A um anel e fpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n P Arxs. A função

φ : A ÝÑ A, definida por fpαq “ a0 ` a1α ` a2α
2 ` ¨ ¨ ¨ ` anα

n é chamada de função

polinomial associada a fpxq.

Teorema 2.2.1. Sejam A um anel e a seguinte função φ : A ÝÑ Arxs que associa a cada

α P A o polinômio fαpxq “ α. A função como foi definida é um homomorfismo injetivo entre

os anéis A e Arxs.

Demonstração. De fato, φpα`βq “ fα`βpxq “ α`β. Todavia, pfα`fβqpxq “ fαpxq`fβpxq “

α ` β. Desse modo, φpα ` βq “ fαpxq ` fβpxq “ φpαq ` φpβq. Analogamente, tem-se

φpα ¨ βq “ φpαq ¨ φpβq. Logo, a função φ é um homomorfismo.

Para a injetividade, considere α, β P A com α ‰ β. Note que, fαp1Aq “ α e

fβp1Aq “ β. Portanto, φpαq ‰ φpβq. Assim, está provado que φ : A ÝÑ Arxs é um

homomorfismo injetivo.

Como A{Npφq “ A, então pelo Teorema do Isomorfismo 1.7.1, tem-se A » Impφq,

ou seja, estes anéis são isomorfos. Nesse viés, pode-se considerar A Ă Arxs e A como um

subanel de Arxs.

Finalizamos esta seção com um exemplo bem interessante envolvendo o conjunto dos

números complexos e a teoria de anéis quocientes.

Proposição 2.2.5. Seja C o anel dos números complexos, então C é isomorfo ao anel quociente
Rrxs

px2`1q
.

Demonstração. Considere o anel de polinômios Rrxs com coeficientes reais. O ideal px2 `1q é

o conjunto de todos os múltiplos do polinômio x2 ` 1 em Rrxs. Quando tomamos o quociente
Rrxs

px2`1q
, estamos essencialmente identificando polinômios que diferem por um múltiplo de x2`1

como equivalentes.
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No anel quociente Rrxs

px2`1q
, cada elemento pode ser representado por um polinômio de

grau no máximo 1, pois qualquer termo de grau 2 ou maior pode ser reduzido usando a relação

x2 ” ´1pmod x2 ` 1q. Assim, um elemento genérico em Rrxs

px2`1q
pode ser escrito como a ` bx

onde a, b P R.

Agora, vamos definir o isomorfismo entre C e Rrxs

px2`1q
. Considere o mapeamento

φ : C ÝÑ
Rrxs

px2`1q
definido por:

φpa ` biq “ a ` bx,

onde a, b P R e i é o número imaginário de C, isto é, i2 “ ´1.

Precisamos verificar se φ preserva a soma e o produto, ou seja, se φ é um homomorfismo

de anéis.

I) Preservação da soma:

φppa ` biq ` pc ` diqq “ φppa ` cq ` ipb ` dqq “ pa ` cq ` xpb ` dq

e φpa ` biq ` φpc ` diq “ pa ` bxq ` pc ` dxq “ pa ` cq ` xpb ` dq

Logo, φppa ` biq ` pc ` diqq “ φpa ` biq ` φpc ` diq.

II) Preservação do produto:

φppa ` biqpc ` diqq “ φppac ´ bdq ` ipad ` bcqq “ pac ´ bdq ` xpad ` bcq

e φpa ` biqφpc ` diq “ pa ` bxqpc ` dxq “ pa ` cq ` pb ` dqx

Logo, φppa ` biqpc ` diqq “ φpa ` biqφpc ` diq.

Assim, φ é um homomorfismo de anéis. Para mostrar que φ é um isomorfismo,

precisamos verificar que φ é injetiva e sobrejetiva.

I) Injetiva: Suponha que φpa ` biq “ 0. Isso significa que a ` bx ” 0 em Rrxs

px2`1q
, o que

implica a “ 0 ou b “ 0, já que o polinômio x2 ` 1 tem grau 2. Portanto, a ` bi “ 0, e φ

é injetiva.

II) Sobrejetiva: Dado qualquer elemento a ` bx em Rrxs

px2`1q
, basta considerar a ` bi P C tal

que φpa ` biq “ a ` bx. Portanto, φ é sobrejetiva.
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Por fim, concluı́mos que φ é um homomorfismo bijetivo de anéis, isto é, ele é um

isomorfismo. Assim, o anel dos números complexos C é isomorfo ao anel quociente Rrxs

px2`1q
,

ou seja:

C –
Rrxs

px2 ` 1q

2.3 Anéis de Polinômios em um número finito de

indeterminadas

A noção de anéis de polinômios em um número finito de indeterminadas é uma

generalização de anéis de polinômios em uma indeterminada e desempenham um papel central

em álgebra abstrata e geometria algébrica.

De acordo com a Definição 2.2.1, um polinômio em uma indeterminada sobre um anel

A é uma expressão do tipo:

fpxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anx
n.

Aqui, x é a indeterminada e os coeficientes a0, a1, . . . , an são elementos do anel A.

Se tivermos mais de uma indeterminada, digamos x1, x2, um polinômio em duas

indeterminadas com coeficientes inteiros é algo como:

fpx1, x2q “ 3x21x2 ` 2x1 ` 5x32 ` 7.

Podemos analisar f como um polinômio na indeterminada x2 e coeficientes no anel de

polinômios Zrx1s

fpx1, x2q “ 5x32 ` p3x21qx2 ` 2x1 ` `7.

Ou seja, pensamos f como um elemento do anel de polinômios pZrx1sqrx2s. Deste modo,

podemos definir o conjunto dos polinômios nas indeterminadas x1, x2 com coeficientes em Z

por Zrx1, x2s “ pZrx1sqrx2s. Sendo assim, este conjunto possui estrutura de anel. Note que

construção análoga poderia ser feita destacando a indeterminada x2.
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Ao adicionarmos mais indeterminadas a expressão polinomial, chegaremos a

generalização do mesmo. Desta forma, teremos um anel de polinômios da forma

Arx1, x2, . . . , xns, na qual é o conjunto de todos esses polinômios em n variáveis, com

coeficientes vindos de um anel A.

Definição 2.3.1. Seja A um anel. O conjunto dos polinômios em n indeterminadas sobre A,

denotado por Arx1, x2, . . . , xns, é o conjunto de expressões da forma:

fpx1, x2, . . . , xnq “
ÿ

i1,i2...,in

ai1,i2...,inx
i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n ,

onde ai1,i2...,in P A e i1, i2, . . . , in P N Y t0u.

Proposição 2.3.1. Seja A um anel e k P N. Se A é um domı́nio de integridade, então

Arx1, . . . , xks é um domı́nio de integridade.

Demonstração. Para demonstrar a proposição, utilizaremos da indução em k queArx1, . . . , xks

é um domı́nio de integridade se A é um domı́nio de integridade.

Suponha que k “ 1, logo Arxs é o anel de polinômios em uma indeterminada com

coeficientes em A. Neste caso, o resultado segue da Proposição 2.2.1.

Considere que Arx1, . . . , xks é um domı́nio de integridade para algum k ě 1. Vamos

mostrar que Arx1, . . . , xk`1s também é um domı́nio de integridade.

Considere dois polinômios não nulos fpx1, . . . , xk`1q e gpx1, . . . , xk`1q em

Arx1, . . . , xk`1s. Podemos escrever esses polinômios como:

fpx1, . . . , xk`1q “

m
ÿ

i“0

fipx1, . . . , xkqxik`1

gpx1, . . . , xk`1q “

n
ÿ

i“0

gjpx1, . . . , xkqxjk`1,

onde

fipx1, . . . , xkq, gjpx1, . . . , xkq P Arx1, . . . , xks. O produto fpx1, . . . , xk`1qgpx1, . . . , xk`1q é

dado por:

fpx1, . . . , xk`1qgpx1, . . . , xk`1q “

m`n
ÿ

l“0

p
ÿ

i`j“l

fipx1, . . . , xkqgjpx1, . . . , xkqqxlk`1

Suponha que fpx1, . . . , xk`1qgpx1, . . . , xk`1q “ 0. Então, todos os coeficientes devem
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ser zero:

ÿ

i`j“l

fipx1, . . . , xkqgjpx1, . . . , xkq “ 0, para todo l.

Em particular, considere o coeficiente do termo de maior grau em xk`1. Esse coeficiente

é dado por fmpx1, . . . , xkqgnpx1, . . . , xkq. Como Arx1, . . . , xks é um domı́nio de integridade

(pela hipótese de indução), temos que fmpx1, . . . , xkq “ 0 ou gnpx1, . . . , xkq “ 0.

Se fmpx1, . . . , xkq “ 0, então fpx1, . . . , xk`1q tem grau menor que m, contradizendo a

suposição de que fpx1, . . . , xk`1q era um polinômio não nulo.

Se gnpx1, . . . , xkq “ 0, então gpx1, . . . , xk`1q tem grau menor que n, contradizendo a

suposição de que gpx1, . . . , xk`1q era um polinômio não nulo.

Portanto, fpx1, . . . , xk`1qgpx1, . . . , xk`1q só pode ser zero se pelo menos um dos

polinômios fpx1, . . . , xk`1q ou gpx1, . . . , xk`1q for zero. Isso mostra que Arx1, . . . , xk`1s

também é um domı́nio de integridade.

Embora possamos ainda trabalhar com o conceito de ideais principais em um anel de

polinômios com mais indeterminadas, diferentemente do caso de uma indeterminada, como na

Proposição 2.2.3, existem ideais que não são necessariamente desta forma neste ambiente com

mais indeterminadas.

Exemplo 2.3.1. O ideal I “ px21 ´ x2q no anel Rrx1, x2s contém todos os polinômios da forma

px21´x2q¨gpx1, x2q, onde gpx1, x2q é um polinômio de Rrx1, x2s. Já o conjunto J dado por todos

os polinômios da forma x1 ¨ fpx1, x2q ` x2 ¨ gpx1, x2q, onde fpx1, x2q, gpx1, x2q são elementos

de Rrx1, x2s, é um ideal de Rrx1, x2s que não é principal.

Agora, vamos provar que o conjunto J , definido como:

J “ tx1 ¨ fpx1, x2q ` x2 ¨ gpx1, x2q P Rrx, y, s | fpx1, x2q, gpx1, x2q P Rrx1, x2su

é um ideal de Rrx1, x2s que não é principal.

Iremos provar que J é um ideal de Rrx1, x2s, precisamos verificar que:

I. J é fechado para a soma;

II. J é fechado para o produto.
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(I.) J é fechado para a soma: Sejam ppx1, x2q “ x1 ¨ f1px1, x2q ` x2 ¨ g1px1, x2q e

qpx1, x2q “ x1 ¨f2px1, x2q`x2 ¨g2px1, x2q dois elementos de J . A soma de ppx1, x2q e qpx1, x2q

é: ppx1, x2q ` qpx1, x2q “ px1 ¨ f1px1, x2q ` x2 ¨ g1px1, x2qq ` px1 ¨ f2px1, x2q ` x2 ¨ g2px1, x2qq.

Isso pode ser reescrito como: ppx1, x2q ` qpx1, x2q “ x1 ¨ pf1px1, x2q ` f2px1, x2qq ` x2 ¨

pg1px1, x2q`g2px1, x2qq. Como f1px1, x2q`f2px1, x2q e g1px1, x2q`g2px1, x2q são polinômios

em Rrx1, x2s, temos que ppx1, x2q ` qpx1, x2q P J . Logo, J é fechado para a soma.

(II.) J é fechado para o produto: Se ppx1, x2q “ x1 ¨ f1px1, x2q ` x2 ¨ g1px1, x2q P J e

hpx1, x2q P Rrx1, x2s, então: hpx1, x2q ¨ ppx1, x2q “ hpx1, x2q ¨ x1 ¨ f1px1, x2q ` x2 ¨ g1px1, x2q.

Aplicando a distributividade: hpx1, x2q ¨ppx1, x2q “ x1 ¨ phpx1, x2q ¨fpx1, x2qq`x2 ¨ phpx1, x2q ¨

gpx1, x2qq. Como hpx1, x2q¨fpx1, x2q e hpx1, x2q¨gpx1, x2q são polinômios em Rrx1, x2s, temos

que hpx1, x2q ¨ ppx1, x2q P J . Logo, J é fechado para o produto por polinômios de Rrx1, x2s.

Agora, vamos provar que J não é um ideal principal. Suponha, por absurdo, que J seja

um ideal principal, ou seja, existe um polinômio ppx1, x2q P Rrx1, x2s tal que J “ pppx1, x2qq,

isto é, todos os elementos de J podem ser escritos como múltiplos de ppx1, x2q.

Note que, x1 e x2 são ambos elementos de J , pois podemos escrever como: x1 “

x1 ¨ 1 ` x2 ¨ 0 e x2 “ x2 ¨ 0 ` x2 ¨ 1. Portanto, x1, x2 P J . Assim, tanto x1 quanto x2 seriam

múltiplos de ppx1, x2q. No entanto, isso implicaria que ppx1, x2q divide tanto x1 quanto x2, o que

é um absurdo, pois x1 e x2 são indeterminadas independentes, e não existe um polinômio não

constante que divida simultaneamente x1 e x2. Assim, chegamos a uma contradição. Portanto,

J não pode ser um ideal principal.

Esta é uma diferença significativa quando passamos a um anel polinomial com mais

indeterminadas sobre um corpo que será discutido melhor na próxima seção.

2.4 Estruturas Finitamente Geradas: A Ascensão de Hilbert

e Noether

Nessa seção iremos falar um pouco da contribuição de Emmy Noether e David Hilbert

na teoria dos anéis.

Noether fez contribuições profundas e revolucionárias na teoria dos anéis que

desempenham um papel central na álgebra abstrata. Uma das principais contribuições foi a

definição e o estudo do que veio a ser os Anéis Noetherianos.
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Hilbert, outro célebre matemático, desenvolveu O Teorema da Base de Hilbert, o

qual tem uma importância fundamental na teoria dos anéis. Esse teorema é importante porque

formaliza a noção de finitude em álgebra, garantindo que as soluções de sistemas de equações

polinomiais podem ser descritas por um número finito de geradores. Essa contribuição de

Hilbert abriu caminho para à álgebra moderna e a formalização da geometria algébrica.

2.4.1 Anéis Noetherianos

Os anéis noetherianos representam uma das classes mais importantes de anéis na álgebra

comutativa, com aplicações que vão desde a teoria dos números até a geometria algébrica.

Caracterizam-se por uma estrutura que garante que todo ideal seja finitamente gerado, o

que confere organização e previsibilidade ao estudo de suas propriedades. Esse conceito,

formalizado a partir do trabalho pioneiro de Emmy Noether, não apenas simplifica a análise de

subestruturas algébricas, mas também permite a construção de teorias elegantes que sustentam

o avanço da álgebra abstrata moderna. Sua relevância está em oferecer um alicerce teórico

sólido para a resolução de problemas que envolvem sistemas de equações e ideais, assegurando

que o número de elementos necessários para descrever essas estruturas seja sempre finito.

Vamos iniciar apresentando uma generalização dos ideais principais.

Proposição 2.4.1. Sejam A um anel e f1, f2, . . . , fn P A, o conjunto definido como

pf1, f2, . . . , fnq “ ta1 ¨ f1 ` ¨ ¨ ¨ ` an ¨ fn P A | ai P A, @i “ 1, . . . nu

é um ideal chamado de ideal finitamente gerado por f1, . . . , fn.

Demonstração. Iremos verificar que I :“ pf1, f2, . . . , fnq é fechado sob soma.

Sejam x “ a1f1 ` a2f2 ` ¨ ¨ ¨ ` anfn e y “ b1f1 ` b2f2 ` ¨ ¨ ¨ ` bnfn, onde ai, bi P A. A

soma de x e y é:

x ` y “ pa1f1 ` a2f2 ` ¨ ¨ ¨ ` anfnq ` pb1f1 ` b2f2 ` ¨ ¨ ¨ ` bnfnq

reorganizando os termos, tem-se:

x ` y “ pa1 ` b1qf1 ` pa2 ` b2qf2 ` . . . ` pan ` bnqfn

como ai ` bi P A @i. Daı́, segue que x ` y P I . Portanto, I é fechado sob soma.
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Agora, iremos verificar que I é fechado sob produto. Seja r P A e x P I , onde

x “ a1f1 ` a2f2 ` ¨ ¨ ¨ ` anfn P I . Então, para r P A temos:

r ¨ x “ r ¨ pa1f1 ` a2f2 ` ¨ ¨ ¨ ` anfnq

reorganizando os termos, tem-se:

r ¨ x “ pra1qf1 ` pra2qf2 ` ¨ ¨ ¨ ` pranqfn

como rai P A para todo i, segue que r ¨ x P I . Portanto, I é fechado sob produto por elementos

de A.

Por fim, mostramos que I é fechado sob e produto por elementos de A. Logo, I é um

ideal de A.

Esse ideal é chamado de ideal finitamente gerado pelos elementos f1, f2, . . . , fn porque

todo elemento de I pode ser escrito como uma combinação linear finita desses elementos com

coeficientes em A.

Definição 2.4.1. Seja A um anel qualquer. Dizemos que A é um anel Noetheriano se qualquer

ideal I em A for finitamente gerado, isto é, existem a1, . . . , as P A tais que: I “ pa1, . . . , asq.

Proposição 2.4.2. Seja A um anel. São equivalentes as seguintes condições:

I. A é Noetheriano;

II. Toda cadeia ascendente de ideais de A

I1 Ď I2 Ď I3 Ď . . . Ď In Ď . . .

é estacionária, isto é, existe m ě 1 tal que Im “ Im`1, @ m P N.

III. Qualquer famı́lia não-vazia de ideais de A possui elemento maximal (com respeito a

inclusão).

Demonstração. pI. ñ II.q Para demonstramos esta implicação, considere uma cadeia

ascendente de ideias em A

I1 Ď I2 Ď I3 Ď . . . Ď In Ď In`1 Ď . . .
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Como os ideais In, n P N, estão em cadeia, note que I “
8
Ť

j“1

Ij é um ideal de A. Sendo A

um anel Noetheriano, temos que I é finitamente gerado. Assim, existem f1, . . . , fk P I tais

que I “
8
Ť

j“1

Ij “ pf1, . . . , fkq. Observe que para cada i “ 1, . . . , k existe ni P N tal que

fi P Ini
. Além disso a menos de uma reordenação na lista de geradores de I , podemos assumir

que n1 ď n2 ď ¨ ¨ ¨ ď nk. Logo, conclui-se que pf1, . . . , fkq Ď Ink
. Deste modo,

I “ pf1, . . . , fkq Ď Ink
Ď

8
ď

j“1

Ij “ I

Portanto, concluı́-se que toda cadeia ascendente de ideais de A é estacionária.

pII. ñ III.q Para demonstramos esta implicação faremos uso da contra positiva.

Considere F uma famı́lia não-vazia de ideais de A que F não admite elemento maximal com

respeito a inclusão. Como F é não vazia, considere I1 P F . Logo, I1 não é elemento maximal,

por definição segue que D I2 P F tal que I1 Ĺ I2. De maneira recursiva, podemos considerar

I1, I2, . . . , In´1 P F tais que I1 Ĺ I2 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ In´1, e In´1 não é elemento maximal em F .

Logo, temos que existe In P F tal que In´1 Ĺ In. Portanto, obtemos uma cadeia ascendente de

ideais de A que não é estacionária.

pIII. ñ I.q Para demonstramos esta implicação considere I um ideal de A. Seja G

a famı́lia dos ideais K de A que são finitamente gerados e tais que K Ď I . Como p0Aq Ď I

então G ‰ H. Por hipótese, segue que G admite um elemento maximal, digamos J . Como

J P G então J é finitamente gerado e J Ď I . Supondo por absurdo que J ‰ I . Então J Ĺ I ,

o que significa que D f P I tal que f R J . Como J é finitamente gerado, temos J ` pfq é

finitamente gerado e J ` pfq Ď I , desta forma, temos que J ` pfq P G, mas f R J , logo temos

J Ĺ J ` f , contradizendo a maximalidade de J na famı́lia G. Portanto, I “ J é finitamente

gerado. Concluı́mos que A é Noetheriano.

Os exemplos mais naturais de Anéis Noetherianos são os corpos, por exemplo,

Q,R,C,Zp, com p primo e os anéis em que todo ideal é principal, como por exemplo, o anel

dos números inteiros, como visto em Proposição 1.5.3 ou mesmo o anel de polinômios em uma

indeterminada sobre um corpo K, como visto em Proposição 2.2.3.

2.4.2 O Teorema da Base de Hilbert

O Teorema da Base de Hilbert é um marco na história da álgebra, estabelecendo a

estabilidade estrutural dos anéis de polinômios em extensões finitas. Ele afirma que, se o anel
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de partida é noetheriano, então o anel de polinômios formado a partir dele também herda essa

propriedade. Essa ideia revolucionária, introduzida por David Hilbert, trouxe uma compreensão

mais profunda sobre a finitude e a organização em álgebra, permitindo o estudo sistemático de

sistemas polinomiais complexos e suas soluções. Mais do que um resultado técnico, o Teorema

da Base de Hilbert abriu novas fronteiras na geometria algébrica e na álgebra computacional,

fornecendo ferramentas que tornaram possı́vel descrever e manipular sistemas algébricos com

eficiência e clareza.

Teorema 2.4.1. Seja A um anel. Se A é Noetheriano então, Arx1, . . . , xns é Noetheriano.

Demonstração. Como podemos identificar o anel de polinômios em um número finito de

indeterminadas da seguinte maneira: Arx1, . . . , xns “ pArx1, . . . , xn´1sqrxns, é suficiente, por

indução, mostrarmos o caso n “ 1. Ou seja, queremos provar que A Noetheriano ñ Arxs

Noetheriano. Demonstraremos que Arxs não-Noetheriano ñ A não-Noetheriano.

Considere I Ď Arxs ideal que não é finitamente gerado. Escolha f1 P Izt0u de grau

menor possı́vel. Considere f2 P Izpf1q de grau mı́nimo. Considere f3 P Izpf1, f2q de grau

mı́nimo, e assim por diante: fk P Izpf1, . . . , fk´1q, k ě 2 de grau mı́nimo.

Denote por dk o grau de fk, e por ak o coeficiente lı́der de fk, ou seja: fk “ akx
dk `

ptermos de grau menor que dkq. Pela escolha de cada fk, temos d1 ď d2 ď . . . ď dk ď . . ..

Afirmamos que a cadeia pa1q Ď pa1, a2q Ď . . . Ď pa1, . . . , akq Ď . . . é uma cadeia de

ideais de A não estacionária.

Suponha por absurdo que ela estacione, isto é, D k tal que pa1, . . . , akq “

pa1, . . . , ak, ak`1q. Daı́, ak`1 P pa1, . . . , akq ñ ak`1 “
řk

i“1 biai com bi P A.

Defina

g “

k
ÿ

i“1

bix
dk`1´difi,

e note que g P pf1, . . . , fkq. Deste modo, tem-se:

g “ b1x
dk`1´d1
1 pa1x

d1 ` ¨ ¨ ¨ q ` b2x
dk`1´d2pa2x

d2 ` ¨ ¨ ¨ q ` ¨ ¨ ¨ ` b
dk`1´dk
k pakx

dk ` ¨ ¨ ¨ q.

Logo,

g “ a1b1x
dk`1 ` a2b2x

dk`1 ` ¨ ¨ ¨ ` akbkx
dk`1 ` ptermos de grau menor que dk`1q.

Assim,
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g “ pa1b1 ` . . . ` akbkqxdk`1 ` ptermos de grau menor que dk`1q.

Como a1b1 ` ¨ ¨ ¨ ` akbk “ ak`1 temos que

g “ ak`1x
dk`1 ` ptermos de grau menor que dk`1q.

Considere

h :“ fk`1 ´ g “ ak`1x
dk`1 ` ptermos de grau menor que dk`1q

´ak`1x
dk`1 ´ p termos de grau menor que dk`1q

Observe que grauphq ă dk`1 “ graupfk`1q.Além disso, como g P pf1, . . . , fkq Ď I, fk`1 P I e

fk`1 R pf1, . . . , fkq, temos que h “ fk`1 ´ g P Izpf1, . . . , fkq, o que contradiz a minimalidade

de dk`1.

Assim, conseguimos uma cadeia de ideais em A que não estaciona. Portanto, A é não-

Noetheriano.



Capı́tulo 3

Lema de Gauss

Neste capı́tulo, abordaremos inicialmente a versão clássica do Lema de Gauss sobre o

conjunto dos inteiros Z como uma motivação para o resultado final. Ao final, apresentaremos o

principal resultado de nosso trabalho, o Lema de Gauss generalizado para domı́nios, para tanto,

exploraremos definições e propriedades relacionadas.

3.1 O Clássico Lema de Gauss

Na disciplina de introdução à álgebra, em especı́fico na parte de anéis, estudamos sobre

o clássico Lema de Gauss. Nesta seção iremos abordar alguns conceitos prévios e iremos

apresentar alguns exemplos essências para abordar o que é em si o Lema de Gauss. Iremos

ver agora o Lema de Gauss sobre o conjunto dos números inteiros Z.

Definição 3.1.1. Um polinômio fpxq P Zrxs é chamado irredutı́vel sobre Z se, fpxq “

gpxq ¨ hpxq com gpxq, hpxq P Zrxs, então gpxq ou hpxq deve ser um polinômio constante. Em

outras palavras, fpxq é irredutı́vel se não pode ser fatorado em um produto de dois polinômios

com coeficientes inteiros não constantes. Do contrário, dizemos que fpxq é redutı́vel sobre Z.

Exemplo 3.1.1. O polinômio fpxq “ x2 ` 1 é irredutı́vel sobre Z porque não pode ser fatorado

em dois polinômios de grau menor com coeficientes inteiros.

Exemplo 3.1.2. O polinômio gpxq “ x2 ´ 4 é redutı́vel sobre Z, pois pode ser fatorado como

px ´ 2qpx ` 2q, ambos com coeficientes inteiros.

Definição 3.1.2. Um polinômio fpxq P Qrxs é chamado irredutı́vel sobre Q se, fpxq “

gpxq ¨ hpxq com gpxq, hpxq P Qrxs, então gpxq ou hpxq deve ser um polinômio constante. Em

50
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outras palavras, fpxq é irredutı́vel se não pode ser fatorado em um produto de dois polinômios

com coeficientes racionais não constantes. Do contrário, dizemos que fpxq é redutı́vel sobre

Q.

Exemplo 3.1.3. O polinômio fpxq “ x2 ´ 2 é irredutı́vel sobre Q porque não pode ser fatorado

em Qrxs. Note que sua fatoração envolveria
?
2, que não é racional.

Lema 3.1.1. (Lema de Gauss sobre Z) Seja fpxq P Zrxs tal que fpxq é irredutı́vel sobre Z,

então fpxq é irredutı́vel sobre Q.

Demonstração. Temos como hipótese que fpxq P Zrxs é irredutı́vel sobre Z, ou seja, não pode

ser fatorado como o produto de dois polinômios não constantes em Zrxs. Iremos mostrar que

fpxq também é irredutı́vel sobre Q.

Faremos a prova pela contra positiva. Vamos supor que fpxq não seja irredutı́vel sobre

Q, ou seja, existe uma fatoração de fpxq como o produto de dois polinômios não constantes

com coeficientes racionais e a partir dessa suposição, trabalharemos para mostrar que fpxq não

é irredutı́vel em Z.

Suponha que fpxq não seja irredutı́vel em Qrxs. Então, podemos escrever fpxq como o

produto de dois polinômios não constantes em Qrxs:

fpxq “ gpxqhpxq,

onde gpxq, hpxq P Qrxs. Sabemos que gpxq, hpxq tem coeficientes racionais, ou seja, podemos

escrever:

gpxq “
g1pxq

a
, hpxq “

h1pxq

b
,

onde g1pxq, h1pxq P Zrxs são polinômios com coeficientes inteiros, e a, b P Z z t0u são os

denominadores comuns dos coeficientes de gpxq, hpxq, respectivamente.

Substituindo essas expressões em fpxq “ gpxqhpxq, temos:

fpxq “

ˆ

g1pxq

a

˙ ˆ

h1pxq

b

˙

“
g1pxqh1pxq

ab

Multiplicando ambos o lado da equação por m “: ab, obtemos:

mfpxq “ g1pxqh1pxq
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Aqui, g1pxq, h1pxq são polinômios com coeficientes inteiros e, portanto,mfpxq é fatorado como

o produto de dois polinômios não constantes em Zrxs.

Assim, temos:

g1pxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` arx
r, ai P Z.

h1pxq “ b0 ` b1x ` ¨ ¨ ¨ ` bsx
s, bj P Z.

Agora, supondo que p | m, sendo p primo. Vamos provar que p | ai @ i P t1, . . . , ru ou

p | bj @ j P t1, . . . , su.

De fato, se D i P t1, . . . , ru e D j P t1, . . . , su tais que p ∤ ai e p ∤ bj , considerando que i

e j são os menores termos possı́veis com esta propriedade.

Desta forma, como p | m temos que p divide o coeficiente de xi`j do polinômio

mfpxq “ g1pxq ¨ h1pxq, isto é,

p | pb0 ¨ ai`j ` b1 ¨ ai`j´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bj ¨ ai ` ¨ ¨ ¨ ` bi`j´1 ¨ a1 ` bi`j ¨ a0q.

Pela escolha de i e j, temos que p divide cada parcela, com exceção de bj ¨ ai, do coeficiente de

xi`j de g1pxq ¨ h1pxq.

Como p divide toda a expressão segue também que p | bj ¨ ai e como p é um

número primo temos que p | ai ou p | bj que é uma contradição. Portanto, se p primo,

p | m ñ p | ai @ i P t1, . . . , ru ou p | bj @ j P t1, . . . , su.

Nesse mesmo viés, suponha que p | ai @ i P t1, 2, . . . , ru. Assim, g1pxq “ p ¨g2pxq onde

g2pxq P Zrxs. E, se m “ p ¨ m1 temos:

p ¨ m1fpxq “ p ¨ g2pxq ¨ h1pxq

m1fpxq “ g2pxq ¨ h1pxq.

Deste modo, como o número de fatores primos de m é finito baseado no argumento

acima (como também pela indução sobre o número de fatores primos de m), temos que:

fpxq “ Gpxq ¨ Hpxq,

na qual, Gpxq, Hpxq P Zrxs. Além disso, Gpxq e Hpxq são múltiplos racionais de gpxq e hpxq,
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respectivamente, contradizendo a irredutibilidade de fpxq sobre Z.

3.2 Fundamentos da Fatoração: Caminho ao Lema de Gauss

Nesta seção apresentaremos algumas noções preliminares que são fundamentais para

o desenvolvimento do resultado principal deste trabalho o Lema de Gauss generalizado para

domı́nios. Introduziremos uma aritmética sobre domı́nios.

Definição 3.2.1. Sejam A um domı́nio e a, b P A. Dizemos que a divide b, em sı́mbolos, a | b,

se D c P A, tal que b “ a ¨ c. Em linguagem de ideais, se pbq Ď paq.

Definição 3.2.2. Sejam A um domı́nio e a, b P A. Dizemos que a e b são associados se, a | b e

b | a. Equivalentemente, se paq “ pbq.

Agora vamos as noções de irredutibilidade e primalidade em domı́nios. Posteriormente,

discutiremos as diferenças entre as mesmas, assim como a importância de estarmos em

domı́nios (Proposição 3.2.1).

Definição 3.2.3. Sejam A um domı́nio e a, b P A. Um elemento f P AzpUpAq Y t0uq é dito um

elemento irredutı́vel, se sempre que f “ g ¨ h, com g, h P A, então g P UpAq ou h P UpAq. Do

contrário, f é dito um elemento redutı́vel.

Definição 3.2.4. Sejam A um domı́nio e a, b P A. Um elemento f P AzpUpAq Y t0uq é dito um

elemento primo, se sempre que f | g ¨ h, com g, h P A, então f | g ou f | h.

Note que em linguagem de ideais, se f é primo então, o ideal principal gerado por f é

um ideal primo.

Proposição 3.2.1. Sejam A um domı́nio e p P A com p ‰ 0 e p R UpAq. Se p é primo, então p

é irredutı́vel.

Demonstração. Sejam a, b P A, tais que p “ a ¨ b. Como p “ a ¨ b, temos que p | pa ¨ bq, o que

por hipótese implica que p | a ou p | b.

Se p | a, então existe c P A, tal que a “ c ¨ p. Deste modo, p “ pc ¨ pq ¨ b e como p ‰ 0 e

A é um domı́nio, então c ¨ b “ 1. O que implica que b P UpAq.

Se p | b, então existe c P A, tal que b “ c ¨ p. Deste modo, p “ pc ¨ pq ¨ a e como p ‰ 0 e

A é um domı́nio, então c ¨ a “ 1. O que implica que a P UpAq. Portanto, p é irredutı́vel.
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Exemplo 3.2.1. Considere o anel Zr
?

´5s, uma variação do anel dos inteiros de Gauss. Note

que neste anel o elemento 3 é irredutı́vel, porém não é primo. De fato, note que claramente 3

divide 6, porém, neste anel também podemos escrever 6 “ p1`
?

´5qp1´
?

´5q e 3 não divide

p1`
?

´5q e também não divide p1´
?

´5q. Esta ”patologia”ocorreu devido ao fato deste anel

admitir fatorações diferentes para o mesmo elemento. Discutiremos isto mais adiante.

3.2.1 Domı́nio Euclidiano

Um Domı́nio Euclidiano é um tipo especial de domı́nio que possui uma função auxiliar

denominada de função Euclideana. Neste ambiente é possı́vel realizar divisões de maneira

semelhante ao que é feito no conjunto dos números inteiros.

Definição 3.2.5. Seja D um domı́nio. Dizemos que D é um Domı́nio Euclideano (DE) se

existe uma função φ : Dzt0u Ñ Z` Y t0u satisfazendo

I. Dados a, b P D com b ‰ 0, existem q, r P D tais que

a “ b ¨ q ` r, com r “ 0 ou φprq ă φpbq;

II. φpaq ď φpabq, para todos a, b P Dzt0u.

A definição acima significa que dados a e b, podemos sempre encontrar um ”quociente”q

e um ”resto”r de forma que o tamanho (medido pela função φ) de r seja estritamente menor

que o de b, isto é, a divisão ”termina”em um resto suficientemente pequeno.

Agora, iremos apresentar alguns exemplos de domı́nios Euclideanos. O exemplo mais

natural de um domı́nio Euclideano é o conjunto dos números inteiros pZq.

Exemplo 3.2.2. Considere o domı́nio dos inteiros Z e a função euclideana sendo o valor

absoluto dos inteiros, φpnq “ |n|, para cada n P Z. Considerando o algoritmo da divisão

dos inteiros, temos que para quaisquer a, b P Z com b ‰ 0, podemos encontrar um quociente q

e um resto r tais que a ` b ¨ q ` r com 0 ď |r| ă |b|. Assim, garantimos que Z é um domı́nio

Euclideano.

Exemplo 3.2.3. Seja K um corpo. O anel dos polinômios em um indeterminada sobre o

corpo K, denotado por Krxs, é um domı́nio Euclideano. De fato, neste caso, podemos

considerar a função Euclideana como sendo o grau do polinômio dado em Krxs, explicitamente:
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φpfpxqq “ Bpfpxqq, com fpxq P Krxs. De fato, pela Proposição 2.2.2, temos que para

quaisquer polinômios fpxq, gpxq P Krxs com gpxq ‰ 0, podemos dividir fpxq por gpxq de

modo que: fpxq “ gpxq ¨ qpxq ` rpxq com rpxq “ 0 ou Bprpxqq ă Bpgpxqq. Deste modo,

garantimos que Krxs é um domı́nio Euclideano.

Exemplo 3.2.4. O anel dos Inteiros Gaussianos Zris é um domı́nio Euclideano. Neste anel,os

elementos são da forma a ` bi, onde a, b P Z e i “
?

´1. A função Euclideano neste caso é a

norma de um número complexo Npa ` biq “ a2 ` b2. Para α, β P Zris com β ‰ 0, podemos

encontrar um quociente q e um resto r tais que α “ β ¨ q` r com Nprq ă Npβq. Portanto, Zris

é um domı́nio Euclideano.

3.2.2 Domı́nio de Ideais Principais

Vimos anteriormente na Definição ?? o conceito de ideal principal, agora iremos ver

um tipo especial de domı́nio onde todo ideal é desta forma, ou seja, domı́nios em que todos os

ideais são gerados por um único elemento.

Definição 3.2.6. Seja D um domı́nio. Dizemos que D é um Domı́nio de Ideais Principais

(DIP) se para cada ideal I de D, existe um elemento a P D tal que

I “ paq “ tr ¨ a P D | r P Du.

Agora, iremos apresentar exemplos de Domı́nios de Ideais Principais. Mais uma vez, o

exemplo mais clássico de um Domı́nio de Ideais Principais é o conjunto dos números inteiros

Z.

Exemplo 3.2.5. O anel dos inteiros Z é um Domı́nio de Ideais Principais. Este fato foi mostrado

na Proposição 1.5.3.

Exemplo 3.2.6. O anel de polinômios em uma indeterminada sobre um corpo K, denotado por

Krxs, é um Domı́nio de Ideais Principais. Este fato foi mostrado na Proposição 2.2.3.

Proposição 3.2.2. Sejam D um DIP e p P D. Então, p é um elemento primo, se e somente se,

p é um elemento irredutı́vel.

Demonstração. pñq Segue diretamente da Proposição 3.2.1.
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pðq Suponha que p P D é um elemento irredutı́vel. Queremos mostrar que p é primo,

ou seja, se p divide a ¨ b, com a, b P D, então p divide a ou p divide b. Vamos mostrar que o

ideal principal gerado por p é um ideal maximal, em particular, ppq é um ideal primo, logo, por

definição, p é um elemento primo. Primeiro, como p é irredutı́vel, temos que ppq é um ideal

próprio em D. Seja J um ideal próprio de D tal que ppq Ď J. Como D é um DIP, temos que

J “ pqq para algum q P D. Portanto, p “ aq para algum a P D. Como p é irredutı́vel, temos

que a P UpDq ou q P UpDq. Mas q R UpDq, pois J “ pqq Ĺ D, por isso, a P UpDq e assim,

q “ a´1p e J “ pqq Ď ppq. Portanto, ppq “ J .

Por fim, ainda apresentamos o exemplo do anel dos inteiros de Gauss como Domı́nio

de Ideais Principais. Note que todos os exemplos de Domı́nios Euclideanos que apresentamos

na seção anterior são exemplos de Domı́nios de Ideais Principais. Isto decorre do fato de todo

Domı́nio Euclideano ser Domı́nio de Ideais Principais. Veremos isto mais a frente.

Exemplo 3.2.7. O anel dos inteiros gaussianos Zris é um Domı́nio de Ideais Principais.

3.2.3 Domı́nio de Fatoração Única

Um Domı́nio de Fatoração Única é um tipo especial de domı́nio onde existe a garantia

de que qualquer elemento pode ser fatorado em elementos irredutı́veis de forma única. Isso

generaliza a familiar propriedade dos números inteiros de terem uma fatoração única com

respeito aos números primos.

Definição 3.2.7. Um domı́nio D é dito um Domı́nio de Fatoração Única (DFU) se todo

elemento não nulo e não inversı́vel deD pode ser escrito como um produto (finito) de elementos

irredutı́veis de maneira única, a menos de ordem e elementos associados. Explicitamente:

• (Existência da fatoração) Se d P D, então d “ d1d2 ¨ ¨ ¨ dm com di P D, i “ 1, . . . ,m,

elementos irredutı́veis;

• (Unicidade da fatoração) Se d “ q1q2 ¨ ¨ ¨ qn é outra fatoração em elementos irredutı́veis

qj P D, j “ 1, . . . , n, então m “ n, isto é a quantidade de fatores das duas fatorações é

igual e existe uma permutação (função bijetora) φ : t1, . . . ,mu Ñ t1, . . . ,mu tal que di

é associado a φpdiq, para todo i “ 1, . . . ,m.
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Exemplo 3.2.8. Como sabemos, devido ao Teorema Fundamental da Aritmética, todo número

inteiro não nulo pode ser fatorado de maneira única (a menos de ordem e dos elementos

associados 1 e ´1) em fatores primos, isto é, o domı́nio Z é um Domı́nio de Fatoração Única.

Por exemplo:

30 “ 2 ¨ 3 ¨ 5

Essa fatoração é única, exceto pela permutação dos fatores e pelos sinais ˘1, que são as

unidades no anel Z.

Uma informação bastante útil é que em Domı́nios de Fatoração Única as noções de

elementos primo e irredutı́vel são equivalentes.

Lema 3.2.1. Sejam D um DFU e p P D, com p ‰ 0 e p R UpDq. Então,

p é irredutı́vel ô p é primo .

Demonstração. pñq Sejam a, b P D tais que p | pa ¨ bq. Daı́, a ¨ b “ p ¨ c, para algum c P D. Se

a “ 0 ou b “ 0, então p | a ou p | b. Por isso, podemos supor que a ‰ 0 e b ‰ 0. Se a P UpDq,

então, a´1 ¨ pa ¨ bq “ a´1 ¨ pc ¨ pq, logo, b “ pa´1 ¨ cq ¨ p, e portanto, p | b. Analogamente, se

b P UpDq, então, p | a. Assim, vamos supor que a, b P DzpUpDq Y t0uq.

Como D é um DFU podemos escrever a “ a1 ¨ ¨ ¨ ar e b “ b1 ¨ ¨ ¨ bs, onde

a1, . . . , ar, b1, . . . , bs são elementos irredutı́veis emD. Assim, p¨c “ a¨b “ pa1 ¨ ¨ ¨ arqpb1 ¨ ¨ ¨ bsq.

Daı́, pela unicidade da fatoração, como p é irredutı́vel, segue que p é associado à algum ai ou p

é associado à algum bj , implicando que p | a ou p | b. Portanto, p é primo.

pðq Segue imediatamente da Proposição 3.2.1.

Teorema 3.2.1. Seja D um domı́nio. Se D é um DE, então, D é um DIP .

Demonstração. Para mostrar esta implicação, vamos supor que D seja um DE e φ sua função

Euclideana. Queremos demonstrar que todo ideal I de D é principal. Seja I um ideal de D. Se

I “ t0u, ou seja, I é o ideal nulo, então, I é principal gerado pelo elemento zero. Se I ‰ t0u,

podemos considerar a P I tal que a ‰ 0 e φpaq é mı́nimo entre os φpbq, para todos b P Izt0u,

ou seja, entre todos os elementos elementos não nulos de I . Este elemento a existe devido ao

Princı́pio da Boa Ordenação (PBO) do conjunto dos números naturais, já que a imagem da φ

está contida em N.
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Agora iremos provar que I “ paq. De fato, seja b P I . Pela hipótese Euclideana, existem

q, r P D tais que b “ aq ` r, onde r “ 0 ou φprq ă φpaq. Como b P I e a P I , tem-se que

r “ b´ aq P I . Se r ‰ 0, então, por hipótese segue que φprq ă φpaq, e isto contradiz a escolha

de a como elemento de I com φpaq mı́nimo. Portanto, pela minimalidade de φpaq temos r “ 0,

ou seja, b “ aq. Desta forma, qualquer b P I pode ser escrito como um múltiplo de a, ou seja,

I Ď paq. Como obviamente, paq Ď I , já que a P I , temos que I “ paq como desejávamos

demonstrar.

Teorema 3.2.2. Seja D um domı́nio. Se D é um DIP , então D é um DFU .

Demonstração. Para mostrar esta implicação, vamos supor que D seja um DIP . Queremos

demonstrar que cada elemento de D pode ser fatorado em elementos irredutı́veis. Seja a P D

um elemento não nulo e não unidade. Se a é irredutı́vel, então, nada temos a fazer. Se a não for

irredutı́vel, então, a pode ser escrito como produto de dois elementos a “ a1 ¨ b1, com a1, b1 não

nulos e não unidades. Se a1, b1 são irredutı́veis, nada a fazer. Se algum dos fatores a1 ou b1 não

for irredutı́vel, repetiremos o processo de fatoração. Em linguagem de ideais, ao continuarmos

com este processo, estamos montando uma cadeia ascendente de ideais

paq Ĺ pa1q Ĺ pa2q ¨ ¨ ¨ .

Mas como D é um DIP , temos que D é Noetheriano, logo esta cadeia precisa

estacionar, isto é, esse processo de fatoração deve terminar. Portanto, o elemento a deve ser

escrito como um produto a “ a1 ¨ ¨ ¨ am sendo a1, . . . , am elementos irredutı́veis de D.

Para demonstramos que a fatoração é única, supomos que existem duas fatorações para

o mesmo elemento. Desta forma, a pode ser fatorado como a “ p1 ¨ p2 ¨ ¨ ¨ pn e também como

a “ q1 ¨ q2 ¨ ¨ ¨ qm, com n ď m, sem perda de generalidade, onde pi e qj são irredutı́veis para

todos i, j. Mas, pela Proposição 3.2.2 temos que os elementos pi e qj são primos. Temos que

demonstrar que essas fatorações são equivalentes a menos da ordem e dos elementos associados.

De fato, da igualdade p1 ¨p2 ¨ ¨ ¨ pn “ q1 ¨q2 ¨ ¨ ¨ qm, vamos reescrever da seguinte maneira:

p1¨pp2 ¨ ¨ ¨ pnq “ q1¨q2 ¨ ¨ ¨ qm. Como p1 é irredutı́vel, logo primo pelo comentando anteriormente,

temos que p1 | qj, para algum j. Daı́, qj “ p1 ¨ u1, para algum u1 P UpDq, visto que qj também

é irredutı́vel. Reordenando, se necessário, podemos supor que j “ 1. Assim, q1 “ p1 ¨ u1.

Substituindo q1 por p1¨u1, temos que p1¨p2 ¨ ¨ ¨ pn “ p1¨u1¨pq2 ¨ ¨ ¨ qmq. Como estamos em
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um domı́nio, podemos usar a lei do cancelamento e obter��p1 ¨p2 ¨p3 . . . pn “ ��p1 ¨u1 ¨pq2 ¨q3 . . . qmq,

isto é, p2 ¨ p3 ¨ ¨ ¨ pn “ u1 ¨ pq2 ¨ q3 ¨ ¨ ¨ qmq.

Se aplicarmos este mesmo argumento repetidamente, chegaremos a conclusão da

seguinte igualdade 1 “ u1 ¨ u2 ¨ ¨ ¨un ¨ pqn`1 ¨ ¨ ¨ qmq, sendo u1, . . . , un P UpDq. Portanto,

n “ m e qi “ uipi para todo i “ 1, . . . , n, a menos de reordenação.

Por fim, demonstramos que se D é um DIP , então, D também é um DFU , pois cada

elemento não nulo e não associado pode ser fatorado em elementos irredutı́veis e essa fatoração

é única, a menos da ordem e elementos associados. Como uma consequência do resultado

anterior, podemos exibir os seguintes exemplos de Domı́nios de Fatoração Única.

Exemplo 3.2.9. O anel de polinômios em uma indeterminada sobre um corpo K, denotado por

Krxs, é um Domı́nio de Fatoração Única. De fato, foi mostrado no Exemplo 3.2.6 que Krxs é

um Domı́nio de Ideais Principais. Logo, a conclusão segue do resultado anterior.

Por exemplo, em Rrxs, o polinômio se fatora como:

x2 ´ 1 “ px ´ 1qpx ` 1q,

exceto pela ordem dos fatores e sinal.

Exemplo 3.2.10. O anel dos inteiros gaussianos Zris é um Domı́nio de Fatoração Única. De

fato, foi mostrado no Exemplo 3.2.7 que Zris é um Domı́nio de Ideais Principais. Logo, a

conclusão segue do resultado anterior. Neste domı́nio, todo número não nulo pode ser fatorado

de maneira única em elementos irredutı́veis, a menos da ordem e das unidades 1,´1, i,´i.

Por exemplo, em Zris, o número 5 se fatora como:

5 “ p2 ` iqp2 ´ iq,

exceto pela ordem dos fatores e sinal.

3.3 Generalização do Lema de Gauss

Nesta seção apresentaremos o resultado principal do trabalho: uma versão mais geral do

Lema de Gauss para domı́nios.
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Definição 3.3.1. Sejam D um DFU e ppxq P Drxszt0u. Dizemos que ppxq é primitivo, se

dado ρ P D um elemento primo, tem-se que ρ não divide todos os coeficientes do polinômio

ppxq.

Observação 3.3.1. Iremos discutir a funcionalidade desta definição, pois,a mesma é uma

definição vital para o decorrer desta seção.

Para esta definição, observe que os coeficientes de ppxq só podem ser divididos

simultaneamente por um divisor não primo. Considere o seguinte polinômio ppxq “ a0 `

a1x ` a2x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n, onde ai P D para todo i e an ‰ 0.

Supor que ppxq é primitivo significa que não existe um ρ P D elemento primo tal que

este divida todos os coeficientes ai de p.

Do contrário, vamos supor que existe um primo ρ P D tal que ρ divide todos os

coeficientes ai de ppxq. Desta forma, que ai “ ρbi, onde bi P D para todo i e bn ‰ 0.

Substituindo ai “ ρbi na expressão polinomial de ppxq, temos que ppxq “ ρb0 `ρb1x`ρb2x
2 `

¨ ¨ ¨ ` ρbnx
n. Colocando ρ em evidência, temos ppxq “ ρpb0 ` b1x ` b2x

2 ` ¨ ¨ ¨ ` bnx
nq.

Exemplo 3.3.1. Seja ppxq “ 5x3 ` 7x2 ` x ` 2 P Zrxs. Note que os coeficientes de ppxq são

5, 7, 1 e 2. O MDC (Máximo Divisor Comum) entre estes coeficientes é 1, portanto, não existe

primo que divide tais inteiros simultaneamente. Logo, ppxq é um polinômio primitivo.

O próximo resultado nos garantirá informações interessantes sobre o como se comporta

esta noção de polinômio primitivo na passagem de Drxs para Krxs sendo K o corpo de frações

do domı́nio D.

3.3.1 Corpo de Frações

O corpo de frações de um domı́nio D é o menor corpo que contém D como um subanel.

Ele é formado a partir dos elementos de D de maneira análoga à construção dos números

racionais Q a partir dos inteiros Z. O conceito é importante porque, em muitos casos, ao

trabalhar com domı́nios, queremos ter a habilidade de dividir elementos (exceto o zero), e o

corpo de frações fornece essa possibilidade.

Definição 3.3.2. Seja D um domı́nio. O corpo de frações de D, denotado por FracpDq, é o

conjunto quociente da seguinte relação de equivalência no produto cartesiano D ˆ pDzt0uq :

pa, bq „ pc, dq se, e somente se, ad “ bc.
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A cada par ordenado pa, bq associamos a sua classe de equivalência denotada por a
b
.

Propriedades 3.3.1. O corpo de frações FracpDq contém elementos da forma a
b
, com as

seguintes operações:

I. Soma: A soma de duas frações a
b

e c
d
, onde a, b, c, d P D e b, d ‰ 0, é dada por:

a

b
`
c

d
“
ad ` bc

bd
.

Esta operação está bem definida porque D é um domı́nio, ou seja, bd ‰ 0.

II. Produto: O produto de duas frações a
b

e c
d
, onde a, b, c, d P D e b, d ‰ 0, é dado por:

a

b
¨
c

d
“
ac

bd
.

Esta operação está bem definida porque D é um domı́nio, ou seja, bd ‰ 0.

III. Elementos Identidades: O elemento identidade da soma é 0
1
, sendo 0 P D. O elemento

identidade do produto é 1
1
, sendo 1 P D.

IV. Inverso Multiplicativo: Cada fração a
b
, com a, b P D e b ‰ 0, possui um inverso

multiplicativo dado por b
a
, com a condição que a ‰ 0.

Com essas operações, o conjunto FracpDq satisfaz todas as propriedades de um corpo:

fechamento para soma e produto, existência de elementos identidades etc.

Exemplo 3.3.2. Um exemplo clássico é a construção do corpo Q dos números racionais a partir

do domı́nio Z dos inteiros. Cada número racional a
b

com a P Z e b ‰ 0 P Z é uma fração onde

as operações são as usuais de soma e multiplicação de frações.

Lema 3.3.1. Sejam D um DFU , K “ FracpDq seu corpo de frações e f, g P Drxs.

I. Se f, g são primitivos, então f ¨ g são primitivos;

II. Se f é primitivo e f | g em Krxs, então, f | g em Drxs;

III. Se f é primitivo, então, f é irredutı́vel em Krxs ô f é irredutı́vel em Drxs.

Demonstração. (I.) Para demonstramos que o produto de dois polinômios primitivos é

primitivo, vamos considerar que fpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n, onde ai P D para
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todo i e an ‰ 0 e gpxq “ b0 ` b1x` b2x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` bmx

m, onde bj P D para todo j e bm ‰ 0, são

polinômios primitivos em Drxs. Seja hpxq “ fpxq ¨ gpxq “ c0 ` c1x` c2x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` ckx

k, onde

cl “
ř

i`j“l ai ¨ bj.

Seja ρ P D um elemento primo. Devemos mostrar que ρ não divide os coeficientes

cl simultaneamente. De fato, como fpxq e gpxq são primitivos, temos que ρ não divide

simultaneamente os coeficientes ai de fpxq e os coeficientes bj de gpxq. Logo, no anel

polinomial D
pρq

rxs temos que fpxq e gpxq são não nulos. Como ρ é um elemento primo, temos

que pρq é um ideal primo, assim, D
pρq

é um domı́nio, e pela Proposição 2.2.1, temos que D
pρq

rxs

é um domı́nio. Portanto, hpxq “ fpxq ¨ gpxq é não nulo. Logo, em particular, ρ não divide

simultaneamente todos os coeficientes cl de hpxq e assim, hpxq é primitivo.

(II.) Para demonstrarmos que se f é primitivo e f | g em Krxs então, f | g em Drxs, é

necessário provar que existe h P Drxs tal que g “ f ¨ h. Dado que f divide g em Krxs, existe

h P Krxs tal que g “ f ¨ h. Como K é o corpo de frações de D, podemos escrever h na forma

h “ h1

b
, onde h1 P Drxs e b P D. Considere ainda a P D tal que h1 “ ah2 sendo h2 P Drxs

seja primitivo. Para concluirmos este item, basta mostrarmos que b divide a em D.

Desta forma, temos g “ f ¨ ah2

b
sendo f, h2 elementos primitivos. Pelo item (I.),

temos que fh2 é primitivo. Da igualdade anterior, temos que bg “ afh2. Seja p P D um

elemento irredutı́vel da fatoração de b. Note que b possui fatoração, pois D é um DFU. Note

que este elemento p é também primo pela Proposição 3.2.1. Daı́, p divide todos os coeficientes

dos termos de afh2, mas como fh2 é primitivo, segue que p divide a. Logo, b divide a e

consequentemente f divide g em Drxs.

(III.) pñq Para demonstrarmos esta implicação, faremos uso da contra recı́proca.

Suponha que f não é irredutı́vel em Drxs. Então existe uma fatoração não trivial f “ g ¨ h P

Drxs, onde g, h P Drxs com g, h não unidades. Como UpDrxsq “ UpDq, pela Proposição

2.2.4, note que Bpgq ą 0 e Bphq ą 0. Do contrário, se um dos polinômios da fatoração

tivesse grau zero, então, este elemento seria um elemento de D e consequentemente, f não

seria primitivo. Como g e h estão em Drxs, ambos também estão em Krxs. Isso significa que

f pode ser fatorado em Krxs como f “ g ¨ h.

pðq Para demonstrarmos esta implicação, vamos trabalhar com a contra recı́proca.

Suponha que f não é irredutı́vel em Krxs. Então existe uma fatoração não trivial f “ g ¨ h

em Krxs, onde g, h P Krxs com g, h não unidades, ou seja, Bpgq ą 0 e Bphq ą 0, já que mais

uma vez pela Proposição 2.2.4 temos que UpKrxsq “ UpKq “ Kzt0u, pois K é um corpo.
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Analogamente ao que foi feito no item (II.), podemos supor que g P Drxs e g é um elemento

primitivo. Assim, temos que g P Drxs é um elemento primitivo que divide f em Krxs. Logo,

pelo item (II.) temos que g | f em Drxs, logo, existe q P Drxs tal que f “ gq. Portanto, f é

redutı́vel em Drxs.

Agora, iremos apresentar o principal resultado deste trabalho que é o Lema de Gauss em

sua versão para domı́nios.

Teorema 3.3.1. (Lema de Gauss) Sejam D um domı́nio e K “ FracpDq. Se D é um DFU

então, Drxs é um DFU.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que se p P Drxs é irredutı́vel, então, p é primo. Isto é

suficiente para mostrar que a fatoração (que será mostrada a seguir) é única. Se Bppq “ 0, então,

p P D, logo, p é primo, pois D é um DFU por hipótese. Se Bppq ą 0, então afirmamos que p é

primitivo, do contrário, existiria a P D elemento primo tal que p “ ab, uma fatoração não trivial

de p. Logo, pelo item (III.) do Lema anterior temos que p é irredutı́vel em Krxs, em particular,

p é primo, já que Krxs é um DFU, pois K é um corpo (segue pelo Exemplo 3.2.9). Agora,

sejam g, h P Drxs tais que p | gh em Drxs. Assim, p | gh em Krxs e consequentemente, p | g

ou p | h em Krxs, já que p é primo em Krxs. Logo, pelo item (II.) do Lema anterior, temos que

p | g ou p | h em Drxs e p é primo por definição.

Para a fatoração, seja f P Drxs. Como Krxs é um DFU, temos que f “ ap1 ¨ ¨ ¨ pr

com a P K e p1, . . . , pr P Krxs elementos irredutı́veis. Mais uma vez, podemos supor que

p1, . . . , pr P Drxs e que são primitivos. Assim, pelo item (III.) do Lema anterior, temos que

p1, . . . , pr são irredutı́veis em Drxs. Além disso, o elemento P :“ p1 ¨ ¨ ¨ pr é primitivo pelo

item (I.) do Lema anterior. Como P divide f em Krxs, mais uma vez pelo item (II.) do Lema

anterior temos que P divide f emDrxs. Logo, a P D. Considerando a fatoração de a emD, que

é DFU, tem-se a “ a1 ¨ ¨ ¨ as, sendo a1, . . . , as P D irredutı́veis. Portanto, f “ a1 ¨ ¨ ¨ asp1 ¨ ¨ ¨ pr

é uma fatoração de f em Drxs.

Uma consequência imediata do resultado anterior nos garante que o anel de polinômios

em um número finito de indeterminadas sobre um corpo é um Domı́nio de Fatoração Única.

Corolário 3.3.1. Se K é um corpo, então, Krx1, . . . , xns é um DFU.
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