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Resumo

Neste trabalho descrevemos a construcao da algebra dos quatérnios H, sob duas perspectivas
diferentes. A primeira segue as ideias do préprio Hamilton, quém introduziu os quatérnios
em 1843, e a segunda, como uma subalgebra de certas matrizes complexas. Estudamos
as propriedades fundamentais de Hl, tanto algébricas quanto geométricas. Em particular
provamos que H é uma algebra real associativa com divisao de dimensao 4. Nosso estudo
culmina apresentando uma prova detalhada do famoso Teorema de Frobenius que caracteriza
as algebras com divisao de dimensao finita sobre os reais. De acordo com dito teorema, cada
tal algebra é isomorfa a uma das seguintes dlgebras:

(i) R, a algebra dos niimeros reais;
(ii) C, a algebra dos ntimeros complexos;

(iii) H, a algebra dos quatérnios.

Palavras-chave: algebras com divisao, quatérnios, Teorema de Frobenius



Abstract

In this work we describe the construction of the quaternions algebra H, from two different
perspectives. The first follows the ideas of Hamilton himself, who introduced quaternions in
1843, and the second, as a subalgebra of certain complex matrices. We study the fundamental
properties of H, both algebraic and geometric. In particular we prove that H is an associative
division algebra of dimension 4 over R. Our study culminates by presenting a detailed proof of
the famous Frobenius’s Theorem, which characterizes finite dimensional associative division
algebras over R. According to said theorem, each such algebra is isomorphic to one of the
following algebras:

(i) R, the algebra of real numbers;
(ii) C, the algebra of complex numbers;

(iii) H, the algebra of quaternions.

Keywords: division algebras, quaternions, Frobenius’s theorem
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Introducao

Quatérnions sao uma extensao dos niimeros complexos. Os quatérnions foram descritos pela
primeira vez pelo matemaético irlandés Sir William Rowan Hamilton em 1843 e aplicados ao
estudo da mecanica no espago tridimensional. A algebra dos quatérnios é frequentemente
denotada por H (em homenagem a Hamilton). Quatérnios nao formam um corpo, pois a
multiplicacao em H nao é, em geral, comutativa.

Figura 1: Sir William Rowan Hamilton

Em 16 de outubro de 1843, Hamilton teve uma inspiracao durante uma caminhada ao longo
do Canal Real de Dublin. Ele ficou tao entusiasmado que, usando um canivete, talhou a
descoberta na Ponte Broome. O grafite, que se tornou famoso na histéria da matemaética,
continha esta equagao:

it ==k = —1.

Embora parega simples, ela foi responsavel por transformar a maneira como os matematicos
representam informacoes e simplificou diversas aplicacoes técnicas, que vao desde o calculo de
forcas na engenharia até o funcionamento de maquinas de ressonancia magnética, turbinas
edlicas e a programacao de robos. Assim, a algebra dos quatérnios, a primeira algebra
associativa nao-comutativa com divisao, subitamente nasceu e abriu as portas da algebra
abstrata.



Here as he walked by
on the 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
| in a flash of genius discovered
o the fundamental formula for

quaternion multiplication
| i’=j’=RkR'=ijk=-1
& cut it onastone of this bridge

1 - A

Figura 2: Placa em homenagem a Hamilton

O objetivo principal deste trabalho é estudar a construcao e as propriedades fundamentais
dos quatérnios. Com esse proposito dividimos a monografia em 4 capitulos.

No primeiro capitulo introduzimos as nogoes basicas da teoria de élgebras sobre o corpo dos
numeros reais, com especial énfase nas algebras de divisao.

O capitulo 2 destina-se a descrever a construcao da algebra dos quatérnios H, sob duas pers-
pectivas diferentes. A primeira segue as ideias do proprio Hamilton e a segunda, como uma
subalgebra de certas matrizes complexas. Estudamos neste mesmo capitulo as propriedades
fundamentais de H, tanto algébricas quanto geométricas. Em particular provamos que H é
uma algebra associativa com divisao de dimensao 4 sobre R.

O terceiro capitulo estabelece uma conexao de H com alguns grupos topolégicos. Em parti-
cular obtemos uma representacao paramétrica da esfera compacta tridimensional S? .

Finalmente, apresentamos no capitulo 4 uma prova detalhada de um famoso teorema devido
ao grande matematico alemao Ferdinand Georg Frobenius, demostrado em 1877 . Segundo
tal teorema, toda algebra associativa com divisao e de dimensao finita sobre os reais ¢é
isomorfa a uma das seguintes dlgebras:

(i) R, a algebra dos niimeros reais;
(ii) C, a algebra dos ntiimeros complexos;

(iii) H, a algebra dos quatérnios.



Capitulo 1
R-algebras com divisao

Neste primeiro capitulo vamos nos familiarizar com os conceitos basicos da teoria de algebras
sobre o corpo dos nimeros reais, com especial énfase nas algebras de divisao. Como é
tradicional, o corpo dos ntimeros reais e o corpo dos ntiimeros complexos serao denotados por
R e C, respectivamente.

1.1 [R-algebras

Definicao 1.1. Uma R-dlgebra é um espaco vetorial real A equipado com uma aplicacao
R-bilinear

P AxA— A

chamada multiplicacao.

Para um par ordenado (z,y) € A x A, é usual escrever z - y no lugar de ¢(x,y). Nestos
termos, a bilinearidade de ¢ significa que, para todo «, 8 € R e para todo x,y, 2z € A, valem
as seguintes identidades:

o (ax+By)-z=alr-2)+ By 2),
o v (ay+pz)=a(r-y)+ p(z-2).

Tais relacoes sao conhecidas como propriedades distributivas. Em particular cumpre-se
que,

e a(x-y)=(az)-y=uz-(ay), para todo o € R e para todo z,y € A.
Definigao 1.2. Seja A uma R-élgebra.
(i) Sex-(y-2) = (x-y)- 2z para todo z,y, z € A, dizemos que A é uma dlgebra associativa.

(ii) A é chamada dlgebra comutativa, se -y =y -x para todo x,y € A.
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(i)

(iv)

(v)

Um elemento e € A é chamado elemento identidade de A, se e-x = x-e = x para todo
x € A.

Um elemento x de uma algebra A é um divisor de zero se existe um elemento y # 0
em A tal que x -y = 0 ou y-z = 0. Dizemos que A é uma dlgebra sem divisores de
zero, se nao possui divisores de zero diferentes de 0 € A.

A dimensao de A como espaco vetorial sobre R é chamada dimensao da dlgebra A.

1.2 Exemplos de R-algebras

(1)

(2)

Os corpos dos nimeros reais R e dos nimeros complexos C sao R-algebras comutativas
e associativas de dimensoes 1 e 2, respectivamente, cada uma com elemento identidade
e sem divisores de zero.

O R-espacgo vetorial Mat(n,R) das matrizes reais de ordem n x n é uma R-dlgebra
associativa com elemento identidade de dimensdo n? com respeito & multiplicacao de
matrizes.

O R-espago vetorial Mat(n,C) das matrizes complexas de ordem n xn é uma R-algebra
associativa com elemento identidade de dimensao 2n? com respeito & multiplicao de
matrizes.

Note que se n > 2, entao Mat(n,R) e Mat(n,C) sdo dlgebras ndo comutativas.

Sejam u = (ay, as,as),v = (by, by, b3) vetores de R3. Definimos o produto vetorial de u
e v por:
U XUV := (a2b3 — a3b2, CL3b1 — a1b37 Cllbg — agbl) € RS.

Entao, R? com sua estrutura vetorial canonica juntamente com o produto vetorial x é
uma R-dlgebra associativa e anticomutativa (isto é, v X u = —u x v) de dimensao 3.

Seja n > 2. O R-espago vetorial Sim(n,R) das matrizes simétricas reais de ordem
n X n é, com respeito ao produto simétrico de matrizes,

(A,B) — —(AB + BA),

1
2
uma algebra comutativa nao associativa.
Todo R-espaco vetorial V' # 0 pode ser munido de uma estrutura de R-dlgebra comu-
tativa, associativa e com elemento identidade. Para isto, fixemos um vetor 0 e € V e
escolhamos um somando direto U do subespaco Re gerado por e. Sejam x = aje + uq,
Yy = awe + uy dois vetores arbitrarios de V = Re @ U. Definimos uma multiplicacao em
V por:

-y = (are)e + (arus + asuy).
Note que e é o elemento identidade. Além disso, cumpre-se u-v = 0 para todo u,v € U.
Isto implica que todo elemento de U é um divisor de zero.
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(7) Sejam A ,..., A, dlgebras sobre R e seja A := A;@---® A, a soma direta dos espagos
vetoriais Aq, ..., A;. Em A definimos um produto pela seguinte regra:

x.y:xlyl_i_..._'_xsys’

ondex =x1+---+x5, y =1y + -+ ys com cada x;,y; € A;. A algebra A obtida
dessa maneira é chamada dlgebra soma direta de Ay, ..., A,. Se todas as algebras
Ay, ... A, s@o comutativas (respectivamente associativas), entao A também é comutativa
(respectivamente associativa). No caso que n > 2, A sempre tem divisores de zero.
Se cada algebra A; possui um elemento identidade e;, A também possui um elemento
identidade, a saber, e :=¢e; 4+ --- + €,.

1.3 Subalgebras

Definicao 1.3. Sejam A R-algebra e B um subconjunto de A. Dizemos que B é uma
subdlgebra de A, se sao satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) B é um subespago vetorial de A,
(ii) B é fechado com relagao a multiplicagao, isto é, x -y € B para todo =,y € B.

Obviamente toda subdalgebra de uma &algebra também é uma algebra.

- {(5 7)msed

¢ uma R-subdlgebra de Mat(2,R).

Exemplo 1.1. O conjunto

Exemplo 1.2. Os subespagos de matrizes triangulares superiores que formam, em cada caso,
R-subdlgebras de Mat(2,R) e Mat(2,C) de dimensoes 3n(n+1) e n(n+1), respectivamente.

Exemplo 1.3. Seja B = {A € Mat(R) | a;; =0 se i # j} o subespaco das matrizes diago-
nais. Nao ¢é dificil ver que B é uma subélgebra de MatR de dimensao n.

1.4 Homomorfismos de R-algebras

Definicao 1.4. Sejam A e B duas R-algebras. Um homomorfismo entre A e B é uma
aplicacao R-linear ¢ : A — B tal que ¢(x - y) = p(z) - p(y) para todo z,y € A.

Um homomorfismo de R-dlgebras ¢ : A — B é um isomorfismo, se ¢ é uma bijegao.
Dizemos que A e B sao dlgebras isomorfas, caso existir um isomorfismo entre elas. Neste
caso escreveremos A = B.

Lema 1.4.1. Suponhamos que ¢ : A — B é um isomorfismo de R-algebras. Entao a
aplicacao inversa ¢! : B — A é um homomorfismo de R-algebras.

5



Demonstragao. Sejam o € R e 2’,y" € B. Como ¢ é uma bijecao, existem z,y € A tais que
o (x)=2"e ¢(y) =y Logo, temos que

o (ax’ — o) = o (o) + 9 (1))
= ¢ Hp(ax +y))
= top(ar+y)
= (ax +y)
=ap (@) + o ()

Além disso,

e @y ) =0 (e (x) @)

=¢ ' (p(z-y))
=¢ lop(z-y)

=0 (x)- 0 ()

Isto mostra que ¢~ é um homomorfismo de R-4lgebras.

Exemplo 1.4. A aplicagao f : C — Mat(2,R) definida por

sO(OéJrﬂi):(g _f)

¢ um homomorfismo injetivo de R-algebras. Consequentemente, C = Img. Isto significa que
C pode ser identificado com uma subalgebra de matrizes de ordem 2 com coeficientes reais.
Veremos, no proximo capitulo, um resultado semelhante para os quatérnios.

Exemplo 1.5. Seja A uma R-algebra com elemento identidade e. A aplicacao f: R — A
dada por a +— ae é um homomorfismo injetivo de R-algebras. Isto implica que toda
R-algebra com elemento identidade e dimensao 1 ¢ isomorfa a algebra dos ntimeros reais R.

1.5 Construcao de uma algebra com a utilizacao das
bases

Suponhamos que A é um espaco vetorial real n-dimensional. Existe um proceso simples

que permite transformar A numa algebra de dimensao n. Para isto escolhamos eq, es, ..., e,
una base de A. Suponhamos por um momento que A tem estrutura de algebra real. Se



r= " e,y =y fie; sao vetores arbitrarios de A, entdo, para qualquer produto
x,y) 1 — zy, terfamos, em virtude da propriedade distributiva, que

n

vy =Y (aiB))eie;

1,5=1

Portanto, uma multiplicacao em A estard completamente definida uma vez que os n? produtos
individuais e;e; tinham sido definidos. Os valores podem ser arbitrariamente escolhidos em
A. Desta toda forma possivel estrutural de R-algebra sobre A pode ser obtida.

A maioria destas dlgebras nao sao de interesse, pois nao apresentam propriedades especiais.
Se desejamos construir dlgebras com elemento identidade, entao podemos postular conveni-
entemente, que e; é o elemento identidade. Entao,

e1e; = e;e =e;, paratodo i=1,...,n.

Porém os (n—1)? produtos restantes e;e;, 1 < i, j < n podem ser escolhidos livremente.

E possivel provar que uma algebra A ¢ associativa se, e somente se, (e;e;)e; = e;(ejer), para
todo i,5,k=1,...,n.

Analogamente, A é comutativa se, e somente se, e;e; = e;e; para todo 7,5 = 1,...,n.

Suponhamos que B é outra R-algebra. Pode ser demonstrado também, que uma aplicagao R-
linear f: A — B é um homomorfismo de R-dlgebras se, e somente se, f(e;e;) = f(e;)f(e;)
para todo i,j = 1,...,n.

1.6 Algebras de dimensao 1 e 2

Todo espaco vetorial V' trivialmente tem estrutura de R-algebra se definimos como multi-
plicagao a aplica¢ao nula, isto é, V. x V. — V| (z,y) 1— 0. A seguir mostraremos que
quando a dimensao da algebra real é 1, este é o Uinico caso patoldgica.

Teorema 1.6.1. Seja A uma R-algebra de dimensao 1 cuja multiplicagao nao é a aplicacao
nula, entao A é isomorfa a algebra dos nimeros reais R.

Demonstracao. Em virtude do observado acima é suficiente provar que A possui um elemento
identidade. E claro que A = Ra para todo 0 # a € A. Fixemos um elemento 0 # a € A.
Como a multiplicacao é diferente da aplicacao nula, existem z,y € A diferentes de zero
tais que = -y # 0. Por outro lado, * = aa,y = fa para alguns «,5 € R. Desde que
aBa® = x -y # 0, temos que a® # 0 e portanto, A = Ra?. Em consequéncia, existe v € R tal
que a = va?. Afirmamos que e := va é o elemento identidade de A. De fato, dado b € A,
entao existe A € R tal que b = A\a. Logo be = (A\a)(ya) = A\(ya?) = Aa = b. Analogamente

prova-se que € - b = b. O]



Vamos caracterizar agora as R-algebras com elemento identidade de dimensao 2.

Teorema 1.6.2. Toda R-algebra A de dimensao 2 com elemento identidade é comutativa e
associativa. Mais ainda, existem trés tinicas possibilidades, mutuamente excludentes:

(i) A é isomorfa a algebra dos nimeros duais, isto é, aquela édlgebra cujo espago vetorial
subjacente ¢ R? e que tém (1,0) como elemento identidade e o elemento € := (0, 1)
satisfazendo a equacao €2 = 0.

(ii) A ¢é isomorfa a soma direta R @ R, isto é, aquela dlgebra onde os elementos béasicos
a=(1,0) e b= (0,1) satisfazem as relagoes a®> =a, b* =bea-b=0.

(iii) A ¢é isomorfa a algebra dos nimeros complexos C.

Demonstra¢ao. Suponhamos que {e,v} é uma base de A de maneira que e é o elemento
identidade de A. Entao v? = ae + (v, para alguns a, 3 € R. Da tltima relacao obtemos
2 B

que v* — fv = ae. Portanto, (v — 5€)* = (o + %2)6. De acordo com o sinal do nimero real

2 7’ A . .
o+ %, ha trés casos mutuamente exclusivos por analisar:

e Em primeiro lugar, suponhamos que o + %2 = 0. Isto implica que (v — §6)2 = Oe. Seja
u=0v— ge, entao e, u é uma base de A onde e é o elemento identidade e u satisfaz
a igualdade u? = Oe. Nesta situacao, a aplicacao A — R? definida por ae + fu1—
a(1,0) + 5(0,1) = (a, B) é um isomorfismo de R-dlgebras. Consequentemente A é

isomorfa a algebra dos nimeros duais descritos em (7).

e No caso que o + %2 > 0, dito nimero pode ser representado como o quadrado de um
ntimero real & > 0, isto é, o + %2 = k2. Da tiltima equagdo obtemos (v — Ze)? = k%e

e portanto (%U — %6)2 = le. Entao, se u := %v — 2—Bke, os elementos e, v formam uma
base de A, onde e ¢ o elemento identidade e u?> = le. Definindo w := %(e +u),z =
%(e — v), temos que {w,z} é outra base de A tal que w? = w,2? = z,w-2z = 0.

Consequentemente, a aplicacaio A — R @ R dada por aw + Sz +— aa + b define
um isomorfismo de R-dlgebras. Isto mostra que A é isomorfa a soma direta descrita
em (i7).

e Finalmente, se a + %2 < 0, entao existe k > 0 tal que a + %2 = —k?. Isto implica que
(zv — %6)2 = (—1)e. Portanto se denotamos com u := v — 2%6, vemos que {e, u}
é uma base de A com e como elemento identidade de A e onde u satisfaz a relagao
u? = (=1)e. Agora é claro que a aplicacio A — C, ae + Bu 1— a + Bi é um

isomorfismo de R-algebras.

O



1.7 Algebras com divisao

Definicao 1.5. Uma R-édlgebra A # 0 é uma dlgebra de divisao, se para todo a,b € A, a # 0,
as duas equacoes
axr = b, ya=>0

tém solucoes tnicas em A.

Exemplo 1.6. Os corpos R e C sao algebras de divisao associativas e comutativas de di-
mensao 1 e 2, respectivamente.

Exemplo 1.7. As &lgebras Mat(n,R) e Mat(n,C) nao sao algebras de divisao quando
n > 1.

Exemplo 1.8. O R-espaco vetorial C com a multiplicacao dada por
(w,2) eCxCir—wzeC

é uma algebra de divisao 2-dimensional comutativa, associativa e sem elemento identidade.

Proposicao 1. Seja A uma R-dlgebra de divisao associativa com identidade, entao o con-
junto G := A\ {0} é um grupo com respeito & multiplicacdo em A. O elemento neutro de G
¢ o elemento identidade de A.

Demonstra¢ao. Primeiro notemos que a multiplicagao é fechada (e associativa) em G. Por
outro lado, desde que em G toda equacao ax = b e ya = b possui solucao tinica, G é de fato
um grupo.

]

E claro que toda algebra de divisao é uma algebra sem divisores de zero. Com relacao a
reciproca temos o seguinte critério:

Proposicao 2. Seja A uma R-algebra de dimensao finita. As seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

i) A é uma algebra de divisao.

ii) A é uma algebra sem divisores de zero.

Demonstragao. Sé falta mostrar que i) = i). Com efeito, seja 0 # a € A, a aplicagao R-
linear A — A definida por x +— az é injetiva. Mais ainda, como dim(A) é finita, é bijetiva.
Portanto, toda equacao ax = b tem uma tnica solucao. De modo andlogo, se consideramos
a aplicacao R-linear A — A dada por x — za, vemos que toda equacao ya = b tem uma
unica solucao. O



Nao ¢é trivial dar um exemplo de uma R-dlgebra de divisao associativa de dimensao finita
diferente de R e de C. O primeiro exemplo é a dlgebra dos quaternios de Hamilton que
estudaremos no préximo capitulo.
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Capitulo 2

Os Quatérnios

Os quatérnios foram descobertos pelo matematico irlandés William Rowan Hamilton com
objetivo de mostrar a construcao de uma algebra de dimensao 4. Desde entao, o conjunto
formado por tais ntimeros é denotado por H.

T Ny e TG
Here as he walked by
on the I6th of October 1843
SirWilliam Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
| quaternion multiplication
i’=j*= R’=ijk=-~I
& cut it on a stone of this bridge

| - Tk

Gt T g = B L RN

Figura 2.1: Placa e a Ponte Broome.

Em 16 de outubro de 1843, Hamilton teve uma inspiracao durante uma caminhada ao longo
do Canal Real de Dublin, na Irlanda. Ele ficou tao entusiasmado que, usando um canivete,
talhou a descoberta na Ponte Broome.
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2.1 Os quatérnios de Hamilton
No R-espaco vetorial 4-dimensional R* escolhemos a base canonica
er = (1,0,0,0),e5 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1).

Vimos na tltima secao do capitulo anterior que uma estrutura de 4lgebra sobre R* fica bem
definida, se explicitarmos os 16 produtos e;e;, 1 < 14,7 < 4. Primeiro escolhemos e; como o
elemento identidade e os 9 produtos restantes e;e; sao definidos usando as chamadas relacoes
de Hamilton:

€9 €y = —€1 €9 - €3 1= €y €9 €4 .= —€3
€3 €y = —€4 €3-€3 . — —€1 €3 €4 = €9
€4 € = €3 €4 €3 :— —€2 €4 €4 1 — —€1

A R-algebra de dimensao 4 construida de esta forma é chamada dlgebra dos quatérnios
e é denotada por H. Os elementos de H sao tradicionalmente chamados quatérnios de
Hamulton.

Desde que, e5 - e35 # e3 - e, logo segue que H é uma algebra nao comutativa.

A validez das 27 equacoes e;(eje) = (e;e;)ex, 2 < 4, j, k < 4 pode ser verificada diretamente
a partir das relacoes de Hamilton. Em consequéncia H é uma algebra associativa.

Usualmente os vetores basicos ey, e, €3, €4 sao denotados por 1,1, 7, k, respectivamente. Por-
tanto:
==k =ij-k=—-11ij=—j-i=k.

Notemos que os outros produtos derivam-se dos anteriores por um intercambio ciclico de
1,7, k.

Usando a propriedade distributiva obtemos a regra do produto em H:
(e + i +71J + 61k) - (aae + Bai + 72] + 02k) = (g — B182 — 7172 — d102)e+

(12 + oy + 7162 — Y201)i + (172 — B162 + Y102 + 6152)7 + (162 + Biya — 7102 + d1a)k.

12



2.2 A Aalgebra das matrizes H

«

O conjunto das matrizes C = { < 3

_aﬁ > ca, € R} é uma R-subdlgebra de Mat(2,R) e
a —p
b«

ver a algebra dos ntmeros complexos como uma &algebra de matrizes. Em analogia com
isto, veremos a seguir, que existe um isomorfismo de algebras entre H e uma certa algebra
de matrizes. Para isto, consideremos agora o conjunto de matrizes complexas de ordem

2 %2
H:{( i —zw ) :z,wEC}CMat(Q,C).

w

a aplicacao a + fi1— é um isomorfismo de R-algebras C — C. Isto permite

Proposicao 3. H é uma R-subélgebra de Mat(2, C), com elemento identidade E = < é ? ) .

Além disso, toda matriz A = ( Z,} _Zw ) € H safistaz a equacao quadratica

A? —tr(A)A + det(A)E =0,

onde tr(A) = 2Re(z) é o traco da matriz A e det(A) =| z |* + | w |* seu determinante.

Mais ainda, H é uma R-algebra de divisao associativa de dimensao 4.

Demonstragao. Nao é dificil ver que H é um R-subespaco vetorial de Mat(2,C) de dimensao
4, fechado para a multiplicacao de matrizes. A equagao matricial pode ser verificada fazendo
uso do Teorema de Cayley-Hamilton. A dlgebra H é associativa pois Mat(2, C) é associativa.
Para provar que H é de divisdo bastard ver que é uma &lgebra sem divisores de zero (veja
Proposi¢ao 2). De fato, sejam A, B € H tais que AB = 0. Entao det(AB) = 0, logo
det(A) = 0 ou det(B) = 0. Como det ; —zw ) =| 2 |* + | w |* se anula somente para

z =w = 0, concluimos que A =0 ou B = 0. [

Proposigao 4. A aplicagao F': HH — H definida por

a+ [ —7—5@')

(O‘757775)'—>(7_52~ o — Bi

¢ um isomorfismo de R-algebras.

Demonstracao. E claro que a aplicacao F' é um isomorfismo R-linear. De acordo com a secao
1.5 bastara verificar que F(e;e;) = F(e;)F(e;) para i,j = 1,...,4. Para isto, consideremos

asmatrizesE:F(eﬂz(é ?),IZZF(@):((Z) _OZ'>7‘]::F(63):<? _()1>
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0 —i . ., . .
e K := Fl(ey) = ( P 0 que sao as imagenes via F' de ey, es, e3, e4 respectivamente,

satisfacem as mesmas relacoes de multiplicacdo que ei,es, es,eq. As relacoes 12 = J? =
—F,1J = —JI = K sao verificadas diretamente e as outras relagoes podem ser derivadas da
propriedade associativa, por exemplo, K? = (I.J)(=JI) = —1J*I = I* = —F. O
Combinando a Proposicao 3 com a Proposicao 4 temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.1. A algebra dos quatérnios de Hamilton H é uma R-dlgebra de divisao asso-
ciativa de dimensao 4.

O conjunto H \ {0} é um grupo com respeito a multiplicagdo em virtude da Proposicao 1.
Mais ainda, quando usando as relagoes que aparecem na prova da Proposicao 4, é possivel
demonstrar que o conjunto {E, —FE,I,—1I,J,—J, K, —K} é um subgrupo de H\ {0} de ordem
8, onde cada um dos elementos diferentes de E tem ordem 4. Tal grupo é conhecido como
grupo (finito) dos quatérnios. Este grupo é um exemplo de que um grupo nao Abeliano com
a propriedade que todo subgrupo é normal.

2.3 O Espacgo Imaginario Im(H)
Consideremos a base usual e, 1, j, k de H. O R-subespago vetorial
Im(H) := Ri + Rj + Rk

gerado pelos vetores i, j, k, é chamado, em analogia com os numeros complexos, espaco
imagindrio de H.

E claro que H é a soma direta dos subespacos Re e Im(H), isto é,
H = Re & Im(H).

Observemos que a definigdo do espago imagindrio Im(H), aparentemente depende da base
e, 1, j, k. Mostremos que nao é o caso. Para isto, notemos que um quatérnio x = ae + i +
~vj + 0k satisfaz, em virtude da Proposicao 3 e da Proposicao 4, a equacao quadratica

2® =2ax — (@® + %+ + §%)e.

Desde que z € Im(H), se e somente se, « = 0, obtemos uma caracterizagao do espago Im(H),
com representacao livre de bases,

Im(H) = {z € H:2” € Re, z ¢ Re\ {0}}.
Proposicao 5. Sejam u,v € Im(H). Entao,
u? = —Xe paraalgum A€ER, A>0,u-v+v-u€ Re.
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Demonstragdo. Se u = (i +j + 0k, entdao u? = — (82 + %+ 62) - e, com (8% +~2 + 6%) > 0.
Como u,v, u+ v € Im(H). Pelo anterior, u?, v? (u + v)?> € Re. Portanto, u-v +v-u =
(u+v)? —u*—v? € Re. O

Em particular, para todo u € Im(H),u # 0, existe um escalar p = /(\)~! tal que (pu)? =
—e (tal processo é chamado normalizacao).

Em vista que H = Re®Im(H), todo quatérnio x pode ser escrito de maneira tinica como
r=cae+u, onde o« € R e u e Im(H).
Nesta expressao, ae € chamada parte escalar ou parte real de x. Entanto que, u é conhecida

como parte vetorial ou parte imaginaria de z. Todo elemento de Im(H) é conhecido como
vector.

2.4 Relacao do produto de quatérnios com o produto
vetorial e com produto escalar

Para quatérnios imaginarios ou vetores u = i 4+ vj + 0k, v = pi + 05 + 7k, temos que
u-v=—(Bp+y0+dr)e+ (y7 —do)i+ (6p — B7)j + (Bo — yp)k.
Vemos que, a parte escalar do produto em H é o inverso aditivo do produto escalar euclideano

(u,v) dos vetores u = (8,7,9) e v = (p,0,7) € R3. A parte vetorial de u - v coincide com o
produto vetorial u X v desses vetores. Obtemos assim a féormula estética:

vou=—(u,v)e+v X u=—(u,vie—uxu, u,v,u X v € Im(H). (2.1)

Note que a aplicagao (u,v) 11— u X v é bilinear e anticomutativa, isto é,
UXUu=—uXxuv, u,v € Im(H). (2.2)

Da equagao (2.2)obtemos, usando a equagao (2.1), as seguintes igualdades:

1 1 1
uxvzé(u-v—v-u), UX VUV = —oUY — VU UL u,v € Im(H). (2.3)

O produto vetorial nao é associativo. Para provar esta afirmacao, vamos verificar a validade
da seguinte féormula:

1
ux(vxw)zﬁ(u-v-w—ww-u) (2.4)
Com efeito, desde que u-v-w = —(v,w)u+u(v X w) e v-w-u = —(v,w)u+ (v X W)u,

pela equagao (2.1), a identidade (2.4) segue, se observamos que u - (v X w) — (v X w) - u =
2u X (v X w).
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Como substituta, em alguma medida, da propriedade associativa temos a

u-v-w=u-[—(v,w)+vxu=—(v,wu+u-(vxw)

veow-u=u-[—(v,w)y - u+vxXul-=—v,wu+u-(vxw)-u

—suvw—v-w-u=u-(vxw) +u-(vxXw)u

=2u X (v X w)
Proposicao 6. (Identidade de Grassmann): Sejam u,v,w € Im(H). Entao
ux (vxw)= (u,w)v — (u,v)w.
Demonstragao. Esta identidade pode ser deduzida de (2.4) com ajuda de (2.3), desde que

woveow—vow-u=w-vtvou)w—0v-(u-w+w-u)=—2(u,v)w+ 2(u, w)v.

Se introduzimos ciclicamente u, v, w na Identidade de Grassmann, obtemos a

Proposicao 7. (Identidade de Jacobi): Sejam u,v,w € I'm(H). Entao

uX (vXw)+uvx(wxu)+wx(uxov)=0.

Definindo uma algebra de Lie temos que

Definicao 2.1. Algebra de Lie Consiste de um espago vetorial 0 munido de um produto
(colchete ou comutador).

[[]:0x0
com as seguintes propriedades
1. é bilinear,
2. anti-simétrico, isto é, [X, X] = 0 para todo X € 0 (o que implica [X,Y] = —[Y, X],

para todo X,Y €e é equivalente ao corpo de escalares nao é de caracteristica doi) e

3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € 0,

XY, 2 = [1X, Y], 2] + [Y X, Z]]
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Esta identidade juntamente com (2.3) demonstram que o espago real R ~ Im(H) equipado
com o produto vetorial, ¢ uma algebra de Lie.

Segue-se diretamente da equagao 2.1 e da regra do produto a seguinte identidade

| w0 Pt uxo P =lullol” (2.5)

Notemos que de 2.5 podemos deduzir diretamente a famosa Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Com efeito, se escrevemos (u,v) =| u || v | cos(y¢), para algum ¢ € [0, 7], obtemos

|uxv|=|ullv]sin(p).

Portanto | u x v | é a drea do paralelogramo gerado pelos vetores u e v.

O triplo produto escalar de trés vetores u, v, w € I'm(H) é o nimero real (u x v, w). Como
Re e Im(H) sado ortogonais, se segue de (1) que

(u X v,w) = (uv, w), u,v,w € Im(H)
Da definigao de produto vetorial, nao ¢ dificil ver que (u x v,u) = 0. Portanto

((u+v) xw,u+v) =0, logo (u x w,v) + (v X w,u) =0 e em consequéncia temos a seguinte
regra:

Proposigao 8. (Regra do Intercambio) : Sejam w, v, w € Im(H). Entao
(uxv,w) =(vxw,u)y = (w X u,v).

]

Agora é claro que a aplicagdo (u,v,w) — (u X v,w) é uma aplicacdo 3-linear alternada do
espago Im(H) sobre R. Portanto trata-se de uma fungao determinante.

2.5 O centro de H.
Seja A um R-algebra. O conjunto
Z(A)={z€ A: zx =2z para todo x € A}

é chamado Centro de A. Se A é associativa, entdo Z(A) é uma subdlgebra de A; por outro
lado, Z(A) = A se, e somente se A é comutativa. No caso que A tenha elemento identidade
e vale a inclusao Re C A. O caso extremo, Re = A também pode acontecer.

Proposicao 9. O centro de H é Re.
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Demonstragao. Seja z € Z(H). Suponhamos que z = ae + fi + vj + dk. Da igualdade
z-1=1-2z, obtemos —f + ai + 0j — vk = —pi + ai — 47 + vk, portanto § = v = 0. Logo
z = ae + [i. Da equacao z-j = j -z, temos que «j + Sk = aj — Bk. Isto implica que
B =0. O

O fato que H nao é comutativa traz consigo muitas consequencias inusuais. Uma delas é que
polindémios podem ter mais rafzes que seu grau. Por exemplo o polindmio quadratico X2+ e
tem como zeros todos os quatérnios vetoriales u = i + j + 0k tais que (82 + 2 + §2?) = 1.
Estes quatérnios representam a esfera 2-dimensional S? em R3.

Por outro lado, a nao comutatividade de H faz que a definicao usual de determinantes falhe.
Por exemplo,

det a b = ad — bc ou det a b =ad —cb
c d c d

nao sao definicoes adequadas, pois no primeiro caso
det(; ;):z"j—jw’:%;«éo

€ no segundo caso

. =i-j—71=2k#0
J J

Assim, o ”determinante”seria diferente de zero, mesmo que no primeiro caso a matriz tem

duas colunas iguais, enquanto no segundo caso, duas linhas iguais.

A nao comutatividade de H também ¢é o motivo pelo qual H possui muitos R-automorfismos.
De fato, para cada 0 # a € H,

he  H— H, 21— aza™?

¢ um automorfismo de H.

2.6 H como um espaco vetorial Euclidiano.

Seja V um R-espago vetorial. Lembremos que uma forma bilinear VxV — R, (z,y) — (z,y)
¢ um Produto Interno se é simétrica e definida positiva, isto €,

(x,y) = (y,x) e (x,x) >0 para x # 0.

O par (V,(,)) é chamado Espago Euclidiano. O numero | z |:= \/(z,z) > 0 é a norma
de z. Dois vetores x,y € V sao ditos ortogonais se (x,y) = 0.

Para elementos x = aje + (10 + 11J + 01k, y = age + Bai + Y25 + 62k € H, a aplicacao

(x,y) = apas + B2 + 1172 + 0102 € R.
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define um produto interno sobre H, o qual é denominado Produto Interno Candnico.

Neste caso, a norma de x € H ¢é dada por
2" i= (m,z) = o+ 57 497 + 6%
Notemos que os vetores basicos e, 7, 7, k formam uma base ortonormal de H.

Como H = Re @ Im(H), todo quatérnio x possui uma tnica representacgao (livre de bases)
r = aetu,onde @ € Rewu € Im(H). Em analogia com a conjugacao nos niimeros complexos
em C definimos a R-conjugacao linear como a aplicacao

H—H z+—Z:=ae—u.
Segue diretamente da definicao as seguintes igualdades.
=z, Im(H)={rzeH:z=—x}

Mais ainda,
|z |=| x| paratodo x € H.

Por outro lado, a aplicagao (x,y) — Ty—yz, x,y € H é bilinear e para cada par de elementos
bésicos e, 1, j, k de H se anula, em consequéncia trata-se da aplicacao nula. Portanto,

Ty =77, wyel

Em analogia com a aplicacao parte real nos complexos C, introduzimos a R-forma li-
near
Re:H— R, z=ae+ui— Re(x) :=a.

Claramente Re é caracterizada pelas seguintes propriedades:
Re(e) =1, ker(Re) = Im(H).
Também segue da definicao que
x+ T =2Re(x)e , Re(Z) = Re(z).

A equacao quadratrica estabelecida na Proposicao 3 pode ser reescrita como
2 2
z* —2Re(z) 4+ |z |"e = 0.
Desde que a aplicagao bilinear (z,y) € H x H1— Re(zy) — Re(yz) € R se anula para cada
par de elementos bésicos e, i, j, k de H, deduzimos que

Re(z - y) = Re(y - x).

De forma explicita, se x = aje + [1i + 71J + 01k e y = ase + Bot + Y2J + 0ok, sao dois
quatérnios, entao
Re(z - y) = aras — B1S2 — 7172 — 6102,
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A forma bilinear Re(z - y) origina a métrica de Lorentz de R*.

As regras
T-y=y-T e Re(x-y)=Re(y-x)
sao mais faceis de entender se fizermos uso do isomorfismo introduzido na Proposicao 3, ou
seja,
F-H—H
r = (a,B,7,0) 1 — ( ; —Zw ) ,onde z := a+ fi e w:= v+ 01 € C, e trabalhamos na

dlgebra das matrizes H. Se A! é a transposta da matriz A, temos que

F(z) = F(z), Re(z) = %Tr(F(:U)).

Logo

F@g) = F(ay) = (F(@)F(y) = F(y) F(2)' = F(y)" F2)' = F(5)F(2) = F(yz).
Portanto x -y = yx, pois F' ¢é injetiva.
Por outro lado, em vista que Tr(AB) = Tr(BA), obtemos que
T(F( ) = Te(F(z) - F(y)) = T(F(y) - F(2)) = Te(F(y - ),

e portanto,
Re(z - y) = Re(y - ).

Inicialmente introduzimos o produto interno canonico em termos da base e, i, 5, k de H.
Porém, a seguir veremos uma forma de descrever o produto interno independente da base,
usando a conjugacao. Para isto note que

T = Tx = (x,x)e.

Em particular,
el =|x| % se x#0.

Escrevendo x + y no lugar de x na expressao de cima, obtemos uma féormula que estabelece
o produto interno em termos do produto de quatérnios.

Proposicao 10. Sejam z,y € H, entao
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Disto obtemos o seguinte critério
Critério de Ortogonalidade: (z,y) =0< -y =—y T < xy € Im(H).

Lembremos que o produto interno canonico em C esta dado por
Re(x - 7).
Vejamos agora que o mesmo acontece em H.
Proposigao 11. Para x,y € H, vale a seguinte igualdade:
(,y) = Re(z - ) = Re(z - ).
Em particular,
(x,e) = Re(x).

Demonstragdo. Sabemos que (z,y)e = 3(z - §+y - ). Mas yz = 17, entao

r-y+y-T=2Re(x-g)e.

Isto mostra o desejado. O

Tal como acontece em C, o produto interno em H se ”comporta bem” com respeito ao
produto.

Proposicao 12 ((Regra do Produto)). Para x,y € H vale a seguinte igualdade:
lz-yl=lz]ly].
Demonstracao. Usando as regras anteriores e a propriedade associativa temos que
|2y e = (wy, wy)e = T-yrye = §ro-ye = §-(T-x)-ye = (z,2)jye = (x,2){y, y)e = | x [*| y e.
[

Proposicao 13 ((Identidade de Lagrange)). Para todo a1, 51,71, 1, ag, B2, V2,02 € R se
cumpre que:
(0412 + 512 + v+ 512)(0422 + 522 + 792 + 522)2
(a1ag — B1fa — M2 — 0102)* (a1 Py + 2B + 1102 — d172)*+
(a1y2 +mag + 0182 — B102)* + (a10y + draz + Biya — 7182)*

Demonstracao. Consideremos os quatérnios
r=ome+ fri+nj+ ok e y=ae+ fii+ g+ 0k
Entao, usando a regra do produto (Proposigao 12), temos que
[ PlylP=lz-yl*

o que equivalente a identidade desejada. [
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Proposicao 14 ((Identidade do triplo produto)). Sejam x,y € H, entao
y-axoy =2,y — (v, )2

Demonstragao. Sabemos pela Proposigao 11 que 2(Z,y)e = (Z§ + yz). Se multiplicamos a
direita por y ambos os lados, obtemos o seguinte resultado

2z, yyy=z-y-y+y-z-y=z(y,y)e) +y-z-y=(y, s +y-z-y.
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Capitulo 3

Algumas conexoes de H com a
geometria

3.1 O Grupo S$°

Como consequéncia da regra do produto, demonstrada na Proposicao 12, o conjunto
S={recH: |z|=1}

formado por todos os quatérnios de comprimento 1 é um subgrupo do grupo multiplicativo

H* = H\{0}.

Como e, i, j, k sao elementos de S?, fica claro que o grupo S? nao é Abeliano.

Visto que H = R* como espaco topolégico, o conjunto S? é a esfera unitdria compacta e
tridimensional.

Proposigao 15. Para todo = € S? existem elementos u,v € S* NIm(H) tais que
r=u-v-u v

Em consequéncia, S? coincide com seu subgrupo comutador.

Demonstracao. Dado x € S, escolha um elemento y € S? tal que y?> = 2. Suponhamos que
y = ae+ w, onde o € Re e w € Im(H). Considere um vetor u; € Im(H) ortogonal a w com
|ui|= 1, entao

uy Yy = oug + ww = aug — (ug,wy) e+ up X w = auy + up X w € Im(H).
Seja v := wyy, entdo v € Im(H). Mais ainda, se u := u;* = —u;, vamos obter que y = u - v,

com u,v € Im(H) e |u|= |v|= 1.
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Portanto,

r=y=u-v-u-v=u-v-(—u)(—v)=u-v-u v

Isto demonstra o resultado. ]
Proposigao 16. A aplicagao f : H* — R, x S? definida por f(z) = (|z,|z|"'z) é um

isomorfismo de grupos topoldgicos. Além disso, a aplicagao h : H\{0} — S* dada por
h(z) =x -7 é sobrejetiva.

Demonstracao. Pela regra do produto podemos provar que f é um homomorfismo continuo
de grupos topoldgicos. Mais ainda, nao ¢ dificil verificar que g : R% x §* — §* dada por
g(t,y) =ty é a aplicagao inversa de f.

Para provar a tltima parte note que para todo x # 0 € H,
2T = 2|72 € §P

Isto prova que h estd bem definida. Além disso, as igualdades

b
h(e+1+—&) =a+b se ae+beSN\{—e}, acR, becIm(H), e h(i)=e

mostram que h é sobrejetiva. O

Se x = +0b,onde B € R, b e ImH, entao b*> = —|b|? e portanto, temos que

AP 28
h(z) = B2 1 ‘byze"{_ B2+ ’be,

Assim foi possivel obter uma representagao paramétrica para o grupo S*:

SB_ B2_|b|26—|— 25
B+b)? g+ b)

b:(5,b) € (R x Im(IHI))\{O}}

3.2 O grupo SU(2)

Lembremos agora que conjunto o U(2,C) := {U € GL(2,C) : Ul = I} formado por todas

as matizes unitarias de ordem 2 x 2 é um subgrupo de GL(2,C), o grupo formado por toda

as matrizes invertiveis complexas de ordem 2 x 2. Desde que det(U t) = det(U?), obtemos
que |det(U)|= 1 para cada U € U(2). O subgrupo unitdrio especial é o subgrupo normal de
U(2) onde é definido por

SU(2) = {UU(2) : det(U) = 1}
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Em termos da subédlgebra H de Mat(2,C) introduzido na Sec¢ao 2.1 temos a seguinte carac-
terizacao.

1

Proposicao 17. SU(2) = {A € H|detA = 1}. Em particular SU(2) C H. Mais ainda, o
isomorfismo de R-4lgebras F' : H — H aplica isomorficamente o grupo S? no grupo SU(2).

b

d) € SUQ2), entao UL =T =U = (2 9)

Demonstragao. Seja U = ((é 2

d

—C

Sendo U1 = ( _ab), entao d =@, c = —b, o que implica que U € H.

Por outro lado temos que, seja A € H, tal que det(A) = 1. A prova é direta logo que A

satisfaz a equacao AA =1 , e como consequéncia A € SU(2). Para a prova desta segunda
equagao, observamos que para todo x € H, det(F(x)) = |z|?, consequentemente,

F(S*)={Ae€H: detA=1} = SU(2).

1Grupo Topolégico: E um grupo cujo o conjunto subjacente estd munido de uma topologia compativel
com o produto no grupo no sentido em que

1. o produto G x G — G,p,(g,h) = gh é uma aplicagdo continua, quando se considera G x G com
topologia do produto

2. 1:G — G,u(g) = g~ %, é continua (e, portanto, um homeomorfismo, ja que, t—1 = ¢).
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Capitulo 4

O Teorema de Frobenius

Neste capitulo final daremos uma demonstracgao explicita do celebrado Teorema de Frobenius,
o qual caracteriza as algebras de divisao associativa de dimensao finita sobre os niimeros reais.
Tal resultado foi provado pelo grande matematico alemao Ferdinand Georg Frobenius, em
1877.

4.1 O Teorema de Frobenius

Nesta secao, A denotara uma R-algebra associativa com divisdo e com elemento neutro e
cuja dimensao real é finita. E claro que a aplicacao R — A, a+— ae é um homomorfismo
injetivo de R-dlgebras que permite identificar R com uma subélgebra de A que denotaremos
por R. Vamos supor que A # R. Seja b qualquer elemento de A tal que b € R e seja R(b)
o subespago vetorial de A gerado por e e b, isto é,

R(b) := {ae+ pb: o, € R}.
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Lema 4.1.1. Se b € A\ R. Entdao R(b) é um subconjunto comutativo maximal de A,
composto por todos os elementos de A que comutam com b. Mais ainda, R{d) é um corpo
isomorfo a C.

Demonstracao. Escolha um subespago F' de A que contém a R(d) de dimensao maximal e
que seja comutativo. Se x € A comuta com todo elemento de F', entao F' + R também é
um subespago comutativo de A. Portanto deve coincidir com F'. Isto implica que x € F,
provando que F' é um subconjunto comutativo maximal de A. Em particular, se 0 é um
elemento de F' com z # 0, entdo ™! comuta com todo elemento y de F', pois a igualdade
x-y = 2 -y implica que y - 7! = 27! - y. Portanto 27! € F. Em consequéncia F é um
corpo. Pelo Teorema de Hopf (veja [1]), F' é um corpo isomorfo a C. Em particular F' tém
dimensao real 2. Portanto R(b) = F. Finalmente, se © € A comuta com b, entdo = comuta

com todo elemento de R(b) = F', consequentemente x pertence a R(b) = F. O

1

De acordo com o Lema 4.1.1, existe um elemento ¢ € A tal que i = —1, o qual permite-nos
identificar R (i) com C. E claro agora que A também é C-espaco vetorial onde o produto por
um escalar é a multiplicacao a esquerda em A.

Considere a aplicacao T': A — A definida por T'(x) = xi. Note que T' é C-linear. Além
disso, desde que T? = —Id, seus Unicos possiveis autovalores sao 7 e —i. Denotemos con AT
e com A~ os C-autoespacos correspondentes. Em outras palavras,

t={zecA vi=ix}, A ={r€A:xi=—ix}.

Lema 4.1.2. A 4lgebra A é a soma direta de AT e A™, isto ¢,

A=ATp A",
Demonstracao. E claro que AT N A~ = 0. Por outro lado, se v € Aentaoxz —i-x -1 € A"
ex+i-x-i € A", Mais ainda, 2 = 5(z —i-2-i) + 3(z + -z -1), o que implica que
A=AT® A, O
De acordo com o Lema 4.1.1, At é um corpo isomorfo a C. Além disso, se z,y € A, entao
r-yeAt.
No caso que A~ = 0 temos que A = AT. Portanto, nesta situacao, A é isomorfo a C. Su-

ponhamos entao A~ # 0. Provaremos que neste caso A é isomorfa a algebra dos quatérnios H.

Lema 4.1.3. Suponhamos que A~ # 0, entao dimcA™ = 1. Além disso, se 0 # c € A,
entao
ER e 2 <0.

!Teorema de Hopf. Seja A uma R- dlgebra de divisao comutativa de dimensao finita. Entao Dim(A) < 2.
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Demonstragao. Seja ¢ € A=\ {0}. As aplicagoes : A — A, z+— z - ¢ é um isomorfismo
C-linear, cuja inversa S7' : A — A é dada pela regra S™'(x) = zc™! para todo z € A.
Note que S(AT) = A~, portanto dimc AT = dimcA~ = 1. Por outro lado, gragas ao Lema
4.1.1, R{c) é um corpo isomorfo a C que contém a c®>. Mas ¢ € A~, entao ¢* € AT = R(i).
Logo, ¢* € R{i) NR(c) = R. Si ¢? fosse identificado com um real positivo, ¢* teria duas
raizes quadréticas em R, e portanto trés raizes quadraticas em R{c), o que é impossivel.
Consequentemente, ¢? ¢ identificado com um ntimero negativo. n

Fixemos 0 # ¢ € A~. Pelo Lema 4.1.2, existe k € R,k > 0 tal que ¢? = —k? e portanto

(£)> = —1. Denotemos com j o elemento {, entdo j € A~ e j2 = —1. Defina k := 1,

k
entao

kei=@G-7)i=i-(j-1)=i-(—i-5)=—i-(i-j)=—i-k,
o que implica que k € A~. Desde que 4,7 é uma base de A~ e como A = AT & A~, entao

e, 1, j, k formam uma base de A como R-espaco vetorial. Como j, k € A™, eles anticomutam
com . Isto juntamente com as igualdades

=57 =—1ij =k, k* = (ij)(ij) = i(ji)j = i(—ij)j = —(P*)(j*) = -1,

demonstram que e, 1, j, k satisfazem as relacoes estabelecidas para os quatérnios.

Combinando o Lema 4.1.1 com o Lema 4.1.2 e a tultima andlise provam o seguinte resul-
tado:

Teorema 4.1.4 (Teorema de Frobenius). Seja A uma R-dlgebra associativa de divisdo e
dimensao finita. Entao, existem trés possibilidades:

(i) A é isomorfa a dlgebra dos nimeros reais R
(ii) A é isomorfa a dlgebra dos nimeros complexos C.

(iii) A é isomorfa a dlgebra dos quatérnios H.
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