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RESUMO

Arvores de classificagao sao um recurso muito 1util na area de aprendizado de
maquina pela facilidade de interpretacao humana de suas predigoes. Motivado pela me-
lhoria dos algoritmos e da capacidade de hardware para resolucao de problemas de pro-
gramacao inteira, trabalhos recentes abordam a criacao de arvores de classificacao 6tima
através de modelos lineares, sendo o modelo mais geral intitulado Optimal Classification
Trees (OCT). Propomos neste trabalho uma reformulagdo do OCT, inequagoes vélidas
baseada no grafo de precedéncia dos pontos de aprendizado e uma estratégia de branch-
and-cut sobre restrigoes que dependem do nuimero n de pontos, que é muito grande em
varias instancias de entrada da literatura. Ademais, apresentamos técnicas e estratégias
para mitigar o alto custo computacional atrelado a essa alta dimensionalidade dos pontos
através da sua reducao, por meio de heuristicas e modelos exatos, visando estabelecer
um trade-off entre assertividade, representatividade e tempo de execucao dos modelos.
Os resultados demonstram que a reformulacao do modelo reduz em média 57% do tempo
computacional do OCT, e que as inequacoes de precedéncia diminuem em 58% o nimero

de nés resolvidos pela estratégias de branch-and-bound.

Palavras-chave: Classificagao, Arvore de decisao, Programagao inteira mista.



ABSTRACT

Classification trees are very useful techniques in the field of machine learning due
to the ease of human interpretation of their predictions. Motivated by the improvement
of algorithms and hardware capacity for solving integer programming problems, recent
works address the creation of optimal classification trees through linear models, the most
general model being entitled Optimal Classification Trees (OCT). We propose in this
work a reformulation of the OCT, valid inequalities based on the precedence graph of
the learning input and a branch-and-cut strategy on the restrictions that depend on the
number n of points that is very large in several instances of the literature. In addition,
we present techniques and strategies to mitigate the high computational cost linked to
this high dimensionality of points through their reduction, by means of heuristics and
exact models, aiming to establish a trade-off between assertiveness, representativeness and
models execution time. The results demonstrate that the model reformulation reduces on
average 57% the computational time of the OCT, and that the precedence inequalities

decrease in 58% the number of nodes solved by the branch-and-bound strategies.

Keywords: Classification, Decision Tree, Mixed Integer Programming.
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1 Introducao

A area da Inteligéncia Artificial tem sido alvo de grande interesse nos tltimos anos,
tanto no campo académico quanto no midiatico. Em especial, os termos Aprendizagem
de Maquina (ML, do inglés Machine Learning), Redes Neurais e Deep Learning tém
recebido bastante atencao nao apenas em artigos cientificos, mas também em publicacoes
voltadas para o publico tecnoldgico. Estamos vivendo uma era de carros auténomos (self-
driven cars), assistentes virtuais e robos de bate-papo (chatbots) altamente inteligentes.
Em geral, o grande sucesso que a Inteligéncia Artificial tem vivenciado se deve a trés
fatores: (i) avangos algoritmicos, (ii) evolu¢ao do hardware computacional, e (iii) grande
disponibilidade de dados e benchmarks (CHOLLET, 2021)).

Por outro lado, vale observar que uma grande classe de problemas estatisticos
pode ser expressada de forma natural usando Programacao Linear Inteira Mista (PLIM)
(ARTHANARI; DODGE; 1993)). No entanto, em relagao a Inteligéncia Artificial, utilizar
a PLIM é historicamente considerado impraticavel, dado que os problemas associados
sdo intratdveis. Neste sentido, ¢ importante ressaltar que os pontos (i) e (ii) também
se aplicam a PLIM. Considerando os avancos algoritmicos dos melhores resolvedores do
mercado, temos que o CPLEX 11 (2007) é 29 mil vezes mais rédpido que o CPLEX 1.2
(1991), enquanto que o Gurobi 6.5 (2015) é 48.7 vezes mais rdapido que o Gurobi 1.6
(2009), que é comparavel ao CPLEX 11 (BERTSIMAS; DUNN]| 2017)). Pode-se dizer que
o speed up total é de 1.4 x 105 entre 1991 e 2015. Por sua vez, em relacao aos avancos
de hardware, temos um aumento de velocidade na casa de 1.6 x 10°, comparando o limite
de 93.0 PFlop/s de 1993 contra 59.7 GFlop/s de 2016 (STROHMAIER et al., 2015).
Combinando estes speed ups, temos um aumento de velocidade na casa de 2.2 trilhao.
Por exemplo, um problema modelado como PLIM que poderia levar 71 mil anos para ser

resolvido 25 anos atras, agora pode ser resolvido em menos de um segundo (BERTSIMAS;
DUNN] 2017).

Tal cendrio abre espaco para que a PLIM seja utilizada de forma competitiva para
resolver problemas de ML, como pode ser observado no trabalho de Bertsimas, Orfa-
noudaki e Wiberg (2021)), que utiliza técnicas de PLIM para gerar agrupamentos inter-
pretaveis baseados em arvores, e nos trabalhos de Bertsimas e Dunn (2017)) e [Verwer e
Zhang (2019), que utilizam formulagoes baseadas em PLIM para gerar arvores de clas-
sificacao 6timas. As arvores de classificacao, em especial, possuem duas caracteristicas
que fundamentam a implementacao de métodos baseados em PLIM para sua solucao: a
alta interpretabilidade dos seus resultados e o fato de que seu estado da arte é composto

basicamente por heuristicas gulosas.

A interpretabilidade é uma caracteristica extremamente desejavel para técnicas de

ML. Suponha que um carro autéonomo se envolva em um acidente com vitimas, quem
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seria o culpado? Suponha que um estudante nao seja selecionado como bolsista, ou que
seja negado crédito bancario a uma empresa; seria aceitavel responder apenas que um
algoritmo tomou tal decisao? A sociedade ira aceitar a falta de entendimento? Enfim, a
interpretabilidade se configura como um fator cada vez mais importante de toda a area da
Inteligencia Artificial. Por outro lado, os melhores métodos para o treinamento da arvores
de classificacao aplicam heuristicas de forma recursiva para tomar cada decisao, fazendo
isto de forma isolada e gulosa (JAMES et al.; 2021), o que termina por nao capturar de
forma otima as caracteristicas globais do conjunto de dados. Este é o caso do CART
(do inglés, Classification And Regression Trees, Breiman et al. (1984)), algoritmo de
referéncia na literatura que influenciou diversas variantes (SOUZA| [2021; BERTSIMAS;
DUNN] 2017)), ID3 (QUINLAN, J. Ross, 1986), C4.5 (QUINLAN, J Ross, |2014) etc.

Assim sendo, este trabalho propée uma reformulagao do modelo OCT (do inglés,
Optimal Classification Trees), proposto por Bertsimas e Dunn (2017) e que emprega
técnicas de PLIM para obtencao de arvores de classificagao 6timas, assim como novas
inequagoes validas baseadas no grafo de precedéncias dos pontos de aprendizado. Além
disso, para mitigar as dificuldades associadas ao grande niimero de pontos dos conjuntos
de treinamento, propomos uma estratégia de branch-and-cut sobre os grupos de restri¢oes
sensiveis a esta caracteristica; Ademais, definimos um problema de otimizacao para a
extragao e amostragem refinada desse conjunto, na qual ainda apresentamos métodos
heuristicos e um exato para sua resolucgao e, fazendo uso desta abordagem, ainda propomos
uma metodologia e um algoritmo para a geracao de arvores de classificacao com uma
topologia mais flexivel que as do OCT. Para tal, o restante deste trabalho esté organizado
como segue: a Secao [2| discute os fundamentos tedricos e o estado da arte dos problemas
abordados; a Secao [3| introduz a reformulagao do OCT proposta, assim como as suas
melhorias; a Secao |4| apresenta a abordagem da amostragem da instancia de entrada; a
Secao |plaborda a estratégia de geracao de arvores de decisao de topologia flexivel; a Secao
[6] descreve os experimentos computacionais realizados e discute os resultados obtidos; por

fim, a Secao [7| expoe as consideracoes finais e propostas de trabalhos futuros.
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2 Fundamentacao tedrica

O objetivo desta secao é definir de maneira formal os problemas tratados neste
trabalho, bem como apresentar um resumo do estado da arte dos assuntos abordados.
Em um primeiro momento serd formalizada a definicao de um problema de classificacao.
Na sequéncia, sera apresentada a formalizagao do problema da Arvore de Decisio e, em

seguida, feita uma pequena discussao acerca de sua complexidade computacional.

2.1 Problema de Classificacao

Seja dada uma dupla (X,Y"), representando o conjunto de dados de treinamento,
composto por n pares de observagoes (z;,¥;), com ¢ = 1,2,...,n. Considere que cada x;
é um ponto em R?, onde cada dimensao representa uma das p caracteristicas (features)
da amostra, e que cada y; € {1,2,..., K} indica qual dos K rétulos estd associado ao
ponto x;. Adicionalmente, sem perda de generalidade, assuma que os valores de cada
dimensao (caracteristica) estao normalizados no intervalo 0 — 1, ou seja z; € [0,1]7. O
objetivo do problema de classificagao é produzir uma ferramenta (também conhecida como
classificador) capaz de associar corretamente cada ponto x; (ou grande parte destes) com
o seu respectivo rotulo y;, de modo que o método seja capaz de prever corretamente o

rétulo de pontos que nao pertencam ao conjunto X.

Sao exemplos classicos de classificadores: Redes Neurais Artificiais (RNA), K-
Nearest Neighbours (KNN), Suport Vector Machines (SVM), Regressao Logistica, Arvore
de Classificagdo (também conhecida como Arvore de Decisao), Naive Bayes, Floresta
Aleatéria, entre outros. Neste trabalho, estamos especialmente interessados nas Arvores
de Classificacao, dado a interpretabilidade que esta prové. Segue a formalizacao do pro-

blema do treinamento de uma Arvore de Decisao.

2.2 Problema da Arvore de Classificagao

Dado um problema de classificagdo (X,Y’), a arvore de classificagdo tem como
objetivo um particionamento hierarquico do R? em regioes disjuntas, cada uma associada
a um rétulo de Y. Tal particionamento pode ser representado como uma arvore, composta
por nés de ramificagao e folhas. Cada né de ramificacao realiza um particionamento do
conjunto X baseado nos parametros a e b. Dado um ponto z;, caso a’x; < b, x; deve-
se seguir para a ramificacao esquerda, caso contrario, deve-se seguir para a ramificacao
direita. Para o escopo deste trabalho, o vetor a possui apenas um valor igual a 1, enquanto
todos os outros sao 0, ou seja, cada ramificagdo seleciona apenas uma dimensao (ou

caracteristica), para particionar o conjunto de pontos. Finalmente, cada né folha possui
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um rétulo associado, aquele que aparece com mais frequéncia no mesmo, e este serd usado

como previsao para cada ponto que por ventura siga até esta folha.

Laurent e Rivest| (1976) demonstraram que o Problema da Arvore de Classificacio
é NP-Completo por redugao do problema EC3 (KARP, [1972), uma variante do Problema
da Cobertura Exata (do inglés, Exact Cover), no qual cada conjunto possui no maximo

cardinalidade 3.

2.3 CART

O funcionamento da heuristica é ilustrada no Algoritmo [Ij Dado um conjunto de
treinamento, o primeiro passo do processo consiste na criagao de um noé da arvore, para
em seguida, decidir se tal n6 torna-se folha (linhas 3-5) ou entdo é ramificado (linhas
8-16). No primeiro caso, o algoritmo escolhe e atribui a classe que melhor classifica o né
correspondente, retornando-o. No segundo, a fungao auxiliar melhor Particao é invocada
para decidir como dividir o conjunto de entrada em dois subconjuntos, cada qual originara
uma ramificacdo do né. Essa funcao busca a particao cujo decréscimo da impureza é

maximo, sendo esta definida da seguinte forma:

AIT:I<np)—PL'I(TLL)—PR'I(HR), (1)

onde n, ¢ o no raiz da arvore 7, e n;, € ngr sao as suas ramificacoes esquerda e direita,
respectivamente; P;, e Pr correspondem as respectivas proporcoes das alocacoes entre as
duas ramificagoes, e I(-) é a fungao que descreve a medida de impureza, sendo o indice de
Gini tipicamente utilizado como tal medida em problemas de classificagdo (CRISTERNA]
2017):

I(n,)=1-)Y P’ (2)

qeQ
onde P, corresponde a probabilidade da ocorréncia de amostras da classe ¢ € €2 no né n,
qualquer. Desse modo, a fungao melhor Particao escolhe e retorna a particao que gera a
melhor divisao, de forma gulosa e local, no né sendo explorado, de tal modo que essa pode
nao ser, necessariamente, a decisao 6tima em respeito ao objetivo global de minimizar o

€ITo.

24 OCT

Esta secao apresenta o modelo de Programacao Linear Inteira Mista proposto por

Bertsimas e Dunn| (2017) para construgao de Arvores de Classificacao Otimas (OCT, do
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Algoritmo 1: Pseudocédigo do algoritmo CART, adaptado de (CRIS-
TERNA| [2017)

Entrada: {X,Y'}, Luin, Tnin
1 Construir né n, com impureza I(n,)

2 se {X,Y}| < nnin ou I(np) =0 entao

3 P, < Probabilidade da classe w, no né atual

4 P, , < Probabilidade da classe w, no né raiz

5 Atribuir a n, a classe w, = argmaz, P,/P,,

6 fim

7 senao

8 para i = 1 até m faga

9 | {77, AL} < melhor Particao(i, {X, Y}, lin)
10 fim

11 i = argmaz; (A1 <i<m}

12 Separar {X,Y} em {X,Y1} e {X5, Y3} considerando a i-ésima

caracteristica e particao T%*
13 nr < CART({Xla }/i}a lmina nmzn)
14 ngr < CART({X27 }/2}7 lmina nmin)

15 Atribuir ny, e ng como filhos de n,
16 Atribuir a n, a caracteristica ¢ e limiar 7'2*
17 fim

18 retorna n,

Algoritmo 2: Pseudocédigo da funcao melhorParticao, adaptado de
(CRISTERNA [2017)

Entrada: i, {X,Y}, lLnin
1 T < limiares em X de caracteristica ¢ cujas particoes possuam no minimo
lnin amostras
2 para 7 € T faga
3 ‘ Al <+ Decréscimo de impureza obtido pela particao 7
4 fim
5 7" = argmax, {AL|r € T}
6 retorna {7, AL}
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inglés Optimal Classification Trees), considerado o estado da arte para este problema.

Para encontrar a melhor arvore possivel, o modelo deve ser capaz de tomar as seguintes

decisoes discretas: (a) para cada novo né, deve-se decidir ramificd-lo ou torna-lo folha;

(b) se o nd se tornar folha, deve-se atribuir um rétulo de classificacao para ele; (c) se o

né for de ramificagao, deve-se escolher um parametro e um limiar para ativar a divisao;

e (d) quando classificar os pontos de treino de acordo com a arvore em construgao, deve-

se escolher a qual folha cada ponto serd atribuido tal que a estrutura da &arvore seja

respeitada. As Tabelas [1] e [2] sintetizam, respectivamente, o conjunto de parametros e

variaveis de decisao utilizados pelo OCT, enquanto que o modelo OCT é apresentado no

programa a .

Tabela 1: Sumario dos parametros do modelo OCT.

Parametro Definicao

D profundidade maxima da arvore de decisao

« penalizacao aplicada a complexidade da arvore

L acuracia da predigao pela classe majoritaria

Yir valor 1 indica que o i-ésimo ponto tem rétulo k, 0
caso contrario

t=A1,..,T} indice dos nés da arvore, sendo T = 2P+1 — 1

p(t) né pai de t

Ar(t) conjunto de nés ancestrais de ¢ cuja ramificacao es-
querda foi usada no caminho do né raiz até ¢

Ag(t) similar a Ay (t) é o conjunto de ancestrais da rami-

T ={1,...,|T/2]}

To = {|T/2] +1,...T}

ficacdo direita

noés de ramificacao que separam os pontos x na forma
aTx < b. Pontos que satisfazem esta condicdo se-
guem para a ramificagdo esquerda na arvore, caso
contrario seguem pra ramificacao direta

nos folha que fazem a predicao de classe para cada

ponto atribuido ao no6 folha

Tabela 2: Sumario das variaveis do modelo OCT.

Variavel de decisao

Zil € {07 1}
a; € {07 1}17

b; R
d: € {0,1}

ll € {Oﬂ 1}
Cit € {Oa 1}
Ny € Z0+
N, eZ$
L€ Z$

se z; = 1 entao o i-ésimo ponto estd no né [ € Tr,
se atp = 1 entao o parametro p é usado na restricao
de divisao doné t € Tg.

valor limiar de divisdo do né t € Tp

se d; = 1 entéo a restricdo de divisdo doné t € Tg
esta ativa

se I; = 1 entao a folha [ € Ty, esta ativa

se ¢k = 1 entao o rétulo k£ é majoritario no né ¢
numero total de pontos de rétulo k& no né ¢

numero total de pontos no né ¢

nimero de nds mal classificados no né ¢

A fungao objetivo (3 procura minimizar o total de pontos mal classificados com

o termo ZtGTL L, e a complexidade da arvore com o termo ZteTB dy. O L é usado para

normalizar os termos em relacao ao efeito do «, tornando-o independente do tamanho da
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instancia. O parametro «, definido no algoritmo CART (BREIMAN et al.,|{1984), controla
o compromisso entre a acuracia da solugao e a complexidade da arvore e é utilizado durante

a fase de regularizagao do classificador que melhor se ajusta aos dados.

Para a construgao da estrutura da arvore de decisdo temos que as restrigoes (4]
e garantem que todo ponto x; € X estd em uma unica folha t € T, que esteja ativa
(Iy = 1). As restrigoes @ garantem que se um no ramificacdo t € T estiver ativo entao
deve ser atribuido um tnico parametro para sua inequacao de divisdo. As restrigoes
sO permitem que um noé ramificacdo seja ativo se seu pai também estiver ativo. J&
os conjuntos de restricoes e @ garantem que todo ponto z; s6 pode ser atribuido
para uma folha t € T, se atender as inequacoes de divisao (a’x; < b) de todos os nés
ramificacdo ativos que sao ancestrais a t. As restrigoes estabelecem o dominio da
variavel b, € [0, 1], que é o limiar da inequagao de divisdo do né de ramificacdo ¢, sendo
valido pois todos os parametros dos pontos x; foram normalizados. Caso d; = 0 entao
b, = 0, obrigando todos os pontos descerem para a folha da direita de t. Parametros
€ € €mae POssuem valores suficientemente pequenos e foram adicionadas ao conjunto de
restricoes @ para garantir sua linearizagao. Detalhes da construcao destes valores podem
ser observados em (BERTSIMAS; DUNN| 2017).
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o 1
Minimize 7 Z L+« Z d (3)

leTy, teTp

d =1, i={1,.,n}, (4)

€Ty,
Zit S lt7 L= {17 '-7n}7vt S 7—L7 (5)
P
Z At = dt, Vit € 7‘3, (6)
j=1
dy < dp), vt € T\ {1}, (7)
al x> by — (1 — zy), i={1,..,n},Vt € Tp,Vm € Ag(t), (8)
al (i +€) < b+ (1 + €maz) (1 — 2i1), i={1,..,n},Vt € Tr,Vm € AL(t), 9)
0< by <d, vte Tz, (10)
K
> e =1, Ve T, (1)
k=1
M= VieT, (1)
i=1
1 n
LtZNt—th—n(l—th), k:{l,,K},VtE'E (14)
Lt S Nt — th + NCrt, kf = {17 ,K},Vt - 7},7 (15)
L, >0, vVt e T.. (16)

Para realizar a computacao dos pontos mal classificados pela arvore construida,
temos que as restrigoes atribuem para cada no folha ativo uma tunica classe majo-
ritaria. As restrigoes ((12)) contabilizam o nimero de pontos N; que foram atribuidos em
cada folha ¢, e as restrigoes contabilizam o nuimero de pontos Ny; de cada rétulo &
que estao em cada folha ¢t. Por fim, os conjuntos de restricoes e garantem que
L; compute a quantidade dos pontos em ¢ com rétulo diferente do rétulo majoritario. O

dominio das variaveis estd descrito na Tabela 2

2.5 FErro e Viés

Na tomada de decisao ou no julgamento humano temos a presenca do erro. Erro na

correcao de prova, no diagnéstico médico, na sentenca judicial, entre outros. Estes erros
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podem ter origem na capacitacao do profissional para exercer a funcao ou em elementos
externos como noticias familiares, horario que a andlise esta acontecendo e até mesmo a

decisao tomada no caso anterior. Podemos dividir estes erros em
error = bias + noise,

onde o viés é classificado como um desvio sistematico e o ruido uma dispersao aleatéria.
Em Kahneman, Sibony e Sunstein| (2021]) é apresentada a alegoria do tiro ao alvo, ilustrada
na Figura , para diferenciar cada tipo de erro. A Figura (a) apresenta quatro grupos
de cinco tiros em seus alvos, onde cada grupo utiliza uma arma distinta. Observando os
resultados podemos afirmar que o grupo 1 acertou praticamente todos seus tiros, os tiros
do grupo 2 foram muito dispersos do centro do alvo, sendo este tipo de erro classificado
como ruido, enquanto o grupo 3 teve seus tiros deslocados sistematicamente na regiao
inferior esquerda do alvo, motivados pela desregulacao da mira de sua arma, este erro

classificamos de viés. J& no grupo 4 o resultado é ruidoso e enviesado.

A Figura [I|(b) ilustra o resultado dos tiros apds a remogao dos alvos. Isto nos
permite identificar uma diferenca no tratamento dos tipos de erro. Sem o alvo nao é
possivel identificar quem é o grupo enviesado, entretanto, identificar a dispersao aleatéria
ainda é possivel, pois o ruido constitui a variabilidade nos dados que pode ser medida

estatisticamente (desvio padrao).

Esta diferenca pode ser observada no seguinte exemplo pratico. O diretor de mar-
keting de uma corretora de agoes solicitou que os corretores da empresa definissem qual
seria o crescimento da bolsa brasileira no ano, para usar em uma campanha publicitaria.
Em média, os 37 corretores indicaram um crescimento de 15% com um desvio padrao
de 5%. O ruido das previsoes de seus profissionais é facilmente metrificado no desvio
padrao, entretanto, o viés s6 podera ser conhecido quando se descobrir o "alvo”, ou seja,
ao final do ano quando soubermos o quanto a bolsa brasileira variou. Neste ano especifico
ela cresceu apenas 7%, gerando um viés de 8% computado pela diferenca do que de fato

ocorreu e a média das previsoes da equipe.

E os erros nas bases de dados utilizadas na técnica de aprendizado supervisionado,
é possivel quantificar? Segundo |[Hastie, Tibshirani e Friedman (2009), no aprendizado
supervisionado, consideramos um conjunto de dados onde cada exemplo é uma tupla
(z,y), em que x é um vetor de caracteristicas ou atributos e y é a saida ou rétulo cor-
respondente. Seu objetivo é encontrar a fungao hipétese h(x,6) € H cujos parametros 6
mapeiam os vetores x em y minimizando E(h(x,0),y), sendo E(.) a fungao erro que quan-
tifica a divergéncia entre as classificagoes h(x,0) e as saidas y. Denotamos este conjunto
de dados como D = (z1,v1), (%2, Y2), .., (Tn, Yn), sendo D apenas uma amostra de todas

as possiveis classificagdes de um dado contexto, contendo dispersao aleatéria (ruido) pro-
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X x X
X X X
X X X

accuracy noise

bias bias and noise

(@) (b)

Figura 1: Tipos de erro no tiro ao alvo. (a) Tiros com o alvo; (b) Tiros com
a remocao do alvo.

duzida pela fonte dos dados e o viés oriundo da estratificacao da amostra e da formacao

do classificador.

Como dito anteriormente, o ruido pode ser identificado em D, e a técnica de apren-
dizado supervisionada possui um remédio cldssico para este erro, a regularizacao. Segundo
Ng e Jordan (2004)), o objetivo da regularizagao é adicionar uma penalidade em 6 durante
o processo de treinamento, de forma a restringir a complexidade do modelo para que o
mesmo nao se sobre-ajuste a detalhes especificos aos dados de treinamento, melhorando
sua capacidade de generalizacao para dados nao vistos. Por sua vez, Cross Validation
(ARLOT; CELISSE, 2010) é a principal técnica de valida¢ao dos hiper parametros de re-
gularizacao para a escolha de 6 que menos aprende os ruidos contidos em D. Essa técnica,
ao dividir o conjunto de dados em subconjuntos de treinamento e validacao de maneira
repetida e estratificada, permite uma analise criteriosa da robustez dos hiperparametros
escolhidos, garantindo que o modelo seja mais eficaz na generalizagao para novos dados

nao observados.

J& para eliminar o viés contido em D seria necessario conhecer mais informacoes
além de D. Trabalhos recentes procuram definir frameworks e regras com este objetivo.
Kamiran e Calders| (2012) apresenta a técnica de restrigoes de justiga que envolve a sele¢ao
cuidadosa das varidveis a serem consideradas, a exclusao de informacgoes sensiveis que
possam introduzir viés ou a aplicacao de técnicas de pré-processamento para equilibrar
a representacao de diferentes rétulos. Para mitigar o viés sao incorporados termos de
regularizacao que penalizam a discriminacao ou ajustando os pesos das amostras para
equalizar a influéncia de diferentes rétulos. Em Hardt, Price e Srebro| (2016) é proposta
uma formulacao matematica que aplica as restri¢oes de justica equilibrando as taxas de
falsos negativos entre os rotulos, ajustando limiares de decisao ou a introducao de pesos

especificos a fim de compensar as disparidades existentes.

Niculescu-Mizil e Caruana (2005)) e Kull, Silva Filho e Flach (2017) propdem a
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calibragao de confianca, que ajusta as estimativas de probabilidade previstas pelo mo-
delo para que estejam alinhadas com a probabilidade real de ocorréncia do evento, vi-
sando garantir que as previsoes sejam estatisticamente confidveis, corrigindo tendéncias
sistematicas. Em todas as técnicas propostas se faz necessario conhecer o espago amostral

das caracteristicas e as probabilidades a priori dos eventos contidos em D.

Muitas técnicas de aprendizado supervisionado trabalham com modelos de pro-
gramagao matematica para minimizar sua fungao erro E(.), adicionando um elevado custo
computacional durante o processo de aprendizagem sob grandes massas de dados. Sup-
port Vector Machine (SVM) é uma das técnicas de melhor desempenho na generalizagao
do aprendizado (VAPNIK, V. [1995)), mas precisa resolver um modelo de programacao
quadrética (QP) para encontrar o 6 de seu hiperplano de separagao. Ja a necessidade
de definir os motivos que levaram as fungoes hipdteses h(.) as suas classificagoes em
areas como saude e justiga, impulsionou pesquisas recentes para analisar o tradeoff entre
acuracia e interpretabilidade (BERTSIMAS; DELARUE et al., 2019). Bertsimas, Or-
fanoudaki e Wiberg (2021)) utiliza técnicas de otimizagao para encontrar solugoes que
equilibrem a interpretabilidade e a acuracia na clusterizacao de dados. |Vidal e Schiffer
(2020) e [Parmentier e Vidal (2021) propoem modelos de programagao para construir uma
unica arvore de decisao, que traga explicacoes contrafactuais fiéis ao comportamento de

uma tree ensemble fornecida.

Para estas técnicas tratar massa de dados de grande porte se faz necessario criar
subamostras de tamanho reduzido que tragam uma fidelidade a acuracia obtida na amos-
tra original. Diversos estudos ja foram propostos utilizando caracteristicas especificas da
técnica SVM (BIRZHANDI; KIM; YOUN] 2022). Em [Panda, Chang e Wu| (2006) uma
subamostra ¢é criada com o conjunto de pontos que tenha a menor média de distancias aos
pontos de rétulos distintos. |Li, Cervantes e Yul (2012) propoe executar o SVM sob uma
subamostra aleatoria e filtrar os dados originais que estejam dentro de esferas centraliza-
das nos vetores de suporte encontrados inicialmente. Ja em Zhu et al. (2014), procura-se
identificar os pontos na amostra que estao proximos das fronteiras entre as classes guiados

pelos centros de massa dos dados em cada rétulo.

Segundo Kish| (1965), a estratificagdo de uma subamostra é um procedimento que
visa preservar a representatividade de diferentes grupos ou estratos presentes nos dados,
levando em consideracao a variabilidade existente em cada caracteristica, procura-se ga-
rantir que os estratos na subamostra sejam semelhantes as proporgoes na amostra. Assim,

ao construir uma subamostra Dy, Inserimos novos termos nos seus erros
errorgy = bias + biasg,, + noisegyy,

sendo bias a componente original contida em D que nao pode ser quantificado, pois nao
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sabemos qual a resposta correta ("alvo”), ou seja, nao temos informagoes além de D; a
componente notseg,, que ¢ uma parte do ruido herdado de D, este ruido como o original
pode ser eliminado com a técnica de regularizacao; e a componente biasg,, que é um tipo
de viés inerente a toda subamostra, mas com uma diferenca para a componente bias pois

0 7alvo”é conhecido e esta contido em D.
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3 Nova formulagao proposta (nOCT)

Esta secao descreve a reformulacao proposta para o modelo OCT, doravante de-
nominada nOCT. Adicionalmente, apds a apresentacao do modelo matematico proposto,
seguem duas melhorias propostas para este: um novo conjunto de desigualdades validas
baseadas no conceito de Grafo de Precedéncia, e uma estratégia de branch-and-cut para

lidar com os grandes conjuntos de restricoes do modelo.

O modelo nOCT adota os parametros de entrada D, ¢, Tz, 1., Yir, L € as varidveis
de decisao zy, aji, by, ¢ ¢ Ly com o mesmo significado descrito nas Tabelas [1| e .
Adicionalmente, define-se Ly (t) como o conjunto de nés folha da subarvore esquerda do
n6 t € Tg e Lg(t) como o conjunto de nds folha da subdrvore direita ao t € Tg. O
programa a apresenta uma nova formulacdo para construcdo de uma &arvore
de classificacao 6tima. Na funcao objetivo , o total de pontos mal classificados é
computado pelo termo ZtETL L;, enquanto que a complexidade da arvore é computada

pelo niimero de divisdes na drvore, dado por » 7_, >, 7 s
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Minimize Z L+« Z Z aj (17)

tETL j=1teTp

> a=1, i={1,.,n}, (18)

teTr
p
> aj = ()1, Vt € T, (19)
j=1
a?£z+§ Sbt"i_l_ Z Zil s i:{17'~7n}7Vt67-Ba (20)
VieL(t)
alz; — >bt—1+ Z Zil, i={1,.,n},Vt € Tg, (21)
VlELR
cht =1, Vt e TL, (22)
k=1
Li> )z —n(l = cw), k={1,..K},Vt €T, (23)
Yigtl
Lt < Z Zit+n(1_ckt)a k:{l,..,K},VtGE, (24)
Yint1
Ly >0, vt € Ty, (25)
0<b <1, Vt € Tp. (26)

Para a construcao da estrutura da arvore de classificacao, temos que o conjunto
de restrigoes garante que cada ponto seja atribuido para uma tnica folha t € Tr.
As restrigoes ((19) garantem que no maximo um parametro seja escolhido para a restrigao
de divisao de cada n6 t € Tg. Os conjuntos de restrigoes e garante que o i-
ésimo ponto atenda as restrigoes de divisao (aTxi < b;) de todos nds t € Tp que estejam no
caminho entre o noé raiz e o no folha [ onde z;; = 1. Se o 7-ésimo ponto estiver em uma folha
de Ly (t) entao ZWeLL(t) 2z = 1, logo, athmtg < by, caso contrério, como b; € [0, 1], entao
a restrigdo fica inativa. Se o i-ésimo ponto estiver em Lg(t), entao > ycp oy 2a = 1,
logo, al x; — $ 2 by, caso contrario, a restrigao fica inativa. Além disto, caso o né de
ramificacao t nao tenha parametro atribuido para sua restricao de divisao (Z§=1 aj =0),
entao o conjunto de restrigoes obriga todos os pontos que passarem por t a descerem
na ramificacdo esquerda, pois se ), La(t) Zil = 1, entdao —5 > by, 0 que é impossivel,
pois by € [0,1]. E atribuido para € o valor da menor distancia nao zero entre todos os

parametros de todos os pontos de X.
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Para a computacao dos pontos mal classificados pela arvore construida, temos
que o conjunto de restrigoes garantem que cada no folha terd uma tnica classe k
majoritaria. As restrigoes e contabilizam em [; a quantidade de pontos que nao
sao da classe majoritaria (cg; = 1). Finalmente, o dominio das varidveis estd descrito na

Tabela 21

3.1 Inequacgoes de precedéncia

Definicao 3.1. (Grafo precedéncia) E um grafo aciclico orientado G = (V, A), onde cada
vértice v; € V estd associado ao ponto x; € X, sendow : X x X — Z; a fungao que indica
quantos parametros de x; possuem valores menores ou iquais aos valores dos parametros
de z;. Logo, o arco (i,j) € A se w(x;,x;) = p, ou seja, o arco (i,j) indica precedéncia
em todos os valores dos parametros do ponto x; ao ponto x;. Havendo um caminho entre

0s vértices i e j de tamanho maior que 1 entdo o arco (i,7) deve ser removido de A.

A Figura [2| ilustra o grafo de precedéncia G para um conjunto de pontos X de
exemplo (Figura 2f(a)). Na Figura [J(b) é possivel perceber que o vértice 2 tem caminho
para todos os outros vértices, pois o ponto xs possui valores menores ou iguais, em seus
parametros, a todos os valores dos outros pontos de X. O arco (2,1) foi removido de A[G]

pois existe o caminho 2 — 3 — 1.
x1(2;3,7) <~

1;12)| (> >
x3 (2; 2I8)
x4(5;1,2)

>
Il
(o))

(a) (b)

Figura 2: Exemplo do grafo de precedéncia: (a) Conjunto X com 4 pontos,
(b) Grafo de precedéncia G = (V, A) dos pontos de X.

Considerando, sem perda de generalidade, que os indices do conjunto 7T; fazem
referéncia aos nés folha ordenados pela visita a arvore em pré-ordem, e que s e [ sao
os noés folha inicial e final de Ty, respectivamente. Para todo grafo de precedéncia G,
associado a uma instancia X, definimos as seguintes inequacoes de precedéncia validas
para todo (7, 7) € A[G]:

zif < zjf, (27)
Zis < Zis, (28)
thj"'ziti S 1, tj = {17;|TL| —1}7t12{tj+1,,|TL|} (29)
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Para cada par de pontos z;, z; € X com (i, j) € A[G] ent@o o conjunto de restri¢oes
garantem que se x; estd na ultima folha f entao z;; = 1, ou seja, x; também estard em
f,ja o conjunto de restricoes garantem que se x; estd na primeira folha s entao z;; = 1.
Por fim, as restri¢oes garantem que se x; estiver em qualquer né t; = {1,...,|T| — 1}
entao ; nao estard em um né6 com indice ¢; > ¢;, e se x; estiver em t; entao x; nao estard

em tj.

3.2 Algoritmo de branch-and-cut

E possivel perceber que o principal gargalo computacional para o modelo proposto
estd no numero de pontos (n) usado para a construgao da arvore. O nimero de restrigoes
dos conjuntos e ¢ dependente de n. Por este motivo, optou-se por inseri-las
dinamicamente durante a resolugao do modelo. Desta forma, este conjunto de restrigoes
¢ inicialmente relaxado e, para cada solucao inteira encontrada durante o processo de

branch-and-bound, verifica-se se ha restrigoes violadas, inserindo-as no modelo.

O Algoritmo [3| define como as violagdes sdo verificadas. Seja (Z, @, b) uma solucio
inteira encontrada, como as restricoes garantem que na solugao cada ponto x; esta
em um unico né folha, fazemos uma varredura para descobrir qual folha f estd com
valor zZ;; = 1 (linha 2). Em seguida, procuramos as restri¢oes violadas visitando cada
né ramificacao t a partir do pai de f até a raiz da arvore. Em cada né visitado ¢, se
f € Li(t), ou seja, se x; estiver na subarvore esquerda de t e a; x; +5 > b, entdo adiciona-
se a restricdo af x; + § < by +1— 2 vier, () it 1o modelo (linhas 5 e 6). Caso f € Lp(t)
e @ x; — § < by entdo adicione a restricao afz; — £ > by — 14+ Y e La(r %t 10 modelo
(linhas 7 e 8).

Algoritmo 3: separacao_violadas(z, a, b)

1 parai =1 ton faga
2 f < encontrar_folha(z,1)
3 | t<p(f)
4 enquanto t # NULL faga
5 se (f € Li(t) e (alz; + § > b;) entao
6 ‘ adiciona af x; + 5§ < b+ 1 — D vieLy () %l
7 fim
8 se (f € Lg(t)) e (afz; — § < b;) entao
9 ‘ adiciona alz; — 5>b—1+ ZVZELR(T) Zil
10 fim
11 t < p(t)
12 fim
13 fim

O Algoritmo [3| tem complexidade O(n(2P°~! + D)) sendo D a profundidade da

32



arvore. Quando este algoritmo de separacao nao encontrar mais nenhuma restri¢ao ([20))
ou (21) violada, entao (Zz, a, b) sera considerada uma solugao vidvel e teremos uma arvore

de classificacao formada.
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4 Problema da Subamostra Nao-Viciada

Com base nos fundamentos estabelecidos na Segao [2.5] neste capitulo apresentamos
métodos para identificar uma subamostra Dy, que minimize biasg,, € assim a funcao
hsupr aprendida a partir de Dy, seja o mais fiel possivel da funcao h de D. Para isto,

quantificamos o viés produzido pela subamostragem como

biassub = Z |fo — ,uf|,
fer

onde Ty e piy sao as médias dos valores de cada caracteristica f € F' de Dgy, e de D,
respectivamente. Sendo assim, propomos um problema de otimizacao que visa encontrar
uma subamostra que minimize o valor de biasg,,, diminuindo o custo computacional do

processo de aprendizagem.

Dada a matriz de caracteristicas X € R™¢ de um conjunto de dados com n pontos
e d caracterfsticas em R?, seja F' = {1, ..,d} o conjunto de indices de caracteristicas. Além
disso, seja puy a média do valor da f-ésima caracteristica X.;, para todos os f € F. O
Problema da Subamostra Nao-Viciada (do inglés Unbiased Subsample Problem, USP) tem
como objetivo encontrar uma subamostra Xg,, C X contendo n pontos que minimize a
expressao » fer |z — p1¢]. Aqui, T representa a média do valor da f-ésima caracteristica

na subamostra Xqp.

Assim sendo, nesta secao propomos resolver o USP primeiro por uma modela-
gem de programacao linear inteira; em seguida, adaptando a meta-heuristica populacio-
nal BRKGA (GONCALVES; RESENDE, 2011), do inglés Biased Random-Key Genetic
Algorithm, através da definicao de sua funcao decodificadora; e, finalmente, por uma
adaptacdo da meta-heuristica de trajetéria ILS (LOURENCO; MARTIN; STUTZLE,
2003)), do inglés Iterated Local Search, com a defini¢ao de trés movimentos de vizinhanga

e um de perturbacao.

Adotamos a matriz padronizada Z € R™¢ como entrada para as meta-heuristicas
propostas. Representamos uma subamostra solucao Zg,;, C Z como um conjunto S de
inteiros que representa um subconjunto dos indices dos pontos de Z. A subamostra S tem
tamanho 7 = |S| nao especificado, e limitado pelo intervalo LB; < n < UBj. Definimos

a funcao avaliacao da solucao S como

f(9) = Z | Z Zif|.  (Proposicao

fEF €S
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4.1 Modelo de Programacao Inteira

Para modelar o USP definimos by € R como a varidvel que mede o viés da carac-
teristica f € F' na subamostra X1, e w; € {0, 1} a varidvel que indica, caso w; = 1, que

o ponto 7 € X esta contido em Xgyp.

Minimize USP = by (30)
fer

st. by > |a‘cf—uf\, Vf e F, (31)

w e {0,1}",b € R? (33)

A fungao objetivo (30) busca minimizar o viés de cada caracteristica f em Xgyp.

O conjunto de restrigoes define, para toda caracteristica f € F', o valor minimo de by

como a diferenca em mdédulo do valor médio Ty =", ng -w; de Xgup € py. A restricao
(32) garante que Xy, tenha exatamente n pontos na solucao. E por fim as restrigoes

definem o dominio das varidveis w e b.

Para linearizar o conjunto de restrigdes (31]), removemos sua fungao modulo e

substituimos pelas inequagoes:

by > (Y wi) —uy, Vf€EF (34)
=1

by > 1y — X, VfeF 35

= (= w), feF (35)

=1

Propomos uma variagao do USP onde, ao invés de fornecer o tamanho especifico
da subamostra a ser encontrada, fornecemos um intervalo de valores LB; < n < UBj
possiveis para o tamanho 7 da subamostra solucao. Podemos modelar esta variagao do

USP da seguinte forma:
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Minimize [USP]= b, (36)
fer

XZ (2
st by > (i Xy - w>—uf, VfeF, (37)

> S,
(Dimy Xy - wi)

by > py — STy VfeF (38)
nrp < Zwi < nus, (39)
w e {0,1}",b € R (40)

A funcao objetivo (36) continua minimizando o viés da amostra em cada carac-
teristica f € F. As restrigoes (39)) garantem o intervalo de valores para o tamanho 7 da
subamostra solugao. Como agora n é variavel, o conjunto de restrigoes . ) foi
reformulado no conjunto de restrl(;oes . e ., substituindo o termo (Z:L 1 %f w;)
por (ZZ%—wa) o que torna estas restri¢oes nao lineares. Utilizaremos a Proposicao a

i (3

seguir para linearizar estas restricoes.

Proposicao 4.1. Seja a varidvel aleatoria x com média i, desvio padrao o, sua respectiva
varidvel padronizada z = % e uma subamostra qualquer Tgy,. A soma » ) zgp — 0 se e

somente se a média Tgup — 1.

Demonstracao. (=) Considere f(xs,,) como a média dos valores da subamostra g,

logo, temos
Z Tsub Z(J * Zsub + ,u) O-(Z Zsub)

f (@) = = = + W,
Nsub Nsub Nsub

e aplicando o limite para » | zg, — 0, temos

. U(Zzsub)
1 su 1 - = .
g mflran) = L lim T =

(<) Considere f(zs,) como a soma dos valores padronizados da subamostra zgp,

logo, temos

xsub - /u (Z Isub) — Ngup = Y
Zsub Z Zsub = Z )

o

fazendo > gy = Nsup * Tsub, temos f(zgup) = w, e aplicando o limite para
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Tsub — M4, temos

lm  f(z) = lim P (Zaub = 1) _
Tsub—1 Tsub— 1 g

[]

O objetivo do USP ¢ encontrar uma subamostra Xg,, C X € R™*“ onde para todo
[ € F temos que Ty — 5. Considerando cada vetor de caracteristicas (colunas da matriz
X)) uma varidvel x e aplicando a operagao de padronizagao z = “>* obtemos a matriz
padronizada Z € R™?. Sendo assim, da Proposicao também podemos afirmar que o
objetivo do USP é encontrar uma subamostra Zg,, C Z onde para todo f € F' temos que

Z Zsubf — 0.

Para exemplificar este conceito apresentamos na Figura |3| a matriz exemplo X e
R**3 que possui 4 pontos e 3 caracteristicas, sendo pu = [0, 5;2,5; 170l e ¢ = [0,5;1,11; 17, 68],
respectivamente, os vetores de médias e desvios padrao das 3 caracteristicas de X, e
sua matriz padronizada Z € R¥3. Sejam S; = {1,2} e S, = {2,4} conjuntos de
indices de pontos de X representando duas subamostra com n = 2, logo, para S te-
mos que T = [0,5;1,5;152, 5] representa suas médias amostrais, e computando seu viés
temos > ;o0 [T — | = 04+ 1+ 17,5 = 18,5, J4 para a subamostra Sy temos
T = [0,5;2,5;170] e computando seu viés temos > rcq; o5 [T — py| =0+04+0=10, 0
qual é uma solucao 6tima. Aplicando a Proposicao podemos computar o viés de S
COMO D ey oy | D jes, Zigl =04 —1,79+ | — 1,98| = 3,77, j& para a subamostra Sy
temos > ey oay 1D ses, Zisl = 0+ 0+ 0 = 0. E importante observar que a adogao da
matriz Z muda apenas a escala dos valores dos vieses computados em S; e So mantendo o
comportamento relativo entre as solucoes, nao interferindo assim no objetivo de encontrar

a subamostra com viés minimizado.

i fa f3 fi f2 f3
[1 1 155] [+1 -1,34 -0,85]
2= [0 2 150] 2= [-1 —-045 -1,13]
[0 3 185] [-1 40,45 +0,85]
[1 4 190] [+1 +1,34 +1,13]

Figura 3: Matriz X € R**3 exemplo e sua matriz com caracteristicas padroni-
zadas Z € R**3,

Por fim, fornecendo ao modelo [USP] a matriz padronizada Z € R"*? temos para
todo f € F que uy = 0 . E pela Proposicao podemos reformular as restri¢oes e
(38) como
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by > Zig-w;, Vf € F, (41)

icU
by ==Y Ziy-wi, Vf € F, (42)

ieU
que definem, para cada caracteristica f € F', o limite inferior de by como a soma dos

valores padronizados Z.; - w da subamostra solucao.

4.2 BRKGA para o USP

A meta-heuristica BRKGA proposta por (Gongalves e Resende, (2011)) é um Algo-
ritmo Genético (HOLLAND) [1992)) cujos cromossomos sao vetores de nimeros aleatérios
no intervalo [0, 1] (random key). E um algoritmo iterativo (geracoes) que manipula uma
populagao de cromossomos com o objetivo de explorar o espaco de solugoes do problema
especifico guiados por uma fungado de avaliagao (fitness). A populacdo inicial consiste
em p cromossomos cujas chaves aleatorias sao geradas independentes entre si. Em cada
geracao k os p cromossomos sao avaliados com a funcao fitness, para assim classificar os
individuos em dois grupos: um pequeno grupo de p, individuos elite, ou seja, aqueles que
apresentaram os melhores valores da funcao fitness, e o grupo remanescente de p — p,
individuos nao-elite. A populagao da geragao k + 1 é construida com: 0s p. cromosso-
mos elite; p,, individuos mutantes gerados da mesma forma que a populacao inicial e
P — Pe — P individuos criados a partir da combinacao de um cromossomo elite com outro
cromossomo nao-elite (crossover). Ao final de todas as geragoes o melhor cromossomo

construido é retornado pelo método.

Até aqui descrevemos o algoritmo genético basico do BRKGA, que é o mesmo para
qualquer problema, entretanto, para adaptar ao USP um decodificador deve ser definido.
Este decodificador é um algoritmo deterministico que tem como entrada a chave aleatoria
(cromossomo), constréi uma solugao viavel no espago de solugoes do problema especifico,

de tal maneira, que seja possivel computar a funcao fitness desta solucao.

Para definir o decodificador para o USP definimos o cromossomo A de dimensao
n, onde a chave A; € [0,1] estd associada ao ponto de indice j pertencente a matriz
padronizada Z. O Algoritmo [] define a funcao decodificadora que inicialmente cria um
vetor I dos indices j dos pontos da matriz Z ordenado pelos valores A; de forma nao-
crescente. Nas linhas 4-7, para todo valor n € [LBj,UB;] uma subamostra solugao é
formada pelo subconjunto de indices S C I contendo os n primeiros pontos de I, avaliados
pela fungao f(.S). Ao final, é retornado como valor da funcao fitness do cromossomo A o

menor valor f(S) entre todas as subamostras S construidas.
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Algoritmo 4: Funcao decodificadora que computa a fungao fitness de uma
solu¢ao do USP mapeada a partir de uma chave aleatéria do BRKGA. A:
chave aleatoria do BRKGA.

1 fungao Decodificador (A)

2 I < argsort(A, decrescente)
3 Menor_vies <— oo
4 para n < LBy até UP; faca
5 S« I;
6 se f(S) < menor_vies entao
7 ‘ menor _vies < f(S)
8 fim
9 fim
10 retorna menor_vies
11 end

4.3 1ILS para o USP

A meta-heuristica ILS possui quatro componentes: uma solucao inicial, um pro-
cedimento de busca local, uma estratégia de perturbacao e um critério de parada. O
Algoritmo [5| apresenta a arquitetura de alto nivel, definida por Lourenco, Martin e Stiitzle

(2003)), que contempla a iteracao destes componentes no ILS.

Algoritmo 5: Algoritmo genérico da meta-heuristica Iterated Local Search
definido por |Lourengo, Martin e Stiitzle (2003).

1 funcao ILS()

2 so < GeraSolucaolnicial()

3 s* < BuscaLocal(sg)

4 repita

5 s « Perturbacao(s*, histdrico)
6

7

8

s" + BuscaLocal(s")

s* < CriterioAceitacao(s*

, 8" histérico)
até condicdo de término alcancada
9 retorna s*

10 end

Seja I o conjunto de indices dos pontos da matriz Z, o ILS proposto para o USP
constroi uma solucao inicial s composta de LBy indices de I escolhidos de forma aleatoria
(distribuicao uniforme). Em seguida é aplicado a sy o procedimento de BuscaLocal que
visa melhorar a solugao dada através da exploracao de solugoes vizinhas melhores, este
procedimento sera detalhado a frente. De posse da solucao s*, produto da fase de busca
local, iniciamos o laco iterativo do algoritmo cuja condigao de parada é executar max_iter
iteragoes. Em cada iteracao aplicamos o procedimento de Perturbacao sobre s* criando
uma nova soluc¢do s’ composta de 70% dos indices de s* e 30% dos indices de I\ s*.
Com o intuito de introduzir variabilidade nas solugoes iniciais, é possivel que a solucao s’

tenha uma quantidade de indices diferente de s*, sendo assim, adicionamos na funcao de
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avaliacao f(S) uma penalidade para inviabilizar a solucao cujo |S| > UB; ou |S| < LB.
Aplicamos sobre s’ 0 mesmo procedimento de BuscaLocal gerando a solucao s”. Para
atualizar s* para a proxima iteragao, o procedimento CriterioAceitacao contém um con-
tador pert_cont do nimero de perturbacoes realizadas, se pert_cont < max_pert entao
s* <« §” sendo max_pert o parametro que indica quantas perturbacoes sobre a mesma
trajetoria de solucao podem ser aplicadas, e se pert_cont > max_pert entao s* <— Smeinor
e pert_cont < 0, sendo S,,einor @ melhor solucao encontrada até o momento. Ao final das

iteragoes o procedimento retorna s,,einor-

Fase de Busca Local

Seja S uma solucdo qualquer para o USP e S = I\ S o conjunto de indices de
I que nao estao em S. Para a fase de busca local do ILS definimos um conjunto de
movimentos de vizinhangas sobre uma solucao S, estes movimentos criam uma solucao

copia S, aplicando as operacoes descritas a seguir:

e add(S) : adiciona em S’ um fndice i € S;
e drop(S) : remove de S" um indice j € S;

e swap(S) : remove de S’ um indice k € S e adiciona em S’ um indice [ € S,

Para avaliar a solu¢ao S” formada podemos utilizar a fungao f(S’); entretanto, para
diminuir o tempo computacional desta avaliacdo, propomos a adocao do vetor bias® € R?
para cada solucao S onde para todo f € F' temos que bias? = > icsZif- Logo, para

computar o valor de f(S’) para cada movimento temos

> fer |biasf3 + Zy| se add(S)
f(8) = D fer |biasi — Zjy] se drop(S)
Zf€F|bias]§—Zkf—i—Zlf] se swap(.9),

tendo este calculo um tempo computacional O(d). Sendo assim, para computar toda a

vizinhanga do movimento add temos a complexidade O(|S| - d), para o movimento drop

temos O(|S] - d) e swap temos O(|S| - |S] - d).

O procedimento de BuscaLocal proposto define um conjunto N de movimentos
de vizinhanga, recebe como entrada uma solucao S e a cada iteragao explora de forma
exaustiva todos os vizinhos de S definidos pelos movimentos de vizinhanca de N, finali-
zando a iteragao com a melhor solucao Sy, encontrada, se f(Sy) < f(S) entdo S < Sy e

uma nova iteracao € iniciada, caso contrario o algoritmo é finalizado e retorna a solucao

S.
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Definimos o operador A & B como a concatenacao de dois movimentos de vizi-
nhanca. Por exemplo, no movimento swap @ add a solucao S é fornecida para o movi-
mento swap que retornara a solucao S’ que, por sua vez, sera fornecida como entrada para
o movimento add que retorna a solugao S”, sendo S” a solugao da operacao swap & add.
Definimos também trés conjuntos de movimentos de vizinhanga com distintas comple-
xidades no niimero de solugoes contidas em sua vizinhangas, o N7 = {add, drop} possui
O(n) solugoes vizinhas; o Ny = Ny U{swap, add® add, drop® drop} possui O(n?) solugoes
vizinhas e o N3 = N, U {swap @ add, swap & drop} possui O(n?) solucdes vizinhas.

Por fim, propomos para o ILS o parametro tempo_estimado que define um tempo
limite desejado para a finalizagao do algoritmo, mas nao aplicado como uma condigao de
parada estrita. Para convergir o tempo de finalizacao do algoritmo ao tempo_estimado,
iniciamos o procedimento de BuscaLocal com o conjunto N <= N3. A cada 5 iteracoes
pegamos o tempo de execucgao atual e computamos uma estimativa linear para as proximas
iteragoes, se esta estimativa for menor que o valor tempo_estimado, continuamos com o
mesmo N, caso contrdrio fazemos N < N, apds outras 5 iteracoes se o tempo estimado
continuar superior ao valor tempo_estimado fazemos N < N7, a partir deste ponto o

conjunto N ficard fixo até o fim do algoritmo.

4.4 BRKGA e ILS Hibrido

Enquanto o ILS proposto encontra de forma relativamente réapida étimos locais
devido ao seu mecanismo de exploragao de vizinhancas, a sua busca do espaco completo
de solugoes é negativamente afetada pela simplicidade e dependéncia da aleatoriedade e
solugao anterior dos seus mecanismos de pertubacao e reinicio. Por outro lado, o BRKGA
sofre o oposto: Enquanto seus mecanismos de construgao, cruzamento e mutagao sao
robustos e exploram bem o espago de solugoes, a auséncia de exploragao de vizinhanca
exige que esses trés ultimos mecanismos assumam o papel de encontrar 6timos locais, o

que torna a convergéncia significativamente mais lenta.

Assim sendo, duas abordagens sao tipicamente utilizadas nesse caso: A primeira
consiste em aplicar uma busca local, construida separadamente do BRKGA e especifica ao
problema tal como o decodificador, em cada individuo gerado pelo BRKGA. Na segunda,
aplica-se a busca local apenas em alguns individuos, de forma a poupar recursos computa-
cionais. Considerando o problema em questao, o Algoritmo [6] apresenta a solugao Hibrida
do BRKGA e ILS proposta neste trabalho utilizando a segunda abordagem discutida, que

intercala as execucgoes das duas heuristicas com o intuito de combinar os seus beneficios.
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Algoritmo 6: Algoritmo Hibrido combinando BRKGA e ILS.

1 funcao Hybrid(n_iter_iniciais, n_repeticoes, n_iter_ils, n_iter_brkga)
2 s* « n_iter_iniciais geragoes de BRKGA()

3 para n_repeticoes faga

4 Defina s* como a solucao inicial do ILS

5 s* < n_iter_ils reinicios de ILS()

6 Injete s* na populagao do BRKGA

7 s* < n_iter_brkga geracoes de BRKGA()

8

fim
9 retorna s*
10 end

5 Usando o USP para resolver o OCT

O modelo OCT proposto em Bertsimas e Dunn| (2017)) constréi uma arvore de
classificagao de altura D cujo erro de classificagdo sobre os dados de treinamento (E;,) é
minimizado. O nimero de restricoes do modelo depende da quantidade n de amostras da
base de treinamento e do valor de D. Para instancias com n de porte médio, construir

uma arvore com [ > 3 é caro em termos computacionais e impraticavel com D > 4.

Para contornar estas limitagoes propomos um algoritmo iterativo, doravante deno-
minado OCT de topologia dinamica (OCTy;,), que procura identificar, por meio de um
processo de validacao, a topologia da arvore de classificacao que melhor se ajuste aos da-
dos. Em cada iteragao usamos a heuristica USP para encontrar a subamostra de tamanho
minimo necessaria para a complexidade da topologia corrente sem perda na generalizacao

do aprendizado.

Para isto, definimos a topologia 7 = {t1,..,tx} de uma arvore de classificacao
binédria como um conjunto de nds ramificagdo e nés folha (classificacao) e sua disposigao
hierarquica, cada né de ramificacao t possui dois filhos que pode ser outro né ramificacao
ou n6 folha. Na topologia nao definimos, para os nés de ramificacao, qual caracteristica
nem o valor limiar a ser testado ao decidir em qual subarvore as amostras descerao, nem

definimos qual a classe majoritaria de cada né folha.

A Figura [ ilustra alguns exemplos de topologia de arvores de decisao binéria,
como, por exemplo, a topologia T; composta apenas por um né de ramificacao (raiz) e
seus dois nos folha, e a topologia 75 que além do no raiz tem seu filho a esquerda como né
de ramificagao e o filho a direita como né folha. As topologias podem ser desbalanceadas

como as topologias T, T4, T € Tg, e completas como a topologia T3 (D = 2) e T7 (D = 3).

Como todo procedimento de aprendizado supervisionado, recebemos como entrada
a base de dados rotulada (X, y) que, por sua vez, ¢ divida em uma base (X' ,7) com 80% da

base original e a base de teste (Xiest, Yrest) contendo o restante dos dados. Esta divisao se
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Figura 4: Exemplos de topologias de arvores binarias de decisao.

faz necessaria para computar o quanto a arvore construida a partir de (X, ) generalizou
seu aprendizado na base (Xiest, Yrest). Mas para o processo de escolha de qual topologia
da darvore de classificacdo se ajustara melhor aos dados, precisamos dividir a base (X, 7)

na base de treinamento (X ain, Ytrain) contendo 80% e (Xyar, Yoar) contendo 20%.

Inicialmente, comecamos o procedimento com a topologia mais simples possivel
contendo apenas o né raiz como ramifica¢do e seus nés folha (topologia 7; da Figura .

Cada iteracao, ilustrada na Figura[5] é dividida em 4 fases:

e Na primeira, guiado pelo conceito da dimensao VC, identificamos um intervalo
(LB, UB;j| para quantidade de amostras necessérias para que uma arvore de clas-
sificacao com a complexidade da topologia T corrente possa generalizar seu apren-

dizado;

Na segunda, a heurfstica USP encontrard uma subamostra (X,%) contendo 7 €

LBy, UBy)| amostras de (Xirain, Ytrain) Minimizando seu viés de amostragem;

Em seguida, o modelo OCT),,, reformulado para construir arvores de classificacao

6timas com topologia fixa infere a drvore de classificacdo h da base (X, );

E por fim, na quarta fase, duas condigoes de parada do algoritmo sao analisadas:
Na primeira, com auxilio da base (X,u, yva) testamos a existéncia de overfitting
em h; se existir, finalizamos o procedimento e retornamos hyess que, a arvore de
classificagdo com menor erro de classificacao sobre a base (X, Yvar) entre todas as
iteragoes; se nao houver overfitting, avancamos para a segunda condicao de parada
que consiste em analisar a necessidade de aumentar a complexidade da topologia T,
guiado por uma funcao taxa de erro para cada né folha de 7. Nao havendo mais
ramificacoes a serem feitas, o algoritmo finaliza retornando hp.s; havendo novas

ramificagoes a topologia T é atualizada e uma nova iteragao é reiniciada.
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Figura 5: Esquema para resolver o OCT com o auxilio do USP.

Maiores detalhes das fases deste procedimento proposto estao descritos nas secoes

seguintes.

5.1 Definicao do tamanho da subamostra para o USP

A dimensao VC (dyc) (VAPNIK, V. N.| 2013)), é a principal medida tedrica de
complexidade de um modelo de aprendizado, e uma boa regra pratica diz que ter pelo
menos 10 X dyc amostras para treinar o modelo é suficiente para encontrar uma funcao

que esteja e-proxima da melhor funcao de classificagao para este modelo.

Propomos utilizar os conceitos da topologia de uma arvore de classificagao binaria
e dimensao VC para identificar a quantidade minima de dados que a subamostra (X, )
precisa ter para garantir a generalizacao do aprendizado da arvore de classificacao inferida.
Para isto, adotamos o resultado apresentado no trabalho de |Yildiz (2015). Neste, sao
propostos limites inferiores da dimensao VC de arvores de classificacao univariada. Este
limite foi comparado a um algoritmo de busca que calcula exaustivamente a dimensao
VC de arvores de decisao, mostrando que seus limites propostos sao precisos para arvores

com topologia simples.

O Algoritmo (7] proposto por |Yildiz (2015), computa a dimensao VC para arvores
de classificacao inferidas a partir de dados continuos, recebendo como entrada a topologia
T e o numero de caracteristicas dos dados d. Para cada né ramificacao da topologia que
contenha duas folhas como nés filho adiciona-se [log,(d)| 41 a dyc, se tiver apenas um né

folha como filho adiciona-se 1 & dyc, nao havendo né folha como filho nada é adicionado.

Dados T e d, computamos o intervalo do tamanho da subamostra como LB; = 10x
LB-Dvc-tree(T,d) e UB; = 10 x ( LB-Dvc-tree(7T,d) + 1), e fornecemos este intervalo
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Algoritmo 7: O pseudocddigo do algoritmo recursivo para encontrar um
limite inferior da dimensao VC de uma arvore de classificacao univariada
para dados continuos. 7T: topologia da hipétese da arvore de classificacao,
d: numero de caracteristicas dos dados.
1 funcao dyc LB-Dvc-tree(T,d)
2 se T is a leaf node entao
3 ‘ retorna 1
4 fim
5 se left and right subtrees of T are leaves entao
6
7
8
9

‘ retorna |log,(d)| + 1
fim
T, < left subtree of T
Tr < right subtree of T
10 retorna LB-Dvc-tree(7r,d) + LB-Dvce-tree(7Tg, d)
11 end

juntamente com a base de treinamento (Xyqin, Yirain) & heuristica USP que extraird

a subamostra (X,y) de tamanho # € [LBg,UBy] com viés minimizado em relagao a

(Xtram ) ytrain> .

5.2 Modelo OCT de topologia fixa

Finalmente, o modelo OCTy,, trabalha com a construcao de uma arvore de classi-
ficacao, inferida da base de treinamento, contendo uma topologia 7 fixa fornecida como
entrada, ou seja, todos os nés ramificacao e nés folhas de 7 estarao presentes na solucao.
A topologia é representada pelos parametros 7g que é a lista de nés ramificacao, 7, que
é a lista de nés folha, L (t) como o conjunto de néds folha da subérvore esquerda do né
t € Tp e Lg(t) como o conjunto de nés folha da subérvore direita ao ¢ € Tg. Como
representacao da base de treinamento, temos um vetor de n pontos, z, classificados com
os rotulos do conjunto K, mapeados pelo parametro bindrio Y, que indica se o ponto z;
¢ classificado com o rétulo k£ € K caso Y, = 1. Cada ponto x; possui p caracteristicas

normalizadas, ou seja, para todo j € {1,..,p} temos z;; € [0, 1].

Definimos as seguintes varidaveis binarias de decisao z; = 1 indicando que o ponto
x; estd no né folha [ € Ty; aj, = 1 indicando que a caracteristica j € {1, .., p} ¢ utilizada
pelo né de ramificacao t € T e ¢y = 1 indicando que o rétulo k € K é utilizado na
classificagao dos pontos atribuidos ao né folha I. E por fim, a varidvel continua b; € [0, 1]

representa o valor limiar das restricoes de divisao a’x; < by de cada né de ramificacao t.
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0C1,,, = Maximize Z Z Zil (43)

i=1 €Ty,

s.t. Z ziy < 1, i={1,..,n}, (44)

leTL,
K
chl =1, Vil e 7’[,, (45)
k=1
Z Zit < N - Crly k:{l,..,K},VZeﬂ, (46)
Y=l
p
> ap=1, Vt € Tz, (47)
j=1
a?xi+§ <h+1- > i={1,.,n},Vt € Ts, (48)
ViELL(t)
€ .
azxz_ﬁ th_1+ Z Zils Z:{]-?"?n}’v{:e7737 (49)
VieLgr(t)
0<b <1, vt € Tp. (50)

A funcao objetivo procura maximizar o total de pontos corretamente classi-
ficados nas folhas de 7. Para a construcao da estrutura da arvore de classificacao, o
conjunto de restrigoes garante que cada ponto do vetor z sera atribuido a no maximo
um no folha [ € T;. Para cada né folha [ € T, temos que [ tem uma tnica classe k € K
para classificar todos seus pontos atribuidos (restrigoes ) e, sendo n; o numero de
pontos em z rotulados com k, entdo apenas os pontos z; rotulados com k (Y = 1) po-
dem ser atribuidos a [ caso ¢y = 1 (restrigoes ) Ja as restricoes garantem que
no maximo uma caracteristica j dos dados seja escolhido para a restricao de divisao de
cada n6 t € Tp. Os conjuntos de restrigoes e garantem que o ¢-ésimo ponto
atenda as restrigoes de divisao (CLT.TZ' < by) de todos os nés t € T que estejam no caminho
entre o no raiz e o né folha [ onde z; = 1. Se o i-ésimo ponto estiver em uma folha de
Lr(t) entdo Y yep, o % = 1, logo, a/w; + § < by, caso contrério, como b; € [0, 1], entao
a restricao fica inativa. Se o i-ésimo ponto estiver em Lg(t), entao > . Law % = 1,
logo, al'x; — 5 = by, caso contrdrio, a restrigao fica inativa. E atribuido para € o valor
da menor distancia nao zero entre todos os parametros de todos os pontos do vetor z.

Finalmente, o dominio da varidvel b; esta descrito nas restrigoes ((50)).
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5.3 Generalizacao do aprendizado

O Algoritmo minimal cost-complezity prunning (BREIMAN et al., [1984) é um dos
procedimentos mais eficientes de regularizacao para uma arvore decisao T'. Parametrizado
em « ele procura penalizar a complexidade de T representada pelo seu nimero de nos

folha |T'| através da seguinte fungao erro aumentada

Eaug(T) - Ein(T) + Oz|T|,

sendo E;,(T) o erro de classificacido de T nos dados de treinamento. O aumento de «
penaliza a quantidade de folhas de T', diminuindo sua complexidade e, consequentemente,

o grau de liberdade de aprendizado de T, logo, aumentando o E;, (7).

A Figura [f] apresenta a relagao entre o parametro « da regularizacao e os erros de
aprendizado obtidos nos dados de treinamento (E;,) e validagdo (E,y). Quando o = 0
temos que T é construida sem penalidade em sua complexidade, obtendo E;, = 0%,
entretanto, o F,, obtido de dados nao utilizados na construgao de 7' ficou em torno de
11% que é muito acima de Ej, (overfitting), ndo generalizando o aprendizado. Com o
aumento do valor de «a é possivel perceber uma convergéncia de F;, e E,4, eliminando o
overfitting de T. Também é possivel perceber que apds um certo limiar no crescimento
do valor de «, apesar dos valores de E;, e F,, estarem muito préximos, o valor do
erro aumenta devido a excessiva diminuicao do grau de liberdade de aprendizado de T,

fenomeno conhecido como underfitting.

0.12 4 —e— treinamento
—8— validagao

0.10 4

o

=]

@
L

erro de classificagao
[=]
(=]
(=]
1

g

o

-
L

0.02 A

0.00 A

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
alpha

Figura 6: Comparacao do erro de classificacao x complexidade da arvore de
decisao durante processo de regularizacgao.
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Para analisar a generalizacdo do aprendizado da &rvore de decisdo h construida
pelo modelo OCT),, propomos identificar o fenomeno do overfitting analisando a diferenca
entre By, = 23 ¢ 1[h(z) # 7] que é o erro de classificagdo de h sobre a subamostra
(X,9) e By = ﬁ D eeXou 1[h(z) # 7] que é o erro de classificacao de h sobre (Xyar, Yoal )-
Testando |Fsp — Eyy| < € podemos identificar auséncia de overfitting, entretanto, como
iniciamos o procedimento construindo h(r) com a topologia de complexidade minima,
aumentando sua complexidade nas préximas iteragoes, devemos eliminar também o un-
derfitting, para isto, a condigdo de parada serd quando |Eg,;, — Eyu| > €, retornando o

hpes: com menor valor de E,,; entre todas as iteragoes.

5.4 Ramificagao da topologia da arvore de decisao

Caso a arvore de decisdo h construida na iteracdo corrente nao tenha gerado over-
fitting, propomos o aumento da complexidade da arvore de decisao a ser inferida em uma
proxima iteracao do procedimento. Para isto, propomos o crescimento da topologia T
corrente, abrindo seus nos folha em nés de ramificagao, cada um com dois nés folha. Para

isto definimos para cada né folha t € T a funcao taxa de erro

R(t) = r(t) * p(t),

onde:

e n,; : numero de amostras atribuidas ao né t.
e r(t) : proporgao das amostras de classe minoritaria no né t.

e p(t) : proporcao das amostras contidas no né ¢ (“¢).

A Figura[f]apresenta uma arvore de classificagao exemplo e uma tabela contendo os
valores R(t) para cada um dos seus nés folha. E possivel perceber que a folha ¢4 possui 26
pontos atribuidos, sendo 21 classificados com rétulo majoritario —1 e 5 pontos classificados
com rétulo minoritério +1, logo, R(t4) = % = 5%, j& a folha t5 nao possui nenhum ponto
mal classificado, logo, R(t5) = 0%. E possivel perceber que a soma R(t;)+ R(t4)+ R(t5) =

6% representa o erro de classificacao geral da arvore exemplo.

Sejam t; e t, os nés esquerdo e direito do né t. Propomos as seguintes estratégias

de ramificacao dos nés folhas de uma topologia T

e Gulosa: considerando ¢ = arg maxer R(1), se R(t) > 5% entao T =T U {t;,t,.};

e Exploratério: T =T U{t;,t, |teT e R(t) > 5%}.
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Zg ((i; n; T(t) p(t) R(t)
1 51 1

51 — — —

2 51 100 100
: - 5 26 5

50 (+1) ! 2 100 100
1(-1) ts 23 0 % 0

5 (+1) 23 (+1)
21 (-1) 0 (-1)

Figura 7: Arvore de classificagao bindria {41, —1} exemplo e sua tabela com
valores de taxa de erro para cada né folha t.

Na estratégia gulosa, a folha [ € T que tiver o maior valor R(l) e R(l) > 5% se
tranforma em um noé ramificacao e seus nos filhos adicionados como folhas de 7. Ja na
estratégia exploratdria, qualquer nés folha [ cujo R(l) > 5% tera seus filhos adicionados
como folha em 7. Na &rvore exemplo da Figura [7] apenas a folha t, seria ramificada,

criando uma nova topologia a ser analisada na proxima iteracao do algoritmo.

Se ao final do processo de ramificacao nao houver adicao de nenhum novo né na
topologia 7, entao atingimos uma condicao de parada retornando a arvore de decisao
hpest como saida do procedimento. Caso ocorra atualizacao em 7 uma nova iteracao do

método € inicializada usando a nova topologia construida nesta fase.
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6 Resultados computacionais

6.1 nOCT

A fim de avaliarmos a efetividade das formulagoes e estratégias propostas, nesta
secao sao apresentados e discutidos os resultados de experimentos computacionais rea-
lizados, comparando seus tempos de execucao e a capacidade de generalizacao sobre os
dados. Para tanto, os métodos descritos neste trabalho foram implementados na lingua-
gem de programacao C++, utilizando o compilador GNU GCC versao 10.5.0 (opgao de
compilacao -O3) e com auxilio do resolvedor mateméatico CPLEX na versao 20.1, tendo
sido executados em um computador equipado com processador AMD Ryzen 5700U com
36 GB de RAM, executando o sistema operacional Ubuntu 20.04 e limitados a 1 thread

de execugao.

As Tabelas[4], [ e [6] descrevem os resultados dos experimentos realizados em fungao
do tempo de execucao em segundos fixando-se a profundidade D = 1,2 e 3, respecti-
vamente, bem como mantendo-se @ = 0 para todas as execugoes. Para o escopo deste
trabalho, foram selecionados, para o conjunto de entrada, 31 problemas de classificagao
também presentes em Bertsimas e Dunn| (2017)) e disponiveis no repositério de Machine
Learning UCI (DUA; GRAFF, [2017). Cada linha das tabelas representa a execugao de
uma instancia em particular, identificada pela coluna Inst., e cujo nome, tamanho, quan-
tidade de caracteristicas e de classes estao indicados, respectivamente, nas colunas Nome,
n, p e K da Tabela[3]

As demais colunas caracterizam alguma variante em particular de uma das for-
mulacdes anteriormente apresentadas. As colunas OCT* e OCT denotam o modelo pro-
posto em (BERTSIMAS; DUNN| 2017)), com e sem uma estratégia explicita de branch-
and-cut, respectivamente. Por sua vez, as estratégias propostas neste artigo estao pre-
sentes nas colunas nOCT, nOCTY, nOCT?, nOCT!®, nOCTP =V nOCTP4=8) nOCT®,
nOCTe, nOCT®, nOCT®®, nOCT U= ¢ nOCTF@=®) nas quais o sobrescrito be de-
nota a utilizagao da estratégia de branch-and-cut descrita na Se¢ao 3.2} p indica a insergao
das inequacgoes de precedéncia da Secao ; P(d < D) descreve a adigao dessas mesmas
inequacoes, porém inicialmente relaxadas e inseridas dinamicamente, desde que a pro-
fundidade do né da arvore de branch-and-cut seja menor que D; e, por fim, e denota a
utilizacao do operador de igualdade (=) na expressao , enquanto sua ausencia expressa
a utilizagao do operador menor ou igual (<). Ademais, valores marcados com TL indicam
que a execuc¢ao ultrapassou o tempo limite, enquanto ML denota as instancias que exce-
deram a memoria disponivel do computador e, consequentemente, tiveram suas execugoes

abruptamente interrompidas.

As Tabelas [§] [9] e [L0] apresentam informagoes adicionais destas mesmas execugoes

para as profundidades D = 1,2 e 3, respectivamente. Cada coluna da tabela denota
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Tabela 3: Descricao das instancias da base UCI utilizadas.

Inst. Nome n p K
a Soybean-small 35 35 4
b Acute-inflammations-2 90 6 2
c SPECT-heart 60 22 2
d Acute-inflammations-1 90 6 2
e Congressional-voting-records 174 16 2
f Hepatitis 60 19 2
h Fertility ™9 2
i Echocardiogram 45 6 2
j Hayes-roth 132 4 3
k Iris 112 4 3
1 Seeds 157 7 3
m Thyroid-disease-new-thyroid 161 5 3
n Wine 133 13 3
o Haberman-survival 229 3 2
p Heart-disease-Cleveland 222 13 5
q Balance-scale 468 4 3
r Planning-relax 136 12 2
S Breast-cancer-diagnostic 512 9 2
t Parkinsons 146 22 2
u SPECTF-heart 60 44 2
v Mammographic-masses 622 5 2
w Blood-transfusion 561 4 2
X Banknote-authentication 1029 4 2
y Climate-model-crashes 405 18 2
V/ Breast-cancer-prognostic 426 30 2
A Breast-cancer 145 32 2
B Tonosphere 263 34 2
C Thoraric-surgery 352 16 2
D Qsar-biodegradation 791 41 2
E Connectionist-bench-sonar 156 60 2
F Dermatology 268 34 6

o1



uma amostra do grupo de instancias, enquanto as linhas representam, para cada modelo
denotado na primeira coluna, as seguintes informagoes, simbolizada na segunda coluna:
Cortes, a quantidade de restrigoes adicionadas ao resolvedor durante toda a execucao
do problema, incluindo aquelas acrescentadas dinamicamente pelo algoritmo de branch-
and-cut; Nos, a quantidade final de nés da arvore de branch-and-bound explorados pelo
resolvedor e; Preced, a quantidade de cortes adicionados em funcao das inequagoes deri-
vadas do grafo de precedéncia, quando usado pela formulagao. A relaxacao linear na raiz
da arvore de branch-and-bound foi omitida por ter valor aproximadamente zero na grande

maioria dos casos.

E possivel constatar nas Tabelas [4] e [5| que a estratégia proposta, nOC'T’, completa
sua execucao consistentemente em tempo inferior ao modelo da literatura, alcancando
0 6timo necessitando apenas de 4% e 79% do tempo necessario do OCT, em média,
nas respectivas tabelas. Por outro lado, ainda que o modelo nOCT® tenha apresentado
um desempenho médio inferior ao nOCT em D = 1, embora superior ao OCT, essa
estratégia obteve os melhores tempos computacionais médios dos conjuntos D = 2 e
D = 3, atingindo 70% e 84% do tempo médio do OCT respectivamente. No total, o mesmo
conquistou 26 dos melhores tempos de execucao de 93 execucoes, das quais 14 foram em
D = 2. Estes ganhos podem ser explicados através das Tabelas [§] e [0, que demonstram
que o nOCT possui, em média, 55% de restricoes a menos que o OCT, resultando em

apenas 63% da quantidade de nds abertos na resolucao da arvore de branch-and-bound.

Dito isso, a Tabela [f] evidencia a dificuldade da obtencao de resultados em tempo
habil por todos os métodos ao aumentar-se a profundidade da arvore para D = 3. Nenhum
dos métodos e variantes apresentados neste artigo resolveram 21 dos 31 conjuntos testados
nessa parametrizacao. Dos 10 restantes, as estratégias nOCT e nOCT*® concluiram todas,
enquanto o método da literatura terminou apenas 6. No total, considerando apenas as
instancias em que tanto o OCT quanto o nOCT*® terminaram a execucao em todos os
grupos, o tempo de execucao foi, em média, 57% menor na estratégia proposta, repre-
sentando, no conjunto todo, uma diminuicao de 88% do tempo de execucao de todas as

execucoes somadas.

Contraintuitivamente, as variantes das formulagoes que dispunham de um algo-
ritmo de branch-and-cut para adicao dinamica das restrigoes tiveram resultados pouco
satisfatérios, sendo o OCT* 15% mais lento em D = 2 que seu correspondente sem
branch-and-cut, OCT, enquanto nOCT*** demandou quase 38% de tempo computacional
a mais em comparacao com nOCT*®, provocando ocasionalmente o término prematuro dos
programas por falta de memoria. Tal degradacao pode ser explicada através da grande
quantidade de cortes totais adicionados ao modelo durante a execucao desses algoritmos,
que no caso do nOCT® atingiu em média 115% em comparacdo ao original sem cortes

dinamicos, enquanto que no OCT® esse valor chega a ser diversas ordens de magnitude
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superior ao nimero de restricoes do OC'T'.

Por sua vez, as estratégias que empregam o grafo de precedéncia nOCT? e nOCT*P
obtiveram resultados mistos, com médias ligeiramente inferiores a suas contrapartes sem
essas inequacoes, obtendo os melhores tempos entre os algoritmos em 12 instancias. Mais
precisamente, a formulacao nOCT? foi, em média, 3.1% mais lenta que o nOCT enquanto
que nOCT demandou 22% de tempo a mais que nOCT*®, algo que pode ser atribuido
ao grande nimero de inequacoes adicionados ao modelo em decorréncia do grafo de pre-
cedéncia, que representou 85% de todos os cortes adicionados. Entretanto, ¢ importante
observar a reducao de 58% do nimero de nés abertos pela estratégia nOCTP, o que
sugere que a construcao de uma estratégia dinamica de adi¢ao das inequacoes de pre-

cedéncia possa melhorar a sua eficiéncia, como é o caso das formulacoes nOCTeP(@<1)

e
nOCTP<8)  que obtiveram os melhores tempos computacionais médios do grupo D = 1,
equivalente a 56% do tempo do nOCT e 2,2% do OCT, alcancando conjuntamente um

total de 8 melhores tempos nessa segmentacao.

Por fim, as ultimas estratégias apresentadas, nOCT*® e nOCT®  que utilizam
tanto o grafo de precedéncia quanto o algoritmo de branch-and-cut, obtiveram conjunta-
mente apenas cinco vezes os melhores tempos entre os algoritmos, quase todas instancias

pequenas, e das quais duas ocorreram empatadas com alguma outra formulagao.

6.2 Comparativo das estratégias do USP

A Tabela relaciona o custo da funcao objetivo e o tempo de execugao, em
segundos, das estratégias para obtencao de solugoes do USP. Cada linha representa uma
instancia do conjunto de entrada, cada qual extraida do repositorio publico de datasets
UCI Machine Learning (DUA; GRAFF) 2017)). As colunas n e p indicam, respectivamente,
a quantidade de observacoes e de caracteristicas de cada instancia do conjunto de entrada.
As colunas contidas em Upperbound descrevem o custo da funcao objetivo da melhor
solucdo inteira encontrada por cada algoritmo (quanto menor, melhor). Por sua vez, as
colunas em Tempo de execu¢ao denotam o tempo cronoldgico, em segundos, decorrido

desde o inicio até o término da execucgao dos algoritmos.

As colunas MIP correspondem a modelagem de Programacao Linear Inteira abor-
dado na Se¢ao [4 enquanto BRGKA, ILS e Hibrido compreendem as estratégias apresen-
tadas nas Segoes [4.2]- 4.4 Considerando o cardter nao deterministico dos tltimos trés, os
numeros apresentados representam a média de dez execucoes independentes. Além disso,
observando-se que o propoésito desses métodos é, principalmente, a prestacao de suporte a
outros métodos, provendo-os com uma entrada de menor tamanho porém representativa,
e levando em conta o custo computacional, principalmente dos modelos de programagcao

linear inteira, foi fixado um tempo limite de 30 minutos para cada execucao. Os casos em

d7
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Tabela 11: Upperbound e Tempo de Execucgao das estratégias propostas para

o USP

Instancia n o p Upperbound Tempo de Execugao

BRKGA ILS  Hibrido MIP BRKGA ILS Hibrido MIP
Echocardiogram 45 6 517.1 311.6 210.5 118.9 58.8  44.7 43.5 1800.0
Fertility w9 2842.1 2018.4 1998.9  1964.1 67.0 164.3 124.9 1800.0
Hayes-roth 132 4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.7 2.2 0.6 0.0
Iris (Classe 0) 37 4 360.8 360.8 360.8 360.8 56.4 13.5 24.1 1487.3
Iris (Classe 1) 37 4 217.8 217.8 217.8 217.8 57.3 14.6 25.2  1800.0
Iris (Classe 2) 38 4 72.2 72.2 72.2 72.2 56.7 16.3 25.9 1800.0
SPECT 60 22 11762.8 11293.3 11293.3 11293.3 63.2  64.7 148.0 1725.2
SPECTF 60 44 26963.2  25213.5  25176.3 25160.1 64.8 123.6 117.4 115.5
Soybean-small 35 35 8323.7 8275.0 8275.0 8275.0 57.4 424 40.9 21.4

que esse limite é excedido sao indicados pelo valor de 1800 segundos em italico na coluna

Tempo de Execucao.

14k
soybean-small.csv v —e— BRKGA

13K —e— Hibrido

—e— |LS

12k

11k
10k
k.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Custo da funcéo objetivo

Tempo de execugdo (segundos)

Figura 8: Evolucao da melhor solugao encontrada em funcao do tempo de
execucao por cada algoritmo em uma instancia exemplo

Os resultados indicam consistentemente que os melhores upperbounds sao alcancados
pelo MIP, embora seja crucial ressaltar que o mesmo opera sob um tempo limite de 30
minutos, enquanto as heuristicas demandam apenas alguns segundos para chegar a resul-
tados comparaveis. O MIP demonstrou a otimalidade do upperbound em 5 de 9 instancias
avaliadas, sendo que em apenas 1 delas as heuristicas nao alcancaram o 6timo na média.
Além disso, das quatro instancias restantes, em 2 ocasides as heuristicas atingiram o

mesmo upperbound que o MIP.

Ademais, em termos de upperbound, observou-se que o BRKGA apresenta consis-
tentemente um desempenho inferior quando comparado ao ILS, independentemente de
terminar mais rapidamente, mais lentamente ou com um tempo de execugao semelhante.
Similarmente, o ILS demonstrou ser consistentemente inferior ao Hibrido. A Figura
evidencia esse comportamento em um exemplo representativo: o BRKGA inicia com um
custo elevado, porém converge apés um periodo prolongado. Por outro lado, o ILS inicia
com um custo inferior que rapidamente diminui ainda mais, mas logo apds permanece es-

tagnado por um intervalo consideravel de tempo. O Hibrido, por sua vez, inicia com um
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custo alto devido a execugao das suas iteragoes iniciais internas do BRKGA. No entanto,
sua abordagem combinada com o ILS resulta em uma convergéncia mais rapida e estavel

para solugoes de menor custo.

Além disso, os tempos de execucao revelam que nao ha uma correlagao direta entre
as dimensoes das instancias n e p e o tempo de execu¢ao. Em tultima anédlise, recomenda-
se 0 uso do Hibrido devido ao menor custo computacional e a robustez demonstrada.
Entretanto, para cenarios em que o custo financeiro referente a aquisicao de licencas de
solvers comerciais robustos e o tempo nao sejam preocupacoes, mas a qualidade da solugao

seja prioritaria, a utilizacao do MIP pode ser considerada uma opc¢ao mais adequada.

6.3 Avaliagcao da efetividade do USP

A Tabela apresenta o conjunto de instancias selecionados do repositério UCI
Machine Learning (DUA; GRAFF| 2017 para o escopo dos préximos experimentos. Cada
linha contém o identificador da instancia (coluna Inst.), seu nome ptblico (Nome), a
quantidade de observagoes (n), de caracteristicas (p) e de rétulos distintos do conjunto
de saida (K'). Ademais, cada dataset foi divido de forma aleatéria em treino e teste,

correspondendo respectivamente a 75% e 25% do todo.

Tabela 12: Descrigao das instancias da base UCI utilizadas.

Inst. Nome n p K
a Acute-inflammations-2 120 6 2
b SPECT-heart 80 22 2
C Iris 150 4 3
d Hayes-roth 132 4 3
e Congressional-voting-records 435 16 2
f Thyroid-disease-new-thyroid 215 5 3
g Wine 178 13 3
h Balance-scale 625 4 3
i Seeds 210 7 3
j Haberman-survival 306 3 2
k Tonosphere 351 34 2
1 Heart-disease-Cleveland 303 13 5
m Banknote-authentication 1372 4 2
n Dermatology 366 34 6
o) Climate-model-crashes 540 18 2

As Tabelas [I3] [I4] e [15] comparam a utilizagdo das instancias originais e das re-
duzidas pelo USP em métodos de aprendizado de maquina. Mais precisamente, sao
apresentadas duas técnicas: O OCT (do inglés, Optimal Classification Trees, (BERT-
SIMAS; DUNN]| [2017))), uma formulacao MIP de custo computacional bastante elevado
para geragao de arvores de decisao 6timas; e CART (do inglés, Classification and Regres-
sion Trees, (BREIMAN et al., 1984)), um conhecido método heuristico que escala bem

para grandes instancias e, portanto, dispensa a utilizagao de estratégias como USP. Assim
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sendo, as colunas OCT e CART denotam o desempenho dessas respectivas técnicas rece-
bendo como entrada o conjunto de instancias originais; enquanto que OC'T, corresponde
a execucao do OCT que tem como entrada os subsets gerados pelo USP Hibrido, e cuja
instancia de entrada é proporcional a dimensao VC da arvore a ser construida, calculado
a partir do Algoritmo [7l Por fim, as colunas OCT, representam uma execucao do OCT
recebendo um subset completamente aleatério, de tamanho similar aquele gerado pelo
USP, com intuito de avaliar a efetividade deste em comparagao com uma simples amos-
tragem aleatoéria. Ademais, as colunas n indicam a quantidade de observagoes que cada
estratégia de fato recebeu como entrada, ao passo que cada linha representa uma instancia
identificada pela coluna Inst.. Com excegao dos algoritmos deterministicos (OCT), todos

os valores representam a média de 10 execugoes.

A analise realizada fixando-se o parametro de profundidade D = 1, exposto na
Tabela revelou uma reducao substancial das dimensoes de n, diminuindo de 260 para
44, correspondendo a uma média de 83% de diminuicao. Esta reducao teve um impacto
significativo no tempo médio de execugao, caindo de 10 segundos para 0.14. Mesmo
procedendo-se com a exclusao do outlier da instancia ”"0”, a reducao ainda mantém-se
95%. Embora esta otimizagao tenha sido expressiva, a maioria dos tempos de execucao
do OCT permaneceram dentro de limites toleraveis, dispensando, portanto, a necessidade

de aplicagao de subamostragem, ainda que seus desempenhos tenham sido satisfatérios.

Em relacao a acuracia, a redugao do ntimero de instancias permitiu que tanto o
OCT, quanto o OCT, alcangassem os menores erros durante o treinamento, mas isso
nao se refletiu completamente nos resultados dos testes. Houve variagoes nessa métrica
entre o treinamento e o teste: o OCT perdeu 0.072 pontos, o OCT,, perdeu 0.046 pontos,
enquanto o OCT e CART obtiveram pequenos ganhos de 0.009 e 0.008, respectivamente.
A média da acurdcia mais alta foi observada no OCT com 0.739, seguido por CART com
0.723 e OCT, com 0.721, mostrando-se proximo do desempenho do CART. Por fim, o
OCT, teve a menor generalizacao, com uma acuracia de 0.707, apesar de ter alcangado a

maior acuracia durante o treinamento.

A analise para a profundidade D = 2, contida na Tabela[I4] apresentou resultados
semelhantes, exceto pela exclusao da instancia b devido ao seu tamanho ser menor que o
requerido para subamostragem de acordo com a dimensao VC. Apesar disso, houve uma
reducdo média de 70% nas dimensdes de n (de 274 para 81). Enquanto o OCT excedeu
o tempo limite em 5 instancias, o OCT, excedeu em 2 e o OCT, em 1. Ainda assim,
o tempo de execugao foi mais consistente entre OCT, e OCT,, com médias de 1386 e
1469 segundos, respectivamente, enquanto o OCT levou, em média, 2714 segundos, o que
corresponde a quase 96% a mais de tempo que o OCT,. Entretanto, embora as duas
propostas de subamostragem tenham obtido altas acuracias no treinamento, houve uma

queda nos resultados dos testes, com o OCT alcancando a maior acuracia nesse quesito,
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0.835, seguido pelo OCT, com 0.830, CART com 0.827 e, por fim, OCT, com 0.826. Dessa
forma, é possivel observar que o OCT,, obteve sucesso ao posicionar-se entre o OCT e o
CART, superando ainda o desempenho do OCT,.

Por sua vez, na profundidade D = 3, expressa pela Tabela [I5] cinco instancias
foram suprimidas a semelhanca da tabela anterior, levando o OCT a exceder o tempo
limite em todas as instancias restantes, incluindo um estouro de memoria na instancia
k. Devido aos maiores requisitos da dimensao VC, a redugao de dimensionalidade foi de
aproximadamente 56% (de 341 para 151). Enquanto o OCT alcangou o tempo méximo
de execugao na média (7200 segundos), o OCT, e o OCT,, completaram duas instancias,
refletindo em médias menores. O overfitting tornou-se mais evidente nesta complexidade,
com o OCT, e o OCT, obtendo as maiores acurdcias médias no treinamento (0.874 e
0.871, respectivamente), enquanto no teste o OCT,, alcangou a maior média (0.808),
seguido pelo OCT com 0.804, OCT, com 0.800 e, enfim, CART com 0.790. Todos os
algoritmos comecgaram a apresentar efeitos sutis de overfitting devido a complexidade
aumentada e ao custo computacional elevado, como evidenciado pela consistente queda

na acuracia entre treino e teste.

6.4 Avaliagcao da efetividade do OCT de topologia dinamica

Fazendo uso da mesma estrutura que as tabelas anteriormente apresentadas, a
Tabela[17) destaca os métodos apresentados na Secao [f], nomeadamente OCT 4, ¢ OCTY, .,
que correspondem, respectivamente, as estratégias Exploratérias e Gulosas descritas na
Segao [5.4, Concomitantemente, os métodos OCT e OCT,, sao extraidos da Tabela na
qual D = 2, e reapresentados em suas respectivas colunas para tornar a visualizacao mais
conveniente: A sua escolha se deu por OCT, apresentar tempo de execucao médio similar
as técnicas estudadas nesta segao. Considerando que os métodos de topologia dinamica
nao possuem o parametro de profundidade D, mas suas arvores crescem e apresentam
topologia irregular, as colunas Folhas indicam a quantidade de nés folhas da melhor
arvore encontrada por esses métodos; Para OCT e OCT),,, essa coluna é suprimida, pois

seu valor é sempre 4, dado que D = 2.

Apesar do desempenho limitado, os resultados obtidos ao comparar os quatro

métodos discutidos revelaram conclusoes significativas em termos de tempos de execugao

e acurdcia nos testes. Notavelmente, os algoritmos OCT,, OCTg, e OCTY, demons-
traram tempos de execucao semelhantes, enquanto o OCT exibiu um tempo quase duas
vezes maior. Em apenas uma ocasiao cada, os algoritmos OCT g, e OCTY, = superaram
o desempenho em velocidade. Por outro lado, em todas as 12 instancias restantes, o
OCT, se mostrou o mais rapido, sem o OCT conseguir ser mais veloz em nenhuma das

instancias.
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Ao excluir o OCT, da analise, o algoritmo OCT obteve trés dos melhores tempos,
todos em instancias de menor escala. Entretanto, essa contribuicao nao influenciou a

média final, mantendo o OCT aproximadamente duas vezes mais lento do que os novos

g

algoritmos. Nas demais instancias, os modelos de topologia dinamica, OCTg;, e OCTY, ,

demonstraram consistentemente maior rapidez.

No que se refere a acurdcia nos testes, os novos métodos apresentaram resultados
pouco satisfatorios. O algoritmo OCT alcangou a maior média, registrando 0.835, seguido
pelo OCT,, com 0.830. O OCTy, obteve um resultado ligeiramente inferior, com 0.827,
e o OCTY,, registrou a menor acurdcia, atingindo 0.804. Importante ressaltar que tanto
0 OCTyn quanto o OCTY, apresentaram as piores acurdcias também no treinamento,
indicando que este comportamento nao pode ser atribuido ao overfitting.

A hipdtese de que o baixo desempenho dos novos métodos pode estar relacionado
ao numero de folhas foi considerada. Ao filtrar as 5 instancias em que o OCTy;, resultou

em 4 ou mais folhas, a acuracia foi de 0.774, enquanto o OCT atingiu 0.763 e o OCT,

0.753. De modo similar, ao aplicar o mesmo filtro a0 OCTY, (em 3 instancias), a acuricia
foi de 0.848, comparada a 0.784 do OCT e 0.798 do OCT,. Considerando o baixo ntimero
de instancias envolvidas nesta analise, investigagoes adicionais mitigando esse problema

se fazem necessarias para determinar se tal observacao se mantém.
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7 Conclusoes

Neste trabalho, abordamos o problema da geracao de uma Arvore de Classifica-
cao Otima utilizando técnicas de Programacao Linear Inteira Mista. Propomos uma
reformulacao, intitulada nOCT, para o algoritmo estado-da-arte Optimal Classification
Trees, OCT, bem como introduzimos inequacoes validas para o problema por meio da
geracao de um grafo de precedéncias, além de apresentarmos uma estratégia de branch-

and-cut para a insercao de restricoes sob demanda no modelo.

Comparamos e discutimos as estratégias propostas com os métodos disponiveis na
literatura, e constatamos que as estratégias nOCT e variantes sao capazes de encontrar
uma arvore 6tima em menor tempo computacional, ao passo que a inclusao das inequagoes
de precedéncia e da estratégia de branch-and-cut podem, em alguns casos, proporcionar
ainda um pequeno ganho adicional no tempo de execucao. Estas novas inequacgoes di-
minuiram em mais da metade o nimero de noés resolvidos pelo branch-and-bound, mas
por causa da sua quantidade excessiva, convém a realizacao de investigacoes adicionais

de estratégias mais eficientes para suas insercoes.

Propomos ainda algumas estratégias para a reducao da dimensionalidade, man-
tendo a qualidade e representatividade, das instancias, obtendo sucesso ao aplica-las dire-
tamente em conjunto com o OCT, porém com resultados mistos quando empregados em

estratégias de crescimento progressivo das arvores.

Como possiveis oportunidades de investigacoes adicionais desse tema, listamos a
possibilidade de explorar reformulagoes ou novas desigualdades fortes para a estratégia
de grafo de precedéncia de modo a incrementar a relaxacao linear enquanto diminui-se
a grande quantidade de cortes atualmente adicionados, investigar estratégias de branch-
and-cut mais eficientes, realizar um estudo sobre a insercao dinamica de exemplares do
conjunto de entrada dentro do modelo de modo a reduzir o overhead de reinicializagoes
dos solvers, bem como implementar formulacoes ou estratégias mais adequadas a arvores

com valores maiores de D.
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