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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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A malaria ainda é um problema grave de satude ptublica no contexto mundial e
as discussoes geradas a partir dos estudos dessa doenga sao muito importantes para
sua compreensao e contengao. Ao longo do tempo, diversos modelos epidemioldgi-
cos surgiram visando capturar a esséncia da transmissao da maléria, alguns levando
em conta efeitos sazonais, reinfecgoes, tipos de mosquitos, imunidade e até mesmo
sua dindmica frente a tratamentos ¢ vacinas. A maléaria ¢ uma doenga infecciosa
que apresenta maior incidéncia de casos nas regioes de climas tropicais e subtro-
picais, devido as altas temperaturas e a pluviosidade, fatores esses que tornam o
ambiente propicio ao desenvolvimento do mosquito transmissor. No que concerne
a duracao da infecgao causada pelo vetor da malaria, este periodo pode apresentar
variagoes de acordo com a exposicao do individuo ao protozoario. Este trabalho
busca apresentar aspectos da imunidade adquirida & malaria através da modelagem
epidemiolégica relacionando humanos e mosquitos em um modelo compartimental.
O estudo qualitativo e simulagoes do modelo apresentado atestam a influéncia da

imunidade adquirida no processo dinamico de transmissao da malaria.
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Malaria is still a serious public health problem worldwide and the discussions
generated from studies of this disease are very important for its understanding and
containment. Over time, several epidemiological models have emerged aiming to
capture the essence of malaria transmission, some taking into account seasonal ef-
fects, reinfections, types of mosquitoes, immunity and even its dynamics in rela-
tion to treatments and vaccines. Malaria is an infectious discase that has a higher
incidence of cases in regions with tropical and subtropical climates, due to high
temperatures and rainfall, factors that make the environment conducive to the de-
velopment of the transmitting mosquito. Regarding the duration of the infection
caused by the malaria vector, this period may vary depending on the individual’s
exposure to the protozoan. This work seeks to present aspects of acquired immu-
nity to malaria through epidemiological modeling relating humans and mosquitoes
in a compartmental model. The qualitative study and simulations of the model
presented attest to the influence of acquired immunity on the dynamic process of

malaria transmission.
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Capitulo 1

Introducao

A malaria é uma doenga infecciosa e tem sua transmissao relacionada as condigoes
do clima, onde em algumas regioes a maléria se mantém estavel em baixos niveis,
porém, nas regioes equatoriais, tropicais e subtropicais sua propagagao ¢ alta, consi-
derando as elevadas temperaturas e o indice alto de umidade, fatores que contribuem
diretamente para a proliferacao de mosquitos, responséveis pela transmissao. A ma-
laria é transmitida por meio da picada da fémea do mosquito do género Anopheles
(mosquito—prego), infectada por um parasita do género Plasmodium [15], [14]. Sao
cinco as espécies desse parasita que causam malaria humana: Plasmodium falci-
parum, Plasmodium vivax, Plasmodium malariae, Plasmodium ovale e Plasmodium
knowlesi [3]. Dessas cinco espécies o Plasmodium falciparum se apresenta como o
género de maior letalidade devido ao intenso ataque aos globulos vermelhos, que
pode levar o individuo & morte muito rapidamente [17],[7],[13]. Vale salientar que,
embora o Plasmodium knowlesi nao seja considerado na transmissao humana, ele
é responsavel pela infecgdo de primatas [4]. A Tabela 1.1 apresenta caracteristicas

importantes e especificas de cada espécie.



Tabela 1.1: Distribuicao geografica, prevaléncia, letalidade e risco de resisténcia a
medicamentos dos parasitas da malaria humana.

Espécies Faixa Prevaléncia Risco Risco recaida reservatorio
de leta- de resis- animal
lidade téncia

P. falciparum | pantropical alta alto alto nao nao

P. vivax pantropical, alta slto alto sim nao

temperado

P. malariae tropical baixa, focal baixo baixo nao nao

P. ovale Africa ociden- rara baixo Baixo sim nao

tal, sudeste
asiatico

P. knowles: sudeste asia- rara alto baixo nao sim

tico

Fonte: Doolan et al, 2009, p.15. (Traduzido)

Na Tabela 1.1, observa-se que a distribuicao geografica é um fator importante,
sendo que a transmissao da malaria estd intimamente ligada com as condigoes do
clima, onde a elevagao das temperaturas e a grande umidade do ar favorecem a
proliferacao do vetor. De modo especifico, as regioes tropicais sao exemplos de
locais em que mesmo apresentando uma temperatura estavel, sua umidade passa
por variacao, sendo que o periodo chuvoso ou a falta dele determina o quantitativo
da populagao de mosquitos nessa regiao.

Outro fator a ser destacado ¢ o risco de letalidade, pois os protozoarios dos
géneros Plasmodium falciparum e Plasmodium vivaz, apresentam um alto risco de
levar um individuo contaminado a morte, principalmente o primeiro deles, pois, sua
multiplicagao na corrente sanguinea € rapida e agressiva, destruindo os globulos ver-
melhos, o que exige uma intervengao médica e um inicio de tratamento imediato,
pois, a infeccao por Plasmodium falciparum induz a forma grave da doencga, podendo
ser fatal. Ja o Plasmodium vivar causa a malaria em um quadro clinico mais brando,
porém, devido a sua alta resisténcia aos medicamentos, seu tratamento é mais com-
plicado, além disso, é um tipo de Plasmodium que pode levar o paciente a recaidas.
Esses dois protozoarios sao os responséveis pela grande maioria dos casos de malaria
no cenario mundial [4] onde milhdes de pessoas sdo acometidas pela doenga a cada
ano, mesmo diante das possibilidades de evitar e tratar a maléria [13].

De acordo com a Organizagao Mundial de Saude (OMS) [5],|9] no ano de 2020,
foram diagnosticados 241 milhoes de casos de maléria, distribuidos em 85 paises,
resultando em 627 mil 6bitos. Perante esses dados é possivel verificar o cenario im-
pactante que a malaria ainda ocupa na saiide mundial mesmo diante de mudancas

significativas no que tange ao seu combate, como intervengoes, diagnosticos, trata-



mento e prevencao. Dentro dessas agoes, cabe destacar que o diagnoéstico é rapido,
sendo necessario focar no combate ao mosquito com a utilizacao de inseticidas, re-
alizando pulverizagao intra-domiciliaria, o uso de redes mosquiteiras impregnadas
e por meio de medicamentos com rapida agao, além dos projetos e campanhas de
sensibilizacao voltadas principalmente as areas com alta incidéncia da doenca com
medidas educacionais para evitar a transmissao [14].

No que concerne ao ciclo de vida do Plasmodium, ele passa por trés estagios,
sendo eles: “estagio pré-eritrocitico; estagio eritrocitico assexuado e estagio sexual
e desenvolvimento no mosquito” [4]. Esse processo de infecgao é iniciado quando o
vetor causador da doenca, infectado pelo protozoario pica o ser humano, seu hos-
pedeiro, e libera esporozoitos que sao conduzidos até o figado por meio da corrente
sanguinea, que se alojam em menos de 30 minutos, sendo absorvidos rapidamente.

Esse ciclo pode ser visto de forma detalhada na Figura 1.1

TRANSMISSION

T MAN TRAMNSMISSION
TO MAN
N LIVER
] 5\ Sporozoites
. F’. Mudleus
i
Sporozaites ——— 5 T l'fwlnr!lzurle
“ = :
P 520 i .
&a = ik P yvax
e Jr" k. dormant stage
T ™ \
r 12 d '
Cokinete ! \ Infected
|l.-‘ \ Hepalocyle
\
Diploid | T {236k -
Sy i o . T Schizont
Macro- 1 L it
gametocyte —_-u,: \
(Exflageflation)  © } T
izt —_k / Merozoiles
gametocyle
Erythrocyle
TRANSMISSION (hgllc Ir..‘a:dlng
TOMOSQUITD bo clinica
symptoms

Gamelocyles

Ring
Schizom
Trophozoie

Figura 1.1: Descrigao do ciclo de vida do Plasmodium (parasita da malaria)
Fonte: <https://www.mmv.org/malaria -medicines/lifecycle-malaria-parasite>

Mais detalhadamente, a primeira fase inicia quando o vetor pica e inocula os
esporozoitos na pele do individuo, seguindo até as células do figado, chamadas de
hepatocitos, onde passam por um processo de maturacao e replicagao, ou seja, uma
reprodugao assexuada, gerando assim os merozoitos; em seguida acontece uma libe-
ragao desses merozoitos na corrente sanguinea devido a um rompimento dos hepa-
tocitos [4].

A fase seguinte se caracteriza pela invasao das hemacias (globulos vermelhos)

ou eritrécitos, nesse momento as formas do protozoario rapidamente se replicam e
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rompem as hemacias liberando merozoitos, que infectarao novos glébulos vermelhos
e levarao aos sintomas clinicos da doenca, ou seja, esses sintomas se darao a partir da
ruptura dos eritrocitos, sendo que a duragao desse ciclo de multiplicacao eritrocitéaria
vai variar de acordo com o tipo de plasmodio [4].

Alguns sintomas que podem aparecer devido a infec¢ao do individuo com a ma-
laria, sao: febre, dor de cabeca, vomitos, nauseas, calafrios moderados a grave e
sudorese, que sao sintomas considerados clinicos, podendo ocorrer uma variacao
desses sintomas em virtude da gravidade da infeccao, principalmente em pessoas
com respostas imunologicas comprometidas.

No que concerne a duragao da infeccao causada pelo vetor da malaria, esse pe-
riodo nao é fixo, podendo apresentar variacoes se considerado a imunidade clinica,
onde de acordo com Keegan (2013) [10] se trata de uma resposta imunologica desen-
volvida posteriormente & exposicao a algum tipo de protozoario, sendo uma protecao
que ameniza os sintomas clinicos e pode sofrer variacao de acordo com a endemi-
cidade da doenga. Esse fator gera uma auséncia de procura por tratamentos ou
até mesmo uma auséncia de identificacao da infec¢ao com malaria junto aos 6rgaos
de saude. A busca tardia ou auséncia de tratamento medicamentoso por parte do
individuo pode prolongar a duragao da doenga [10].

No Brasil, a maléaria ainda tem seu espaco bem definido e firme, sendo uma das
principais doengas causada por protozoarios [4]. No ano de 2020 foram notificados
cerca de 145.205 (centro e quarenta e cinco mil e duzentos e cinco) casos, um nimero
expressivo, porém, houve uma redugao significativa no ano de 2021, sendo diagnos-
ticados 139.211 (centro e trinta ¢ nove mil e duzentos e onze) casos de malaria [5]. A

Figura 1.2 apresenta dados de 2019, 2020 e 2021 considerando o tipo de protozoario.
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Figura 1.2: Casos de maléria notificados, Brasil
Fonte: Boletim epidemiologico Malaria (2022)

A Figura 1.2, apresenta dados sobre a situagao de casos de malaria notificados
segundo espécie parasitaria no Brasil, onde é feita uma organizagao dos casos de
pessoas acometidas pelo Plasmodium falciparum juntamente com as pessoas aco-
metidas pela malaria mista que seria a contaminacao por Plasmodium falciparum
e algum outro plasmodio, simultaneamente, assim como sao apresentados os casos
de pessoas nao acometidas pelo Plasmodium falciparum, o que inclui as outras trés
espécies, além de um panorama geral de casos positivados nos trés anos.

Os nameros de casos, tanto mundial como nacionalmente, tem apresentado um
crescimento bastante significativo, e um dos fatores que pode estar ocasionando esse
aumento de casos esta relacionado com a diminuicao da eficicia dos métodos de
controle da maléaria devido ao desenvolvimento de resisténcia dos protozoérios aos
medicamentos e dos mosquitos aos inseticidas [18], dessa forma a malaria persiste,
mesmo diante dos medicamentos e inseticidas regularmente utilizados [8].

A imunidade se apresenta como uma forma de resisténcia do organismo ao pa-
togeno. Segundo Doolan et al., (2009) [8] a imunidade adquirida pode ser ativa ou
passiva, e ela consiste na resposta inibitéria gerada ao longo da vida, sendo que a
imunidade ativa consiste no resultado da exposi¢ao do individuo ao agente causa-
dor da doenga, seja de forma natural ou induzida, ja a imunidade passiva incide na
transferéncia de substancias protetoras de forma natural da mae para o filho, ou in-
gerindo tais substancias. Para Keegan (2013) [10] a imunidade clinica, que ameniza

os sintomas da doenga, ¢ desenvolvida a partir da exposicao do individuo ao agente



parasitario.

Este trabalho busca apresentar aspectos da imunidade adquirida a maléria, a
partir de modelos compartimentais desenvolvidos e estudados ao longo da historia,
uma vez que tais modelos considerem informagoes imprescindiveis para ajudar na
compreensao da dinamica de propagacao dessa doenca.

No presente capitulo dessa dissertacao foi apresentada uma concisa introdugao a
respeito da temética, abordadando a incidéncia de malaria no Brasil e no mundo bem
como a forma de transmissao e seus vetores. No segundo capitulo serao apresentados
alguns dos modelos matematicos encontrados na literatura para transmissao da ma-
laria, dando principal énfase a imunidade adquirida e sua modelagem nas equagoes
apresentadas. O terceiro capitulo destaca um modelo matemético compartimental
representando a imunidade adquirida, descrito por um sistema de equagoes diferenci-
ais ordinarias, considerando a interagao entre humanos, juntamente com um estudo
qualitativo e simulacoes de possiveis cenarios que atestam a influéncia da imuni-
dade adquirida. Por fim, sao apresentadas as consideragoes finais evidenciando os

principais elementos inferidos no decorrer da pesquisa.

1.1 Justificativa

A modelagem matematica da transmissao de doencas é um tema bastante rele-
vante, visto que incidéncia de doencas, em particular, da malaria, tem se mantido em
um patamar acima do desejado. a sofisticacao da modelagem epidemiologica tem-se
aumentado constantemente, se fazendo assim necessério o estudo de modelos para
buscar entender os mecanismos de controle epidémico e os meios interativos entre
agentes causadores ¢ populagao. Deste modo, considerando que alguns modelos des-
crevem a dindmica de transmissao da malaria comecaram a considerar fendmenos de
imunidade adquirida devido & sua relevancia e variagoes na prevaléncia da malaria,
buscou-se refletir sobre a influéncia da imunidade adquirida a maléria no contexto
de transmissao dessa doenca.

Assim, Yang (2000) [18], destaca que a interagao entre a imunidade e a infecgao
¢ um dos pontos que apresentam maior complexidade no estudo epidemiologico
da maléria, levando em consideragao o estudo e a compreensao dessa interacao
propendendo para o controle dessa doenca.

O estudo referente a imunidade adquirida é de suma importancia para a pers-
pectiva de controle da malaria, principalmente em areas endémicas, pois, a falta de
controle ou de até mesmo estudo para diagnosticar de forma rapida e eficaz pode
influenciar consideravelmente o seu crescimento.

Partindo do pressuposto que a imunidade ¢ um fator complexo e muitos estudos

tem omitido uma possivel reversao de tal imunidade, pelo simples fato de nao con-



siderar a perda de imunidade quando a transmissao é reduzida significativamente,
deste modo, é necessario focar o estudo da imunidade adquirida fazendo testes com
um modelo e considerando certa reexposicao do individuo, tendo em vista que a
exposi¢ao continua a infeccao ajuda na manutengao da imunidade.

Considerando também que estudos guiam no entendimento de que a imunidade
adquirida a respeito da malédria é um fenémeno gradual e que o desenvolvimento
de um modelo com precisao nao é facil, pois, existe uma incompreensao dos me-
canismos que levam as respostas imunes. Principalmente pelo fato de ser ou nao
considerado a perda de imunidade, ocorrendo quando tem uma redugao significativa
da transmissao.

Sob essa Otica, a contribuicao deste trabalho se da em vertentes diferentes, a
primeira delas se refere ao Ambito social /governamental, uma vez que, quanto maior
o conhecimento sobre essa doenca, melhor serd o direcionamento na elaboracao de
futuras politicas publicas que fornecam subsidios para o melhoramento na qualidade
de vida das populacoes que vivem e convivem com altos indices de incidéncia da
malaria, além de ter uma sociedade cada vez mais assistida.

Também ¢é importante ressaltar a vertente cientifica, considerando o desejo de
contribuir com os estudos relacionados & maléria, principalmente com foco na imuni-

dade adquirida, deixando reflexoes e questionamentos que orientem outros estudos.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Apresentar aspectos da imunidade adquirida & malaria e sua modelagem mate-
maéatica através de modelos epidemioldgicos que descrevam sua dindmica de trans-
missao, considerando as formas que sao abordadas na literatura ao longo da historia
e, respectivamente, suas contribuicoes imprescindiveis ao controle e combate dessa
doenca, sendo estudado um modelo e realizado um estudo qualitativo e varias simu-

lacoes para atestar a influéncia da imunidade adquirida.

1.2.2 Objetivos especificos

Para algar o objetivo geral da pesquisa, este estudo tem como objetivos especificos

0s seguintes:

e Analisar alguns modelos mateméticos para transmissao da malaria;

e Estudar a dinamica de transmissao da malaria e os principais aspectos epide-

mioloégicos que caracterizam essa doenga;



e Estudar um modelo mateméatico considerando humanos;

e Realizar um estudo qualitativo e varias simulacoes para atestar a influéncia

da imunidade adquirida.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica dos modelos
matematicos para transmissao da

malaria

A utilizagdo de modelos matematicos como forma de compreender a maneira de
transmissao e propagagao de uma doenga (infec¢ao) em determinada populag¢ao tem
sido de extrema importancia, considerando que esses modelos podem proporcionar
resultados significativos, pois envolvem diversos fatores, por exemplo: idade, fatores
ambientais, efeitos migratorios e imunidade. Pensando nisso, se torna imprescindivel
a elaboragao de modelos da malaria que apresentem uma contribuicao cientifica
e social, no sentido de auxiliar efetivamente a tomada de decisbes com base na
compreensao da dindmica da doenca e do efeito causado por fatores de interesse.
Para este trabalho, em particular, o efeito da imunidade adquirida.

De acordo com Yang (2000) [18] a imunidade contra a malaria é desenvolvida em
diferentes estagios, assim como apresentar ou nao a imunidade adquirida, e também
a existéncia de estagios da imunidade. Além disso, Bakary et al., (2018) [3] cita
o que se chama de imunidade clinica, que consiste em um efeito comumente visto
em regioes endémicas, onde a exposicao ao protozoario Plasmodium falciparum é
constante, causando a infec¢ao sem presenca de sintomas clinicos.

A imunidade adquirida a maléria é obtida com a exposicao continua a infecgoes
e como consequéncia ocorre a aquisicao de anticorpos antimalaricos, ou seja, os
individuos que sao por sucessivas vezes expostos ao parasita que causa a malaria
desenvolvem anticorpos (prote¢éo) contra os antigenos da malaria.

Segundo Doolan et al., (2009) [8] a imunidade adquirida pode ser “passiva” ou
“ativa”, sendo que a primeira delas se encontra vinculada a ligacao e transferéncia
de substéancias importantes da mae para o filho, e, a segunda delas se caracteriza

pelo aperfeicoamento das células de defesa do organismo acometido a partir de um



contato anterior com o agente causador da maléria.

Sendo assim, no contexto da biologia da malaria, a imunidade adquirida é um
fator de extrema importancia, apesar de se tratar de um componente complexo.
No que se refere & infecgao do individuo por essa doenca, a imunidade que protege
o individuo da malaria ainda guarda alguns segredos que aos poucos vem sendo
desvendados e analisados em diversos estudos [16], [2].

Para tanto, é importante observar que a imunidade adquirida é um quesito sig-
nificativo quando se pensado em estudar ou entender a dindmica de propagacao da
malaria, pois, esse fator pode determinar o compartimento a qual a pessoa pertence
no modelo matemético em questao, considerando a possibilidade de a pessoa ser
suscetivel a doenca ou nao.

De acordo com Bakary et al., (2018) [3],0s modelos mateméticos que descrevem
as doencas infecciosas, tém sido caracterizados pela busca de entender a dinamica
de propagacao dessas doencas, sendo que eles podem fornecer informagoes acerca da
permanéncia e propagacao da doenca em determinada populagao ou até mesmo o
desaparecimento dela, podem ainda ajudar no conhecimento sobre os impactos que
as medidas de controle adotadas acarretam.

Considerando a existéncia de varios modelos que foram formulados para descre-
ver a dindmica de transmissao da malaria em humanos, apresenta-se a seguir uma
revisao, em ordem cronologica, dos modelos de malaria, com foco principalmente na

imunidade adquirida.

2.1 Conceitos basicos dos modelos

Os modeclos matematicos de epidemiologia sao comumente representados por
modelos compartimentais, pois a populacao é dividida em compartimentos (ou clas-
ses), que indicam em qual estado se encontra o individuo, buscando descrever como
acontece a transmissao do agente infeccioso na populagao.

Dependendo do tipo de doenca e dos compartimentos que a caracterizam, en-
contramos variados modelos compartimentais, sendo o modelo do tipo S-E-I-R um
dos mais amplos utilizados na epidemiologia de doencas infecciosas. A sigla que o

representa é constituida da seguinte forma:

e S — Suscetivel: ¢ a parte da populacao hospedeira que esté sujeita a infecgao

da doenca;

e E — Expostos: é a parte da populacao composta por individuos estao infec-
tados, mas que ainda nao sao capazes de transmitir a doenca, encontrando-se

em um perfiodo chamado de laténcia;
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e I — Infectados: é a parte da populagao composta por individuos que estao
infectados pela doencga e sao plenamente capazes de transmiti-la aos individuos

suscetiveis;

e R — Recuperados: é a parte da populagao composta por individuos que se
recuperaram da infeccdo e estdo em fase de imunidade permanente ou tem-
poraria. Em alguns casos, os individuos mortos pela doenga também compoe

esse compartimento.

Dependendo da doenca podem surgir variantes desse modelo, com acréscimo ou
omissao de alguns compartimentos. Segundo Mandal et al (2011) [11] um exemplo
claro é quando o individuo infectado no lugar de se recuperar vem a falecer e essa
quantidade precisa ser contabilizada em separado, outro fator é o isolamento de in-
dividuos, bastante comum na dindmica da covid-19, onde uma parcela da populacao
suscetivel evitou contato com individuos infectados criando um novo compartimento
de pessoas suscetiveis mas com redugao na taxa de contato com outros individuos,
ou ainda o surgimento de uma classe de pessoas infectadas que se isolaram criando
o compartimento de "quarentenados".

Nessa classe de modelos compartimentais, é importante destacar um modelo
muito relevante e que teve grande influéncia no desenvolvimento de modelos mate-
maticos epidemioldgicos que foi o modelo SIR (Suscetivel — Infectado — Recuperado),
estudado em 1927, por Kermack e McKendrick. Esse modelo matematico é mais
simples e classico sendo utilizado na modelagem da propagacao de doengas infeccio-
sas em uma populagao, sendo considerado na epidemiologia devido & sua capacidade
de descrever o comportamento de epidemias [6].

A dindmica desse modelo é descrita por um conjunto de equagoes diferenciais
que representam como individuos se movem entre os compartimentos ao longo do
tempo, sendo assim, esse modelo é considerado fundamental na epidemiologia que
retrata como as doencas infecciosas podem se espalhar e oferece percepgoes e anélises
cruciais para o gerenciamento de surtos de doengas [6].

A solucao exata para o modelo SIR pode ser complexa e, em muitos casos, requer
a utilizagao de métodos numéricos. Entretanto, algumas propriedades podem ser
deduzidas analiticamente. Sendo assim de acordo com Carvalho 2020 [6] encontrar
uma solucao analitica que descreva a evolucao temporal do estado da epidemia
dentro do contexto do modelo Kermack-McKendrick permanece como um desafio
em aberto na pesquisa cientifica.

Cabe ressaltar que no caso da malaria a divisao dos compartimentos epidemiol6-
gicos serve para a classe dos humanos que sao os hospedeiros ¢ também para a classe
dos mosquitos que sao os vetores, porém, nos mosquitos eles s chegam a classe dos

Infectados (I), pois em seguida eles morrem [4],[11].
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2.2 Modelos matematicos de malaria

Desde que foi introduzido em 1911 por Ronald Ross o primeiro modelo, os avancos
e evolugao dos modelos que representam como acontece a propagac¢ao da malaria em
uma populacao tem ganhado novos componentes. Essas adaptagoes iniciaram alguns
anos depois, quando em 1957 Macdonald melhorou o modelo de Ross, que posteri-
ormente em 1991 foi revisado por Anderson e May e ganharam novos componentes
muito importantes, entre eles o perfodo de imunidades em humanos [3],[4].

“ modelo de Ross” apesar de um

O modelo que também ficou conhecido como °
modelo simples apontava a relagao existente entre a quantidade de mosquitos, ou
seja, sua reducao ou crescimento e a incidéncia da maléria numa determinada po-
pulagao, além disso, esse modelo serviu de ponto inicial para o desenvolvimento de
varios outros, inclusive com a introdugao da imunidade adquirida e alguns outros
aspectos que podem influenciar (MANDAL; SARKAR e SINHA, 2011) [11].

No entanto foram os modelos de Ross (1911), Macdonald (1957) e Anderson e
May (1991) [1] que serviram como base para o surgimento de diversos outros, alguns
mais complexos e outros mais simples. A medida que as variaveis iam sendo dis-
ponibilizadas elas eram introduzidas aos modelos e estudadas (BALIEIRO,2021)[4].
Como se pode observar na Figura 2.1, uma gama de modelos que consideram tanto

os vetores que sao os mosquitos como os hospedeiros para realizacao da divisao dos

compartimentos.
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Figura: Descricio e agrupamentos de alguns modelos SEIR de maliria, considerando os humanos
e mosquitos. Onde os indices (h) e (m) significa humanos e mosguitos, sendo as caixas duplas para
descrever a populacio de humanos ¢ mosquitos respectivamente ¢ as simples apenas homanos. A
adicdo de um novo compartimento e mostrade em vermelho para alguns modelos. A caixa central
conta com trés modelos considerados basicos para a maliria.

Figura 2.1: Evolugao e agrupamento de diferentes tipos de modelos de malaria (S-
E-I-R)
Fonte: (Adaptado pelo autor, 2024)

A Figura 2.1 apresenta o agrupamento de alguns modelos e mostra que todos
partiram dos trés modelos bases, inclusive mostra a estrutura simplificada do pri-
meiro deles, o de Ross (1911) no qual se constitui da seguinte forma: SIS (Suscetivel
— Infectado — Suscetivel), sendo um modelo com poucas equagoes diferenciais que

descreve a variacao na densidade de pessoas e mosquitos suscetiveis e infectados.

2.2.1 Modelo Ross-Macdonald

O modelo de Ross-Macdonald se desenvolveu no decorrer da histéria, conside-
rando que inicialmente foi desenvolvido um modelo simples onde nao se considerou
o periodo de laténcia, ou seja, a "principal analise é observar a influéncia dos para-
metros presentes nas equagoes na prevaléncia da malaria"[12] Pode-se observar na

Figura 2.2 uma representacao em forma de diagrama do modelo.
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Figura 2.2: Diagrama do modelo simples de Ross-Macdonald [12]
Fonte: Ndacherenga, 2019, p.40

O diagrama apresenta a transmissao considerando a picada do mosquito, onde a
populacgao infectada de mosquitos I, ¢é responsavel pela populagao infectada de pes-
soas Iy e vice-versa através da picada em individuos suscetiveis. Esse é um modelo
do tipo SIS, onde uma vez livre da doen¢a o humano retorna a classe dos susceti-
veis, veja em (2.1) o sistema de equagoes que descreve a variagao das populagoes de

humanos e mosquitos infectados ao longo do tempo t:

dIH a
G = () e 1) ol
(2.1)
dIM a
o = ()t = Do -l

onde N representa o ntimero total de humanos (Sy+1y), p quantifica a propor¢ao
de picadas em que um mosquito suscetivel adquire infeccao, a refere-se a taxa de
recuperacao de humanos, a representa a taxa de picada de mosquitos em humanos,
M & o niimero total de mosquitos (Sy;+1yr), ¢ quantifica a proporgao de picadas que
produzem infec¢ao em humanos ¢ p representa a taxa de mortalidade de mosquitos.
Observa-se que o modelo de Ross-Macdonald é bastante simplificado, € um modelo
que omite alguns aspectos, como tendéncia & imunidade em humanos e auséncia de
fatores de mortalidade voltados a infeccao.

Foi apresentado o modelo simples, mas, vale salientar a existéncia do modelo de
Ross-Macdonald com atrasos sendo considerado o periodo de laténcia do parasita no
mosquito, bem como, um periodo de laténcia no corpo humano que é definido como
o intervalo de tempo que decorre da infeccao inicial até o surgimento de gametdcitos
no sangue. Sendo esses os dois atrasos considerados, além de contar com presenca de
realismo biolégico como a relagao da temperatura ambiental com o periodo latente

do vetor.
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2.2.2 Modelo de Aron - 1988

Aron (1988) [2] apresenta uma adaptagdo do modelo para maléria, fazendo a
descricao da dindmica da malaria, em funcao da idade a da populacao humana,

considerando o seguinte modelo compartimental:

)
d
d_x = —hx+ry+~(h)z,
a
dy
¢ g, = ey —ay, (2.2)
dz
- = —~(h
T qy —(h)z,

(
onde z(a) +y(a) + z(a) =1 e z(0) = 1.

O modelo (3.9) divide a populagdo em trés compartimentos que sdo: Suscetiveis
(x), Infectados (y) e Imunes (z), sendo que a classe dos imunes engloba individuos
com infecgoes leves e assintométicas, onde h representa a taxa de infecgoes por ano,
assumindo que todos os individuos nascem suscetiveis, r ¢ a taxa de recuperagao da
doenca e ¢ refere-se a taxa de imunidade. Sendo que «y(h) é uma taxa de reversao
que se baseia num pressuposto de que a imunidade tem durabilidade de 7 unidades

de tempo sem exposicao e é dado pela seguinte forma:

he—hT
h) = — .
f}/( ) 1_6_h7-

Considerando que h é uma taxa de infec¢ao e v é uma taxa de perda de imu-

(2.3)

nidade, a equacao y(h) apresenta uma relagdo importante entre essas duas taxas,
principalmente pelo fato de que a mortalidade pode ser assumida igual para todos
os individuos. Observa-se que quanto maior for o valor de h, que é a taxa de in-
fecgao menor sera a taxa de perda de imunidade 7y, sempre considerando 7 que é o
um periodo fixo de tempo sem exposi¢ao. Ja quando h tende a zero o valor de v
aumenta atingindo —, isso com o passar do tempo.

A seguir apresenQam—se uma simula¢ao computacional que descreve a curva de
imunidade em funcao da taxa de infec¢ao h, considerando o que esta definido na
Equagao (2.3).

15



05 Curva de Imunidade - Modelo de Aron (1988)

-+ o+ o+
nmnn
[V B S 8 )

04 -

03 1

yih)

0z

01

0o

Figura 2.3: Curva de imunidade 7(h), em fungao da taxa de infeccao h.

A seguir apresentam-se algumas simulacoes computacionais com valores obtidos
de Aron (1988) [2], para indicar o comportamento do modelo para diferentes taxas de
infecgoes. As Figuras 2.4, 2.5 e 2.6 mostram a dinamica do modelo (3.9), ilustrando
as curvas de individuos suscetiveis, infectados e imunes com idades de 0 a 25 anos,
onde a taxa de recuperacao da doenca é de r = 0,8, a taxa de imunidade é de
q=0,2e71 =05, isto é, uma situacao em que os individuos passam um periodo de
5 anos sem exposicao a doenca.

A simulagao mostrada na Figura 2.4 mostra a dindmica das 3 classes simulta-
neamente, para uma taxa de infeccdo h = 5. Observa-se que, nessa situacao, todos
os individuos adultos com 25 anos ou mais ji adquiriram imunidade & doenca, en-
quanto que criangas na faixa dos 0 aos 5 anos sao as mais afetadas, sendo que no

primeiro ano de idade, 80% das criangas contraem a doenga.
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Figura 2.4: Dinamica correspondente a uma taxa de infeccao h = 5 e demais para-
metros sendo r =0,8 , g =0,2e 7 =5.

Na Figura 2.5 a taxa de infecgao foi reduzida para h = 0,5 e, apesar das criangas
serem menos afetadas pela doenca, atingindo cerca de 35% das criancas até os 2
anos de idade, a infeccao persiste entre os adultos, embora em niveis reduzidos,
significando que adultos a partir dos 20 anos tem uma prevaléncia da doenga em
torno de 18% e pouco mais de 60% da populacao nesta faixa etaria estd imune a

doenga.
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Figura 2.5: Dinamica correspondente a uma taxa de infeccao h = 0,5 e demais
parametros sendo r =0,8 , ¢ =0,2 e 7 = 5.

Na figura 2.6 estao representadas as 3 classes de individuos consideradas no
modelo, mas com uma taxa de infecgao ainda mais reduzida, com h = 0,05. Nessa
situacao a imunidade a doencga evolui levemente a partir dos primeiros anos de vida,
se estabilizando em valores muito baixos na idade adulta, com cerca de 5% de adultos
imunes a doenga ¢ a mesma percentagem de infectados. O nivel de suscetibilidade,
por outro lado, decai pouquissimo com a idade, mantendo cerca de 90% da populagao

suscetivel a doenca.
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Figura 2.6: Dindmica correspondente a uma taxa de infeccio h = 0,05 e demais
parametros sendo r =0,8 , ¢ =0,2e 7 =5.

Esse modelo considera o nivel de transmissao observado nas taxas de infec-
coes. Esse artigo ainda apresenta um estudo qualitativo com simulacoes, conside-
rando a perda da imunidade dada & infeccao e prevaléncia da infeccao considerando
a idade e alguns niveis de endemia. O autor mostrou ainda a importancia e ne-
cessidade do individuo ter uma reexposi¢ao com o parasita para que possa manter
uma imunidade, além disso, foi possivel concluir a respeito da importancia de ser

considerada a intensidade de transmissao no estudo da maléaria.

2.2.3 Modelo de Yang - 2000

No estudo realizado por Yang, em 2000 [18], foi formulado um modelo com-
partimental que buscou estudar a transmissao da maléaria em diferentes niveis de
imunidade, considerando tanto o hospedeiro (humano) quanto o mosquito (vetor).
Na construgdo do modelo levou-se em consideragao que Yang 2000[18] descreve a
imunidade como sendo “ um continuo de diferentes tipos de protecdo em vez de
resposta sim/nao” e foram consideradas também as percepgoes biologicas inferidas
pelo autor, principalmente a imunidade protetora da maléria e sua dificuldade de
duracao. Foi possivel a partir do modelo desenvolvido, obter os valores do equilibrio
e realizar a analise da estabilidade dos pontos de equilibrio, dados importantes a
serem considerados. O diagrama mostrando o fluxo dos individuos entre os com-
partimentos tanto para hospedeiros como para vetor esta representado na Figura
2.7
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Figura 2.7: Diagrama do modelo compartimental proposto por Yang, 2000 [18]
Fonte: Yang, 2000, p.225

Para os humanos a representacao dos compartimentos é descrita da seguinte
forma: x; suscetiveis, xy incubados, x3 infecciosos, x4 imunes, x5 parcialmente imu-
nes, Tg Nao imunes, mas com memoria imunolbgica e x; incubados apés reinfecgao.
Ja para o vetor a representacao é da seguinte forma: Y] suscetiveis, Y5 expostos e
Y3 infectados, ou seja, temos um modelo que para o hospedeiro o modelo é o SEIRS
e para o vetor o modelo é o SEI. Com base nas variaveis e parametros do diagrama,
foram formuladas as equagoes diferenciais que regem o modelo de transmissao da

malaria para hospedeiros.

;

T1(t) = p+ 0+ a)za(t) + mae(t) — [hys(t) + plai(t)

Bo(t) = hys(t)ay(t) = (0 4+ 7 + p+ a)a(t)

@3(t) = maa(t) — (v + p)zs(t)

24(t) = yas(t) + hys(t)s(t) + naz(t) — (m + p)za(t) (2.4)
i5(t) = may(t) — [hys(t) + mo + plzs(t)

te(t) = moxs(t) + 0x7(t) — [hys(t) + w3 + plae(t)

T7(t) = hys(t)we(t) — (0 + 7 + p)a(t),

\
onde p representa a taxa de mortalidade natural, a refere-se a taxa de mortalidade
diferencial, f quantifica a taxa de resisténcia natural, h é a taxa de inoculacao, m;
representa a taxa de diminui¢ao da imunidade protetora, my € a taxa de diminuicao
da imunidade parcial e w3 refere-se a taxa de diminui¢ao da memoria imunologica,

bem como g(t) e ®(t) sao as taxas de entrada descritas no diagrama. Com base

19



nas variaveis e parametros foram formuladas matematicamente as equagoes que

descrevem o vetor.

0 = oD+ v + i)
| —[fxs(t) + 4 + /YA (D), (2.5)
1) = Jra0¥i(0) ~ [oaT) + 4+ V300,

Y(t) = ou(T)Ya(t) — (4 + a)Y5(t),

onde ' é a taxa de mortalidade natural, o/ é a taxa de mortalidade induzida, ¢
taxa de oviposigao, T é a temperatura, f é a taxa de transmissao, ji(t) taxa de ovos
inviaveis.

Para descrever a complexibilidade da interacao entre hospedeiro-vetor-parasita
o modelo considerou a homogeneidade da populacao entre humanos e mosquitos e a
possibilidade de refor¢o da imunidade a partir de uma reinfeccao do hospedeiro hu-
mano, bem como, a relagao direta da temperatura ambiente com o desenvolvimento
do mosquito infectado. Nesse estudo também foi realizada uma analise da estabili-
dade, considerando os pontos de equilibrio que também foram calculados, pois eles
sao importantes para o estudo comportamental da doenca em questao. Além disso
é importante ressaltar que o modelo assumiu que a imunidade tem duracao finita e

requer reforgo.

2.2.4 Modelo de Chiyaka - 2007

Outro estudo que realizou a adaptacao de um modelo de disseminacao da ma-
laria considerando tanto o hospedeiro humano como o vetor mosquito é baseado no
modelo SEIRS e no modelo SEI, respectivamente, elaborado por Chiyaka em 2007
[7]. O estudo considerou atraso no periodo de laténcia (o individuo possui menor
chance de transmitir a doenga) e atraso devido a imunidade parcial, além disso, o
modelo esta centrado no parasita Plasmodium falciparum e foi construido baseado
em alguns achados biolégicos a respeito do que se chamou de imunidade parcial na
transmissao da malaria para o Plasmodium falciparum. Neste estudo foram admiti-
das algumas suposi¢oes, uma das principais consiste em afirmar que os humanos com
imunidade parcial tem infecciosidade diferente dos que estao infecciosos e também
foi considerado a temperatura ambiente no caso do desenvolvimento do mosquito
(vetor). O diagrama compartimental do modelo desenvolvido nesse estudo conside-

rando hospedeiro humano e mosquito vetor esta representado na Figura 2.8.
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Figura 2.8: Diagrama do modelo compartimental SEIRS/SEI proposto em Chiyaka,
2007 [7]
Fonte: Chiyaka, 2007, p.810

O diagrama mostra os quatros compartimentos do modelo SEIRS para o hospe-
deiro humano e os trés compartimentos do modelo SEI para o mosquito vetor, do
qual o fluxo é representado pelas setas por meio de que os individuos (hospedeiro
e mosquito) transitam entre os compartimentos de seus respectivos modelos. Os
compartimentos para descrever o modelo sdo S, (Suscetiveis), Ej, (Expostos), I,
(Infecciosos) e Ry, (Parcialmente imunes) no caso do hospedeiro humano, ja para
o mosquito, S, (Suscetiveis), E,, (Expostos), I, (Infecciosos) . As equagdes que

descrevem o modelo sdo:

( ;L(t) = Ah + Th[h(t) — thfm( ) ())

E,(t) = LiThﬁhc]m(u)]i};((u)) —nn(t=1) gy,

Sh(t — Th)

It) = Bueln(t — )me—uﬂh — (rn + pn 4 qn + o) (1),

R, (t) = ft_w%dm( u)e—pup(t — u) du,
| S0 = rpy — eSO (26)

(Hom + )5, (t)
E,(t) = [} BucSulu) In(u) + (Jb}:(lj)m)l%m(u)e_(ﬂmmﬂ)(tu) .
It — ) + (1 — 0p) Rp(t — i)

Nh(t — Tm)

pnSn(t) + qulp(t —w)e e,

e~ (H'm +C¥m)7'm

I,(t) = BucSm(t —Tm)

\ (= pan + ) I (1),
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Os coeficientes do modelo sao o A, > 0 (taxa de admissao de humanos a classe
suscetivel, por nascimento), u, > 0 (taxa de mortalidade natural), o > 0 (taxa de
mortalidade induzida por doengas), r;, > 0 (taxa de recuperagao), 7, > 0 (periodo
de tempo desde a infecgao até o aparecimento de gametocitos no sangue), w > 0
(duragao da imunidade parcial), S,c > 0 (taxa de inoculagdo), ¢, > 0 (resposta
imune efetiva - (tempo)), p > 0 (taxa de oviposi¢ao), 1" (temperatura), pu.(7) > 0
(taxa de ovos inviaveis), p,, > 0 (taxa de mortalidade natural) e o, > 0 (taxa de
mortalidade induzida).

Nesse artigo, foi realizada uma analise qualitativa do modelo, onde foi analisada
a estabilidade do equilibrio livre da doenga por meio dos autovalores da matriz
jacobiana e também foi estudado o equilibrio endémico e, com base em simulagoes
numéricas, foi apontado que quando considerada uma populagao com imunidade
parcial as possiveis vacinas teriam eficacias. Os autores conseguiram apontar ainda
que uma populacao que possui imunidade parcial, a duracao dessa imunidade pode
interferir no contexto endémico da doenga naquela populacao.

Também em 2007, Tumwiine et al., [17] formulou um modelo para estudar a
propagacao da malaria e considerou a imunidade temporéria nés individuos. Neste
modelo foi admitido que todos os recém-nascidos podessem ser infectados e nao
haveré transmissao da genitora para o filho. Através do estudo qualitativo, os autores
conseguiram mostrar devido a perda de imunidade que com o passar do tempo e os
nascimentos de novos individuos sempre tera uma classe de suscetiveis consideravel

e a busca pela erradicagao da malaria torna-se mais dificil.

2.2.5 Modelo de Keegan - 2013

Em 2013, Keegan [10] formulou um modelo simples buscando estudar o que cha-
maram de biestabilidade, considerando a imunidade clinica que foi apontada como
um ponto importante para o controle da maléria, pois, os individuos nao apresen-
tam sintomas mesmo estando com o parasita instalado no organismo, para tanto os
autores ressaltaram a complexidade existente no estudo da imunidade clinica prin-
cipalmente no seu desenvolvimento e variagao. Eles usaram o modelo para simular
duas situacoes com cendrios diferentes no que se refere a infecciosidade. A Figura

2.9 representa o diagrama compartimental do modelo.
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Figura 2.9: Diagrama do modelo compartimental proposto em Keegan, 2013 [10]
Fonte: Keegan, 2013, p.4

Onde os parametros para descrever o modelo sdo Sy (individuos ingénuos sus-
cetiveis), Iy (individuos ingénuos infectados), S¢ (individuos clinicamente imunes
suscetiveis), /¢ (individuos clinicamente imunes infectados), A ( taxa de infec¢ao), «
(taxa de perca da imunidade clinica), p (taxa de nascimento/ mortalidade), o (taxa
de individuos suscetiveis a uma nova infecc¢ao, sendo eles clinicamente imunes), yyy
(taxa de recuperados sem imunidade), yyc (taxa de recuperados com imunidade) e
vc (taxa de recuperagao de individuos clinicamente imunes). A formulagao mate-

matica do modelo é:

(dS
dl
d—év = ASy — (ywn +ve)In — pl,
K (2.7)
d_to = —0oASc — aSc + Yveln +yele — pSe,
1,
\ _ddtc = oASc —yele — ple,

A finalidade desse trabalho foi estudar e explorar aspectos que evidenciassem e
comprovassem que a imunidade clinica pode proporcionar uma dinamica de biesta-
bilidade da malaria, para as condigoes e critérios de ocorréncia da biestabilidade os
autores realizaram simulacoes e analisaram os resultados, concluindo que a imuni-
dade clinica pode ser a causadora dessa condicao em determinada populagao, porém
os principais pontos inferidos foram com relacao a eficacia da transmissao da mala-
ria por parte de individuos imunes, pois dada a duracao da imunidade clinica se for

longa é quase certa a dinamica biestavel naquela populacao.
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2.2.6 Modelo de Bakary, Boureima e Sado, - 2018

Um outro estudo com uma abordagem interessante a ser considerada foi realizado
em 2018 por Bakary et al., [3]. Os autores consideraram a populagao dividida em
duas classes, os “nao imunes"e os “semi-imunes”, construindo um modelo matemaético
composto de um sistema nao autonomo de equagoes diferenciais. Essa divisao da
populagao considera que o primeiro grupo trata de pessoas com vulnerabilidade
maior considerando nunca terem adquirido imunidade a malaria, ja o segundo grupo
é composto por pessoas que em algum momento ji passaram por um periodo de
imunidade. O modelo compartimental também foi dividido seguindo a classificacao

da populacao. Seu diagrama compartimental é apresentado na Figura 2.10

dy, dy, dp + e
ke(t) ;
elt) . Ve
i E. d)
% Z 3
. p K “"'“H.__H*
R - Ca— : R
HR@I i . ‘\‘\ . oo -
s ka(t) ™~ - 5 S
g '.rl“ > 7 e &
bl e
dy el dp o T i F
A A
£ L
" ’V":-l. .
F ‘
b u T kl0) t
-+ L $.0%
] ¥
dy dy sy dy

Figura 2.10: Diagrama do modelo compartimental proposto em Bakary, 2018 [3]
Fonte: Bakary, 2018, p.405

O diagrama mostra os sete compartimentos da populagao humana SEIR, e o
fluxo, representados pelas setas, por meio do qual os individuos humanos e mosqui-
tos transitam entre os compartimentos, sendo que os nao imunes sao distribuidos nos
seguintes compartimentos (S, — suscetiveis, E, — expostos e [, — infecciosos), ja os
semi-imune foram divididos em quatro compartimentos (.S, — suscetiveis, F, — expos-
tos, I, — infecciosos e R,— imunes), além disso, tem-se os mosquitos ja maduros com
dindmica representada pelo SEI, sendo ainda A (taxa de recrutamento — humanos),
pA (novos recrutamentos da popula¢ao nao imune) e (1 —p)A (novos recrutamentos

da populagao semi — imune). O modelo é representado matematicamente por:
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((S.(t) = pA— (ke(t) +dp)S. (1),
E.(t) = ke(t)Se(t) — (ve + dn)Ec(t),
L) = veBE(t) — aclo(t) — (dy 4+ 7e) L(t),
Sa(t) = (1=p)A+ BaRa(t) — (ka(t) + dn)Sa(?),
E,(t) = ka(t)Sa(t) — (dn + va) Ea(t),

) () = vaFa(t) — dnla(t) — (aq 4 7a) Lu(t), 2.8)
Rult) = alL(t)+ aula®) — (dy+ o) Rult),
B0 = o(1- 5260+ Bult)+ L(0) - -+ )20

So(t) = roL(t) = (du + ku(1)Su(t),
E,(t) = ku()Sy(t) = (dv + 1) Eu(t),
I,(t) = v,E,(t) —dyl,(t),

\

Um fator interessante a ser considerado no sistema consiste na equagdo L(t),
que descreve a evolucao dos mosquitos imaturos, tendo em vista os mosquitos se-
rem divididos no modelo em duas classes, e terem uma evolugao que faz o uso do
crescimento logistico, pois, a taxa de ovoposicao é:

L(t) = b( — %)Nv(t) (2.9)

A taxa apresentada em (2.9) representa a ovoposi¢ao, pois, dada as condigbes
do ambiente, ou seja, a quantidade de 4gua, de nutrientes presentes, e a quantidade
de ovos depositados pela fémea do mosquito ¢ menor ou depositada em outro local,
sendo assim, o crescimento é logistico a populacao, do qual poderéa crescer até um
limite maximo, apartir do qual tende a se estabilizar.

Os autores Bakary, Boureima e Sado (2018) [3] analisaram a estabilidade e equi-
librio da doenca, bem como realizaram simulacoes numéricas, com isso conseguiram
inferir que a taxa de reproducao do mosquito é a quantidade de picadas sao para-
metros importante a se considerar, quando se busca combater a malaria, quanto a
imunidade a divisao da populacao em mais vulnerdveis ou menos vulneréaveis foi cru-
cial no desenvolvimento do modelo, pois, a suscetibilidade dos individuos difundia

a forma de propagacao da doenca.
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2.2.7 Modelo de Ndamuzi - 2021

Um estudo mais recente produzido por Ndamuzi em 2021 [13] apresentou um
modelo com uma abordagem compartimental SEIR. Por considerar humanos e mos-
quito foi constrido um modelo que assumiu uma possivel imunidade temporaria, do
qual aparece apos a exposi¢cao a doenca e uma posterior recuperacao onde o indivi-
duo pode ficar parcialmente imune e depois retornar a classe dos suscetiveis. Esse
modelo utilizou-se para estudar a propagacao da malaria no Burundi, pequeno pais
do centro-leste da Africa.

O modelo é representado pelo seguinte diagrama:

‘YR'J:I ‘
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s ] e |
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Figura 2.11: Diagrama do modelo compartimental proposto em Ndamuzi, 2021 [13]
Fonte: Ndamuzi, 2021, p.2449

As variaveis apresentadas sao Nj, que determina a populacao total de huma-
nos os hospedeiros, N, representa a populacao total de mosquitos os vetores, assim
como os parametros para descrever o modelo sao «y, refere-se a taxa de natalidade
(humanos), «, representa a taxa de natalidade dos mosquitos (vetor), o quanti-
fica o nimero de picadas de um mosquito no hospedeiro por unidade de tempo, b
representa a probabilidade de ser infectado por um ser humano, ¢ (probabilidade
de ser infectado por um mosquito), ¢ (taxa de progressao do estado latente para o
infeccioso em humanos), A (taxa de progressdo do estado infeccioso para o recupe-
rado em humanos), 7 (taxa de progressao do estado recuperado para o suscetivel
em humanos), p, (taxa de mortalidade natural em humanos), p, (taxa de mortali-
dade do mosquito) e n (taxa de mortalidade induzida em humanos). As equagoes

matematicas que formularam o modelo apresentado em [13] sao:
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" d_Sh obS,1,

el apNj, — N, + YRy, — pnSh,
dLh O'bSh[v
tn ~(un + 0L
dt Nh (:uh + ) hs
dl,
d_th = 0Ly — (n+ pn + N1,
2.10)

R, (
o\, — R
0 n— (tn +7) R,
dSv UCSUIh

— N, — _
dt a'U v Nh M'US'U7
dl, ocS, I,

= — fplsy.
dt Ny,

\

O estudo realizado por Ndamuzi e Gahungu (2021) [13] ndo apresentou resul-
tados expressivos sobre a influéncia da imunidade. Porém, considerou um ntmero
reprodutivo basico (Ry) que foi calculado e comprovado as condigdes do ponto de
equilibrio da doenca usando uma funcao de Lyapunov, e os autores conseguiram
inferir por meio de simulacoes e analise desses dados que a redugao da malaria esté
principalmente vinculada a agoes efetivas e de controle, que levem a redugao do
nimero de mosquitos e por consequéncia o nimero de picadas e outras varidveis
importantes como a probabilidade de ser infectado.

A exposicao intensa e constante, com intervalos de tempo curtos com o parasita
causador da maléria, a idade dos humanos, a temperatura do ambiente e o tamanho
da populacao de vetores foram alguns pontos importantes e cruciais levantados e
considerados nos diversos modelos, principalmente no contexto da imunidade adqui-
rida e sua variacao, pois o contato com o parasita foi apontado como um dos pontos
chaves para o possivel desenvolvimento da imunidade apés a infecgao, bem como
sendo um fator deterministico para o tempo dessa imunidade.

Devido a dificuldade de controlar mundialmente a malaria e alguns fatores se-
rem apontados como cruciais para esse nao controle, e/ou até mesmo erradicacao,
como ¢é o caso da resisténcia do parasita aos antimaléricos e a falta de compreen-
sao da imunidade adquirida, naturalmente observa-se uma variedade significativa de
abordagens da imunidade nos diversos modelos.

O presente capitulo apresentou alguns modelos matematicos que foram desenvol-
vidos para descrever a dinamica de propagacao da maléria em humanos, essa breve
discursao realizada, abordou alguns modelos introduzidos na literatura ao longo dos
anos que consideraram véarios fatores especificos tanto do hospedeiro como do vetor,
porém todos com uma base comum que é a compartimentalizacao das populacoes

envolvidas. No proximo capitulo, sera apresentado um estudo mais detalhado a res-
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peito da influéncia da imunidade adquirida na dinamica de propagacao da maléria

em uma populacao de individuos.
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Capitulo 3

Modelo Matematico de transmissao

da Malaria

Considerando a relevancia das variagoes ligadas a idade na prevaléncia da malé-
ria, alguns modelos comegaram a levar em conta fené6menos da imunidade adquirida,
baseando-se na duragao e na forma com que essa imunidade pode influénciar na di-
namica de transmissao, especialmente na relacao entre a imunidade e o acimulo de
exposigoes prévias do hospedeiro & doenca.

Sendo a teoria do controle 6timo um campo da Matemética bastante utilizado
para manter as doengas infecciosas em baixa prevaléncia, nesse capitulo formulamos
um problema para o controle da disseminacao da malaria a fim de se obter a melhor
estratégia a vacinagao.

Os cenarios obtidos a partir das simulacoes numéricas realizadas serao obtidos
com a utilizagao da linguagem Python e sua dinamica analisada e importante des-

tacar que o método na rotina do Python é o método de Runge-Kutta de 4* ordem.

3.1 Controle 6timo em um modelo de Malaria

A teoria do controle 6timo é uma area relacionada & Engenharia e Matemética
Aplicada que busca encontrar uma forma de controlar um sistema dindmico, durante
um periodo de tempo que pode ser finito ou infinito, de forma que um critério
previamente estabelecido seja otimizado. Para isso devem ser estabelecidos o modelo
matematico, composto por equagoes diferenciais que descrevem o sistema dinamico
que sera controlado, um critério de desempenho descrito por um funcional que deve
ser otimizado e uma estratégia de controle que deveréd maximizar ou minimizar esse
critério. A resolugao desse problema pode envolver métodos analiticos ou numéricos,
com suas vantagens e desvantagens.

A idéia de encontrar uma politica de controle que leva o sistema de um estado
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atual & um estado desejado da forma mais eficaz possivel compoe um ramo de estudos
extremamente importante para uma gama de aplicagoes praticas como eficiéncia
energética, controle de processos industriais, controle populacional, estratégias de

vacinacao e até navegacao de veiculos auténomos.

3.1.1 Problema de controle LQR (Linear Quadratic Regula-
tor)

O objetivo de um problema de controle 6timo LQR ¢ determinar uma lei de
controle que minimize um funcional descrito na forma de um indice quadratico
sujeito as restricoes de um sistema dindmico linear. Em termos gerais, o problema
de controle em horizonte infinito consiste em determinar a func¢ao de controle u que
minimiza o funcional quadratico

1

J = 5 /OOO(XTQX +u’ Ru)dt (3.1)

levando o sistema x = Ax + Bu para o estado desejado x = 0. Nesse problema, A ¢é
a matriz de estado, B é o vetor de controle, () e R sao matrizes de penalizacao de
estado e controle, respectivamente, sendo () simétrica e semi-definida positiva e R
simétrica e definida positiva.

Para resolugao do problema LQR pode ser usado o Principio de Pontryagin
(1956), Equagoes de Euler-Lagrange, Equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (1958),
29 Teorema de Lyapunov (1890), sendo o Principio de Pontryagin amplamente uti-
lizado tanto em sua forma original (problemas em malha aberta) que consiste em
acoes tomadas baseadas em uma entrada especifica, como para derivar a Equacao
de Riccati (problema em malha fechada).

O Principio de Pontryagin consiste em transformar o problema de controle em

um problema de otimizacao da fun¢ao Hamiltoniana

Hx,  \u,t)=J+ ATx=x"Qx + u’Ru+ \T(Ax + Bu), (3.2)

onde A é um vetor de multiplicadores de Lagrange.

O controle 6timo e as trajetorias das equagoes de estado devem satisfazer trés

equagoes:
OH
1. x= ST com condi¢ao inicial x(0) = xo;
- 0H
2. A= ———, com condigao final A(t;) = 0;
ox ‘
OH
3. — =0.
Ju
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Dessa forma obtemos, respectivamente, trés condic¢oes:
1. x = Ax + Bu, com condigao inicial x(0) = xg;

2. A= —Qx — AT\, com condigdo final A(t;) = 0;

3. u=—-R'B"\

Ao substituir o item 3 no item 1, damos inicio a obtencao da solu¢ao em malha

fechada, levando a

x = Ax — BR'BT )\
A= —Qx— AT\ (3:3)

Assumindo uma relacao entre o vetor dos multiplicadores de Lagrange A e o vetor

de estado x fechando a malha, dada por

A = Px, (3.4)

com P uma matriz constante a ser determinada, entao

\ = Px. (3.5)

Substituindo (3.3) e (3.4) em (3.5), obtemos

—Qx — ATPx = P(Ax - BR'B” Px), (3.6)

levando a

(-Q - A"P - PA+ PBR'B"P)x = 0. (3.7)

Para um vetor x nao nulo, temos a equacao algébrica de Riccati
PA+AT"P+Q - PBR'B'P=0. (3.8)

O processo de resolugao consiste entao nos seguintes passos:
1. Resolver a Eq. (3.8) e encontrar P;

2. Resolver o problema de valor inicial para x em (3.3), considerando a Eq. (3.4),

dado agora por x = (A — BR™'B” P)x, com condicéo inicial x(0) = xo;

3. Obter a fungao de controle u, considerando a Eq. (3.4) e as solugdes P e x

dos itens anteriores, dada por u = —R~'B” Px.
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3.1.2 Problema de controle 6timo para o modelo de malaria

Nesta secao introduziremos uma estratégia de controle para a malaria por meio de
vacinacao, através da formulacao de um problema de controle 6timo. Para isso,
adotaremos o modelo de Aron, descrito na Secao 2.2.2 e composto pelo seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

( dx

da —hz +ry+(h)z,

dy

u hx —ry — qy, (3.9)
dz

B — ~(h

Esse sistema pode ser escrito em forma matricial x = Ax

T h r v(h) | |
yl=1h —=(r+q 0
z 0 q —y(h)] [z
d d d
Os pontos de equilibrio sao obtidos fazendo o4 _ = 0, o que leva a
da da da
—h r v(h) x 0
h  —(r+q) 0 yl =10},
0 q —v(h)| |2 0

WZ*, zz*, z*) No entanto, a condigao x(a) +
q q

y(a)+ z(a) = 1 deve ser satisfeita, sendo que em termos populacionais significa que

cuja solugao é (z*,y*, z*) = (

1 é a populagao total, 100%, o que implica em

(M+1+1) =1 (3.10)
hq q
N s hq
Dessa forma obtemos a solugao de equilibrio z* = ; conse-
Y +vq + hy + hgq
vh . Y+ 9

quentemente temos y* = exr = .
ry +vq+ hy+ hg ry +vq + hy + hg
Consideremos uma funcao de controle u que consiste em um processo de imuni-
zacao dos individuos suscetiveis e representa o percentual de individuos vacinados

na populagao. Dessa forma, o sistema com controle é descrito por
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= —hx +ry +y(h)z — u,
dy
{9, = he-ry-ay, (3.11)
dz
— = —v(h)z
- qy —v(h)z + u,

\

ou, em forma matricial x = Ax + Bu

—h r v(h) —1
x=|h —(r+q 0 |x+|[0]|u
0 ¢ —(h) 1

Desejamos que a fungao de controle transfira o sistema do estado atual para um
estado desejado de equilibrio (z*,y*, 2*). Esse estado desejado deve satisfazer, em

todas as idades:

(. % ™y + g
xr=xr =
m+quhv+hq
_ Y
=qy* = 3.12
Y T e Y gt hy + hg (3.12)
-, hq
Zz =z =
L Yy +vq+ hy + hq

O vetor x = (Z, 9, 2) é o estado desejado para o sistema e x = (x,y, z) € o estado
real. Devemos entao formular o sistema dos desvios, que descreve a taxa de variacao
da diferenca entre a trajetoria real do sistema e a trajetoria desejada. Para isso
definiremos um vetor x; de novas variaves representando o desvio relativo a cada

um dos compartimentos envolvidos no modelo (suscetiveis, infectados e imunes):

=T —x
n=y—y (3.13)
2 =z—2Z.
Entao:
¢ dxy B dr dzT
da  da da
dyy dy dy
da  da da (3.14)
dzy dz dz
| da  da da
dx dy  dz
Considerando que oW _ 0, uma vez que o vetor x é um vetor de

a da da
constantes, ao substituir (3.13) e (3.14) em (3.11) obtemos:
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( d$1

— = —h@e ) +r(n +9) +y(a + 2) —u

din s > 7

g = M+ 3) =+ 9) =4y +9) (3.15)
dz . -

d—al =qpn +79) — (= +2) +u

\

Considerando (3.12) em (3.15) obtemos o sistema (3.16), que descreve a taxa de

variagao da diferenca entre a trajetoria real do sistema e a trajetoria desejada.

d
( % = —hzy +ry1 +v21 —u
a
din
3 g == o (3.16)
dz
d—l =qy —7xtu
a

\

Esse sistema se apresenta na forma:

—h r ¥ -1
Xi=|h —(r+q O0|x+|[0]u
0 q — 1

A matriz de estado A é dada por:

—h r v
A=|h —(r+q O (3.17)
0 q -

e o vetor de controle B que determina a idéia dos pesos do controle que indica que
as intervencoes buscam aumentar o nimero de individuos imunes e visando diminuir

a propagacao do patdogeno e aumentar a resisténcia da populagao, ¢ dado por:

Para resolver este problema em malha fechada, é necessario definir um objetivo,

que consiste em encontrar a estratégia de vacinagao que minimize o funcional

1 oo
J = §/ (xTQx; +u’ Ru) da (3.18)
0

e transfira o sistema para o estado desejado, lembrando que minimizar o funcional J
significa minimizar os desvios e o controle (vacina e seu custo). Os estudos de caso a

seguir ilustrarao a dinamica do modelo mateméatico controlado e sem controle, bem
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como a dindmica do desvio de trajetoria e funcao de controle. No entanto, antes de
dar prosseguimento, uma observacao deve ser feita a cerca da controlabilidade do
sistema.

Um sistema é dito completamente controlavel se a matriz de controlabilidade
[B AB A*B ..""!B] tiver posto n, isto ¢, a matriz de controlabilidade deve ter
n linhas linearmente independentes, onde n ¢ a dimensao do sistema.

O sistema objeto desse estudo possui dimensao 3 e sua matriz de controlabilidade
[B AB A%B] possui posto 2, o que significa que uma das variéveis do sistema nao

sera controlada. Dessa forma, o sistema atuara em apenas duas das subpopulacoes.

3.1.2.1 Cenéario 1

Escolhendo @ =1 ¢ R = 1, com cocficientes h = 0,5 ,r=0,8,¢=0,2¢7 =3

obtemos:

—0,5 0,8 0,1436
A=105 -1 0 (3.19)
0 0,2 —0,1436

com

Q= R =1[1].

o O =
o = O
_ o O

Como precisamos alcar nosso objetivo de minimizar o funcional, precisamos encon-
trar P que é uma matriz simétrica, definida positiva, obtida da solugao da equacao

algébrica de Riccati

PA+ ATP - PBR'BTP +Q =0, (3.20)

sendo Q e R matrizes simétricas, onde Q) é semi-definida positiva e pondera as varia-
veis de estado e R é definida positiva e pondera as variaveis de controle. Portanto,

encontramos a solucao da equacgao de Riccati representada na matriz P a seguir:

0,7791 0,3763 0,2891
P = 10,3763 0,6489 0,2053] . (3.21)
0,2891 0,2053 0,9600

Uma vez conhecidas as matrizes A, B, R e P, o passo seguinte é resolver o

problema de valor inicial

d
X) = % —[A— BR'B"P|x, (3.22)
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com condigao inicial x; = [0,545 — 0,227 —0,317], pois de acordo com (3.13),

temos

21(0) = 2(0) — #(0) = 1 — 0,455 = 0,545
y1(0) = y(0) — §(0) = 0 — 0,227 = —0, 227 (3.23)
2(0) — 2(0) = 0 — 0,317 = —0, 317.

O sistema (3.22), cujas equagoes representam a taxa de variagao entre a trajetoria
real de cada subpopulagao em funcao da idade e a trajetéria desejada equivale ao

seguinte PVI:

(d
% — —0,992, + 0,629y, + 0, 81452,
a
d
% - 07 5.771 — W
le
e 0,49z, + 0,371y, — 0,8145% (3.24)
21(0) = 0,545
1(0) = —0,227
21(0) = —0,317
\
O sistema (3.24) tem autovalores \; = 0, \y = —1,14 e A\3 = —1,67, com
respectivos autovetores vi = [1,2 0,60 1]7, vo = [0,39 — 1,39 1]T e v3 =

[—4,02 3,03 1]7, levando a uma solugdo geral

xi(a) = V1M £ covae™® £ cgvaes?, (3.25)

com constantes ¢;, ¢z e c¢3 obtidas das condigoes iniciais de (3.24), resultando em

c1 =0,00, cg = —0,17 e c3 = —0, 15. Obtemos assim as solugoes:

1(a) = —0,066e"14* 4 0, 603¢ 67
y1(a) = 0,236e~ 14 — 0, 455¢ 167 (3.26)
z1(a) = =0,17e” 11 — 0, 15¢~ 107

Finalmente, obtemos a fun¢ao de controle u, conforme o passo 3, fazendo u =

—R7'BTPx;, o que leva a

u(a) = 0,1217e~ 11 40, 319¢ 107, (3.27)

Dessa forma, o sistema controlado é obtido substituindo a fungao de controle

(3.27) no sistema (3.11), com os coeficientes adotados nesse cenério, resultando em
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== =052 40,8y 40,144z — 0,1217e "4 — 0, 319¢ 7167,
a
dy
d
d—z — 0,2y — 0,1442 + 0, 1217e~ 114 4 0, 319¢~ 167,
a

\

Os cenarios a seguir mostram a dindmica do sistema sem controle e com controle,
bem como as trajetorias dos desvios e o grafico da funcao de controle.

A Figura 3.1 mostra a dinAmica do sistema (3.9) com coeficientes h = 0,5 ,
r=20,8,q=0,2, 7 =3 e consequentemente v = 0, 144. Nesta simulacao utilizamos
as condigdes iniciais z(0) = 1, y(0) = 0 ¢ 2(0) = 0. Como podemos ver apesar das
criangas de até 2 anos de idade serem mais afetadas pela doencga, atingindo cerca de
35% da populacao nesta faixa etaria, a infec¢ao persiste, embora em niveis reduzidos
nas demais faixas etarias, se estabilizando em 23% de incidéncia a partir dos 15 anos

de idade, com imunidade atingindo 32% da populacao a partir desta faixa etaria.

10 A

— Suscetiveis
—— Infectados
— Imunes

(=]
[=-]
i

=2
=1
L

(=]
o
i

prevaléncia

[=]
[2%]

Dﬂ: V

0 5 10 15 20 25
Idade (a)

Figura 3.1: Dinamica do sistema (3.9) na auséncia de controle, com taxa de infecgao
h = 0,5 e demais parametros r =0,8 , ¢ =0,2e 7 = 3.

Comparativamente, a Figura 3.2 simula um comportamento do sistema (3.28),
que descreve a dinamica do modelo (3.9) controlado pela funcao (3.27). Aqui tam-
bém foram utilizadas as condigoes iniciais z(0) = 1, y(0) = 0 e z(0) = 0. Nesse
caso, observamos que cerca de 35% da popula¢ao com idade igual ou superior a 2
anos ja estda imunizada a doenca, sendo que a populagao de suscetiveis & infeccao
estabilizou em pouco mais de 40% ainda nos primeiros anos de idade. Observa-se
ainda que a incidéncia da doenga nas criangas teve uma redugao, se estabilizando
em pouco mais de 20% a partir dos 2 anos de idade. Com isso, com o aumento
da imunidade nas criancas e a estabilizacao das subpopulacoes ja a partir de pouco

mais de 2 anos, mostra os impactos positivos do controle aplicado no modelo.
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Dinamica de Populacdes Suscetiveis, Infectados e Imunes

— Suscetiveis (3)
= Infectadaos (1)
0.8 1 — Imunes (R}
o 0.6 -
o
m
5
=5
& 0.4 -
0.2 1
I}-':I 1 I I I I
0 5 10 15 20 25
dade

Figura 3.2: Dinamica do sistema (3.9) controlado, com taxa de infecgao h = 0,5 e
demais parametros r = 0,8 , ¢ =0,2e 7= 3.

O desvio de trajetoria, descrito pelo sistema (3.24), cuja solu¢ao analitica é dada
por (3.26) é ilustrado na Figura 3.15. Conforme a amplitude das fungdes se aproxima
de zero, podemos inferir que o sistema atinge seu estado desejado até os quatro anos

de vida da populagao e estabiliza-se a partir desse periodo.

Graficos de x1(a), yl(a) e z1(a)

— xlia)
— ylia)
— Zl{a}
04

IS

Figura 3.3: Desvio de trajetoria.

Valor das funcdes

4 [ 8 10
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Finalmente, o cenario obtido para a fungao de controle (3.27), mostrado na Fi-
gura 3.4 a aplicagao de vacinacao no que diz respeito a faixa etaria em que esta
aplicacao deve ocorrer, devendo ser intensificada no primeiro ano de vida, com uma
acao que deve ocorrer até os 4 anos de idade, totalizando 29,78% de pessoas imu-
nizadas, sendo que esse percentual foi obtido por meio da integragao da funcao de

controle u(a).

Grafico da funcao controle ufa)

= uia)
0.5 o

04 -

03

wia)

0.2 1

0.1+

0.0

Figura 3.4: Dinamica da fungao de controle u(a).

Para esse cenéario, o custo de funcional obtido foi J = 0,03235. Que consiste em

um valor comparativo e sem limitantes, obtido pela integragao do funcional.
3.1.2.2 Cenario 2
Escolhendo () = 21 e R = 1, com coeficientes h = 0,5 ,r=0,8 ,¢g=0,2e 7 =3

obtemos:

~0,5 0,8 0,1436
A=1|05 -1 0 (3.29)
0 0,2 —0,1436

com

2
Q=10
0

S N O

0
o, R =1
2

Como precisamos alcar nosso objetivo de minimizar o funcional, precisamos encon-

trar a matriz P simétrica, definida positiva, obtida da solugao da equagao algébrica
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de Riccati

PA+ AP - PBR'B'"P+Q =0, (3.30)

resultando em

91610539, 6332 91610538,8855 91610538, 8998
P = 191610538,8855 91610539, 4544 91610538, 6521 | . (3.31)
91610538,8998 91610538, 6521 91610539, 8988

Conhecida a matriz P, resolvemos o problema de valor inicial

. Xm

X === [A— BR'BTP]x, (3.32)
a
com condi¢do inicial x; = [0,545 —0,227 —0,317], uma vez que de acordo com
(3.13),
x1(0) = 2(0) — 2(0) = 1 — 0,455 = 0, 545

y1(0) = y(0) — (0) = 0 — 0,227 = —0, 227 (3.33)
2(0) — 2(0) =0—0,317 = —0, 317.
O sistema (3.32), cujas equagoes representam a taxa de variagao entre a trajetoria

real de cada subpopulagao em funcao da idade e a trajetéria desejada equivale ao

seguinte PVTI:

( dx,
b= —1,23340, + 0,566y, + 1, 14262
a
dy
2 0.5 —
2, 73340, 40,4334y, — 1, 1426
da - 9 'I"l 9 yl 9 Zl (334)
21(0) = 0,545
y1(0) = 0,227
21(0) = —0,317
L
O sistema (3.34) tem autovalores A\; = 0, Ay = —1,26 ¢ A\3 = —2,12, com
respectivos autovetores v; = [1,20 0,60 1]7, vo = [1,06 — 2,06 1]7 e v3 =

[—1,80 0,80 1]%, levando a uma solugio geral

xi(a) = V1M £ covae™2 4 cgvaes? (3.35)

com constantes c1, ¢y e c3 obtidas das condigoes iniciais de (3.34), resultando em

c1 = 0,00, cg = —0,01 e cg = —0,31. Obtemos assim as solugoes:
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z1(a) = —0,016e~ 120 + 0, 558¢ =212
y1(a) = 0,021e 1260 — (), 248¢~ %120 (3.36)
21(a) = —0, 011200 _ ), 312010,

Finalmente, obtemos a fungao de controle u, conforme o passo 3, fazendo u =

—R7'BTPxy, o que leva a

u(a) = 0,0031e" %% 40,6610~ >12*. (3.37)

Dessa forma, o sistema controlado é obtido substituindo a fungao de controle

(3.27) no sistema (3.11), com os coeficientes adotados nesse cenério, resultando em

d
( d—x — 0,52 40,8y + 0,144z — 0,003~ — 0 6610212,
a
dy
d
d—z = 0,2y — 0,144z + 0,0031e= 126 4+ 0, 6610e= 2122,
a

\

Os cenérios a seguir mostram a dindmica do sistema sem controle e com controle,
bem como as trajetorias dos desvios e o grafico da funcao de controle.

A Figura 3.5 ¢ idéntica a Figura 3.1 que mostra a dindmica do sistema (3.9)
sem aplicacao de controle, com coeficientes h = 0,5, r = 0,8 , ¢ = 0,2, 7 = 3
e consequentemente 7 = 0,144. Nesta simulacao utilizamos as condicoes iniciais
z(0) =1, y(0) =0e 2(0) = 0.

10 1
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=

Figura 3.5: Dinamica correspondente a uma taxa de infeccao h = 0,5 e demais
parametros sendor =0,8 , ¢ =0,2e 7 = 3.

Comparativamente, a Figura 3.6 simula um comportamento do sistema (3.38),

que descreve a dinamica do modelo (3.9) controlado pela fungao (3.37). Aqui tam-
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bém foram utilizadas as condigoes iniciais x(0) = 1, y(0) = 0 e z(0) = 0. Nesse
caso, observamos que cerca de 35% da populagao com idade superior a 2 anos, ja
estd imunizada & doenca, sendo que a populacao de suscetiveis a infeccao estabilizou
em torno de 45% ainda nos primeiros anos de idade. Observa-se ainda que a inci-
déncia da doenca nas criancgas teve uma reducao, se estabilizando em pouco mais de
20% aos 2 anos de idade. Com isso, com o aumento da imunidade nas criancas e a
estabilizagao das subpopulacoes ja a partir de 2 anos, mostra os impactos positivos

do controle aplicado no modelo.

Dinamica de Populagdes Suscetiveis, Infectados e Imunes

—_— Luscetiveis (5)
= |nfectados (l)
0.8 - = |munes {R}
o 06 1
o
m
5
(=9
& 0.4 -
0.2 1
I}_l:l 1 1 I ] I
0 5 10 15 20 25
dade

Figura 3.6: Dinamica da populagao na presenca do controle via vacina com taxa de
infecgao h = 0,5 e demais parametros sendo r =0,8 , ¢ =0,2 e 7 = 3.

O desvio de trajetoria, descrito pelo sistema (3.34), cuja solucao analitica é dada
por (3.36) é ilustrado na Figura 3.7. Conforme a amplitude das fungées se aproxima
de zero em pouco tempo, podemos inferir que o sistema atinge seu estado desejado,
ocorrendo em pouco depois dos 2 anos de vida da populagao e estabilizando-se apds
esse periodo.

Finalmente, o cenario obtido para a fungao de controle (3.37), mostrado na
Figura 3.8 ilustra a aplicacao do controle, que deve ser intensificado no primeiro ano
de vida, com uma acao que deve ocorrer até pouco mais de 2 anos de idade. Em
comparagao com a dindmica do controle exibida no Cenario 1, Figura 3.8, percebe-
se uma intensificagao do processo de imunizagao nos primeiros meses de vida, com

um leve aumento na propor¢ao de individuos imunizados atingindo o patamar de

31,43%.
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Graficos de x1(a), yl(a) e z1(a)

— xlia)
— ylia)
— zli{a)
0.4 1
8 021
5
i
5
k=]
I 00
-0.2
0 2 3 5 8 10
a
Figura 3.7: Desvio de trajetoria.
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Figura 3.8: Dinamica da fun¢ao de controle u(a).

Nesse cenario, escolhemos os coeficientes da matriz Q de forma que a aumentar a
ponderacao sobre a diferenca entre estado desejado para o sistema e seu estado real,
atuando mais fortemente no desvio de trajetoria. Assim, observa-se uma estabiliza-
¢ao mais rapida, com niveis estabilizados em idade mais precoce, com antecipacao
de mais de 1 ano de idade na estabilizacao da imunidade em relagao ao cenério an-
terior, embora nao haja mudanca significativa nas proporgoes de suscetiveis, imunes
e infectados em idade mais avancada. Essa intensificagao imposta sobre a matriz Q

levou a um aumento no custo de controle, em comparagao com o cenério 1, com o
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funcional J = 0, 05204.

3.1.2.3 Cenario 3

Escolhendo @Q = I ¢ R = 2, com coeficientes h = 0,5, r=0,8,¢=0,2e7 =3

obtemos:

—0,5 0,8 0,1436
A=1|0,5 -1 0 (3.39)
0 0,2 —0,1436

com

Q= R=2.

o O =
O = O
_ o O

Como precisamos alcar nosso objetivo de minimizar o funcional, precisamos encon-
trar P que é uma matriz simétrica, definida positiva, que é obtida apartir da solugao

da equagao algébrica de Riccati

PA+ ATP - PBR'B"P+Q=0. (3.40)

De mancira anéloga aos cenarios anteriores, calculamos a partir de (3.50) a matriz

simétrica definida positiva

50789732,6647 50789732,2287 50789732,0216
P = |50789732,2287 50789732,4861 50789731,9839] . (3.41)
50789732,0216 50789731,9839 50789732,9033

A matriz P recém calculada, juntamente com as matrizes conhecidas A, B e R

nos permitem resolver o problema de valor inicial

d
X) = % —[A- BR'BTPlx, (3.42)
a
com condi¢do inicial x; = [0,545 —0,227 —0,317], uma vez que de acordo com

(3.13),

21(0) = z(0) — #(0) = 1 — 0,455 = 0,545
11(0) = y(0) — §(0) = 0 — 0,227 = —0, 227 (3.43)
2(0) — 2(0) = 0 — 0,317 = —0, 317.

O sistema (3.42), cujas equagoes representam a taxa de variagao entre a trajetoria
real de cada subpopulagao em funcao da idade e a trajetoria desejada equivale ao

seguinte PVI:
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(d
% — 0,821, + 0,6776y; + 0, 58442,
a
dy
S0 5, —
ZL 0, 300, 40,3224y, — 0, 5844
— = x - z
dCL Y 1 Y yl I 1 (344)
21(0) = 0,545
y1(0) = —0,227
21(0) = —0,317
O sistema (3.44) tem autovalores \; = 0, Ay = —0,91 e A3 = —1,49, com
respectivos autovetores v; = [1,21 0,60 1|7, vo = [-0,15 — 0,84 1]T e v3 =

[246,32 — 247,32 1]T, levando a uma solucao geral

X1 (a) = c;vieM® + cpvee™ + cavge (3.45)
com constantes c;, ¢z e c¢3 obtidas das condigoes iniciais de (3.44), resultando em
c1 = 0,00, co = —0,32 e c3 = —0,002. Obtemos assim as solucoes:

r1(a) = 0,048e~%91a 4 (0, 493~ 1:4%
y1(a) = 0,268¢091¢ — (), 495¢ 149 (3.46)

z1(a) = —0,32e~ 091" 4 0,002¢ 4%,
Finalmente, obtemos a fungao de controle u, conforme o passo 3, fazendo u =
—R™'BTPx,, o que leva a
u(a) = 0,1892¢~ %91 4 0,0962¢ 4. (3.47)

Dessa forma, o sistema controlado é obtido substituindo a fun¢ao de controle

(3.47) no sistema (3.11), com os coeficientes adotados nesse cenério, resultando em

d
( d—x — 0,52 +0,8y + 0,144z — 0, 1892e~091a _ () (0962¢~ 4%
a
dy
d
d—z — 0,2y — 0,1442 + 0, 18920914 | (). 0962¢ 4%
a

\

Os cenarios a seguir mostram a dindmica do sistema sem controle e com controle,
bem como as trajetorias dos desvios e o grafico da funcao de controle.

A Figura 3.9 mostra a dindmica do sistema (3.9) com coeficientes h = 0,5 ,
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r=0,8, qg=0,2, 7 = 3 e consequentemente v = 0,144. Essa Figura ¢é idén-
tica as Figuras da dinamica sem controle dos cenarios anteriores. Nesta simulacao

utilizamos as condigoes iniciais z(0) = 1, y(0) = 0 e z(0) = 0.

10

— Suscetiveis
—— Infectados
—— Imunes

prevaléncia
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Figura 3.9: Dinamica do sistema sem controle, com taxa de infeccao h = 0,5 e
demais parametros sendor =0,8 , ¢ =0,2e 7= 3.

Dinamica de Populactes Suscetiveis, Infectados e Imunes
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Figura 3.10: Dinamica da populagao na presenca do controle via vacina com taxa
de infecgao h = 0,5 e demais parametros sendo r =0,8 , ¢ =0,2 e 7 = 3.

Comparativamente, a Figura 3.10 simula um comportamento do sistema (3.48),
que descreve a dindmica do modelo (3.9) controlado pela fungao (3.47). Aqui tam-
bém foram utilizadas as condigoes iniciais z(0) = 1, y(0) = 0 e z(0) = 0. Nesse
caso, observamos cerca de 35% da populagao com idade superior a 4 anos, ja esta
imunizada & doenca, sendo que a populacao de suscetiveis & infeccao estabilizou em

cerca de 45% apos 4 anos de idade. Observa-se ainda que a incidéncia da doenca
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nas criancas teve uma reducao pequena comparada ao seu auge, se estabilizando
em pouco mais de 20% a partir dos 4 anos de idade. Com isso, com o aumento da
imunidade nas criancas e a estabilizagao das subpopulagoes ja a partir de 4 anos,

mostra os impactos positivos do controle aplicado no modelo.

Graficos de x1(a), yl(a) e z1(a)
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Figura 3.11: Desvio de trajetoria.

O desvio de trajetoria, descrito pelo sistema (3.44), cuja solucao analitica é dada
por (3.46) é ilustrado na Figura 3.11. Conforme a amplitude das fungdes se aproxima
de zero, podemos inferir que o sistema atinge seu estado desejado, ocorrendo nos

primeiros cinco anos de vida da populacgao e estabilizando-se apds esse periodo.

Grafico da fungao controle u(a)
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Figura 3.12: Dinamica da func¢ao de controle u(a).
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Finalmente, o cenério obtido para a fungao de controle (3.47), mostrado na
Figura 3.12 ainda mostra que a imunizagao deve ser intensificada no primeiro ano
de vida, com uma ac¢ao que deve ocorrer até os 5 ou 6 anos de idade. Comparando
com os cenérios anteriores, houve uma reducgao na intensidade inicial da imunizacao
acompanhada de um prolongamento na faixa etaria de imunizagao. Esse cenario
gerou o patamar mais baixo de propor¢ao minima de pessoas a serem imunizadas,
com uma cobertura populacional geral de 27,25%. Comparativamente aos cendrios
anteriores, esse caso gerou um custo de controle J = 0,0379, um valor ligeiramente

maior que o cenario 1 porém menor do que o custo do cenério 2.

3.1.2.4 Cenéario 4

Escolhendo Q = 21 ¢ R = 2, com cocficientes h = 0,5 ,r=0,8 ,¢g=0,2¢7 =3

obtemos:

—0,5 0,8 0,1436
A=105 -1 0 (3.49)
0 0,2 —0,1436

com

Q= R =1[2].

S O N
o NN O
o O

Conhecidas essas matrizes, precisamos encontrar a matriz P simétrica, definida

positiva, solucao da equagao algébrica de Riccati

PA+ AP - PBR'BT"P+Q =0, (3.50)

dada por

83810507, 3013 83810506,4959 83810506, 3214
P = |83810506,4959 83810507,0410 83810506, 1538 . (3.51)
83810506, 3214 83810506, 1538 83810507, 6626

Conhecidas as matrizes A, B, R e P resolvemos o problema de valor inicial

d
X = % — [A- BR'BTPlx, (3.52)
a
com condi¢do inicial x; = [0,545 —0,227 —0,317], uma vez que de acordo com

(3.13),
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oy
—
=]
—
I
=

0) —2(0) =1— 0,455 = 0,545

y1(0) = y(0) — (0) =0 — 0,227 = —0,227 (3.53)
2(0) — 2(0) =0—0,317 = —0, 317.

O sistema (3.52), cujas equagoes representam a taxa de variagao entre a trajetoria

real de cada subpopulagao em funcao da idade e a trajetéria desejada equivale ao

seguinte PVI:

(d
% — —0,992; + 0,63y + 0,8142z,
a
d
% = 0,921 —
le
21(0) = 0,545
y1(0) = 0,227
21(0) = —0,317
\

O sistema (3.54) tem autovalores A\; = 0, Ay = —1,13 e A\3 = —1,66, com
respectivos autovetores vi = [1,2 0,60 1]7, v, = [0,38 — 1,38 1]T e v3 =
[—4,01 3,01 1]%, levando a uma solugao geral

X1 (a) = 01V16)\1a + CQV2€>\2Q + 03V3€)\3a, (355)

com constantes c1, ¢y e c3 obtidas das condigoes iniciais de (3.54), resultando em

c1=0,00, cg = —0,17 e ¢c3 = —0, 15. Obtemos assim as solugoes:

1(a) = —0,064e~ 137 40, 601e~ 166
yi(a) = 0,235e 1130 — (), 452¢ 1,660 (3.56)
z1 (a) = _0’ 17671,13a _ O, 15671,6611‘

Finalmente, obtemos a funcao de controle u, conforme o passo 3, fazendo u =

—R'BTPxy, o que leva a

u(a) = 0,1228¢ 1130 4 0, 3177¢ 1664, (3.57)

Dessa forma, o sistema controlado é obtido substituindo a fungao de controle

(3.57) no sistema (3.11), com os coeficientes adotados nesse cenério, resultando em
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T = —0,52+0,8y +0,144z — 0,1228e~113¢ — (, 3177¢~ 1062,
a
dy
d
d—z = 0,2y — 0,144z + 0,1228¢~ 113 4 (0, 31771662,
a

\

Os cenarios a seguir mostram a dindmica do sistema sem controle e com controle,
bem como as trajetorias dos desvios e o grafico da funcao de controle.

A Figura 3.13 mostra a dinAmica do sistema (3.9) com coeficientes h = 0,5 , r =
0,8, q=0,2, 7 =3 e consequentemente v = 0, 144, sendo a mesma simulacao dos

cenarios anteriores na auséncia de controle. Nesta simulagao utilizamos as condig¢oes
iniciais z(0) =1, y(0) =0 e z(0) = 0.
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Figura 3.13: Dinamica correspondente a uma taxa de infeccao h = 0,5 e demais
parametros sendo r =0,8 ,¢g=0,2e 7= 3.

Comparativamente, a Figura 3.14 simula um comportamento do sistema (3.58),
que descreve a dindmica do modelo (3.9) controlado pela fungao (3.57). Aqui tam-
bém foram utilizadas as condigoes iniciais x(0) = 1, y(0) = 0 e z(0) = 0. Nesse
caso, observamos que cerca de 35% da populacao com idade superior a 2 anos ja
estd imunizada a doenca, sendo que a populacao de suscetiveis a infeccao estabilizou
em mais de 45% ainda nos primeiros anos de idade. Observa-se ainda que a inci-
déncia da doenca nas criancas teve uma redugao, se estabilizando em pouco mais
de 20% a partir dos 2 anos de idade. Com isso, com o aumento da imunidade nas
criangas e a estabilizacao das subpopulacoes jé a partir de pouco mais de 2 anos,

mostra os impactos positivos do controle aplicado no modelo.
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Dinamica de Populacdes Suscetiveis, Infectados e Imunes
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Figura 3.14: Dinamica da populagao na presenca do controle via vacina com taxa
de infecgao h = 0,5 e demais parametros sendo r =0,8 , ¢ =0,2e 7 = 3.

O desvio de trajetoria, descrito pelo sistema (3.54), cuja solugao analitica é dada
por (3.56) é ilustrado na Figura 3.15. Conforme a amplitude das fungdes se aproxima
de zero, podemos inferir que o sistema atinge seu estado desejado, ocorrendo nos
primeiros trés anos de vida da populagao e estabilizando-se do quarto ano de vida

em diante.

Graficos de x1(a), yl(a) e z1(a)
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Figura 3.15: Desvio de trajetoria.
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O cenério obtido para a fungao de controle (3.57), mostrado na Figura 3.16 uma
aplicacao de controle nos primeiros anos de vida, intensificada na faixa etéaria de
até 1 ano e mantida em niveis cada vez mais baixos até a finalizacdo do processo
de imunizacao no quarto ano de vida. Nesse cenario, a cobertura vacinal minima
necessaria para a reducao da doenca ¢ de 30%, com um custo dado pelo funcional

J = 0,06508, o maior custo de todos os cenarios considerados.

Grafico da funcao controle ufa)
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Figura 3.16: Dinamica da func¢ao de controle u(a).

Comparando todos os cenérios, podemos perceber que, na auséncia de vacinacao,
as subpopulagoes s6 estabilizam a partir dos 15 anos de idade, e as criancas de
até 5 anos apresentam uma maior taxa de infeccao. Por outro lado, na presenca
de vacinacao, a doenca estabiliza antes dos 5 anos, resultando em um ganho de
pelo menos 10 anos nos prejuizos sociais ¢ ccondmicos causados pela malaria na
populacgao. Além disso, hd um aumento da imunidade e uma diminuicao da infeccao
ainda nos primeiros anos de vida em todos os casos. A intensidade da imunizagao
nos primeiros meses de vida contrasta com a faixa etaria das criangas que devem ser
imunizadas.

Como era esperado, de acordo com as caracteristicas de controlabilidade do sis-
tema que descreve a dinamica da doencga, o controle 6timo atuou em apenas duas das
varidveis do sistemas, especificamente aquelas que descrevem individuos infectados

e imunes, deixando livre a populacao suscetivel a doenga.

52



Capitulo 4
Conclusoes

Neste estudo, foi apresentada uma breve revisao bibliografica de alguns dos prin-
cipais modelos matematicos que regem a dinamica de transmissao da maléria, assim
como sao apresentadas caracteristicas e informacoes importantes sobre a dinamica
de transmissao dessa doenga. Com o estudo de tais modelos, observou-se que alguns
omitiram de forma significativa um fator muito importante: a imunidade adquirida,
principalmente considerando uma reexposicao do individuo ao patégeno causador
da maléria.

Considerando que o fenémeno da imunidade é gradativo e que um dos fatores
importantes dele é a dependéncia da quantidade de infecgoes que o individuo adqui-
riu, bem como do intervalo entre elas, foi proposto um problema de controle 6timo
LQR que busca determinar uma lei de controle que minimize um funcional descrito
na forma de um indice quadratico, sujeito as restricoes de um sistema dinamico
linear. Para a resolugao desse problema, utilizou-se o Principio de Pontryagin na
forma de problema em malha fechada, que pode ser resolvido através da equacao de
Riccati. Esse problema de controle 6timo foi formulado e resolvido para o modelo de
transmissao de malaria proposto por Aron, que considera a varia¢ao das populagoes
suscetiveis, infectadas e imunes de acordo com a faixa etaria do individuo, e leva
em conta a imunidade adquirida de acordo com o tempo de que sucede as repetidas
infecgoes.

Posteriormente, foram apresentados quatro cenérios, que buscaram ilustrar a di-
namica do modelo matematico controlado ¢ sem controle, bem como a dindmica
do desvio de trajetéria e funcao de controle, onde observou-se a eficacia dos con-
troladores em todos os cenarios, assegurando uma solucao ideal no que tange a
minimizagao da discrepancia entre a trajetoria do sistema sem intervencao alguma
(trajetoria real) e a trajetoria almejada para o sistema, que consiste no equilibrio
das subpopulagoes em todas as idades, alcancada com um custo reduzido. Todos
os cenarios foram bem sucedidos na capacidade de controle do sistema, embora o

modelo matematico utilizado tenha restricoes quanto a controlabilidade total das
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suas variaveis.

E importante destacar que os fenémenos migratorios foram omitidos, bem como
taxas vitais e variagao populacional ao longo do tempo. Tal omissao podera ter
impactos diferentes no processo de controle, pois trabalhamos até aqui com uma
populagao fechada.

Espera-se que esse trabalho possa colaborar para pesquisas futuras no estudo da
imunidade adquirida a malaria, ja que é ainda um fenémeno com muitos aspectos
desconhecidos e dependente de muitos fatores externos, porém muito importante.
Espera-se ainda que esse estudo venha, futuramente, contribuir nas diretrizes para
os 6rgaos de saude publica que tanto tem trabalhado para controlar infecgoes como

a malaria.
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Apéndice A
Programas em linguagem Python

A.1 Modelo na auséncia de controle (Todos os Cenéa-
rio)

Equacgoes diferenciais do modelo

def model(k ,a, r, gammah, h, q):
X,y,z = Kk

dxda= -h*x+r*y+gammah*z
dyda= h*x-r*y-q*y

dzda— q*y-gammah*z

return dxda, dyda, dzda

Constantes do sistema:
r=0.8

q=0.2

h=0.5

gammah—=0.144

Condigao inicial:
x0, y0,z0 =1,0,0
k0 = x0, y0, z0

Vetor com instantes de tempo:

a = np.linspace(0, 25)
resolucao da EDO:

ret = odeint(model, k0, a, args=(r, gammah, h, q))
x,y,z = ret.T

Plote das curvas x(a), y(a) e z(a):
def plotseird(a, x, y, z): f, ax = plt.subplots(1,1,figsize—(12,4))
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ax.plot(a, x, b’, linewidth=2, label= "Suscetiveis’)
ax.plot(a, y, 't’; linewidth=2, label="Infectados’)
ax.plot(a, z, ’g’, linewidth=2, label="Tmunes’)
ax.set xlabel(’Idade (a)’)
ax.set_ylabel(’prevaléncia’)
ax.yaxis.set tick params(length=4)
ax.xaxis.set tick params(length=4)
ax.grid(linestyle="None’)

legend = ax.legend(borderpad=2.0)

legend.get frame().set _alpha(0.5)

for spine in ("top’, ‘right’, "bottom’, "left’):
ax.spines|spine|.set  visible(True)

plt.show();

plotseird(a, x,y,z)

A.2 Modelo na presenga de controle via vacina (Ce-
nario 1)

Definicao de Parametros:

h =05

r—0.8

q=0.2

tau—=3

gamma—(h*2.71**(-h*tau)) /(1-2.71**(-h*tau))

Vetor de tempos:
t = np.linspace(0, 25, 1250)

Valor inicial do vetor v:
v0 = [1, 0, 0

Definicao das Equacoes Diferenciais:

def equation(v, t):

x = v|[0]

y = v[1]

z = v|2]

dxdt =-h * x + 1 * y 4+ gamma * z - 0.1217*2.71%*(-1.14%t) - 0.319%2.71%*(-
1.67%t)

dydt =h*x-r*y-q*y
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dzdt = q * y - gamma * z + 0.1217%2.71%%(-1.14%t) + 0.319%2.71%*(-1.67*t)
return (dxdt, dydt, dzdt)

Resolucao das Equacgoes Diferenciais:
v = odeint(equation, v0, t)

Extracao das Variaveis e Plotagem:

x = v[;, 0]
y = V[:v 1]
z = v, 2|

plt.plot(t, x, label="Suscetiveis (S)’, color="blue’)
plt.plot(t, y, label="Infectados (I)’, color="red’)
plt.plot(t, z, label="Tmunes (R)’, color=’green’)
plt.xlabel(’Idade’)

plt.ylabel(’Populagao’)

plt.title("Dinamica de Populagdes Suscetiveis, Infectados e Imunes’)
plt.grid(True)

plt.legend()

plt.xlim(0, 25)

plt.ylim(0, 1)

plt.show()

OBSERVACAQO: Para os demais cenarios, utiliza-se o mesmo pro-
grama, realizando a troca das equagoes diferenciais de acordo com a

funcao de controle obtida.
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