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Abstract. In this paper, we propose to solve the problem of estimating the pro-
bability density function of a random variable using Kernel density estimation,
which depends on the bandwidth value, wich is the method parameter. Variati-
ons in the value of this parameter can generate different shapes for the associa-
ted distributions. Therefore, we propose a method to determine the best value to
be used for bandwidth for Kernel density estimation, considering data sets and
using the maximum-likelihood function as a reference. The results show that
the proposed method achieves suitable results for different scenarios of using
probability distributions. We evaluate the performance of the proposed method
using a metric that selects the largest absolute difference between the points of
the true probability density function and that estimated by the methods.

Resumo. Neste trabalho, abordamos o problema de estimar a funcdo densi-
dade de probabilidade de uma varidvel aleatoria utilizando a estimagcdo por
densidade por Kernel, que depende do valor de largura de banda, que é um
pardametro do método. Variagcbes no valor desse pardmetro podem gerar for-
matos variados para as distribuicées associadas. Assim, propomos um método
para determinar o melhor valor a ser usado para a largura de banda para a
estimagdo de densidade por Kernel, considerando conjuntos de dados e uti-
lizando a fung¢do de mdximo-verossimilhanca como referéncia. Os resultados
mostram que o método proposto alcanca resultados adequados para diferentes
cendrios de uso de distribuicoes de probabilidade. Nos avaliamos o desempe-
nho do método proposto usando uma métrica que seleciona a maior diferenca
absoluta entre os pontos da fungdo densidade de probabilidade verdadeira e a
estimada pelos métodos.

Palavras-chave: Estimativa de Densidade Kernel; Estimativa de Largura de
Banda; Mdximo-verossimilhanca.

1. Introducao

A estimacdo da probabilidade de dados € utilizada em diversos métodos de tomada de
decisdo e de Aprendizagem de Maquina. Em geral, estas estimacdes sdo obtidas de
aproximagdes de distribuicdoes de probabilidades, que requerem a existéncia de certas



propriedades nos dados para serem aplicadas, e de métodos numéricos que calculam esta
aproximacao [Parzen 1962].

Um método genérico bastante utilizado € a estimacao de probabilidades por meio
da estimacao de densidade por Kernel (Kernel Density Estimation - KDE) [Parzen 1962].
O KDE ¢ um método nao-paramétrico usado para estimar a funcdo densidade de uma
amostra aleatoria baseado-se no uso de uma funcio kernel. Esse procedimento é especi-
almente usado para suavizagdo de dados [Turlach 1999].

O KDE utiliza os dados amostrais e uma largura de banda como parametros para
o calculo das estimagdes. A largura de banda controla o nivel de suavizacio que sera apli-
cado nos dados. Valores muito pequenos ou muito grandes para a largura de banda podem
comprometer as estimativas obtidas [Sheather and Jones 1991] [Jones et al. 1996]. Neste
sentido, existem estudos para a determinar a melhor largura de banda que possa ser utili-
zada, considerando um conjunto de dados de interesse [Duong 2004].

Dois métodos principais sdo utilizados para a determinagdo da largura de banda
que proporcione o melhor ajuste da probabilidades do KDE: o Least-Squares Cross-
Validation (LSCV) e o Plug-in [Scott and Terrell 1987]. O LSCV prové uma estimacao
ndo enviesada e € caracterizado por realizar uma minimizacdo da soma dos erros quadra-
dos. J4 a ideia principal do Plug-in consiste em fazer uma suposi¢@o sobre a distribui¢ao
desconhecida. A partir disso € criada uma estimativa piloto que serd plugada, ou associ-
ada, ao Erro Quadrado Integrado Médio Assintético [Chu et al. 2015].

Este trabalho propde uma nova abordagem para a estimagao do parametro de lar-
gura de banda, utilizado na estimac¢do de densidade via Kernel. Essa nova forma baseia-se
em execucdes de Monte Carlo do KDE e na selecdo da largura de banda correspondente
a maior maximo-verosimilhanca. Experimentos foram conduzidos de modo a avaliar
o desempenho do método proposto. Foram realizados 13 testes - utilizando diferentes
parametros - com as distribui¢cdes gaussiana, beta, pareto e weibull. As métricas esco-
lhidas para fazer as avaliagdes foram: O Erro Absoluto Méximo (EAM), Mean Squareed
Error (MSE) e Mean Absolute Error (MAE).

Além desta secdo de introducdo, este trabalho apresenta as seguintes segoes:
Secdo 2, que expde de forma mais detalhada o KDE e os métodos LSCV e Plug-in, utiliza-
dos na determinacao da largura de banda; Secao 3, em que o método proposto, o MLKDE,
€ apresentado; Secdo 4, que trata da metodologia adotada na realizagdo da avaliagdo, os
resultados obtidos e discussdes dos resultados; A secdo 5 apresenta as conclusdes e os
trabalhos futuros.

2. Estimacao de densidade por kernel

Dada uma variavel aleatéria unidimensional X = {xy,---,x,} , a estimagdo de uma
Func¢ao Densidade de Probabilidade (FDP) f;, utilizando densidade de Kernel pode ser
encontrada através da Equacao (1),

fh(x):%ZK(”;%) (1)

em que h é o parAmetro de suavizacdo e h > 0, chamado de largura de banda, e K



¢ uma funcdo kernel [Sheather and Jones 1991]. Na Tabela 1 € possivel observar al-
guns dos kernels disponiveis na literatura [Scott 1992] [Silverman 1986] [Chen 2017]

[Simonoff 1996].

Alguns dos kernels mais relevantes, suas respectivas formulas e

Tabela 1.
graficos.
Kernel Formula K (z) = Grafico
Uniforme U(-1,1)
Triangular (1—|z|)
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Na Figura 1 é apresentado diferentes estimativas de densidade utilizando os ker-
nels uniforme, triangular, gaussiano e epanechnikov aplicados em uma distribui¢dao bimo-
dal com cem amostras. J4 na Figura 2 € apresentado o impacto que diferentes valores de

largura de banda possuem ao serem utilizados nos kernels mencionados.
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Figura 1. Comparacao de estimativas de densidade utilizando diferentes kernels
em relacao a uma distribuicao bimodal. Fonte: Autoria propria (2024).
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Figura 2. Impacto de diferentes larguras de banda em relagao ao kernel utilizado.
Em (a) temos o kernel uniforme, (b) o kernel triangular, em (c) o kernel
gaussiano e em (d) o epanechnikov. Fonte: Autoria propria (2024).

A qualidade de uma estimativa de densidade é determinada principalmente pela
escolha de um bom parametro de suavizagdo, sendo o efeito da escolha do kernel de
menor escala [Silverman 1986]. Como ja mencionado, o uso de uma boa largura de banda



¢ crucial para a obten¢do de um KDE 6timo. Nesse sentido, a literatura dispde de dois
métodos para alcangar esse fim: O LSCV e o Plug-in.

2.1. Least-squares cross validation

O LSCV tem como principio de funcionamento minimizar o Integrated Square Error
(ISE) entre a distribui¢do f que foi estimada e a distribui¢ao real [Silverman 1986]. As-
sim, 0 método tenta minimizar a Equagao (2)

ISE = / {fu(z) — f(z)}2dx )

Como a distribui¢ao real € desconhecida, Silverman [Horne and Garton 2006](48-49) de-
rivou a equagao do LSCV(h) [Siloko et al. 2019] como sendo a Equagao (3)

Lsevit) = [ /20 30 Fi(X) 3)

em que n representa o nimero de observagdes e f_; a estimativa de densidade sem o
elemento X;.

2.2. Plug-in

Outro método que também se baseia na reducdo do erro entre a funcdo de densidade
estimada e a fun¢do que gera os dados, que € desconhecida € o plug-in. O método plug-in,
diferentemente do LSCV utiliza o Asymptotic Mean Integrated Squared Error (AMISE),
como especificado na Equacdo (4),

1
AMISE(h) = n 'h 'R(K) + Z—lh4u2(K)2R( ) 4)
em que n é o tamanho da amostra, R(g) é especificado na Equag@o (5) para uma fungéo g,
p2(K), definido pela Equagdo (6), é a aspereza da FDP desconhecida [Siloko et al. 2019].
Por sua vez, a FDP é representada por [~ f”(x)?dx e K € o kernel [Eliason 1993].

R(g) = / N g(x)*dx (5)
po(K) = /_ K (@) (6)

Neste caso, como requisitos tem-se que h tenda a zero, a medida que n tende ao infi-
nito [Sheather and Jones 1991]. Assim, o h ideal seria aquele que minimiza a AMISE,
cujo célculo depende do conhecimento prévio da funcdo geradora. Logo, o parametro de
suavizacao que minimiza a AMISE do KDE [Scott and Terrell 1987] tem a forma indi-
cada na Equacdo (7).

(7



3. MLKDE: Estimador de densidade de kernel baseado em
maximo-verossimilhanca

O Estimador de Densidade de Kernel de Maximo-Verossimilhangca (MLKDE) tenta en-
contrar uma largura de banda que maximize a verosimilhanc¢a dos dados, considerando as
estimagdes de probabilidade obtidas através da Equagdo (1). Para isso, o MLKDE retira
B valores aleatorios para a largura de banda, em um intervalo de busca, e para cada valor,
estima a probabilidade, de acordo com a Equacao (1) utilizando o KDE.

O limite esquerdo do intervalo é um parametro do método. Ja o limite direito é
calculado pelo método. No algoritmo 1 o limite esquerdo € representado por € e o limite
direito representado por D. O célculo de D consiste de, para cada ponto do conjunto de
dados, definir a distancia euclidiana em relacdo aos demais pontos. A maior distancia
obtida serd entdo o limite direito do intervalo de buscas utilizado pelo MLKDE. Isso
garante encontrar uma largura de banda que se adeque as configuragdes de vizinhanga de
qualquer conjunto de dados utilizado. A largura de banda que obtiver o KDE com maior
maximo-verosimilhanga serd o selecionado.

A maximo-verossimilhanca pode ser calculada a partir da férmula
[Held and Bové 2014]:

00|y, ..., 2,) =InL = Zlnf ;10) (8)

O método da maximo-verossimilhanga estima 6, buscando o valor de ¢ que maxi-
miza ((0 | x) . Este é o chamado Estimador de Méaximo-Verossimilhan¢a (MLE) de 6,
[Chu et al. 2015]:

0,10 = arg max@(é|:v1, ey Tp) 9)
0co

Além disso, os KDEs calculados para subsequente utilizagdao na méximo-verossimilhanca
possuem uma particularidade que € o uso da técnica Validacdo Cruzada Leave-One-
Out (LOO). Essa técnica consiste em retirar um elemento por vez do conjunto de da-
dos e calcular o KDE com um dado valor de h. O LOO ¢é utilizado por possuir um
baixissimo viés e possibilitar o uso mdximo do conjunto de dados, ja que, durante o
calculo do KDE, utiliza-se o conjunto de dados uma vez para cada elemento que for reti-
rado [Molinaro et al. 2005]. O Algoritmo 1 apresenta o pseudocédigo do MLKDE.



Algoritmo 1 Pseudocédigo do MLKDE

Entrada: X: Conjunto de pontos de um conjunto de dados; ¢: Limite inferior do inter-
valo; B: nimero de buscas realizadas

Saida: Estimativa de largura de banda (h) para o KDE.

: Para cada ponto do conjunto X, determinar a distancia a todos os outros;

2: Coloque na varidvel D a maior distancia dentre todas obtidas no passo 1.

3: parab =1 até B faca

4: hy, < um valor aleatério no intervalo [e, D).

5:  para cada ponto x; de X faca

6

7

8

—

pi < A probabilidade de z;, usando a Equacgdo (1) e os outros pontos de X.
fim para
MLE, < Maximo-verossimilhanca, usando a Equacdo (8) e as probabilidades
calculadas no passo 6.
: fim para
10: retorna Determine o maior M LF, dentre os calculados no passo 8 e retorne o h
correspondente.

Ne)

4. Avaliacao Experimental

Esta secdo descreve como os experimentos para validagcdo do método MLKDE foram
conduzidos. Para realizar a avaliagdo do método proposto em relacdo aos demais métodos,
foram empregados dados sintéticos provenientes de quatro distribui¢cdes probabilisticas
distintas: Gaussiana, Beta, Pareto e Weibull. Cada uma dessas distribui¢des foi explorada
com variacdes em seus parametros, a fim de criar cendrios representativos para a aplicagao
do método em estudo. O kernel escolhido para ser usado foi o gaussiano.

O algoritmo proposto neste trabalho foi desenvolvido utilizando a linguagem de
programacgdo Python 3, escolhida devido a sua ampla utilizacao e popularidade nas areas
de machine learning e estatistica. A linguagem Python € conhecida por sua versatilidade
e eficiéncia no desenvolvimento de algoritmos complexos, tornando-a uma escolha ideal
para este projeto. Além disso, A escolha dessa linguagem também permite uma integracao
mais facil com outras bibliotecas e ferramentas comumente utilizadas em projetos de
andlise de dados.

A métrica escolhida para avaliar o desempenho dos métodos consiste de selecionar
o erro absoluto maximo entre os pontos da funcdo densidade de probabilidade verdadeira
de cada distribuic@o e os pontos estimados por cada método. Essa métrica é dada pela
formula (10).

EAM:maX()f—fD (10)

A partir dessa métrica € possivel observar a magnitude do maior erro de cada método em
relacdo aos dados verdadeiros. Isso nos fornece uma visao detalhada das discrepancias
entre os métodos utilizados e os dados reais. Além dessa métrica, também foram utiliza-
das duas das mais populares métricas de erro de uso geral: A mean squared error € mean
absolute error. As representacOes matematicas da MSE e da MAE podem ser observa-
das nas equacoes (11) e (12) respectivamente [Botchkarev 2018]. Para as trés métricas



utilizadas, quanto menor o valor obtido, melhor o desempenho do método. Para facilitar
a compreensao dos resultados obtidos, esse valor também estard em destaque negrito nas
tabelas que seguem.

n

1 .

MSE = = Y; —Y;)? 11
n; ) (11)
1 — .

MAE = — Y, - Y, 12
n;| | (12)

4.1. Avaliacao com distribuicao gaussiana

Esta subsecdo descreve como o experimento utilizando distribui¢cao gaussiana foram rea-
lizados, seus resultados e quais conclusdes podem ser extraidas. Foi realizado um experi-
mento utilizando distribui¢do gaussiana, onde os parametros utilizados serao descritos na
subsubsecdo que segue.

4.1.1. Experimento com distribuicao gaussiana

Neste experimento, foram retiradas 500 amostras de uma distribuicdo gaussiana com
média igual a zero e varidncia igual a um. Ou seja, N(u = 0,02 = 1). O valor para
e utilizado foi le-3 e para B foi 100. Na Tabela 2 e na Figura 3 sdo apresentados os resul-
tados desse experimento. Para as trés métricas utilizadas, é possivel notar que o método
proposto obteve um desempenho superior em relagdo aos demais métodos. Na Figura 3
observa-se que o MLKDE conseguiu se aproximar mais da fun¢do densidade de probabi-
lidade real, ao passo que o LSCV e o Plug-in desempenharam de forma similar e inferior
ao MLKDE.

Tabela 2. Resultados do experimento utilizando uma distribuicdo N(u=0,02=1).
Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 0.056157 | 0.001299 | 0.031568 0.3315
Plug-in | 0.054967 | 0.001245 | 0.030921 0.3220
MLKDE | 0.035628 | 0.000423 | 0.017828 0.3691
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Figura 3. Representacao grafica dos resultados da Tabela 2. Para esse ex-
perimento, foi utilizado uma N(u=0,02=1). No MLKDE, os valores dos
parametros utilizados foram ¢ = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria prdpria
(2024).

4.2. Avaliacao com distribuicoes beta

Esta subsecdo descreve como os experimentos utilizando distribui¢des beta foram reali-
zados, seus resultados e quais conclusdes podem ser extraidas. Foram realizados quatro
experimentos distintos utilizando distribui¢cdes beta, onde os pardmetros utilizados serdo
descritos em cada subsubsecao.

4.2.1. Primeiro experimento com distribuicoes beta

Para o primeiro experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribuicio beta
com o = 2 e [ = 10. Ou seja, Beta(2,10). O valor para € utilizado foi le-3 e para
B foi utilizado 100. Na Tabela 3 e na Figura 4 sdo apresentados os resultados desse
experimento. Para as trés métricas utilizadas, é possivel notar que o método proposto
obteve um desempenho consideravelmente superior em relagdo aos demais métodos. A
Figura 4 demonstra isso mais claramente.

Tabela 3. Resultados do primeiro experimento utilizando uma distribuicao
Beta(2,10). Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 2.006552 | 1.667754 | 1.091353 0.0176
Plug-in | 2.087372 | 1.835004 | 1.148853 0.0198

MLKDE | 0.492856 | 0.055592 | 0.196259 0.0116
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Figura 4. Representacao grafica dos resultados da Tabela 3. Para esse experi-
mento, foi utilizado uma Beta(2,10). No MLKDE, os valores dos parametros
utilizados foram € = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria propria (2024).

4.2.2. Segundo experimento com distribuicoes beta

Para o segundo experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribui¢do beta com
a = 1lef = 2. Ouseja, Beta(1,2). O valor para e utilizado foi le-3 e para B foi utilizado
100. Na Tabela 4 e na Figura 5 sdo apresentados os resultados desse experimento. Para as
trés métricas utilizadas, € possivel observar que tanto o método proposto quanto o método
LSCYV obtiveram bons desempenhos na realizagdo da tarefa, ao passo que o Plug-in ndo
foi tdo bem. A Figura 5 fornece mais detalhes sobre o teste.

Tabela 4. Resultados do segundo experimento utilizando uma distribuicao
Beta(1,2). Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 1.048395 | 0.116629 | 0.181216 0.0124
Plug-in | 1.128056 | 0.220706 | 0.320132 0.0399

MLKDE | 0.422637 | 0.02693 | 0.133783 0.0097
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Figura 5. Representacao grafica dos resultados da Tabela 4. Para esse experi-
mento, foi utilizado uma Beta(1,2). No MLKDE, os valores dos parametros
utilizados foram € = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria propria (2024).

4.2.3. Terceiro experimento com distribuicoes beta

Para o terceiro experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribuicao beta com
a =2e 3 = 2. Ouseja, Beta(2,2). O valor para e utilizado foi le-3 e para B foi utilizado
100. Na Tabela 5 sao apresentados os resultados desse experimento. Para as trés métricas
utilizadas, € possivel notar que o método proposto mais uma vez superou os outros dois
métodos. Na Figura 6 observa-se que o MLKDE conseguiu se aproximar mais da funcao
densidade de probabilidade real, ao passo que o LSCV e o Plug-in tiveram dificuldade em
realizar essa tarefa.

Tabela 5. Resultados do terceiro experimento utilizando uma distribuigao
Beta(2,2). Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 0.388338 | 0.074325 | 0.253969 0.0637
Plug-in | 0.378818 | 0.065616 | 0.239071 0.0585

MLKDE | 0.200366 | 0.008132 | 0.070029 0.0194
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Figura 6. Representacao grafica dos resultados da Tabela 5. Para esse experi-
mento, foi utilizado uma Beta(2,2). No MLKDE, os valores dos parametros
utilizados foram € = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria propria (2024).

4.2.4. Quarto experimento com distribuicoes beta

Para o quarto experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribui¢ao beta com
a = 2e f = 5. Ou seja, Beta(2,5). O valor para e utilizado foi le-3 e para B foi
utilizado 100. Na Tabela 6 e na Figura 7 sdo apresentados os resultados do experimento. O
comportamento dos métodos permaneceu constante em relacao aos outros experimentos
com a distribuicao beta: O MLKDE conseguiu superar o LSCV e o Plug-in tanto para
métrica EAM quanto para as métricas MSE e MAE.

Tabela 6. Resultados do quarto experimento utilizando uma distribuicao
Beta(2,5). Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método LSCV Plug-in | MLKDE | Largura de banda
LSCV 0.95289 | 0.393999 | 0.539881 0.0374
Plug-in | 0.926929 | 0.369683 | 0.521967 0.035

MLKDE | 0.355012 | 0.022364 | 0.126821 0.0129
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Figura 7. Representacao grafica dos resultados da Tabela 6. Para esse experi-
mento, foi utilizado uma Beta(2,5). No MLKDE, os valores dos parametros
utilizados foram € = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria propria (2024).

4.3. Avaliacao com distribuicoes pareto

Esta subsecao descreve como os experimentos utilizando distribui¢des pareto foram rea-
lizados, seus resultados e quais conclusdes podem ser extraidas. Foram realizados qua-
tro experimentos distintos utilizando distribui¢des pareto, onde os parametros utilizados
serdo descritos em cada subsubsecao.

4.3.1. Primeiro experimento com distribuicoes pareto

Para o primeiro experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribui¢do pareto
com o = 5. O valor para € utilizado foi le-3 e para B foi utilizado 100. Na Tabela 7
e na Figura 8 sdo apresentados os resultados desse experimento. Para as trés métricas
utilizadas, é possivel notar que o método proposto obteve um desempenho consideravel-
mente superior em relacdo aos demais métodos. Na Figura 8 isso é demonstrado mais
claramente.

Tabela 7. Resultados do primeiro experimento utilizando uma distribui¢ao pareto
com « = 5. Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 3.197188 | 1.180124 | 0.620866 0.0058
Plug-in | 3.555613 | 2.127115 | 0.982356 0.0221

MLKDE | 3.192304 | 1.162836 | 0.612793 0.0748
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Figura 8. Representacao grafica dos resultados da Tabela 7. Para esse expe-
rimento, foi utilizado uma distribuicao pareto com a = 5. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram ¢ = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

4.3.2. Segundo experimento com distribuicoes pareto

Para o segundo experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribuicao pareto
com o = 10. O valor para € utilizado foi le-3 e para B foi utilizado 100. Na Tabela
8 e na Figura 9 sdo apresentados os resultados desse experimento. Para as trés métricas
utilizadas, é possivel notar que o método proposto obteve um desempenho consideravel-
mente superior em relacdo aos demais métodos. Na Figura 9 isso é demonstrado mais
claramente.

Tabela 8. Resultados do segundo experimento utilizando uma distribuicao pareto
com « = 10. Os parametros do MLKDE foram € = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 6.632118 | 6.447306 | 1.609385 0.0028
Plug-in | 7.476074 | 11.4627 | 2.472358 0.0106
MLKDE | 6.119227 | 3.640273 | 1.02295 0.0279
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Figura 9. Representacao grafica dos resultados da Tabela 8. Para esse experi-
mento, foi utilizado uma distribuicdo pareto com « = 10. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram € = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

4.3.3. Terceiro experimento com distribuicoes pareto

Para o terceiro experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribui¢do pareto
com o = 15. O valor para € utilizado foi 1e-3 e para B foi utilizado 100. Na Tabela 9 e na
Figura 10 sdo apresentados os resultados desse experimento. Para as trés métricas utili-
zadas, é possivel notar que o método proposto obteve um desempenho consideravelmente
superior em relacido aos demais métodos. A Figura 10 demonstra isso mais claramente.
Neste teste observa-se que todos os métodos, em especial o LSCV e Plug-in, apresentam
uma notavel dificuldade de se ajustar aos dados. Isso é especialmente claro em vista das
métricas EAM e MSE.

Tabela 9. Resultados do terceiro experimento utilizando uma distribuicao pareto
com « = 15. Os parametros do MLKDE foram € = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 10.252768 | 17.5764 | 2.817748 0.0019
Plug-in | 11.590022 | 30.223529 | 4.163242 0.007
MLKDE | 9.009154 | 7.038164 | 1.379848 0.0153
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Figura 10. Representacao grafica dos resultados da Tabela 9. Para esse expe-
rimento, foi utilizado uma distribuicao pareto com a = 15. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram ¢ = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

4.3.4. Quarto experimento com distribuicoes pareto

Para o quarto experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribui¢do pareto com
a = 20. O valor para € utilizado foi 1e-3 e para B foi utilizado 100. Na Tabela 10 e na
Figura 11 sdo apresentados os resultados desse experimento. Para as trés métricas utili-
zadas, é possivel notar que o método proposto obteve um desempenho consideravelmente
superior em relacdo aos demais métodos. Neste teste observa-se que todos os métodos,
em especial o LSCV e Plug-in, apresentam uma notavel dificuldade de se ajustar aos
dados. Isso € especialmente claro em vista das métricas EAM e MSE.

Tabela 10. Resultados do quarto experimento utilizando uma distribuicao pareto
com « = 20. Os parametros do MLKDE foram € = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 13.995738 | 35.62474 | 4.154902 0.0014
Plug-in | 15.821382 | 59.542864 | 5.968571 0.0052

MLKDE | 11.936579 | 11.885863 | 1.780406 0.0107
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Figura 11. Representacao grafica dos resultados da Tabela 10. Para esse expe-
rimento, foi utilizado uma distribuicao pareto com a = 20. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram € = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

4.4. Avaliacao com distribuicoes weibull

Esta subsecao descreve como os experimentos utilizando distribuicdes weibull foram re-
alizados, seus resultados e quais conclusdes podem ser extraidas. Foram realizados qua-
tro experimentos distintos utilizando distribui¢cdes weibull, onde os parametros utilizados
serdo descritos em cada subsubsecao.

4.4.1. Primeiro experimento com distribuicoes weibull

Para o primeiro experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribui¢do weibull
com « = 1.5. O valor para e utilizado foi le-3 e para B foi utilizado 100. Na Tabela 11 e
na Figura 12 s@o apresentados os resultados desse experimento. Para as trés métricas uti-
lizadas, é possivel notar que o método proposto obteve um desempenho superior, porém
todos os métodos desempenharam bem. Na Figura 12 observa-se esse bom comporta-
mento dos métodos.

Tabela 11. Resultados do primeiro experimento utilizando uma distribuicao wei-
bull com « = 1.5. Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 0.173804 | 0.007315 | 0.060676 0.0885
Plug-in | 0.19138 | 0.009547 | 0.070647 0.1145

MLKDE | 0.118789 | 0.003241 | 0.044358 0.1813
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Figura 12. Representacao grafica dos resultados da Tabela 11. Para esse expe-
rimento, foi utilizado uma distribuicdao weibull com « = 1.5. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram ¢ = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

4.4.2. Segundo experimento com distribuicoes weibull

Para o segundo experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribuicao weibull
com o = 5. O valor para e utilizado foi le-3 e para B foi utilizado 100. Na Tabela
12 e na Figura 13 sdo apresentados os resultados desse experimento. Diferentemente do
teste anterior, neste teste, para as trés métricas utilizadas, € possivel notar que o método
proposto obteve um desempenho consideravelmente superior ao LSCV e ao Plug-in. Na
Figura 13 observa-se esse de forma mais clara o comportamento dos métodos.

Tabela 12. Resultados do segundo experimento utilizando uma distribuicao wei-
bull com « = 5. Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 0.627549 | 0.179646 | 0.372327 0.0575
Plug-in | 0.586882 | 0.156132 | 0.346815 0.0514

MLKDE | 0.110538 | 0.003224 | 0.04946 0.0622
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Figura 13. Representacao grafica dos resultados da Tabela 12. Para esse expe-
rimento, foi utilizado uma distribui¢cdao weibull com « = 5. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram € = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

4.4.3. Terceiro experimento com distribuicoes weibull

Para o terceiro experimento, foram retiradas 1000 amostras de uma distribuicao weibull
com o = 10. O valor para € utilizado foi 1e-3 e para B foi utilizado 100. Na Tabela 13
e na Figura 14 sdo apresentados os resultados desse experimento. Neste teste 0 método
proposto também obteve um desempenho consideravelmente superior ao LSCV e ao Plug-
in. Na Figura 14 observa-se de forma mais clara o comportamento dos métodos.

Tabela 13. Resultados do terceiro experimento utilizando uma distribuicao wei-
bull com « = 10. Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Método EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 1.736213 | 1.376514 | 1.023987 0.0282
Plug-in | 1.669367 | 1.262617 | 0.979685 0.0256
MLKDE | 0.252744 | 0.011756 | 0.087745 0.0319
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Figura 14. Representacao grafica dos resultados da Tabela 13. Para esse expe-
rimento, foi utilizado uma distribuicao weibull com o = 10. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram ¢ = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

4.4.4. Quarto experimento com distribuicoes weibull

Para o ultimo experimento, também foram retiradas 1000 amostras de uma distribui¢ao
weibull com o = 15. O valor para e utilizado foi 1e-3 e para B foi utilizado 100. Os re-
sultados desse experimento sdo apresentados na 14 e na Figura 15. Neste teste 0 método
proposto continuou a obter um desempenho dominante para com os demais métodos ava-
liados. Esse comportamento € facilmente demonstrado na Figura 15.

Tabela 14. Resultados do quarto experimento utilizando uma distribuicao weibull
com « = 15. Os parametros do MLKDE foram ¢ = 1e-3 e B = 100.

Métrica EAM MSE MAE | Largura de banda
LSCV | 3.011563 | 4.214557 | 1.790626 0.0187
Plug-in | 2.920974 | 3.934284 | 1.728211 0.017

MLKDE | 0.393747 | 0.026127 | 0.125819 0.022
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Figura 15. Representacao grafica dos resultados da Tabela 14. Para esse expe-
rimento, foi utilizado uma distribuicao weibull com o = 15. No MLKDE, os
valores dos parametros utilizados foram ¢ = 1e-3 e B = 100. Fonte: Autoria
propria (2024).

5. Conclusoes e trabalhos futuros

A funcdo de densidade de probabilidade € uma ferramenta fundamental na teoria das
probabilidades e estatistica. Ela descreve a verossimilhanca de uma varidvel aleatéria
continua fique entre um determinado intervalo de valores [Devore and Berk 2007]. Foi
apresentado um novo método eficiente e simples para estimar a FDP utilizando estimativa
de densidade por kernel. Foram realizados experimentos usando dados sintéticos de modo
a definir o desempenho do método proposto.

Os experimentos conduzidos consistiram de comparar o desempenho do método
proposto em relacdo a dois métodos da literatura - o LSCV e o Plug-in - na tarefa de gerar
a estimativa de densidade que melhor se ajustasse aos dados utilizados. Quatro conjuntos
de dados sintéticos foram produzidos, utilizando parametros diferentes para cada uma das
seguintes distribui¢des: Beta, pareto e weibull e um experimento para a distribui¢ao gaus-
siana. Totalizando 13 experimentos, portanto. Para avaliar os métodos, foram utilizadas
as métricas EAM, MSE e MAE, onde as duas ultimas sao métricas classicas da area.

Nos testes realizados utilizando as distribui¢des pareto, a performance do método
proposto foi bem melhor que a dos demais métodos. Em média, 16.81% para a EAM,
69.0% para a MSE e 66.48% para a MAE. Para as distribui¢des beta, a performance do
MLKDE também foi superior aos demais métodos. Para a EAM o resultado foi, em
média, 38.25% melhor. 74.38% melhor para a MSE e 63.89% para a MAE. Por fim, para
as distribuicdes weibull, o método proposto performou em média 73.57% melhor que os
demais métodos para a Métrica EAM. Para a MSE e MAE os valores foram 90.59% e
77.37%, respectivamente.

O MLKDE demonstrou ser capaz de obter um 6timo desempenho em diferen-
tes cendrios de uso de distribui¢des de probabilidade. Isso significa que ele se mostrou



robusto e adaptdvel, independentemente das caracteristicas especificas dos dados analisa-
dos. Desta maneira, alcangamos um resultado adequado em relacido ao que o MLKDE se
dispde, que € a determina¢do da melhor largura de banda a ser utilizada na estimacao de
densidade de dados por estimador de densidade de kernel.

Como trabalhos futuros, propde-se avaliar o desempenho do método proposto em
relacdo a ainda mais métodos da literatura, além de se utilizar outras métricas para ava-
liar tais métodos. Dado que a aplicacao direta do método proposto € a sua utilizagdo no
calculo mais preciso de probabilidades, também seria importante verificar o impacto de
sua performance em modelos que possuem uma alta demanda de cédlculo de probabili-
dades, como € o caso de redes Bayesianas gerais. O uso de programacgdo concorrente
também poderia ser empregada numa versao futura de sua implementagdo de modo a
otimiza-lo e aumentar o desempenho computacional das buscas.
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