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Resumo

Este trabalho apresenta uma introdugao a teoria das categorias modelo, um conceito re-
volucionéario introduzido por Daniel Quillen na década de 1960, que fornece uma estrutura
unificada para o estudo de estruturas homotoépicas em diversas areas da matemética. Ex-
ploramos a estrutura de categorias modelo em trés contextos fundamentais: a categoria
dos complexos de R-modulos, a categoria dos espacos topolégicos e a categoria das ca-
tegorias simpliciais. Para cada uma dessas categorias, apresentamos a estrutura modelo
correspondente, detalhamos suas propriedades essenciais e discutimos suas aplicagoes. O
objetivo deste trabalho é fornecer uma exposigao introdutoéria e acessivel do tema, enfa-
tizando a importancia das categorias modelo na unificacao de conceitos homotopicos e
algébricos

Palavras-chave: Categorias modelo, teoria da homotopia, complexos de R-modulos,
espagos topologicos, categorias simpliciais.



Abstract

This work presents an introduction to model category theory, a groundbreaking concept
introduced by Daniel Quillen in the 1960s, which provides a unified framework for the
study of homotopical structures across various areas of mathematics. We explore the
model category structure in three fundamental contexts: the category of R-modules com-
plexes, the category of topological spaces, and the category of simplicial categories. For
each of these categories, we present the corresponding model structure, detail its essential
properties, and discuss its applications. The aim of this work is to provide an introductory
and accessible exposition of the subject, emphasizing the importance of model categories
in unifying homotopical and algebraic concepts.

Keywords: Model categories, homotopy theory, chain complexes of R-modules, topolo-
gical spaces, simplicial categories.
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Introducao

A teoria das categorias modelo foi introduzida por Daniel G. Quillen em 1967 como um
arcabouco abstrato destinado a formalizar e generalizar técnicas da teoria da homotopia.
Sua formulacao permitiu uma unificagdo notavel entre estruturas oriundas da topologia
algébrica e da algebra homolégica, promovendo uma ponte conceitual entre areas até entao
tratadas com ferramentas distintas. A inspiracao para esse desenvolvimento, no entanto,
remonta as primeiras décadas do século X X, impulsionada pelos trabalhos fundamentais
de matematicos como Henri Cartan, Samuel Eilenberg, Alexander Grothendieck, Witold
Hurewicz, Jean-Pierre Serre e John C. Moore.

TOPOLOGIA
ALGEBRICA
7t1 homotopia

complexos

de cadeias @

Sequéncias espectrais |
> (]

Figura 1: A Ponte de Quillen: representacao simbdlica da ligagao entre a topologia
algébrica e a algebra homoldgica por meio da teoria das categorias modelo.

A Figura acima, intitulada Ponte de Quillen, ilustra simbolicamente essa transicao
tedrica: a esquerda, o campo da topologia algébrica, com suas ferramentas como o grupo
fundamental 7; e as sequéncias espectrais; a direita, a algebra homoldgica, com os funtores
Ext e Tor aplicados a complexos de cadeias. Ao centro, sob a ponte formada pelos funtores
F e G, observa-se o transito de ideias entre as duas areas, representadas por alguns dos
protagonistas historicos desse avanco.

Henri Cartan e Samuel Eilenberg, por exemplo, estabeleceram os alicerces da dlgebra
homologica em seu livro Homological Algebra (1956), ao introduzirem as nogoes de funtores
derivaveis e sequéncias espectrais. Witold Hurewicz, por sua vez, conectou de forma
profunda a homologia e a homotopia por meio do teorema que leva seu nome. Jean-Pierre
Serre, em sua tese Homotopie singuliére des espaces fibrés (1951), foi um dos primeiros a
aplicar métodos homotopicos & cohomologia e aos espagos fibrados.

John C. Moore, em colaboragao com Eilenberg, introduziu a homologia de Eilenberg-
Moore, essencial no tratamento moderno da homotopia algébrica. Alexander Grothendi-
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eck, embora nao tenha trabalhado diretamente com categorias modelo, reformulou pro-
fundamente a geometria algébrica ao introduzir categorias derivadas e a teoria dos topos,
oferecendo uma linguagem abstrata e poderosa para tratar invariancias homologicas.

Nesse contexto, a categoria dos espacos topologicos oferece um exemplo paradigmé-
tico de uma categoria modelo. As equivaléncias fracas correspondem as equivaléncias
homotodpicas usuais, enquanto as fibragoes e cofibracoes descrevem aspectos estruturais
que permitem um tratamento categorico da homotopia. Outro exemplo importante é a
categoria dos complexos de cadeias de R-moédulos, onde as equivaléncias fracas sao os
quasi-isomorfismos, refletindo a equivaléncia homolégica entre complexos.

Além disso, destacam-se as categorias simpliciais, enriquecidas sobre conjuntos sim-
pliciais, fundamentais para a formulacao moderna da homotopia algébrica e da teoria das
(00, 1)-categorias. A estrutura modelo proposta por Dwyer, Hirschhorn e Kan, com as im-
portantes corregoes de Toén e Vezzosi, € ilustrativa dessa abordagem. As equivaléncias de
Dwyer-Kan, por exemplo, estendem a nocao cléassica de equivaléncia de categorias para o
contexto simplicial, sendo essenciais para capturar estruturas homotoépicas em categorias
superiores.

Nas ultimas décadas, a teoria das categorias modelo consolidou-se como uma lingua-
gem unificadora de vasto alcance na matemaéatica moderna. Suas aplicagoes na K-teoria
algébrica, na geometria algébrica derivada e na homotopia abstrata permitiram avan-
¢os significativos na compreensao estrutural de diversos dominios. Este trabalho tem
como objetivo explorar formalmente essas ideias, apresentando as principais defini¢oes,
exemplos e propriedades estruturais das categorias modelo no contexto da matemaética
contemporanea.

11



Capitulo 1

Categorias Modelo

Antes de entrar na definicao formal do que é uma categoria modelo, vamos relembrar
algumas nocgoes bésicas sobre categorias. Este capitulo tem como objetivo fornecer uma
base solida em teoria das categorias, necessaria para entender a estrutura de categorias
modelo. Nas seg¢oes iniciais, revisaremos conceitos como categorias, funtores, transforma-
¢Oes naturais, construgoes universais (produtos, coprodutos, pullbacks, pushouts, limites
e colimites). O leitor familiarizado com esses topicos pode passar diretamente para a
Secao 1.2, onde comecamos a discutir categorias modelo. Os conceitos apresentados aqui
podem ser encontrados em [11], [14]. Alguns dos resultados apresentados aqui nao serao
demonstrados.

1.1 Categorias e Funtores

No desenvolvimento de um determinado ramo da Matematica, é comum estudarmos al-
guns objetos e as relagoes entre eles.

Na Teoria de Conjuntos, como o préprio nome sugere, os objetos de investigacao sao
os conjuntos, e as relagoes entre estes sao as fungoes.

Na Teoria de Anéis, os objetos de investigacao sao os anéis, e as relagoes entre tais
objetos capazes de capturar as operacoes envolvidas sao os morfismos de anéis. Analo-
gamente, para as Teorias de Grupos, Mddulos, Espacos Vetoriais, Algebras e etc., temos
respectivamente: grupos e homomorfismos de grupos; modulos e homomorfismos de mo-
dulos; espacos vetoriais e transformacoes lineares; algebras e homomorfismos de algebras.

Afastando-nos um pouco da Algebra, em Topologia, os objetos de estudo sdo os espacos
topologicos e as relagoes entre tais objetos competentes para detectar a estrutura subja-
cente sao as fungoes continuas. Restringindo este ambiente para a Topologia Diferencial,
os objetos sao as variedades diferenciaveis e as relagoes entre elas sao as fungoes diferen-
ciaveis.

A partir dos exemplos acima, percebemos algo em comum: a presenca de objetos e
relacoes entre tais objetos. Esta observacao motiva a definicao de uma categoria.

Definigao 1.1 (Categoria). Uma categoria C consiste de:

1. Uma classe ! de objetos, denotada por ob(C);

1O termo classe para os objetos é usado para evitar paradoxos como o de Russell.

12



2.

3.

Para cada par de objetos A, B € ob(C), existe um conjunto Hom¢(A, B). Os ele-
mentos deste conjunto sdo chamados de C-morfismo (ou simplismente morfismos)
de A em B e um elemento f € Hom¢ (A, B) é denotado por f: A — B;

Para quaisquer A, B, C' € ob(C') existe uma fungao

o: Hom¢(A, B) x Home(B, C')) — Home (A, C)
(f,9) = gofi=o(f9)

chamada composicao de morfismos tais que as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

e (Associatividade) Para quaisquer A, B,C,D € ob(C), f € Hom¢(A, B),
g € Home(B,C) e h € Home(C, D) tem-se que

ho(goef)=(hog)of;
e (Unidade) Para qualquer A € ob(C') existe um morfismo
idA A= A

chamado morfismo identidade de A, tal que para quaisquer B € ob(C), f €
Hom¢ (A, B) e g € Home(B, A) tem-se que

idgiog=g9 e foidsa=/f.

O morfismo identidade muitas vezes também é denotado por 14.

Exemplos de Categorias

Abaixo estao alguns exemplos importantes de categorias:

0: A categoria vazia, que nao possui objetos nem morfismos.

Set: A categoria em que 0s objetos sao todos os conjuntos e os morfismos sao as
fungoes entre conjuntos.

Grp: A categoria cujos objetos sao todos os grupos e os morfismos sao os homomor-
fismos de grupos.

Ab: A categoria cujos objetos s@o todos os grupos abelianos e os morfismos sao os
homomorfismos de grupos abelianos.

Ring: A categoria cujos objetos sao todos os anéis e os morfismos sao os homomor-
fismos de anéis.

CRing: A categoria cujos objetos sao todos os anéis comutativos e os morfismos sao
os homomorfismos de anéis comutativos.

R-Mod: A categoria cujos objetos sao todos os modulos & esquerda sobre um anel
R fixo e os morfismos sao os R-homomorfismos entre moédulos.

Mod-R: A categoria cujos objetos sao todos os modulos a direita sobre um anel R
fixo e 0s morfismos sdo os R-homomorfismos entre moédulos.

Top: A categoria em que os objetos sao todos os espagos topoldgicos e os morfismos
sao as fungoes continuas entre esses espagos.

13



Definigao 1.2. Seja A uma categoria. Um morfismo f : A — B em A é chamado de
corretracdo se existe um morfismo g : B —+ A em A tal que go f = 14. Dualmente,
dizemos que f é uma retracdo se existe um morfismo h: B — A tal que foh = 1p.

Se f ¢ uma retragao e uma corretragao, entao chamamos f de isomorfismo e dizemos
que os objetos A e B sao isomorfos, denotado por A = B. Neste caso, temos que:

g=golg=go(foh)=(gof)oh=140h=h,
onde chamamos g = h de inverso de f, e o denotamos por 1.

Definicao 1.3. Um morfismo o : A — B é chamado de monomorfismo se o f =«aoyg
implica f = g para qualquer par de morfismos f, g com contradominio A. Duplamente, «
é chamado de epimorfismo se foa = goa implica f = g para qualquer par de morfismos
f, g com dominio B.

Lema 1.1. Todo isomorfismo é um monomorfismo e um epimorfismo.
Definigao 1.4 (Categorias especiais). 1. Uma categoria é discreta quando os tnicos
morfismos sao as identidades.
2. Uma categoria é pequena quando sua classe de objetos é um conjunto.

3. Seja A uma categoria. Construimos a categoria A~ tomando como objetos os mor-
fismos em A. Dados dois morfismos f: A — Be g: C — D, tomamos um diagrama
comutativo

como um morfismo de f para g.

4. Seja A uma categoria. Construimos a categoria A~ tomando como objetos os pares
de morfismos em A. Dados dois pares de morfismos go f e ¢’ o f', sendo f: A — B,
g:B—=>C, f:A - Beg:B — (' tomamos um diagrama comutativo:

A— B — C

LoD

A —+ B —
g

14



como um morfismo de g o f para ¢’ o f’.

Definicao 1.5. Seja Z um objeto de uma categoria C:
e Dizemos que Z ¢ inicial se para todo C' € C existe um tnico morfismo Z — C'.
e Dizemos que Z ¢é final se para todo C' € C existe um tnico morfismo C' — Z.

e Dizemos que Z é zero se é inicial e final. Qualquer par de objetos zeros é isomorfo,
e eles sao identificados por um objeto zero 0 de C.

Chamamos uma categoria com objeto inicial e objeto final de pontuada se o morfismo
do objeto inicial para o objeto final é um isomorfismo.

Definicao 1.6. Para cada categoria C, existe uma categoria dual C°P, cujo conjunto
subjacente é o mesmo de C e onde

HomCOp (C, C,) = Homc(cl, C),

com a composicao ocop dada por avoger f = Foc a. Toda definicao ou teorema para C tem
uma correspondente definicao ou teorema para C°P.

Defini¢ao 1.7. Uma categoria C é preaditiva se cada conjunto Home(C, C") é um grupo
abeliano e as composi¢oes

Home(C', C") x Home(C, C") — Home (C, C")

sao bilineares.

Se C é uma categoria preaditiva e tem um objeto zero 0, entao o elemento zero do grupo
Hom¢(C, C") é idéntico ao morfismo composto C' — 0 — C’; o que segue da bilinearidade
da composicao

HOmc(C, 0) X HomC(O, O,) — Homc(C’, Cl)

1.1.1 Funtores

Apos definir o conceito de categorias, é natural buscar uma maneira de comparar ou
relacionar duas categorias. A ideia é estabelecer uma conexao entre categorias de forma
semelhante & maneira como conectamos conjuntos por meio de fun¢ées. No entanto, como
a classe de objetos de uma categoria nem sempre é um conjunto, nao utilizamos o termo
“funcao”. Em vez disso, usamos o termo funtor para descrever essa conexao.

Além disso, como uma categoria é composta por objetos e morfismos, uma relagao
entre duas categorias deve envolver nao apenas uma correspondéncia entre os objetos,
mas também entre os morfismos das categorias envolvidas.

Definicao 1.8 (Funtor Covariante). Sejam C ¢ D duas categorias. Um funtor covariante
T : C — D consiste em uma aplicagao que:

1. Associa cada A € ob(C), a um tnico objeto T'(A) € ob(D);

2. Para quaisquer objetos A, B € ob(C), associa cada morfismo f: A — B em C a um
tnico morfismo T'(f) : T(A) — T(B) em D de modo que as seguintes condigdes sao
satisfeitas:

e T(ids) = idp(a) para todo A € ob(C).

15



e Para todos A, B,C € ob(C) e morfismos f: A— Beg: B — C em C, tem-se
que

T(go f)=T(g)oT(f).

E possivel, como veremos em alguns exemplos, que a associagao entre os morfismos
inverta a ordem dos objetos. Neste caso, dizemos que o funtor é contravariante.

Definigao 1.9 (Funtor Contravariante). Sejam C e D categorias. Um funtor contravari-
ante consiste em uma aplicagao que:
1. Associa cada A € ob(C), a um tnico objeto T'(A) € ob(D);

2. Para quaisquer objetos A, B € ob(C), associa cada morfismo f: A — B em C a um
tnico morfismo T'(f) : T'(B) — T'(A) em D de modo que as seguintes condigdes sao
satisfeitas:

(a) T(ida) = idp(a) para todo A € ob(C).

(b) Para todos A, B,C € ob(C) e morfismos f: A— Beg: B — C em C, tem-se
que

T(gof)=T(f)oT(g)
Exemplos de Funtores

Exemplo 1.1.

Seja A uma categoria aditiva e A € A. Podemos definir dois funtores importantes asso-
ciados ao objeto A:

1. Funtor Covariante Hom(A, —):

O funtor covariante Hom(A, —) : A — Ab é definido da seguinte maneira:

e Para cada objeto B € A, associamos o grupo abeliano Hom(A, B).

e Para cada morfismo a: B — C em A, associamos o homomorfismo de grupos
Hom(A, «) : Hom(A, B) — Hom(A, C)
definido por
Hom(A, a)(x) = aox, paratodox € Hom(A, B).

Dualmente, o funtor contravariante Hom(—, A) : A — Ab é definido da seguinte
maneira:

e Para cada objeto B € A, associamos o grupo abeliano Hom(B, A).

e Para cada morfismo a: B — C' em A, associamos o homomorfismo de grupos
Hom(a, A) : Hom(C, A) — Hom(B, A)
definido por
Hom(a, A)(x) =z o, paratodo x € Hom(C, A).

Seja A uma categoria abeliana e A um objeto de A. Podemos definir o funtor
Ext"(A,—) : A — Ab de duas maneiras diferentes:
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1. Como Funtores Derivados:
O funtor Ext"(A, —) é definido como o n-ésimo funtor derivado a direita do funtor
Hom(A, —) : A — Ab. Essa abordagem ¢é baseada na teoria de funtores derivados.
2. Como Classes de Extensoes:

Alternativamente, Ext"(C, A) pode ser definido como uma classe de equivaléncia
de extensbes com n dobras de A para C'. Isso significa que Ext"(C, A) consiste em
sequéncias exatas da forma

0—-A—B,1—>B, 92— —B—By—C—0.
A seguir apresentamos alguns funtores classicos que emergem de algumas construgoes
em Algebra Comutativa.
Exemplo 1.2 (Localiza¢do). Sejam A um anel comutativo com unidade e S C A um
conjunto multiplicativo. Lembre-se de que, se M é um A-moédulo, a localizacao de M por
S é o conjunto

S’lM::{%]uGMeSES},

onde ¥ & a classe de equivaléncia do par (u,s) € M x S, dada pela relagao de equivaléncia
que satisfaz
u v
P 3 c e S tal que c(tu — sv) = 0.
s

Assim, a localizacao S™'M possui uma estrutura candnica de S~'A-moédulo. Além
disso, cada morfismo de A-mo6dulos f : M — N induz um morfismo de S~ A-mo6dulos

S'f: ST'M — SN

E
Portanto, a aplicacao
S_l : MOdA — MOdsflA
M P— S—M

f:M—-N i— S7tf:SIM—+ S™IN
satisfaz as condicoes de um funtor covariante * e ¢ chamada de funtor localizagdo.

Exemplo 1.3 (Produto Tensorial). Sejam R um anel comutativo com unidade e M
um R-moédulo fixado. A propriedade universal do produto tensorial garante que, para
qualquer morfismo de R-modulos f : N — N’, existe um tunico morfismo de R-moédulos
idy®f: M® N — M® N' que satisfaz

(idy @ fllu®@v)=u® f(v), Yuée M ev € N.
Portanto, é facil verificar que a aplicacao
M ® (—) : MOdR — MOdR

N P— M ® N
f:N—=>N 1 — dy®f - MN —>MxN’

é um funtor covariante, chamado funtor produto tensorial por M.

2Faca este exercicio. Juro que é bem de boa!
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Tipos Especiais de Morfismos

Nos mais diversos ramos de estudo em Matematica, geralmente o ambiente determina
uma noc¢ao de isomorfismo, um conceito que, a grosso modo, estabelece uma maneira
de reconhecer dois objetos ontologicamente diferentes como equivalentes com respeito a
estrutura que os compoe.

Por exemplo, quando dois anéis sao isomorfos, significa que, mesmo os conjuntos
subjacentes sendo diferentes, a estrutura algébrica dada pelas operacoes os transforma em
entes que se comportam da mesma forma do ponto de vista algébrico. Assim acontece
com as demais estruturas algébricas (grupos, modulos, algebras, etc.).

Na Topologia, objetos com a mesma estrutura topolégica sao chamados homeomorfos,
o que significa que um objeto pode ser deformado continuamente até se transformar no
outro, e vice-versa. Se acrescentarmos um ingrediente de diferenciabilidade, objetos com
a mesma estrutura diferencidvel sao ditos difeomorfos.

Em todos os exemplos acima, encontramos um ponto em comum: para que dois objetos
sejam isomorfos, homeomorfos, difeomorfos, etc., é necessario existir um certo tipo de
morfismo entre os objetos com um morfismo inverso. Isso nos dé a pista de como definir
uma nogao de isomorfismo numa categoria arbitraria.

Definigao 1.10 (Isomorfismo em Categorias). Sejam C uma categoria e X,Y € ob(C).
Um morfismo f : X — Y em C é chamado de C-isomorfismo se existe um morfismo
g:Y — X em C tal que

gof=idxy e fog=idy.
Neste caso, dizemos que X e Y sao isomorfos em C, denotamos X = Y, e dizemos
que g é um morfismo inverso de f.

Quando nao houver risco de ambiguidade, podemos remover o prefixo C- do termo
definido.

Proposicao 1.1 (Unicidade do Morfismo Inverso). Sejam C uma categoriae f: X — Y
um morfismo em C. Se g, h : Y — X sao morfismos inversos de f, entao g = h.

Em particular, se f : X — Y é um isomorfismo em C, entao f admite um tnico
morfismo inverso, que denotamos por f~!:Y — X.

Demonstracao. Por hipotese, temos que

gof=idx e fog=idy,

hof=idx e foh=idy.
Logo,

g=goidy =go(foh)=(go f)oh=idx oh =h.

Definicao 1.11. Sejam C uma categoria e f : X — Y um morfismo em C.

1. Dizemos que f é C-invertivel a esquerda se existe g : Y — X tal que go f =idx.
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2. Dizemos que f é um C-monomorfismo se, para quaisquer objetos Z € ob(C) e
morfismos g1, 9o : Z — X tais que f o g; = f o g9, tem-se que g; = ¢o.

Exemplo 1.4. Na categoria Set, pela teoria basica de conjuntos sabemos que para qual-
quer funcao f: X — Y, vale que

f € injetiva se, e somente se, f é um Set-monomorfismo.
Agora vamos aos conceitos duais.

Definicao 1.12. Sejam C uma categoria e f : X — Y um morfismo em C.
1. Dizemos que f é C-invertivel a direita se existe g : Y — X tal que go f =idy.

2. Dizemos que f é um C-epimorfismo se, para quaisquer objetos Z € ob(C) e morfis-
mos g1, ge : 4 — X tais que g; o f = go o f, tem-se que g; = gs.

Exemplo 1.5. Na categoria Set, pela teoria basica de conjuntos sabemos que para qual-
quer funcao f: X — Y, vale que

f €& sobrejetiva se, e somente se, f é um Set-epimorfismo.

1.1.2 Isomorfismo de categorias e transformacoes naturais

Vimos que é possivel comparar objetos em uma mesma categoria. O modo como isto
¢ feito dentro de uma mesma categoria indica que também é possivel comparar duas
categorias diferentes. De fato, entre objetos precisamos de uma relacao. Neste sentido,
os funtores passam a ser os melhores candidatos para estabelecer a comparagao entre
duas categorias, uma vez que estes relacionam categorias, podem ser compostos um com
o outro e, por fim, a nocao do funtor identidade permite dar uma nocao razoavel de um
funtor ser inverso de outro.

Definicao 1.13. Sejam C e D categorias. Um funtor F' : C — D é chamado de isomor-
fismo de categorias se existe um funtor G : D — C tal que Go F =id¢ e F'o G = idp.
Neste caso, dizemos que C e D sao categorias isomorfas e denotamos C = D.

Um exercicio simples mostra que F' : C — D é um isomorfismo de categorias se, e
somente se, F' é uma bijecao sobre os objetos e morfismos.

Exemplo 1.6. Considere as categorias Ab e Mody;. Vamos demonstrar que
MOdZ = Ab.

Defina o funtor

F Mod; — Ab
(M7+7 ) = (M7 +)

f-M—>M — f:M-=>M

que é claramente bijetivo sobre os morfismos.

19



1. Injetividade sobre objetos: Sejam (M, +,-), (M’ ,&,®) € Ob(Mody) com F(M,+,-) =
F(M' &®,©®). Entao:

o M =Me+=08
e ParancZeveM=M":

(v 4+ +u, n>0
——
n parcelas
n-v=R(-v)+--+(-v), n<0=nowv
fnp\a:“celas
L0, n=>0
Portanto, - = ©® e F' € injetiva.

2. Sobrejetividade sobre objetos: Dado (G,+) € Ab, defina a acio Z x G — G

por:
(v 4+ + U, n>0
n parcelas
n-vi= g—v)—i—---—l—(—vl, n <0
—n parcelas
0, n=~0

\

Entao (G,+,-) € Modz e F(G,+,-) = (G, +).
Concluimos que F' é um isomorfismo de categorias.

Se quisermos compararmos dois funtores seguindo as ideias desenvolvidas, até aqui

precisamos de alguma especie de relagao entre os funtores. Isto nos leva a seguinte defi-
nicao.
Defini¢ao 1.14. Sejam C e D categorias e F,G : C — D funtores covariantes (contrava-
riantes) . Uma transformagao natural ® o : F — G é uma familia {ax : F(X) = G(X) |
X € ob(C)} de morfismos em D, tal que, para qualquer morfismo f : X — Y em C, o
seguinte diagrama comuta:

F(X) D, F(Y) F(Y) _f, F(X)
GX) ————G(Y) GY) ————— G(X)

G(f) G(f)

(Caso covariante) (Caso contravariante)

Dizemos que a é um isomorfismo natural se ax : F(X) — G(X) é um isomorfismo
em D para todo X € ob(C).

3Uma transformacdo natural também é chamada de morfismo de funtores.
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Exemplo 1.7. Sejam C e D categorias e ' : C — D um funtor. Considere idg : F — F
pela familia

{idr : F(X) = F(X) | X € ob(C)}.
Vamos mostrar que idp é uma transformagao natural. De fato, suponha F' covariante (o
caso contravariante é anélogo). Seja f : X — Y um morfismo qualquer em C. Entao

idpy) o F(f) = F(f) =idrx).
Portanto, idr é uma transformacao natural, chamada identidade de F'.

Funtores fiéis
Isso mesmo. Um funtor esté sujeito a fidelidade!

Definigao 1.15. Sejam C e D categorias e F' : C — D um funtor covariante. Dizemos
que F' é fiel se

FX,yZ HOmc(X,Y) — HOIDD<F(X>,F(Y))
f — F(f)

é injetiva, para quaisquer objetos X e Y em C. No caso contravariante, definimos de modo
inteiramente analogo.

Exemplo 1.8. Considere o funtor de inclusao:

F: Ab — Grp,

que envia um grupo abeliano (G, +) ao mesmo conjunto G com a estrutura de grupo
(ignorando a comutatividade). Este funtor é:

e Fiel: Se dois homomorfismos ¢,1: G — H entre grupos abelianos sao iguais como
homomorfismos de grupos (via F'), entao ¢ = 1.

e Nao pleno: Existem homomorfismos de grupos F(G) — F(H) que ndo preservam
a comutatividade (e.g., a inversao g — g~ em Z/27Z).

Funtores plenos

Definicao 1.16. Sejam C e D categorias e F' : C — D um funtor covariante. Dizemos
que F' é pleno se

Fxy: Hom¢(X,Y) — Homp(F(X),F(Y))
f — F(f)

¢é sobrejetiva, para quaisquer objetos X e Y em C. No caso contravariante, definimos de
modo inteiramente analogo.

Exemplo 1.9. Considere o funtor de conjunto subjacente:
U:Top — Set,

que envia um espago topologico (X, 7) ao seu conjunto X (esquecendo a topologia). Este
funtor é:

e Pleno: Para qualquer fungao f: X — Y entre conjuntos, existe uma topologia (e.g.,
a discreta) que faz f continua.

e Nao fiel: Diferentes fungoes continuas f, g: X — Y podem coincidir como fungoes
em Set.

Funtores Densos

Definigao 1.17. Seja F' : C — D. Dizemos que F' é denso (ou essencialmente sobrejetivo)
se, para todo Y € ob(D), existe X € ob(C) tal que F(X) =Y.
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Equivaléncias de Categorias

A nocao de transformagao natural nos permite definir um conceito chamado equivaléncia
de categorias, que é uma espécie de isomorfismo um pouco mais fraco, mas suficiente para
afirmar que muitas propriedades sao invariantes por este tipo de equivaléncia. O leitor
familiarizado com a nocao de equivaléncia homotdpica percebera uma certa similaridade.

Definigao 1.18. Sejam C e D categorias e F' : C — D um funtor. Dizemos que F' é uma
equivaléncia de categorias se existe um funtor G : D — C tais que

GOngdc [§] FOGgidD,

ou seja, existem isomorfismos naturais 7 :id¢ - Go F ee: F oG — idp.
Para ilustrar a equivaléncia acima no caso covariante, para quaisquer f : X — Y
morfismo em C e g : X’ — Y’ morfismo em D, os seguintes diagramas sdo comutativos:

_ fo . F(G(9)) ,
ide(X) = X —ide(Y) =Y FoGX') —L FoQ(Y')

| [ Je

Go F(X)G(F—mr)G oF(Y)  idp(X') = X' —ridp(Y') = ¥

1.1.3 Construgoes Universais

Defini¢ao 1.19. Seja C uma categoria e X,Y € ob(C). Um produto de X e Y consiste
em:

Um objeto P € ob(C), chamado de produto de X e Y.

e Dois morfismos pry : P — X e pry : P — Y, chamados de projegoes.

Esses morfismos devem satisfazer a seguinte propriedade universal:

e Para qualquer outro objeto @) € ob(C) com morfismos fx : Q - X e fy : Q =Y,
existe um tnico morfismo f : ) — P tal que:

Jx=pryof e fy=pryof.

fx

Q
;
~ fY
P

N
X Y

Em simbolos, escrevemos P = X x Y.
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Contextos Especificos

e Na Categoria dos Conjuntos (Set) o produto de dois conjuntos X e Y é o produto
cartesiano X X Y, que consiste em todos os pares ordenados (z,y), onde x € X
ey €Y. As projecoes pry : X xY — X epry : X xY — Y sao dadas por
pry(z,y) =z e pry(z,y) = y. Qualquer par de fungdes fxy : Q@ — X e fy : Q =Y
pode ser fatorado de maneira tnica através de X x Y.

e Na Categoria dos Espagos Topologicos (Top) o produto de dois espagos topologicos
X e Y é o espago produto X x Y, equipado com a topologia produto. As projegoes
pry : X XY = X epry : X XY — Y sao continuas. Qualquer par de funcgoes
continuas fx : Q@ — X e fy : @ — Y pode ser fatorado de maneira tnica através de
X xY.

e Na Categoria dos R-Moédulos (R-Mod) o produto de dois R-mddulos M ¢ N ¢ o
produto direto M x N, que consiste em todos os pares (m,n), onde m € M en € N.
As projegoes pry, : M X N — M e pry : M x N — N sao dadas por pry,(m,n) =m
e pry(m,n) = n. Qualquer par de morfismos fy; : Q — M e fy : Q — N pode ser
fatorado de maneira tnica através de M x N.

e Na Categoria dos Complexos de R-Modulos (Ch(R)) o produto de dois complexos
Ce ¢ D, & 0 complexo Cy x D,, onde em cada grau n, o médulo é C,, x D,,, e os
diferenciais sdo dados por d,(c,d) = (d$(c),d?(d)). As projecoes pre : Cy X Dy —
Ce e prp : Co X Dy — D, sao definidas grau a grau como as projegoes canonicas.
Qualquer par de morfismos de complexos fc : Eq — Co € fp : Ey — D, pode ser
fatorado de maneira tnica através de Cy X D,.

Defini¢ao 1.20. Seja C uma categoria e X, Y € ob(C). Um coproduto de X e Y consiste
em:

e Um objeto S € ob(C), chamado de coproduto de X e Y.

e Dois morfismos ix : X — S e iy : Y — S, chamados de inclusoes.

Esses morfismos devem satisfazer a seguinte propriedade universal:

e Para qualquer outro objeto () € ob(C) com morfismos fy : X — Qe fy : Y — Q,
existe um tnico morfismo f : S — @ tal que:

fx=1Ffoix e [fy=[foiy.



Em simbolos, escrevemos S = X [[Y.

Contextos Especificos

e Na Categoria dos Conjuntos (Set) o coproduto de dois conjuntos X e Y é a uniao
disjunta XY, que consiste em todos os elementos de X e Y, mas com identificadores
para distinguir elementos de X e Y. Asinclusdesixy : X — XUY ety : Y — XUY
sao dadas por ix(z) = (x,0) e iy(y) = (y,1). Qualquer par de fungoes fx : X — Q
e fy : Y — @ pode ser fatorado de maneira tnica através de X LY.

e Na Categoria dos Espagos Topologicos (Top) o coproduto de dois espagos topologicos
X e Y é a uniao disjunta X LY, equipada com a topologia disjunta. As inclusoes
ix : X = XUY eiy : Y — XUY sao continuas. Qualquer par de fungoes continuas
fx: X —=>0Qefy:Y — @Q pode ser fatorado de maneira tnica através de X LY.

e Na Categoria dos R-Mddulos (R-Mod) o coproduto de dois R-modulos M e N ¢ a
soma direta M & N, que é isomorfa ao produto direto M x N nessa categoria. As
inclusées ipy : M — M & N ein : N — M & N sao dadas por iy (m) = (m,0) e
in(n) = (0,n). Qualquer par de morfismos fy; : M — Q e fv : N = @ pode ser
fatorado de maneira tnica através de M @ N.

e Na Categoria dos R-Modulos (R-Mod) o coproduto de dois complexos Cy € Dy € 0
complexo C, [[ D., onde em cada grau n, o modulo é C,, & D, e os diferenciais sao
dados por d,(c,d) = (d9(c),d?(d)). As inclusdes ic : Co — Co[[De € ip : Dy —
Co [ ] Do sao definidas grau a grau como as inclusdes canodnicas. Qualquer par de
morfismos de complexos fo : Cy — Eq € fp: Dy — E, pode ser fatorado de maneira
tnica através de Co [ De.

Definigao 1.21 (Pullback). Sejam oy : €} — C e ay : Cy — C morfismos em uma
categoria C. Um pullback de oy e ay é um objeto P € ob(C), juntamente com dois
morfismos m; : P — C} e my : P — (5, que satisfazem:

1. (] O M1 = (kg O Ty,

2. Para qualquer objeto X € ob(C) e morfismos & : X — C, & : X — Oy, com
a1 0& = ag o &, existe um tnico morfismo v : X — P tal que mp oy = & e
m oy =&,

O diagrama comutativo correspondente, chamado de quadrado pullback, é representado
como segue:
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o

Cl—>C
a;

Proposigao 1.2 (Unicidade do Pullback). O pullback ¢ tnico a menos de isomorfismo.

Defini¢ao 1.22 (Pushout). De modo dual, sejam (; : C' — Cy e 55 : C' — C3 morfismos
em uma categoria C. Um pushout de B; e [ é um objeto D € ob(C), juntamente com
dois morfismos ¢1 : C; — D e 15 : Cy — D, que satisfazem:

1. 110 B1 = 190 Pa;

2. Para qualquer objeto X € ob(C) e morfismos & : C; — X, & @ Cy — X, com
& o By = & o By, existe um tnico morfismo v : D — X tal que you; = & e
Yol =&

O diagrama comutativo correspondente, chamado de quadrado pushout, é representado
como segue:

Proposigao 1.3 (Unicidade do Pushout). O pushout é tinico a menos de isomorfismo.

Definicao 1.23. Seja D : 7 — C um diagrama em uma categoria C. Um cone sobre D
consiste em:

e Um objeto C' € ob(C), chamado de vértice do cone.

e Para cada objeto ¢ € ob(Z), um morfismo f; : C' — D(i), chamado de perna do
cone.
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Esses morfismos devem ser compativeis com os morfismos do diagrama D, ou seja, para
cada morfismo « : 7 — j em Z, o seguinte diagrama comuta:

D(e)

Um cone pode ser visualizado como um objeto C' “flutuando” acima de um diagrama
D, com morfismos apontando para cada objeto do diagrama, de forma que todas as com-
posicoes sejam compativeis. A compatibilidade garante que o cone “respeite” a estrutura
do diagrama.

Definigao 1.24. Um limite de um diagrama D : T — C é um cone (L 2 D(%))icob(z) que
satisfaz a seguinte propriedade universal:

e Para qualquer outro cocone C' — D(i);con(z), €Xiste um tnico morfismo f: C' — L
tal que f; = p; o f para todo i € ob(Z).

C

i

Em simbolos, escrevemos L = lim D ou @D.

O limite é o “melhor” cone possivel sobre o diagrama D, no sentido de que todos os
outros cones podem ser obtidos a partir dele de maneira tnica. Ele captura a nogao de
"maior objeto comum"que se relaciona com todos os objetos do diagrama.

Um tipo especial de limite é o equalizador.

Definicao 1.25. Dados dois morfismos f,g : X — Y em uma categoria C o equalizador
de f e g € um objeto E equipado com um morfismo e : £ — X que satisfaz:

1. foe=goe.

2. Para qualquer outro morfismo h : Z — X tal que foh = go h, existe um tnico
morfismo h: Z — E tal que h=eoh
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Em simbolos, E = eq(f,g) .

O equalizador “seleciona” os elementos de X que tornam f e g iguais. Em Set, o
equalizador de f e g é o subconjunto £ = {z € X | f(z) = g(x)} com a inclusao
e: F— X.

Um cocone é a nogao dual de um cone, obtida invertendo a dire¢ao das setas.

Definicao 1.26. Seja D : 7 — C um diagrama em uma categoria C. Um cocone sobre D
consiste em:

e Um objeto C' € ob(C), chamado de vértice do cocone.

e Para cada objeto i € ob(Z), um morfismo f; : D(i) — C, chamado de perna do
cocone.

Esses morfismos devem ser compativeis com os morfismos do diagrama D, ou seja, para
cada morfismo « : 7 — j em Z, o seguinte diagrama comuta:

D
D(i) »D(j)

Um cocone pode ser visualizado como um objeto C' “recebendo” setas de todos os
objetos do diagrama D, de forma que todas as composi¢oes sejam compativeis. Ele é o
dual de um cone, onde os mapas apontam para o vértice em vez de sair dele.

Um colimite é um cocone que ¢é “universal”’, no sentido de que qualquer outro cocone
sobre o mesmo diagrama pode ser fatorado de maneira tnica através dele.

Definigao 1.27. Um colimite de um diagrama D : T — C é um cocone (D(i) = L)icon(z)
que satisfaz a seguinte propriedade universal:

e Para qualquer outro cone (D(7) LN C)icob(z), €xiste um tGnico morfismo f: L — C'
tal que f; = f o ¢; para todo i € ob(Z).
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Em simbolos, escrevemos L = colim D ou ligD.

O colimite é o “melhor” cocone possivel sobre o diagrama D, no sentido de que todos
os outros cocones podem ser obtidos a partir dele de maneira tinica. Ele captura a no¢ao
de “menor objeto comum” que recebe mapas de todos os objetos do diagrama.

Um tipo especial de colimite é o coequalizador.

Definicao 1.28. Dados dois morfismos f, g : X — Y em uma categoria C, o coequalizador
de f e g é um objeto ) equipado com um morfismo ¢ : Y — @) que satisfaz:

l.gof=qoyg

2. Para qualquer outro morfismo h : Y — Z tal que ho f = h o g, existe um tnico
morfismo g : () — Z tal que h =qogq.

/ q

X Y — Q

Em simbolos, = coeq(f, g).

O coequalizador “identifica” os elementos de Y que sao relacionados por f e g. Em
Set, o coequalizador de f e g é o conjunto quociente @) = Y/~, onde ~ é a menor relagao
de equivaléncia que identifica f(x) com g(z) para todo =z € X.

1.2 Categorias Modelo

As categorias modelo sao estruturas que transformam a homotopia, originalmente um
estudo topologico, em uma poderosa ferramenta algébrica. Esta secao consolida os pilares
tedricos das categorias modelo, integrando as formulagoes pioneiras de Quillen [12] com
refinamentos contemporaneos [8], [10].
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1.3 Definicoes Preliminares

Definigao 1.29. Seja C uma categoria. Um morfismo f : M — N é chamado de mono-
morfismo se, para todo par de morfismo g, h : L — M, a igualdade f o g = ho f implica
g = h. Em outras palavras, f ¢ injetivo no sentido categorico.

Exemplo 1.10. A funcao
f: Z — 7
r+22 — 2x+47
como Z-moédulos é um monomorfismo, pois é injetiva.

Definigao 1.30. Seja C uma categoria. Um morfismo f : M — N ¢é chamado de epi-
morfismo se, para todo par de morfismo g, h : L — M, a igualdade f o g = f o h implica
g = h. Em outras palavras, f é sobrejetivo no sentido categorico.

Exemplo 1.11. A funcao
f: Z — %
r = x+3Z

como Z-mo6dulos é um epimorfismo, pois é sobrejetiva.

Definigao 1.31. Seja C uma categoria. Um objeto P é chamado de Projetivo se, para
todo epimorfismo f : M — N e todo morfismo g : P — N, existe um morfismo h : P — M
tal que foh = g. Em outras palavras, P possui a propriedade de levantamento em relagao
a epimorfismos.

1.4 Fundamentos e Estrutura

Definigao 1.32. Seja C uma categoria. Dizemos que um morfismo f : A — B é retragao
de um morfismo g : C' — D quando existem morfismos em C:

e i: A — C (monomorfismo)
e j: B — D (monomorfismo)

o r:C — A (retragao de 7)
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e s: D — B (retracao de j)

tais que o seguinte diagrama comuta:

onde r o4 = idy e soj = idg. Em termos da categoria de setas C™, isso significa que
(f,g) forma um par retratil.

A partir de uma categoria C, podemos construir a categoria C~, cujos objetos sao os
morfismos de C e cujos morfismos sao dados por quadrados comutativos.

Definig¢ao 1.33. Uma fatoracao funtorial é um par ordenado («a, #) de funtores C* — C~
tal que, para todo f € C7, temos f = [B(f) o a(f). Especificamente, o dominio de
a(f) coincide com o dominio de f, o contradominio de a(f) é o dominio de B(f), e o
contradominio de 3(f) coincide com o contradominio de f.

Definigao 1.34. Sejam ¢ : A — B e p : X — Y morfismos em uma categoria C.
Dizemos que ¢ possui a propriedade de levantamento a esquerda em relagao a p, e que p
possui a propriedade de levantamento a direita em relacao a i, se para qualquer diagrama
comutativo da forma:

existe um morfismo h: B — X tal que hoi = fepoh=g.

Definicao 1.35. Uma estrutura modelo em uma categoria C consiste em trés classes de
morfismos de C, chamadas equivaléncias fracas, fibragoes e cofibracoes, juntamente com
duas fatoragoes funtoriais (a, 3) e (v, d), que satisfazem os seguintes axiomas *:

4“The axioms are designed to carry over to abstract homotopy theory some of the properties of the
category of topological spaces which are relevant to homotopy theory”. — Quillen, Homotopical Algebra
(1967), p. 1.3.
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1. (Fechamento sob Retracoes) As classes de morfismos das trés subcategorias
(equivaléncias fracas, fibragoes e cofibragoes) sao fechadas sob retragoes. Isso signi-
fica que, se f : X — Y é um morfismo em uma dessas classes e f é uma retragao (ou
seja, existe um morfismo ¢ : Y — X tal que f o g = idy, entao g também pertence
a mesma classe.

2. (Propriedade 3 por 2) Se f: X - Y e g:Y — Z sao morfismos em C tais que
o morfismo composto go f : X — Z esta definido, e quaisquer dois dos morfismos
f, g e go f sao equivaléncias fracas, entao o terceiro também é uma equivaléncia
fraca.

3. (Axioma do Levantamento)

e Cofibracao Trivial: Um morfismo f é chamado de cofibracao trivial se é simul-
taneamente uma cofibracao e uma equivaléncia fraca.

e Fibracao Trivial: Um morfismo g é chamado de fibragao trivial se é simultane-
amente uma fibracao e uma equivaléncia fraca.

O axioma do levantamento estabelece que:

(a) (Levantamento & Esquerda) Se f ¢ uma cofibragao trivial e g é uma fibra-
¢ao, entao f possui a propriedade de levantamento a esquerda em relacao a g.
Isso significa que, para qualquer diagrama comutativo da forma:

u
A — X
hoT
fJ’ ‘[g
B — Y
v

existe um morfismo h : B — X que faz o diagrama comutar, ou seja, ho f =u
egoh=w

(b) (Levantamento a Direita) Se f é uma cofibracao e g ¢ uma fibragao trivial,
entao f possui a propriedade de levantamento & esquerda em relacao a g.

4. (Axioma de Fatoragao) Para qualquer morfismo f: X — Y em C, existem duas
fatoragoes funtoriais:

Primeira Fatoragao: f = (f) o a(f) onde:

e a(f) é uma cofibragao.

e (3(f) ¢ uma fibracado trivial.
Segunda Fatoragao: f = d(f) o~(f) onde:

e §(f) é uma cofibragao trivial.

31



e (f) é uma fibracao.

Definigao 1.36. Uma categoria modelo ® ¢ uma categoria C que possui todos os limites
e colimites, além de uma estrutura modelo em C.

Proposicao 1.4. Uma categoria modelo C possui um objeto inicial e um objeto final.

Demonstragcao. Considere a categoria 0, cuja classe de objetos é o conjunto vazio, e o
funtor F': 0 — C. Ao aplicar o colimite a F', obtemos um objeto A = lim F' em C, tal que,
para qualquer objeto X em C, existe um tnico morfismo f € Hom(A, X). Analogamente,
aplicando o limite a F', obtemos um objeto B = lim F' em C, tal que, para qualquer objeto
X em C, existe um tnico morfismo f € Hom(X, B). O

Definicao 1.37. Seja C uma categoria modelo. Um objeto X em C é chamado de:
1. Cofibrante se o morfismo f : 0 — X, do objeto inicial 0 para X, é uma cofibragao.
2. Fibrante se o morfismo f : X — 0, de X para o objeto final 0, é uma fibracao.

3. Trivial (em uma categoria pontuada) se o morfismo f : 0 — X é uma equivaléncia
fraca. Aqui, uma categoria ¢ dita pontuada se o morfismo do objeto inicial para o
objeto final é um isomorfismo.

Sejam A um objeto inicial e B um objeto final em uma categoria pontuada C. Seja X
um objeto trivial de C. Observe que o morfismo o : A — B é uma retracao do morfismo
f A — X, conforme ilustrado no seguinte diagrama:

I

A

I

Q
<—
(—
Q

!
|

foa

Como f: A— X egof=a:A— B sao equivaléncias fracas, segue que o morfismo
g : X — B também é uma equivaléncia fraca.

SEm [8] e [10], pode-se encontrar a defini¢do de categoria modelo como definimos.
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Capitulo 2

Complexo de Cadeia

Embora nosso foco principal recaia sobre a categoria dos complexos de cadeia de R-
modulos (Ch(R)), que constitui o ambiente natural para muitas aplica¢oes em algebra
homologica e teoria de representagoes, iniciaremos por uma apresentagao geral no contexto
abstrato de categorias abelianas. Esta abordagem oferece trés vantagens fundamentais:
unifica a teoria para diversas categorias concretas de interesse, revela a estrutura essencial
independente da base categorica especifica e facilita a transicao para contextos mais gerais
em algebra homologica.

2.1 Categorias Abelianas

Seja C uma categoria pré-aditiva na qual todos os morfismos possuem ntcleo e contcleo.
Para um morfismo o : B — C', existe uma fatoracao candnica representada no diagrama
comutativo a seguir:

Ker(a) a Coker(a)
Ker(a) —— B - » C ——— Coker(a)

B
T
et

Coker(Ker(a)) —+ Ker(Coker (o))

«

onde @ é obtido da seguinte maneira: Como coker(a)oa = 0, podemos escrever o = 103,
onde 3 : B — ker(coker(a)). Sabemos que p o §oker(a) = oo ker(a) = 0, o que implica
pfoker(a) = 0, pois g ¢ um monomorfismo. Assim, 3 se fatora como 3 = @&o A para algum
A

Definigao 2.1. Uma categoria C ¢ dita abeliana se satisfaz as seguintes condigoes:
1. C é pré-aditiva.
2. Toda familia finita de objetos possui um produto (e coproduto).

3. Todo morfismo em C possui nucleo e contucleo.
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4. Para todo morfismo «, o morfismo candnico & : Coker(ker(a)) — ker(Coker(a)) é
um isomorfismo.

Proposicao 2.1. Seja C uma categoria abeliana e a : A — B um morfismo em C. Entao:
1. Se o ¢ um monomorfismo, entdo o = ker(coker()).
2. Se a ¢ um epimorfismo, entdo o = coker(ker(a)).

3. Se a é simultaneamente um monomorfismo e um epimorfismo, entao « é um iso-
morfismo.

Seja A uma categoria abeliana. Quando A é um subobjeto de B, frequentemente
escrevemos % para o objeto quociente Coker(A — B) de B. Para todo morfismo o : A —
B, definimos a imagem de o como

Im(a) = ker(coker(a)).
Dessa forma, « tem uma fatoragao

A Im(a) 5 B

na qual o/ é um epimorfismo e v é um monomorfismo. Se A’ é um subobjeto de A,
denotamos por a(A’) a imagem do morfismo composto A’ — A = B. Se a é um
epimorfismo, entao Im(a) = B.

Dizemos que uma sequéncia da forma

(677 i
i —Ciy = C B Oy — -

é exata em C; se Im(a;y1) = ker(a;) (iguais como subobjetos de C;). Além disso, a
sequéncia é exata se é exata em cada C;.

Proposigao 2.2. Um morfismo f: A — B:
1. é um monomorfismo se, e somente se, a sequéncia 0 — A I, B ¢ exata.
2. é um epimorfismo se, e somente se, a sequéncia A i> B — 0 é exata.
3. é um isomorfismo se, e somente se, a sequéncia 0 — A i) B — 0 ¢ exata.
Chamamos de sequéncia exata curta uma sequéncia exata da forma:
0—ALBLC—0

Uma sequéncia exata curta cinde se existe um morfismo j : C'— B tal que goj = 1¢.
Nesse caso, podemos mostrar que B = A ¢ C.

Seja C' um objeto de A com uma familia (C;);c; de subobjetos e suponha que @, ; C;
existe. O monomorfismo C; — C' induz um morfismo

a:@q%a
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A imagem de a ¢ chamada de soma dos subobjetos Cj e ¢ denotada por )., C
Dizemos que a soma ., C; ¢ uma soma direta se o ¢ um monomorfismo. Neste caso, a
familia (C;);er é independente e temos um isomorfismo

Geci=d c.
el el

De fato, Im(a) = Ker(coker(«)) e considere o seguinte diagrama comutativo, com &
um isomorfismo

Ker(a) e Coker(a)
Ker(a) > A » B + Coker(a)

| [

Coker(Ker(a)) — Ker(Coker(a))

o

Como a é monomorfismo, temos Ker(a) = 0. Segue que A é isomorfismo. Como « é
isomorfismo, temos Ker(coker(a)) = B. Ou seja,

Z C; = = ker(coker(a)) = B = @ C;

i€l el

Dualmente, o epimorfismo C' — & ¢ induz 3:C — [Lic (quando 0 produto existe).
O ntucleo de S é a intersecao dos subobJetOS C;eé denotado por
Seja C uma categoria abeliana.

zEI

e Um objeto P é projetivo se o funtor Hom(P, —) : C — Ab é exato.

e Um objeto I é injetivo se o funtor Hom(—, I) : C°” — Ab ¢ exato.
Se (Cy)ier € uma familia de objetos, entao:

1. @,., C; é projetivo se, e somente se, cada C; é projetivo.
2. [Lie; Ci ¢ injetivo se, e somente se, cada C; ¢ injetivo.

A categoria C tem suficientes projetivos se todo objeto é quociente de um objeto
projetivo, e tem suficientes injetivos se todo objeto é subobjeto de um objeto injetivo.

Seja C uma categoria preaditiva com objeto zero. Nesta subsegao, discutiremos as no-
¢oes de nucleo e conticleo, que sao fundamentais para o estudo de morfismos em categorias
preaditivas.

2.1.1 Nucleo e Conncleo

Em uma categoria abeliana, os conceitos de ntcleo (kernel) e contcleo (cokernel) genera-
lizam as nogoes de niicleo e conticleo da algebra linear e da teoria de modulos.

Defini¢ao 2.2 (Nucleo). O nicleo de um morfismo f : X — Y em uma categoria C é
um objeto Ker(f) junto com um morfismo Ker(f) : Ker(f) — X que satisfaz a seguinte
propriedade universal:
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1. foKer(f)=0;

2. Para qualquer morfismo g : Z — X tal que f o g = 0, existe um tinico morfismo
h:Z — Ker(f) tal que g = Ker(f) o h.

Em simbolos, o diagrama comuta:

O ntcleo de «, quando existe, é tnico a menos de isomorfismo e é denotado por ker(«).

Proposigao 2.3 (Unicidade do Niucleo). Dois niuicleos de f representam o mesmo subob-
jeto.

Definicao 2.3 (Contcleo). O contcleo de um morfismo f : X — Y um morfismo em
uma categoria C ¢ um objeto Coker(f) junto com um morfismo Coker(f) : Y — Coker(f)
que satisfaz a seguinte propriedade universal:

1. coker(f)o f=0;

2. Para qualquer morfismo g : Y — Z tal que g o f = 0, existe um tnico morfismo
h : Coker(f) — Z tal que g = h o Coker(f).

Em simbolos, o diagrama comuta:

f Coker(f)
X — Y —— Coker(f)

O contcleo de f, é o “menor” quociente de Y que anula f. Em R-Mod o contcleo de
um homomorfismo f : M — N é o médulo quociente Coker(f) = N/Im(f), onde Im(f)
¢ a imagem de f.

Em uma categoria abeliana, o niicleo e o contcleo estao relacionados pela sequéncia
exata:

Ker(f) .. 5 . Coker(f)

0— Ker(f) —=> X =Y Coker(f) — 0

Essa sequéncia é exata, o que significa que a imagem de cada morfismo é igual ao
nicleo do proximo.
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Proposigao 2.4 (Relagao entre Nucleo e Conucleo). Se f: A — B é um ntcleo de algum
morfismo e se Coker(f) existe, entdo f = ker(coker(f)).

Definicao 2.4. Uma categoria é chamada de aditiva se é preaditiva, tem um objeto zero
e possui produtos e coprodutos finitos.

2.2 Complexos de Cadeia

Os complexos de cadeia, originalmente desenvolvidos no d&mbito da algebra homolégica,
revelaram-se estruturas fundamentais em diversas areas da matemaética. Eles podem ser
definidos de forma mais geral em categorias abelianas.

2.2.1 Definicao Geral em Categorias Abelianas

Seja A uma categoria abeliana. A categoria dos complexos de cadeia em A, denotada por
Ch(A), constitui o ambiente natural para o desenvolvimento da algebra homologica.

Defini¢ao 2.5. Um complexo de cadeia (C,,d,) em A consiste em:
1. Uma familia de objetos {C}, } ez em A

2. Morfismos d,, : C,, — C,,_1 (chamados diferenciais) satisfazendo:

dpod,i1 =0 para todo n € Z.

Tal complexo é representado diagramaticamente como:

dn dn
e Oy S s O e

Exemplo 2.1. Na categoria A = R-Mod, esta defini¢ao recupera a nocgao classica de
complexo de cadeia de R-moddulos, onde:

e Cada C,, ¢ um R-modulo
e Os d,, sao homomorfismos R-lineares
e A condigao d* = 0 implica a inclusao fundamental im(d, ;) C ker(d,,).

E conveniente considerar a categoria de todos os complexos, e por isso introduzimos
seus morfismos.

Definigao 2.6. Se (C,,d,) e (C,,d,) sao complexos, entdo um mapa de cadeias

f - fo : (Co,do) — (C/nd/o)

¢ uma sequéncia de morfismos f,,: C,, — C! para todo n € Z que faz o seguinte diagrama
comutar:
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d-n- +1 dn

fn—Hl fn-l J'fﬂ—l

! / /
TG G 2 G

n+1 mn

E facil verificar que a composicio g o f de dois mapas de cadeias

fO: (C°7 d') — (C/., d/o) € G (C/u d/o) - (C/ola d/o/)

é ela mesma um mapa de cadeias, onde (go f), = gn o f,. O mapa de cadeias identidade
lc, em (C,,d,) € a sequéncia de morfismos identidade 1¢, : C,, — C,,.

O complexo singular S,(X) de um espago topologico X é um exemplo de um complexo
de grupos abelianos.

Definicao 2.7. Se A é uma categoria abeliana, entao a categoria de todos os complexos
em A é denotada por Ch(A). Se R ¢ um anel, entdo Ch(gzMod) ¢é denotado por rkCh e
Ch(Modg) ¢ denotado por Ch(R). Se a categoria A (ou o anel R) ¢ entendida, podemos
simplesmente escrever Ch.

O exemplo mais importante de Ch(.A) é Ch = Ch(Ab), mas também ¢ interessante
quando A = Sh(X, Ab), que surge quando se define a cohomologia de um espaco to-
poldgico com coeficientes em feixes. Embora tudo o que dizemos nesta subsecao seja
valido para categorias abelianas gerais, assumimos aqui que os complexos sao complexos
de grupos abelianos, deixando ao leitor a generalizacao usando o Metateorema na pagina
316.

Defini¢ao 2.8. Um complexo (A,,d,) é definido como um subcomplezo de um complexo
(C,,ds) se houver um mapa de cadeias i: A, — C, com cada i, monomorfico. Em
rCh, temos que (A,,d,) ¢ um subcomplexo de (C,,ds) se A, é um submodulo de C,, e
dp = dy| A, para todo n € Z.

Proposigao 2.5. Se A é uma categoria abeliana, entdo Ch(.4) é uma categoria abeliana.

Demonstra¢ao. Como acabamos de dizer, provamos isso apenas quando A = Ab. Veja
Z, primeiro como um conjunto parcialmente ordenado sob desigualdade reversa e depois
como uma pequena categoria (com morfismos m — n se m > n). Pela Proposigao
[14, Prop : 5.92], a categoria de funtores Ab? & uma categoria abeliana. A Proposicio
5.92 diz que S ¢é abeliana se S ¢ uma subcategoria cheia de AbZ contendo um objeto
zero, a soma direta A @ B de A, B € ob(S), e ambos ker f e coker f, onde f é um
morfismo em S. Note que Ch ¢é, por definicio, uma subcategoria cheia de AbZ. O
complezo zero é o complexo cujos termos sao todos 0, enquanto (C,,d,) @ (C,,d,) é, por
defini¢ao, o complexo cujo n-ésimo termo ¢ C,, & C!, e cujo n-ésimo diferencial ¢ d,, & d,.
Se fo: (Ca,ds) — (Cl,d,) ¢ um mapa de cadeias, defina

6” n
ker f =— ker foi1 - ker £, 25 ker f,_1 —,
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onde ¢, = d,|ker f,, e

. . An . n, .
im f =— im f,,;; —— im f, 2 im fno1 —,

onde A,, = d/|im f,. Entao ker f é um subcomplexo de C,, e imf é um subcomplexo de
C.. Se A, é um subcomplexo de C,, defina o complexo quociente como

Cu/Au=— Co/A, 25 Oy /A, 1 —,

onde d,,: ¢, + A, — dyc, + A,y (deve-se mostrar que d, ¢ bem definido: se ¢, + A, =
b, + Ap, entdo d,c, + Ap_q = dpby, + An_1). Se pp: C,, — C,, /A, € 0 mapa natural, entao
p:Ce — C,/A, ¢ um mapa de cadeias. Finalmente, defina

. Bn . gn . 5717
coker f =--- — Chyy/imOpyo — Cp/imdyi 2% Cp_1/imd,, ——- -

O leitor deve verificar que as defini¢oes dadas concordam com as defini¢oes categoricas
de ker e coker em Ch. O]

Vamos tornar explicitos alguns outros itens importantes em Ch.

(i) Um isomorfismo em Ch é um mapa de cadeias f : C, — C/, para o qual f,: C,, — C/,
¢ um isomorfismo em A para todo n € Z (note que a sequéncia de inversos f, ! é
um mapa de cadeias; ou seja, o diagrama apropriado comuta).

(ii) Se ((C%,d!))ier ¢ uma familia de complexos, entdo sua soma direta ¢ o complexo

. . i . sdi .
D= D 25D DO
onde @, d!, age coordenadamente; ou seja, @, di: () — (dich).

(iii) E facil ver que limites diretos e limites inversos de complexos existem em Ch(.A) se
existirem em A.

(iv) Uma sequéncia de complexos e mapas de cadeias

m—+1 m
ot I om I ot L

¢ exata se im ™! = ker f™ para todo m € Z.
O leitor deve perceber que essa notacao é muito compacta. Por exemplo, se escrever-

mos um complexo como uma coluna, entao uma sequéncia exata curta de complexos é
realmente o diagrama comutativo infinito com trés colunas e linhas exatas:
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! "
0 —Chiy = Criy —Cliy — 0
! "
n+1 d'n—l-l n+1
0 — C, — C, » CV » 0
n Dn

n+1 n
Uma sequéncia de complexos — C#H LA Cr N Cr~! — ¢ exata se e somente se

cada linha — C — C" — C"~! — & uma sequéncia exata de modulos.
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Capitulo 3

Categoria dos Complexos de R-mo6dulos

Ch(R)

Neste capitulo, estabeleceremos os fundamentos da estrutura de modelo na categoria
(Ch(R). Demonstraremos que a categoria Ch(R) dos complexos de cadeia de R-modulos
admite uma estrutura de modelo candnica.

3.1 Morfismos Especiais em Ch(R)

Definicao 3.1 (Equivaléncias Fracas). Um morfismo f: (M,,ds) — (N, de) na categoria
dos complexos de R-modulos é denominado equivaléncia fraca quando o homomorfismo
induzido em homologia

H (f) o ker(dn:Mn—Mp11) ~ ker(0n:Npn—Np41)
* - im(dn+1:]\/[n+1—>Mn) im(5n+1:Nn+1—>Nn)

¢ um isomorfismo de R-moédulos para todo inteiro n € Z.

Observagao 1. Esta classe de morfismos corresponde aos quasi-isomorfismos na litera-
tura de algebra homolégica.

Definigao 3.2 (Fibragoes). Um morfismo de complexos f: (M,, ds) — (N, de) € chamado
fibragao quando, para todo inteiro n > 1, o homomorfismo componente

fn: M, — N,
é um epimorfismo de R-mo6dulos.

Definigao 3.3 (Cofibragoes). Um morfismo f: (M,,ds) — (N, de) é denominado cofibra-
¢ao quando satisfaz as seguintes condigoes:

1. Para cadan > 1, o homomorfismo f,,: M,, — N,, ¢ um monomorfismo de R-mddulos;

2. O R-modulo f, : M,, — N, — N, /im(f,) = coker(f,) coker f,, = N,,/f.(M,) é
projetivo para todo n > 1.

Observacgao 2.
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Seja A uma categoria abeliana, e seja (C,d) um complexo em Ch(A). A n-ésima
homologia de (C,d) é definida como:

H.(0) = fniz(‘ff‘l)y

Dizemos que H,(f) : H,(C) — H,(D) é o n-ésimo morfismo induzido pelo morfismo de
complexos [ : (C,d) — (D,d). O n-ésimo funtor homolégico:

H, :Ch(A) — A

¢ um funtor aditivo da categoria dos complexos de A para a categoria A (ver [14]).
Para f € Homcyg) (A, B), dizer que H,(f) é um isomorfismo significa que H,(f) ¢ um
isomorfismo para todo n.

Proposicao 3.1. Sejam j: A — B e q: M — N morfismos de complexos, tais que:
1. Para todo n > 0, o morfismo A,, — B,, ¢ um monomorfismo e B,,/A,, é projetivo;
2. H.(q) é um isomorfismo, e M,, — N,, é um epimorfismo para n > 0.

Entao, qualquer quadrado comutativo da forma:

A w

hot
jl L lq

’

B — N
g

possui um levantamento h : B — M tal que os triangulos resultantes comutam, ou seja,
hoj=/feqoh=gyg

Lema 3.1. Seja f : M — N um morfismo de complexos. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

1. H.(f) é um isomorfismo, e f : M,, — N,, é um epimorfismo para n > 0;

2. O morfismo induzido !.
Mn — anlM XZn_lN Nn

¢ um epimorfismo para n > 0.

Além disso, sob qualquer uma dessas condigoes, o morfismo induzido:
Z,M — Z,N

¢ um epimorfismo.

LAqui, Z,,_; é o produto fibrado sobre Z,,_1 N
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3.2 Estrutura de Categoria Modelo Ch(R)

Nesta segao mostraremos que a categoria Ch(R) dos complexos de R-modulos constitui o
exemplo paradigmético onde a teoria de categorias modelo manifesta seu poder unificador
entre algebra homologica e topologia algébrica.

Teorema 3.2. Seja Ch(R) a categoria dos complexos de R-modulos. Entao, Ch(R) possui
a estrutura de uma categoria modelo, onde um morfismo f : (M,d) — (N,¢) é definido
da seguinte forma:

1. Um morfismo f é uma equivaléncia fraca se o morfismo induzido em homologia
H.(f): H{(M)— H.(N) é um isomorfismo. Ou seja, H,(f) ¢ um isomorfismo para
todo n € Z.

2. Um morfismo f é uma fibragao se, para todo n > 1, o morfismo f, : M,, = N, é
um epimorfismo de R-moédulos.

3. Um morfismo f é uma cofibragao se, e somente se, para todo n > 1, o morfismo
fn : M, — N, é um monomorfismo de R-moédulos e o conticleo de f, (isto é,
Coker(f,,)) ¢ um R-modulo projetivo.

Demonstra¢ao. A demonstragao consiste em verificar que a categoria Ch(R), com as de-
finicbes acima, satisfaz os axiomas de uma categoria modelo. A seguir, detalhamos a
verificacao do axioma das retragoes.

Verificagao do Axioma das Retracoes:

Seja f : (M,d) — (N,0) uma fibragao e g : (A,d’) — (B, ') uma retragao de f. Para
cada n > 1, considere o seguinte diagrama comutativo:

!

(e}

a n

A, — M, > Ay
gnJ' fnJ' J'gn
B, r Np » By
Bn By

onde
ajoa, =1y, e [ 0B,=1p, paratodoneN.
Suponha que exista um morfismo h : B,, — X tal que h o g, = 0. Isso implica que:
hofl of,=hog,oa, =0.
Como f,, ¢ um epimorfismo, segue que h o 8/, = 0, e portanto,
O0=hof oB,=holpg, =h.

Assim, g, é um epimorfismo para todo n > 1.
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Agora, suponha que f : (M,d) — (N, ) seja uma cofibra¢do. Entao, para cada n > 0,
o morfismo f, : M, — N, é um monomorfismo com contcleo projetivo. Suponha que
exista um morfismo h : X — A, tal que g, o h = 0. Nesse caso, temos:
ananOh:ﬂnOgnOhZO.

Como f,, ¢ um monomorfismo, isso implica a,, o h = 0. Logo,

0=cal,oa,oh=h.
Portanto, g, é um monomorfismo para todo n > 0.
Para mostrar que o contucleo de g, é projetivo, considere um epimorfismo b : A — X
e um morfismo j : Coker(g,) — X. Suponha que:
j o Coker(g,) o B, o f, = j o Coker(g,) o g, o al, = 0.

O diagrama abaixo ilustra a situagao:

n Coker(f,
M, d » N, ) » Coker(fr)
N ljocoker(gn)oﬁ;,
X
- »

Existe um morfismo [ : Coker(f,) — X tal que:

j o Coker(g,) o B8, =l o Coker(f,).

Como Coker( f,) é projetivo, existe um morfismo « : Coker(f,,) — A tal que hoa = 1.
Além disso, temos:

Coker(f,) o B, © g, = Coker(f,) o f, o, =0.

O diagrama abaixo ilustra essa relagao:

n coker(g,)
A, — B, + Coker(gn)
R JvCOkeT(g”) Oﬁn ,f’/
X ¢

Segue que existe um morfismo ¢ : Coker(g,,) — Coker(f,,) tal que:
Coker(f,,) o B, =t o Coker(gy).

Consequentemente:
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l ot o Coker(g,) = 1o Coker(f,)o 5,

— j o Coker(ga) o 1, 0 B
= j o Coker(gy).

Como Coker(g,) é um epimorfismo, temos [ ot = j.

t
Coker(gn) — Coker(fn) 24

)

X

Assim, ho (awot) =1lot = j. Portanto, Coker(g,) é projetivo.
Se f é uma equivaléncia fraca, entdo H,(f) é um isomorfismo. Aplicando o funtor
homolégico no diagrama correspondente, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

H,(a) H,(d)
H,(A) — H,(M) — Hp(A)
Hn(ml Hn(f)J' H, (9)
H,

B) —+ H,(N) — H,(B
(B) gy )Hn—(ﬁﬁ) (B)

Como H,(g) é uma retracao de H,(f), segue que H,(g) é tanto um monomorfismo
quanto um epimorfismo para cada n > 0. Logo, g é uma equivaléncia fraca.

Verificagao do Axioma 3 por 2:

O Axioma 3 por 2 afirma que, dados dois morfismos f : X - Y eg:Y — Z em
Ch(R), se dois dos trés morfismos f, g e g o f s@o equivaléncias fracas, entao o terceiro
também é. A seguir, detalhamos a verificagdo desse axioma.

Suponha que f e g sejam equivaléncias fracas. Isso significa que H,.(f) e H.(g) sao
isomorfismos. Como a homologia é um funtor, temos:

H*(g © f) = H*(Q) © H*(f)

Como a composigao de isomorfismos é um isomorfismo, segue que H,(g o f) é um
isomorfismo. Portanto, g o f é uma equivaléncia fraca.
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Suponha agora que f e go f sejam equivaléncias fracas. Nesse caso, H.(f) e H.(go f)
sao isomorfismos. Podemos escrever:

H.(g) = (H.(9)) o (H(f)) o (H.(f))™
= H.(g o f)o (H.f))™
Como H,(go f) e H.(f)™' sdo isomorfismos, segue que H,(g) ¢ um isomorfismo.
Portanto, g é uma equivaléncia fraca.

O caso em que g e go f sao equivaléncias fracas ¢ anélogo ao caso anterior. Aplicando
o mesmo raciocinio, concluimos que f é uma equivaléncia fraca.

Fatoracao de Morfismos:

Agora, mostramos que qualquer morfismo em Ch(R) pode ser fatorado como uma
fibragao seguida de uma cofibracao trivial.

Denotamos por (D(n),d), para n > 1, o complexo com D(n); = 0 para k # n,n —
l,ed, =1g : D(n), = R - R = D(n),_;. Entao, existe um isomorfismo natural
Hom(D(n), N) = N,. De fato, considere a aplicagdo ¢y : Hom(D(n), N) — N,, definida
por on(f) = fn(1). Vamos demonstrar que ¢y é um homomorfismo de R-moédulos.

Primeiro, mostremos que ¢y € uma fungao. Para quaisquer morfismos f e g em Ch(R),
temos:

e, para qualquer r € R,

Portanto, ¢ é um homomorfismo de modulos.

Afirmagao: O morfismo ¢x : Hom(D(n), N) — N, definido por on(f) = fu(1), é
um monomorfismo.

Seja x € N,,. Considere o morfismo f : (D(n),d) — (N, d), onde:

o fr=0parak #n,n—1;

e f,: R— N, é um homomorfismo de R-médulos tal que f,(1) = x;
o fu1=d,o fp.

O seguinte diagrama ilustra a construgao de f:
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1g
0 — R r R > 0

o] N |

Npy1— N, d—> N,_1 — N,,_»

(e

Temos que pn(f) = fn(1) = x. Portanto, para qualquer x € N,, existe um morfismo
f € Hom(D(n), N) tal que on(f) = x. Isso mostra que px ¢é sobrejetor. No entanto,
para mostrar que ¢y é um monomorfismo precisamos mostrar que ¢y (f) = 0 implica que

f=0.

Se pn(f) = fu(1) =0, entédo f, =0, pois f,, ¢ um homomorfismo de R-mo6dulos e 1 é
um gerador de R. Como f, 1 = d, o f,, segue que f,_1 = 0. Portanto, f =0, e px € de
fato um monomorfismo.

Afirmagao: A familia de morfismo ¢ = (py) é uma transformagao natural entre os
funtores:

Hom(D(n),—) : Ch(R) — Modgr e F, : Ch(R) — Modg,

onde F,(M) =M, e F,(f) = fa.
Para mostrar que ¢ ¢ uma transformagao natural, precisamos verificar que, para qual-
quer morfismo f : (M,d) — (N,d) em Ch(R), o seguinte diagrama comuta:

Hom(D(n), M) —% M,

3l £

Hom(D(n), N) — N,
YN

onde, f, : Hom(D(n), M) — Hom(D(n),N) é o morfismo induzido por f definido por
f+(g) = f o g para g € Hom(D(n), M).
Seja g € Hom(D(n), M). Entao:

fnooum(g) = falga(1)) = (fuogn)(1) = (f 0 9)n(1)
Por outro lado:

en(fe(9)) = en(go f) = (fog)u(l) = fulgn(1)).

Portanto:
fnoom(g) = on(fi(9)),

o que mostra que o diagrama comuta. Assim, ¢ é uma transformacao natural.
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A aplicagao ¢y : Hom(D(n), N) — N, é um isomorfismo natural, pois é monomor-
fismo injetor, é sobrejetor como mostrado anteriormente, a familia ¢ = (pn) é uma
transformagao natural entre os funtores Hom(D(n),—) e F,. Portanto, ¢ é um isomor-
fismo natural.

Afirmagao: Um morfismo ¢ : (Q,d) — (IN,0) é uma fibragao se, e somente se, ¢
possui a propriedade de levantamento a direita em relagdo ao morfismo 0 — (D(n),d),
para n > 0.

Suponha que ¢ : (@,d) — (N,0) seja uma fibragao. Considere o morfismo p :
(D(n),0) — (N, 6) entre complexos. Como ¢, é um epimorfismo para n > 0, existe um
elemento t € @, tal que ¢,(t) = ¢n(p), onde ¢y : Hom(D(n), N) — N, é o isomorfismo
natural definido por ¢n(p) = p,(1).

Definimos entdo h = ¢, (t), onde ¢q : Hom(D(n),Q) = Qn € o isomorfismo natural
correspondente. A partir disso, temos:

p=@n (on(p))
= N (gn(1))
= ox (an(pq(h)))
= (py' o on 0 q)(h)
=q(h) =qoh.

Portanto, ¢ possui a propriedade de levantamento & direita em relacao ao morfismo
0— (D(n),0).

Reciprocamente, suponha que ¢ possui a propriedade de levantamento a direita em
relagdo ao morfismo 0 — (D(n),d) para n > 0. Seja x € N,, para n > 0. Por hipotese,
existe um morfismo h : (D(n),d) — (Q,d) tal que g o h = py'(r). Assim, podemos
escrever:

x = pn(q(h)) = gn(hn(1)).

Como h,(1) € Q, segue que g, ¢ um epimorfismo para n > 0. Portanto, ¢ ¢ de fato
uma fibracao.

Construgao do Complexo P(N):

Se (N,d) ¢ um complexo, definimos um novo complexo (P(N),¢’) e um morfismo
e:(P(N),d) — (N,d) da seguinte forma:

P(N)=E & p(n) — N.

n>0 z€Ny,

onde, para cada n > 0, o morfismo P,y D(n) — N ¢ induzido pelos morfismos oN () :
(D(n),d) = (N,).

O morfismo € : P(N) — N ¢ definido como a soma direta desses morfismos. O seguinte
diagrama comutativo ilustra a construcao:
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- -~

D(n) r N

O levantamento é dado pelo morfismo de inclusao i,, : D(n) — P(N). Assim, ¢ é
uma fibracao.
Dado o morfismo M — N, observe que o quadrado comutativo a seguir:

0 » M € P(N)

R

D(n)

=

admite como levantamento a inclusao. Portanto, ¢ é uma fibracao.
Fatoracao de Morfismos:
Dado um morfismo f : (M,d) — (N, ) podemos fatora-lo da seguinte forma:

U

M—>M@P(N)f—>N. (3.1)

b, o 01

00— M -—>M&P(N)——> N —0

A sequéncia:

é exata curta, implicando que P(NN) = Coker ([(ﬂ >, ou seja, Coker ([é]) é projetivo.

) 1,
¢ um monomorfismo, e é uma cofibra-

0

. 1
Além disso, para cada n > 0, o morfismo 0
Gao. "

Suponha agora que ¢’ : (A,d') — (B,d"”) seja uma fibragao. Considere o seguinte
quadrado comutativo:
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P(N)

m » M @ P(N) - + B

Como ¢’ é um epimorfismo e (P(N), §') é projetivo, existe um morfismo « : (P(N),d") —
(A, d') tal que

doa=bYo m -

Considere o morfismo [a o] : (M,d) ® (P(N),0") — (A, d’). Como:

¢ olaa]=[daqa]=[bb]

concluimos que [ ] possui a propriedade de levantamento & esquerda em relagao a toda

0
fibragao.

Como P(N) = D,-, D,en, D(n) ésoma direta de complexos aciclicos, temos H, (P(N)) =
0 para todo n > 0. A exatidao da sequéncia:

H1 (P(N)) — Hy (M) — H,(M & P(N)) — H,(P(N))

o 1 . 1 : .
implica que H, (LJ) ¢ um isomorfismo. Portanto, [0] ¢ uma equivaléncia fraca.

Dessa forma, conseguimos fatorar f como uma fibragao seguida de uma cofibragao
trivial, conforme ilustrado no diagrama (3.1).

Levantamento de Cofibracoes Triviais:

Agora, mostramos que cofibragoes triviais possuem a propriedade de levantamento &
esquerda em relacao a fibragoes. Sejai : (M, d) — (IV,d) uma cofibragao trivial. Podemos
fatorar ¢ da seguinte forma:

!
0 i 7l

M —= M@ P(N) —— N,

1 . . . 1 . .
onde ¢ uma cofibragao trivial e [z p] ¢ uma fibragao. Como i e [ } sao equivaléncias

0 0

: . 1 . . .
fracas e i = [z p] o [ } , segue que [z p] também é uma equivaléncia fraca.

0

Pela Proposicao 3.1, existe um levantamento Lj,] : N — M@ P(N) tal que o diagrama

comuta:
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Verificagao da Propriedade de Levantamento:

Considere um quadrado comutativo:

s

M

b

. . . 1 . . .
onde f é uma fibragao. Como ¢ = [z p} o { }, temos o seguinte diagrama comutativo:

0

M A

M@ P(N) T + B
olt p

Como [(1)

fibragoes, existe um morfismo §: M @ P(N) — A tal que

folB B]=boli p

} possui a propriedade de levantamento a esquerda em relagao a todas as

8 8o H —a.
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Considerando a composigao [ﬂ 5’} o {3,] : N — A, temos:

folB Ao [2‘,] —boli plo [2‘,]

6 #]o [j} oi=[8 o H = a.

Portanto, ¢ possui a propriedade de levantamento a esquerda em relagao a qualquer
fibracao.

Fatoracao de Morfismos em Ch(R):

Vamos demonstrar que qualquer morfismo em Ch(R) pode ser fatorado como uma
fibragao trivial seguida de uma cofibra¢ao. Seja f : (M,d) — (N,d) um monomorfismo
de complexos. Construimos, de forma indutiva sobre n > 0, R-mo6dulos @),, e morfismos
de R-modulos i, : M,, — Q,, pp : Qn — Ny, € 0, : Qn, — Q,_1 tais que:

1. pnoin - fn;

2. Op_1 00, =0 e os seguintes diagramas comutam para todo k < n:

d. O
My —— M Qr ———— Qi1
ik Tk—1 Dk Phk—1
Qr — Qi1 Ny ———— N,
3;; dy

3. 1, € um monomorfismo com conticleo projetivo, e o morfismo induzido:

Qn — anlQ ><Zn_lN Nn
é um epimorfismo.

Caso Base (n=0):

Para n = 0, tomamos Qo = My® P(Ny), onde P(Ny) é um R-modulo projetivo. Como
os complexos sao 0 nos graus negativos, temos Z_1() = Z_1N = 0. O seguinte diagrama
é um pullback:
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1x,
Ny ———— = N,

isso significa que Z_1Q) Xz_,n No = Np.

Definimos ig = Ll)} e po = [fo €], onde € : P(Ny) — Ny é um epimorfismo. Temos que

po o ig = fo : My — Ny, pois pgoig = [fo €] o [(1)] = fo. Como QQ_1 = Q_5 = 0, temos

0_100y)=0,com dy: Qg —>0ed_1:0—0.
A sequéncia:

. 0 1
0 — My % My @ P(Ny) u>P(N0) —0

¢ exata curta e cinde, implicando que Coker(iy) = P(Np) é projetivo.
O morfismo o : Qy = Z_1Q Xz v No = Ny é dado por py = 1y, oa = «a. Para
mostrar que « é um epimorfismo, seja x € Ny. Como € : P(Ny) — Ny é um epimorfismo,

existe t € P(Np) tal que e(t) = . Tomamos [ﬂ € My @ P(Ny), temos:

Po m = [fo € m = f5(0) +&(t) = 2.

Portanto, py ¢ um epimorfismo.
Passo Indutivo:

Suponha, por indugao, que existam R-moédulos Q) e morfismos i, : M — Qp, pi :
Qr — Ng, e O : Qr — Qi1 satisfazendo as condigbes acima para 0 < k < n — 1. tais
que:

1. proiy = fi;

2. Or_1 00, =0 e os seguintes diagramas

d a
M, —— M; 4 Q — Qi1
1] 111 i Pi-1
Q — Q11 N —— N,
(91 (5{
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comutam para todo [ < k

3. i3 ¢ um monomorfismo com contcleo projetivo, e o morfismo induzido pelo pullback
Qr = Zk—1Q Xz,_,n Ny
é epimorfismo, com 0 < k <n — 1.

Temos o seguinte diagrama comutativo:

ﬂ/In n ? ﬂ’{-{n 1 o 7 ﬂ’fn 2

N’l \52
aﬂl

zQ
fn Zn 1 Q Cr,)n 1 . Qn 2
J{f'ﬂ 1 J/Jrn 2

Prn—1 Pn—2
b
Nﬂ 5 Nn 1 - e Nn 2
Znp N

Além disso, considere os ntcleos zg = Ker(d,,_1) e 2y = Ker(d,—1). Como 6,,_106,, =0,
existe um tunico morfismo a : N, — Z,_1N tal que zy o a = §,. Analogamente, como
On—10DPn—10 29 = Pn—2 0 (Onh—1 0 2g) = 0, existe um tnico morfismo b : Z,_1Q) — Z,_1N
tal que p,—1 029 = zy ob. Finalmente, como 0,,_y 0%y 0d,, = ip,_20d,_10d, =0,
existe um tnico morfismo ¢ : M,, = Z,,_1@Q tal que ¢,,_1 o d,, = zg o c. Além disso, temos
a seguinte relacao:

ZNoaofnzanofn:fnflodn:pnfloinflodn:pnflonOC:szoboc-

Como zy é um monomorfismo, segue que a o f,, = bo c. Pela definicao de pullback,
existe um unico morfismo f' : M, — Z, 1Q Xz, _,n N, tal que o seguinte diagrama
comuta:

Zn lQ l'Zra l*nJ
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Tomando P = P(Z, 1Q Xz, .nNy,)eec: P — Z, 1Q Xz, _,nN, como um epimorfismo
definido pelo mapa de avaliagdo. Podemos fatorar f’' como:

1
v
M, — M,doP ——

Zn—lQ XanlN Nn

Aqui, [f’ 5] um epimorfismo. Definimos Q,, = M,, ® P, i, = {1} M, — M, & P,

0
P, =00 [f’ 5} = [f’ b’z—:} M, P — N, ed, = [ZQC zQa’e} : @, — Q,_1. Note que

On—10 0y = On—120 [c a’e} =0
O morfismo p,, = [f" b'e] é um epimorfismo, pois £ é um epimorfismo e f’ é sobrejetor.

Assim, o morfismo 7,, = ¢ um monomorfismo, e seu contcleo Coker(,,) = P é projetivo

0
e, pelo principio de inducao finita, estas propriedades valem, para todo n € N. Pelo
Lema 3.1, H.(p) é um isomorfismo e p, : @, — N, é um epimorfismo para n > 0.
Portanto, o morfismo de complexos p é uma cofibracao trivial. Dessa forma, concluimos
que qualquer morfismo em Ch(R) pode ser fatorado como uma fibragao trivial seguida de
uma cofibragao, satisfazendo os axiomas de uma categoria modelo. O
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Capitulo 4

A Categoria Modelo de Quillen para
Espacos Topologicos

Este capitulo apresenta a construgao fundacional da teoria de categorias modelo, a estru-
tura canonica na categoria Top dos espagos topologicos, concebida por Daniel Quillen em
sua revolucionaria obra sobre algebra homotopica [12]. Mais do que um mero exemplo,
esta estrutura constitui:

e O arquétipo que deu origem a proépria nogao de categoria modelo
e O paradigma que unificou os métodos homotopicos em topologia algébrica
e A ponte entre a homotopia cléssica e a adlgebra homologica moderna

Adotamos aqui a formulagao contemporéanea de Hirschhorn [9, Def.7.1.3], que refina a
visao original de Quillen em aspectos cruciais. Exigimos a existéncia de todos os colimites
e limites (nao apenas os finitos) e requeremos que as duas fatora¢oes sejam funtoriais.
Essas modifica¢oes garantem maior flexibilidade na teoria e adaptabilidade ao contexto
moderno de categorias modelo.

4.1 Definicoes Preliminares e o Teorema Principal

Defini¢ao 4.1 (Retragao de um Mapa). Se existe um diagrama comutativo da forma:

entao dizemos que o mapa i : A — B é um retracao do mapa j : C' — D se existirem
mapasr: A—C,s:C— A t:B—Dewu:D — Btaisquesor=1idyeuot=1idg.
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Definigao 4.2 (Categoria Modelo). Uma categoria modelo é uma categoria M equipada
com trés classes de morfismos que sao as equivaléncias fracas, cofibracoes e fibragoes, que
satisfazem os seguintes axiomas:

(M1) (Axioma dos Limites) A categoria M é completa e cocompleta, ou seja, contém
limites e colimites para todo diagrama pequeno.

(M2) (Axioma do Dois de Trés) Se f e g sdo morfismos em M tais que g o f esta
definido e dois dentre f,g e g o f sdo equivaléncias fracas, entao o terceiro também
é.

(M3) (Axioma da Retragao) Se f é uma retracao de g na categoria dos morfismos de
M e g é uma equivaléncia fraca, cofibragao ou fibragao, entao f também o é.

(M4) (Axioma da Elevagao) Sejami: A — Bep: X — Y morfismos em uma categoria
M. Assumindo a existéncia de dois outros morfismos f: A — X eg: B — Y tais

que po f=gou

Existe um morfismo h : B — X tal que:
hoi=f e poh=g
nas seguintes condigoes:

(a) i é uma cofibragao e p é uma fibragao trivial (isto ¢, também é uma equivaléncia
fraca);

(b) 4 é uma cofibragao trivial (isto ¢, também é uma equivaléncia fraca) e p ¢ uma
fibracgao.

Definigao 4.3 (Terminologias em Categorias Modelo). Seja M uma categoria modelo.

1. Uma fibracao trivial ¢ um morfismo que é simultaneamente uma fibracao e uma
equivaléncia fraca.

2. Uma cofibragao trivial ¢ um morfismo que é simultaneamente uma cofibragao e uma
equivaléncia fraca.

3. Um objeto A é cofibrante se o morfismo do objeto inicial @ — A é uma cofibracao.

4. Um objeto B ¢ fibrante se o morfismo de B para o objeto terminal B — % é uma
fibracao.
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5. Um objeto é cofibrante-fibrante se for cofibrante e fibrante.

Definicao 4.4. Seja f : X — Y um mapa entre espacos topoldgicos. Dizemos que:
e f & uma equivaléncia fraca se for uma equivaléncia homotopica fraca, ou seja:

1. X e Y sao ambos vazios, ou

2. X e Y sao ambos nao vazios e, para qualquer escolha de ponto base x € X, o
mapa induzido

formi(X,z) — m(Y, f(z))

entre os grupos (para ¢ > 0) ou conjuntos (para ¢ = 0) de homotopia ¢ um
isomorfismo.

e f & uma cofibracao se for um complexo celular relativo (ver Defini¢ao 4.8) ou um
retrato (ver Defini¢ao 4.1) de um complexo celular relativo.

e f ¢ uma fibragao se for uma fibragao de Serre.

Teorema 4.1. A categoria dos espacos topologicos admite uma estrutura de uma cate-
goria modelo na qual as classes de morfismos equivaléncias fracas, cofibragoes e fibragoes
sao como na Definicao 4.4.

A demonstragao do Teorema 4.1 encontra-se na Secao 4.8.

4.2 Propriedades de Levantamento

Definicao 4.5. Sejam ¢ : A — B e f : X — Y dois mapas. Dizemos que i possui a
propriedade de levantamento & esquerda com respeito a f, e que f possui a propriedade
de levantamento a direita com respeito a i, se, para todo diagrama da forma:

existe um mapa 7 : B — X que torna os tridngulos resultantes comutativos, ou seja,

fon=1venoi=g.
O Axioma de levantamento M4 (ver Defini¢ao 4.2) é um dos pilares das estruturas
modelo e afirma que:

e Cofibragoes tém a propriedade de levantamento a esquerda com respeito a todas as
fibras triviais (ou seja, fibras que também sdo equivaléncias fracas).

e Fibragoes tém a propriedade de levantamento & direita com respeito a todas as
cofibragoes triviais (ou seja, cofibragoes que também sao equivaléncias fracas).
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Esse axioma permite organizar as classes de cofibragoes, fibragoes e equivaléncias fracas
dentro de uma categoria modelo.

A seguir, provaremos que a classe de mapas com a propriedade de levantamento a
esquerda com respeito a um mapa f : X — Y ¢é fechada sob as seguintes operacoes
categoricas:

1. Pushouts (Lema 5.3): a classe é preservada quando mapas sdo estendidos por
pushouts.

2. Coprodutos (Lema 4.3): a classe é fechada sob uniao disjunta de mapas.

3. Composigoes transfinitas (Lema 4.4): a propriedade é preservada em composigoes
transfinitas de mapas.

4. Retragoes (Lema 4.5): se um mapa i é uma retragao de j, entdo j herda a proprie-
dade de levantamento de <.

Os resultados apresentados sao combinados na Proposicao 4.4, que demonstra o se-
guinte:

Se um mapa f : X — Y possui a propriedade de levantamento a direita em relacao
as inclusoes padrao S"~ ! — D" para todo n > 0, entdo f possui a propriedade de
levantamento a direita com respeito a todos os complexos celulares relativos (ver Definigdo
4.8) e suas retragoes.

Este é um passo crucial para estabelecer que o Axioma de Levantamento M4 é satisfeito
em categorias modelo (veja a prova do Teorema 4.11). O axioma M4 organiza a relagao
entre cofibragoes, fibragoes e equivaléncias fracas em uma categoria modelo.

Além disso, apresentaremos o Argumento de Retragao (ver Proposi¢ao 5.7), uma ferra-
menta poderosa frequentemente utilizada para mostrar que um mapa possui a propriedade
de levantamento a esquerda ou a direita com respeito a outros mapas.

O argumento de retracao é essencial em provas como a do Teorema 4.12, onde se
demonstra que um mapa i : A — B, que é simultaneamente uma cofibracao e uma
equivaléncia fraca, possui a propriedade de levantamento & esquerda com respeito a todas
as fibragoes.

4.2.1 Pushouts, Pullbacks e Levantamento

Definigao 4.6 (Pushouts e Pullbacks). Seja M uma categoria.

1. Um pushout (colimite cocartesiano) de morfismosi: A — Be f: A — C é um
diagrama comutativo
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satisfazendo a seguinte propriedade universal: para qualquer objeto X e pares de
morfismos v : ¢ — X, v: B — X com uo f = voi, existe um tnico morfismo
w: D — X tornando o diagrama

comutativo. Neste caso, 7 : C'— D é dito o pushout de i : A — B.

2. Um pullback (limite cartesiano) de morfismos f : ¥ — Zeq: X — Z é um
diagrama comutativo

satisfazendo a seguinte propriedade universal: para qualquer objeto V' e pares de
morfismos v : V = Y, v:V — X com fou = qow, existe um tinico morfismo
w:V — W tornando o diagrama

comutativo. Neste caso, g : W — X é dito o pullback de f:Y — Z.
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Lema 4.2 (Preservagiao de Propriedades de Levantamento).

(1) Se j ¢ um pushout de i (veja a Definigao 4.6 ) e i possui a propriedade de elevagao
a esquerda em relagao a um morfismo f : X — Y, entao j também possui a
propriedade de elevagao a esquerda em relagao a f.

(2) Se g é um pullback de f e f possui a propriedade de elevacdo a direita em relagao
a um morfismo i, entao g também possui a propriedade de elevacao a direita em
relagao a i.

Demonstra¢ao. Provemos a parte (1). A demonstragao da parte (2) é anéloga.
Sejam 7 : A — Bej:(C — D mapas tal que j é um pushout de i, ou seja, existem
morfismos s : A — C e u : B — D conforme o seguinte diagrama comutativo:

tal que jos = wuoi. Por outro lado, por hipotese, ¢ possui a propriedade de levantamento
a esquerda com relagao ao morfismo f : X — Y. Assim, existem morfismos ¢ : C' = X e
v:D —Y e omapa de elevacao w : B — X tal que:

woi=tos e fow=wvou.

Agora, utilizando a propriedade universal do pushout, o morfismo w : B — X induz
um unico morfismo ¢ : D — X tal que:

gou=w e goj=t.
Para verificar que fog=wv e go j =t, consideremos as seguintes composicoes:

(goj)os=go(jos)

=go(uoi) (feglou=fol(gou)
= (gou)oi = fouw

= woz1l =vou
=tos
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assim, segue da unicidade garantida pela propriedade universal do pushout que fog=wv
e que go j =t. Logo, 7 também possui a propriedade de elevacao a esquerda em relacao
ao mapa f.

m

4.2.2 Coprodutos, Composigao Transfinita e Propriedades de Le-
vantamento

Lema 4.3 (Elevagao para Coprodutos). Seja f : X — Y um mapa. Suponha que S seja
um conjunto e, para cada s € S, o mapa 7, : A, — B, possua a propriedade de elevagao
a esquerda em relacao a f. Entao o mapa

£: HAS — HBS
ses ses

também possui a propriedade de elevagao a esquerda em relacao a f.

Demonstra¢ao. Por hipotese, temos que para cada s € S o mapa 1, : A; — B possui a
propriedade de elevagao a esquerda em relacao a f. Assim, no seguinte diagrama

existe um morfismo g, : B, — X tal que fog, = (B, e asons = gs. Por outro lado, para cada
s € S, temos os mapas naturais de inclusdo: ' : Ay = [[,cq As e & : By = [[.c5 Bs-
Agora considere o seguinte diagrama:

seSs

LA

5 Y
Ay =+ ]Les 4 —2 X

,

- ¢
”l gf,gs lf
’ L g

B, —>]_[ B,— Y
B 0

seS

pela propriedade universal do coproduto existe um tnico morfismo g : [, ¢ B; — X tal
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B

que g o(? = g,. Assim, note que:
(go&) ol =go(Eorl)
=go (1 on,) (fog)owl =fol(godl)
:(gobsB)ons = fouys
= 0s0OTs :5OLSB
=70 = B
— a,

Portanto, segue que £ também possui a propriedade de elevagao a esquerda com relagao
ao mapa f.
O

Lema 4.4 (Levantamento para Composi¢ao Transfinita). Seja f : X — Y um mapa entre
espagos topologicos. Suponha que exista uma sequéncia de mapas

Ag 25 A B A, 5

tal que, para todo n > 0, o mapa ¢, : A, — A, 11 possui a propriedade de levantamento
a esquerda com respeito a f. Entao, o mapa natural

)\0 : Ao — COlimnzoAn
também possui a propriedade de levantamento a esquerda com respeito ao mapa f.

Demonstragao. Considere o seguinte diagrama comutativo:

)
An J_}? X
P!
- 4
@0 e ‘
. f__.a"; 1 ""J
Ay ,’J
-~
-
L s
i
g A f
s
s
5
ra
.
r
)
4
F
ra
'
s
&
o o
[':Dliﬂln}ﬂz"ln —.j:' Y

onde buscamos encontrar um mapa & : colim,>oA, — X que torne o diagrama comuta-
tivo, ou seja, que satisfaca foa = f e @ o A\g = agy. Por hipotese, cada ¢, : A, — A1
admite um levantamento «, : A, — X, ou seja, para cada n > 0, existe um mapa «,, tal
que foa, = B, e a,0p, 1 = a,_1. Como a sequéncia Ay — A; — Ay — --- é transfinita,
podemos definir indutivamente os mapas «,, : A, — X garantindo compatibilidade com
os colimites. Dessa forma, os levantamentos «,, se combinam para definir um tnico mapa

Qa: COling()An — X
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tal que ao\g = agp e foa = . Isso demonstra que \g possui a propriedade de levantamento

a esquerda com respeito a f.
O]

4.2.3 Retracoes e Propriedades de Elevacao
Lema 4.5 (Retragoes e Propriedades de Elevagao).

(1) Se o mapa i é uma retragdo do mapa j (ver Defini¢ao 4.1), e j possui a propriedade
de elevacao a esquerda em relacao a um mapa f : X — Y, entao ¢ também possui
a propriedade de elevagao a esquerda em relacao a f.

(2) Se o mapa f é uma retracdo do mapa ¢ e g possui a propriedade de elevagao a
direita em relagdo a um mapa i : A — B, entao f também possui a propriedade de
elevacao a direita em relagao a .

Demonstra¢ao. Demonstramos o item (1). A prova do item (2) é analoga.
Considere o seguinte diagrama comutativo:

B » D » B
U
idp

Como estamos assumindo, por hipotese, que ¢ é uma retragao de j, isto é, existem
mapasp: A —Cer:(C — Ataisquerop=idy e soq = idg. Além disso, como o mapa
j possui a propriedade de levantamento a esquerda em relagao ao mapa f: X — Y.

Isso significa que existe um mapa v : D — X tal que

voj=tor e fouv=wos.
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Agora, definimos o mapa w : B — X como w = v o q. Precisamos verificar que w
satisfaz as condi¢oes do diagrama. De fato, note que:

woi=(vogq)oi

=wvo(qoi) fow= fo(vogq)
—vo(jop) —(fov)oq
—(voj)op —(wos)og
—(tor)op —uo(soq)
=to(rop) =uoidg
=toidy = Uu.

—¢

Portanto, o mapa w torna o diagrama comutativo e mostra que de fato ¢ possui a
propriedade de elevagao a esquerda com relacao ao mapa f, conforme requerido. O

Observagao 3. O resultado acima, conhecido como argumento da retragao, é ampla-
mente utilizado para mostrar que um mapa possui a propriedade de levantamento (&
esquerda ou a direita) em rela¢do a outros mapas. Isso ocorre porque o Lema 4.5 garante
que, se um mapa é uma retracao de outro e o segundo possui uma propriedade de levanta-
mento, o primeiro também a possui. Este argumento sera utilizado na ultima Sec¢ao para
demonstrar que o axioma de elevagao M4 é satisfeito (ver a prova do Teorema 4.12).

Proposicao 4.1 (O Argumento da Retragao).

(1) Se o morfismo g pode ser fatorado como g = p o4, onde g possui a propriedade de
elevagao a esquerda com respeito a p, entao g é uma retracao de .

(2) Se o morfismo g pode ser fatorado como g = p o4, onde g possui a propriedade de
elevacao a direita com respeito a i, entao g é uma retracao de p.

Demonstra¢ao. Vamos provar a parte (1), a prova da parte (2) é dual.

Por hipoétese, o morfismo g pode ser fatorado como g = poi, onde g tem a propriedade
de levantamento a esquerda com respeito a p. Isso significa que, para qualquer diagrama
comutativo da forma:

X—Z>Z
|
Y Y

existe um morfismo ¢ : Y — Z que torna o diagrama comutativo. A partir da fatoracao
g = p o1, temos o seguinte diagrama comutativo:



z

0

Como g possui a propriedade de levantamento & esquerda com respeito a p, existe um
morfismo ¢ : Y — Z que faz o diagrama comutar, ou seja:

gog=1i e pogq=idy.

Agora, considere o seguinte diagrama:

A comutatividade do diagrama implica que:

g=pot e gqog=1.

Além disso, como p o ¢ = idy, temos:

g=poi=po(qog)=(poq)og=idyog=y.

Isso mostra que g é um retracao de ¢, pois g pode ser recuperado a partir de i e p.
Portanto, g é um retrato de 4, como afirmado na parte (1) da proposi¢ao. O

4.3 Complexo Celular Relativo

Nesta segao, definimos e estudamos complexos celulares relativos (ver Defini¢ao 4.8) que,
juntamente com suas retragoes (ver Defini¢ao 4.1 ), sdo as cofibragoes da categoria modelo.

Definicao 4.7. Se X é um subespaco topologico de Y tal que existe um quadrado de
pushout
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para algum n > 0, dizemos que Y ¢é obtido a partir de X por meio da adi¢ao de uma
célula.

Definicao 4.8. Um complexo celular relativo é uma inclusao de subespago f : X — Y
tal que Y pode ser construido a partir de X por um processo (possivelmente infinito)
de repetidas adigoes de células (ver Definigao 4.7). Diz-se que f é um complexo celular
relativo finito se Y pode ser construido anexando um nimero finito de células.

Um espaco topologico X é um complexo celular se o mapeamento ) — X for um
complexo celular relativo, e ¢ um complexo celular finito se X puder ser construido a
partir de () anexando um ntmero finito de células.

Exemplo 4.1. Todo C'W-complexo relativo é um complexo celular relativo, e todo C'W -
complexo é um complexo celular. De fato, um C'W-complexo relativo pode ser obtido por
um processo de anexacao transfinitamente longo de células, como descrito nas observacoes
anteriores, utilizando pushouts adequados das inclusoes das fronteiras das células. No
entanto, como o mapeamento de anexacao de uma célula em um complexo de células nao
é obrigado a se fatorar através da uniao das células de dimensoes inferiores, nem todos os
complexos de células sao C'W-complexos.

Esse fato ilustra a flexibilidade dos complexos celulares, permitindo construcoes mais
gerais do que os CW-complexos, que tém uma estrutura mais restrita devido a exigéncia
de anexacao sequencial e ordenada de células.

Observacgao 4. Frequentemente, construiremos um complexo celular relativo anexando
miltiplas células simultaneamente. Mais precisamente, dado um espago Xy, um conjunto
de indices S e, para cada s € S, um mapa de anexacao o, : S™ 1 — X, podemos formar
o seguinte pushout:

HSES S(mil) i) XD

L

s D™ — Xi

Nesse diagrama, os mapas sao definidos como segue:

° «: Hses Ss=1) 5 X, é a aplicacdo cujos componentes sdo 0s mapas Q.
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A~ . ns—1 Ns A : x x ns—1
o 5:[l,esS = [[,eq D" € a inclusao padrao das esferas S como bordas dos
discos D"s.

o 3:]],cg D™ — X; ¢ 0 mapa que anexa as células D™ ao espaco X; de modo que
6‘8D"5 = Q.

e f:Xyg— X; éa aplicacao induzida no pushout, dada pela inclusao canénica de X
em X;.

O espago X; é obtido a partir de X, pela anexacao das células { D™ | s € S}. Esse pro-
cesso pode ser iterado sucessivamente, gerando uma sequéncia de espagos Xy, X1, Xo, .. .,
onde cada X} é obtido anexando novas células ao espaco anterior. Dessa forma, obtemos
um complexo celular crescente que pode conter um nimero finito ou infinito de etapas.

Observacao 5. Embora a construgao de um CW-complexo exija um processo contavel de
anexagao de células (coprodutos de células), um complexo celular relativo pode necessitar
de uma construcao transfinitamente longa. Isto ocorre porque o processo de anexacao
de uma célula em um complexo celular nao exige, em geral, que o mapa de anexacao
seja fatorado pela uniao das células de dimensoes inferiores, permitindo a possibilidade
de anexacoes mais complexas e de maior dimensao em um tinico passo.

Observagao 6. A Defini¢ao 4.8 implica que um complexo celular relativo pode ser des-
crito como um mapa que resulta de uma composicao transfinitamente longa de pushouts
das inclusoes das fronteiras das células nas proprias células. No entanto, em muitos casos,
hé diferentes formas de realizar essas construgoes, e é importante notar que, ao lidar com
um espaco topologico que é um complexo celular ou um mapa que é um complexo celular
relativo, assumimos frequentemente uma construcdo especifica dessa natureza (ver Defi-
nigao 4.11). Essa constru¢ao pode ser escolhida como uma composicao transfinitamente
longa de pushouts de coprodutos de células, ou seja, podemos considerar situacoes em que
miultiplas células sao anexadas simultaneamente.

Definicao 4.9 (Ordinais). Adotamos a defini¢do de ordinais na qual um ordinal é o
conjunto bem-ordenado de todos os ordinais menores, e todo conjunto bem-ordenado é
isomorfo a um tnico ordinal. Frequentemente, veremos um ordinal como uma pequena
categoria com objetos iguais aos elementos do ordinal e um tnico mapeamento de « para
£ quando a < f3.

Definicao 4.10. Seja C' uma classe de morfismos e A um ordinal. Uma A — sequéncia em
C é um funtor X : A — Top representado como:

Xo—=X1i=>Xo—> 2 Xg— (<))
tal que

1. o mapa Xg — Xpy1 pertence a C para todo S+ 1 < Ae,

2. para todo ordinal limite v < A, o mapa induzido colimg., Xz — X, é um isomor-
fismo.

Equivalentemente, uma A — sequéncia em C' é um funtor preservador de colimite de
A para Top, que associa cada mapa [ — [+ 1 a um elemento de C. A composicao da

A — sequéncia é o mapa Xy — colimg.)Xz.

68



Definicao 4.11. Seja f : X — Y um complexo relativo de células. Uma apresentagao de
f é uma \ — sequéncia de pushouts de coprodutos de elementos de I:

Xo—=X1=>Xo— - Xg— - (B<))
tal que a composicao Xy — colimg.y X3 é isomorfa a f.

Se e ¢ uma célula do complexo relativo de células, entao o ordinal de apresentacao de
e ¢ o primeiro ordinal /3 tal que e esta em Xg.

4.3.1 Subconjuntos compactos de complexos celulares relativos

O principal resultado desta secao é o Corolario 4.1, que sera utilizado na construgao das
fatoragoes requeridas pelo axioma M5 (veja a demonstragao da Proposi¢ao 4.5).

Proposicao 4.2. Se f : X — Y é um complexo celular relativo, entao um subconjunto
compacto de Y pode intersectar os interiores de apenas um niimero finito de células de
Y — X.

Demonstragao. Seja C' C'Y um subconjunto compacto. Construiremos um subconjunto
P C C escolhendo, para cada célula de Y — X cujo interior intersecta C', um ponto de C
contido no interior dessa célula. Mostraremos que P nao possui pontos de acumulagao em
C, o que implica que P é finito. Consequentemente, C' intersecta os interiores de apenas
um numero finito de células de Y — X.

Para cada célula e de Y — X tal que int(e) N C' # 0, escolha um ponto p. € int(e) NC.
Defina,

P = {p. | € € uma célula de Y — X com int(e) N C' # 0}.

Seja ¢ € C. Mostraremos que existe um subconjunto aberto U C Y tal que ¢ € U e
U NP C{c}, o que implica que ¢ ndo é um ponto de acumulagao de P.

Se ¢ € X, entao ¢ nao pertence ao interior de nenhuma célula de Y — X. Nesse caso,
U = X é um aberto que contém c e nao intersecta P, pois P CY — X.

SeceY — X, seja e. a tnica célula de Y — X que contém ¢ em seu interior. Como P
contém no méaximo um ponto no interior de cada célula, podemos escolher um subconjunto
aberto U, C int(e.) tal que U.N P C {c}.

Para garantir que U, possa ser estendido a um aberto de Y que ainda satisfaca UNP C
{c}, utilizamos o Lema de Zorn.

Seja « o ordinal de apresentacao da célula e., e seja v o ordinal de apresentagao do
complexo celular relativo f: X — Y.

Defina:

T={BU)|a<B <y UCYPéaberto, UNY*=U., UNP C {c}}.

onde Y? denota o esqueleto de ordem 3 de Y.
Defina a relacao < em T por:

(B, U1) < (Bo, Up) == B1 < BoelUpynYP =1,.

Essa relagao ¢ uma pré-ordem (reflexiva e transitiva).
Se {(Bs, Us) }ses € uma cadeia em T, entao

(U Bs, UUS)

seS seS
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¢ uma cota superior para a cadeia em 7. Pelo Lema de Zorn, T" possui um elemento
maximal (8,,, Uy,).

Afirmacao: (8, = 7.

Suponha, por contradi¢ao, que 3,, < . Considere as células de Y com ordinal de
apresentacao 3, +1. Como Y possui a topologia fraca determinada por X e pelas células
em Y — X, basta expandir U,, para incluir abertos em cada célula de ordinal 3,, + 1 ainda
evitando os (no maximo um) pontos de P na célula.

Para cada célula e de ordinal 8, + 1, seja h : S" ! — Y#» 0 mapa de adjuncdo que
define e. Como U, C Y#" & aberto, h~1(U,,) C S"~! é aberto. Espessando h~'(U,,) para
um subconjunto aberto V' C D™, obtemos um conjunto U’ = U,,, UV, uniao de U,,, que
ainda satisfaz U' N P C {c}. Assim,

(B +LU)eT,

contradizendo a maximalidade de (f,,, U,,). Portanto, 3, = v, U,, é um aberto de Y que
contém c e satisfaz U,, N P C {c}.

Como P nao possui pontos de acumulagao em C, P é finito. Logo, C intersecta os
interiores de apenas um namero finito de células de Y — X. O

Proposicao 4.3. Seja f : X — Y um complexo celular relativo. Entao, toda célula de
Y\ X esta contida em um subcomplexo finito de Y.

Demonstragao. Pela Definicao 4.11, Y é construido como uma sequéncia transfinita de
pushouts de coprodutos de elementos do conjunto I, ou seja, existe uma apresentacao
transfinita

Xo=Xi =2 Xo—= - Xg—=--- (B<A),

onde cada espago Xgy; ¢ obtido de X3 anexando células por pushouts, e para ordinais
limite 7, tem-se X, = colimg.,X3.

Cada célula e em Y \ X possui um ordinal de apresenta¢ao, que é o menor ordinal (3
tal que e é anexada em Xg. Demonstraremos a proposi¢ao por indugao transfinita sobre
o ordinal de apresentagao das células.

Se e ¢ uma célula com ordinal de apresentacao 0, entao e pertence a Xy, que é um
subcomplexo finito de Y. Assim, a proposicao é valida nesse caso trivial.

Suponha que para algum ordinal , toda célula com ordinal de apresentacao de no
maximo [ esteja contida em um subcomplexo finito de Y. Precisamos provar que o mesmo
vale para qualquer célula e com ordinal de apresentacao 5+ 1. A célula e é anexada ao
complexo em Xpgy; através de um pushout da forma:

h
Sn_l — Xﬁ
D" — X541

onde h : S"' — Xj é o mapa de adjungao da célula e. Pela compacidade de S"! e
continuidade de h, a imagem de i é um subconjunto compacto de Xjg.
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Pela Proposicao 4.2, a imagem de h intersecta os interiores de apenas um ntimero
finito de células de X3\ X. Sejam {ey, eq,. .., e} essas células. Pela hipotese de indugao,
cada célula e; (1 < i < k) esta contida em um subcomplexo finito ¥; C Xz. Definimos

Como cada Y; é um subcomplexo finito, a uniao finita K ainda é um subcomplexo
finito de X3. Ao anexarmos a nova célula e, obtemos o novo espaco Xz que contém K
e a célula e. Assim, a unido K’ = K U {e} é um subcomplexo finito de X3;; que contém
e. Se 3 for um ordinal limite, entao Xz = colim,<3X,. Como cada célula de Xz foi
adicionada em um estagio finito anterior, entao pela hipotese de inducao, cada célula de
Xp esta contida em um subcomplexo finito K, para algum a < . Como a uniao finita de
subcomplexos finitos ainda ¢ finita, segue que X3 pode ser coberto por um subcomplexo
finito. Pelo principio da indugao transfinita, concluimos que toda célula de Y \ X esta
contida em um subcomplexo finito de Y. O

Corolario 4.1. Seja f : X — Y um complexo celular relativo. Entao, qualquer subcon-
junto compacto de Y esta contido em um subcomplexo finito de Y.

Demonstracao. Seja C' C Y um subconjunto compacto. Precisamos mostrar que existe
um subcomplexo finito Y’ C Y tal que C' C Y.

Pela Proposicao 4.2, o subconjunto compacto C' intersecta os interiores de apenas um
nimero finito de células de Y\ X. Sejam

{ela €2y ... 76m}

essas células. Pela Proposigao 4.3, para cada célula e; esta contida em um subcomplexo
finito Y; de Y. Definimos
Y=y
i=1

Como a uniao de um ntmero finito de subcomplexos finitos ainda é um subcomplexo
finito, segue que Y’ é um subcomplexo finito de Y. Além disso, o subconjunto compacto
C' esta contido em Y’ pois C intersecta apenas as células {eq,es, ..., e,}, que, por sua
vez, estao contidas em Y’. Portanto, C' esta contido em um subcomplexo finito de Y. [

4.3.2 Complexos celulares relativos e levantamento

Definigao 4.12. Seja I o conjunto dos mapas definido por:
I={S"1'—D"|n>0}
Chamamos I de conjunto de cofibragoes geradoras.

Proposigao 4.4. Se um mapa f : X — Y possui a propriedade de levantamento a direita
(veja a Definigao 4.5) com respeito a cada elemento de I (veja a Definigao 4.12), entao
ele possui a propriedade de levantamento & direita com respeito a todos os complexos
celulares relativos e suas retragoes (veja a Defini¢ao 4.1).

Demonstra¢ao. Se um mapa f possui a propriedade de levantamento a direita com res-
peito a cada elemento de I, entao:
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e Pelo Lema 4.3: f possui a propriedade de levantamento & direita com respeito a
todo coproduto de elementos de I.

Isso significa que para qualquer conjunto de mapas {i) : Ay — By | A€ A} em I, 0

mapa induzido
H 1y - H AA — H B,
AEA AEA AEA
possui a propriedade de levantamento a direita.

e Pelo Lema 5.3: f possui a propriedade de levantamento & direita com respeito a
todo pushout de um coproduto de elementos de I.

Dado um diagrama pushout construido a partir de um coproduto de elementos de
I:

[Taea Ay —— X
[Tix f

HA&A B)‘ 7} Y

o mapa f: X — Y também possui a propriedade de levantamento & direita.

e Pelo Lema 4.4: f possui a propriedade de levantamento a direita com respeito a toda
composi¢ao transfinita de pushouts de coprodutos de elementos de I. Isso cobre a
construcao de complexos celulares relativos, que podem ser vistos como composig¢oes
transfinitas de pushouts.

e Pelo Lema 4.5: f possui a propriedade de levantamento & direita com respeito a
todos os retragoes de tais composigoes.

Como os complexos celulares relativos e suas retragoes sao construidos exatamente
dessa forma, segue que f possui a propriedade de levantamento a direita com respeito a
eles. 0

4.4 O Argumento do Objeto Pequeno

Nesta secao, construimos duas fatoragoes funtoriais de mapas (veja a Proposigao 4.5 e
a Proposigdo 4.8) que serao mostradas, na Segdo 4.5, como sendo as duas fatoragoes
exigidas pelo axioma de fatoragdo M5 (veja a Definigao 4.2). Um ponto importante em
ambas as fatoracoes é que o segundo mapa na fatoracao deve possuir a propriedade de
levantamento a direita com respeito a um conjunto de mapas, cada um dos quais tem
um dominio compacto. Espacos compactos sao pequenos no sentido de que, por conta
do Corolério 4.1, todo mapa de um espago compacto no colimite de uma A-sequéncia
(veja a Definigdo 4.10) de complexos celulares relativos deve se fatorar através de algum
estdgio intermediario da A-sequéncia. Este fato é fundamental para mostrarmos que o
segundo mapa na fatoracao possui a propriedade de levantamento requerida. Ambas as
fatoragoes discutidas nesta se¢ao sdo exemplos do argumento do objeto pequeno (veja
9, Prop.10.5.16]).
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4.4.1 A primeira fatoracao

Proposigao 4.5. Existe uma fatoragao funtorial de qualquer aplicagao f : X — Y como
xXLSwhy

tal que ¢ é um complexo celular relativo (veja a Definigao 4.8) e p satisfaz a propriedade
de levantamento & direita (veja a Definicao 1.36) em relagdo a cada elemento de I (veja
a Defini¢ao 4.12).

Demonstracao. Vamos construir o espaco W como o colimite de uma sequéncia de espacos
Wi, representada pelo seguinte diagrama:

) 1

X —/— W, » W1 >W2L--
YUl D2
Pol
Y

em que cada espago W vem acompanhado de uma aplicacao p : W, — Y que torna o
diagrama comutativo. A construcao de W), sera feita de forma indutiva, comecando com
Wy =X e py=f. Assumimos que k > 0 e que ja construimos o diagrama até Wj. Para
construir Wy, 1, consideramos o seguinte diagrama:

.

]_[ St r Wy
Eri1
L’,
o _ Wk+] Dk
[y @ v Prs1
-+ ,‘/ \\A ~+
11 D" - » Y

onde o mapa j é a inclusao de uma esfera S"~! no espaco W}, sendo parte da estrutura de
células, o é o mapa de inclusao da esfera S"~! no disco D", 7 é uma projecao que leva o
disco D™ ao espaco Y, l,+1 ¢ o mapa que faz a colagem das células no novo espago Wy, e
pr+1 € a continuagao do processo de fatoracao, levando o novo espago Wy, para Y. Note
que os coprodutos a esquerda sao indexados por:

H Map(S”fl, Wk) XMap(Sn—lyy) Map(S”fl, Y),

n>0

que corresponde ao conjunto de quadrados comutativos do tipo:
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Sn-1 L}‘ Wk

|

D — Y
T

existindo um somatorio para cada um desses quadrados. Definimos Wj,; como o pushout:

J

[1s" !t — W,
C"Tl lkml
Dk
[[D" — Wi
k+1

. Pr+1

o que define Wy, e o morfismo pry1 @ Wiy — Y. Finalmente, definimos W =
colimp>oWi, p : W — Y como o colimite dos morfismos pj, e definimos 7 : X — W
como a composicao X = Wy — colimW, = W. Como W foi construido por meio da
adigado (anexagao) de células a X, a aplica¢do i : X — W & um complexo celular relativo.

Para verificar que p : W — Y possui a propriedade de levantamento a direita com
relacao a todo elemento de I, consideremos n > 0 e o seguinte diagrama:

sty W

onde, S"~! denota a esfera de dimensao n — 1, D™ é o disco de dimensao n, e desejamos
encontrar um mapa [:D" = W que torne todo o diagrama comutativo, ou seja, que
satisfaca pol =7 e loo = j, onde i : S ! — D" ¢ a inclusdo da esfera no disco. Observa-
mos que S"~! é um espaco compacto, e sua inclusao j : Sl 5 W esta presente em um
dos morfismos de colagem no diagrama de pushout que define Wy, ;. Como consequéncia,
existe um morfismo o : D" — Wy, que torna comutativo o diagrama correspondente.
A composigao desse morfismo com a inclusao xk : Wi,y — W fornece o levantamento
desejado [ = koo. Além disso, pela compacidade de S™!, o Corolério 4.1 implica que
existe um inteiro positivo k tal que a aplicacdo j : S"~* — W pode ser fatorado através
de algum estagio Wj. Dessa forma, podemos reformular o diagrama inicial da seguinte
maneira:
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onde, j/ : S" 1 — W, é um dos mapas de colagem utilizados na construcao de Wi,
a partir de Wy, o mapa ki1 : Wy — Wy, representa a inclusao na préoxima etapa da
construgao, e K : Wiy — W é a inclusao no colimite. Pela definicao de W4, ele é
construido como um colimite pushout, anexando células de dimensao n a Wj. Assim, o
mapa j' : S"' — W, permite estender o : D™ — W, para que o diagrama comute.
Finalmente, a composi¢ao de o com « : W1 — W fornece o mapa [ : D" — W necessério
no diagrama inicial.

Agora mostramos que a construgao é funtorial. Suponha que temos um quadrado
comutativo:

XL—X>X’

s

Y — Y’
Ly

Queremos demonstrar que a fatoracado de f : X — Y é compativel com a de ' : X' —
Y’ ou seja, que existe um diagrama comutativo conectando as construgoes:

Po Y
D1
D2
10 11 12
X —— W[] ? Wl > W2 s
fol flJ' fQJ, Ly
X — Wy — W, » W, »
.; .f -r
) Q3 Ly
P
pl -
!
Dy Y
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Definimos fy = f. Suponha que ja tenhamos definido f,, : W,, = W,. O espago W, 11
¢ construido anexando células de n-dimensoes a W, conforme o diagrama:

Sn—l L Wn

e

Dt —— Y
B

Mapeamos a célula anexada a W,, por « para a célula anexada a W/ por meio do
mapa f, o «, indexado pelo retangulo externo comutativo:

Fazendo isso para cada célula anexada a W, define-se fr11 : Wypy — W) |, e a
compatibilidade é preservada no limite colimado.
O

4.4.2 A Segunda Fatoracao

Definicao 4.13. Seja J o conjunto de mapas ':
J={D"x {0} - D" xI|n>0}.

Chamamos J de conjunto de cofibragoes triviais geradoras.

Proposicao 4.6. Um mapa f: X — Y é uma fibracao de Serre se, e somente se, possui
a propriedade de levantamento a direita (veja Defini¢do 4.5) com respeito a todos os
elementos de J (veja Defini¢ao 4.13).

Demonstracao. Isto é uma reformulagao direta da definicao de uma fibragao de Serre. [

Definicao 4.14. Seja X um subespago de Y. Dizemos que Y ¢ obtido de X anexando
uma J-célula (ver Defini¢ao 4.13) se existir um diagrama de pushout da forma:

'Observe que I = [0, 1].
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onde n > 0 e os mapas sao definidos como: i é a inclusao padrao, g é o mapa que cola
a borda D™ x {0} ao subespaco X, h é o mapa que cola o cilindro ao espaco X e f é o
mapa de inclusao do subespaco X no espago Y. Uma inclusao de subespago f: X — Y
¢ chamada de complexo celular relativo de J-células se Y pode ser construido a partir de
X por um processo (possivelmente infinito) de anexacao iterada de J-células.

Lema 4.6. Todo elemento de J é um complexo celular relativo (ver Defini¢ao 4.8) com-
posto por duas células. Além disso, se Y for obtido a partir de X pela adicao de uma
J-célula, entao o mapa de inclusao f : X — Y define um complexo celular relativo,
no qual primeiro é anexada uma tunica n-célula, seguida pela anexacao de uma tunica
(n + 1)-célula, para algum n > 0.

Demonstragdo. Existe um homeomorfismo entre D" x [ e D" que mapeia D" x {0}
sobre um dos dois n-discos cuja unido forma D", Dessa forma, D"! pode ser obtido
primeiro anexando-se uma n-célula e, em seguida, uma (n+1)-célula. Consideremos agora
o seguinte diagrama:

D" x {0} -2 X

/|

D" x I

onde ¢ representa a anexacao inicial da n-célula, 1 representa a inclusao trivial. Como
D™ x I é homeomorfo a D", esse processo equivale a anexar uma (n + 1)-célula a X.
Assim, a construcao do espago Y a partir de X por anexacgao de uma J-célula equivale a
anexar sequencialmente uma n-célula e uma (n+ 1)-célula, o que confirma que f : X — Y
é um complexo celular relativo com duas células. O

Observacao 7. Frequentemente, construimos um complexo celular relativo de J-células
anexando mais de uma J-célula simultaneamente. Dado um espago X, um conjunto S,
e, para cada s € S, um mapa

¢s D™ x {0} — Xo,

podemos construir um diagrama de pushout:
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[Log D™ x {0} -2 X,

‘| I

Haes D™ o< I =27 X

onde ¢ =[] ¢s € o mapa de anexagao das J-células ao espago Xy, 1 é a inclusdo natural
das bases dos cilindros, ¢ é a inclusao do espaco inicial no espago resultante e ¢’ é o mapa
obtido no pushout, que cola os cilindros ao espaco inicial. Apoés realizar essa operacao,
podemos repetir o processo com Xj, iterando esse procedimento um ntmero finito ou
infinito de vezes, resultando em um complexo relativo de J-células.

Proposigao 4.7. Toda fibra¢do possui a propriedade de levantamento a direita (veja a
Definigao 4.5) com respeito a todos os complexos relativos J-celulares e seus retrateis
(veja a Defini¢ao 4.1).

Demonstra¢ao. De acordo com a Proposicao 4.6, uma fibragao possui a propriedade de
levantamento a direita com respeito a cada elemento do conjunto J. Pelo Lema 4.3, segue-
se que a fibracao também possui a propriedade de levantamento a direita com respeito a
todo coproduto de elementos de J.

Além disso, o Lema 5.3 garante que a fibragao tem a propriedade de levantamento a
direita com respeito a qualquer pushout de um coproduto de elementos de J. Consequen-
temente, pelo Lema 4.4, conclui-se que a fibragao possui a propriedade de levantamento
a direita com respeito a qualquer composicao de pushouts de coprodutos de elementos de
J.

Finalmente, pelo Lema 4.5, obtemos que a fibracao possui a propriedade de levanta-
mento a direita com respeito a qualquer retratil de uma composicao de pushouts.

Assim, verificamos que toda fibracao possui a propriedade de levantamento a direita
com respeito a todos os complexos relativos J-celulares e seus retrateis. O]

Proposigao 4.8. Seja f: X — Y um mapa. Existe uma fatoragao funtorial de f como:

XLwhy
onde j ¢ um complexo celular relativo de J-células (veja a Definigdo 4.14) e ¢ possui a

propriedade de levantamento & direita (veja a Defini¢ao 4.5) com relagao a todo elemento
de J (veja a Definigao 4.13).

Demonstracao. A construcao da fatoracao segue o mesmo procedimento apresentado na
Proposigao 4.5, com a diferenga de que utilizamos o conjunto J de cofibragoes triviais
geradoras (veja a Definigao 4.13) no lugar do conjunto I de cofibragdes geradoras (veja
a Definigao 4.12). O espago W ¢é construido a partir de X pela anexagao de J-células.
Por defini¢ao, uma J-célula é obtida considerando cépias de D™ x I coladas ao longo de
D™ x {0}, para todo n > 0. Assim, o mapa j : X — W é um complexo celular relativo
de J-células. Para construir Wy, a partir de Wy, utilizamos o seguinte processo em dois
passos:

Consiste em anexar multiplas copias de D™ x [ ao longo de D™ x {0} (para todos
n > 0). O Lema 4.6 implica que essa constru¢ao pode ser vista como um processo em
dois passos:
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1. Anexar n-células ( para todo n > 0) a Wy, para criar um espago intermediario W}.
2. Anexar (n + 1)-células ( para todo n > 0) a W} para formar Wj.

Esse processo é justificado pelo Lema 4.6, que mostra que a construgao pode ser vista
como um procedimento em dois passos. Definimos Vo, = Wy, e Vo = W, Assim, W é

o colimite da sequéncia:
X=W—-V—=>Vy— .-

onde cada espago V1 é construido a partir de V. pela anexacao de células. Como W é
obtido anexando J-células a X, concluimos que 5 : X — W é um complexo celular relativo
de J-células. Além disso, pelo Corolario 4.1 implica que qualquer mapa D" x {0} — W
pode ser fatorado por Wy, para algum k > 0. Pela construcao, o mapa ¢ : W — Y
possui a propriedade de levantamento a direita com relagao a todo elemento de J. Isso
ocorre porque as anexacoes de .J-células foram feitas de forma que cada J-célula resolve o
problema de levantamento localmente. O argumento detalhado é analogo ao da Proposigao
4.5. A construcao é funtorial, pois, para cada mapa f : X — Y, os espagos intermediarios
Wy e os mapas j, ¢ dependem funtorialmente de f. Assim, j e g sdao bem definidos de
forma natural e compativel com morfismos. O

Proposigao 4.9. O complexo celular relativo de J-células construido na demonstragao
da Proposigao 4.8 é um complexo celular relativo.

Demonstragao. Isso segue diretamente da prova da Proposicao 4.8, onde foi explicitamente
mostrado que o complexo celular relativo de J-células construido é, de fato, formado pela
adi¢@o iterativa de células (via pushouts) e, portanto, satisfaz as condigbes necessérias
para ser um complexo celular relativo. O

4.5 O Axioma de Fatoracao

Demonstraremos que as duas fatoracoes de mapas, construidas conforme descrito ante-
riormente, correspondem as duas fatoragoes exigidas pelo axioma de fatoragdo M5 (ver
Definigao 4.2).

4.5.1 Cofibracao e Fibracao Trivial

Proposicao 4.10. A fatoragao funtorial construida na Proposicao 4.5 de um mapa f :

X = Ycomo X & W & Y, onde ¢ ¢ um complexo celular relativo e p possui a
propriedade de levantamento & direita com respeito a todos os elementos de I (veja a
Definigao 4.12), é uma fatoragdo em uma cofibra¢ao seguida por uma fibragao trivial.

Demonstracao. Como as cofibragoes sao definidas como os complexos de células relativos
e suas retragoes (veja a Definigdo 4.4), o mapa i é uma cofibra¢do. Pelo Lema 4.6, todo
elemento de J é um complexo relativo de células. Além disso, a Proposicao 4.4 implica
que o mapa p possui a propriedade de levantamento a direita com respeito a todos os
complexos relativos de células. Assim, a Proposicao 4.6 implica que p ¢ uma fibragao.
Para verificar que p é uma equivaléncia fraca, é necessario mostrar que p induz um iso-
morfismo entre todos os grupos de homotopia, ou seja, p. : (W, w) — m;(Y, p(w)) é um
isomorfismo para todo ¢ > 0 e para todo ponto base w € W.
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Sobrejetividade em 7:

Como p possui a propriedade de levantamento a direita com respeito a inclusao trivial
0 — DO, 2

h
g — W
r o
zl lp
DY — YV
g

Como DY ¢ um tnico ponto, i simplismente escolhe w € W tal que p(w) =y, para
todo y € Y. Segue que p é sobrejetora. Portanto, cada componente conexa de Y, existe
pelo menos uma componente conexa de W que é mapeada sobrejetivamente sobre ela.
Logo, p. : mo(W) — mo(Y') é sobrejetivo.

Injetividade 7; (para i > 0):

Seja w € W e considere um elemento [g] € m;(W, z) tal que p.([g]) = 0 em m;(Y, p(w)).
Isso significa que po g : S* — Y & homotépico a um mapa constante. Seja h : D1 — Y
uma homotopia entre pog e o mapa constante. Obtemos o seguinte diagrama comutativo:

s 2w

ho
gl lp

D’i+1 — Y
h

onde j : S* — D! & a inclusdo da esfera S* como o bordo de D!, Pela propriedade de
elevagao a direita de p, existe h : DIt — W tal que poh = h e ho j = g. Isso implica
que g ¢ homotopico ao mapa constante em W, ou seja, [g] = 0 em m;(W, w). Portanto, p,
é injetivo.

Sobrejetividade de 7; (para i > 0):
Sejay € Y e [g] € m(Y,y). O elemento [g] pode ser representado por um mapa

g:S" =Y que leva a esfera S ao ponto y. Esse mapa g pode ser estendido a um mapa
h : D' — W que torna o diagrama comutativo:

20 leitor atento notara que apenas a sobrejetividade em 7y é requerida, seguindo Quillen. A estrutura
modelo compensa esta condi¢ao mais fraca via propriedades em dimensoes superiores (ver. [10, Prop.7.6]).
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| 1\
K/ N

Di+1

h

Como p : W — Y possui a propriedade de levantamento & direira com j : S* — DL,
existe um mapa h: D — W que torna o diagrama comutativo, ou seja, p o h=he
hoj = g. Isso implica que h é um levantamento de h através de p. A restricdo de h
ao bordo S’ fornece um mapa § : S* — W tal que § = h o j. Pela comutatividade do
diagrama, temos:

pog=po(hoj)=(poh)oj=hoj=yg.
Portanto, ¢ ¢ um levantamento de g através de p. O mapa § : S* — W define um

elemento [g] € m;(Y,w). Como po g = g, temos p.([g]) = [g]. Isso mostra que p, é
sobrejetivo. O

4.5.2 Cofibracao Trivial e Fibracao

Proposigao 4.11. A fatoracao funtorial construida na Proposi¢ao 4.8 de um mapa f :

X =Y como X LW L Y, onde j é um complexo celular relativo de J-células (ver
Defini¢ao 4.14) e ¢ possui a propriedade de levantamento & direita em relagdo a todo
elemento de J (ver Defini¢ao 4.13), é uma fatora¢do em um mapa que ¢ simultaneamente
uma cofibragao e uma equivaléncia fraca, seguido por um mapa que é uma fibragao.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.8, o complexo celular relativo de J-células é um com-
plexo celular relativo. Pela Proposicao 4.4 todo complexo celular relativo é uma cofibragao.
Portanto, o mapa 7 : X — W é uma cofibragao.

Cada inclusao D" x {0} — D™ x I é a inclus@o de um retrato por deformagao forte.
Portanto, cada mapa W) — Wj,1 na construcao da fatoracao é também a inclusao de
um retrato por deformagao forte, e assim, é uma equivaléncia fraca. Consequentemente,
para todo ¢ > 0, a sequéncia:

Wi(Wo) — Wi(Wl) — 7Ti<W2) — .-

¢ uma sequéncia de isomorfismos. Como os espacos S* e D*! sao compactos, o Corolario
4.1 implica que todo mapa de S* ou D! para W fatora-se através de W, para algum
k > 0. Assim, o mapa

colimym;(Wy) — mi(W)

¢ um isomorfismo. Portanto, o mapa m;(X) — m;(W) também é um isomorfismo, impli-
cando que j é uma equivaléncia fraca. Pela Proposi¢ao 4.6, o mapa ¢ possui a propriedade
de levantamento a direita com respeito a todo elemento de J. Portanto, ¢ é uma fibra-
Gao. O
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4.6 Grupos de Homotopia e Mapas de Discos

O principal resultado aqui é a Proposicao 4.14, que seréa utilizada posteriormente para
demonstrar que o axioma de levantamento M4 (veja a Definigao 4.2) ¢ vélido. Considere
um diagrama do tipo apresentado no Diagrama 4.14. Neste contexto, o mapa h define um
elemento do grupo de homotopia m,_;(X) (com respeito a um ponto base), e a existéncia
do mapa ¢ implica que a imagem desse elemento sob o homomorfismo induzido f, :
Tn-1(X) = m—1(Y) é o elemento nulo em 7, (Y). Como o mapa f é uma equivaléncia
fraca, isso significa que h também define o elemento nulo em 7,1 (X). Consequentemente
h pode ser estendido para um mapa G : D™ — X. No entanto, nao ha garantia de que
f o G coincidem na borda de D".

Dessa forma, é necessario analisar situagoes em que dois mapas o, : D" — X
concordam na borda de D™. A partir desses mapas, define-se (ver Defini¢ao 4.16) um
mapa de diferenca d(«, 5) : S" — X, onde a é usado no hemisfério superior e § no
hemisfério inferior. Esse mapa de diferenga define um elemento em m,(X) (em algum
ponto-base), e as propriedades desses elementos sdo devidamente estabelecidas.

Além disso, os resultados obtidos permitem substituir o mapa G original por outro
G', construido de forma que a composicao f o G’ coincida exatamente com g, resolvendo
o problema inicial.

4.6.1 Mapas de Diferenca

Considere dois mapas «a,  : D" — X que coincidem na borda de D", ou seja, « |gpn=
B |apn. Nessas condigoes, é possivel definir o mapa de diferenca entre a e 3. Esse conceito
sera formalizado na definicao a seguir e desempenhara um papel essencial nos resultados
subsequentes.

Definicao 4.15 (Hemisférios de S™). Para n > 1, definimos os hemisfério superior e
inferior deS™ como:

St ={(x1, 2, o) ER™ 2] faf + - 42l = 1,2, > 0}

S ={(x1, 22, ..., To1) € R [ 2d 4 af + - 2l = 1,24 <0}

Os mapas p; : ST — D" e p_ : S” — D" sdao homeomorfismos naturais definidos por:
Pi(T1, 2, . o Tpg1) = (T1,Ta, ..., Ty),

p—(T1, 29, ..., Tpy1) = (21, T2, ..., Tp).
Defini¢ao 4.16 (Mapas de diferenga). Seja X um espaco topologico e sejam «, 5 : D™ —
X dois mapas tais que a |gpn= f |sp». O mapa de diferenga d(«, 5) : S™ — X é definido
como:
aopy(x), sexe ST,
o B)(w) = 4 3P :
fop_(x), sexeS™.

O mapa d(«, ) compara « e § nos hemisférios de S™.

Lema 4.7. Seja X um espaco topologico e a : D™ — X um mapa. Seja [g] € m,(X, a(po))
um elemento do grupo de homotopia baseado em a(pg), onde py é o ponto-base de D".
Entao existe um mapa [ : D™ — X tal que:
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1. B lopr= « |gpn ( ou seja, B coincide com « na borda de D™).

2. [d(a, B)] = [g] em m, (X, a(po)) (ou seja, o mapa de diferenca d(«, [3) representa a
mesma classe de homotopia que g).

Demonstracao. O ponto base py de D™ é uma retracao por deformacao forte de D™. Isso
significa que D™ pode ser deformado continuamente sobre py mantendo py fixo durante a
deformagao. Consequentemente, qualquer dois mapas D™ — X que coincidem no ponto
base py sao homotopicos relativamente ao ponto base. O mapa g : S™ — X define um
elemento [g] € (X, a(py)). A restrigdo de g ao hemisfério superior S% (ou seja, g | ST) é
homotopica relativamente ao ponto base ao mapa aop,, onde py : ST — D™ é a projegao
natural do hemisfério superior no disco D". Isso ocorre porque aop, e g | S% coincidem
no ponto base pg, e qualquer dois mapas que coincidem no ponto base sao homotopicos
relativamente ao ponto base. A inclusao ST < S™ possui a propriedade de extensao
de homotopia (PEH). Isso significa que qualquer homotopia definida em S7 pode ser
estendida a uma homotopia em S™. Usando a PEH, podemos estender a homotopia entre
g | S% e aopy auma homotopia de g para um mapa h : S™ — X tal que h |51: aop,.
Definimos 8 = ho (p_'), onde p_ : S — D™ ¢ a projecdo natural do hemisfério inferior
S™ no disco D", e p~! é sua inversa. O mapa h : S® — X é precisamente o mapa de
diferenca d(a, ), pois:

W) = aopy(x), sexe ST,
fop_(x), sexeS™.

O mapa § : D™ — X satisfaz 8 |gpn= «a |gpn, pois h coincide com « o p; no hemisfé-
rio superior S%, que contém a borda dD". Além disso, o mapa de diferenca d(a, 3) é
homotopico a g, ou seja, [d(«a, B)] = [g] em 7, (X, a(po))-

]

Lema 4.8 (Aditividade dos Mapas de Diferenga). Seja X um espago topologico, n > 1,
e sejam «, 3,7 : D™ — X mapas que coincidem na borda dD". Entao, em 7,(X, a(po)),
(onde pg € o ponto base de D"), temos

[d(e, B)] + [d(B,7)] = [d(a, )],
onde, no caso n = 1, a adi¢ao é substituida pela multiplicacao.

Demonstracio. Definimos 7" = S™ U D™, onde D" é o subconjunto de R"*! dado por
D" = {(x1,$2,...,xn+1) c R+ | x% +x§+...+xi <1, Tpi1 = 0}_

O espago T™ & um CW-complexo formado pela uniao de trés células n-dimencionais S”, S™
e D™, todas compartilhando uma borda comum. Definimos o mapa t(«, 5,7) : T" — X
como:
ta,B8,7)|lsp=aopy, o, B,7)|pn=5, ta,B,7)[sn=70p-,
onde p; : ST — D" e p_ : 8" — D" sdo projecoes homeomorficas.
Assim, temos:

e A composicao S™ < T™ By % resulta no mapa d(a, 7).
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e A composicao S" — STUD" CT" M X (onde o primeiro mapa ¢ a identidade

em ST e p_ em S”) resulta em d(a, ).
e A composi¢ao S™ — D"US" CT" LTINS (onde o primeiro mapa ¢é p; em S” e
a identidade em S™) resulta em d(/3,7).

O ponto base py de D™ é uma retragao por deformacao forte de D™, o que implica que
o mapa 3 : D™ — X é homotopico relativamente ao ponto base ao mapa constante a(po).
Como a inclusao D™ < T™ possui a propriedade de extensao de homotopia, existe uma
homotopia de t(a, 3,7) relativamente ao ponto base para um mapa t(a, 8,7) : T" — X
que leva D™ ao ponto base a(po).

Decomposicao e Aditividade:

Existe um mapa T" — S™ V S" que colapsa D" a um ponto. Entdo, i(a,3,7) se
decompoe como:

T — §nv g 2V

onde a5 : S™ — X é homotopico a d(«, ) e py: S™ — X é homotopico a d(S, 7).
Portanto, o mapa d(a, ) é homotopico & composigao:

Smes T — §rv g 22 x
Logo, temos que

[d(e,7)] = [d(a, B)] + [d(5,7)] para n > 1,
[d(e,)] = [d(ev, B)] - [d(B,7)] para n = 1.
[l

Lema 4.9. Se X um espago topolodgico e, a, 5 : D™ — X sao mapas que coincidem
em 0D", e [d(«, B)] é o elemento identidade de 7, (X), entdo « e  sdo homotopicos em
relacao a 0D™.

Demonstra¢iao. Como [d(c, )] é o elemento identidade de m,(X), existe um mapa h :
D" — X cuja restrigao a borda 9D™"! ¢ o mapa de diferenca d(«, 3).

Visualizamos D" x I como o cone sobre (D" xI) = (D" x{0})U(S"xI)U(D"x{1}),
com vértice no ponto central de D™ x I. Seja p : D™ x I — D" 0 mapa definido da
seguinte forma:

1 Em D" x {0}, p é a composic¢ao

(

D" x {0} 2% pr 2 gn oy prtt,

2 Em D" x {1}, p é a composi¢ao

(p-)~!

D" x {1} 2 pr S" <y DL

3 Em S ! x I, p é a composicao

Srlx [ 2O gl ey gn g c Dt
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4 p leva o ponto central de D™ x I ao ponto central de D"

5 p é linear em cada linha reta conectando o ponto central de D™ x I & sua borda.
A composigao
D' x 12 pritly x

é entao uma homotopia entre a e 3 relativa a 9D™. O

4.6.2 Levantamento de Mapas em Discos

Neste contexto, utilizamos os resultados prévios para demonstrar a Proposicao 4.14. Dado
um diagrama conforme apresentado em 4.14, a Proposicao 4.12 garante que, mesmo se a
equivaléncia fraca f : X — Y nao for uma fibragao, existe uma seta diagonal que faz o
tridngulo superior comutar exatamente e o tridngulo inferior comutar até uma homotopia
relativa & borda de D™. Adicionalmente, a Proposicao 4.13 mostra que, no caso em que a
equivaléncia fraca f também for uma fibragao, entao existe um mapa que torna ambos os
triangulos comutativos de forma exata. Embora as Proposicoes 4.12 e 4.13 tratem apenas
de um tnico valor de n por vez, a Proposigao 4.14 afirma que, se todos os grupos (ou
conjuntos) de homotopia sao mapeados por um isomorfismo sob f, entdo o mapa existe
para todos os valores de n.

Proposicao 4.12. Seja f : X — Y um mapa, n > 1, e suponha que temos o seguinte
diagrama comutativo:

h
oD" — X

G 7

D" —— Y
g

Se F ¢é a fibra homotopica de f sobre algum ponto na imagem de g e m,_1(F) = 0,
entao existe um mapa G : D" — X tal que:

1. Goi=h (ou seja, G estende h para D".)

2. f oG =~ g relativamente a 9D™ (ou seja f o G é homotopico a g mantendo a borda
oD™ fixa).

Demonstragao. O mapa h : D™ — X define um elemento [h] € 7,_1(X) (em algum ponto
base), tal que f.([h]) = 0 em m,_1(Y). Como o diagrama comuta, temos foh =goi o
que implica que f.([h]) = 0 em 71, 1Y. A fibra homotépica F' de f sobre um ponto na
imagem de g é o espago de pares (x,7) onde x € X e v é um caminho em Y de f(x) até o
ponto base. A sequéncia exata longa de homotopia para a fibracao F' — X — Y implica:

e = (F) = (X)) =5 m (V) = w1 (F) —- -

Como 7,_1(F) =0, a aplicagao f, : m,_1(X) — m,_1(Y) é injetiva. Portanto, [h] =0
em m,—1(X). Como [h] = 0, existe um mapa j : D™ — X tal que j oi = h. Os mapas
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foj:D"—=Y eg:D"—Y coincidem sobre 0D". Consequentemente, existe um mapa
de diferenca d(foj,g) : S™ — X (ver Defini¢ao 4.16) que define um elemento a € 7, (V).

Como 7,_1(F) = 0, a sequéncia exata longa implica que existe um elemento 3 € m,(X)
tal que f.(8) = —a (sen > 1) ou fu(8) = a~! (se n = 1). Pelo Lema 4.7, podemos escolher
um mapa G : D" — X que coincide com j : D" — X em 0D" e tal que [d(G,j)] = em
mX. Assim, Goi = joi = h, temos G oi = h. O mapa de diferenca [d(f o G, f o j)]
satisfaz:

[d(f o G, foj)l = £ldG j)] = fu(f) = —a (se n>1) ou a™' (se n=1).

Pelo Lema 4.8, obtemos:
[d(f 0 G,g)] = [d(f o G, f o )] + [d(f 0 j,g)] = —a+a =0 (paran > 1),

Com uma conclusao similar para n = 1. Portanto, pelo Lema 4.9, f oG ~ g relativamente
a 0D"™. O

Lema 4.10. Um mapa f : X — Y é uma fibracao de Serre se, e somente se, para todo
n > 0 e para todo diagrama:

(D™ x {0}) U (6D™ x I)igr X

[ I

DV x I . Y

existe um mapa h:D"x1— X que torna ambos os tridngulos comutativos.
Demonstracao. Para cada n > 0, existe um homeomorfismo de pares:
G: (D" x I,(D"x{0})U(@D" x 1)) — (D" x I,D" x {0}),

que indiaca o par (D" x 1, (D" x{0})U(0D™xI)) com o par mais simples (D" x I, D" x{0}).
Sob esse homeomorfismo, diagramas da forma:

(D™ x {0}) U (6D™ x I)igr X

[

D' x I . Y

sao equivalentes a diagramas da forma:

!

D" x {0} — X

~

Y] ,,”’
l i lf

DxI—— Y
g
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onde I, f,7,¢ e I sdo as versdes correspondentes dos mapas sob o homeomorfismo &.
A Proposicao 4.6 implica que sempre existe um mapa 1’ : D® x I — X tornando o
diagrama comutativo se, e somente se f : X — Y é uma fibracao. Portanto, o lema segue
diretamente.

O

Proposigao 4.13. Seja f : X — Y uma fibragao e n > 1. Suponha que temos o seguinte
diagrama comutativo:

h
OD" — X

G "

D" —'Y
g

Se F' é a fibra de f sobre algum ponto na imagem de g, e m,_1(F) = 0, entao existe
um mapa continuo G : D" — X que torna ambos os triangulos comutativos, ou seja:

1. Goi = h (o tridngulo superior comuta).

2. foG = g (o tridngulo inferior comuta).

Demonstragao. Pela Proposicao 4.12, existe um mapa G : D" — X tal que Goi = h
e foG >~ g relativamente a dD™. Isso significa que G estende h para D", e fo G é
homotopico a ¢ mantendo a borda D™ fixa. Seja H : D" x I — Y uma homotopia de
f o G para g, relativamente a dD"™. A homotopia H satisfaz:

H(d,0) = f(G(d)) e H(d,1)=g(d) paratodo de& D"

Além disso, H é constante em 0D™, ou seja, H(t,d) = g(d) parad € 0D" et € I. A
restrigdo de H a (D™ x 0N (D™ x I)) pode ser levantada para X usando G e h:

H |D"><0:G e H |BD”><I: h.

Pelo Lema 4.10, como f é uma fibragao, podemos levantar a homotopia H para uma
homotopia H' : D™ x I — X tal que:

H'(d,0)=G(d) e H'(xz,t)=h(z) para de€dD" e tel.
Definimos G’ : D™ — X por:

G'(d) = H'(d,1) paratodo de€ D"

Esse mapa G’ satisfaz:
G'oi=h e foG =g.

Portanto, G’ é o mapa que torna ambos os tridngulos comutativos.
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Proposicao 4.14. Seja f : X — Y uma fibracao trivial. Entao, para todo n > 0 e todo
diagrama da forma:

h
oD" — X

s

G R

D" —— Y
g

existe um mapa G : D™ — X que torna o diagrama comutativo, isto é:
Goi=h e foG=yg.

Demonstragao. Quando n = 0, temos D° = {x} (um tnico ponto) e D® = &. Assim, o
diagrama reduz-se a:

g — X

G .7
| 5 s

{*} l—> Y
g

Como f : X — Y é uma equivaléncia fraca, ela induz uma sobrejecao entre as com-
ponentes de caminho de X e Y (ou seja, f, : mo(X) — mo(Y") é sobrejetora). Logo, dado
g(x) : {x} = Y, existe G(x) : {x} = X tal que f(G(*)) = g(*). Assim, o caso n = 0 esta
provado. Agora suponha n > 1, neste caso temos que diagrama:

h
oD" — X

onde 7 : D™ — D™ é a inclusao da borda do disco D™. Como f : X — Y é uma fibracao,
podemos aplicar a Proposicao 4.13. Para isso, verificamos as condi¢Oes necessarias. Seja
F a fibra de f sobre um ponto na imagem de g. Como f é uma equivaléncia fraca, os
grupos de homotopia da fibra F' sao trivializados:

m,(F) =0, paratodo k >0.
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Em particular, para k& = n — 1, temos 7, 1(F) = 0, o que satisfaz as condigdes da
Proposigao 4.13. Pela Proposicao 4.12, existe um mapa continuo G : D™ — X tal que
Goi=he foG ~ g relativamente a 9D". Como f é uma fibra¢ao, podemos escolher G
de modo que foG = g (sem necessidade de homotopia). Portanto, o mapa G : D™ — X
satisfaz Goi=h e f o G = g, tornando o diagrama comutativo. O

4.7 O Axioma de Levantamento

Com base nos resultados apresentados anteriormente, em especial a Proposicao 4.14, de-
monstramos que o axioma de levantamento M4 (veja a Definigdo 4.2) é satisfeito. Essa
conclusao é estabelecida nos Teoremas 4.11 e 4.12.

4.7.1 Cofibracoes e Fibracoes Triviais

Teorema 4.11. Se f : X — Y é uma fibragao trivial, entao f possui a propriedade de
levantamento & direita com relagao a todas as cofibracoes.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.14, f : X — Y possui a propriedade de levantamento
a direita com relacao a todos os elemento de I conforme definido em 4.12, I é o conjunto
de cofibragoes geradoras, que sao mapas da forma S"™!' — D" (inclusdo da esfera no
disco). Uma cofibragao é definida como um retrato de um complexo celular relativo. Pela
Proposicao 4.4, se f possui a propriedade de levantamento a direita com respeito a todos
os elementos de I, entao f também possui a propriedade de levantamento a direita com
respeito a todas as cofibragoes. Como f é uma fibracao e uma equivaléncia fraca, ela
possui a propriedade de levantamento a direita com respeito a todas as cofibracgoes.

m

4.7.2 Cofibragoes Triviais e Fibracoes

Teorema 4.12. Se i : A — B é uma cofibragao trivial, entao ¢ possui a propriedade de
levantamento & esquerda com respeito a todas as fibragoes.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.8, podemos fatorar i : A — B como:
ASwW LB,

onde s é um complexo celular relativo de J-celulas, e t é uma fibragao (veja a Proposigao
4.6). Pela Proposicao 4.11, s é simultaneamente uma cofibragao e uma equivaléncia fraca.
Como s e i sao equivaléncias fracas, a propriedade "dois entre trés"das equivaléncias fracas
implica que t também é uma equivaléncia fraca. Como ¢ é uma fibragao e uma equivaléncia
fraca, pelo Teorema 4.11, ¢ possui a propriedade de levantamento & direita com respeito a
todas as cofibriagbes. Em particular, 7 possui a propriedade de levantamento a esquerda
com respeito a t. Pelo argumento de retragao (ver Proposi¢ao 4.1) implica que ¢ é uma
retracao de s. Como s possui a propriedade de levantamento a esquerda com respeito a
todas as fibragoes (pela Proposi¢do 4.7), ¢ também possui essa propriedade. Portanto, i

possui a propriedade de levantamento & esquerda com respeito a todas as fibragoes.
m

Corolario 4.2. Se i : A — B é simultaneamente um C'W-complexo relativo e uma
equivaléncia fraca, e p : X — Y é uma fibragdo de Serre, entao, para todo diagrama
comutativo:
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existe um mapa h : B — X que torna ambos os triangulos comutativo, ou seja:
1. hoi =g (o tridangulo superior comuta).
2. poh = f (o triangulo inferior comuta).

Demonstragao. Por hopotese, i : A — B é um C'W-complexo relativo. Como todo C'W-
complexo relativo é também um complexo celular relativo (veja a Definigao 4.4). Portanto,
i : A — B éuma cofibragao (tembém pela Defini¢ao 4.4). Além disso, ¢ ¢ uma equivaléncia
fraca por hipotese. Por hipétese, p : X — Y é uma fibracao de Serre. Pela Definicao 4.4
nossas fibracoes sao fibracoes de Serre. Pelo Teorema 4.12 afirma que, se um mapa 1, é
simultaneamente uma cofibragao e uma equivaléncia fraca, entao ¢ possui a propriedade
de levantamento a esquerda com respeito a qualquer fibragao. Nesse caso, p: X — Y ¢é
uma fibracao, e 2 : A — B é uma cofibragao trivial. Portanto, podemos aplicar o Teorema
4.12. Aplicando a propriedade de levantamento & esquerda de ¢ com respeito a p, obtemos
um mapa h : B — X tal que hoi = g e poh = f. Isso significa que h torna ambos
os triangulos do diagrama comutativos. Portanto, o mapa h : B — X satisfaz todas as
condicoes exigidas, e o resultado segue diretamente do Teorema 4.12. O

4.8 A prova do Teorema 4.1

Demonstracao. Devemos verificar que as cinco condigoes da Defini¢ao 4.2 sao satisfeitas
para as classes de equivaléncias fracas, cofibragoes e fibragoes da Definicao 4.4.

1 Axioma do Limites M1:
A categoria dos espagos topoldgicos é assumida como completa e cocompleta, contendo
tanto os limites quanto os colimites para qualquer diagrama pequeno.

2 Axioma Dois de Trés M2:

Sejam f: X — Y eg:Y — Z mapas de espacos topologicos, com go f : X — Z
definido. Se dois dentre f, g ou go f forem equivaléncias fracas, entao o terceiro também
serd uma equivaléncia fraca.

Primeiramente, se dois desses mapas induzem isomorfismos no conjunto de componen-
tes de caminho, entao o terceiro também o faz.

No caso em que f e g sao equivaléncias fracas, ou g e g o f sao equivaléncias fracas,
o resultado segue da aplicacao da propriedade das trés ao nivel dos homomorfismos nos
grupos de homotopia.

Se f e go f sao equivaléncias fracas, entao qualquer ponto-base em Y estd na mesma
componente de caminho que a imagem de f. Assim, é suficiente verificar que os grupos de
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homotopia baseados na imagem de f também sao isomorfismos, o que segue diretamente
da propriedade das trés para homomorfismos de grupos.

3 Axioma do Retracao M3:

e Uma retracao de uma equivaléncia fraca também é uma equivaléncia fraca, pois uma
retragdo de um isomorfismo de grupos (ou de componentes de caminho) é ainda um
isomorfismo.

e Um retragao de uma cofibragao ¢ uma cofibracao, pois uma retragao de um complexo
celular relativo é ele mesmo um complexo celular relativo.

e Um retracao de uma fibracao ¢ uma fibragao, conforme mostrado pela Proposicao
4.6 e pelo Lema 4.5.

4 Axioma de Levantamento M4:

e Se i é uma cofibragdo e p é uma fibracao que também é uma equivaléncia fraca, o
resultado segue do Teorema 4.11.

e Se i é uma cofibracao e também uma equivaléncia fraca, e p € uma fibragao, entao
o resultado segue do Teorema 4.12.

5 Axioma de Fatoragao Mb5:

e A fatoragao de qualquer mapa em uma cofibracao seguida de um mapa que é tanto
uma fibracao quanto uma equivaléncia fraca é garantida pela Proposi¢ao 4.10.

e A fatoracao de qualquer mapa em um mapa que é tanto uma cofibracao quanto uma
equivaléncia fraca, seguida de uma fibragao, é garantida pela Proposicao 4.11.

Portanto, os cinco axiomas sao satisfeitos, estabelecendo a estrutura de categoria mo-
delo desejada. O
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Capitulo 5

Uma Estrutura de Categoria Modelo na
Categoria de Categorias Simpliciais

Neste capitulo, construimos uma estrutura de categoria modelo na categoria de catego-
rias simpliciais pequenas, denotada por SC. As categorias simpliciais, entendidas como
categorias enriquecidas sobre conjuntos simpliciais, desempenham um papel central no
estudo de teorias de homotopia. Em particular, a localizagao simplicial de uma categoria
modelo M, conforme introduzida por Dwyer e Kan [5], fornece uma categoria simplicial
que encapsula a informacao homotopica contida em M. A construcao de uma estrutura
de categoria modelo em SC é, portanto, um passo fundamental para o estudo da teoria
da homotopia das teorias de homotopia.

5.1 Contexto Histérico e Motivacao

Em uma versao preliminar do livro [3], Dwyer, Hirschhorn e Kan propuseram uma estru-
tura de categoria modelo cofibrantemente gerada na categoria de categorias simpliciais.
No entanto, como observado por Toén e Vezzosi [2], essa proposta apresentava uma incon-
sisténcia crucial: algumas das cofibragoes aciclicas geradoras sugeridas nao eram, de fato,
equivaléncias fracas. Este capitulo corrige essa lacuna ao apresentar um conjunto alter-
nativo de cofibracoes aciclicas geradoras que sao verdadeiras equivaléncias fracas. Essas
cofibragoes, juntamente com as cofibracoes geradoras originais, permitem estabelecer a
estrutura de categoria modelo desejada.

A existéncia dessa estrutura tem implicagoes significativas. Em [1], ¢ demonstrado
que ela é Quillen equivalente a outras trés estruturas de categoria modelo, o que é de
grande interesse tanto para a teoria da homotopia quanto para a teoria das categorias
superiores. Além disso, categorias simpliciais sao ferramentas essenciais em geometria
algébrica homoto6pica, como destacado no trabalho de Toén e Vezzosi [2].

5.2 Definicoes Preliminares

Antes de prosseguir, é necessério estabelecer algumas defini¢des e notacoes fundamentais.
Uma categoria simplicial é uma categoria enriquecida sobre a categoria de conjuntos
simpliciais. Dados dois objetos a e b em uma categoria simplicial C, denotamos por
Home¢(a, b) o complexo de fungdes, ou conjunto simplicial de mapas a — b em C. Essa
nog¢ao ¢ mais restritiva do que a de um objeto simplicial na categoria de categorias, pois
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exige que todos os operadores simpliciais induzam o mapa identidade nos objetos das
categorias envolvidas [4,2.1].

Assumiremos que todas as categorias simpliciais consideradas sao pequenas, ou seja,
possuem um conjunto de objetos. Um functor entre duas categorias simpliciais f : C — D
consiste em um mapa entre os conjuntos de objetos f : Ob(C) — Ob(D) e mapas entre os
complexos de fungoes f : Home(a,b) — Homp(fa, fb), compativeis com a composigao.
A categoria SC, cujos objetos sao categorias simpliciais pequenas e cujos morfismos sao
functores entre elas, sera o foco principal deste capitulo.

5.2.1 Estrutura e Terminologias

Uma estrutura de categoria modelo em uma categoria C consiste na escolha de trés classes
de morfismos: fibragoes, cofibracoes e equivaléncias fracas. Um morfismo que é simulta-
neamente uma (co)fibragdo e uma equivaléncia fraca é denominado (co)fibragao aciclica.
Essa estrutura deve satisfazer cinco axiomas, conforme detalhado em [10, 3.3].

Para definir essas classes em SC, introduzimos algumas notagoes adicionais. Dada
uma categoria simplicial C, denotamos por moC a categoria dos componentes de C, cujos
objetos sao os mesmos que os de C e cujos morfismos sao dados por:

Hom, c(a,b) = mHome(a, b).

Se f:C — D é um morfismo de categorias simpliciais, denotamos por myf : moC — mD
o morfismo induzido entre as categorias dos componentes.

Um morfismo e € Home(a,b)y é uma equivaléncia homotopica se ele se torna um
isomorfismo em mC.

5.2.2 Classes de Morfismos em SC

As trés classes de morfismos em SC sao definidas da seguinte forma:

1. Equivaléncias Fracas: Um morfismo f : C — D é uma equivaléncia fraca se
satisfaz as seguintes condigoes:

e (W1) Para quaisquer objetos a; e ay em C, o morfismo Home(ay,az) —
Homp(fay, fas) é uma equivaléncia fraca de conjuntos simpliciais.
e (W2) O funtor induzido 7o f : moC — meD é uma equivaléncia de categorias.

2. Fibragoes: Um morfismo f : C — D é uma fibragao se satisfaz as seguintes condi-
coes:

e (F1) Para quaisquer objetos a; e as em C, o morfismo Home(aj,az) —
Homp(fay, fas) ¢ uma fibragdo de conjuntos simpliciais.

e (F2) Para qualquer objeto a; € C, objeto b € D, e equivaléncia homotopica
e : fay — b em D, existe um objeto a; € C e uma equivaléncia homotdpica
d:a; — ay em C tal que f(d) =e.

3. Cofibragoes: Um morfismo é uma cofibragao se possui a propriedade de levanta-
mento a esquerda em relagao a todos os morfismos que sao simultaneamente fibragoes
e equivaléncias fracas.
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5.3 Resultado Principal

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 5.1. Existe uma estrutura de categoria modelo na categoria SC de todas as ca-
tegorias simpliciais pequenas, com as equivaléncias fracas, fibragoes e cofibracoes definidas
acima. Além disso, essa estrutura é cofibrantemente gerada.

A demonstracao deste teorema sera desenvolvida ao longo do capitulo, com base em
uma proposicao geral sobre categorias modelo cofibrantemente geradas, conforme apre-
sentada por Hirschhorn [9,11.3.1].

Proposicao 5.1. Seja M uma categoria com todos os limites e colimites pequenos e
classes especificadas de equivaléncias fracas e fibragoes. Defina um mapa como uma
cofibracao se ele possui a propriedade de levantamento & esquerda em relacao as fibracoes
aciclicas. Suponha que:

1. A classe de equivaléncias fracas é fechada por retragoes e satisfaz a propriedade
"dois de trés [6,3.3].

2. Existem conjuntos C' e A de mapas em M que satisfazem as seguintes propriedades:

(a) Tanto C' quanto A permitem o argumento do objeto pequeno [9, 10.5.15];

(b) Um mapa é uma fibragao se, e somente se, possui a propriedade de levanta-
mento a direita em relagao aos mapas em A;

(¢) Um mapa é uma fibracao aciclica se, e somente se, possui a propriedade de
levantamento a direita em relagao aos mapas em C

(d) Um mapa é uma cofibragao aciclica se, e somente se, possui a propriedade de

levantamento a esquerda em relacao as fibragoes.

Entao, existe uma estrutura de categoria modelo cofibradamente gerada em M, na qual
C' é um conjunto de cofibragoes geradoras e A é um conjunto de cofibragdes aciclicas
geradoras.

5.3.1 Conjuntos Simpliciais e a Estrutura de Categoria Modelo
em SSets

Seja SSets a categoria de conjuntos simpliciais. Recorde que, em SSets, para qualquer
n > 0, temos:

e O n-simplexo A[n],
e Sua borda A[n], e

e Para todo 0 < k < n, V[n, k], que é A[n] com a k-ésima face removida.

Dado um conjunto simplicial X, denotamos por |X| sua realizacdo geométrica. A
estrutura padrao de categoria modelo em SSets é cofibradamente gerada; as cofibracoes
geradoras sao os mapas A[n] — Aln], para n > 0, e as cofibragoes aciclicas geradoras
sao os mapas V[n, k] — A[n], paran > 1 e 0 < k < n. Mais detalhes sobre conjuntos
simpliciais e a estrutura de categoria modelo sobre eles podem ser encontrados em [10].
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Existe um funtor:

U : SSets — SC, (5.1)

que leva um conjunto simplicial X & categoria com objetos x e y, e com Hom(z,y) = X,
mas sem outros morfismos nao identitarios.

Chamaremos um conjunto simplicial K fracamente contratil se todos os grupos de
homotopia de |K| forem triviais.

Referimo-nos & estrutura de categoria modelo na categoria de categorias simpliciais
com um conjunto fixo O de objetos, denotada por SCp, onde todos os morfismos induzem o
mapa identidade nos objetos, conforme definida por Dwyer e Kan em [5]. As equivaléncias
fracas sao os mapas que satisfazem a condicao W1, e as fibragoes sao os mapas que
satisfazem a condigao F1.

5.3.2 Cofibracoes e Cofibracoes Aciclicas Geradoras

Podemos entao definir nossas cofibracoes geradoras e cofibragoes aciclicas geradoras da
seguinte forma:
As cofibragoes geradoras sao os mapas:

e (C1) UA[n] — UAn] paran > 0; e

e (C2) ¢ — {z}, onde ¢ é a categoria simplicial sem objetos e {z} denota a categoria
simplicial com um tnico objeto x e sem morfismos nao identitérios.

As cofibragoes aciclicas geradoras sao:

e (A1) os mapas UVn, k] - UA[n] para n > 1.

e (A2) mapas de inclusao {z} — H que sdao DK-equivaléncias, onde {x} é como
definido em C2, e H é um conjunto de representantes para as classes de isomorfismo
de categorias simpliciais com dois objetos x e y, complexos funcionais fracamente
contrateis, e apenas um nimero contavel de simplexos em cada complexo funcional.
Além disso, exigimos que o mapa de inclusao {z} II {y} — H seja uma cofibragao
em SC {z,y}-

5.3.3 Propriedades da Estrutura de Categoria Modelo

Essa estrutura de categoria modelo é préopria a direita. Lembre-se de que uma categoria
modelo é propria a direita se todo pullback de uma equivaléncia fraca ao longo de uma
fibracao é uma equivaléncia fraca. Seria ttil saber se essa estrutura de categoria modelo
também é propria a esquerda, ou seja, se todo pushout de uma equivaléncia fraca ao longo
de uma cofibracao é uma equivaléncia fraca. Atualmente, nao sabemos se essa condigao é
satisfeita para SC. Também seria interessante verificar se SC possui a estrutura adicional
de uma categoria modelo simplicial, mas até o momento nao encontramos tal estrutura.

A ideia por tras do conjunto A2 de cofibracoes aciclicas geradoras é o fato de que duas
categorias simpliciais podem ter uma equivaléncia fraca entre elas que nao seja uma bijegao
nos objetos, assim como duas categorias podem ser equivalentes mesmo que nao possuam
os mesmos objetos. Apenas exigimos que nossas equivaléncias fracas sejam sobrejetivas
nas classes de equivaléncia dos objetos. Assim, devemos considerar cofibracoes aciclicas
para as quais os conjuntos de objetos nao sejam isomorfos. A exigéncia de que existam
apenas um niumero contavel de simplexos ¢ incluida para garantir que tenhamos um
conjunto, em vez de uma classe propria de mapas.
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5.4 As Cofibras Aciclicas Geradoras

Nesta secao, mostraremos que um mapa em SC satisfaz as propriedades F1 e F2 se, e
somente se, ele possui a propriedade de levantamento a direita em relacao aos mapas em
A1l e A2. Comecamos apresentando alguns fatos sobre a estrutura de categoria modelo
de Dwyer-Kan SC» na categoria de categorias simpliciais com um conjunto fixo O de
objetos.

As equivaléncias fracas sao os mapas que satisfazem a propriedade W1, e as fibragoes
sao os mapas que satisfazem a propriedade F1. As cofibracoes sao os mapas que possuem
a propriedade de levantamento a esquerda em relacao as fibragoes aciclicas. Contudo,
gostarfamos de uma descricao mais explicita das cofibragoes nesta categoria, para a qual
precisamos de algumas definigbes. Se C é uma categoria simplicial, entao seja Cy a cate-
goria (discreta) cujos os morfismos sao os k-simplexos dos morfismos de C.

Definigao 5.1. [5,7.4] Um mapa f : C — D em SCp ¢é livre se:
1. O mapa f é um monomorfismo;

2. Se x denota o produto livre, entao, em cada dimensao simplicial k, a categoria Dy
admite uma tunica fatoragao livre Dy = f(Cy) * Fi, onde Fj, é uma categoria livre; e

3. Para cada k > 0, todas as degeneragoes dos geradores de Fj, sao geradores de Fy1.

Defini¢ao 5.2. [5,7.5] Um mapa f : C — D de categorias simpliciais é uma retragao
forte de um mapa f’: C — D’ se existir um diagrama comutativo da forma:

C
I
f D f
D y D
id

Com isso, temos que (conforme sec¢ao (7.6) em [5]) , as cofibragées de SCo» s@o pre-
cisamente as retracgoes fortes de mapas livres. Em particular, uma categoria simplicial
cofibrante é uma retragao de uma categoria livre.

Com base nesses fatos, prosseguimos com a discussao sobre as cofibragoes aciclicas
geradoras.

Recordemos em (5.1) que U : SSets — SC ¢é o functor que leva conjuntos simpliciais
a categorias simpliciais. Consideramos primeiro o conjunto A1, de mapas UVn, k] —
UA[n] paran > 0e 0 < k < n. Usando a estrutura de categoria modelo em conjuntos
simpliciais, vemos que um mapa de categorias simpliciais possui a propriedade de levan-
tamento a direita em relacao aos mapas em Al se, e somente se, satisfaz a propriedade
F1.

Agora, consideremos os mapas em A2, que também gostariamos que fossem cofibragoes
aciclicas geradoras, e mostraremos que os mapas com a propriedade de levantamento a
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direita em relacao aos mapas em Al e A2 sao precisamente os mapas que satisfazem as
condicoes F1 e F2. A demonstracao dessa afirmacao ocupard o restante desta secao, e
trataremos cada implicacao separadamente.

Proposigao 5.2. Seja f : C — D um mapa de categorias simpliciais que possui a propri-
edade de levantamento a direita em relacao aos mapas em Al e A2. Entao, f satisfaz a
condicao F2.

Antes de provar essa proposi¢ao, enunciamos o seguinte lema.

Lema 5.2. Seja F uma categoria simplicial (discreta) com conjunto de objetos {x, y} e um
tnico morfismo nao identidade g : * — y. Seja £ uma categoria simplicial também com
conjunto de objetos {x,y}. Seja i : F — £ um mapa que envia g para uma equivaléncia
homotopica em Homg (z,y). Este mapa i pode ser fatorado como uma composigao F —
H — &' de forma que o mapa composto {x} — F — H seja isomorfo a um mapa em A2.

A prova deste lema sera apresentada na Se¢ao X. Agora, provamos a Proposicao 5.2
assumindo o Lema 5.2.

Prova da Proposicao 5.2. Dados objetos a; € C e b € D, queremos mostrar que uma equi-
valéncia homotopica e : f(a;) — b em D pode ser elevada a uma equivaléncia homotopica
d:a; — ay para algum ap € C, tal que f(a2) = be f(d) = e. Comegamos considerando
os objetos a = f(a;) e b em D.

Caso 1: a # b.

Definimos £’ como a subcategoria simplicial plena (completa) de D com objetos a =
f(a1) e b. Seja F uma categoria simplicial com objetos a e b e um tnico morfismo nao
identidade g : @ — b. Seja i : F — £ 0 mapa que envia g para a equivaléncia homotopica
e:a — bem Homg (a,b). Pelo Lema 5.2, podemos fatorar o mapa ¢ como:

i FLut e

de forma que o mapa composto {a; } — {a} — H seja isomorfo a um mapa em A2. Como
a = f(a1), o composto {a;} — {a} & H também ¢é isomorfo a um mapa em A,.

. .~ k L , . ~
Considere agora a composicao H — & — H, onde ¢ : & — D ¢ o mapa de inclusao.
Esses mapas se ajustam em um diagrama comutativo:

{01}4>C

17

’H—)

onde u é o mapa original, v é isomorfo a um mapa em A2 e w é a composi¢cao dos mapas k
e t. A existéncia do levantamento h : H — C é garantida pela hipotese de que f: C — D
possui a propriedade de elevacao a direita com respeito a todos os mapas em A2.

Compondo o mapa g : F — H com o levantamento h, obtemos um mapa d : a; — as
em C, tal que f(d) = e. Como todos os morfismos em H sao equivaléncias homotopicas,
segue que d também é uma equivaléncia homotopica.
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Caso 2: a =b.

Defina £ como a categoria simplicial com dois objetos a e a’, onde cada complexo
funcional de & é o conjunto simplicial Homg (a, a), e as composigdes sao definidas como
em D. Definimos um mapa & — D que envia ambos os objetos de £ para a em D, e
é a identidade nos complexos funcionais. Com esta nova definicdo de &', o argumento
procede de maneira andloga ao caso anterior, garantindo a existéncia de d : a; — ao em
C, com f(d) = e, completando a prova. ]

Vamos agora provar o inverso.

Proposicao 5.3. Suponha que f : C — D seja um mapa de categorias simpliciais que
satisfaz as propriedades F'1 e F2. Entao, f possui a propriedade de levantamento a direita
com respeito aos mapas em A2.

Antes de provar esta proposi¢ao, apresentamos o seguinte lema.

Lema 5.3. Suponha que o/ : A — B seja uma cofibracéo, § : C' — D seja uma fibragao, e
~": B" — B seja uma equivaléncia fraca em uma categoria modelo M. Entao, no seguinte
diagrama comutativo:

existe um levantamento ¢ : B — C' se, e somente se, existe um levantamento ¢’ : B" — C'.

Demonstrag¢ao. (=): Suponha que existe um levantamento ¢ : B — C. Definimos ' :
B’ — C como a composi¢ao ' = ¢ o+'. Como v : B' — B é uma equivaléncia fraca e
¢ : B — C é um levantamento, a comutatividade do diagrama é preservada, e 1" satisfaz
as condicoes necessarias. Portanto, a existéncia de ¢ implica a existéncia de 1)’

(«<): Suponha que existe um levantamento ¢’ : B — C. Como +' : B’ — B é uma
equivaléncia fraca, podemos fatora-la da seguinte forma:

v:B % B" % B
onde v, : B — B” é uma cofibracao trivial e 75 : B” — B é uma fibracao trivial. Como
a: A — B éuma cofibragao e 75 : B” — B é uma fibrac¢ao, entao no seguinte diagrama:

A ¢ » B’ n » B
',«‘r

Ctl ,"""A l/}/2

B B
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existe um levantamento A : B — B” tal que Aoa =7,0a’ e 150\ =idp.
Por outro lado, como v, : B’ — B” é uma cofibracao e g : C'— D, entao no seguinte
diagrama:

existe um levantamento p : B” — C' que torna o diagrama comuta, ou seja, oy, = v
efop=do.
Definimos ¢ : B — C' como a composi¢ao ¢ = p1o X\. Assim, temos

' =(poX)oy=po(Xoy)=poy =1

Logo, a comutatividade do diagrama é preservada, pois ¢ é construido a partir de
levantamentos que respeitam a estrutura da categoria modelo. Portanto, a existéncia de
Y : B — C implica a existéncia de ¢ : B — C. Concluimos que ¢ existe se, e somente
se, 1) existe. O

Prova da Proposi¢ao 5.3: Precisamos mostrar que, para qualquer diagrama da forma:
€x()
{e} ———
.
T -
Bu e
fep!

C
‘f
H— D

onde fy : {r} — H ¢é um mapa em A2, existe um levantamento 7 : H — C tal que
Jfov =P

Dado um objeto a; € C e uma equivaléncia homotépica e : a = f(a;) — b em D, a
propriedade F2 de f garante que existe um objeto as € C e uma equivaléncia homotopica
d: a; — ay tal que f(d) = e. Seja g : * — y uma equivaléncia homotépica em H.
Definimos F como a subcategoria simplicial de H consistindo dos objetos = e y e um
tinico morfismo ¢ nao identidade. Considere o mapa composto fy : {x} ~» F LN H. O
diagrama correspondente é:



{z} —= 5 C
A

-
L
-
R
¥y //
P
L
-
b
F J
a2
4 e
H » D

fedl

onde o ¢ a inclusao de {z} em F, 35 ¢ a inclusao de F em H. Como o mapa F — D por
meio de H consiste em equivaléncias homotopicas, a imagem de g em D é uma equiva-
léncia homotopica. Assim, a existéncia do levantamento v, : / — C no diagrama acima
decorre do fato de que o mapa f satisfaz a propriedade F2. Agora, precisamos mostrar
que o restante da categoria simplicial H pode ser "levantado"para C no diagrama original.

Caso geral a # b :

Suponha que a # b, ou seja, a; # az, onde ay, as € C. Definimos C’ como a subcategoria
simplicial de C gerada pelos a1 e as, renomeados como = e y. Assim, denote C’ isomorfa
a uma categoria simplicial com objetos {x,y}. Analogamente, definimos D’ como sendo
a subcategoria simplicial de D gerada pelos objetos x e y. Trabalharemos agora com as
categorias C' e D' que tém objetos fixos {z, y}, permitindo operar no contexto da categoria
SCyy,y de categorias simpliciais com conjunto fixo de objetos {z,y}.

Construimos a categoria £ como o pullbach no seguinte diagrama:

£ L

Ay &

Observe que o mapa d; : C' — D’ ainda é uma fibracao em SC, e de fato ¢ uma fibracao
em SCp,y. O mapa f3 : £ — H também é uma fibracdo em SCy, ) (conforme secdo
(3.14) [6]).

Pelo Lema 5.2 podemos fatorar o mapa as : F — £ como ag : F —» H' B, £, onde
o : F — H' é uma cofibracao aciclica e 85 : H' — £ é uma fibracao. Note que H' é uma
categoria simplicial tal que o mapa composto {z} =% F 25 H’ & isomorfo a um mapa em
A2. Além disso, o mapa de composi¢ao

R VRN N
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onde 8 : H' — H é uma equivaléncia fraca em SCy, .}, uma vez que todos os complexos de
funcoes de ‘H e H’' sao fracamente contrateis. Assim, consideremos o seguinte diagrama:

J: id J: &3] 'j[ £

Como o mapa [ é uma equiveléncia fraca, o mapa a3 : £ — D é uma fibragao e o mapa
By : F — H é uma cofibragao. Logo, segue pelo Lema 5.3, que existe o levantamento
v3 : H — £ como desejado.

Caso particular a = b:

Quando a = b, as categorias simpliciais D’ (e possivelmente C’) possuem apenas um
objeto, denotado por z, pois a e b colapsam em um tnico ponto em D’ e C'. Nesse caso,
definimos uma nova categoria simplicial D” com dois objetos x e vy, onde o complexo de
fungdes é Hompr (x,z) é igual a Homp/(x,x). Esse procedimento replica o argumento
usado na Proposi¢ao 5.2. Podemos entao fatorar o mapa ¢ : H — D’ através do objeto
D"

q:H Lpr 4y

onde ¢" : H — D" ¢ uma fibracdo assumida pela construcao da categoria modelo SCy, .
O mapa ¢ : D" — D’ é definido como os objetos ¢'(x) = ¢'(y) = a e ¢’ é a identidade
nos complexos Hompr (z, x) e Hompr (y,y). De maneira analoga, se C’' possui apenas um
objeto, construimos a categoria simplicial C"” com dois objetos x e y, onde Homer (x, z) =
Home: (z, ). O mapa v : C” — C’ também é identidade nos complexos de fungoes. Agora,
consideremos o seguinte diagrama:

F L c v el
’H f"‘/'jr
. -
i 1% /," J'H ’__-"’ R
B2 e Tk S
/(/ ’f’ﬂ‘
e
H — D" - 124
q q

onde t : F — C"” é uma cofibragao, pois F é uma subcategoria gerada por x e y e
a inclusao é livre, o mapa ¢” : H — D" é uma fibragao assumida pela construgao da
categoria modelo SCy, 3 em [6], e f' : C" — D" é uma equivaléncia fraca, pois C” e
D" tém a mesma estrutura simplicial e os mesmos complexos de fungoes. Portanto, pelo

Lema 5.3, existe um levantamento &' : H — C” tal que f" ok’ = ¢”. A existéncia do
levantamento &’ implica que ha um mapa ¢” : ‘H LN N ) que comuta. A composi¢ao

H ¥ ¢ Y ¢ fornece o levantamento & : H — C' tal quevok =k m

101



5.5 Estrutura de Categoria Modelo

Para demonstrar que a estrutura de categoria modelo proposta existe, é necessério mostrar
que nossas defini¢coes sao compativeis entre si. Em particular, precisamos provar que os
morfismos com a propriedade de levantamento & esquerda em relacao as fibragoes sao
exatamente as cofibracoes aciclicas, e que os morfismos com a propriedade de levantamento
a direita em relagao as cofibragoes geradoras sao precisamente os mapas que sao fibragoes
e equivaléncias fracas. Antes de provar essas afirmacoes, entretanto, verificaremos que os
trés primeiros axiomas de categoria modelo sao satisfeitos em SC.

Proposicao 5.4. A categoria SC possui todos os limites e colimites finitos, e sua classe
de equivaléncias fracas é fechada sob retracoes e satisfaz a propriedade “dois de trés”.

Demonstracao. Pode-se demonstrar que a categoria de todas as categorias simpliciais
possui todos os coprodutos e coequalizadores e, portanto, todos os colimites finitos, bem
como todos os produtos e equalizadores, e, consequentemente, todos os limites finitos.
Para provar a existéncia de coequalizadores, por exemplo, utilizamos a existéncia de
coequalizadores para conjuntos (nos objetos) e conjuntos simpliciais (nos morfismos). As
duas propriedades para a classe de equivaléncias fracas seguem como de forma usual,
como, por exemplo, em [9, 8.10]. ]

Inicialmente, consideremos os conjuntos C1 e C2. Suponha que temos um mapa
f :C — D, o qual é uma fibracao e uma equivaléncia fraca. Utilizando a categoria
modelo de conjuntos simpliciais, podemos observar que um mapa satisfaz as condig¢oes
F1 e W1 se, e somente se, ele possui a propriedade de levantamento a direita em relagao
aos mapas UA[n] — UA[n], para n > 0, onde U é o funtor (5.1) dos conjuntos simpliciais
para categorias simpliciais.

Contudo, os mapas UA[n] — UA[n] geram apenas aquelas cofibras entre categorias
simpliciais com o mesmo nimero de objetos, uma condi¢ao que nao exigimos para nossas
cofibras de categorias simpliciais. Portanto, incluimos como uma cofibra geradora o mapa
izt p — {x} da categoria simplicial sem objetos (¢) para a categoria simplicial com um
inico objeto x e sem morfismos nao-identitarios. Em outras palavras, estamos incluindo
a adicao de um objeto como uma cofibra.

Proposicao 5.5. Um mapa f : C — D em SC é uma fibragao e uma equivaléncia fraca
se, e somente se, possui a propriedade de levantamento a direita com respeito aos mapas
de C1 e C2.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que f : C — D seja simultaneamente uma fibragao
e uma equivaléncia fraca. Pelas condi¢oes F1 e W1, o mapa

¢C : Homc(a, b) — Homp(f(a), f(b))

¢ uma fibragao aciclica de conjuntos simpliciais para quaisquer objetos a e b em C. Em
outras palavras, existe um levantamento no seguinte diagrama:
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Aln) = Home(a, b)

}rj P f,bC

Aln] ———— Homp(f(a), f(b))
onde « é a inclusao da borda do n-simplexo no complexo funcional de C, ¢ é o mapa
induzido pelo morfismo f, 8 é o mapa de inclusao do bordo do n-simplexo no n-simplexo
completo, v é o mapa que descreve como o n-simplexo completo ¢ mapeado no complexo

funcional e o levantamento 1 garante que o diagrama comute.
No entanto, ter este levantamento é equivalente a ter um levantamento no diagrama:

UA[n] — < sc
=
B o )

UAln

,.:r..‘ D

onde 0 mapa o' envia a borda do n-simplexo para a categoria simplicial C usando o funtor
U, f &€ o mapa entre as categorias simpliciais, 5’ ¢ o mapa que transforma a borda do
n-simplexo em seu correspondente n-simplexo completo no contexto de categorias simpli-
ciais, via o funtor U, +' este mapa aplica o n-simplexo completo na categoria simplicial
D usando o funtor U e ¢’ é o levantamento que garante a comutatividade do diagrama,
note que em que os objetos x e y de U A[n] mapeiam para a e b em C, de maneira analoga
para UA[n| e D. Assim, f possui a propriedade de levantamento a direita com respeito
aos mapas em C1.

Resta mostrar que f possui a propriedade de levantamento a direita em relacao ao
mapa if, . : ¢ — 2 . Este mapa equivale a f ser sobrejetor em objetos. A sobrejetividade
em classes de equivaléncia homotopicas de objetos decorre da condicao W2. Suponha
que € : a — b seja um isomorfismo em D, e que exista um objeto a; em C tal que fa; =
a. Como e é uma equivaléncia homotoépica, pela condicao F2, existe uma equivaléncia
homotopica d : a; — as em C tal que fd = e. Em particular, as € mapeado para b por f.

Agora, suponha que f possui a propriedade de levantamento & direita em relacao aos
mapas de C1 e C2. Usando a estrutura de categoria modelo sobre conjuntos simpliciais,
temos que o mapa

¢c : HOmc(CL, b) — Homp(f(a), f(b))
é tanto uma fibracao quanto uma equivaléncia fraca, satisfazendo F1 e W1. Assim, segue
que
mo(¢c) : Homgye(a, b) — Home,p(f(a), f(b))

é um isomorfismo. Além disso, a propriedade de levantamento a direita em relacao ao
mapa i,, : ¢ — {x} equivale a f ser sobrejetor em objetos. Estas duas observacoes
implicam que 7y f : moC — myD é uma equivaléncia de categorias, provando W2.
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Por fim, resta mostrar que f satisfaz a condicao F2. Pela Proposicao 5.2 e pelo fato
de que satisfazer F'1 é equivalente a possuir a propriedade de levantamento & direita em
relacao aos mapas de A1, basta mostrar que f possui a propriedade de levantamento a
direita em relagdo aos mapas de A2. No entanto, um mapa {x} — H em A2 pode ser
escrito como uma composi¢do (possivelmente infinita) de um pushout ao longo de iy ,,
seguido por pushouts ao longo de mapas da forma U A[n] — UA|n]. Como f possui
a propriedade de levantamento a direita em relagao a todos esses mapas, segue que f
também satisfaz a condigao F2. O]

Proposicao 5.6. Um mapa em SC ¢é uma cofibracao aciclica se e somente se ele tem a
propriedade de elevagao a esquerda com relacao as fibragoes.

A prova exigird o uso do seguinte lema:

Lema 5.4. Seja f : A — B um mapa em Al ou A2, ei: A — C um mapa qualquer em
SC. Entao, no diagrama pushout:

A— ¢
J I
Bf}f{)

o mapa f':C — D é uma equivaléncia fraca.

Demonstracao. Caso 1: Suponha inicialmente que o mapa f : A — B pertence a A2.
Seja O o conjunto de objetos de C. Defina O' = O\ {z} onde = € O é um objeto mapeado
por i : A — C. Para simplificar a notagao, assumimos que i(z) = x. Sejam, = e y objetos
de H. Denotamos por O a categoria simplicial com conjunto de objetos @' e nenhum
morfismo de nao identidade. Considere o diagrama:

X =0y} ——— C[{y} =C

H=0]]H _ » D

12

note que D também ¢é o pushout deste diagrama. Como X é o conjunto de objetos das
categorias envolvidas, h : X — H’ é uma cofibracao em SCy.
O mapa u : X — C’ pode ser fatorado como:

u: X 2B

onde u; : X — C” é uma cofibracao e uy : C” — C’ € uma fibragao aciclica.
Pela propriedade de SCx ser uma categoria modelo propria [5, 7.3], segue de [6,13.5.4]
que os pushouts de cada linha no diagrama:
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Hr 1 {:tr i N C,r

td id LS
H r h X iy C "

T id id
o N X . c"

(k) iy

sao fracamente equivalentes entre si. Em particular, o pushout da linha inferior é fraca-
mente equivalente a D. Resta mostrar que ha uma equivaléncia fraca de pushouts das
linhas no seguinte diagrama:

(k)

i
moH' X - > C"
in’f,n."H.r ad ua
KL H}' X p 7 C!

(k) i

No entanto, um calculo mostra que o pushout da linha inferior é fracamente equivalente
em SC ao pushout do seguinte diagrama:

moH 5 {z} =S¢
Portanto, o pushout da linha superior é fracamente equivalente ao pushout da linha

inferior. Segue-se que o mapa [’ : C — D é uma equivaléncia fraca em SC.
Para os mapas em A1, consideramos os seguintes diagramas pushout:

UVin, k] —2—— C

UAln] ————— D
J

Como antes, seja O o conjunto de objetos de C. Definimos 0" = O\ {z,y}. (No-
vamente, para simplicidade de notacao, assumimos que j(z) = z e j(y) = y ). Agora,
consideramos o seguinte diagrama:
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O'UVn k] —2—— ¢

F.’ v

O"[[UAR] ————— D
J

em SCp. Como o mapa t’ é uma equivaléncia fraca, e assumindo que o mapa j” é uma
cofibragao (podendo ser fatorado, se necessario, como discutido anteriormente), podemos
novamente usar o fato de que SCp é proprio. Assim, o mapa p : C — D é uma equivaléncia

fraca em SCp o que implica que também é uma equivalencia fraca SC.
]

5.5.1 Prova da Proposicao 5.6

Demonstra¢ao. Suponha que o mapa f : C — D seja uma cofibragao aciclica. Pelo
argumento do pequeno objeto [9, Sec.7| ou [6, Cap.11], podemos fatorar o mapa f como
a composicao de dois mapas:
cHC 5D

onde C" é obtido a partir de C como um colimite direto de pushouts iterados ao longo dos
mapas em Al e A2. Assim, pelo Lema 5.4 e pelo fato de que um colimite direto de tais
mapas é uma equivaléncia fraca, segue que o mapa i : C — C' é uma equivaléncia fraca e
o mapa p : C' — D possui a propriedade de levantamento a direita em relacao aos mapas
em Al e A2.

Pela Proposicao 5.3, o mapa p ¢ uma fibracao. Como f :C — D ei: C — (' sao
equivaléncias fracas, segue do axioma MC2 que p também é uma equivaléncia fraca. Em
particular, por definicao de cofibracao, p possui a propriedade de levantamento & direita
em relacao as cofibracoes. Portanto, existe um levantamento no seguinte diagrama:

-

]

onde 7 é o mapa induzido no colimite, p é a fibragao resultante e o levantamento obtido
pela propriedade de levantamento. Como f : C — D é um retrato do mapa i : C — (',
segue que f possui a propriedade de levantamento a esquerda em relacao as fibragoes.

Por outro lado, suponha que o mapa f : C — D tenha a propriedade de levantamento
a esquerda em relacao as fibracgoes aciclicas, o que implica que f é uma cofibracao por
definicao. Novamente podemos fatorar f como:

chLonp

onde C’ é obtido a partir de C por pushouts iterados dos mapas em Al e A2.
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Mais uma vez, o mapa p : C' — D possui a propriedade de levantamento & direita em
relacao aos mapas em Al e A2. Pela Proposicao 5.3, p é uma fibracao. Portanto, existe
um levantamento no diagrama:

-

L]

Pelo Lema 5.4, o mapa f : C — D é uma equivaléncia fraca, pois é um retrato do
mapa i : C — C' que também é uma equivaléncia fraca. n

Agora provamos tudo o que é necessario para a existéncia da estrutura de categoria
modelo em SC.

5.5.2 Prova do Teorema 5.1

Demonstra¢ao. Para provar que SC admite uma estrutura de categoria modelo, é neces-
sario verificar as quatro condigoes estabelecidas na Proposicao 5.1

Condicao 1: Pequenez relativa

Deve-se verificar que os objetos ¢ (a categoria vazia) e {z} (a categoria com um tunico
objeto e apenas o morfismo identidade) sao pequenos. Além disso, deve-se verificar que
os conjuntos de geradores UA[n] e UV [n, k] satisfazem a condi¢ao de pequenez relativa

em SC.

e Pequenez de ¢ e {z}:
¢ é pequeno, pois nao possui morfismos ou objetos, e sua simplicidade implica que
qualquer diagrama indexado por ¢ é finitamente acessivel. {x} é pequeno porque
contém apenas um objeto e sua simplicidade também implica acessibilidade finita.

e Pequenez relativa dos conjuntos UA[n] e UV [n, k]:
Usando a propriedade de pequenez dos geradores V'[n, k] e Aln| em SSets [10,3.1.1],
segue que UA[n] é pequeno em relacio ao conjunto C;. Analogamente, UV [n, k] é
pequeno em relagao ao conjunto A; [6,10.5.12].

Portanto, a Condigao 1 ¢ satisfeita.

Condicao 2: Fatoracao de morfismos
Deve-se verificar que todo morfismo em SC pode ser fatorado como:
e Uma cofibragao seguida de uma fibracao aciclica; ou
e Uma cofibracao aciclica seguida de uma fibracao.
Esta condigao é satisfeita diretamente pelas Proposi¢oes 5.2 e 5.3, que garantem as

respectivas fatoracoes:
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e Pela Proposicao 5.2, todo mapa que possui a propriedade de levantamento a direita
com respeito as cofibracao é uma fibracao.

e Pela Proposicao 5.3, todo mapa que satisfaz F1 e F2 possui a propriedade de
levantamento a direita com respeito aos mapas em A2.

Portanto, a Condigao 2 ¢é satisfeita.

Condigao 3: Levantamentos associados as fibracgoes e cofibragoes

E necessario mostrar que:

e Toda cofibracao aciclica possui a propriedade de levantamento & esquerda com res-
peito as fibragoes.

e Toda fibragao aciclica possui a propriedade de levantamento a direita com respeito
as cofibragoes.

Esta propriedade é demonstrada na Proposicao 5.5, que estabelece as condic¢oes de
levantamento apropriadas:

e Mapas em A1l e A2 possuem estas propriedades de levantamento por construcao.

Assim, a Condigao 3 ¢ satisfeita.

Condicao 4: Fechamento das equivaléncias fracas

Deve-se verificar que as equivaléncias fracas sao fechadas sob composicao e satisfazem as
condigOes necessarias para definir uma estrutura de categoria modelo.
A Proposicao 5.6 demonstra que:

e Todo mapa que possui a propriedade de levantamento a esquerda com respeito as
fibragoes é uma cofibracao aciclica.

e Além disso, as equivaléncias fracas em SC sao fechadas sob composic¢ao, garantindo
a estabilidade necessaria.

Portanto, a condigao 4 é satisfeita.

Como todas as condigoes da Proposicao 5.1 foram verificadas, conclui-se que a catego-
ria SC admite uma estrutura de categoria modelo com as equivaléncias fracas, fibragoes
e cofibragoes especificadas.

[]

Concluimos esta se¢ao com o seguinte resultado sobre esta estrutura de categoria do
modelo.

Proposigao 5.7. A estrutura de categoria modelo SC é propriamente a direita.

Demonstracao. Suponha que o diagrama a seguir seja um diagrama de pullback:
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ml

A=Bxp,C —1L . p
l”
s I

h

onde os mapas f: A— Bem : A— C sao as proje¢oes do pullback o mapa g : B — D
¢ uma fibracdo e o mapa h : C' — D é uma DK-equivaléncia (ou equivaléncia de Dwyer-
Kan). Devemos mostrar que f : A — B também é uma DK-equivaléncia.

Sejam x,y € A. Precisamos verificar que o mapa:

Homy(z,y) — Hompg(f(x), f(y))

é uma equivaléncia fraca de conjuntos simpliciais.

Essa propriedade segue diretamente do fato de que a estrutura de categoria modelo em
conjuntos simpliciais (SSets) é propriamente a direita [6, 7, 13.1.4]. Assim, os complexos
de funcgoes preservam equivaléncias fracas no pullback.

Agora, resta provar que o funtor my(f) : mo(A) — me(B) induzido por f é essencial-
mente sobrejetivo em objetos, garantindo que mo(A) — m(B) seja uma equivaléncia de
categorias.

Apos aplicarmos 7y ao morfismo Hom 4 (z,y) — Homp(fx, fy), o que precisamos fazer
é mostrar que A — B é essencialmente sobrejetivo sobre os objetos.

Seja b € B um objeto qualquer. Consideremos sua imagem ¢(b) € D via g : B — D.
Como h : C' — D é uma DK-equivaléncia, existe um objeto ¢ € C' e uma equivaléncia
homotopica:

a: g(b) = h(c)

em D. Como g : B — D ¢é uma fibracao, existe um objeto b’ € B e uma equivaléncia
homotopica 5 : b — b em B, tal que :

g(t') = h(c).

Pela propriedade universal do pullback A = B xp C, temos que o par (0/,c) € A
satisfaz:
f(V, ) =V,
e, combinando com a equivaléncia homotépica 5 : b — b’ obtemos uma equivaléncia
homotopica:
v b= f((V,0))
em B. Assim f: A — B é essencialmente sobrejetivo em objetos, pois para todo objeto

b € B encontramos um objeto em A que se projeta em b até equivaléncia homotopica.
m

5.6 Prova do Lema 5.2

Recordemos que temos uma categoria (simplicial) F com objetos x e y, e um tunico
morfismo nao identidade ¢ : x — y. Além disso, ha uma categoria simplicial £, também
com objetos x e y, tal que existe um mapa ¢ : F — £’ que envia g para uma equivaléncia
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de homotopica h : x — y em &£’. Primeiramente, substituimos £ por sua subcategoria das
equivaléncias homotoépicas, denotada por £. Para que nossas construcoes sejam invariantes
por homotopia, tomamos substituicoes cofibrantes funtoriais F — F e & — € na categoria
modelo SCy, .y, conforme descrito em [5,2.5]. Nessa construgao, F ¢, de fato, isomorfa a
F.

Agora, tomamos a localizacdo F~'F (respectivamente £'€), obtida invertendo for-
malmente todos os morfismos em cada grau simplicial de F e € respectivamente. Ao
tomar uma substituicao cofibrante functorial e, em seguida, a completude grupoidal, ob-
temos as localizagbes simpliciais F e £ com respeito a todos os morfismos em cada uma,
conforme definido em [5].

Essas localizacoes correspondem as finalizacoes grupoidais de F e &, respectivamente.
Agora temos o seguinte diagrama:

fr

F+—" —F » FUF
(E‘ “PJ" 1
E——— & ——— £

Para assegurar que o préximo passo seja invariante por homotopia, fatoramos o mapa
Yy F1F — £71€ como o composto:

FF 5 2z L FUF

onde ¢ ¢ uma cofibragao aciclica, e p é uma fibragao em SCy, 1. Para simplificar nota-
cdo, assumiremos que ?; ¢ uma fibracao, continuando a usar F 'F em vez de Z. Por
fim, tomamos o pullback do canto inferior direito do diagrama anterior e o denotamos o
resultado por G. O diagrama resultante é:

G —2 L FIF

e
E

Observe que este diagrama ¢ um pullback tanto em SCy, .y quanto em SC.

Lema 5.5. O mapa composto {z} < F 5 G ¢ uma equivaléncia fraca em SC.

Demonstracao. Como as categorias simpliciais £, £ 1€ e F~1F consistem todas de equi-
valéncias homotdpicas, o mesmo ocorre com G. Assim, todos os morfismos de myG sao
isomorfismos, e, em particular, os objetos x e y sao isomorfos em m,G.
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Dessa forma, basta mostrar que G possui complexos de fungao fracamente contrateis.
Como todos os morfismos de &, e portanto de &, sdo equivaléncias homotopicas, o mapa
v : € — £7'€ é uma equivaléncia fraca em SCiayy [5,9.5].

Observe que F~'F ¢é a categoria simplicial em SCy, 4y com exatamente um morfismo
entre quaisquer dois objetos. Em particular, F~!F possui complexos de funcao fracamente
contrateis.

Agora, como todas as categorias tém x e y, como objetos e todos os mapas envolvidos
sao a identidade nesses objetos, podemos considerar o diagrama de pullback acima em
SCiayy. Como esta estrutura de categoria modelo ¢ propria a direita right proper [5,7.3],
todo pullback de uma equivaléncia fraca ao longo de uma fibragao é uma equivaléncia
fraca.

O mapa v : € — £ '€ ¢ uma equivaléncia fraca, e o mapa ¢ : F'F — €€ ¢ uma
fibragdo, entao segue que o mapa € : G — F~'F & uma equivaléncia fraca em SCy,, e,

. ~ , . . o
portanto, G possui complexos de fungao fracamente contrateis. Assim, o mapa {x} 2f, g
satisfaz as condigoes para ser uma equivaléncia fraca em SC. O

No entanto, nem todos os mapas {x} — G sao isomorfos a mapas em A2, pois as
categorias simpliciais G podem ter um nimero incontével de simplexos em seus complexos
de fungao. Além disso, ndo ha razéo para assumir que o mapa de inclusao {z}I1{y} — G
seja uma cofibracao em SCy, 3.

Para completar a prova, precisamos mostrar que qualquer cofibragao aciclica {x} — G,

como acima, se fatora como um composto {x} LN VN G, onde o mapa de inclusao
{z} — H estd em A2.

Seja Hy a categoria simplicial F. Seja i : Hg — G o mapa de inclusao. Construire-
mos uma categoria simplicial H a partir de Hg, satisfazendo as propriedades necessarias
especificadas em A2. Primeiramente, enunciamos o seguinte lema:

Lema 5.6. Seja f : A — B um mapa de conjuntos simpliciais, onde B ¢é fracamente
contratil, e seja u : S — |A| um mapa de CW-complexos para algum n > 0. Entao
f pode ser fatorado como o composto A — A" — B, onde A’ é obtido a partir de A
anexacao um numero finito de simplexos nao degenerados e o mapa composto de espagos
S™ — |A|— |A’| ¢ homotopico a zero.

Demonstra¢ao. Primeiramente, assumimos que o mapa f é uma cofibracao. Caso contra-
rio, fatoramos f como a composi¢ao

AL A LB

onde, na estrutura de categoria modelo sobre conjuntos simpliciais, ¢ é uma cofibracao
e p é uma fibracao aciclica. Assim, podemos assumir que f é um mapa de inclusao,
substituindo B por A’, se necesséario.

Agora, considere o mapa composto de espacos S™ — ]A|‘L| |B|, onde u é o mapa
dado e |f| é o mapa geométrico induzido por f. Esse mapa composto é necessariamente
homotdpico a zero, pois B é fracamente contratil. Portanto, o mapa composto se fatora
através do cone C'S™, gerando o seguinte diagrama:
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I/1

s" - A B

CS\'L

onde j é o mapa de inclusdo no cone, e v é o mapa que fatora S™ — |B| através de C'S™.
Como C'S™ é compacto, sua imagem em | B| intersecta apenas um ntimero finito de células
de | B| de forma nao trivial. Definimos entdao A’ como um conjunto simplicial tal que | A |
contém |A| e todas as células dessa imagem. Assim, obtemos um novo conjunto simplicial
A’, juntamente com os mapas:

AS A BB

2

onde i é a inclusao de A em A’, incorporando as células adicionadas, e p ¢ o mapa
estendido que preserva as propriedades de f. Por fim, o mapa composto S™ — |A|— |A'|
é homotopico a zero.

O

Agora, consideremos as categorias Hy e G descritas acima e o mapa de inclusao ¢ :
Ho — G. Cada uma dessas categorias possui quatro complexos de fungoes para analise.
Para a categoria H, denotamos esses complexos por H;, e para G, por G;, com 1 < j < 4.
A numeragao é arbitraria, mas deve corresponder entre as duas categorias. Assim, se
H, = Homy, (z,y), entdo G; = Homg(z,y).

Observamos que Homy, (y, z) = (). Introduzimos, entdo, um mapa y — z para tornar
esse complexo de fungoes nao vazio, juntamente com todos os compostos gerados por ele.
Consideramos agora todos os quatro complexos de fungoes e identificamos n > 0 tal que
todos os mapas S™ — |H;| sao nulo-homotopicos para 0 < m < ne 1 < j <4, mas existe
um mapa S™ — |H;| que nao é nulo-homotoépico para algum j. Aplicamos o Lema 4.2 ao
mapa H; — G, e ao mapa S" — |H;|.

Substituimos o complexo de funcoes H; pelo conjunto simplicial A" obtido no Lema
4.2. Esse processo pode introduzir novos mapas S™ — |A’| ndo nulo-homotopicos para
m > n, mas apenas uma quantidade enumeravel de novos mapas desse tipo em relagao
ao |H;| original.

Agora que adicionamos simplices ao nosso complexo de fungoes, incluimos todas as
composigoes necessarias com os morfismos originais de Hg, formando uma nova categoria
simplicial H;. O numero de novas simplices adicionadas por essas composi¢oes continua
sendo, no maximo, enumeravel.

Repetimos o processo para outro mapa de S™ para um complexo de fungoes de H;, onde
n é minimo, obtendo uma nova categoria H,. Prosseguimos dessa forma, potencialmente
infinitas vezes, para obter uma categoria H onde, para qualquer n e qualquer complexo
de fungoes H' em H, qualquer mapa S™ — |H’'| é nulo-homotopico.

Para garantir que tal H pode ser obtida dessa forma, basta mostrar que hé, no méa-
ximo, uma quantidade enumerével de classes de homotopia de mapas de esferas para cada
complexo de fungoes. Esse resultado decorre do seguinte lema:

Lema 5.7. Seja A um conjunto simplicial com uma quantidade enumeravel de simplexos.
Entao, para todo n > 0, existem, no méximo, uma quantidade enumeravel de classes de
homotopia distintas de mapas S™ — |A].
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Demonstracao. Basta mostrar que existem, no maximo, uma quantidade enumeravel de
classes de homotopia de mapas de S™ para qualquer CW-complexo finito X. Para um
CW-complexo simplesmente conexo X, um argumento baseado na teoria de Serre Mod C
[16] mostra que todos os grupos de homotopia de X sdo enumeraveis se, e somente se, 0s
grupos de homologia de X forem enumeraveis, o que ocorre quando X é finito. O caso
geral de X segue desse resultado via um argumento de cobertura universal.

Pela construcao, essa categoria simplicial H é livre e, portanto, o mapa

{#} [y - #

¢ uma cofibracao em SCy, 3. Assim, obtemos uma fatoracao {z} — H — G.
Agora podemos completar a prova do Lema 5.2.

Demonstragao. Prova do Lema 5.2: Usando a categoria simplicial H descrita acima e o
mapa H — G, obtemos o mapa composto:

(Y 5 FoH—-GE-E=E

Em particular, obtemos a fatoragao F — H — &£’. Como demonstrado anteriormente, o

mapa composto {z} — F — H ¢ isomorfo a um mapa em A2.
]
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