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Resumo

Nesta dissertação, apresentamos uma análise detalhada das melhores constantes

para as desigualdades de Trudinger-Moser e Adams, por meio de uma nova abordagem

para as desigualdades críticas e subcríticas. Inicialmente, introduzimos desigualdades

do tipo Trudinger-Moser para uma classe de espaços de Sobolev baseados em espaços

de Lebesgue com peso. Essas desigualdades são, posteriormente, generalizadas para

dimensões fracionárias. Ademais, estabelecemos limites assintóticos para o supremo

subcrítico, os quais são utilizados para demonstrar, de forma rigorosa, a equivalên-

cia entre as desigualdades críticas e subcríticas de Trudinger-Moser e Adams. Com

base nessa equivalência, apresentamos a prova da existência de funções extremantes

para ambos os problemas associados aos extremos subcríticos e críticos. Como con-

sequência, conseguimos calcular explicitamente o valor do supremo crítico em algumas

situações especiais.

Palavras-chave: Desigualdade de Trudinger-Moser; Desigualdade de Adams; Fun-

ções extremantes.



Abstract

In this dissertation, we present a detailed analysis of the best constants for the

Trudinger-Moser and Adams inequalities through a new approach to the critical and

subcritical inequalities. Initially, we introduce Trudinger-Moser-type inequalities for

a class of Sobolev spaces modeled on weighted Lebesgue spaces. These inequalities are

subsequently extended to fractional dimensions. Furthermore, we establish asympto-

tic bounds for the subcritical supremum, which are used to remarkably demonstrate

the equivalence between the critical and subcritical Trudinger-Moser and Adams ine-

qualities. Based on this equivalence, we provide a proof of the existence of extremal

functions for both the subcritical and critical extremal problems. As a consequence,

we are able to explicitly calculate the value of the critical supremum in some special

cases.

Keywords: Trudinger-Moser inequalities, Adams inequalities, Extremal functions.
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Notações

Aqui estão algumas notações adotadas ao longo do texto:

• Lp(Ω) - Espaço de Lebesgue, onde Ω ⊂ RN ;

• W k,p(Ω) - Espaço de Sobolev;

• W 1,p
0 (Ω) - Completamento de C1

c (Ω), na norma ∥u∥W 1,N (Ω), 1 ≤ p <∞;

• XR := X1,p
R (α, θ) - classe de espaços de Sobolev com peso;

• B(x, r) = Br(x) - Bola aberta de centro x e raio r;

• |Ω| - Medida de Lebesgue de um conjunto Ω ⊂ RN ;

• | · | - Norma de um elemento de RN ;

• ∥ · ∥ - Norma de um vetor;

• ∥f∥p =
(∫

Ω
|f |p
) 1

p - Norma do Espaço de Lebesgue;

• ∥u∥W 1,N (RN ); =
(
∥∇u∥NN + ∥u∥NN

) 1
N - Norma no espaço de Sobolev;

• q.t.p - Quase toda parte;

• ∇u =
(

∂u
∂x1
, · · · , ∂u

∂xN

)
- Gradiente da função u;

• ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2i
- Laplaciano da função u;

• f ′(x) - Derivada de f no ponto x;

• exp(x) = ex - Função exponencial aplicada no ponto x ∈ R;

1



• f = o(g) quando x→ x0, se lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)|

= 0;

• fn = on(1) quando n→ ∞, se lim
n→∞

|fn(x)| = 0;

• f = O(g) quando x → x0, se |f(x)| ≤ C|g(x)| para todo x suficientemente

próximo de x0;

• ⇀ - Convergência fraca;

• → - Convergência forte;

• An ≈ Bn - quando An = Bn + on(1);

• An ≳ Bn - quando An ≥ Bn + on(1);

• An ≲ Bn - quando An ≤ Bn + on(1);

• ωN−1 =
2π

N
2

Γ
(
N
2

) - é a área da superfície da N-bola unitária em RN ;

• αN = Nω
1

N−1

N−1.
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Introdução

Nesta dissertação, abordaremos as desigualdades de Trudinger-Moser e Adams,

que desempenham um papel fundamental na teoria das Equações Diferenciais Parci-

ais, especialmente em situações em que o expoente crítico de Sobolev tende ao infinito.

Essas desigualdades são essenciais para estabelecer a existência e a regularidade de

soluções em uma ampla gama de problemas elípticos e parabólicos. Além disso, elas

são cruciais para a compreensão de fenômenos não lineares em espaços de Sobolev,

especialmente em contextos em que os métodos clássicos falham devido à falta de

compacidade ou outras dificuldades técnicas.

Essa perda de compacidade é frequentemente causada pelo crescimento crítico

da não-linearidade ou pela não-limitação do domínio de definição do problema. Esse

crescimento crítico na parte não-linear é motivado pelas desigualdades de Trudinger-

Moser e Adams (veja [3, 43]). Nesse contexto, apresentaremos as desigualdades críti-

cas e subcríticas de Trudinger-Moser e Adams em RN .

Além disso, apresentaremos uma classe de espaços de Sobolev baseada em espa-

ços de Lebesgue com peso, nos quais a desigualdade de Trudinger-Moser é válida.

Posteriormente, essas desigualdades serão estendidas para dimensões fracionárias,

proporcionando um método eficaz para a análise de problemas de crescimento crí-

tico relacionados a uma variedade de operadores elípticos quasilineares, como, por

exemplo, o Laplaciano, o p-Laplaciano e o k-Hessiano, especialmente em aplicações a

funções simétricas.

Nesse contexto, os temas que abordaremos nesta dissertação são:

No Capítulo 1, exploraremos a motivação e a origem das desigualdades de

Trudinger-Moser. Em seguida, apresentaremos um contexto histórico detalhado,

abordando diversos aspectos cruciais. Primeiramente, discutiremos as desigualda-
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des do tipo Trudinger-Moser em domínios limitados. Posteriormente, examinaremos

a determinação da melhor constante associada a essas desigualdades. Além disso,

analisaremos a generalização da desigualdade de Trudinger-Moser para espaços de

Sobolev de ordem superior, conforme proposto por D.R. Adams. Por fim, discuti-

remos a extensão completa da desigualdade de Trudinger-Moser para domínios não

limitados, substituindo a seminorma de Dirichlet,

∥u∥1,N :=

(∫
RN

|∇u|N dx
) 1

N

pela norma padrão do espaço de Sobolev W 1,N(RN), representada por

∥u∥W 1,N (RN ) :=

(∫
RN

(
|∇u|N + |u|N

)
dx

) 1
N

.

Além desses desenvolvimentos, exploraremos também as desigualdades do tipo

Trudinger-Moser em outros espaços funcionais.

No Capítulo 2, estudaremos as desigualdades ótimas críticas e subcríticas de

Trudinger-Moser e Adams. Analisaremos o comportamento assintótico do supremo

para as desigualdades subcríticas de Trudinger-Moser-Adams nos espaços euclidianos,

demonstrando que tais desigualdades são equivalentes e estabelecendo uma relação

precisa entre os supremos das desigualdades mencionadas.

É importante destacar que essa análise é fundamental para a determinação da

existência de funções extremais para essas desigualdades. Embora este tópico seja

discutido no Capítulo 3 para um caso específico, ele não será abordado no Capítulo

2. Para uma análise detalhada sobre o caso tratado no Capítulo 2, recomendamos ao

leitor consultar [31].

Um aspecto notável deste capítulo é que, embora esses resultados já estarem

presentes na literatura, a abordagem utilizada, que é apresentada em [30], oferece um

método simples e inovador para tratar essas desigualdades, gerando novos resultados.

Por fim, no Capítulo 3, adotaremos uma abordagem semelhante, ampliando os

resultados apresentados no Capítulo 2 para o espaço de Sobolev X1,p
R (α, θ). Além

disso, incluiremos um tópico adicional sobre funções extremantes e suas aplicações.

Nele, estudamos [19] e organizamos o conteúdo da seguinte maneira: primeiramente,

apresentaremos um resultado assintótico sobre a desigualdade de Trudinger-Moser

nos espaços de Sobolev X1,p
R (α, θ). Em seguida, demonstraremos a equivalência entre

4



os casos subcrítico e crítico. Posteriormente, provaremos a existência de funções ex-

tremantes tanto para o supremo crítico quanto para o supremo subcrítico fracionário.

5



Capítulo 1

Um Breve Contexto Histórico

As generalizações da desigualdade de Trudinger-Moser têm atraído grande aten-

ção devido à sua importância em aplicações às Equações Diferenciais Parciais e à

Análise Geométrica. Neste capítulo, apresentamos uma visão panorâmica dos princi-

pais resultados relacionados à desigualdade do tipo Trudinger-Moser. As informações

aqui apresentadas são baseadas em [15].

1.1 Desigualdade de Trudinger-Moser em domínios
limitados

Considere Ω ⊂ RN um domínio suave e limitado. Da teoria clássica de Equações

Diferenciais Parciais, sabemos que as imersões contínuas de Sobolev (Corolário IX.14,

[6]) estabelecem que

i) se 1 ≤ p < N , então W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗], em que p∗ = Np

N−p
;

ii) se p = N , então W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,∞);

iii) Se p > N , então W 1,p
0 ⊂ L∞(Ω).

Em W 1,p
0 (Ω), é possível dotá-lo com a norma de Dirichlet, em virtude da desigualdade

de Poincaré, que é dada por:

∥u∥1,p = ∥∇u∥p =
(∫

Ω

|∇u|p dx
) 1

p

,

ou, alternativamente, com a norma usual do espaço W 1,p
0 (Ω), dada por:

∥u∥W 1,p :=
(
∥u∥pp + ∥∇u∥pp

) 1
p .
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A desigualdade de Trudinger-Moser trata o caso limite

p = N.

Mais precisamente, uma vez que (formalmente)

p∗ =
pN

N − p
∼ +∞,

uma pergunta natural que surge é se a imersão de W 1,N
0 (Ω) em L∞(Ω) é válida. No

entanto, verifica-se, por meio de exemplos, que W 1,N
0 (Ω) ̸⊂ L∞(Ω). De fato, basta

considerar o contra-exemplo

u(x) =

(
ln

(
1

|x|

))α

em que 0 < α < 1− 1

N
e Ω = B (0, 1). Neste caso, temos que

u ∈ W 1,N
0 (Ω).

Mas,

u ̸∈ L∞(Ω).

No entanto, note que ∫
Ω

e|u|
N

N−1
dx <∞.

De fato, utilizando coordenadas polares, segue que∫
B(0,1)

e(− ln |x|)
αN
N−1

dx = ωN−1

∫ 1

0

e(− ln ρ)
αN
N−1

ρN−1 dρ. (1.1)

Mas observe que, para β − 1 < 0, temos que

(− ln t)β < − ln
(
tβ
)
, quando t→ 0+, (1.2)

pois

lim
t→0+

(− ln t)β

− ln (tβ)
= lim

t→0+

β(− ln t)β−1
(−1

t

)
−β
(
1
t

) = 0.

Assim, como

α < 1− 1

N
⇒ α <

N − 1

N
⇒ αN < N − 1 ⇒ αN

N − 1
< 1,

e utilizando (1.2) em (1.1), segue que
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∫
B(0,1)

e(− ln |x|)
αN
N−1

dx ≤ wN−1 lim
δ→0+

∫ 1

δ

e− ln(ρ)
αN
N−1

ρN−1 dρ

= ωN−1 lim
δ→0+

∫ 1

δ

ρ
−αN
N−1 ρN−1 dρ

<∞,

já que
−αN
N − 1

+N > 0. Sendo assim, apesar de essa função não estar em L∞(Ω), pelo

Teorema da Convergência Monótona e pelo que foi feito anteriormente, temos que a

expansão ∫
Ω

e|u|
N

N−1
dx =

∞∑
j=0

∫
Ω

|u|
jN

N−1

j!
dx <∞.

Portanto, espera-se que exista uma função de crescimento máximo g(t) tal que, se

u ∈ W 1,N
0 (Ω), então ∫

Ω

g(u) dx <∞.

De fato, S. Pohozaev [47] e N. Trudinger [52] mostraram que esse crescimento máximo

é do tipo exponencial. Mais precisamente, tem-se o teorema abaixo.

Teorema 1.1 Sejam Ω ⊂ RN um domínio suave e limitado. Se u ∈ W 1,N
0 (Ω), então∫

Ω

e|u|
N

N−1
dx <∞.

Além disso, vale salientar que este resultado é ótimo no sentido de que, para

qualquer crescimento superior, existem funções para as quais a integral correspondente

se torna infinita. As provas de Pohozaev e Trudinger utilizam a mesma ideia, ou seja,

desenvolvendo a exponencial em uma série de potências, o que reduz o problema a

mostrar que uma série de Lm-normas (m ∈ N) permanece finita. Ao controlar as

constantes de incorporação de W 1,N
0 (Ω) ⊂ Lm(Ω), obtém-se o resultado.

Posteriormente, as afirmações acima foram refinadas por J. Moser em [43], que

provou o seguinte resultado:

Teorema 1.2 ([43]) Sejam Ω ⊂ RN um domínio com medida finita. Denote por
∥∇u∥N a norma em W 1,N

0 (Ω). Então

sup
∥∇u∥N≤1

∫
Ω

eα|u|
N

N−1
dx

≤ c|Ω|, se α ≤ αN

= ∞, se α > αN

(1.3)
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em que αN = Nω
1

N−1

N−1 = N

(
Nπ

N
2

Γ
(
N
2
+ 1
)) 1

N−1

e ωN−1 é a medida da esfera unitária

em RN .

A desigualdade (1.3) é atualmente conhecida como a desigualdade de Trudinger-

Moser. Além disso, um aspecto interessante na demonstração desse resultado, que

também aplicaremos nesta dissertação, é a famosa sequência de Moser, introduzida

por J. Moser, que consiste em uma sequência de funções não-negativas, dada por

un(x) = ω
−1
N
N−1


(ln(n))

N−1
N , se |x| ≤ 1

n

ln( 1
|x|)

(ln(n))
1
N
, se 1

n
≤ |x| ≤ 1

0, se |x| ≥ 1.

1.2 Desigualdade de Trudinger-Moser em domínios
não limitados

A partir de (1.3), observamos que essas desigualdades são válidas apenas para

domínios limitados, o que restringe a aplicabilidade direta da desigualdade de Trudinger-

Moser a domínios não limitados. Entretanto, versões para domínios não limitados

foram estabelecidas. Podemos citar, por exemplo, o trabalho de Cao [7] para N = 2,

onde ele provou que, para todo α > 0 e u ∈ W 1,2(R2), temos que eαu2 − 1 ∈ L1(R2).

Além disso, se ∥∇u∥2 ≤ 1, ∥u∥2 ≤M <∞ e 0 < α < 4π, então existe C = C(M,α) >

0 tal que ∫
R2

(eαu
2 − 1) dx ≤ C(M,α). (1.4)

Este resultado foi generalizado para dimensões superiores por J. M. do Ó [21]

e Panda [46] para N ≥ 2. Precisamente, eles provaram que se u ∈ W 1,N(RN),

∥∇u∥N ≤ 1 e ∥u∥N ≤M , então, para 0 < α < αN , existe uma constante C(M,α) > 0

tal que ∫
RN

Φα(u) dx ≤ C(M,α),

em que

Φα(u) = eα|u|
N

N−1 −
N−2∑
k=0

αk|u|
kN
N−1

k!
. (1.5)
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Gostaríamos de ressaltar que a expressão dada em (1.5) é motivada pela imersão

contínua de Sobolev ao considerarmos Ω = RN . Neste caso, quando N = p, temos

que:

W 1,N(RN) ⊂ Lq(RN), para q ∈ [N,∞).

Logo, ao subtrairmos aqueles termos da expansão de Taylor da exponencial, estamos,

assim, removendo apenas a parte não integrável.

Citamos também Adachi-Tanaka [2], que refina os trabalhos [21, 46]. Todos

esses resultados trataram somente do caso subcrítico, isto é, α < αN . Contudo, Ruf

[48], quando N = 2, e Li-Ruf [36], quando N ≥ 3, estudaram o caso crítico, isto é,

α = αN e demonstraram que o resultado de Moser [43] pode ser generalizado para

domínios não limitados, se a norma de Dirichlet

∥u∥1,N := ∥∇u∥N

é substituída pela norma padrão de Sobolev

∥u∥W 1,N := (∥∇u∥N + ∥u∥N)1/N .

Precisamente, eles mostraram que

sup
u∈W 1,N (RN )

∥u∥
W1,N≤1

∫
RN

Φα(u) dx

<∞, se 0 < α ≤ αN ,

= ∞, se α > αN .

Em [2, 21, 46], uma ferramenta fundamental foi a simetrização de Schwarz.

Posteriormente, Lam-Lu [29] desenvolveram uma abordagem sem simetrização para

fornecer uma nova prova para algumas versões da desigualdade de Trudinger-Moser

em W 1,N(RN). Vale destacar que esta abordagem pode ser aplicada a outras confi-

gurações em que o argumento de simetrização não é aplicável.

Sendo assim, diversas generalizações, extensões e aplicações da desigualdade de

Trudinger-Moser têm sido desenvolvidas recentemente, por exemplo, em [3], Adams

estendeu a desigualdade de Trudinger-Moser para derivadas de ordem superior, que

será abordado na Seção 1.4. Além disso, para extensões da desigualdade de Trudinger-

Moser em variedades, veja P. Cherrier [10], L. Fontana [24], Y. Li [33, 34] e Y.

Yang [53]. Recentemente, Adimurthi-Druet [4] apresentaram uma desigualdade de

Trudinger-Moser aprimorada, com um termo de resto, demonstrando o seguinte re-

sultado:
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Teorema 1.3 Seja Ω ⊂ R2 um domínio limitado e seja

Cα = sup
u∈H1

0 (Ω)

∥∇u∥2≤1

∫
Ω

e4πe
2(1+α)∥u∥21,2 dx.

Seja λ1 o primeiro autovalor associado ao operador laplaciano em H1
0 (Ω). EntãoCα <∞, se α < λ1,

Cα = ∞, se α ≥ λ1.

É relevante observar que essa constante ótima é determinada pela construção de

sequências do tipo Moser adaptadas, enquanto a prova dos resultados de convergência

é inspirada no princípio de concentração-compacidade, devido a Lions [38], que, no

caso N = 2, é enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.4 Seja (uε)ε>0 uma sequência de funções em H1
0 (Ω), com ∥∇uε∥2 = 1

tal que uε ⇀ u0 em H1
0 (Ω). Para qualquer p < 1

1−∥∇u0∥22
tem-se

lim sup
ε→0

∫
Ω

e4π·p·u
2
ε dx <∞.

Este resultado oferece informações mais precisas do que a desigualdade de

Trudinger-Moser apresentada em (1.3) quando uε ⇀ u0 em H1
0 (Ω), com u0 ̸= 0.

Adimurthi-Druet estenderam o resultado de Lions, fornecendo informações adicio-

nais, mesmo quando uε ⇀ 0 em H1
0 (Ω). Mencionamos também que foram obtidas

desigualdades do tipo Trudinger-Moser com condições de fronteira variadas, veja Ci-

anchi [12, 13]. Por fim, destacamos desigualdades do tipo Trudinger-Moser em outros

espaços funcionais, especialmente nos espaços de Orlicz, Zygmund, Lorentz e Besov,

conforme explorado por Cianchi [11].

1.3 A existência de uma função extremante

É bem conhecido que, no caso da imersão de Sobolev W 1,2
0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω), a

melhor constante de imersão

S2∗

N = sup
∥∇u∥2=1

∫
Ω

|u|2∗ dx (1.6)

não é atingida, em geral, se Ω ̸= RN . Observe que (1.6) é análoga a (1.3). Por outro

lado, na situação de Trudinger-Moser (1.3), tem-se o seguinte resultado surpreendente,

obtido por L. Carleson e A. Chang [8].
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Teorema 1.5 Se Ω ⊂ RN é a bola B(0, 1), então o supremo em (1.3) é alcançado
quando α ≤ αN .

Posteriormente, M. Struwe [50], em 1988, mostrou que esse resultado continua

válido para pequenas perturbações da bola em R2. Mais tarde, M. Flucher [23],

em 1992, estendeu o resultado para qualquer domínio limitado em R2. Por fim, em

1996, Lin [37] generalizou o resultado para qualquer dimensão. Outros resultados de

existência para a desigualdade de Trudinger-Moser podem ser encontrados em diversos

trabalhos, veja Li [34, 33] para a existência de funções extremantes no contexto de

uma variedade Riemanniana compacta e Li-Ruf [36] para a existência de extremantes

em domínios não limitados.

1.4 A desigualdade de Adams

A desigualdade de Trudinger-Moser foi generalizada para o espaço de Sobolev

de ordem superior por D.R. Adams em [3]. Para isso, considere Ω ⊂ RN um conjunto

aberto e limitado, N
m
> 1 e o espaço

W
m,N

m
0 (Ω) :=

{
u ∈ C∞

0 (Ω); ∥u∥
Wm,Nm

= ∥∇mu∥
L

N
m
<∞

}∥ · ∥
W

m,Nm
,

sendo Wm,N
m

0 o espaço de Sobolev de ordem superior, em que o símbolo ∇mu é definido

como

∇mu =

∆
m
2 u, para m par

∇∆
m−1

2 u, para m impar

e denota o gradiente de m-ésima ordem da função u. Nestas condições, D.R. Adams

provou em [3], o seguinte Teorema:

Teorema 1.6 Para m ∈ N e Ω um aberto de RN com |Ω| <∞ e m < N , existe uma
constante positiva c = Cm,N tal que

sup
∥∇mu∥

L
N
m

≤1

∫
Ω

eβ|u|
N

N−m
dx

≤ c, se β ≤ βm,N ,

= ∞, se β > βm,N ,
(1.7)

em que

βm,N :=
N

ωN−1


[
π

N
2 2mΓ(m

2
)

Γ(N−m
2 )

] N
N−m

, se m é par,[
π

N
2 2mΓ(m+1

2
)

Γ(N−m+1
2 )

] N
N−m

, se m é ímpar.
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Semelhante à clássica desigualdade de Trudinger-Moser, a desigualdade de Adams

em sua forma (1.7), não pode ser estendida para domínios não limitados. Uma gene-

ralização da desigualdade de Adams para domínios não limitados foi estabelecida por

Ozawa [45]. Ele provou a existência de duas constantes positivas γ e C tais que∫
RN

ϕm,N

(
γ|u|

N
N−m

)
dx ≤ C∥u∥

N
m
N
m

, ∀u ∈ Wm,N
m (RN) com ∥∇mu∥N

m
≤ 1, (1.8)

em que

ϕm,N(t) := e|t| −
jN
m

−2∑
j=0

|t|j

j!
, m ∈ N, N > m, jN

m
:= min

{
j ∈ N : j ≥ N

m

}
.

Muitas outras melhorias da desigualdade de Adams, tanto em domínios limita-

dos quanto não limitados, foram provadas. Consultar, por exemplo, Ruf-Sani [49],

Masmoudi-Sani [42] e Tarsi [51].
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Capítulo 2

Equivalência das desigualdades crítica
e subcrítica de Trudinger-Moser e
Adams

Neste capítulo, nosso objetivo é estudar dois tipos de desigualdades: as do

tipo Trudinger-Moser e as de Adams. Primeiramente, analisaremos as desigualdades

críticas, nas quais, em geral, utiliza-se a seguinte norma:

∥u∥W 1,N :=
(
∥u∥NN + ∥∇u∥NN

) 1
N . (2.1)

Em seguida, trataremos das desigualdades subcríticas. Nesse caso, utiliza-se frequen-

temente a seminorma:

∥u∥1,N := ∥∇u∥N , (2.2)

a qual é equivalente à norma dada em (2.1) no espaço de Sobolev, desde que o domínio

seja limitado e sujeito a condições de fronteira de Dirichlet. É importante salientar

que ambas as desigualdades são analisadas considerando as melhores constantes pos-

síveis. Mais precisamente, em [2], Adachi e Tanaka estabeleceram a desigualdade de

Trudinger-Moser subcrítica no RN , isto é,

Teorema 2.1 Para qualquer α < αN , existe uma constante positiva CN,α tal que para
toda função u ∈ W 1,N

(
RN
)
\ {0} com ∥∇u∥N ≤ 1, vale a seguinte desigualdade:∫

RN

ϕN

(
α|u(x)|

N
N−1

)
dx ≤ CN,α∥u∥NN , (2.3)

em que

ϕN(t) = et −
N−2∑
j=0

tj

j!
.
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Além disso, a constante αN = Nω
1

N−1

N−1 é ótima no sentido de que o supremo dado em
(2.3) é infinito se α ≥ αN .

Gostaríamos de destacar que a definição de ϕN(t), apresentada omitindo certos

termos, foi motivada pelo fato de que as imersões contínuas dos espaços de Sobolev em

RN são válidas quando N ≤ p. Observe que, no teorema acima, há apenas a restrição

à seminorma dada em (2.2), sem impor limitações à norma completa apresentada

em (2.1). É relevante mencionar que, em [2], o método utilizado baseia-se em um

argumento de simetrização que, em muitos contextos não euclidianos, não pode ser

aplicado devido à famosa desigualdade de Polya-Szego:∫
B(0,R)

|∇u∗(x)|p dx ≤
∫
Ω

|∇u|p dx (2.4)

a qual, em geral, não é válida.

Na desigualdade acima, u é uma função positiva e não crescente definida em

B(0, r), com |B(0, R)| = |Ω| e u∗ é uma função radialmente simétrica associada a u,

denominada de simetrização de Schwarz de u.

Por outro lado, é importante observar que a desigualdade dada em (2.3) falha

no caso crítico, ou seja, quando α = αN . Portanto, é natural perguntar quando a

desigualdade acima pode ser verdadeira para α = αN . Essa pergunta foi respondida

por Li e Ruf, em [36] e [48], utilizando a norma completa (2.1) do espaço de Sobolev

W 1,N
(
RN
)
. Mais precisamente, eles demonstraram o seguinte resultado abaixo.

Teorema 2.2 Para todo 0 ≤ α ≤ αN

sup
0< ∥u∥

W1,N≤1

∫
RN

ϕN

(
α|u(x)|

N
N−1

)
dx <∞. (2.5)

Além disso, αN é ótima, no sentido de que se α > αN , então o supremo dado em
(2.5) é infinito.

A simetrização tem se mostrado um método útil e eficiente para lidar com

desigualdades dessa natureza. No entanto, é necessário investigar essas desigualdades

em contextos onde a simetrização não é aplicável, como, por exemplo, no Espaço

de Sobolev de ordem superior e em Variedades Riemannianas. Nesses cenários, uma

desigualdade como (2.4) não é válida.
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Nesse contexto, o primeiro avanço significativo foi realizado por D. Adams em

[3], quando estabeleceu a desigualdade de Trudinger-Moser no âmbito de derivadas de

ordem superior em espaços euclidianos. Adams demonstrou, em [3], uma desigualdade

com condições de contorno de Dirichlet, posteriormente generalizada para condição de

contorno de Navier em [51]. Para entendermos uma dessas extensões, consideremos

o símbolo ∇mu, cuja definição é dada por

∇mu =

∆
m
2 u, para m par,

∇∆
m−1

2 u, para m ímpar,

em que m é um inteiro positivo, denotando o gradiente de ordem m para função u ∈

Cm(Ω), pertencente à classe de funções diferenciáveis de ordemm. Aqui, ∇ representa

o operador gradiente usual e ∆ o laplaciano. Além disso, definimos Wm,N
m

N (Ω) como

o espaço de Sobolev com condições de contorno de Navier homogêneas

W
m,N

m
N (Ω) :=

{
u ∈ Wm,N

m (Ω); ∆ju = 0, em ∂Ω para 0 ≤ j ≤ m− 1

2

}
.

O que segue baseia-se em [28].

Teorema 2.3 Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto e limitado com 0 ∈ Ω. Se m for
um número inteiro positivo menor que N , 0 ≤ β < N , então existe uma constante
C0 = C(N,m, β) > 0 tal que para todo u ∈ W

m,N
m

N (Ω) \ {0} e ∥∇mu∥
L

N
M (Ω)

≤ 1,
tem-se que

1

|Ω|1− β
N

∫
Ω

exp

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−m

)
dx

|x|β
≤ C0

para todo α ≤ α(N,m), em que

α(N,m) =


N

wN−1

[
π

N
2 2mΓ(m+1

2 )
Γ(N−m+1

2 )

] N
N−m

, quando m é ímpar,

N
wN−1

[
π

N
2 2mΓ(m

2 )
Γ(N−m

2 )

] N
N−m

, quando m é par.

(2.6)

Além disso, a constante α(N,m) é ótima no sentido de que, para qualquer α >

α(N,m), a integral pode ser tomada tão grande quanto desejado.

Por fim, vale ressaltar que em [29], Lam e Lu desenvolveram um método que

adapta a ideia das desigualdade de Trudinger-Moser e Adams em domínios de medida

finita para domínios não limitados, utilizando os conjuntos de níveis das funções em

consideração. Assim, este argumento de local para global em [29], não utiliza o método
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de simetrização e, portanto, também funciona para espaços de Lorentz-Sobolev [40],

espaços hiperbólicos [39] e Variedades Riemannianas [35]. Sendo assim, com base no

trabalho de Lam-Lu [29], apresentaremos a definição do espaço de Sobolev fracionário

e, em seguida, uma versão geral do resultado.

Sejam p ∈ [1,∞) e γ > 1 um número não inteiro tal que γ = m+ σ com m ∈ N

e σ ∈ (0, 1). Definimos o espaço de Sobolev fracionário por

W γ,p(RN) =
{
u ∈ Wm,p(RN); DαU ∈ W σ,p(RN) com |α| = m

}
,

e este é um espaço de Banach com a seguinte norma

∥u∥W γ,p(RN ) =

∥u∥p
Wm,p(RN )

+
∑
|α|=m

∥Dαu∥p
Wσ,p(RN )

 1
p

em que

W σ,p(RN) =

{
u ∈ Lp(Ω);

|u(x)− u(y)|
|x− y|

n
p
+σ

∈ Lp(RN × RN)

}
e

[u]Wσ,p(RN ) =

(∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|
|x− y|n+σp

dx dy

) 1
p

é uma seminorma, chamada seminorma de Gagliardo. Mais ainda, W σ,p(RN) é um

espaço de Banach com a norma abaixo

∥u∥Wσ,p(RN ) =
(
∥u∥p

Lp(RN )
+ [u]p

Wσ,p(RN )

) 1
p
.

Agora, denotando por (−∆)
γ
2 o operador laplaciano fracionário, cuja definição

é dada por

(−∆)
γ
2 u(x) := aN,γ P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+γ
dy = aN,γ lim

ε→0+

∫
RN\Bε(x)

u(x)− u(y)

|x− y|N+γ
dy,

em que u ∈ C∞
c

(
RN
)
, P.V. é uma abreviação para “valor principal” e

aN,γ := 2γπ−N
2
Γ
(
N+γ
2

)
Γ
(
−γ

2

)
é uma constante de normalização e Γ denota a função gama de Euler. Para mais

detalhes do espaço de Sobolev fracionário, consulte [20]. Nesse contexto, quando o

espaço ambiente é o espaço definido anteriormente, Lam e Lu em [29] obtiveram o

seguinte resultado:
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Teorema 2.4 (Lam-Lu, 2013) Seja 0 < γ < N um número real positivo, p =
N

γ
,

p′ = p
p−1

e τ > 0. Então vale

sup
u∈W γ,p(RN )\{0}

∥(τI−∆)
γ
2 u∥p≤1

∫
RN

ϕ(β0(N, γ)|u(x)|p
′
) dx <∞,

em que

ϕ(t) = et −
jp−2∑
j=0

tj

j!
, com jp := min{j ∈ N; j ≥ p},

e

β0(N, γ) =
N

wN−1

[
π

N
2 2γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
N−γ
2

) ]p′ .
Além disso, essa desigualdade é ótima no sentido de que, se β0(N, γ) for substituído
por qualquer β > β0(N, γ), então o supremo é infinito.

Por fim, no artigo “Equivalence of critical and subcritical sharp Trudinger-

Moser-Adams inequalities" [30], Lam, Lu e Zhang investigaram as desigualdades as-

sociadas a Trudinger-Moser e Adams, que desempenham um papel crucial na análise

geométrica e em equações diferenciais parciais. Este capítulo baseia-se no trabalho

desses autores.

Neste capítulo, serão analisados, em detalhes, o comportamento assintótico do

supremo para as desigualdades subcríticas de Trudinger-Moser e Adams no espaço

euclidiano, as desigualdades críticas e subcríticas, bem como as constantes ótimas

associadas a essas desigualdades. Ademais, será demonstrado que tais desigualdades

são equivalentes. Esses resultados são essenciais para a determinação da existência

e inexistência de funções extremantes para as desigualdades de Trudinger-Moser e

Adams.

Dessa forma, os resultados apresentados não apenas ampliam a compreensão

das desigualdades, mas também proporcionam ferramentas analíticas valiosas para

futuras pesquisas na área.

Por fim, é importante ressaltar que o principal resultado deste capítulo consiste

na surpreendente equivalência entre esses dois tipos de desigualdades. Tal equivalência

sugere uma nova abordagem tanto para as desigualdades críticas quanto para as

subcríticas de Trudinger-Moser e Adams.
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2.1 Resultados Preliminares

Nesta seção, serão apresentados alguns resultados preliminares fundamentais

para o desenvolvimento deste capítulo. Serão discutidas relações e propriedades ini-

ciais das desigualdades de Trudinger-Moser e Adams, tanto em suas formas críticas

quanto subcríticas. Além disso, serão introduzidas definições e lemas essenciais para

os resultados subsequentes do Capítulo.

Lema 2.1 Sejam N ≥ 2, 0 ≤ β < N , 0 ≤ α < αN e u ∈ W 1,N(RN) \ {0}. Denote

AT(α, β) := sup
∥∇u∥N≤1

1

∥u∥N−β
N

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
, (2.7)

de modo que

ϕN(t) = et −
N−2∑
j=0

tj

j!
. (2.8)

Então, sempre podemos assumir sempre que ∥u∥N = 1, isto é,

AT(α, β) = sup
∥∇u∥N≤1

∥u∥N=1

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
.

Demonstração: Seja u ∈ W 1,N(RN) \ {0} tal que ∥∇u∥N ≤ 1. Definindo

v(x) = u(λx),

com λ = ∥u∥N ,, temos que

∇v(x) = ∇(u(λx)) = λ∇u(λx).

Assim, ao aplicar a mudança de variável y = λx, com dy = λN dx, obtemos

∥∇v∥N =

(∫
RN

|∇(v(x))|N dx
) 1

N

=

(∫
RN

λN |∇u(λx)|N dx
) 1

N

=

(∫
RN

|∇u(y)|N dy
) 1

N

= ∥∇u∥N

≤ 1.
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Além disso, pela definição de v, temos que

∥v∥N =

(∫
RN

|v(x)|N dx
) 1

N

=

(∫
RN

|u(λx)|N dx
) 1

N

. (2.9)

Assim, utilizando novamente a mudança de variável y = λx em (2.9), segue que

∥v∥N =

(∫
RN

|u(y)|N

λN
dy

) 1
N

=
1

λ

(∫
RN

|u(y)|N dy
) 1

N

=
∥u∥N
∥u∥N

= 1.

Por fim, usando novamente a mudança de variável y = λx, obtemos∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|v(x)|

N
N−1

)
d x

|x|β

=

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(λx)|

N
N−1

)
d x

|x|β

=
1

λ−β

(∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(λx)|

N
N−1

)
d x

|λx|β

)
=

1

∥u∥N−β
N

(∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(y)|

N
N−1

)
d y

|y|β

)
.

Como queríamos demonstrar.

Observa-se que, de acordo com o Lema 2.1, é sempre possível assumir ∥u∥N = 1

na desigualdade. No próximo lema, mostraremos que a finitude da desigualdade

de Trudinger-Moser subcrítica decorre diretamente da finitude da desigualdade de

Trudinger-Moser crítica.

Lema 2.2 Sejam N ≥ 2, 0 ≤ β < N , a, b > 0, 0 ≤ α < αN e u ∈ W 1,N(RN) \ {0}.
Denote

MTa,b(β) := sup
∥∇u∥aN+∥u∥bN≤1

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
. (2.10)

Se MTa,b(β) é finito, então AT(α, β) é finito. Além disso,

AT(α, β) ≤


(

α
αN

) (N−1)b
N

1−
(

α
αN

) (N−1)a
N


N−β

b

MTa,b(β).

Em particular, se a = b = N , então

AT(α, β) ≤


(

α
αN

)N−1

1−
(

α
αN

)N−1


N−β
N

MT(β).
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Demonstração: Seja u ∈ W 1,N(RN)\{0} tal que ∥∇u∥N ≤ 1 e ∥u∥N = 1. Considere

v(x) =

(
α

αN

)N−1
N

u(λx), com λ =


(

α
αN

) (N−1)b
N

1−
(

α
αN

) (N−1)a
N


1
b

. (2.11)

Então

∇v(x) = ∇

((
α

αN

)N−1
N

u(λx)

)
=

(
α

αN

)N−1
N

λ∇u(λx).

Assim, realizando a mudança de variável y = λx, podemos concluir que

∥∇v∥aN =

(∫
RN

|∇v(x)|N dx
) a

N

=

∫
RN

∣∣∣∣∣
(
α

αN

)N−1
N

λ∇u(λx)

∣∣∣∣∣
N

dx

 a
N

=

(
α

αN

) (N−1)a
N

(∫
RN

λN |∇u(λx)|N dx

) a
N

=

(
α

αN

) (N−1)a
N

(∫
RN

|∇u(y)|N dy

) a
N

=

(
α

αN

) (N−1)a
N

∥∇u∥aN .

Portanto, utilizando o fato de que ∥∇u∥N ≤ 1, na expressão acima, temos que

∥∇v∥aN ≤
(
α

αN

) (N−1)a
N

. (2.12)

Além disso, analogamente ao que foi feito anteriormente e utilizando (2.11), segue

que

∥v∥bN =

∫
RN

∣∣∣∣∣
(
α

αN

)N−1
N

u(λx)

∣∣∣∣∣
N

dx

 b
N

=

(
α

αN

) (N−1)b
N

(∫
RN

|u(λx)|N dx

) b
N

=

(
α

αN

) (N−1)b
N

(∫
RN

|u(y)|N dy

λN

) b
N

=

(
α

αN

) (N−1)b
N

λ−b ∥u∥bN

=

(
α

αN

) (N−1)b
N


(

α
αN

) (N−1)b
N

1−
(

α
αN

) (N−1)a
N


−1

.
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Logo,

∥v∥bN = 1−
(
α

αN

) (N−1)a
N

. (2.13)

Assim, segue de (2.12) e (2.13) que

∥∇v∥aN + ∥v∥bN ≤ 1.

Sendo assim, utilizando a mudança de variável x = λy, obtemos que dx = λNdy.

Além disso, usando a definição de v(y) (veja (2.11)) e a definição de MTa,b(β) (veja

(2.10)), respectivamente, concluímos que∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
=

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(λy)|

N
N−1

)
λNdy

|λy|β

= λN−β

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|v(y)|

N
N−1

)
dy

|y|β

≤ λN−β MTa,b(β).

Logo, pela definição de supremo e usando (2.11) na equação acima, segue que

AT(α, β) ≤ λN−β MTa,b(β) =


(

α
αN

) (N−1)b
N

1−
(

α
αN

) (N−1)a
N


N−β

b

MTa,b(β).

Em particular, tomando a = b = N , temos que

AT(α, β) ≤


(

α
αN

) (N−1)N
N

1−
(

α
αN

) (N−1)N
N


N−β
N

MTN,N(β) =


(

α
αN

)N−1

1−
(

α
αN

)N−1


N−β
N

MT(β).

O que conclui a demonstração.

O próximo resultado refere-se à desigualdade de Adams no caso subcrítico para

o espaço W 2,N
2 (RN). Ele afirma que é sempre possível assumir ∥u∥N

2
= 1 na desigual-

dade de Adams subcrítica.

Lema 2.3 Sejam N ≥ 3, 0 ≤ β < N , 0 ≤ α < α(N, 2) (para a definição de α(N, 2)
veja a equação (2.6) com m = 2) e u ∈ W 2,N

2 (RN) \ {0}. Denote

ATA(α, β) := sup
∥∆u∥N

2
≤1

1

∥u∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
, (2.14)
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em que

ϕN,2(t) =
∑
j∈N

j≥N−2
2

tj

j!
.

Então, para u ∈ W 2,N
2 (RN) \ {0} e tal que ∥u∥N

2
= 1, vale

ATA(α, β) = sup
∥∆u∥N

2
≤1

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
.

Demonstração: Seja u ∈ W 2,N
2 (Rn) \ {0} tal que ∥∆u∥N

2
≤ 1 e considere

v(x) = u(λx), com λ = ∥u∥
1
2
N
2

.

Então,

∇v(x) = λ∇u(λx) ⇒ ∆v(x) = λ2∆u(λx).

Além disso, usando a mudança de variável y = λx, temos que

∥∆v∥N
2
=

(∫
RN

|λ2∆u(λx)|
N
2 dx

) 2
N

=

(∫
RN

λN |∆u(λx)|
N
2 dx

) 2
N

=

(∫
RN

|∆u(y)|
N
2 dy

) 2
N

= ∥∆u∥N
2
≤ 1

e

∥v∥N
2
=

(∫
RN

|u(λx)|
N
2 dx

) 2
N

=

(∫
RN

1

λN
|u(y)|

N
2 dy

) 2
N

=

∥u∥
N
2
N
2

∥u∥
N
2
N
2


2
N

= 1.

Para concluir o argumento, basta observar que, ao realizar a mudança de variável

y = λx, tem-se que dy = λN dx, e assim obtemos que∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|v(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

=

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(λx)|

N
N−2

)
dx

|x|β

=
1

λN−β

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(y)|

N
N−2

)
dy

|y|β

=
1

∥u∥
(N−β)

2
N
2

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(y)|

N
N−2

)
dy

|y|β
.
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Como queríamos demonstrar.

O próximo resultado analisa a desigualdade de Adams em seu caso subcrítico.

Esse resultado estabelece uma condição necessária para que ATA(α, β) seja finito.

Além disso, fornecemos um limite superior para ATA(α, β), isto é, demonstrando que

o caso subcrítico pode ser controlado pelo crítico.

Lema 2.4 Sejam N ≥ 3, 0 ≤ β < N , a, b > 0. Assuma que u ∈ W 2,N
2 (RN) \ {0} e

denote

Aa,b := sup
∥∆u∥aN

2

+∥u∥bN
2

≤1

∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
.

Se Aa,b <∞ , então ATA(α, β) <∞. Além disso,

ATA(α, β) ≤


(

α
α(N,2)

)N−2
N

b

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

a


N−β
2b

Aa,b(β).

Em particular, se AN
2
,N
2
(β) := A(β) <∞, então

ATA(α, β) ≤


(

α
α(N,2)

)N−2
2

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
2


N−β
N

A(β).

Demonstração: Aplicando o Lema 2.3, podemos assumir u ∈ W 2,N
2 (RN) \ {0} tal

que

∥∆u∥N
2
≤ 1 e ∥u∥N

2
= 1. (2.15)

Assim, definindo

v(x) =

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

u(λx); com λ =


(

α
α(N,2)

)N−2
N

b

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

a


1
2b

,

temos que

∆v(x) =

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

λ2∆u(λx)

Então, realizando a mudança de variável y = λx, tem-se que dy = λNdx, o que

implica que
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∥∆v∥aN
2
=

∫
RN

∣∣∣∣∣
(

α

α(N, 2)

)N−2
N

λ2∆u(λx)

∣∣∣∣∣
N
2

dx


2a
N

=

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

a(∫
RN

|∆u(y)|N dy
) 2a

N

=

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

a

∥∆u∥aN
2
.

Mas, por hipótese (consulte a equação (2.15)), temos que ∥∆u∥N
2
≤ 1. Logo,

∥∆v∥aN
2
≤
(

α

α(N, 2)

)N−2
N

a

. (2.16)

Além disso, usando a mudança de variável y = λx e a definição de λ, respectivamente,

segue que

∥v∥bN
2
=

∫
RN

∣∣∣∣∣
(

α

α(N, 2)

)N−2
N

u(λx)

∣∣∣∣∣
N
2

dx


2b
N

=

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

b(
1

λN

) 2b
N
(∫

RN

|u(y)|
N
2 dy

) 2b
N

=

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

b


1−

(
α

α(N,2)

)N−2
N

a

(
α

α(N,2)

)N−2
N

b


1
2b


2b

∥u∥bN
2
.

Assim, aplicando (2.15) na equação acima, temos que

∥v∥bN
2
= 1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

a

. (2.17)

Deste modo, de (2.16) e (2.17), concluímos que

∥∆v∥aN
2
+ ∥v∥bN

2
≤ 1.

Portanto, de acordo com a definição de Aa,b(β) e realizando a mudança de variável

y = λx, segue que∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(y)|

N
N−2

)
dy

|y|β

=

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(λx)|

N
N−2

)
λNdx

|λx|β
. (2.18)
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Sendo assim, dado que

v(x) =

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

u(λx) ⇒
(
α(N, 2)

α

)
v(x)

N
N−2 = u(λx)

N
N−2 ,

ao inserir essa expressão na equação (2.18), obtemos que∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(y)|

N
N−2

)
dy

|y|β
=

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)(
α(N, 2)

α

)
|v(x)|

N
N−2)

)
λN dx

|λx|β
.

Assim, pela definição de λ e a do supremo, segue que∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(y)|

N
N−2

)
dy

|y|β

=λN−β

∫
RN

ϕN,2

((
1− β

N

)
α(N, 2)|v(x)|

N
N−2)

)
dx

|x|β

≤




(
α

α(N,2)

)N−2
N

b

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

a


1
2b


N−β

Aa,b(β).

Em particularmente, quando a = b =
N

2
, temos que

ATA(α, β) ≤


(

α
α(N,2)

)N−2
N

N
2

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

N
2


N−β

2N
2

AN
2
,N
2
(β) =


(

α
α(N,2)

)N−2
N

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N


N−β
N

A(β).

Como queríamos demonstrar.

Por fim, apresentaremos um resultado técnico que será utilizado repetidamente

ao longo deste capítulo.

Lema 2.5 Sejam 1 ≤ p <∞ e x, y ≥ 0. Então para todo r ∈ (0, 1), tem-se

(x+ y)p ≤ r1−p xp + (1− r)1−p yp.

Demonstração: Demonstramos este lema em dois casos distintos. No primeiro caso,

consideramos p = 1 ou x = y = 0. Nesta situação, é evidente que o resultado vale.

Agora, se p > 1 e x, y > 0, considere f : (0, 1) → R definida por

f(r) = r1−p xp + (1− r)1−p yp.

Assim,

f ′(r) = (1− p)r−p xp − (1− p)(1− r)−p yp
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e, portanto, os pontos críticos de f serão

f ′(r) = 0 ⇒ r−p xp = (1− r)−p yp

⇒ r−1 x = (1− r)−1 y

⇒ x− xr = ry

⇒ r =
x

x+ y
.

Além disso, como p > 1, segue que

f ′′(r) =
(
(1− p)r−p xp − (1− p)(1− r)−p yp

)′
= −p(1− p)r−p−1 xp − p(1− p)(1− r)−p−1yp

= −p(1− p)(r−p−1 xp + (1− r)−p−1 yp)

> 0.

Logo, como a função é convexa, segue que para r̃ =
x

x+ y
, a aplicação f admite

mínimo global. Assim, se r ∈ (0, 1), segue que

f(r̃) = f

(
x

x+ y

)
=

(
x

x+ y

)1−p

xp +

(
1−

(
x

x+ y

))1−p

yp

=
x

(x+ y)1−p
+

y

(x+ y)1−p

= (x+ y)p

≤ r1−p xp + (1− r)1−p yp.

Como queríamos demonstrar.

2.2 Comportamento Assintótico dos Supremos Sub-
crítico e Crítico na Desigualdade de Trudinger-
Moser

Nesta seção, será demonstrada a desigualdade subcrítica de Trudinger-Moser,

abordando especialmente o comportamento assintótico para o supremo subcrítico

AT(α, β) (veja Teorema 2.5). É importante observar que, na prova do Teorema 2.5,

não é assumido que o supremo crítico satisfaz MT(β) < ∞. Adicionalmente, será
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estabelecida a relação entre os supremos AT(α, β) e MT(β) (veja (2.7) e (2.10) para

relembrar as definições) das desigualdades crítica e subcrítica de Trudinger-Moser

(vide Teorema 2.6).

Posto isso, o primeiro resultado tem como objetivo investigar o comportamento,

em W 1,N(RN) \ {0}, do seguinte supremo:

AT(α, β) = sup
∥∇u∥N≤1

1

∥u∥N−β
N

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
.

Estamos interessados em investigar o comportamento assintótico deste supremo à

medida que α → αN , além de fornecer os limites inferior e superior para o mesmo.

Em termos mais precisos, enunciaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.5 Sejam N ≥ 2, 0 ≤ β < N , 0 ≤ α < αN e u ∈ W 1,N(RN)\{0}. Denote

AT(α, β) = sup
∥∇u∥N≤1

1

∥u∥N−β
N

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
.

Então existem constantes c = c(N, β) > 0 e C = C(N, β) > 0 tais que, para α

suficientemente próximo de αN , temos que

c(N, β)(
1−

(
α
αN

)N−1
) (N−β)

N

≤ AT(α, β) ≤ C(N, β)(
1−

(
α
αN

)N−1
) (N−β)

N

.

Além disso, a constante αN é ótima no sentido de que AT(αN , β) = ∞.

Demonstração: Por densidade, pelo Lema 2.1 e considerando o fato de trabalharmos

com |u|, podemos supor que u ∈ C∞
0 (Rn) \ {0} e é tal que

u ≥ 0, ∥∇u∥N ≤ 1 e ∥u∥N = 1. (2.19)

Seja

Ω := Ω(u) =

x ∈ RN ; u(x) >

(
1−

(
α

αN

)N−1
) 1

N

 .

Então, como u ∈ C∞
0 (RN)\{0}, segue que K(u) := supp(u) ⊂ RN é compacto tal que

u(x) = 0 para todo x /∈ K(u). Sendo assim, como α < αN , segue que Ω(u) ⊂ K(u).

Logo, Ω(u) é limitado em RN . Além disso, temos que se x ∈ Ω(u), segue que

u(x) >

(
1−

(
α

αN

)N−1
) 1

N

⇒ u(x)N(
1−

(
α
αN

)N−1
) > 1. (2.20)
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Assim, utilizando (2.20), temos que

|Ω| =
∫
Ω

1 dx

≤
∫
Ω

u(x)N(
1−

(
α
αN

)N−1
) dx

=
1(

1−
(

α
αN

)N−1
) ∫

Ω

|u(x)|N dx

≤ 1(
1−

(
α
αN

)N−1
)∥u∥NN

Mas, a partir da equação (2.19), temos que ∥u∥NN = 1 e, portanto,

|Ω| ≤ 1(
1−

(
α
αN

)N−1
) . (2.21)

Por outro lado, temos que

Ωc = RN \ Ω =

x ∈ Rn ; u(x) ≤

(
1−

(
α

αN

)N−1
) 1

N

< 1

 .

Assim, como 0 ≤ β < N e usando o fato de que

ϕN(t) = et −
N−2∑
j=0

tj

j!

é crescente, obtemos que∫
RN\Ω

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
≤
∫
{u≤1}

ϕN

(
α|u(x)|

N
N−1

) dx

|x|β

=

∫
{u≤1}

 ∞∑
j=N−1

(
α|u(x)|

N
N−1

)j
j!

 dx

|x|β

≤
∫
{u≤1}

|u(x)|N
(

∞∑
j=N−1

αj

j!

)
dx

|x|β

≤ eα
∫
{u≤1}

|u(x)|N dx

|x|β
.

Mas, observe que

eα
∫
{u≤1}

|u(x)|N dx

|x|β
= eα


∫
{u≤1, |x|<1}

|u(x)|N dx

|x|β︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫
{u≤1, |x|≥1}

|u(x)|N dx

|x|β︸ ︷︷ ︸
I2

 . (2.22)
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Assim, ao calcular separadamente para I1, utilizando o fato de que u ≤ 1 e coorde-
nadas polares, concluímos que

I1 =

∫
{u≤1, |x|<1}

|u(x)|N dx

|x|β
≤
∫
B(0,1)

1

|x|β
dx = wN−1

∫ 1

0

ρN−1

ρβ
dρ = wN−1

1

N − β
. (2.23)

e, para I2, utilizando o fato de que |x| ≥ 1 e ∥u∥N = 1, segue que

I2 =

∫
{u≤1, |x|≥1}

|u(x)|N dx

|x|β
≤
∫
{u≤1, |x|≥1}

|u(x)|N dx ≤
∫
RN\B(0,1)

|u(x)|N dx ≤ 1. (2.24)

Sendo assim, como eα ≤ eαN e utilizando (2.23) e (2.24) em (2.22), segue que existe
uma constante C(N, β) > 0, tal que∫

RN\Ω
ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
≤ C(N, β) ≤ C(N, β)(

1−
(

α
αN

)N−1
)N−β

N

.

Agora, considere

I =

∫
Ω

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
≤
∫
Ω

exp

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
.

Em Ω, definimos

v(x) = u(x)−

(
1−

(
α

αN

)N−1
) 1

N

.

Portanto, como v é uma translação da função u(x) e tal que v(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω, segue
que v ∈ W 1,N

0 (Ω) e por (2.19), concluímos que

∥∇v∥N = ∥∇u∥N ≤ 1.

Além disso, em Ω, utilizando o Lema 2.5, com ε =
αN

α
−1, p =

N

N − 1
e r = (1+ε)

1
1−p ,

segue que

|u(x)|
N

N−1 =

∣∣∣∣∣∣v(x) +
(
1−

(
α

αN

)N−1
) 1

N

∣∣∣∣∣∣
N

N−1

≤

|v(x)|+

(
1−

(
α

αN

)N−1
) 1

N


N

N−1

≤ (1 + ε)|v|
N

N−1 +

(
1− 1

εN−1

) 1
N−1

(
1−

(
α

αN

)N−1
) 1

N−1

=
(αN

α

)
|v|

N
N−1 +

(
1− 1

εN−1

) 1
N−1

(
1− 1

εN−1

) −1
N−1

=
(αN

α

)
|v|

N
N−1 + 1.
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Logo,

I ≤
∫
Ω

exp

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

≤
∫
Ω

exp

(
α

(
1− β

N

)((αN

α

)
|v|

N
N−1 + 1

)) dx

|x|β

e, portanto, pela desigualdade de Trudinger-Moser em domínios de medida finita (veja
Teorema 1.2), concluímos que

I ≤
∫
Ω

exp

(
α

(
1− β

N

)(αN

α

)
|v|

N
N−1 + α

(
1− β

N

))
dx

|x|β

≤
∫
Ω

exp

(
αN

(
1− β

N

)
|v|

N
N−1 + α

)
dx

|x|β

≤ C(N, β) |Ω|
N−β
N .

Assim, aplicando (2.21), segue que

I ≤ C(N, β)(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

,

e, consequentemente, pelo Lema 2.1, concluímos que

AT (α, β) ≤ C(N, β)(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

. (2.25)

Agora mostraremos que

AT (αN , β) = ∞. (2.26)

De fato, considere a sequência de Moser

un(x) =


(

1
ωN−1

) 1
N
(

n
N−β

) (N−1)
N

, se |x| ≤ e
−n

N−β ,(
N−β
nωN−1

) 1
N
ln
(

1
|x|

)
, se e

−n
N−β < |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1.

Dessa forma,

∇un(x) =


0, se |x| ≤ e

−n
N−β ,

−
(

N−β
nωN−1

) 1
N x

|x|2 , se e
−n

N−β < |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1.

Assim,

∥∇un∥N =

(∫
RN

|∇un(x)|N dx
) 1

N

=

∫{
e

−n
N−β <|x|<1

}
((

N − β

nωN−1

) 1
N 1

|x|

)N

dx

 1
N

,
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e por coordenadas polares, temos que

∥∇un∥N =

(∫ 1

e
−n

N−β

(
N − β

nωN−1

)
1

rN
ωN−1r

N−1 dr

) 1
N

=

(∫ 1

e
−n

N−β

(
N − β

n

)
1

r
dr

) 1
N

=

((
N − β

n

)
ln(r)

∣∣∣∣1
e

−n
N−β

) 1
N

= 1.

Por outro lado,

∥un∥N =

∫ e
−n

N−β

0

(
n

N − β

)(N−1)

rN−1 dr +

∫ 1

e
−n

N−β

(
N − β

n

)
ln

(
1

r

)N

rN−1 dr


1
N

.

Assim, fazendo a mudança de variável{
y = ln

(
1
r

)
⇒ y = − ln(r) ⇒ exp (−y) = r

− exp(−yN) dy = rN−1 dr

Deduz-se que

∥un∥NN =

(
n

N − β

)N−1 ∫ e
−n

N−β

0

rN−1 dr − N − β

n

∫ 0

n
N−β

yNe−yN dy

=

(
n

N − β

)N−1
(
e

−nN
N−β

N
− 0

)
+

(
N − β

n

)∫ n
N−β

0

yNe−Ny dy (2.27)

Desse modo, como ∫ ∞

0

spe−s ds = Γ(p+ 1) = p! > 0,

segue que existem C1 = C(N, β) > 0 e n1 ∈ N tal que

∥un∥NN ≤ C1

n
, ∀n ≥ n1. (2.28)

No entanto, usando a definição de un, conclui-se que

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

≥
∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} ϕN

(
α

(
N − β

N

)(
1

ωN−1

) 1
N−1

(
n

N − β

))
dx

|x|β

=

∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} ϕN

(
α

(
1

N

)(
1

ωN−1

) 1
N−1

n

)
dx

|x|β
.
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Mas, como αN = Nω
1

N−1

N−1 e 0 ≤ α < αN , segue que∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
=

∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} ϕN

(
α

αN

n

)
dx

|x|β

= ωN−1ϕN

(
α

αN

n

)∫ e
−n

N−β

0

rN−1−β dr

= ωN−1ϕN

(
α

αN

n

)(
e−n − 0

N − β

)
≥ ωN−1

N − β
e−n

[
e

(
α

αN

)
n −

(
N−2∑
j=0

nj

j!

)]

=
ωN−1

N − β

[
e

(
α

αN
−1
)
n −

(
N−2∑
j=0

nj

j!

)
e−n

]
Assim, utilizando (2.28), para todo n ≥ n1, temos que

AT(α, β) ≥ 1

∥un∥N−β
N

∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

≥

(
n

N−β
N

C
N−β
N

1

)
ωN−1

N − β

[
e

(
α

αN
−1
)
n −

(
N−2∑
j=0

nj

j!

)
e−n

]
(2.29)

=

C2

(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

·

[
n

N−β
N e

(
α

αN
−1
)
n −

(
N−2∑
j=0

nj

j!

)
n

N−β
N e−n

]

para C2 =
ωN−1

(N−β)(C1)
N−β
N

> 0. Mas, como

(
1−

(
α

αN

)N−1
)N−β

N
(

N−2∑
j=0

nj

j!

)
n

N−β
N e−n n→∞−−−→ 0,

então pela definição de limite existe n2 ∈ N tal que n2 ≥ n1 e(
1−

(
α

αN

)N−1
)N−β

N
(

N−2∑
j=0

nj

j!

)
n

N−β
N e−n ≤ 1

e5
, ∀n ≥ n2 e 0 ≤ α < αN (2.30)

Sendo assim, para todo n ≥ n2, aplicando (2.30) em (2.29), segue que

AT(α, β) ≥ C2(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

·

(1− ( α

αN

)N−1
)N−β

N

n
N−β
N e

(
α

αN
−1
)
n − 1

e5

 .
Logo, para α suficientemente próximo de αN e tal que(

1−
(
α

αN

)N−1
)−(N−β)

N

≥ n2,
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e escolhendo n ∈ N suficiente grande tal que(
1−

(
α

αN

)N−1
)−(N−β)

N

≤ n
N−β
N ≤ 4

N−β
N

(
1−

(
α

αN

)N−1
)−(N−β)

N

,

segue que

AT(α, β) ≥ C2(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

·

(1− ( α

αN

)N−1
)N−β

N

n
N−β
N e

(
α

αN
−1
)
n − 1

e5



≥ C2(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

·
[(

1

n
N−β
N

)
n

N−β
N e(

−4
n )n − 1

e5

]

≥ C2(
1−

(
α
αN

)N−1
)N−β

N

·
[
1

e4
− 1

e5

]

Por fim, se α = αN , segue que AT(αN , β) é infinito, pois de (2.29), temos que

AT(αN , β) ≥

(
n

N−β
N

C
N−β
N

1

)
ωN−1

N − β

[
e

(
αN
αN

−1
)
n −

(
N−2∑
j=0

nj

j!

)
e−n

]
n→∞−−−→ ∞.

O que conclui a prova.

A partir de agora, analisaremos como o supremo AT(α, β), estabelecido no Teo-

rema 2.5, fornece uma demonstração da desigualdade crítica de Trudinger-Moser em

todas as dimensões N . Também discutiremos quais valores positivos de a e b tornam

a desigualdade crítica de Trudinger-Moser válida sob a restrição da norma completa:

∥∇u∥aN + ∥u∥bN ≤ 1.

Além disso, estabeleceremos a relação precisa entre os supremos da desigualdade crí-

tica e subcrítica de Trudinger-Moser. Em particular, apresentaremos uma demonstra-

ção da desigualdade crítica de Trudinger-Moser utilizando a desigualdade subcrítica

de Trudinger-Moser, conforme mencionada no Teorema 2.5. Esta abordagem sugere

uma nova perspectiva e metodologia no estudo da desigualdade ótima de Trudinger-

Moser.

Teorema 2.6 Sejam N > 2, 0 < β < N, a, b > 0 e u ∈ W 1,N(RN) \ {0}. Denotemos
por

MTa,b(β) = sup
∥∇u∥aN+∥u∥bN≤1

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
;
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e

MT(β) = MTN,N(β).

Se b ≤ N , então, MTa,b(β) < ∞. A constante αN é ótima. Além disso, temos a
seguinte identidade:

MTa,b(β) = sup
α∈(0,αN )

1−
(

α
αN

)(N−1
N )a

(
α
αN

)(N−1
N )b


N−β

b

AT(α, β).

Em particular, MT(β) <∞ e

MT(β) = sup
α∈(0,αN )

1−
(

α
αN

)N−1

(
α
αN

)N−1


N−β

b

AT(α, β).

Demonstração: Seja u ∈ W 1,N(RN) \ {0} tal que

∥∇u∥aN + ∥u∥bN ≤ 1.

Considere

∥∇u∥N = θ ∈ (0, 1),

então

∥u∥bN ≤ 1− θa. (2.31)

Dividiremos a demonstração em dois casos:

Caso 1:
1

2
< θ < 1.

Neste caso, definindo

v(y) =
u(λy)

θ
; com λ =

(1− θa)
1
b

θ
> 0, (2.32)

temos que

∇v(y) = λ

θ
∇u(λy).

Assim, fazendo x = λy,, tem-se que dx = λNdy e, portanto, segue que

∥∇v∥N =

(∫
RN

λN

θN
|∇u(λy)|N dy

) 1
N

=
1

θ

(∫
RN

|∇u(x)|N dx
) 1

N

=
∥∇u∥N

θ
= 1.
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Além disso, utilizando (2.31) e realizando novamente a mudança de variável x = λy,

temos que

∥v∥NN =

∫
RN

|v(y)|N dy

=

∫
RN

(
u(λy)

θ

)N

dy

=
1

θN

∫
RN

|u(λy)|N dy

=
1

θNλN

∫
RN

|u(x)|N dx

=
1

θNλN
∥u∥NN

≤ 1

θNλN
(1− θa)

N
b

=
1

θN
(

(1−θa)
1
b

θ

)N
(1− θa)

N
b

= 1.

Por outro lado, utilizando novamente a mudança de variável x = λy e a equação

(2.32), segue que∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

=

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u(λy)|

N
N−1

)
λN dy

|λy|β

= λN−β

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
θ

N
N−1v(y)

N
N−1

)
dy

|y|β

Logo, pela definição de supremo, segue que∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
≤ λN−β AT

(
θ

N
N−1αN , β

)
. (2.33)

Agora, note que, utilizando o Teorema 2.5 em (2.33), temos que

λN−β AT
(
θ

N
N−1αN , β

)
≤

(
(1− θa)

1
b

θ

)N−β
C(N, β)(

1−
(

θ
N

N−1 αN

αN

)N−1
)N−β

N

.

Assim, voltando a (2.33), concluímos que
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∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u|

N
N−1

)
dx

|x|β
≤

(
(1− θa)

1
b

θ

)N−β
C(N, β)(

1−
(

θ
N

N−1 αN

αN

)N−1
)N−β

N

=

(
(1− θa)

N
b

θN

)1− β
N

C(N, β)

(1− θN)1−
β
N

≤

(
(1− θa)

N
b

)1− β
N

(1− θN)1−
β
N

C(N, β)

≤ C(N, β, a, b).

Aqui, utilizamos o fato de termos
1

2
< θ < 1.

Caso 2: 0 < θ ≤ 1

2
.

Inicialmente, definindo

v(y) = 2u(2y),

segue que

∇v(y) = 4∇u(2y).

Assim, utilizando a mudança de variável x = 2y,, temos que dx = 2N dy, e obtemos

que

∥∇v∥N =

(∫
RN

|∇v(y)|N dy
) 1

N

=

(∫
RN

(
22|∇u(2y)|

)N
dy

) 1
N

= 22
(∫

RN

|∇u(2y)|N dy
) 1

N

= 22
(∫

RN

|∇u(x)|N

2N
dx

) 1
N

= 2

(∫
RN

|∇u(x)|N dx
) 1

N

= 2∥∇u∥N

= 2θ

≤ 1,
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em que usamos na desigualdade acima o fato de que 0 < θ < 1
2
. Além disso, utilizando

novamente a mudança de variável x = 2y, segue que

∥v∥N =

(∫
RN

|v(y)|N dy
) 1

N

=

(∫
RN

2N |u(2y)|N dy
) 1

N

= 2

(∫
RN

|u(x)|N

2N
dx

) 1
N

= ∥u∥N−β
N ≤ 1.

Assim, fazendo novamente a mudança de variável x = 2y e utilizando o Teorema 2.5,

concluímos que ∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

=

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|u(2y)|

N
N−1

)
2N

dy

|2y|β

=2N−β

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|v(y)|

N
N−1

2
N

N−1

)
dy

|y|β

≤2N−β


C(N, β)1−

( αN

2
N

N−1

αN

)N−1


N−β
N


∥v∥N−β

N

≤2N−β

 C(N, β)(
1− 1

2N

)N−β
N


=2N−β

(
C(N, β)
(2N−1)
2N−β

)
≤C(N, β).

A seguir, verificaremos se a constante αN é a melhor constante possível. De fato,

utilizando novamente a sequência de Moser (un) dada por

un(x) =



(
1

ωN−1

) 1
N
(

n
N−β

)N−1
N
, se |x| ≤ e

−n
N−β ,(

N−β
ωN−1n

) 1
N
ln
(

1
|x|

)
, se e

−n
N−β < |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1.
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então

∇un(x) =


0, se |x| ≤ e

−n
N−β ,(

N−β
ωN−1n

) 1
N
(

−x
|x|2

)
, se e

−n
N−β < |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1.

Assim, utilizando coordenadas polares, temos

∥∇un∥NN =

∫
RN

|∇un(x)|N dx

=

∫
{
e

−n
N−β <|x|<1

}
(
N − β

ωN−1n

)
|x|N

|x|2N
dx

=

∫ 1

e
−n

N−β

(
n− β

ωN−1n

)
1

rN
rN−1ωN−1 dr

=
n− β

n

∫ 1

e
−n

N−β

1

r
dr

=
n− β

n

(
ln |r|

∣∣∣∣1
e

−n
N−β

)
= 1.

Além disso, denotando

Ω1,n =
{
x ∈ RN ; 0 ≤ |x| ≤ e

−n
N−β

}
e

Ω2,n =
{
x ∈ RN ; e

−n
N−β < |x| ≤ 1

}
,

podemos escrever

∥un∥N =


∫
Ω1,n

1

ωN−1

(
n

N − β

)N−1

dx︸ ︷︷ ︸
I1,n

+

∫
Ω2,n

(
N − β

ωN−1n

)
log

(
1

|x|

)
dx︸ ︷︷ ︸

I2,n


1
N

. (2.34)

Calculando separadamente essas integrais, temos que

I1,n =

∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} 1

ωN−1

(
n

N − β

)N−1

dx

=

∫ e
−n

N−β

0

(
n

N − β

)N−1

rN−1 dr

=

(
n

N − β

)N−1
(
e

−nN
N−β

N

)
.
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Logo,

I1,n =
C1,n

n

[
nN

e
nN
N−β

]
(2.35)

Analisaremos, agora, I2,n. Veja que, utilizando s = ln

(
1

r

)
·N , temos que

I2,n =

∫
Ω2,n

(
N − β

ωN−1n

)
log

(
1

|x|

)N

dx

=

∫
{
e

−n
N−β <|x|≤1

}
(
N − β

ωN−1n

)
log

(
1

|x|

)N

dx

=

∫ 1

e
−n

N−β

(
N − β

ωN−1n

)
log

(
1

r

)N

ωN−1r
N−1 dr

=

∫ 0

n
N−β

(
N − β

n

)( s
N

)N (−e−s

N

)
d s

=

∫ n
N−β

0

(
N − β

nNN+1

)
sNe−sd s.

Assim, como ∫ ∞

0

spe−s ds = Γ(p+ 1) = p!, (2.36)

e, portanto, aplicando (2.35), (2.36) em (2.34), obtemos que

∥un∥N ≤ c

n

[
nNe

−nN
N−β +

∫ n

0

sNe−s ds

]
⇒ ∥un∥N = O

(
1

n

)
.

Seja

wn = λnun(x) = λn



(
1

ωN−1

) 1
N
(

n
N−β

)N−1
N
, se |x| ≤ e

−n
N−β ,(

N−β
ωN−1n

) 1
N
ln
(

1
|x|

)
, se e

−n
N−β < |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1,

(2.37)

com λn ∈ (0, 1) solução de

λan + λbn∥un∥bN = 1, (2.38)

com

λn = 1−O

(
1

n
b

aN

)
n→∞−−−→ 1. (2.39)
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Assim, como ∥∇un∥N = 1, segue que

∥∇wn∥N =

(∫
RN

λNn |∇un(x)|N dx
) 1

N

= λn∥∇un∥N = λn

e

∥wn∥N = λn∥un∥N .

Logo, por (2.38), temos

∥∇wn∥aN + ∥wn∥bN = λan + λbn∥un∥bN = 1.

Além disso, pela definição de ϕN , temos que∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|wn(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

≥
∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|wn(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

=

∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} exp
(
α

(
1− β

N

)
|wn(x)|

N
N−1

)

−
N−2∑
j=0

(
α
(
1− β

N

)
|wn(x)|

N
N−1

)j
j!

dx

|x|β
(2.40)

Assim, aplicando a definição de wn (veja (2.37)) em (2.40), obtemos que∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|wn(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
(2.41)

=

∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} exp
[
α

(
1− β

N

)
(λn)

N
N−1

(
1

wN−1

) 1
N−1

·
(

n

N − β

)]
dx

|x|β

−
∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} N−2∑
j=0

[
αj

(
1− β

N

)j

(λn)
N

N−1
j ·
(

1

wN−1

) j
N−1

(
n

N − β

)j
1

j!

]
dx

|x|β
.

Calculemos separadamente essas integrais. Primeiramente, observe que se

K2,n := −
∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} N−2∑
j=0

[
αj

(
1− β

N

)j

(λn)
N

N−1
j ·
(

1

wN−1

) j
N−1

(
n

N − β

)j
1

j!

]
dx

|x|β
,

então substituindo e utilizando que αN = Nw
1

N−1

N−1, segue que

K2,n = −
∫
{
∥x∥≤e

−n
N−β

} N−2∑
j=0

(
α

αN

)j

(λn)
Nj

N−1nj dx

|x|β
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e, portanto, por coordenadas polares, concluímos que

K2,n = −
∫ e

−n
N−β

0

N−2∑
j=0

αλ N
N−1
n n

αN

j

ωN−1r
N−1−β dr (2.42)

No entanto, para j ∈ {0, · · · , N − 2}, escolhendo uma constante C > 0 tal que

λ
Nj

N−1
n ≤ Cλ

(N−2)N
N−1

n , ∀j

e utilizando que α > αn, segue queαλ N
N−1
n n

αN

j

ωN−1
rN−β

N − β
≤ C̃

λ
(N−2)N

N−1
n nN−2

eN

Portanto, aplicando isso em (2.42), temos que

K2,n = O

nN−2λ
(N−2)N

N−1
n

en

 n→∞−−−→
(2.39)

0. (2.43)

Por outro lado, definido

K1,n :=

∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} exp
[
α

(
1− β

N

)(
1−O

(
1

n
b

aN

)) N
N−1

·
(

1

wN−1

) 1
N−1

(
n

N − β

)]
dx

|x|β

=

∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} exp
[(

α

αN

)(
1−O

(
1

n
b

aN

)) N
N−1

n

]
dx

|x|β
.

Na última igualdade, utilizamos o fato de que αN = Nω
1

N−1

N−1. Logo, para α > αn,

considere α = αN + δ, tal que δ > 0. Assim, utilizando coordenadas polares, segue

que

K1,n ≥ exp

((
α

αN

)(
1−O

(
1

n
b

aN

)) N
N−1

n

)∫
{
|x|≤e

−n
N−β

} dx

|x|β

= exp

((
αN + δ

αN

)(
1−O

(
1

n
b

aN

)) N
N−1

n

)
ωN−1

∫ e
−n

N−β

0

rN−1

rβ
dr

= exp

((
αN + δ

αN

)(
1−O

(
1

n
b

aN

)) N
N−1

n

)
ωN−1 ·

exp(−n)
N − β

.
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Consequentemente, ao utilizar (2.39) e observando que o expoente da exponencial

será positivo, segue que

K1,n
n→∞−−−→ ∞. (2.44)

Assim, utilizando (2.43) e (2.44) em (2.41), concluímos que∫
RN

ϕN

(
α

(
1− β

N

)
|wn(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
−→ ∞.

Agora, demonstraremos que

MTa,b(β) = sup
α∈(0,αN )

1−
(

α
αN

)N−1
N

a

(
α
αN

)N−1
N

b


N−β

b

AT(α, β)

quando MTa,b(β) <∞. De fato, pelo Lema 2.2, temos que

sup
α∈(0,αN )

1−
(

α
αN

)N−1
N

a

(
α
αN

)N−1
N

b


N−β

b

AT(α, β) ≤ MTa,b(β).

Seja (un) uma sequência maximizante de MTa,b(β), ou seja, un ∈ W 1,N(RN) \ {0} e

tal que

• ∥∇un∥aN + ∥un∥bN ≤ 1.

•
∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β
n→∞−−−→ MTa,b(β).

Assim, definindo

vn(x) =
un(λnx)

∥∇un∥N
; λn =

(
1− ∥∇un∥aN
∥∇un∥bN

) 1
b

> 0 (2.45)

temos que

∇vn(x) =
λn∇un(λnx)
∥∇un∥N

e, portanto, fazendo y = λnx, obtemos

∥∇vn∥NN =

∫
RN

λNn |∇un(λnx)|N

∥∇un∥NN
dx

=
λNn

∥∇un∥NN

∫
RN

|∇un(λnx)|N dx

=
λNn

∥∇un∥NN

∫
RN

|∇un(y)|N
dy

λNn
= 1.
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De modo análogo, concluímos que

∥vn∥NN =

∫
RN

|un(λnx)|N

∥∇un∥NN
dx =

1

∥∇un∥NNλNn

∫
RN

|un(y)|N dy

Mas, como ∥∇un∥aN + ∥un∥bN ≤ 1, segue da definição de λn que

∥vn∥NN =
1

∥∇un∥NN
(1−∥∇un∥aN )

N
b

∥∇un∥NN

∥un∥NN =
∥un∥NN

(1− ∥∇un∥aN)
N
b

≤ 1.

Além disso, utilizando a mudança de variável x = λny e (2.45), temos que∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

=

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|un(λny)|

N
N−1

)
λNn

dy

|λny|β

=λN−β
n

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|un(λny)|

N
N−1

)
dy

|y|β

=λN−β
n

∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
∥∇un∥

N
N−1

N |vn(y)|
N

N−1

)
dy

|y|β
.

Contudo, pela definição de supremo e por (2.45), segue que∫
RN

ϕN

(
αN

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−1

)
dx

|x|β

≤λN−β
n AT

(
∥∇un∥

N
N−1

N αN , β

)
=

(
1− ∥∇un∥aN
∥∇un∥bN

)N−β
b

AT

(
∥∇un∥

N
N−1

N αN , β

)

≤ sup
α∈(0,αN )


1−

(
α
αN

)N−1
N

a

(
α
αN

)N−1
N

b


N−β

b

AT(α, β)

 .

Portanto, concluímos que

MTa,b(β) = sup
α∈(0,αN )

1−
(

α
αN

)N−1
N

a

(
α
αN

)N−1
N

b


N−β

b

AT(α, β)

quando MTa,b(β) <∞. Como queríamos demonstrar.

É importante destacar que a relação entre os supremos das desigualdades críticas

e subcríticas de Trudinger-Moser desempenham um papel crucial no estabelecimento

da existência e não-existência de funções extremantes para essas desigualdades em

espaços inteiros. Para mais detalhes, consulte [31]. Embora não abordemos esse

resultado neste capítulo, no próximo capítulo demonstraremos a existência de funções

extremantes para espaços de Sobolev X1,p
R (α, θ).
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2.3 Comportamento assintótico da desigualdade
subcrítica de Adams e sua relação com a crítica

Nesta subseção, estabelecemos o comportamento assintótico do supremo na desi-

gualdade subcrítica de Adams em W 2,N
2 (RN), conforme o Teorema 2.7. É importante

ressaltar que não se assume nenhuma versão do Teorema 2.8 para a demonstração

do Teorema 2.7. Além disso, também estabelecemos a relação entre os supremos da

desigualdade crítica e subcrítica de Adams no Teorema 2.8.

2.3.1 Desigualdades de Adams em W 2,N2 (RN)

Agora, consideramos as desigualdades crítica e subcrítica de Adams para N ≥ 3

no espaço W 2,N
2 (RN). O próximo resultado aborda a desigualdade subcrítica de

Adams. Mais precisamente, apresentaremos o comportamento assintótico do supremo,

conforme descrito a seguir.

Teorema 2.7 Sejam N ≥ 3, 0 ≤ β < N e 0 ≤ α < α(N, 2) (veja (2.6) para a
definição de α(N, 2)). Para u ∈ W 2,N

2

(
RN
)
\ {0}, denote

ATA(α, β) := sup
∥∆u∥N

2
≤1

1

∥u∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
,

em que

ϕN,2(t) =
∑
j∈N

j≥N−2
2

tj

j!
,

então existem constantes positivas c = c(N, β) e C = C(N, β) tal que quando α se
aproxima de α(N, 2) tem-se

c(N, β)(
1−

(
α

α(N,2)

)N−2
2

)1− β
N

≤ ATA(α, β) ≤ C(N, β)(
1−

(
α

α(N,2)

)N−2
2

)1− β
N

. (2.46)

Além disso, a constante α(N, 2) é ótima no sentido de que ATA(α(N, 2), β) = ∞.

Demonstração: Por meio de um argumento de densidade e pelo Lema 2.3, podemos

assumir que

u ∈ C∞
0 (RN) \ {0}, ∥∇u∥N

2
≤ 1 e ∥u∥N

2
= 1. (2.47)
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Consequentemente, uma vez que

|u| =
√
u2,

temos que

∂|u|
∂xi

=
1

2
√
u2

· 2u · ∂u
∂xi

=
u · ∂u

∂xi√
u2

e, portanto,

∂2|u|
∂x2i

=

(
∂u
∂xi

· ∂u
∂xi

+ u · ∂2u
∂x2

i

)√
u2 − u · ∂u

∂xi

u√
u2

∂u
∂xi

u2

=

√
u2 · u · ∂2u

∂x2
i

u2

=
|u| · u · ∂2u

∂x2
i

u2
.

Sendo assim,

∆(|u|) =
N∑
i=1

|u| · u · ∂2u
∂x2

i

u2
=

|u| · u
u2

·
N∑
i=1

∂2u

∂x2i
=

|u| · u ·∆u
u2

,

o que implica que

|∆(|u|)| =
∣∣∣∣ |u| · u ·∆uu2

∣∣∣∣ = |∆u|.

Agora seja

Ω(u) :=

x ∈ RN ; |u(x)| >

[
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
2

] 2
N

 .

Assim, como u ∈ C∞
0 (RN) \ {0}, segue que u tem suporte compacto e, portanto,

existe K(u) := supp(u) ⊂ RN compacto tal que u(x) = 0 para todo x /∈ K(u). Sendo

assim, como α < α(N, 2), segue que Ω(u) ⊂ K(u). Logo, Ω(u) é limitado em RN .

Além disso, temos que

|Ω(u)| =
∫
Ω(u)

1 dx

≤
∫
Ω(u)

|u|N2

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
2

dx

=
1

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
2

∫
Ω(u)

|u|
N
2 dx
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Logo, utilizando (2.47), concluímos que

|Ω(u)| ≤ 1

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
2

. (2.48)

Agora, considere

I :=

∫
Ω(u)

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≤
∫
Ω(u)

exp

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
.

Em Ω(u), definimos

v(x) = |u(x)| −

[
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
2

] 2
N

. (2.49)

Assim, v ∈ W
2,N

2
N (Ω(u)) e por (2.49), temos

∇v(x) = ∇|u(x)| ⇒ ∆v(x) = ∆|u(x)| = |∆u|.

Deste modo,

∥∆v∥N
2
=

(∫
Ω(u)

|∆v(x)|
N
2

)N
2

=

(∫
Ω(u)

|∆u|
N
2

)N
2

≤ ∥∆u∥N
2
≤ 1.

Além disso, utilizando o Lema 2.5 em Ω(u) com ε =
α(N, 2)

α
− 1 > 0, r =

1

(1 + ε)
1

p−1

e p = N
N−2

, obtemos que

|u|
N

N−2 =

∣∣∣∣∣∣|u| −
[
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
2

] 2
N

+

[
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
2

] 2
N

∣∣∣∣∣∣
N

N−2

=

∣∣∣∣∣∣v +
[
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
2

] 2
N

∣∣∣∣∣∣
N

N−2

≤

|v|+

[
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
2

] 2
N


N

N−2

≤ (1 + ε)|v|
N

N−2 +

1− 1

(1 + ε)
1
2

N−2

 2
2−N

∣∣∣∣∣∣
(
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
2

) 2
N

∣∣∣∣∣∣
N

N−2

=

(
1 +

α(N, 2)

α
− 1

)
|v|

N
N−2 +

(
1− 1

(1 + ε)
N−2

2

) 2
2−N

(
1− 1

(1 + ε)
N−2

2

) 2
N−2

,
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o que implica que

|u|
N

N−2 ≤ α(N, 2)

α
|v|

N
N−2 + 1. (2.50)

Assim, utilizando (2.50) e a desigualdade de Adams em domínios de medida finita

(Teorema 2.3), temos que

I ≤
∫
Ω(u)

exp

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≤
∫
Ω(u)

exp

(
α

(
1− β

N

)(
α(N, 2)

α
|v(x)|

N
N−2 + 1

))
dx

|x|β

≤
∫
Ω(u)

exp

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|v(x)|

N
N−2 + α

)
dx

|x|β

= eα
∫
Ω(u)

exp

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|v(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≤ eαC(N, β)|Ω(u)|1−
β
N . (2.51)

Logo, aplicação (2.48) em (2.51), segue que

I ≤ C(N, β)

 1

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
2


1− β

N

. (2.52)

Agora, se x ∈ RN \ Ω(u), então

|u(x)| <

[
1−

(
α

α(N, 2)

)N−2
N

] 2
N

< 1,

e, portanto, temos a seguinte estimativa∫
RN\Ω(u)

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≤
∫
{u≤1}

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≤
∫
{u≤1}

ϕN,2

(
α|u(x)|

N
N−2

) dx

|x|β

=

∫
{u≤1}

∑
j∈N

j≥N−2
2

αj|u(x)|
N·j
N−2

j!

dx

|x|β
.

Mas, como

|u(x)| ≤ 1 ⇒ |u(x)|
N·j
N−2 ≤ |u(x)|

N
2 , ∀j ≥ N − 2

2
.

48



Assim,∫
RN\Ω(u)

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≤
∫
{u≤1}

|u(x)|
N
2

∑
j∈N

j≥N−2
2

αj

j!

dx

|x|β

≤ eα
∫
{u≤1}

|u(x)|
N
2
dx

|x|β

≤ C(N)

∫
{u≤1}

|u(x)|
N
2
dx

|x|β

= C(N)


∫
{u≤1, |x|≥1}

|u(x)|
N
2
dx

|x|β︸ ︷︷ ︸
J1

+

∫
{u≤1, |x|<1}

|u(x)|
N
2
dx

|x|β︸ ︷︷ ︸
J2

 .

Calculando separadamente as expressões, obtemos que

J1 =

∫
{u≤1, |x|≥1}

|u(x)|
N
2
dx

|x|β

≤
∫
{u≤1, |x|≥1}

|u(x)|
N
2 dx

=

∫
RN\B(0,1)

|u(x)|
N
2 dx

≤ 1

em que na última desigualdade utilizamos (2.47). Por outro lado,

J2 =

∫
{u≤1, |x|<1}

|u(x)|
N
2
dx

|x|β

≤
∫
B(0,1)

dx

|x|β

= ωN−1

∫ 1

0

ρN−1

ρβ
dρ

= ωN−1
1

N − β

= C(N, β).

O que implica que∫
RN\Ω(u)

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
≤ C(N, β)[

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
2

]1− β
N

. (2.53)
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Dessa forma, utilizando (2.52), (2.53) e a definição de supremo, concluímos que

ATA(α, β) ≤ C(N, β)[
1−

(
α

α(N,2)

)N−2
2

]1− β
N

.

Mostraremos agora que

ATA(α(N, 2), β) = ∞.

Com efeito, seja ψ ∈ C∞([0, 1]) tal que

ψ(0) = ψ′(0) = 0 e ψ(1) = ψ′(1) = 1.

Para 0 < ε < 1
2

considere a função H(t) definida por

H(t) =



εψ( t
ε
) , se 0 < t ≤ ε,

t , se ε < t ≤ 1− ε,

1− εψ(1−t
ε
) , se 1− ε < t ≤ 1,

1 , se 1 < t.

Além disso, fixado r > 0, considere a função teste de Adams

ψr(|x|) = H

 ln
(

1
|x|

)
ln
(
1
r

)
 .

Neste caso, por construção ψr ∈ W 2,N
2

(
RN
)
, e se

x ∈ B(0, r) ⇒ |x| ≤ r ⇒ |x|
r

≤ 1 ⇒ ln

(
|x|
r

)
≤ ln(1)

⇒ ln(|x|)− ln(r) ≤ 0

⇒ −
(
ln

(
1

|x|

)
− ln

(
1

r

))
≤ 0

⇒ ln

(
1

|x|

)
≥ ln

(
1

r

)

⇒
ln
(

1
|x|

)
ln
(
1
r

) ≥ 1.

Sendo assim, se x ∈ B(0, r), segue que ψr(|x|) = 1. Além disso, por [3], temos que
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∥∆ψr∥
N
2
N
2

≤ ωN−1a(N, 2)
N
2 ln

(
1

r

)1−N
2

Ar;

∥ψr∥
N
2
N
2

= o

( 1

ln
(
1
r

))N−2
2

 ; a(N, 2) =
α(N, 2)

N−2
N

Nσ
2
N
N

;

Ar = Ar(N, 2) =

1 + 2ε

(
∥ψ′∥∞ +O

(
1

ln
(
1
r

)))N
2

 .
Agora, definimos

ur(|x|) =
(
ln

(
1

r

))N−2
N

ψr(|x|). (2.54)

Assim, para x ∈ B(0, r), temos que

ψr(|x|) = 1,

o que implica que

ur(|x|) =
(
ln

(
1

r

))N−2
N

. (2.55)

Além disso,

∆ur(|x|) =
(
ln

(
1

r

))N−2
N

∆ψr(|x|)

e, portanto,

∥∆ur∥
N
2
N
2

=

∫
RN

|∆ur(|x|)|
N
2 dx

=

∫
RN

(
ln

(
1

r

))N−2
N

|∆ψr(|x|)|
N
2 dx

=

(
ln

(
1

r

))N−2
N

∥∆ψr(|x|)|∥
N
2
N
2

≤
(
ln

(
1

r

))N−2
N

ωN−1a(N, 2)
N
2 ln

(
1

r

)1−N
2

Ar

= ωN−1a(N, 2)
N
2 Ar,

o que implica que (
∥∆ur∥

N
2
N
2

) 2
N−2

≤ ω
2

N−2

N−1a(N, 2)
N

N−2 A
2

N−2
r

= ω
2

N−2

N−1

α(N, 2)

N
N

N−2σ
2

N−2

N

A
2

N−2
r ,
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em que σN denota o volume da bola centrada na origem de raio 1, isto é,

σN =
π

N
2

Γ
(
N
2
+ 1
) =

π
N
2

N
2
Γ
(
N
2

) =
2

N

ωN−1

2
=
ωN−1

N
,

na qual utilizamos a seguinte propriedade: Γ(x+1) = xΓ(x). Desse modo, concluímos

∥∆ur∥
N

N−2
N
2

≤ ω
2

N−2

N−1

α(N, 2)

N
N

N−2

(ωN−1

N

) 2
N−2

A
2

N−2
r =

α(N, 2)A
2

N−2
r

N
. (2.56)

Agora, veja que

ATA(α(N, 2), β)

= sup
∥∆u∥N

2
≤1

1

∥u∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≥ lim
r→0+

1∥∥∥∥ ur

∥∆ur∥N
2

∥∥∥∥N−β
N

N
2

∫
B(0,r)

ϕN,2

α(N, 2)(N − β

N

) ∣∣∣∣∣ ur(|x|)∥∆ur∥N
2

∣∣∣∣∣
N

N−2

 dx

|x|β

= lim
r→0+

∥∆ur∥
N−β

2
N
2

∥ur∥
N−β

2
N
2

∫
B(0,r)

ϕN,2

α(N, 2)(N − β

N

) ∣∣∣∣∣ log
(
1
r

)
∥∆ur∥N

2

∣∣∣∣∣
N

N−2

 dx

|x|β
.

Mas, observe que

ϕN,2

α(N, 2) (N−β
N

)
log
(
1
r

)
∥∆ur∥

N
N−2
N
2

 ≥ ϕN,2

α(N, 2) (N−β
N

)
log
(
1
r

)
α(N,2)A

2
N−2
r

N


= ϕN,2

((
N−β
N

)
log
(
1
r

)
A

2
N−2
r

)
.

Assim, por coordenadas polares, temos que

ATA(α(N, 2), β) ≥ lim
r→0+

∥∆ur∥
N−β

2
N
2

∥ur∥
N−β

2
N
2

ϕN,2

((
N−β
N

)
log
(
1
r

)
A

2
N−2
r

)∫
B(0,r)

dx

|x|β

= lim
r→0+

∥∆ur∥
N−β

2
N
2

∥ur∥
N−β

2
N
2

ϕN,2

((
N−β
N

)
log
(
1
r

)
A

2
N−2
r

)
ωN−1

∫ r

0

yN−1−β dy

= lim
r→0+

∥∆ur∥
N−β

2
N
2

∥ur∥
N−β

2
N
2

ϕN,2

((
N−β
N

)
log
(
1
r

)
A

2
N−2
r

)
ωN−1

rN−β

N − β

r→0+−−−→ ∞.
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Agora, consideramos a seguinte sequência

uk(x) =



[
ln(k)
α(N,2)

]1− 2
N − Nα(N,2)

2
N−1

2
· |x|2

( ln (k)
k )

2
N

· Nα(N,2)
2

N−1

2(ln (k))
2
N

, se |x| ≤
(
1
k

) 1
N ,

Nα(N, 2)
2
N
−1(ln (k))

−2
N ln

(
1
|x|

)
, se

(
1
k

) 1
N < |x| ≤ 1,

ζk, se |x| > 1,

em que ζk é uma função suave que satisfaz

• supp(ζk) ⊂ {|x| < 2};

• ζk||x|=1 = 0;

•
∂ζk
∂ν

∣∣∣∣
|x|=1

= Nα(N, 2)
2
N
−1(ln k)

−2
N ,

de modo que ζk e ∆ζk são todos O

((
1

ln k

) 2
N

)
. Por exemplo, podemos escolher

ζk(x) =
1

2
Nα(N, 2)

2
N
−1(ln k)

−2
N − 1

2
Nα(N, 2)

2
N
−1(ln k)

−2
N ∥x∥2

perto de |x| = 1. A escolha da sequência acima é inspirada em uma sequência

semelhante a tomada em [41], no caso em que a dimensão é 4. Portanto,

∂uk
∂xi

(x) =


−Nα(N,2)

2
N

−1

2
2xi

( ln k
k )

2
N
, se |x| <

(
1
k

) 1
N ,

−Nα(N, 2) 2
N
−1(ln k)

−2
N

(
xi

|x|2

)
, se

(
1
k

) 1
N < |x| < 1,

∂ζk
∂xi
, se |x| > 1,

e

∂2uk
∂x2i

(x) =


−Nα(N,2)

2
N

−1

2
· 2

( ln k
k )

2
N
, se |x| <

(
1
k

) 1
N ,

−Nα(N, 2) 2
N
−1(ln k)

−2
N

(
|x|2−2x2

i

|x|4

)
, se

(
1
k

) 1
N < |x| < 1,

∂2ζk
∂x2

i
, se |x| > 1.

Assim,

∆uk(x) =


−Nα(N,2)

2
N

−1

2
· 2N

( ln k
k )

2
N
, se |x| <

(
1
k

) 1
N ,

−Nα(N, 2) 2
N
−1(ln k)

−2
N

(
N−2
|x|2

)
, se

(
1
k

) 1
N < |x| < 1,

∆ζk, se |x| > 1.
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Mas como supp(ζk) ⊂ {|x| < 2} e ∆ζk = O
((

1
ln k

) 2
N

)
, segue que∫

{|x|>1}
|∆uk(x)|

N
2 dx =

∫
{|x|>1}

|∆ζk|
N
2 dx

=

∫
{1<|x|<2}

|∆ζk|
N
2 dx

≤
∫
{1<|x|<2}

∣∣∣∣∣C
(

1

ln(k)

) 2
N

∣∣∣∣∣
N
2

dx

Assim, ∫
{|x|>1}

|∆uk(x)|
N
2 dx ≤ C̃ · 1

ln(k)
. (2.57)

Além disso, por coordenadas polares, obtemos que∫
{
|x|<( 1

k)
1
N

} |∆uk(x)|N2 dx =

∫
{
|x|<( 1

k)
1
N

}
∣∣∣∣∣∣−Nα(N, 2)

2
N
−1

2
· 2N(

ln k
k

) 2
N

∣∣∣∣∣∣
N
2

dx

= ωN−1

∫ ( 1
k)

1
N

0

[
N2 · α(N, 2)

2−N
N

(
k

ln k

) 2
N

]N
2

rN−1 dr

= ωN−1N
N · α(N, 2)

2−N
2

(
k

ln k

)rN
N

∣∣∣∣( 1
k)

1
N

0


e, consequentemente,∫

{
|x|<( 1

k)
1
N

} |∆uk(x)|N2 dx = ωN−1N
N−1α(N, 2)

2−N
2

1

ln(k)
. (2.58)

Por fim, por coordenadas polares novamente, temos que∫
{
( 1
k)

1
N <|x|<1

} |∆uk(x)|N2 dx

=

∫
{
( 1
k)

1
N <|x|<1

}
∣∣∣∣−Nα(N, 2) 2

N
−1(ln k)

−2
N

(
N − 2

|x|2

)∣∣∣∣N2 dx

=

∫ 1

( 1
k)

1
N

ωN−1N
N
2 α(N, 2)

2−N
2 (ln(k))−1(N − 2)

N
2 r−1 dr

= ωN−1N
N
2 α(N, 2)

2−N
2 (ln(k))−1(N − 2)

N
2
ln (k)

N

= ωN−1N
N
2 α(N, 2)

2−N
2 (N − 2)

N
2
1

N
.

Mas, lembre-se que

α(N, 2) =
N

ωN−1

[
π

N
2 22

Γ
(
N−2
2

)] N
N−2

, ωN−1 =
2π

N
2

Γ
(
N
2

) e Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1).

Portanto,
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∫
{
( 1
k)

1
N <|x|<1

} |∆uk(x)|N2 dx = ωN−1N
N
2 α(N, 2)

2−N
2 (N − 2)

N
2
1

N

= ωN−1N
N
2

 N

ωN−1

[
π

N
2 22

Γ
(
N−2
2

)] N
N−2


2−N

2

(N − 2)
N
2
1

N

= ω
N
2
N−1

(
Γ
(
N
2

)
π

N
2 22

(
N−2
2

))N
2

(N − 2)
N
2

=

(
2π

N
2

Γ
(
N
2

))N
2
(

Γ
(
N
2

)
π

N
2 22

(
N−2
2

))N
2

(N − 2)
N
2 ,

ou seja, obtemos que ∫
{
( 1
k)

1
N <|x|<1

} |∆uk(x)|N2 dx = 1. (2.59)

Assim, utilizando (2.57), (2.58) e (2.59), concluímos que

1 ≤ ∥∆uk∥
N
2
N
2

≤ 1 +O

(
1

ln k

)
. (2.60)

Por outro lado, pela definição de (uk), segue que

∥uk∥
N
2
N
2

=

∫
RN

|uk(x)|
N
2 dx (2.61)

=

∫
{
|x|≤( 1

k)
1
N

}
[ ln(k)

α(N, 2)

]N−2
N

− Nα(N, 2)
2

N−1

2

|x|2(
ln (k)
k

) 2
N

Nα(N, 2)
2

N−1

2(ln (k))
2
N


N
2

dx

+

∫
{
( 1
k)

1
N ≤|x|≤1

}
[
Nα(N, 2)

2
N
−1(ln (k))

−2
N ln

(
1

|x|

)]N
2

dx+

∫
{|x|>1}

ζ
N
2
k dx.

Assim, calculando separadamente, temos que

J1 :=

∫
{|x|>1}

ζ
N
2
k dx =

∫
{1<|x|<2}

ζ
N
2
k dx

≤ C

∫
{1<|x|<2}

(
1

(ln k)
2
N

)N
2

dx,

isto é,

J1 ≤ C̃
1

ln k
(2.62)
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e

J2 : =

∫
{
( 1
k)

1
N ≤|x|≤1

}
[
Nα(N, 2)

2
N
−1(ln (k))

−2
N ln

(
1

|x|

)]N
2

dx

= ωN−1

∫ 1

( 1
k)

1
N

N
N
2 α(N, 2)

2−N
2 ln(k)−1 ln

(
1

r

)N
2

rN−1 dr

≤ ωN−1N
N
2 α(N, 2)

2−N
2

1

ln(k)

∫ 1

0

ln

(
1

r

)N
2

rN−1 dr.

Logo, fazendo a mudança de variável, u = ln
(
1
r

)
⇒ u = − ln(r) ⇒ e(−u) = r

−e(−uN) du = rN−1 dr

segue que ∫ 1

0

ln

(
1

r

)N
2

rN−1 dr =

∫ ∞

0

u
N
2 (e−u)N−1(−e−u) du

=

∫ ∞

0

u
N
2 e−uN+u−u du

=

∫ ∞

0

u
N
2 e−uN du (2.63)

=

∫ ∞

0

tN

N
N
2

e−td t

N

=
1

N
N
2
+1

Γ

(
N

2
+ 1

)
.

Em que utilizamos a mudança de variável u =
t

N
em (2.63). Assim,

J2 ≤ C1
1

ln(k)
. (2.64)

Por fim, definindo

J3 :=

∫
{
0≤|x|≤( 1

k)
1
N

}
[(

1

α(N, 2)
ln(k)

)N−2
N

−

(
Nα(N, 2)

2−N
N

2

)(
|x|2k 2

N − 1

ln(k)
2
N

)]N
2

dx,

e utilizando a desigualdade

(|a|+ |b|)p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p), p ≥ 1,

obtemos que

56



J3 ≤2
N
2
−1

∫
{
0≤|x|≤( 1

k)
1
N

}
[(

1

α(N, 2)
ln(k)

)N−2
N

]N
2

dx

+ 2
N
2
−1

∫
{
0≤|x|≤( 1

k)
1
N

}
[(

Nα(N, 2)
2−N
N

2

)(
|x|2k 2

N − 1

ln(k)
2
N

)]N
2

dx

Assim, utilizando coordenadas polares, segue que

J3 = = 2
N
2
−1ωN−1

∫ ( 1
k)

1
N

0

[
1

α(N, 2)
ln(k)

]N−2
2

rN−1 dr

+ 2
N
2
−1ωN−1

∫ ( 1
k)

1
N

0

[
Nα(N, 2)

2−N
N

2

1

ln(k)
2
N

]N
2

(r2k
2
N − 1)

N
2 rN−1 dr.

No entanto, estimando superiormente a segunda integral acima, concluímos que

2
N
2
−1ωN−1

∫ ( 1
k)

1
N

0

[
Nα(N, 2)

2−N
N

2

1

ln(k)
2
N

]N
2

(r2k
2
N − 1)

N
2 rN−1 dr

≤ 2
N
2
−1ωN−1

[
Nα(N, 2)

2−N
N

2

1

ln(k)
2
N

]N
2

((1

k

) 1
N

)2

k
2
N − 1

((1

k

) 1
N

)N−1

= 0.

Portanto,

J3 ≤ ωN−1

[
1

α(N, 2)
ln(k)

]N−2
2

((
1
k

) 1
N

)N
N

,

ou seja,

J3 ≤ C2 ln(k)
N−2

2
1

k
. (2.65)

Dessa forma, utilizando (2.62), (2.64) e (2.65) em (2.61), obtemos que

∥uk∥
N
2
N
2

≤ A(ln(k))−1 +B(ln(k))
N−2

2
1

k
, (2.66)

em que A, B são dois números positivos, isto é, A, B > 0. Considere agora

vk =
uk

∥∆uk∥N
2

,

então

∆vk =
∆uk

∥∆uk∥N
2

.
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Assim,

∥∆vk∥N
2
=

∥∥∥∥∥ ∆uk
∥∆uk∥N

2

∥∥∥∥∥
N
2

= 1

e, utilizando (2.60), (2.66), segue que

∥vk∥
N
2
N
2

=

∥∥∥∥∥ uk
∥∆uk∥N

2

∥∥∥∥∥
N
2

N
2

=
∥uk∥

N
2
N
2

∥∆uk∥
N
2
N
2

≤ ∥uk∥
N
2
N
2

≤ A(ln(k))−1 +B(ln(k))
N−2

2
1

k
.

Logo, pela definição de ATA(α, β), temos que

ATA(α, β) = sup
∥∆u∥N

2
≤1

1

∥u∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≥ 1

∥vk∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|vk(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≥ 1

∥vk∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
{
|x|≤( 1

k)
1
N

} ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|vk(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
.

Assim, para k grande, temos que, para |x| ≤
(
1

k

) 1
N

,

|uk(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
[

1

α(N, 2)
ln(k)

]N−2
N

− Nα(N, 2)
2
N
−1

2

|x|2(
ln(k)
k

) 2
N

+
Nα(N, 2)

2
N
−1

2

1

(ln(k))
2
N

∣∣∣∣∣∣∣
≤
[

1

α(N, 2)
ln(k)

]N−2
N

+

∣∣∣∣∣∣∣
Nα(N, 2)

2
N
−1

2

(
1
k

) 2
N(

ln(k)
k

) 2
N

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣Nα(N, 2)

2
N
−1

2(ln(k))N
2

∣∣∣∣∣
≤
[

1

α(N, 2)
ln(k)

]N−2
N

+
N

2

[
1

α(N, 2)
ln(k)

]N−2
N

+
N

2

[
1

α(N, 2)
ln(k)

]N−2
N

Deste modo,

uk(x) = O

((
1

α(N, 2)
ln(k)

)N−2
N

)
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e, portanto,

ATA(α, β) ≥ 1

∥vk∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
{
|x|≤( 1

k)
1
N

} ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|vk(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

=
1

∥vk∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
{
|x|≤( 1

k)
1
N

} ϕN,2

α(1− β

N

)
|uk(x)|

N
N−2

∥∆uk∥
N

N−2
N
2

 dx

|x|β

=
1

∥vk∥
N
2 (1−

β
N )

N
2

∫
{
|x|≤( 1

k)
1
N

} ϕN,2

α(1− β

N

) O
(

ln(k)
α(N,2)

)
∥∆uk∥

N
N−2
N
2

 dx

|x|β

≥
C exp

(
α

α(N,2)

(
1− β

N

)
1

∥∆uk∥
N

N−2
ln(k)

)
(
A(ln(k))−1 +B(ln(k))

N−2
2

1
k

)1− β
N

≥
C exp

(
α

α(N,2)

(
1− β

N

)(
1

∥∆uk∥
N

N−2
− α(N,2)

α

)
ln(k)

)
(
A(ln(k))−1 +B(ln(k))

N−2
2

1
k

)1− β
N

.

Além disso, de (2.60) para k grande (independente de α), temos que

1

∥∆uk∥
N

N−2
N
2

− α(N, 2)

α
= 1− α(N, 2)

α
+ ok(1) ≈ 1− α(N, 2)

α

e (
A(ln(k))−1 +B(ln(k))

N−2
2

1

k

)1− β
N

≈ (ln(k)−1)1−
β
N .

Assim,

ATA(α, β) ≥ e{(1−
β
N )

α
α(N,2)(1−

α(N,2)
α ) ln(k)}

[(ln(k))−1]1−
β
N

+ ok(1)

≳
e{(1−

β
N )

α
α(N,2)(1−

α(N,2)
α ) ln(k)}

[(ln(k))−1]1−
β
N

= e{(1−
β
N )(

α
α(N,2)

−1) ln(k)} ln(k)1−
β
N . (2.67)

Quando α está próximo de α(N, 2), podemos escolher k suficientemente grande, se

necessário, tal que

ln(k) ≈ 1

1− α
α(N,2)

ou
(
1− β

N

)(
α

α(N, 2)
− 1

)
ln(k) ≈ 1.

Assim,

ATA(α, β) ≥ C

(
1

1− α
α(N,2)

)1− β
N

≈

 1

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N


1− β

N
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quando α está próximo de α(N, 2). Por fim, note que aplicando o limite quando

k → ∞ na equação (2.67), obtemos que α(N, 2) é ótima, pois o limite irá divergir.

Agora, apresentaremos outra demonstração do Teorema 2.8, utilizando a desi-

gualdade de Adams subcrítica dada em (2.46). Mais precisamente, o próximo teorema

estabelece uma relação precisa entre os supremos das desigualdades de Adams crítica

e subcrítica. Além disso, ele propõe uma nova abordagem para demonstrar desigual-

dades de Adams, sejam elas crítica ou subcrítica, a partir de uma delas.

Teorema 2.8 Sejam N ≥ 3, 0 ≤ β < N e a, b > 0. Denotamos

Aa,b(β) = sup
∥∆u∥aN

2

+∥u∥bN
2

≤1

∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β
;

AN
2
,N
2
(β) = A(β).

Se b ≤ N
2
, então Aa,b < ∞. A constante α(N, 2) é ótima. Além disso, temos a

seguinte identidade:

Aa,b(β) = sup
α∈(0,α(N,2))

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

a

(
α

α(N,2)

)N−2
N

b


N−β
2b

ATA(α, β).

Em particular, A(β) <∞ e

A(β) = sup
α∈(0,α(N,2))

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
2

(
α

α(N,2)

)N−2
2


N−β
N

ATA(α, β).

Demonstração: Inicialmente, assuma que 0 < b ≤ N
2
. Seja u ∈ W 2,N

2 (RN) \ {0} tal

que

∥∆u∥aN
2
+ ∥u∥bN

2
≤ 1.

Além disso, assuma que

∥∆u∥N
2
= θ ∈ (0, 1). (2.68)

Observe que, se θ = 1, então ∥u∥N
2
= 0 e, portanto, u = 0, o que é uma contradição

já que u é não nula. Se, no entanto, θ = 0 teríamos ∆u = 0, o que implica que

u(x) = n+mx, em que n,m são constantes reais. Mas, note que

∥∆u∥aN
2
+ ∥u∥bN

2
≤ 1 ⇒ ∥u∥bN

2
≤ 1 ⇒ u = 0,
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pois, caso contrário, não teríamos que ∥u∥bN
2

≤ 1 e chegamos à mesma contradição.

Por isso, consideramos o intervalo aberto na equação (2.68). Sendo assim,

∥u∥bN
2
≤ 1− θa. (2.69)

Vamos considerar dois casos para θ. Primeiramente, se
1

4
< θ < 1, considere

v(x) =
u(λx)

θ
, com λ =

(1− θa)
1
2b

θ
1
2

> 0. (2.70)

Assim,

∇v(x) = λ

θ
∇u(λx),

e consequentemente,

∆v(x) =
λ2

θ
∆u(λx).

Portanto,

∥∆v∥
N
2
N
2

=

∫
RN

|∆v(x)|
N
2 dx =

∫
RN

λN

θ
N
2

|∆u(λx)|
N
2 dx =

λN

θ
N
2

∫
RN

|∆u(λx)|
N
2 dx.

Fazendo a mudança de variável y = λx, temos que dy = λN dx. Portanto, a igualdade

acima resulta em:

∥∆v∥
N
2
N
2

=
λN

θ
N
2

∫
RN

|∆u(y)|
N
2
dy

λN
=

∥∆u∥
N
2
N
2

θ
N
2

= 1,

a última igualdade segue de (2.68). Além disso, procedendo da mesma forma, obtemos

∥v∥
N
2
N
2

=

∫
RN

|v(x)|
N
2 dx

=
1

θ
N
2

∫
RN

|u(λx)|
N
2 dx

=
1

θ
N
2 λN

∫
RN

|u(y)|
N
2 dy

=
∥u∥

N
2
N
2

θ
N
2 λN

≤ (1− θa)
N
2b

θ
N
2

(
(1−θa)

1
2b

θ
1
2

)N

= 1.

A desigualdade acima segue de (2.69) e (2.70). Por outro lado, utilizando novamente

a mudança de variável x = λy, obtemos que
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∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

=λN−β

(∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|u(λy)|

N
N−2

)
dy

|y|β

)
=λN−β

∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
θ

N
N−2 |v(y)|

N
N−2

)
dy

|y|β
. (2.71)

A última igualdade segue do fato de que, por (2.70), temos θv(x) = u(λx). Como

θ ∈ (0, 1), segue da definição de ATA (veja (2.14) para relembrar a definiçao de ATA)

que

λN−β

∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
θ

N
N−2 |v(y)|

N
N−2

)
dy

|y|β

≤λN−β ATA(θ
N

N−2α(N, 2), β). (2.72)

Assim, utilizando (2.72) em (2.71), e utilizando também o Teorema 2.7, obtemos que∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
(N−2)

)
dx

|x|β

≤λN−β ATA(θ
N

N−2α(N, 2), β)

≤

(
(1− θa)

1
2b

θ
1
2

)N−β
C(N, β)(

1−
(

θ
N

N−2 α(N,2)
α(N,2)

)N−2
N

)1− β
N

=
((1− θa)

N
2b )1−

β
N

θ
N−β

2

C(N, β)(
1− θ

N
2

)1− β
N

≤ ((1− θa)
N
2b )1−

β
N

(1− θ
N
2 )1−

β
N

C̃(N, β)

≤ C(N, β, a, b).

Vale salientar que a hipótese de que 1
4
< θ < 1 é utilizada fortemente na penúltima

desigualdade, pois próximo de θ = 0 aquela fração iria tender ao infinito.

Agora, se 0 < θ ≤ 1

4
. Defina

v(x) = 22u(2x).

Consequentemente,

∆v(x) = 4 · 4∆u(2x).
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Assim,

∥∆v∥N
2
=

(∫
RN

|∆v(x)|
N
2 dx

) 2
N

=

(∫
RN

2N2N |∆u(2x)|
N
2 dx

) 2
N

.

Utilizando a mudança de variável y = 2x, temos que dy = 2N dx. Logo, a igualdade

acima se torna:

∥∆v∥N
2
=

(
2N
∫
RN

2N |∆u(y)|
N
2
dy

2N

) 2
N

= 4∥∆u∥N
2

= 4θ ≤ 4 · 1
4
= 1.

Além disso, fazendo novamente a mudança de variável y = 2x, obtemos que

∥v∥N
2
=

(∫
RN

2Nu(2x)
N
2 dx

) 2
N

=

(∫
RN

u(y)
N
2 dy

) 2
N

= ∥u∥N
2
≤ 1.

Logo, pelo Teorema 2.7, e utilizando novamente a mudança de variável x = 2y, segue

que ∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|u(x)|

N
(N−2)

)
dx

|x|β

=

∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|u(2y)|

N
(N−2)

)
2N

dy

2β|y|β

≤
∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|v(y)|

N
(N−2)

4
N

(N−2)

)
4N

dy

|y|β

≤4N
C(N, β)1−

(
α(N,2)

4
N

N−2

α(N,2)

)N−2
N

1− β
N

=4N
C(N, β)(

1− 1

4
N
2

)1− β
N

≤C̃(N, β).
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Consideramos agora também as funções teste de Adams, como na prova do Teorema

2.7 (veja (2.54)). Seja α > α(N, 2). Considere

wr(|x|) = λr
ur(|x|)
∥∆ur∥N

2

,

sendo λr ∈ (0, 1) a solução de

λar +
λbr∥ur∥bN

2

∥∆ur∥bN
2

= 1 (2.73)

e λr → 1 quando r → 0+. Assim, utilizando (2.73), segue que

∥∆wr∥aN
2
+ ∥wr∥bN

2
= λar

(
∥∆ur∥N

2

∥∆ur∥N
2

)a

+ λbr

(
∥ur∥N

2

∥∆ur∥N
2

)b

= 1.

Agora, lembre-se que

• ∥∆ur∥
N
2
N
2

≤ ωN−1a(N, 2)
N
2 ln

(
1

r

)1−N
2

Ar;

• ∥ur∥
N
2
N
2

= o

((
ln

(
1

r

))N−2
N

)
;

• a(N, 2) =
α(N, 2)

N−2
2

Nσ
2
N
N

;

• Ar = Ar(n, 2) = 1 + 2ε

(
∥ψ′∥∞ +O

(
1

ln
(
1
r

))) 1
2

.

Assim,

lim
r→0+

∫
RN

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|wr(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

≥ lim
r→0+

∫
Br

ϕN,2

(
α

(
1− β

N

)
|wr(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

= lim
r→0+

∫
Br

ϕN,2

α(1− β

N

)
λ

N
N−2
r

|ur(x)|
N

N−2

∥∆ur∥
N

N−2
N
2

 dx

|x|β

= lim
r→0+

∫ r

0

wN−1ϕN,2

α (1− β
N

)
λ

N
N−2
r |ur(ρ)|

N
N−2

∥∆ur∥
N

N−2
N
2

 ρN−1−βd ρ

= lim
r→0+

wN−1

∫ r

0

ϕN,2

α (1− β
N

)
λ

N
N−2
r |ur(ρ)|

N
N−2

∥∆ur∥
N

N−2
N
2

 ρN−1−βd ρ.
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Entretanto, como para x ∈ B(0, r) (veja (2.55)), temos que

ur(|x|) =
(
ln

(
1

r

))N−2
N

e a partir de (2.56), segue que

∥∆ur∥
N

N−2
N
2

≤ α(N, 2)A
N−2
N

r

N
.

Assim,

lim
r→0+

wN−1

∫ r

0

ϕN,2

α (1− β
N

)
λ

N
N−2
r |ur(ρ)|

N
N−2

∥∆ur∥
N

N−2
N
2

 ρN−1−βd ρ

≥ lim
r→0+

wN−1ϕN,2

α (N−β
N

)
λ

N
N−2
r

(
ln
(
1
r

))
α(N,2)A

2
N−2
r

N

∫ r

0

ρN−1−βd ρ

= lim
r→0+

wN−1

(
rN−β

N − β

)
ϕN,2


α

α(N, 2)

(N − β) ln
(
1
r

)
λ

N
N−2
r(

1 + 2ε

(
∥ψ′∥∞ +O

(
1

ln( 1
r )

))N
2

) 2
N−2

 .

Logo, para ε pequeno e fazendo r → 0+, segue que

lim
r→0+

wN−1

(
rN−β

N − β

)
ϕN,2


α

α(N, 2)

(N − β) ln
(
1
r

)
λ

N
N−2
r(

1 + 2ε

(
∥ψ′∥∞ +O

(
1

ln( 1
r )

))N
2

) 2
N−2


≥ lim

r→0+
rN−β exp

(
α(N − β)

α(N, 2)
ln

(
1

r

))
= lim

r→0+
r(N−β)(1− α

α(N,2)) → +∞, já que α > α(N, 2).

Resta agora mostrar que

Aa,b(β) = sup
α∈(0,α(N,2))

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

a

(
α

α(N,2)

)N−2
N

b


N−β
2b

ATA(α, β). (2.74)

Pelo Lema 2.4, temos que

ATA(α, β) ≤


(

α
α(N,2)

)N−2
N

b

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

a


N−β
2b

Aa,b(β).
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Portanto,

sup
α∈(0,α(N,2))


1−

(
α

α(N,2)

)N−2
N

a

(
α

α(N,2)

)N−2
N

b


N−β
2b

ATA(α, β)

 ≤ Aa,b(β).

Agora, seja (un) uma sequência maximizante de Aa,b(β), isto é, un ∈ W 2,N
2 (RN) \ {0}

com

∥∆un∥aN
2
+ ∥un∥bN

2
≤ 1 (2.75)

e ∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−2

)
dx

|x|ρ
→ Aa,b(β), quando n→ ∞.

Definindo a sequência

vn(x) =
un(λnx)

∥∆un∥N
2

; com λn =

(
1− ∥∆un∥aN

2

∥∆un∥bN
2

) 1
2b

> 0,

segue que

∆vn(x) =
λ2n∆u(λnx)

∥∆un∥N
2

.

Assim, utilizando a mudança de variável y = λnx, segue que

∥∆vn∥
N
2
N
2

=

∫
RN

|∆vn(x)|
N
2 dx =

∫
RN

λN
n

|∆un(λnx)|
N
2

∥∆un∥
N
2
N
2

dx =
1

∥∆un∥
N
2
N
2

∫
RN

|∆un(y)|
N
2 dy = 1.

Além disso, utilizando novamente a mudança de variável y = λnx, obtemos que

∥vn∥
N
2
N
2

=

∫
RN

|un(λnx)|
N
2

∥∆un∥
N
2
N
2

dx

=
1

∥∆un∥
N
2
N
2

· 1

λNn

∫
RN

|un(y)|
N
2 dy

=
1

∥∆un∥
N
2
N
2

· 1((
1−∥∆un∥aN

2

∥∆un∥bN
2

) 1
2b

)N
· ∥un∥

N
2
N
2

=
1

∥∆un∥
N
2
N
2

·
∥∆un∥

N
2
N
2(

1− ∥∆un∥aN
2

)N
2b

· ∥un∥
N
2
N
2

=
∥un∥

N
2
N
2(

1− ∥∆un∥aN
2

)N
2b

.
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Logo,

∥vn∥N
2
=

∥un∥N
2(

1− ∥∆un∥aN
2

) 1
b

. (2.76)

Por outro lado, por (2.75), obtemos que

∥un∥bN
2
≤ 1− ∥∆un∥aN

2
⇒ ∥un∥N

2
≤ (1− ∥∆un∥aN

2
)
1
b . (2.77)

Portanto, substituindo (2.77) em (2.76), concluímos que

∥vn∥N
2
≤ 1.

Assim, utilizando x = λny e o Teorema 2.7, temos que∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|un(x)|

N
N−2

)
dx

|x|β

=

∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|un(λny)|

N
N−2

)
λNn dy

|λny|β

=λN−β
n

∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
∥∆un∥

N
N−2
N
2

|vn(y)|
N

N−2

)
dy

|y|β

≤λN−β
n ATA

(
∥∆un∥

N
N−2
N
2

α(N, 2), β

)

=

(
1− ∥∆un∥aN

2

∥∆un∥bN
2

)N−β
2b

ATA

(
∥∆un∥

N
N−2
N
2

α(N, 2), β

)
. (2.78)

Seja
α = ∥∆un∥

N
N−2
N
2

α(N, 2).

Do fato de que ∥∆un∥N
2
< 1, concluímos que

α = ∥∆un∥
N

N−2
N
2

α(N, 2) < α(N, 2).

Deste modo, voltando a (2.78), obtemos∫
RN

ϕN,2

(
α(N, 2)

(
1− β

N

)
|un|

N
N−2

)
dx

|x|β

≤ sup
α∈(0,α(N,2))

1−
(

α
α(N,2)

)N−2
N

a

(
α

α(N,2)

)N−2
N

b


N−β
2b

ATA(α, β).

Concluindo a demonstração de (2.74) e a do Teorema.
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2.3.2 Desigualdade de Adams em W γ,Nγ (RN)

Por fim, estudaremos a desigualdade crítica de Adams, sob a suposição de que a

desigualdade subcrítica de Adams seja válida para as derivadas de ordem fracionária.

Teorema 2.9 Sejam 0 < γ < N um número real positivo arbitrário, p =
N

γ
, 0 ≤

α < β0(N, γ) =
N

ωN−1

(
π

N
2 2γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
N−γ
2

) ) p
p−1

, 0 ≤ β < N e a, b > 0. Denotamos

GATA(α, β) = sup∥∥∥(−∆)
γ
2 u
∥∥∥
p
≤1

u∈W γ,p(RN )\{0}

1

∥u∥p(1−
β
N )

p

∫
RN

ϕN,γ

(
α

(
1− β

N

)
|u(x)|

p
p−1

)
dx

|x|β
;

GA(β) = sup∥∥∥(−∆)
γ
2 u
∥∥∥a
p
+∥u∥bp≤1

u∈W γ,p(RN )

∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|u(x)|

p
p−1

)
dx

|x|β
;

sendo
ϕN,γ(t) =

∑
j∈N

j≥p−1

tj

j!
.

Assuma que GATA(α, β) <∞ e que exista uma constante C(N, γ, β) > 0 tal que

GATA(α, β) ≤ C(N, γ, β)(
1−

(
α

β0(N,γ)

) p−1
p

) . (2.79)

Então, quando b ≤ p, temos que GAa,b(β) <∞. Em particular, GAp,p(β) <∞.

Demonstração: Seja u ∈ W γ,p(RN) \ {0} com∥∥∥(−∆)
γ
2 u
∥∥∥a
p
+ ∥u∥bp ≤ 1.

Considere ∥∥∥(−∆)
γ
2 u
∥∥∥
p
= θ ∈ (0, 1).

Assim,

∥u∥bp ≤ 1− θa.

Dividiremos a demonstração em casos. Primeiramente, se
1

2γ
< θ < 1, então definindo

uma nova função

v(x) =
u(λx)

θ
, λ =

(1− θa)
1
γb

θ
1
γ

> 0. (2.80)
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Deste modo, como

(−∆)
γ
2 f(λx) = λγ

(
(−∆)

γ
2 f
)
(λx),

segue que

(−∆)
γ
2 v(x) = (−∆)

γ
2

(
u(λx)

θ

)
= λγ

(
(−∆)

γ
2
u

θ

)
(λx)

=
λγ

θ

(
(∆)

γ
2 u
)
(λx).

Assim, utilizando a mudança de variável y = λx, temos que

∥∥∥(−∆)
γ
2 v
∥∥∥
p
=

(∫
RN

∣∣∣∣λγ((−∆)
γ
2 u)(λx)

θ

∣∣∣∣p dx
) 1

p

=

(∫
RN

λγp−N

θp

∣∣∣((−∆)
γ
2 u)(y)

∣∣∣p dy) 1
p

.

Contudo, sendo p =
N

γ
, segue que γ =

N

p
, e assim,

∥∥∥(−∆)
γ
2 v
∥∥∥
p
=

∥∥(−∆)
γ
2 u
∥∥
p

θ
= 1.

Além disso, fazendo y = λx, obtemos que

∥v∥pp =
∫
RN

|v|pd x

=
1

θp

∫
RN

|u(λx)|pd x

=
1

θpλN

∫
RN

|u(y)|pd y

≤ 1

θp

(
θ

N
γ

(1− θa)
N
γb

)
(1− θa)

p
b

≤ 1

θp

(
θp

(1− θa)
p
b

)
(1− θa)

p
b

= 1.

Sendo assim, utilizando a mudança de variável x = λy, segue que∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|u(x)|

p
p−1

)
dx

|x|β

=

∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|u(λy)|

p
p−1

)
λN dy

|λy|β
.
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Pela definição de GATA(α, β), e usando (2.80), a expressão anterior torna-se∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|u(x)|

p
p−1

)
dx

|x|β

=λN−β

∫
RN

ϕN,γ

(
θ

p
p−1β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|v(y)|

p
p−1

)
dy

|y|β

≤λN−β GATA
(
θ

p
p−1β0(N, γ), β

)
≤

(
(1− θa)

1
γb

θ
1
γ

)N−β
C(N, β)[

1−
(

θ
p

p−1 β0(N,γ)
β0(N,γ)

) p−1
p

]1− β
N

.

Na última desigualdade, utilizamos a equação (2.79). No entanto, como estamos

assumindo que.

1

2γ
< θ < 1 ⇒ 1

2
< θ

1
γ < 1 ⇒ 2N−β >

1

θ
N−β

γ

> 1,

segue, então, do fato de que b ≤ p =
N

γ
, e, portanto,

N

γb
≥ 1, que

∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|u(x)|

p
p−1

)
dx

|x|β
≤

(
(1− θa)

N
γb

)1− β
N

(1− θ)1−
β
N

C̄(N, β)

≤ C(N, β, b),

Agora, se 0 < θ ≤ 1

2γ
, então definindo

v(x) = 2γu(2x), (2.81)

temos que ∥∥∥(−∆)
γ
2 v
∥∥∥
p
= 2γ∥(−∆)

γ
2 u∥p ≤ 1.

Além disso, utilizando a mudança de variável 2x = y, obtemos que

∥v∥pp =
∫
RN

2γp|u(2x)|p dx

= 2λp−N

∫
RN

|u(y)|p dy

= 2γ
N
γ
−N

∫
RN

|u(y)|p dy

=

∫
RN

|u(y)|p dy

≤ 1.
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Logo, pela mudança de variável x = 2y, pela equação (2.81), pela definição de

GATA(α, β) e utilizando (2.79), respectivamente, temos que∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|u(x)|

p
p−1

)
dx

|x|β

= 2N−β

∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

(
1− β

N

)
|u(2y)|

p
p−1

)
dy

|λy|β

≤ 2N
∫
RN

ϕN,γ

(
β0(N, γ)

2
γp
p−1

(
1− β

N

)
|v(y)|

p
p−1

)
dy

|λy|β

≤ 2N
C(N, β)1−( β0(N,γ)

2
γ

p
p−1

β0(N,γ)

) p−1
p


= 2N

C(N, β)(
1− 1

2γ

)
= 2N

C(N, β)(
2γ−1
2γ

)
≤ C̃(N, β),

assim concluímos a prova.

Embora seja necessário assumir a desigualdade subcrítica de Adams em (2.79),

a ideia principal do Teorema anterior é que GATA(α, β) é, de fato, subcrítica, ou

seja, α é estritamente menor que o nível crítico β0(N, γ). Assim, ela se apresenta

como uma alternativa mais acessível para estudo em comparação com GAa,b(β). Essa

característica sugere uma nova abordagem no estudo de GAa,b(β).
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Capítulo 3

Equivalência das desigualdades crítica
e subcrítica de Trudinger-Moser em
dimensões fracionárias e funções
extremantes

Sejam 0 < R ≤ ∞, α, θ ≥ 0 e q ≥ 1 números reais. Definimos

Lq
θ = Lq

θ(0, R)

como o espaço de Lebesgue com peso constituído por todas as funções mensuráveis u

em (0, R) tal que

∥u∥Lq
θ
=


(∫ R

0
|u(r)|q dλθ

) 1
q
<∞, se 1 ≤ q <∞

ess sup
0<r<R

|u(r)| <∞, se q = ∞

a qual estamos denotando a medida ponderada dλθ por∫ R

0

f(r) dλθ = ωθ

∫ R

0

f(r)rθ dr (3.1)

com f : R → R uma função, 0 < R ≤ ∞ e ωθ definido como

ωθ =
2π

θ+1
2

Γ
(
θ+1
2

) com Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−t dt.

É importante notar que, quando θ = N−1, é um número inteiro positivo, então

ωθ coincide com wN−1, conforme é definido no Capítulo 2, ou seja, coincide com o

elemento de área da bola unitária do espaço Rθ+1 = RN . Analogamente ao que foi
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apresentado no Capítulo 2, podemos definir espaços do tipo Sobolev para investigar

uma classe de operadores diferenciais como, por exemplo, os operadores p−laplaciano,

consulte [14, 22, 44] e as referências contidas neles.

De acordo com P. Clément, D.G. de Figueiredo e E. Mitidieri em [14], conside-

rando o espaço

XR := X1,p
R (α, θ)

em que α, θ ≥ 0, p > 1 e 0 < R ≤ ∞, como o conjunto de todas as funções localmente

absolutamente contínuas no intervalo (0, R), que satisfazem

lim
r→R

u(r) = 0, com u ∈ Lp
θ e u′ ∈ Lp

α.

O espaço XR torna-se Banach quando munido da seguinte norma:

∥u∥ =
(
∥u∥p

Lp
θ
+ ∥u′∥p

Lp
α

) 1
p
.

Além disso, podemos distinguir dois comportamentos especiais para os espaços de

Sobolev XR. A saber, o caso Sobolev, quando a condição

α− p+ 1 > 0 (3.2)

é satisfeita, e o caso de Trudinger-Moser, quando

α− p+ 1 = 0.

No caso Sobolev (3.2), o valor

p∗ := p∗(α, p, v) =
(v + 1)p

α− p+ 1

é o expoente crítico para a imersão contínua

X1,p
R (α, θ) ↪→ Lq

ν .

De fato, para a situação limitada 0 < R <∞, tem-se a seguinte imersão contínua:

X1,p
R (α, θ) ↪→ Lq

ν , se q ∈ (1, p∗] e min{θ, ν} ≥ α− p.

Além disso, no caso estrito q < p∗, a imersão compacta também é válida. Por outro

lado, para o caso de Trundiger-Moser, temos a imersão compacta

X1,p
R (α, θ) ↪→ Lq

ν , se q ∈ (1,∞) e ν ≥ 0. (3.3)
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No entanto,

XR ↪−→ L∞
ν

não é válida, como pode ser observado ao considerar a função u(r) = ln
(
ln
(
eR
r

))
.

Dito isso, neste Capítulo trataremos de algumas propriedades do espaço XR,

relacionadas às desigualdade de Trudinger-Moser. Nesse contexto, relembraremos

alguns resultados clássicos. Primeiramente, é importante salientar que a imersão

apresentada em (3.3) não é válida para seu valor limite nos espaços de Lebesgue com

peso Lq
ν . Como resposta a essa limitação, em [18], foi provada uma desigualdade do

tipo Trudinger-Moser para XR, demonstrando que este espaço é imerso em um espaço

de Orlicz com peso determinado pelo crescimento exponencial. Mais precisamente,

denotando

µα,θ = (θ + 1)ω
1
α
α e |BR|θ =

∫ R

0

dλθ,

os autores de [18] provaram o seguinte:

Teorema 3.1 Sejam 0 < R <∞, α ≥ 1, θ ≥ 0 e p = α + 1 números reais. Então

i) eµ|u|
p

p−1 ∈ L1
ν, para qualquer µ > 0 e u ∈ X1,p

R (α, θ);

ii) Existe uma constante c > 0 que depende apenas de α, p e θ tal que

sup
∥u′∥

L
p
α
≤1

1

|BR|θ

∫ R

0

eµ|u|
p

p−1
dλθ

≤ c, se µ ≤ µα,θ,

= ∞, se µ > µα,θ.
(3.4)

iii) O supremo em (3.4) é atingido para todo 0 < µ ≤ µα,θ.

Neste capítulo, estaremos principalmente interessados no caso não limitado, isto

é, quando R = ∞. Nesse contexto, conforme mostrado por de Oliveira, em [17], no

caso dos de Sobolev XR, também temos a seguinte imersão contínua:

X1,p
∞ (α, θ) ↪−→ Lq

θ, se q ∈ [p, p∗] e θ ≥ α− p. (3.5)

Além disso, as imersões em (3.5) são compactas sob as condições estritas θ > α − p

e p < q < p∗. No caso de Trudinger-Moser, valem as imersões contínuas:

X1,p
∞ (α, θ) ↪−→ Lq

θ, se q ∈ [p,∞)

as quais são compactas quando q > p. Agora, lembraremos a seguinte desigualdade

do tipo Trudinger-Moser na forma invariante por escala obtida em [18].
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Teorema 3.2 Assuma que p ≥ 2, α = p− 1 e θ ≥ 0. Para todo µ < µα,θ existe uma
constante positiva C(p, µ, θ) > 0 tal que para todo u ∈ X1,p

∞ (α, θ), com ∥u′∥Lp
α
≤ 1

tem-se ∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ ≤ C(p, µ, θ)∥u∥p

Lp
θ
,

em que

φp(t) = et −
k0−1∑
k=0

tk

k!
=
∑
j∈N

j≥p−1

tk

k!
, t ≥ 0, (3.6)

com k0 := min{j ∈ N; j ≥ p − 1}. A constante µα,θ é ótima no sentido de que o
supremo é infinito quando µ ≥ µα,θ.

Neste capítulo, de forma semelhante ao que foi feito no Capítulo 2, também

estabeleceremos limites assintóticos superior e inferior para a desigualdade subcrítica

de Trudinger-Moser. Em seguida, utilizaremos essa abordagem para mostrar a equi-

valência entre as desigualdades crítica e subcrítica de Trudinger-Moser aplicadas a

espaços de Sobolev de dimensão fracionária. Além disso, mostraremos a existência

de funções extremantes para ambas as desigualdade e, como consequência desse fato,

explicitaremos alguns dos supremos críticos da desigualdade de Trudinger-Moser, con-

siderando casos específicos. Este capítulo fundamenta-se no trabalho de Oliveira e

do Ó [19], intitulado "Equivalence of critical and subcritical sharp Trudinger–Moser

inequalities in fractional dimensions and extremal functions".

3.1 Resultados Preliminares

Nesta seção, apresentaremos algumas notações e resultados preliminares que

serão fundamentais para o desenvolvimento deste capítulo. Abordaremos diversas re-

lações e propriedades iniciais da desigualdade de Trudinger-Moser subcrítica. Apre-

sentaremos também definições e lemas essenciais para os resultados subsequentes do

Capítulo. Por fim, apresentaremos um resultado assintótico relacionado à desigual-

dade obtida no Teorema 3.2.

Note que, com base em (3.1), ao realizar a mudança de variável s = τr, temos

que ds = τ dr. Logo,
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∫ ∞

0

f(τr) dλθ = ωθ

∫ ∞

0

f(τr)rθ dr

= ωθ

∫ ∞

0

f(s)
(s
τ

)θ ds
τ

=
1

τ θ+1

(
ωθ

∫ ∞

0

f(s)sθ ds

)
,

ou seja, ∫ ∞

0

f(τr) dλθ =
1

τ θ+1

(∫ ∞

0

f(s) dλθ

)
, τ > 0. (3.7)

Agora, ao definirmos

uτ (r) = ζu(τr)

com ζ, τ > 0 e u ∈ X1,p
∞ (α, θ), temos que

u′τ (r) = ζτu(τr).

Assim, ao considerar o caso em que 1 ≤ p <∞ (adotado daqui em diante) e utilizando

(3.7), segue que

∥uτ∥qLq
θ
=

(∫ ∞

0

ζq|u(τr)|q dλθ
)

= ζq
∫ ∞

0

1

τ θ+1
|u(s)|q dλθ =

ζq

τ θ+1
∥u∥q

Lq
θ
, q ≥ p (3.8)

Além disso, ao aplicar novamente a mudança de variável s = τr, segue que

∥u′τ∥
p
Lp
α
=

∫ ∞

0

|u′τ (r)|p dλα

= ωθ

∫ ∞

0

ζpτ p|u′(τr)|p dλα

= ωθ

∫ ∞

0

ζpτ p|u′(τr)|prα dr

= ωθ

∫ ∞

0

ζpτ p|u′(s)|p
(s
τ

)α ds

τ

=
(ζτ)p

τα+1
ωθ

∫ ∞

0

|u′(s)|psα ds

=
(ζτ)p

τα+1

∫ ∞

0

|u′(s)|p dλα,

isto é,

∥u′τ∥
p
Lp
α
=

(ζτ)p

τα+1
∥u′∥p

Lp
α
. (3.9)
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Ademais, considerando 0 ≤ ρ ≤ 1 e utilizando a expressão de φp(t) apresentada

em (3.6), segue que

φp(ρt) = eρt −
k0−1∑
k=0

(ρt)k

k!
=
∑
j∈N

j≥p−1

(ρt)j

j!
≤ ρp−1φp(t),

uma vez que ρj ≤ ρp−1, ∀ j ∈ N com j ≥ p− 1.

Agora, para ρ ≥ 1, temos que

φp(ρt) ≥ ρp−1φp(t), (3.10)

pois ρp−1 ≤ pj, ∀ j ∈ N tal que j ≥ p− 1.

A seguir, apresentaremos um Lema técnico que será utilizado de forma recor-

rente ao longo deste capítulo.

Lema 3.1 Para todo q ≥ 1 e ε > 0, temos que

(x+ y)q ≤ (1 + ε)
q−1
q xq +

(
1− (1 + ε)−

1
q

)1−q

yq, x, y ≥ 0.

Demonstração: De fato, para o caso em que x = 0 ou y = 0 é imediato, então

considere x > 0 e a função

x 7→ xq, com q ≥ 1,

a qual é convexa. Logo, para x, y > 0, e t ∈ [0, 1], temos que

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Em particular, tomando t =
1

(1 + ε)
1
q

, segue que

(x+ y)q =

 1

(1 + ε)
1
q

· (1 + ε)
1
qx+

(
1− 1

(1 + ε)
1
q

)(
1− 1

(1 + ε)
1
q

)−1

y

q

≤ 1

(1 + ε)
1
q

(1 + ε)xq +

(
1− 1

(1 + ε)
1
q

)(
1− 1

(1 + ε)
1
q

)−q

yq

= (1 + ε)
q−1
q xq +

(
1− (1 + ε)−

1
q

)1−q

yq,

como queríamos demonstrar.
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Suponhamos agora que a condição

α + 1 = p

seja satisfeita. Neste caso, o próximo resultado assegura que o supremo subcrítico

da desigualdade de Trudinger-Moser pode ser normalizado. Mais precisamente, o

resultado está formalizado no Lema a seguir.

Lema 3.2 Assuma que p ≥ 2, α = p− 1 e θ ≥ 0. Então para qualquer 0 ≤ µ ≤ µα,θ

e u ∈ X1,p
∞ (α, θ) \ {0}, tem-se

TMSC(µ, α, θ) := sup
∥u′∥

L
p
α
≤1

1

∥u∥p
Lp
θ

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ

= sup
∥u′∥

L
p
α
=∥u∥

L
p
θ
=1

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ.

Demonstração: Primeiramente, observe que, como o conjunto{
u ∈ X1,p

∞ (α, θ); ∥u′∥Lp
α
= ∥u∥Lp

θ
= 1
}
⊆
{
u ∈ X1,p

∞ (α, θ); ∥u′∥Lp
α
≤ 1
}
,

é suficiente mostrar que

TMSC(µ, α, θ) ≤ sup
∥u′∥

L
p
α
=∥u∥

L
p
θ
=1

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ.

Para cada u ∈ X1,p
∞ (α, θ) \ {0}, com ∥u′∥Lp

α
≤ 1, considere

v(r) =
u(τr)

∥u′∥Lp
α

com τ =

(
∥u∥p

Lp
θ

∥u′∥p
Lp
α

) 1
θ+1

.

Assim,

v′(r) =
τu(τr)

∥u′∥Lp
α

.

E, portanto, dado que α− p+ 1 = 0 e utilizando (3.8) e (3.9), concluímos que

∥v′∥Lp
α
=


(

1
∥u′∥

L
p
α

· τ
)p

τα+1
· ∥u′∥p

Lp
α


1
p

=

(
∥u′∥p−p

Lp
α

τα+1−p

) 1
p

= 1

e

∥v∥Lp
θ
=


(

1
∥u′∥

L
p
α

)p
τ θ+1

· ∥u∥p
Lp
θ


1
p

=

(
∥u∥p

Lp
θ

∥u′∥p
Lp
α

·
∥u′∥p

Lp
α

∥u∥p
Lp
θ

) 1
p

= 1.

Então de (3.7) e (3.10), segue que
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∫ ∞

0

φp

(
µ|v|

p
p−1

)
dλθ =

∫ ∞

0

φp

µ · |u(τr)|
p

p−1

∥u′∥
p

p−1

Lp
α

 dλθ

=
1

τ θ+1

∫ ∞

0

φp

 1

∥u′∥
p

p−1

Lp
α

· µ|u|
p

p−1

 dλθ

≥ 1

τ θ+1

 1

∥u′∥
p

p−1

Lp
α

p−1 ∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ

=
∥u′∥p

Lp
α

∥u∥p
Lp
θ

1

∥u′∥p
Lp
α

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ

=
1

∥u∥p
Lp
θ

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ.

Logo, dado u ∈ X1,p
∞ (α, θ)\{0} com ∥u′∥Lp

α
≤ 1, conseguimos uma v ∈ X1,p

∞ (α, θ)\{0}

tal que vale a desigualdade acima, o que conclui a demonstração.

O próximo resultado é o mais significativo desta seção, pois ele fornece o com-

portamento assintótico para a desigualdade apresentada no Teorema 3.2.

Teorema 3.3 Assuma que p ≥ 2, α = p− 1 e θ ≥ 0. Para qualquer 0 ≤ µ ≤ µα,θ, e
relembrando que

TMSC(µ, α, θ) = sup
∥u′∥

L
p
α
≤1

1

∥u∥p
Lp
θ

∫ ∞

0

φp(µ|u|
p

p−1 ) dλθ.

Então existem constantes positivas c(α, θ) e C(α, θ) tal que quando µ está suficiente-
mente próximo de µα,θ,

c(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 ≤ TMSC(µ, α, θ) ≤ C(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 .

Além disso, a constante µα,θ é ótima no sentido de que

TMSC(µα,θ, α, θ) = ∞.

Demonstração: Seja u ∈ X1,p
∞ (α, θ), com ∥u′∥Lp

α
≤ 1. A partir da desigualdade de

Pólya-Szegö obtida em [1, 5], podemos assumir que u é uma função não-crescente.

Além disso, pelo Lemma 3.2, é suficiente analisar o caso que ∥u∥Lp
θ
= 1. Inicialmente,

provaremos que

TMSC(µ, α, θ) ≤ C(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 . (3.11)

79



Denote

Au =

{
r > 0; |u(r)|p > 1−

(
µ

µα,θ

)p−1
}
.

Observe que para todo |t| ≤ 1, temos que

φp

(
µ|t|

p
p−1

)
=
∑
j∈N

j≥p−1

(
µ|t|

p
p−1

)j
j!

≤
∑
j∈N

j≥p−1

|t|p · µ
j

j!
≤ |t|p

∞∑
j=0

µj

j!
= eµ|t|p. (3.12)

Assim, se Au = ∅ e, consequentemente, u ≤ 1 em (0,∞), então a desigualdade (3.12)

implica que∫ ∞

0

φp(µ|u|
p

p−1 ) dλθ ≤ eu
∫ ∞

0

|u|p dλθ = eµ ≤ eµα,θ ≤ eµα,θ

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 , (3.13)

pois ∥u∥Lp
θ
= 1 e µ ≤ µα,θ. Logo, podemos assumir que Au ̸= ∅. Dessa forma, se existe

r0 > 0 tal que r0 ∈ Au, então pela hipótese

lim
r→∞

u(r) = 0

e, pelo Teorema do Valor Intermediário, segue que exite Ru > 0 tal que Au = (0, Ru),

pois temos que u é uma função não-crescente. Analogamente, como (3.13), temos que

se r ∈ R \ Au, então

|u(r)|p ≤ 1−
(

µ

µα,θ

)p−1

< 1.

Portanto, usando (3.12), temos que∫ ∞

Ru

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ ≤

∫
{u≤1}

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ

≤ eµ
∫
{u≤1}

|u|p dλθ

≤ eµ

≤ eµα,θ .

Logo, ∫ ∞

Ru

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ ≤

eµα,θ

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 . (3.14)

Agora, observe que se r ∈ Au = (0, Ru), então

|u(r)|p > 1−
(

µ

µα,θ

)p−1
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e, portanto
|u(r)|p

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 > 1.

Deste modo, temos

|BRu|θ =
∫ Ru

0

1 · dλθ ≤
1

1−
(

µ
µα,θ

)p−1

∫ Ru

0

|u|p dλθ ≤
1

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 , (3.15)

em que usamos mais uma vez que ∥u∥Lp
θ
= 1. Agora, para r ∈ (0, Ru), considere

v(r) = u(r)−

(
1−

(
µ

µα,θ

)p−1
) 1

p

.

Assim, claramente v ∈ X1,p
Ru

(α, θ), pois como u ∈ X1,p
∞ (α, θ), com ∥u′∥Lp

α
≤ 1, segue

que u é localmente absolutamente contínua em (0,∞) e tal que lim
r→∞

u(r) = 0, u ∈ Lp
θ

e u′ ∈ Lp
α, segue que v também vai satisfazer essas propriedades para r → Ru. Além

disso, como v′(r) = u′(r), obtemos que

∥v′∥Lp
α(0,Ru) ≤ ∥u′∥Lp

α
≤ 1.

Mais ainda, considerando

ε =

(
µα,θ

µ

)p

− 1 e q =
p

p− 1

no Lema 3.1, temos que

|u|
p

p−1 =

∣∣∣∣∣∣v +
(
1−

(
µ

µα,θ

)p−1
) 1

p

∣∣∣∣∣∣
q

≤ (1 + ε)
q−1
q |v|q +

(
1− (1 + ε)−

1
q

)1−q

(1− ( µ

µα,θ

)p−1
) 1

p

q

=

(
µ(α,θ)

µ

)
|v|

p
p−1 +

1−
((

µα,θ

µ

)p)− (p−1)
p

− 1
p−1
(1− ( µ

µα,θ

)p−1
) 1

p


p

p−1

=
µα,θ

µ
|v|

p
p−1 + 1.

Assim, pela desigualdade de Trundiger-Moser ( veja 3.4), implica que
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∫ Ru

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ ≤

∫ Ru

0

eµ|u|
p

p−1
dλθ

≤
∫ Ru

0

e
µ

(
µα,θ
µ

|v|
p

p−1+1

)
dλθ

= eµ
∫ Ru

0

eµα,θ|v|
p

p−1
dλθ

≤ eµC(α, θ)|B(0, R)|θ.

Logo, por (3.15), concluímos que∫ Ru

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ ≤

eµα,θC(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 (3.16)

e, consequentemente, pelas equações (3.14) e (3.16), temos que∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ =

∫ Ru

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ +

∫ ∞

Ru

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ

≤ C(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 ,

para qualquer µ < µα,θ não necessariamente próximo de µα,θ, o que prova (3.11). A

seguir provaremos a desigualdade oposta, isto é,

TMS(µ, α, θ) ≥ c(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 .

Para isso, considere a sequência

un(r) =
1

ω
1
p
α



(
n

θ+1

) p−1
p , se 0 ≤ r ≤ e−

n
θ+1 ,(

θ+1
n

) 1
p ln

(
1
r

)
, se e−

n
θ+1 < r < 1,

0, se r ≥ 1.

(3.17)

Assim,

u′n(r) =


0, se 0 ≤ r ≤ e−

n
θ+1 ,(

θ+1
n

) 1
p 1

ω
1
p
α

(
−1

r

)
, se e−

n
θ+1 < r < 1,

0, se r ≥ 1
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e, dado que α = p− 1, segue que

∥u′n∥
p
Lp
α
=

∫ ∞

0

|u′n(r)|p dλα

=

∫ 1

e
− n

θ+1

((
θ + 1

n

) 1
p

)p(
1

ω
1
p
α

)p ∣∣∣∣(−1

r

)∣∣∣∣p dλα
=

(
θ + 1

n

)
1

ωα

ωα

∫ 1

e
− n

θ+1

(
1

r

)p

rα dr

=

(
θ + 1

n

)∫ 1

e
− n

θ+1

rα−p dr

=

(
θ + 1

n

)∫ 1

e
− n

θ+1

1

r
dr

=

(
θ + 1

n

)(
ln(r)

∣∣∣∣1
e
− n

θ+1

)

=

(
θ + 1

n

)(
0−

(
− n

θ + 1

))
.

Logo,

∥u′n∥
p
Lp
α
= 1 (3.18)

Por outro lado,

∥un∥pLp
θ
=

∫ ∞

0

|un(r)|p dλθ

=

∫ e
− n

θ+1

0

1

ωα

(
n

θ + 1

)p−1

dλθ︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ 1

e
− n

θ+1

1

ωα

(
θ + 1

n

)
ln

(
1

r

)p

dλθ︸ ︷︷ ︸
I2

.

Dessa forma, ao calcular separadamente estas integrais, obtemos

I1 =
1

ωα

(
n

θ + 1

)p−1 ∫ e
− n

θ+1

0

dλθ

=
1

ωα

(
n

θ + 1

)p−1

ωα

∫ e
− n

θ+1

0

rθ dr

=

(
n

θ + 1

)p−1

(
e−

n
θ+1

)θ+1

θ + 1

= np−1

(
1

θ + 1

)p

e−n.

Portanto,

I1 =
c(α, θ)

n
[npe−n] (3.19)
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Além disso, utilizando a mudança de variável

s = ln
(
1
r

)
(θ + 1) ⇒ e−s = rθ+1 ⇒ −es ds = (θ + 1)rθ dr ,

segue que

I2 =

∫ 1

e
− n

θ+1

1

ωα

(
θ + 1

n

)
ln

(
1

r

)p

dλθ

=

(
θ + 1

n

)
1

ωα

ωα

∫ 1

e
− n

θ+1

ln

(
1

r

)p

rθ dr

=

(
θ + 1

n

)∫ 0

n

(
s

θ + 1

)p(−e−s

θ + 1

)
ds

=
1

n
· 1

(θ + 1)p

∫ n

0

spe−s ds.

Logo,

I2 =
c(α, θ)

n

∫ n

0

spe−s ds. (3.20)

Desse modo, combinando (3.19) e (3.20), obtemos que

∥un∥pLp
θ
=
c

n

[
npe−n +

∫ n

0

spe−s ds

]
(3.21)

em que c = c(α, θ) =
(

1
θ+1

)p
=
(

1
θ+1

)α+1. Desse modo, como∫ ∞

0

spe−s ds = Γ(p+ 1) = p!,

existem c1 = c1(α, θ) > 0 e n1 ∈ N tal que

∥un∥pLp
θ
≤ c1
n
, ∀n ≥ n1. (3.22)

Por outro lado, como µα,θ = (θ + 1)ω
1

p−1
α , segue que

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ ≥

∫ e
−n
θ+1

0

φp

(
µ

(
1

ω
1

p−1
α

)
·
(

n

θ + 1

))
dλθ

≥
∫ e

−n
θ+1

0

φp

(
µ

µα,θ

· n
)
dλθ

= ωθ

∫ e
−n
θ+1

0

φp

(
µ

µα,θ

· n
)
rθ dλθ

= ωθφp

(
µ

µα,θ

)
e−n

θ + 1
.
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Logo, pela definição de φ, concluímos que

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ ≥ ωθ ·

e−n

θ + 1

e( µ
µα,β

)
n
−

k0−1∑
k=0

(
µ

µα,θ

)k
nk

k!


≥ ωθ

θ + 1

[
e

(
µ

µα,β
−1

)
n
−

(
k0−1∑
k=0

nk

k!

)
e−n

]
.

Assim, para todo n ≥ n1, temos

TMSC(µ, α, θ) ≥ 1

∥un∥pLp
θ

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ

≥ n

c1(α, θ)

[
ωθ

θ + 1

(
e

(
µ

µα,θ
−1

)
n
−

(
k0−1∑
j=0

nj

j!

)
e−n

)]
(3.23)

=
1

c1(α, θ)
· ωθ

θ + 1

[
ne

(
µ

µα,θ
−1

)
n
−

(
k0−1∑
j=0

nj

j!

)
ne−n

]

=
c2(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1 ·
1−

(
µ

µα,θ

)p−1

1

[
ne

(
µ

µα,θ
−1

)
n
−

(
k0−1∑
j=0

nj

j!

)
ne−n

]

para c2(α, θ) =
wθ

θ + 1
· 1

c1(α, θ)
> 0. Assim, como

(
1− µ

µα,θ

)p−1
(

k0−1∑
j=0

nj

j!

)
ne−n n→∞−−−→ 0,

segue da definição de limite que existe n2 ∈ N tal que n2 ≥ n1 e(
1− µ

µα,θ

)p−1
(

k0−1∑
j=0

nj

j!

)
ne−n ≤ 1

e5
, 0 ≤ µ < µα,θ.

Sendo assim, para todo n ≥ n2, segue que

TMSC(µ, α, θ) ≥ c2(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1

[(
1−

(
µ

µα,θ

)p−1
)
ne

(
µ

µα,θ
−1

)
n
− e−5

]
.

Logo, para µ suficientemente próximo de µα,θ e tal que(
1−

(
µ

µα,θ

))−1

≥ n2,

e escolhendo n ∈ N tal que(
1−

(
µ

µα,θ

))−1

≤ n ≤ 4

(
1−

(
µ

µα,θ

))−1

,
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segue que

TMSC(µ, α, θ) ≥ c2(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1

[
1

n
· ne(

−4
n )n − e−5

]

=
c2(α, θ)

1−
(

µ
µα,θ

)p−1

[
e−4 − e−5

]
.

Por fim, se µ = µα,θ, segue que TMSC(µα,θ, α, θ) é infinito, pois de (3.23), temos que

TMSC(µα,θ, α, θ) ≥ c2(α, θ)

[
ne

(
µα,θ
µα,θ

−1

)
n
−

(
k0−1∑
j=0

nj

j!

)
ne−n

]

= c2(α, θ)

[
n−

(
k0−1∑
j=0

nj

j!

)
ne−n

]
n→∞−−−→ ∞.

Portanto, concluímos a demonstração.

3.2 Equivalência das desigualdades crítica e subcrí-
tica de Trudinger-Moser

Para os Espaços de Sobolev clássicos, o supremo crítico

TMC(σ, α, θ) := sup
∥u∥≤1

∫ ∞

0

φp

(
σ|u|

p
p−1

)
dλθ,

foi inicialmente estudado por Ruf em [48], bem como por Y. Li e B. Ruf em [36]. Nas

últimas décadas, o interesse por esse tipo de desigualdade significativamente, gerando

uma vasta literatura sobre o tema, conforme evidenciado em [9, 25, 26, 27, 30, 32], e

nas referências citadas nesses trabalhos.

É importante destacar que a limitação de TMC(σ, α, θ) foi previamente anali-

sada por Abreu e Fernandes em [1]. Nesta seção, apresentaremos uma nova prova

para essa limitação, proposta por de Oliveira e do Ó em [19], onde, em particular, é

estabelecida uma relação entre TMCS(σ, α, θ) e TMC(σ, α, θ).

Dessa forma, o objetivo desta seção é investigar o expoente crítico µ = µα,θ e

demonstrar a equivalência crítica no Teorema 3.4. Ressaltamos que, no argumento

desenvolvido a seguir, assumimos que TMC(µα,θ, α, θ) é finito.

O próximo resultado aborda a desigualdade de Trudinger-Moser em seu caso

subcrítico. Este resultado estabelece uma condição necessária para que TMC(σ, α, β)
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seja finito. Além disso, apresentaremos um limite superior para TMSC(µ, α, β), de-

monstrando que o caso subcrítico é controlado pelo crítico.

Lema 3.3 Para qualquer 0 < σ ≤ µα,θ e 0 < µ < σ, temos que

TMSC(µ, α, θ) ≤

( (
µ
σ

)p−1

1−
(
µ
σ

)p−1

)
TMC(σ, α, θ).

Em particular, se TMC(µα,θ, α, θ) é finito, então TMSC(µ, α, θ) é finito.

Demonstração: Seja u ∈ X1,p
∞ (α, θ), com ∥u′∥Lp

α
= 1 e ∥u∥Lp

θ
= 1. Considere

ut(r) =
(µ
σ

) p−1
p
u(tr), com t =

( (
µ
σ

)p−1

1−
(
µ
σ

)p−1

) 1
θ+1

.

Utilizando que α + 1 = p e ∥u′∥p
Lp
α
= 1, juntamente com as equações (3.8) e (3.9),

obtemos que

∥u′t∥
p
Lp
α
=

([(
µ
σ

) (p−1)
p

]
t

)p

tα+1
· ∥u′∥p

Lp
α
=
(µ
σ

)p−1

e

∥ut∥pLp
θ
=

((
µ
σ

) (p−1)
p

)p

tθ+1
· ∥u∥p

Lp
θ
=

(
µ
σ

)p−1(
(µ
σ )

p−1

1−(µ
σ )

p−1

) = 1−
(µ
σ

)p−1

.

Assim,

∥u′t∥
p
Lp
α
+ ∥ut∥pLp

θ
= 1,

e portanto,

∥ut∥ = 1.

Além disso, utilizando a mudança de variável r = tx, temos que∫ ∞

0

φp

(
µ|u(r)|

p
p−1

)
dλθ = ωθ

∫ ∞

0

φp

(
µ|u(r)|

p
p−1

)
rθ dr

= ωθ

∫ ∞

0

φp

(
µ|u(tx)|

p
p−1

)
(tx)θ · t dx

= tθ+1

∫ ∞

0

φp

(
µ|u(tx)|

p
p−1

)
dλθ

= tθ+1

∫ ∞

0

φp

(
µ

(
σ

µ
|ut(x)|

p
p−1

))
dλθ

= tθ+1

∫ ∞

0

φp

(
σ|ut(x)|

p
p−1

)
dλθ

≤ tθ+1TMC(σ, α, θ).
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Consequentemente,∫ ∞

0

φp

(
µ|u(r)|

p
p−1

)
dλθ ≤

( (
µ
σ

)p−1

1−
(
µ
σ

)p−1

)
TMC(σ, α, θ).

Assim, dado que u ∈ X1,p
∞ (α, θ), com ∥u′∥Lp

α
= 1 e ∥u∥Lp

θ
= 1 é arbitrário, o resultado

segue do Lema 3.2.

Teorema 3.4 Assuma p ≥ 2, α = p − 1 e θ ≥ 0. Para qualquer 0 ≤ σ ≤ µα,θ,

relembre-se que

TMC(σ, α, θ) = sup
∥u∥≤1

∫ ∞

0

φp

(
σ|u|

p
p−1

)
dλθ.

Então, TMC(σ, α, θ) é finito. A constante µα,θ é ótima. Além disso, temos a seguinte
identidade, para todo σ ≤ µα,θ,

TMC(σ, α, θ) = sup
µ∈(0,σ)

(
1−

(
µ
σ

)p−1(
µ
σ

)p−1

)
TMSC(µ, α, θ). (3.24)

Demonstração: Seja u ∈ X1,p
∞ (α, θ) tal que

0 < ∥u′∥p
Lp
α
+ ∥u∥p

Lp
θ
≤ 1.

Assuma que

∥u′∥Lp
α
= ϑ ∈ (0, 1) e ∥u∥p

Lp
θ
≤ 1− ϑp.

Dividiremos a análise inicialmente em dois casos. No primeiro, suponhamos que
1

2
< ϑ < 1.

Considere

ut(r) =
u(tr)

ϑ
, com t =

(
1− ϑp

ϑp

) 1
θ+1

> 0. (3.25)

Por (3.8) e (3.9), temos que

∥u′t∥
p
Lp
α
=

(
1
ϑ
· t
)p

tα+1
· ∥u′∥p

Lp
α
=

∥u′∥p
Lp
α

ϑp
= 1

e

∥ut∥pLp
θ
=

(
1
ϑ

)p
tθ+1

· ∥u∥p
Lp
θ
≤ 1− ϑp

ϑp · tθ+1
=

1− ϑp

ϑp
(
1−ϑp

ϑp

) = 1.

Assim, procedendo como no Lema anterior, para qualquer σ ≤ µα,θ, o Teorema 3.3 e

(3.25), implicam que
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∫ ∞

0

φp

(
σ|u(r)|

p
p−1

)
dλθ = tθ+1

∫ ∞

0

φp

(
σ|u(tr)|

p
p−1

)
dλθ

= tθ+1

∫ ∞

0

φp

(
σϑ

p
p−1 |ut(r)|

p
p−1

)
dλθ

≤ tθ+1

∫ ∞

0

φp

(
µα,θϑ

p
p−1 |ut(r)|

p
p−1

)
dλθ

≤ tθ+1TMSC
(
µα,θϑ

p
p−1 , α, θ

)
≤
(
1− ϑp

ϑp

)
C(α, θ)

1−
(

ϑ
p

p−1 ·µα,θ

µα,θ

)p−1

=
C(α, θ)

ϑp

≤ 2pC(α, θ).

Na última desigualdade utilizamos o fato de que 1
2
< ϑ < 1.

Agora, se 0 < ϑ ≤ 1

2
, considere

w(r) = 2u
( r
ϑ

)
.

Logo,

w′(r) =
2

ϑ
u′
( r
ϑ

)
.

Assim, utilizando a mudança de variável
r

ϑ
= x e utilizando o fato de que α+ 1 = p,

temos

∥w′∥p
Lp
α
=

∫ ∞

0

|w′(r)|p dλα

=

∫ ∞

0

(
2

ϑ

)p ∣∣∣u′ ( r
ϑ

)∣∣∣p dλα
=

(
2

ϑ

)p

ωα

∫ ∞

0

∣∣∣u′ ( r
ϑ

)∣∣∣p rα dr
=

(
2

ϑ

)p

ωα

∫ ∞

0

|u′(x)|p(ϑx)αv dx

=

(
2

ϑ

)p

ϑα+1ωα

∫ ∞

0

|u′(x)|pxα dx

=

(
2

ϑ

)p

ϑα+1

∫ ∞

0

|u′(x)|p dλα

= 2p∥u′∥p
Lp
α

= 2pϑp
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≤ 1.

Na última desigualdade utilizamos o fato de que 0 < ϑ ≤ 1
2
. Além disso, fazendo

novamente a mudança de variável
r

ϑ
= x, segue que

∥w∥p
Lp
θ
=

∫ ∞

0

|w(r)|p dλθ

=

∫ ∞

0

∣∣∣2u( r
ϑ

)∣∣∣p dλθ
= 2p

∫ ∞

0

∣∣∣u( r
ϑ

)∣∣∣p dλθ
= 2pωθ

∫ ∞

0

∣∣∣u( r
ϑ

)∣∣∣p rθ dr
= 2pωθ

∫ ∞

0

|u(x)|p(ϑx)θv dx

= 2pϑθ+1

∫ ∞

0

|u|p dλθ

= 2pϑθ+1∥u∥p
Lp
θ

≤ 2pϑθ+1(1− ϑp)

≤ 2pϑθ+1.

Consequentemente, pelo Teorema 3.3, obtemos que∫ ∞

0

φp

(
σ|u(r)|

p
p−1

)
dλθ = ωθ

∫ ∞

0

φp

(
σ|u(r)|

p
p−1

)
rθ dr

= ωθ ·
1

ϑθ+1

∫ ∞

0

φp

(
σ
∣∣∣u(x

ϑ

)∣∣∣ p
p−1

)
xθ dx

=
1

ϑθ+1

∫ ∞

0

φp

(
σ
∣∣∣u(x

ϑ

)∣∣∣ p
p−1

)
dλθ

=
1

ϑθ+1

∫ ∞

0

φp

(
σ

∣∣∣∣w(x)2

∣∣∣∣ p
p−1

)
dλθ

≤ 1

ϑθ+1

∫ ∞

0

φp

(
2

−p
p−1µα,θ|w(x)|

p
p−1

)
dλθ

≤ 1

ϑθ+1
∥w∥p

Lp
θ
· TMSC

(
2

−p
p−1µα,θ, α, θ

)
≤ 1

ϑθ+1

(
2pϑθ+1

)
· TMSC

(
2

−p
p−1µα,θ, α, θ

)
≤ 2p · C(α, θ)

1−
(

2
−p
p−1 µα,θ

µα,θ

)p−1

= C(α, θ)

(
2p

1− 2−p

)
.
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Assim, como u ∈ X1,p
∞ (α, θ) é tal que ∥u∥ ≤ 1 é arbitrário, segue que, para todo

σ ≤ µα,θ tem-se TMC(σ, α, θ) < ∞. A seguir, mostraremos que a constante µα,θ

é ótima. Para demonstrar isso, utilizaremos novamente a seguinte sequência dada

(3.17), a saber

un(r) =
1

ω
1
p
α



(
n

θ+1

) p−1
p , se 0 ≤ r ≤ e−

n
θ+1 ,(

θ+1
n

) 1
p ln

(
1
r

)
, se e−

n
θ+1 < r < 1,

0, se r ≥ 1.

Como visto em (3.18), temos que

∥u′n∥
p
Lp
θ
= 1

e conforme (3.21) e (3.22), observamos que

∥un∥pLp
θ
=
c

n

[
npe−n +

∫ n

0

spe−s ds

]
= O

(
1

n

)
, quando n→ ∞.

Agora para τn ∈ (0, 1) tal que

τ pn

(
1 + ∥un∥pLp

θ

)
= 1, com τn = 1−O

(
1

n
1
p

)
n→∞−−−→ 1. (3.26)

Assim, considerando

wn(r) = τnun(r),

segue que

w′
n(r) = τnu

′
n(r).

Então, utilizando o fato de que ∥un∥pLp
α
= 1 e (3.26), obtemos que

∥w′
n∥

p
Lp
α
+ ∥wn∥pLp

θ
= τ pn∥u′n∥

p
Lp
α
+ τ pn∥un∥

p
Lp
θ
= τ pn + τ pn∥un∥

p
Lp
θ
= 1.

Além disso, para qualquer σ > µα,θ,

∫ ∞

0

φp

(
σ|wn(r)|

p
p−1

)
dλθ ≥

∫ e
−n
θ+1

0

φp

σ ∣∣∣∣∣τn
(

1

ω
1
p
α

)
un(r)

∣∣∣∣∣
p

p−1

 dλθ

=

∫ e
−n
θ+1

0

φp

(
στ

p
p−1
n

(
1

ω
1

p−1
α

)(
n

θ + 1

))
dλθ.
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Mas, como µα,θ = (θ + 1)ω
1
α
α e α = p− 1, segue que

∫ ∞

0

φp

(
σ|wn(r)|

p
p−1

)
dλθ =

∫ e
−n
θ+1

0

φp

(
στ

p
p−1
n n

µα,θ

)
dλθ (3.27)

=

∫ e
−n
θ+1

0

e
(

nσ
µα,θ

)
τ

p
p−1
n −

k0−1∑
k=0

(
στ

p
p−1
n n
µα,θ

)k

k!

 dλθ.

Logo, calculando separadamente essas integrais, temos que

∫ e
−n
θ+1

0

e

(
nσ

µα,θ

)
τ

p
p−1
n

dλθ = e

(
nσ

µα,θ

)
τ

p
p−1
n

ωθ

∫ e
−n
θ+1

0

rθ dλθ

= e

(
nσ

µα,θ

)
τ

p
p−1
n

(
ωθe

−n

θ + 1

)
=

ωθ

θ + 1

[
e
n

((
σ

µα,θ

)
τ

p
p−1
n −1

)]
n→∞−−−→ ∞ (3.28)

e

∫ e
−n
θ+1

0

k0−1∑
k=0

(
στ

p
p−1
n n
µα,θ

)k

k!
dλθ =

k0−1∑
k=0

(
στ

p
p−1
n n
µα,θ

)k

k!

∫ e
−n
θ+1

0

1 dλθ

=

k0−1∑
k=0

(
στ

p
p−1
n n
µα,θ

)k

k!

(
ωθ

en(θ + 1)

)
.

No entanto, para todo k ∈ {0, · · · , k0 − 1}, temos que

ωθ · nk
(

σ
µα,θ

)k
τ

kp
p−1
n

(θ + 1) · en · k!
≤ C ·

ωθ · nk0−1
(

σ
µα,θ

)k0−1

τ
(k0−1)p

p−1
n

(θ + 1) · en

= C̃ · n
k0−1τ

(k0−1)p
p−1

n

en
,

em que C > 0 é uma constante positiva tal que τ
kp
p−1
n ≤ C · τ

(k0−1)p
p−1

n para todo k ∈

{0, · · · , k0 − 1}. Dessa forma,

k0−1∑
k=0

(
στ

p
p−1
n n
µα,θ

)k

k!

(
ωθ

en(θ + 1)

)
= O

nk0−1τ
(k0−1)p

p−1
n

en

 ωθ

θ + 1
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e, portanto,

∫ e
−n
θ+1

0

k0−1∑
k=0

(
στ

p
p−1
n n
µα,θ

)k

k!
dλθ

n→∞−−−→ 0. (3.29)

Assim, aplicando (3.29) e (3.28) em (3.27), concluímos que∫ ∞

0

φp

(
σ|wn(r)|

p
p−1

)
dλθ

n→∞−−−→ ∞.

Agora mostraremos que

TMC(σ, α, θ) = sup
µ∈(0,σ)

(
1−

(
µ
σ

)p−1(
µ
σ

)p−1

)
TMSC(µ, α, θ). (3.30)

Pelo Lema 3.3, temos que

sup
µ∈(0,σ)

(
1−

(
µ
σ

)p−1(
µ
σ

)p−1

)
TMSC(µ, α, θ) ≤ TMC(σ, α, θ). (3.31)

Para obter a desigualdade contrária, seja (un) uma sequência maximizante do supremo

TMC(σ, α, θ), isto é, (un) é uma sequência satisfazendo

• un ∈ X1,p
∞ (α, θ);

• 0 < ∥u′n∥
p
Lp
α
+ ∥un∥pLp

θ
≤ 1,

e tal que

TMC(σ, α, θ) = lim
n→∞

∫ ∞

0

φp

(
σ|un|

p
p−1

)
dλθ.

Desse modo, considerando

uτn(r) =
un(τnr)

∥u′n∥Lp
α

, com τn =

(
1− ∥u′n∥

p
Lp
α

∥u′n∥
p
Lp
α

) 1
θ+1

> 0,

temos que

u′τn(r) =
τn

∥u′n∥Lp
α

· u′n(τnr) = τnu
′
τn(r).

Logo, utilizando a definição de uτn , obtemos que

∥uτn∥
p
Lp
θ
=

∫
Rn

|uτn(r)|p dλθ =
∫
Rn

∣∣∣∣un(τnr)∥u′n∥Lp
α

∣∣∣∣p dλθ = 1

∥u′n∥
p
Lp
α

·
∫
Rn

|un(τnr)|p dλθ.

Mas pela mudança de variável τnr = x, e visto que τndr = dx, segue que

∥uτn∥
p
Lp
θ
=

1

∥u′n∥
p
Lp
α

· ωθ

∫
Rn

|un(τnr)|prθ dr =
1

∥u′n∥
p
Lp
α

· ωθ

∫
Rn

|un(x)|p
(
x

τn

)θ
dx

τn
.
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Assim, manipulando as expressões, concluímos que

∥uτn∥
p
Lp
θ
=

1

∥u′n∥
p
Lp
α

· 1

τ θ+1
n

∫
Rn

|un(x)|p dλθ =
1

∥u′n∥
p
Lp
α

· 1

τ θ+1
n

· ∥un∥pLp
θ
.

No entanto, 0 < ∥u′n∥
p
Lp
α
+ ∥un∥pLp

θ
≤ 1, o que implica que

∥uτn∥
p
Lp
θ
=

1

∥u′n∥
p
Lp
α

·

(
∥u′n∥

p
Lp
α

1− ∥u′n∥
p
Lp
α

)
· ∥un∥pLp

θ
=

∥un∥pLp
θ

1− ∥u′n∥
p
Lp
α

≤ 1.

Além disso, de forma análoga, e utilizando o fato de que α + 1 = p, temos que

∥u′τn∥Lp
α
= ∥τnu′τn∥Lp

α
= τn∥u′τn∥Lp

α
= τn

(
∥u′n∥

p
Lp
α

∥u′n∥
p
Lp
α
· τα+1

n

) 1
p

= 1

e, consequentemente, pela mudança de variável r = τnx, temos que∫ ∞

0

φp

(
σ|un(r)|

p
p−1

)
dλθ =

∫ ∞

0

φp

(
σ|un(r)|

p
p−1

)
rθ dr

=

∫ ∞

0

φp

(
σ|un(τnx)|

p
p−1

)
(τnx)

θτn dx

= τ θ+1
n

∫ ∞

0

φp

(
σ|un(τnx)|

p
p−1

)
xθ dx

= τ θ+1
n

∫ ∞

0

φp

(
σ|un(τnx)|

p
p−1

)
dλθ.

Assim, pela definição de un(τnx) e TMSC, segue que∫ ∞

0

φp

(
σ|un(r)|

p
p−1

)
dλθ = τ θ+1

n

∫ ∞

0

φp

(
σ|un(τnx)|

p
p−1

)
dλθ

= τ θ+1
n

∫ ∞

0

φp

(
σ · ∥u′n∥

p
p−1

Lp
α
|uτn(x)|

p
p−1

)
dλθ

≤ τ θ+1
n TMSC(σ · ∥u′n∥

p
p−1

Lp
α
, α, θ)

=

(
1− ∥u′n∥

p
Lp
α

∥u′n∥
p
Lp
α

)
TMSC(σ · ∥u′n∥

p
p−1

Lp
α
, α, θ)

≤ sup
µ∈(0,σ)

(
1−

(
µ
σ

)p−1(
µ
σ

)p−1

)
TMSC(µ, α, θ),

em que utilizamos o fato de que σ∥u′n∥
p

p−1

Lp
α
< σ na última desigualdade. Logo, pela

definição de TMC(σ, α, θ), concluímos que

TMC(σ, α, θ) ≤ sup
µ∈(0,σ)

(
1−

(
µ
σ

)p−1(
µ
σ

)p−1

)
TMSC(µ, α, θ). (3.32)

Agora (3.30), segue diretamente de (3.31) e (3.32).
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3.3 Existência de Funções extremantes

Uma questão relevante sobre os supremos TMSC(σ, α, θ) e TMS(σ, α, θ), bem

como para as desigualdades de Trudinger-Moser em geral, é se existem ou não funções

extremantes. Inspirados por abordagens recentes em [9, 30, 31, 32], utilizaremos a

identidade (3.24) para estudar esta questão.

Nesta seção, demonstraremos a existência de funções extremantes tanto para

o caso crítico quanto para o subcrítico da desigualdade de Trudinger-Moser. Em

particular, no que diz respeito ao supremo subcrítico TMSC(σ, α, θ), somos capazes

de estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 3.5 Sejam α, p e θ satisfazendo as condições do Teorema 3.3. Então o
supremo subcrítico fracionário TMSC(µ, α, θ) é atingido.

Posteriormente, utilizando o Teorema 3.5 e a Identidade (3.24), demonstraremos

o seguinte resultado de atingibilidade para o supremo crítico fracionário TMC(σ, α, θ).

Teorema 3.6 Sejam k0 = min{j ∈ N; j ≥ p− 1}, p ≥ 2, α = p− 1 e θ ≥ 0.

i) Se k0 > p− 1 e 0 < σ < µα,θ, então TMC(σ, α, θ) é atingido.

ii) Se k0 = p− 1 e 0 < σ < µα,θ, então TMC(σ, α, θ) é atingido sempre que

TMC(σ, α, θ) >
σp−1

(p− 1)!
.

É importante salientar que a demonstração do Teorema 3.6 depende da equiva-

lência crítica e subcrítica apresentada no Teorema 3.4.

Inicialmente, apresentaremos o seguinte Lema radial.

Lema 3.4 Para cada u ∈ X1,p
∞ (α, θ), p ≥ 2, temos a seguinte desigualdade

|u(r)|p ≤ C

r
α+θ(p−1)

p

· ∥u∥p, ∀ r > 0,

em que C > 0 depende apenas de α, p, θ. Além disso,

lim
r→∞

r
α+θ(p−1)

p · |u(r)|p = 0.

Demonstração: Seja u ∈ X1,p
∞ (α, θ) arbitrário. Para qualquer r > 0, pelo Teorema

Fundamental do Cálculo, temos que

|u(r)|p = −((|u(∞)|p − |u(r)|p)
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= −
∫ ∞

r

d

ds
(|u(s)|p) ds

= −
∫ ∞

r

p|u(s)|p−1u′(s) ds.

Assim,

∣∣∣∣−∫ ∞

r

d

ds
(|u(s)|p) ds

∣∣∣∣ ≤ p

∫ ∞

r

|u(s)|p−1|u′(s)| ds

e, portanto, para r ≤ s, segue que

r
α+θ(p−1)

p · |u(r)|p ≤ p · r
α+θ(p−1)

p

∫ ∞

r

|u(s)|p−1|u′(s)| ds

≤ p

∫ ∞

r

|u(s)|p−1|u′(s)|s
α+θ(p−1)

p ds

= p

∫ ∞

r

|u(s)|p−1s
θ(p−1)

p |u′(s)|s
α
p ds.

Mas, pela desigualdade de Young com expoentes p e q = p
p−1

, obtemos que

r
α+θ(p−1)

p · |u(r)|p ≤ p

∫ ∞

r

(
|u(s)|p−1s

θ(p−1)
p

) p
p−1

p
p−1

+

(
|u′(s)|s

α
p

)p
p

ds

= (p− 1)

∫ ∞

r

|u(s)|psθ ds+
∫ ∞

r

|u′(s)|psα ds

≤ C(α, p, θ)

[∫ ∞

r

|u(s)|p dλθ +
∫ ∞

r

|u′(s)|p dλα
]

(3.33)

≤ C(α, p, θ)
[
∥u∥p

Lp
θ
+ ∥u′∥p

Lp
α

]
= C(α, p, θ) · ∥u∥p.

Em particular, aplicando r → ∞ em (3.33), temos que

lim
r→∞

r
α+θ(p−1)

p · |u(r)|p = 0.

Assim, concluímos a demonstração.

3.3.1 Funções maximais para a desigualdade subcrítica

Nosso objetivo agora é demonstrar o Teorema 3.5.

Seja (un) ⊂ X1,p
∞ (α, θ) uma sequência maximizante para o supremo subcrítico

de Trudinger-Moser TMSC(µ, α, θ). De acordo com o Lema 3.2, podemos assumir

que:

TMSC(µ, α, θ) = lim
n→∞

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ
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e

∥u′n∥Lp
α
= ∥un∥Lp

θ
= 1. (3.34)

Assim, de (3.34), temos que

∥un∥ =
(
∥u′n∥

p
Lp
α
+ ∥un∥pLp

θ

) 1
p
= 2

1
p

ou seja, (un) é limitada em X1,p
∞ (α, θ). Sendo X1,p

∞ (α, θ) um espaço reflexivo para

1 < p <∞ (veja [31]), segue que existe u ∈ X1,p
∞ (α, θ) tal que

un ⇀ u em X1,p
∞ (α, θ).

Pela imersão compacta

X1,p
∞ (α, θ) ↪→ Lq

θ, ∀q ∈ (p,∞).

Podemos também assumir que

un → u, em Lq
θ q > p e un(r) → u(r) q.t.p em (0,∞). (3.35)

Note que, neste ponto observamos que existe uma constante C = C(p, µ) tal que

φp

(
µt

p
p−1

)
− µk0

k0!
· t

k0p
p−1 ≤ Cφp

(
µt

p
p−1

)
t

p
p−1 , t ≥ 0. (3.36)

Logo, dado ε > 0, pelo Lema 3.4, temos que existe R > 0 tal que

|un(r)| ≤ ε, ∀r ≥ R. (3.37)

Assim, de (3.36), (3.37) e pelo Teorema 3.2, segue que∫ ∞

R

[
φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
· |un|

k0p
p−1

]
dλθ ≤ C(p, µ)

∫ ∞

R

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
|un|

p
p−1 dλθ

≤ C(p, µ) · ε
p

p−1

∫ ∞

R

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ

≤ C(p, µ) · ε
p

p−1

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ

≤ C(p, µ) · ε
p

p−1C(p, µ, θ)∥un∥pLp
θ

Logo, ∫ ∞

R

[
φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
· |un|

k0p
p−1

]
dλθ ≤ C̃(p, µ, θ) · ε

p
p−1 . (3.38)
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Por outro lado, de (3.35) e pela continuidade de φp, obtemos que

φp

(
µ|un(r)|

p
p−1

)
− µk0

k0!
· |un(r)|

k0p
p−1

n→∞−−−→ φp

(
µ|u(r)|

p
p−1

)
− µk0

k0!
· |u(r)|

k0p
p−1

q.t.p. em (0, R). Ademais, definindo

vn(r) = un(r)− un(R), ∀r ∈ (0, R),

segue que vn ∈ X1,p
R (α, θ) com

v′n(r) = u′n(r)

e, portanto, usando (3.34), obtemos que

∥v′n∥Lp
α
= 1.

Além disso, pelo Lema 3.1 para q = 1 + ε > 1, deduzimos que

|un|
p

p−1 ≤ |vn + un(R)|
p

p−1

≤ (1 + ε)
1
p |vn|

p
p−1 +

(
1− (1 + ε)

−(p−1)
p

) −1
p−1 |un(R)|

p
p−1

≤ (1 + ε)
1
p |vn|

p
p−1 +

(
1− (1 + ε)

−(p−1)
p

) −1
p−1

ε
p

p−1 (3.39)

em que na última desigualdade utilizamos (3.37). Assim, escolhendo q > 1, próximo

de 1 tal que

q
p+1
p µ < µα,θ,

e utilizando (3.39), juntamente com o Teorema 3.1, verifica-se que∫ R

0

[
φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
· |un|

k0p
p−1

]q
dλθ ≤

∫ R

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)q
dλθ

≤
∫ R

0

(
eµ|un|

p
p−1

)q

dλθ

≤
∫ R

0

e
qµ

(
q
1
p |vn|

p
p−1+C(p,q)

)
dλθ

≤ C(p, q, α, θ)

∫ R

0

eµα,θ|vn|
p

p−1
dλθ.

Portanto, ∫ R

0

[
φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
· |un|

k0p
p−1

]q
dλθ ≤ C(p, q, µ, θ, R). (3.40)
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Logo, pelo Lema 2.1 de [16], concluímos que

lim
n→∞

∫ R

0

[
φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|un|

k0p
p−1

]
dλθ =

∫ R

0

[
φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|

k0p
p−1

]
dλθ.

Agora, utilizando a definição da sequência (un), juntamente com (3.35), obtemos que

lim
n→∞

∫ ∞

0

|un|
k0·p
p−1 dλθ =


∫∞
0

|u|
k0·p
p−1 dλθ, se k0 > p− 1

1, se k0 = p− 1.

Assim, se k0 > p− 1 e utilizando (3.38), segue que

TMSC(µ, α, θ) = lim
n→∞

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ

= lim
n→∞

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|un|

k0·p
p−1 dλθ +

∫ ∞

0

µk0

k0!
|un|

k0·p
p−1 dλθ

= lim
n→∞

∫ R

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|un|

k0·p
p−1 dλθ

+

∫ ∞

R

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|un|

k0·p
p−1 dλθ +

∫ ∞

0

µk0

k0!
|un|

k0·p
p−1 dλθ

≤
∫ R

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|

k0·p
p−1 dλθ + C(p, µ, θ)ε

p
p−1

+

∫ ∞

0

µk0

k0!
|u|

k0·p
p−1 dλθ

≤
∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|

k0·p
p−1 dλθ + C(p, µ, θ)ε

p
p−1

+

∫ ∞

0

µk0

k0!
|u|

k0·p
p−1 dλθ

Logo,

TMSC(µ, α, θ) ≤
∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ + C(p, µ, θ)ε

p
p−1 . (3.41)

Portanto, fazendo ε→ 0 em (3.41), temos que

TMSC(µ, α, θ) ≤
∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ.

E, como 0 < ∥u∥Lp
θ
≤ 1, segue que

TMSC(µ, α, θ) ≤ 1

∥u∥p
Lp
θ

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ.

O que completa a prova para o caso k0 < p − 1. Agora, se k0 = p − 1, de forma

análoga ao que foi feito anteriormente podemos escrever
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TMSC(µ, α, θ) = lim
n→∞

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
dλθ

= lim
n→∞

∫ ∞

0

φp

(
µ|un|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|un|p dλθ +

∫ ∞

0

µk0

k0!
|un|p dλθ

≤
∫ R

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|p dλθ + C(p, µ, θ)ε

p
p−1 +

µk0

k0!

≤
∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|p dλθ + C(p, µ, θ)ε

p
p−1 +

µk0

k0!
.

Assim, fazendo ε→ 0, obtemos que

TMSC(µ, α, θ) ≤
∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|p dλθ +

µk0

k0!
. (3.42)

Além disso, para qualquer w ∈ X1,p
∞ (α, θ) com ∥w′∥Lp

α
= ∥w∥Lp

θ
= 1, temos pela

definição de φp que∫ ∞

0

φp

(
µ|w|

p
p−1

)
dλθ ≥

µk0

k0!

∫ ∞

0

|w|p dλθ +
µk0+1

(k0 + 1)!

∫ ∞

0

|w|
p(k0+1)

p−1 dλθ

≥ µk0

k0!
+

µk0+1

(k0 + 1)!

∫ ∞

0

|w|
p(k0+1)

p−1 dλθ,

o que implica que

TMSC(µ, α, θ) >
µk0

k0!
.

Assim, de (3.42) e pelo fato de que 0 < ∥u∥Lp
θ
≤ 1, concluímos que

TMSC(µ, α, θ) ≤
∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|p dλθ +

µk0

k0!

≤ 1

∥u∥p
Lp
θ

(∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
− µk0

k0!
|u|p dλθ

)
+
µk0

k0!

=
1

∥u∥p
Lp
θ

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ −

µk0

k0!
+
µk0

k0!

=
1

∥u∥p
Lp
θ

∫ ∞

0

φp

(
µ|u|

p
p−1

)
dλθ,

e o Teorema 3.5 está provado, visto que a outra desigualdade é imediata. ■

3.3.2 Funções maximais para a desigualdade crítica

Utilizaremos agora o Teorema 3.4 e o Teorema 3.5 para demonstrar o Teorema

3.6. Primeiramente, para

0 < s < µα,θ,
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considere

f(s) = TMSC(s, α, θ) e g(s) = TMC(s, α, θ).

Assim, pelo Teorema 3.4, temos que

g(σ) = sup
s∈(0,σ)

(
1−

(
s
σ

)p−1(
s
σ

)p−1

)
f(s), ∀ 0 < σ < µα,θ. (3.43)

Lema 3.5 A função f definida anteriormente é contínua em (0, µα,θ).

Demonstração: Pelo Teorema 3.5, existem εn
n→∞−−−→ 0 e un ∈ X1,p

∞ (α, θ) tal que

∥u′n∥Lp
α
≤ 1, ∥un∥Lp

θ
= 1 e

f(s+ εn) =

∫ ∞

0

φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)
dλθ.

Sendo assim,

0 ≤ f(s+ εn)− f(s)

=

∫ ∞

0

φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)
dλθ − sup

∥u′∥
L
p
α
≤1

∥u∥
L
p
θ
=1

∫ ∞

0

φp

(
s|u|

p
p−1

)
dλθ

≤
∫ ∞

0

φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)
dλθ −

∫ ∞

0

φp

(
s|un|

p
p−1

)
dλθ. (3.44)

Além disso, como para 1 < p < ∞ tem-se que X1,p
∞ (α, θ) é um espaço de Banach,

reflexivo (veja [31]) e (un) é uma sequência limitada em X1,p
∞ (α, θ), segue que

un ⇀ u em X1,p
∞ (α, θ),

e, pela imersão compacta, temos que

un → u em Lp
θ, q > p

e

un(r) → u(r) q.t.p. em (0,∞).

Em particular, como φp é contínua, segue que

φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)
− φp

(
s|un|

p
p−1

)
n→∞−−−→ 0 q.t.p. em (0,∞).

Da mesma forma que foi feito em (3.40), podemos utilizar o Lema 3.4 e o Teorema

3.1 para obtermos uma constante positiva C(p, q, s, θ, R) tal que
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∫ R

0

[
φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)
− φp

(
s|un|

p
p−1

)]q
dλθ ≤

∫ R

0

φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)q
dλθ

≤
∫ R

0

(
e(s+εn)|un|

p
p−1

)q

dλθ

≤
∫ R

0

e
q(s+εn)

(
q
1
p |vn|

p
p−1+C(p,q)

)
dλθ

≤ C(p, q, α, θ)

∫ R

0

eµα,θ|vn|
p

p−1
dλθ

≤ C(p, q, s, θ, R),

para algum q > 1 e para todo R > 0. Assim, pelo Lema 2.1 de [16], concluímos que

∫ R

0

[
φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)
− φp

(
s|un|

p
p−1

)]
dλθ → 0.

Por outro lado, para R suficientemente grande o Lema 3.4 implica que

|un(r)| ≤ 1, ∀n ∈ N, r ≥ R

e, portanto, ∫ ∞

R

[
φp

(
(s+ εn)|un|

p
p−1

)
− φp

(
s|un|

p
p−1

)]
dλθ

=

∫ ∞

R

∑
j≥p−1
j∈N

[
(s+ εn)

j

j!
− sj

j!

]
|un|

j·p
p−1 dλθ

≤
∫ ∞

R

∑
j≥p−1
j∈N

[
(s+ εn)

j

j!
− sj

j!

]
|un|p dλθ

≤
∑

j≥p−1
j∈N

[
(s+ εn)

j

j!
− sj

j!

] ∫ ∞

R

|un|p dλθ

≤
∑

j≥p−1
j∈N

[
(s+ εn)

j

j!
− sj

j!

]

= φp(s+ εn)− φp(s)
n→∞−−−→ 0,

em que, na ultima desigualdade, utilizamos o fato de que ∥un∥Lp
θ
= 1. Logo de (3.44),

temos que

0 ≤ f(s+ εn)− f(s)
n→∞−−−→ 0.
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Analogamente, segue que

0 ≤ f(s)− f(s− εn)
n→∞−−−→ 0.

Logo, f é contínua em s e, como ele foi tomado arbitrariamente, segue que f é contínua

em (0, µα,θ).

Agora, para garantir a existência de uma função extremal para TMC(σ, α, θ)

quando 0 < σ < µα,θ, é suficiente mostrar que

lim sup
s→0+

(
1−

(
s
σ

)p−1(
s
σ

)p−1

)
f(s) < g(σ) (3.45)

e

lim sup
s→σ−

(
1−

(
s
σ

)p−1(
s
σ

)p−1

)
f(s) < g(σ). (3.46)

De fato, dadas as equações (3.45), (3.46), (3.43) e juntamente com o Lema 3.5, garante

a existência de sσ ∈ (0, σ) tal que

g(σ) =

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
f(sσ). (3.47)

Seja (uσ) uma função extremal para TMSC(sσ, α, θ) devido ao Teorema 3.5. Considere

vσ(r) =
(sσ
σ

) p−1
p
uσ(τr), com τ =

( sσσ )p−1 ∥uσ∥pLp
θ

1−
(
sσ
σ

)p−1

 1
θ+1

.

Então,

v′σ(r) =
(sσ
σ

) p−1
p
τuσ(τr),

e, por (3.9) e (3.8), temos que

∥vσ∥p = ∥v′σ∥
p
Lp
α
+ ∥vσ∥pLp

θ

=

((
sσ
σ

) p−1
p τ
)p

∥u′σ∥
p
Lp
α

τα+1
+

((
sσ
σ

) p−1
p

)p
∥uσ∥pLp

θ

τ θ+1

=
(sσ
σ

)p−1 [
∥u′σ∥

p
Lp
α
+ τ−(θ+1)∥uσ∥pLp

θ

]
=
(sσ
σ

)p−1

∥u′σ∥pLp
α
+

( sσσ )p−1 ∥uσ∥pLp
θ

1−
(
sσ
σ

)p−1

−1

∥uσ∥pLp
θ


=
(sσ
σ

)p−1

∥u′σ∥
p
Lp
α
+ 1−

(sσ
σ

)p−1

≤ 1,
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em que, na última desigualdade, utilizamos o fato de que ∥u′σ∥
p
Lp
α
≤ 1. Além disso,

por (3.47), também temos que

g(σ) =

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
f(sσ).

Portanto, utilizando a mudança de variável r = τx e a definição de vσ, concluímos

que

TMC(σ, α, θ) =

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
TMSC(sσ, α, θ)

=

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
1

∥uσ∥pLp
θ

∫ ∞

0

φp

(
sσ|uσ(r)|

p
p−1

)
dλθ

=

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
1

∥uσ∥pLp
θ

∫ ∞

0

φp

(
sσ|uσ(r)|

p
p−1

)
ωθ · rθ dr

=

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
1

∥uσ∥pLp
θ

∫ ∞

0

φp

(
sσ|uσ(τx)|

p
p−1

)
ωθ · (τx)θτ dx

=

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
1

∥uσ∥pLp
θ

· τ θ+1

∫ ∞

0

φp

(
σ|vσ|

p
p−1

)
dλθ

=

 1−
(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1 ∥uσ∥pLp
θ

( sσσ )p−1 ∥uσ∥pLp
θ

1−
(
sσ
σ

)p−1

∫ ∞

0

φp

(
σ|vσ|

p
p−1

)
dλθ

=

∫ ∞

0

φp

(
σ|vσ|

p
p−1

)
dλθ.

Assim, vσ é uma função maximal para TMC(σ, α, θ). Mas, como

lim sup
s→σ−

(
1−

(
s
σ

)p−1(
s
σ

)p−1

)
f(s) = 0 < g(σ),

é evidente que (3.46) é válido.

A seguir, provaremos que (3.45) é válido. Em primeiro lugar, fornecemos a

seguinte estimativa.

Lema 3.6 Para todo q ≥ p e 0 < µ < µα,θ, temos que

sup
∥u′∥

L
p
α
≤1

∥u∥
L
p
θ
=1

∫ ∞

0

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ ≤ c,

para alguma constante c = C(µ, α, θ, q) > 0.
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Demonstração: Procedemos como no Teorema 3.3. Seja u ∈ X1,p
∞ (α, θ) \ {0}, com

∥u′∥Lp
α
≤ 1 e ∥u∥p

Lp
θ
= 1. A partir da desigualdade de Polya-Szego obtida em [1],

podemos assumir que u é uma função não-crescente. Assim, escrevendo∫ ∞

0

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ =
∫
{u<1}

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ +
∫
{u≥1}

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ,

e utilizando o fato de que ∥u∥p
Lp
θ
= 1, segue que∫

{u<1}
eµ|u|

p
p−1 |u|q dλθ ≤

∫
{u<1}

eµ|u|q dλθ ≤
∫
{u<1}

eµ|u|p dλθ = eµ.

Seja

Iu := {r > 0; u(r) ≥ 1}.

Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que Iu ̸= ∅. Logo, pelo Teorema

do Valor Intermediário, existe Ru > 0 tal que

Iu = (0, Ru).

Sendo assim, definindo

v(r) = u(r)− 1, com r ∈ (0, Ru),

segue que v ∈ X1,p
Ru

(α, θ) e

∥v′∥Lp
α
= ∥u′∥Lp

α
≤ 1.

Além disso, pelo Lema 3.1, temos que

|u|
p

p−1 = |v + 1|
p

p−1

≤ (|v|+ 1)
p

p−1

≤ (1 + ε)

p
p−1−1

p
p−1 |v|

p
p−1 +

(
1− (1 + ε)

−(p−1)
p

)1− p
p−1

≤ (1 + ε)
1
p |v|

p
p−1 + c1(ε, α, θ),

para alguma constante c1 = c1(ε, α, θ) > 0. Assim, escolhendo ε > 0 suficientemente

pequeno e η > 1 tal que

µ(1 + ε)
1
p · η

η − 1
≤ µα,θ,

segue da desigualdade de Hölder com expoentes η e η
η−1

, juntamente com o Teorema

3.1, que
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∫
{u≥1}

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ =
∫ Ru

0

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ

≤
(∫ Ru

0

(|u|q)η dλθ
) 1

η

(∫ Ru

0

(
eµ|u|

p
p−1

) η
η−1

) η−1
η

≤ ∥u∥q
Lnq
θ

∫ Ru

0

e

(
µα,θ

(1+ε)
1
p

)
·
(
(1+ε)

1
p |v|

p
p−1+c1(ε,α,θ)

)
dλθ


η−1
η

≤ C(ε, α, θ, η, µ)∥u∥q
Lnq
θ

(∫ Ru

0

eµα,θ|v|
p

p−1
dλθ

) η−1
η

≤ C̃(ε, α, θ, η, µ)∥u∥q
Lnq
θ
(|BRu|θ)

η−1
η . (3.48)

Finalmente, como

|BRu |θ =
∫ Ru

0

dλθ ≤
∫ Ru

0

|u|p dλθ ≤ ∥u∥p
Lp
θ
= 1 (3.49)

e pela imersão contínua

X1,p
∞ (α, θ) ↪→ Lq

θ, ∀ q ∈ [p,∞),

em particular, para ηq ≥ p, segue que

∥u∥Lnq
θ

≤ C∥u∥ ⇒ ∥u∥q
Lnq
θ

≤ C∥u∥q ≤ c(α, θ, q, η). (3.50)

Assim, utilizando (3.49) e (3.50) em (3.48), temos que∫
{u≥1}

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ =
∫ Ru

0

eµ|u|
p

p−1 |u|q dλθ ≤ c(α, θ, q, µ),

o que conclui o resultado.

Como estamos supondo que TMC(σ, α, θ) >
σK0

k0!
, quando k0 = p − 1, para

completar a prova de (3.45), e, consequentemente, a prova do Teorema 3.6, é suficiente

mostrar o Lema abaixo.

Lema 3.7 Para cada 0 < σ < µα,θ, temos que

lim
s→0+

(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
f(s)

= 0, se k0 > p− 1

≤ σk0

k0!
, se k0 = p− 1.
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Demonstração: Seja (sn) uma sequência arbitrária tal que

sn → 0.

Pelo Teorema 3.5, existe uma sequência (un) ⊂ X1,p
∞ (α, θ) satisfazendo ∥u′n∥Lp

α
≤ 1 e

∥un∥Lp
θ
= 1, tal que

f(sn) = TMSC(sn, α, θ)

=
sk0n
k0!

∫ ∞

0

|un|
k0p
p−1 dλθ + sk0+1

n

∑
j≥k0+1

∫ ∞

0

s
j−(k0+1)
n

j!
|un|

jp
p−1 dλθ

=
sk0n
k0!

∫ ∞

0

|un|
k0p
p−1 dλθ + sk0+1

n

∞∑
l=0

∫ ∞

0

sln
(l + k0 + 1)!

|un|
lp

p−1
+

(k0+1)p
p−1 dλθ.

Assim, observando que (l + k0 + 1)! ≥ l! e utilizando o Lema 3.6, temos que

f(sn) ≤
sk0n
k0!

∫ ∞

0

|un|
k0p
p−1 dλθ + sk0+1

n

∫ ∞

0

eσ|un|
p

p−1 |un|
(k0+1)p

p−1 dλθ

≤ sk0n
k0!

∫ ∞

0

|un|
k0p
p−1 dλθ + sk0+1

n c(σ, α, θ).

Logo,(
1−

(
sn
σ

)p−1(
sn
σ

)p−1

)
f(sn) (3.51)

≤

(
1−

(
sn
σ

)p−1(
1
σ

)p−1

)(
s
k0−(p−1)
n

k0!

)[∫ ∞

0

|un|
k0p
p−1 dλθ + c(σ, α, θ)k0!sn

]
.

Sendo assim, se

k0 > p− 1 ⇒ k0
p− 1

> 1 ⇒ k0p

p− 1
> p.

Logo, pela imersão contínua

X1,p
∞ (α, θ) ↪→ Lq

θ, ∀ q ∈ [p,∞),

segue que a integral é limitada e, portanto, como sn → 0, segue de (3.51) que(
1−

(
sσ
σ

)p−1(
sσ
σ

)p−1

)
f(sn)

n→∞−−−→ 0.

Por outro lado, caso k0 = p− 1, temos que
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(
1−

(
sn
σ

)p−1(
sn
σ

)p−1

)
f(sn) ≤

(
1−

(
sn
σ

)p−1(
1
σ

)p−1

)(
s0n
k0!

)[∫ ∞

0

|un|p dλθ + c(σ, α, θ)k0!sn

]

=

(
1−

(
sn
σ

)p−1(
1
σ

)p−1

)(
1

k0!

)
[1 + c(σ, α, θ)k0!sn]

n→∞−−−→

(
1(

1
σ

)p−1

)(
1

k0!

)
=
σk0

k0!

o que conclui a demonstração.

3.4 Atingibilidade da desigualdade crítica no caso
k0 = p− 1

Nesta seção, analisaremos a atingibilidade do supremo crítico TMC(σ, α, θ) sob

a condição k0 = p − 1 for satisfeita. Para isso, definiremos inicialmente o valor

σ∗ = σ∗(α, θ) ∈ [0, µα,θ) como

σ∗ := inf {σ ∈ (0, µα,θ); TMC(σ, α, θ) é atingido} ,

quando TMC(σ, α, θ) for atingido para algum σ ∈ (0, µα,θ).

Por outro lado, se TMC(σ, α, θ) não for atingido para qualquer σ ∈ (0, µα,θ),

definimos σ∗ = ∞.

Apresentaremos, inicialmente, uma estimativa para a desigualdade crítica de

Trundiger-Moser.

Lema 3.8 Para qualquer σ ∈ (0, µα,θ), temos

TMC(σ, α, θ) ≥ σk0

k0!
. (3.52)

Além disso, se p > 2, a desigualdade acima torna-se estrita.

Demonstração: Para a demonstração desse Lema utilizaremos o argumento de

Ishiwata (veja [26]). Seja u ∈ X1,p
∞ (α, θ) tal que ∥u∥ = 1, e considere

ut(r) = t
1
pu
(
t

1
θ+1 r

)
.

Assim, para todo q ≥ p, e pela definição de ut, temos que

∥ut∥qLq
θ
=

∫ ∞

0

|ut(r)|q dλθ =
∫ ∞

0

t
q
p

∣∣∣u(t 1
θ+1 r

)∣∣∣q dλθ = ωθ

∫ ∞

0

t
q
p

∣∣∣u(t 1
θ+1 r

)∣∣∣q rθ dr.
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Fazendo a mudança de variável x = rt
1

θ+1 , segue que

∥ut∥qLq
θ
= ωθ

∫ ∞

0

t
q
p |u(x)|q xθ

t
θ

θ+1

dx

t
1

θ+1

= ωθ

∫ ∞

0

t
q−p
p |u(x)|q xθ dx

= t
q−p
p

∫ ∞

0

|u(x)|q dλθ

Portanto,

∥ut∥qLq
θ
= t

q−p
p ∥u∥q

Lq
θ
. (3.53)

Além disso, considerando que

u′t(r) = t
1
p t

1
θ+1u′

(
t

1
θ+1 r

)
,

e realizando a substituição x = t
1

θ+1 r, conclui-se que

∥u′t∥
p
Lp
α
=

∫ ∞

0

|u′t(r)|p dλα

=

∫ ∞

0

t · t
p

θ+1

∣∣∣u′ (t 1
θ+1 r

)∣∣∣p dλα
= ωα

∫ ∞

0

t · t
p

θ+1

∣∣∣u′ (t 1
θ+1 r

)∣∣∣p rα dr
= ωα

∫ ∞

0

t · t
p

θ+1 |u′(x)|p xα

t
α

θ+1

dx

t
1

θ+1

=

∫ ∞

0

tt
p

θ+1
|u′(x)|p

t
α+1
θ+1

dλα,

isto é,

∥u′t∥
p
Lp
α
= t∥u′∥p

Lp
α
,

em que utilizamos que α + 1 = p. Assim, para t > 0 suficientemente pequeno, e

ξt =
(
t+ (1− t)∥u∥p

Lp
θ

)− 1
p

podemos concluir, a partir das construções realizadas anteriormente, que

∥ξtut∥p = ∥ξtut∥pLp
θ
+ ∥ξtu′t∥

p
Lp
α

= ξpt t∥u′∥
p
Lp
α
+ ξpt t

p−p
p ∥u∥p

Lp
θ

= tξpt ∥u′∥
p
Lp
α
+ ξpt ∥u∥

p
Lp
θ

= t
(
t+ (1− t)∥u∥p

Lp
θ

)−1 (
1− ∥u∥p

Lp
θ

)
+
(
t+ (1− t)∥u∥p

Lp
θ

)−1

∥u∥p
Lp
θ
= 1,
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em que usamos o fato de que ∥u∥ = 1. Por fim, note que, quando t→ 0+, temos

ξpt → 1

∥u∥p
Lp
θ

.

Assim, para

vt = ξtut,

e utilizando a relação apresentada em (3.53), concluímos que

TMC(σ, α, θ) ≥
∫ ∞

0

φp

(
σ|vt|

p
p−1

)
dλθ

≥ σk0

k0!

∫ ∞

0

|vt|p dλθ +
σk0+1

(k0 + 1)!

∫ ∞

0

|vt|
p(k0+1)

p−1 dλθ

=
σp−1

(p− 1)!

[
ξpt ∥u∥

p
Lp
θ
+
σ

p
ξ

p
p−1

+p

t ∥u∥
p2

p−1

L
p2

p−1
θ

t
1

p−1

]
t→0+−−−→ σp−1

(p− 1)!
, (3.54)

o que prova (3.52). Além disso, se p > 0, observamos que a função

hp,θ,σ(t) = ξpt ∥u∥
p
Lp
θ
+
σ

p
· ξ

p
p−1

+p

t ∥u∥
p2

p−1

L
p2

p−1
θ

t
1

p−1

satisfaz

hp,θ,σ(0) = ξp0∥u∥
p
Lp
θ
=
(
0 + (1− 0)∥u∥p

Lp
θ

)−1

∥u∥p
Lp
θ
= 1

e

h′p,θ,σ(t) > 0

para todo t > 0 suficientemente pequeno. Assim, de (3.54), segue o resultado.

Lema 3.9 i) A função

σ 7→ (p− 1)!

σp−1
TMC(σ, α, θ)

é não decrescente para 0 < σ ≤ µα,θ.

ii) Seja 0 < σ1 < σ2 ≤ µα,θ. Suponha que TMC(σ1, α, θ) é atingido. Então,

(p− 1)!

σp−1
2

TMC(σ2, α, θ) >
(p− 1)!

σp−1
1

TMC(σ1, α, θ)

e TMC(σ2, α, θ) é também atingido.
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Demonstração: i) Como

(p− 1)!

σp−1
φp

(
σ|t|

p
p−1

)
= (p− 1)!

∞∑
j=p−1

σj−(p−1)

j!
t

jp
p−1

segue que, se 0 < σ1 < σ2 ≤ µα,θ, então

(p− 1)!

σp−1
1

φp

(
σ1|t|

p
p−1

)
= (p− 1)!

∞∑
j=p−1

σ
j−(p−1)
1

j!
t

jp
p−1

≤ (p− 1)!
∞∑

j=p−1

σ
j−(p−1)
2

j!
t

jp
p−1

=
(p− 1)!

σp−1
2

φp

(
σ2|t|

p
p−1

)
. (3.55)

ii) Como TMC(σ1, α, θ) é atingido, segue que existe u ∈ X1,p
∞ (α, θ) tal que ∥u∥ = 1 e

TMC(σ1, α, θ) =

∫ ∞

0

φp

(
σ1|u|

p
p−1

)
dλθ. (3.56)

Assim, pelo Lema 3.8, (3.55) e (3.56), temos que

(p− 1)!

σp−1
2

TMC(σ2, α, θ) ≥
(p− 1)!

σp−1
2

∫ ∞

0

φp

(
σ2|u|

p
p−1

)
dλθ

>
(p− 1)!

σp−1
1

∫ ∞

0

φp

(
σ1|u|

p
p−1

)
dλθ

=
(p− 1)!

σp−1
1

TMC(σ1, α, θ)

≥ (p− 1)!

σp−1
1

σk0

k0!

= 1

uma vez que k0 = p− 1. Logo,

(p− 1)!

σp−1
2

TMC(σ2, α, θ) > 1

e, portanto, pela parte (ii) do Teorema 3.6, segue que TMC(σ2, α, θ) é atingido.

Teorema 3.7 Seja k0 = p−1 e α, θ como no Teorema 3.4, isto é, α = p−1 e θ ≥ 0.

Suponha
σ∗ := inf{σ ∈ (0, µα,θ); TMC(σ, α, θ) é atingido} < µα,θ.

Então

i) TMC(σ, α, θ) é atingido para σ∗ < σ < µα,θ;
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ii) A função v : (σ∗, µα,θ) → R definida por

v(σ) =
(p− 1)!

σp−1
TMC(σ, α, θ)

é estritamente crescente. Além disso, definindo TMC(0, α, θ) = 0, também vale
que

TMC(σ, α, θ)

= σp−1

(p−1)!
, para σ ∈ [0, σ∗]

> σp−1

(p−1)!
, para σ ∈ (σ∗, µα,θ)

(3.57)

e, em particular,

σ∗ = inf

{
σ ∈ (0, µα,θ); TMC(σ, α, θ) >

σp−1

(p− 1)!

}
. (3.58)

iii) Se p > 2, então σ∗ = 0 e, assim, TMC(σ, α, θ) é atingido para qualquer (0, µα,θ).

Demonstração: i) Observe que pela definição de σ∗, temos que TMC(σ∗, α, θ) é

atingido. Logo, pelo Lema 3.9, segue que TMC(σ, α, θ) é atingido para σ∗ < σ < µα,θ.

ii) Pelo Lema 3.9, a função

σ 7→ (p− 1)!

σp−1
TMC(σ, α, θ)

é estritamente crescente em (σ∗, µα,θ). Mostraremos agora que

TMC(σ∗, α, θ) =
σp−1
∗

(p− 1)!
. (3.59)

De fato, lembre-se que, por hipótese, sabemos que

TMC(0, α, θ) = 0

e estamos assumindo que σ∗ ∈ (0, µα,θ). Assim, pelo Lema 3.8, temos que se (3.59)

não ocorre, então

TMC(σ∗, α, θ) >
σp−1
∗

(p−′)!
.

Desse modo, como σ∗ < µα,θ, segue do item (ii) do Teorema 3.6 que TMC(σ∗, α, θ) é

atingido para algum u∗ ∈ X1,p
∞ (α, θ). Logo,

lim
σ→σ∗

∫ ∞

0

φp

(
σ|u∗|

p
p−1

)
dλθ =

∫ ∞

0

φp

(
σ∗|u∗|

p
p−1

)
dλθ = TMC(σ∗, α, θ) >

σp−1
∗

(p− 1)!
.
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Assim, se σ ∈ (0, σ∗) é suficientemente próximo de σ∗, então

TMC(σ, α, θ) ≥
∫ ∞

0

φp

(
σ|u∗|

p
p−1

)
dλθ >

σp−1
∗

(p− 1)!
>

σp−1

(p− 1)!
.

Utilizando novamente o item (ii) do Teorema 3.6, para cada σ ∈ (0, σ∗), temos que

TMC(σ, α, θ) é atingido, o que é uma contradição com a definição de σ∗, já que neste

caso teríamos que

σ∗ = 0 ⇒ TMC(σ∗, α, θ) = 0 >
σp−1
∗

(p− 1)!
> 0.

Sendo assim, (3.59) é válido e, portanto, utilizando (3.59) e o Lema 3.9 item (ii),

temos que para cada σ ∈ (σ∗, µα,θ) o supremo TMC(σ, α, θ) é atingido e satisfaz

(p− 1)!

σp−1
TMC(σ, α, θ) >

(p− 1)!

σp−1
∗

TMC(σ∗, α, θ) =
(p− 1)!

σp−1
∗

· σp−1
∗

(p− 1)!
= 1. (3.60)

Além disso, pelo Lema 3.8, temos que para todo σ ∈ (0, µα,θ)

TMC(σ, α, θ) ≥ σk0

k0!
=

σp−1

(p− 1)!
.

Mas pelo item (ii) do Teorema 3.6 e pela definição de σ∗, segue que

TMC(σ, α, θ) =
σp−1

(p− 1)!
, ∀σ ∈ [0, σ∗). (3.61)

Logo, de (3.60) e (3.61), segue 3.57. Por fim, denotando

σ∗ := inf

{
σ ∈ (0, µα,θ); TMC(σ, α, θ) >

σp−1

(p− 1)!

}
,

e utilizando o Teorema 3.6 item (ii), temos que

σ∗ ≤ σ∗.

Afirmação: σ∗ = σ∗.

Suponha por absurdo que

σ∗ < σ∗.

Assim, escolhendo σ0 ∈ (σ∗, σ∗), segue do fato da função ser crescente que

(p− 1)!

σ0
TMC(σ0, α, θ) >

(p− 1)!

σp−1
∗

TMC(α∗, α, θ) = 1

ou seja,

TMC(σ0, α, θ) >
σp−1
0

(p− 1)!
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o que é uma contradição com a definição de σ∗. Logo, (3.58) é válida.

iii) Pelo Lema 3.8, se p > 2, então

TMC(σ, α, θ) >
σp−1

(p− 1)!
, ∀σ ∈ (0, µα,θ),

e, portanto, pelo item (ii) do Teorema 3.7, segue que

σ∗ = 0.

Por fim, pelo item (ii) do Teorema 3.6, concluímos que TMC(σ, α, θ) é atingido para

todo σ ∈ (0, µα,θ).

Uma consequência do Teorema 3.7 é que, uma vez que TMC(σ, 1, θ) não é atin-

gido para σ suficientemente pequeno (veja [1]), o Teorema 3.7 fornece que

TMC(σ, 1, θ) = sup
∥u∥≤1

∫ ∞

0

ϕ2(σ|u|2) dλθ = σ, ∀σ ∈ [0, σ∗].

Dessa forma, demonstramos que a existência de funções extremantes para am-

bas as desigualdades de Trudinger-Moser resulta na explicitação de alguns desses

supremos críticos da desigualdade de Trudinger-Moser, quando k0 = p− 1, conforme

previsto neste Capítulo.
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