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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos uma analise detalhada das melhores constantes
para as desigualdades de Trudinger-Moser e Adams, por meio de uma nova abordagem
para as desigualdades criticas e subcriticas. Inicialmente, introduzimos desigualdades
do tipo Trudinger-Moser para uma classe de espagos de Sobolev baseados em espacos
de Lebesgue com peso. Essas desigualdades sao, posteriormente, generalizadas para
dimensoes fracionarias. Ademais, estabelecemos limites assintéticos para o supremo
subcritico, os quais sao utilizados para demonstrar, de forma rigorosa, a equivalén-
cia entre as desigualdades criticas e subcriticas de Trudinger-Moser e Adams. Com
base nessa equivaléncia, apresentamos a prova da existéncia de funcoes extremantes
para ambos os problemas associados aos extremos subcriticos e criticos. Como con-
sequéncia, conseguimos calcular explicitamente o valor do supremo critico em algumas

situacoes especiais.

Palavras-chave: Desigualdade de Trudinger-Moser; Desigualdade de Adams; Fun-

¢oes extremantes.



Abstract

In this dissertation, we present a detailed analysis of the best constants for the
Trudinger-Moser and Adams inequalities through a new approach to the critical and
subcritical inequalities. Initially, we introduce Trudinger-Moser-type inequalities for
a class of Sobolev spaces modeled on weighted Lebesgue spaces. These inequalities are
subsequently extended to fractional dimensions. Furthermore, we establish asympto-
tic bounds for the subcritical supremum, which are used to remarkably demonstrate
the equivalence between the critical and subcritical Trudinger-Moser and Adams ine-
qualities. Based on this equivalence, we provide a proof of the existence of extremal
functions for both the subcritical and critical extremal problems. As a consequence,
we are able to explicitly calculate the value of the critical supremum in some special

cases.

Keywords: Trudinger-Moser inequalities, Adams inequalities, Extremal functions.
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Notacoes

Aqui estao algumas notagoes adotadas ao longo do texto:
e [7(Q) - Espaco de Lebesgue, onde Q C RY;
o WHP(Q) - Espago de Sobolev;
o W,P(Q) - Completamento de C1(£2), na norma |l wrn ), 1 < p < oo;
o Xp: = X}%’p(a, 0) - classe de espagos de Sobolev com peso;
e B(x,r) = B,(x) - Bola aberta de centro x e raio 7;

e |Q] - Medida de Lebesgue de um conjunto 2 C RY;

e |- |- Norma de um elemento de RY;
e |- || - Norma de um vetor;
o |/l = (Jo|fI?)? - Norma do Espago de Lebesgue;

1
o |lullwrv@yy;= ([[Vul ¥ + lul|¥)™ - Norma no espago de Sobolev;
e ¢.t.p - Quase toda parte;

e Vu= (;—“, e ,8‘9—“> - Gradiente da fungao u;
1 TN
N
0*u _ -
e Au= Z 92 Laplaciano da funcao u;
=1 i

e f'(x) - Derivada de f no ponto z;

e exp(r) = e” - Fungdo exponencial aplicada no ponto = € R;



° f = O(Q) quando T — Xg, Se lim |f(=73)|

v |g(2)]

e f, =0,(1) quando n — oo, se lim |f,(z)| = 0;
n—0o0

e f = 0O(g9) quando x — xg, se |f(x)| < Clg(x)| para todo = suficientemente

proximo de xg;
e — - Convergéncia fraca;
e — - Convergéncia forte;
e A, =~ B, - quando A, = B,, + 0,(1);
e A, 2 B, -quando A, > B, + 0,(1);

e A, <B,-quando A, < B, + 0,(1);

N
2r2 .. L N
wn_1 = ——~~ - € a area da superficie da N-bola unitaria em R";

r(3)

1
e ay = Nwy_].



Introducao

Nesta dissertacao, abordaremos as desigualdades de Trudinger-Moser e Adams,
que desempenham um papel fundamental na teoria das Equagoes Diferenciais Parci-
ais, especialmente em situagoes em que o expoente critico de Sobolev tende ao infinito.
Essas desigualdades sao essenciais para estabelecer a existéncia e a regularidade de
solucoes em uma ampla gama de problemas elipticos e parabolicos. Além disso, elas
sao cruciais para a compreensao de fendmenos nao lineares em espagos de Sobolev,
especialmente em contextos em que os métodos classicos falham devido a falta de
compacidade ou outras dificuldades técnicas.

Essa perda de compacidade é frequentemente causada pelo crescimento critico
da nao-linearidade ou pela nao-limitacao do dominio de definicao do problema. Esse
crescimento critico na parte nao-linear ¢ motivado pelas desigualdades de Trudinger-
Moser e Adams (veja [3, 43]). Nesse contexto, apresentaremos as desigualdades criti-
cas e subcriticas de Trudinger-Moser e Adams em RY.

Além disso, apresentaremos uma classe de espagos de Sobolev baseada em espa-
¢os de Lebesgue com peso, nos quais a desigualdade de Trudinger-Moser ¢é valida.
Posteriormente, essas desigualdades serao estendidas para dimensoes fracionarias,
proporcionando um método eficaz para a analise de problemas de crescimento cri-
tico relacionados a uma variedade de operadores elipticos quasilineares, como, por
exemplo, o Laplaciano, o p-Laplaciano e o k-Hessiano, especialmente em aplicacoes a

funcoes simétricas.
Nesse contexto, os temas que abordaremos nesta dissertacao sao:

No Capitulo 1, exploraremos a motivacao e a origem das desigualdades de
Trudinger-Moser. Em seguida, apresentaremos um contexto historico detalhado,

abordando diversos aspectos cruciais. Primeiramente, discutiremos as desigualda-



des do tipo Trudinger-Moser em dominios limitados. Posteriormente, examinaremos
a determinacao da melhor constante associada a essas desigualdades. Além disso,
analisaremos a generalizacao da desigualdade de Trudinger-Moser para espagos de
Sobolev de ordem superior, conforme proposto por D.R. Adams. Por fim, discuti-
remos a extensao completa da desigualdade de Trudinger-Moser para dominios nao

limitados, substituindo a seminorma de Dirichlet,

|lull N = (/ |Vu|Ndx)
RN

pela norma padrao do espaco de Sobolev WHY (RY), representada por

||U||W1,N(RN) = (/RN (|VU|N + |U|N> d%)

Além desses desenvolvimentos, exploraremos também as desigualdades do tipo

zl=

Trudinger-Moser em outros espacos funcionais.

No Capitulo 2, estudaremos as desigualdades 6timas criticas e subcriticas de
Trudinger-Moser e Adams. Analisaremos o comportamento assintotico do supremo
para as desigualdades subcriticas de Trudinger-Moser-Adams nos espagos euclidianos,
demonstrando que tais desigualdades sao equivalentes e estabelecendo uma relagao
precisa entre os supremos das desigualdades mencionadas.

E importante destacar que essa analise é fundamental para a determinacio da
existéncia de funcgoes extremais para essas desigualdades. Embora este topico seja
discutido no Capitulo 3 para um caso especifico, ele nao serd abordado no Capitulo
2. Para uma analise detalhada sobre o caso tratado no Capitulo 2, recomendamos ao
leitor consultar [31].

Um aspecto notavel deste capitulo é que, embora esses resultados ja estarem
presentes na literatura, a abordagem utilizada, que é apresentada em [30], oferece um
método simples e inovador para tratar essas desigualdades, gerando novos resultados.

Por fim, no Capitulo 3, adotaremos uma abordagem semelhante, ampliando os
resultados apresentados no Capitulo 2 para o espaco de Sobolev X}z’p (a,0). Além
disso, incluiremos um toépico adicional sobre func¢oes extremantes e suas aplicacgoes.
Nele, estudamos [19] e organizamos o conteido da seguinte maneira: primeiramente,
apresentaremos um resultado assintético sobre a desigualdade de Trudinger-Moser

1 . A
nos espagos de Sobolev X («, 0). Em seguida, demonstraremos a equivaléncia entre

4



os casos subcritico e critico. Posteriormente, provaremos a existéncia de funcoes ex-

tremantes tanto para o supremo critico quanto para o supremo subcritico fracionario.



Capitulo 1

Um Breve Contexto Historico

As generalizagoes da desigualdade de Trudinger-Moser tém atraido grande aten-
¢ao devido a sua importancia em aplicagoes as Equacoes Diferenciais Parciais e a
Analise Geométrica. Neste capitulo, apresentamos uma visao panoramica dos princi-
pais resultados relacionados a desigualdade do tipo Trudinger-Moser. As informacoes

aqui apresentadas sdo baseadas em [15].

1.1 Desigualdade de Trudinger-Moser em dominios

limitados

Considere Q C RY um dominio suave e limitado. Da teoria cléssica de Equacoes
Diferenciais Parciais, sabemos que as imersoes continuas de Sobolev (Corolario 1X.14,
[6]) estabelecem que

: < 1, « «_ Np.
i) se 1 <p < N, entao Wy () C LYQ), Vqe€][l,p*], em que p* = N
ii) se p= N, entdo WyP(Q) C LI(Q), Vg€ [l,00);
iii) Se p > N, entdo W,” C L>®(1Q).

Em VVO1 P(Q), é possivel doté-lo com a norma de Dirichlet, em virtude da desigualdade

de Poincaré, que ¢ dada por:

1
llly = [Vul, = ( / |w|f’dx) |

ou, alternativamente, com a norma usual do espaco T/VO1 (1), dada por:
1
[ullwro == ([[ull} + [Vullp)” .

6



A desigualdade de Trudinger-Moser trata o caso limite
p= N.

Mais precisamente, uma vez que (formalmente)

uma pergunta natural que surge é se a imersio de W, (Q) em L>(Q) é vélida. No

entanto, verifica-se, por meio de exemplos, que Wy (Q) ¢ L™(Q). De fato, basta

- (o(2)

1
emque 0 <a<1-— N © Q= B(0,1). Neste caso, temos que

considerar o contra-exemplo

ue WeN(Q).

Mas,
u & L>(Q).

N
/ elvl dr < 0.
Q

De fato, utilizando coordenadas polares, segue que

No entanto, note que

aN

N 1
B(0,1) 0

Mas observe que, para § — 1 < 0, temos que

(-Int)’ < —In(t?), quandot— 0%, (1.2)
pois
CInt)? At (=L
g 00 BEWOT(F)
t-0t —In (t#)  t—ot —-6(3)

Assim, como

1 N -1 alN
1—— N<N-1
a < N = a < N = alN < = N1

e utilizando (1.2) em (1.1), segue que



1
=wy-1 lim [ p¥1pNdp
d—0+
< 00,

N —1
Teorema da Convergéncia Monodtona e pelo que foi feito anteriormente, temos que a

ja que + N > 0. Sendo assim, apesar de essa func¢do nao estar em L>({2), pelo

expansao

s [ uf
/e“' dx:Z/ S dr < 00.
Q FEnAe J:

Portanto, espera-se que exista uma fun¢do de crescimento maximo ¢(t) tal que, se

ue Wy (Q), entio

/Qg(u) dr < 0.

De fato, S. Pohozaev [47] e N. Trudinger [52| mostraram que esse crescimento maximo

é do tipo exponencial. Mais precisamente, tem-se o teorema abaixo.

Teorema 1.1 Sejam Q C RN um dominio suave e limitado. Se u € W, (), entdo

T
/ el dr < 00.
Q

Além disso, vale salientar que este resultado é 6timo no sentido de que, para
qualquer crescimento superior, existem fungoes para as quais a integral correspondente
se torna infinita. As provas de Pohozaev e Trudinger utilizam a mesma ideia, ou seja,
desenvolvendo a exponencial em uma série de poténcias, o que reduz o problema a
mostrar que uma série de L™-normas (m € N) permanece finita. Ao controlar as
constantes de incorporacao de W,V () ¢ L™(Q), obtém-se o resultado.

Posteriormente, as afirmagoes acima foram refinadas por J. Moser em [43], que
provou o seguinte resultado:

Teorema 1.2 ([43]) Sejam Q C RN um dominio com medida finita. Denote por

IVul|y a norma em Wy™(Q). Entdo

ol T g (1.3)
= 00, se o> ay

sup
(IVul|n<1

/ N <9, sea<ay
Q



1
1 NW% N-L
em que ay = Nwy_; = N m e wy_1 € a medida da esfera unitdria
2

em RN,
A desigualdade (1.3) é atualmente conhecida como a desigualdade de Trudinger-
Moser. Além disso, um aspecto interessante na demonstracao desse resultado, que

também aplicaremos nesta dissertacao, é a famosa sequéncia de Moser, introduzida

por J. Moser, que consiste em uma sequéncia de fungoes nao-negativas, dada por

1.2 Desigualdade de Trudinger-Moser em dominios

nao limitados

A partir de (1.3), observamos que essas desigualdades sao validas apenas para
dominios limitados, o que restringe a aplicabilidade direta da desigualdade de Trudinger-
Moser a dominios nao limitados. Entretanto, versoes para dominios nao limitados
foram estabelecidas. Podemos citar, por exemplo, o trabalho de Cao [7] para N = 2,
onde ele provou que, para todo a > 0 e u € W?(R?), temos que e’ —1e L'(R?).
Além disso, se ||Vulls <1, |Julls < M < o00e0 < a < 4, entdo existe C' = C(M, o) >
0 tal que

/2(60‘“2 ~1)dz < C(M, ). (1.4)
R

Este resultado foi generalizado para dimensdes superiores por J. M. do O [21]
e Panda [46] para N > 2. Precisamente, eles provaram que se u € WHY(RY),

|Vu|ly < 1e|lully < M, entao, para 0 < a < ay, existe uma constante C'(M, ) > 0

tal que
/ O, (u)de < C(M,a),
RN
em que
N N-2 %
Do (u) = et — Z MZ—L. (1.5)
k=0 ’



Gostariamos de ressaltar que a expressao dada em (1.5) é motivada pela imersao
continua de Sobolev ao considerarmos 2 = RY. Neste caso, quando N = p, temos
que:

WHY(RY) ¢ LYRY), para ¢ € [N, 00).

Logo, ao subtrairmos aqueles termos da expansao de Taylor da exponencial, estamos,
assim, removendo apenas a parte nao integravel.

Citamos também Adachi-Tanaka [2], que refina os trabalhos |21, 46]. Todos
esses resultados trataram somente do caso subcritico, isto é, a < ay. Contudo, Ruf
[48], quando N = 2, e Li-Ruf [36], quando N > 3, estudaram o caso critico, isto &,
a = ay e demonstraram que o resultado de Moser [43] pode ser generalizado para

dominios nao limitados, se a norma de Dirichlet
[l == [ Vullx

é substituida pela norma padrao de Sobolev

lullwo == (IVully + lullx) ™.

Precisamente, eles mostraram que

<oo, se 0<a<ay,

sup / O, (u)dr
ueWbHN(@®RN) JRN =00, se «a>ay.

llull 1, v <1

Em [2, 21, 46|, uma ferramenta fundamental foi a simetrizacdo de Schwarz.
Posteriormente, Lam-Lu [29] desenvolveram uma abordagem sem simetrizagao para
fornecer uma nova prova para algumas versoes da desigualdade de Trudinger-Moser
em WHN(RY). Vale destacar que esta abordagem pode ser aplicada a outras confi-
guragoes em que o argumento de simetrizagao nao é aplicavel.

Sendo assim, diversas generalizagoes, extensoes e aplicagoes da desigualdade de
Trudinger-Moser tém sido desenvolvidas recentemente, por exemplo, em [3], Adams
estendeu a desigualdade de Trudinger-Moser para derivadas de ordem superior, que
seré abordado na Sec¢ao 1.4. Além disso, para extensoes da desigualdade de Trudinger-
Moser em variedades, veja P. Cherrier [10|, L. Fontana [24], Y. Li [33, 34] e Y.
Yang [53]. Recentemente, Adimurthi-Druet [4] apresentaram uma desigualdade de
Trudinger-Moser aprimorada, com um termo de resto, demonstrando o seguinte re-

sultado:

10



Teorema 1.3 Seja Q C R? um dominio limitado e seja

2 2
Co= sup / etme (rallluliz gy
uweHL(Q) JQ
[Vull2<1

Seja Ay o primeiro autovalor associado ao operador laplaciano em H}(SY). Entdo

Cy <00, sea< A,

Cyp =00, sea> M.

E relevante observar que essa constante 6tima é determinada pela construcao de
sequéncias do tipo Moser adaptadas, enquanto a prova dos resultados de convergéncia
é inspirada no principio de concentragao-compacidade, devido a Lions [38], que, no
caso N = 2, é enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.4 Seja (u.).~o uma sequéncia de fungoes em Hg(2), com ||[Vuclls = 1

tal que u. — ug em HY(Q). Para qualquer p < oz lem-se
2

N S
1—||Vu

. e 2
lim sup/ et g < 00,
e—0 )

Este resultado oferece informacgoes mais precisas do que a desigualdade de
Trudinger-Moser apresentada em (1.3) quando u. — wuy em H}(Q), com wuy # 0.
Adimurthi-Druet estenderam o resultado de Lions, fornecendo informacoes adicio-
nais, mesmo quando u. — 0 em H}(f2). Mencionamos também que foram obtidas
desigualdades do tipo Trudinger-Moser com condigoes de fronteira variadas, veja Ci-
anchi [12, 13]. Por fim, destacamos desigualdades do tipo Trudinger-Moser em outros
espagos funcionais, especialmente nos espagos de Orlicz, Zygmund, Lorentz e Besov,

conforme explorado por Cianchi [11].

1.3 A existéncia de uma funcao extremante

E bem conhecido que, no caso da imersio de Sobolev Wy*(Q) ¢ L¥(Q), a

melhor constante de imersao

> dx (1.6)

S% = sup /|u
([Vull2=1JQ

nao é atingida, em geral, se Q # RY. Observe que (1.6) ¢ analoga a (1.3). Por outro
lado, na situagao de Trudinger-Moser (1.3), tem-se o seguinte resultado surpreendente,

obtido por L. Carleson e A. Chang [8].

11



Teorema 1.5 Se Q C RY ¢ a bola B(0,1), entdo o supremo em (1.3) é alcancado

quando o < ay.

Posteriormente, M. Struwe [50], em 1988, mostrou que esse resultado continua
véalido para pequenas perturbagoes da bola em R?. Mais tarde, M. Flucher [23],
em 1992, estendeu o resultado para qualquer dominio limitado em R2. Por fim, em
1996, Lin [37] generalizou o resultado para qualquer dimensao. Outros resultados de
existéncia para a desigualdade de Trudinger-Moser podem ser encontrados em diversos
trabalhos, veja 1i [34, 33| para a existéncia de fung¢oes extremantes no contexto de
uma variedade Riemanniana compacta e Li-Ruf [36] para a existéncia de extremantes

em dominios nao limitados.

1.4 A desigualdade de Adams

A desigualdade de Trudinger-Moser foi generalizada para o espago de Sobolev
de ordem superior por D.R. Adams em [3]. Para isso, considere @ C RY um conjunto

aberto e limitado, % > 1 e o espago

N

m, o

-1l
VmuHL%<oo} e

x =
W m

Wo (@) = {u € C3=(); |l

m. N
sendo W, "™ o espago de Sobolev de ordem superior, em que o simbolo V™u é definido

como
AT, para m par
V" =
VA%U, para m impar
e denota o gradiente de m-ésima ordem da fungao u. Nestas condi¢oes, D.R. Adams
provou em |[3], o seguinte Teorema:

Teorema 1.6 Param € N e Q um aberto de RY com |Q] < oo e m < N, existe uma

constante positiva ¢ = Cy, n tal que

s < C, S€ < Om )
sup / AT gy $ T P < P (1.7)
Q -

||Vmu||L%§1 oo, sef > Pmn,

em que
q N N
LEERNC] R se m € par
N— ) J
B N r(&5m)
Bm,N - N
WN—1 || x2omp(mtd) | N iy
F(me+12 ,  se m € impar.
2



Semelhante & classica desigualdade de Trudinger-Moser, a desigualdade de Adams

em sua forma (1.7), ndo pode ser estendida para dominios nao limitados. Uma gene-
ralizacao da desigualdade de Adams para dominios nao limitados foi estabelecida por

Ozawa [45]. Ele provou a existéncia de duas constantes positivas v e C' tais que

[ max (s1ul %) do < Cllu]

em que

3z3=

, YueW™n(RY) com |V7™ulx <1, (1.8)

JN—2

2

£l

N
— méeN, N>m, jw:zmin{jEN: jZ—}.

PN (t) = elfl —

-MS\

<
Il
o

m

Muitas outras melhorias da desigualdade de Adams, tanto em dominios limita-

dos quanto nao limitados, foram provadas. Consultar, por exemplo, Ruf-Sani [49],
Masmoudi-Sani [42]| e Tarsi [51].
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Capitulo 2

Equivaléncia das desigualdades critica

e subcritica de Trudinger-Moser e
Adams

Neste capitulo, nosso objetivo é estudar dois tipos de desigualdades: as do
tipo Trudinger-Moser e as de Adams. Primeiramente, analisaremos as desigualdades

criticas, nas quais, em geral, utiliza-se a seguinte norma:

1

lullwrn = (lully + [Vul§)™ - (2.1)

Em seguida, trataremos das desigualdades subcriticas. Nesse caso, utiliza-se frequen-

temente a seminorma:
ull1,n = [[Vulln, (2.2)

a qual é equivalente & norma dada em (2.1) no espago de Sobolev, desde que o dominio
seja limitado e sujeito a condicoes de fronteira de Dirichlet. E importante salientar
que ambas as desigualdades sao analisadas considerando as melhores constantes pos-
siveis. Mais precisamente, em [2|, Adachi e Tanaka estabeleceram a desigualdade de

Trudinger-Moser subcritica no RY, isto &,

Teorema 2.1 Para qualquer o < auy, existe uma constante positiva Cy o tal que para
toda fungio u € W (RV) \ {0} com ||[Vul|y < 1, vale a sequinte desigualdade:

N
[ ox (alu@[=) do < Cuallul (2.3
em que
. N-2 tj
— J-
7=0
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1
Além disso, a constante ay = Nwy_] € dtima no sentido de que o supremo dado em

(2.3) € infinito se o > a .

Gostarfamos de destacar que a definigao de ¢x(t), apresentada omitindo certos
termos, foi motivada pelo fato de que as imersoes continuas dos espacos de Sobolev em
RY sdo vélidas quando N < p. Observe que, no teorema acima, hé apenas a restricao
a seminorma dada em (2.2), sem impor limitagoes a norma completa apresentada
em (2.1). E relevante mencionar que, em [2], o método utilizado baseia-se em um
argumento de simetrizacao que, em muitos contextos nao euclidianos, nao pode ser

aplicado devido a famosa desigualdade de Polya-Szego:

/ Vo ()P dx < / IVl dz (2.4)
B(O,R) Q

a qual, em geral, nao é valida.

Na desigualdade acima, v é uma funcao positiva e nao crescente definida em
B(0,7), com |B(0, R)| = |©2| e u* ¢ uma fun¢do radialmente simétrica associada a u,
denominada de simetrizacao de Schwarz de .

Por outro lado, é importante observar que a desigualdade dada em (2.3) falha
no caso critico, ou seja, quando o« = ap. Portanto, é natural perguntar quando a
desigualdade acima pode ser verdadeira para o = ay. Essa pergunta foi respondida
por Li e Ruf, em [36] e [48], utilizando a norma completa (2.1) do espago de Sobolev

WLN (RN ) Mais precisamente, eles demonstraram o seguinte resultado abaixo.

Teorema 2.2 Para todo 0 < a < ay

sup /RN ON (a!u(m)]%) dr < 0. (2.5)

0 <[lully1,n<1

Além disso, an € dtima, no sentido de que se a > ay, entao o supremo dado em

(2.5) € infinito.

A simetrizagdo tem se mostrado um método tutil e eficiente para lidar com
desigualdades dessa natureza. No entanto, é necessario investigar essas desigualdades
em contextos onde a simetrizacao nao é aplicavel, como, por exemplo, no Espaco
de Sobolev de ordem superior e em Variedades Riemannianas. Nesses cenarios, uma

desigualdade como (2.4) néo ¢ valida.
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Nesse contexto, o primeiro avanco significativo foi realizado por D. Adams em
[3], quando estabeleceu a desigualdade de Trudinger-Moser no Ambito de derivadas de
ordem superior em espagos euclidianos. Adams demonstrou, em [3], uma desigualdade
com condigoes de contorno de Dirichlet, posteriormente generalizada para condigao de
contorno de Navier em [51]. Para entendermos uma dessas extensoes, consideremos
o simbolo V™u, cuja defini¢ao é dada por

AT, para m par,
V" =

m—1

VA 2 u, param impar,

em que m é um inteiro positivo, denotando o gradiente de ordem m para funcao u €

C™(2), pertencente a classe de fungoes diferenciaveis de ordem m. Aqui, V representa
N

o operador gradiente usual e A o laplaciano. Além disso, definimos W;L’m (Q2) como

o espago de Sobolev com condigoes de contorno de Navier homogéneas

m

™ et j ._om—1
WNm(Q)::{uEWm’m(Q);AJu:O, em 0f) para 0 < j < 5 }

O que segue baseia-se em [28].

Teorema 2.3 Seja Q C RY um conjunto aberto e limitado com 0 € Q. Se m for

um numero inteiro positivo menor que N, 0 < [ < N, entdo existe uma constante
N

Co = C(N,m,B) > 0 tal que para todo u € Wy ™ (Q)\ {0} e [|[V™u| ~ = <1,

LM(Q) —
1 g ~_\ dz
= /Qexp (a (1 - N) ‘“"”’N‘"‘)W =Co

para todo o < (N, m), em que

tem-se que

m m+1 N-—m
w]zvvﬂ {ﬂ;(QNFTEHQ) )} . quando m € impar,
2
a(N,m) = N - (2.6)
5 9m m —-m
wfvv_l {ﬂF(QN_FSL; )} ; quando m € par.
2

Além disso, a constante a(N,m) € dtima no sentido de que, para qualquer o >

a(N,m), a integral pode ser tomada tao grande quanto desejado.

Por fim, vale ressaltar que em [29], Lam e Lu desenvolveram um método que
adapta a ideia das desigualdade de Trudinger-Moser e Adams em dominios de medida
finita para dominios nao limitados, utilizando os conjuntos de niveis das fun¢oes em

consideragao. Assim, este argumento de local para global em [29], nao utiliza o método
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de simetrizagao e, portanto, também funciona para espagos de Lorentz-Sobolev [40],
espagos hiperbolicos [39] e Variedades Riemannianas [35]. Sendo assim, com base no
trabalho de Lam-Lu [29], apresentaremos a definigdo do espago de Sobolev fracionario
e, em seguida, uma versao geral do resultado.

Sejam p € [1,00) e v > 1 um namero nao inteiro tal que vy = m+ o0 com m € N

e o € (0,1). Definimos o espaco de Sobolev fracionéario por
WTP(RY) = {u e W™P(R"N); D*U € WP(R") com |a| =m},

e este é um espaco de Banach com a seguinte norma

3=

el = [ Tlpmpgry + 3 1Dl

|lal=m

em que

|z —y|»"

1

Ju(z) = u(y)]| ’
o,p - d d
(elwerig (/]RN/]RN \x—y\”“’p S

¢ uma seminorma, chamada seminorma de Gagliardo. Mais ainda, W?(RY) ¢ um

Wor(RY) = {u e (), MO =Wl iy RN)}

espaco de Banach com a norma abaixo

1
P

leullworcen) = (Il vy + [lfyongen) )

Agora, denotando por (—A)% o operador laplaciano fracionério, cuja defini¢ao

¢ dada por

[

(—A)2u(x) :==an, P.V. /R Md@/ =an, lim Mdy,

v |z —y|NT e=0t Jpi\po(z) |7 — Y[V

em que u € CF (RN ), P.V. & uma abreviacao para “valor principal” e

¢ uma constante de normalizacao e I" denota a funcao gama de Euler. Para mais
detalhes do espago de Sobolev fracionério, consulte [20]. Nesse contexto, quando o
espago ambiente é o espago definido anteriormente, Lam e Lu em [29] obtiveram o

seguinte resultado:

17



Teorema 2.4 (Lam-Lu, 2013) Seja 0 < v < N um nimero real positivo, p =

Y

N
v

p = z% eT > 0. Entao vale
sup $(Bo(N, ) |u(@) ") da < oo,
ueW?P(RV)\{0} JRN
(7 T=2) Z <1
em que
Jp—2 4
¢<t) :et_Zﬁ’ com jp = mln{j eN; g Ep}7
=0
e /
N [xir (]
BO(Nv 7) = -
wy-1 | T (557)

Além disso, essa desigualdade é dtima no sentido de que, se By(N,7) for substituido

por qualquer B > Po(N, ), entao o supremo € infinito.

Por fim, no artigo “Equivalence of critical and subcritical sharp Trudinger-
Moser-Adams inequalities" [30], Lam, Lu e Zhang investigaram as desigualdades as-
sociadas a Trudinger-Moser e Adams, que desempenham um papel crucial na analise
geométrica e em equacoes diferenciais parciais. Este capitulo baseia-se no trabalho
desses autores.

Neste capitulo, serao analisados, em detalhes, o comportamento assintético do
supremo para as desigualdades subcriticas de Trudinger-Moser e Adams no espago
euclidiano, as desigualdades criticas e subcriticas, bem como as constantes 6timas
associadas a essas desigualdades. Ademais, serd demonstrado que tais desigualdades
sao equivalentes. Esses resultados sao essenciais para a determinacao da existéncia
e inexisténcia de fungoes extremantes para as desigualdades de Trudinger-Moser e
Adams.

Dessa forma, os resultados apresentados nao apenas ampliam a compreensao
das desigualdades, mas também proporcionam ferramentas analiticas valiosas para
futuras pesquisas na area.

Por fim, é importante ressaltar que o principal resultado deste capitulo consiste
na surpreendente equivaléncia entre esses dois tipos de desigualdades. Tal equivaléncia
sugere uma nova abordagem tanto para as desigualdades criticas quanto para as

subcriticas de Trudinger-Moser e Adams.
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2.1 Resultados Preliminares

Nesta secao, serao apresentados alguns resultados preliminares fundamentais

para o desenvolvimento deste capitulo. Serao discutidas relacoes e propriedades ini-

ciais das desigualdades de Trudinger-Moser e Adams, tanto em suas formas criticas

quanto subcriticas. Além disso, serao introduzidas defini¢oes e lemas essenciais para

os resultados subsequentes do Capitulo.

Lema 2.1 Sejam N >2,0< 3 < N,0<a<ay eu € WHY(RY)\ {0}. Denote

1 16 ~ \ dz
AT = —_— —_ — N-1 -

de modo que

I2

[\V)
~
.

on(t) =e' —

J

Il
o
.

Entao, sempre podemos assumir sempre que ||ul|y = 1, isto ¢,

_ B &) 4
ATl §) = ||viu531/nw N <a (1 - N) ule)] ) 2|8

l[ulln=1

Demonstragao: Seja u € WHY(RY) \ {0} tal que ||Vu||y < 1. Definindo
v(x) = u(Ax),
com \ = ||ul|n,, temos que
Vou(z) = V(u(Az)) = AVu(Ax).

Assim, ao aplicar a mudanca de variavel y = Az, com dy = A" dz, obtemos

9ol = ( [ 196t )’
_ (/RN )\N|Vu()\x)|Ndx>
= ([, vt i)

= ||[Vu|n

z|~

z|~

<1
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Além disso, pela definicao de v, temos que

1 1

fotby = ([ ot ae) " = ([ i) (29)

Assim, utilizando novamente a mudanga de variavel y = Az em (2.9), segue que

ot = ([ 140 a) " =2 ( |u<y>|Ndy)}V - -
Por fim, usando novamente a mudanca de varidvel y = Az, obtemos
Jooon (o (1= o) 5
_ /RN . (a <1 - %) u(Az) N) ﬁ—|‘;
“55 (Lo (o (=)o) 5
e (o (o (=) o) )

Como queriamos demonstrar. [ ]

Observa-se que, de acordo com o Lema 2.1, ¢ sempre possivel assumir |ju||y =1
na desigualdade. No préximo lema, mostraremos que a finitude da desigualdade
de Trudinger-Moser subcritica decorre diretamente da finitude da desigualdade de

Trudinger-Moser critica.

Lema 2.2 Sejam N >2, 0< 3 <N, a,b>0,0<a<ay euec W RY)\ {0}.
Denote

— I6] ) N) dx
MT, — 1— — N-1 | —— 2.10
A= s [ ox (aN ( g @) S a0

Se MT, () € finito, entao AT (v, B) € finito. Além disso,

(N-1)b e

AT<0576) S <E MTa,b(ﬁ)'

(N—1)a



Demonstragao: Sejau € WHY(RY)\ {0} tal que [|[Vul|x < 1e |jul]|xy = 1. Considere

(N—1)b +

v(z) = <&>NN1U(>\$), com A= <%) :

(2.11)

Entao N-1

Vo) = V ((%) B u(Ax)) - (%) AV,

Assim, realizando a mudanca de variavel y = Ax, podemos concluir que

a

welsy = ([ 1o i)

<i> - AVu(\z) )

(N—1)a

_ (%)N (/RN A [Vu(rz) Y dxy

(N—1)a

=<%) ’ (/RNM@)M@/);

(N—1)a

« N a
(&) 7 vl

Portanto, utilizando o fato de que ||Vul|y < 1, na expressao acima, temos que

dx

(N—1)a
o N

IVoly < (@) : (2.12)

Além disso, analogamente ao que foi feito anteriormente e utilizando (2.11), segue

lollty = /
]RN

que

2o

N
dx

N—-1

(5

(N—1)b -1




Logo,

(N—1)a

=1 (2) 2.13
oy =1- (=) 7 213)
Assim, segue de (2.12) e (2.13) que
IVolly + llvlly < 1.

Sendo assim, utilizando a mudanca de variavel = Ay, obtemos que dz = \Vdy.
Além disso, usando a definicao de v(y) (veja (2.11)) e a definicdo de MT, (/) (veja

(2.10)), respectivamente, concluimos que

/]RN o (Oé <1 N %) ’“(MNNI) % = /RN ON (a (1 - %) |u()\y)|NN1> ’AAN%
_ \N-B /RN . (a <1 _ %) |U(y)|NN1) %

< AVTAMT,4(8).

Logo, pela definigao de supremo e usando (2.11) na equacao acima, segue que

wonp N\ oo
(&)
AT(a,8) < W IMToy(8) = | —"F—m | MTas(B).
- (=)
an
Em particular, tomando a = b = N, temos que
< >(N1>N % ( )Nl NTiﬂ
AT(a, B) < S MTyn(8) = | ——F—5— MT(5).
MRS (&)
an
O que conclui a demonstracao. [ ]

O préximo resultado refere-se a desigualdade de Adams no caso subcritico para
0 espago W22 (RN). Ele afirma que ¢ sempre possivel assumir ||u|| y =1 na desigual-
dade de Adams subcritica.

Lema 2.3 Sejam N >3,0< 3 < N, 0 < a < a(N,2) (para a defini¢ao de a(N,2)
veja a equagio (2.6) comm =2) e u € W22 (RV)\ {0}. Denote

ATA(a, B) =  sup ﬁ/ﬂw b3 (a (1 _ %) |u(a;)\w”2) %, (2.14)

18l oy <1 gy |

|2 ]2
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em que

Entio, para u € W2 (RN)\ {0} e tal que ||u||% =1, vale

b o) 4o
ATAle, 5) = \»Aiﬁﬁg /RN P2 (a (1 - N) ute)l ) 2|8

Demonstragao: Seja u € W23 (R" 0} tal que ||Aul|x <1 e considere
2

v(x) =u(Ax), com = |ul

sl

Entao,
Vou(z) = AVu(Ar) = Av(z) = NAu(Az).

Além disso, usando a mudanca de variavel y = Az, temos que

|Av||x = (/ INAu(z)| 2 da:)
2 RN

_ (/RN W Au(ra)| 3 dm)

zlo

= [[Aufly <1
e
: A
N ~ 1 N N Ul §
o)y = lu(Az)|2 dov | = —lu)|zdy | = = =1
2 N RN )\ 2
R ||U||%

Para concluir o argumento, basta observar que, ao realizar a mudanga de varidvel

y = Az, tem-se que dy = A\ dz, e assim obtemos que

oo <O‘ (1 - %) Iv<x>|NN2> o
) / e (O‘ (1 -y |u<Ax>|NN2) &




Como queriamos demonstrar. ]

O proximo resultado analisa a desigualdade de Adams em seu caso subcritico.
Esse resultado estabelece uma condigao necessaria para que ATA(a, 3) seja finito.
Além disso, fornecemos um limite superior para ATA(«, §), isto é, demonstrando que

o caso subcritico pode ser controlado pelo critico.

Lema 2.4 Sejam N >3,0< 3 < N, a,b > 0. Assuma que u € W2 (RV)\ {0} ¢

denote

A= s [ o (a2 (10 ) (@)
1Aula +lullty <1 RN N ||
2 2

Se Agp < 00, entio ATA(a, B) < co. Além disso,

()™ |
a(N,2)
ATA(O‘7B> < N-2 Aa,b(ﬁ)'

o Y ¥ ©
L - <a(N,2)>

Em particular, se A%%(ﬂ) = A(fB) < o0, entao

ATA(a, ) < (ﬁ) N A(B).
1 (aha)

Demonstragio: Aplicando o Lema 2.3, podemos assumir v € W22 (RV) \ {0} tal

que
[Auly €1 e fully =1. (2.15)

Assim, definindo

b
(V]
/N
2
i
r
N——
:

N I = |

temos que
N-—2

N N_2
A = —— N Au(A
(=) (a(N, 2)) ur)

Entao, realizando a mudanca de variavel y = Az, tem-se que dy = AVdz, o que

implica que
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N
N-—2 5 N

(a& 2>)N aua)| o

—2 2a

([ e )

o N "

Mas, por hipotese (consulte a equagao (2.15)), temos que HAUH% < 1. Logo,

a « ¥a
Jav]y < (a(N 2)> . (2.16)

Além disso, usando a mudancga de variavel y = Az e a definicao de \, respectivamente,

JAu], = /
2 RN

Z

I
VR
£
=l
S
N———

«

Z

segue que

2b
N N
= N
2

dx

N—-2

(o) 0w

TS (o)

N
(a(N,2))

Assim, aplicando (2.15) na equagao acima, temos que

lolls = /
2 RN

N-2

oty =1- (sor) 0.17)

Deste modo, de (2.16) e (2.17), concluimos que

| Aw] + el <1

Portanto, de acordo com a defini¢ao de A, () e realizando a mudanga de variavel

B L dy
W(“@ N) M)W

/RN N2 (a ( %) ]u()\x)|NN2) ?;VTCZ'Z', (2.18)

Yy = Az, segue que



Sendo assim, dado que

N-—2
~ N.92
v(z) = (oz(]f;, 2>> u(Ar) = (#) v(x)% = u()\x)%,
ao inserir essa expressao na equagao (2.18), obtemos que
_B 2\ Ay B (aV,2) v\ AV de
Jooowe (o (= o) s = [ oma (o (1= 1) (452 o) 355
Assim, pela definicao de A e a do supremo, segue que
B N\ dy
OnN, <a (1 —— ) |lu(y)|¥2 | —=
dx
_)\Nﬁ/ 1 — é N.9 N]jz) 7
n ¢N,2 ( N a\Lv, )’U(IM |I|/3
( SN A
oz(N72)>
S Ma Aa,b(ﬁ)
o N
1 (a(N,Q))
: N
Em particularmente, quando a = b = 5 temos que
N2l PP N_2 A
< a ) N 2 2 ( a > N
a(N,2) a(N,2)
a N 2 a N
I - <a(N,2)> 1 - (a(N,2)>
Como queriamos demonstrar. [ ]

Por fim, apresentaremos um resultado técnico que seré utilizado repetidamente

ao longo deste capitulo.
Lema 2.5 Sejam 1 < p < oo e x,y > 0. Entio para todo r € (0,1), tem-se

(e 4yl <P PP 4 (1— 1) Py,

Demonstracao: Demonstramos este lema em dois casos distintos. No primeiro caso,
consideramos p = 1 ou x = y = 0. Nesta situacao, é evidente que o resultado vale.

Agora, se p>1ex,y > 0, considere f: (0,1) — R definida por
Fr) = PP 4 (1= )iy

Assim,
fiir)=@Q=ppr7a”—=1=p)(1=r)"y"
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e, portanto, os pontos criticos de f serao

f(r)=0 = rPaP=(1-r)"Py’
=rle=(1-ry

= T—ar=ry
x
T+y

= r=
Além disso, como p > 1, segue que

fr) = ((L=pyrPa? —(1=p)(1=r)"y")
= —p(1 —p)r " a? —p(1 = p)(1 —r) P71y
= —p(L—p)(r"7 a? + (1= 7))
> 0.

~ - X . ~ .
Logo, como a funcao é convexa, segue que para 7 = P a aplicacao f admite
rry

minimo global. Assim, se r € (0,1), segue que

1) = 1 (+y)

1-p 1-p
() 7 0-GR) v
Tty r+y

(x+y)tr (r+ylt?

= (z+y)’

<Pl 4+ (1—r) P yP.

Como queriamos demonstrar. [ ]

2.2 Comportamento Assintético dos Supremos Sub-
critico e Critico na Desigualdade de Trudinger-

Moser

Nesta se¢ao, serd demonstrada a desigualdade subcritica de Trudinger-Moser,
abordando especialmente o comportamento assintotico para o supremo subcritico
AT(a, 8) (veja Teorema 2.5). E importante observar que, na prova do Teorema 2.5,

nao é assumido que o supremo critico satisfaz MT(3) < oo. Adicionalmente, sera
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estabelecida a relagao entre os supremos AT (a, §) e MT(B) (veja (2.7) e (2.10) para
relembrar as defini¢oes) das desigualdades critica e subcritica de Trudinger-Moser
(vide Teorema 2.6).

Posto isso, o primeiro resultado tem como objetivo investigar o comportamento,

em WLNV(RN)\ {0}, do seguinte supremo:

1 6] N dx
A = —_— _— N-1 _—
TP = P Tl /RN o (a (1 N) o ) [2I?

Estamos interessados em investigar o comportamento assintotico deste supremo a
medida que o — «ayp, além de fornecer os limites inferior e superior para o mesmo.

Em termos mais precisos, enunciaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.5 Sejam N >2,0< 3 < N,0<a<ay eu € WH(RM)\{0}. Denote

1 16 N dx
A = _— _— — N-1 _—
T(aaﬁ> ||V§L1||III\,)§1 HuH%,g /]RN ¢N (Oé (1 N) ‘U(aj)l ) ’£C|B

Entao existem constantes ¢ = ¢(N,B) > 0 e C = C(N,[) > 0 tais que, para «

suficientemente prozimo de oy, temos que
< AT(a,3) <

(N, 5) e < -
(@) (@)

Além disso, a constante ay € dtima no sentido de que AT (ay, ) = oo.

Demonstracgao: Por densidade, pelo Lema 2.1 e considerando o fato de trabalharmos

com |u|, podemos supor que u € C§°(R™) \ {0} e é tal que
u>0, |[Vully<1 e |u||ly=1. (2.19)

Seja
1

Entdo, como u € C§°(RY)\ {0}, segue que K (u) := supp(u) C RY é compacto tal que
u(z) = 0 para todo = ¢ K(u). Sendo assim, como « < ay, segue que Q(u) C K(u).

Logo, Q(u) é limitado em RY. Além disso, temos que se x € Q(u), segue que
1
N—-1\ N N
a u(x)
'U,(.T) > (1 — (a) ) = (1 ( a )N—l) > 1. (220)
an
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Assim, utilizando (2.20), temos que

I¢] :/me
u(@)V .
</ Ere

[0}

(1_ (;N>N1> [ @) da

1

(1 - (&)N‘l) lull

Mas, a partir da equagao (2.19), temos que ||ul|¥ = 1 e, portanto,

IA

1

N-1\
(-7
aN
Por outro lado, temos que

=R\ Q={zeR"; u)< (1—(i)N_1>N <1

Q] < (2.21)

an

Assim, como 0 < 8 < N e usando o fato de que

N-2 ,,;

on(t) :et_Z£

é crescente, obtemos que

/RN\Q o (a (1 - %> ’u@)'NN_I) ]i_\x < /{ugl} N (a!u(x)|%> |$_5|U |

Mas, observe que

dzr / dx
N a N
e u(x =e |u(z)] +/ |u(z)] . (2.22)
/{u<1}| @)l || {u<1, |z|<1} || {u<1, |z|>1} ||

I Iy
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Assim, ao calcular separadamente para Iy, utilizando o fato de que u < 1 e coorde-
nadas polares, concluimos que

dx 1 1 pN*1 1
I :/ u(@)|¥ — < / g dr = wN—l/ dp  =wn_1 . (223)
{u<1, |z|<1} |2|P B0, lzl? o P N-8

e, para I, utilizando o fato de que |z| > 1 e ||ul|xy = 1, segue que

d
I — / u(@) 2% < / ()N de < / @) Nde <1, (2.24)
{u<, |z>1} ] {u<1, |2[>1} RN\B(0,1)

Sendo assim, como e® < eV e utilizando (2.23) e (2.24) em (2.22), segue que existe

uma constante C(N, 5) > 0, tal que

[ooon(a(1- 5 )@ S < oo < — A
RN\Q || YV Y

(=)
Agora, considere

I = / d)N( (1 - ﬁ) |u(;c)yNN_1> ’% < /Qexp (a <1 —~ %) yu(x)|NN> IZT5

Em €, definimos
o AN\ ¥
= - 1— —_—
ofe) = (o) ( (=) )

Portanto, como v é uma translagao da funcao u(zx) e tal que v(x) = 0,V € 95, segue

=

que v € Wy () e por (2.19), concluimos que

[Volly = [[Vulx < 1.

N
Além disso, em €, utilizando o Lema 2.5, com ¢ = a—N—l, P=y_qer= (1+5)Tlp,
a —
segue que
N
N-1

()| = |o(a) + (1 _ (%)le

1 N—-1\ N-1
1\~ o
< (1"‘5)‘/{)‘%"‘ (1_€N—1 (1— (a )
1\~ 1\~
anN N -1 -1
= <?> |v[ =T + <1 S (1 T N1
o
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Logo,

1< [ow(a(i-5) wor) 5
< frow (o (- R) () ) 5

e, portanto, pela desigualdade de Trudinger-Moser em dominios de medida finita (veja

Teorema 1.2), concluimos que
B aN N 6] dx
< _ = kil = ) ) ==
]_/Qexp<oz(1 N <a>|v|N1+a 1 N) )P
d
< /Qexp (aN (1 - %) |v\% +a>ﬁ
< O(N,B) 105",

Assim, aplicando (2.21), segue que
L. W)

(@)

e, consequentemente, pelo Lema 2.1, concluimos que

C(N,
AT(a,8) < Sull.) U (2.25)
N-1\ ~
(=)
an
Agora mostraremos que
AT (an, ) = . (2.26)
De fato, considere a sequéncia de Moser
¥ O —n
(5)" (75) 7 sehklsers,
= —n
Un(7) = (N—_ﬁ> “In i) , se eN-F < x| < 1,
nWN—1 ||
0, se |z| > 1.
Dessa forma,
0, se |z] < eN_—nﬁ,
= —n
Vup(z) =9 — <n]:j;i> " mEr seeV i< lx| <1,
0, se |z| > 1.

1 S o
B N N — 6 N i
IV ||y = (/RN |Vun(gg)\Nda;) /{eNnﬁ<lml<1} ((an1> ’JI|> de |
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e por coordenadas polares, temos que

1
! N — 1 N
||Vun||N = (/ n ( 6) _NWN—er_l dT)
eN—PB nwy_—1 T

Por outro lado,

e (N—1) 1 N
n N N -3 1 N-1
[[wnll v /0 (N—ﬁ) +LN7LB ( n ) H<r> ' '

Assim, fazendo a mudanga de variavel

y=In (%) = y=—In(r) = exp(—y) =r
—exp(—yN)dy = rN"tdr

1
N

Deduz-se que

—n

N—

N-1 eN—8 0
n _ N-§ -
||un||%=(N_B> /O M hdr = — /n yYe N dy

N-B

() () e e

Desse modo, como

/ sfe®ds=T(p+1)=p! >0,
0

segue que existem C; = C(N, ) > 0 e n; € N tal que

C
lunll¥ < =, ¥n>ni. (2.28)
n

No entanto, usando a defini¢ao de u,,, conclui-se que

fooow (o (1= ) o) 35
- /{mgem} o (“ (Nz; ﬁ) <“’;j) ( )) 2P
- /{mwﬁ} o (“ () Gn) ”) i
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1
Mas, como ay = Nwy_; e 0 < a < ay , segue que

/RN o (a (1 B %) \un<x>|fv”—1) |"7 = /{MSM} b

para Cy = —2=L— > (). Mas, como
(N=B)(C1) N~

AN e N
— —n N—00
p-@)) (B5)ere==

=0
entao pela definicao de limite existe ny € N tal que ny > nq e

o N—-1 NTiﬁ N-2 n] N_g 1
(1— (a) ) <Z F) nNe"< o5 Vn>nyel<a<ay (2.30)

J=0

Sendo assim, para todo n > ns, aplicando (2.30) em (2.29), segue que

N-B
N-1 N
AT(O'/’B) 2 02 N-—8 (1 - (_CV ) > nNTiﬁe(ﬁ_l)n — l
o N-1 N QN
(1 - (m) )

Logo, para « suficientemente préoximo de ay e tal que

—(N—-B)
N-1 N
(0%
(1 - (_> > 2 na,
an
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e escolhendo n € N suficiente grande tal que

—(N=8) —(N=8)

o N-1 N N o N-1 N
(()") e (-2
anN anN
segue que
N-1\ N
AT(a, B) C2N_1 g (1_(%) > nwe(ﬁv—l)”_e_i
()"
Gz ( jﬁ)nm%(;)n_i}
N_1 N=-f i N8 65
(=)
Cy (1 1}

N—1 NT*B _64 65
an

Por fim, se a = ay, segue que AT (ay, B) € infinito, pois de (2.29), temos que

AT ) v [ (e (SR o] o
(an,0) > | —5= N 5|0 - ZF e " 5 0.

N X
Ol jZO

v

v
1=y

\Y
|
|
|

O que conclui a prova. |

A partir de agora, analisaremos como o supremo AT («, (), estabelecido no Teo-
rema 2.5, fornece uma demonstragao da desigualdade critica de Trudinger-Moser em
todas as dimensoes N. Também discutiremos quais valores positivos de a e b tornam

a desigualdade critica de Trudinger-Moser valida sob a restricao da norma completa:
a b
IVully + [lully < 1.

Além disso, estabeleceremos a relagao precisa entre os supremos da desigualdade cri-
tica e subcritica de Trudinger-Moser. Em particular, apresentaremos uma demonstra-
¢ao da desigualdade critica de Trudinger-Moser utilizando a desigualdade subcritica
de Trudinger-Moser, conforme mencionada no Teorema 2.5. Esta abordagem sugere
uma nova perspectiva e metodologia no estudo da desigualdade 6tima de Trudinger-
Moser.

Teorema 2.6 Sejam N >2,0< 3 < N, a,b>0euc WH(RN)\ {0}. Denotemos

por

5) N) dz
MT, = 1— — N-T ) —
»(B) ||Vu||‘;E|EL||§\,§1/RN N (aN ( N [u(x)] PE
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MT(5) = MTn,n(B).

Se b < N, entdo, MT,,(8) < co. A constante ay € dtima. Além disso, temos a

sequinte identidade:

MT.,(8) = sup = AT (e, B).

ac(0,an) o
an

Em particular, MT(5) < oo e

- <i>N1 G
MT(5) = sup % AT (e, B).
ag(0.an) <JL>

anN

Demonstragao: Seja u € WHY(RY)\ {0} tal que
IVully + flully < 1.

Considere

[Vully =6 € (0,1),
entao
luffy <1—6° (2.31)

Dividiremos a demonstracao em dois casos:
1
Caso 1: §<9<1.

Neste caso, definindo

>0, (2.32)

temos que

Vou(y) = %Vu(ky).

Assim, fazendo x = \y,, tem-se que dz = A\Vdy e, portanto, segue que

1

AN N 1 ~ Vu
IVolly = / V)V dy ) = / Vu@)|Ndz) = Vully
RN 6 9 RN 0
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Além disso, utilizando (2.31) e realizando novamente a mudanca de variavel x = Ay,

temos que

Hw%=/|wwW@
]RN

SECER

1
= — Ay) [N d
0% Jon u(Ay)[* dy
1 N
— gy L @Y da
1
IwHUHN
1 N
< g (=07
1
— 1 S(1—07)%
1-602)b
v (( o) )
=1.

Por outro lado, utilizando novamente a mudanca de variavel x = Ay e a equagao
(2.32), segue que

oo o (=) ) 5
= [ ow (v (1= 5 ) o) 3
o ) 8

Logo, pela definicao de supremo, segue que

/RN o <aN (1 - %) \u(a:)IN) ‘dT? < \N-B AT <9N laN,ﬁ) . (2.33)

Agora, note que, utilizando o Teorema 2.5 em (2.33), temos que

1\ N5
AV AT (0% N7B> < ((1 _69 )b> C(N,ﬁ) —

2‘2

Assim, voltando a (2.33), concluimos que
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1
Aqui, utilizamos o fato de termos 5 <0 <1

1
CasoZ:O<<9§§.

Inicialmente, definindo

segue que
Vou(y) = 4Vu(2y).

Assim, utilizando a mudanca de variavel x = 2y,, temos

e
et = ([ oo i)

- ([, ) @
=22 (/RNWUQ‘U WNd )
=22 (/RN NVulz)|7 dx)
:2(/RN V(e )|ng;)$
= 2| Vully
=20
<1

Y

37

que dz = 2V dy, e obtemos

L
N

2|~ \/

z|~



em que usamos na desigualdade acima o fato de que 0 < 0 < % Além disso, utilizando

novamente a mudanga de variavel x = 2y, segue que

ol =( /| |v<y>|Ndy)’1V
— ([, 2 a)
o[ )

N_
= Jully ™ < 1.

z|~

Assim, fazendo novamente a mudanga de variavel x = 2y e utilizando o Teorema 2.5,

concluimos que

[ o (o (1= %) o) 22
= [ o (aw (1= ) i =

s B8 ) ()| dy
2 /RN(bN (aN (1 N) owva ly|?

B C(N,p -~
<on- L) S
an N—l N
()
- 1\ 2
(1-5r)
s O(N,m)
2¥-1)
oN=F
<C(N, B).

A seguir, verificaremos se a constante oy é a melhor constante possivel. De fato,

utilizando novamente a sequéncia de Moser (u,,) dada por

—n

( ~ &
()" ()™ wpizem,

WN-1 N-8
= —n
un(z) = N=B ) (L), se eN-F < x| < 1,
WN_1M |z

0, se |z| > 1.

\




entao

0, se |z| < V-7,
+ —n
Vuy(z) = (w]leﬁn>N (ﬁ) , seeNF < x| <1,
0, se |z| > 1.

Assim, utilizando coordenadas polares, temos

IVl = / V(@)Y da
RN

/ (N - 6) Ed
= —n_ 2N dx
{eN*B <|z\<1} WN-1M |LL"

1
- —n -~ WN-1ar
eN=-B \WN_1TL ) T

Além disso, denotando

Q= {2 €RY; 0 < o] < 75}

Oy, = {ﬂf ERN; e¥F < 7] < 1},

podemos escrever

1 n \"! N-2 1
Up ||y = dx—l—/ < )10 (—> dx . (2.34
el /m,n WN-1 (N - 5) ay v ) o\l (234)

J/ [\ J/
-~

Vv
Il,n IZ,n

2|~

Calculando separadamente essas integrais, temos que

1 n Nt
L, = Y dz
: /{|x§ew} WN-1 (N_B>

eN-F n N-1
:/ (N 5) TNt dr
0 _
B n N-1 617112
(7)) (%)
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Logo,

r

B N-3 1\"
fon = /92,” (WN—171> o (H) dx
_ N-8 1\"
B /{eN—nﬁ<|x<l} (WN—ITL) o (|$|> &
1 N
= / . (N — B) log <1> wy_1rN "l dr
eN—F WN-1T T
O /N-pB s\N [—e7?
Y OMESH

NL_B N_ﬂ N _—s
:/0 (nNN“)S e °ds.

Analisaremos, agora, I5,. Veja que, utilizando s = In (—) - N, temos que

Assim, como

/ sPeds =T(p+1) = pl,
0

e, portanto, aplicando (2.35), (2.36) em (2.34), obtemos que

—nN " 1
[unlln < < {nNe “5 —|—/ sNe™s ds} = Jun|ly =0 (—) )
n 0 n

Seja

Wn = Aplin(T) = Ay < N—p >ﬁ In <i> : se eNF < |z| < 1,

com A\, € (0,1) solugao de
A+ Al =1,

com

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)



Assim, como ||Vu, ||y = 1, segue que

Wby = ([ AT de ) =01l = A,
RN

lwnlln = Anllun]ln-

Logo, por (2.38), temos

IVwallfy + lhwallly = A% + Apllunllly = 1.

Além disso, pela definicao de ¢y, temos que

[o (o (1= %) o) 22

, (2.40)
= J! 2|

Assim, aplicando a defini¢do de w, (veja (2.37)) em (2.40), obtemos que

/RN¢N (a <1 - %) |wn(x)|NN1) é_ﬁ (2.41)
Sy [ R0 ()T ()]
oo S0 2w () () 2]

j!

Calculemos separadamente essas integrais. Primeiramente, observe que se

N—2 . _J j
_ j BY () \i L\ (VL) de
e _/{IzgeN_”B} ; [a (1 i N> )t (le) (N_ﬁ) ﬁ] R

1
entao substituindo e utilizando que ay = Nwy ], segue que

2

J ‘
o [ B (Y ot
{haizev®n} 55 \aw |
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e, portanto, por coordenadas polares, concluimos que

J

eN_*nﬁ N-2 a)\%n
Ky, = —/ Z - wy_1rN TP ar (2.42)
0 =0 aN
No entanto, para j € {0,---, N — 2}, escolhendo uma constante C' > 0 tal que
Nj (N—2)N

AT <O Y

e utilizando que a > «,, segue que

N J N_3 (N—2)N Voo

aly 'n v S
WN— <C
an NN - 8~ eN
Portanto, aplicando isso em (2.42), temos que
N (N-2)N
—2 N—-1
n> e
Ky, =0 = 0. (2.43)
en (2.39)

Por outro lado, definido

e fo D)
(Co .
) /{ﬂgeN—"ﬁ} P [(%) (1-o(-%))" n] =

1
Na ultima igualdade, utilizamos o fato de que ay = Nwy ;. Logo, para a > a,

considere & = ay + 4, tal que § > 0. Assim, utilizando coordenadas polares, segue

() o
an N aN {\x|§em} |ZL’|

1 T eN-B N—-1

= exp <QN+5) <1—O( - )) n) WN_1 ! 3 dr
an naN 0 r

B ay +9 1 oo exp(—n)

o ((259) (10 () e one S

que




Consequentemente, ao utilizar (2.39) e observando que o expoente da exponencial

sera positivo, segue que
Kin 2% 00. (2.44)
Assim, utilizando (2.43) e (2.44) em (2.41), concluimos que

/RN o (a (1 = %) \wn(x)|NN—1> ;_‘f; Lo

Agora, demonstraremos que

N-8
- (i frtay ?
MT,4(8) = sup aNNflb AT (a, B)

quando MT, ,(8) < oo. De fato, pelo Lema 2.2, temos que

N—
N—-1 8

o) N ¢ ’
I <E2 AT(a, B) < MT,,(8).
ac(0,an) < N ) N b

an
Seja (u,) uma sequéncia maximizante de MT, ;(3), ou seja, u, € WHN(RN)\ {0} e

tal que

o [Vl + [lunllyy < 1.

N d n—00
) /RN qu (OéN <1 — %) |Un($)|Nl) ﬁ E— MTa,b(/B)-

Assim, definindo

n(Ant) <1 - ||Vun||?v>i
vp(2) = ———=; A= ——=—-7F~] >0 (2.45)
NG IVl
temos que
AV, (Ax)
Vo, (r) = —=——"+
V|| v

e, portanto, fazendo y = \,x, obtemos

MV, (M) |V
Vo, N:/ n nyvn dx
Vel = = ol

AN N
:W/RN IVt ()| N dae
nllN

)\7]’:[ N dy
= Ny / Vil 3y =1
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De modo anélogo, concluimos que

N |un()‘nx)|N 1 / N
el = V¥ = Tl Jo W
as, como ||Vu,||% + l|u.||% < 1, segue da definicao de \,, que
M [V ||% + |lun||% < 1, segue da defini¢ao de A, q
1 un||N
ol = (1= [ Vunllf) ¥ el = (1- ||||VJNII“ )i
IV un | N e — B

Além disso, utilizando a mudanga de variavel z = A,y e (2.45), temos que

6] ~_\ dx
Lo (o (1) o) 55
_ _ﬁ & N dy
= [ (o (1= ) )
N B ~_\ dy
N [ ow (ax (125 ) i) 2

3 [ o (ax (1 ) IVl 1) 28

Contudo, pela definigdo de supremo e por (2.45), segue que

ot (o (1 3 ton?™)

N

gAf*ﬁ AT <|]Vun||f\v,laN, ﬁ)

N-=f
_ <—1 . ”V“"”N> AT (HVunHj\V,laN,ﬁ)

IVunlly
Wiy M
- (&)
Sae%l,gm ( - )NNNlb AT (e, )
an
Portanto, concluimos que
- (= ey
MT,,(8) = sup OCNNA AT (o, 5)

ac(0,an) ( o >Nb

aN

quando MT, ,(5) < co. Como queriamos demonstrar.

E importante destacar que a relacio entre os supremos das desigualdades criticas

e subcriticas de Trudinger-Moser desempenham um papel crucial no estabelecimento

da existéncia e nao-existéncia de fungoes extremantes para essas desigualdades em

espagos inteiros. Para mais detalhes, consulte [31]. Embora ndo abordemos esse

resultado neste capitulo, no préximo capitulo demonstraremos a existéncia de fungoes

extremantes para espagos de Sobolev X}%’p (a, 0).
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2.3 Comportamento assintético da desigualdade

subcritica de Adams e sua relacao com a critica

Nesta subsecao, estabelecemos o comportamento assintotico do supremo na desi-
gualdade subcritica de Adams em W22 (RY), conforme o Teorema 2.7. E importante
ressaltar que nao se assume nenhuma versao do Teorema 2.8 para a demonstracao
do Teorema 2.7. Além disso, também estabelecemos a relagao entre os supremos da

desigualdade critica e subcritica de Adams no Teorema 2.8.

2.3.1 Desigualdades de Adams em W22 (RY)

Agora, consideramos as desigualdades critica e subcritica de Adams para N > 3
no espaco W2z (RY). O proximo resultado aborda a desigualdade subcritica de
Adams. Mais precisamente, apresentaremos o comportamento assintotico do supremo,

conforme descrito a seguir.

Teorema 2.7 Sejam N > 3,0 < 8 < N e0 < a < a(N,2) (veja (2.6) para a
defini¢io de a(N,2)). Parau e W2 (RY) \ {0}, denote

At )= oo —ces [ ona(a (12 2) i) 2

18wl <1 ||

SIENIE
S

em que

t

Ona(t) = E ﬁ’
jEN

j>5=2

entao existem constantes positivas ¢ = ¢(N, ) e C = C(N, 3) tal que quando « se

aprozima de a(N,2) tem-se

(N, 3) < ATA(a, §) < Cw.f)

N2y 1-F% N2y 1=
(1 - (a(ﬁﬂQ)) ) (1 - <a(]%,2)> >

Além disso, a constante a(N,2) € dtima no sentido de que ATA(a(N,2), ) = co.

(2.46)

Z[w

Demonstragao: Por meio de um argumento de densidade e pelo Lema 2.3, podemos

assumir que

we CE@®M\ {0}, [Vully <1 e [uly=1. (2.47)
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Consequentemente, uma vez que

jul = v,

temos que
O|ul 1 ou - 3—;
o . u D ——
dr;  2v/u? dz; Vu?
e, portanto,

i (2 T Vi e e

7 Ox; maxz
dx? u?
B Vu?-u- gi%‘
= —
82
-
= =
Sendo assim,
82
A(lul) XN: [l w5 Julou o~ 0Pu_ Jul - Au
Uu = = . =
— u? T R u?
o que implica que
lu| - u - Au
Al = [P = A,

Agora seja

N-27 %
Qu) =< x € RY; |u(z)| > [1 — (L> : ]
a(N,2)
Assim, como u € C°(RY) \ {0}, segue que u tem suporte compacto e, portanto,
existe K (u) := supp(u) C RY compacto tal que u(z) = 0 para todo = ¢ K (u). Sendo
assim, como a < a(N,2), segue que Q(u) C K(u). Logo, Q(u) é limitado em RY.

Além disso, temos que

Q(u)| = / 1dz




Logo, utilizando (2.47), concluimos que

Q(u)| < - (2.48)

Agora, considere

Em Q(u), definimos

w(z) = |u(z)| — [1 - (a(; 2))2] . (2.49)
Assim, v € W;%(Q(u)) e por (2.49), temos
Vo(x) =Viu(z)] = Av(z)= Alu(z)| = |Aul.

Deste modo,

N N
ally = ([ 1aorF) " = ([ 1aut) < jauy <
’ Qu) (u) ’
N,2 1
Além disso, utilizando o Lema 2.5 em §2(u) com ¢ = al,2) _ 1>0,r=——F
o (1+¢)r T

ep= %, obtemos que

u| 72 = ||u] — [1 - (a(]f;,Q))Q

—_
|
VRS
2
=l
=
N————
w‘l
(V]
| I |
Zpo
=z
b




o que implica que

N, 2 N
—( ’ )|U|N—2+1_ (250)

[ul 72 <

Assim, utilizando (2.50) e a desigualdade de Adams em dominios de medida finita

(Teorema 2.3), temos que

[ e (o (1= 5 ) w5

/ o <O‘ ( %) (a(]:i’ Do) # + 1 ) |;Z_|”;
< [ e (a2 (1= ) I o)
—e /Q(u) exp (a(N, 2) (1 — %) |U(x)|N”2) |;l_r

< e*C(N, B)IQu)|'~~. (2.51)

I <

IA
D

1 —
2)

[@

Logo, aplicagao (2.48) em (2.51), segue que

z[w

1 < C(N,B) L . (2.52)

a T2
L= (a(N,2)>

Agora, se z € RV \ Q(u), entao

N—-2

()| < [1— <a(13,2))Nr <1,

e, portanto, temos a seguinte estimativa

~ \ dx

S/ ¢N2(04|U($)|N*2 T

{u<1} |z

. N-j

B ol lu(x)|v=2 dz

o | |:E|B
{us1} ey J

=852

Mas, como




JjeN

iP5
d

<t [t
{u<1} ||

< C(N) /{ Nl

dx dx
—c | [ )l 5+ [ ua)| ¥ 22
{u<l, |z|>1} 2] {u<l, |z|<1} ||
be T2
Calculando separadamente as expressoes, obtemos que
~ dx
= ufa)| ¥ 2
{u<1, |z|>1} |z
N
< / |u(z)|z dx
{u<l, |z|21}
— [ e
RN\ B(0,1)
<1
em que na ultima desigualdade utilizamos (2.47). Por outro lado,
~ dx
5= [ u(a) ¥ 7
{u<l, |z|<1} |ZL’|
< / dx
= JBoy) |7/°
1 N-1
= wN—l/ P 8 dp
o P
B 1
= WN-1 N_3
= C(N, B).
O que implica que
B N\ dx C(N,p
[ ona(a(1-5) o ( -
RN\Q(u) —2 N



Dessa forma, utilizando (2.52), (2.53) e a defini¢do de supremo, concluimos que

ATA(a, §) <

Mostraremos agora que

ATA(«a(N,2), ) = oc.

Com efeito, seja p € C*°([0,1]) tal que

e(L) ,se 0 <t <e,
t ,see<t <1 —¢,
1—51/1(%) ,sel—e<t <1,

1 ,se 1 < t.

\

Além disso, fixado r > 0, considere a funcao teste de Adams

In %
Ur(lz]) = H ln((%)>

Neste caso, por construcao ¥, € W22 (RN ), e se

reBO,r) = |z[<r = mgl éln(m)gln(l)
T

Sendo assim, se x € B(0,7), segue que ¥, (|z|) = 1. Além disso, por [3], temos que

20



Agora, definimos

N-2

wlle) = (1 (1)) " oD (254)

Assim, para x € B(0,r), temos que

er(lz]) = 1,
o que implica que
N—-2
1\\ ~
ur(fe]) = (m <;)) | (2.5%)
Além disso,
N—-2
1\\ ~
Burel) = (1 (1)) avnlol
e, portanto,
N N
8ulf = [ 18u e do
2 RN

o que implica que




em que oy denota o volume da bola centrada na origem de raio 1, isto é,

[z

™ 2 WN-1  WN-1

N
Tr 2
T+ M) N 2 N

na qual utilizamos a seguinte propriedade: I'(z+1) = zI'(x). Desse modo, concluimos

a(N,2)AN?

N 2 N.2 =5
[ e e G (2:56)
: N&z (255) 7 N
Agora, veja que
ATA(a(N,2), )
1 / ( ( 5) N) dz
= Sup —x 5~ ong |l a1l —— | |u(z)|¥2 | —
<t 3% Jaw w ) 1) |z|?
| N =B\ | ullah) [
— Uy (| T
> lim ———— a(N,?2 —
> iy oy [ oo ()] )
T&urlly ||
2
]| "

U] v* N =B\ |log(}) ["*) dz
= lim ——2— N,?2 r Sl
i ke [ v (a2 (CF0) IR )

A (0:r)

Mas, observe que

0(V.2) (552) 1og (2) o(N.2) (552) log (2)

¢N,2 N _ 2¢N,2 2
|} B

2

Assim, por coordenadas polares, temos que

N-B
1837 (38 1og 2 ;
ATA(a(N,2),5) > lim ——2 N2 (55") log (7) / IB

B(0,r) |z|

s
Ul

z

—8

||AUT 72 N-8 1 1 r
= lim —Nﬁng’Q (M) WN—l/ yN_1—ﬂ dy
0

O el ?

z
S

w|Z

=l o
e |

N-B
||AU7»||gT N—§ 1 N-8
(( - >log<r>>wN_1 :

w|Z

r—0t
Q.

02



Agora, consideramos a seguinte sequéncia

( 1—2 _2 2 1
In(k) N  No(N2)N-T |22  No(N2)N-T 1\~
[cx(N,?)] 2 (M)% 2(1n(k))% , selal < (k) '
k
_ _ 1
ug(x) = Na(N, 2)%—1(1n(]{;))ﬁ21n (ﬁ» se (%)N < lz| <1,
Ces se [z] > 1,

\

em que (; € uma funcao suave que satisfaz

e supp(x) C {|z| < 2};

G 2 —2
—= = Na(N,2)v " (Ink)~,
W |-

2

1 N
de modo que (i e A sao todos O ((ﬁ) ) . Por exemplo, podemos escolher
n

1 2 1 2
Gi(#) = GNa(N. 2% (k) ¥ — S Na(N,2)¥ (k) ¥ [z

perto de |x| = 1. A escolha da sequéncia acima ¢é inspirada em uma sequéncia

semelhante a tomada em [41], no caso em que a dimensao é 4. Portanto,

( Na(N,Q)%_l 2x; 1 %
_ . el se |z] < (E) ,
D (%)
= 2 =2 ( g =
or; (2) —Na(N,2)vt(Ink)™ (|x‘2> ,ose (P)Y <zl <1,
\gif:’ se |z| > 1,
e
( 21 L
_Na(N,QQ)N ln,f g se |z] < (%)N :
82Uk (T)
— — —2x* L
522 ) =\ =Na(V, 28 k) ¥ (B se ()Y < o] <1,
k%{%’v, se |x| > 1.
Assim,
_ Na(N2R D on 1\
2 k¥’ se |z < <k) ’
(%)
_ - 1
Auy(r) = ~Na(N,2)8 HInk) ¥ (ZI\;T22> ,ose (H)Y <zl <1,
Ay, se |z| > 1.
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Mas como supp((x) C {|z] <2} e A, = O <(ﬁ)%>, segue que

/ | Aug(z)] 2 dx:/ IAG|Z dx
{l=|>1} {l=|>1}

[ aafa
{1<|z|<2}
2

= /{l<x|<2} ¢ <ln2k)> ﬁ

N ~ 1
Aug(x)|2 de < C - )
/{x|>1}| (@) In(k)

Além disso, por coordenadas polares, obtemos que

/{|z|<<i>

N
2

dx

Assim,

Na(N,2)¥1 2N

2}~

2=
—
N}
—
5
>
~—
2

}

1)% 2 %
k 2-N k N
= Wy_ N?.a(N,2) v [ —
OJNl/O [ a(N,2)"~ lnk:)]
1
2 k TN <%)N
—wy NYa(N,2) T [ — ) |—
oAV (N 2) (mk) N,
e, consequentemente,
N 2—N 1
| A ()| 2 do = wy_ NV 1a(N,2) 2 :
/{x|<(;)fv} In(k)
Por fim, por coordenadas polares novamente, temos que
S 1A ds
{(%)N<\ac|<1}
N
2
dx

‘—Noz(N, 2% (k) ¥ (%)

B /{(;)hma}

(2.57)

(2.58)

1
:/( L wyNZa(N,2) 7 (In(k) (N —2)2r ' dr
W~
k
— o N a(N,2) 57 i) (v - 2)3 D
2- 1
= wy_1NZa(N,2)"7 (N —2)% —.
N
Mas, lembre-se que
N
N w222 |V oy
a(N,2) = . WN_1 = e I'(x)=(r—1I'(x—1).
( ) WN_1 [F(TQ)] N-1 F(%) ( ) ( ) ( )

Portanto,
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2- 1
/ N |Aug(z)|? dz = wy_ 1 N2a(N,2)"7 (N —2)2 —
{(%)N<|x\<1} N
vy 19\ 7
N N T2 22 - v 1
= wnv N2 N—2)2 —
WN-1 WN_1 [F TQ)] ( ) N
3\
N (= N
:wz\zf—l N 2 ) (N_2)2
m222 (52)
N\ T N 7
2m2 I' (=
~ ( - ( LG) ) (N -2)%,
r(3) e 22 (557
ou seja, obtemos que
/ 1 Aug(e)) ¥ do = 1 (2.59)
{(%)N<\m|<1}
Assim, utilizando (2.57), (2.58) e (2.59), concluimos que
N 1
<Az €1+0(— ). (2.60)
7 Ink
Por outro lado, pela definigao de (uy), segue que
N N
= [ fuste)¥ da (261)
2 RN
N
N2 2 2 |7
_ / [ In(k) } ¥ Na(N,2)¥1  |z|* Na(N,2)51 i
{is(t)*} | (N, 2) 2 (MV 2(In (k)) ¥
2
N
2 -2 1 z N
—I—/ ) {Noz(N, 2)~ H(In (k) ¥ In (—)} dx +/ ¢ dx.
{(%)Wslxlg} || {lzI>1}
Assim, calculando separadamente, temos que
N N
J ::/ ¢ dx :/ ¢ dx
{|z|>1} {1<|z|<2}
£3
1
<c/ ),
{1<lzj<2} \ (Ink)~
isto é,
5< 2 (2.62)
"= Ik '
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segue que

t
Em que utilizamos a mudanca de variavel u = ¥ em (2.63). Assim,

1
< —_—.
h—qmm

Por fim, definindo

N-2

- L) T Na(N,2)*% \ [ |22k~ —1
B /{oslxls(}ﬁ)*} [(@(Na 2)1 (k)) < 2 > ( In(k)~

e utilizando a desigualdade
(lal + o)) < 27 (Jal” + o), p =1,

obtemos que

o6

(2.63)



N-2

Assim, utilizando coordenadas polares, segue que
2

' {L ln(k)} rNdr

a(N,2)

»

1\W 2N 2
123y, /(k) Na(N,2)'v L (er% - 1)%7“1\7_1 dr.
0 2 1n(k)ﬁ

No entanto, estimando superiormente a segunda integral acima, concluimos que

i, [ M2
0 2 In(k)~

] (- ()

2-N 1 5
] (T2l€% — 1)%7“]\[_1 dr

< 2%’%
- v 2 (k¥
= 0.
Portanto,
N-2 (1)L N
1 T ( k N)
<
J3 S wva {a(N, 2) n(k)] N
ou seja,
N—-2 1
Dessa forma, utilizando (2.62), (2.64) e (2.65) em (2.61), obtemos que
—2 1
= (2.66)

3 —

< A(In(k))"' + B(In(k)) R

NSNS

[

em que A, B sao dois numeros positivos, isto é, A, B > 0. Considere agora

Ug
V= ———
F T Ay
entao
Auk
Avy = ———.
TAuly
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Assim,

Auk
[Avg ||y = (e
el ||y
e, utilizando (2.60), (2.66), segue que
%
Uk X T~
oy = 8wy,
N 2
[Jukl| &
S 2
N
g §
N
< [lull &
2

< A(ln(k))™" + B(ln(k)) "z

Logo, pela definigao de ATA(«, 3), temos que

1 15} ~ \ dz
ATA = _ 1 — — N—3 | —
(a,B) ||Ai\l|1§§1 |IUI|§(17%) /RN PN 2 (a ( N) |u(z)] ) 2]?

ol §
1 / B ~ \ dx
Sp— e (o (1= 2) o)
ISR CEOL N o
Assim, para k grande, temos que, para |z| < (—) ,
1 ONa(N,2)F U |22 Na(N,2)F U1
o) = || sy )] - -+ -
a(N,2) <1n(k)>N (In(k))w~
k
] T a2 @F || Nawipio
n 2
~ la(N,2) | 2 (m(k))ﬁ 2(In(k)) 5
k
1 1~ NT 1 ONT 1 v
< | — In(k — In(k
< a3 n(k)_ +5 [Q(ij n( )1 +5 [a(N,Q) n( )]

Deste modo,
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e, portanto,

: p ~_\ dz
ez —de o (a(1-2) ioret
0 P /{'fs@)N} w0\t ) Il )
: B lu(w)| v | da
T ED 1 ¢N,2 a(l__) S
Uk§(1ﬁ>/{w<(i)f\’} ( N ™ mE
- : / ¢ a(l ﬁ) O<al?lgfk;)) dx
N 5 1y PN2 _ = 2
ol 505 i)} ) ol ) T
Cexp (ﬁ 1-%) — = ln(k)>
> 7 | Auy || ¥ -2

(Aln(k)~1 + B(in(k)) "5 1) N

Além disso, de (2.60) para k grande (independente de «/), temos que

1 _a(N,2):1_04(]\[,2)_{_0]6(1)%1_04(]\],2)
aw Y@ o o
4 N2l -% - £
(A(ln(k)) + B(In(k)) =2 —) ~ (In(k)™ ")~
Assim,

ATA(a, ) > z ’ + o(1)

_ A7) GEm ) m®)} In(k)!-~. (2.67)

Quando « esta proximo de a(NN,2), podemos escolher k suficientemente grande, se

necesséario, tal que

Assim,




quando « estd proximo de «a(N,2). Por fim, note que aplicando o limite quando
k — oo na equagao (2.67), obtemos que a(N,2) é 6tima, pois o limite ird divergir. m

Agora, apresentaremos outra demonstragao do Teorema 2.8, utilizando a desi-
gualdade de Adams subcritica dada em (2.46). Mais precisamente, o proximo teorema
estabelece uma relagao precisa entre os supremos das desigualdades de Adams critica
e subcritica. Além disso, ele propoe uma nova abordagem para demonstrar desigual-

dades de Adams, sejam elas critica ou subcritica, a partir de uma delas.

Teorema 2.8 Sejam N >3, 0< < N ea, b>0. Denotamos

5) N ) dr
Aap(B) = N2 (1-2 ¥ )
+(F) ||Au‘§;_l:lzbgj <1 /RN P2 (a< ) ( N [u()] ||

Ay x(8) = A(B).

vl

Se b < %, entio A.p < 00. A constante a(N,2) é dtima. Além disso, temos a

sequinte identidade:

ua N27)
a N
L= (oz(N,2)
Aup(B) = sup = ATA(«, ).
a€(0,a(N,2)) a N
<a(N,2)>
Em particular, A(f) < oo e
N-2 N
=\ 7V
L - <a(]?/,2)
AB) = sup I ATA(a, B).
OzG(0,0é(N,Q)) (&3 2
(a(N,2)>

Demonstragao: Inicialmente, assuma que 0 < b < & Seja u € W22 (RV)\ {0} tal
que

Aulg, + flully < 1.
Além disso, assuma que
HAUH% =0¢c(0,1). (2.68)

Observe que, se # = 1, entao HuH% = 0 e, portanto, u = 0, o que é uma contradi¢ao
ja que u é nao nula. Se, no entanto, 8 = 0 teriamos Au = 0, o que implica que

u(x) = n + mx, em que n,m sdo constantes reais. Mas, note que
1Al +ull <1 = Jufy <1 = u=0,
2 2 )
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pois, caso contrario, nao terfamos que |lul|% < 1 e chegamos & mesma contradigao.
2

Por isso, consideramos o intervalo aberto na equacao (2.68). Sendo assim,
Jull <1—6 (2.69)
2

. . L 1 :
Vamos considerar dois casos para 6. Primeiramente, se 1 < # < 1, considere

A 1— 6%
L ) R W el LAY (2.70)
0 02
Assim,
A
Vou(z) = EVU()\:L’),
e consequentemente,
2
Av(x) = %Au(/\x)
Portanto,
N )\N

N N A N N
|Av|| } = / |Av(z)|2 doe = / — |Au(A\x)| 2 do = — |Au(Az)|2 dx.
2 RN RN (2 62 RN
Fazendo a mudanca de variavel y = Az, temos que dy = A\ dx. Portanto, a igualdade

acima resulta em:

N

Y ey IAulE
A 2 = — A P 2 :1
|Avlly =25 [ 18ewl {5 = —% ,

1
s - |u(Az)| 2 dx
1 N
=W lu(y)| = dy
N
lull %
CATAN
(16
T r (0"
93
=1.

A desigualdade acima segue de (2.69) e (2.70). Por outro lado, utilizando novamente

a mudanga de variavel x = Ay, obtemos que
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/RN o <O‘(N 2) (1 - %) 1u<x>w_2> ’;l_‘:cﬂ
_\N-8 </RN PN (a(N, 2) (1 _ %) Iu(Ay)|NN2> g_|y>

B
d
_AN—ﬁ/ owa (a(N,2) (1= L) 055 ()= ) 24 (2.71)
RN N ||
A dltima igualdade segue do fato de que, por (2.70), temos fv(z) = u(Az). Como

6 € (0,1), segue da definigdo de ATA (veja (2.14) para relembrar a definigao de ATA)

que

N N d
W [ owa (a2 (1- ) 0ol )
<ANBATA(972a(N,2), B). (2.72)

Assim, utilizando (2.72) em (2.71), e utilizando também o Teorema 2.7, obtemos que

/RN Ona (a(N, 2) (1 - %) |u(x)|<w’fz)> |;l_|3;

N

<AVFATA(AF—2a(N, 2), )

< (U - eaﬁb)M C(N.p)
=\

Vale salientar que a hipotese de que i < 0 < 1 é utilizada fortemente na peniltima

desigualdade, pois préoximo de 6§ = 0 aquela fragao iria tender ao infinito.

1
Agora, se 0 < 0 < T Defina

Consequentemente,

Av(z) =4 - 4Au(2x).
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Assim,

2

(/RN Av()|¥ dm)N
_ (/RN 2VoN| Au(22)| 2 da:)

Utilizando a mudanca de variavel y = 2z, temos que dy = 2 dx. Logo, a igualdade

Au]

Zlw

acima se torna:

N N N dy ~
2ty = (2 [ 2180l 5¥)

— 4] Ay

1
=40<4.--=1.
- A4

Além disso, fazendo novamente a mudanca de variavel y = 2z, obtemos que

ol = (2wt ae)
= (/RN u(y)® dy)

— Jully < 1.
2

Zlw

Logo, pelo Teorema 2.7, e utilizando novamente a mudanca de variavel x = 2y, segue

que
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Consideramos agora também as fungoes teste de Adams, como na prova do Teorema

2.7 (veja (2.54)). Seja a > a(N,2). Considere

u,(|z|)
wy(|z]) = \p————,
el =M T

sendo A, € (0,1) a solugao de
AbHUer

=1 2.73
* TawTy (2.73)

e A\, = 1 quando r — 0%. Assim, utilizando (2.73), segue que

a b
(APRPRSPRTANSCY (i RPY L R
iy i Tawly )~ \Aully )~

Agora, lembre-se que

.
N-—2
N 1 N
. ||ur||z%:0<(ln(—)> )
2 T
N.2)" %
.a(N,z):O‘( i Z :
NajVV

i 3
e A, =A.(n,2) = € "Noo + O T )
e (o)

Assim,

[Au, || 372
2
r a(l=2) N )™= | v,
= lim [ wy 10Nz N p dp
o [Au, | 72
2
- ' a (1= N2 ) vy
= 11Hl+ WN-1 N2 N p dp
0 0 [Au, ||y~
2



Entretanto, como para x € B(0,r) (veja (2.55)), temos que

N_2
m()) "
- ()
e a partir de (2.56), segue que
_N_ I8 72 .
37 < W2
Assim,
) r a(l— )\N lur(p NL
hm+wN—1/ N2 ( ) l N - ﬁdp
e 0 ||Aur||w
B 1
a (=2 )\T 2 B
>11mwN 10N 2 <N) /p 15dp
r—=0%t a(N2)AN 2 = 0
N
N
. FN-8 a (N —3)In (%) A2
=l wva | 3 PN 2 of 2

[z

N, ?2)
(1 + 2 (WHOO +0 (

Logo, para £ pequeno e fazendo r — 07, segue que

N—

)

ey

%

N

. rN=F8 a (N=p8)In(H AN
Jm wy-y (N — 5) oNz | DN D)
(1 + 2e (||¢'||Oo +0 (ml
N — 1

= lim+ e ) NN +oo, jaque a> «a(N,2).
r—0

N———

Resta agora mostrar que

N—
>Na

)N ATA(a, B). (2.74)

Pelo Lema 2.4, temos que

() )
ATA(a f) < | —22




Portanto,

N2, N2;B
a N
L= <a(N,2)
sup N—2, ATA(Oéa 6) S Aa,b(ﬁ)'
QG(O,CM(N,Z)) 8] N
(a(N72)>

Agora, seja (u,,) uma sequéncia maximizante de A,;(f), isto é, u,, € W22 (RV)\ {0}

com

1Ay || + [uny <1 (2.75)

/ On2 (a(N, 2) (1 - %) |un(a:)|NN—2) du — A.p(B), quando n — oo.
RN

J]?
Definindo a sequéncia
1
L= Aun % >
Up (Ap) nily
n = ) An = ? >0,
o = Ry ( Bl )
2
segue que
A2 Au(\,)
Av,(z) = ———.
A

Assim, utilizando a mudanca de variavel y = \,z, segue que

N Au, (Apx > 1 N
1l f = [ 18w@lF ar= [ RO g o L [ s ay =1,
¥ Ja A PO A, S

Além disso, utilizando novamente a mudanca de variavel y = \,x, obtemos que

- v v [ ()] dy
JAu|3 A
1 1 ~
- ¥ N HunH&
| Ay || 1= Bunly \ >
N
I | Aun 3 N
BT -l
1l (1~ Jauy)
N
Jun || 2
2

N *

(1= lIAuy )™
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Logo,

Por outro lado, por (2.75), obtemos que
uallte 1= lAul = fually < (1 Aug3)t.
Portanto, substituindo (2.77) em (2.76), concluimos que
oy <1

Assim, utilizando = = A,y e o Teorema 2.7, temos que

<AN ATA (uAunn% o, w)

N5
1= [[Au, %\ 2 .
= —F= ATA (HAunH% a(N, 2)75) :
Al ;
Seja
a = [[Aun[| ¥ a(N, 2).

Do fato de que HAuan < 1, concluimos que

a = [|Au,|| ¥ 2 a(N,2) < a(N, 2).

Deste modo, voltando a (2.78), obtemos

[ on (auw 2) (1 - %) |un|NN2) o

(i) )
“ \a(v2
< sup ( )N72 ATA(a, B).
a€(0,a(N,2)) o Y N°©
a(N,2)

Concluindo a demonstragao de (2.74) e a do Teorema.
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2.3.2 Desigualdade de Adams em W”’%(RN )

Por fim, estudaremos a desigualdade critica de Adams, sob a suposi¢ao de que a

desigualdade subcritica de Adams seja valida para as derivadas de ordem fracionéria.

N
Teorema 2.9 Sejam 0 < v < N um niumero real positivo arbitrdario, p = 7, 0<
wior (3))
a < Bo(N,vy) = ( 7)2 ,0< B <N ea,b>0. Denotamos
1 6 _P_ dx
GATA(O&,ﬁ) sup W/ ¢N,'y (Oé (1 — N) ‘u(]})’P—1> W’
[l <t flully R

weW P (RN)\{0}
6] » \ dx
a@ = s [ o (s (12 5 ) @) £
|2 <t B
u€WP(RN)

sendo

o) = S 5

|
jEN J:
jzp-1

Assuma que GATA(«, 5) < oo e que exista uma constante C(N, v, 5) > 0 tal que

C(N,v,8)
GATA(a, 8) < — (2.79)
(1- ()"

Entao, quando b < p, temos que GA,,(8) < 0o. Em particular, GA,,(8) < oo.
Demonstragao: Seja u € W7P(RY)\ {0} com
(—aFa|| + iy < 1.
p

Considere

Assim,

Jully < 1 - 67,
1
Dividiremos a demonstragao em casos. Primeiramente, se — > < 0 < 1, entao definindo
uma nova funcao

v(z) = , )\:ﬂ

. 2.80
0 07 =0 (2.80)
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Deste modo, como

segue que

Assim, utilizando a mudanca de variavel y = Ax, temos que

(L f’dx);

- (/RN M;;N ‘((—A)%U)(y)

N

Contudo, sendo p = —, segue que 7 = —, e assim,
Y p

N ((=4)3u) (W)

o

e,

H<_A>%” » 9

Além disso, fazendo y = Az, obtemos que

P _ P
ol = [ oPd

1
|u(Az)|Pd x

07 Jon

1
- Pq
s L Py

Sl LN (1—6Y%
P\ (1= o)

Sendo assim, utilizando a mudanga de varidvel x = Ay, segue que

/RN #ra (BO(N’ 7) (1 - %) Ju(x) ppl) L;f_ﬁ
= [ oo (v (1= 5 ) o) S22
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Pela definigdo de GATA(«, 3), e usando (2.80), a expressao anterior torna-se

[ (s (- ) £

_\N-8 T _5 ) W
=)\ AN (bN,’y (9 BO(Na 7) (1 N) \v(y) ) |y‘ﬂ
<AV GATA (eﬁ/ﬁo(N ), 6)

N-8
((1 - eaﬁb) C(N, B)
S 1 B
6~ Y p—171-%
[1 -~ (_Gﬁﬁouv,v)) ’ ]
60(N7’7)

Na ultima desigualdade, utilizamos a equacao (2.79). No entanto, como estamos

assumindo que.

1 1
<<l = -—<fri<l = NP> __
27 2 QTB

> 1,

. N N
segue, entao, do fato de que b < p = —, e, portanto, "3 > 1, que
g v

z[w

[ o (B (1= ) (o)l £ < ((1(192)%); Cv,5)

S O(N7 /87 b)?
1 . .
Agora, se 0 < 0 < 27 entao definindo
v(z) = 2"u(2x), (2.81)

temos que

oo

| =2(-a)hull, < 1.
p
Além disso, utilizando a mudanga de variavel 2z = y, obtemos que
loll; = [ 27ut2e)da
RN
=2 [ )Py
RN

N _
=2 [y
RN

= [y

<1
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Logo, pela mudanga de variavel x = 2y, pela equagao (2.81), pela defini¢ao de

GATA(«, 8) e utilizando (2.79), respectivamente, temos que

/RNbe,»y (ﬁo(Nm) <1 - %) (;c)|pf1) é_ﬁ
_ oN-5 /RN DN~ (Bo(N, ) (1 — %) |u(2y)|pp1) |AdTy|5

N P d
<2 [ oms (—5(’;:;1” (1 - %) o(y) w) N
C(N, §)

—1
BoN) \ T
_D
1— | 222
ﬁO(Nﬁ/)

C(N, B)

(1-3)
C(N, B)
(%)

< C(N,B),

< 2N

=N

=N

assim concluimos a prova. [ ]

Embora seja necesséario assumir a desigualdade subcritica de Adams em (2.79),
a ideia principal do Teorema anterior é que GATA(«, 5) é, de fato, subcritica, ou
seja, a € estritamente menor que o nivel critico Sy(N,7y). Assim, ela se apresenta
como uma alternativa mais acessivel para estudo em comparagao com GA, (). Essa

caracteristica sugere uma nova abordagem no estudo de GA,;(f3).
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Capitulo 3

Equivaléncia das desigualdades critica
e subcritica de Trudinger-Moser em
dimensoes fracionarias e funcoes

extremantes

Sejam 0 < R < 00, a,0 > 0 e ¢ > 1 nimeros reais. Definimos
Lg = Ly(0, R)

como o espaco de Lebesgue com peso constituido por todas as fun¢oes mensuréveis u

em (0, R) tal que

1
(foR ‘U(T”qd)\e) ' < o, sel<g<oo
[ul| g =
esssuplu(r) <oo,  seq= oo
0<r<R

a qual estamos denotando a medida ponderada d\g por

[ o= [ sopta (31)

com f:R — R uma func¢ao, 0 < R < 0o e wy definido como

2 o
wp = T com ['(x) :/ t" et dt.
0

E importante notar que, quando § = N — 1, é um niimero inteiro positivo, entao
wy coincide com wy_1, conforme é definido no Capitulo 2, ou seja, coincide com o

elemento de area da bola unitaria do espaco R*! = RV, Analogamente ao que foi
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apresentado no Capitulo 2, podemos definir espagos do tipo Sobolev para investigar
uma classe de operadores diferenciais como, por exemplo, os operadores p—laplaciano,
consulte [14, 22, 44] e as referéncias contidas neles.

De acordo com P. Clément, D.G. de Figueiredo e E. Mitidieri em [14], conside-
rando o espaco

Xg = X% (a,0)

em que o, >0, p>1e0 < R < 00, como o conjunto de todas as fungoes localmente

absolutamente continuas no intervalo (0, R), que satisfazem

limu(r) =0, comuelLlleu €Ll.
r—R

O espago Xp torna-se Banach quando munido da seguinte norma:

1
el = (lhulfyy + le'l7,) "

Além disso, podemos distinguir dois comportamentos especiais para os espacgos de

Sobolev Xg. A saber, o caso Sobolev, quando a condi¢ao

a—p+1>0 (3.2)
é satisfeita, e o caso de Trudinger-Moser, quando

a—p+1=0.

No caso Sobolev (3.2), o valor

(v+1)p
a—p+1

*

pt=p(a,pv) =
é o expoente critico para a imersao continua
X3P (a,0) — L.
De fato, para a situagao limitada 0 < R < oo, tem-se a seguinte imersao continua:
XiP(a,0) — L1, seqe€ (1,p"] e min{,v} > a —p.

Além disso, no caso estrito g < p*, a imersao compacta também é valida. Por outro

lado, para o caso de Trundiger-Moser, temos a imersao compacta
Xi"(0,0) = LY, seq € (1,00) ev > 0. (3.3)
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No entanto,

XR%LEO

nao ¢é vélida, como pode ser observado ao considerar a funcéo u(r) = In (In (<£)).
Dito isso, neste Capitulo trataremos de algumas propriedades do espaco Xg,
relacionadas as desigualdade de Trudinger-Moser. Nesse contexto, relembraremos
alguns resultados classicos. Primeiramente, é importante salientar que a imersao
apresentada em (3.3) nao é valida para seu valor limite nos espagos de Lebesgue com
peso LZ. Como resposta a essa limitagao, em [18], foi provada uma desigualdade do
tipo Trudinger-Moser para X g, demonstrando que este espago é imerso em um espago
de Orlicz com peso determinado pelo crescimento exponencial. Mais precisamente,

denotando
N R
Ha,p = (9 + 1)(4}&" e |BR|9 = / dMg,
0
os autores de [18] provaram o seguinte:
Teorema 3.1 Sejam 0 < R < oo, a>1,0>0 ep=a+1 nimeros reais. Entao
p
i) e e LY para qualquer >0 e u € X}%’p(a, 0);

it) Eziste uma constante ¢ > 0 que depende apenas de o, p e 6 tal que

1 R E <c,  sep< fayg,
sup / e g H= Hed (3.4)
l[u'll L <1 | Brlo Jo =00, Se > [lag-

iii) O supremo em (3.4) € atingido para todo 0 < p < fing.

Neste capitulo, estaremos principalmente interessados no caso nao limitado, isto
¢, quando R = oo. Nesse contexto, conforme mostrado por de Oliveira, em [17], no

caso dos de Sobolev Xg, também temos a seguinte imersao continua:
XP(a,0) = Li, seqe[pped>a—p. (3.5)

Além disso, as imersoes em (3.5) sdo compactas sob as condigoes estritas § > o — p

e p < q<p*. Nocaso de Trudinger-Moser, valem as imersoes continuas:
XP(a,0) — L, seq € [p,o00)

as quais sao compactas quando ¢ > p. Agora, lembraremos a seguinte desigualdade

do tipo Trudinger-Moser na forma invariante por escala obtida em [18].
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Teorema 3.2 Assuma quep > 2, a =p—1e6 > 0. Para todo pt < [ta9 existe uma
constante positiva C(p,p,0) > 0 tal que para todo u € X P(a,0), com |||z <1

tem-se 0o
/0 ©p (uMﬁ) dXg < C(p, Q)H“Hiiga
em que
ko=l g i
opt)=€'=> 7= 5 120 (3:6)
k=0 jeN

j>p—1

com ko = min{j € N; j > p—1}. A constante .o € dtima no sentido de que o

supremo € infinito quando [t > fiag.

Neste capitulo, de forma semelhante ao que foi feito no Capitulo 2, também
estabeleceremos limites assintéticos superior e inferior para a desigualdade subcritica
de Trudinger-Moser. Em seguida, utilizaremos essa abordagem para mostrar a equi-
valéncia entre as desigualdades critica e subcritica de Trudinger-Moser aplicadas a
espacos de Sobolev de dimensao fracionaria. Além disso, mostraremos a existéncia
de fungoes extremantes para ambas as desigualdade e, como consequéncia desse fato,
explicitaremos alguns dos supremos criticos da desigualdade de Trudinger-Moser, con-
siderando casos especificos. Este capitulo fundamenta-se no trabalho de Oliveira e
do O [19], intitulado "Equivalence of critical and subcritical sharp Trudinger-Moser

inequalities in fractional dimensions and extremal functions".

3.1 Resultados Preliminares

Nesta secao, apresentaremos algumas notacoes e resultados preliminares que
serao fundamentais para o desenvolvimento deste capitulo. Abordaremos diversas re-
lacoes e propriedades iniciais da desigualdade de Trudinger-Moser subcritica. Apre-
sentaremos também defini¢oes e lemas essenciais para os resultados subsequentes do
Capitulo. Por fim, apresentaremos um resultado assintotico relacionado a desigual-
dade obtida no Teorema 3.2.

Note que, com base em (3.1), ao realizar a mudanga de variavel s = 7r, temos

que ds = 7dr. Logo,
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/OO f(rr)dhg = wp (7'7”)7"9 dr
0

ou seja,

/0 flrr)ydig = ) ( i f(s) d/\@) , 17>0. (3.7)
Agora, ao definirmos
ur(r) = Qu(rr)

com (, 7 >0eu€ XLP(a,0), temos que

ul(r) = CTu(rr).

Assim, ao considerar o caso em que 1 < p < oo (adotado daqui em diante) e utilizando

(3.7), segue que

o0 S| Cq
furllty = ([ ctlutrnirans) = ¢t [7 Stutolr iz = S lully 0> p (35)

Além disso, ao aplicar novamente a mudanca de variavel s = 7r, segue que

i 2, = / ()P d
:w(,/ CPrP |/ () P d s
0

_ PPy Ppe g
w9/0 CPrP|u () |Pre dr
> PP|,,! p f a.éf
o [ orar (2)' S
S iz / () s ds
cry (=,
= pdAa?
/0 1l (s)

7-oz+1

isto é,

(¢7)”

7-oz,—i-l

lurlize = lu'lI7 - (3.9)
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Ademais, considerando 0 < p <1 e utilizando a expressao de ¢,(t) apresentada

em (3.6), segue que

colot) = = S L S Y )

|
k=0 jEN J:
Jjzp—1

uma vez que p' < pP71 VjieNcom j>p—1.

Agora, para p > 1, temos que

ep(pt) = PP~ p(2), (3.10)

pois pP~t < p?, Vj € Ntal que j >p— 1.
A seguir, apresentaremos um Lema técnico que sera utilizado de forma recor-

rente ao longo deste capitulo.

Lema 3.1 Para todo g > 1 ec >0, temos que

_ 1—q
@4y <0+e)T a4 (1-(1+8)77) ¢, zy20

Demonstragao: De fato, para o caso em que x = 0 ou y = 0 é imediato, entao

considere x > 0 e a funcao
r— 2! com ¢q>1,
a qual é convexa. Logo, para x,y > 0, e t € [0, 1], temos que
[z + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

: 1
Em particular, tomando t = ——, segue que
(14¢)a

SO R SO Y RN S RS S
T e 00 +<1 <1+e>i>(1 <1+e>i> ’

! P PR S Y U B T
S<1+e>é(l+€)%+<1 <1+e>i>(1 <1+e>i> ’

q—1

1—¢
=(l4¢e)aa?+ (1 —(1+ 5)_%> Y,

como queriamos demonstrar. [
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Suponhamos agora que a condigao
a+l=p

seja satisfeita. Neste caso, o proximo resultado assegura que o supremo subcritico
da desigualdade de Trudinger-Moser pode ser normalizado. Mais precisamente, o

resultado esté formalizado no Lema a seguir.

Lema 3.2 Assuma quep > 2, a=p—1 e 0> 0. Entao para qualquer 0 < 1 < fiq9
eu € XP(a,0)\ {0}, tem-se

1 o b
TMSC(u, a, 0) :=  sup W/o ©p (uyu\zH) dXg
Ly

!
'l p <1

= sup / ©p <u|u\z’%1> dXg.
0

||U’HLg:|IUI|Lg:1

Demonstragao: Primeiramente, observe que, como o conjunto
{ue X(0.0); iz = ullg = 1} € {u € X 0); o/lez <1},
é suficiente mostrar que

TMSC(p, o, ) < sup / ©p (u!u\ﬁ> dNg.
0

HU’IILg=IIUI|Lg=1

Para cada u € X2P(a,0) \ {0}, com |[u/||» < 1, considere

1

u(rr lull7p \
v(r) = rr) com T = (—9> :

e w175

Assim,
o Tu(TT)
Y0 =

E, portanto, dado que o — p + 1 = 0 e utilizando (3.8) e (3.9), concluimos que

1
(7)) T\
p V4
Wl = |22, =< “):ﬂ

A

7—0t+1 ) 7—Oé+1—p

3=

S =

() Jull ;
/ UH P u/ p
[vllzz = iel—i% . HUHig _ ( Ly I Hﬁ.ﬁ) 1

(K [P (1
Entao de (3.7) e (3.10), segue que
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* . > u(rr)|7 1
/ “p <N|U|p_l) dhg = / Pp | B H—)L dX
0 0

D
/|| p—1
Iy
La

1 & 1 p
RS ¥p T plul[PT ) dAg
0 /|75
p—1

1 1 /°° >
> @ (uIUIfH> dXg
70+1 L2 0 P

P
/|| p—1

[Jo/]]
La

[][7, 1 e b
= /%(uIUIpfl) dX
0

lullzy lwllZy

1 o p_
=l Jy 7 (bl ) @
Ly /0

Logo, dado u € X%P(a, )\ {0} com ||u'||zz < 1, conseguimos uma v € X2P(a, )\ {0}

tal que vale a desigualdade acima, o que conclui a demonstragao. [ ]
O proximo resultado é o mais significativo desta secao, pois ele fornece o com-
portamento assintético para a desigualdade apresentada no Teorema 3.2.

Teorema 3.3 Assuma quep > 2, a =p—1 e > 0. Para qualquer 0 < i < fi9, €

relembrando que
1 o .
TMSC(,0,6) = sup oo [ (el ) d
0

ol <t el

Entao existem constantes positivas c(a, 0) e C(a,0) tal que quando p estd suficiente-
mente proximo de fiq.0,

c(a, 0)
L (Hig)pl < TMSC(p, o, 0) < L (Hig)pl'

Além disso, a constante (1,9 € Otima no sentido de que

TMSC(pag, @, 0) = o0.

Demonstracgao: Seja u € X1P(a,0), com |[u'|;z < 1. A partir da desigualdade de
Polya-Szego obtida em |1, 5], podemos assumir que u é uma fungdo nao-crescente.
Além disso, pelo Lemma 3.2, ¢ suficiente analisar o caso que |ul|z = 1. Inicialmente,

provaremos que

TMSC(u, a, 0) < (3.11)
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Denote

p—1
Au:{r>&]MﬂP>1—(lL) }.
He,o

Observe que para todo [t| < 1, temos que

J
, (,u]t|%> 1 >
oo (i) = 0 A = Y s S e (3.12)
jEN J: jEN J: j=0 J:
Jj=p—1 Jjzp—1
Assim, se A, = () e, consequentemente, u < 1 em (0, 00), entao a desigualdade (3.12)

implica que

61“’04,9

— T
1— (L)
Hea,6

pois ||u||Lg =1e u < lay. Logo, podemos assumir que A, # ). Dessa forma, se existe

/ gop(,u|u|ﬁ)d)\9 < e“/ [ulP drg = e < et? < (3.13)
0 0

ro > 0 tal que rg € A,, entao pela hipotese

Tlgglo u(r) =0

e, pelo Teorema do Valor Intermediario, segue que exite R, > 0 tal que A, = (0, R,),
pois temos que u é uma fungao nao-crescente. Analogamente, como (3.13), temos que

se r € R\ A,, entdo

p—1
IMMP§1—<JL) <1
Ha,0

Portanto, usando (3.12), temos que

[ oo (el o< [ gy (ulul) dn
Ry, {u<1}

< e“/ |u|P dAg
{u<1}y

<et
S 6.“‘04,9'
Logo,
0 p e/J'oz,G
/ @p <M|U|p*1> dNg £ ————=- (3.14)
Ry 1 — K >
Ha,6

Agora, observe que se r € A, = (0, R,), entao

p—1
u(r)[? > 1 - (—“ )
Moo
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e, portanto

Ju(r)[?
Ve > 1
1 o (/"a,@)
Deste modo, temos
Ry 1 Ry 1
|Br.lo = / 1-dX < —p—1/ [ulP dXg < — (3.15)
0 1— <L) 0 1— ( u )
Ha,6 Ha,0

em que usamos mais uma vez que ||ul| rr = 1. Agora, parar € (0, R,), considere

o(r) = u(r) — (1 _ (ﬁ%g)pl);.

Assim, claramente v € X}%’f(a, 0), pois como u € XP(a,0), com ||u/[|zz < 1, segue

que u ¢ localmente absolutamente continua em (0, 00) e tal que lim u(r) =0, u € Lj
r—00

e v € LP, segue que v também vai satisfazer essas propriedades para r — R,. Além

disso, como v'(r) = u/(r), obtemos que
10 20,0y < Ml < 1.

Mais ainda, considerando

no Lema 3.1, temos que

p—1\ p
u 7T = v+ (1_ <L> )
Moo
g—1 1\ 1l—¢q p—1 %
(1+e)T |v|7 + (1—(1+s)7> (1— (%) )
.0

1
=1\ ~p—1 17 51
P\ — 5 p—1\ »
(e (- ()) (-6
il H Ha,0

_ Hap

IN

o714 1.

Assim, pela desigualdade de Trundiger-Moser ( veja 3.4), implica que
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Ru p
—1
ehlul? d)g

[ (=) v < |

Ry (“a,é’ %1 )
pl == | P+l
S/ e\ " dAg
0

Ru %1
= ¢ / eteoltlP T g
0

< e"C(a, 0)| B(0, R)]s.

Logo, por (3.15), concluimos que
et Ca, 0)

/0 " g (ul) o < T

Ha,6

(e e}

/000 ©Op (,u|u|ﬁ) dhg = /ORu Op <,u|u|p%1> dg —i—/R

C(a,0)

< ——
- ()
Ha,6

e, consequentemente, pelas equagoes (3.14) e (3.16), temos que

para qualquer p < pi,9 nao necessariamente proximo de fi, 9, 0 que prova (3.11)

seguir provaremos a desigualdade oposta, isto é,

TMS(u, o, ) > W.

Para isso, considere a sequéncia

((0"?)1?;1, seOSrSe_Wnl,
un(r):% (%)%ln(l), se e T <1 <1,

. \O, ser > 1.

Assim,
(O, seOgrge_f?n?,
W) =4 (B L (<), e <r <,
Wa
\O’ ser>1
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e, dado que o = p — 1, segue que

! o+1\*\ 1\ |/ 1\[
La () ()16
e T+1 n wé} T
<9+1) 1 /1 (1)” N
— —wa ” - T d?“
n We e o1 \T
+1\ [
:( * )/ Lor* T Pdr
n e T+1
6 1
:( +1)/ . 1alr
n e o+1 T
0+ 1 !
:< i ><ln(7’) )
n o THT
_(0+1 o_ (— n
N n 0+1 )
Logo,
[up|p =1 (3.18)

Por outro lado,

Junly = [ lunr) 1 g
0

n

e O+1 p—1 1 p
1 n 1 /0+1 1
= — [ —— d\ ——— ) In([ =) d)\.
/0 W, <9—|—1> 0+/611 We < n > t <7’> 0

TV TV
Iy

I>

Dessa forma, ao calcular separadamente estas integrais, obtemos

n

1 n \t e
[ = d
YT, <9—|—1> /0 ’

n

1 p—1 e 0+1
= < n > wa/ ¥ dr
we \0+1 0
n 6+1
n p—1 <€ 9+1>
N 1

0+1 0 +
1 p
— 1 _ = -n
(LY e
Portanto,
0
L="= O‘n ) (e (3.19)



Além disso, utilizando a mudanca de variavel
s=m(G)O0+1) = er=r" = —eds=(O+rldr,

segue que

Logo,

p, = 49) /0 " e ds, (3.20)
Desse modo, combinando (3.19) e (3.20), obtemos que
HunHig = % [npe" + /On sPe™? ds] (3.21)
em que ¢ = c(a,0) = (72)" = (L)aﬂ. Desse modo, como

/ sfeds =T(p+1) = pl,
0

lunllfy < =5 V02 m. (3.22)

_1
Por outro lado, como (a9 = (6 + 1)wd™", segue que

0+1
oo » e 1 n
p—1 > .
/0 Yp (Mlun| 1) d)‘e_/o “p (,u( pil) (9+1>> dX
eOF1
2/ ©p (Ln) A
0 Moo
cOF1
—we/ Pp <Ln> r? d\g
0 Moo

W po) e
— e Koo Q+1
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Logo, pela definicao de ¢, concluimos que

k

o0 , —n e, kol <_L) nk

/ Pp (Mun‘pj> dhg > wy - c e(“aaﬁ) — Abeo )
0 .

0+ 1 2o gl
ko—1 k

o (e (S5

> to,B _ " n

“9+1|° (; k!)e ]

Assim, para todo n > nq, temos

1 & p_
TMSC(t,a,6) = o [ i (lunlT) o
0

Z
unll
ko—1 .
> e\ oo > = e (3.23)
- |
(e, 0) |0+ 1 ( =7
ko—1 .
1 we <L, )n < TL]> _ ]
= . ne\*e? — Z— ne "
1l
c(a,0) 6+1 = 7
w \P! k
0 L= < N ) B n 0l i
_ (o, )p_l Ha, [ne(ua’@ ) _ (Zn_' ne="
1-— L) i=0 J
HPa,d
W 1 .
para ca(a, 0) = il (a0 > 0. Assim, como
p—1 ko—1 j
(1_L> Zl ne~" 2% ()
Mozﬁ =0 .]'

segue da definicao de limite que existe no € N tal que ny > nq e

o \P R 1
(1— ) Z? ne”§6—5, 0 << piap.

M0 =0

Sendo assim, para todo n > ng, segue que

TMSC(p, 0, 8) > — 220 [(1 - (L)H) ne(uie‘l)” _ 65] .

1— (_L>p_1 He6
Moo

Logo, para p suficientemente proximo de i, € tal que

~1
(-()) =
Moo
e escolhendo n € N tal que

(-G)) == (- ()




segue que

TMSC(u, v, 0) > % F ne(Fn ¢

1 (2 n
Moo
0
_ c(a, )p—l [e’4 e’5]
- ()
Ma,d

Por fim, se p = ptq.0, segue que TMSC( g0, a, 8) ¢ infinito, pois de (3.23), temos que

(e )e (R
TMSC(phag, v, 0) > co(a, 8) e\ - Z — | ne™”
I =0
B ko—1 TL]
= co(,0) [n— — | ne ™| = 0.
Z; J!
L J=
Portanto, concluimos a demonstragao. |

3.2 Equivaléncia das desigualdades critica e subcri-

tica de Trudinger-Moser

Para os Espagos de Sobolev classicos, o supremo critico

TMC(o, o, 0) := sup / ©p <0|u|#> dMNg,
0

flull<1

foi inicialmente estudado por Ruf em [48], bem como por Y. Li e B. Ruf em [36]. Nas
ultimas décadas, o interesse por esse tipo de desigualdade significativamente, gerando
uma vasta literatura sobre o tema, conforme evidenciado em [9, 25, 26, 27, 30, 32|, e
nas referéncias citadas nesses trabalhos.

E importante destacar que a limitacio de TMC(o, a, §) foi previamente anali-
sada por Abreu e Fernandes em [1]. Nesta segdo, apresentaremos uma nova prova
para essa limitacéo, proposta por de Oliveira e do O em [19], onde, em particular, é
estabelecida uma relagao entre TMCS(o, a, 0) e TMC(0, , 6).

Dessa forma, o objetivo desta segao ¢ investigar o expoente critico gt = fia 9 €
demonstrar a equivaléncia critica no Teorema 3.4. Ressaltamos que, no argumento
desenvolvido a seguir, assumimos que TMC(ji4 0, o, 0) € finito.

O proximo resultado aborda a desigualdade de Trudinger-Moser em seu caso

subcritico. Este resultado estabelece uma condigao necesséria para que TMC(o, «, 3)
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seja finito. Além disso, apresentaremos um limite superior para TMSC(u, «v, 3), de-

monstrando que o caso subcritico é controlado pelo critico.

Lema 3.3 Para qualquer 0 < o < a9 ¢ 0 < pp < o, temos que

()"
TMSC(p, o, 6) < 1"—

O

Em particular, se TMC(pia9, @, 0) € finito, entdo TMSC(u, o, 0) € finito.

) TMC(o, a, 6).

Demonstragdo: Seja u € X P(a,0), com [[u'[|z =1 e |lulzz = 1. Considere

u(r) = (5);1 u(tr), com t = (%) " :

g

Utilizando que o + 1 = p e ||/[|?, = 1, juntamente com as equacoes (3.8) e (3.9),
Lo

(o] i = (5)"

el =~

obtemos que

o
e (15"
= P pfl
= Al = 1 (BY
Ly t9+1 Ly <§>P*1 o
=(5)"
Assim,
||u2||]23 + ||Ut||lzg =1,
e portanto,

]| = 1.

Além disso, utilizando a mudanca de variavel r = tz, temos que

(e 9]

| o () avo = [~ g, (ulutr)e) o ar
o [ (ulue) ) (1) - tda
=t [ (ulutt)l ) an

= [ (1 (D) ) an

et [, (oluta)lT) dr
0
< "1 TMC(0, a, 6).
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Consequentemente,

/ooo p (u!u(r)!p%) o = <%) Hicren

Assim, dado que u € X P(a,0), com ||[u/||zz = 1 e |lulz = 1 é arbitrario, o resultado

segue do Lema 3.2. [ ]

Teorema 3.4 Assumap > 2, a = p—1 e 6 > 0. Para qualqguer 0 < o < iy,

relembre-se que

TMC(o, o, 0) = sup / ©p <J|u|ﬁ> dXg.
0

flull<1
Entao, TMC(o, a, 0) € finito. A constante i € otima. Além disso, temos a sequinte

identidade, para todo o < [i40,

TMC(o, o, 6) = sup (ﬂ) TMSC(u, v, 0). (3.24)

p—1
re(0,0) (Z

Demonstragao: Seja u € X1?(a,0) tal que
0 < I/, + [l <1

Assuma que

]|z =9 €(0,1) e HuHig’ <1— P

Dividiremos a anélise inicialmente em dois casos. No primeiro, suponhamos que

1
— 1.
5 < U<
Considere
t 1 —gp\ 75
u(r) = u(ﬁr)) com t= < 5 ) > 0. (3.25)
Por (3.8) e (3.9), temos que
5-t)f | ’||
w7y = (’;aﬂ) ANz, = = =1
e
(1) I

P _ — —
HutHL’g’ - 10+1 HUHLP = 9p . to+1 - 1927(1 1917) =1

Assim, procedendo como no Lema anterior, para qualquer o < ji,9, 0 Teorema 3.3 e

(3.25), implicam que
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/ ©p (a\u(r)\P 1 dXg —t"“/ op (olu(tr)|r—T 1) dXg
0 0

t"“/ ©p <m9p T |y (1) ) dXg
< t“’“/ ©p (u 919? T ug (1) ) d\g
0

< 1 TMSC (Maﬁﬁﬁ, a, 9)

(1 - 19p) C(a, )
S p p—1
or 1_ (ﬁpl.ﬂa’g)

Ho,6

_ Cla,0)
4
< 2°C(a, 6).

Na tltima desigualdade utilizamos o fato de que 3 L<v<1.

1
Agora, se 0 < 9 < 37 considere

Logo,
2 r
/ (L)
w(r) =5 (5)
Assim, utilizando a mudanca de variavel % = x e utilizando o fato de que a + 1 = p,

temos
|, = / ! (F)? A

et

p

dX,

89



<1

1

Na tultima desigualdade utilizamos o fato de que 0 < ¢ < 5. Além disso, fazendo

., r
novamente a mudanca de variavel 5= segue que

lull, = [ 1wl
= [ PG @
= [Tl
b
— 2, /  u() P (92) 0 da
_ 21’199“0 /0 "l dr

— 9p90+1 p
2P0 HuHLg

dXg

p
r? dr

< 2P9TH(1 — P)

< oPyott,

Consequentemente, pelo Teorema 3.3, obtemos que

/0°° on (ohuln)l ) dx :“0/0 ©r (0|u(r)|p l)r dr

= Wy * O'
1 i p—l

= S /0 ©p (a ‘u (5> ) dXNg
1 0 w(x) o=

= W/o ©Op (0’ 5 > dXg

1 /°°
< 0 <2p " 0| w (@ ) )\
§9+1 0 p 9’ ( )‘ 0

||w||1£p - TMSC (217;}1#@79, a, 0)

):c9 dx

S go
1

< — Ty (2v9°+1) - TMSC <29%pluayg,a,9)

C(a,0)
—P p—1
- ()
op
=Cl(a,0) (1 — 2p> :
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Assim, como u € X1P(a,0) ¢é tal que |Jul| < 1 é arbitrario, segue que, para todo
0 < pap tem-se TMC(o,a,0) < co. A seguir, mostraremos que a constante fi, g
é 6tima. Para demonstrar isso, utilizaremos novamente a seguinte sequéncia dada

(3.17), a saber

;1 n
(#)pp 5 SGOS’]"Se_ﬁ7
1 1 :
un(r) = =1\ ()7 In(3), see T <r <1,
Wé
0, ser > 1.
\
Como visto em (3.18), temos que
o 7, =1

e conforme (3.21) e (3.22), observamos que
c _ "o 1
unll’r = = [npt? " +/ sPe Sdé} =0 (—) . quando n — oo.
5 n 0 n
Agora para 7, € (0,1) tal que

1 n o
P (1 + ||un||’2p> =1, com 7,=1-0 (—1) LmiN ) (3.26)
6

ne
Assim, considerando

Wy (1) = Thun(r),

segue que

W (1) = Tatly (7).

Entao, utilizando o fato de que |lu,||}, = 1 e (3.26), obtemos que
«
lwnllzg + lwalle = TRl 7, + TR llunllly = 78 + 7o llunll7y = 1.

Além disso, para qualquer o > .,

00 eOF
| e (o) anz [ g (o
0 0

I
(=]
4]
3
S
N
)
S
i
N
‘H —
N
A~
fa)
+ 13
—_
~_
N———
.
<
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1
Mas, como piag = (0 + 1)ws§ e a = p — 1, segue que

[e’e) e+ #
_p OTn n
/ ©p (0|wn(r)|p71> dg :/ ©p ( ) dXg (3.27)
0 0 Moo
p k
p—1
—/ e(”aﬁ)T" AN Ao
0

—n
1

i
o

Logo, calculando separadamente essas integrais, temos que

5% no % no % e#nl
g )T Fag )T 0
e\fa dMg = e\l W 7 d)Ng
0 0

0+1
n g T,f%f—
R R(COE
0+1
7% %0 (3.28)
€
P k P k
—n ot n ot Tn —n
/69 ! k}()—l < Ho,0 ) k()—l ( IZLQG ) e+t
d\g = / 1dXg
| |
0 k=0 k k=0 k 0
_p_

No entanto, para todo k € {0,--- kg — 1}, temos que

k  _kp_ ko—1 (kg—=Dp
wy - nF <_u59> T2t wy - nko—1 <_u29> Tn P71
El C{ . )
@+1)-er- k! — O+1)-en
L (ko—Dp
—1 p—1
~ T,
—C. :
67’1
kp (kg—1)p

em que C' > 0 é uma constante positiva tal que 77" < C -7, *" para todo k €

{0,--+ ko — 1}. Dessa forma,

_p_ k
b1 o In (kg—1)p
OZ Ha,0 < W > O nko—lTn p—1 We

k! en(f+1)

k=0



e, portanto,

- k
% ko 1 (O—T/:aen)
/ dho == 0. (3.29)

k!
=0

Assim, aplicando (3.29) e (3.28) em (3.27), concluimos que

/ ©p U|wn )| Pt ) dhg 2225 00,
0
Agora mostraremos que
1 (2
TMC(o,a,0) = sup | ——=255— | TMSC(u, «,0). (3.30)
nea) \ ()
Pelo Lema 3.3, temos que
- ()"
sup | ——27— | TMSC(u, o, ) < TMC(0, ., 0). (3.31)
neo) \ (8)

Para obter a desigualdade contraria, seja (u,,) uma sequéncia maximizante do supremo

TMC(o, a, 8), isto é, (u,) é uma sequéncia satisfazendo
® Up € X;ép(ave);
o 0 < [y + oy <1

e tal que
o0

TMC(o, a,6) = lim ©p <0|un|ﬁ> d)g.

n—oo

Desse modo, considerando

1
1_ u/ p o+1
U, (1) = —un(an)’ com T, = <—H ZHLg) >0,

[z [ 177
temos que
-
ufrn (T) = ||u;;‘l|Lg ’ u;’l,(an) = Tnu;n (T)

Logo, utilizando a defini¢ao de u.,,, obtemos que

1
s |2, = / y, (F)[P dXg = / 1 / (7} P g,
0 R" n ||un||Lg R™

Mas pela mudanga de variavel 7,,r = x, e visto que 7,dr = dz, segue que

1 z\? dx
u, |2, = / wp, (1,7)|Pr? dr = -w/ Uy, (2 p(—) —.
oy = g0 [ e = i [ i (2)
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Assim, manipulando as expressoes, concluimos que

1 1 1
ey = g 70 o P @ 0 = [ gl

No entanto, 0 < [[u,[[7, + [lunl[7, < 1, 0 que implica que
0

o P, = L [ Nl = || unll7s o1
B N A A A M1 i, H

Além disso, de forma anéaloga, e utilizando o fato de que oo + 1 = p, temos que

1

, , , lunllpy )"

o Nz = i o = 7l iz = 7o | ooy ) =1
nllLp n

e, consequentemente, pela mudanca de variavel r = 7,2z, temos que
& _Db o _Dp_ /]
ep (lunT) dho = | oy (olun(r) 77 ) 17 dr
0 0
= / ey (0lun(72)|77) (7a)7 o
0
— 7O+l / ©p (0|un(7'nx)|ﬁ) ¥ dx
0
= 7o / 2 (oltn(ra)|77) .
0
Assim, pela defini¢ao de u,(7,z) e TMSC, segue que
| e (o) dxa =7 [, (olun(ra)i*) d
0 0

o0 P o
ot [ (o T, ()17
0

< 7V TMSC(o ||un||gp1,a9)

1- || ’|| -
TMSC ||UnH£p ) &y 0)
E
p—

sup —
ne(0.0) ( (5"

_Db
em que utilizamos o fato de que of|u; |7, < o na tltima desigualdade

IN

> TMSC(u, o, 6),

. Logo, pela
defini¢ao de TMC(o, a, 0), concluimos que
1 ()
TMC(o,,0) < sup | ——=525— | TMSC(u, «, 0). (3.32)
wewa) \ - (5)
Agora (3.30), segue diretamente de (3.31) e (3.32). u
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3.3 Existéncia de Funcoes extremantes

Uma questao relevante sobre os supremos TMSC(o, o, 0) e TMS(0, «, 6), bem
como para as desigualdades de Trudinger-Moser em geral, é se existem ou nao fungoes
extremantes. Inspirados por abordagens recentes em |9, 30, 31, 32|, utilizaremos a
identidade (3.24) para estudar esta questao.

Nesta secao, demonstraremos a existéncia de func¢oes extremantes tanto para
0 caso critico quanto para o subcritico da desigualdade de Trudinger-Moser. Em
particular, no que diz respeito ao supremo subcritico TMSC(o, «, ), somos capazes
de estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 3.5 Sejam «,p e 0 satisfazendo as condi¢oes do Teorema 3.3. Entdao o

supremo subcritico fraciondrio TMSC(u, av, 0) € atingido.

Posteriormente, utilizando o Teorema 3.5 e a Identidade (3.24), demonstraremos

o seguinte resultado de atingibilidade para o supremo critico fracionario TMC(o, a, 6).
Teorema 3.6 Sejam kg =min{j e N; j >p—1}, p>2, a=p—1e6>0.
i) Seko>p—1¢€e0<0 < gy, entao TMC(o,,8) € atingido.

ii) Seko=p—1¢€0<0 < ling, entao TMC(o,,0) € atingido sempre que
P!

TMC(a, a, §) > ——.
( ) (p—1)!

E importante salientar que a demonstraciao do Teorema 3.6 depende da equiva-
léncia critica e subcritica apresentada no Teorema 3.4.

Inicialmente, apresentaremos o seguinte Lema radial.
Lema 3.4 Para cada u € X1P(a,0), p > 2, temos a sequinte desigualdade

-

—_ a+0(p—1)
r p

< Jull?, Vr >0,

em que C' > 0 depende apenas de o, p,0. Além disso,

a+0(p—1)
limr lu(r)|P = 0.
T—>00

Demonstragao: Seja u € X1?(a,0) arbitrario. Para qualquer r > 0, pelo Teorema

Fundamental do Célculo, temos que

Ju(r)]” = = ((Ju(0)|P = |u(r)[")

95



—— [ ) as
::_[wmm@VAMQNm

Assim,

- [y ds < [l ) ds

e, portanto, para r < s, segue que

a+0(p—1) a+0(p—1)
P .

P <5 [t ol

r

a+6(p—1)

<p [P )l ds

& 0(p—1) o
:p/ [u(s)P s |/ (s)]s7 ds.

Mas, pela desigualdade de Young com expoentes p e ¢ = %, obtemos que

( - ) % (e} p
- w (Ju) s ) (ls)sh)
P <p [ ds
r p

rop > +
p—1

= (p—l)/ |u(s)|pseds+/ |u'(s)|Ps™ ds
<Clapd) | [l dt [P
< Cla,p.0) [llullyy + 'l |

— C(a,p,0) - [[ull”.

Em particular, aplicando r — 0o em (3.33), temos que

a+60(p—1)
lim = » - |u(r)? =0.
T—00

Assim, concluimos a demonstracao.

3.3.1 Funcgoes maximais para a desigualdade subcritica

Nosso objetivo agora ¢ demonstrar o Teorema 3.5.

(3.33)

Seja (u,) C XLP(a, ) uma sequéncia maximizante para o supremo subcritico

de Trudinger-Moser TMSC(u, r, ). De acordo com o Lema 3.2, podemos assumir

que:

TMSC(p, o, 0) = 7}3{)10/0 @p (ulun!H) dXg
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lupllzy = llunllz = 1. (3.34)
Assim, de (3.34), temos que
1 1
p 1
el = (H 5 + lually)” =25

ou seja, (u,) é limitada em X?(a,6). Sendo X1P(a,f) um espago reflexivo para

1 < p < oo (veja [31]), segue que existe u € X1P(a,6) tal que
U, —u em X2P(a,0).
Pela imersao compacta
X2P(a,0) — L}, Vqé€ (p,o0).
Podemos também assumir que
up, wu, em Ly g>p e wu,(r)—ulr) g¢t.pem (0,00). (3.35)

Note que, neste ponto observamos que existe uma constante C' = C'(p, u) tal que
ko

2 kop 2 j2
o (,mﬁ) - /ZT' T < Oy, (,u@) 17, >0 (3.36)

Logo, dado € > 0, pelo Lema 3.4, temos que existe R > 0 tal que
lup(r)| <e, Vr>R. (3.37)

Assim, de (3.36), (3.37) e pelo Teorema 3.2, segue que

ko

> £ H Kop o P P
/ {@p (Ulun’Pﬂ) - ‘un‘pl} drg < C(p, ,u)/ ©p <Mun‘p71> | |71 d)g
R 0- R

< Clp.p) - €710, 1, 0)

Logo,
ko

o p kop ~ _p_
/ [sop (u\un\”j> - % : |un\”01] d\g < C(p, 1, 0) - 71, (3.38)
R 0-
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Por outro lado, de (3.35) e pela continuidade de ¢,, obtemos que

e (ln(M)17T) = 2 Jun ()25 225 g () |77 ) = 25 - Ju(r)] 275
]{30. kO-
q.t.p. em (0, R). Ademais, definindo
Un(r) = un(r) —un(R), Vr€(0,R),
segue que v, € X5¥(a, ) com
Up(r) = ug (1)
e, portanto, usando (3.34), obtemos que
lop iz = 1.
Além disso, pelo Lema 3.1 para ¢ = 1 + ¢ > 1, deduzimos que
|un|% < |v, + un(R)V%
—1
~(-1\ 5=T
< (e foal T+ (1= (14075 )7 un(R)F
—1
~(=1)\ p=T
<A+l 4 (1= (142) 75 ) et (3.39)

em que na ultima desigualdade utilizamos (3.37). Assim, escolhendo ¢ > 1, proximo
de 1 tal que

ptl
qr :u<:u0¢797

e utilizando (3.39), juntamente com o Teorema 3.1, verifica-se que
R ko k q q
e (plunlT) = 2l | g < [ iy (il 7T g
0 ko! 0

R p \ 4
S / (eulunV’l) d/\e
0
/R 6qu(q%\vn|%+0(z),q)) 0y

0

R

IN

R _p_
< C(p, q,oz,@)/ ehecolon P gy

0
Portanto,

ko kop
—1

R » L q
/ [sop (1l 77) —p-|un|p} dh < Clp,q, 0, R).  (3.40)
0 0-
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Logo, pelo Lema 2.1 de [16], concluimos que

R R ko
1 f1 _ _M ;Ifgq — pfl _ _’u ;Ifgzi
Tim i {sop (ulunlp ) ol || }dke —/O {sop (ulul ) kO!M }dke-

Agora, utilizando a defini¢ao da sequéncia (u,), juntamente com (3.35), obtemos que

00 f | \ko.f d\ ko >p—1
. u| - 9, sekog>np
lim [t | =) dXg = 0 7
n—oo 0

1, se ko =p— 1.
Assim, se kg > p — 1 e utilizando (3.38), segue que

TMSC(u, o, 8) = lim / ©Op (,u|un|P%1> dXg
n—oo 0

kg'p

) [e%¢) b ko kop o] ,uko kgp
= lm |, (u\un\P*) = Sy lual P71 dAg +/ T [ 771 dg
: 0

n—oo [ kO'

ko'p

i [ ( lu |ﬁ)—“—yu 7% d\
oo J, Spp H|Un k‘[)‘ n 0

00 ko k- oo ko k-
o (lunl?T) = adg [ I

R p_ pko kw p_
= / p (M\UIP‘1> = S lulrr dXo + Cp, i, O)er
0 0
o) ko
w kop
+ — |u|P=T dA
/0 Tor | 0
o _p_ Mko ko-p _p_
= / o (plul7T) = |l T ddg + C(p, 1, )7
0 0

oo ko
pre o kap
+ [ T fulrr da
/0 k‘o!| |

Logo,
TMSC(p, o, 6) < /000 ©p (u!u\ﬁ> dXg + C(p, 1, 0)e 1. (3.41)
Portanto, fazendo e — 0 em (3.41), temos que
TMSC(p, o, 0) < /OOO @p (uIUIP%> dg.

E, como 0 < [[u|zz < 1, segue que
1 o _pP_
TMSC(M, Oé,9> S —p/ Pp </,L|U|P*1> d)\@
||u||Lg 0

O que completa a prova para o caso kg < p — 1. Agora, se kg = p — 1, de forma

analoga ao que foi feito anteriormente podemos escrever
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TMSC(, o, 0) = 7}3{30/0 @p (u!unlp—l) dXg

00 ko

~ Jim ¢p(u|un|ﬁ)——|un|f’dm+ JA T

n—oo 0

ko

R
< [ (i) - —|u|pdAe+c<p7u,e>ep T+
0

= /0 “p (M|u|%> - _|U|pd)‘9 + C<paﬂ79)€ppl + o

Assim, fazendo € — 0, obtemos que
ko

TMSC(,a.0) < [ iy (lul ) ——\urpdA + i (3.42)
0
Além disso, para qualquer w € X P(a,0) com [Jw'|[z = |lw|/z = 1, temos pela

definicao de ¢, que

0o ko 00 ko+1 00 )
P il ) p(ko+1)
0, (plw|PT) drg > *— Pdhg + — =1 dA
/0 g < |w| ) = ko! /0 |w| ’ (k 1)! / |w‘ ’

ko ko+1 e e]

I W plkg+1)
I . w| P d)y,
= ol <k0+1>!/0 ol ’

pho
TMSC(H/, «, 9) > F

0-

o que implica que

Assim, de (3.42) e pelo fato de que 0 < ||ul[zz <1, concluimos que

ko!

1 00 » ,Mk Mko
) — B e dng ) + B
0

1 o0 o uk Iuko
= p—1 d)\ PR — —
Huug,,/o ¥r (“‘“’ ) "l Rl

1 00 e
= —p/ ©p (MW”:) dNg,
ullzs Jo

e o Teorema 3.5 esté provado, visto que a outra desigualdade é imediata. [ |

oo » k ,UJkO
TMSCla6) < [y (uul?T) = A pfulr dho + B
0

A

3.3.2 Funcoes maximais para a desigualdade critica

Utilizaremos agora o Teorema 3.4 e o Teorema 3.5 para demonstrar o Teorema

3.6. Primeiramente, para

0 <5< g,
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considere

f(s) = TMSC(s,a,0) e g(s)=TMC(s,a,b).
Assim, pelo Teorema 3.4, temos que

g(o) = sup (%) f(s), Y0<o < fing. (3.43)
s€(0,0) (ﬁ)

(o

Lema 3.5 A fungio f definida anteriormente é continua em (0, fa.p)-

Demonstragao: Pelo Teorema 3.5, existem &, —— 0 ¢ u, € XLP(a,6) tal que

lupllzz <1, flunllz =1e

f(s+en) = /OOO ©Op ((s +€n)]unlﬁ> dXg.

Sendo assim,

OS f(8+€n)_f(5>
[ o) o, [ (17 o

el p=1

< /OOO ©Op ((s + En)|un|ﬁ> d\0 — /000 ©p <s|un|ﬁ> dXg. (3.44)

Além disso, como para 1 < p < oo tem-se que X1P(a,6) é um espago de Banach,

reflexivo (veja [31]) e (u,) é uma sequéncia limitada em X7 (a, 6), segue que
U, —u em XP(a,0),
e, pela imersao compacta, temos que

u, »u em L g>p

un(r) = u(r) q.t.p. em (0, 00).
Em particular, como ¢, ¢ continua, segue que
_p_ _P_ n—00
©p ((s + 6n)|un|%1> — ¥p (S|un|1’*1> —— 0 q.t.p. em (0, 00).

Da mesma forma que foi feito em (3.40), podemos utilizar o Lema 3.4 e o Teorema

3.1 para obtermos uma constante positiva C'(p, g, s, 6, R) tal que
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R

[ [0 (6 enlial?™) = (sial?™0)] " 0 < [ 6, (G5 bl

R » \ ¢
g/ wamm*)dm
0

R 1 _b
a(s-+en) (q,, | P21 +C(p,q>)

< (& d)\g

S C(p7 q7 87 07 R)7
para algum ¢ > 1 e para todo R > 0. Assim, pelo Lema 2.1 de [16], concluimos que

/OR [gop ((5 + gn)|un|ﬁ> — ¥, <5|un|17%>} dXg — 0.

Por outro lado, para R suficientemente grande o Lema 3.4 implica que
un(r)| <1, ¥neN,r>R

e, portanto,

/: [SOp ((8+5n)\un|z%1> — o, (s|un|p%1>} ny

00 i J J ] i
:/ w_s_' |un|ﬁd)\9
R ;5L J J: ]
jEN
0 r i gl
g/ 3 w_‘% [n]? g
A J-
jEN
<y (sten) 8 Ooyu P d)g
- J! i Jr T
j2p—1 = -
Tjen
< Z -(S+5n)] _i
et R gt
jEN
n—oo

= pp(s +&n) — pp(s) — 0,

em que, na ultima desigualdade, utilizamos o fato de que [|u, ||z = 1. Logo de (3.44),

temos que

0< f(s+en)— fls) 0.
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Analogamente, segue que

n—o0

0< f(s)— f(s—e,) —0.

Logo, f é continua em s e, como ele foi tomado arbitrariamente, segue que f é continua
em (0, fap)- u

Agora, para garantir a existéncia de uma fungao extremal para TMC(o, o, )
quando 0 < 0 < 149, € suficiente mostrar que

lim sup <i> f(s) < g(o) (3.45)

s—0+ (ﬁ)p_l
o

lim sup (i) f(s) < g(o). (3.46)

s\P—1
s—0~ (;)
De fato, dadas as equagoes (3.45), (3.46), (3.43) e juntamente com o Lema 3.5, garante

a existéncia de s, € (0,0) tal que

1— (e=2)"!
(0) = ( z > f(55)- (3.47)
! (22)"
(

Seja (u,) uma fungao extremal para TMSC(s,, a, §) devido ao Teorema 3.5. Considere

1
—1 a1
)= ()7 uoten (2)" lluallzy | ™
va(r) = (22 u (1), com T = —
0 e
g
Entao, e
v (r) = (f) " Tug(Tr),

e, por (3.9) e (3.8), temos que

leall” = s i, + ua it
P e LTI 5oV 5\ P
(G 7) gy, ()% ) Nuoly
- ot - 041

S \P1 _
= (o) (el + 7l

[l

22y (g + 2L el
RN O
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em que, na tultima desigualdade, utilizamos o fato de que ||u. ||”

por (3.47), também temos que

que

TMC(o, o, 6)

1— (e=2)"!
() )nugn /
1—(=)""\ 1
() )nuaan

< 1. Além disso,

O’HL(I;

ol

)

dXg

1—

Assim, v, ¢ uma fun¢do maximal para TMC(o, «r,0). Mas, como

lim sup
S—o

(

¢ evidente que (3.46) é valido.

1= ()"

()"

(e

)i

A seguir, provaremos que (3.45) é valido.

seguinte estimativa.

s) =0<g(o),

Em primeiro lugar, fornecemos a

Lema 3.6 Para todo ¢ > p e 0 < p1 < piq,9, temos que

sup
/

<

o[l <1

el p=1

para alguma constante ¢ = C'(p,

,0.q)

0

> 0.
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Demonstragao: Procedemos como no Teorema 3.3. Seja u € X1P(a, ) \ {0}, com
o[ < 1e HuHig = 1. A partir da desigualdade de Polya-Szego obtida em [1],

podemos assumir que u é uma fun¢ao nao-crescente. Assim, escrevendo

o] P P P
/ eulUI”j|u|qd)\9:/ 6u|u|zﬁ|u|qd%+/ 7T 410 .
0 {u<1}

{ux1}

e utilizando o fato de que HuH’iZ =1, segue que

p
/ e P | d)g < / eMul?drg < / eMulP dhg = e*.
{u<1} {u<1} {u<1}

Seja
I, ={r>0; u(r) > 1}.

Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que I, # (). Logo, pelo Teorema

do Valor Intermediario, existe R, > 0 tal que
I, = (0, R,).
Sendo assim, definindo
v(r) =u(r)—1, comr € (0,R,),

segue que v € X}%’f(a, 0) e

[Vl = [le'lle < 1.

Além disso, pelo Lema 3.1, temos que

Ju| 7T = [v + 1]7T

< (o] +1)71

p%{l p -1\ =757
<(1+4¢) 71 |u[rT + (1— (1+5)T>

<(1+ 8)%|U|P%1 + ci(g, a,0),

para alguma constante ¢; = ¢;(e, @, ) > 0. Assim, escolhendo £ > 0 suficientemente

pequeno e 1 > 1 tal que

1
u(l+e) - Ll < flop,

segue da desigualdade de Holder com expoentes n e n—”_—l, juntamente com o Teorema

3.1, que
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_p_ Ry _p_
/ 7T 10 2 = / 7 |y g,
{u=1} 0

< </0Ru(|ulq)’7 dAg); </0Ru (euup"l),”l)"nl

n—1
Ry <“aﬁl>-((1+5)zl)v|fl+c1(s,a,e)) !
< ull?. / e do
o 0
Ru b =
v|P—
< cleadamllully, ([ oo™ an)
~ n=1
< Cle,a,0,m, ) ||ull e (1Brylo) 7 - (3.48)
Finalmente, como
Ry Ry
|Br, o = / dN\g < / |ul? dXg < HuHﬁz =1 (3.49)
0 0
e pela imersao continua
X(e,0) = Lg, Vg€ [p,00),
em particular, para ng > p, segue que
[ullgge < Cllull = Jullfp < Cllul* < (e, 0,4,7). (3.50)
Assim, utilizando (3.49) e (3.50) em (3.48), temos que
51 o T
[ e g = [Tt ujr i < a0, ),
{u>1} 0
o que conclui o resultado. [ ]
Ko
Como estamos supondo que TMC(o, o, 6) > Uk—|, quando kg = p — 1, para
0.

completar a prova de (3.45), e, consequentemente, a prova do Teorema 3.6, é suficiente

mostrar o Lema abaixo.

Lema 3.7 Para cada 0 < 0 < ji49, temos que

g =0, k -1
Sl_i>1(§1+ ( (_E)"p > f(s) se kg >p
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Demonstragao: Seja (s,) uma sequéncia arbitraria tal que
Sn, — 0.

Pelo Teorema 3.5, existe uma sequéncia (u,) C X%P (o, 0) satisfazendo ||ul, ||z <1 e

Juallzg = 1. tal que

f(sn) = TMSC(s,, a,0)

ko o] (k0+1)

= S [ |5 dAg 4 sFot > / | dg
0

ko!
J>k0+1

ko oo l (ko+1)p

S lp
=n 1 AN skt / Oy [t d).
kO! 0 |U| 0+ S, Z l—}—k‘o—{—l)l | 0

Assim, observando que (I + ko 4+ 1)! > [! e utilizando o Lema 3.6, temos que

ko [e%S) .
> o (ko +1)p
f(Sn) S ﬁ |un|p9€ d)\e + SZ()-H/ 60’|un‘rf |Un| 2 ! p d)\e
0- Jo 0
ko [e'e) A
< % ’un|£ d)\e + SfLOJrlC(U, a, (9)
0- Jo

<i) £(50) (3.51)

1— (U )p 1 Sﬁo—(l’—l) 00 Fop
= ( (1)7’—1 ko! [/0 [ty | =T dAg + c(o, o, 0)kols,,

Sendo assim, se

ky>p—1 =

Logo, pela imersao continua
XP(e,0) = L, Vg€ [p,00),

segue que a integral é limitada e, portanto, como s, — 0, segue de (3.51) que

1- (‘%")p_1> s
( (%)

Por outro lado, caso kg = p — 1, temos que
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_
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-
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w
3
N—r
VA
/N
—_
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A=~ 9= —
S
| [—
e ES
—
~__—

o que conclui a demonstracao. [ ]

3.4 Atingibilidade da desigualdade critica no caso
k() =p— 1

Nesta segao, analisaremos a atingibilidade do supremo critico TMC(o, a, 6) sob
a condicao ko = p — 1 for satisfeita. Para isso, definiremos inicialmente o valor

0. = 0u(,0) €0, fia9) cOmo
o, =1nf {0 € (0, ftap); TMC(0o, ,0) ¢ atingido},

quando TMC(e, «, 0) for atingido para algum o € (0, pia)-

Por outro lado, se TMC(o, «r,#) nao for atingido para qualquer o € (0, fta0),
definimos o, = 0.

Apresentaremos, inicialmente, uma estimativa para a desigualdade critica de
Trundiger-Moser.

Lema 3.8 Para qualquer o € (0, fin9), temos

ko

TMC(o, a, 6) (3.52)

> —.
~ ko!
Além disso, se p > 2, a desigualdade acima torna-se estrita.

Demonstragao: Para a demonstracao desse Lema utilizaremos o argumento de

I[shiwata (veja [26]). Seja u € X1P(a, 0) tal que ||u|| = 1, e considere
1 1
u(r) =tru (tmr> :
Assim, para todo g > p, e pela defini¢ao de u;, temos que
oo o0 q 1 q o0 q
Jullyy = [ ol = [ fu(t70)[ do = [ 63
0 0 0 0
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1
Fazendo a mudanca de variavel x = rt#+1 segue que

* g ¥ dx
Julfy =0 [t a2 S
0 to+1 {o+1

= wg/ 5 Ju(z)|? 2 do
0
5 / ()] dAg
0

Portanto,

= 5 . (353)
Além disso, considerando que

uy(r) = trtmTy/ <tﬁr) )

e realizando a substituicao x = poT r, conclui-se que

o0
ng=4|wmwa

oo
:/ t o
0
oo
_b
:wa/ t-1o+1
0

o0 (6% d
:%/tw&wuwfr‘f
0

00 / p
- [uslta,
0

to+1

isto é,

p

[ty = Iz

em que utilizamos que o + 1 = p. Assim, para t > 0 suficientemente pequeno, e

1

&= (t+a—vlul,) ’
podemos concluir, a partir das construgoes realizadas anteriormente, que
1€l P = Nl€euell + 6wt
= il + & ull,
= tel|/ |l + €&l
=t (= olultsy) (1= Thully) + (24 (L= D)l )
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em que usamos o fato de que ||u| = 1. Por fim, note que, quando ¢ — 0T, temos

& —

1
|UH§5
Assim, para

v = e,

e utilizando a relagao apresentada em (3.53), concluimos que

TMC(o, a, 0) 2/ ©p <a|vt|ﬁ> dXg
0

ko oo ko+1 0 (ko+1)
> U—' |Ut|p dg + J—)‘/ ‘Ut|ppol dNy
: 0

kO (k() + 1)!
oP~! [ P 2T
- €l + 268l 15 ]
(p—1)! s
t—0t oP~!
3.54
o que prova (3.52). Além disso, se p > 0, observamos que a fun¢ao
ety pple 1
hpo.o(t) = & Nl £l e
L~
6
satisfaz
~1
Py (0) = Eflullty = (04 (L= 0)lJullty)  Jlullyy, =1
e
h,oo(t) >0
para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno. Assim, de (3.54), segue o resultado. [ ]

Lema 3.9 i) A fungao
o uTMC(O’ a, )

oPb
¢ nao decrescente para 0 < o < [i49.

i) Seja 0 < 01 < 09 < fig9. Suponha que TMC(o1, o, 0) € atingido. Entao,

‘72 07

TMC(oy, o, 0)

e TMC(o9, r,0) € também atingido.
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Demonstragao: i) Como

—1)! . gi—-1)
b1, (Ult\”%> =(p-1 Y Tt
j=1
segue que, se 0 < 01 < 02 < lig9, €ntao
(p—1)! = oD,
= —1)! =
e () = =1t 30 T
Jj=p—1
©0 a] (p— 1)
DD
Jj=p—1
(p—1)! p_
= ?QOP <0'2|t|p71> . (355)

2

ii) Como TMC(ay, o, 0) é atingido, segue que existe u € X1P(a, 0) tal que |ju]| =1 e

TMC(al,a,Q):/ o (al|u|z%1) . (3.56)
0

Assim, pelo Lema 3.8, (3.55) e (3.56), temos que

—1 nt o[ »_
= ) TMC(oy, a, 0) > (= = 1) / ©p <02]u\p—1> dMg
0

‘72 )

— 1 [ .
> (pap__l)/ ©p <01|U|”*1> d)e
0

1
_ - — ) TMC(01, v, )
01
S (p—1Dla*

o':f_l ko!

=1

uma vez que kg = p — 1. Logo,

(1)

p—
)

TMC(UQ, (67 9)

e, portanto, pela parte (ii) do Teorema 3.6, segue que TMC(09, o, 0) é atingido. =

Teorema 3.7 Seja kg =p—1 e a,6 como no Teorema 3.4, isto €, a =p—1e6 > 0.
Suponha

o, =1inf{o € (0, ftag); TMC(0, e, 8) € atingido} < fiqp.
Entao

i) TMC(o, a,0) € atingido para o, < 0 < fiap;
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ii) A funcao v : (04, ftap) — R definida por

(p—1)

|
v(o) = o1 - TMC(o, , 6)

¢ estritamente crescente. Além disso, definindo TMC(0, «r,0) = 0, também vale

que
= o , para o € 0,0,
T™MC(0,0,0){ @0 P 0,0 (3.57)
> (Z—l)! , para o € (O, flap)
e, em particular,
oP~1
0. = inf {a € (0, ttap); TMC(0, 2, 0) > W} : (3.58)
p—1)!

iii) Sep > 2, entao o, =0 e, assim, TMC(o, o, 0) € atingido para qualquer (0, tiag)-

Demonstragao: i) Observe que pela defini¢ao de o, temos que TMC(o,,a,6) é
atingido. Logo, pelo Lema 3.9, segue que TMC(o, o, 0) ¢ atingido para o, < 0 < fia.p-

ii) Pelo Lema 3.9, a fungao

— 1!
o (p— 1) TMC(o, a, 0)

op~1
¢ estritamente crescente em (o, fta,0). Mostraremos agora que

af‘l
(p—1)!

De fato, lembre-se que, por hipdtese, sabemos que

TMC(o, o, 0) =

(3.59)

TMC(0, o, 6) = 0

e estamos assumindo que o, € (0, ftag). Assim, pelo Lema 3.8, temos que se (3.59)
nao ocorre, entao

oP~1

TMC(oy, a,0) > ———.
(. .6) > 75,

Desse modo, como 0, < [i44, segue do item (ii) do Teorema 3.6 que TMC(o,, o, 6) &

atingido para algum u, € X2P(«,0). Logo,

o0

lim [ ¢, (ayu*%) g :/ o <a*\u*|p%1) d\g = TMC(0,, 0, 0) > 2=
0

T—0 % 0
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Assim, se o € (0,0,) é suficientemente proximo de o, entdo
-1

o p oP oP
T™C 0) > « P71 ) dA - .
002 [ (oul?) o> 5 > 55

Utilizando novamente o item (ii) do Teorema 3.6, para cada o € (0,0,), temos que

-1

TMC(o, a, 0) é atingido, o que é uma contradi¢ao com a defini¢ao de o, ja que neste
caso terfamos que
Pl
o, =0 = TMC(0os,,0)=0>— |>().
(p—1)!

Sendo assim, (3.59) ¢ valido e, portanto, utilizando (3.59) e o Lema 3.9 item (ii),

temos que para cada o € (04, liq9) 0 supremo TMC(e, a, 0) é atingido e satisfaz

(pU;})! TMC(0, a, 6) > <p0;)! TMC(0.,a,0) = (pa;ﬂ . (p“f_i)! — 1. (3.60)
Além disso, pelo Lema 3.8, temos que para todo o € (0, f100)
ko oP-1
TMC(o, a, 6) > o T
Mas pelo item (ii) do Teorema 3.6 e pela defini¢ao de o, segue que
oP—1
TMC(o, o, 0) = ek Vo el0,0.). (3.61)

Logo, de (3.60) e (3.61), segue 3.57. Por fim, denotando

oP~1
o, = inf {O’ € (0, ttap); TMC(0, , 0) > } ,

e utilizando o Teorema 3.6 item (ii), temos que

Oy < 0.

Afirmacgao: 7, = 0,.
Suponha por absurdo que
Ox < Ox.
Assim, escolhendo oy € (04, 75), segue do fato da funcao ser crescente que
—1)! —1)!
p=D! TMC(00, v, 0) > (p—_l) TMC(aw, a, 0) = 1
00 of

ou seja,

p—1
o

0

TMC(oy, av, 0) > -1
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o que é uma contradigdo com a definigao de @,. Logo, (3.58) é valida.
iii) Pelo Lema 3.8, se p > 2, entao
oP~1

(p—1V

e, portanto, pelo item (ii) do Teorema 3.7, segue que

TMC(o, @, 0) > Vo e (0,an),

o, = 0.

Por fim, pelo item (ii) do Teorema 3.6, concluimos que TMC(o, o, ) é atingido para
todo o € (0, ftag)- [
Uma consequéncia do Teorema 3.7 é que, uma vez que TMC(o, 1, ) nao é atin-

gido para o suficientemente pequeno (veja [1]), o Teorema 3.7 fornece que

TMC(o,1,0) = sup b2 (c|u|?) drg = o, Vo e |0,0.].

[ull<1J0

Dessa forma, demonstramos que a existéncia de fungoes extremantes para am-
bas as desigualdades de Trudinger-Moser resulta na explicitagao de alguns desses
supremos criticos da desigualdade de Trudinger-Moser, quando ky = p — 1, conforme

previsto neste Capitulo.
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