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Resumo

A teoria da relatividade geral nao oferece de forma satisfatoria uma definicao de um
tensor de energia-momento para o campo gravitacional. A formulacao alternativa da
gravidade, conhecida como teleparalelismo equivalente a relatividade geral, baseada na
geometria de Weitzenbock e cujo campo fundamental é o campo de tetradas, surge como
uma possivel solugao para esse problema. Portanto, esta dissertacao se propoe a, partindo
das equagoes de campo do teleparalelismo equivalente a relatividade geral, estudar a
energia de espagos-tempo estaticos e esfericamente simétricos e verificar sua consisténcia.
Como método de analise, calculamos o tensor de energia-momento do espaco-tempo e
do campo gravitacional para esses espagos-tempo e particularizamos o resultado para
dois casos: buracos negros de Reissner-Nordstrom-de Sitter e um buraco negro regular
com carga magnética no contexto da eletrodindmica nao linear. Os resultados obtidos
foram consistentes com o que esperavamos: o 4—momento possui apenas componente
temporal e o fluxo de energia, tanto do espago-tempo quanto gravitacional, é nulo. Para o
espaco-tempo de Reissner-Nordstrom-de Sitter, confirmamos a compatibilidade dos nossos
resultados com a primeira lei da termodindmica para os buracos negros, além de obter
também, que a densidade de energia do campo gravitacional é sempre negativa. Além disso,
obtivemos que a densidade de energia gravitacional por unidade de comprimento tem o
mesmo valor para todos os horizontes. Para o caso do buraco negro regular, verificamos
que a energia do espaco-tempo tende a energia ADM no limite de r indo para o infinito e
que a densidade de energia e pressao do espaco-tempo sao negativas para um certo valor

de r.

Palavras-chave: teleparalelismo; espago-tempo esfericamente simétrico; tensor de energia-

momento; densidade de energia; campo gravitacional.



Abstract

The theory of general relativity does not offer in a satisfactory way a definition of the
gravitational energy-momentum tensor. The alternative formulation of the gravity, known
as the teleparallel equivalent of general relativity, based on the Weitzenbock geometry
and whose fundamental field is the tetrad field, arises as an possible solution to this
problem. Therefore, based on the field equations of the teleparallel equivalent of general
relativity, this master’s thesis proposes to study the static and spherically symmetric
spacetime energy and to verify the consistency of the results. As an approach to analysis,
we calculate the gravitational and spacetime energy-momentum tensor to these spacetime
and focus on two particular cases: Reissner-Nordstrom-de Sitter black hole and a regular
black hole with a magnetic charge in the context of nonlinear electrodynamics. The results
obtained were fully consistent to what we expected: the 4—momentum only have temporal
component and both spacetime and gravitational energy flux vanishes. In the case of
Reissner-Nordstrom-de Sitter spacetime, we confirm the compatibility of our results with
the first law of black holes thermodynamics, and that the gravitational energy density is
always negative. Furthermore, we obtain that the gravitational energy density per length
has the same value to all the horizons; but for the density of the spacetime, this only
occurs when @ = 0. In the regular black holes case, we find that the spacetime energy
tends to ADM energy in the limit of r going to infinity and that both pressure and energy

density of spacetime are negative to an certain value of r.

Keywords: teleparallelism; spherically symmetric spacetime; energy-momentum tensor;

energy density; gravitational field.
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1 Introducao

Alguns anos apos obter grande sucesso concebendo uma nova teoria para a gravita-
¢a0, no verao de 1928, Albert Einstein comega a trabalhar numa nova teoria que visava
unificar o campo eletromagnético e gravitacional através dos graus de liberdade extras do
campo de tetradas. Depois de muitas tentativas, Einstein chega a uma teoria, mas nao
obteve sucesso no seu objetivo inicial; percebeu que os graus de liberdade supracitados nao
eram capazes de dar conta de uma descricdo do campo eletromagnético, o que culminou no
abandono deste projeto na primavera de 1931. A teoria na qual ele trabalhava era baseada
numa geometria nao-riemaniana conhecida como geometria de Weitzenbock, cuja conexao
afim associada tem curvatura nula. Em 1927 Eisenhart (EISENHART) 1927) demonstra
que qualquer teoria baseada em uma variedade n-dimensional dotada de uma conexao afim
cuja curvatura associada se anula, ¢ uma teoria chamada de teleparalela. Historicamente,
a tentativa de unificacdo do Einstein foi uma das primeiras vezes em que uma teoria
teleparalela foi utilizada. Teorias teleparalelas voltam a aparecer alguns anos depois em
diferentes contextos, como por exemplo, sendo um possivel caminho para se resolver o
problema da localizacao da energia do campo gravitacional, em 1961, no artigo de Mgller
(Mgller, |1961)). Mais tarde, em 1976, Cho, resolvendo formular uma teoria de gauge para o
grupo das translagoes (CHO, [1976)), chegou por acidente na mesma lagrangeana na qual
Einstein trabalhava quando tentava unificar o campo eletromagnético e gravitacional. Em
1977, K. Hayashi (HAYASHI, |1977) mostrou que a teoria na qual Cho estava trabalhando

era uma teoria gravitacional baseada no espaco de Weitzenbock.

Em 1916 Einstein tenta calcular o tensor de energia-momento para o campo
gravitacional, mas nao obtém sucesso; seus resultados sempre levavam-no a uma quantidade
dependente do sistema de coordenadas. Este é um problema ainda em aberto na fisica, e
normalmente atribui-se essa falha ao principio da equivaléncia. Este argumento é sustentado
pela afirmacao de que sempre é possivel encontrar um sistema de coordenadas onde os
coeficientes da conexao de Levi-Civita (simbolos de Christoffel) se anulam e, portanto, a
métrica é localmente plana(MALUF et al.; 2023). No entanto, esta é uma questao bastante
controversa; uma mudanca no sistema de coordenadas nao deve ter implicagoes fisicas tao
importantes. Neste contexto, o Teleparalelismo Equivalente & Relatividade Geral (TEGR,
da sigla em inglés) oferece uma descricao da energia gravitacional que é independente do

sistema de coordenadas e, por isso, é considerada mais promissora.

O TEGR é uma formulacao alternativa da gravidade baseada na geometria de
Weitzenbock e cujo campo fundamental é o campo das tetradas (conjunto de 4 vetores
ortonormais). Como o préprio nome sugere, o TEGR ¢é equivalente a relatividade geral,

pois suas equagoes de campo sao equivalente as da relatividade geral. Ha varias teorias



Capitulo 1. Introdugdo 15

teleparalelas que vao além do TEGR. Muitas tém sido usadas em diversas aplicagoes,
dentre as quais podemos citar: definicdo da energia total do espago-tempo; definicao da
energia do campo gravitacional (MALUF) 2013)); explicagao para a atual expansao acelerada
do universo sem a necessidade de uma pressao negativa(BENGOCHEA; FERRARO;, 2009;
CARDONE; RADICELLA; CAMERA| [2012; |(CAI et al., 2016]), anélise da entropia de
buracos negros(HAMMAD et al., [2019), etc. Os pioneiros na formulagdo Hamiltoniana do
TEGR foram Nester (NESTER] [1989) e Maluf (MALUF) 1994; MALUF; ROCHA-NETO|
1999; MALUF; ROCHA-NETO, 2001; MALUF et al.| 2002; NETO; MALUF; ULHOA|
2010). Nos trabalhos do Maluf, é possivel encontrar uma definigdo do 4-momento do
espago-tempo canonicamente conjugado, e também de um objeto que se comporta como

momento angular, sendo interpretado como o momento angular do campo gravitacional.

Nesta dissertagao, estudamos a energia de espacos-tempo esfericamente simétricos
e estaticos. Como método de andlise, calculamos as quantidades do TEGR que estao
associadas as nogoes de energia e momento, e analisamos a consisténcia dos resultados.
Para isso, usamos um referencial estatico cuja parte espacial ndo possui rotacoes, além de
ser um referencial inercial global na auséncia de gravidade. Comparamos nossos resultados
com os da literatura, em especial os obtidos por Maluf (MALUEF} 1996) e David Brown
(BROWN; YORK] 1993). Também fazemos uma decomposi¢ao de Eckart (ECKART),
1940) dos tensores de energia-momento e analisamos o sinal da densidade de energia e da
pressao isotrépica, além de verificar que nao ha fluxo de energia. Dividimos o contetdo
desta dissertacao da seguinte forma: os capitulos 2, 3, e 4 sao dedicados a uma revisao
de geometria diferencial, relatividade geral e teleparalelismo, respectivamente; enquanto
os resultados das pesquisas estdo nos capitulo 5 e 6, sendo este ultimo um resumo dos
resultados obtidos. O leitor sera antes preparado com o ferramental matemético necessario
(capitulo 2) para entender a fisica que se segue. No capitulo 3, apresentamos a teoria da
relatividade geral, partindo do principio fundamental que norteia esta ultima, até chegar
nas equagoes de Einstein. Ainda nesse capitulo, discorremos brevemente sobre as equagoes
de Einstein-Maxwell, cuja solucao sera de suma importancia no que se sucede. Além disso,
falamos brevemente sobre a inevitabilidade da formagao dos chamados buracos negros,
como um estado final de colapsos gravitacionais. Por fim, exibimos resumidamente as leis
que regem a dinamica desses corpos e explicitamos sua incrivel semelhanca com as leis da

termodinamica.

No capitulo 4, apresentamos a nog¢ao de teleparalelismo presente no TEGR, es-
crevemos expressoes dos objetos geométricos definidos no capitulo 2 em termos de bases
nao-coordenadas, bem como introduzimos a ideia de usar campos de tetrada como referenci-
ais no espaco-tempo, além de também mostrar como estudar o estado de movimento desses
referenciais. Na sequéncia, escrevemos as equagoes de campo do TEGR numa tetrada
teleparalela e também o seu acoplamento com a eletrodindmica nao-linear, cuja solucao

¢é estudada no capitulo seguinte. O capitulo 5 é dedicado a escrever equagoes gerais, no
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contexto de espacos-tempo esfericamente simétricos, para as quantidades relevantes para
o calculo da energia, e realizar a decomposicao de Eckart, para obter as densidades de
energia, pressao isotrépica e fluxo de calor do espaco-tempo e campo gravitacional. Nesse
mesmo capitulo, analisamos a consisténcia dos resultados obtidos, além de comparar com
aqueles que ja existem na literatura. A decomposicao de Eckart, tanto para o caso geral
de espagos-tempo esfericamente simétricos quanto para o caso particular do buraco negro
de Reissner-Nordstrom-de Sitter, é um resultado inédito e que é estudado com detalhes
nesse capitulo. Para nao prejudicar o entendimento dos aspectos mais importantes deste

trabalho, colocamos o passo a passo das contas nos apéndices.
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?2 Geometria riemanniana e nao-riemanniana

Se a natureza fosse um livro escrito em linguagem matematica e seus caracteres
fossem tridngulos, circulos e outras figuras geométricas, seria humanamente impossivel
compreendé-la sem uma formacao em geometria. O grande palco no qual ocorrem os
fené6menos da natureza, é, de acordo com a relatividade geral, uma variedade quadri-
dimensional, que curva-se na presenca de matéria e energia. Nesta ultima sentenca, as
palavras "variedade” e "curvatura” remetem a geometria diferencial, cujo formalismo nos
permitira explorar os pormenores da teoria da gravitagao einsteiniana. Sendo assim, o
conteiudo deste primeiro capitulo visa preparar o leitor com o ferramental necessario para
compreender a fisica por tras desta dissertacao. Nas primeiras cinco se¢oes, um conjunto
de defini¢oes serao apresentadas, com o objetivo de familiarizar o leitor com entidades
tais como: espacos topoldgicos, variedade, vetores, 1-formas e tensores. Na sequéncia, o
leitor serd apresentado a uma nova estrutura, que quando aliada as defini¢oes anteriores,
permitird introduzir novas operagoes (derivada covariante), e novas entidades geométricas
(torcao, curvatura e ndo-metricidade), além de permitir diferenciar dois tipos de geometria:
riemanniana e nao-riemanniana; este serd o conteido das se¢oes até a secao [2.11] Na
secao serd comentado brevemente sobre os tipos de geometria nao-riemanniana, e,
por fim, na sec@o serd definido o teorema de Stokes em variedades.

2.1 Espacos Topoldgicos

Definicao 2.1.1 Um espaco topologico é um conjunto x de subconjuntos T =
{U;|i € I}, onde os U; sao chamados de conjuntos abertos, que satisfazem as segquintes

propriedades:
i) O conjunto x e o espaco vazio () sdo conjuntos abertosE].
i1) A uniao dos conjuntos abertos também é um aberto.
i1i) A intersec¢ao dos conjuntos abertos também é um aberto.

O conjunto T é chamado de topologia de x e o par (x,T) é o espago topolégico.

Definiremos agora a no¢ao de um mapa entre dois espagos topologicos.

Definigao 2.1.2 Seja x1 e x2 dois espagos topologicos. Seja ¢ uma funcao continua
tal que ¢ : X1 — X2 com a inversa ¢~' também continua. Uma fungio definida de tal
forma ¢ dita ser um homeomorfismo. Se existe um homeomorfismo entre dois espacos

topoldgicos, eles sao dito serem homeomorfos.

L Um conjunto é aberto no R™ se para todo elemento pertencente ao conjunto, existe uma vizinhanca

que contém o conjunto. Para mais detalhes, ver secdo 1.1 da ref. (SCHUTZ] [1980))
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A funcao ¢ definida dessa forma implica que y; e x2 tem a mesma topologia
(NAKAHARA, [2003). Vamos agora definir uma outra aplicagdo chamada de métrica, da

seguinte forma:

Definicao 2.1.3 Uma métrica d : x x x — R é uma aplicacdo que satisfaz as

sequintes propriedades:
i) d(z,y) = d(y, x)
i1) d(z,y) >0
i) d(x,y) + d(y, z) > d(z, 2)

Para qualquer x,y € x. Se a topologia de x é dotada de uma métrica, os conjuntos

abertos sao promovidos a “bolas abertas” de raio ¢,

Ue(x) = {z € x|d(z,y) <€} (2.1)

e todas as suas possiveis unides. Dessa forma, a topologia T" recebe o nome de topologia

métrica e o espago topoldgico (x,T") é chamado de espago métrico (NAKAHARA| 2003).

2.2 Variedade

As defini¢oes da secao anterior nos permitirao definir agora uma outra estrutura

chamada de variedade.

Definicao 2.2.1 Uma variedade diferencidavel n-dimensional M é um espago topolo-
gico cujos pontos tém vizinhancas homeomarficas a um conjunto aberto no R™ e satisfazem

as sequintes propriedades:

i) A unido de todos os conjuntos abertos devem cobrir toda a variedade, isto é,
Ug Ua = M.

i1) A intersecgdo entre os conjuntos abertos é nao vazia, ou seja, U, N Uz # 0.

iit) Dado U, e Ug de forma que U,NUsz # 0, 0 mapa @u5 = ¢4 © gp[gl é um

difeomorfismo.

O par {U,, pa}, onde 0s ¢, sa@o os homeomorfismos, sdo chamados de carta. Os
Yo também podem ser chamados de fungdes coordenadas, pois atribuem coordenadas
{z1(P),...,xn(P)} no R™ aos pontos P € M. Entretanto, perceba que a existéncia dos
pontos P € M independe da escolha de coordenadas; somos nés que atribuimos coordenadas
a estes pontos mapeando-os no R™. Note também pela definicao que localmente a variedade
tem a mesma topologia do R™. A noc¢ao de variedade diferenciavel surge da propriedade
i11), onde exigimos que o mapa @,s seja um difeomorfismo. Um difeomorfismo nada

mais é do que um homeomorfismo com a propriedade extra de que o préprio mapa
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e sua inversa, nesse caso gpgﬁl, sejam de classe C. O mapa ¢.3 pode ser pensado
como uma transformacao de coordenada pois, por defini¢do, was : ¢3(UsNUg) C R* —
va(UsNUg) C R™. Pictoricamente, temos a seguinte representagdo para as discussoes

precedentes:

(P I (P

[Rf'n

Figura 1 — Mudanca de coordenadas de um ponto P.

Na fisica, a no¢ao de variedade é imprescindivel para se descrever o espago-tempo.
Veremos posteriormente que na teoria da relatividade o espaco-tempo é descrito por
uma variedade 4-dimensional. Mas por que uma variedade? Conforme comentado antes,
localmente uma variedade “se parece” com o R™; e note que, pelo principio da equivaléncia
de Einstein, o espaco-tempo curvo da relatividade geral é localmente plano. As teorias fisicas
modernas se preocupam em descrever fendomenos definindo quantidades que independam
de um sistema de coordenadas especifico; a nogao de variedade é tal que permite definir
entidades geométricas com essa natureza, portanto, seu conceito é fundamental na fisica

tedrica.

2.3 Vetores

Nesta secao repensaremos no conceito de vetores como entidades geométricas
desvinculadas de um sistema de coordenadas. Comecgaremos primeiro definindo curvas

diferencidveis em uma variedade.

Definicao 2.3.1 Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional. Seja v : I C
R — M uma aplicacao diferencidvel. Dizemos que v é uma curva diferencidvel contida na

variedade.

Perceba que o que chamamos de curva é a aplicagao diferenciavel v que associa
um ntmero t € R chamado de pardmetro, a um ponto y(t) € M. O conjunto dos pontos

v(t) é o chamado trago da curva na variedade (pictoricamente, o trago da curva é o seu

2 Uma funcdo de classe C*® é uma funcdo infinitamente diferenciavel.
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“desenho”). Contudo, é comum na literatura chamar de curva o trago de 7; portanto, a
menos de excegoes que serao pontuadas quando necessario, chamaremos de curva o trago de
~. A partir da definigdo precedente, acompanhe agora o seguinte raciocinio. Consideremos
uma carta (U, ¢o) da variedade tal que uma curva « qualquer esteja contida no aberto
U,. Se mapearmos cada ponto da curva no R™ usando o homeomorfismo ¢, construiremos
a chamada representagdo coordenada da curva v no R™, isto é, (p,07v) : R — R™.

Esquematicamente isso pode ser visto na figura

Figura 2 — Representagao coordenada de uma curva no R”.

Definicao 2.3.2 Seja f : M — R. Dizemos que f é diferenciavel em M se sua

representagao coordenada for diferencidvel no R™.

A representaciao coordenada de f nada mais é do que o mapa (f o ¢ ') : R" — R,
ou seja, uma fun¢ao no R™. Note que para cada ponto (t) € M podemos cancular o valor
de f neste ponto, ou seja, f(7(t)). Note ainda que podemos também calcular como f varia
ao longo da curva, tomando a derivada de f com relacao a t, isto é, df /dt. E possivel
demonstrar que o conjunto dos operadores diferenciaveis forma um espaco vetorial, que
chamaremos de espago vetorial tangente no ponto y(t). Considere um ponto P qualquer

da curva . Avaliemos

df (v(t))

- (2.2)

P

Como as regras usuais do calculo nao sao validas nas variedades, podemos utilizar
um mapa @ associado a vizinhanca U de P para fazer esse calculo no R". Faremos isso

inserindo o mapa identidade ¢! o ¢ da seguinte forma:

d

—|(foe ) o (por)(t)]

= (2.3)

P

Das discussoes anteriores fica claro que (f o ¢™') e (¢ o) sdo as representagoes
de f e v no R", respectivamente. Adotaremos a fim de simplificar a notagao, as escritas
F=(fop ') er. = (pon). Pela regra da cadeia, a expressao (2.3 serd desenvolvida

para
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d(F(v.(t))|  OF da*
dt Ozt dt

. (2.4)
P P

Na equagao anterior foi utilizada a convencao da soma de Einstein — que sera
utilizada durante todo o resto desta dissertagdao. De acordo com essa convencao, ficara
implicito que uma soma esta sendo feita nos indices repetidos. Reorganizado a expressao

precedente de maneira conveniente, ficamos com:

d,_d 0

Rl S 2.
dt dt OxH (2:5)

Do lado esquerdo temos o operador d/dt — que é um vetor — atuando na fungao
f. Do lado direito, temos a mesma expressao, porém expressa no R”. O leitor familiarizado
com geometria diferencial de curvas reconhecerd dx*/dt como as componentes do vetor
tangente a .. Como F' é a representacao coordenada de f no R”", é inevitavel fazer a

seguinte associacao:

d rep. coord. dz* 0

o — o Do (2.6)

Como dz# /dt sdo as componentes do vetor, Q,E| pode ser reconhecido como uma
base para este vetor, e é chamada de base coordenada. Portanto, o espaco dos operadores
diferenciaveis em P € M ao longo de curvas estao em correspondéncia biunivoca com
o espago dos vetores tangentes a P no R" (SCHUTZ, 1980)). Por esta razao, é comum
dizermos que d/dt sdo os vetores tangentes as curvas .. Todas as classes de equivaléncia
de curvas em P € M, isto ¢, todos os vetores tangentes em P, formam um espago vetorial
chamado espaco tangente de M em P, denotado por T,M (NAKAHARA| 2003)). Note
que a existéncia do vetor d/dt independe de qualquer sistema de coordenadas. Como ficou
evidente, eles sdo operadores diferenciaveis que computam como uma fungao varia ao
longo de uma curva; portanto, essencialmente, sdo derivadas direcionais. A existéncia das
componentes e uma base associada s6 surgem quando o representamos no R™ por meio do
mapa . FEm suma, o vetor existe independente se atribuirmos um sistema de coordenadas
ou nao; quando atribuimos um sistema de coordenadas, temos a chamada representacao
coordenada do vetor, que é onde surge as componentes e a base associada. Naturalmente,
diferentes sistemas de coordenadas implicarao em diferentes representagoes coordenadas
(componentes e bases diferentes), mas o vetor continuaré sendo o mesmo. Além disso, o
termo vetor é designado para se referir a um vetor especifico avaliado em um ponto P. O
termo campo vetorial também é utilizado na literatura, e significa uma regra matematica
especifica que atribui um vetor a cada ponto P da variedade. O conjunto dos campos

vetoriais na variedade M sera denotado por y(M).

3 Quando conveniente, serd utilizada a seguinte notagio 9, = a%'



Capitulo 2. Geometria riemanniana e ndo-riemanniana 22

Estamos agora interessados em saber como se relaciona as componentes de um vetor
em diferentes sistemas de coordenadas. Sejam {z"} e {*'} dois sistemas de coordenadas.

Para descobrir a relacao entre as componentes, usaremos o fato que:

d d
{=v} {ar'}
(§
Vo, = VMo, (2.8)

Lembrando que as operagoes acima sao feitas em um ponto P especifico da variedade,
vamos supor que P € U, Ug, onde U, e Ug sao dois abertos da variedade. Da definigao
2.2.1 sabemos que existe o mapa ¢g, que pode ser encarado como uma transformagao de

sistema de coordenadas. O ¢, ¢ uma aplicacao da forma

Opa = oo, (a2 = (V) 2, (2.9)

ou seja, ele estabelece uma relacao entre as coordenadas do ponto P no sistema de

coordenadas {z"} e {z*'}. Sabendo disso, o cdlculo diferencial nos permite escrever que

0 oz 0
oxv  Ozv Oz’ (2.10)
Substituindo em ([2.8)), obtemos
oxt 9 0
v _yw_Y
oxv JxH v oxH (2.11)
ou seja,
oxH
VH = — V. 2.12
ox¥ ( )

A equacao é a lei de transformacao de um vetor. Qualquer vetor da maneira
como os definimos se transformara como em (2.12) mediante uma mudanca no sistema
de coordenadas. O termo 0z* /Jz" pode ser escrito no formato matricial, e recebe o
nome de matriz jacobiana. Esta matriz é nao singular, o que significa que ¢é inversivel,
logo, nos permite escrever a relagao inversa de , isto é, conhecendo V* podemos
encontrar V7. A relacao inversa a pode ser encarada como a lei de transformacao
das bases coordenadas. Note que esta mudanca foi induzida por uma mudanca no sistema
de coordenadas, o que por sua vez induziu uma mudanca nas componentes do vetor. Para
chegar a relacao inversa, basta trocar as posicoes das linhas, colocando-as no indice v; ou

ainda, multiplicar de ambos os lados da igualdade por dx”/0x* | para obter

o o 0
Ozt OxH Oxv

(2.13)
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O leitor a principio pode imaginar que as tnicas bases existentes em 7,M sao as
bases coordenadas, mas isto nao é verdade. Podemos escrever os vetores em termos das
chamadas bases nao-coordenadas, que inclusive, desempenhara um papel muito importante
nas se¢oes futuras. De maneira simplificada, uma base é nao-coordenada se nao for possivel
escrevé-la na forma da derivada parcial de algum sistema de coordenadas. Ou ainda, de
forma mais rigorosa, podemos definir um outro objeto matematico que nos permitira

identificar se uma base é ou nao-coordenada.

Definigao 2.3.3 Seja V e W dois elementos de x(M). O comutador entre Ve W
[V, W] é definido por
[V, WIf = VIWIS = WIVIA (2.14)

em que f é uma funcao de classe C*°. O comutador também é conhecido na literatura
como parénteses de Lie. Dado duas funcoes, f e g, de classe C'™°, pode-se demonstrar que
[V, W] também pertence a T,M e obedece as propriedades de linearidade e a regra de

Leibniz:

(V. W](af + bg) = alV,W]|f + b[V, W]g (2.15)
V. WI1(fg) = fIV.W](g) + glV, W](f). (2.16)

A representagao coordenada de [V, W] é da seguinte forma:

[V, W]f = VFO,(WY0,(F)) — WHd,(V"8,(F)) (2.17)
V,W]f = VH(WY0,0,F + 8,Fo,W*) — WH(V*0,0,F + 8,Fa,V")  (2.18)
V,W]f = (VFOWY — W"3, V"), F. (2.19)

Onde a v-ésima componente de [V, W] é
V,W]” = VI, W* — WH), V", (2.20)

Fica claro que se V=0, e W = 0,, [0,,0,] = 0, como consequéncia da comutatividade

das derivadas parciais. Por outro lado, para as bases nao-coordenadas, [é,, é,] # 0.

Como comentado em sua defini¢do, dz#/dt = V* sdo as componentes de um vetor
tangente a uma dada curva. Resolver esta equacao diferencial significa encontrar a curva a
qual o vetor V' ¢é tangente. Na verdade, como V' é um campo vetorial, resolver esta equacao
é equivalente a encontrar uma familia de curvas que preenche a variedade, e que em cada
uma delas, tem V' como vetor tangente. O teorema da existéncia e unicidade das equagoes
diferenciais ordinarias garante que a solugao existe e é inica. A esta familia de curvas

dé-se o nome de congruéncia, ou ainda, curvas integrais de V.
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2.4 1-Formas

Nesta secao sera definido um novo objeto geométrico, chamado de 1-forma. Estes
objetos também podem ser chamados de vetores duais, vetores cotangentes ou ainda

covetores. Comecgaremos introduzindo-os pela sua defini¢ao:

Definicao 2.4.1 Seja M uma variedade diferencidavel. Seja T,M o espaco dos

vetores tangentes no ponto P € M. Uma 1-forma é uma aplicacao linear do tipo

w:T,M —R. (2.21)

Um exemplo de uma 1-forma ¢ a diferencial de uma fungao df, que ¢ definido de

forma a exercer o mesmo papel do gradiente de uma funcao f no R™. Sabemos que no R"”
_of
Cov’
Onde v € T,M e 0f/0v € R. Como estamos definindo df de forma que df (v) = df /Ov =

v(f), usaremos o fato de sabermos calcular v(f) para encontrar a forma coordenada de

Vf(v) (2.22)

df (v). Assumindo que em coordenadas df tenha a forma genérica C,b*, df (v) fica:
df (v) = C,b"(V"0,) = V'O, F. (2.23)
Para que a segunda igualdade seja satisfeita, imporemos a seguinte condicao:
b*(9,) = ok. (2.24)

Impondo (2.10)) em (2.9)), obtemos que
C,=0,F. (2.25)

Recordando que a diferencial de uma fungao no R" tem a forma 0, Fdz*, somos levados a

concluir que:
rep. coord. oF

af — @d:ﬁ“. (2.26)
Pode-se demonstrar que df forma um espaco vetorial, que serd chamado de espago vetorial
cotangente, representado por 77 M. Também € possivel mostrar que qualquer 1-forma pode
ser expandida em termos de dx* que serve de base para o espaco T;Mﬁ Da algebra linear,
sabemos que o espago T;;M pode ser completamente caracterizado a partir da atuagao
do seus vetores de base nos elementos de base do T,M. Dessa forma, a relacao (2.24),

chamada de relacao de dualidade, pode ser reescrita como

dz(9,) = o1, (2.27)

40 leitor interessado em mais detalhes pode consultar a se¢do 1, pagina 44 de (BAEZ; MUNIAIN, |1994)




Capitulo 2. Geometria riemanniana e ndo-riemanniana 25

0 que nos permite saber como ¢ a atuagao de qualquer elemento do espago Ty M nos

elementos de Tp. Seja w € TyM e V' € T,M, a atuagio w(V) é escrita da seguinte forma:

w(V) = w,dz"(V"0,) (2.28)
w(V) =w,V*". (2.29)

No caso em que w = df = w, = 0, F, e, das discussoes anteriores, V(f) = V*9,F, que

de concluimos
V(f)=df(V). (2.30)

Da mesma forma que os vetores, os covetores possuem uma forma especifica de se
transformar mediante uma mudanca no sistema de coordenadas. Assim como os vetores,
as 1-formas sdo objetos geométricos independentes de um sistema de coordenadas, logo,

podemos escrever que
wydz” = wydz!. (2.31)

A relagao entre os sistemas de coordenadas {x”} e {z*'} nos permite escrever que

ox”
v o__ w
dz” = (,%de . (2.32)
Logo, substituindo (2.32)) em (2.31)), chegamos a
Ox”
W = WWV. (233)

Todos os covetores se transformarao como em ([2.33) mediante uma mudanca no sistema
de coordenadas. A matriz dx”/0x* é chamada de matriz jacobiana inversa e também é
nao singular, o que nos permite escrever a relagao inversa de ([2.32)), que nada mais é do

que a lei de transformacao das bases de T7 M.

2.5 Tensores

Um tensor é uma extensao natural das defini¢oes de vetores e vetores duais.

Definigao 2.5.1 Seja M uma variedade diferencidvel. Seja T,M e T;M o espago
dos vetores tangentes e cotangentes em um ponto P de M, respectivamente. Um tensor é

uma aplicagio multilinear do tipo

T:TyMx ... xT;MxT,M x..xT,M—R. (2.34)

O rank/ordem de um tensor é dado por r = h + k, onde h é o niimero de vetores
duais e k é o ntimero de vetores que T atua. O tipo do tensor é escrito como (h, k). De

imediato podemos perceber que os vetores e covetores sao tensores do tipo (1,0) e (0,1),
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respectivamente. As componentes de um tensor podem ser obtidas por defini¢ao atuando-os

nos elementos de base de Ty M e Tp. Dessa forma, temos por exemplo:
T(dz",0,) =T*",. (2.35)

Quando o indice de um tensoi’| ocorre como sobrescrito, ele é chamado de indice con-
travariante, ja quando ocorre como subscrito, ¢ chamado de indice covariante. Por este
motivo, quando o tensor possui somente indices contravariantes, ¢ chamado de tensor

contravariante. Ja4 quando possui somente indices covariantes, chama-se tensor covariante.

Generalizando ([2.35)), temos

T(dz®,d2”,...,0,,0,,..) =T | (2.36)

pv...

que é um tensor misto, pois possui indices contravariantes e covariantes. Vamos agora

definir uma operacao nova que nos permitird expandir os tensores em termos de uma base.

Definigao 2.5.2 Seja M uma variedade diferencidvel. Seja T, M e Ty M o espago
dos vetores tangentes e cotangentes em um ponto P de M, respectivamente. Seja Ve W
dois vetores € T,M. Definimos o produto tensorial entre V e W simbolizado por V@ W

como sendo a aplicacao bilinear
T,M@T,M :T;M x TyM — R (2.37)
VOW:(wo)—V(wW()eR (2.38)

Note de imediato que, pela definicio, V@ W # W @ V. E possivel também estender a
definigao 2.5.2 para incluir os casos w @ c e w® V,ondew e o € TyM e V € T,M. Nao é
dificil ver que os objetos definidos acima nada mais sao do que tensores. Veja que podemos

atuar 9, ® 9, em dz® e dz”, para obter
0 © 0,(da®, da’) = 676}, (2.39)

Mostraremos que 9, ® 0, forma uma base para um tensor (2,0). Seja w e o dois elementos
de Ty M. Fagamos T'(w, o).

T(w,0) =T (w,da",o,dz") (2.40)
T(w,0)=w,o,T" (2.41)

Mas da defini¢ao 2.5.2 e usando ([2.39), podemos substituir w,0, = 9, ® 9, (w, o). Portanto,
substituindo em ([2.41)), temos

T(w,0) =T"0, ® 0,(w,0). (2.42)

5 HA4 um vicio de linguagem comum na literatura que é se referir &s componentes dos tensores como

simplesmente tensores, contudo, que fique claro que os tensores sdo na verdade aplicagbes multilineares.
Porém, ao longo desta dissertagio, faremos uso desse vicio de linguagem.
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Onde vemos que T' = T*9, ® 0,. De forma geral, podemos escrever qualquer tensor na
forma

T=T""; d"®dt’ ®.0d" ®0,®0,®..8 0. (2.43)

Assim como os vetores e os covetores, os tensores também possuem formas especi-
ficas de se transformar mediante uma mudanca no sistema de coordenadas. Os indices
contravariantes se transformardo como em , e os indices covariantes se transformarao
como em (2.33). Assim, um tensor de tipo (h, k) se transforma como

/
A Oz Ox (2.44)
(pnZs 1.Vg 8:15“1 03:”k

Agora consideremos algumas operagoes entre tensores. A primeira delas é a adicao:
somar tensores corresponde a somar as componentes dos tensores de mesmo tipo, resultando
num tensor do mesmo tipo. A segunda é a multiplicagdo por escalar: multiplicar as
componentes de um tensor por um escalar resulta em novas componentes de um tensor do
mesmo tipo. A terceira operacao é a multiplicagdo entre as componentes de tensores, onde
podemos formar novos tensores a partir do produto entre componentes. Por exemplo, se

fizermos

T = 8YQ,, (2.45)

onde S’ e Q, sdo tensores (2,0) e (0, 1) respectivamente, podemos mostrar que To‘ﬁV é

um tensor (2,1). Da lei de transformagao dos tensores, temos:

T = S0, = 0y 0,07 0N Qs (2.40
Talﬂlfy/ = apxa/aaxﬂ/av’x)\TpaA : (2.47)

Demonstrando assim que Taﬁ7 de fato se transforma como um tensor (2, 1).

A 1ltima operagao é a contracao. E comum aparecer na multiplicagdo das compo-
nentes dos tensores, indices contravariantes e covariantes repetidos, como por exemplo em
. Considere um caso genérico qualquer, onde temos um tensor (2,0) A* e um tensor
(0,1) B,. Se efetuarmos a multiplicagdo entre A* e B, podemos fazer a contragao entre
os indices v, implicando que A"’ B, se transformara como um tensor (1,0) C*. Acompanhe

a rapida demonstracao abaixo:
A By, = 0pat 0,2V 0,2 AP B,, (2.48)
sabendo que 0,2"'0,,2% = 0%, temos que

APV B, = 0,252 AP B, (2.49)
AP B, = 0,2" AP B, (2.50)
CH = 9,2t C?, (2.51)
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onde vemos que A" B, = C* de fato se transforma como um tensor (1,0). De forma geral,
a contracao se baseia em remover os indices repetidos (contrai-los) e manter os indices
restantes em suas posigoes originais. Para o caso mais trivial onde temos por exemplo

w,V*#, o resultado ¢, por obviedade, um objetos sem indices, ou seja, um escalar.

Existem alguns tensores com algumas propriedades especiais em relacao aos seus
indices. Um tensor é dito simétrico em qualquer dos seus indices se ele fica inalterado
mediante uma troca na ordem desses indices. Portanto, se T),,, ¢ simétrico em todos
indices, temos que

T =7, ="T,,="T,,=T (2.52)

wp = Dupow puv pviL

Se T wwp for simétrico apenas no primeiro e terceiro indices, temos que

T, =T (2.53)

prp pvp
Similarmente, um tensor é antissimétrico em qualquer dos seus indices se ele troca de sinal

quando esses indices sao trocados; logo,

Sp =~ S (2.54)

pvp
¢é dito ser antissimétrico no primeiro e terceiro indice. Se um tensor é antissimétrico em

todos os indices, podemos nos referir a ele como completamente antissimétrico.

Dado qualquer tensor, podemos simetriza-lo (ou anti simetriza-lo) em qualquer

numero de indices. A simetrizacao é feita da seguinte forma

1

o_ L o - o P
Tipoim)o. = o (T, 9. pinp” + s0ma em todas as permutagdes possiveis nos indices),
(2.55)

em que os indices entre parénteses sao os indices simetrizados e n é o niimero de indices

permutados. Se os indices simetrizados nao estao préximos uns dos outros, fazemos

1
Tty = 5Ty + Tou): (2.56)
Ja a antissimetrizacao é feita da seguinte maneira:
1
Tpigeginlp” = E(T’“ o mp TS0Ma alternada em todas as permutagoes possiveis nos indices),
(2.57)

em que os indices entre colchetes sao os indices antissimetrizados e n ¢ o nimero de indices
permutados. “Soma alternada” significa que um nimero impar de permutagoes nos indices

torna a componente negativa, portanto

1
Towie = = Tovpor = Lo + Do = oo + Topor = Lo )- (2.58)

G\ oo ppvo puvo vupo vpuo pruc
Para quaisquer dois indices, sempre podemos escrever um tensor como a soma de sua

parte simétrica e antissimétrica, portanto

wvpo wv)po + T[W]po : (2‘59)

Em geral, isto nao sera valido para trés indices.
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2.5.1 Tensor Métrico

Na secao definimos uma aplicacdo chamada de métrica que satisfazia algumas
propriedades. Note que esta aplicacao pegava elementos dos abertos do espaco topologico e
atribuia um numero real. Nas variedades com as quais estamos trabalhando, os elementos
dos abertos sdo vetores e covetores, pertencentes aos espagos vetoriais definidos ponto
a ponto. Na linguagem que estamos utilizando agora, a métrica pode ser reinterpretada

como um tensor de rank 2.

Definicao 2.5.3 Uma métrica riemanniana g é uma aplica¢ao bilinear, simétrica

e nao degenerada, da forma g : T,M x T,M — R e que satisfaz as sequintes propriedades:
i) (V. W) = g,(W,V); para quaisquer Ve W € T,M.
i1) g,(V,V) > 0, onde s6 vale a igualdade para V' = 0.

Da primeira propriedade fica claro que g, = g,,,. A condicao de nao-degenerescéncia
da métrica significa que det(g,,) = g # 0, sendo assim, ela possui inversa, denotado por

g*”, o que nos permite escrever a seguinte relagdo em termos de seus componentes:
990 = 909°" = 0. (2.60)

Em cada ponto P da variedade sempre é possivel achar uma base ortornormal
de T,M tal que ¢g(9,,0,) = 0,,. Em outras palavras, isto significa que sempre é possivel
encontrar um sistema de coordenadas tal que g,, pode ser posta na forma diagonal e
todos os seus autovalores sao +1. O fato dos autovalores serem positivos é consequéncia
da propriedade dois, isto é, g é positiva-definida. Uma métrica definida dessa forma é

chamada de riemanniana.

Por outro lado, uma métrica que, posta na forma diagonal, possui ¢ autovalores
negativos e j autovalores positivos é chamada de pseudo—riemannianaﬂ. Um caso particular
interessante para a fisica é quando ¢ = 1, neste caso ela é chamada de Lorentziana. A
diferenga entre o nimero de + e — que aparece em g,,, ¢ chamada de assinatura. A métrica

do espago-tempo pode ser representada por (— + ++), logo possui assinatura —I—ﬂ.

Uma das propriedades mais importantes do tensor métrico é que podemos definir
uma aplicagao g(V, ) que, fixado o vetor V', pode ser usada para mapear um vetor em

um nimero real; em outras palavras, a aplicagdo g(V, ):7,M — R nada mais é do que

6 Variedades dotadas de uma métrica riemanianna ou pseudo-riemanianna sdo chamadas de variedade

riemanianna e variedade pseudo-riemanianna, respectivamente. Como serd melhor exposto futuramente
na secao @ o espaco-tempo da relatividade geral é descrito por uma variedade pseudo-riemanianna.
Alguns autores escolhem adotar a assinatura (+ — ——), que também pode ser indicada por “assinatura”
—2.
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uma 1-forma. Fazendo g(V, )= V e atuando V em um vetor de base 8, obtemos

V, =V(d,) 2.61)
= g(V, al/) = g(vuauu 8V) - V”g,w. (262)
Multipliquemos agora (2.62)) por ¢g*?, e utilizemos (2.60)), para obter
V9" = V*g,9"" (2.63)
V,g"* = V*er, (2.64)
V,g" = V. (2.65)

Note que o fato da métrica ser inversivel nos permitiu escrever (2.60) e utiliza-la em (2.62)),
para obter ([2.65)). As duas relagoes

Vi, =V"q., (2.66)
VP =V, (2.67)

nos mostra que g(V, ) fixa uma relagdo de 1-1 entre os vetores e covetores. Perceba que
de , podemos dizer que V, foi obtido “baixando” o indice de V*; da mesma forma,
podemos dizer que V7 foi obtido “subindo” o indice de V. As equagoes e
estabelecem uma relacao de dualidade entre V,, e V#. Por esse motivo, sao chamados de
duais, e é comum utilizar a mesma letra para representar o objeto que esta tendo o indice
levantado ou baixado. Para tensores de ordem maior a mesma operacao pode ser feita;

logo, por exemplo
R"?g,, = R P. (2.68)

Munidos desta propriedade da métrica, podemos falar sobre o traco de um tensor.
Se tomarmos um tensor S*, genérico, o traco do tensor é obtido fazendo v = pu, onde
obtemos, claro, o escalar S*,. Para um tensor (0,2), obter o traco significa primeiro subir

o indice, isto ¢, Y4, =Y, ¢°", e depois tomar y = v, obtendo Y, .

O tensor métrico também nos permite introduzir a nocao de produto interno se

atuarmos g em dois vetores V' e W genéricos, para obter

g(V, W) = g(V*d,, W"d,) (2.69)
g(V,W) =V, (2.70)
g(V, W) = VFI,,. (2.71)

O médulo de um vetor genérico U pode entao ser obtido fazendo y/|g(U, U)|. Com isto, o
tensor métrico substitui o produto interno da geometria euclideana e nos abre um leque de

possibilidades para calcular, por exemplo, comprimentos. Inclusive, isto nos torna capazes
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de recuperar a no¢ao de elemento de linha (comprimento infinitesimal), atuando g em um

vetor € com “componentes inﬁnitesimais’ﬁ da forma € = dz"0,, para obtelﬂ

ds® = g(e, €) = g(dx"d,, dz"d,) (2.72)
ds® = g, dztdz”. (2.73)

O espaco-tempo da relatividade especial é descrito por uma variedade dotada
de uma métrica Lorentziana, que é um caso particular de métrica pseudo-riemanniana.

Adotando a assinatura +2, podemos classificar um vetor V' # 0 de acordo com

<0 U é do tipo-tempo.
g(V,V){=0 U édo tipo-luz. (2.74)
>0 U ¢ do tipo-espaco.

O intervalo entre eventos no espago-tempo ¢ dado por uma relacdo analoga a , com
os Indices p, v variando de 0 a 3. Sua classificagdo também pode ser feita de acordo com os
valores de ds?, sendo andloga & dos vetores. A convencao dada por também sera usada
em uma variedade pseudo-riemanniana mai geral, como serda o caso dos espagos-tempo

com curvatura.

2.6 Nocao heuristica de derivada covariante

Os vetores como definidos anteriormente nos fornecem uma espécie de derivada
direcional para func¢oes. Para os tensores, ainda carecemos de um procedimento que nos
permita computar a derivada destes objetos, que, em outras palavras, significa derivar
suas componentes. Consideremos a derivada usual de um vetor, por exemplo. Pode-se
demonstrar que em geral a derivada de um vetor nao serd mais um vetoﬂ, isto é, nao
obedecerd mais a lei de transformacao , devido ao fato de que o mapa definido por

esta aplicagao nao ¢ mais independente de coordenadas.

Para podermos definir derivadas de tensores e a0 mesmo tempo preservar seu
carater tensorial, precisamos de uma estrutura adicional em nossa variedade: a conexao
afim. Este objeto nos permitira definir a chamada derivada covariante, que é uma espécie de
derivada direcional para os tensores, e sera apresentada na proxima se¢ao. Contudo, antes
de a introduzirmos formalmente, apresentaremos a nocao de derivada via um argumento

mais heuristico.

8 O uso das aspas ¢é justificado pelo fato de que ha uma sutileza com respeito a estas componentes e a

nocao de elemento de linha que estamos introduzindo agora. Para mais detalhes, consultar secao |2.5)
pagina 72 de (CARROLL) 2003)

E comum na literatura referir-se & ds? como métrica. Eventualmente esta nomenclatura também serd
utilizada nesta dissertacao.

10" Ver por exemplo secdo 6.1, pagina 85 de (D’INVERNO; VICKERS, [2022)



Capitulo 2. Geometria riemanniana e ndo-riemanniana 32

Considere um campo vetorial arbitrario V#. Avaliemos este campo em um ponto
Q com coordenadas z* + dx* e facamos uma expansao em série de Taylor até primeira

ordem de V#(a" + §x"), para obter
V(Y + 0x") = V(") + 0,VFox”. (2.75)

Denotaremos 9, V*iz¥ = AVH. Agora, introduziremos um vetor em um ponto P (ver fig.
3), cujas coordenadas diferem de Q em dz*; temos entdao, V#(z"). Agora, transportemos

“paralelamente” V#(z¥) até Q, para obter um vetor
VE(z") + AVE(zY). (2.76)

Em que AVE(z?) = —T*, (2¥)V*(2¥)6x°. No R™ transportar paralelamente significa
“arrastar” o vetor para outro ponto mantendo suas componentes constantes (no sistema
de coordenadas cartesiano). Em variedades mais gerais, ndo podemos assumir que um
vetor transportado paralelamente ird se manter o mesmo, portanto a quantidade AV#
quantifica a diferenca entre o vetor transportado paralelamente e o vetor “original”. A
razdo para AVH# ter a forma como mostrada acima é uma suposicdo razoavel e a mais
simples possivel, dado que a diferenca entre o vetor antes e depois do transporte sera nula
se 027 = 0 ou V* = 0. Os coeficientes I'*,  sdo termos de proporcionalidade, e o sinal

negativo foi colocado por convencao.

Agora efetuemos a subtragao entre os vetores definidos por (2.75)) e (2.76]), para
obter
(O, VH 1", VNox”, (2.77)

em que o indice o de T*, foi trocado por v. Agora vamos dividir (2.77) por dz” e tomar

o limite quando dx” vai a zero, obtendo assim

m FN A
(@ VH+T%, VN0, 5z¥ = (9,V* +FN>\VV)\)8M- (2.78)

62’%0 oxV
Note que o que fizemos até agora para obter foi comparar um vetor em um ponto
Q com outro vetor que foi transportado paralelamente de P até Q, obtendo naturalmente
um novo vetor, dado pela expressao precedente. O transporte paralelo nesse raciocinio é
justificado pelo fato de que s6 podemos comparar vetores que estejam no mesmo espago
vetorial, isto é, no mesmo ponto. E importante também destacar o que significa transporte
paralelo nesse contexto. Transportar paralelamente um vetor de um ponto a outro significa
dizer que um vetor transportado obedecera a regra dado por . Esta nao era a unica
regra possivel; AV# poderia ter diferentes formas, dependendo do I que escolhéssemos.
Entao, para cada forma especifica do I', a nocao do que significa transporte paralelo de

um vetor em uma variedade estara definido.
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>

X VEe AV /? Vhe pve
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Figura 3 — Nocao heuristica do transporte paralelo de um vetor.
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2.7 Conexao afim e derivada covariante

Defini¢ao 2.7.1 Seja x(M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C*°. Uma
conexdo afim 'V é um mapa V : x(M) x x(M) = x(M), ou (X,Y) — VxY que obedece ds

sequintes propriedades:

Vx(Y +2)=VxY +VxZ (2.79)
Vixar)Z =VxZ+VyZ (2.80)
Vi)Y = fVxY (2.81)
Vx(fY) = X[f]Y + fVxY (2.82)

em que f é uma funcdo arbitraria e X,Y e Z € x(M). Tomemos uma carta (U, ¢) de M

para escrever X e Y € x(M) na forma coordenada; operemos Vy X, para assim obter:

VyX =V,,0,=T", 0 (2.83)

v

Concluimos de ([2.83)) que F)‘W sao fungoes diferenciaveis e sao chamadas de coeficientes
da conexéﬂ. Se atente também ao fato de que essa operacao é feita em um ponto P
especifico da variedade. Agora que sabemos como V atua nos vetores de base, podemos
saber como fica a atuacao da conexao aplicado a um vetor genérico. Da defini¢ao 2.7.1

segue-se que:

Vo,V =V,V =V, (V*9,) = 8,(V")3, + VIT?, 0 (2.84)
Vo,V = (0,V*+T7,,V*);. (2.85)

Na literatura ¢ ainda comum expressar o termo entre parénteses da expressao (2.85)) na
forma V,V?*, que também sera utilizada nesta dissertacdo. Contudo, se atente ao fato de
que isto é apenas uma notagao, e nao é a conexao aplicada as componentes do vetor. Perceba
que coincidiu exatamente com a expressao (2.78)), onde construimos uma nogao de
derivada de vetores. A conexdao é a estrutura formal que nos permite falar de derivadas de

vetores, neste caso, derivamos vetores em relacao a vetores. O raciocinio desenvolvido na

I Na literatura, é comum que quando os autores falem sobre conexdo, eles estejam se referindo aos T'.
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secao passada explicita bem o significado da derivada covariante. Retomando a discussao
da secao [2.0, a derivada covariante computa a diferenca entre um vetor definido em um
ponto ) e um vetor que foi transportado paralelamente de P até (), na direcao do vetor
que ja existia em (). Portanto ela também pode ser visualizada como uma espécie de
derivada direcional para vetores, ja que o transporte paralelo é realizado na direcao do

vetor em relacao ao qual estamos derivando.

Na se¢ao [2.6] comentamos que a derivada parcial ndo preservava a independéncia
de coordenadas dos vetores. Esta nocao de derivada como aqui definida é independente de
coordenadas; isto significa que ViV obedece as leis de transformacgoes de coordenadas
dos vetores. A grande chave para que esta derivada se transforme como um vetor é que
os coeficientes da conexao dependam do sistema de coordenadas. A deducao da lei de
transformacao dessas estruturas pode ser conferida na segao 3.2, pagina 96 de (CARROLL),
2003)) e é dada por:

! /

v ozt oz dzv' _, ozt dxr* O*x¥
N — A T~ 7 — .
WA gar 9N v M Qx QaN Qxrdx

(2.86)

Perceba que ainda podemos fazer a contracio W*V,V*, o que significa que estamos
projetando V, V* na direcdo de W, portanto derivando V na direcdo de W. Retomando
(2.83)), perceba que ela implica naturalmente que

Vo, dat = —T"  dx*. (2.87)

Para ver como essa relagao surge, apliquemos V a relagdo de dualidade (2.27)), onde

obteremos:

0 = Vi [dz"(8,)] = (Vade™)d, + T, da*(9,) (2.88)
0 = ZM)\O.dxa(ay) ‘I‘ Fu)\yd:v”(aa). (289)

A derivada covariante da delta de Kronecker é zero, pois ela pode ser visto como uma
constante. Na equacao (2.87) expandimos V dz* na base de 1-formas, escrevendo entao
Vidat = Z¥, dx°. Por fim, podemos usar a relaciao de dualidade em ([2.89)) para enfim
obter

78 = —T" (2.90)

»
Com este resultado, podemos agora operar a derivada covariante de uma 1-forma arbitraria

w; assim, temos

YV, (w.da*) = 0, (w,)dat — w, " dr* (2.91)
Vow = (Owy — w, "\ )dz. (2.92)

Assim como para os vetores, é costumeiro denotar o termo entre parénteses da expressao

(2.92) como V,wj.
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Definigao 2.7.2 Dizemos que V € x(M) € paralelo ao longo de uma curva cujo

vetor tangente é U, se

YV =0. (2.93)

A definicao 2.7.2 significa que se o vetor V' em pontos infinitesimalmente préoximos da
curva sao paralelos e de igual comprimento, V' foi transportado paralelamente ao longo da

curva. A figura [4) ajuda a visualizar melhor esta relago.

S U

Figura 4 — Transporte paralelo de V na direcao definida por U.

A relacao (2.93) escrita em coordenadas fica:

dv# dx?
- FN
a g

VA =0. (2.94)

Em que ¢ é o parAmetro da curva a qual U é tangente, e dz¥/dt sdo as componentes de U.

Para o caso particular em que U =V, (2.93) fica
ViV =0, (2.95)

e dizemos que o vetor foi transportado paralelamente nele mesmo. Em coordenadas (2.95))

é escrita como g Jow g
e ¥ dx

r“ — =0. 2.96

az T ar ar (2.96)

Resolver (12.96)) significa encontrar a curva a qual V' é transportado paralelamente nele

mesmo. Esta curva recebe o nome de geodésica afim.

Definicao 2.7.3 Uma curva ¢ é chamada geodésica afim se o vetor tangente
permanece paralelo a si mesmo ao ser transportado ao longo de c. Em termos matemdticos

isto se traduz como: J

= (2.97)

d
Vi =ft)
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Sempre é possivel reparametrizar a curva tal que (2.97)) se reduza a (2.95)). Tal pardmetro

¢ chamado de parametro afim.

Definicao 2.7.4 Seja ¢ uma curva na variedade. O comprimento de c é definido

L(c) = /tt [g(i, i)]mdt. (2.98)

Chama-se geodésica métrica entre t, e t, a curva cujo comprimento é o menor possivel.

como

De maneira mais formal, a geodésica métrica é a curva cujo comprimento é estacio-
nério frente a pequenas variagoes que se anulam nos pontos ¢, e t,. Escrevendo (2.98)) em
coordenadas obtemos

Par_, da? da?
> 10 — =0. (2.99)
dt dt dt

Ocorre que em geometrias riemanianas as geodésicas métrica e afim coincidem. Em

geometrias mais gerais que as riemanianas, isto nao acontece E

Como ja definimos a derivada covariante para os vetores e covetores, partiremos
agora para a derivada covariante dos tensores. Naturalmente, a derivada obedecera todas

as propriedades da definicao 2.7.1 e preservara a indepedéncia de coordenadas dos tensores.

Definicao 2.7.5 Seja T um tensor do tipo (h, k) e V € T,M. Chamamos de

derivada covariante de T a operacao

VyT = V(Tmmuh )(aul K- aﬂh ®dr" ®---® dxuk)

ViV

(T )V (O © 0, @ de” @ da™), (2.100)

V1V

em que a atuacdo de Vy na base de T, M @ T,M @ --- @ Ty M & Ty M obedece a regra de
Leibniz [

2.8 Conexao riemanianna
A definicao de conexao feita anteriormente independe se a geometria é riemanniana
ou nao. Uma geometria é dita riemanniana se a conexao satisfizer as seguintes propriedades.

o
Definicao 2.8.1 Uma conexao V € dita riemanniana se obedece as duas proprie-

dades a sequir:
ViV = VyX 4 [X,Y]. (2.101)
X(g(Y,2)] = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ). (2.102)

Em que X,Y,Z € x(M). A primeira propriedade implica na simetria dos indices dos

coeficientes I' quando escrita em termos de um base cujos vetores comutam, por este

12 Conferir, por exemplo, secio 4.3, pagina 42 e secdo 5.2, pagina 63 de (FORMIGA, 2011).
13- Como por exemplo, Vy (9, @ dz¥) = (Vy0,) ® dz’ + 0, @ Vyda”.
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motivo, esta conexao é dita ser simétrica. Para as bases coordenadas, por exemplo, segue-se
que V,0, = Vp,0,. A segunda propriedade é chamada de compatibilidade conexao-
métrica; uma conexao que obedece é dita compativel com a métrica. E possivel a
partir desta propriedade escrever os coeficientes de uma conexao riemanianna em termos
da métrica e suas derivadas. Para isso, basta reescrever alternando as posicoes de

X,Y e Z. Assim, ficamos com

X[g(Y, 2)] = 9(VxY. Z) + g(Y.Vx2), (2.103)
Y[9(Z, X)] = 9(Vy Z, X) + 9(Z,Vy X), (2.104)
Z[g(X,Y)] = ¢(VX,Y) + g(X,V,Y). (2.105)

Substituindo nas equacoes acima X = 0,,Y = 0, ¢ Z = 0,, obteremos

QLQW = fAMVgAO + fAuagUA7 (2106)
OvGon =170 g0 + rkyugm (2.107)
aagul/ - FA(;MQAV + F)‘U,jg,p\. (2108)

O préximo passo é efetuar a soma de (2.106]) com (2.107)) e subtrair o resultado de (2.108)),

para obter
a,u,glla + 81/90;1, - acrg;w = QP/\WQ)\U- (2109)

Para chegar a este resultado foi utilizado a simetria dos indices da métrica e também dos
coeficientes da conexdo. Agora multipliquemos (2.109)) por ¢*° para obter enfim

o 1
M, = 59“(5,&0 + OuGop — OoGyuw)- (2.110)

Os coeficientes da conexao escritos em termos da métrica e suas derivadas é conhecido

como simbolo de Christoffel.

2.9 Torcao

Ao introduzirmos a conexao riemanniana impusemos que ela satisfizesse a pro-
priedade de ser simétrica. Relaxando esta condicao, podemos definir um novo objeto
matematico chamado de tor¢ao e assim, definir uma nova geometria, que neste caso, sera

nao-riemanniana.

Definigao 2.9.1 Seja (M, V, g) uma variedade dotada de uma métrica e uma
conexao. A aplicagao bilinear T : T,M x T,M — T,M, definida por

T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y], (2.111)

¢ denominada torcao.
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Tomemos X = d, e Y = 0, para obter as componentes da torcdo; temos entdo que

T(0,,0,) = Vo,0, — Va,0,
— (I, —T1°,.)0, (2.112)

e, usando a definicao dz*(T(0,,9,) = 17, , obtemos

I

A A A
™, =1, ~T

(2.113)

vyt

O significado geométrico da torcao esta associado ao nao fechamento de um paralelogramo,
acompanhe o seguinte raciocinio. Considere dois vetores X = €9, e Y = 0*0, avaliados no
ponto A, de coordenadas {2}, e que suas componentes sejam infinitesimais. Tomemos dois
pontos arbitrdrios B e C, de coordenadas {b*} = {a* + €'} e {*} = {2 + 6}, respectiva-
mente. Efetuemos o transporte paralelo de X e Y para os ponto C' e B, respectivamente,
obtendo assim a situagao da figura . De , podemos expressar as coordenadas dos
vetores transportados paralelamente por ' =X — F)‘We“é” e 6lh =6 — F’\Wﬁ”e“. Esta
claro da figura |5al que as componentes dos vetores ﬁ e 1@ sao dadas por

AD = & + 6 = 5 — F’\WcS”e“, (2.114)
AR = 4 =2 4 = I, eo". (2.115)

Na geometria riemanniana teriamos AﬁA = AgA. Porém, uma generalizacao natural de

geometrias riemannianas é permitir a existéncia da tor¢ao, o que nos leva a

AD> — AE> = (T*,, = T2, )ebo”. (2.116)

Outro efeito da torcao é que uma curva fechada na variedade nao serd represen-
tada por uma curva fechada no R", consequentemente, um vetor que for transportado
paralelamente ao longo de uma curva fechada sera transladado para outro ponto. A figura

ilustra a ideia aqui comentada.

Podemos agora buscar expressar os coeficientes da conexao em termos da métrica e
da torcao. Exigindo que a propriedade (2.102]) ainda seja satisfeita pela conexao, podemos
reescrever as equagoes (2.106)), (2.107) e (2.108) como

Ougve =T 0o + T 0 00r, (2.117)
OuGon =T egru + T, 1000, (2.118)
Oo G =T 000 + T, 000 (2.119)

Repetir os passos realizados na obtencao de (2.109) nos levara a

augVJ+anU}L_aUg/LV = F)\MVQAO'+F>\uggu)\+r)\ygg)\u+r)\yuga')\_F)\ng)\l/_r)\gygu)\ (2120)

14 Perceba que sempre podemos atuar uma 1-forma em um tensor para obter suas componentes. Um
exemplo trivial é dz"(V"Y0,) = VV§k = Vi,
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(a) O transporte paralelo de X na diregdo de Y e o (b) Uma curva fechada na variedade nao serd
transporte paralelo de Y na direcao de X nao representada por uma curva fechada no
produziu um paralelogramo. R™. Consequentemente, um vetor trans-

portado paralelamente ao longo desta
curva nao retornard ao ponto de inicio.

Figura 5 — Efeito da torcao na geometria.

Perceba que o lado esquerdo da igualdade pode ser substituido por (2.109)). Fazendo essa

substituicao e agrupando alguns termos, obtemos

21 L 9re = 90T + 90Ty + G (T, +T7,,). (2.121)
Sabendo que T’\W = F)‘W - FAW, podemos fazer a substituicao F)‘W = F’\W — T’\W7 para
obter
2F>\,ulfgz\a = gl/)\TA/LO' + g)\uTAya + g)\0<2r>\uy - T)\uy ) (2122)
Dividindo a equacao por 2 e multiplicando por ¢°* para isolar F’\W, obtemos
(e . o 1 (63 (63 (63
re,=r W—§(TW +T,,“=T°,). (2.123)
Fazendo a definigao de um novo tensor K¢, = —%(Twa +7,,%—T%,) chamado de

contorcao, podemos reescrever a equagao precedente como
re,=re,+K%,. (2.124)

Portanto, quando uma conexao ¢ dotada de uma tor¢ao, podemos escrever os coeficientes
dessa conexao em termos dos simbolos de Christoffel e da contorgao. Para encerrar esta

secao, listemos algumas propriedades obedecidas pelo tensor de torcao e contorgao, que
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sao dadas por

A A
™, =T, (2.125)
1
KAMmw) — _i(TM + TV, (2.126)
1
K] §TW’ (2.127)
KM = — KM, (2.128)

2.10 Curvatura

Definigao 2.10.1 Seja (M,V,g) uma variedade dotada de uma métrica e uma
conexdo. A curvatura € uma correspondéncia que associa a cada par XY € x(M) uma
aplicagcao R(X,Y) : x(M) — x(M) dada por

R(X, Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ — V[X’y]Z, Z € TpM (2129)

Esta correspondéncia também é chamado de tensor de curvatura, ou ainda, tensor de
Riemann. Pode-se demonstrar que o tensor de curvatura é bilinear em x (M) x x(M) e que
para todo par X,Y € x(M), o operador curvatura R(X,Y’) é linear. Matematicamente

expressalinos isso como:

i) Bilinearidade

R(fX1 49X, Y)=fR(X1,Y) 4+ gR(X5,Y), (2.130)
R(X, fY1 4+ gYs) = fR(X, Y1) + gR(X, Y>). (2.131)

ii) Linearidade
R(X,Y)(fZ+ gW)=fR(X,Y)Z + gR(X,Y)W. (2.132)

Em que X;,Y;, Z,W € x(M) e f, g s@o fungbes. Para extrair suas componentes em uma

base coordenada, facamos X = 9,,Y =0, e Z = 0,,, para obter, portanto,
R(04,0,)0, = V,V5,0, —V5,V,0,

R(@u al’)ag = (aﬂrauo)aa - (al/ra,ua)aa + (Fauorﬁua)aﬁ - (FauUFBVa)aB‘ (2133)
Fazendo dz*(R(d,,d,)0,), obtemos

R, =00, -0, +T°, T, —I%. T . (2.134)

Tensores de 4 indices normalmente sao trabalhosos de se lidar, portanto, é fre-

quentemente 1til construir novos tensores a partir desses que condensem as informacoes
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contidas no tensor original. Sendo assim, podemos definir o tensor de Ricci como sendo a
contragao do primeiro indice contravariante com o segundo indice covariante do tensor
de curvatura, isto é, R, = R’\“/\V. A partir desse, podemos definir o escalar de curvatura

como o trago do tensor de Ricci, ou seja, R = R¥ .

Até agora, nao especificamos se a geometria aqui tratada é riemanniana ou nao.
Portanto, tudo o que foi dito até o momento é valido independentemente da geometria
considerada. Agora, vamos admitir que nossa conexao seja riemanniana; os coeficientes

em ([2.134]), portanto, podem ser substituidos pelos simbolos de Christoffel. O tensor de

curvatura entao serd dado por:
ox A ea N o ey o ey
R, =00, =01, + 1,7, — T, (2.135)

Naturalmente, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura passam a ser escritos como
RAW\V e R¥, respectivamente. E possivel demonstrar que o tensor de Riemann satisfaz as

seguintes propriedades:

fo{)\,um/ - fo{,u/\aw (2136)
é)\,u,oz/ - ‘é)\/ﬂ/a” (2137)
Ry = B (2.138)

As propriedades ([2.136) e (2.137) implicam que R, = Rk_,* = 0. J4 a propriedade
(2.138]) implica na simetria do tensor de Ricci, bastando contrair A com o para verifica-lo.

A importancia de tais propriedades reside no fato de que elas ajudam a diminuir o niimero

de componentes indendepentes. Pode-se ainda demonstrar que gracas a propriedade de
simetria dos indices do simbolo de Christoffel, o tensor de curvatura obedece as duas

identidades a seguir.
A A PA
R + R+ R =0 (2.139)

oy
VaR,, + VR o, + VR =0 (2.140)

pow

As identidades (2.139) e (2.140) sao conhecidas como primeira e segunda identidade de

Biancchi, respectivamente. A segunda identidade pode ser reescrita de forma tal que tem

uma importancia fundamental para a fisica. Primeiro, facamos a contracao de o com p e o

com p; depois, utilizemos (2.136)) e (2.137)) para inverter os indices do primeiro e segundo

termo. Por fim, troque o indice da derivada covariante do tultimo termo usando a delta de
Kronecker para englobar todos os termos na mesma derivada e use a métrica para subir
todos os indices, obtendo, enfim
VR, + VR, +V, R =0
V.B*, +V,R*  +V, R, =0
—9V, R +V,R =0

o 1 o
VB, — S0LR) = 0. (2.141)
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Fazendo a defini¢ao Gr = R — % g“”lo%, chegamos a

V,GH = 0. (2.142)
O tensor G* é conhecido como tensor de Einstein e tem uma importancia fundamental
na teoria da relatividade geral, conforme sera melhor detalhado nos proximos capitulos.

Podemos agora explorar o efeito da curvatura na geometria da variedade. Para isto,
consideremos fazer o transporte paralelo de um vetor V¢ ao longo de dois caminhos que
juntos formam um loop, e calculemos a diferenga entre os vetores. Observe a figura [0 para

uma melhor compreensao do processo.

Primeiro, consideremos que nosso vetor V¢ seja transportado paralelamente de um

ponto z = {x*} até um ponto x + dx; obteremos, portanto
Ve (x + 0x) = V*(z) — [, (2) V7 (2)d2". (2.143)
Agora, facamos o transporte paralelo deste ltimo até o ponto x + dx + dx, para obter
V¥ + dx + dx) = V¥ (z + dz) — lowﬁp(x + 62) VP (2 + dx)da?. (2.144)

Expandindo f‘aﬁ (7 + 6x) em série de Taylor e avaliando-o em z, teremos f‘aﬁ (T +6) ~
fo‘ﬁp(x) + &,faﬂpéx". Substituindo esta tltima expressao e (2.143) em ([2.144)), chegaremos

a

Ve(x +0x +da) = Vo =T VPsar — (1%, + 0,1°5,007) (VP — 17, V" 62%)da” (2.145)

Ve (x + 6z + dx) = VO — T, VF6ar — T, VPdz?
+ 10, 17, VY eatde — 0,1, 007V da?, (2.146)
onde na passagem de ([2.145|) para (2.146)) desprezamos termos de terceira ordem. Agora,

transportaremos V¢ de x até x + dx, e depois até x + dx + dx. Note, porém, que para
obter o resultado, basta trocar dx — dx e dx — dx em ([2.146)). Portanto, ficamos com

VO(x +dr+ 6x) = VO = D Vda? — T VE5ar
n faﬂpf\ﬂu¢vvdx¢5xp — 9,1 5,07V 0xP . (2.147)

Facamos agora a subtracao de (2.146)) por (2.147)), para obter, enfim

AV =T, TP VV6xlda’ — 9,1, 027V da?t — T, 17, V" da?62" + 0,15, dz" VP 5a?
Ava - (8gfaﬂp - 8pfaﬁa + fa¢0f¢6p - fa¢pf¢ﬁg>X65xpd$g
AVE = R*  XP5xPda’. (2.148)

pap3

Veja que a curvatura produz uma diferenca nos vetores transportados por caminhos
diferentes. Portanto, o efeito da curvatura ¢ produzir uma mudanga na orientagao dos

vetores quando estes sao transportados ao longo de curvas.
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)\h+SXh

x Sxhr dxt

XM dxh
Figura 6 — Transporte de V* ao redor de um loop.

2.11 Nao-Metricidade

A introdugao de torcao na geometria de uma variedade surge do relaxamento da
propriedade de simetria da conexao. Agora, comentaremos sobre um novo objeto que surge
devido ao relaxamento da condicao de compatibilidade entre a métrica e a conexao. Na
defini¢ao 2.8.1, ao escrevermos , assumimos implicitamente que

Vxg=0. (2.149)

Exigir que a conexdo nao seja mais compativel com a métrica significa dizer que a
derivada do tensor métrico nao é mais nula. Isto nos permite introduzir uma nova entidade

geométrica, chamada de nao-metricidade.

Definigao 2.11.1 Seja (M,V,g) uma variedade dotada de uma métrica e uma

conexdo. A aplicagao trilinear N : x(M) x x(M) x x(M) — x(M), definida por

N(X.Y,Z)= (Vxg)(Y,Z2) = X(9(Y. 2)) — g(VxY,Z) = g(Y,VxZ)  X,Y,Z € x(M).
(2.150)

¢ denominada nao-metricidade.

Perceba que se Vxg = 0, recuperamos . Podemos notar dessa defini¢ao
que N ¢ simétrico nos dois ultimos argumentos, dado a sua relacao com g. Note que, se
jogarmos os termos do lado direito da igualdade de para o lado esquerdo, isto é,
Oulvo — F’\nga - F’\Mgm = 0, e substituir o 0 por N, obteremos as componentes da

nao metricidade, ou seja,
vugua = Npwe = 8ugua - F)‘ngg - F’\ng. (2151)

Vamos agora expressar os coeficientes da conexdao em termos da nao-metricidade,

destacando que a conexao com a qual estamos trabalhando obedece a condi¢ao de simetria.

Note que podemos reescrever as equagoes (2.117)), (2.118)) e (2.119)) acrescentando do lado
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direito as componentes da nao-metricidade, para obter, portanto

a,ugucr - FA'LLI/gAU + Pkuggyk + N‘uyg, (2.152)
Ogon =T e0ru + T, 000 + Nouoy, (2.153)
ao'gMV = F/\o'ugAV + FAg-Vgu)\ + No’uy- (2154)

Somando (2.152)) e (2.153)) e subtraindo o total de (2.154)) nos leva a

QfAMVgAO' = 2I‘>\Myg>\0' _|— NMVO' + Nllo',u + No’uy, (2155)

onde o lado esquerdo foi substituido por e alguns termos foram cancelados, gracas
a simetria dos indices dos coeficientes da conexao. Utilizando a propriedade de simetria nos
dois ultimos indices da nao-metricidade para fazer N,,, = N,,, e multiplicando ambos os
lados da equagao precedente por g°* chegaremos a

re, =re, +L°

pv nv

(2.156)

Nz

em que L%, = —%(N w+ N, %= N, ) éconhecido por disformation na literatura.

Para explorarmos o efeito da nao-metricidade na geometria de uma variedade,
considere em (2.150)) fazer Y = Z, e que este ultimo é transportado paralelamente ao

longo da curva a qual X é tangente. Matematicamente isto se traduz como

(Vxg)(Y,Y) = X(g(Y,Y)) (2.157)
(Vxg)(Y,Y) = ;i(g(Y, Y)). (2.158)

Note que o fato do lado esquerdo ser nao nulo implica que o transporte paralelo de Y nao
preservara o seu comprimento. Em outras palavras, o efeito geométrico da nao-metricidade

¢é a alteracao do comprimento de um vetor.

2.12 Geometria nao-riemanianna e Conexao de Weintzbock

Até agora temos trabalhado separadamente com variedades dotadas de uma conexao
que obedecia as propriedades de simetria e compatibilidade com a métrica, ou obedecia
apenas uma destas. A exigéncia de que a conexao seja apenas compativel com a métrica
levou a definicao de torcao, cujo efeito na geometria é a de produzir translagbes nos vetores
que sao transportados ao longo de curvas que sao fechadas na variedade, mas nao no R".
Uma conexao que é simétrica mas nao é compativel com a métrica nos levou a defini¢ao de
nao-metricidade, cujo efeito é a de nao preservar comprimentos e angulos de vetores. Quer
a conexao seja apenas simétrica, ou apenas compativel com a métrica, o efeito da curvatura
também estara presente nos processos descritos anteriormente. Os efeitos da torcao e da

nao-metricidade se somam com o da curvatura, cujo efeito desta ultima é a mudanca
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na orientagao dos vetores. Uma geometria em que pelo menos uma das propriedades da

definicao 2.8.1 nao ¢ satisfeita é denominada geometria nao-riemanniana.

Partindo de uma variedade M dotada de uma conexao V e uma métrica g, po-

deriamos a principio exigir que a conexao nao satisfazisse (2.101)) e nem ([2.102). Em tal
geometria, os coeficientes da conexao seriam dados por

re, =1, + K%, +L%,. (2.159)

Um vetor transportado paralelamente em uma curva fechada nao retornaria ao mesmo
ponto, gracas a tor¢ao, e nem teria seu comprimento e orientacao preservados devido aos

efeitos da nao-metricidade e curvatura, respectivamente.

Figura 7 — Efeito da torcao, curvatura e nao metricidade em uma geometria.

Uma vez que tenhamos uma conexao afim cujos coeficientes sejam aqueles dados
por , podemos, por exemplo, exigir que a nao metricidade seja nula, o que nos
levaria a uma geometria conhecida na literatura como geometria de Riemann-Cartan. Por
outro lado, poderiamos a partir de zerar a contorcao, o que equivale a dizer que a
tor¢ao ¢é nula, o que nos levaria a uma geometria denominada de Einstein—Wey]E. Como
as possibilidades sdo numerosas, a figura [§] exibe uma relagio entre os mais variados tipos

de geometrias nao-riemannianas.

Fazendo L%, = 0 em (2.159), podemos substituir os coeficientes da conexao
resultante em ([2.139)), obtendo, portanto

R)\a/u/ - 8HF/\VU + aﬂK}\V” o aVF/\NO' B aVK)\,uO' + (Fal/a + Kal/a)(r)\#a + K)\Ma)
— ([, + K® ([, + K. (2.160)

Fazendo algumas manipulagdes para escrever a expressao precedente em termos de ([2.136))

e da derivada covariante da contorcao, obtemos, enfim
X P vl 2 Va2 a A a P
R, =R +V.K°,, =V, K", + K K", — K, K",.; (2.161)

ouy

15" Convido o leitor a ler, por exemplo, os capitulos 4 e 5 de (FORMIGA, 2011), para mais detalhes sobre
as geometrias de Riemann-Cartan e Einstein-Weyl e suas respectivas aplicac¢oes na fisica.
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em que a derivada covariante da contorcao é tomada utilizando os simbolos de Christoffel.
E ainda possivel exigir que em ([2.161]), RAUW = (; neste contexto, uma conexao cuja
curvatura associada seja nula e que os coeficientes sejam dados por I'* , =1  + K%,

recebe o nome de conexao de Weitzenbock.

Métrica-afim

-Niw,'\ = U,\_f}gn:v______.-r"/"::'f x
,.' / \\
K----H- ,r"'/' ““‘“‘.‘
Weyl-Cartan //,,/ '_-"".-'WJ~ =10 r pva="0 \“‘x\ T«}W =10
- o
0, =10 s .
,/ “~
e r ~
Riemann-Cartan Weitzenbock-Weyl Einstein-Weyl
. T~ T, =0 N, =07 T T, =0 N,=0—| |
R = 0 5-----"""-_-_H_-_-""'------ ---H"'“-:: - - R yya= 0
— T — T
Weitzenbock Riemann Minkowski-Weyl
-----_-""'---,_If:w =1 R:'}fb't'.'t= 0 _._-_
T " Nua=0
T —
Minkowski

Figura 8 — Este diagrama exibe a relacao entre os mais variados tipos de geometrias
nao-riemannianas dado que definimos uma conexao afim na variedade.

2.13 Teorema de Stokes

Sera apresentado nesta se¢ao o teorema de Stokes, cuja uma das principais utilidades
para a fisica, é a de descrever leis de conservagao. Como desenvolvemos ao longo deste
capitulo um formalismo independente de coordenadas, é de nosso interesse escrever um
elemento de volume que seja invariante mediante uma mudanca no sistema de coordenadas.
Este é o contetido que sera explorado a seguir. Na tltima subsegao definiremos a divergéncia

de um vetor e escreveremos o teorema de Stokes propriamente dito.

2.13.1 Elemento de volume invariante

O calculo de volumes é muito importante para integracoes nas variedades. Deno-
tando o determinante da métrica por det(g,,) = g; mediante uma mudanca no sistema de
coordenadas, este ultimo se transforma como

, | Oxt
g — ax,u/

2

g. (2.162)

Em que o termo quadratico é o determinante da matriz jacobiana.
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Em um sistema de coordenadas arbitrario, definimos o elemento de volume como

"z =da" A Ndat = Y sgn(P)dztPO @ -+ @ dat P, (2.163)

PeS,
No somatério, S, é o grupo simétrico de ordem n e P um elemento de S,; sgn(P) = 1 para
permutagoes pares e sgn(P) = —1 para permutagoes impares. Na pratica, a expressao
acima significa que devemos somar todas as permutagoes possiveis, comegando a partir de
dxtPm A - A dxtPm) | colocando “+7 quando a troca for par e “—” quando a troca for

impar. Exemplo:

dx® A da® A dxY = dzx® @ da® @ dz” + dz" @ dz® @ dx® + dz’ @ dx? @ dx®
—dz* @ dx) @ di® — di® @ dx® @ dx) — dx) @ dz® @ da®.

Sob uma mudanca no sistema de coordenadas, as 1-formas se transformam conforme
(2.33)), levando-nos a concluir que dz™ se transforma da seguinte maneira:

oz

ozt

dz" AN - ANdat = | Az A -+ A datn, (2.164)

Multiplicando (2.162) por —1 e tirando a raiz quadrada de ambos os lados, podemos
substituir a matriz jacobiana, em ([2.164)), levando-nos a

d"/—g=d"z'\/—g. (2.165)

Concluimos, portanto, que o elemento de volume acima ¢ invariante sob mudancas no

sistema de coordenadas.

2.13.2 Divergéncia e teorema de Stokes

A partir da derivada covariante de um vetor, cujas componentes sao V,V?* =

9,V + F/\WV“, definimos a divergéncia de V* contraindo v com \; portanto
V, VY =9,V 17, VI (2.166)

A partir de (2.110]), podemos escrever o simbolo de Levi-Civita como

oI/ 1 vo
= 59" 0ugov, (2.167)

em que foi usado o resultado ¢"7(0,9us — 0r9u) = 0, uma vez que o termo entre parénteses

¢ anti-simétrico em v e o, enquanto ¢ contraido em v e o com g,,, que é simétrico.

E possivel demonstrar que a derivada do determinante da métrica vale

049 = 99" 0ugov- (2.168)
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Usando isso em (2.167]), encontramos que

v, =—""/ (2.169)

Portanto podemos escrever o divergente, (2.166|), como
1

vV, VY =09,V" +
e

VO, —g (2.170)

ou

= 14 1 14
Vv,V = \/__gay(\/—_gv ) (2.171)

Integrando (2.171]) sobre um hipervolume quadridimensional:
/ Y,V —gdie = / 9, (vV=gv")d'z, (2.172)

em que utilizamos ([2.165)). Note que a expressao acima ¢ independente do sistema de
coordenadas. A integracao sobre o quadrivolume pode ser transformada em uma integral

sobre uma hipersuperficie fechada; portanto

/ 0, (V=gV")d'z = f V¥nu/—gdS. (2.173)
ou

/ v, VY —gdis = f V¥ /—gd*S. (2.174)
O d®S denota o trivolume da hipersuperficie tridimensional que delimita o quadrivolume

da integracao e obedece a definicao (2.163)); por sua vez, n,, ¢ um vetor normal unitario ao

elemento de hipersuperficie que, por convencao, aponta para fora do quadrivolume.
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3 Relatividade Geral

A teoria eletromagnética construida por J. C. Maxwell previa que o valor da
velocidade da luz era ¢ = 300.000km /s. Partindo de observagdes astronémicas, o holandés
Willem de Sitter demonstrou que a velocidade de propagacao da luz nao depende da
velocidade de movimento do corpo emitente (EINSTEIN| 2019). Estes fatos estavam em
claro desacordo com os fundamentos da mecanica classica, que previam exatamente o oposto
do que foi verificado pelo de Sitter. Essa incompatibilidade entre o eletromagnetismo
e a mecanica classica s6 foi resolvida em 1905, quando Albert Einstein publicou sua
teoria da relatividade especial. Tomando como referéncia as palavras do proprio Einstein
(EINSTEIN, [2019), por meio de uma série de experimentos mentais, a primeira se¢ao
deste capitulo imerge o leitor em uma construcao do que ficou conhecido como principio
da relatividade geral. Com as conclusoes alcangadas por meio deste principio, a segunda
secao apresenta de forma heuristica as equagoes de campo de Einstein, cujo contetudo
fisico ¢é a descricao da gravidade por meio da curvatura do espago-tempo. Na sequéncia,
sao apresentadas as equacoes de Einstein-Maxwell, que descrevem a dindmica dos campos
eletromagnéticos e gravitacionais. Na sec¢ao [3.4] serda descrito de forma breve o processo
fisico que leva a formacao dos buracos negros, cujo campo gravitacional externo a esses
corpos é descrito por meio da solucao das equagoes de Einstein. Por sua vez, um conjunto
de solugoes das equacoes de Einstein e Einstein-Maxwell serao apresentadas na segao |3.5
em particular, a solu¢ao de Reissner-Nordstrom-de Sitter serda de interesse para os proximos
capitulos. Na se¢ao sera apresentado o formalismo conhecido como decomposi¢ao de

Eckart, cujos resultados serao utilizados no capitulo 5.

O formalismo da relatividade geral permite construir as leis gerais que governam
a dindmica dos buracos negros. Em 1973, Bardeen, Carter e Hawking (BARDEEN;
CARTER; HAWKING, [1973) chegaram a essas leis, cuja notével semelhanga com as leis
da termodinamica é destacada pelos proprios autores. Todavia, conforme eles mesmos
apontam, a semelhanca entre esses conjuntos de leis é apenas uma analogia formal; de
fato, buracos negros classicos tém temperatura nula, uma vez que eles absorvem radiacao
mas nao emitem (para maiores detalhes, veja, por exemplo, (BARDEEN; CARTER;
HAWKING, [1973)). Contudo, os buracos negros quanticos emitem radiagdo e, o que
parecia ser apenas uma analogia formal, foi revelado ser uma importante caracteristica
sobre os buracos negros; as leis obtidas pelos trés fisicos possuem, na verdade, um conteido
termodinamico. Por este motivo, essas leis ficaram conhecidas por leis da termodinamica

de buracos negros, e é o contetido de andlise da se¢ao (3.7}
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3.1 Principio da relatividade geral

A teoria da relatividade especial publicada por Albert Einstein em 1905 postula que
para fins de descri¢ao de um processo fisico que ocorra na natureza, qualquer referencial
inercial é valido. Como toda boa teoria que se preze, as consequéncias deste postulado hao
de ser testadas e, portanto, apenas a experiéncia pode falar se nossa premissa é verdadeira.
Desde que foi formulada, iniimeras verificagoes experimentais da teoria da relatividade
especial foram confirmadas, logo, ela vem se mostrando uma teoria confiavel quanto a sua

utilizagao na descricdo da natureza.

A relatividade especial, em certo sentido, privilegia os referenciais supracitados, uma
vez que esta postula que as leis da natureza s sao validas em relacao a estes referenciais,
chamados de inerciais. Assim, é natural que qualquer espirito desejoso de generalizacao
queira estender esse principio, e enunciar que as leis da natureza sejam as mesmas em
qualquer sistema de referéncia, independente do seu estado de movimento. Portanto, uma
teoria fisica baseada neste principio teria suas equagoes escritas da mesma forma em
qualquer sistema de referéncia. Contudo, a experiéncia cotidiana de estar sentado no banco
de um 6nibus e sentir um “puxao” jogando-nos para a frente quando o 6nibus freia, parece
frustrar essa busca por uma possivel generalizacdo do principio da relatividade especial.
Todavia, a interpretacdo minuciosa de um fato ja reconhecido pela mecanica cléssica,
nos levara a uma nova teoria que obedecera ao nosso principio da relatividade especial
generalizado (que chamaremos a partir de agora de principio da relatividade geral), e

também nos fornecera uma nova visao sobre a gravidade.

Na gravitacao newtoniana, a equagao de movimento de um corpo que esteja sob a

acao de um campo gravitacional é escrita como
md(t) = —myVo(7(t), 1), (3.1)

em que a é a aceleragao do corpo e ¢ o potencial gravitacional. Do lado esquerdo, a massa
inercial m; mede a resisténcia oferecida pelo corpo na tentativa de mudar seu estado de
movimento; ja do lado direito, a massa gravitacional m, quantifica a resposta do corpo
dado a presenca de um campo gravitacional. Experimentalmente ja ¢ bem conhecido o
resultado de que corpos com diferentes propriedades fisicas caem com a mesma aceleragao
em um campo gravitacional. Dito isto, é inevitével concluir que m;/m, = 1. Conforme
ficara claro a seguir, essa igualdade entre massa inercial e massa gravitacional é um

argumento a favor do nosso principio da relatividade geral.

Acompanhe o seguinte experimento mental (EINSTEIN| [2019). Um ser, cuja a
origem nao é relevante, acelera uniformemente “para cima” um elevador, que possui em
seu interior um observador. O observador no interior do elevador realiza o experimento de
soltar dois objetos de diferentes propriedades, e observa que ambos caem com a mesma

aceleracao, chegando a conclusao de que esta em “repouso” no campo gravitacional de
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algum planeta. Para alguém que esteja do lado de fora do elevador observando a situacao,
descrevera este cenario falando que o “chao” do elevador acelera uniformemente em dire¢ao
aos dois objetos soltos e, portanto, colidem com ele ao mesmo tempo. A afirmacao do
observador no interior do elevador em interpretar o seu experimento em termos de um
campo gravitacional, repousa na igualdade entre massa inercial e massa gravitacional, caso
contrario, jamais poderia descrever seu experimento em termos de um campo gravitacional.
Imagine ainda que o observador dentro do elevador olha para um lustre pendurado no
“teto”, e percebe que o cabo que o sustenta esta tensionado. Ele interpreta este fato
como sendo consequéncia de que o lustre esta sendo puxado para baixo por uma forca
gravitacional e, em resposta a isso, o cabo puxa o lustre para cima para equilibrar a
“gravidade”. Contudo, para alguém do lado de fora, o cabo de sustencao esta tensionado,
pois a aceleracao que é impressa ao elevador, é comunicada ao lustre por meio do cabo,
que forga o lustre a acompanhar o movimento. Portanto, o que determina a tensao para

um € a massa gravitacional, e para o outro, a massa inercial.

Retomando o contraexemplo citado anteriormente no segundo paragrafo desta
secao, alguém que esteja dentro de um 6nibus e experiencia um “puxao” para a frente
apés o Onibus freiar, podera interpretar esta situacao como estando em repouso dentro do
onibus e que durante um certo intervalo de tempo, é submetido a um campo gravitacional
variavel no tempo. Portanto, se conhecemos como um determinado fendmeno se desenvolve
do ponto de vista de um referencial inercial, saberemos como ele ocorre do ponto de
vista de um referencial que acelera em relacao ao primeiro, bastando somar os efeitos do
campo gravitacional existente do ponto de vista do referencial acelerado, ao fenémeno
em questao. Com toda esta discussao, gostariamos de chamar atencao para um detalhe.
O leitor pode ser levado a chegar a errada conclusao de que podera anular ou simular
um campo gravitacional mediante apenas uma troca de referencial; contudo, isto esta
longe de ser verdade para campos gravitacionais reais. Como exemplo, ndo hd nenhum
referencial na Terra que possa ser usado para “cancelar” o seu campo gravitacional, dado
que este ultimo nao é homogéneo. Apenas campos gravitacionais uniformes satisfazem as

propriedades descritas.

Uma das conclusoes que segue do principio da relatividade geral é a seguinte. Uma
lei fisica ja bem conhecida é a que os raios de luz seguem trajetérias tais que o tempo para
percorrer uma determinada distdncia saindo de um ponto A até um ponto B é extremizado.
Na auséncia de campos gravitacionais, esta trajetoria é uma reta. Porém, do ponto de
vista de um referencial que se move aceleradamente, existe um “campo gravitacional”.
Pelo principio da relatividade geral, deve valer a mesma lei de extremizagao do tempo,
contanto que o efeito do campo gravitacional existente neste referencial seja levado em
consideracao. Por outro lado, ja ¢ bem conhecido que a trajetéria que extremiza o tempo
em um campo gravitacional uniforme é uma parabola, o que nos leva a incrivel conclusao

de que os raios de luz nao seguirao mais trajetérias retilineas no referencial acelerado, e
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sim, trajetorias curvas!

Considere agora o seguinte experimento mental (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS,
2008). Dois relégios sao colocados nas extremidades dianteira e traseira de um foguete,
que acelera verticalmente “para cima”; os relégios serdo nomeados de relégio A e B,
respectivamente. Suponha que quando o foguete passa pela posicao I, o relogio A emita
um sinal de luz, que chegard no relégio B quando o foguete estiver na posicao 11, tendo
percorrido uma distancia D;. Agora, suponha que quando o foguete estiver na posicao
II1, A emita outro sinal de luz, que percorrerd uma distancia Dy e alcancara o relégio B
quando o foguete estiver em IV. Pela figura [J] estd claro que D; > Dy, afinal, o foguete
estd acelerando, logo, o sinal que sai de A até B quando o foguete esta passando pelas
posigoes [11 e IV precisara percorrer uma distdncia menor. Supondo que o intervalo entre
os sinais emitidos pelo relégio A tenha sido de um segundo, o relégio B o recebera em um
intervalo menor do que um segundo, pois o segundo sinal precisou percorrer uma menor
distancia. Um observador que esteja com o relégio B na traseira do foguete concluira que

o seu relégio esta passando mais devagar.

Pelo principio da relatividade geral, esta mesma conclusao devera ser valida no
campo gravitacional terrestre. Se apoiarmos um relégio em cima de uma mesa, e outro no
chao, os dois marcarao tempos diferentes, devido a intensidade do campo gravitacional ser

diferente nos dois pontos. Um calculo rapido dessa diferenca nos leva ao resultado

2gh
tmesa — tehao = ——- 3.2
" Cthth ( )

Em que g é o médulo do campo gravitacional terrestre, h a altura da mesa e ¢ a velocidade

da luz.

Outro experimento mental (EINSTEIN| 2019) cujos detalhes serdo dados a seguir
nos levarao a conclusao de que é necessario uma geometria mais geral do que a geometria
Euclideana para se formular uma teoria baseada no principio da relatividade geral. Imagine
um disco que gira no seu préprio plano e em torno do seu eixo. Considere agora que um
observador que estd no centro do disco posicione uma régua tangencialmente a borda
do disco. Da relatividade especial, um observador que esta fora do disco observara uma
contracao ocorrendo no comprimento desta régua. Se esta tultima for colocada na diregao
radial, nenhuma contragao sera observada. Portanto, se o observador que vé o disco girando,
medir o comprimento deste e dividir pelo diametro, obtera que

— > T 3.3
5 > (3.3)

contrariando o resultado bem estabelecido da geometria Euclideana, que C'/2r = 7. Com
isto, prova-se que teoremas da geometria Fuclideana nao podem valer com exatidao no

disco giratorio, e portanto nem em campos gravitacionais gerais.
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Figura 9 — Um relégio na dianteira de um foguete acelerado parece estar em ritmo mais
acelerado que um relégio na traseira do foguete.

3.2 Equacoes de campo de Einstein

Fagamos um breve resumo das conclusoes alcangadas até o momento, gracas ao

principio da relatividade geral.

A) A trajetoria dos raios de luz sao afetadas pela presenca de wm campo gravitacional.
B) Campos gravitacionais exercem influéncia sobre a passagem do tempo.

C) Campos gravitacionais exercem influéncia sobre a geometria do espago.

O item A) se mostrou surpreendemente correto na expedi¢ao financiada em 1919
pela Royal Society, que verificou a curvatura da trajetoria dos raios de luz que passavam
proximo do Sol, durante a observacao de um eclipse solar, na cidade de Sobral no estado
do Ceara H Ja os itens B) e ('), nos mostram que a gravidade influencia ndo s6 geometria

do espago, mas também, do tempo, e, portanto, do espago-tempo.

Por meio desta série de discussoes, ¢ evidente que uma generalizacao do principio
da relatividade especial nos levara a uma teoria nova do campo gravitacional. As equagoes
que descreverao o campo gravitacional devem reger o comportamento de qualquer campo,
inclusive daqueles que sao percebidos por observadores em referenciais em movimento
arbitrario. Baseados nesta série de argumentos e com o auxilio de hipoteses adicionais
que serao destacadas a seguir, chegaremos a lei que descreve a gravitacao de um ponto de

vista geral, e que naturalmente estara de acordo com nosso principio da relatividade geral.

Uma das primeiras hipdteses que levantaremos é a de que a matéria curva o espaco-

tempo. Note que esta é uma hipotese razoavel, uma vez que o principio da relatividade

1O leitor pode achar que este fato viola a relatividade especial, entretanto, interpretamos esta situacio

concluindo que a relatividade especial nao tem validade irrestrita.
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geral nos permitiu chegar a conclusido destacada no item A) supracitado. O item C') deixa
claro que uma teoria que descreve o comportamento geral de campos gravitacionais nao
pode ser construida com base em uma geometria Fuclideana. Note que isto nao implica
que a geometria do espaco-tempo seja necessariamente riemanniana. E possivel construir
teorias que tenham geometrias mais gerais do que a riemanniana e que dao conta de
abarcar a hipotese supracitada. Portanto, uma hipdtese adicional que faremos é a de
que o espaco-tempo seja descrito em termos de uma variedade pseudo-riemanniana e
quadridimensional. Supde-se ainda que as equagoes de campo devam reduzir-se a equagao
de Poisson que descreve a gravidade no regime que chamaremos de Newtoniano EL logo,
supomos que as equagoes dependam da métrica e das suas derivadas em segunda ordem.
Também conjecturamos que a parte da geometria que acopla com o tensor de energia e

momento, tenha 4-divergéncia nula.

Suponha um cenério onde tenhamos um corpo massivo curvando a geometria do
espaco; a maneira como este corpo modifica a geometria ao seu redor, ditarda como um
segundo corpo devera se mover na presenca do primeiro. Portanto, é esperado que das
equagoes de campo, possamos obter as equagoes de movimento do segundo objeto. Desta
forma, justifica-se a tultima hipotese feita no paragrafo anterior. Por fim, dado que todas
as leis da natureza devem ser expressas de uma forma covariante, isto é, devam ser validas
em todos os sistemas de referéncia, as equacoes devem se transformar da mesma forma
quando passarem por uma mudanca no sistema de coordenadas e manterem seu aspecto.
Devido a natureza universal da lei de transformacoes dos tensores, uma equagao escrita
no formalismo tensorial automaticamente satisfaz essa exigéncia. Note que uma equagao
escrita conforme os requisitos supracitados também estd de acordo com o principio da

relatividade geral.

Vimos na secao que o tensor de Einstein carrega informagao sobre a curvatura
e tem 4-divergéncia nula. Portanto, ele possui as propriedades desejadas para acoplar com
o tensor de energia-momento 7, que descrevera a matéria. Fazendo esse acoplamento,

chegamos a
o 1 - 811G

R,u,l/ - ig,uuR = ! T}w, (34)

em que G é a constante da gravitagdo universal de Newton e ¢ é a velocidade da luz. Essa
equagao pode ser generalizada com a adi¢ao do termo cosmoldgico. Denotando a constante

cosmoldgica por A, podemos escrever a versao generalizada na forma

. (G

1 o
RIJ«V — §g#yR -+ Aguy = 7TMV' (35)

A constante cosmolégica foi adicionada por Einstein para dar uma solugdo de um

modelo cosmoldgico estatico. Ela foi acrescentada nas suas equacodes antes do trabalho

2 Regime em que os campos gravitacionais podem ser considerados fracos e que os corpos massivos se

movem com velocidades menores do que a da luz.
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do Hubble a respeito da expansao do universo, e foi considerada por ele seu pior erro.
Entretanto, ela se provou muito importante pois é o termo que explica a expansao acelerada

do universo, detectada na década de 90.

Os argumentos usados, aqui, para chegar em foram heuristicos. Todavia, o
teorema de Lovelock assegura que as equagoes de Einstein com o termo cosmoldgico sao as
Unicas equacgoes de Euler-Lagrange de segunda ordem, em um espago quadridimensional,
que podem ser obtidas a partir de uma densidade lagrangiana do tipo L(g,,). (Para

maiores detalhes, veja (LOVELOCK] 1969).)

3.3 Equacoes de Einstein-Maxwell

O principio da acao estacionaria é um dos principios mais fundamentais da fisica,
governando todas as teoria fisicas conhecidas. Ele se baseia em escrever uma funcao,
chamada lagrangeanaﬂ que descreve o sistema em questao, e integra-la no espago-tempo,
definindo assim, a acdo. As equagoes que governam a dindmica do sistema sdao obtidas
mediante a exigéncia de que sob pequenas variagoes nos campos, a agao se mantenha

estacionaria. Matematicamente isto se traduz da seguinte forma
59 — 6/Ld4x —0. (3.6)

O resultado de (3.6)) sdo as equagoes de Euler-Lagrange.

A titulo de exemplo, consideremos a lagrangeana que descreve o campo eletromag-
nético no vacuo, nos restringindo a regioes livres de cargas e correntes. Esta lagrangeana

pode ser escrita como

L= —ﬂgp“g"”FngW, (3.7)

41
em que jiy ¢ a permeabilidade magnética do vacuo, F,, = 9,4, — 0,A, ¢é o tensor do
campo eletromagnético, e A* é o 4-potencial, definido como A* = (¢, /T), em que ¢ é o
chamado potencial escalar e Ao potencial vetor. As variaveis independentes neste caso
sdo a métrica e o 4-potencial. Para cada uma, haverd uma equagdo de Euler-Lagrange.

Para as variacao em A,, obtemos

V,F*" = 0. (3.8)

No formalismo da teoria classica de campos, podemos definir o tensor de energia-momento
[ de um campo arbitrario através da variacio da agio em relacio ao tensor métrico, o que

nos levard a

oL
T =22 gL, (3.9)
0w
O correto seria densidade lagrangeana, muito embora usa-se na literatura a palavra lagrangeana.
Em geral, T*” nao é simétrico, mas ha métodos e razdes para querer simetriza-lo. Para mais detalhes,

o leitor é convidado a ler a segdo 32, pagina 79 de (LANDAU; LIFSCHITZ| |1971).

4
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Executando esta conta para a lagrangeana ((3.7]), chegamos que o tensor de energia-momento

do campo eletromagnético é

\/ — 1
T/u/ - IuOg<FMaFV6ga5 — ZgHVFaﬂFOQB). (310)

Note que este tensor é simétrico nos seus indices e obedece a equagao de conservacao de
energia

o

v, T" = 0. (3.11)

Portanto, substituindo (3.10) em (3.4), chegamos as chamadas equagoes de Einstein-
Maxwell.

o . 87TG€0

1
G (FHF" g — Zng«;ﬁwﬁ). (3.12)

c2

3.4 Colapso Gravitacional

As estrelas no universo se formam quando nuvens de gas e poeira se aglutinam
por causa da gravidade, deixando essa mistura cada vez mais densa. Devido ao atrito
entre as particulas, a temperatura comeca a aumentar até um ponto em que reagoes
nucleares comecam a ocorrer, convertendo atomos de hidrogénio em hélio e liberando
energia, que d& o brilho caracteristico das estrelas. Quando o “combustivel” nuclear da
estrela acaba, ela passa por colapsos, cujo estado final dependera de sua massa. Se a massa
for aproxidamente da mesma ordem da massa solar (M), seu estado final serd um ana

branca ou uma estrela de neutrons.

Os constituintes de uma ana branca sao em sua maioria elétrons, uma vez que
a energia térmica média por particula é o suficiente para ionizar o hélio presente na
composicao da estrela. A razdo entre a temperatura média dessas estrelas e a temperatura
de Fermi Ty ¢ da ordem de 1073, o que nos permite modelar essas estruturas como um
gas de elétrons em um estado degenerado e que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac.
Com base nisso, podemos derivar uma relacao entre a massa da estrela e o seu o raio
(PATHRIA] 1996)). A relagao explicita do raio como fun¢ao da massa é obtida em dois

casos extremos. Se o raio da estrela R obedecer a

i) B> 10°m
Ro M~/3 (3.13)

i) R < 10°m

/3 2/35 1/2

Om)3 n [ M\ M

R~ —— 1—1— 3.14
2 mc\m, M (3:14)

em que, em (3.14)), m é a massa de repouso do elétron, mp é massa do préton, M é a massa

da estrela e, por sua vez, My é um valor limite para a massa da estrela. Note que de acordo
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com , quanto maior a massa da estrela, menor o seu tamanho; se M = M, seu raio é
nulo. Um caso interessante ocorre quando M > M. Neste estagio de vida, uma ana branca
se mantém em equilibrio devido a pressao de degenerescéncia exercida pelos elétrons, que
contrabalanceia a gravidade da prépria estrela, que tende a aglutinar todo o seu material
no centro. A pressao de degenerescéncia surge devido ao principio da exclusao de Pauli,
que impede que mais de um elétron ocupe o mesmo estado. Contudo, fazendo M > M,
em , interpretamos que a pressao de degenerescéncia da estrela nao seria mais o
suficiente para impedir que a estrela colapse sobre si mesma, levando portanto, a uma
contracao continua do material estelar a regioes cada vez menores, resultando na formacao
de uma regiao no espago-tempo em que toda a matéria foi concentrada em uma regiao
extremamente pequena, e cuja curvatura é tao intensa, que nem mesmo a luz consegue
escapar; chamamos isso de buraco negro. Na década de 60, Roger Penrose demonstrou que
os buracos negros sao formados a partir do colapso gravitacional de estrelas supermassivas,

o que o levou a ganhar o prémio Nobel de 2020.

A inevitabilidade da singularidade como um estado final de colapso de corpos
massivos resulta do teorema das singularidades, provado por Penrose, Hawking a Geroch
(HAWKING; PENROSE] [1970). Se o tensor de energia-momento que descreve a matéria
passando por um colapso gravitacional satisfizer a condigao forte de energia, o colapso

gravitacional levara a uma contragao ilimitada da matéria.

3.5 Solucoes de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom-de Sitter

Qualquer corpo massivo com simetria esférica pode produzir um campo gravitacional
com também simetria esférica, constituindo uma importante classe de solugoes das equagoes
de Einstein: as solugoes esfericamente simétricas. De forma geral, as solugoes das equagoes
de Einstein que descrevem o campo gravitacional exterior de corpos massivos isolados e

com simetria esférica possui a forma
ds* = —B*(r)c*dt* + C*(r)dr® + r*d6* + r? sin® 0d¢*. (3.15)

O chamado teorema de Birkhoff, afirma que toda solugao das equacoes de Einstein no
vacuo que é esfericamente simétrica é necessariamente estatica. Isto significa que a métrica
além de ser estacionaria, isto é, que ela é invariante sob translacao temporal, também é

invariante sob reversao temporal.

A primeira solucao das equagoes de Einstein dessa forma foi encontrada por Karl

Schwarzschild em 1916, cuja forma especifica é

2GM 2GM\
ds® = — <1 — G )cht2 + (1 — G ) dr? + r2df* + r? sin® 0do?. (3.16)

c2r cr
Note que neste caso, B(r) = 1/C(r). Seja €4, e;, €3 trés vetores espaciais ortonormais em

um ponto p. O vetor deslocamento dr da posi¢ao de um ponto em uma vizinhanga pequena
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de p pode ser caracterizada pelos trés nimeros (0z, dy, 0z): 0r = dxe; + dye; + dze;. Se

ei, e;, e e; estao direcionados ao longo de 7,0 e ¢, respectivamente, entao

dx = \/g1dr = (1 — 2(I;M>, (3.17)
c2r

0y = \/ga2dt = rdb, (3.18)

0z = \/g33d¢ = rsin Odao. (3.19)

O fator (1 — 2GM/c*r) reflete a curvatura do espago tridimensional. Tomando o limite de
r — oo em (3.16)), ¢ facil ver que o fator que caracteriza a curvatura no espago some, e a
métrica tende a forma que ela possui na relatividade especial, isto é, em um espaco sem
curvatura. Veja também que, da definicao de tempo-préprio 7 (tempo fisico que é medido
por reldgios)

dr = \/goodt — dr < dt. (3.20)

O que evidencia que conforme a distancia r diminui, o tempo medido por relégios também
passa mais devagar. A igualdade é valida somente no limite em que r — oo. Nesse mesmo
limite, o campo gravitacional passa a ser descrito pela aproximacao de campos fracos,
isto é, passamos a estar no dominio da gravitacdo Newtoniana. Nesta aproximagao gy =
—(1+2®/c?); em que ® é o potencial gravitacional Newtoniano dado por ® = —GM/r,
com M sendo a massa do sistema. Comparando este resultado com , fica evidente

que o fator M que 14 aparece pode ser associado exatamente com a massa do sistema.

De , vemos que as componentes da métrica apresentam duas singularidades;
emr=0eemr=2GM/c* Essas duas singularidades podem ter duas origens; (i) uma
singularidade nas coordenadas ou (ii) uma verdadeira singularidade no estrutura do espago-
tempo. A origem dessas singularidades é distinta, sendo a segunda uma singularidade
coordenada, que pode ser removida por uma troca de sistema de coordenadas. Ja a
primeira, r = 0, é chamada de singularidade fisica, pois ndo pode ser removida por uma

transformacdo de coordenadas. Em valores numéricos, a “singularidade” em rg = 2G M /c?

2GM M
R 3<M®>km, (3.21)

¢é dada por

em que My ~ 2x 10%°kg é a massa do Sol. Portanto, para corpos celestiais ordindrios, como
o Sol ou a Terra, o raio de Schwarzschild rg fica no interior destes corpos, onde a solugcao
de vacuo de Schwarzschild nao é mais valida. Na verdade, as singularidades supracitadas

sO serao relevantes para corpos que sofrerem um colapso gravitacional completo.

As equagoes de Einstein-Maxwell discutidas na secao anterior podem ser modificadas

para incluir a constante cosmolégica, passando a serem escritas como

. 1 . 87G 1
Ry = St + Agy = O (PR g — 19" FagF*). (3.22)
C
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Uma solucao bem conhecida desta equagao é a de Reissner-Nordstrom-de Sitter, que pode
descrever um buraco negro eletricamente carregado em um espago-tempo com constante
cosmolégica. Esta solu¢do tem a forma dada por (3.15)), com B(r) = 1/C(r), em que B(r)
¢ escrito como

Bir)=1—-""+"2 — —. (3.23)
Nessa equacgao, M é chamada de massa geométrica no caso em que Q = 0, ) esta
relacionada com a carga elétrica ¢, e por sua vez, L é a escala de comprimento de de Sitter,

que esta relacionada com a constante cosmologica. As equagoes que relacionam M com m,

@ com g e L com A sao

Gm G 3
M = — = _ = —.
c?’ @=q Aregct’ L2

Perceba que, aqui, estamos usando o sistema internacional de unidades, isto ¢, m é dada

(3.24)
em quilogramas, ¢ em metros por segundo, ¢ em coulomb etc.

3.6 Decomposicao de Eckart

O tensor de energia-momento, como comentado anteriormente, pode ser construido
a partir da variacao da acao em relagao a métrica, o que nos leva a . Independentemente
da forma deste tensor, foi demonstrado por Eckart (ECKART) 1940) que sempre podemos
decompo-lo em termos das suas componentes projetadas numa congruéncia tipo-tempo,
e que terao uma interpretacao fisica conveniente. Para isto, Eckart, considerando a 4-

velocidade v® de um conjunto de particulas materiais, tal que
V2, = —1, (3.25)

definiu um tensor, dado por
h,” =4, + v, 0" (3.26)
de modo que, qualquer vetor F* pode ser projetado na dire¢ao do eixo do tempo-proprio

e do espago-préprio, a partir de

f=—-u,F" (3.27)
fr=nhlFE". (3.28)
Por conveniéncia, estamos usando ¢ = 1. Porém, retornaremos o ¢ mais adiante.
A partir das equagoes e , é facil verificar que
Ft = fot 4 fH. (3.29)

Além disso, é imediato verificar que o tensor definido em ([3.26)) obedece as seguintes

propriedades

hUhY =N, W= gt o, W = h g Y (3.30)
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Além de obedecer também a

v, =0, v’h, = 0. (3.31)
Munido destas propriedades e de , podemos concluir também que

WY EF, = g* fofs >0, (3.32)

sendo a igualdade valida apenas quando F),, = fv,. A partir do campo vetorial v* e o
tensor A", podemos entao decompor qualquer tensor de energia-momento em termos de

suas componentes proprias, sendo estas definidas por

Wl

p =T, 0", T, h* (3.33)

q" = —ch T vg, PH = —ha“hB”To‘ﬁ + pht”, (3.34)

em que voltamos com o ¢ # 1. Na decomposicao de Eckart, identificamos o p como
densidade de energia, p como pressao isotrépica, ¢ como fluxo de energia (“fluxo de calor”)
e P como pressao anisotrépica (ou ainda, “tensor de tensao viscosa”). Desta forma, dado

sua decomposi¢ao, o tensor de energia-momento passa a ser escrito como

2
+ ph*” + 4 () — phv. (3.35)

Logo, se v* representar a 4-velocidade das particulas de um fluido, esta equagao representa
o tensor de energia-momento desse fluido. E, se considerarmos que nao ha fluxo de energia

e nem pressao anisotrépica, nés obtemos o tensor de energia-momento de um fluido ideal

" = (p+ p)v"v” + pg"”. (3.36)

3.7 Termodinamica de buracos negros

Em 1973, Bardeen, Carter e Hawking, publicaram um trabalho intitulado ”As
quatro leis da mecéanica dos buracos negros” (BARDEEN; CARTER; HAWKING] 1973])
em que exploram, por meio da relatividade geral, as leis que governam os buracos negros.
Dentre os resultados, esta a notavel propriedade de que a area do horizonte de eventos
sempre cresce, quando matéria ou radiacao cai dentro de um buraco negro. Além disso, se
dois buracos negros se fundem, a area do buraco negro resultante ¢ maior do que a soma

da area dos dois buracos negros iniciais. Essa lei é expressa matematicamente na forma
AA > 0. (3.37)

Analogamente, a entropia de um sistema termodinamico fechado nao diminui. A entropia
¢ a medida do nimero de configura¢des miscroscopicas que um sistema termodindmico

pode ter, para certas variaveis macroscopicas definindo um macroestado. Por outro lado, a
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entropia também pode ser compreendida em termos de informacao; em outras palavras,
isso significa que diminuir o nimero de microestados acessiveis é equivalente a ganhar
informagao sobre a configuragao interna do sistema. Em um colapso gravitacional que
resulta na formagao de um buraco negro, muita informacao é perdida a respeito da
configuragao interna da matéria. Para um dado buraco negro com uma determinada
massa, carga e momento angular, muitas configuragoes diferentes de matéria passando
por um colapso gravitacional poderia ter resultado na formagao deste. Como a entropia
estd relacionada com o ganho ou a perda de informacao, e no processo de formagao de um
buraco negro, muita informagao é perdida a respeito da configuracao interna da matéria,
os buracos negros devem possuir entropia. De fato, caso esses corpos nao tivessem entropia,
a existéncia deles permitiria a possibilidade de processos que violassem a segunda lei da

termodinamica.

Ainda sobre o trabalho de Bardeen, Carter e Hawking, foi demonstrado por eles
que pequenas variacoes na massa M estdo conectadas com pequenas variagoes na area A

do horizonte de eventos, carga () e momento angular J através da equacao

dM = 8idA + QpdJ + $ydQ, (3.38)
T

em que Kk = 47r\/ M? —@Q? — J?/M?/A é a gravidade superficial, e representa a forca
necessaria para manter um objeto estacionario no horizonte de eventos; Qy = 4w J/MA é
a velocidade angular, e &5 = 47Qr, /A é o potencial elétrico do buraco negro. Quanto
ao significado fisico de k, este representa a forga realizada por um observador no infinito
para manter um corpo de massa unitaria estatico no horizonte de eventos, que equivale a

aceleracao gravitacional gerada na superficie do buraco negro (MENEZES| 2021)).

Note que, nessa analogia com a termodinamica, a area desempenha o papel de
entropia, e portanto, k desempenharia um papel analogo ao da temperatura; de fato,
¢é constante ao longo do horizonte de eventos, bem como a temperatura é constante em
um sistema em equilibrio térmico. A analogia pode ir ainda mais longe se explorarmos o
fato de que x nao pode ser feito igual a zero por meio de uma série finita de processos,
conforme demonstrado em (BARDEEN:; CARTER; HAWKING;, 1973). Na termodinédmica,
é bem conhecido que a terceira lei afirma que a temperatura nao atinge 7' = 0 K por
meio de processos finitos. Todos esses resultados obtidos em (BARDEEN; CARTER;
HAWKING;, [1973)) foram puramente com o uso de relatividade geral, e nada tem haver
com termodinamica; todavia, o que parecia ser apenas uma analogia formal, se revelara

na verdade uma importante caracteristica a respeito dos buracos negros.

Em 1975, Hawking, ao considerar a interacao entre o campo gravitacional dos
buracos negros e campos quanticos no espago-tempo (HAWKING] |1975), chegou ao
importante resultado de que buracos negros possuem um espectro de radiagao térmica

equivalente ao de um corpo com temperatura diferente de zero. Para um buraco negro de
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Schwarzschild de massa M, no sistema internacional de unidades, essa temperatura vale

hed

= 8tGMkg' (3.39)

Tu

em que h é a constante de Planck reduzida e kp é a constante de Boltzmann.

Em 1973, Bekeinstein, convencido de que buracos negros deveriam de fato possuir
entropia, e baseado nos resultados do Hawking a respeito da area do horizonte de eventos
(HAWKING] 1971)) e sua incrivel semelhanga com a segunda lei da termodinadmica, de-

rivou que a entropia é um miultiplo da area do horizonte de eventos, mais precisamente

(BEKENSTEIN| 1973)
kBC?’A
Sy = ) 3.40
B "4Gh (3.40)

Essa quantidade é conhecida como entropia de Bekenstein-Hawking.

A area do horizonte de eventos escrita em termos da massa M, carga () e momento

angular J é

A=dr(2M? — Q* + 2M [ M? — Q* — J2/M?). (3.41)

Essa relacao pode ser invertida, levando a féormula da energia interna de um buraco negro

m(Q2 + Ajar)” +4J2}1/2

MEM(A,J,Q):{ T

(3.42)

Diferenciando (3.42)), somos levados a (3.38]).
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4 Teleparalelismo Equivalente a Relatividade

Geral

Teorias teleparalelas sao baseadas em uma configuragao geométrica chamada
de paralelismo a distancia (ou teleparalelismo). Uma condigdo tnica e suficiente para
estabelecer o paralelismo a distancia é que o tensor de curvatura seja zero, conforme
estabelecido por Eisenhart em 1927 (EISENHART) 1927)). Uma vez que essa condicao é
satisfeita, o transporte paralelo de um vetor de um ponto P para um ponto () independe do
caminho percorrid(ﬂ Com base nisso, é possivel construir a partir do transporte paralelo
de um vetor V em um ponto P, um campo de vetores paralelos para todos os pontos da

variedade.

Diversas teorias baseadas no paralelismo a distancia ja foram usadas por intimeros
pesquisadores para investigar e tratar varios problemas; dentre eles, podemos citar: o
problema da localiza¢ao da energia gravitacional (MALUF| 2013); a explicacdo da expansao
acelerada do universo sem o uso de pressao negativa (BENGOCHEA; FERRARO, [2009;
CARDONE; RADICELLA; CAMERA| 2012; CAI et al [2016); entropia de buracos
negros (HAMMAD et al.| [2019)), entre outros. Nesta dissertagao, estamos interessados na
teoria teleparalela que descreve a gravidade, e cujas equagoes de campo sao equivalentes
as da relatividade geral. Porém, antes de apresentarmos o teleparalelismo equivalente
a relatividade geral (TEGR, da sigla em inglés) propriamente dito, nas primeiras trés
secoes prepararemos o leitor com os prolegdmenos mateméaticos necessarios, em que
reescreveremos algumas entidades geométricas anteriormente definidas, em termos de
bases nao-coordenadas, na sequéncia apresentaremos a nocao de teleparalelismo que estara
presente no TEGR, e por sua vez, introduziremos a nocao de campos de tetrada como
referenciais, que serd de fundamental importancia para o equivalente teleparalelo da
relatividade geral. Na quarta e quinta secao serao apresentadas as equagoes de campo
do TEGR, bem como o seu acoplamento com a eletrodinamica nao-linear, cujas solugoes
serdao de interesse nos préximos capitulos. A ultima secao sera devotada a apresentar uma

abordagem que nos permitira simplificar as expressoes.

4.1 Expansao de alguns objetos em bases nao-coordenadas

Esta secao é destinada a escrever alguns objetos matematicos anteriormente defini-

dos, em termos de bases nao coordenadas.

L Conferir secio equagao ([2.148|).
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4.1.1 Parénteses de Lie

Na secao definimos os parénteses de Lie e o escrevemos em termos de uma base
coordenada, cuja forma explicita estd dada na equagao (2.20]). Contudo, considere agora
um conjunto de vetores de base nao-coordenada {e,}, que quando expandidos em termos

de uma base coordenada qualquer tem a forma
eq = €,"0). (4.1)
Em termos desta base, os parénteses de Lie tomam a forma
eares] = (e, Duer’ — & ue,)el e (4:2)
A partir disso, podemos ainda definir o chamado objeto de nao-holonomia, dado porE|
0%, = =0([en, ec]), (4.3)

em que Y é vetor dual de e,.

412 Conexao

Os coeficientes da conexao afim em relacao a uma base nao-coordenada sao definidos
como

wh, = 9 (Vyee). (4.4)

E interessante também computarmos a derivada covariante V,e,. Um célculo simples nos

leva a
V,ea = (0,e,) + ea’TAW)@,\. (4.5)

Como usualmente é feito, o termo entre paréntese é denotado por V ,e,*. Utilizando as
propriedades da conexao, podemos ainda extrair uma relagao entre (4.4]) e (4.5); portanto,

temos
_ b _ b c
Viea =€, Viea = €, w5, ec (4.6)

Conforme o que foi dito no pardgrafo acima, podemos fazer V e, = (V ,e,*)9y. Expandindo

ec = e, \dy, podemos igualar as componentes, para obter

Ve = ebuwcba e (4.7)

e por fim, contraindo com e?, e e *, obtemos

W, = €56, Ve (4.8)

2 Atente-se a possibilidade de variacdo de sinal na literatura, uma vez que a quantidade definida acima

possui um sinal de menos.
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4.1.3 Curvatura e Torcao

Partindo das defini¢des de torcao e curvatura, dadas nas se¢oes e respecti-

vamente, podemos escrever

R = ecw’s] — ealw ] + W — Wipw s + Q6w ey, (4.9)

Tabc = wabc - wacb + Qabc = 2wa[bc] + Qabc' (410)
A partir desta ultima equagao, podemos demonstrar a seguinte identidade
1
wabc = §(cha + cha - Qabc) + Kabc' (411)

Perceba que a partir de (4.7)) e (4.8), podemos recuperar as componentes da curvatura e

tor¢ao em uma base coordenada fazendo as contragoes

R)‘WU = ea’\ebuecyedaRabcd, (4.12)
T, = e, e’ e, T, . (4.13)

4.2 Teleparalelismo

A partir da nogao de teleparalelismo definida por Eisenhart (EISENHART] |1927),

podemos estabelecer a no¢ao mais restrita que estda presente no TEGR da seguinte forma:

Definicao 4.2.1 Seja M uma variedade diferencidvel dotada de uma métrica g

e uma conexdo V, compativel com a métrica e nao-simétrica. Seja {e,} um conjunto de

campos vetoriais e ortonormais entre si. Definimos a nocao de teleparalelismo a distancia
a partir de

Ve, =0&w, =0 (4.14)

A conezxdo que satisfaz (4.14) dd-se o nome de conexao de Weitzenbick.

Como consequéncia desta definicao, os e, sao dito serem paralelos; por isso, cha-
maremos {e,} de referencial teleparalelo. Um outro ponto importante é que a equagao
define uma familia de campos vetoriais que estao todos relacionados entre si por
transformacoes globais de Lorentz. E interessante destacar que (4.14) ndo é invariante
sob transformacoes locais de Lorentz. Portanto, nao é possivel fixar dois referenciais
como teleparalelos simultaneamente na mesma conexao, se eles estiverem conectados por

transformacoes locais de Lorentz.

O conjunto de campos vetoriais {e,} sera denotado por {e(), e, €(2), €3)} € serd
chamado de tetrada (neologismo da palavra inglesa “tetrad”). Por sua vez, é possivel
definir uma base dual que serd denotada por {*} e também chamada de tetrada, através
da relacao

W (ep) = 0y (4.15)
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Assim como e,, também podemos expandir ¥* em termos de uma base coordenada, obtendo
I = e da’. (4.16)

Logo, é possivel reexpressar a relagao (4.15) na forma
e’ e =0y, elel =0, (4.17)

em que foi utilizado a relagao inversa de (4.1)) e (4.16)) em conjunto de (4.15)) para obter a
segunda relagao de (4.15)). Como a base é ortonormal e e serd, por escolha, um vetor

tipo-tempo, devemos ter
g(eaa eb) = eauebyg;w = Nab, (418)

com 7, ¢ representando a métrica que descreve o espago-tempo de Minkowski. Note que
estamos usando indices latinos do inicio do alfabeto para representar indicesElSO(l, 3),
enquanto usamos os indices gregos para representar indices do espaco-tempo; estes ultimos

sao um caso particular do grupo linear geral.

Substituindo (4.14)) em (4.10), podemos escrever as componentes da tor¢ao em

termos do objeto de nao-holonomia, que pode ser escrito na forma

T, = 04, — Oy (4.19)

v E

b

em que uma contragio com e’ e e°, foi realizada. Além disso, fica claro a partir de (4.9)

que a curvatura associada a conexao de Weitzenbock é nula, portanto

E por sua vez, sabendo que a conexao adotada é compativel com a métrica e nao-simétrica,
os coeficientes da conexao de Weitzenbock expandidos em uma base coordenada podem ser
escritos em termos dos simbolos de Levi-Civita e da contorg¢ao, conforme . Partindo
de podemos escrever esses coeficientes na forma I'*,,, = e,%0,e%,, bastando para isso
substituir em e aplicar as propriedades da conexao. Por outro lado, quando

expandimos ([2.124]) em uma base nao-coordenada, essa expressao toma a forma
a __ °.a a
wt, =%, + K9%.. (4.21)
a R
Mas, uma vez que w?%, = 0, temos que

1
°oa a a a a
Wipe = —-K be — i(ch + ch — bc)' (422)
Um elemento do grupo SO™(1,3), omitiremos o sinal +, corresponde a uma transformagio de Lorentz
propria e ortocrona.

3
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4.3 Campos de tetrada como referenciais no espaco-tempo

Tradicionalmente, nao é costumeiro a literatura diferenciar duas ideias distintas;
um sistema de referéncia e um sistema de coordenadas. Nesta dissertacao, adotaremos a
distingao apresentada por Norton ((NORTON| 1993), p.837): Um sistema de coordenadas
¢ uma atribuigao suave e invertivel de quatro niimeros a eventos em um dado espago-tempo.
Por outro lado, um sistema de referéncia esta relacionado a um sistema fisico idealizado que
¢é usado para atribuir esses nimeros, nao sendo, portanto, apenas abstragoes matematicas;

eles estao relacionados a entes fisicos reais.

Definicao 4.3.1 Seja S um sistema de instrumentos hipotéticos que preenchem
0 espago inteiro movendo-se com velocidades arbitrdrias. Um sistema de referéncia, ou
um frame, € definido como sendo a congruéncia de curvas tipo-tempo definidas por S. Os

eventos no espago-tempo, portanto, pertencem a uma das curvas dessa congruéncia.

A partir dessa definicdo, as passagens de tempo serao computadas pelos relégios
que se movem com o frame{z_f]. Os campos vetoriais tipo-tempo que dao origem a congruéncia
da definicao 4.3.1 podem ser suplementados por uma triade de vetores tipo-espago, que
apontam para as linhas de mundo de elementos vizinhos dos elementos que compde o
frame (NORTON] 1993). Portanto, um sistema de referéncia se torna a especificagdo de um
conjunto de quatro vetores mutualmente ortonormais sobre o espaco-tempo. Finalmente,
dizemos que um sistema de coordenadas esta adaptado a um frame se as curvas definidas
pelo frame coincidem com as curvas definidas quando fazemos as coordenadas espaciais
constantes. Nessa visao, poderiamos ainda pensar em um frame como sendo a classe de

equivaléncia de sistemas de coordenadas adaptados a alguma congruéncia.

No TEGR, a tetrada definida dentro do formalismo da se¢do anterior é utilizada
como frameﬂ (no sentido definido na presente se¢ao). Vejamos de que forma isso é feito.
Seja x(7) a trajetoria de um observador, em que 7 é o tempo préprio do observador; a sua

velocidade é dada pelo 4-vetor definido por

dzt
wt = %. (4.23)
Podemos definir e(g) de forma que ey = u; logo, suas componentes sao
ut = ce ). (4.24)

Portanto, o observador estda sempre em repouso em relagao a {e(o), €(1)s €(2)5 6(3)}. Esta
claro, entao, que se tivermos uma congruéncia cujas curvas representam as trajetorias de
observadores caracterizados pelo campo de velocidade u*, o campo vetorial ey também

descreveré essa congruéncia.

Daqui para frente nos referiremos ao sistema S de referéncia por frame.

> Os vetores duais {9} serdo denominados de co-frame.
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4.3.1 Tensor das aceleracoes

Como a triade nao é definida univocamente pela congruéncia, é interessante es-
tudarmos as aceleragoes associados com o referencial. Comecemos pela 4-aceleragao. A
partir de (4.24)), obtemos

at = 'V, ut = cu”@ye(o)“. (4.25)

Ao introduzirmos uma triade no referencial, é possivel que ela possua rotacoes
em relacdo a um referencial que nao rotaciona. Assim, é interessante calcular as rotagoes
do frame. De maneira geral, podemos incluir a aceleracao do referencial e a rotagao dos
vetores da triade em uma tunica expressao. Calculemos a taxa de variacao da tetrada ao

longo da linha de universo do observador:

De,

i u” (&,ea“ + F“Wea"> Oy = ¢, 0. (4.26)
Se quisermos escrever ¢,/ no referencial da tetrada, podemos fazer gba“ebu em ({4.26]);
portanto
De,
= ¢,ey. (4.27)
dr
O objeto ¢,” é conhecido como tensor das aceleracoes.
A partir da versao de (4.5)) para a conexao de Levi-Civita, isto é
Ve = d,el + 1%, e, (4.28)
podemos escrever ¢, e’,, na forma
b b, ve
G, =€ u'Vye,l. (4.29)

Devido a antissimetria dos indices, o tensor das aceleragoes pode ser decomposto
de maneira analoga ao tensor do campo eletromagnético. Mediante esta decomposicao, o
tensor das aceleragoes pode ser reescrito na forma
ab 1 a, b b, a ab
o ZE(au—au)—i-Q ; (4.30)

aBab aBab

o tensor de
Levi—Civitaﬁ Por outro lado, usando a identidade V, e # = ¢, e em ([£.29), é possivel

reescrever o tensor das aceleracoes na forma (FORMIGA| [2024))

em que Q% = %uawge , sendo ws a velocidade angular da triade e €

Gab = C@b(o)a- (4.31)

Portanto, uma vez que calculamos os componentes da tor¢ao a partir de 1) obtemos
toda a informacao do estado de movimento do frame. Se ¢4, = 0, o frame estd em queda

livre e nao rotacionando.

Nao confundir Q% com o objeto de nao-holonomia, que é denotado por Q%

7 O objeto de ndo-holonomia coincide com as componentes da tor¢io como consequéncia de (4.14]).
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4.3.2 Transporte de Fermi-Walker

Um observador movendo-se em uma dimensao e que sente uma aceleragao uniforme
em seu referencial de repouso descrevera um movimento hiperbdlico no espago-tempo de
Minkowski. Nesse caso, podemos escolher uma tetrada cuja triade nao rotaciona; a tnica
rotacao presente serd aquela que ocorre no plano tipo-tempo definido pela 4-velocidade e

a aceleracgao.

Suponha que um frame acelera arbitrariamente e ¢ tal que ¢;; # 0, isto ¢, as
componentes espaciais do frame estao rotacionando. E possivel realizar uma transformacao
nesse frame de forma que a unica rotacao existente seja aquela devido a taxa de mudanca

de ep. Em outras palavras, apds essa transformacao, ¢;; = 0.

Sob uma transformacao local de Lorentz nas componentes espaciais, nos temos

SHo_ Ak,
el = N"e; logo

T;p,u = 8,u,éi1/ - auéiu

= AT + 00 (A} )ers — 0 (AF) ey

Os coeficientes {Aij (m)} das componentes espaciais da transformacao local de Lorentz sao

fixados exigindo que ggij = 0.

Podemos realizar uma transformacao de Lorentz nas componentes espaciais da

tetrada e mostrar que, se os coeficientes espaciais {Aij (x)} obedecerem a

obteremos éjk = 0. Dizemos entao que a tetrada sofreu um transporte de Fermi-Walker.
Em termos praticos, o transporte de Fermi-Walker pode ser obtido conectando a triade a

giroscopios.

4.4 Equacoes de campo do TEGR

Podemos obter as equacoes de campo do TEGR a partir da lagrangeana definida
por
1 1

Liotar = —keT — Ly, T= ZT“bCTabC + §T‘1bCTbac —T°T,, (4.32)

em que 1" é o escalar de torcao, e = det(e“u) = +,/—g¢, k é uma constante de acoplamento,
dada por k = ¢*/167G, e, por sua vez, Ly é a lagrangeana dos campos de matéria.

Variando a agao com respeito a e *, chegamos aﬁ

9, (eX) = 4—2(1&“‘1 e, (4.33)

8 Para uma dedugao detalhada das equagdes de campo, o leitor ¢ convidado a ler as segdes e de
(GONCALVES, 2022)
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Nesta equacao, t** e T"* sao interpretados como os tensores de energia-momento do campo
gravitacional e da matéria, respectivamente; e sua soma ¢ o tensor de energia-momento do
espaco-tempo representado por 7#¢. O tensor X** é chamado de superpotencial, e pode
ser escrito como (FORMIGA| 2024)

1, .
Yabe = §Wcab + wdd[cnb]a' (434)

Por sua vez, o tensor de energia-momento do campo gravitacional pode ser calculado
através da equacao (FORMIGA| 2024)

oc o o oc oc o oc od
= 2k(20 [ad}wbcd - 2wb[ad}w I N LR Ll el f & ‘d}f). (4.35)

Perceba que, quando usamos o frame teleparalelo, a energia do campo gravitacional fica
determinada univocamente pelos coeficientes da conexao de Levi-Civita expandidos nesse

frame.

Na literatura, é mais comum escrever .. e t em termos da torcio (veja, por
exemplo, (MALUF| 2013)). Entretanto, nesta dissertacao, escrevemos eles na forma,
e pela conveniéncia dos célculos, e também para evidenciar a similaridade entre
esses objetos e o tensor das aceleragoes (ambos sdo determinados pelos coeficientes da

conexao de Levi-Civita).

E possivel generalizar (4.33)) para o caso no qual temos a constante cosmoldgica,
bastando para isso adicionarmos aos tensores de energia-momento a contribuicao que seria

produzida pelo termo da constante. Fazendo isso, obtemos
e
0, (eX) = @(t““ + THY — 2k Ae™). (4.36)
Dado que o superpotencial X*" é antissimétrico nos dois ultimos indices, se

aplicarmos a derivada parcial d,, em ambos os lados de (4.36]), obtemos a lei de conservacao

de energia-momento, expresso pela equagao
Oule(t"* +TH 4+ t,1)] = 0; (4.37)

em que fizemos t,\"* = —2kAe!*. Integrando (4.37) em uma regido V livre de singularidade,

e usando o teorema de Stokes, obtemos
d : . ,
4 / Bre(t% + T +¢,0) = — f dSie(t + T + t,1), (4.38)
dt Jv s

sendo S a fronteira de V. A integral do lado esquerdo da igualdade é definida como sendo

o conteido de energia-momento total contido na regiao V' (MALUF| 2013)), isto é,
P = / dBre(t' + T 4 ,00); (4.39)
1%

ja

P = /V &P e 1%, (4.40)
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¢ interpretado como o contetido de energia-momento do campo gravitacional contido em
V. Por sua vez

pe = / &z e TO (4.41)
Vv

¢ interpretado como o contetido de energia-momento dos campos de matéria. E finalmente,

P\t = —QkA/ d*z e e™ (4.42)
v

representa a contribuicao para o conteido de energia-momento advindo da constante

cosmoldgica.

Partindo de e usando o teorema de Stokes, é possivel reescrever P* em

termos de uma integral de superficie:
Pe = 4k j'{ dS;e £, (4.43)
S

em que fizemos p = 0 em (4.33) e usamos o fato de que X% = 0, haja vista que este

tensor é antissimétrico.

4.5 Eletrodinamica nao-linear e buracos negros regulares

Nesta secao apresentaremos brevemente uma introdugao a eletrodindmica nao-linear
com o intuito de apresentar um buraco negro que é regular em r = 0, e utiliza-lo no

capitulo 5, onde a energia do campo gravitacional sera analisada.

Os buracos negros regulares, isto é, que nao possuem singularidade em r = 0,
podem ser obtidos quando introduzimos um conteido de matéria que nao satisfaz todas
as condigoes de energia (BEATO; GARCIA, 2000). O primeiro exemplo desse tipo de
solucao foi obtido por Bardeen em 1968 (BARDEEN| 1968)). Segundo Kumar e Gosh
(KUMAR; GHOSH| 2021)) os buracos negros regulares sao solugoes da relatividade geral

minimamente acoplada com o campo da eletrodinamica nao-linear.

No contexto do TEGR, a agdo que reproduz as equagodes de Einstein com essa

eletrodinamica pode ser escrita na forma
S=— / &'z e[kT + eoL(F)], (4.44)

em que £(F) ¢ uma fun¢do nao-linear e continua do invariante F' = {F,, F*. Tratando

ey e A, como varidveis independentes, obtemos

8V(62““”):4€k(t““ THay, (4.45)

0, (vV/—gLpF") =0, (4.46)

TH = eo[LpFH FO —e““E(F)] (4.47)
cp= 25 (4.48)
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Para um buraco negro puramente carregado magneticamente com carga monopolar
magnética gy, potencial A, = —acosfd? e L(F) = Fe PF"" (KUMAR; GHOSH, [2021),

somos levados al

r

—1
2 ) 2 )
ds? = — (1 — ZMe /"> Adt? + (1 — ZMe? /T) dr® 4 r?*(d9® + sin® 0d¢?);  (4.49)
T

em que as constantes a, A e [ sdo dadas poﬂ

/ aqm |af Iqm!
4.50
“= 47TEOC mc3’ 2\/_ mc3 (4.50)

e M por sua vez esta relacionado com m, que é a massa do buraco negro, via ([3.24]). Note

que esta solugao se reduz a solucao de Schwarzschild quando fazemos ¢,, = 0. Ja para

r > A2, é possivel identificar a solucdo com a de Reissner-Nordstrom.

4.6 Maquinario hibrido

Nesta dissertacao, estamos interessados em trabalhar com espacgos-tempo esferica-
mente simétricos, porém usando uma tetrada adaptada a diregdes (quase) cartesianas. Por
este motivo, apresentaremos nesta se¢ao o maquinario hibrido desenvolvido em (FORMIGA|
2021). Essa abordagem servird nao s6 para simplificar as expressoes, mas também propici-
ard uma mudanca imediata na natureza dos indices destas. Por exemplo, se conhecermos

um tensor arbitrario A%, conheceremos de imediato A%,

Seja (r,0,¢) e (x,y, z) os sistemas de coordenadas esféricas e cartesianas, respec-
tivamente. A relacdo ente eles é dado por x = rsinfcos¢,y = rsinflsing,z = rcosf.

Destas expressoes, podemos definir os vetores unitarios

= 0(0y, ™ = sin f(cos p2* + sin ¢J*) + cos O£,
0° = 9p7" = cos O(cos p2” + sin ¢j*) — sin H2°,
¢? = ,(7*/ sin ) = — sin ¢2* + cos ¢°,

¢ = 5211)7:&(1 - 5?2), 2(1 - 6?3). (451)

Sem perda de generalidade, podemos definir o ato de subir e descer os indices destes vetores
com a métrica de Minkowski dotada de assinatura +2, isto é: t, = nabfb = —5(0) T, =
Ny = 0 e assim por diante. Segue também destas definicoes que %, = —1, 7%,

00, = ... =1, 17, = ¢, = ... = 0. Também é facil ver que estes vetores satisfazem as

9 Em L(F), F =a?/2r%.
10 Estas quantidades estdo no sistema internacional de unidades, com a carga magnética em unidades de
coulombs metros por segundo (C-m/s).
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relagoes

Dp0" = —p*, 8¢§“ = oS 9(;3“,
Dyd® = 0, 3¢QA5“ — — sin 7" — cos 66°,
94" = 0. (4.52)

Para um dado espago-tempo g,,,, podemos encontrar uma tetrada com componentes
e?,, tal que g, = e,ue?,. A partir dessas componentes, podemos definir as componentes

dos vetores unitarios citados acima por

t = e 't°,

™ =el'r",

o' =e 0",

P =e o (4.53)
E f4cil ver destas relacoes que £, = f“fu = —1,7", = #*7, = 1, e assim por diante.

Partindo das relacoes acima, podemos escrever

e = —, + PP, + 020, + 3 b, (4.54)

a

€a>\ = —tA,\tAa + f)fa + é)\éa + ngS,\gE“. (455)
Segue entao que podemos escrever as Componentes da métrica na forma

G = — Tty + Pty + 0,0, + 0,0, (4.56)

Ja as componentes da torgdao T, podem ser expressas como

a t Ta F  aa 9  pa ¢  Ja
T, =-T,,t"+T1,/+1°,0"+T°, ¢, (4.57)
em que
Tt/,w - za[ufu]a (458)
T, = 20,F,) — 20,0,) — 25in 06,0y, (4.59)
TGW = 28[uéy] + 25@?,4 — 2cos Qéiéy], (4.60)
T°,, = 200, + 2sin 05,7, + 2 cos 0670, (4.61)

Para maiores detalhes, veja (FORMIGA| 2021)).
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5 Energia em espacos-tempo esfericamente

simétricos

O objetivo desta se¢do é construir o tensor de energia-momento do espago-tempo e
campo gravitacional, para espagos-tempo esfericamente simétricos, partindo das defini¢oes
do teleparalelismo. Como essas quantidade dependem do frame teleparalelo escolhido,
a primeira secao é destinada a definicao do frame teleparalelo que sera utilizado, bem
como uma caracterizacdo do seu estado de movimento. A segunda se¢ao é reservada
para o calculo do 4-momento de um espaco-tempo esfericamente simétrico, bem como a
energia total contida em uma regiao esférica de volume V. A construcao dos tensores de
energia-momento do espago-tempo e do campo gravitacional serao feitas nas secoes e
[.4] respectivamente, com o objetivo de posteriormente realizar a decomposi¢ao de Eckart
(secao , que nos permitira obter informagao a respeito das densidades e fluxo de energia
e também pressao isotropica. Como consideraremos as equagoes de campo que incluem a
constante cosmoldgica, na se¢ao também sera calculado a contribuicao para o conteido
de energia-momento advindo da constante cosmoldgica, assim como sua decomposicao de
Eckart. Nas se¢oes e particularizaremos as equacgoes obtidas nas se¢des anteriores

para dois casos especificos e avaliaremos a consisténcia dos resultados.

5.1 Frame teleparalelo em um espaco-tempo esfericamente simé-

trico

Considerando um espaco-tempo esfericamente simétrico, cuja métrica tem a forma

geral dada por
ds® = —B*(r)c*dt* + C*(r)dr* + r*d0* + r? sin® 0d¢* (5.1)
uma possivel escolha para o co-frame é
0% = B(r)dtt® + C(r)dri® + rd0f® + r sin 0dpo®, (5.2)

com 7%, 7%, §* e ¢* definidos por (4.51). Comparando (5.2 com (4.16)), concluimos que as

componentes do co-frame sao
- 07a 1 ~a 2 ha . 3 Ja
e, = B(r)o,t* + C(r)6,r" +rd,0% + rsin 00, ¢". (5.3)
Relacionando (5.3]) com (4.55)), vemos que

A

ty=—B(r)o), #,=C(r)s, 0, = ré, ¢, = 7sin 05,). (5.4)

7
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Levantando os indices com a métrica, obtemos
N A 1 ~
t =B (r)sy, M =CHr)ot, 0" =8, "= (rsinf) o, (5.5)
r

Substituindo (5.5)) em (4.54]), as componentes do frame sao

e = BV (r)olE, + O (r)o, + iagéa + (rsind) 1643, (5.6)

Na andlise da energia, desejamos que o referencial teleparalelo se torne um referencial
inercial global na auséncia de curvatura na conexao de Levi-Civita. No nosso caso, isso
corresponde ao limite B, C' — 1. Matematicamente, essa condic¢ao se traduz na nulidade
dos coeficientes da conexao no referido limite. No caso de , é facil verificar que no
limite B,C' — 1, o frame {e,} se torna e, = (0, 0,, 0y, 0,). Para maiores detalhes sobre
os motivos para impor esta restrigdo, veja a discussao sobre a relagdo entre o referencial

teleparalelo e a interpretacao da energia gravitacional em (FORMIGA| 2022]).

5.1.1 Torcao

Conforme o formalismo desenvolvido na segdo [4.6] as componentes da tor¢ao em
uma tetrada adaptada as diregoes (quase) cartesianas sdo obtidas a partir do calculo de
cada um dos elementos de . Note que nas expressoes de cada um desses elementos,
existe termos do tipo Jj,A,). Com base no que foi discutido na secao esse objeto pode
ser reescrito na forma 9, A, = %(8NAV —0,A,,). Com base nisso, e utilizando as defini¢oes
acima, os elementos que compde em termos de tAM, T, QAM e qu tém a forma (veja os

detalhes no apéndice

T, = (BC) "B (f,d, — 1), (5.7)
T, =11 = C (0.7, — 7,0,). (5.8)
T8, =17 (1= O (bt — Pudy).- (5.9)

O sobrescrito 7 denota a derivada da fungdo em relacao a r. Reunindo essas expressoes em

(4.57)), chegamos a

Tabc = (BC)_lBlfa (Ebfc - 7qb{c) + i(l - C_l) [Aa (ébfc - fbéc) + an (ng'ﬁc - 'Fbggc)] . (510)
Para mais detalhes, ver apéndice [A]

Como o objeto de nao-holonomia coincide com a tor¢ao no referencial teleparalelo,
podemos usar ([5.10]) e (4.22)) para calcular os coeficientes da conexao de Levi-Civita.
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5.1.2 Conex3ao de Levi-Civita

Como a tetrada em questao é teleparalela, T, = Q4. Para obter Ty, € T, basta
renomear os indices em (|5.10)); portanto

Toa = (BC) "' Bt (s — Fofa) + . C)0e (070 — 7o)

r

S La— 6@t~ ). 611

Thea = (BC)_lBlfb@Cm — fcfa> + i(l _ C_l)éb(écfa B fcéa>
+ 71,.(1 - C_l)éb(qgcfa - fcdga). (512)

Reunindo (5.10), (5.11)) e (5.12)) em (4.22)), chegamos em (para mais detalhes, consultar
apéndice

Sape = (BCY Biy (1ol = 1u) + ~(1 = C) [0y (Fuble = Bu7.) + du(Fade = duti)]. (5.13)

r

Note que Wepe = —Wepa-

5.1.3 Tensor das aceleracoes

Fazendo b = (0) em ([5.13]) e multiplicando o resultado pela velocidade da luz c,
podemos substituir o resultado em (4.31)), o que nos leva a

6. =cCT BB (g — 1,7"). (5.14)

Conforme esperado, ¢a = —¢p.. Veja que ¢ ;) = 0, 0 que nos permite concluir que o

frame nao estd rotacionando. Todavia, ele esta acelerando, pois ¢y = ¢ C”IB’lBlf(i).

5.2 Energia-momento de um espaco-tempo esfericamente simétrico

Nesta secao, calcularemos o 4-momento de um espago-tempo esfericamente simétrico
e determinaremos a energia contida em uma regiao esférica de volume V. Para isso, serd

necessario primeiro calcular o superpotencial, o que faremos a seguir.

5.2.1 Superpotencial

A partir de (4.34) podemos obter o superpotencial na tetrada ([5.2)). Para isso,
precisamos primeiro realizar a contracao nos dois primeiros indices de Wy.. Usando a

ortonormalidade da base {f, 7, 0, gg}, obtemos

2 ,
Qape® = @by, = | — ;(1 —C Y+ (BO)'B |#.. (5.15)
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A métrica 1y, na base {f,7,0, ¢} toma a forma
Nab = _tAafb + Paly + éaéb + anggb‘ (516)

Operando dedcfr]ba e o‘izddbnm, obtemos

2 : A A A s o
o e = [ —Z(1-CcYHY+(BC)''B 1 ( — tatpfe + Pafple + 0,0p7c + (baqﬁbfc), (5.17)

r

2 / A A AA A A
(j)ddbnca = [ — ;(1 — C'_l) + (BO)_IB ‘| ( — tctaﬁ, + fcfafb + 96«9&7% + gb,;d)afb). (518)

Realizando a subtragao de (5.17)) por (5.18]), obtemos

. . 2 _ 1y A AA LA
wddcnba_wddbnca - [_T<1_O 1)+(BC) lB ] (_ta brc+M+8a0brc+¢a¢brc+tctarb

— Bofaty — 00ty — dedaty); (5.19)

em que os termos em comum foram postos em evidéncia. Sabendo que dzdd[cnb]a =

%(d’)ddcnba — &%, neq) e cancelando os termos destacados em (5.19)), concluimos que o
segundo membro de (4.34) vale

° d 1 2 / A
W greMbla = 2l 7,

(5.20)
A partir da conexao de Levi-Civita (5.13), se fizermos a — ¢,b — a e ¢ — b para obter

W,qp, € substituir, juntamente com ((5.20)), em (4.34)), chegaremos em

cab>’

[éa (ébfc - fbéc> + an (Cgbfc - fbéc)} [(BC)_lB/ - 1(1 - C_l)]

r

Eabc =

1 P
--(1-c Do (Fofe — ffe). (5.21)

A forma do superpotencial a qual temos maior interesse e que servird para calcular
P? na préxima subsecao, é obtida levantando os indices e fazendo a trocaﬂ b— A\ c— v;

a partir disto, fagamos A = 0, v = 1 e usemos a equagao (5.5)), para obter

oot = (B?_l(l — Cc7hHie, (5.22)

5.2.2 Energia-momento do espaco-tempo

A equagao (4.43)) nos permite calcular o 4-vetor energia-momento do espago-tempo
uma vez que conhecemos o superpotencial na forma ((5.22)). Porém, antes precisamos

calcular e. Das defini¢oes feitas na secao 4.4}

e=V=g; (5.23)

Como t*, 7%, 0%, ¢® sdao componentes de vetores, podemos simplesmente trocar um indice latino por
um grego sem problemas.

1
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em que ¢ é o determinante da métrica. Como fica claro de (5.1)), g, é uma matriz diagonal,
logo seu determinante é simplesmente o produto dos termos da diagonal principal, portanto

g = —(BC)?*r*sin?§. Desta ltima, concluimos que e = B C r?sin . Enfim, substituindo

(5.22)) em (4.43)) e realizando a integracao em uma superficie esférica, teremos que

P® = 4k 72 4S5 = /0 " /O " d0dg s, (5.24)
Lembrando que e = B C r?sin @ e realizando algumas simplificacoes, somos levados a
P® = 167kr(1 — C~H)t" (5.25)
Fazendo a = (0), obtemos o conteido de energia contida em uma regiao esférica
E = 16mkr(1 — C™1). (5.26)

Note que, aqui, estamos ignorando a possibilidade de uma singularidade na regiao V. Caso
haja uma singularidade, a equagao (5.25)) representa o valor da integral (4.43)) no contorno

externo, que tomaremos como sendo o momento total do espaco tempo quando r — oo.

Foi demonstrado em (GONCALVES; FORMIGA| 2021) que no caso do buraco
negro de Schwarzschild e com referenciais teleparalelos adaptados as coordenadas de
Kruskal, ou as coordenadas de Novikov, o contorno interno que envolve a singularidade nao
contribui. Todavia, ele pode contribuir em outros casos. (Em qualquer caso, serd a integral
externa que sera considerada como representando o contetido total de energia-momento

do espago-tempo.)

De qualquer forma, a presenca de uma quadriaceleracao interfere no calculo da
energia. As energias aqui obtidas nao sao as mesmas que seriam obtidas em um referencial
em queda livre, ou com uma aceleracao diferente. Por exemplo, para Schwarzschild, a
energia nao esta definida para a regido interna do buraco negro, pois C se torna
complexo nessa regiao. Porém, para referenciais adaptados as coordenadas de Novikov
(queda livre) e Kruskal (acelerado na diregao do buraco negro) (GONCALVES; FORMIGA|

2021)), as energias estao definidas na regiao interna.

5.3 Tensor de energia-momento do espaco-tempo

Com a tetrada fixada na secdo [5.1] resolver as equagdes de Einstein (4.36) nos
permite obter o contetido de energia-momento de um espago-tempo esfericamente simétrico.

Realizando as operacoes, concluimos que o tensor de energia-momento do espaco-tempo
vale (apéndice

T = Ak[g(r) (090" 4+ ¢7O) 4+ h(r)E " + 1(r)PerH), (5.27)
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em que
1/ B” oB" B'C (' B’

9(r) =3 <302 TiBCT T BCE 08 ch>’ (5.28)

1 1 '

= — 2
hr) Cr2z C%r2 + rC3’ (5.29)
B 1 1

I(r) = N TR Tl (5.30)

5.4 Tensor de energia-momento do campo gravitacional

Uma vez conhecido os coeficientes da conexao de Levi-Civita ([5.13)), podemos
agora calcular o tensor de energia-momento do campo gravitacional . Realizaremos
o calculo de cada termo da equacao separadamente. Assim, a partir de e
utilizando as equagoes , depois de muito algebrismo somos levados a (apéndice @

2
20 %0q O’ = ll (1 — Cl)] (00" + 6u” + 27u7") + (BC)(B')? (70 — 1uf"). (5.31)

r

1 A I I A A
200, 0,0 = — L‘ (1 - C—1> (00" + 6a0") + (BC)'B tatb]
l— 3(1 -C Y+ (BC)lB']. (5.32)
) 2
O = l— ~(1—- Ch+ (BC)—lB’] Faf®. (5.33)

e 1 2 B e
5;)10.) [wad|d]f:2{[_r(1_c 1)"—(30) IB]

2
1 /
- 2l7’ (1 - C‘lﬂ —(BC)*(B )2}55. (5.34)
A partir de (5.16)), é possivel escreve o 6 de (5.34) em termos dos vetores unitarios.
Fazendo isso e substituindo (5.31)), (5.32), (5.33), (5.34) em (4.37)), obtemos (apéndice D)

f

t'a = (pg = )7’ + pytad” + 5 (0u0" + 606"). (5.35)
em que
% Ak,
po=—"3(CT =1 f=—(BO)T'B(CT 1), (5.36)

Fazendo a = b em ([5.35)), vemos que %, = 0, como era de se esperar.
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5.5 Decomposicao de Eckart de 7+, t/" e "

Com base no formalismo desenvolvido na se¢io [3.6] faremos a decomposicao de
Eckart dos tensores de energia-momento do espago-tempo, campo gravitacional e constante
cosmoldgica, para um espago-tempo esfericamente simétrico, conforme definido na secao

. Os resultados aqui obtidos serao particularizados para a analise de dois casos (se¢oes

B,
Primeiro precisamos calcular o tensor h,” definido em (3.26). Conforme (4.24),

vt =c 6(0)“ . De (5.6)), é facil ver que e(o)“ = t#. Portanto, podemos escrever h,” na forma

A A A

h,uu = fufu + é,uel/ + ¢u¢v; (537)
em que foi utilizado o fato de que podemos escrever a métrica na forma g,, = —tAHtA,, +

Pty + 0,0, + 0,0,

5.5.1 Campo gravitacional

Partindo de (5.37)) e usando as relagoes (3.33]), descobrimos que (apéndice [E.1])

2k,
py=—"5(C = 1) (5.38)
1
by = gpg' (5.39)

Interpretamos p, como sendo a densidade de energia do campo gravitacional, enquanto pg

¢ interpretada como a pressao isotropica.

A equagao ((5.39) esta de acordo com o resultado mais geral obtido em (FORMIGA!
GONCALVES] 2022), onde foi demonstrado que a equagao de estado do campo gravitacio-
nal é do tipo radiagao, uma consequéncia do fato de t** ter trago nulo. (Esse resultado é

compativel com o fato do campo gravitacional nao ter massa.)

Calculando o fluxo de energia a partir de (3.34)), chegamos a (ver apéndice [E. 1))

g, = 0. (5.40)

5.5.2 Espaco-tempo

Partindo novamente de (5.37)), podemos também realizar a decomposicao de Eckart
de 7", 0 que nos leva aos seguintes resultados (ver apéndice [E.2)):

p =4k h(r), (5.41)
p =" (2g(r) 1), (542)

¢"=0. (5.43)
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Em que g(r), h(r) e [(r) sdo as fungoes definidas em ((5.28]), (5.29) e (5.30)), respectivamente.
Os resultados ([5.40) e (5.43)) sdo compativeis com o fato do espago tempo ser

estatico. A auséncia de fluxo de energia era esperada, pois, em principio, o espago-tempo

(3.15)) representa um sistema fisico que atingiu seu estado de equilibrio, e a tetrada usada
estd adaptada ao sistema de coordenadas no qual a métrica é estatica. A tinica sutileza
consiste na necessidade de manter os observadores que usam a referida tetrada em repouso

nesse sistema de coordenadas, pois, como foi demonstrado anteriormente, o referencial
possui uma aceleracao, equacao ((5.14)).

Perceba que estamos admitindo que tanto o campo que acelera os observadores
estaticos quanto os préprios observadores nao interferem no espago-tempo. Seus tensores de
energia-momento sao negligenciados. Assim, o fluxo da energia que mantém os observadores

parados é desprezivel.

5.5.3 Constante cosmologica

Conforme definido na se¢do [4.4] a contribuigdo da constante cosmoldgica para o
contetido de energia-momento do espago-tempo é descrita por t,** = —2kAe™. Por sua

vez, na decomposicao que estamos usando, o frame pode ser escrito na forma

= i 5 B 4 (5.4
A substituigao de (5.44) em t,* = —2kAe™ nos leva a
t = =2k N (=M + PP 4 0M0° 4 ¢H ). (5.45)

Calculando py =t AWf“f”; obtemos
pa = 2kA. (5.46)

Através da substituicao de ¢, em (3-33)), podemos obter p,; portanto

—2kA

; (=t by, + 24ty + 0,0, + Gudy) (7Y + 00" + 33"

PA =
realizando as contracoes e usando a ortonormalidade da base somos levados a

pa = —2kA. (5.47)

Como era esperado, obtemos py = —pa.

5.6 Buraco negro de Reissner-Nordstrom-de Sitter

Os resultados gerais obtidos na se¢dao passada nos permitem a particularizagao

para dois casos de interesse, o primeiro deles sendo o contetido de estudo desta se¢ao. As
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equagoes de Einstein-Maxwell (3.12) no TEGR assumem a forma

O, (ex) = i(t*‘“ TN OT (5.48)

em que £\ = —2kAe®, TH = EO(F“O‘F”BgaB — ig‘“’FaﬂFO‘ﬁ) e ainda F,, = 0,4, —0,A,.

Supondo que a densidade de corrente seja nula, teremos
V,F" =0, 84Fgy = 0. (5.49)

A solugao das equagoes de Einstein-Maxwell com o espago-tempo (5.1)) tem, C(r) = 1/B(r),
em que B(r) é dado por
2M Q?  r?
Bir)=1-""+"2% — —. 5.50
(r) —t T (5.50)
Logo, (5.1) com B(r) dado por (5.50) descreve o campo gravitacional externo criado

por um buraco negro carregado em um espag¢o com constante cosmoldgica. Substituindo

(5.50) em (b.26)), temos que a energia total contida em uma regiao de volume V' deste

espago-tempo ¢é dada por

5.51
r 72 L? ( )

M 2 2\ 1/2
E:167rkr[1—<1—+Q—r> ]

A energia obtida por Maluf em (MALUF| 1996)), equacao (16), é um caso particular de
(5.51) quando @ = 0.

5.6.1 Verificando a consisténcia da energia

Para verificar a consisténcia deste resultado, facamos a aproximacao Newtoniana,
que consiste em assumir M /r muito pequeno, desprezar termos de ordem maior que 2 e
admitir ainda que 72/L? é da ordem de M?/r? ou maior. Apés algumas simplificagoes e
usando as relacgoes , teremos que

E =mc® — ¢ G’

(5.52)

8mepr 2r

Note que esta energia nada mais é do que a energia de repouso associada ao buraco negro,
mais o negativo da energia potencial necessaria para a construgao de uma casca esférica
de raio r, massa m e carga ¢, trazendo os constituintes elementares do infinito (BROWN;
YORK] [1993). A equagao estd em acordo com o resultado obtido por (BROWN:
YORK] 1993) usando outro método para calcular a energia. Para ser mais preciso, a
equagao aqui generaliza (6.14) obtida nessa referéncia.

Escrevendo (5.52) em funcao de M e @, e fazendo ¢ = G = 1, temos

E=M-—="—+—. 5.53
2r+27“ ( )
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Perceba que fazendo r — oo = E — M, que é precisamente a energia ADM no infinito.

Assim, interpreta-se M como sendo a energia interna do buraco negro. Resolvendo a

equagao ([5.53)) para M, obtém-se
EZ QQ
M=FK—-——+— 5.54
2r + 2r’ (5:54)

que corresponde exatamente a (6.17) de (BROWN; YORK] 1993) (Note que as energias
obtidas aqui sao definidas em uma regiao finita, isto é, sem tomar r indo para o infinito.

Esse tipo de energia é conhecida na literatura por “energia quase local”.)

Por completeza, confirmemos que a equacao (5.54)) reproduz a forma bem conhecida
da primeira lei da termodindmica para buracos negros. A partir da definicdo da area do
horizonte de eventos (3.41)), fazendo J = 0, obtemos

A=4r(M + M2 — Q). (5.55)

Substituindo ((5.54]) na férmula acima, isolando F, e diferenciando a equacao resultante,
chegamos a
dM = SidA + BydQ, (5.56)
s

em que k e Py sdo dados por
4/ M? — Q?
K= —7,
A
Fazendo J = 0 em (3.38)) e comparando com ([5.56)), reconhecemos esta tltima como a

primeira lei da termodinamica de buracos negros. Note que também trocamos £ — M, ja

Py

_ ArQ(M — V/M? — Q?) (5.57)
Y : :

que a partir de (5.54) podemos interpretar M como sendo a energia interna do buraco

negro.

5.6.2 Densidades

Para calcular as densidades de energia deste espaco-tempo e do campo gravitacional,

recorremos a (5.38]) e (5.41)). De (5.39)), se conhecermos a densidade de energia do campo

gravitacional, conheceremos a pressdao. A pressao p do espaco-tempo por sua vez pode
ser obtida através de ([5.42]). Porém, é interessante antes particularizar as equagoes (5.28)),

(5.29) e (5.30]) para o caso em que B = 1/C; fazendo-o, obteremos

1 . 3BB .. B
= | BB B? - — .
g(r) 9 ( + r * r )7 (558)
B B? BB
B 1 B
(r)==——-=+~. (5.60)
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Substituindo (5.50) nas equagoes acima, teremos (ver apéndice [E.2.1)

g(r>_1lM_4_1<M_QQ_1>], (5.61)

2|r® L B\r® 1t L2
1 2
W)= 5(B=1)+ 5+ 7. (5.62)
1 1 (M Q* 1
Z(T):rz(B_1>+B<r3_r4_L2>' (5.69)
Substituindo as relagdes precedentes em (5.41)) e ((5.42)) chegamos a
1 M 2
p:4klr2(3—1)+r?}+p], (5.64)
4k | M 4 1 p ct
- |- _—_ 4+ (B-1Nl=5_-_—"—__ 5.65
b 3 [7‘3 L? * 7’2( )] 3 2rGL? (5.65)

Os detalhes dos cdlculos podem ser conferidos no apéndice [E.2.1]

Ja para o campo gravitacional, basta substituir B(r) em (/5.38]), para obter
2 2M 2 1 2B
pg:—2k‘<—+Q——>. (5.66)

De maneira geral, vemos de queE| pg < 0. O sinal negativo talvez reflita o fato de
que, no limite newtoniano, a energia potencial gravitacional é negativa. A analise do sinal
de p para um r arbitrario é mais complicada, pois esse sinal depende de como a matéria,
que tem uma densidade positiva, esta distribuida. Por exemplo, no vicuo, p = p,, logo p
¢é sempre negativo no vacuo; ja em uma regiao com matéria, em principio, é possivel ter

tanto o sinal positivo (matéria “dominando”) quanto negativo (gravidade “dominando”).

Analisemos, agora, os casos nos quais B zera. Supondo M /r, Q*/r? < r?/L?, vemos

ae (E50)

r2 1/2
B~ <1 — L?> = R=1L. (5.67)
Note que para distancias de ordens cosmoldgicas, ([5.67)) é uma boa aproximagao. Por

outro lado, préximo a um buraco negro, podemos admitir que M /r > r?/L?  dessa forma,

(5.50) toma a forma

oM Q2 1/2
B%(l——k) — Ry =M+ /M2 Q2 (5.68)

r 72

Perceba que, seja para o valor de R dado por (5.67)) ou por (5.68), fazendo B(R) =
CY(R) em (5.38)), teremos

2k

Py =~ (5.69)

2 Note que este resultado também é valido para o caso geral, dado pela equacio (5.38).
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Integrando esse resultado em uma casca esférica de raio r = R, chegaremos em
4

27 9 2]{? Cc
/ / dode e p, = / / d0dé R sin 0 =, (5.70)
em que utilizamos k = ¢*/167G. A grandeza p, corresponde a uma densidade de energia

gravitacional por unidade de comprimento; curiosamente, seu valor nas superficies onde B

¢ nulo independe do valor de R.

Podemos realizar o mesmo calculo acima para a densidade de energia do espago-

tempo, dada pela equagao ((5.64)). Isso nos leva a
4

2w M 2 1 A (M 2R?
— 2 o _ - _
,u—/o /0 dfde R sm€4k‘<R3 + I R2> G(R + i 1). (5.71)
Avaliando (5.71) em R = R, e R = L, chegamos em

ct 11— O2/M?2 2 9 4
M(R+):_GL+\/1?¢§W_Q% (1+\/1—Q2/M2)], pl) =~ (572)

Um passo interessante neste estudo ¢é calcular a pressao exercida pelo espago-tempo

sobre uma casca esférica de raio R. Para isso, ao integrar a equacao ([5.65)) e utilizar o
resultado de (5.71]), é possivel obter a expressao

Fo 1 2R%2A
“ 3t T are

Particularizando esta tltima para R = Ry e R = L, e usando ([5.72]), chegamos em

_ c! \/W AM?c* ) 5t
f+__3Gl+\/W_ SCL2 (1+1- QM2 fr~ —5g (679

Concluimos a partir desses resultados que o espaco-tempo contribui com uma forca negativa

(5.73)

tanto no horizonte cosmoldgico, quanto no horizonte do buraco negro.

5.6.3 Energia naregidao R, <r <L

Como o espago-tempo que estamos considerando possui singularidades, vamos
calcular na regiao definida por R, < r < L (figura . O céalculo do integrando
levard a , com C~! = B. Na pratica, para obter o valor dentro da regidio em questao,
basta subtrair o P* dado em e avaliado em Ry, por seu valor em R, . Fazendo isso,

obtemos
4 4

P = Ry~ R)I" = Z[L -+ M)]f“ (575)
Esté claro que a energia contida na regiao R, < r < L é positiva. Por sua vez, se féssemos
calcular a energia na regiao R_ < r < R,, também obteriamos um valor positivo, pois
terfamos a diferenca entre o raio maior e o menor. Essas sdo propriedades desejadas, uma
vez que a positividade da energia pode estar relacionada a estabilidade do espago-tempo

de Minkowski. (Para maiores detalhes sobre esse problema, veja, por exemplo, Edward
Witten (WITTEN] 1981).)
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Figura 10 — Superficies ¢ e r constantes: S, representa o caso r = R,, enquanto S
representa r = L

5.7 Buraco negro regular

Verifiquemos agora como ficam nossos resultados da secao [5.5| aplicados aos buracos

negros regulares descritos na se¢ao [£.5] Uma vez que esta solugdo também é da forma de

(5.1), com C(r) = 1/B(r), mas com B(r) agora tendo a forma

2
BXr)=1— ="M/, (5.76)
T

podemos obter a energia do espago-tempo contido em uma regiao esférica de volume V'
simplesmente substituindo B(r) em (5.26)), que nos da como resultado

9 1/2
E = 167kr [1 — (1 — Me_’\2/7'> ] (5.77)
T

No limite r — oo, obtemos E = M. Por outro lado, no limite » — 0T, obtemos 0.

Note que, para o caso (5.76]), ha valores de M e A para os quais nao temos
a singularidade coordenada. Nesses casos, a regiao V' possui apenas uma fronteira, e

podemos calcular a energia dentro de qualquer casca esférica de raio r.

Vejamos qual é a condi¢ao necessaria para evitar a singularidade coordenada.
Calculando o valor que maximiza a funcio f(r) = (1/r) exp(—A?/r), encontramos 7, = A%
este valor fornece o maximo de f(r). Assim, impondo 1 — (2M/A?)e™! > 0, ndo teremos
singularidade. Por sua vez, de e , vemos que a condi¢cdo imposta acima é

equivalente a
s _ 16mGegm?c?

P> (5.78)

e
Assumindo que ¢, seja igual ao valor dado pela expressao acima, em termos numéricos

obtemos ¢,, = 0,0313m. Para buracos negros com a massa do tamanho da do Sol, teremos
6,22 - 10%® C-m/s; para comparar com uma carga elétrica, dividimos esse resultado por
¢, obtendo 2,07 - 10%° C. Este valor é claramente muito alto e incompativel com o que é

observado.
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5.7.1 Densidades

A densidade de energia e pressao do campo gravitacional serd obtida novamente
via (5.38) e (5.39). Fazendo as devidas substitui¢oes, chegamos em

4k 1 2 1
Pg = (B -1+ ;Me_)\ /T>7 Pg = 5Pg- (579)

r? 3

Para calcular a densidade de energia e pressao desse espaco-tempo, primeiro

precisamos particularizar as fungoes g(r), h(r) e I(r) para o valor de B em questao, isto é,
(5.76]). Fazendo isso (conferir o passo a passo no apéndice [E.2.2)), obtemos

M ., [2M A2\% A2 a1 A2
g<r>:2ri))€A/rl€A /1"<1_> +__<1_>+1‘|7 (580)

rB2 r r 2 B r
1 M 2, A2
h(r) = —5(B=1)+ge/ (1 - r), (5.81)
o 1 M _)\2/7, )\2

Substituindo (5.65)), (5.66) e (5.76) em (5.41) e (5.42)), concluimos que p e p valem,
respectivamente (apéndice [E.2.2))

1 M 2, A2
p:4k[702(B—1)+7036 a (1—r>], (5.83)
ak (M o, [2M ) AZ\Z a2 )\
pzs{rse /[B /(1‘r>+r‘r2“
1 M ., A2

Esta claro em (5.76) que o valor minimo de B ocorre no méximo da fungao f(r)

que definimos acima. Neste caso, 7,, = A? corresponde ao valor de r que fornece o minimo

de B. Calculando (5.83) e (5.84) nesse valor, obtemos

Ak oM _\'? p  AME _

Como B(A?) < 1, podemos concluir da expressao acima que p < 0. Para os casos nos
quais 2M/(eX?) < 1, podemos expandir o termo entre parénteses em ([5.85), substituir p
na segunda equacao de , e considerando o fato de que todos os termos da expansao
sao negativos, exceto o primeiro, concluimos que p também é negativo. Ja para o caso
2M/(eX?) = 1, o mesmo que B(A?) = 0, vemos que p ¢é negativo; ja a pressao fica
p = 4k/3NY(—=1 + M/e)?) = —4k/6)\*, que também é negativa. De qualquer forma, a
positividade da energia do espaco-tempo ja esta assegurada pelo fato de que o termo
dentro da raiz quadrada em esta limitado entre 0 e 1. Em uma teoria ou abordagem
na qual apenas as quantidades quase locais e/ou globais tenham significado fisico, o valor

negativo de p nao teria muita relevancia fisica, em principio.
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6 Resultados e Discussao

Vejamos, primeiramente, quais sao os resultados desta dissertacao em relagao ao
que ja é conhecido na literatura. Até onde saibamos, o calculo e a analise da energia
¢ um resultado inédito, embora suspeitemos que esse resultado ja possa ser conhecido,
devido a importancia dos espacos esfericamente simétricos. Embora a energia do buraco
negro de Reissner-Nordstrom-de Sitter para o caso () = 0 ja tinha sido calculada por Maluf
(MALUF| |1996), e indiretamente sugerida pelo David Brown (BROWN; YORK] [1993),
desconhecemos na literatura o resultado “completo” . Os calculos da decomposicao
de Eckart, tanto para o caso geral de espacos-tempo esfericamente simétricos e estaticos
quanto para o caso particular do buraco negro de Reissner-Nordstrom-de Sitter, é um
resultado inédito de nossas pesquisas. A analise do Buraco negro regular a partir das
quantidades do TEGR também sao inéditas. Abaixo, segue um resumo mais detalhado

dos nossos resultados.

No capitulo 5, utilizamos a decomposicao da métrica e da tetrada na base {f, r, é, QAS}
para calcular as quantidades relevantes para a analise da energia em um referencial
teleparalelo que se reduz a um referencial inercial global (lorentziano). Essa base permitiu
tirar proveito da simetria esférica mesmo com a tetrada teleparalela nao estando adaptada
ao sistema de coordenadas esféricas. Vimos que esse método reduziu bastante o tamanho
das expressoes e facilitou as mudancas de indices, viabilizando assim contas que, realizadas
de outra forma, seriam inviaveis. Com isso, fomos capazes de obter os coeficientes da
conexao na base de tetrada, equacao , calcular as aceleragoes do frame, equacao ,
calcular o 4-momento do espago-tempo, equacao , além de realizar a decomposicao
de Eckart, secao |5.5, obtendo as densidades de energia, a pressao isotropica e o fluxo de
calor do espaco-tempo e do campo gravitacional. Os resultados obtidos foram consistentes
com o que esperavamos: o 4-momento possui apenas a componente temporal, o fluxo de
energia, tanto do espago-tempo quanto gravitacional, é nulo, equagoes e .
(Esses resultados refletem o fato do espago-tempo ser estatico, isto é, estd em um estado
de equilibrio.) Além disso, verificamos a consisténcia da decomposigao de Eckart através

do termo da constante cosmolégica, subsecao [5.5.3 onde confirmamos que py = —pa.

Na secdo [5.6] particularizamos os célculos para o caso do buraco negro de Reissner-
Nordstrom-de Sitter. Verificamos a consisténcia do nosso resultado comparando com o
resultado obtido pelo David Brown através do limite newtoniano; também confirmamos a
compatibilidade com a primeira lei da termodinamica para buracos negros. Na andlise das
densidades, vimos que a densidade de energia do campo gravitacional é sempre negativa,
fato esse que ¢ valido para qualquer espago-tempo esfericamente simétrico e estatico, como

é evidente em ([5.38)). Interpretamos esse resultado como sendo compativel com o fato de a
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energia potencial gravitacional newtoniana ser negativa. Nao foi possivel fazer uma analise
clara do sinal da densidade de energia total, pois ela depende da distribuicao da matéria,
que tem densidade positiva e, portanto, compete com a gravitacional; pudemos concluir
apenas que ela é negativa no vacuo. Fizemos uma analise dos valores dessas densidades
nos horizontes e descobrimos que a densidade de energia gravitacional por unidade de
comprimento tem o mesmo valor em todos os horizontes, [equacao ([5.70)]. No caso da
densidade total, verificamos que a densidade depende da carga elétrica, sendo independente
do horizonte apenas para ) = 0 [equagao ] Por completeza, também calculamos a
integral da pressao sobre os horizontes (forga) e descobrimos que o horizonte cosmol6gico
e do buraco negro sao responsaveis por fornecerem uma contribuicao negativa, equagoes
e . Devido as singularidades, tivemos que analisar a energia do espago-tempo
em regioes separadas. Fazendo isso, verificamos que ela é sempre positiva, evitando assim
problemas com a estabilidade do espago-tempo de Minkowski. (Em rela¢do a este tltimo
ponto, é importante destacar que todos os teoremas de positividade da energia ADM em

espacos-tempo assintoticamente planos podem ser estendidos para o TEGR, desde que o
referencial teleparalelo satisfaga o gauge do tempo (FORMIGA; GONCALVES| 2022).)

Para finalizar, estudamos outro caso particular de espaco-tempo estatico e es-
fericamente simétrico, um buraco negro regular com carga magnética, no contexto da
eletrodinamica nao linear. Calculamos a energia do espago-tempo contida em uma regiao
limitada por uma superficie esférica de raio r, equagao , e vimos que essa energia
tende a energia ADM no limite que r tende ao infinito. Também vimos que seria possivel
remover o horizonte para certos valores da carga magnética; porém, o valor necessario é
alto e incompativel com as observagoes. Terminamos essa parte com a decomposicao de
Eckart e vimos que a densidade de energia e pressao do espago-tempo sao negativas no

valor minimo de B.
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APENDICE A - Torcio

As componentes da tor¢ao T, em uma tetrada adaptada as diregoes (quase)

cartesianas podem ser expressas como (FORMIGA| 2021)
a i fa 7P aa 6 pa ¢  Ja
T, =-T,,t+T1,/+1T,0 +T°, ¢, (A.1)
em que

Tt;w - 28[#?1/]7 (A
Tfuu = 20,7y — 25[2ué'/] — 2sin 955’”&4, (A.

Tépw _ 28[uéu] + 25[2ufy] — 2cos 95@@3,,], (A
T%,, = 20,0, + 25in 0837, + 2 cos 0520, (A

uv

Para calcular cada elemento de (A.1)), usamos o fato de que 9, A, = %(GMAI,—@AM).

Além disso, conforme discutido na secao , os vetores t,,7,,0,, ¢, tém a forma

A~

ty=—B(r)s), #,=C(r),, 0, = ré, ¢, = 7 sin 05;. (A.6)

Comegando por (A.2), temos que
T, = 04, — Ot = —0,(B8) + 0,(B8)). (A7)

Uma vez que B = B(r), note que sua derivada 0, B s6 sera diferente de zero quando p =1,

logo 0,8 = 5}LB'. Portanto, chegamos em
t "(50¢1 051
T, = B (5%, — 8)6). (A.8)

Para calcular (A.3]), uma rapida inspengao nos permite ver que aparecerao termos
do tipo 9,C. Sabendo que C' = C(r), podemos proceder de maneira andloga ao calculo

anterior, e concluir que 9,C = 6lllC'/. Abrindo as expressoes, obtemos
T’F‘uy = aufy - al//’/;p, - 539\11 + 53é'u — sin Qéiggl, + sin Q(Sgggﬂ
P slgl  slgl 252 2 2 . 25353 25353
1, =0,0,C —90,0,C —1rd,0, +1d,o, —rsin” 04,0, + rsin” 04,9,
7", =0 (A.9)

No calculo de (A.4]) obtemos que
Té,u, = a,uéy - ayéu + 53@ — 027, — cos 9(52(51, + cos 95%#

1%, =(C —1) (625, — 6402), (A.10)

1%
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em que usamos o simples fato que J,r = 5;.

Por fim, para calcular (A.5]), primeiro notemos que aparecerdao termos do tipo
0,(rsin®). Aplicando a regra do produto e sabendo que d,, sin§ = cos 9(5,2“ concluimos que
Oy(rsinf) = & sinf+02r cos f. Abrindo as expressoes em ([A.5]), conclufmos que T ‘{’M vale

T%W = uév - 8,@# + sin 9627%, — sin 053@ + cos 6(52@,, — COoS 053@
T?, =6,(0),sinf + 6> cos ) — 6 (8, sin 6 + 67 cos 0) + C'sin 6(66), — 5,07
+ 7 cos (06, — 620,
T?, =sinf(C —1)(630, — 6,55). (A.11)

1%

Usando ([5.4)) para substituir os deltas em (A.8), (A.10) e (A.11)) pelos vetores

7y, 04, @, somos levados a

Tt;w = (BC)_lB, (fugu - fufu)a (AlZ)
) 1 A N

70, = (1~ (b7, —7,0,). (A.13)
2 ]. A ~ ~ A

T¢;w - ;(1 - C_l) <¢,LLTI/ - Tp(by) . (A14)

Reunir (A.9), (A.12), (A.13) e (A.14) em (A.1)) resulta que

. N |
1%, = —(BO)"'B (#.d, — 1,7,)i +=

(1= CY[(Outs = 70, 0" + (St — Fuh) 0.

Para obter 7., basta trocar os indices u, v por b, c.
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APENDICE B - Conexdo de Levi-Civita

Conforme comentado na subsecao [5.1.2] as componentes da tor¢ao coincidem com
o objeto de ndo-holonomia, pois a tetrada foi definida teleparalela. Para calcular a conexao
de Levi-Civita via , precisamos de Ty, € Tpeq. Isso pode ser obtido facilmente apenas
trocando os indices na expressao (5.10]). Dessa forma, obtemos as expressoes e
(G.12).

Primeiro, efetuemos Ty.q + Tepq; portanto

/ AA A A A A A A ]_ AA AA AA
TheatTora = (BC) ' B'(hifeie —istofatEehirs —fctbta)+;(1—c—1) ( 007y —740.00+0:0,7,

- 'Fcébéa + ngqgcfa _fbggcgga + Cgc(gbfa _fca)bqga); (Bl)
N—— ~——

em que, nessa soma, foram evidenciados os termos em comum. Efetuando a soma das

parcelas destacadas dentro dos parénteses, chegamos a
1
,

+ 2048cfa — Pobeda — Pedida). (B2)

Thea + Tua = (BC) ' B (2Bfef'a — isfet — Fefifa) + = (1 = C1) (204070 — 40c0 — 71

Por fim, podemos subtrair (B.2)) de Ty.; logo

a
—~

71’ AN AT T ~ 77 A:IA AN 1 —1 NN A
Tbca+cha_Tabc = (BC) B (2tbtc?"a?7%’fﬁ;—rctbta—tatb7”c+t btc +;(1—C )(291,067"&
%_ fcebea + 2¢b¢cfam_ fc(ﬁb(lﬁa - eaebfc%_ (ﬁa(bbfc%ﬁﬁe); (BB)
—— —— —— ——
b c b c
em que novamente os termos em comum foram evidenciados. Efetuar a soma das parcelas
destacadas dentro dos parénteses, cancelar os termos iguais e, em seguida, dividir tudo

por dois, nos permite concluir que

Oape = (BOY Bty (ule — 1a7.) + Lo (00 (700 — Outc) + B (Fadbe — uic)]. (BA)

r
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APENDICE C - Tensor de energia-momento

do espaco-tempo

As equagodes de Einstein na forma teleparalela sao escritas como
e

0, (exm) = TR (C.1)

Em que 7% ¢é o tensor de energia-momento do espago-tempo. Uma vez que a tetrada esta
fixada (segdo |5.1)), podemos resolver essa equagdo para obter 7% para um espago-tempo

esfericamente simétrico.
Operando a regra do produto no membro do lado esquerdo da igualdade em (C.1J),
temos J,(e) 2 + e 0, (Z‘W”). Relembrando que e = BCr?sinf, 9,B = B'6:,0,C =

C'6L,0,7% = 2rél e, por sua vez, 9, sin 0 = cos 062, 9, (e) resultard em
d,(e) = (r*B sin + BC~'r2C" sin 0 + 2r Bsin 0)#, + BC'r cos 00, (C.2)

em que foram utilizadas as equagoes (.4)) para trocar as deltas pelos vetores 7, e 0,.
Passamos agora ao célculo de 0, (E‘”‘”). De (5.21]), o superpotencial tem a forma

yapy _ ;{éa (é“f” _ f”é'j) + (ZASa (qg,u,,au _ ,,QMQASV)} l(BC)—lB/ _ i(l — C—l)]
1

r

(1= C (i — #7); (C.3)

em que subimos todos os indices e trocamos os dois ultimos por indices gregos. Aplicando

d, em (|C.3)), obtemos

() = o[ (B = ) 4 (3100 = )]} [BO) B~ - o)
1

g 0B = 0 . 32— 0o (8~ T o)

~aflo-cfpr-pe) Lo cafpe i)

A primeira derivada em ((C.4)) envolve a derivada de 4 termos, cujos resultados sao

0, (00" = - (0 ; c’cz)éaéu, ()
o, (074" = <7“:“> (C.6)
0, (¢ dri) = - (Crl + C’O—2> PP, (C.7)
0, (") = — - Sin ; (sin 07" + cos 00" ). (C.8)
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Para obter os resultados precedentes, foram utilizados as equagoes (5.5)) para contrair os
indices v e realizar a derivagdo, bem como as equagoes (4.51). Operando a segunda e a

terceira derivada em ((C.4]) nos leva respectivamente a

ay[(BC)—lB’ — i(1 — c—l)} — [— C3B7'B'C' —(BO)*(B)*+C*B'B"

1030’] 7, (C.9)

r 72

d, l1(1 - 0—1)1 = [— i(c—l -C7)+ io-%’}m. (C.10)

Em que as equagoes (5.4) foram utilizadas para por o fator 7, em evidéncia. Por fim, a

quarta derivagao resulta em

o, (i1t — )| = [C7*C" + (BC) ™' B'|#i. (C.11)

Realizando algumas manipulagoes e reunindo (C.5)), (C.6), (C.7)), (C.8), (C.9), (C.10) e
(C.11)) em (C.4) resulta que

0, () = pup(6°0" + ¢a¢“) kil (2 + ot 06° )7 + af*#; (C.12)

em as fungoes 3,1, ¢ e a definidas provisoriamente tém a forma

B=—= (Cl +C~ 201> (C.13)
W= (BC)'B —1(1—0 Y, (C.14)
o= [C B (B"-C7'B'C') - (BC)*(B)* + :2(0—1 -Cc7?) - ic-%*’], (C.15)

(B
1
2
1 BB\ c
K 1) (2 + ) + (20—1 - 1)] (C.16)
r r r
A contragao de (C.2]) com (C.3) resulta
d,(e) L% = (r’B’ sinf + BC~12C" sin 6 + 2rBsin 0) [g (éaé" + q@“q@“)
1 —1\ja3 w na
+-1-CH)tt"| — BCr cos«9§9 . (C.17)
,
Uma vez que vamos isolar 7% em ((C.1]), podemos dividir (C.17)) por e, o que resulta em

1 VO (pagu | qaim) 2 Y “1ypage _ ¥ o
- apy __ a )4 a I s o afp [P
~0,() > (626" + 69 )+r(1 O — o cot 60" (C.18)

A fungao v foi definida de forma provisoria para poupar notagao e tem a forma

201

v=(BC)™'B' +C72C" + (C.19)
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Dividir e 9, (Z“‘“’) por e resulta simplesmente em ((C.12]). Dessa forma, somando
(C.12) com (C.18) resulta em

[ay(e)zaﬂhrea,, (E“’“’)] = (W L go) (6°0m+6"¢r)+ [Z(l —C Y+ a] tat“+w P

1 11

1
(&

(C.20)
Os termos destacados serdo resolvidos separadamente com o auxilio das defini¢oes (C.13)),
(C.14)), (C.15)), (C.16]) e (C.19). Comegando por I, temos que

[:1[ c;/ c/ c% cipgc . O 2 _C7C | gy

r

_(BO)'B BQ/MCC 0/231023 20120//
b c g
f e / -3
—m_m+3—10—23”+0 AN ] (C.21)

I

c-3C" (BC)'B N 2B7'C~%B'
r T T

I= ; [ —B'C3BC - + B‘lc‘QB”] . (C.22)

em que de (C.21) para ((C.22)) alguns termos foram cancelados, conforme o destacado. O
calculo de I nos leva a

/ l l /

C 201 B C’ 202 Cl 02

£ 80 (B@/ C/ V/ C/ ] (C.23)

r

{BC

(C.24)

r2 72 r

—1 -2 —3,
II:lC _C +C C’]‘

De ) para , alguns termos foram cancelados e outros somados. Finalmente,
substltumdo (|C.22|) e (C.24)) em (C.20) e multiplicando o resultado por 4k, chegamos a

7 = dk[g(r) (670" + ") + h(r)i# + I(r)i*i]; (C.25)
em que
1( B 2B B'C B
9(r) =3 <BC2 TiBCT T BCE r08 ch:)’ (C-26)
1 1 c’
h(’f') — Crz — 027"2 + 7‘03’ (027)
B 1 1
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APENDICE D - Tensor de energia-momento

do campo gravitacional

O tensor de energia momento do campo gravitacional pode ser obtido via (4.35);

isto é
2° membro 4° membro

—_—N —_——
b __ ° ob d ob ocd o od b b o od f
t S 2k(2wc[ad]w . —2w [ad]wcc _wccaw d —f-(sawc[c‘fw \d) ) (Dl)
—— ———
12 membro 32 membro

Resolveremos cada membro destacado separadamente. Comegando pelo primeiro membro,

temos que
oc obd __ ec obd__ oc obd
2w [ad]wc = WW e T W, (DQ)
N——
I i1

Para resolver todos os termos destacados, seja em (D.1)), como em (D.2)), recorreremos a
conexao de Levi-Civita (5.13)). Renomeando e subindo os indices, I resulta em

I ={(BC) "' B't, (s — ) + i(1 = C)[0a(700 — 0%a) + Ga(7ba — 6°7a) |}
{(BO) ' BT, (#8" — i) + i(l — C)[6e (70" — 6°77) + b (76" — )} (D.3)
Realizando as contragées com a ajuda de (4.51]) e evidenciando os termos em comum,

obtemos

= ll (1 ) C)] (0 + ) + (BOYHB P (i — ) (B~ PRV, (D)

,
2
1 A A A ~ / A
= [ (1 - (J—lﬂ (66" + 6a") — (BC)*(B')*iat". (D.5)
T
Em que de (D.4)) pra (D.5) recorremos mais uma vez as relagoes (4.51)), de forma que
(fdfc — fcfd) (fdfb — fbfd> tyt, = —t,t. Partindo para o calculo de I, temos que

1= {(BC) "' B'ta(it, — 7)) + i(l = C)[0a(700 — 00) + Ga(#°ba — 6°Fa) | }
{(BO) ' BT (#8" — i) + i(1 = C7)[0c(#%0" = 6"7") + do (76" — ¢'71)|}. (D.6)

Evidenciando os termos em comum e realizando as devidas contragoes, chegamos em

2
1 fo [ . N A
II=— [ (1 - clﬂ (Faf® + 7ai®) + (BC) 2(B')? (fai® — o7 ) (%" — )it . (D.7)
r —_— ——
2
A contracao do termo destacado resulta (fafc - fcfa) (fdfb - fbfd) tyt. = —7,7%; logo, somos
levados a

1T = -2 [1 (1 — Clﬂ Zfafb — (BC)™3(B')*r, . (D.8)

r
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Enfim, reunindo (D.5)) e em (D.2)) resulta

2
20 (o = L{ <1 - C*)] (06" + 6u8" + 20,7") + (BC) (B (7uf® = 1u"). (D.9)

Vamos ao célculo do segundo membro, isto é

°ob ccd __ ob ocd ob occd
207" = W g€ — W7 (D.10)
11 v

Para realizar os célculos de 111 e IV recorremos a ([5.15)). Nao é dificil ver que,

gragas a ortonormalidade dos vetores (1,74, 04, ®a), a contragio &’ ¢ resulta 0, uma

vez que ¢gr? = 0,77 = t47? = 0. Por sua vez, 11 resulta em

111 = {(BC) ' B 1. (", — £'7,) +i(1 — C7) [0u (700 — 0%70) + (700 — 6"74) | }
—_——
[— i(1 —C+ (BC’)lB']fd.

Contraindo 7y com os termos destacados, chegamos em

1] = l - 1(1 - Cl) (0a0" + dad”) — (BC)lB'fafb] [

r

21—+ (BC)lB’].

o
Portanto, (D.10]) vale

2d}b[ad]d)ccd = - ll (1 — C’l> (éaéb + anng) + (BC)IB/fatAb}

r

l_ 2(1 —CH 4+ (BC)‘lB/]. (D.11)

r

O terceiro membro ¢ obtido reunindo os termos semelhantes, uma vez que o calculo

envolve apenas o produto da conexao de Levi-civita na forma (5.15)). Fazendo as devidas

trocas de indices, obtemos que &, 0% vale
9 2
@t ot = [_ “1-CchH+ (BC)lB’] Pl (D.12)
T

Por fim, o ultimo e quarto membro é obtido a partir de

1

ao.c od oc od oc o a

Opw Ly ‘d}f = itw of W o dfwdcf )0y - (D.13)
1% VI

Para obter V, basta recorrer mais uma vez a (5.15)) e realizar a contragao 7,7/, que de
([4.53)) resulta 77/ = 1. Logo, V vale

V= l_ i(1 _o+ (BC)IBT. (D.14)
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Por sua vez, VI resulta em

VI = {(BC)ilB/td( ctf - tCT’f> + - ! (1 - Cil) [éd(fcéf — écff) + (ﬁd(fc(ﬁf - ggdff)}}

Y- e[ - 97 + (790 — 9] ). (D.15)

{(BO)T'B'L, (1 — 1%71) + ;

Elevando ao quadrado os termos iguais e colocando-os em evidéncia, chegamos em

2
VI= 2[T (1 - Clﬂ + (BC)(B)? (i — 7y ) (#7 — 877 ) L . (D.16)

A contracao do termo destacado resulta (f §7¢ — fcff> (ff pd — fapf )fdfc = 1, portanto

VI=2 ll (1 — O‘1>r + (BC)™}(B)~ (D.17)

r

Logo, (D.13)) resulta

woc o 1 2 _ P
O g = 2{ l - (1-C Y+ (BO) IB]

—2 [1 (1 — c-1>r — (BC’)‘Q(B')Q}cS;j. (D.18)

r

Por fim, reunindo (D.9)), (D.11)), (D.18]) e (D.18)) em (D.1)) e colocando os termos

iguais em evidéncia, temos que

2
tba=4k{[i<l—c—l)] (203 — 00" — 38" — 88) + (BC) (B (rrb—(;b>

2 _ ’
l_ 3(1 —C+ (BC)‘lB'] (ib - rrb> + wa = C7N)(0a0" + $ad® — 2£a£b)}

r

(D.19)

Desenvolvendo os termos quadraticos e colocando os termos em comum em evidéncia,

obtemos

1 2 - /
t :41{“ (1—0—1” (270" = 0a0" — Gad® — 0} + 20, — 47" +(BC) X (BYH7ar” — 5

!’

. (BC)™'B

) r

(1=C7") (0a0" + $ad” — 208" — 26, + 27, }

(D.20)

De (5.16]), podemos escrever 6° na forma

80 = —1,8° + 77" + 0,0° + hod”. (D.21)
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Com base nisso podemos simplificar os termos destacados de (D.20)) que envolvem os

vetores unitarios; portanto

(277" — 88" — G — 68+ 260 — 47°) = 1,00 — 7o, (D.22)
(00" + Gud® — 2£uf — 20} + 274") = —0u0" — $u0’ — 277", (D.23)
Logo, substituindo (D.22)) e em (D.12f), obtemos
= (p— [P + plal” + J;(éaéb + 6ad?), (D.24)
em que
2k 4k ,
p=——=(C"=1)2 f= —(BC)” 'B(Ct-1). (D.25)
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APENDICE E - Decomposicio de Eckart

E.1 Campo gravitacional

De (5.35)), podemos trocar os indices latinos pelos gregos, para obter

ty = (p = )Pl + plut, + 5 (6,0, + dudy)- (E.1)

Sabendo que v* = ¢, = t*, podemos substituir esta relacao, juntamente de (E.1)), em
(0)
3.33|), para obter a densidade de energia do campo gravitacional p,; portanto
p g po g Py

Py = tuwe () €)= too (E.2)
logo,
2k,
po= 5 (CT =12 (E.3)

Como o trago de t,, ¢ nulo, o campo gravitacional obedece a equagao de estado p;, = % Pg>

logo
Py = —ﬁ((J - 1)~ (E.4)
Substituindo (5.37)) em (3.34), podemos calcular o fluxo de energia g /; portanto,
temos

A R (E.5)

A contragao to‘ﬂe(o)g resulta t°°, que de (E.1]), é igual a pB~!(r)t*. Como %7, = 0, =
fagzga = 0, segue que
q, = 0. (E.6)

E.2 Espaco-tempo
Partindo de (5.30]), podemos trocar o indice latino pelo grego, para obter

T = 4k|g(r)(0"0” + ¢"¢") + h(r)EE + I(r)ii | (E.7)

O resultado (E.2)) também pode ser utilizado para obter a densidade de energia do espago-
tempo, trocando t,, por 7,,. Logo, gragas a ortonormalidade dos vetores unitéarios, p

vale

p = 4kh(r). (E.8)
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Com h(r) sendo dado por (5.29)). Para calcular a pressdo, usaremos a expressao (3.33)),

isto é

1
p= 3 wh! . (E.9)
Abrindo as contas, temos
4k AA aA - AA Aa
p= 3 |90 (07 +66) + h@PE + U] (Rt + 0,0, + bud): (E10)

da ortonormalidade dos vetores unitarios, chegamos em

p =2 0g(r) + 1), (E11)

3
com [(r) sendo dado por (5.30)).
Por fim, para calcular o fluxo de energia ¢, podemos aproveitar o resultado ([E.5))

e trocar t*0 por 70 = 4kh(r)B(r)E*. Como %7, = £*, = {*¢, = 0, segue que

¢" = 0. (E.12)

Dado nosso interesse nas segoes e em calcular a densidade de energia do
espago-tempo para o caso em que C(r) = 1/B(r), particularizaremos ((5.28]), (5.29)) e (5.30)
para esse caso. Nas préoximas subsegoes, calcularemos e para quando B(r)
assume as formas dadas em e (5.76)). Portanto, substituir C(r) = 1/B(r) em (5.2§),

(5.29) e (5.30)) nos leva a

1 ., 3BB , B

g(r) = - (BB + 2 (B - ) (E.13)
2 r r
B B? BB

nr) = 2 _ _ E.14

(=%-"5-—" (E.14)

B 1 B

Ir)=="—- S +=. (E.15)

E.2.1 p e p- Buraco negro de Reissner-Nordstrom-de Sitter

Para B(r) dado por

B r)=1- "+ =2 — — (E.16)

B =1 (M—QQ—T>, (E.17)

(E.18)
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Para calcular g(r), h(r) e I(r), basta substituir (E.16]),(E.17) e (E.18)) em (E.13),
(E.14) e (E.15). Comecando por g(r), temos

~~ ~~
) 1[ 2M 3 1 1 (M Q7 S(M 1
- _2M Sl 1M T M ¢ 1
g 2 73 r4 L2 27 r3 L2 r3 /4 L2
b
1 (M Q? 1 (M Q 1
TRl ‘B<Ts‘r4‘p (E-19)

O célculo de h(r) nos leva a

B 1 2M 1 (M 1
h(r)=ﬂ—ﬂ+ﬁ7%+p—<ﬁ—r4 Lz) (E.21)
~—— <~ ~ ——

it a b a

Ao reunir os termos em destaque e eliminar os restantes, concluimos que

1 M 2
ﬁ(B_l)JFTSJFﬁ' (E.22)

h(r)

Por sua vez, [(r) resulta simplesmente em

T2 B

I(r) = 1(3—1)+1<M—QQ— 1). (E.23)

Para obter p e p basta substituir (E.20), (E.22) e (E.23)). Para p o calculo é bem
direto, bastando substituir A(r); portanto

1 M 2

= (E.24)

Por outro lado, o calculo de p nos leva a

ak[M 4 1 (M 2 1 1 (M Q2
_ I R ~—(B-1+4+————=—— — E.25
P=3 [73 L? rd L2 +r2( H rd L2 ( )

logo,

(E.26)
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E.2.2 p e p- Buraco negro regular

Para B(r) dado por

2 )
B(r)=1—=-Me™™/", (E.27)
T
B’ tem a forma \2
.M
B = /1 -2, E.28
Br2€ ( r ) ( )

~ / . 1. . . ~ 7 .
Na obtencao B foi utilizado a regra da cadeia e do produto da derivacao. Além disso, os
termos em comum foram postos em evidéncia. Executando o mesmo procedimento para

obter B”, temos

)\2 2 =~ )\2 /\2 2
b e (T = S ) S (E.29)
r

Uma vez que o fator que atencede os parénteses multiplique os termos destacados, teremos

N . . . . _\2
trés termos iguais. Executando a soma das parcelas iguais e colocando e /" /r? em

evidéncia, obtemos

v Moy A2 2 B
B :e_’\/’“[ (4—>\>+>\

/

72 Br? r

A E.
B2r 72 Br} (E.30)
—_———

Substituindo (E.28) no fator destacado, obtemos

2\ 2
M eAz/T<1—A> : (E.31)

B3r2? r

Substituindo o termo destacado em (E.30) por (E.31), e fatorando 1/Br, concluimos que

B" vale )
. M A2 A2\ M A2
B = ——e N/ [ (4 - ) b (1 - ) - 2]. (E.32)

Br3 r r B2r r

Substituindo (E.27)), (E.28) e (E.32) em (E.13)), temos

LM ), [N 2\ M A2\ ? 3M A2
e A A R IR L A e ANAd §
9(r) 2{7"36 [r r +B2T€ r + 7“36 r

M2 A2\ M . \2
AN (AT S PR Y E.
+ 327“46 < r > Br3€ r (E.33)

Distribuindo o fator Me /" /Br3 nos termos entre colchetes, obtemos

E.34
* r r3 ( )

AMN op MMy M (N L 2M
rd rd B2p4 ’
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T

)2 2
Fazendo o mesmo com ?’T—]‘fe AT (1 — 2 ), chegamos a

3M 3MN?
76—)\2/7“ . 76_)\2/7".

5 = (E.35)
Substituindo (E.34) e (E.35) em (E.33)), temos que
a b C C
1 (4MN? MM M? 2\* 2Mm 3M
_ )= —>\2/r A —/\2/r I —)\2/7" o e —)\2/7" e —)\2/7'
g(r) = 2{ rd © 7D ¢ + 327’46 (1 7‘) 73 ¢ + r3 ¢
" b
3M N2 M? 2\ M A2
oA f)\z/r e f)\z/r A o f)\Q/r A
0 8 S BP i B g

2 1A . ’
A/T [r3 em evidéncia, concluimos que

M o, [2M A2\2 a2 A A2
g(r) = ——e? /T[G_A/T<1—> —i———(l—)‘i‘ll- (E.37)

rB2 r r r2 B r

Unindo os termos destacados e colocando Me

Prosseguindo com os célculos, h(r) é obtido substituindo (E.27) e (E.28) em (E.14);

portanto

1 M o f. N
h(r) = T—Q(B —1)+ ¢ / (1 — r). (E.38)
E por fim, substituindo (E.27) e (E.28) em ([E.15)), concluimos que I(r) vale
1 M e, A2
I(r) :ﬁ(B_1)+W€ / (1_7“)’ (E.39)

Como é evidente, a densidade p é obtida simplesmente substituindo (E.38|) em

(E.8]); portanto
1 M A2
p_4klﬂ(3— 1)+ —e /"<1— )] (E.40)

r3 r

Por sua vez, para calcular p, substituimos (E.37)) e (E.39) em (E.11f), para obter

2\ 2 2 4 2
p= 4k{]we/\Q/r [ZiyeAQ/T (1 _ /\> + )\7 _ )\7 _ 1(1 _ )\> _|_1]

3| rB2 r r r2 B r

Loy AL (1 - A) } (E.41)

72 Br3 r

1. —)\2 ,
Perceba que se multiplicarmos %e A/ pelo fator em destaque, ele poderd se cancelar com

o tltimo termo de (E.40]), logo
Ak (M o, [2M AZ\Z a2 )\
_ ) A | 2 N s 2
p_3{7‘36 LB?e (1 ) " +1

Loy oo 2)) e

r2
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