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Resumo

Nesta tese estudamos problemas de controle nulo relacionados as equacgoes da onda,
do calor e de Stokes. No primeiro deles, provamos a controlabilidade nula uniforme para
uma equacgao da onda dissipativa e, em um processo de limite, obtemos a controlabilidade
nula da equacao do calor. Para isto, combinamos uma analise espectral dos sistemas
e desigualdades de Carleman. No segundo problema, estamos interessados em garantir
a controlabilidade nula da equacao de Stokes sob certas restrigoes. Mais precisamente,
desejamos levar a solucao a zero mantendo-a ortogonal a um determinado espaco de

dimensao finita.

Palavras-chave: controlabilidade, observabilidade, equacao da onda dissipativa, equacao

do calor, equacao de Stokes.



Abstract

In this thesis, we study null controllability problems related to the wave, heat, and
Stokes equations. Firstly, we establish uniform null controllability for a dissipative
wave equation, and as a limit, we achieve null controllability for the heat equation.
To accomplish this, we combine a spectral analysis and Carleman inequalities. In the
second problem, our focus is on null controllability for the Stokes equation under certain
constraints. More specifically, we aim to drive the solution to zero while maintaining

orthogonality to a given finite-dimensional space.

Keywords: controllability, observability, dissipative wave equation, heat equation, Stokes

equation.
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Introducao

Algo que podemos perceber no mundo e naquilo que esta presente nele é a existéncia
de intiimeros sistemas atuando constantemente, sejam eles naturais, como os climaticos,
fisicos ou biologicos, ou sejam eles nao naturais, como os economicos, de transporte ou
computacionais. Uma coisa interessante e importante em relacao a esses sistemas é que
em diversas ocasioes, por necessidade ou vontade, é preciso interferir sobre eles para que
atuem de forma a satisfazer um determinado objetivo ou controlar uma situacao.

O proprio corpo humano pode oferecer exemplo desse tipo de processo. Para seu
bom funcionamento, a temperatura deve ser mantida estavel. Quando ela aumenta, a
transpiracao é acionada. A agua liberada pelo corpo, por estar mais fria do que ele,
absorve o calor excedente e ocorre o equilibrio térmico. A transpiragao é, portanto, um
mecanismo de controle da nossa temperatura.

A necessidade ou interesse em ter controle sobre o ambiente em que vivemos e o que
acontece nele, em diferentes escalas e contextos, é muito comum ao ser humano e, em
diversos casos, imperiosa. A pandemia mundial de Covid-19 ocorrida em 2020 é um
forte exemplo de uma situacao que exigiu a atuacdo de controles capazes de reduzir a
disseminacao do virus ou o aumento do niimero de 6bitos. Podemos também citar varios
outros casos em que o homem usa instrumentos de controle: construcoes de diques e
sangradouros, instalacao de termostatos e disjuntores, aplicacao de vacinas e insulina,
entre outros.

A Teoria de Controle, que comecou a ser formalmente desenvolvida no século XIX,
desempenha o papel de uma importante ferramenta nas mais diversas areas do conheci-

mento. Uma vez que possamos transcrever situacoes reais em equacoes matematicas, o
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Introducao 13

estudo dessas formulacoes pode trazer solugoes para problemas, melhorando a eficiéncia
dos sistemas envolvidos ou a qualidade de vida das pessoas, por exemplo. Sem grande
rigor, os problemas de controlabilidade lidam com sistemas onde uma das variaveis é o
tempo. Conhecendo o estado inicial desse sistema e definindo o que esperamos como
estado final, atuamos sobre ele durante o intervalo de tempo (0,7") fazendo uso de um
controle adequado de forma que a solucao tenha em ¢t = 0 o estado inicial dado e atinja
em t =T o estado final que escolhemos previamente.

Falar sobre a evolugao dessa teoria nao é uma tarefa simples. Em 1978, Russell em [32]
comentou sobre a impossibilidade de tracar um esbogo completo desse desenvolvimento.
Nesse texto ele citou que as bibliografias listadas por Johnsson [15] ¢ Robinson [31] com
artigos escritos até 1971 ja abrangiam varias centenas de titulos e que niimero comparavel
tinha surgido nos sete anos posteriores. Em 2003, Fernandez-Cara e Zuazua [10], ao
apresentarem a historia, as conquistas e as perspectivas do tema, comentaram sobre a
capacidade que a Teoria de Controle tem de fundir ideias e métodos matemaéticos para
produzir um novo e importante corpo matematico.

Essa é uma area que continua avancando e se mantém atual e valorizada, visto que
alcancamos um ponto da histéria em que grande parte dos problemas mais relevantes
sao interdisciplinares e a Teoria de Controle, como mencionado anteriormente, tem a
caracteristica de poder ser aplicada em numerosos ramos, tais como engenharia, economia,
ecologia, medicina, fisica, entre outras. Além disso, os conhecimentos j& estabelecidos e
a maior disponibilidade de recursos tecnologicos sao propicios para o desenvolvimento da
area.

Em termos matematicos e de maneira geral, um problema de controle pode ser escrito
como uma equacao do tipo

Aly) = f(v) (1)
Nessa notacao a variavel do sistema ¢é representada por y, que pertence a um espaco
vetorial Y. A variavel v é o controle. Ela pode ser escolhida livremente no conjunto dos
controles admissiveis U,; e atua sobre a solu¢ao y com o objetivo de fazer com que se
comporte da maneira que determinamos previamente.

Até o presente momento ja dispomos de uma vasta e bem consolidada literatura sobre

problemas de controle, tais como 6], [22], [32], [37] e [40]. Claramente, as técnicas e
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resultados dependem das caracteristicas da equagao (1). Podemos, por exemplo, estar
trabalhando com um sistema de dimensao finita ou infinita e com equagoes lineares ou
nao. O caso de dimensao finita estd completamente compreendido quando a equacao
é linear e muito bem compreendido quando a equacdo é nao linear. As referéncias 6],
[16], [19], [20] e [34] abordam esses casos. Quando passamos a tratar de sistemas de
dimensao infinita e de equacoes nao lineares, o progresso ¢ consideravelmente mais lento.
No entanto, ainda assim, a teoria evoluiu expressivamente ao longo das décadas, veja |6],
[22], [39] e [43].

Outro ponto que devemos considerar quando lidamos com controles é que eles podem
ter diferentes classificacoes, afinal, a depender da situacao, talvez nao exista um controle
que leve o sistema exatamente no estado final que desejamos. Para lidar com algumas
possibilidades, classificamos os sistemas em exatamente controldvel, aprorimadamente
controldvel, nulamente controldvel ou controldvel as trajetorias. Sob determinadas
condicoes, esses tipos de controles podem ser equivalentes. Nao nos deteremos em
fazer maiores observagoes sobre eles, apenas definiremos aquele que seréd utilizado nesta
tese: dizemos que um sistema é nulamente controlavel quando partindo de qualquer
estado inicial a solucao pode ser levada a zero. Mais informacoes sobre os tipos de
controlabilidade estao disponiveis, por exemplo, em [4], [6] e [25].

Também é relevante mencionar que os interesses relacionados a controles ultrapassam
a questao de garantir a existéncia de um deles. Devemos lembrar que em muitas ocasioes
as equacoes matematicas estao associadas a um problema real e que, portanto, é preciso
saber se o controle obtido é viavel e/ou se tem caracteristicas desejaveis. Por exemplo,
em aplicacoes na area de engenharia, a estética, seguranca e os custos também sao fatores
importantes a serem avaliados. A intencao de obter um controle adequado gera uma
conexao entre a Teoria de Controle e a de Otimizagao, ramo da matematica bastante
vasto e sobre o qual indicamos as leituras [9], [30] e [33]. Em geral, encontrar o que
chamamos de controle ¢timo envolve a minimizacao de um funcional e a verificagao de
que ele possui certas propriedades. Dentre elas, esperamos que o funcional seja coercivo.
A estratégia comumente utilizada para verificar se essa propriedade é valida é estabelecer
o que denominamos de desigualdade de observabilidade, o que na maior parte das vezes

nao é simples. Uma ferramenta muito util nesses casos é a desigualdade de Carleman,
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desigualdade normalmente trabalhosa de ser obtida, porém, técnica. Leia mais sobre elas
em [13], [14], [18], [29], [35] e [38].

Feitas essas breves apresentacoes sobre a Teoria de Controle, voltemos ao tema da
temperatura mencionado no segundo paragrafo. No processo de fundicdo de metais,
para que eles obtenham a qualidade e propriedades esperadas, a temperatura precisa
ser cuidadosamente controlada. Esse também é o caso em laboratorios que lidam
com determinadas amostras biologicas ou em museus na manutencao e preservacao de
obras de arte. Em nossos domicilios, aquecedores ou ares condicionados desempenham
valioso papel na climatizacao do ambiente, auxiliando no controle da temperatura e
proporcionando maior bem estar. Atualmente, em nivel mundial, ha uma preocupacao
imensa e urgente em controlar a temperatura da Terra, evitando que o planeta entre em
colapso.

Acreditamos que os exemplos acima sejam suficientes para motivar o estudo do controle
de sistemas associados a equacao do calor. Sobre esse assunto dispomos de generosa
bibliografia e resultados bem consolidados, como apresentados em [5], [7], [8], [11] e [26].
Algo que podemos citar sobre as equagoes do calor é que suas solugoes dispoem de efeito
regularizante, o que significa que elas pertencem & classe C* quando um dado inicial é
continuo. Isso faz com que nao se possa esperar controlabilidade exata. De fato, o estado
final nao pode ser escolhido arbitrariamente, uma vez que se aplicarmos o controle em
uma pequena parte do dominio, no restante da regiao a solugao sera suave. No entanto,
uma vantagem que as equagoes do calor tém é que as controlabilidade nula, aproximada
e as trajetorias sao alcancaveis para um tempo 7' > 0 qualquer.

Outro tipo de equacao classica sobre o qual dispomos de quantidade consideravel de
informacao é a equacao da onda. Seu estudo, se nao apenas pelos propdsitos puramente
tedricos, sao relevantes devido a sua aplicabilidade. No contexto de comunicagoes, por
exemplo, elas sao utilizadas por radios, televisoes digitais, GPS, telefonia moével, satélites,
radares, entre outros. Em nossas residéncias elas estao presentes no micro-ondas, aparelho
que proporciona praticidade ao dia a dia. Além disso, podemos citar o seu uso na medicina,
em exames como raio X e ressonancia magnética, e nos tratamentos por radioterapia.

Assim como no caso da equacao do calor, os estudos sobre controlabilidade de equacoes

da onda sdo abundantes. Propomos como referéncias os textos 3], [17], [41] e [42]. Em
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contraposicao ao que temos para o calor, é possivel obter controlabilidade exata para
equacoes da onda gragas a sua reversibilidade no tempo. Contudo, essa controlabilidade
exige que um tempo minimo transcorra antes que possa ser atingida.

Com essas informacoes postas, introduzimos o primeiro problema tratado nesta tese.
No Capitulo 1, nosso proposito é estudar o controle desses dois tipos de equacoes
concomitantemente. De maneira mais precisa, desejamos, a partir da controlabilidade
nula da equacao da onda unidimensional

Ely — Ugy + Uy = hly, (2)
garantir, em um processo de limite quando € — 0, a controlabilidade nula da equagao do
calor

Up — Ugpy = h1,. (3)
Destacamos que em (2) e (3), u representa a solu¢ao, ou estado, dos sistemas, e h o
controle. A motivagao e inspiragao para tratar esse problema vém dos artigos [23] e [24].
Em nosso trabalho substituimos a condi¢ao de fronteira de Dirichlet, presente em [24],
por uma condi¢do de Robin no extremo superior do intervalo espacial (0, 1):
cu,(1,t) +au(l,t) =0 em (0,7), (4)
com a sendo uma constante positiva.

Iniciamos o Capitulo 1 apresentando os detalhes do problema e como iremos aborda-lo.
Resumidamente, o método consiste em dividir o intervalo de tempo em trés subintervalos e
tratar o sistema de forma conveniente em cada um deles. Nos dois primeiros subintervalos
estamos especialmente interessados em controlar as partes parabolica e hiperbolica da
solucao. Para esse proposito, precisamos fazer uma andalise espectral e escrever a solucao
em série de Fourier. Tal analise apresenta dificuldades geradas pela mudanca na condigao
de fronteira, exigindo a verificacao cuidadosa de diversos casos. Na Secao 1.1 estudamos
aquele que fornece autovalores e entrelacamos os dois tipos de equacao, uma vez que
obtemos as autofuncoes da equacao da onda a partir das autofuncoes relacionadas ao
calor. O controle das partes parabdlica e hiperbélica, verificados, respectivamente, para
o primeiro e o segundo subintervalos, é examinado na Segao 1.2.

Para garantir a controlabilidade no terceiro e tltimo intervalo de tempo necessitamos
de uma desigualdade de observabilidade. O processo para encontra-la é mostrado na

Secao 1.3 e consiste em, primeiramente, conseguir uma desigualdade de Carleman. Aqui
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também surgem dificuldades decorrentes da mudanca na condicao de fronteira, sendo
necessario fazer escolhas bastante assertivas para que possamos estabelecer a estimativa
de Carleman. Apoés obté-la, combinamos com desigualdades de energia e conseguimos a
observabilidade. Na Secao 1.4 esse resultado é aplicado e provamos a controlabilidade no
terceiro intervalo. Finalmente, na Secao 1.5 reunimos o que foi obtido nas anteriores e
demonstramos nosso principal teorema.

No segundo capitulo temos uma nova questao de interesse. Nele passamos a estudar
as equacoes de Stokes, que descrevem o escoamento de substancias fluidas. Veja mais

detalhes em [2], [28] e [36]. Sendo T' > 0, avaliaremos o sistema
v — Ay + Vp = g1, em Q=Qx(0,7),

divy =0 em @,

em que ¥y é o estado, p é a pressao do fluido e g é o controle. Além disso, {2 e w sao conjuntos
abertos, nao vazios e limitados de RY, w C 2 e N = 2,3. Inspirados por Mophou [27],
nosso desejo é obter a controlabilidade nula do sistema, mas de forma que o estado atenda
a algumas restricoes. Mais precisamente, desejamos que a projecao ortogonal do estado
y sobre um determinado espago de dimensao finita seja nula.

O método utilizado, proposto em [27], se baseia em substituir o problema de controle
do sistema com restricao no estado por um problema equivalente com um sistema que
apresenta restri¢oes no controle. E importante observar que o fato de termos substituido
a equacao em [27] por uma de Stokes, requer de nos que identifiquemos quais condigoes
devemos impor sobre as funcgoes geradoras do espago de dimensao finita para que o
nosso objetivo possa ser alcancado. Assim como foi necessario para o problema anterior,
aqui também precisaremos de uma desigualdade de Carleman. Apoés concluirmos a
controlabilidade desejada, encerrados o capitulo estabelecendo algum tipo de unicidade
para o controle encontrado.

Para finalizar a tese, incluimos dois apéndices. No primeiro deles apresentamos os
diversos casos que precisam ser analisados no estudo do espectro feito na Secao 1.1. No
Apéndice B provamos um resultado de minimizacao e regularidade que se faz necessario

na busca da desigualdade de Carleman da Secao 1.3.



Capitulo 1

Equacao do calor como limite da equacao da

onda

Seja 1 < ly e w = (l1,l3) um subintervalo aberto ndo vazio de (0,1). Neste trabalho
estudaremos propriedades de controlabilidade e limite assintético para o sistema

.

EUy — Ugy + Up = h1,, em @ :=(0,1)x (0,7,
u(0,t) =0 em (0,7),
(1.1)
uz(1) +au(l) =0 em (0,7),
u(z,0) = u(x), u(z,0) = u'(x) em (0,1),

\

no qual € € (0,1), a > 0 e (u’,u') sdo dados iniciais em um espago adequado. Aqui 1,

representa a fungao caracteristica do aberto w e h é um controle em L*(Q).

Considere o espaco
V(0,1) = {v e H(0,1)]v(0) =0}
com a norma
2 2
HU”V(O,l) = Hua:”LZ(o,l) +alu(1)]*. (1.2)

Para dados iniciais u® € V(0,1) e u' € L?(0,1), o sistema (1.1) tem tnica solugdo na

classe C([0,T]; L*(0,1)) N L?(0,T;V(0,1)).

Formalmente, quando fazemos ¢ — 0, o sistema (1.1) converge para

18
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Up — Uge = D1, em (0,1)x (0,7,

u(O) = 0 e (O,T),
ue(l) +au(l) =0  em (0,7), -

u(0) = u° em (0,1).

0

E sabido que, para cada ¢ > 0, o sistema, (1.1) é controlavel a zero para um tempo
suficientemente grande. Também, o sistema (1.3) é controlavel em qualquer tempo 7" > 0.
Neste capitulo, iremos provar que a controlabilidade nula do sistema (1.3) pode ser
obtida como processo limite da controlabilidade nula do sistema (1.1). Mais precisamente,
mostraremos que é possivel construir, para cada £ > 0, um controle h. que leva a solucao
de (1.1) a zero. Garantiremos ainda que (h.). converge, em um sentido apropriado, para

um controle nulo h de (1.3). Enunciamos abaixo o principal resultado deste capitulo.

Teorema 1.1 Dado T > 0, existem Ty > 0 e ¢g = €o(T) > 0, com gy satisfazendo
T > /o Tt e tal que para todo € € (0,¢0) a solugio u. do sistema (1.1) satisfaz
ue(T) = (ue)e(T') = 0.
Além disso, eziste uma constante C = C(T), independente de €, que faz com que seja
verdadeira a sequinte estimativa para o controle h.:
ell 2oy < CO) ([ VEUD | 0.1y 22001) -

Também, eziste subsequéncia de (h.)., denotada da mesma forma, tal que

he = h  fracamente em L*(w x (0,T)), quando &€ — 0 (1.4)

e h € um controle nulo para a equagao do calor (1.3).

Para provar o Teorema 1.1, usaremos a ideia de Lopez, Zhang e Zuazua em [23], que
consiste em dividir em trés partes o intervalo [0,7] = [0,7/3] U [T/3,27/3| U [2T/3,T]
e tratar o problema de forma conveniente em cada uma delas. Mais precisamente, no
primeiro subintervalo controlamos as projecoes parabolicas da solugao. No segundo
subintervalo, deixamos o sistema evoluir livremente, ou seja, sem a influéncia de um

controle, e nos concentramos na parte hiperboélica da solucao, obtendo sua taxa de
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decaimento. Por fim, no ultimo subintervalo voltamos a atuar sobre o sistema de modo
a levar todo o estado a zero. Com esse processo construimos um controle que garante
a controlabilidade nula no tempo 7. Além disso, essa particdo do intervalo é o que nos
permite manter a noma do controle limitada.

Para dividir o sistema em suas partes parabolica e hiperbolica precisamos de uma base

adequada para o espaco no qual trabalharemos. Consegui-la é a meta da proxima secao.

1.1 Espectro do sistema

Como dito antes, formalmente o sistema (1.1) tende ao sistema (1.3), quando € — 0.
Nesta etapa estudaremos os espectros dos dois sistemas, estabelecendo uma relacao entre
eles. Isso é feito encontrando as autofunc¢oes do operador associado a equacao da onda a
partir das autofuncoes do operador associado a equacao do calor.

Iniciamos apresentando o sistema adjunto referente a (1.3):

;

—Pt — Pz = 0 em (07 1) X <07 T)?
©(0) =0 em (0,7),
(1.5)
0:(1) +ap(l) =0 em (0,7,
o(T) = ¢’ em (0,1),
com ¢° € L*(0,1).
Seja A: D(A) C L*(0,1) — L*(0,1) o operador
A= -0
com
D(A) = {2 € V(0,1) N H*(0,1)|az(1) = —z,(1)}.
O sistema (1.5) é equivalente a
(I)t - Aq),
O(T) = P° = .
Para encontrar os autovalores  de A, consideramos o problema:
Wy () + pw(z) =0 em (0,1),
(1.6)

w(0) = w,(1) + aw(l) =0,
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cuja equacao caracteristica é dada por

r2+B:O<:)r::t\/—_ﬂ.
Essa equacao exige a andlise de diferentes casos. Os detalhes estao apresentados no
Apéndice A. Aqui estudaremos apenas aquele que fornece autovalores, a saber, quando
—B < 0. Disso temos r = +iy/ e a solugao geral de (1.6) é
x) = ¢1 cos \/Bx + c9 sen \/Bx, c1,co € C.

Usando as condicoes de fronteira, vemos que
C1 = 0

C2 (ﬁcosﬂ+asen \/B> =

Se ¢o = 0, entdao w = 0 e ndo temos autovalores. Assim, devemos ter ¢, # 0 e buscaremos
[ tal que

VB cos\/B +asen/B = 0. (1.7)

Como a > 0, a igualdade (1.7) nos diz que \/_ B+ 7r/2 + km e, portanto,
tg/f = -~ (1.8)

Com o intuito de analisar as solugbes da equagao (1.8), consideremos, inicialmente, as

funcoes f e g dadas por
1
f(z)=tgz e g(z) = -z

Notemos que elas se intersectam em cada intervalo I = ((2k — 1)7/2,km), k € N.

Iy
T

Figura 1.1: Comportamento das fungoes f e g.

Utilizamos essas informagoes para estudar as intersecoes que ocorrem entre as fungoes
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F(B)=f(z(B)=tgV/B e  G(B)=g(z(8) = -

O esboco do grafico das duas é apresentado abaixo.

)
T

Figura 1.2: Comportamento das funcoes F' e G.

Notemos que

2k —1 2k — 1)*x?
¥< B<kr < %<ﬂ<k2w2.

Dessa forma, temos uma raiz (;, em cada um dos intervalos J, = ((2k — 1)*72/4, k*7?),

com k € N. Além disso,
0<fr<Po<-+-<Pp<--,
com (3, — 400, quando k — 4o0.

Seja wy a autofuncao associada ao autovalor 5 de modo que a sequéncia {wy}
constitui uma base ortonormal de L?(0,1). No que segue, usaremos essa base e 0s

autovalores associados para encontrar informagoes sobre o sistema (1.1) quando h = 0,

isto é,
([t — e+ = 0 em  (0,1) x (0,7),
u(0) =0 em (0,7),
(1.9)
uz (1) + au(l) =0 em (0,7),
uw(0) =u’,  w(0) =u! em (0,1).

\

A solugao u de (1.9) se escreve como
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UJ(I? t) = Z yk(t>wk<x)7
k=1

permitindo obter, por substitui¢do em (1.9),

D lelym)a(t) + By(t) + (ye)e(t)] wil(z) = 0,

k=1
de onde, para cada k € N,
e(yr)u(t) + Pryr(t) + (yx)e(t) = 0. (1.10)
A equacao caracteristica associada,
eop + 05 + B = 0,
tem raizes nao nulas

S IRV, ey YA . o _ ol VT,

o =
ket 2 k 2e

Também temos que a solugao geral de (1.10) é dada por

yr(t) = cipe™+" + cope” (1.11)
se B # 1/4e, e por

yr(t) = crpe™+" + copte ",
se B = 1/4e. As raizes of, sao reais quando [ < 1/4e¢ e tém parte complexa nao
trivial sempre que 5y > 1/4e. Elas sdo chamadas de autovalores parabdlicos quando sao

reais e de autovalores hiperbdlicos quando sao complexas. Observe que esses autovalores

dependem daqueles fornecidos pelo sistema (1.6). Além disso,
limo;, =—
51_1;% 0k+ /Bka
o que mostra que, quando € — 0, os autovalores oj, convergem para — [, autovalor do

operador da equagao do calor (1.3).

No que faremos a seguir, dotamos o espaco de energia

E=V(0,1) x L*(0,1)

cOoIm a norma

2 2 2
[(w, )% = ||u”v(071) +e ||U||L2(071) : (1.12)
Para deixar explicita a relacao com a constante e, denotaremos por E® o espaco E com a

norma (1.12). Desse modo,

e = -l -
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A energia & do sistema (1.1) é dada por

1 /! a

5/0 (]ux(x,t)|2 + 5|ut(a:,t)|2) dx + §|u(1, t)|?

) (1.13)
5 I (u(t), we(£))][ - -

Nao é dificil ver que

1
El) [ e s <o,
dt ;

isto é, a energia é decrescente.
Introduzimos agora alguns subespacos de E°. Para cada n € N, seja
E; ={U = (u,v) € E|u,v € span{wg,1 <k <n}}.

Como os autovalores of_, sado reais sempre que 1/4e > [ e a sequéncia {0}, tende

ao infinito, quando k — +o00, existe k(c) tal que 1/4e > By (). Em outras palavras,

<e< .
4Bk(e)+1 4Bk(e)

Em particular, k() é a quantidade de autovalores o5, parabolicos. Definimos

B ={U = (u,v) € Ef|u,v € span{wy, 1 <k < k(e)}},

o subespaco de dimensao finita gerado pelos autovalores parabélicos.

OBservAaGAO 1.2 Notemos que, quando € — 0, temos E; — E*.

Também definimos
E; ={U = (u,v) € E*|u,v € span{wy, k > k(e) + 1}},
o subespaco de dimensao infinita gerado pelas autofungoes hiperbolicas.

Por fim, consideramos (£°)" = L?(0,1) x V'(0,1), o espaco dual de E*, dotado com a

norma
2 2 2
[ (u, U)H(Es)’ =& ||U||L2(0,1) + ||U||v’(0,1) : (1.14)

Denotamos por (E5), (E:) e (E;)" os espagos duais de ES, ES e Ef, respectivamente.
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1.2 Alguns resultados auxiliares

Nesta secdo estabeleceremos resultados necessarios no estudo do sistema (1.1) nos
dois primeiros intervalos de tempo [0,7/3] e [T'/3,27/3]. A controlabilidade no terceiro

intervalo, [27'/3, T, exige maior esfor¢o. Por esse motivo, trataremos dele separadamente.

1.2.1 Projecoes parabdlicas

No primeiro subintervalo de [0,7] consideramos o sistema (1.1) com um controle

atuando sobre ele. Para garantir sua controlabilidade precisamos do resultado a seguir.

Teorema 1.3 Seja l; < Iy e w = (l1,1la) um subintervalo aberto nao vazio de (0,1).
Entao, existem constantes positivas €(w) e C(w) tais que para todo 0 < € < e(w), todo
T > C(w)v/e e qualquer (u®,u') € E° existe um controle h. € L*(w x (0,T)) tal que a
solugao de (1.1) satisfaz

7 (ue(T), (ue)(T)) = 0, (1.15)
com , sendo a projecao ortogonal sobre E5. Além disso, eriste uma constante C' > 0,

dependendo de T, mas independente de ¢ € (0, min(e(w), T?/C?%*(w))) tal que

||hs||L2((0,1)><(0,T)) S CH(UO,UI)HEE, \V/ (UO,Ul) & EE. (116)

A demonstragao pode ser feita seguindo a prova do Teorema 3.1 em [23|. Observamos
que para provar o Teorema 3.1 é utilizada a Férmula de Weyl, que permanece valida para
0 nosso caso. Aqui nos restringimos a apresentar o seguinte resultado, também necessario

para a demonstracao do Teorema 1.3.

Proposigao 1.4 Seja u. uma solugio de (1.9) com dado inicial (u°,u') € V(0,1) x

L*(0,1) tal que

mou’ = mou' = 0. (1.17)
Entao, para todo t > 0,
mou(t) = 0. (1.18)
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Demonstracao. Consideremos

ue(w, ) = Y i (tywi(x).

k>1

Notemos que, por u. satisfazer a equagdo sem controle em (1.9), é valido

D WD) + Bryi(t) + (o)D) wi(x) = 0,

k>1
donde y; () é solugdo de
e(yi)u(t) + Pryi(t) + (yp)e(t) = 0.
Além disso, escrevendo

u’(z) = Z arwi () e ut(z) = Z brwy ()

e lembrando que v’(z) = u.(z,0) e u'(z) = (u.)i(z,0), vemos que

Yr(0) = ay e (¥k)e(0) = bi.
De acordo com a hipotese sobre os dados, ay = by = 0 para todo k < k(g). Temos,

portanto, para cada k < k(e), o sistema
(W) — Brye(t) + (yi)e(t) = 0,

Yi(0) =0, (y):(0) = 0,
cuja tnica solugdo é y; () = 0. Logo,

m(e ) = 3 giOwilx) =0,

k<k(e)

0 que prova o resultado. [ |

1.2.2 Projecoes hiperbdlicas

0

Utilizando a escrita de u, u® e u! na base de autofuncoes, podemos estabelecer

us(x,t) = Z {Cwiaz—_sbke”iﬁ + %e”i*t wi(x). (1.19)
po1 LOk— 7 Okt Ok— ~ Oky

A igualdade acima é valida se € # 1/40, quando y(t) serda dada por (1.11). O caso em
que € = 1/40; gera pequenas mudancas nas escrita de u.(z,t), as quais ndo provocam
alteracoes substanciais no que sera feito neste trabalho. Por esse motivo, consideraremos

a partir deste momento que € # 1/4f e que u.(x,t) pode ser tomada como em (1.19).
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De acordo com o Teorema 1.3, podemos controlar o sistema (1.1) no intervalo
[0,T/3] de forma que 75 (ue1(T/3), (ue1)¢(T/3)) = 0. Suponhamos agora que no intervalo
[T/3,2T/3] consideramos (1.1) livre de controle e com dados iniciais (uly,ul,) =
(ue1(T/3), (ue1)e(T/3)). O resultado a seguir fornece uma estimativa para a solu¢ao do

sistema em termos desses dados. A demonstracao ¢é feita usando as ideias em [23].

Teorema 1.5 Seja u uma solucio de (1.9) com dado inicial (u°,u') € E5. Entdo

I(u(t), ue ()l < 22277 ()| (1.20)

Demonstracao. Sabemos que o espaco £} é gerado pelas autofuncoes associadas aos

autovalores hiperboélicos

1+ 148, 1 |
Uj:l: - % = _2_5 j:lp§7 J 2 ]C(&f) + 17

em que p; é dado por

- \/48Bj_1

p; = e > 0.

Da ortonormalidade da base, segue que

2 ot ot
w1} 0.0 = D By |Crye?i+" + Cojei-t

j21

com Cy; = (a;05_ —b;)/(05_ —05,) e Co5 = (b; — a;o5,)/(05_ — 05, ). O fato de (u’, u')

2

bl

pertencer a Ej; nos diz que Cy; = Cy; = 0, para todo j < k() + 1. Sendo assim,

2

a;o5_ —b; bj —a;o
2 A J oSt J J+ €t
||U( ||V 0,1) = BJ — e%i+ + —eo'J
oS — oS o5 — ot
k(e Jj= j+ i= i+
. . 2 (1.21)
aj-fe”ﬁt - aie(’f—t e%i-t — i+t
T os_ — ot e R
§>k(e)+1 J— J+ J— Jt
Mantendo em mente que, por calculos diretos,
( ot t oSt - —t/2e 1 € € €
0'3 e’it’ — o +e -t = —ie gsen p;t + 2p; cospit |,
oSt oS, t - —t/2e 5
e’i-" — e%itt = —2je sen p3t, (1.22)
€ E _ 9 €
05— 05y = —2ipj,

\

a igualdade em (1.21) fornece
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2
[Ju(t) ”v(o,l)

- - - o2
—t/2a of_e"it — gf e "5t —tj2e( 7Pt — et
Z BJ CL] <J 25 nE ” )+bje ( 2408 )
J>k(e)+1 Ny 4P
5 ) 9 (1.23)
< ele Z J . ( —ia; (—sen Pt + 25 cos pj ) + }—2@6 sen p; | )
k() +1 2 (pj) <
sen pSt sen pt
Z ﬁ] ( - ( € +40082p§t>+262 : )
ik j P;
Uma vez que |(sen 0)/0] <1, para todo ¢ > 0, tomando 6 = pt,
sen? pit < sen p]t <
7, = 2 >t
(p5)" 22 (V)
Disto, segue que
2 2
5 [ |sen ps 9 o[ 1
ﬁjaj ( 8p§ + 4 cos p;:t < 26jaj 2—52 +2. (124)

Agora consideremos a fungdo decrescente f(0) = 260/(20 — 1). No caso de termos

2¢f8; > 1 e sendo f descrescente, vem que

se1 p; £t |? B, 4eB;
< = < f(1)=2. (1.25)
VEDS | T e (p5)t 4efi -1
Se 2ef; <1,
sen p°t|? 2
B 2208 2 < gt < =
pit 2e
Portanto,
) sen pst 2 2. t2

Substituindo (1.24) e (1.26) em (1.23),

) o <€ 3 (%a? (p“)”bie (ﬁ”))

F>k(e)+1

t2 t/e
:2(2—€2+2> e N (Biad +eb?)

>k(e)+1

—t/2e

Observando que a fungiao m(t) = (t2/2e% + 2)e é nao crescente,



Capitulo 1. Equacao do calor como limite da equagao da onda 29

t t?
(5z+2) e m) o (g5 +2) et <2 (1.27)

Concluimos, dessa forma, que
2 _
lu)} o < 4677 > (Biad +eb?) . (1.28)
§<k(e)+1

Para obter uma limitagdo para a norma de wu(t) em L?(0,1), comegamos estabelecendo

[ ajoi_ —b; b, —ajo
79— — 0j o= i
ug(x,t) = o8, e+t 4 o5 T —TEe% | wj()
’ ot —of T os_ — ot !
j>k(e)+1 - J= J+ J= Jj+
i+t — it o° et — 0% et
e € J J+
g a;jos, o5 +b; wj(z).
J o —os o — ot
j>k(e)+1 L J= Jt+ J— Jjt+

Acrescentamos a (1.22) as igualdades

of e%i-t — ¢, i+t = ieft/Zs 1senpt— 2P COSpt (1'29)
J= J+ c j 7 j

Assim, podemos escrever

2
[[we (72001

it i —t/2¢ —ipS ipst\ ]2
2 [aﬁ (et/% ™ _epjt)> il G p”i_“iepﬂt)]
€ —2p

§>k(e)+1 2ip;

1
< sen pit — 2p; cos p; t)
p \E

. (218en pit
—et Y aj% <_pa)+ j

_9,€
7>h(e)+1 2105 205

2 € < 2
ot 3 [agﬁ snpitl | lsensit ]
= i 22 € J £ J

EETEE R 0

2 2
<27 N a2 | 3np idl o2 (A + cos® pit
= ) , J 2 (e)2 J

iZk(e)+1 i 422 (1))

e com isso temos

||Ut(t)||i2(o,1) < 2e7° Z [ fj +9; (ﬁ * 2)} (1.30)

>k(e)+1
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243.
<getE Y [%Mﬂ,
9

Jj>k(e)+1

onde usamos as estimativas (1.25) e (1.27). Segue de (1.28) e (1.30) que

(), w5 = )0,y + € e 720,

2
<de N (Biad 4 eb?) +dee Y { fj + bﬂ

Jzk(e)+1 jZk(e)+1

— R~ t/% Z Bai +e Z b7

§>k(e)+1 §>k(e)+1

2

_ Qpt/% H(uo,u1)| -

Ccomo queriamos provar. B

1.3 Desigualdades de Carleman

Obter resultados relevantes para o terceiro intervalo, [27'/3, T, exige de nés um pouco
mais de esforco em comparacao com os outros intervalos. O caminho que precisamos

trilhar passa por uma desigualdade de observabilidade. Consideremos o sistema adjunto

a (1.1):

EVpp — Vgpy — Uy = 0 em (0,1) x (0,7),
U(O) =0 em (O,T),
(1.31)
v.(1) + av(1) =0 em (0,7,
o(T) =", v(T)=12! em (0,1),

\

com (v°,v') € L*(0,1) x V'(0,1). Para obter a observabilidade que precisamos, faremos
uso de uma desigualdade de Carleman. Nesta secao desenvolvemos um processo que
consiste em promover adaptagoes de uma desigualdade de Carleman inicial de maneira a
obter uma que seja adequada ao nosso proposito, como foi feito em [1]. Antes, contudo,

inspirados na Sec¢ao 5 de [23], fazemos uma mudanca de variavel.
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Seja 7 : [0, T] — [0,T/+/2] a mudanga de variavel dada por 7(t) = (T —t)/+/c. Para
y definida por
y(l', T) =Y (va(t)) =v (l’, T — \/ET(t» = ”U(CL',t),

temos que (1.31) é equivalente a

( ~

Yrr = Yoz + KYr = 0 em (O, 1) X (0, T),
y(0)=0 em (0,7),
) (1.32)
yz(1) +ay(l) =0 em (0,7,
y(0)=9" y(0)=y" em (0,1),
\
em que k = 1/1/2, T = T/\/z e y'(x) = —/zv' (2).
Seja P o operador diferencial
P=0.— 0p + KO;. (1.33)
Para x1 < 0,20 > 1,a > 1 e 5 € (0,1), definimos o peso
N\ 2
T
we(z,7) = ap(z) — (7’ — 5) + M,, (1.34)

com M, > 0 uma constante escolhida de forma que p,, > 1 e p é uma fungao positiva de

classe C?([0, 1]) que satisfaz
(r —x1)* paraz €0, + 7],

o) = (1.3
(x —x9)? parax € [ly —n,1],

com 0 < 71 < (I3 —11)/2 uma constante que sera estipulada posteriormente. Com o intuito
de facilitar a notagao, denotaremos u, apenas por u e M, por M. Dado s > 0 definimos
também a funcao

Y(x, 1) = @), (1.36)
Para a desigualdade de observabilidade que queremos é importante que T > 2R, com

Ry = max,cp1] \/2ap(x). Isso nos permite escolher 3 € (0,1) tal que

VBT > 2 max /2ap(z),

z€[0,1]
ou, equivalentemente,

T > %Rl. (1.37)

Nas desigualdades de Carleman que faremos a seguir tomaremos T igual a
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2
VB

[sso serd o bastante para o objetivo que temos. Uma vez que T > Tj, necessitamos que

Ty = ——R,. (1.38)

K seja suficientemente grande. Para cada k desses, o sistema (1.32) tem uma solugao
correspondente no intervalo [0, T |. Nas desigualdades de Carleman que conseguiremos, a

variavel temporal dessa solucao estara restrita ao intervalo [0,7p]. Nelas consideramos

a > max{1l,9R,}, Ry = max p(z), Ty > 2. (1.39)

z€[0,1]
1.3.1 Desigualdade de Carleman com observagao na fronteira

A desigualdade de Carleman que provaremos agora é a primeira no processo que

citamos acima. Aqui x varia no intervalo [0,[; + 7). Logo, o peso é

wx,7) =alz —x)* - B <7’ - %)2 + M. (1.40)

Para simplificar a notagao, faremos
L1 = ll + n.

Teorema 1.6 Suponhamos que y pertencente a L*(0,Ty; V (0, L)) N HY(0, Ty; L*(0, Ly))
satisfaz
y(-,0) = y(-, To) = y-(-,0) =y, (-, Tp) = 0 em (0, Lq), (1.41)
Yo (L1, ) +ay(Ly,-) =0 em (0,Tp) (1.42)
e que P(Y) := Yrr — Yoo + Ky- € L*(0,Ty; L?(0, L1)). Entio existem kg, So, \g € RT tais
que, para todo Kk € R com |k| > ko > 1,5 > 59 > 1 e Ay > Nomax{|k|,s} > 1, € vdlido

que

To L1 To Ly
/\nsS/ / ey (lyzl” + y-?) dodr + A, s° / / 2 ns¥
o Jo o Jo

Ty L )
< C/ / e P(y)|” dadr
o Jo

To
T / P D) (L, 1)Ly (L, 7) P
0

VP ly|Pdedr

(1.43)

To
—i—C’)\,{Ss/ eZA“Sw(Ll’T)w(Ll, ) (|yz(L1, )+ |y- (L, 7')|2) dr.
0
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Demonstracao. Nos calculos seguintes, obtemos (1.43) considerando y uma fungio
de classe C*(]0,Tp] x §2). O resultado tal qual apresentado no enunciado ¢ obtido por
argumento de densidade.

Seja z = ey e Py(z) = e P(e™*2) ou, equivalentemente, P,(z) = e P(y). Sera
util sabermos que

Ha = 20&(1’ - $1), Hoz = 20(,

T (1.44)
Hr = _26 (T - 70) s Mrr = _25
e, para j € {x, 7},
(
Vi = sp,
;= (spgy + 82|u;l?) b,
2z =M My + ), (1.45)
(e_’wz)j = e M (= Aspjhz + zj),
(e72) . = e (N8| P[22 — 2Aspyibz; — Aspygibz — AP Pz + 25).
\
Usando algumas dessas informacoes podemos estabelecer que
Py(2) = 2rr — 22 + >‘252(|PJT|2 - |:Ux|2)|¢|2z - )‘52(|M7|2 - |”x|2)¢z
- )\S(MTT — Ugz T+ RMT)¢Z + (—2/\S/L7—77/} + K)ZT + 2)‘5M$¢Z$7
ou seja, fazendo F(p) = |pir[* — |z ?,
Py(z) = Pi(2) + Py(2) (1.46)
com
Pi(2) = 2rr = Zpa + NSPF ()| 2 = As*F ()12 — AsP(p)yz,
(1.47)
PQ(Z> - (—2)\S/~Lr¢ + R)ZT + 2)‘3mezm~
Com base em (1.46),
To L1
/ / |Py(2)|? dadr
(1.48)

:/OTO /OLl (1P(2)]? + | Pa(2)2) dxd7+2/0To /OLl Py(2) Po(2)ddr
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Ty L
> 2 / / Py (2)Py(2)dxdr.
o Jo

Vamos agora buscar uma estimativa inferior para a integral

/0 K /0 " Pi(2)Py(2)dadr.

Calculo do produto interno entre Pi(z) e Py(z) em L?((0,L;) x (0,7)). Denota-
remos por I; ; a integral do produto interno entre o i-ésimo termo de P;(z) e o j-ésimo de

Py(z). Dessa forma,

i=5,j=2

(P1(2), Pa(2 )) 2((0,L1) % (0,T0)) — Z L.

ij=1
Para melhor fluidez da leitura, apresentaremos aqui apenas os resultados obtidos.

Integrando por partes, temos

To Ly 1 L
Il,l - )\S/ / (MT¢)T|ZT|2dIdT + 5 / (—25’)\/17_77/) + /{)|ZT|2d‘r
0 0 0

7=To

Y

=0

To Ly To Ly
Ly, = —2)\3/ / (,LLJ;@/J)szszxdT—i—/\s/ / (e | 2-|PdadT
o Jo o Jo
T(] Ll
—)\S/ pro( Ly, T)U(Ly, 7)| 2 (Ly, 7)|PdT + 2)\5/ Ly Zp 2 dx
0 0

To Ly TO Ly
I, = —2)\3/ / (ufw)xzxzfdxdT—i-)\s/ / (1171) 7| 20| *dvdr
o Jo o Jo

To
—/0 [—2Asp, (Ly, T)(L1, 7) + K] 2o (L1, T) 2 (Ly, T)dT

T7=TH

’

7=0

1 L1 =Ty
+—/ (—2Aspiyth + #)|zal2dz|
2 0 =0
To Ly To r=L
IQ,Q :)\3/ / (Hz¢)x|zx|2d‘rd7—_/\s/ Macwlzx|2d7— )
0 =0

To L /\2 2 To prLa
AP CH 3/ / (i F(0) [0 |2 Pddr — 2 / (P[0 2). |2 2dxdr,

To Ly
Ly = X% / / (e F o))l 2|2

+A%s 3/0 po(La, T)F (( Ly, 7)) (L, 7) Pl2(La, 7) Pdr,
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To L1 To Ll
I, =—\s 3/ / (i F (1) 0]+ 2| d:zcd7’+—/ / (kEF(p)a)),|z|*dxdr,

To L1
Ly — A28 / / (e F (o)1)l 2|2
0 0

—A’s 3/ oL, TV F (L, )L, D2l Ly, )P,

To L1
Iy =— / (—2Xsp79 + K))-| 2 *ddr,

To
Iso = \s 2/ / (paP(1)|20|?) 2| 2|2 dacdr

—\s 2/0 pa( L, 7)P(u(Ly, 7)) [0 (La, 7)*|2(La, 7) ld

Tomando
= Az, 1) = 8(pe|” + (107 *) + taa + prr,

= B(x,7) = —4spiapir,
= D(Iv T) ( (PJ)W}F’)T - (MxF(M)|¢|3)a:7
G=G(r,7) = (F(1)|Y*)e — (- F (1) [9]*)r,

a soma dos resultados obtidos produz
i=5,j=2
> L

ij=1

To Ly
= )\5/ / (A()z2]? + |27]?) + Bzez, )dadr
0 0

To Ly To Ly
+A%s 3/ D|z2dzdr + N5 2/ / (1 P(p) [0 2| 2> ddr

To Ly To Ly
/ / (kF(p)Y),| 2| dxdr + N5 3/ / G|z|*dzdr

—_— (1.49)
/ (F () IVF) |2 dadr
T L1

A2 g2

/ (—2Xsp,0 + K)Y),| 2> dedr

—/ (—=2Aspr (L1, T)WU(Ly, T) + k)2 (L1, T) 20 (L1, T)dT

0

+A353/0 oL T (L, 7)) (L, 7P (Lo, ) P
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To
—V§/ (Lo, 7)F (Lo, 7)) [0(Ln, 7) 2|2 (Lo, 7) 2
0

To
—v§A (L, )P (L, 7)) [ (L, 7) 2|2 Ly, 7) Pl

T7=Tp

To Ll
—)\s/ pre(Ly, T)U(Ly, 7)| 2 (Ly, 7)PdT + 2)\3/ gt Zp 2 dx
0 0

7=0

1 Ly 7=To To =L,
+§/ (—2Xs0t) + 1) (2 + |2 P)de —Ag/ o)z Pdr
0 0

=0 x=0

Estimativas para as parcelas de (1.49). Comecamos avaliando

Alze)? + Alz:|* + Bzyzr. (1.50)

As definicoes de A e B fornecem que

A|Zx|2 + A|z'r|2 + Bzpzr = 8[(Ha2e — ,UTZT)Z + (Hr2e — ﬂ:cZT)Q]
+ Mz + MTT)(|Z90|2 + |ZT|2)
Z (,ua:a: + /"LTT)(|Z$|2 + |ZT’2)‘
Fazendo uso de (1.44) e do fato que o > 1, podemos afirmar que

Alze)® + Alzr|* + Bzpzr > 2(1 — B)(|2* + |22 7).

No caso da segunda integral de (1.49),

D = prr F() [ + pr (F (1)) [0 + 3 F () [0 07 — pran F () |20

—ttz (F (1)), [P = 3paF (1) [

A defini¢ao de F' e a informagao sobre as derivadas parciais de ¢ disponivel em (1.45)

estabelecem que

D = [3S|F(#)|2 + (Hrr — aa) F (1) + 2|Mx|2ﬂx:c + 2|Mr|2#rr} leg

Com o auxilio de (1.44), chegamos a
D = [3s|F(p)|* — 2(c + 38) F (1) + 4( = B)|pa|*] [ = D1 [0,
Por termos a > 1 e |u,| = 2a|x — z1| > 2axq],

Dy > 3s|F(p)]* — 2(a+ 3B8)F (i) + 16a*(1 — B)x} = Ds.

Uma vez que Dy é uma parabola com concavidade para cima,
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- 48s502(1 — B)x? — (a + 36)?

D
2 3 ’

que é maior que zero para s suficientemente grande. Concluimos que existe 6y > 0 tal que
D > |y[?
sempre que s é suficientemente grande.

Aqui e no que segue, C' denota uma constante positiva genérica que pode mudar de
linha para linha. Usaremos notacoes mais especificas apenas nos casos em que se fizerem

necessarias por motivo de clareza. Considere a seguinte soma contida em (1.49):

To
—/ (=2Aspr (L1, T)(Ly, 7) 4+ k)22 (L1, 7) 27 (L, T)dT
0

To
+>\333/0 pa (L1, T)F (Lo, 7)) [ (La, 7)P|2(La, 7)Pd

. (1.51)
CE / (Lo, 7V F (L, 7)) [ (L, 7) 2|2 Ly, 7) Pl

To

=A% [ pa(L1, 7) P (u(Ly, 7)) [( L1, )P 2(La, 7) [Pdr.

S—

De (1.45) e da hipotese (1.42) encontramos que
2 (L1, 7) = (Mg (Ly,7) — a)z(Lq, 7).
Dessa forma,
To
—/ (=2Aspr (Lo, 7)Y (L, T) + £) 22 (L, 7) 27 (Lo, 7)dT
0

- %/0 (=201 (L, 7L, 7) + 8) OAoa (L 7) — @)l 2Ly, 7) 2

Calculando a derivada que aparece nessa integral e supondo A, s > 1, temos
[(=2Asp1r (Ly, ) (L1, 7) + £) (A (L1, 7) — a)l-
= —2X8% g (L, 7) pier (Ly, 7)1 (L1, 7) P + 2aA8p7r (L1, T) (L1, 7)
—2X%8% 1y (L, 7) | pr (L, 7) PJO( L, 7)1? + 20782 e (Lo, 7) [P ( Lo, 7)
28341, (L, 7) | (L, )P 6L, 72 + A8t (L ) pir (L, 7L, 7)

> _4)\253MI<L17 T)'MT(Lh T>’2W(L17 T)|2 + 2a/\S,LLTT(L17 T)¢(L17 T)
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+rAS? (L1, T) e (Ly, 7 (L, 7)

> —Clr|N s (L1, 7)P,
para |k| suficientemente grande. Com isso e as defini¢oes de (L1, 7) € F (u(Ly, 7))

podemos escrever

B /0 (=201 (L, TV (Ln, 7) + )2 (L, 7) 20 (L, 7)dT
LR / (L ) Ful L, ) b (L, 7) P (L, 7) Pl
> Mg / (=l + oL 7V (L, 7)) (L ) 2Ly, 7) P

To
> R / (L, )|, ) P,
0

com |x| suficientemente grande. Para as outras duas integrais em (1.51) observamos que

e / (L ) F (L, 7)) (L, 7) P2 (L, 7) P
a2 / (L 7P (L, 7)) L, ) P2 (L 7) P

= —A232/O SF (UL, 7)) + Pu(La, 7)) oL, 7) (L, )Pl Lo, 7) P

Da definicao das funcoes envolvidas, temos

[sF(u(L1, 7)) + P(u(Ly, 7)) pe (L1, 7) < Cslsi],
desde que |k| seja grande o bastante. Reunindo as informagoes, conseguimos uma

estimativa inferior para (1.51):

—/0 (=280 (L, 7Ly, ) + )2 (Ly, 7) 20 (L, 7)dr
#8080 [ a7 a7 (0, 7P, )l
26 [ ()P ) 0, 7Pl 7)ol
328 [ )P s ) (0, 7Pl )Pl

To
> RS / (L, ) Pa(Lr, 7) P,
0
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com |k| suficientemente grande.

Para algumas das integrais em (1.49) buscaremos estimativas superiores, comecando

Ty L
/ / (kF(p)).|2|*dxdr,

por

To L (1.52)
[ [ et jopasn
o Jo
Com alguns célculos conseguimos mostrar que
(F()¥)-] = lprl 120077 + s(lpr* = |pal?)[10] < Csly],
()] = 2lprl[pter + 5|1 * = |pa P[0 < Csly?.
Sendo assim e de termos ¢ > 1,
To L1 To Ll
/ / [(kF(u)). | |22 dadr < C|/€|s/ / [V|? |22 dzdrT,
(1.53)

To L1 TO Ll
/ / ‘(&F(u)|1/1|2)T||z[2dxdT§C|/<o|s/ / 2|2 dadr.
0 0 0 0
No caso da integral
To Ly
| [ wepuoteplspasar

‘(N:DP(N)|¢‘2>I| |(Nm + 23‘,“:10 ‘ W|2

< 4da(l +4as|Ly — 1)) (1 + a + |&|To)|v?

usamos que

< C'slrf|y?

para obter

To L1 To Ll
[ Pl pasar < cstf [ [ juplepdadr. (1.5
0 0 0 0

Para conseguir uma estimativa para |G| fazemos calculos semelhantes aos que foram

feitos para D. Encontramos, entao, que

G| = | ((aw — o) F (1) — 25 (F(12))” = 2|0tz — 2 e Pprr ) | 1]
< 25 ((a+368) (I + |al®) + 2 (I + |1al*) + 2( + B)1al?) 10

< Cs|y|*.
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Portanto,

To Ly To L1
/ / |G| 2|?dxdr < C’s/ / 1V|?|z|2dxdr. (1.55)
o Jo o Jo

Por fim, é possivel chegar a

To L
/0 /0 [(P(u)(—=2Asp,t0 + )0 _| |2 ddr

To  rLy To Ly (1.56)
< zcmus?/ / |w\2|z|2d:z:d7'+05|f<;|2/ |z Pdadr,
0 0 0 0

uma vez que

|[(P(p)(=2Asp-1) + £)), |

= [=2Xs (kg + P() prrr + 25P ()| 1) |07 + (|6]* prr + rsper P(12)) |

|(Kptr + P(p) s + 25 P () e [*| < O'ss],

|6 er + mspi-P()] < Cis|l.
Passamos agora a tratar dos tracos em 7 =0 e 7 = Ty. Sabemos por (1.45) que

zi(x,0) = [M;(x, 0)y(zx, 0) + y;(z, 0)] M@,
bem como
Zj<$,To) = [)\wj(x,To)y(x,TO) + yj(:r:,To)] M@ T0)

A condigao (1.41) garante que ambos sdo nulos, independente de j = x ou j = 7. Sendo

assim,
T7=Tp

= 0.

7=0

1 [k
5/0 (—2Xsp210 + K)(|22)* + | 2-|*)dz

O mesmo argumento pode ser utilizado para justificar que

7=To

Ly
2)\3/ W22 dx =0.
0

7=0

Utilizagao das estimativas. De acordo com as estimativas inferiores encontradas e as
informacoes sobre o trago em 7 =0 e 7 = Tj, para A, s, |k| > 1suficientemente grandes,

i=5,j=2

To L1 To Ll
> Ly >2(1- 5))\5/ V(|20 |? + |2 [} dadr + )\33360/ / ||| 2|2 dadr
0 0 0 0

1,j=1
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To L1 To Ll
A28 2/ / e P ()| 9] ) || d:L‘dT+—/ / (kF (1 Z| dzdr

To rla 252 To pLa
A2 3/ G| 2dzdr — / / (kF()[0P). |2 dedr

To
/ (=2Asu, 9 + K)) _|2|*dxdT

To
ORI\ / (L, ) Pla(Le, 7)Pdr
0
To
Y / 1o (L, 7Y (La, 7|2 (L, 7) 2
0
To
s / (L, 7Y (L, 7 2 (L, 7) [P
0

To
s / 1120, 7)(0, 7) 24 (0, 7).
0

Notemos que a tltima integral possui todos os termos positivos. Também temos

To To
—)\s/ ugg(Ll,T)@Z)(Ll,T)\ZT(Ll,T)|2d7' — )\s/ ,uz(Ll,T)¢(L1,T>|Z$(L1,T)|2d7'
0 0

To

= _Cl)\s ?/J(LM) (‘ZT(LDT) + ’zw(LhT)’Q) dT?
0

com C} uma constante positiva. Tomando § < min{2(1 — /), dy}, chegamos a

T() L1 . TO Ll
> ()\s/ V(|20 + 2. ) dzdr + /\335/ / ]w|3|z\2d:cd7)
0 0 0 0

To Ly To Ly
+\%s 2/ / (1P ()| ) || dxd7+—/ / (kE(u)Y)_ |2|*dzdr
To L1 A2g2 [To rla
+)\2s3/ / G|z|*dxdr — —/ / (kF()|v]?) 2 |*dxdr
o Jo
Ty L

0 1
/ (=2sp1) + k)W) 2P dadr

(1.57)

To
ORI\ / (L, )| Ln, ) P
0
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Ty
—C s (L, T) (|ZT(L1,T)|2 + |z2(Lq, T)|2) dr.
0

Utilizando em (1.48) a estimativa (1.57), obtemos

To Ly To Ly
) ()\s/ V(|22 + |2, |?)dadT + /\333/ / y¢|3\z|2dmdr>
0 0 0 0

To Ly To
< / / 1Py(2)| dadr + Cl|\s° / (L, )|, ) P
0 0 0

To

+0%s |0 7) (1 (a7 2L, )

To L1 To Ll
—\%s 2/ / e P (1) |10 ) |z|2dxd7'— / (kE(u)Y). |2|*dzdr

To Ly To Ly
—)\253/ / G|z| dxd7+—/ / (kF(u)0?)_|z|*dedr
o Jo

To
/ / (=2Asp, 0 + k)) |22 dxdr.

As estimativas superiores (1.53)-(1.56) nos permitem estabelecer

To Ty
= —\%s 2/ / (1P ()| ) |z|2dmd7'— — / (kE(u)Y). |2|*dzdr
2\242 To pla
X% 3/ Gl dedr + © / (RFGO)[6P). |2 Pdedr
To Ly
/ / (=2Asp1,9 + K))_|2|*dwdT
To Ly To Ly
S4Cg|li|/\2s3/ / |¢|3|z|2dxd7+co|n|2A33/ / |22 dadr
0 0 0 0

Ty Ly
+Co)\234/ / 0|2 |2 |*dxdr
o Jo

To Ly To Ly
< 400/\333’—/;’ (1 + |—I;\’> / / 10| |z PdzdT + C’O)\2s4/ / 1v|?|z|*dzdr.
o Jo o Jo

Escolhemos, entdao, A > max{|x|, (32Cy/d)|x|, (4Cy/0)s} suficientemente grande. Desde

que |k|/A <1, vem

3 3’“’ oo i 3112 2.4 ook 3112
A < 8CHA°s 7/ / ||| z|“dxdT + CoA"s / / |U]°|z|*dxdrT.
o Jo o Jo

Por outro lado, de |k|/A < 0/32Cy e s < 0A/4Cy segue que
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5 To L1
Ag§ﬁ§/ / 2|2 dadr.
0 0

Deste momento em diante passamos a usar a notacao \.s para deixar explicita a

dependéncia que A tem de k e s. Utilizando a estimativa obtida para A, encontramos

To L1 To Ll
( [ [ st eyt + st [ |¢|3rz|2da:dr)
0 0

To L1
/ /|a,\mw+mﬂx /|(M,MHMJWM

+C s w<L1, 7) (|2 (L1, 7)* + |20(L1, 7)|?) d,
0

que multiplicada por 2/ e com alguns ajustes pode ser escrita como

To L1 To Ll

)\HSS/ V(| 22)? + |2-|?)dzdT + N2 s / / [V |2|*dxdr
o Jo

To L

<c/ /|a,\mm+cwx / PR A 2 o
0
To

+CNss | (L1, 7) (|2 (L1, 7)? + |20(Le, 7)) dr.
0

Retorno a variavel y. Gragas a (1.45) e as caracteristicas das fung¢oes envolvidas, temos
e (lyal® + [yr ) < Co (NP2 + |2al® + |24 [%) -
Multiplicando a desigualdade acima por \.s1/Cy e integrando sobre (0,Ty) x (0, Ly),

vemos que

To L1
HSS
et [7 [ g o )z

T() Ly TO L
< )\,{Ss/ V(| 2a? + |22 |2 dwdr + N3 s / / |3 2| 2dadr.
0 0

Também é possivel estabelecer

(1.59)

[2(Ly, 7)? < =Dy (Ly, )

|20 (L, 7)1 + |2r (La, 7)1

< ONL 2P D (Ly, 1) Py (L, 7)|7 4 Ce2 =) (Jyy (Lo, 7) P+ ye (Le, 7)) -
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Essas estimativas fornecem

To
Ol |A2, 5" / (L, )L, 7) P
0

To

FCNass | (La, 7) (|2 (Lo, 7) 2 + 20 (L, 7)[?) dr
0

T (1.60)
< C\k!AiSS3/ DLy, )P y( Ly, 7)Pdr
0

To
+CAHSS/ €2>\mw(L177)¢(L1, T) (|yx(L1, 2+ |yT(L1,7')|2) dr.
0

Fazendo uso de (1.59) e (1.60) em (1.58) e algumas manipulagdes, encontramos

TO L1 Ll
O A D P el ) A

To L1
< C/ / \eA~s¢P(y)]2dxdT+Oymiss?’/ A eV L) (Ly ) Bly(Ly, 7) [dr
0 0 0

VP |y dadr

To
+CAKSS\/ 62)\/@57/)([/1,7')1/)(_[/1’7-) (|yx(L1,7')|2 + |yT(L1,T)|2) dr,
0

sempre que A\, > max {|k|, (32Cy/d)|k|, (4Cy/d)s},s > 1 e |k| forem suficientemente

grandes. Isto mostra o resultado. -

No Teorema 1.6 apresentamos uma desigualdade de Carleman para a qual tomamos
x1 < 0, o que fornece a observabilidade na fronteira * = Ly = [ + 7. Calculos
analogos mostram que para xy > 2 obtemos resultado semelhante, com observabilidade

emx=Lo=1[—n

Teorema 1.7 Suponhamos que y pertencente a L*(0,Ty; V (L, 1)) N HY(0, Ty; L*(Ls, 1))

satisfaz
y('? 0) = y('vTO) = yT('> 0) - yT( TO) 0 em (L27 1)a (161)

y.(1,-) +ay(l,-) =0 em (0,Tp) (1.62)
e que P(Yy) := Yrr — Yoz + Y- € L*(0,To; L?(Lo,1)). Entdo existem kg, So, Ao € R tais

que, para todo Kk € R com |k| > kg > 1,8 > s > 1 e A\s > Nomax{|k|,s} > 1, € vdlido

To o1 To 1
)\,iss/ / ePs¥q) (|yg[;|2 + |yT|2) dzdr 4+ X2 s* / / e2Ans?¥
0 L2 0 L2

que

YPlylPddr (1.63)
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To 1 To
<c / XV P(y)|” dedr + s / P2 (L, 7)|ya Lo, 7) [P
0 Lo 0

To
+OR, s / 02| Ly, 1) Ply(La, 1) P
0

1.3.2 Desigualdade de Carleman com observagao no interior

Na subse¢ao anterior encontramos desigualdades de Carleman considerando que a
observacao ocorria na fronteira do intervalo [l; +17,l; —n]. Aqui usaremos esses resultados
para provar uma desigualdade de Carleman com a observacao ocorrendo no subconjunto

nao-vazio w = (Iy,l2) de (0,1).

Teorema 1.8 Suponhamos que y € L*(0,Ty; V(0,1)) N HY(0, Ty; L*(0,1)) satisfaz
y(,0) =y, To) = y-(-0) =9 To) =0 em (0,1), (1.64)
yz(1,-) +ay(l,-) =0 em (0,Tp) (1.65)

e que P(Y) = Yrr — Yuu + kY- € L?(0,Ty; L?*(0,1)). Entao existem kg, \g > 1 tais que,

para todo k € R com |k| > ko € Ay > Ao|k|, € vdlido que

To  pl
L[ Ol 4 Al + Adoel?) e
0 0

T 1 T o (1.66)
< C’/ / eV | P(y))? dedr + C|x| / / M3 Y2 + Nely. |*)dadr.
o Jo o Ju
Demonstracao. Seja £ € C*([0,1]) tal que
( [ n
1 para x € 0,114—5],
i 2 2
f(z) =4 0 paraz € |l + En, ly — ?ﬂ : (1.67)
1 paraz € _ZQ—Q,l} .
\ 273

A construcao de uma funcao desse tipo pode ser feita com o auxilio do Lema 2.1 em
[21]. A base da ideia que utilizamos consiste em dividir o intervalo [0, 1] nos subintervalos
0,01 + 7], [l +1,ls —n] e [ls — n, 1], aplicar, para a fun¢ao £y, o Teorema 1.6 ao primeiro

intervalo e o Teorema 1.7 ao ultimo. As hipdteses no enunciado e as caracteristicas da
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funcao & fazem com que as condigoes exigidas por esses teoremas sejam satisfeitas.
Para o intervalo [0,1; 4+ 7], observando que ¢ > 1 e £(l; + 1) = (§y).(I1 +1,7) = 0,

por (1.43) encontramos

To li+n To ity
/ / eV (Nl (€)a|? + Aus|Eyr [P dzdr + 8° / / A eV |y PdadT

To li+n 9
< C/ / |e’\“‘wP(§y)‘ dxdr.
o Jo

Considerando @1 = (0,11 + 1) x (0,7p) e passando a tratar s como um valor fixo, temos

| e ORIl + Ml(€)al + M) dadr < C S PE) gy (169

1

com C' uma constante adequada. De maneira semelhante, para o intervalo [l — 7, 1], a

desigualdade (1.63) e algumas manipulagdes fornecem

| ORIl + Al(€)al + Ml l) dadr < C PPy (169

2
com Q2 = (lz — 1, 1) x (0, Tp).
Mantendo em mente que {y = y nos conjuntos [0, I, +n/3] %[0, Tp] e [la—n/3, 1] x [0, Ty,

podemos escrever

To 1
/ / O+ Alyol? + Alys ) dadr
0 0
To phi+3
= / / XU (31Ey P + Mel€yal® + Ael€y.|?)dudr

To l2_,
4 / / PO + Al ? + Mely, [2)dadr
0 I

T 1
s [0 PO Mgl + Mgy dads
o Ji
e, entdo, usar (1.68) e (1.69) para obter

To 1
L O A+ )

To l2_*
/ / MOy 4 Aelye? + Aely-|?)dadr (1.70)
h+2

+C Y / V| P(&y) [Pdadr.

1=1,2

Também podemos usar que £y = y nos conjuntos [0, 1y +1/3] x [0, Ty] e [la —n/3,1] x [0, To]

para conseguir que
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Z/ 2A”¢]P (&y) \ dxdTt

i=1,2

To ll+g To 12_7
< / / | P(y) Pdadr + / / Y| P(&y)Pdudr (1.71)
0 0 0 l

1+"
To pl
+ / / 62’\“¢]P(y) |2d:Ud7'.
o Ji-n

Uma vez que P(&y) = EP(y) — (&uwy + 2&2y,), utilizando a regularidade de & podemos

estimar a segunda integral no lado direito de (1.71), de forma que

To lo—3 To =3
[, eretaar<c [T (PP P+l doar
1

+3 hi+2

Retornando a (1.71), temos

Z/ 2’\"1¢’|P (&y) | dxdr

i=1,2

To l2_,
<c/ / | P(y) |dxd7+0/ / e (1yf? + [ye?) derdr.
hi+2

Disso e de (1.70), encontramos que, para A, > 1 suficientemente grande,

To 1
| [ 08 4 Adal? 4 Al Py dndr
0 0

To l2 To l2_7
<o [7 [l ady ot v on [ e panar o
0 I 0

Ty ol
+C / / M| P(y) Pdxdr.
o Jo

Buscaremos agora uma estimativa para a segunda integral do lado direito de (1.72).

Consideremos ¢ € Ci°[ly, l5] uma fungao que satisfaz

(z)>0 em [l1, 5],

0y,
377 3

Uma funcao como ¢ também pode ser conseguida a partir do Lema 2.1 de [21]. Usando

C(z)=1 em |l +

integracao por partes e a igualdade —y,, = P(y) — Y.~ — Kky,, podemos verificar que

lo—1
/ e |y, [P d
i+

) . (1.73)

lo—4 2
— / CeQ’\W|yI|2dx < CeQ’\W|yI|2daE
I1+2 15
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lQ 12
= _/ (CGQ)\MZJ)M: ’y‘de + Cew\nwy(P(y) —Yrr — /fy.,.)d.’ll'.

l1 ll

Para A\, > 1 grande o bastante, usando as limitacoes de 1) e ( e de suas derivadas,

To pl2 To rlo
/ / (Ce2’\”w)m ly|*dxdr < C’)\i/ / My dadr (1.74)
0 11 0 ll

To lo
/ ey (P(y) — yrr — kY- )dzdr
0 A

To [fl2 Dt \/_ 1 To pl2 At
< e AeCy < Py ) dxdt —/ Ce " Yyy drdr
L e (V) (rw o o

To plo
—H/ Ce*MYyy, drdr
o Ju

encontramos

e também

(1.75)

To l2 T &
<— / Y|Py )IdedT+c|K|// e (NP + lyl?) dadr.

Por (1.73)—(1.75) obtemos

To pla—7%
/ / 2’\'€w|ym 2dxdr
1+3
To pl2 C To plo
< C)\i/ / ezA”w|y|2dxdT+—/ / Y| P(y)|2dadr
0 A >\N 0 A

To lo
Ol / / (2P + |y [2)dadr
0 I8

TO lo C TO l2
<ciu [ /l O + o P)ddr + - [ /l e8| P(y)
0 1 K JO 1

As estimativas (1.72) e (1.76) fornecem a desigualdade (1.66). |

(1.76)

Na secao seguinte usaremos a desigualdade provada aqui para conseguir um resultado

auxiliar que serd usado na obtencao da desigualdade de Carleman que precisamos.

1.3.3 Desigualdade de Carleman: um resultado auxiliar

Nas desigualdades de Carleman que conseguimos trabalhamos basicamente com o

sistema
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P(y) = Yrr = Yzao + KYr = f €I ( ) (Ou TO);
y(0) =0 em (0,7p),
(1.77)
Y2(1) +ay(1) =0 em  (0,7),
y(0) =y(To) =0 em (0,1).

\

Vamos definir o que consideramos uma solugao fraca para ele.

Defini¢ao 1.9 Sejam f € L?(0,Ty; L*(0,1)) e P*(2) = z;r — 24z — K2,. Dizemos que a
Juncgao y € L*(0,Ty; L*(0,1)) € solugdo fraca do problema (1.77) se
(Y, P*(Z))LQ(QT();LQ(OJ)) =(/, Z>L2(0,TO;V/(0,1)),L2(O,T0;V(0,1))’
para toda z € HY(0,Ty; V(0,1)) que satisfaz
P*(2) € L*(0,Ty; L*(0, 1)) e z:(1,7) +az(1,7) = 0.

Estamos particularmente interessados nas solugoes fracas de (1.77) que também

satisfazem
y-(0) =y, (To) =0 em (0,1).

Proposigao 1.10 Seja ¢ a fungdo definida em (1.36). Para cada y € L*(0,Ty; L*(0, 1)),
existem kg, Ao, C € RT tais que, para todo k € R com |k| > ko > 1 e Ay > No|K| > 1,
¢ possivel garantir a existéncia de (z,z) € HY(0,Ty; V(0,1)) x L*(0,Ty; L*(0,1)), com

suppz C w x (0,Ty), que satisfaz

Zrr — Zgy — K2y = Z + Aye2¥ em (0,1) x (0,Tp),
2:(1) +az(1) =0 em (0,7Tp)

// D (|2, 2 4 [+ N2[2[?) dadr + — // e P
To

SC)\H|/£|/ / e |y 2 dadr.
0 0

Demonstracao. Para uma melhor organizacao, dividiremos essa prova em etapas e

(1.78)

prezaremos por apresentar os célculos principais. A ideia que usaremos é inserir um
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sistema auxiliar e dele extrair um subsistema para o qual possamos aplicar a desigualdade
de Carleman conseguida no Teorema 1.7. As demais equagoes do sistema auxiliar

contribuirao nos calculos que faremos.

Etapa 1. Sejam 6 € (0,1) e ¢ uma fungao de classe C*([0, 1]) tal que ((z) > 1 e

para r € w,

1
(@) =19 1 diot " (1.79)
7 para dist (z,w) > o

O lema a seguir garante a existéncia de um elemento (Z,7q,79,7) pertencente a
HY(0,Ty; L*(0,1)) x (H(0, Ty; L*(0,1)))” que satisfaz
P (2) = —(r); +ro+ ye +r  em (0,1) x (0,Tp),
2(0) = z,(1) + az(1) =0 em (0,7p), (1.80)
2(0) = 2(Tp) =0 em (0,1).
Notemos que a solugdo desse problema de minimizacao depende do 6, no entanto, nao

deixaremos essa dependéncia explicita com o intuito de simplificar a notacao. As variaveis

r1,79 € 7 também podem ser entendidas como controles.

Lema 1.11 Para todo y € L*(0,Ty; L*(0,1)) com y(0) = y(Ty) = 0 em (0,1), existe
(2,71, 79,7) € HY(0, Ty; HY(0,1))x (H(0, Tp; L2(0,1)))” solucdo do problema (1.80). Além

disso, essa solucao satisfaz o sistema

[ p= g em (0,1)x (0,Ty),  (1.81)
P*(2) = —(r1), + 79 + Aye®’ +r em (0,1) x (0,Tp), (1.82)
P(p) +e Mz =0 em (0,1) x (0,Tp), (1.83)
—pr (e =0 em (0,1)x (0,T),  (1.84)
p— C%e_Q’w =0 em (0,1) x (0,Tp),  (1.85)

2(2,0) = 2(,Ty) = 0 em (
p(x,0) = p(x,Tp) = p-(2,0) = p,(,Tp) = 0 em (0,1),
(
(

2(0,7) =p(0,7) =0 em

z:(L,7)+az(1,7) = p.(1,7) + ap(l,7) =0 em
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A prova do Lema 1.11 segue as ideias de [14] e, para efeito de completude, esté feita

no Apéndice B.

Etapa 2. Para x e )\, adequados, o Teorema 1.8 nos garante a existéncia de C' > 0 tal

que

To 1
/ / N (N 1p 4+ Aulpal® + Aelps ) dedr
0 0

To 1 To
< C/ / MY P(p) |2dadr + C|x| / / e (X2]p? + Aalp,|?) dadr.
o Jo 0 Ju

As informacoes contidas no sistema de optimalidade (1.81)-(1.89) e a limitacao de ¢ nos

levam a

To 1
[ ] e O+ Alpaf? + Aulpr ) dadr
0 0

oot || o 2
< O/ / 6_2)‘“1”|z|2d:17d7+0—5/ /6_2)"“/’ |7o|” dxdT
0 0 >\H 0 w
C’M " e Yy |Pdadr
)\i 0 w ' ’

que, devido a A, > 1, pode ser reescrito como

To 1
[ ] e O 4 Aulpuf? + Aulpr ) dadr
0 0

oot —22eth| |2 T —2X\e 1 ‘7"1|2 |7"2|2
<C o e |z|*dzdT + C|K| i we SVEREDYS N dxdr.

Vamos trabalhar um pouco mais com o que sabemos sobre p. Multiplicando (1.82)

(1.90)

por p e integrando em (0, 1) x (0,7) temos

TO 1 TO 1
/ / (ZTT — Zxx — KZT)pdxdT = / / (—<T1>7— +ry + )\Hy(i%“w + 7’) pdl’dT,
0 0 0 0

que é, por integra¢ao por partes e utilizando o sistema (1.81)-(1.89), equivalente a

T 1
/ / 2 (Prr — Pz + kD7) dxdT
o Jo
o |7”1|2 ’7“2|2 o2t & 200t b
2 dxdr + Aepye=Ydxdr + 7 \7“] dxdr.

Podemos, entdo, utilizar (1.83) e reorganizar a igualdade acima para obter
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To 1
—/ / )\preZA“wdxdT
—2A\e 1 T |7’1‘2 |7"2|2 —20etp
|z|2dzdT + C byl +—)\4 e dxdr (1.91)
1 [T
+—/ /]r|2da:d7-.
0Jo Jo

Auxiliados pela desigualdade de Young, ¢ > 1 e (1.90) temos

To o1
/ /eQA&¢\AHyp|dde
o Jo
To 1 To 1
5)/\;1/ / 62A“¢|y|2dxd7'+5/ / A3 225 | p 2 dadr
o Jo o Jo
To 1
5))\,{1/ / €2A”¢’y‘2dl‘d7
7 —2Xp1 T —2 1) |7“1| ’7'2‘2
+5C / / 12| da;d¢+|/f|/ /g ot ) dedr

com ¢ > 0 a ser escolhido posteriormente.

Utilizando essa tltima desigualdade para estimar superiormente (1.91), chegamos a

To o1 To o1 |7‘1|2 | 2‘2 To
/0 /0 62)\“¢’Z‘2d$d7+/0 /0 Cezk*“/’( ¥ v )d dr + - / / r|*dwdr
To o1
))\;1/ / My dedr
o o 2Ant T —2X\eth ‘7"1| |7"2|2
+6Cy |2|? dmd7’+\/€\ C BYIRESYS dxdr

ou ainda,

To 1
))\;1/ / e |y Pdadr
7 T 1|
(1 = 86Ch|k]|) (/ / 2A*”"w|z] dde—I—/ / Ce ¥ (
1 [T )
+- |r| dxdr.
0Jo Jo

Tomando 6 = 1/2Cy|k| temos C(0) = Cy|k|/2. Adequando a constante, encontramos

C To 1
)\—|/~$|/ / My 2ddr (1.92)
v Joo Jo

|7"2!2
AL

o)
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o~ 2t 2 o —2Xetp ’ ‘7"2|2
“Y0z|*dxdT + Q § BYS dxdr
I
+—/ / r|?dxdr.
0Jo Jo

Etapa 3. As informacoes disponiveis no sistema de optimalidade (1.81)-(1.89) sao

suficientes para que o seguinte sistema seja estabelecido

(

Drrr = Dazr + KPrr + (672)\'{wz)‘r =0 em (Oa 1) X (07 T0)7
T9)r 2 _
b (G - pn ) e =0 em (0.1) % (0,Ty),  (1.99)

p7—<$,0) = pT(xaTO) = pTT(ﬂjaO) - pTT('IaTO) =0 €m (O’TO)J

p-(0,7) = pur (1, 7) + ap,(1,7) = 0, em (0,Tp).

\

Aplicando a Carleman (1.66) ao sistema (1.93), para k e A, adequados, encontramos

Ty 1
/ /e%w (2o + Nelpar® 4 Aalprr[?) dadr
0 0
To 1 To
<c [ [ PP dedr s Cll [ [ A (2o 4 A ) dodr
0 0 0 w

To o1
< C/ / e Y|z, — 2\ b 2| dadT

3 C2 2 4
wiul [ [ eneelE (L0 Sy o) doa
To 2
+0|H\/ /enw&i((@” +4|¢T|2yr1|2> drdr.
0 w K K

Usando o fato de A\, > 1 e a limitagao de (, ¥, podemos manipular e reorganizar os termos

para obter

To 1
/ / 2 (331012 4 Aelparl? + Aulpor ) dadr
0 0

Ty 1
< C'/ / e MY (2,17 + A2|2)?) dwdr (1.94)

2 (1) 2, |(ra)o  Jral®
+C’/€| )\2 +‘ 1’ 4 2 dxdr.
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Multiplicando a equagio em (1.82) por p,, e integrando sobre (0,1) x (0, 7,) encontramos

To 1 To To
/ / [Drr — Pow + KD, 2zdxdT — / 2 (1, 7)prr (1, 7)dT + / z2(1, T)perr (1, 7)dT
o Jo 0 0

To 1 To 1 To 1
:/ / (—(r1)r + 1r2)prrdadr +/ / N Yyp_drdr —I—/ / rprrdrdr.
o Jo o Jo o Jo

As condigoes de fronteira para z e p em z = 1 nos levam a

To To
—/ Zx(l,T)pTT(l,T)dT—}—/ 2(1, T)pers (1, T)dT
0 0

To To
= a/ 2(1, 7)prr (1, 7)dr — a/ 2(1,7)p--(1, 7)dt = 0.
0 0

Com isso e de acordo com (1.83),

To To
O—/ / A dxd7+/ / (r1)r + r2)prrdxdr
To To
—I—/ / A,ﬁeg’\"wypTdedTﬁt/ / rpr-dadT.
o Jo o Jo

Vamos estudar as integrais em (1.95) individualmente. Primeiro observamos que

(1.95)

(e7202) = e (20 — dhithrzy — sty + AN2Jiir )

T gl
—4)\,§/ / e_QAﬂwazszxdT
o Jo
T, gl T, g1
:2)\,{/ / 6_2’\“/’1#77|z|2dxdt—4)\i/ / e, |2 2| davdr.
o Jo o Jo

Dessa forma,

To p1
/ / Z(e_%ﬁwz) dxdr
0 0 TT
To p1 LT
—/ / e_zA“w’ZTFdxdT%—)\,{/ / e Pty (!Z\Q)Tdex
0 Jo 0o Jo
To 1 Ty pl
+2>\n/ / eZA”¢¢TT\Z|2da¢dT—4)\i/ / e PV 2| 2P dadT
o Jo o Jo
To 1 s
—2)\5/ / G_QA“w¢TT|Z|2d$dT+4)\i/ / eV 2|22 dadT
o Jo o Jo
To p1 To ol
= —/ / 6_2)\“¢|ZT|2de‘dT — )\H/ / 6—2/\~w¢77|2|2d$d7_
o Jo o Jo
To 1
+2/\i/ / e 2V |, [?| 2 drda.
o Jo

(1.96)
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O sistema (1.93) nos possibilita encontrar

To
/ / (r1)r + 79)prrdxdr (1.97)

To . o)., 2 2 9
_/O /Ov 6*2/\,111’4‘ ( ;\)2 | + ’( i?ﬁ | — )\_RwTrl(Tl)T - Flﬁﬂ’g(m%) dxdr.

Além disso, com (1.81) obtemos

To To
/ / rprrdedr = ——/ / |7 |2dxdr. (1.98)

Em posse dessas igualdades, substituimos (1.96) - (1.98) em (1.95) e reorganizamos:

0
/\,,i/ / €2>\“¢ypﬂ-dl‘d7'
o Jo
TD 1 TO 1
:/ /62A“w\27\2d:13d7'+)\,€/ /62/\”¢w77’2‘2d$d7
o Jo o Jo

oo [T 1 (1.99)
_2)\i/ / 6_2>‘"w|¢T|2|Z|2d:EdT+ _/ / |7"T|2d$d7‘
0 0 0 Jo 0
To p1 9 9
—onew - (1071)7] |(r2),] 2 9
+/0 /06 <( A2 + M _A_HwTrl(ﬁ)T_)\_i?/Jﬂ’z(?”Q)T dxdr.
Etapa 4. Iniciamos multiplicando (1.92) por C'A\? para conseguir
" raf?
C/\Q/ / “2As¥| 4|2 dxdT—l—C/ / Ce 2>\k¢< P )d gr
(1.100)

T 1
< O N\|A| / / ey |2dadr.
o Jo

Utilizamos que a integral que envolve |r.|* em (1.99) ¢ ndo negativa e rearranjamos os

termos restantes da seguinte forma:

To 1 - To 1 B |(r1>7|2 |( ) |2
/ / e 2A“¢|ZT|2d$dT+/ / Ce 2’\"w< + )d dr
0 0 0 0 Ai /\H
To 1 To 1
S/ / /\,.ie%“/’ypwdxdr—/\,i/ / eV |22 dxdT
o Jo o Jo

To p1
+207 / / e b, P2 P dwdr
0 0

Toopt 2 2
w7 (Sventrn, + g, ) ded.
0 0 >\'€ )\2
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Somando as duas desigualdades obtidas encontramos

TO 1 To 1
C/\i/ / 6_2’\“¢|z|2dxd7'—l—/ / e MY 2 |PdadT
o Jo o Jo
C T 2 | 2‘ dxd
+ C@ 1 )\2 T
To 2 2
/ / C672)\Nw ( ) | + |(T§\21T| ) drdr
TO 1 TO 1
< 02)\,{]/41]/ / MYy P dadr + )\N/ / e yp, drdr
o Jo o Jo
To 1 To 1
—)\,i/ / 6_2>\”¢¢7—T|Z|2d$d7'+2/\i/ / e 2| 2P drda
o Jo o Jo

To rl 2 2
w7 [ e (vt + Soratra). ) dear
0 0 )\H )\2

Fazendo uso da desigualdade de Young e da regularidade de v, obtemos

oot ) 2 2
/0 /0 Ce Y (A—Nfﬂﬂ“l(ﬁ)r + )\—21#77’2(7"2%) dxdr
o o)
< C1C(01) / / Ce Y (]7“ 1 4 2 )dl‘dT

To pl ), |2 ro). |2
[ [ o (10 DY i,
além de

To 1 To 1 To 1
)\,{/ / e Vyp dedr < )\,{0(62)/ / eQA“w\yIQda:dH—)\,Q(SQ/ / MY p, | Pdadr.
o Jo o Jo o Jo

Utilizando essas estimativas em (1.101), chegamos a

To 1 To 1
C’)\i/ / 6_2’\”¢|z|2d:pd7+/ / 6_2’\”¢|ZT|2dxd7'
o Jo o Jo
oot |ro|?
+C'/ / Cad (|7’1|2 + ) dxdr
0 0 )\n
To 2 2
/ / C —2)\,.;1[1( ) | + |(T§21T| >dl’d7’
To 1 To 1
§C2AH|/€|/ / 62’\“¢|y]2dxd7'—|—)\,10(52)/ / My dwdr
o Jo o Jo

(1.101)
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To 1 To 1
+)\,€52/ / M p | Pdedr — )\H/ / e PV | 2| dxdr
0 0 0 0
o o |ra|®
+2>\2/ / o, P2 Pdadr + CLO(61) / / e <|7’ >+ )d dr
oot ()7 >, [(r2)?
—2X. 0 1)1 2)T

Sendo assim, por (1.94),

TO 1 T() 1
C’)\i/ / 6_2A“w|2]2dxd7'+/ / 6_2’\“w|zr|2dxd7'
o Jo
oot o
—i—C’/ / Ce 2 (\7"1]2 + 2 )dde
To 2 2
/ / Ce*Z/\,{L[J ( ) | 4 |(T§\17" ) drdr
TO TQ 1
e (C? || +C(52))/ / 62)\Nw‘y’2dl’d7+0252/ / e Y 2 [*dwdr
o Jo o Jo

Ty 1
+(Ca09 + Cg))\i/ / e 2 2 dadr
o Jo

To 1
+(02|n|52+010(51)>/ / (e (| P I;I )d .

K

To 2 2
+(Cs| k|09 + C167) / / CG_QAMZ) <|( )\)2 | + |(T/2\21T| )d:}:dT.

Aqui escolhemos §; = 1/4Cy e 02 = 1/8Cs|k|, o que implica em C(6;) = C; e

C(62) = 2C4|k|. Logo, tendo em mente que 1/|k| < 1,

To 1 To 1
C’)\i/ / 6_2’\”¢|z|2d93d7'+/ / 6_2Aﬁw|zT|2dxdT
o [ro|?
o [ [ e (e
To 2 2
/ / C€—2/\,§1,l) ( ) | + |(T§\1’7‘| ) drdr
To 1 (T 1
A (C? +2C5) ]ﬁ|/ / My P dadr + —/ / e MY 2 [Pdwdr
o Jo 8Jo Jo
1 To 1
+ (— + Cg) Ai/ / e MY 2P dadr
8 o Jo
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( +02) /T/ Ce —%w( W+ |2|2)d:pd7
/To/ . _M( alig !(Al ’2)dxd7

Tomando C suficientemente grande temos

5 1 5

Renomeando as constantes chegamos a

TO 1 T() 1
)\i/ / e””ﬂzﬁdwcﬁ—i—/ / eV 2 |*dwdr
o Jo o Jo
o —oA | ro|?
C rl? + B Y dxdr
To 2 2
/ / C€—2)\,€d) ( ) | + |(lr‘§\i’r| ) dxdr
Ty g1
< C’)\HM/ / e |y Adadr.
o Jo

Etapa 5. Partindo de (1.82) e usando o sistema (1.81) - (1.89) estabelecemos

1
S <C—-—=--0C%
8 8 !

(1.102)

(= (r1)r + 72+ Aeye®? + 1, 26_2/\N¢)L2(07T0%L2(071))

_ =2\
= (2rr — 2o — K2, 2672 )LQ(O To;L2(0,1))

/ / AL dpdr — A / / A2 (4 — DNt [2)dndlr
(1.103)
-I—CL/ —2>\,§w| 1,7)] d7—_|_/ / _2)"“w|z | dxdr
To To
—2X\. / / "y zpzdadT — fi/ / T zdwdr.

Dessa igualdade, da regularidade de 1 e da desigualdade de Young, segue que

T To
a/ e Y| 2(1, 7)) dT+/ / Tz, dadr
Ty
/ / 2/\,€w| (r1)r + 7o + 7||z|dxdT + A& / / yl|z|dzdT
0 0
+/ / 6_2’\“w|zr|2dxd7'+01)\i/ / e 7MY 2 P dadr
o Jo o Jo
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To 1 To 1
+C%0, / e_2>‘”¢|zm|2dxd7'+C’2C'(51))\i/ / eV 2| Pdadr

2 TO TO
2/\2 / _2)\“¢|ZT|2dCL’dT+—/ / e MY 2 P dadr.

Entao, escolhemos (51 = 1/2C5, o que implica em C(d;) = Cy/2, e vemos que

T 1
/ / e MY 2 Pdadr
o Jo

To 1 To 1
< 2/ / e~ Y| —(r1)7+r2+7“|!2|drcd7+2%/ / ly||z|dzdT (1.104)
0 0 0 0

FL2 To 1 To 1
+ (2 + —2) / / 6_2A“w]zf|2dazd7 + C’)\i/ / 6_2’\“/’|z]2dxd7.
A2) Joo Jo o Jo

Observemos que fazendo algumas manipulagoes temos

()., Iraf

ot e I 2

| = (r)s +ra 72 <

Aalyllz] < 2|yl + A2e 2|22,

Com essas informagoes, (1.104) fornece

oo oot |(r)-* | Iraf?
/0 /OeQA“w\lezdxdT §2/0 /OCeQ’\“w< 32 + 2 —|—|7’\2> dxdr

T [l
—|—C/ / (e ly|* + AZe ¥ |2|*) dwdr (1.105)

To
<2+ A2)/ / 22 |2 dadr.

Consideremos Cj > 3 suficientemente grande em (1.92), (1.102) e (1.105). Reescrevemos

(1.92) da seguinte forma:

To 1 To 1
Co)\i/ / e_””w|z|2dxd7+00/ / Ce MYy | dadr
To 2 C )\2 To
+CO/ / C —2)\K'¢J| 2| d d + 0 / / | | dIdT (1106)
To
SCS)\,$|/-€|/ / My 2 ddr

A desigualdade (1.102) é reorganizada, tornando-se

To
CoX; / / “2Y 22 dzdr + C / / 2V 2 dadr
b . o
-I—Co/ / Ce MYy 2 dedr + Co/ / Ce_”‘w—zdxdT
o Jo o Jo A

(1.107)
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To 1 2 To 1 2
+Co / / e g0y / / ceme 2l g
0 0 )\n 0 0 )\/-i

To 1
<Gl [ [ e vlyfdaar,

e (1.105) gera

2 To 1
/ / _2’\“¢|z$| dxdr — ( ‘2)/ / 6_2’\“¢|ZT|2dxd7'
fi 0 0
W B el
—Co\2 / / e MY 2P dadr — 2 / / (e PV o dad
o Jo o Jo A%
oot —2X ¢|7“2|2 2 oot —2Apt ]2
-2 (e " —~drdr — 2)\, e M r|*dxdr
o Jo A% o Jo
Ty o1
< C'O/ / MYy |2 dadr.
o Jo

Dessa forma, somando (1.106) - (1.108), encontramos

To 1 ‘/i|2 To 1
/ / e~ MY 2| dadr + (Co 2 )/ / e~z Pdadr
o Jo x/ Jo Jo
o o (1) ?
—1—00)\2/ / 225V 2 2dadr + (Cy — 2) / / Ce Y 2 ———dzdr

To ’2 To
/ / C—Qw dxdr +2C; / / Ce ¥y Pdadr
To | 2’2 C(] To 1
2(Co—1) / / C72)‘/{'¢1 dxdr + ( 7 —2) )\i/ / Ir|*dzdr
o Jo

T 1
< 36’3)\,{]/@']/ / MYy |2 dadr.
o Jo

Tomando A, > max {)\0|I€|, V(Co — 5/2)—1|/-€|} e renomeando as constantes, chegamos a

To ol
Ol [ [ P lyasar
o Jo
To 1 T ol
Z/ / 6_2’\”w|zx|2dxd7-+/ / 6_2/\”w|2’7|2dxd7
o Jo o Jo
To pl To 1 )P .
+)\i/0 /0 62’\“w|z|2dacd7-+/0 /0 (e’”"w <|( ;\Z | + I¢ /2\1 | )dach
To 1 |7”2|2
+/ / Cem Y <|7’1’2 + )dxdT.
0o Jo A2

(1.108)

(1.109)
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Etapa 6. Relembramos agora que (z,7,r2,7) depende de . Em (1.92) e (1.109) fixamos
|k| = ko e um A\, = A\, que satisfaz A, > max{/\g|/<ao\, V(Co — 5/2)—1|m0|}. Veja que

por 1 ser limitada, existe C; > 0 tal que e 201 < e72M0¥ o 2 o¥ < e2M0C1 | [s50 nos

permite afirmar, com o auxilio de (1.92) e (1.109), que

T gl e Ty gl
/ / |22 dzdT < )\—]n0|€4’\“001/ / ly|2dxdr,
o Jo Ko o Jo
To 1 To 1 To 1
/ / ]zm|2dxd7'+/ / |2, |*dwdT < CAHO|RO|64A“001/ / ly|2dxdr,
o Jo o Jo o Jo
To 1 ‘T2|2 To 1
/ / <\7"1]2 + )\T> drdr < Oy |kole™ 0 / / ly|*dadr,
o Jo Ko o Jo

To 1 2 2 To 1
/ / (‘(7"127" + |(T227| )diEdT S C«)\ROIKO|€4)\KC’1/ / |y|2d$d7'
0 0 )\HO )\HO 0 0

To 1 00 To 1
/ / Ir|?dxdr < —\/f0|62’\“001/ / ly|*dzdr.
o Jo Aro o Jo

Isso nos diz que (zg, (1), (r2)g, 79) ¢ limitada em HE(0, Ty; V (0, 1)) x [H(0, Ty; L*(0, 1))]*

L?(0,Ty; L*(0,1)). Em particular, quando 6 — 0, a desigualdade acima implica que a
subsequéncia (1) tende a zero. Da reflexividade do espaco, existe uma subsequéncia
de (zg, (11)g, (12)9,T9) que converge fraco para algum (z,ry,79,0) em H}(0,Ty; V(0,1)) x
[H'(0, Tp; L2(0,1))]° x L2(0, Ty; L2(0,1)). Com essa convergéncia e o sistema de optima-
lidade (1.81)-(1.89) temos que o seguinte sistema é satisfeito:

(

re = 2 — e = —(r)e T A AN em (0,1) x (0,T),
2(0) =0 em (0,7p),

4 (1.110)
2:(1) +az(1) =0 em (0,7p),

\ 2(0) = 2(Tp) =0 em (0,1).

Seja zg ¢ w. Digamos 0 < zy < [;. Entao, existe 0 > 0 tal que I, = (zo — 0,20+ 9) C
(0,1;). Como —1/1In6 tende a zero quando 6 — 0, existe 6y > 0 suficientemente pequeno
tal que dist (g + 0,w) > —1/Infy > —1/1In6, sempre que 0 < O < fy. Assim, tomamos

((x) =1/0 em I,,. Lembremos que

Tt 1 2 2
s el | ((ra)o
L AQ(I% * &0>“m
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T, 2 2 T, 2 2
0 [(r1)a]” | [(r2)ol ° [(r1)a] | [(r2)ol
= C( + d:zcd7'+/ /C + dxdr,
/0 /[0,1]\0.) )\%0 Aéo 0 w )\io )\ﬁo

o que por (1.92) implica em

To 2 2 To p1
/ / ( )ol + |(T24)9| ) drdr < £|m0\e4)"€001/ / ly|2dxdr.
0.1\ Neo Ao o Jo

Em particular,

To 2 2 To 1
/ / ( ol |( ) | )d dr < — ¢ |/10\e4)"“001/ / |y[2dxd7'.
Iy Ako o Jo

O lado direito da desigualdade ser limitado e 1/6 — oo quando 8 — 0" nos dizem que

To 2 2
R P
0 Iz )‘no )‘/40

Portanto, 1y = r, = 0 em I,,. Uma vez que construcao analoga pode ser feita para todo

x ¢ w, concluimos que supp(ry) U supp(ra) C w x (0,Tp).

Por fim, definimos z = —(ry), + 5. Notemos que
212 = | = (1), +raf* < 2/(r1)-* + 2frof*

Disso, de (1.109) e de ¢ > 1 vem que

To
CAe |/<a|/ / MV y|2dwdr
0 To

> / / e MY (|za” + |2 |* + A2|2]?) dadr + —/ / Y (1) + |re]?) dadr

o Jo

TQ 1 1 TO
> / / e Y (|20 + |20 > + A2 2]?) dadr + 50 / / ez 2 dadr.

o Jo = Jo Jo

Dessa forma, encerramos a demonstracao. u

1.3.4 Desigualdade de Carleman

Finalmente, provaremos a desigualdade de Carleman que utilizaremos para conseguir

a desigualdade de observabilidade.

Teorema 1.12 Seja ¢ a funcao definida em (1.36), y € C ([0, Ty]; L*(0,1)) solugdo fraca
de (1.77) e P(y) € L*(0,Ty; L?(0,1)). Emistem kg, g, C € RT tais que, para todo k € R

com |k| > ko > 1, A\ > No|k| > 1, € vdlido que
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To o1
/ / My P dadr
o Jo

- (1.111)
2
< Olxl? He’\"wP(y)||L2(07TO;V/(071)) + C\/f\z)\i/o /62’\"w|y]2dxd7'.

Demonstracido. Seja y € C([0,Tp]; L*(0,1)) solugao fraca de (1.77). Consideremos
z,kg € Ao dados pela Proposicao 1.10. Da regularidade de y,7¢ e z temos P*(z) €
L%(0,Ty; L*(0,1)). Sendo assim, da defini¢do de solugao fraca, vem que
_ An _
(¥, 2+ Ave™Y) oo 20y = PO 2) 20,10 (0.0).220,10:70.1) -

Tendo em mente que suppz C w x (0,Tp), a igualdade acima fornece

T 1
e / / My P dedr
o Jo

To
< ‘<P(y)’Z>L2(O,TO;V'(071)),L2(0,T0;V(0,1))’ + ‘A /yZdlL'dT

Sabemos que P(y) € L*(0,Ty; L*(0,1)) e z € L?(0,Ty,V(0,1)). Logo, como e**¥ €
C*>((0,1) x (0,Tp)), temos e*¥P(y) € L?(0,Ty; L*(0,1)) € L*(0,Tp; V'(0,1)) e e ¥z €

(1.112)

L*(0,7,V(0,1)). Pelo Teorema da Representagao de Riesz-Fréchet, podemos dizer que

(M P(y), e = (MVP(y),e V2

2>L2(0,T0;V'(0,1)),L2(0,T0;V(0,1)) = L2(0,To; L2(0,1))

= (P(y), Z)L2(0,T0;L2(0,1))

<P(y)7Z>L2(O,T0;V'(0,1)),L2(0,TO;V(0,1)) = (P(y)7Z>L2(O,T0;L2(071))'
Logo,

<6A“¢P(y), e

At
‘ (P(y), Z>L2(0,T0;V,(071))7L2(01T0;V(0,1)) Z>L2(O,T0;V'(0,1)),L2(0,TO;V(0,1))

< He/\wpw)HL2(0,TO;\/’(0,1)) He_AK¢Z"L2(O,T();V(O,1)) :

Usando a desigualdade de Young, segue que

‘(P(Z/)> Z>L2(O,T0;V'(0,1)),L2(0,T0;V(O,1)) ‘

1

< g ller

8 [le

2 2
() HL?(O,TO;V’(O,l ZHL2(O,T0;V(O,1)) :

Notemos que
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oz = [P 102 g
€ “1122(0,10:v(0,1)) V(0,1)

< C/ G >)zHi2(O,1) dr

To
< C/ / (—Anwne’A“wz + e*’\"wzz)2 dxdr
o Jo

To 1 To 1
< C)\i/ / e_”“w\z|2dxd7—|—6’/ / eV 2, [P dadr.
o Jo o Jo

Utilizando em (1.112) as informagoes obtidas e fazendo um novo uso da desigualdade de

Young chegamos a

Ty p1
e / / MYy P dedr
o Jo

1 Ak 2 ) To pl oo
= 4_(51 He wp<y)HL2(0,To;v/(0,1)) + C)‘nfsl/ / e w|z| dxdt
To
+C’51/ / e 5 |2 d:zcd7'+ 45 / Ny 2 dadr
2

) T —2X:7 | (2
+ﬁ e Y| Z|*dxdr.
k J0 w

Reescrevendo (1.78) da seguinte maneira
L /T° / eI (o2 4+ [ 4 A2J5f?) drdr 4+ / K / b |22 dndr
200 0 0 ’ " " 200)\i 0 0

/\’{ To 1
< Aulr] / / e |y A dadt
2 Jo Jo

e somando a (1.113) multiplicada por |x|, vemos que
To
200 / —2M ¢ (|z 1> 4 |z |* + /\2|z| )d:EdT 20 N / / _2’\”w|z|2dxd7'

>\ ‘H‘ / / 2>\K¢|y|2d$dt

K| To
T He W P(y HL2 (0,70;V'(0,1)) +C|“|>‘251/ / TN P ddr

Clels o —2At| . |2 |’§’>\2 o e[, 12
1 " T
+C|k]| / / e |22 |“dxdT + —= / / “Cly|*dxdr
J
F&| 2/ / ’2’\““’]2\ dxdr.

(1.113)
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Segue que

To TO
<——C’1]m|51>/ / gy Pdndr + o / M|, Pdadr
To
(— - 01|H|51) A2 / / 20| 2 dr
_ —2Xet K 22X
(200 (52]/-4;]) )\2/ / |z dxdr + / / ly|*dxdr

|| Aeth 2 )\i”i’ T et |, 12
7“6 P( )||L2(0’TO;V/(071))+ 15, ), eV y|*dxdr.

Agora, escolhamos §; = 1/4C,C1|k| e 62 = 1/4Cy|k|. Com isso, de (1.114) obtemos

)\ To 1
= / / 62)‘“¢|y|2dxd7'
2 Jo Jo

To
2
< GGl 1 PO amrany + Qo [ [ vlyuar

(1.114)

Usando que A\, > 1 e reorganizando as constantes, chegamos a

To 1 To
2
/0 /0 e Vlyldadr < Ol ||€AWP(?J)”L?(O,To;v’(o,l)) + C\n|2/\i/0 / Syl dudr,

como queriamos mostrar. ]

1.4 Controlabilidade no terceiro intervalo

Nesta parte do trabalho retomamos o que foi iniciado na Secao 1.2. Nosso objetivo
¢ garantir a controlabilidade do sistema (1.1) no intervalo [27/3,T], o que sera feito
no Teorema 1.13. Antes disso, porém, precisamos de algumas defini¢oes e resultados

auxiliares.

1.4.1 Norma em V'(0,1)

E importante que tenhamos uma expressio para a norma em V' (0,1). Para obté-la,

comecaremos provando que o operador B : V(0,1) — V'(0,1) que satisfaz
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B() = v = f em (0,1),
(1.115)
v(0) = v,(1) + av(1) =0,

¢ um isomorfismo. A linearidade do operador é vista facilmente, assim como sua

injetividade. Dizemos que v € V' ¢ solugao fraca de (1.115) se
1

(VW) + [ wbds = (£ Ovonvons  YEECVOD.
0
Em [V(0,1)]* definimos a forma

b(Er, ) = aba(1)Eal1) + / (62)2(E2).d,

que é bilinear, continua e coerciva. Aplicando o Teorema de Lax-Milgram para b e o

funcional linear f, obtemos que existe tnico v € V(0,1) tal que para todo & € V(0,1),

b(v,§) = (f, 5>v’(0,1),\/(0,1)’

fornecendo que v é solugdo fraca de (1.115). Com isso, concluimos que para todo
f eV (0,1), existe v € V(0,1) tal que B(v) = f. Em outras palavras, B é sobrejetora.
Seja f € V'(0,1). De B ser um isomorfismo sabemos que existe tinico v € V/(0,1) tal

que Bv = f. Note que

(B, Z>v’(0,1),\/(0,1) = (v, 2)v(0,1)-
Dessa forma,

(f, Z>v’(0,1),V(0,1) = (Bv, Z>v’(0,1),V(0,1) = (v, 2)v(0,)
e, da desigualdade de Cauchy-Schwartz,

HfHV/(O,l) = sup ‘(v,z)v(071)| < ”UHV(o,l)'

1zllv0,1y=

Escolhendo z = v/ [[v][y(4) » temos que z € V(0,1) e ||z[[;,) = 1. Além disso,
v 1 )
‘(Uaz)V(o,l)’ = (7% W) = W HUHv(o,n = HUHv(o,1)-
VD) /) v v(0,1)

Portanto, dado que f = Buv,

1Al 01y = Il -

Também é verdade que [|vly ;) e HBl/ZUHLQ(O ,) 580 equivalentes. De fato, o Teorema

b )
do Trago e a desigualdade de Poincaré nos permitem dizer que

2 2 2 2
()P <C ||U||H1(0,1) =C <||Ux||L2(0,1) + ||UHL2(0,1)> <C ||Uz||L2(o,1) :
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Logo,
2 2 2
HUOCHLQ(O,I) < ”UHV(O,l) <C HUOUHLQ(O,I)'

Reunindo as informacoes obtidas, temos que existem constantes C e C5 positivas tais

que para f = Buv,

Ci || B0 1200y < 10y = N0llviony < Co [1BY20]] 2o - (1.116)
1.4.2 Desigualdade de observabilidade
A energia associada ao sistema (1.32) ¢ dada por
1
F(r) = 5 (I ao + 500 (1.117)
Observemos que
dF(7)
P ||?JT(T)||%/’(0,1) : (1.118)

O objetivo desta segao é obter a desigualdade de observabilidade, a qual ¢ dada no

seguinte resultado:

Teorema 1.13 Seja y solugio de (1.32). Ewistem constantes positivas Ty, ko, C, C tais

que para todo T> Ty, K > Ko,

_ T
Oz + 13O0y < CeT [ [ fyPar. (1119

Para a demonstracao do teorema anterior, precisaremos de algumas desigualdades de
energia. Aqui apresentamos esses resultados e suas provas para que possamos usi-los sem

maiores explica¢coes no momento devido.

Lema 1.14 Sejam 0 < so < 70 < T quaisquer e |k| > 1. Entdo, para todo Sy, Ty
satisfazendo sy < 59 < To < To, existe uma constante C' > 0 tal que a energia F(T)

associada a solugao y de (1.32) satisfaz

/f T<C\H\/ ly(P)lI72(01) 47 (1.120)
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Demonstracio. Definamos em [0,7] a funcio auxiliar

Y(7) = (T - 80)2(7 - 70)2-

Fazendo o produto escalar da equagao em (1.32) por yB~'y e integrando sobre (0,1) x

(80, 70), temos

T0 1 70 1
0= —/ / ’ny(Bfly)le‘dT - / / ’yTyTBildeCdT
S0 0 S0 0
70 70

- [ O E T+ [ B (0, P

S

0 S0
T0 1 0 1

+/ / Y|y|*dxdr + H/ / vy, B ydxdr.
S0 0 S0 0

Seja v tal que Bv = y. De acordo com (1.115),

70

—/TO v(r)yx(l,r)(B1y)(1,7’)d7’+/ Y(T)y(1,7) (B y). (1, 7)dx

S0 S0

— [0 7) () + a1, ) dr =0,

S0

Dessa forma,

o 1 T0 1
0= —/ / vyT(B‘1y>dedT+/ / YyPdedr
S0 0 S0 0

o (1.121)
+/ / (kY = v+ )y B ydadr.
S0 0
Usando v = B~ !y também encontramos que
T0 1 . 0 )
_/ / VY- (B y) dadr = _/ g ||yr(7_)||v’(0,1) dr
Ef 0 Ef
o 0 0
T0 1 . 1 0 )
/ /O (kY = Y)Yy B~ ydrdr = —5/ (5 = o) (D) V 0.0 AT
S0 S0
Substituindo essas igualdades em (1.121) temos
70 9
[ A0 g dr
S0
(1.122)

= [ O WO 7= 5 [0 =5 I

S0 S0
Uma vez que 7y é positiva para todo 7 ¢ {sg, 70}, para todo intervalo 3o, 7] C (S0, 7o)

existe C7 > 0 tal que
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T0 T0
o / e (7)o, b < / A7) e () oy -

S0 S0

Por (1.122) e da regularidade de v, segue que

TO
2
a / e (712 o) 7

0

< / ") Iy oy 7 / ) = OO 4 (1)

S0 S0

TO 2 TO 2
sc( [ @ dr 1l [l 7).
S0 S0

Usando que L?(0, 1) est4 imerso continuamente em V' (0, 1), obtemos de (1.123)

T0 9 TO 9
/ e (o d7 < Clil [ 1y o A
S S0

0

Sendo assim,

1 T0 9 ) 1 70 )
3 | (e + 190 ) dr < 50+ Clrl) [ Iy dr
S0 S0
e, portanto,
T0 T0 9
| Foar <l [l dr
S0 S0
como desejado. u

O lema a seguir estabelece uma relacao entre o valor da energia em dois pontos
quaisquer do intervalo de tempo com o qual estamos trabalhando. Ele serd fundamental

para os nossos propositos.

Lema 1.15 A energia F associada & solucao fraca do sistema (1.32) satisfaz

F(so) < 2T F(ry), ¥ 50,70 € [0, 7] (1.124)

Demonstracao. Sabemos que

dF(T)
=5 [l (Do) < 6Ly (D 0,1) < 20817 (7).

Dessa forma,

~

F(s0) < Frp)e?Fllso=m0) vy g0 70 € (0,7, 70 < so. (1.125)

A

Agora, fazendo a mudanca de varidvel T =T — 7 e y(x,7) = y(z, 7), temos



1.4. Controlabilidade no terceiro intervalo 70

Yo (2, 7) = (2, 7), Yo (T, T) = Yaa (2, 7)
Com isso,
[ Ger = oo — e = 0 em  (0,1) % (0,7),
7(0,7) =0 em (0,7),
7.(1,7) +ag(1,7) =0 em (0,7),
g(x, T) =1 (2), gz (2, T) = —y'(x)  em (0,1).

\

Tomando z = ¥, temos o sistema

(

Zpr — Zgp — K2z =0 em (0,1) x (0, T),
2(0,7) =0 em (0,7),
2(1,7) +az(1,7) =0 em (0,7),
2(x,0) = y(x,0), z:(x,0) = y-(x,0) em (0,1).

~

Para sy < 7, facamos 50 =T —sg e 7o = 1T — 19. Note que Ty < 50. Por raciocinio analogo
ao que utilizamos anteriormente, encontramos

df() d 2 N2 =\ 12
ar ( (H (7 >HL2(0,1)+HZ‘F(T)HV'(0,1)> :“H’Zf(ﬂnv’(o,l)

Fu(50) < Fulfy)e2lGo=70)
Portanto,
_ 2 — 2 r|(30—T — 2 — 2
HZ<SO)HL2(O’1) + HZ‘F(SO)Hv’(O’l) < e?ll(Fo=0) (HZ(7'0>HL2(0,1) + Hzf(TO)Hv/(o,l)> J

o que implica

=3 \[12 = (= \[12 k|(80—T
||y(50)||L2(0’1) + ||yT(80)|lv’(o,1) < e?lrl(Fo=0) (H?J(TO)HL? o1 T 19 (7 )HV (0, 1))

2 2 K|(S0—Ti
Hy(SO)HLQ(OJ) + HyT(SO)HV,(O’l) < ¢2I%|(50—70) (

Iy (ro) 01y + = (F0) 3 0.1) -
Assim,

F(s0) < ARlG=T0) F(70), ¥ 50,70 € [0,T], 50 < 7. (1.126)
Concluimos de (1.125) e (1.126) que

F(so) < ¥ F(ry), Y 0,7 € [0, 7],
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como queriamos. [ |
Voltemos, agora, ao Teorema 1.13 para estabelecermos sua demonstracao.

Demonstracao do Teorema 1.13. Como indicado no inicio da Secao 1.3, consideramos
T > Ty, com T} dado por (1.38). A prova de (1.119) sera feita para T = Ty. Note que

isso é suficiente para garantirmos que (1.119) é valida para todo T > Tp. Lembramos que

Para todo x € (0, 1),

Além disso, a definicao de Tj nos leva a
p(z,0) = p(z, Ty) < M.

Da continuidade de p, existem 0 < &g, d; < Tp/4, suficientemente pequenos, tais que

p(z,7)>M+46; em [0,1] x [% — do, % - 50} (1.127)
e
ple,7) <M —46; em [0,1] x I, (1.128)

com I = [0, 0] U [Ty — o, Tp]. Uma vez que ¢(z,7) = &7,

T T
W, 1) > My = M) em [0,1] x {70 — &, ?O + 50} (1.129)
e
(2, 7) < My =M= em [0,1] x 1. (1.130)

Seja © € C5°(0,Ty) uma funcao nao negativa que satisfaz ©(7) = 1 em [dy, Ty — o). Para y
solugao de (1.32) temos que Oy ¢ uma solugao fraca de (1.78) e P(Qy) € L*(0, Ty; L*(0,1)).

Sendo assim, pelo Teorema 1.12,

T 1
/ / |0y Adxdr
o Jo

To
4 2 .
< C|x|? HeA“wP(@wHm(o,To;v’(o,n) - C”f|2)\i/0 /62A Y|0y|*dxdr,

para k e A, apropriados.

(1.131)

Utilizando o Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet vemos que
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2

V' (0,1)) dr

/0 e P@y)(r)|

2

)dT
2

)dT

2
To
< / ( sup HP<@y><r>r|Vf<o,1>\\e*mf)z\\V(O,l)) dr.

||Z‘|v(0,1):1

To
:/0 ( sup <6A”¢(T)P(@y)(7),z>v,(071),v(0’1)

12llv0,1)=1
2
) dr

T 1
= / sup / MV P(Oy) (1) zda
0 HZ”v(o,l):l 0

To
_/o ( sip  |(P(Oy)(7), ™ D2) o

HZ”\/((),l):l

Agora observemos que P(0y) = ©,,y+20,y,+£0,y e que O, = O, = 0 em [y, Ty — o]
Logo, P(©y) = 0 sobre [0,1] x [0y, Ty — do]. Além disso, eM¥@7) < MMz em [0,1] x I.

Dessa forma,

e+ < O (e 7z), |

)ZHV(O,l) £2(0,1)

1
B C\// M) sy + 2,)|° da
0

< 0 (Cie 2l agoy + V2 el 2o

< O\ HZHV(O,l)

2

V' (0,1) dr

/0 e Pey)(r)]

2
< /IHP(@y)(T)H%//(O,1)< sup  CAge “zHV(O,l)> dr

||Z||v(0,1):1

— Oz / 1Py -

Substituindo P(Oy) por O,y + 20,y, + O,y e tendo em mente que © nao depende de

T, encontramos

To
- 2
/0 H@ANM )P(@y)(T)“V/(QJ) dr
(1.132)
2 2
< ONZPAeIe /1 |0+2(7) + KO (T) " ly(T) [y 0.1y d7
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LAz / 120, (1) (7)1 .0 b7
I
< ORI [ (1) s + lor (D) a7
< C’x\i|/@|262)"€M2/]:(T)dT
I

Utilizando a estimativa (1.132) em (1.131), obtemos

Ty 1
/ / e*MV Oy drdr
o Jo

I (1.133)
< ON2|g|te?ni /f(T)dT—l—C‘H‘z)\i/ /e”“ﬂ@yﬁdmdr
1 0 w
Sabemos de (1.129) que
sy p1 44
e”‘”MI/ ]@y\Zd:chg/ / |0y [2e* Y dadr. (1.134)
&—50 0 7_60

Como 0y < Ty /4, o intervalo [Ty /2 — 8o, To/2+ o] estéa contido em [dy, Tp — o). Logo © =1
em [T/2— 060, T /2+ dp]. Com base no Lema 1.14, podemos escolher 3y € (T4/2 —do, Tp/2)
e To € (To/2,T0/2 + do) tais que

1o 15 P o
/ F(rydr < Cle| [* 10 dr = Cle / 109 22y dr  (1135)
i_()

e do Lema 1.15,

To
(7o — 50)F(0) < 2Ty / F(r)dr. (1.136)
S0
Segue das desigualdades (1.134)-(1.136) que
0+§0 1
F(0) < O|k|erTom22ed / / Oy |2e* ¥ dadr. (1.137)
7_50 0

Usando (1.137) em (1.133) e a limitacao proveniente da continuidade de ©, temos

F(0) < CAZ|r[PerlTom2An(Mi=0E) / F(r)dr
I

7 (1.138)
+C)\i]/<;]362“T°2)‘“M1/ /e”“w\yﬁdxdr
0 w

Uma nova aplicacao do Lema 1.15 nos diz que
/F(T)dT < Ce2HT F(0).
I

Sendo assim, por (1.138),
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F(0) < CN2|k[PetlrlTo-22x(M=M2) ()
T (1.139)
+C’>\i|/£|362”T02)‘”M1/ /eZA“w|yl2dxdT.
0 w
Considerando (1.138) e que M3 = max¢(xz,7) > M; em (0,1) x (0,7}), conseguimos

estabelecer

C())\2|/£|5 To
(1— (D )F(O) SCOAZ\K\%Q'“'TO*%(M?)Mﬂ/ /\y[Qd:CdT. (1.140)
e 0 w

My —Ms2)—4|k|To

Agora tomamos, para \g dado pelo Teorema 1.12,

S8Ry +1 }
A, > max K|, Aolk| ¢ . 1.141
{2<M1—M2NB' ol )
Dessa forma,
S8Ry +1 8
2\ (M — My) — 4|k|To > My, — My) — —|k|R; > C
(M 2) K| Ty = (Ml—MQ)\/BM( 1 2) \/BW 1 15

2|k|To + 20 (M3 — M) < 8\ (My — M) + 2\ (M3 — M;) < Co),.

Notemos que podemos tomar A, = A{|k| para algum \; escolhido adequadamente. Assim,

CoAfls]" _ CoXZlk[ CoAzls[®
Gkl T Gkl o2 (M1 —Ma)—4|x[Tp
e
1 CQ/\2|/€|5
9 <1l- 2 (M1 —M2)—4k[Tp’ (1.142)
sempre que |k| é grande o bastante. Portanto, por (1.140) — (1.142) segue que
To
F(0) < Coxul* e [ [ fypdadr,
0 w
0 que implica em
2 2 > o
Clk 2
O + 3Oy < Ce [ [ pfdadr
como querfamos provar. |

Agora que conseguimos uma desigualdade de observabilidade para o sistema (1.32),

vamos estabelecer a desigualdade de observabilidade para o sistema (1.31).
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Teorema 1.16 Seja v solugdio de (1.31). Existem constantes positivas eo(T), C(T), C(T)

tais que, para todo T > 0,0 < e < go(T),

ST T
L <O / / (o(, 1) Pdadt. (1.143)
0 w

+€Hv

1220

Demonstracio. Sejam Tj, ko, C' e C as constantes do enunciado do Teorema 1.13 e um
T > 0 qualquer. Sabemos que esse resultado é vilido para todo T > T,. Uma vez que

T = T/+/, temos que

T .
— =T>Ty T > /eTh.
\/E 0 \/EO

Logo, basta escolher e suficientemente pequeno, digamos 0 < ¢ < g¢(7), para que o

Teorema 1.13 possa ser aplicado. Dessa forma, por (1.119),

_ T
19O 720, + 15O 130 < 6766”“'1/ ]/ [y(x, )P dadr. (1.144)
0 w

Como y(z,7) = v(x, T — \/eT), vem que

T
2 el NG
D) sy + IVED 0y < €% [ [ oo~ VB P,

o que é equivalente a

0l12 O el 0 2
40100+ 0 0y <~z [ [ Iotepanas
ou
o+ N sy < 2 [ [ bttt
Em particular, para e suficientemente pequeno, temos (1.143) |

1.4.3 Controlabilidade

Em posse da desigualdade de observabilidade (1.143), estamos aptos a provar a
controlabilidade nula do sistema (1.1). Antes disso, observemos que multiplicando a

equagao em (1.1) por v solucdo de (1.31) e integrando sobre @), temos

T 1
o Jo )
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- /0 15v0(x)ut(x,T)dx - /O 1v(:c,o) (cu'(2) +u’(x)) dx

+ /1 (—ev'(z) +0°(2)) u(z, T)dx +/ evy(w, 0)u’ (z)dx.

Se u(T) = uw(T) = O(,) entdo, para todo (v°,v1) € L?(0, f) x V'(0,1),

ev’(z)uy(x,T) + (—ev'(z) + 0°(2)) u(z, T) = 0. (1.146)
Reciprocamente, suponha que a afirmacao acima é verdadeira. Vamos reescrever (1.146)
da seguinte forma:

(eus(z, T) + u(x, T)) v (z) — ev*(x)u(z, T) = 0.
Escolhendo v%(z) = ew(z, T) + u(z, T) e v'(z) = —e tu(x, T), temos

lewy(z, T) + u(z, T)|* + |u(z, T)|> = 0,

o que implica u(z,T) = u(z,T) = 0. Com isso concluimos que o sistema é controlavel a
zero se, e somente se, para todo (v(T),v,(T)) = (v°,v') € L?(0,1) x V'(0,1) a igualdade
(1.146) é valida, onde v é a solucao do sistema adjunto com esses dados iniciais. Disso e

de (1.145) vem que o sistema é controlavel se, e somente se,

1
/ / hlyvdxdt = / u’(z) [evy(z,0) — v(z,0)] do — e/ u(z)v(z,0)dr.  (1.147)

0
A equagdo (1.147) é chamada Condi¢ao de Optimalidade e iremos provar que ela é

satisfeita na demonstragao do teorema a seguir.

Teorema 1.17 Ezistem constantes C,C, ey > 0 tais que para T > 0 e0 < e < eo(T) < 1,

o sistema (1.1) € nulamente controldvel e o controle h satisfaz

C(T)
17l 2 (x o,y < C(T)e V2

|(u, \/gul)HV(O,l)xLZ(O,l) : (1.148)

Demonstragio. Consideremos o funcional .J : L?(0,1) x V'(0,1) — R dado por
1 [ !
=3 / / |v|2dxdt + / (u® + cu)v(0)dw — <u0, vt(0)> , (1.149)
0 w 0

em que v ¢ a solucao de (1.31) para os dados iniciais (v°, v'). Ele é continuo e estritamente
convexo. A desigualdade de observabilidade nos ajuda a mostrar que ele é coercivo. De

fato, fixado 0 < & < o(T), com o auxilio de (1.143) vemos que

I 1) = ) (0 + 2 0o ’/ W+ ut)o(0)de| — |z (w0 (0))]
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De acordo com as desigualdades de Cauchy e a de Young,

/Ol(u0 + cul)u(0)dz

< ||’ + 5“1HL2(0,1) [0(0) | 20,1

< 0(5) ||U0 + 5U1H12(0’1) +9 ||U(O)||i2(0,1)

0
‘<\/§u ,\/Evt(0)>v(o,1),v’(0,1)

< [Veully g Vel o
) H\/EUOH?/(O,I) +0 H\/g”t(o)”?/’(o,n .

Assim,

J' ") = Cy(T (W%;m1+6W) )—CQHW“+Wann

—6 [lv(0 )HL201 H\/_UOHV(M) 5H\/—Ut

Sabemos de (1.118) que

d |1
|5 (W + IOl 0) | <0

l’).

Integrando de 0 a T e retornando a variavel v, encontramos

0O 7201) + € 02 (O) 1301 < 10N 320 + € Il (1.150)

Com essa informagao obtemos

@) 2 T ([0 a0y + & [0 15 0y) = CO) ([0 + 20 [Fagoy + e o))
=0 (030 + 0" M0y
> (1) = 0) ([N 5e0ny += 10 3y )

Logo, escolhendo 6 < Cy(T),

lim J(°, ') = +o0,
(w0, 01) || g —00

provando a coercividade de J. Podemos, portanto, afirmar que J possui um tinico minimo

em algum (2°,0') € E°. Sejam (v°,v!) € E° e v a solugao correspondente. Uma vez que

. 51) /“/wwﬁ+/ @®k0@+w@DM—A¥M%Wﬂ@W:Q

com v sendo solugao de (1.31) associada a (v°, '), temos que

/OT[uvvdxdt =— /01 v(z,0) (eu' (z) + u'(z)) dz + /01 cop(z, 0)ul () da.
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Assim, a condigao de optimalidade (1.147) é satisfeita com o controle h = v e concluimos
a controlabilidade de (1.1).
Para provar (1.148), usamos o fato de J atingir minimo em (2°,v'). Isso nos permite

afirmar que

J (v°,0") dz < J(0,0) = 0,

de onde vem
1 /7
L / / 52dadt
2 0 w
S HUO + €U1HL2(0,1) “6(0)||L2(0,1) +e€ HUOH\/(OJ) H77t<0)||\/'(0,1) (1151)

< (HUO + 5U1HL2(0,1) + Ve HUOHV(OJ)) (H@((DHL?(OJ) +e H'Utm)Hv/(o,l)) :

Podemos estabelecer, das desigualdades (1.143) e (1.150), a estimativa

(D)
190l 20,1y + VE N0(O)ly0,0) < C(T)e V= [|0]] p2 ey 0,1y - (1.152)
Também podemos mostrar que
[u® + 8“1||L2(o,1) +Ve HUOHV(o,n =C <||“0HV(0,1) +Ve H“1HL2(0,1)> : (1.153)

Combinando (1.151)-(1.153), chegamos a

all < C(T)e
HUHL2(wx(0,T))_ (T)e

0 1 -
}(“ ,Veu )HV(O,l)xm(o,l) 191] L2 0.7 -

a qual implica em (1.148). |

1.5 Prova do Teorema 1.1

Os resultados obtidos nas se¢oes anteriores nos permitem provar o principal teorema
deste capitulo, o Teorema 1.1. Uma vez que no teorema existem muitas afirmacoes a

serem comprovadas, dividiremos a demonstracao em topicos.

O sistema é nulamente controlavel. O que faremos agora é reunir os resultados
obtidos nas se¢oes anteriores e com isso construir o controle que nos permitird levar u e
u; a zero em um dado tempo T > 0. Para isso, fixado T, dividimos o intervalo de tempo
da seguinte forma: [0,7] = [0,7/3] U [T/3,2T/3] U [2T/3,T]. Seja gy = eo(w,T’) pequeno
o suficiente para que possamos aplicar os teoremas 1.3 e 1.17. De acordo com o Teorema

1.3, para todo 0 < £ < &g, existe um controle h.; € L*(w x (0,7T)) que faz com que a
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solucao do sistema

( T
5<ual)tt - (ual)x:c + (ual)t = hallw €m (07 1) X (07 g) )
Ue1 (O) =0 €m (07 %) )

(1) (1) + auay (1) = 0 em (0, %) ,

ua(0) =1’ (ue):(0) = ul em (0,1),

o () o (3) -

||h51||L2(wX<O,%)) <C H(uoaul)|

satisfaca

Também temos que

E¢ -

(1.154)

(1.155)

(1.156)

Note que multiplicando a equagio em (1.154) por (ue;); e integrando sobre (0, 1) x (0,7'/3)

chegamos a desigualdade de energia

(00 (5) o (3))

Sendo assim, usando a estimativa (1.156), encontramos

< ”hleLQ(wX(O,%)) + ||(u0’u1)‘ e

EE

T T
‘ (ual (g) 7(“51)7& (g)) S C }l(u()?ul)’ Ee
EE
Passamos agora a olhar para o sistema
( T 2T

€<us2>tt — (u62)zm + (u52)t =0 em (O, 1) X <§7 ?) 9
T 2T

u52<0) =0 €m (g; ?) )
T 2T

(ue2)z(1) + auee(1) =0 em - — ),
33

T T
Ugo <§> =ud,  (ue): <§> = uy em (0,1),

com

T T
Uy = Uz (§> e uy = (Ue1); <§> :

(1.157)

(1.158)

(1.159)

Por (1.155) temos que (u3,u}) pertence a Ef. Aplicando o Teorema 1.5, para todo
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t e [T/3,27/3],

I (uea(t), (uea)e(£) ] pe < 2°72e77% || (3, u3)]

Em particular, para t = 27'/3,

(05 ) (5))

Es”

< 2T (08, )

Ee "
EE
Logo, (1.157)-(1.160) fornecem
2T 2T
U2 \ 5 | » (u62)t o S Oe_T/Gg H (UO, u1>‘ Ee "
3 3 Be
Para finalizar, consideramos o sistema
( 2T
c(uada — (uhoe 4w = bty em 0,1 x (517),
2T
u€3<0) =0 em (?7 T> )
< 2T
(ue3)x(1) + aueg(1) =0 em 3 T,
2T 2T
Ues (?> =ud, (ues), (?) = uy em (0,1),

0

(1.160)

(1.161)

(1.162)

com (ud,ud) = (u(27/3), (u2):(27/3)) e hes o controle estabelecido no Teorema 1.17.

Com isso podemos garantir que

( T
ue1(x,t) em (0,1) x (O, §> ,

T 2T
ue(,t) = Uso(x,t) em (0,1) x <§, ?) ,

(e, 1) em(anx<§j)

e
[ ho(a,t) m.@Dx@%)
T 2T
he(x,t) = 0 em (0,1) x (ga ?) ;
hes(x,t) em (0,1) x (%,T) :
(

satisfazem (1.1) e u(T) = (u.)(T) = 0, provando a controlabilidade do sistema. Também
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temos por (1.148) e (1.161) que
C(T) /e 0
”h53”L2(wx(§,T)) < C(T)e (/v ”(u?”\/gué)HV(O,l)XLQ(O,l)

) (1.163)
< C<T)e(6\/EC’(T)7T)/6s H (UO’ ul)’

Ee
Uma vez que 6,/C(T) —T < 0, para ¢ suficientemente pequeno, o lado direito de (1.163)

é uniformemente limitado em relacao a e:

||h53||L2(w><(¥,T)) S C(T) ||(u0,u1)‘ e (1.164)
Segue de (1.156) e (1.164) que
Hh€HL2(w><(0,T)) < C(T) H(uo’u1)| e (1.165)

Uma nova desigualdade de observabilidade. Para continuar a demonstracao
precisamos de uma desigualdade de observabilidade levemente diferente da que foi dada
no Teorema 1.16. Embora no enunciado do lema a seguir nao fique explicita a relagao
com a controlabilidade que acabamos de provar, utilizamos fortemente a existéncia do

controle h. e a limitacdo uniforme (1.165) que ele possui.

Lema 1.18 Seja T > 0 e v solugao de (1.31). Ezistem C(T) e eo(w,T) constantes

positivas tais que, para todo 0 < & < go(w,T),

T
Jeva(0) = oO) o1y + 10O ony < O [ [ 1ot (1.166)

Demonstracao. Iniciamos multiplicando a equagdo em (1.1) por v solugao de (1.31) e

integrando sobre (). Isso resulta em
T
/ / hvdxdt
0 w
1 1
= 5/ ut(x,T)v(m,T)dw+€/ u®(z)vy(z,0)dt (1.167)
0 0

—l—/o w(z, T) (—ev(z, T) +v(z,T)) de — /0 (u’(z) + eu'(2)) v(z, 0)dz.

Tomando h como o controle obtido na etapa anterior, u(x,T) = u(x,T) = 0 e (1.167)

passa a ser
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1
0

1 1 1
/ /hvda:dt: —6/ ul(x)v(m,())dx—l—a/ uo(:c)vt(x,O)dx—/ uv(z,0)dw.
0 Ju 0 0

Isso nos diz que

||h||L2(w><(O,T)) ||v||L2(w><(0,T))

1 1 (1.168)
> / u” (ev;(0) — v(0)) dx—/ eu'v(0)dw
0 0
e devido a (1.165),
C<T) H(u07ul)| Ee HUHLZ(OJX(O,T))
1 1 (1.169)
> / u® (ev,(0) — v(0)) dz — / eulv(0)dx|.
0 0
Definimos o funcional F': £ — R da seguinte forma:
1 1
Fu’ u') = / u® (ev,(0) — v(0)) dw — / euv(0)dz.
0 0
Entao, por (1.169),
‘fol u® (ev4(0) — v(0)) do — fol eulv(())dx‘
[Ell gey = sup < O(M) [1v]l g2 :
(E*) (40 1) | e 70 ||(u0,u1)||E€ L2(wx(0,T))

ou seja,
[ev:(0) — U(O)Hv’(o,n +e HU(O)||L2(0,1) <C(T) ”UHL?(UJX(O,T)) :

Por fim, elevando ao quadrado encontramos que, para todo (v°,v') € (E¢)’, a desigualdade

é verificada. [ |

Convergéncias. Aqui trabalharemos com o sistema (1.31), adjunto ao sistema (1.1), mas
considerando os dados com melhor regularidade, a saber, (v°,v') € V(0,1) x L?(0,1). O
objetivo dessa alteracao é obter resultados que nao seriam possiveis de garantir, a priori,
com os dados com a regularidade anterior.

Inicialmente, a cada € > 0, associamos a solu¢ao v. de (1.31). Queremos mostrar
que quando ¢ — 0, podemos extrair uma subsequéncia de (v.). que converge em
L?*(0,T; L*(0,1)) para a solucao ¢ do sistema (1.5), adjunto a (1.2), com dado inicial

" = 1%, Observe que, posta a modificacdo que fizemos, o espaco de ¢ também passa a
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ser mais restritivo que aquele considerado em (1.5).
Para todo z € H}(0,T;V(0,1)), temos as formas variacionais da solugao de (1.31) e

de (1.5) dadas, respectivamente, por

- (€<Ue)t7 Zt)L2(07T;L2(O,1)) + (1)5, 2)L2(0,T;V(O,1)) - ((Ua)ta Z)LQ(O,T;LQ(O,l)) =0 (1170)

(Spa Z)L2(07T;V(0,1)) - (QDt, Z)LQ(O,T;LQ(O,l)) =0. (1171)

Lema 1.19 Dados v° € V(0,1) e v' € L?(0,1), toda subsequéncia convergente da
sequéncia (ve)e de solugoes de (1.31) possui uma subsequéncia, que ainda serd denotada

por (v:)e, que converge em L*(Q) para a solugdo ¢ de (1.5). Além disso, quando ¢ — 0:

Ve = @ em L*(Q), (1.172)
v:(0) = (0) em V(0,1), (1.173)
Ve(v):(0) — 0 em L*(0,1). (1.174)

Demonstragao. Consideremos uma subsequéncia convergente qualquer de (v.)., que,
por simplicidade de notacao, denotaremos da mesma forma. Calculando a energia para o

sistema (1.31) encontramos

1

Folt) = 5 (2N @n® a0 + 10Ol 0 - (1175)

Além disso, podemos verificar que

D) @Ol (1170

Observemos que (1.176) nos diz que F. é crescente. Logo, para todo ¢ € [0,T], é valido

que

£ ”(Ue)t(t)”i?(o,l) + HUEG)H%/(OJ) < 2F(T).

Uma vez que

ll_{% 2F.(T) = lim (5 H'UlHiZ(o,n + HUOHf/(og)) = H”0||x2/(o,1) ’

e—0

conseguimos as limitacoes

(VE(ve):), ¢ limitada em L™ (0,7 L*(0,1)), (1.177)
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(ve)e € limitada em L (0,7;V(0,1)). (1.178)

Dessa forma, passando a uma subsequéncia se preciso for,
ve — v fracamente -*+ em L (0,7;V(0,1)), (1.179)
(ve)e — v; fracamente - * em L™ (0,T;L*(0,1)). (1.180)

Usando essas convergéncias, aplicamos o limite em (1.170) e obtemos
(v, 2)L2(0,mv(0,1)) — (vt Z)LQ(QT;LQ(OJ)) =0, (1.181)
0 que mostra que v é uma solucdo fraca para o sistema (1.5). Da unicidade de solugao
segue que v = .
Vamos agora buscar as convergéncias (1.172) a (1.174).

Limite (1.172). Observemos que de (1.178), (1.180) e do Teorema da Compacidade de

Aubin-Lions, passando a uma subsequéncia de (v.)., se necessario,

ve = ¢ em C([0,T];L%(0,1)) — L*(Q). (1.182)

Limite (1.173). Do fato de F. ser crescente e limitada, temos que (F.(0)). é limitada e

podemos extrair uma subsequéncia de (v.(0), /(v:):(0)). de modo que

ve(0) — & em V(0,1), (1.183)

Ve(v:)(0) =1 em L*(0,1). (1.184)
Notemos que devido a (1.182), £ = ¢(0). Além disso, de (1.176),
1 T
SOl o+ [ N0t < 7T (1.185)

Conseguimos com a desigualdade acima, as propriedades do limite superior e a conver-

géncia (1.183) que

T
1 2 1
. 2 . 2
thUP/ ||(Ue)t(t)||L2(o,1) dt < 3 ||UOHV(O 1) + lim sup <__ HUE(O)”V(OJ))
0 2 ’ e—0 2

e—0

1 0/12 . . 1 9
~ 9 HU ||V(0,1) - hran_}élf B} [[v=(0) IV 0.1 (1.186)

1 1
< S 110 = 5 19O 0y -

Calculando a energia para o sistema (1.4) e integrando de 0 a T' chegamos a

T
1 2 1
2 2
/0 lee@ 20,0 2t = 5 1"y 0,0y @ = 5 12OV 0,1y - (1.187)
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Utilizando em (1.186) a desigualdade (1.187) e as convergéncias (1.180) e (1.182), obtemos

T T
. 2 2
thUP/O H(Ut?)t(t)HL?(O,l) dt S/0 H(pt(ﬂHLZ(O,l) dt

e—0

T
gliminf/ H(Ua)t(t)HiQ(O,l) dt.
0

e—0
Logo,
T 2 T 2
i [ 10Oyt = [ Ol (1.188)

Podemos reorganizar (1.185), fazer uso das convergéncias (1.183) e (1.188) e da

desigualdade (1.187) para conseguir

. 1 9 2 4 2
thUp§||Ua(0)||V(o,1) B HUOHV(O,l)_/O ||90t(t)”L2(0,1) dt

e—0

N = DN~

2
H%O(O)”V(o,l)
< lim inf - 2
= Hinin 2 HU6<O)HV(0,1)'
Assim encontramos
.1 2 1 2
ll_r:% 2 HUE(O>HV(O,1) D) HSO(O)HV(O,1) (1.189)

e obtemos (1.173) da mesma forma que concluimos (1.172).

Limite (1.174). Integrando a igualdade (1.176) encontramos

1 1

T
3 N0y = FT) = Iyt = 5 1O oy (1.190)

Dos limites obtidos previamente e de (1.187) vem que

) 1 2
lim sup 58 [ (ve):(0) ||L2(0,1)

e—0

Ly oon2 4 2 1 2
=5 ||U HV(O,l) - /0 ||<Pt(t)||L2(o,1) dt — B ||S0(0)||v(o,1)
=0

| 2
< lllgglf 56 H(Ua)t(o)||L2(0,1) :

Disso segue que

1 2
lim 5¢ [[(ve)¢(0) | 7201y = O
e (1.174) esta provada. |
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Condicao de Optimalidade para a Equacao do Calor. Multiplicando a equacao em

(1.3) por ¢ solucao de (1.5) e integrando sobre @, temos

1 1
/hlwcpdxdt:/ u(T)ngdx—/ u’p(0)dx. (1.191)
Q 0 0

Suponhamos que u(z,T) = 0. Entao, para todo ¢ € L?(0,1),

1
/ u(T)¢ dx = 0.
0
Reciprocamente, se a afirmagao acima é verdadeira, escolhendo ¢°(x) = u(x,T), temos
1
/ |u(T)*dz = 0.
0

Logo, u(z,T) = 0. Dessa forma, retornando para (1.191), a controlabilidade nula do

sistema (1.3) é equivalente a provar que, para todo ¢ € L?(0,1),

T 1 1
/ / hl,pdxdt + / u’p(0)dz = 0, (1.192)
o Jo 0

com ¢ sendo a solugao do sistema (1.5) associada a ©°. A equagao (1.192) é a condigao

de optimalidade para o sistema (1.2).

Do mesmo jeito que fizemos para (1.1), definimos o funcional continuo e estritamente

convexo G : L*(0,1) — R:

1 T 1 1
G<¢0):§/0 /0 |g0|21wdxdt+/0 W (2)(, 0)de, (1.193)

onde ¢ é a solugao de (1.5) para o dado inicial ¢°. Sua derivada em @° ¢ dada por

DG(7") - (%) :/o /@godxdt—l—/o u’(z)p(z,0)d, (1.194)

para toda ¢ solugdo de (1.5) correspondente ao dado inicial ©°. Assim, se G' tem um

minimo em @y, entao a condicao de optimalidade é satisfeita com h = .

Passagem ao Limite. De acordo com o Teorema 1.17, para cada ¢ € (0,eq(w,T)],
o sistema (1.1) é controldvel. A demonstragdo do teorema fornece que o controle h. é
a solugdo . do sistema (1.31) associada ao dado inicial (22,9}) € (E¢)’, ponto onde o
funcional (1.149) assume seu valor minimo. Disso, para toda v. solu¢ao de (1.31) com

dado inicial (v°,v!), temos
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DJ.(v°,0") - (0%, 0")

:/OT/WaevedxdtJr/ol ve(o)(aul+u°)d:c—/01€(vs)t(0)u0dfv (1.195)

=0.

Observemos que se, em particular, tomamos v. = v., entao

/OT /w |02 dadt = /O 1 u®(z) (e(v:)i(, 0) — v(, 0)) dx — /0 lsul(x)f)a(x,())dx. (1.196)
Segue que

T
| [ aade < 1y B@0) = 5.0l 01y + g 17O

< € (11e(804(0) = 3:0) Iy 01y + VE 15000l 20, )
Tendo em mente (1.166), vemos que

191 2 07 < CT) N0l 2 e 0.
e chegamos a
”T;&HiQ(wX(O,T)) < (). (1.197)
Essa limitacao uniforme em relagao a € nos permite afirmar que existe uma subsequéncia
de (0.)e, que denotaremos da mesma forma, tal que
Vo — D em L*(w x (0,7)). (1.198)
Agora retomamos (1.195) considerando (v°,v') € V/(0,1) x L?(0,1). Utilizando as

convergéncias do Lema 1.19, o limite de (1.195) é

T 1
/ /ﬁgpdxdt + / ©0(0)u’dr = 0, (1.199)
0 w 0

com ¢ solugao de (1.5) associada ao dado inicial v° € V(0,1).

Vamos estender a igualdade (1.199) para todo v° = ¢° € L?*(0,1) usando a densidade
de V(0,1) em L%(0,1). Dado ¢° € L?(0,1), seja (v2)nen a sequéncia em V(0,1) que
converge para . Sabemos que para cada v? existe ¢, solucao fraca de (1.5), ou seja, ¢,

satisfaz
— ((pn)e, Z)L?(O,T;H(o,l)) + (¢n; Z)L?(O,T;V(o,l)) =0, (1.200)

para toda z € H}(0,T;V(0,1)). Multiplicando a equagao em (1.5) por ¢, e integrando

sobre (), obtemos
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C
5 o2l o

T
2 1 2 1 2
| len®l @t + 5 1m0y = 5 100 <

Se, por outro lado, multiplicamos a equagao em (1.5) por (¢,); e integramos sobre @,

encontramos

T
1 1 2
2 2
/0 H((Pn)t(t)HLQ(O,l) dt + ) ”Son(O)HV(o,l) = ) ”UQHV(OJ) .

Uma vez que (v2),en € convergente, tem-se

(Vn)nen  limitada em  L%*(0,7;V(0,1)), (1.201)
(¢n)neny  limitada em L*(0,7T; L*(0,1)), (1.202)
(n(0))pen  limitada em  L2(0,1), (1.203)
(©n(0))neny  limitada em V/(0,1), (1.204)
((¢n))nen  limitada em  L*(0,T; L*(0,1)). (1.205)
Logo, existe uma subsequéncia de (¢, )nen, denotada da mesma forma, tal que
On — fracamente em L*(0,T;V(0,1)), (1.206)
On — P fracamente em L*(0,T; L*(0,1)), (1.207)
©n(0) = & fracamente em  L?(0,1), (1.208)
©n(0) = & fracamente em V/(0,1), (1.209)
(¢n)t — ¢ fracamente em L*(0,T; L*(0,1)). (1.210)

Sem grandes dificuldades podemos mostrar que ¢ = ¢;. Passando o limite em (1.200),

encontramos
— (1, Z)L?(O,T;H(o,l)) + (o, Z)LQ(O,T;V(O,I)) =0,
concluindo que ¢ ¢ solugao fraca de (1.5) com dado inicial ¢°.

Queremos agora passar o limite na sequéncia gerada por (1.199), a saber,

T 1
/ /vgpndxdt—i—/ ©n(0)u’dz = 0, (1.211)
0 w 0

Observemos que se integramos de ¢ a T nos calculos mencionados logo apos (1.200),

conseguimos

T
/ lon(s) 120 ds < C.
t

para todo t € [0,7]. Assim, (@,)nen € limitada em L*(0,7;V(0,1)) e o Teorema da
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Compacidade de Aubin-Lions, passando a uma subsequéncia se preciso, fornece que

o — @ em C(0,T; L*(0,1)).
Com isso mostra-se a igualdade £ = ¢(0). Observemos que por (1.202) temos que (@y, )nen
¢ limitada em L%(0,7T; L?(w)) e, consequentemente, alguma subsequéncia satisfaz

¢n — ¢ fracamente em L*(0,T; L*(w)),

que pode ser escrito como

(fypn) = (fi00), Ve L*0,T;L*w)). (1.212)
Fazendo o mesmo para (1.207),

(fron) = (frp), ¥ feL¥0,T;L%0,1)).
Se escolhemos f € C3(0,T;C°(0,1)) tal que supp f C w x (0,T), entdo

(fsn) = (f0), V[ el (0,T;C50 (w)).

Por (1.212), isso implica que (f, %) = (f,¢) para toda f € C§°(0,T;C5°(w)) e concluimos

que ¥ = ¢|wx(,r)- Aplicando o limite em (1.211) e usando as convergéncias (1.207) e

T 1
/ / vpdxdt + / ©(0)u’dr = 0.
0 w 0

Portanto, obtemos que a condigdo de optimalidade (1.192) é satisfeita com h = v e, como

(1.209), vemos que

consequéncia, o sistema (1.2) é nulamente controlavel. Note que isso nos diz que uma
subsequéncia da sequéncia de controles h. para o sistema (1.1) converge fraco para o

controle do sistema (1.3) e encerra a demonstracao do Teorema 1.1.



Capitulo 2

Equacao de Stokes com Restricao

Sejam M € N, N = 2,3 e Q um conjunto aberto e limitado de RY cuja fronteira I &

de classe C2. Em ) consideramos um subconjunto w nao vazio. Para um tempo T > 0,

definimos Q = Q2 x (0,7),wr =wx (0,7) e ¥ =T x (0,7). Também definimos os espagos
V = {ve [Hy(Q)]"| dive =0}

H={we [L*Q]Y|divw=0, w-v=0},
em que v denota o vetor normal unitario externo a I.

Consideremos o sistema de Stokes

— Ay + Vp =gl, em (@,
divy =0 em (),
(2.1)
y=20 sobre X,
y(0) = ¢° em (),

\

em que g ¢ o controle e 1, é a funcao caracteristica de w. O estado é representado por v,
uma fungao vetorial que a cada (x,t) € @ associa o vetor y(x,t) = (y1(z,t), ..., yn(z, 1)),
e p=p(x,t) éa pressao do fluido.
E conhecido que, para g € L*(0,T;H) e 3y° € H, o sistema de Stokes (2.1) tem tinica
solucao na classe
y € C([0,T); H) N L*(0,T; V),
(2.2)
p€ H(0,T; L*(Q).

Esse fato pode ser visto em [28].

90
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Consideremos fungoes vetoriais nao nulas
e; = (e, iz, oyeiny), 1 <i <M, (2.3)
pertencentes a L*(0,7; H) e
E ={(rotey)ly, (roteg)ly, -+, (rotep) 1y} (2.4)
Aqui compreendemos que para uma funcao escalar h ou vetorial F', o rotacional é dado

por
roth = (agh, —81h)T ou rot F' = 81F2 - 82F1,

no caso N = 2, e por
rot F' = (82F3 — 63F2, 83F1 — 81F3, 81F2 — 82F1)T
quando N = 3.

Tomaremos como hipotese que

E ¢ um subconjunto linearmente independente de L*(0,T; H). (2.5)

Nosso objetivo é garantir a controlabilidade nula do sistema (2.1) com um nimero
finito de restricoes sobre o estado y. Em termos mais precisos, o que queremos é provar
que para cada e; € L*(0,T; H),1 < i < M, e um dado inicial y° € H, é possivel encontrar
um controle g € L?(0,T; H) que leva o estado do sistema (2.1) a zero em t = T' | ou seja,

y(T)=0em Q (2.6)
e tal que

(y,ei) 20y =0, 1 <7< M. (2.7)

Enunciamos a seguir o nosso principal teorema.

Teorema 2.1 Seja Q C RY um conjunto aberto e limitado com fronteira T' de classe C?
e w um subconjunto aberto ndo vazio de ). Para todo conjunto E wverificando (2.5) e
Y’ € H, existe um controle g € L*(0,T; H) tal que a solucio y do sistema (2.1) satisfaz
(2.6) e (2.7). Além disso,

ol 2o, < C 1] (2.8)

com C > 0 uma constante dependente de Q,w,T e 31, €l L2(0.7.m)-

Em [27], Mophou e Nakoulima estudaram um problema semelhante a esse. Esse artigo
nos serviu de inspiracao para as ideias utilizadas aqui. Os autores trabalharam com

uma equacao do calor semilinear também com uma quantidade finita de restricoes no
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estado. Para isso, utilizaram, principalmente, desigualdades de Carleman para a equagao
do calor linearizada e método do ponto fixo. O caso que apresentamos aqui utiliza
basicamente desigualdades de Carleman. No entanto, a condigao sobre o conjunto F
difere da necesséria para |27].

E importante para o problema que estamos estudando estabelecermos uma desigual-
dade de Carleman apropriada. Com esse intuito, partiremos de uma desigualdade de
Carleman conhecida e faremos adaptacoes para obtermos a que desejamos. Comegamos

considerando o sistema adjunto a (2.1):

(

—w; — Aw 4+ Vr = f, em (),
divw =0, em @),
(2.9)

w =0, sobre X,

| w(T) = w?, em (.

Seja ¢ € C*(Q) uma fungdo auxiliar que satisfaz as seguintes condigdes:

P(z) >0, Ve,
P(r) =0, Vzel, (2.10)
|Vi(z)| > 0, Vaoe—uw,

em que w; C w ¢ um subconjunto aberto nao vazio tal que Wy C w. A existéncia de 1) é

garantida em [12]. Tomamos 8 € ([0, 1]) dada por
pt) =t, t € (0,1/4),
Bt) € [1/4,1/2],  te(1/4,3/4),
Bty =1—t, te(3/4,1)

e, a partir dela, a funcao pu(t) = TH(t/T) € C=(]0,T]). Dessa forma,
ult) =1, te(0,7/4),

u(t) € [T/4,T/2], te (T/4,3T/4),
p(t) =T —t, t € (3T/4,T).

Definimos para A > 1,k > 2 e (z,t) € (), 0s pesos:

- M) _ 2N
SO x7t = )
(p(t))*

(2.11)
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AW @)+l )

n(x,t) = W (2.12)

5(t) = min o(z t)—ﬂ (2.13)

PO =) = Ly |

7(t) = minn(x, t) = i (2.14)

O =R = Gy '
Al — o2

P(t) = maxp(a, t) = ) (2.15)
A Y

7(t) = maxn(z,t) = (2.16)

2€Q (n()*F
Feitas essas colocagoes, estamos aptos a enunciar uma desigualdade de Carleman para

o sistema de Stokes (2.9). Esse resultado esta disponivel em |[2].

Proposicao 2.2 Sejam ¢,n,¢,7,$ e 1 as fungoes definidas em (2.11)-(2.16), f €
(L2(Q)N, k > 4 e w® € H. Entao existe \g > 0 tal que para todo X > X\o existem
constantes co(N) > 1 e so(A) > 0 tais que, para quaisquer s > sg, a solucdo de (2.9)

verifica

T
co()\)s/ 628‘p77\f\2dxdt+cg()\)s4)\4/ /6259"773\w\2dxdt
Q 0 w
> 3_1/ 6259"77_1|wt|2dxdt+3_1/ e**n Y Aw|Adzdt
Q Q
+/ 628“"|V(r0tw)\2da:dt+s)\2/ e**n| Vw|*dxdt (2.17)
Q Q

+52)\2/ 62”7}2|mtw\2dxdt+s3)\4/ e?*n?lw|*dxdt
Q Q

T
—1—3_1/ /625@77_1|V7“|2d1‘dt.

o Jo

Utilizando ¢ e i dadas, respectivamente, por (2.11) e (2.12), definimos em @ as fungoes

a= 65“"773/2 (2.18)

a = e**¥n, (2.19)
que sdo positivas e limitadas. Fixando X e s adequados, podemos substituir (2.18) e (2.19)

em (2.17), fazer uso das limitagGes e encontrar que para todo w € C([0,T]; H)NL*(0,T;V),
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T T T
/ /a2|w|2dxdt§0</ /\f;?dde/ /|w|2dxdt). (2.20)
0 Q 0 Q 0 w

Por ora manteremos essa informacao guardada e buscaremos outras que também serao
importantes.
Dado e; € L*(0,T; H) como em (2.3), 1 < i < M, introduzimos o sistema adjunto a

(2.1) com lado direito apropriado:

e

—(2:)e — Az + Vg = ¢ em (),
divz; =0 em @,
(2.21)
zi =0 em X,
zi(T) =0 em €.

\

Seguindo os passos tragados em [27], no Teorema 2.4, estabelecemos uma equivaléncia
entre o problema de controlabilidade no qual estamos interessados e um no qual as
restricoes sao referentes ao controle. Antes, porém, provaremos um lema que é usado

para garantir a validade do Teorema 2.4.

Lema 2.3 Seja o a fungao definida em (2.18). Assuma que (2.5) € vdlida. As fungoes
211y, 291y, - s 2 ly, com z; solugao de (2.21), sao linearmente independentes, assim

como azil,, azely, -+ azyl,.

Demonstracdo. Tomemos z = 3.0 a;2; uma combinagdo linear de solugdes de (2.21)

tal que z|,x,r) = 0. Uma vez que cada z;, 1 <7 < M, é solucdo de (2.21), temos que
M M
—z — Az + Z a;Vq; = Z ;€.
i=1 i=1

Como z =0 em w x (0,7), segue que

M M
Zadii = Z a;e; emw X (0,7).
i=1 i=1

Aplicando o rotacional, encontramos
M

Zairoteizo emw x (0,7).
i=1
Dessa forma, por (2.5), a3 = ag = --- = apy = 0 e as fungoes 211, 221, - , 231, 80

linearmente independentes. Tendo isso, a mesma conclusao é facilmente obtida para o
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segundo conjunto de funcoes. u
Em posse do Lema 2.3, definimos os subespacos de dimensao finita M:

Z = span{zly, 221y, -+, 2mle ) (2.22)

Zo = span{az 1y, azaly, -+ azply} (2.23)

e consideramos o problema de controlabilidade nula com restricao no controle que consiste

em: dado yo € H e zy € Z,, encontrar z € L*(0,T; H) e y = y(z) satisfazendo

(- Ayt Vp=(20+2)L  em Q.
divy =0 em @,
(2.24)
y=20 sobre X,
| v(0)=¢° em
e tal que
zeZt (2.25)
e
y(x,T) =0 em L. (2.26)

Teorema 2.4 Assumamos as hipdteses do Teorema 2.1. Seja o a funcdo definida em
(2.18) e Z+ o complemento ortogonal de Z em L*(0,T;H). Entdao existe zy € Z, tal
que o problema de controlabilidade nula com restricao no estado (2.1), (2.6) e (2.7) ¢

equivalente ao problema de controlabilidade nula com restri¢io no controle (2.24)-(2.26)

Demonstracao. Suponhamos que existe solucao para o problema com restricao no estado
(2.1), (2.6) e (2.7). Devemos encontrar zy € Z, adequado e z € L*(0,T; H) com z € Z+
tais que vale (2.24)-(2.26). Fazendo o produto interno em L?(0,T; H) entre a equagao em
(2.1) e z solugdo de (2.21), temos

T T T T
/ /ytzidxdt—i—/ /(—Ay)zﬂxdt%—/ /Vp-zidxdt:/ /gzidxdt.
0o Jo 0 Jo 0 Jo 0 Jw

Usando integracao por partes e as informacoes dos sistemas, encontramos, para

T T
/ /gzid:vdt: —/yozi(O)daf+/ /yeidfvdt. (2.27)
0 w Q 0 Q

1<i<M,
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De acordo com (2.7), (2.27) se resume a

/ /gzzda:dt /yozi(O)dI, 1 <i<M. (2.28)

Definimos

Z = span{z, 22, ..., 2z} € C([0,T]; H) — L*(0,T; H)

a(u, v) = /0 ' /w cuvdadt. (2.29)

Com o auxilio do Lema 2.3, temos que a define um produto interno Z. Consideremos o

e em Z X Z a forma bilinear

funcional linear G : Z — R dado por

G(u) = —/you(O)dm.
Q
Aplicando o Teorema de Lax-Milgram, temos que existe tinico 2y € 7 tal que
G(u) = a(3p,u), V ueZ.

Escolhendo u = z; e 2y = azyl,, vemos que zy € Z, e vale

T
—/yozi(O)das :/ /zozidzdt, 1<i< M. (2.30)
Q 0 w

Substituindo (2.30) em (2.28) vemos que

T
/ /(g —20)zidxdt =0, 1<i<M.
0 w

Segue que (g — )1, € Z+ e, portanto, existe z € Z+ tal que

(g - ZO)lw = Z]-wa

ou, equivalentemente,

gl, = (20 + 2)1,.
Sendo assim, basta tomarmos g1, = (2 + z)1,, em (2.1) para que tenhamos (2.24). Isso
conclui a primeira parte da demonstracao.

Suponhamos agora que para cada zy € Z, existe z € L?(0,T;H) com z € Z*+
satisfazendo (2.24) - (2.26). Devemos mostrar que existe g € L*(0,T; H) tal que (2.1),
(2.6) e (2.7) & valido. Tomemos g1, = (2 + 2)1., com zy € Z, que verifica (2.30). Com
isso, basta provar que (2.7) é verdadeira. Por célculos analogos aos que nos levaram a

(2.27), o produto interno em Z entre a primeira equacdo em (2.24) e z;,1 < i < M,
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fornece

T T T
/ /zozidxdt—i-/ /zzidxdt: —/yozi(())dx—l—/ /yeidmdt. (2.31)
0 w 0 w Q 0 Q

Uma vez que zj satisfaz (2.30), conseguimos da equagao (2.31) que

/ /yeldxdt / /zzldxdt 1< < M. (2.32)

Como zl, € Z e z € Z*, o lado direito de (2.32) é nulo e temos o que querfamos. n

Posto esse teorema, nosso proposito é garantir que (2.24)-(2.26) ocorrem. Para
isso precisamos de uma desigualdade de Carleman mais adequada que a apresentada
anteriormente. O lema a seguir serd 1til nesse processo.

Denotaremos por L(p) o operador associado ao sistema (2.9):

L(p) = —p: — Ap+ V.

Lema 2.5 Admitamos (2.5) e consideremos z;,1 < i < M, solugao de (2.21). Seja p
uma funcgao tal que plo, € Z, ou seja, plu, = Zf\il a;%i|,, com ay, -+ ,apy € R. Sep

satisfaz rot (—py — Ap) =0 em w x (0,T), entdo p € nula em w x (0,7).

Demonstracao. As hipoteses que temos nos dizem que

M

= rot(—p; — Ap) = rot (Z a;(—(z)e — Azl)> em w X (0,7).

i=1
Uma vez que z; é solu¢do de (2.21),
M M
0 = rot (Z a;(e; — ti)> = Zairot(ei —V¢g) em wx(0,7). (2.33)

i—1 i=1
Assim,

M
Zal rote;)1, = 0.

=1
Usando a condigao (2.5) temos que a; = 0, para todo 1 < ¢ < M. Logo, p = 0 em

x (0,7). [

No que segue, o operador projecao ortogonal de L?(0,T; H) sobre Z sera denotado

por P.
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A partir deste momento usaremos C' para denotar uma constante positiva qualquer

que pode mudar de linha para linha.

Lema 2.6 Consideremos (2.5) vdlida. Entao, para qualquer p € C([0,T]; H)NL*(0,T;V),

existe uma constante C' = C(Q,w) tal que
T T T
/ /a2|p|2dxdt <C (/ / |L(p)|*dzdt +/ / lp— Pp|2dxdt) . (2.34)
0 Q 0 Q 0 w

Demonstracao. Suponhamos que (2.34) ndo é verdadeira. Isso significa que para todo

n € N podemos encontrar um p,, € C([0,T]; H) N L*(0,T;V) tal que

T T T
/ / o?|ppPdxdt > n (/ / |L(pp)|2dxdt +/ / |on — Ppn|2dxdt).
0o Jo o Jo 0 Juw

Logo, usando a linearidade de L e P, podemos assumir que

T
/ / o?|pp|?drdt = 1, (2.35)
0 Q
r 1
/ /|L(pn)|2dxdt < -, (2.36)
0o Ja n

T
1
/ / |pn — Ppp|?dxdt < —. (2.37)
0 w n

De fato, caso o lado esquerdo de (2.35), que denotaremos por A,, nao seja 1, basta

tomarmos p, = p,/v A, para que tenhamos (2.35)-(2.37). Observemos que

//2|Ppn2dxdt<2/ / 2|pn2dxdt+2/ / ®|pn — Pp,|*dxdt.

Da limitacdo da func¢ao a, de (2.35) e (2.37), podemos afirmar que existe C' > 0 tal que

/ /a2|Ppn|2d:Edt <C. (2.38)
0 w

Sabendo que |||, : Z — R dada por

T
el = [ [ a?lepdzar
0 w

define uma norma em Z e que em espaco de dimensao finita todas as normas sao

equivalentes, (2.38) nos leva a

HPp””LQ(O,T;[L2(w)]N) < C. (239)
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Uma vez que
1ol 220 2122y < lon = Poall 20, 12y + 12Pall 12 0,120
por (2.37) e (2.39),
HanL?(O,T;[L?(w)]N) <C. (2.40)

Por termos que a dimensao de Z é finita, segue que P é compacto. Portanto, passando a

uma subsequéncia se necessario, existe p € Z tal que

Pp.—p  em L? (o, T [LQ(W)]N> . (2.41)
Devido a (2.37), obtemos

pu=Ppn—0  em L*(0,T; [12(w)]"). (2.42)
De (2.41) e (2.42) concluimos que
Pn —> P em L? (O,T; [L2(w)}N> .

Vejamos que por (2.36),

L(p) =0  em L? (o,T; [L2(Q)}N) .
Em particular,

L(p) =0  em L? (O,T; [L2(w)]N> .
As convergéncias que estabelecemos sao suficientes para que possamos obter

rot (L(pn)) = 1ot (—(pn)e — Apy) = 1ot (—py — Ap) =0 em D' (0,T; D' (w)]V).

Com base no Lema 2.5, p = 0 em wr. O pertencimento de p, a C([0,T]; H) N L*(0,T;V)

combinado com (2.20) fornece

T T
/ / o?|ppPdedt < C (/ /|L(pn)|2d$dt~l—/ /|pn|2da:dt).
0 Q 0 w

Das convergéncias obtidas vem que

T
/ / o®|pp|*dxdt — 0,
o Jo

quando n — oo. Isso contradiz (2.35) e concluimos que (2.34) é verdadeira. u

Finalizada a prova desse lema, a desigualdade de Carleman que precisamos é obtida

como um corolario dele.
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Corolario 2.7 Admitamos que (2.5) € wvdlida. FExiste uma constante C' dependente de

Q,w e T tal que para todo p € C([0,T]; H) N L*(0,T;V):

T
[Pz [ [ a?lopasar
Q 0 Q
T T
<C (/ / |L(p)|*dxdt +/ / lp— P,o|2dxdt> .
0 Q 0 w

Demonstracao. Sabemos que « ¢ limitada inferiormente por uma constante positiva

(2.43)

quando ¢ pertence ao intervalo (7'/4,37/4). Sendo assim, com o auxilio de (2.34) vemos

37/4 T T
/ / |p|?dzdt < C (/ / |L(p)|*dxdt —l—/ / lp — Pp]%mdt) : (2.44)
/4 Jo o Jo 0 Ju

para todo p € C([0,T); H) N L*(0,T;V). Consideremos 8 € C>=([0,T]) uma fungio
assumindo valores no intervalo [0,1] tal que f = 1 em [0,7/4] e B = 0 em [3T/4,T].

que

Definimos ((x,t) = B(t)p(x,t). Observemos que
C(SL’, 0) = p(ZL’, 0)7
((z, T) =0
_K A+ B = A —5@ — BAp+ BV

ot (2.45)
=p (—— — A,O—i-V?T) - OB'p.

Multiplicando (2.45) por (, considerando § > 0 uma constante e integrando sobre @,

obtemos

// 8|C|2dtd +/T [/\vq?dx— mg%ds} dt+/0Tﬁ2/Qv7r.pdxdt
/ | (vasa) (5 )dmdt—/ | 68ipasae

ou ainda,

%/Q|p(0)y2dx+/OT/Q\vg|2dxdt
<§/OT/Q\5L( 2d:cdt+— /yq da:dt+/ /wﬁup\ dudt.
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Uma vez que §'8 =0 em [0,7/4) U [3T/4,T] e B3, sdo limitadas, conseguimos

1 T

—/ yp(0)|2dx+/ /|VC|2dxdt

2 Ja 0o Jo
5 T 1 /7 37/4

< —C’/ /]L(p)|2dxdt—|——/ /|C!2dxdt+0/ /|p|2dxdt.
2 Jo Ja 20 Jo Ja /4 Jo

A desigualdade de Poincaré possibilita escrevermos

1 Co\ [T
5 [ookas+ (1= ) [7 [ 1vepaoar

5 T 37/4
< - C'/ / |L(p)Pdzdt + C/ / \p|*dxdt.
2 Jo Jo /4 Jo

Tomamos, entdo, § > 2Cy. Com isso, 1 — Cy/d > 1/2 e obtemos

T 3T/4
/ 1p(0)2dz < 5C / / IL(p)[2dwdt + C / / \p|2dadt.
Q 0o Jo /4 Jo

Utilizando (2.44),

T T
/]p(0)|2dx gC/ /|L(p)|2dxdt+0/ /|,0—Pp\2d:pdt.
Q 0 Q 0 w

Por fim, somando essa desigualdade & (2.34), chegamos a

T
/|p(0)\2d:1:+/a2|p|2d$dt§0</ \L(p)\dedtJr/ /]p—Pp|2dxdt>,
Q Q Q 0 w

o que conclui a prova. |

Na Proposicao 2.10 estabeleceremos estimativas para zy e o 'z. Para consegui-las

precisaremos do seguinte:

Lema 2.8 Admitamos a condi¢io (2.5). Seja z; solugao de (2.21), para 1 <i < M, e «
dada por (2.18). Definamos a matriz

T
A= </ /ozzizjdxdt) , 1<i,j <M
0 w ij

e, para todo b = (by, by, -+ ,byr) € RM,

T M M
(Ab, b)gar = / / o (Z bz) (Z bjzj> dxdt.
0 Juw i=1 j=1

Entao, existe 6 > 0 tal que
(Ab, b)gar > 6 |[Bla - (2.46)
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Demonstracao. Suponhamos que (2.46) nao ocorra. Entdo para cada n € N, existe um

by, = (bin, ban, -+ , by ) nao nulo tal que

1
<Abn> bn>RM < E ||bn”]§]w .

Para b, = b,/ ||b,||gn temos

([

M
2 1Bl =
=1

Logo, existe uma subsequéncia de (b, )n, que ainda denotaremos por (b, )., tal que

Das propriedades do limite e da continuidade das funcoes envolvidas, estabelecemos

M
2 2 ; b |2 =
Z 1] Z lim. [bi| g&; |bin|? = 1. (2.47)

Tomamos

M
S
e Hb HRM

Da convergéncia obtida, conseguimos a convergéncia forte em L?(0,T; H):

M
Z, —> Z = Z@zz (2.48)
=1

Vejamos que

(A e / / ( Tl )(ij: T > dadt
e HRM/ L (Zb> (Zb) dadt

1
(Aby, by ) par < —

IIanIRM

/ /Oz]zn] dxdt <~

Com essa informagao e o auxilio de (2.48) podemos afirmar que

/ /a|z\2dxdt =0

Do fato das fungoes z; satisfazerem (2.21) temos

ou seja,

e deduzir que Z =0 em w X (0,

7).
—Z — Z = ZBiei em w x (0,7).

i=1
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Uma vez que z =0 em w x (0,7),
M
D bi(Vgi—e) =0 em wx(0,7).
i=1

Aplicando o rotacional chegamos a
M
Zbirotei =0 em wx(0,7).
i=1
De acordo com (2.5), b; = 0 para 1 < i < M, o que contraria (2.47). Concluimos que

existe > 0 tal que (2.46) ¢ verificada. |

OBsERVACAO 2.9 A independéncia linear do conjunto 21, 221, ..., 271, garantida no
Lema 2.3 é uma condi¢ao necessaria para que a afirmacao do Lema 2.8 seja verdadeira.
Com efeito, suponhamos M = 3 e z1,, 221,231, tais que z3 = a1z; + asz;. Para

b= (—albg, —&ng, bg), b3 §£ O, temos

T
<Ab, b>]R3 = / / a(—albgzl — a26322 + ngg)thd$
0 w

T
= / / a(—a1b3z1 — (ZgngQ + CL1b3Zl + a2b322)2d$dt
0 w

=0.
Por outro lado,
Ibllgs = aT03 + a305 + b3 = (af + aj + 1)b5 # 0,

impossibilitando que se tenha (2.46) qualquer que seja § > 0.

Proposicao 2.10 Seja z; solugdo de (2.21) (1 < i < M), « definida por (2.18) e 2y a
funcao que satisfaz (2.30). Eziste uma constante C = C (Q,T, M Hei|]L2(O7T;H)> >0

tal que
1zoll 20,2y < Cll9°]l (2.49)
<l 250

o™ 20 HL?(O,T;[LQ(w)]N

Demonstracao. Partimos do fato de zy pertencer a Z,. Isso nos diz que existe

b= (by,...,by) € RM tal que
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M
20 — E bjOéZjlw
j=1

Substituindo em (2.30), obtemos

T M
/ /ijazjzidxdt = — / v’z (0)dz, 1<i< M.
0 woj=1 Q

Calculando o produto da igualdade acima por b; e somando em relacao ao indice ¢

/OT/wa (é b,-zz-) (JZ]:[; bjzj) dxdt = _/Qyog;bizi(())dx

Agora aplicamos o Lema 2.8 e fica estabelecido que existe 0 > 0 tal que

M
5M@M§?Af§}%w”x
=1

Fazendo uso da desigualdade triangular e da desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

encontramos

HyOHHZV)MZz H[L2(Q . (2.51)

0 ”bHRM < ”yOH [L2(Q))Y

[LQ(Q)]N
Multiplicando a equacdo em (2.21) por z; e integrando sobre 2 vemos que, para todo

t € [0,7T],

~ (l=)l17), < lles@)lI7 + 2Ol

Podemos, entao, multiplicar essa desigualdade por €', integrar no intervalo [¢,T],0 <t <

T, e conseguir

T
WNWESJAIMwﬁMt

Em particular,

12Ol < CD) Mleill 2o iy, T << M. (2.52)

2
Tendo em mente que |b;] < [|b]|gar € que (Zf\il ai> < MM G20 (2.51) e (2.52)

fornecem

M
IBlI5a < 671 C(QT) W01, bllgas 1| D Neilla o o) (2.53)

=1

Usando a limitacao de a encontramos
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ol mpem <2 12 [ o

. (2.54)
2 2
<Gy Z |b;| ”Zj||L2(0,T;[L2(w)]N) :
j=1
e
M T
12 M-1 2
HO‘ ZOHLz(QT;[LQ(w)}N) <2 Z/O / |bjz;|” dadt
j=1 ¢
. (2.55)
2 2
<Gy Z |b| ||Zj||L2(0,T;[L2(w)]N) :
j=1

Sabemos que existe uma constante Cy > 0 tal que szHiQ(O Ty < Co,1 < j < M. Logo,
por (2.54),

M
||ZOHL2(0,T;[L2(¢U)]N) < COCOZ ‘bj|2 =V oy HbHRM : (2~56)
j=1

Analogamente estabelecemos de (2.55) que
HO( ZOHL2 0,T5[L2(w)]N V C()CO ||b||RM . (257)

Considerando b # 0, segue de (2.56) e (2.57), com o auxilio de (2.53), que

M
20ll 20 g2y < VCoCod T\ | D leillzaorn 19

e
M
HO‘ ZOHL2 (0,T;[L2 (W) ¥ < V CoCod™ IC 0,T) Z Hei|’i2(07T;H) HyOHH7
j=1
provando as desigualdades desejadas. [ |

Seja h a forma bilinear em (C([0,T); H) N L*(0,T; V)) dada por

/ /Lprdxdt—i—/ /P Pp)(p — Pp)dxdt. (2.58)

Suponhamos que h(p, p) = 0. Isso nos diz que o lado direito de (2.43) é nulo e

/|p |d£B—|—/ /a|p| dxdt <0,
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seguindo que p = 0. Podemos mostrar sem dificuldades as demais condi¢des que permitem
afirmar que h define um produto interno em (C([0,T]; H) N L*(0, T V))Q. Denotaremos
por C o espaco de Hilbert que é o complemento de C([0,T]; H) N L*(0,T;V) com a norma
proveniente de h:

olle = Vh(p; p)-

Em C definimos o funcional linear

T
—/ /zopdxdt—l—/yop(())dz,

com zj definida em (2.30). Usando a demgualdade de Cauchy-Schwartz vemos que

zopdxdt—i—/y p(0)dx

<2 ||a—1201w||L2(0,T;H) leoaozeany + 2 1913 1o (O)I1

De acordo com (2.43) e (2.50),

zopd:vdt+/y p(O)d

<C (||ap||iQ<O7T;H> + 1)) [14°3

T T
<C (/ / |Lp|2da:dt+/ /|p— Pp|2dxdt> HyOHiI.
0 Q 0 w

Logo |G(p)| < Clp|l, para todo p € C e temos que G é continua. Portanto, podemos
aplicar o Teorema de Lax-Milgram e garantir que para cada y° € H existe tinico p € C

tal que

hp,p) = G(p),

ou seja,

T T T
/ /LﬁLpdxdt—i—/ /(ﬁ—Pﬁ)(p—Pp)dxdt—/ /zopd:vdt—i-/yop(O)dx. (2.59)
0 Q 0 w 0 w Q

No resultado a seguir utilizamos a existéncia de p e a igualdade (2.59) para provar que

o problema de controlabilidade com restricao no controle tem solucao.

Teorema 2.11 Dado y° € H, seja p a solu¢ao tinica de (2.59). Entdo, as fungoes

z=—(pl, — Pp) (2.60)

(2.61)

|
I
~

ey
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s@o solugdo de (2.24)-(2.26). Também € vdlido que existe uma constante C > 0 dependente

de Q,w,T e M €3ll 20 7.0y tal que

Ialle < C [yl - (2.62)
120 20,y < C N9l (2.63)
19llermnrzory) < C 19°l; - (2.64)

Demonstracao. Dividiremos esta prova em etapas.

Solugdo de (2.24)-(2.26). Sabemos que p € C e que

T T
||,0H§=/ /\Lp|2dxdt+/ /|,0—Pp|2dxdt.
0 Q 0 w

Logo, § = Lp e z = —(pl, — Pp) pertencem a L?(0,T;H) e L*(0,T;[L*w)]"),
respectivamente. Veja que

P(z) = —P(plo — Pp)=—Pp+ Pp =0,
o que implica que z € Z+. Substituindo (2.60) e (2.61) em (2.59) temos que, para todo
peC,

T T T
/ /prdxdt—/ /z(p—Pp)dxdt:/ /zopdxdt+/y0p(0)dx. (2.65)
0 Q 0 w 0 w Q

Notemos que de Pp € Z e z € Z+,

T
/ /Zdexdt = 0.

Sendo assim, reescrevemos (2.65) como

/ /prdxdt / /zpdxdt—i—/ /zopdxdt+/y0p(0)dx. (2.66)
w Q

Sejam ® € L?(0,T; H) e o sistema

—Ap+Vr =9 em (),
divp=0 em @,
(2.67)
p=20 sobre X
\ p(T) =0 em (.

De acordo com (2.66), temos
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T T T
/ /gj@dmdt:/ /Zpdxdt+/ /Zopdxdt—i-/yop(O)dx.
0 Q 0 w 0 w Q

Dessa forma, § é uma solugao ultra fraca ou solu¢ao por transposicao do sistema (2.24)
com z = Z. A mudanca de variavel temporal ¢t — T —t estabelece uma equivaléncia entre os
sistemas (2.1) e (2.67), de forma que ¢ tem a regularidade apresentada em (2.2). Se agora
multiplicamos a primeira equagao de (2.24) por uma funcao p € C([0,T]; H)NL*(0,T;V),

chegamos a

/Q p(z0 + 2)1ydzdt — / o(T)§(T)dadt — /

p(0)y dx + / y[Lp — Vr|dzdt
Q Q

Q

ou, equivalentemente,
/p(T)y(T)dx — / p(0)y dx + / yLpdzdt = / pzodxdt +/ pzdzdt. (2.68)
Q Q Q wr wr
Substituindo (2.66) em (2.68) encontramos que

/Q p(T)§(T)dz = 0,

para todo p € C([0,T]; H)N L? (0, T;V). Em particular, essa igualdade é verdadeira para
todo p(T) € H. Logo, g(T') = 0 em Q. Isso encerra a prova de que (Z,y) ¢ uma solugdo
para (2.24)-(2.26).

Estimativa (2.62). Usando (2.59)-(2.61), temos

h(p, p)

T T
:/ /|y|2d:1:d7"—|—/ /\z|2da:dt
0 Q 0 w

- /0 ' /ﬂ (o '201,) (ap) dadt + /Q y°p(0)dz

< <Ho‘ilz(JHL2(0’T;[L2(W)]N) + HyOHH) (HaﬁHLQ(O,T;[L2(w)]N) + Hp(0>HH) :

(2.69)

Uma vez que

lepll 2o ey + 12O} < ﬁ\/HO‘ﬁHi?(O,T;H) +11p(0) 117
as desigualdades (2.43), (2.50) e (2.69) fornecem
I2lle < CAls° |l + 19l ) 2l

com C' =C (Q,T, SM ||€iHL2(o,T;H))~ Logo,
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em que C' também depende de Q, 7, M, €3]l 207, -

Estimativa (2.63). Para conseguir (2.63) usamos que

2l oy = \/ / |2, 1)t = \/ / Pl — Ppl2dudt
Q Q
= oL = Pollao gz < v 101 = Il

Portanto, de (2.62),

_ 0
||z||L2(O,T;H) < CH?/ ||H’
com C dependente de Q, T, 3 €3l 207 -

Estimativa (2.64). Multiplicando a equagao em (2.24) por g e integrando sobre (2 temos
L, _ _ _
5 (19O, + IVTO 2@y < N 1 (z0(8) + 2(6)) Ll - (2.70)
Partindo dessa desigualdade conseguimos que, para todo t € [0, 7],

gl < C© <Hy°||2 +/0 I(z0(s) + 2(s)) 1wllid5) : (2.71)

Com isso,

12 _ 2 2 _ 2
H?JHC(O,T;H) = tﬁ?’}‘] ”y(t)”H <C (H?JOHH + [[(20 + 2) 1w||L2(0,T;H)> :

Por (2.49) e (2.63),

HEH?;(O,T;H) <C? H?/OHZ' (2.72)

Observemos que (2.70) também fornece
t

(W), + 2193 ) ds < [ QN + o)+ 261 1ul) s

o que implica em

10 + [ IV
t (2.73)
< W+ | T+ eole) + 26D 1ol .

para todo t € [0, T]. Posto que por (2.71)

[seias<e [ (1 + [ " lol®) + 2) L) ar, (20

vem de (2.73) e (2.74) que
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T T
el s [ 1eas i< o (P + 1o+ 2) L)
Dessa forma,
HgHiQ(O,T;H) + vaui?(o,T;H) <C (HZJOHZ + [I(20 + 2) 1WHi2(O,T;H)>
e obtemos, com o auxilio da estimativa (2.63),
91152 o, grg ) < €7 I5°1]5:- (2.75)

A estimativa (2.64) segue de (2.72) e (2.75). |

Os resultados que obtivemos até aqui garantem a veracidade do Teorema 2.1. Estamos

aptos, portanto, a provar o nosso principal teorema

Demonstracao do Teorema 2.1 . Seja 2z, € Z, satisfazendo (2.30). Sabemos do
Teorema 2.11 que existe um controle z € Z+ e uma solugao y = y(z) que satisfazem (2.24)-
(2.26). De acordo com o Teorema 2.4, isso garante que o problema de controlabilidade
com restri¢do no estado (2.1), (2.6) e (2.7) tem solugao com controle

g=(z0+ 2)1,.
Observemos que de (2.49) e (2.63),

||gHL2(O,T;H) < HZOLUHL?(O,T;H) + ||le||L2(o,T;H) <C HZ/OHH7

com C dependente de Q,w, T e S0 €[l 20 7.ry-  Com isso a demonstragao estd

completa. |

Finalizando este capitulo, observamos que no Teorema 2.11 provamos a existéncia de
solugdo para o sistema (2.24)-(2.26), no entanto, ndo temos unicidade de controle. A
forma que usaremos para garantir algum tipo de unicidade para esse controle é olhar para

aquele que tem norma minima. Isso é o que faremos agora.

Proposigao 2.12 Seja ¢y’ € H e R = {z € L*(0,T; H)| (z,y(2)) verifica (2.24)-(2.26)}.

Entao, existe um dnico controle z para (2.24)-(2.26) que satisfaz

||Z||L2(O,T;H) = ggg ||2||L2(O,T;H) . (2.76)

Além disso, existe C' = C <Q,w,T, M H6i||L2(Q)) > 0 tal que
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”ZHLQ(O,T;H) < CH?JOHH‘ (2.77)

Demonstracao. Nesta prova usaremos o Teorema de Stampacchia. Sabemos que o
produto interno em L?*(0,7; H) é uma forma bilinear continua, coerciva e simétrica.
Também, do Teorema 2.11, sabemos que R é nao vazio. Resta-nos provar que R é convexo
e fechado. Uma vez que a convexidade pode ser provada sem grande resisténcia, nos
dedicaremos a garantir que o conjunto é fechado.

Seja (Z,), uma sequéncia em R que converge para z € L?(0,T; H). Dado qualquer
2 € Z, definimos o funcional linear continuo 7; : L?(0,T; H) — R por

7:(u) = (W, 2) L2(0,11)

De termos z, € R vem que
0=r1:(2,) = 7:(2).
Portanto, (2, 2)r2rm =0e z € Z+.
Para passar o limite no sistema (2.24) e para garantir que (2.26) é verdadeira,
precisamos de estimativas. Por célculos semelhantes aos feitos para conseguir (2.64) e

usando a limitacao de (Z,)nen, encontramos
2 2
”ynHLw(O,T;H) + HvynHLQ(O,T;H) < C.

Com base na estimativa encontrada, existe uma subsequéncia de (¥n)nen, que

denotaremos da mesma forma, tal que

Un — y  fracamente em L*(0,T;V), (2.78)
Jn — 7 fracamente - * em L>(0,T;[L*(Q)]Y). (2.79)
Por (2.79), y, — y em D'(Q). Agora consideramos a forma variacional da equagao (2.24):
(Fn)e(t),0) + (VI (1), Vo) = ((20(t) + 2n(t)) Ly v), Vv eV (2.80)
Passando o limite encontramos
(G(t) — AG(t) — (20(t) + 2(t) Lyv) =0, Vv eV

Em particular, a igualdade ¢ valida para todo v € [D(Q)]" tal que dive = 0. Segue do
Lema de De Rham que existe p € D'(2) tal que

Yo — Ay — (20 + 2) L, = —Vp,
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ou seja, no sentindo de D'(Q),
U — Ay +Vp=(2+ 2) L.
A verificacao de que os dados inicial e final para y satisfazem o sistema é feita da

maneira padrao. Aqui nos restringimos a garantir que faz sentido falarmos de 7(0) e

y(T). Para isso consideramos w,, = ¥, — ¥n. Observe que w,, satisfaz o sistema

(Wn)t — Awp + V(p — pn) = (Zm — Zn)le em  Q,

divw, =0 em (),

w, =0 sobre X,
\ w(0) =0 em (.

Calculos analogos aos que fizemos para (2.64) nos levam a
Hwan(O,T;H) < 1(Zm — zn)lei?(O,T;H) ;

e como (Z,)nen € convergente, é uma sequéncia de Cauchy. Isso implica que (¥, )nen é uma
sequéncia de Cauchy no espaco completo C(0,T; H). Portanto, 3, — ¢ em C(0,T; H),
permitindo-nos afirmar que 7 esta definida em 0 e 7.

Para finalizar, concluimos que y = 0 sobre ¥ e divy = 0 em ) do fato de
y € L*(0,T;V). Tsso encerra a demonstracio de que R é fechado e podemos aplicar
o Teorema de Stampacchia. Escolhendo v = 0 em (L?(0,T; H))/, o teorema nos diz que

existe tnico z € R tal que

2 =2
2720y = min ||Z||72.0 7.7 -
R
Disso segue (2.76).
Estimativa. Do fato de z ser o tinico controle de norma minima, temos que para z dado

por (2.60),

HZHL2(0,T;H) < HZHL?(O,T;H)'
Assim, segue de (2.63) que

||z||L2(O,T;H) <C H?/OHH )

com C' dependente de Q, 7,31, €3l 20701y - u



Apéndice

Determinacao dos Autovalores

Na Secao 1.1 introduzimos um operador A e buscamos seus autovalores 5. Para obté-

los, consideramos o sistema (1.6), isto é,
Wr () + Pw(z) =0 em (0,1),
w(0) = wy(1) + aw(1) = 0,
que tem a seguinte equacao caracteristica:
P+B=0er==+/-5

Aqui apresentamos as andlises de casos quando 3 pertence ao corpo dos niimeros reais

ou ao corpo dos ntmeros complexos.
Caso 1. S eR

Subcaso 1. =0

Isso indica que a solugao de (1.6) é da forma w(x) = ¢; + cox, com ¢; e ¢y constantes

complexas. Temos que
0=w(0)=c+c-0=c.
Além disso,
0=w,(1)+ aw(l) = ca + ace = co(1 + a).

Uma vez que a # —1, segue que ¢o = 0. Com isso concluimos que w(z) = 0 e nao temos

autovalores.

Subcaso 2. —(5 >0

A solugao de (1.6) é dada por w(z) = c1eVPT 4 cemVBT com ¢y e ¢y constantes

113
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complexas. Sabemos que

0=w(0)= c1eV PO 4ee VRO — 0ty s ey = —Co,
dando-nos

0=w,(1)+aw(l) =¢ [\/—_B <e\/jﬂ + e‘m> +a (e\/jﬂ - e_‘/jﬁﬂ :

Notemos que se ¢; = 0, entdo w = 0 e ndo temos autovalores. Suponhamos ¢; # 0. Nesse

caso,
e e E Y

No entanto, observemos que o fator eV=P — e V=P ¢ nao negativo. Logo, o lado esquerdo
de (A.1) & sempre positivo, o que nos leva a conclusao de que ¢; ndo pode ser diferente

de zero. Novamente, nao existem autovalores.
Subcaso 3. -5 <0

Esse caso foi estudado na Secao 1.1.
Caso 2. — € C.

Subcaso 1. —f§ = ib,b € R\{0}.

Comecamos escrevendo —f na forma

—B =1 — [|(cos + isen 0)
e estabelecendo que
b 1, seb>0 0
| — 5] =|b], senf=— = , cosf=—=0.
| — B —1,seb< 0 0]
Sendo assim,
g’ se b>0, |b| (c:os%—ﬂisen%)7 se b>0,
9 - [ — /8 =
3 3 .3
g, se b<0 |b| (Cosg—msen;), se b<0.
Nosso interesse é encontrar r = ++/— 5 = ++/ib. Lembrando que
0 2k 0 2k
V=08= (=B = V|b [cos (——I——W) + isen <_+_7r)] k=0,1,2,...,n—1,
n n n n

temos que para 0 = 0; = /2
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VB = (=B = VI [eos Tt isen 7] = V2014

V=8=(=8)1= VIl [COS (% +7T> + isen (% + W)] = —%(1 +1).
No caso de 6 = 0y = 37/2, vemos que

\/—_/8:(—5)02 |5 {cos%{—l—isen?)—ﬂ}:—v —1+14)

4
e
\/ 2
-5 = (—5)1 = |b| {Cos (3—7T —|—7r) + 7sen (3—7T +7r)} = J(l _ z)
4 4 2
Portanto,
2|b
i%(l +1i), se b>0,
S IV

+ (1—14), se b<0.

Vamos analisar os casos.

eh >0
Notemos que r = £+/—5 = +1/2|b|(1 + i)/2. A solucao, portanto, sera dada por

w(x) = cie r(lJrZ)ac + o ‘/27b(1+i)ac.
cuja derivada é
Vv 2b . Vb .
wx(l') = ClT(l + i)@@(l‘i’l)z o CQT<1 4 i)€7@(1+1)x.

Usando a primeira informacao de fronteira encontramos
0=w(0)=c +c & 1 =—co.

e |5 (1+74) ( B 4 e_L(ZH)) +a <e@(i+l) — e_@(”l)) = 0.

Se ¢; = 0, uma vez que ¢; = —co, teremos w = 0 e nao existem autofuncoes. Para

Utilizando i/a4nf0rma§ao na segunda condicao de fronteira, podemos diTr que

simplificar a notagdo, por enquanto, usaremos A = v/2b/2. Assim, o que precisamos
verificar é se é possivel termos
AG+1) (e)\(iJrl) 4 ef)\(z#l)) ta (e/\(iJrl) _ ef)\(iJrl)) —0

ou, equivalentemente,
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(e +eMAcos A — (e* —e M) Asen A + (e* — e Macos A = 0,

(e* —eMAsen A + (e* + e M) Acos A + (et + e M)asen A = 0.

Dividindo a primeira equacdo por e* — e~ e a segunda por e* 4+ e, obtemos
A A
et +e
——)AcosA — Asen A+ acos A =0,
or — oA
ed — e

ﬁ)\sen)\—l—)\cos)\—kasen)\:&
e e~

Multiplicando agora a primeira por —sen \ e a segunda por cos A\, chegamos a

et e 9
————AsenAcos A + Asen” A + asen Acos A = 0,
et —e~
o — o)

Asen Acos A\ + Acos? A\ + asen Acos \ = 0.
e+ e A

A soma das duas equacdes resulta em

4 2
— o ASen Acos A+ A =06 1 — o rsen 2\ =0,

Voltando para a expressao em termos de b, devemos avaliar se a funcao
F(b) = eV? — e V2 _ 2psen v/2b

tem raizes reais. Notemos que

lim f(b) = 0.

b—0+

Portanto, basta que mostremos que f é uma funcao crescente para que possamos
afirmar que ela nao possui raizes. Para isso, comecaremos avaliando a funcao positiva
g :[0,4+00) — R dada por

g(b) = eV 4 eV,

Sua derivada é

1
"(h) = — e‘/%—e_‘/% > 0.
g'(b) %( )

Isso nos diz que g é crescente e atinge minimo em b = 0:
9(0) = 2.

Sabendo disso, podemos afirmar que a derivada de f,

() = —=(0(8) ~2c0s V)

¢ positiva, pois 2cosv2b < 2 e g(b) > 2, para todo b > 0. Concluimos, assim, que f é

crescente. Consequentemente, nao teremos autovalores.
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e b <0
Neste caso, r = £1/—2b(1 — i) /2. A solucdo, portanto, sera dada por
w(z) = Cle\/?(ki)x i 026—\/2—72”(171);
A primeira condicao de fronteira nos diz que ¢; = —co. Combinada com a segunda,
obtemos
& {*/?u i) (70 4 TR o (500 z%w)} ~ 0.

Se ¢; = 0, teremos w = 0 e nao existem autofuncoes. Vejamos se é possivel que ¢; seja
nao nulo. Para simplificar a notacdo, por ora, usaremos A = v/—2b/2. Assim, o que

precisamos verificar é se é possivel
A1 —1) (eA(l_i) + e_’\(l_i)) +a (6)\(1_i) - e‘A(l_i)) = 0.

em outras palavras, queremos saber se o sistema
(e +eMAcos A — (e* —e M) Asen A + (e — e Macos A =0,
—(e* —eMAsen A — (e* + e M) Acos A — (et + e Masen A = 0.

tem solugdo. Para isso, multiplicamos a primeira equagio por (e* +e~*)sen ), a segunda
por (e} —e™*) cos A e somamos os resultados, obtendo:
2sen 2\ — e* 4+ e =0,
Substituindo o valor de A = v/—2b/2, encontramos
2senv/—2b — eV~ 4 VR — . (A.2)
Consideremos f : (—00,0) — R definida por

f(b) =2senv—2b— V"2 4 V2

cuja derivada é

1
f'(b) = 57 (e‘/’Tb +e V2 _2cos \/—21)) :

Quando b — 07, temos

lim f(b) = 0.

b—0— f( )
Se pudermos mostrar que f é crescente, o limite obtido garantird que f(b) < 0, para todo
b < 0. Logo, a igualdade em (A.2) ndo ocorre, permitindo-nos concluir que ¢; = 0 e que
nao existem autofunc¢oes. Provemos que f é crescente. Isso se reduz a mostrarmos que

eV 4 eV 5 9cosy/—2D.

Notemos que o lado direito dessa desigualdade atinge, no maximo, o valor 2. Assim, para

obtermos o que queremos, basta verificarmos que
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eV eV 5 9
Seja f1 : (—o0,0] — R a fungao
fi(b) = eV g eV,
Com alguns calculos, mostra-se que f; é uma funcao descrescente. Uma vez que
lim f1(b) = 2, segue que
b—0—
VB L VB g

para todo b € (—o0,0), como queriamos.

Subcaso 2. r = £(c+id), com ¢,d € R\{0}.
A solucao sera da forma
w(z) = DT 4 cpe=(ctide
Usando as condicoes de fronteira, vemos que
. [(c—l— id) (€c+id i e—(c+id)) Ta (€c+id _ 6—(c+id))} —0.

O caso ¢; = 0 nos fornecerd w = 0 e nao teremos autovalores. Suponhamos que é possivel
ter ¢; # 0. Obrigatoriamente devem existir ¢,d € R\{0} tais que

(c + id) (ec+id I ef(c+id)) Ta (ec+id _ ef(chid)) —0 (A.3)

Escrevendo (A.3) em termos de senos e cossenos, encontramos

(e“+ e )ccosd—d(e —e “)dsend + (e — e “)a cosd = 0,
(e —e “)esend + (e° + e “)dcosd + (e + e “)asend = 0.

ou, ainda,

C+ —C
cre ccosd—dsend+ a cosd =0,
eC_C—C
e —e ¢
——csend +dcosd + asend = 0,
e+ c ¢

que trataremos de duas formas diferentes. Inicialmente, multiplicamos a primeira equacao

por —sen d, a segunda por cosd e somamos as equacoes resultantes. Com isso, obtemos

1 c_ ,—c¢ c —c 1 4
_(6 c ¢ te )csen2d+d:—§ (2—> csen2d +d =0,
e2c

2 ec + c¢ e¢ — ¢~ ¢ _ C—QC

que é equivalente a

sen2d  e* — 2%

d 2¢
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No segundo momento, multiplicamos a primeira equagao por sen d e a segunda por cos d.
A soma das novas equacoes fornece

e* 4+ e72¢ gsen2d o8 2d 4 asen 2d
c cos =
e2c — g2 d d

Usando o resultado obtido em (A.4) e o fato de cos2d = 2 cos? 2d — 1, temos

0.

2 € - _
ot e + 2 cos d—l—i—aT—O,

€2C + 6—20 628 _ 6—20 2c 6_2C

isto é,
620 _ 6—20 €2C + 6—20
cos?d = 3~ a 1 — 1
&

Nosso objetivo agora é mostrar que a funcao

1 620 _ 6_2C 620 + 6—20
fle)=5—a -
2 4c 4
¢ menor que 0 para todo ¢ € R\{0}, uma vez que se isso ocorre, nao é possivel termos
2c —2c 2c —2c
9 , 1 e“—e e““+e
cos“d==—a —
2 4c 4

qualquer que seja o d € R\{0} e nao teremos autofun¢oes. Com alguns célculos podemos

mostrar que

e + e~2¢ - 1
4 2
no dominio de f, o que fornece
2c —2c
e“—e
c) < —a
(o) -
Dessa forma, para que tenhamos f(c) < 0, basta provarmos que a fun¢do
2c —2c
e““—e
C|) =
g(c) 1

¢ maior que 0 para todo ¢ € R\{0}. J& sabemos que e** — e~ > (0 se ¢ > 0. No caso de
c < 0, temos que

T o e T <),

c< —cee*<e
Portanto, do fato de 4¢ ser menor que zero, podemos afirmar que g(¢) > 0. Isso conclui

nossa demonstragao.
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Problema de Minimizacao e Regularidade

Sejam €2 = (0, 1), w subconjunto aberto nao vazio de Q2 e Ty > 0. Considerando a > 0

e k tal que |k| > kg, kKo uma constante positiva adequada, retomamos o sistema (1.77)

(

P(y) =Yrr —Yao + kyr = [ em Qo= (0,1) x (0, Tp),
y(0,7) =0 sobre (0,7p),

yz(1,7) +ay(l,7) =0 sobre (0,7p),

y(x,0) =y(x,Ty) =0 sobre (0, 1).

\

O objetivo deste apéndice é provar o Lema 1.11. Para isso precisaremos de outro lema,
um que trata um problema bastante semelhante, mas discretizando a variavel temporal.
A importancia dessa discretizacao estd na possibilidade de melhorar, em algum sentido,
a regularidade das funcoes e assim ser capaz de fazer cilculos dos quais precisamos.

Usaremos as seguintes notagoes:

(0,1) x KU = {(2,7) € Qolz € (0,1),7 =il,i € {1,...,N —1}},

(0,1) x K = ((0,1) x KDY U ((0,1) x {Tp}),

Dyl 7) = v(x, T+ l)l —v(x, 7')’

v(x, ) —v(z, T —1)
l Y
v(z, T +1) = 2v(x,7) +v(x, T —1)
[? ’

Div(x,7) =

D?v(z,7) = Dy (Dyv) (z,7) =

com | =Ty/N,N € Z,.

120
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3l

21

1

Figura B.1: representacio do conjunto (0,1) x K©®

Nao é dificil mostrar que para b € R e fungoes vy, vo,
I. Dy(vy + bvy)(x, 7) = Dy (x, 7) + bDyws (2, 7),
II. Dy(viva)(x,7) = vi(x, 7 + 1) Dyve(, 7) + vo(x, 7) Dyvy (2, 7),
III. D;(vyv2)(x,7) = v1(z, 7)Dyve(z, 7) + va(x, 7 — 1) Djvi (2, T),
IV. Dvi(x,7) = Di (D) (z, 7).

Dado um espago de Banach Y, definimos o andlogo do espago L?(0,Tp;Y) como:

N—-1
19(0,T5; V) = {v(fw)\ (2,7) € (0,1) x KO e [[o][fo 0747 = D LIw(, Il < oo} -
=1

Os andlogos dos operadores P e P* serao:
Pv = DZQ'U — Vg + KD

Pfv = D}v — vy, — kD;jv.

Introduzimos também uma versao discreta para o problema (1.77):

)
P(y) = D¥y —yue + Dy = f  em (0,1) x KO,
y(0,il) =0 sobre K
(B.1)
y.(1,4l) + ay(1,il) =0 sobre K,
y(x,0) = y(z,Tp) =0 sobre (0,1).
\

Definicao B.1 Suponhamos f € lgl)(O,To; L?(0,1)). Dizemos que a fungio y pertencente
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a 1(0, Ty; L2(0,1)) € solugdo fraca do problema (B.1) se

(v, B ) 9(0,70;L2(0,1)) =(/, Z>z§“(o,To;V’(o,l)),zg”(o,TO;V(o,l))’

para toda z € lgl)((), To; V(0,1)) que satisfaz
(D« 0] .

Pl (Z) € l2 (OaT07 V(Ov 1))

2(x,0) = z(z,Ty) =0 sobre (0,1),

2,(1,4l) + az(1,il) = 0 sobre K"

Seja J® o funcional

Jo (Za), P 0, Tu))

:—Z/ ’z(l le e 2 (@) g

(l)(a: zl))2 ‘Tél)(x,il)

—220(,il)
+3 z [ e | Bt + Bl | e

‘ 2

l N—-1 1 l ' )
+%;/0 }r()(x,zl)| dx.

) A0 A0

(B.2)

Estamos em busca de um elemento <2( AR ,f(l)> onde JU atinja valor minimo e que

satisfaz
( Pl*(z(l)) =—-Diny r 4 7‘ ) 4 AyeP 4 0 em (0,1) X KW,
200,7) =201, 7) 4+ az(1,7) =0 sobre K
2O(z,0) = 20z, T)) =0 sobre (0, 1),
rj(.l)(x,()) = r§l)(x,T0) =0 sobre (0,1), j=1{1,2},
r(z,0) =rV(z,Ty) =0 sobre (0,1).

O conjunto admissivel para o problema acima é dado por

3
Al = {(z() ) 0) € (0, T V0, 1)) (180, T35 L2(0, 1)) ’

(z() ri”,ré%r”) satisfaz (B.3)—(B.7)}.

e T e e N N
N O Ot s W
S e N e S
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A existéncia de (2() fgl),fél), ()> e sua regularidade sao os temas do resultado a

seguir.

Lema B.2 Seja y € L*(Qo) com y(x,0) = y(z,Ty) = 0. Entdo existe unica solugdo
( @ 7“5), P f”) € lg)(O,TO,HZ(O,l)) (l()(O To; L*(0, 1))) para o problema (B.3)-

(B.7). Tal solugao satisfaz o sistema de optimalidade

(

Y = e em (0,1) x KU, (B.8)
P(p0) + e 20 =0 em (0,1) x KO, (B.9)
P2V = —Dﬂ’%l) + ) 4 e 40 em (0,1) x KO, (B.10)
pW(0,il) = p(1,il) + ap®(1,il) =0 sobre K (B.11)
2000,i) = 201, il) + azV(1,il) = 0 sobre KO, (B.12)
r(2,0) =z, Ty) = 0 sobre (0,1),7 = {1,2}, (B.13)
pD(x,0) = pY(z, Ty) = sobre (0, 1), (B.14)
2O (z,0) = 20z, T)) =0 sobre (0,1), (B.15)
Dip(z,0) = Dip(z,Tp) =0 sobre (0, 1), (B.16)
— Dyp® + C%e‘”w =0 em (0,1) x K", (B.17)
ph — gﬁe*”@b =0 em (0,1) x K. (B.18)

Além disso, existe uma constante C' = C(0, k, \) para a qual as sequintes estimativas sao

verdadeiras:

J()< (l) A 72 A(z) < CZZ/ ly(z, il |2 AN (wil) g (B.19)

-, [ -, [ d)

Zl/o |Dl5(l)(;p,z‘l)|2dx+2l/0 2 |Dif§l)(gp,il)|2dl’

i=1 1=1

+Zl i )\4 le|dx+z / | D770 (0, 4l)|*da (B.20)

N—-1 1
<C Z l/ ly(z, i) 2@ dg
i=1 Y0
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N 1 N-1 1
S / (GO, i) Pdr < C 31 / ly (i) 2 g, (B.21)
=1 70 i=1 70

Demonstragao. Para uma melhor organizacao da prova, ela sera dividida em etapas.

3
I. Existéncia de solugao em lél) (0, Ty; H?(0,1)) x (lél)(O,To; L?(0, 1))) . Observemos
que JU < @ 7“() ré”,ﬂ”) > 0 e que (0,0,0, —Aye*¥) € Affg. Isso nos permite afirmar
que existe a® tal que

o) = inf JO (z(l), rg),rél), r(l)>
A0
ad

e, consequentemente, existe uma sequéncia (J(l (zm),ryr)n, ;ly)n, rff?)) satisfazendo
meN

lim ¢ ( 0 .0 N)):a(”,

r T
Moo s Tims Toms T

com (zﬁ,l@),r%,rélg@, m) A(l). A convergéncia garante que (J() (zg),r%,rgg@, 7(7?))
meN

é uma sequéncia limitada, digamos por B®. Temos que

BW > Z/‘z le e 2A(@) e

2 2

l) (@, il) réQ@(:c, il)

—2X¢(z,il)
i Z / e | ey

I N-1 1 l s
—I-Q—H;/O |T£n)(x,zl)| dzx.

Disso e das limitacoes de 1 e (, encontramos

N-1 1
2 (2 I
HZ%)HLS)(OvTo;L%OJ)) =1 Z:/O |28 (2,4l)|” dz < 2BV e o

‘ L(l)(O To;L2(0,1))

-1 1
Hrgb)”ig”(o,To;LQ(o,l)) =1 Z/ ‘Tﬁrlz)(%il)f dz < 20BY,
i=1 V0

() (x, zl dx < 2>\2B(l)62)‘e‘631,

L(”(o To;L2(0,1))

(x, zl dx < 2>\4B(l)€2’\6531,

4
donde segue que <z7(,l1),7‘§731,r§2”r7(,l1)> é limitada em (lgl)(O,TO;LQ(O,l))) . Em
meN*

particular, (zm (al), rlm(zl) rzm(zl), (zl)) . ¢ limitada em (L2(0,1))" para cada i €
meN*
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{0,1,..., N}. A limitacdo de <z§n),r§%,r§%,r(l)) ¢ suficiente para garantir que a
meN*

sequéncia (- (Zy(rlz)> ) = ( Dzzg@) + kD5 POy r% - T2m + Aye? + r(l)>
meN* meN*
)

é limitada em lél)(O, To; L*(0,1)). Multiplicando essa igualdade por 2y, (z,il), integrando

com z variando de 0 a 1 e usando as limitagoes que temos, chegamos a

1
al‘zﬁ?(l,z’l)f—l—/ l}(zfé))w(x,il)fdm

2
/ l ‘( Dl2 0 4 kD; z — D r§ + r2m + )\yeQW + r(l)> (m,il)) dx

—l—/ [ |z7(f1)(:c,z'l)‘2 dx
0

<C.

Portanto, (27(7?) é limitada em zé’)(o, T; H*(0,1)). Podemos, entio, afirmar que existe
meN*

A DERORIR( .
uma subsequéncia de (zﬁn),ryn, ré) rﬁn)) , que ainda denotaremos da mesma forma,
meN*

tal que

(=0, r) = (205050, 50)
meN*

3
em 1§7(0, Ty: H2(0,1)) x (15(0, To; L%(0, 1)) -
Devemos agora mostrar que para todo [ € {1,..., N}, o limite (2() r&l), rg),r( )> é um

elemento do conjunto admissivel. Comegamos escrevendo (B.3) da seguinte forma:
— (zﬁ,ll))m = —D?:Y 1+ kD;2Y — D, r(l) + r2m + Aye? 40 (B.22)
Das convergéncias obtidas e das defini¢oes de D; e D7 encontramos que
D7z ~ D20 em 19(0, Ty; H*(0,1)),

D220~ p2z0  em 1$9(0, Ty; H2(0,1))

Dyr) — D" em 18(0, Ty; L*(0,1)).

Uma vez que o lado direito de (B.22) converge em lgl)((), Ty; L*(0,1)), o mesmo pode ser
dito de (—(szl))m> . Observemos que para qualquer ¢ € C3°(0, 1), da convergéncia de

(#}) em 1920, Ty; L2(0,1)),

Zl/ zfn (x,il)e d:c%Zl/ Lz, il)p(z)d.
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Isso nos diz que <<z£,€)> > converge para 2 no sentido das distribuicoes. Em
T

particular, como essa sequéncia é convergente em lél)((), To; L*(0,1)), segue que
((z0), ) =20 em i (0,Tp; L*(0,1)) .
Passando o limite na igualdade (B.22) chegamos a
Py (20) = =D 4 20 4 Aye? 4 70,
Agora provaremos as condigoes de fronteira espacial em (B.4). Comegamos observando

que da limitacao obtida para ( (zﬁ,?) ) e por método analogo ao utilizado para

<<z§,?) ) , podemos mostrar que, restringindo a uma subsequéncia se preciso, (zﬁ,?) —
2 Do fato de H2(0,1) estar imerso continuamente em C([0,1]), faz sentido falarmos
em 21(0,il), 20(1,il) e 2Y(1,il), para todo i = {1,--- ,N — 1}. Seja ¢ € C*([0,1])

satisfazendo ¥(0) = 1 e ¥(1) = 0. Para toda fung¢ao v definida em {1,2,--- /N — 1},

Zl/ 27(7? (x,il)Y(x) Zl/ O, il)0, (x)v(i)dx

=

-1

z/ol 20z, il (z)v(i)dx = — Zzz (0,il)v Zz/ 2O (i, il) 0, (x)v(i)d.

Calculando o limite quando m — oo na primeira igualdade e usando a segunda, vem

i=1

que
N-1
> 129(0,ily(i) = 0.
=1

Fixado i = ig, escolhemos a funcao v tal que

) 1, se 1 = i,
v(1) =
0, se i # 1.
Com isso,
D(0,il) = 0, Vie{l,---,N—1}.

Se, por sua vez, tomamos ¥ € C'([0,1]) com 9¥(0) = 0 e ¥J(1) = 1, seguindo 0s passos

anteriores, encontramos

201,01 — 29(1,41), Vie{l,---,N—1}.

Vejamos que

> /0 (29)(a,il)0(x)u(i)da
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=S (), (1 it() - S /0 (29)_ () il)9(x)o(i)de

l/1 2Oz, il)d(z)v(i)dx

0

N-1 1
1201, il Zz/ 2O (i) 0, (z)v(i)dx.
=1

=1

Fazendo m tender a infinito temos, por um lado,

N-1 N-1
Z L) (1, il)w() = —a Z 1291, il)yv(i) — —az 120(1,il)v(i)
i=1 1=1

e, por outro lado,

=z

-1

N-1
D 1 (W), (i) = Y 1D ().
=1

i=1

Portanto,
N-1
13 l lzl :—ale(l)lzl
=1
Escolhendo v apropriado, concluimos que

0,0l = —azW(1,il), Vie{l,---,N—1}.
Por fim, vamos analisar a fronteira temporal. Observemos que a equagio (B.16) nao
depende ou fornece informagoes em ¢ € {0, Tp}. Além disso, para os elementos no conjunto
admissivel, o funcional pode ser considerado com ¢ variando no conjunto {1,2,--- , N—1}.

Sendo assim, podemos definir

0 (z,0) = 20(z,T)) =0 sobre (0, 1),
0,0) = 106, T =0 sobre 0,1), § = (1,2}

O (z,0) = 7O (z, Ty) = 0 sobre (0,1).

Concluimos, dessa forma, que (2() ry), Té ), ) € A(l) e segue que ele é o minimo do

funcional J®. A unicidade de solucdo decorre do conjunto admissivel ser convexo, J®
ser estritamente convexo e ter um minimo.

Passaremos agora a buscar o sistema de optimalidade (B.8)-(B.18). Definimos

9160, €1,82) = TV (20 + &odo, 1 + €101, 7 + &0, u (0,61, 60))

coI1m
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8o € 15700, Ty; V(0,1)),

Pido € 15(0,To; L*(0,1)),

(80)2(1, i) + ado(1,il) = 0

So(x,0) = do(z,Ty) =0 sobre (0, 1),

§; € LY(0,Ty; L*(0,1)), 6;(x,0) = 6;(x,Ty) =0 sobre (0,1), j € {1,2},
u (6, €1, &) = Pr (20 + &00) + D7) + &161) = 7)) — €265 — Ay

(u® (&0, &1, &2)) (2,0) = (uV(&, &1, &)) (2,Tp) =0 sobre (0,1).

Pode ser visto que W = ( + 000, 74 AR £101, 7 P 4 969, uD) (&, &1, &)) pertence a A%.
Uma vez que J® atinge minimo em (%”,f&”,f&”,ﬂ )>, temos V¢;(0,0,0) = 0. Fazendo

os calculos encontramos, para todo &; € 19(0, TO; L*(0,1)),

Ggl rl x,il) 51(:c zl) oM (il
ag (0,0,0) 12/ C(x dx

(B.23)
7+ (2, il) D76, (x,il)dx.

\

> I

Sabemos que
O(x,il) D76, (z,il) = D7 (6:7Y)(x,il) — 61 (z, (i — 1)1) D77V (x, il)

(x,O) = 70(x,Ty) = 0. Com isso,
N-1

1
(x,i) D701 (x,il)dx = (2, il) D56, (v, il)d

S~

.
Il
i

i=1 0

1

D; (6:#") (z,il)dx

I
S~

=1

N 1
-> / &y (x, (i — D)) D77 (x, il)dx.
i=1 70

Desenvolvendo o somatorio identificamos que

Z/ 517’ (z,il)dx = 0.

Também podemos verificar que

2/51 D770 mzdx_z/almzpr( (j 4 D)dx



Apéndice B. Problema de Minimizagdo e Regularidade 129

D0z, (j + 1)) = Dz, ji).
Substituindo em (B.23) as informagoes obtidas, temos

Z/ (C (@ Zl)e (@) _ QDﬂ” (x,il)) 01 (z,il)dx =0, (B.24)
para todo ; € l (0 To; L*(0,1)). No caso de (9g;/0¢2)(0,0,0),

g 07 0777 g 0 0 0 » . ) y
: - n l Z )\4 )+ 7752) (x,il)0q(z,il)e 22 (@,il) e

— 1
+%2/ (—Qf(l)—|—7]52)<x,@'l)52<x72'l)dx.
i=1 Y0

Notemos que se i = N, entao (52(1‘, il) = 09(x, Ty) = 0. Segue que

Z/ < (x Zl)e 22\(w,il) _ %f-(l)(gj’il)> do(z,il)dx =0, (B.25)

para todo &, € I1(0,Tp; L2(0,1)). Em particular, (B.24) e (B.25) sdo verdadeiras
para todas 91,02 € lgl)(O,TO; H'(0,1)). Lembremo-nos que C5°(0,1) é denso em
H'(0,1). Fixado ig € {1,2,..., N — 1, N}, consideramos as func¢oes dy;, (-, 1l), 82, (-, 2l) €
lél)(O, To; C5°(0, 1)) tais que 14, (-, 3l) = 94, (-, il) = 0 sempre que i # 9. Assim, por (B.24)
e (B.25) temos que

~(1) I ‘ 1

¢ (I)% —2xplel) ngf(’) (z,il) =0 em(0,1) x K, (B.26)
D (x, il) o1

((2) 27— e~ 2Xl@al) 572“)(9;,2'1) =0 em (0,1) x K. (B.27)

Definindo p) = 7/, (B.26) e (B.27) fornecem as equacdes (B.17) e (B.18), respectiva-
mente. Utilizando (B.5) em (B.25), vemos que

X O(r.0
DipV(z,0) = ¢(a) T e 0 —

(e T
Dlﬁ(l)(l’,To) = C(ﬂf)—rl (z,T) e~ 2@ To) — (.

Também, (B.4) rende

7O (z,0
p(l)(x7 )_ (6 ) )
FD (. T
P (x, Tp) = G 0
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Conseguimos, portanto, as igualdades em (B.15) e (B.17). Agora calculamos (0g;/9¢)(0, 0, 0).

Encontramos que

M
Zl/ < l‘ Zl) Pl*5o(x,zl) + 2(”(1;’@[)50(@’@[) —2Xp(;il) > dr = 0 (B28)

com &y € {I(0, Tp; V(0,1))| Py§ € 12(0, Ty; L*(0,1)), 5(, 0) = §(z, Tp) = 0 sobre (0,1) e
6.(1,il) + ad(1,il) = 0 sobre KV}, Notemos que isso nos diz que p) é solugdo fraca de
(B.1) com P(p)D = —20(z il)e=2*¥@1) Disso seguem as equacdes (B.10) e (B.12).

Limitacao Uniforme. Buscaremos uma limitacao para solugao (2(” 7’9,7‘5”,7‘”) €

2 2
(lgl)(O,To; H?(0, 1))) X <l§l)(0,T0; L*(0, 1))) que ndo dependa de [. O primeiro passo
nesse caminho é fazer o produto escalar em lél)(O,TO;L2(0, 1)) entre a equagao (B.11) e

pD:
Zl/ ( (l) )+ D; 7*5) _ r2 — \ye¥ f(l)) (Jf,il)ﬁ(l) (z,il)dz = 0. (B.29)
Vamos trabalhar um pouco com algumas parcelas dessa integral. Para o calculo de

Zz/ (2, il)pV(x, il)dx, (B.30)

usamos que de
D2V (z,il)pY (x,il) = Dy ()W D;2Y) (2,il) — Dy (29 Dyp") (z, (i + 1)1)

+20(x, (i + 1)) Dy (DipY (v, (i + 1)1))

e de p¥ (2,0) = Pl )(x,To) = g(l)(x, 0) = 3 (a: To) = 0, encontramos
N-1 N-1
Dy (p9D127) (w,il) = 3 Dy (20Dip") (&, (i +1)0) = 0.
=0 =0

Essas igualdades e algumas manipulagoes levam a
Zl/ DOz il)pY (x,il)dx = Zl/ (z, i) DXV (z, il)dzx. (B.31)
Os dados na fronteira espacial e integragao por partes nos permitem estabelecer que
N-1 1
-3 / PO (,il) (2V)_(x,il)d Z / ). (z,il)2O(z,il)dz.  (B.32)
i=1 70

Por dltimo, usando o fato de D;v(z, (j + 1)I) = Dyv(z, jl) e argumentos semelhantes aos

que forneceram (B.31), obtemos
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- ZZ/ D729 (2, il)p (x, il)dx = Zl/ (z,il) Dyp® (z, il da. (B.33)

Somando (B.31)-(B.33) membro a membro, conseguimos

Zz/ PO, il)p O (w, il) dw-Zl/ (z,il)P (p) (x,il)da.

Para a segunda parcela em (B.29), de p(z,0) = p¥(z,Ty) = 0 e de D;pV(z

DI) = DipW(z, §1), vemos que

N-1 1

i / Dz, iD)p O (x, il)da

i=1 Y0

:Zz/ D; (ﬁ”p(l)) (x,il)dx—Zl/ Pz, (i = D)) D;p® (z,il)d

i=1 V0 i=1 V0

N 1

== [ 0D G+ s
j=1 70
N-1 1

=->1 / P (z, i) Dp® (z, il)dx.
i=1 v0

Podemos, entao, substituir (B.34) e (B.35) em (B.29):

0= Zz/ ( (20) 4+ DY — 7D — Ay — f(”) (z,il)pO (x, il)dx

N-1

1
= l/ 0zl P(pY) (x, il)dx — Zl/ (z,i) DpY (x,il)dx:
0

1=

—_

M7

l/ (x,il)p" (x,il)dx — Z l/ My(x,il) e @50 (1 il dx
0

l/ (x,i)p" (x,il)dz.
0

Com o auxilio do sistema (B.8)-(B.18) conseguimos que

N-1 1
(x, zl ,
— l/ ‘2(1)(9672-1)‘267»1/)(3“1 Z/C 72)\1/J(x,zl)dx
2! -3

2

-1

=1

(B.34)

U+

(B.35)

1)
_Zl/ C|T2 x, Z _2)\¢mzl Zl/ )\ym Zl 2Xp(xil) m(l’,ll)dﬂ?
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N-1 I 1
-3 -/ 170 (2, 41) [2da
i=1 0.Jo

= —2J0 ( T’Y REat ) Zl/ My(z, il)pY (z, i) > @D d.
Usando essa igualdade e (B.8) vemos que

Jo <Z< ) 400, 7@(1)>

N—
1 .
< 5 ; / ' (z,il)7 O (z,4l) | @D dy
1 N-1 1 1
<1 l/—|ywzl24/\w(“ld:p—l— Zl/ (l)le|dx
=1 0
Com isso,
2
N—-1 I 1 x,1
l —2 Y (z,il) —2)\1/1 x,il
Z:1§ i ‘z()(x zl)| d:E—i—Z / (—— @i
2
N oo |ry (, l) e (l
— (L e W@y 4 / 7 Nx,il)| dx
> ) S [ 1l
1 N-1 1 AQ
< A N 12 AN (i)
< 4;[/0 7 ly(x,il)|e dx
e chegamos a
JO ( rf),fg“/ Zw/ ly(z, il)[? =D, (B.36)

com C' uma constante que nao depende de .

Para encontrarmos (B.20), fazemos o produto entre (B.10) e D#p®:
Zl/ ( *(20) 4+ DAY — A — Ay — f(l)> (z,il)D*pV (x, il)dx = 0. (B.37)

Vamos buscar informagoes sobre algumas das integrais subentendidas em (B.37). Come-

¢amos por
N-1
> / Py (39 (,il) DFpO (2, il)dw. (B.38)
=1

Fazendo os célculos mantendo em mente que D?p)(x,0) = D?pV)(x, Ty) = 0, podemos

estabelecer que
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N-1 1 N-1 1
i / D72 (a, i) DFpY (x, il)dx =1 / D220 (z,il)D?pO (x, il)dx:
i=1 Y0 i=0 V0

= Zl/ (z,il) D} (D3pV) (2, il)dx,

assim como

1
—Zl/ (20 (2,i) DY (z,il)dz = — Zz/ Yz,il)D} (p) (2, il)dz,

e
N-1 1 N-1 1
o / D29 (a,il) DFpO (z, il)daw = — Y "1 / 20(x,il) D} (DipV) (2, il)d.
i=1 V0 i=1 70
Com essas igualdades e (B.9), encontramos
N-1 1
> / Py (39) (,il) D" (z,il)dx
i=1 Y0
N-1 1
AN / 20 (2, i) D} (DFpY — (51 pw + 6DV (2, il)dz (B.39)
N—-1 1
=— Zl/ 20 (z,il)D? (e 2)‘11’2(1)) (x,il)dx
=1 0

Podemos ainda dizer que

1
—Zz/ 20(z,il) D} (e 20) (2, il)da
0

N—-1 1
= —Zl/ 2Oz, il) Dy (D7 (e 20)) (w,il)dx
i=0 70
N 1
=1 / D; (720 (2, 1) D72V (z, jl)dx.
j=1 70

Com as propriedades que D; satifaz, indicadas no inicio deste apéndice, conseguimos

estabelecer que

- Zl / (z,il)D? (e~ 20 (z, il)dx

1
_ Z l/ e 22(,il) ’Dzé(l) (ZL‘, Zl)’2 dx (B40)
i=1 v0

N

+Zz/ols<l>( (i — D)) D7 (e ) (x,il) D75(, il)dzx.

=1
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Passaremos a avaliar
N—-1 1
Zl/ D;r A(l (i) D?pW (2, il)dx.
i=1 “0

Aqui usamos que D?p(l)(z,Ty) = 0 e (17) para escrever
A1)

ZZ/ Drl (z,il) D?pY (, il) da:—Zl/ Drl (x,il)D (C)\z —2/\¢> (x,il)dx.

Das propriedade de D; temos

N-1 1
> / DY (x,il) DpO (x, il)dx
i=1 v0

- Z z / Ci";”)plf%”(x, iy (z, (i = DDy () (a, il)dx (B.41)

N C(z ) '
+3 01 [ |yt i) et
— Jo

Para a integral

N-—
Z / (z,il) D?p (x, il)dx

utilizamos que

—Zl/ (i) D}pO (x, il)d Zl/ rzl)mzl )Dy (Dyp ))(x,il)dac

N 1
=31 [ Diiw i) D) (o i)
j=1 70

A igualdade em (B.18) nos permite calcular

N—-1 1
Zl/ (z,il) D?p (, il)dx

=1

— "5 A(l) 236\ (4 iDD-7O (2. g
Z ~e (x,i)Dy7y’ (z,il)dx
N

C — Z,n 2
/ )\4 22 (il ‘ 7’5)(1’ zl)‘ dx

(B.42)

+Zz/ CM (z, i) (z, (i — 1)) Dy (e ) (, il)d.

Para a tltima integral subentendida em (B.37), lembrando que #)(z,0) = 7V (z, Ty) =

0, encontramos



Apéndice B. Problema de Minimizagdo e Regularidade 135

—Zz/ (2, il)D?pO (i) dx = Zl/ O (i) Dy (D pV) (, il da:

1
l/ D;pW(z,il) D77 (x,il)dz.
0

HMZ

(2

Além disso, por (B.8),

N 1
—Zz/ (z,il) D3V, il)d :Z / | D7 (x,4l)2da. (B.43)

Substituindo (B.39)-(B.43) em (B.37) temos
N 1 A )
0= Zl/ e~ P(@il) ‘Dié(l)(:v,il)‘ dx
— Jo

+Zl/ (i — D) D7e @0 D20 (g il) da

1
C(‘r) ’ ' 3 - X,
+Zl/0 2 Dirgl)(x,zl)rgl)( (i — 1)l)Dze 2(,i0) g
i=1

N 1
C$ 2 P - z,0
+Zl/0 %‘Dlry)(a@zl)) e~ 2@l gy
(B.44)

C A - x,0
—|—Zl/ /\4 (l (x Zl) ( (i — D)) Dye” @iy

0 ?
) |D#y (x, zl)’ dx

C 72)\1/1 x,il)
+Zz [
- Zl/ My(z, )@ D250 (1 il)dx

1
+ Z é /0 }Dgf(l)(x, il)’2 dx.
i=1

Com base no Teorema do Valor Médio podemos garantir que
Dl€—2)\¢(m,il)’ DZB—Q)\d)(ac,il) < Cl)\

Essas estimativas e a desigualdade de Young nos ajudam a encontrar:

- Z ! / (i — 1)) D;e~ 2@ D20 (4 il)da

N 1
< 010(5))\2[/ |§(l)(x,il)|2dx+015/\2l/ D720 (x, i) | d,
i=1 70 i1 70
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bem como

@), o 0
—Zz/ 23 Dy (i) (w, (i = 1)) Dye “22 (@) g
i=1 0

M) 2 — [ (@) 2
gqm;z/o - Ag”(x,u)) dx+010(6)>\;/0 = | @i d,
e
—Zz/ é)\4 Pz, i) (0, (i — 1)) Dy e 2@ g
<01A52/ =5 |Di O, i) dz+ i )\Z/ ) 00 i de.
além de
Zl/ Ay(z, i) @D D250 (2 il)dx:
Ci A = C 2
STZ / C(@)|y(z, il)|Pe V@D dy 4 =22 Zl/o 2 a0 x,il)‘ dz

2
7 A(l)(:zt, zl)’ dzx.

C'(61) Zl/g |ymzl|d:p—|—52l/
0

—2X\ (i)

Sabemos que existe C} € R tal que e=2* % <e . Sendo assim, com as estimativas

obtidas ¢ escolhendo § = e~ JACI\ e 6 = 6*2’\65%/4, a igualdade em (B.44)

proporciona
N 1
1 scl 2
56_2/\6 @ Zl/ (‘D 29 (x zl)| (326) ‘Dﬁ%l)(x,z'l)’ )dm
i=1 V0
N 1
1 gyeectd ((z) X 21 X 9
—|—§€ 2Ae70 ;l/o (T‘Dlré)(x,zl)) +5}Dzr(l)(x,zl)‘ dx

ROV E ROV
N 7 (x, ) Ty (z,il)
5C R . 2 1 ’ 2 I
< CpAZe™ E / 120 (2, il)|” + ¢(x) VR, dx

2

N | =~

. 2)\650(1] I Nl/l
6 JE—
20 Z,-zl 0

ol ol N-—1 1 ‘
< Cy\2ete Ky (2(”, f%l), fg), f(l)> + Core® o Z l/ ly(z, z'l)|2 @) qo.
— Jo

Nl |
f(l)(x,il)fd;p) + Cyree Zl/ ly(z,il) |2 @D gy
i=1 V0
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Portanto, de (B.36) vem que

Zz/ D720 (2, 4l) dw+2l/
0
N 1 N 1
((z) ROYIPNE: l . 2
—l—Zl/O BYE ‘Dzré)(x,zl)‘ dm+25 i ‘Dzr(l)(x,zm dx (B.45)
i=1 i=1
C o N-1 1
~ 4 6Xe°%0 N2 AAY(z,il)
< 0)\ e ;l/o ly(x,il)|" e dx.

Por fim, vamos em busca de (B.21). Facamos o produto escalar entre (B.9) e 2() em

10, To; L2(0, 1)):

N-1 1 N-1 1
S / Pr(z0)20dz = 3 / (—Dgﬁl) + D 4 e 4 f(”) 2Odg.  (B.46)
i=1 /0 i=1 70

Podemos verificar que

N-1 1 N 1
o / D72 (a, i) 20 (z,il)da =) "1 / D; (D20 (z,il) 20 (z, il )da
i=1 70 i=1 0

2
D;r (l)(a:,z'l)) dx

N 1 )
:—Zl/ D729 (,il)|” da,
i=1 vO0

da mesma forma que

—Zl/ (l)x (x,1l)2 (lledx—aZl}zl)lzl’—l—Zl/

(29) . (x,il)|" da

1

Zl/ 20(x,il)D; 2V (2, il)dx = Zl/ 2O (2, il)D; 29 (x, il)dx

— Jo

= —Zl/ 2O (g, D20 (, il)dex.

Logo, substituindo essas igualdades em (B.46) e manipulando os termos,

2z A
< Zl/ ‘D Al (z,dl) | d:v—/{Zl/ (il Dlz(l)<17 il)dx (B.47)

2(0 (x,il) ‘ dx

N 1
+Zl/0 ( D; 7‘1 (x zl)+r (:E,’il)) 20z, il)dx
i=1
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—i—Zl/ My(z,il) e @i 20 (g 4]) dx+Zl/ (z,i)20 (z,il)dz.

Para melhorar essa estimativa, observamos que

—/{Zl/ (z,il) D29 (z,il)dx

N 1
S / (=01 (@, it) + 7w, 1) ) 20 (2, it)da
, 0
)\2 N 1 C(HU) A(l)
S?Zl/ T’Dirl (x,zl‘ dr + — Zl/o
N—-1 1 )
+Zl/ |2(Z)(x,il)‘ dx.
i=1 Y0

Além disso,

Zz/ (z,il) 29 (z,il)dx

‘ 2

dx

x,il)

1= 2 132t 2
g—Zz/ PO, il) | dm+—Zl/ 20(z,il)|" da
20 i=1 70 2 i=1 70
e
Zz / Ay(z, i) e @D 20 (2 il)da
N 1 1

20z, il)|” d.

_221/ A2 Jy(a,il)|” e @D gy 4 = Zl

Sendo assim, por (B.47) temos

Zl/ | (x,1l) ‘ dx
2 [ )
< C1RN? (Zz/o D320 (2, il)| dx—ier/o ?’Dﬁ”(;@,u)
i=1 =1
N—1 1 N 1
+CorA! (Zz/o ’g(l)(x,il)|2dx+2l/0 %
i=1 =1

2
dx

2
fél)(x, il)

dx
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2

) P (z,il)| da

¢
2\

+Cyr\* Nz_:ll BPGIY: =, [
oK |29 (a,4l)| dx—l—Zl
, ‘= Jo

Segue por (B.36) e
N 1
>
i=1 V0

Isso conclui a prova do Lema B.2.

(B.45) que

Em posse do Lema B.2 estamos em condicoes de provar do Lema 1.11.

NONAO)

C ol N-1 1 ‘
(20, (x, il)‘Q dx < g/ﬁ)ﬁeﬁ)‘e @ Z l/ ly(z, )| @iD g
i=1 70

1
/ !r x,il) ‘ dx) 5 Zl/ A2|y(z, il)| 2@ g

(B.48)

Demonstracao (do Lema 1.11). Seja <2(Z),r1 , T ,f(l)) a solucao para o problema

(B.3)-(B.7) fornecida no Lema B.2. Definimos em @, por interpolacao linear, as fungoes:

g@@T%:_ﬁ_@+lm%W%ﬂH%T—m%W%@+DU
’ l

70 (g py = — = G DDA (@il + (7 = D (w, (i + 1))

P I

0.7y = Z(T =+ D)7 Y(a, u)l (r — i)y (x, (i + 1)1)

f@@Ty_—w—@+¢mﬂwLuH47—mﬁ%L@+nn
S l

50z, 7) = —(7 — (i + 1))pY(z, ﬂ)l+ (r —il)p\(z, (i + 1)I)

N -1},

Sabemos que para uma funcao 17(“ definida como acima,

para todo 7 € [il, (i + 1){],i ={0,- -,

Y

Y

, (B.49)

)

9

i N-1
/0 |U(l)($ T) | dT_%E%Z{ (z,il))| l—%i_{%; @(l)(x,il)‘ l

Lembrando que 2 (z,0) = 0 e de acordo com (B.19),

) 1 N-1
/ ’5(1)(1’,7)‘ dxdr SC’/
0

hle’ym il) 2’\¢I’l‘ dx
§C/ 0/ ‘yez’\w}2dxd7<oo.
o Jo

De forma analoga provamos que (le))l : (fy)) : (fél)> e (7)), sdo limitadas em L*(Q).
I !
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Mostraremos agora que ( (l)) , (<F§I)> ) , ((fél)) > e (f@) também sao limitadas nesse
T/ 1 T/ 1 l

espaco. Com isso, teremos (2(1))l uma sequéncia limitada em H'(Q) e (fy)) , (fél)> e
! l

(f(l))l sequéncias limitadas em H'(0, Ty; L*(0,1)). Usando (B.49), encontramos, para todo
relfil,(i+1)1,i=1{0,...,N -1},

20z, (i 4+ 1)) — 2O (z,4l)

z = 6D,;20 (x, il).

0z, 1) — 20z, 7 — 8) = 5

Sendo assim,

z(l (1
27(})(1,77_) — hm Z()(fﬂ,T) _Z()<$7T_5>

a0
lim 5 D2V (x,1l).

Uma vez que

N— N-1 N

SO @ i) =3 (DO @i =S DO, i)

1= =0 7=1

—_

0
com a estimativa (B.20) conseguimos a limitagao desejada. O mesmo raciocinio pode ser
usado para as demais sequéncias.

Com base nas informacoes obtidas, existe uma subsequéncia de (E:() rgl),fé),r(l)>l,

que denotaremos da mesma forma, tal que

(20, 70 A F0) = (27T, ) em HY(Qo) x (H(0.To: L2(0,1))". (B.50)
Usando as defini¢oes em (B.49) podemos mostrar as condigoes de fronteira

p00,7) =pP(1,7) + ap”(1,7) =0 sobre (0, Ty), (B.51)
200,7)=291,7) 4 a2 ”(1 7)=0 sobre (0,Tp), (B.52)
fj(.l)(x,O) = fl (x,Th) = sobre (0,1),5 ={1,2}, (B.53)
pO(x,0) = pV(z, Ty) = >(:c 0) = p(z,Ty) =0 sobre (0,1), (B.54)
0(z,0) = 202, Ty) =0 sobre (0, 1). (B.55)

Com o auxilio de técnicas convencionais, conseguimos encontrar que
50z em L*(Qo) (B.56)

e que

7i(2,0) = 7;(x,Tp) =0 sobre (0,1),5 = {1, 2}, (B.57)
p(x,0) =p(z,Tp) =0 sobre (0,1), (B.58)
Z(x,0) = 2(x,Tp) =0 sobre (0, 1), (B.59)

Para garantir que
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pr(x,0) = pr(x,Ty) =0 em (0, 1), (B.60)

levamos em consideracao as convergéncias obtidas e (B.26) para estabelecer que

—pr + g%e—w =0 em (0,1) x (0,Tp). (B.61)
Essa igualdade e (B.57) fornecem (B.60).
Das convergéncias que temos e de (B.27) também segue que
p— %fge_QW =0
Consideremos ¢ € H}(0,Ty; V(0,1)) que satisfaz P*p € L*(Qo) e w(1,7)+ap(1,7) =
0 sobre (0,75). Observemos que

N—-1 1
pP*pdxdr = lim ﬁ(Z)P* drdr = lim lﬁ(l) x, i) Pl o(x,il)dz.
¥ ¥ 1
Qo 1—0 Qo 1—0 — Jo

~

Uma vez que p) & solucdo fraca de (B.1) com P, ([3(“) = —20(2,il)e~2 @) temos
N-1 1
/ OﬁP*gpdxdT = %5%2; /0 1P, (pY) (w,il)p(x, il )da

= _%LI% g 022 pdadr (B.62)
0

= —/ e M odadr.

0
Logo, p é solugao fraca de (1.77) com P(p) = —Ze 2.

De forma semelhante e com o auxilio de (B.10),
/ ZPpdxdr = lim 2O Podrdr
0 =0 QO

=0

N-1 1
—limZ/ 129 (x,il) Po(x, il)dx:
i=1 70

N-1 1
=lim > / lo(z,il) Py (V) (2,il)dx
=1 0

1—0 4
N-1 1

= lim Z / lo(x,il) (—Dgfﬁ” + fél) + Aye* 4 f(l)> (x,il)dz
i=1 70

= }iH& o(x,T) (— (f%l)> - fél) + Aye? + f(l)> (x, T)dzdrT.
—9JQo T

Segue que Z é uma solugao fraca de (1.77) que satisfaz P*(2) = — (1), + 7o + Aye**’ + 7.

Isso completa a prova do lema.
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