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Resumo

Nesta tese estudamos problemas de controle nulo relacionados às equações da onda,

do calor e de Stokes. No primeiro deles, provamos a controlabilidade nula uniforme para

uma equação da onda dissipativa e, em um processo de limite, obtemos a controlabilidade

nula da equação do calor. Para isto, combinamos uma análise espectral dos sistemas

e desigualdades de Carleman. No segundo problema, estamos interessados em garantir

a controlabilidade nula da equação de Stokes sob certas restrições. Mais precisamente,

desejamos levar a solução a zero mantendo-a ortogonal a um determinado espaço de

dimensão �nita.

Palavras-chave: controlabilidade, observabilidade, equação da onda dissipativa, equação

do calor, equação de Stokes.
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Abstract

In this thesis, we study null controllability problems related to the wave, heat, and

Stokes equations. Firstly, we establish uniform null controllability for a dissipative

wave equation, and as a limit, we achieve null controllability for the heat equation.

To accomplish this, we combine a spectral analysis and Carleman inequalities. In the

second problem, our focus is on null controllability for the Stokes equation under certain

constraints. More speci�cally, we aim to drive the solution to zero while maintaining

orthogonality to a given �nite-dimensional space.

Keywords: controllability, observability, dissipative wave equation, heat equation, Stokes

equation.
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Introdução

Algo que podemos perceber no mundo e naquilo que está presente nele é a existência

de inúmeros sistemas atuando constantemente, sejam eles naturais, como os climáticos,

físicos ou biológicos, ou sejam eles não naturais, como os econômicos, de transporte ou

computacionais. Uma coisa interessante e importante em relação a esses sistemas é que

em diversas ocasiões, por necessidade ou vontade, é preciso interferir sobre eles para que

atuem de forma a satisfazer um determinado objetivo ou controlar uma situação.

O próprio corpo humano pode oferecer exemplo desse tipo de processo. Para seu

bom funcionamento, a temperatura deve ser mantida estável. Quando ela aumenta, a

transpiração é acionada. A água liberada pelo corpo, por estar mais fria do que ele,

absorve o calor excedente e ocorre o equilíbrio térmico. A transpiração é, portanto, um

mecanismo de controle da nossa temperatura.

A necessidade ou interesse em ter controle sobre o ambiente em que vivemos e o que

acontece nele, em diferentes escalas e contextos, é muito comum ao ser humano e, em

diversos casos, imperiosa. A pandemia mundial de Covid-19 ocorrida em 2020 é um

forte exemplo de uma situação que exigiu a atuação de controles capazes de reduzir a

disseminação do vírus ou o aumento do número de óbitos. Podemos também citar vários

outros casos em que o homem usa instrumentos de controle: construções de diques e

sangradouros, instalação de termostatos e disjuntores, aplicação de vacinas e insulina,

entre outros.

A Teoria de Controle, que começou a ser formalmente desenvolvida no século XIX,

desempenha o papel de uma importante ferramenta nas mais diversas áreas do conheci-

mento. Uma vez que possamos transcrever situações reais em equações matemáticas, o

12



Introdução 13

estudo dessas formulações pode trazer soluções para problemas, melhorando a e�ciência

dos sistemas envolvidos ou a qualidade de vida das pessoas, por exemplo. Sem grande

rigor, os problemas de controlabilidade lidam com sistemas onde uma das variáveis é o

tempo. Conhecendo o estado inicial desse sistema e de�nindo o que esperamos como

estado �nal, atuamos sobre ele durante o intervalo de tempo (0, T ) fazendo uso de um

controle adequado de forma que a solução tenha em t = 0 o estado inicial dado e atinja

em t = T o estado �nal que escolhemos previamente.

Falar sobre a evolução dessa teoria não é uma tarefa simples. Em 1978, Russell em [32]

comentou sobre a impossibilidade de traçar um esboço completo desse desenvolvimento.

Nesse texto ele citou que as bibliogra�as listadas por Johnsson [15] e Robinson [31] com

artigos escritos até 1971 já abrangiam várias centenas de títulos e que número comparável

tinha surgido nos sete anos posteriores. Em 2003, Fernández-Cara e Zuazua [10], ao

apresentarem a história, as conquistas e as perspectivas do tema, comentaram sobre a

capacidade que a Teoria de Controle tem de fundir ideias e métodos matemáticos para

produzir um novo e importante corpo matemático.

Essa é uma área que continua avançando e se mantém atual e valorizada, visto que

alcançamos um ponto da história em que grande parte dos problemas mais relevantes

são interdisciplinares e a Teoria de Controle, como mencionado anteriormente, tem a

característica de poder ser aplicada em numerosos ramos, tais como engenharia, economia,

ecologia, medicina, física, entre outras. Além disso, os conhecimentos já estabelecidos e

a maior disponibilidade de recursos tecnológicos são propícios para o desenvolvimento da

área.

Em termos matemáticos e de maneira geral, um problema de controle pode ser escrito

como uma equação do tipo

A(y) = f(v) (1)

Nessa notação a variável do sistema é representada por y, que pertence a um espaço

vetorial Y . A variável v é o controle. Ela pode ser escolhida livremente no conjunto dos

controles admissíveis Uad e atua sobre a solução y com o objetivo de fazer com que se

comporte da maneira que determinamos previamente.

Até o presente momento já dispomos de uma vasta e bem consolidada literatura sobre

problemas de controle, tais como [6], [22], [32], [37] e [40]. Claramente, as técnicas e
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resultados dependem das características da equação (1). Podemos, por exemplo, estar

trabalhando com um sistema de dimensão �nita ou in�nita e com equações lineares ou

não. O caso de dimensão �nita está completamente compreendido quando a equação

é linear e muito bem compreendido quando a equação é não linear. As referências [6],

[16], [19], [20] e [34] abordam esses casos. Quando passamos a tratar de sistemas de

dimensão in�nita e de equações não lineares, o progresso é consideravelmente mais lento.

No entanto, ainda assim, a teoria evoluiu expressivamente ao longo das décadas, veja [6],

[22], [39] e [43].

Outro ponto que devemos considerar quando lidamos com controles é que eles podem

ter diferentes classi�cações, a�nal, a depender da situação, talvez não exista um controle

que leve o sistema exatamente no estado �nal que desejamos. Para lidar com algumas

possibilidades, classi�camos os sistemas em exatamente controlável, aproximadamente

controlável, nulamente controlável ou controlável às trajetórias. Sob determinadas

condições, esses tipos de controles podem ser equivalentes. Não nos deteremos em

fazer maiores observações sobre eles, apenas de�niremos aquele que será utilizado nesta

tese: dizemos que um sistema é nulamente controlável quando partindo de qualquer

estado inicial a solução pode ser levada a zero. Mais informações sobre os tipos de

controlabilidade estão disponíveis, por exemplo, em [4], [6] e [25].

Também é relevante mencionar que os interesses relacionados a controles ultrapassam

a questão de garantir a existência de um deles. Devemos lembrar que em muitas ocasiões

as equações matemáticas estão associadas a um problema real e que, portanto, é preciso

saber se o controle obtido é viável e/ou se tem características desejáveis. Por exemplo,

em aplicações na área de engenharia, a estética, segurança e os custos também são fatores

importantes a serem avaliados. A intenção de obter um controle adequado gera uma

conexão entre a Teoria de Controle e a de Otimização, ramo da matemática bastante

vasto e sobre o qual indicamos as leituras [9], [30] e [33]. Em geral, encontrar o que

chamamos de controle ótimo envolve a minimização de um funcional e a veri�cação de

que ele possui certas propriedades. Dentre elas, esperamos que o funcional seja coercivo.

A estratégia comumente utilizada para veri�car se essa propriedade é válida é estabelecer

o que denominamos de desigualdade de observabilidade, o que na maior parte das vezes

não é simples. Uma ferramenta muito útil nesses casos é a desigualdade de Carleman,
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desigualdade normalmente trabalhosa de ser obtida, porém, técnica. Leia mais sobre elas

em [13], [14], [18], [29], [35] e [38].

Feitas essas breves apresentações sobre a Teoria de Controle, voltemos ao tema da

temperatura mencionado no segundo parágrafo. No processo de fundição de metais,

para que eles obtenham a qualidade e propriedades esperadas, a temperatura precisa

ser cuidadosamente controlada. Esse também é o caso em laboratórios que lidam

com determinadas amostras biológicas ou em museus na manutenção e preservação de

obras de arte. Em nossos domicílios, aquecedores ou ares condicionados desempenham

valioso papel na climatização do ambiente, auxiliando no controle da temperatura e

proporcionando maior bem estar. Atualmente, em nível mundial, há uma preocupação

imensa e urgente em controlar a temperatura da Terra, evitando que o planeta entre em

colapso.

Acreditamos que os exemplos acima sejam su�cientes para motivar o estudo do controle

de sistemas associados à equação do calor. Sobre esse assunto dispomos de generosa

bibliogra�a e resultados bem consolidados, como apresentados em [5], [7], [8], [11] e [26].

Algo que podemos citar sobre as equações do calor é que suas soluções dispõem de efeito

regularizante, o que signi�ca que elas pertencem à classe C∞ quando um dado inicial é

contínuo. Isso faz com que não se possa esperar controlabilidade exata. De fato, o estado

�nal não pode ser escolhido arbitrariamente, uma vez que se aplicarmos o controle em

uma pequena parte do domínio, no restante da região a solução será suave. No entanto,

uma vantagem que as equações do calor têm é que as controlabilidade nula, aproximada

e às trajetórias são alcançáveis para um tempo T > 0 qualquer.

Outro tipo de equação clássica sobre o qual dispomos de quantidade considerável de

informação é a equação da onda. Seu estudo, se não apenas pelos propósitos puramente

teóricos, são relevantes devido à sua aplicabilidade. No contexto de comunicações, por

exemplo, elas são utilizadas por rádios, televisões digitais, GPS, telefonia móvel, satélites,

radares, entre outros. Em nossas residências elas estão presentes no micro-ondas, aparelho

que proporciona praticidade ao dia a dia. Além disso, podemos citar o seu uso na medicina,

em exames como raio X e ressonância magnética, e nos tratamentos por radioterapia.

Assim como no caso da equação do calor, os estudos sobre controlabilidade de equações

da onda são abundantes. Propomos como referências os textos [3], [17], [41] e [42]. Em
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contraposição ao que temos para o calor, é possível obter controlabilidade exata para

equações da onda graças à sua reversibilidade no tempo. Contudo, essa controlabilidade

exige que um tempo mínimo transcorra antes que possa ser atingida.

Com essas informações postas, introduzimos o primeiro problema tratado nesta tese.

No Capítulo 1, nosso propósito é estudar o controle desses dois tipos de equações

concomitantemente. De maneira mais precisa, desejamos, a partir da controlabilidade

nula da equação da onda unidimensional

εutt − uxx + ut = h1ω, (2)

garantir, em um processo de limite quando ε→ 0, a controlabilidade nula da equação do

calor

ut − uxx = h1ω. (3)

Destacamos que em (2) e (3), u representa a solução, ou estado, dos sistemas, e h o

controle. A motivação e inspiração para tratar esse problema vêm dos artigos [23] e [24].

Em nosso trabalho substituímos a condição de fronteira de Dirichlet, presente em [24],

por uma condição de Robin no extremo superior do intervalo espacial (0, 1):

εux(1, t) + au(1, t) = 0 em (0, T ), (4)

com a sendo uma constante positiva.

Iniciamos o Capítulo 1 apresentando os detalhes do problema e como iremos abordá-lo.

Resumidamente, o método consiste em dividir o intervalo de tempo em três subintervalos e

tratar o sistema de forma conveniente em cada um deles. Nos dois primeiros subintervalos

estamos especialmente interessados em controlar as partes parabólica e hiperbólica da

solução. Para esse propósito, precisamos fazer uma análise espectral e escrever a solução

em série de Fourier. Tal análise apresenta di�culdades geradas pela mudança na condição

de fronteira, exigindo a veri�cação cuidadosa de diversos casos. Na Seção 1.1 estudamos

aquele que fornece autovalores e entrelaçamos os dois tipos de equação, uma vez que

obtemos as autofunções da equação da onda a partir das autofunções relacionadas ao

calor. O controle das partes parabólica e hiperbólica, veri�cados, respectivamente, para

o primeiro e o segundo subintervalos, é examinado na Seção 1.2.

Para garantir a controlabilidade no terceiro e último intervalo de tempo necessitamos

de uma desigualdade de observabilidade. O processo para encontrá-la é mostrado na

Seção 1.3 e consiste em, primeiramente, conseguir uma desigualdade de Carleman. Aqui
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também surgem di�culdades decorrentes da mudança na condição de fronteira, sendo

necessário fazer escolhas bastante assertivas para que possamos estabelecer a estimativa

de Carleman. Após obtê-la, combinamos com desigualdades de energia e conseguimos a

observabilidade. Na Seção 1.4 esse resultado é aplicado e provamos a controlabilidade no

terceiro intervalo. Finalmente, na Seção 1.5 reunimos o que foi obtido nas anteriores e

demonstramos nosso principal teorema.

No segundo capítulo temos uma nova questão de interesse. Nele passamos a estudar

as equações de Stokes, que descrevem o escoamento de substâncias �uídas. Veja mais

detalhes em [2], [28] e [36]. Sendo T > 0, avaliaremos o sistema
yt −∆y +∇p = g1ω em Q = Ω× (0, T ),

div y = 0 em Q,

em que y é o estado, p é a pressão do �uido e g é o controle. Além disso, Ω e ω são conjuntos

abertos, não vazios e limitados de RN , ω ⊂ Ω e N = 2, 3. Inspirados por Mophou [27],

nosso desejo é obter a controlabilidade nula do sistema, mas de forma que o estado atenda

a algumas restrições. Mais precisamente, desejamos que a projeção ortogonal do estado

y sobre um determinado espaço de dimensão �nita seja nula.

O método utilizado, proposto em [27], se baseia em substituir o problema de controle

do sistema com restrição no estado por um problema equivalente com um sistema que

apresenta restrições no controle. É importante observar que o fato de termos substituído

a equação em [27] por uma de Stokes, requer de nós que identi�quemos quais condições

devemos impor sobre as funções geradoras do espaço de dimensão �nita para que o

nosso objetivo possa ser alcançado. Assim como foi necessário para o problema anterior,

aqui também precisaremos de uma desigualdade de Carleman. Após concluirmos a

controlabilidade desejada, encerrados o capítulo estabelecendo algum tipo de unicidade

para o controle encontrado.

Para �nalizar a tese, incluímos dois apêndices. No primeiro deles apresentamos os

diversos casos que precisam ser analisados no estudo do espectro feito na Seção 1.1. No

Apêndice B provamos um resultado de minimização e regularidade que se faz necessário

na busca da desigualdade de Carleman da Seção 1.3.



Capı́tulo 1
Equação do calor como limite da equação da

onda

Seja l1 < l2 e ω = (l1, l2) um subintervalo aberto não vazio de (0, 1). Neste trabalho

estudaremos propriedades de controlabilidade e limite assintótico para o sistema

εutt − uxx + ut = h1ω em Q := (0, 1)× (0, T ),

u(0, t) = 0 em (0, T ),

ux(1) + au(1) = 0 em (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em (0, 1),

(1.1)

no qual ε ∈ (0, 1), a > 0 e (u0, u1) são dados iniciais em um espaço adequado. Aqui 1ω

representa a função característica do aberto ω e h é um controle em L2(Q).

Considere o espaço

V (0, 1) =
{
v ∈ H1(0, 1)| v(0) = 0

}
com a norma

∥u∥2V (0,1) = ∥ux∥2L2(0,1) + a|u(1)|2. (1.2)

Para dados iniciais u0 ∈ V (0, 1) e u1 ∈ L2(0, 1), o sistema (1.1) tem única solução na

classe C([0, T ];L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;V (0, 1)).

Formalmente, quando fazemos ε→ 0, o sistema (1.1) converge para

18
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

ut − uxx = h1ω em (0, 1)× (0, T ),

u(0) = 0 em (0, T ),

ux(1) + au(1) = 0 em (0, T ),

u(0) = u0 em (0, 1).

(1.3)

É sabido que, para cada ε > 0, o sistema (1.1) é controlável a zero para um tempo

su�cientemente grande. Também, o sistema (1.3) é controlável em qualquer tempo T > 0.

Neste capítulo, iremos provar que a controlabilidade nula do sistema (1.3) pode ser

obtida como processo limite da controlabilidade nula do sistema (1.1). Mais precisamente,

mostraremos que é possível construir, para cada ε > 0, um controle hε que leva a solução

de (1.1) a zero. Garantiremos ainda que (hε)ε converge, em um sentido apropriado, para

um controle nulo h de (1.3). Enunciamos abaixo o principal resultado deste capítulo.

Teorema 1.1 Dado T > 0, existem T0 > 0 e ε0 = ε0(T ) > 0, com ε0 satisfazendo

T >
√
ε0 T0 e tal que para todo ε ∈ (0, ε0) a solução uε do sistema (1.1) satisfaz

uε(T ) = (uε)t(T ) = 0.

Além disso, existe uma constante C = C(T ), independente de ε, que faz com que seja

verdadeira a seguinte estimativa para o controle hε:

∥hε∥L2(ω×(0,T )) ≤ C(T )
∥∥(u0,√εu1)∥∥

V (0,1)×L2(0,1)
.

Também, existe subsequência de (hε)ε, denotada da mesma forma, tal que

hε → h fracamente em L2(ω × (0, T )), quando ε→ 0 (1.4)

e h é um controle nulo para a equação do calor (1.3).

Para provar o Teorema 1.1, usaremos a ideia de López, Zhang e Zuazua em [23], que

consiste em dividir em três partes o intervalo [0, T ] = [0, T/3] ∪ [T/3, 2T/3] ∪ [2T/3, T ]

e tratar o problema de forma conveniente em cada uma delas. Mais precisamente, no

primeiro subintervalo controlamos as projeções parabólicas da solução. No segundo

subintervalo, deixamos o sistema evoluir livremente, ou seja, sem a in�uência de um

controle, e nos concentramos na parte hiperbólica da solução, obtendo sua taxa de
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decaimento. Por �m, no último subintervalo voltamos a atuar sobre o sistema de modo

a levar todo o estado a zero. Com esse processo construímos um controle que garante

a controlabilidade nula no tempo T . Além disso, essa partição do intervalo é o que nos

permite manter a noma do controle limitada.

Para dividir o sistema em suas partes parabólica e hiperbólica precisamos de uma base

adequada para o espaço no qual trabalharemos. Conseguí-la é a meta da próxima seção.

1.1 Espectro do sistema

Como dito antes, formalmente o sistema (1.1) tende ao sistema (1.3), quando ε → 0.

Nesta etapa estudaremos os espectros dos dois sistemas, estabelecendo uma relação entre

eles. Isso é feito encontrando as autofunções do operador associado à equação da onda a

partir das autofunções do operador associado à equação do calor.

Iniciamos apresentando o sistema adjunto referente a (1.3):

−φt − φxx = 0 em (0, 1)× (0, T ),

φ(0) = 0 em (0, T ),

φx(1) + aφ(1) = 0 em (0, T ),

φ(T ) = φ0 em (0, 1),

(1.5)

com φ0 ∈ L2(0, 1).

Seja A : D(A) ⊂ L2(0, 1) → L2(0, 1) o operador

A = −∂2x,
com

D(A) = {z ∈ V (0, 1) ∩H2(0, 1)| az(1) = −zx(1)}.

O sistema (1.5) é equivalente a  Φt = AΦ,

Φ(T ) = Φ0 = φ0.

Para encontrar os autovalores β de A, consideramos o problema:
wxx(x) + βw(x) = 0 em (0, 1),

w(0) = wx(1) + aw(1) = 0,
(1.6)
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cuja equação característica é dada por

r2 + β = 0 ⇔ r = ±
√
−β.

Essa equação exige a análise de diferentes casos. Os detalhes estão apresentados no

Apêndice A. Aqui estudaremos apenas aquele que fornece autovalores, a saber, quando

−β < 0. Disso temos r = ±i
√
β e a solução geral de (1.6) é

w(x) = c1 cos
√
βx+ c2 sen

√
βx, c1, c2 ∈ C.

Usando as condições de fronteira, vemos que
c1 = 0

e

c2

(√
β cos

√
β + a sen

√
β
)
= 0.

Se c2 = 0, então w ≡ 0 e não temos autovalores. Assim, devemos ter c2 ̸= 0 e buscaremos

β tal que √
β cos

√
β + a sen

√
β = 0. (1.7)

Como a > 0, a igualdade (1.7) nos diz que
√
β ̸= π/2 + kπ e, portanto,

tg
√
β = −

√
β

a
. (1.8)

Com o intuito de analisar as soluções da equação (1.8), consideremos, inicialmente, as

funções f e g dadas por

f(z) = tg z e g(z) = −1

a
z.

Notemos que elas se intersectam em cada intervalo Ik = ((2k − 1)π/2, kπ), k ∈ N.

Figura 1.1: Comportamento das funções f e g.

Utilizamos essas informações para estudar as interseções que ocorrem entre as funções
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F (β) = f(z(β)) = tg
√
β e G(β) = g(z(β)) = −

√
β

a
.

O esboço do grá�co das duas é apresentado abaixo.

Figura 1.2: Comportamento das funções F e G.

Notemos que

(2k − 1)π

2
<
√
β < kπ ⇔ (2k − 1)2π2

4
< β < k2π2.

Dessa forma, temos uma raiz βk em cada um dos intervalos Jk = ((2k − 1)2π2/4, k2π2),

com k ∈ N. Além disso,

0 < β1 < β2 < · · · < βk < · · · ,

com βk → +∞, quando k → +∞.

Seja wk a autofunção associada ao autovalor βk de modo que a sequência {wk}k
constitui uma base ortonormal de L2(0, 1). No que segue, usaremos essa base e os

autovalores associados para encontrar informações sobre o sistema (1.1) quando h ≡ 0,

isto é, 

εutt − uxx + ut = 0 em (0, 1)× (0, T ),

u(0) = 0 em (0, T ),

ux(1) + au(1) = 0 em (0, T ),

u(0) = u0, ut(0) = u1 em (0, 1).

(1.9)

A solução u de (1.9) se escreve como
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u(x, t) =
∞∑
k=1

yk(t)wk(x),

permitindo obter, por substituição em (1.9),
∞∑
k=1

[ε(yk)tt(t) + βkyk(t) + (yk)t(t)]wk(x) = 0,

de onde, para cada k ∈ N,

ε(yk)tt(t) + βkyk(t) + (yk)t(t) = 0. (1.10)

A equação característica associada,

εσ2
k + σk + βk = 0,

tem raízes não nulas

σεk+ =
−1 +

√
1− 4εβk
2ε

e σεk− =
−1−

√
1− 4εβk
2ε

.

Também temos que a solução geral de (1.10) é dada por

yk(t) = c1ke
σk+t + c2ke

σk−t, (1.11)

se βk ̸= 1/4ε, e por

yk(t) = c1ke
σk+t + c2kte

σk−t,

se βk = 1/4ε. As raízes σεk± são reais quando βk ≤ 1/4ε e têm parte complexa não

trivial sempre que βk > 1/4ε. Elas são chamadas de autovalores parabólicos quando são

reais e de autovalores hiperbólicos quando são complexas. Observe que esses autovalores

dependem daqueles fornecidos pelo sistema (1.6). Além disso,

lim
ε→0

σεk+ = −βk,

o que mostra que, quando ε → 0, os autovalores σεk+ convergem para −βk, autovalor do

operador da equação do calor (1.3).

No que faremos a seguir, dotamos o espaço de energia

E = V (0, 1)× L2(0, 1)

com a norma

∥(u, v)∥2E = ∥u∥2V (0,1) + ε ∥v∥2L2(0,1) . (1.12)

Para deixar explícita a relação com a constante ε, denotaremos por Eε o espaço E com a

norma (1.12). Desse modo,

∥·∥Eε := ∥·∥E .
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A energia Eε do sistema (1.1) é dada por

Eε(t)=
1

2

∫ 1

0

(
|ux(x, t)|2 + ε|ut(x, t)|2

)
dx+

a

2
|u(1, t)|2

=
1

2
∥(u(t), ut(t))∥2Eε .

(1.13)

Não é difícil ver que

dEε(t)
dt

= −
∫ 1

0

|ut(x, t)|2dx < 0,

isto é, a energia é decrescente.

Introduzimos agora alguns subespaços de Eε. Para cada n ∈ N, seja

Eε
n = {U = (u, v) ∈ Eε|u, v ∈ span{wk, 1 ≤ k ≤ n}} .

Como os autovalores σεk± são reais sempre que 1/4ε ≥ βk e a sequência {βk}k tende

ao in�nito, quando k → +∞, existe k(ε) tal que 1/4ε ≥ βk(ε). Em outras palavras,

1

4βk(ε)+1

< ε ≤ 1

4βk(ε)
.

Em particular, k(ε) é a quantidade de autovalores σεk± parabólicos. De�nimos

Eε
p = {U = (u, v) ∈ Eε|u, v ∈ span{wk, 1 ≤ k ≤ k(ε)}} ,

o subespaço de dimensão �nita gerado pelos autovalores parabólicos.

OBSERVAÇÃO 1.2 Notemos que, quando ε→ 0, temos Eε
p → Eε.

Também de�nimos

Eε
h = {U = (u, v) ∈ Eε|u, v ∈ span{wk, k ≥ k(ε) + 1}} ,

o subespaço de dimensão in�nita gerado pelas autofunções hiperbólicas.

Por �m, consideramos (Eε)
′
= L2(0, 1)× V

′
(0, 1), o espaço dual de Eε, dotado com a

norma

∥(u, v)∥2(Eε)′ = ε ∥u∥2L2(0,1) + ∥v∥2V ′ (0,1) . (1.14)

Denotamos por (Eε
n)

′
, (Eε

p)
′
e (Eε

h)
′
os espaços duais de Eε

n, E
ε
p e E

ε
h, respectivamente.
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1.2 Alguns resultados auxiliares

Nesta seção estabeleceremos resultados necessários no estudo do sistema (1.1) nos

dois primeiros intervalos de tempo [0, T/3] e [T/3, 2T/3]. A controlabilidade no terceiro

intervalo, [2T/3, T ], exige maior esforço. Por esse motivo, trataremos dele separadamente.

1.2.1 Projeções parabólicas

No primeiro subintervalo de [0, T ] consideramos o sistema (1.1) com um controle

atuando sobre ele. Para garantir sua controlabilidade precisamos do resultado a seguir.

Teorema 1.3 Seja l1 < l2 e ω = (l1, l2) um subintervalo aberto não vazio de (0, 1).

Então, existem constantes positivas ε(ω) e C(ω) tais que para todo 0 < ε < ε(ω), todo

T > C(ω)
√
ε e qualquer (u0, u1) ∈ Eε existe um controle hε ∈ L2(ω × (0, T )) tal que a

solução de (1.1) satisfaz

πεp (uε(T ), (uε)t(T )) = 0, (1.15)

com πεp sendo a projeção ortogonal sobre Eε
p. Além disso, existe uma constante C > 0,

dependendo de T , mas independente de ε ∈ (0,min(ε(ω), T 2/C2(ω))) tal que

∥hε∥L2((0,1)×(0,T )) ≤ C∥(u0, u1)∥Eε , ∀ (u0, u1) ∈ Eε. (1.16)

A demonstração pode ser feita seguindo a prova do Teorema 3.1 em [23]. Observamos

que para provar o Teorema 3.1 é utilizada a Fórmula de Weyl, que permanece válida para

o nosso caso. Aqui nos restringimos a apresentar o seguinte resultado, também necessário

para a demonstração do Teorema 1.3.

Proposição 1.4 Seja uε uma solução de (1.9) com dado inicial (u0, u1) ∈ V (0, 1) ×

L2(0, 1) tal que

πεpu
0 = πεpu

1 = 0. (1.17)

Então, para todo t > 0,

πεpuε(t) = 0. (1.18)
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Demonstração. Consideremos

uε(x, t) =
∑
k≥1

yεk(t)wk(x).

Notemos que, por uε satisfazer a equação sem controle em (1.9), é válido∑
k≥1

[ε(yεk)tt(t) + βky
ε
k(t) + (yεk)t(t)]wk(x) = 0,

donde yεk(t) é solução de

ε(yεk)tt(t) + βky
ε
k(t) + (yεk)t(t) = 0.

Além disso, escrevendo

u0(x) =
∑
k≥1

akwk(x) e u1(x) =
∑
k≥1

bkwk(x)

e lembrando que u0(x) = uε(x, 0) e u1(x) = (uε)t(x, 0), vemos que

yεk(0) = ak e (yεk)t(0) = bk.

De acordo com a hipótese sobre os dados, ak = bk = 0 para todo k ≤ k(ε). Temos,

portanto, para cada k ≤ k(ε), o sistema
ε(yεk)tt − βky

ε
k(t) + (yεk)t(t) = 0,

yεk(0) = 0, (yεk)t(0) = 0,

cuja única solução é yεk(t) ≡ 0. Logo,

πεpuε(x, t) =
∑
k≤k(ε)

yεk(t)wk(x) = 0,

o que prova o resultado. ■

1.2.2 Projeções hiperbólicas

Utilizando a escrita de u, u0 e u1 na base de autofunções, podemos estabelecer

uε(x, t) =
∑
k≥1

[
akσ

ε
k− − bk

σεk− − σεk+
eσ

ε
k+t +

bk − akσ
ε
k+

σεk− − σεk+
eσ

ε
k−t

]
wk(x). (1.19)

A igualdade acima é válida se ε ̸= 1/4βk, quando yk(t) será dada por (1.11). O caso em

que ε = 1/4βk gera pequenas mudanças nas escrita de uε(x, t), as quais não provocam

alterações substanciais no que será feito neste trabalho. Por esse motivo, consideraremos

a partir deste momento que ε ̸= 1/4βk e que uε(x, t) pode ser tomada como em (1.19).
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De acordo com o Teorema 1.3, podemos controlar o sistema (1.1) no intervalo

[0, T/3] de forma que πεp(uε1(T/3), (uε1)t(T/3)) = 0. Suponhamos agora que no intervalo

[T/3, 2T/3] consideramos (1.1) livre de controle e com dados iniciais (u0ε2, u
1
ε2) =

(uε1(T/3), (uε1)t(T/3)). O resultado a seguir fornece uma estimativa para a solução do

sistema em termos desses dados. A demonstração é feita usando as ideias em [23].

Teorema 1.5 Seja u uma solução de (1.9) com dado inicial (u0, u1) ∈ Eε
h. Então

∥(u(t), ut(t))∥Eε ≤ 23/2e−t/4ε∥(u0, u1)∥Eε . (1.20)

Demonstração. Sabemos que o espaço Eε
h é gerado pelas autofunções associadas aos

autovalores hiperbólicos

σεj± =
−1±

√
1− 4εβj

2ε
= − 1

2ε
± iρεj , j ≥ k(ε) + 1,

em que ρεj é dado por

ρεj =

√
4εβj − 1

2ε
> 0.

Da ortonormalidade da base, segue que

∥u(t)∥2V (0,1) =
∑
j≥1

βj
∣∣C1je

σε
j+t + C2je

σε
j−t
∣∣2 ,

com C1j = (ajσ
ε
j− − bj)/(σ

ε
j− − σεj+) e C2j = (bj − ajσ

ε
j+)/(σ

ε
j− − σεj+). O fato de (u0, u1)

pertencer a Eε
h nos diz que C1j = C2j = 0, para todo j < k(ε) + 1. Sendo assim,

∥u(t)∥2V (0,1) =
∑

j≥k(ε)+1

βj

∣∣∣∣ajσεj− − bj

σεj− − σεj+
eσ

ε
j+t +

bj − ajσ
ε
j+

σεj− − σεj+
eσ

ε
j−t

∣∣∣∣2

=
∑

j≥k(ε)+1

βj

∣∣∣∣∣aj σεj−eσ
ε
j+t − σεj+e

σε
j−t

σεj− − σεj+
+ bj

eσ
ε
j−t − eσ

ε
j+t

σεj− − σεj+

∣∣∣∣∣
2

.

(1.21)

Mantendo em mente que, por cálculos diretos,

σεj−e
σε
j+t − σεj+e

σε
j−t = −ie−t/2ε

(
1

ε
sen ρεjt+ 2ρεj cos ρ

ε
jt

)
,

eσ
ε
j−t − eσ

ε
j+t = −2ie−t/2ε sen ρεjt,

σεj− − σεj+ = −2iρεj ,

(1.22)

a igualdade em (1.21) fornece
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∥u(t)∥2V (0,1)

=
∑

j≥k(ε)+1

βj

∣∣∣∣∣∣∣aj
e
−t/2ε

(
σεj−e

iρεj t − σεj+e
−iρεj t

)
−2iρεj

+ bj
e
−t/2ε

(
e−iρ

ε
j t − eiρ

ε
j t
)

−2iρεj

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤ e−t/ε
∑

j≥k(ε)+1

βj

2
(
ρεj
)2
(∣∣∣∣−iaj (1

ε
sen ρεjt+ 2ρεj cos ρ

ε
jt

)∣∣∣∣2 + ∣∣−2ibj sen ρ
ε
jt
∣∣2)

≤ e−t/ε
∑

j≥k(ε)+1

βj

(
a2j

(∣∣∣∣sen ρεjtερεj

∣∣∣∣2 + 4 cos2 ρεjt

)
+ 2b2j

∣∣∣∣sen ρεjtρεj

∣∣∣∣2
)
.

(1.23)

Uma vez que |(sen θ)/θ| ≤ 1, para todo θ > 0, tomando θ = ρεjt,

sen2 ρεjt(
ρεj
)2
t2

≤ 1 ⇔
sen2ρεjt(
ρεj
)2 ≤ t2.

Disto, segue que

βja
2
j

(∣∣∣∣sen ρεjερεj

∣∣∣∣2 + 4 cos2 ρεjt

)
≤ 2βja

2
j

(
t2

2ε2
+ 2

)
. (1.24)

Agora consideremos a função decrescente f(θ) = 2θ/(2θ − 1). No caso de termos

2εβj > 1 e sendo f descrescente, vem que

βj

∣∣∣∣sen ρεjt√
ερεj

∣∣∣∣2 ≤ βj

ε
(
ρεj
)2 =

4εβj
4εβj − 1

< f(1) = 2. (1.25)

Se 2εβj ≤ 1,

βj

∣∣∣∣sen ρεjtρεjt

∣∣∣∣2 t2 ≤ βjt
2 ≤ t2

2ε
.

Portanto,

2b2jεβj

∣∣∣∣sen ρεjt√
ερεj

∣∣∣∣2 ≤ 2b2jε

(
t2

2ε
+ 2

)
. (1.26)

Substituindo (1.24) e (1.26) em (1.23),

∥u(t)∥2V (0,1) ≤ e−t/ε
∑

j≥k(ε)+1

(
2βja

2
j

(
t2

2ε2
+ 2

)
+ 2b2jε

(
t2

2ε2
+ 2

))

= 2

(
t2

2ε2
+ 2

)
e−t/ε

∑
j≥k(ε)+1

(
βja

2
j + εb2j

)
.

Observando que a função m(t) = (t2/2ε2 + 2)e−t/2ε é não crescente,
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(
t2

2ε2
+ 2

)
e−t/2ε ≤ m(0) ⇔

(
t2

2ε2
+ 2

)
e−t/ε ≤ 2e−t/2ε. (1.27)

Concluímos, dessa forma, que

∥u(t)∥2V (0,1) ≤ 4e−t/2ε
∑

j≤k(ε)+1

(
βja

2
j + εb2j

)
. (1.28)

Para obter uma limitação para a norma de ut(t) em L2(0, 1), começamos estabelecendo

ut(x, t) =
∑

j≥k(ε)+1

[
σεj+

ajσ
ε
j− − bj

σεj− − σεj+
eσ

ε
j+t + σεj−

bj − ajσ
ε
j+

σεj− − σεj+
eσ

ε
j−t

]
wj(x)

=
∑

j≥k(ε)+1

[
ajσ

ε
j+σ

ε
j−
eσ

ε
j+t − eσ

ε
j−t

σεj− − σεj+
+ bj

σεj−e
σε
j−t − σεj+e

σε
j+t

σεj− − σεj+

]
wj(x).

Acrescentamos a (1.22) as igualdades
σεj+σ

ε
j− =

βj
ε
,

σεj−e
σε
j−t − σεj+e

σε
j+t = ie−t/2ε

(
1

ε
sen ρεjt− 2ρεj cos ρ

ε
jt

)
.

(1.29)

Assim, podemos escrever

∥ut(t)∥2L2(0,1)

=
∑

j≥k(ε)+1

[
aj
βj
ε

(
e−t/2ε

(
e−iρ

ε
j t − eiρ

ε
j t
)

2iρεj

)
+ bj

e−t/2ε
(
σεj−e

−iρεj t − σεj+e
iρεj t
)

−2ρεj

]2

= e−t/ε
∑

j≥k(ε)+1

aj βjε
(
2i sen ρεjt

2iρεj

)
+ bj

(
1

ε
sen ρεjt− 2ρεj cos ρ

ε
jt

)
−2ρεj


2

≤ 2e−t/ε
∑

j≥k(ε)+1

[
a2j
β2
j

ε2

∣∣∣∣ sen ρεjtρεj

∣∣∣∣2 + b2j

∣∣∣∣sen ρεjt2ερεj
− cos ρεjt

∣∣∣∣2
]

≤ 2e−t/ε
∑

j≥k(ε)+1

[
a2j
β2
j

ε2

∣∣∣∣ sen ρεjtρεj

∣∣∣∣2 + 2b2j

(
sen2 ρεjt

4ε2
(
ρεj
)2 + cos2 ρεjt

)]

e com isso temos

∥ut(t)∥2L2(0,1) ≤ 2e−t/ε
∑

j≥k(ε)+1

[
2
a2jβj

ε
+ b2j

(
t2

2ε2
+ 2

)]
(1.30)
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≤ 2

(
t2

2ε2
+ 2

)
e−t/ε

∑
j≥k(ε)+1

[
a2jβj

ε
+ b2j

]

≤ 4e−t/2ε
∑

j≥k(ε)+1

[
a2jβj

ε
+ b2j

]
,

onde usamos as estimativas (1.25) e (1.27). Segue de (1.28) e (1.30) que

∥(u(t), ut(t))∥2Eε = ∥u(t)∥2V (0,1) + ε ∥ut(t)∥2L2(0,1)

≤ 4e−t/2ε
∑

j≥k(ε)+1

(
βja

2
j + εb2j

)
+ 4εe−t/2ε

∑
j≥k(ε)+1

[
a2jβj

ε
+ b2j

]

= 8e−t/2ε

 ∑
j≥k(ε)+1

βja
2
j + ε

∑
j≥k(ε)+1

b2j


= 8e−t/2ε

∥∥(u0, u1)∥∥2
Eε ,

como queríamos provar. ■

1.3 Desigualdades de Carleman

Obter resultados relevantes para o terceiro intervalo, [2T/3, T ], exige de nós um pouco

mais de esforço em comparação com os outros intervalos. O caminho que precisamos

trilhar passa por uma desigualdade de observabilidade. Consideremos o sistema adjunto

a (1.1): 

εvtt − vxx − vt = 0 em (0, 1)× (0, T ),

v(0) = 0 em (0, T ),

vx(1) + av(1) = 0 em (0, T ),

v(T ) = v0, vt(T ) = v1 em (0, 1),

(1.31)

com (v0, v1) ∈ L2(0, 1) × V
′
(0, 1). Para obter a observabilidade que precisamos, faremos

uso de uma desigualdade de Carleman. Nesta seção desenvolvemos um processo que

consiste em promover adaptações de uma desigualdade de Carleman inicial de maneira a

obter uma que seja adequada ao nosso propósito, como foi feito em [1]. Antes, contudo,

inspirados na Seção 5 de [23], fazemos uma mudança de variável.
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Seja τ : [0, T ] → [0, T/
√
ε] a mudança de variável dada por τ(t) = (T − t)/

√
ε. Para

y de�nida por

y(x, τ) = y (x, τ(t)) = v
(
x, T −

√
ετ(t)

)
= v(x, t),

temos que (1.31) é equivalente a

yττ − yxx + κyτ = 0 em (0, 1)× (0, T̂ ),

y(0) = 0 em (0, T̂ ),

yx(1) + ay(1) = 0 em (0, T̂ ),

y(0) = y0, yτ (0) = y1 em (0, 1),

(1.32)

em que κ = 1/
√
ε, T̂ = T/

√
ε e y1(x) = −

√
εv1(x).

Seja P o operador diferencial

P = ∂ττ − ∂xx + κ∂τ . (1.33)

Para x1 < 0, x2 > 1, α ≥ 1 e β ∈ (0, 1), de�nimos o peso

µκ(x, τ) = αρ(x)− β

(
τ − T̂

2

)2

+Mκ, (1.34)

com Mκ > 0 uma constante escolhida de forma que µκ ≥ 1 e ρ é uma função positiva de

classe C2([0, 1]) que satisfaz

ρ(x) =


(x− x1)

2 para x ∈ [0, l1 + η],

(x− x2)
2 para x ∈ [l2 − η, 1],

(1.35)

com 0 < η < (l2− l1)/2 uma constante que será estipulada posteriormente. Com o intuito

de facilitar a notação, denotaremos µκ apenas por µ e Mκ por M . Dado s > 0 de�nimos

também a função

ψ(x, τ) = esµ(x,τ). (1.36)

Para a desigualdade de observabilidade que queremos é importante que T̂ > 2R1, com

R1 = maxx∈[0,1]
√

2αρ(x). Isso nos permite escolher β ∈ (0, 1) tal que√
βT̂ ≥ 2 max

x∈[0,1]

√
2αρ(x),

ou, equivalentemente,

T̂ ≥ 2√
β
R1. (1.37)

Nas desigualdades de Carleman que faremos a seguir tomaremos T̂ igual a
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T0 =
2√
β
R1. (1.38)

Isso será o bastante para o objetivo que temos. Uma vez que T̂ ≥ T0, necessitamos que

κ seja su�cientemente grande. Para cada κ desses, o sistema (1.32) tem uma solução

correspondente no intervalo [0, T̂ ]. Nas desigualdades de Carleman que conseguiremos, a

variável temporal dessa solução estará restrita ao intervalo [0, T0]. Nelas consideramos

α ≥ max{1, 9R2}, R2 = max
x∈[0,1]

ρ(x), x2 ≥ 2. (1.39)

1.3.1 Desigualdade de Carleman com observação na fronteira

A desigualdade de Carleman que provaremos agora é a primeira no processo que

citamos acima. Aqui x varia no intervalo [0, l1 + η]. Logo, o peso é

µ(x, τ) = α(x− x1)
2 − β

(
τ − T0

2

)2

+M. (1.40)

Para simpli�car a notação, faremos

L1 := l1 + η.

Teorema 1.6 Suponhamos que y pertencente a L2(0, T0;V (0, L1)) ∩H1(0, T0;L
2(0, L1))

satisfaz

y(·, 0) = y(·, T0) = yτ (·, 0) = yτ (·, T0) = 0 em (0, L1), (1.41)

yx(L1, ·) + ay(L1, ·) = 0 em (0, T0) (1.42)

e que P (y) := yττ − yxx + κyτ ∈ L2(0, T0;L
2(0, L1)). Então existem κ0, s0, λ0 ∈ R+ tais

que, para todo κ ∈ R com |κ| ≥ κ0 ≥ 1, s ≥ s0 ≥ 1 e λκs ≥ λ0max{|κ|, s} ≥ 1, é válido

que

λκss

∫ T0

0

∫ L1

0

e2λκsψψ
(
|yx|2 + |yτ |2

)
dxdτ + λ3κss

3

∫ T0

0

∫ L1

0

e2λκsψ|ψ|3|y|2dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ L1

0

∣∣eλκsψP (y)∣∣2 dxdτ
+C|κ|λ3κss3

∫ T0

0

e2λκsψ(L1,τ)|ψ(L1, τ)|3|y(L1, τ)|2dτ

+Cλκss

∫ T0

0

e2λκsψ(L1,τ)ψ(L1, τ)
(
|yx(L1, τ)|2 + |yτ (L1, τ)|2

)
dτ.

(1.43)
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Demonstração. Nos cálculos seguintes, obtemos (1.43) considerando y uma função

de classe C∞([0, T0] × Ω). O resultado tal qual apresentado no enunciado é obtido por

argumento de densidade.

Seja z = eλψy e Pψ(z) = eλψP (e−λψz) ou, equivalentemente, Pψ(z) = eλψP (y). Será

útil sabermos que 
µx = 2α(x− x1), µxx = 2α,

µτ = −2β

(
τ − T0

2

)
, µττ = −2β

(1.44)

e, para j ∈ {x, τ},

ψj = sµjψ,

ψjj = (sµjj + s2|µj|2)ψ,

zj = eλψ (λψjy + yj),(
e−λψz

)
j
= e−λψ (−λsµjψz + zj),(

e−λψz
)
jj
= e−λψ (λ2s2|µj|2|ψ|2z − 2λsµjψzj − λsµjjψz − λs2|µj|2ψz + zjj).

(1.45)

Usando algumas dessas informações podemos estabelecer que

Pψ(z) = zττ − zxx + λ2s2(|µτ |2 − |µx|2)|ψ|2z − λs2(|µτ |2 − |µx|2)ψz

− λs(µττ − µxx + κµτ )ψz + (−2λsµτψ + κ)zτ + 2λsµxψzx,

ou seja, fazendo F (µ) = |µτ |2 − |µx|2,

Pψ(z) = P1(z) + P2(z) (1.46)

com 
P1(z) = zττ − zxx + λ2s2F (µ)|ψ|2z − λs2F (µ)ψz − λsP (µ)ψz,

P2(z) = (−2λsµτψ + κ)zτ + 2λsµxψzx.
(1.47)

Com base em (1.46),∫ T0

0

∫ L1

0

|Pψ(z)|2 dxdτ

=

∫ T0

0

∫ L1

0

(
|P1(z)|2 + |P2(z)|2

)
dxdτ + 2

∫ T0

0

∫ L1

0

P1(z)P2(z)dxdτ

(1.48)
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≥ 2

∫ T0

0

∫ L1

0

P1(z)P2(z)dxdτ.

Vamos agora buscar uma estimativa inferior para a integral∫ T0

0

∫ L1

0

P1(z)P2(z)dxdτ.

Cálculo do produto interno entre P1(z) e P2(z) em L2 ((0, L1)× (0, T0)). Denota-

remos por Ii,j a integral do produto interno entre o i-ésimo termo de P1(z) e o j-ésimo de

P2(z). Dessa forma,

(P1(z), P2(z))L2((0,L1)×(0,T0))
=

i=5,j=2∑
i,j=1

Ii,j.

Para melhor �uidez da leitura, apresentaremos aqui apenas os resultados obtidos.

Integrando por partes, temos

I1,1 = λs

∫ T0

0

∫ L1

0

(µτψ)τ |zτ |2dxdτ +
1

2

∫ L1

0

(−2sλµτψ + κ)|zτ |2dx
∣∣∣∣τ=T0
τ=0

,

I1,2 = −2λs

∫ T0

0

∫ L1

0

(µxψ)τzxzτdxdτ + λs

∫ T0

0

∫ L1

0

(µxψ)x|zτ |2dxdτ

−λs
∫ T0

0

µx(L1, τ)ψ(L1, τ)|zτ (L1, τ)|2dτ + 2λs

∫ L1

0

µxψzxzτdx

∣∣∣∣τ=T0
τ=0

,

I2,1 = −2λs

∫ T0

0

∫ L1

0

(µτψ)xzxzτdxdτ + λs

∫ T0

0

∫ L1

0

(µτψ)τ |zx|2dxdτ

−
∫ T0

0

[−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ] zx(L1, τ)zτ (L1, τ)dτ

+
1

2

∫ L1

0

(−2λsµτψ + κ)|zx|2dx
∣∣∣∣τ=T0
τ=0

,

I2,2 = λs

∫ T0

0

∫ L1

0

(µxψ)x|zx|2dxdτ − λs

∫ T0

0

µxψ|zx|2dτ
∣∣∣∣x=L1

x=0

,

I3,1 = λ3s3
∫ T0

0

∫ L1

0

(µτF (µ)|ψ|3)τ |z|2dxdτ −
λ2s2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)|ψ|2)τ |z|2dxdτ,

I3,2 = −λ3s3
∫ T0

0

∫ L1

0

(µxF (µ)|ψ|3)x|z|2dxdτ

+λ3s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ))|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ,
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I4,1 = −λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

(µτF (µ)|ψ|2)τ |z|2dxdτ +
λs2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)ψ)τ |z|2dxdτ,

I4,2 = λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

(µxF (µ)|ψ|2)x|z|2dxdτ

−λ2s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ))|ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ,

I5,1 =
λs

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ |z|2dxdτ,

I5,2 = λ2s2
∫ T0

0

∫ L1

0

(µxP (µ)|ψ|2)x|z|2dxdτ

−λ2s2
∫ T0

0

µx(L1, τ)P (µ(L1, τ))|ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|dτ.

Tomando
A= A(x, τ) = s(µx|2 + |µτ |2) + µxx + µττ ,

B= B(x, τ) = −4sµxµτ ,

D= D(x, τ) = (µτF (µ)|ψ|3)τ − (µxF (µ)|ψ|3)x,

G= G(x, τ) = (µxF (µ)|ψ|2)x − (µτF (µ)|ψ|2)τ ,

a soma dos resultados obtidos produz
i=5,j=2∑
i,j=1

Ii,j

= λs

∫ T0

0

∫ L1

0

(A(|zx|2 + |zτ |2) +Bzxzτ )ψdxdτ

+λ3s3
∫ T0

0

∫ L1

0

D|z|2dxdτ + λ2s2
∫ T0

0

∫ L1

0

(µxP (µ)|ψ|2)x|z|2dxdτ

+
λs2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)ψ)τ |z|2dxdτ + λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

G|z|2dxdτ

−λ
2s2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)|ψ|2)τ |z|2dxdτ

+
λs

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ |z|2dxdτ

−
∫ T0

0

(−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ)zx(L1, τ)zτ (L1, τ)dτ

+λ3s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

(1.49)
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−λ2s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ

−λ2s2
∫ T0

0

µx(L1, τ)P (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ

−λs
∫ T0

0

µx(L1, τ)ψ(L1, τ)|zτ (L1, τ)|2dτ + 2λs

∫ L1

0

µxψzxzτdx

∣∣∣∣τ=T0
τ=0

+
1

2

∫ L1

0

(−2λsµτψ + κ)(|zx|2 + |zτ |2)dx
∣∣∣∣τ=T0
τ=0

− λs

∫ T0

0

µxψ|zx|2dτ
∣∣∣∣x=L1

x=0

.

Estimativas para as parcelas de (1.49). Começamos avaliando

A|zx|2 + A|zτ |2 +Bzxzτ . (1.50)

As de�nições de A e B fornecem que

A|zx|2 + A|zτ |2 +Bzxzτ = s[(µxzx − µτzτ )
2 + (µτzx − µxzτ )

2]

+(µxx + µττ )(|zx|2 + |zτ |2)

≥ (µxx + µττ )(|zx|2 + |zτ |2).

Fazendo uso de (1.44) e do fato que α ≥ 1, podemos a�rmar que

A|zx|2 + A|zτ |2 +Bzxzτ ≥ 2(1− β)(|zx|2 + |zτ |2).

No caso da segunda integral de (1.49),

D = µττF (µ)|ψ|3 + µτ (F (µ))τ |ψ|3 + 3µτF (µ)|ψ|2ψτ − µxxF (µ)|ψ|3

−µx (F (µ))x |ψ|
3 − 3µxF (µ)|ψ|2ψx.

A de�nição de F e a informação sobre as derivadas parciais de ψ disponível em (1.45)

estabelecem que

D =
[
3s|F (µ)|2 + (µττ − µxx)F (µ) + 2|µx|2µxx + 2|µτ |2µττ

]
|ψ|3.

Com o auxílio de (1.44), chegamos a

D =
[
3s|F (µ)|2 − 2(α + 3β)F (µ) + 4(α− β)|µx|2

]
|ψ|3 = D1|ψ|3.

Por termos α ≥ 1 e |µx| = 2α|x− x1| ≥ 2α|x1|,

D1 ≥ 3s|F (µ)|2 − 2(α + 3β)F (µ) + 16α2(1− β)x21 = D2.

Uma vez que D2 é uma parábola com concavidade para cima,
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D2 ≥ 48sα2(1− β)x21 − (α + 3β)2

3s
,

que é maior que zero para s su�cientemente grande. Concluímos que existe δ0 > 0 tal que

D ≥ δ0|ψ|3

sempre que s é su�cientemente grande.

Aqui e no que segue, C denota uma constante positiva genérica que pode mudar de

linha para linha. Usaremos notações mais especí�cas apenas nos casos em que se �zerem

necessárias por motivo de clareza. Considere a seguinte soma contida em (1.49):

−
∫ T0

0

(−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ)zx(L1, τ)zτ (L1, τ)dτ

+λ3s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

−λ2s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ

−λ2s2
∫ T0

0

µx(L1, τ)P (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ.

(1.51)

De (1.45) e da hipótese (1.42) encontramos que

zx(L1, τ) = (λψx(L1, τ)− a)z(L1, τ).

Dessa forma,

−
∫ T0

0

(−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ)zx(L1, τ)zτ (L1, τ)dτ

=
1

2

∫ T0

0

[(−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ)(λψx(L1, τ)− a)]τ |z(L1, τ)|2dτ .

Calculando a derivada que aparece nessa integral e supondo λ, s ≥ 1, temos

[(−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ)(λψx(L1, τ)− a)]τ

= −2λ2s2µx(L1, τ)µττ (L1, τ)|ψ(L1, τ)|2 + 2aλsµττ (L1, τ)ψ(L1, τ)

−2λ2s3µx(L1, τ)|µτ (L1, τ)|2|ψ(L1, τ)|2 + 2aλs2|µτ (L1, τ)|2ψ(L1, τ)

−2λ2s3µx(L1, τ)|µτ (L1, τ)|2|ψ(L1, τ)|2 + κλs2µx(L1, τ)µτ (L1, τ)ψ(L1, τ)

≥ −4λ2s3µx(L1, τ)|µτ (L1, τ)|2|ψ(L1, τ)|2 + 2aλsµττ (L1, τ)ψ(L1, τ)
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+κλs2µx(L1, τ)µτ (L1, τ)ψ(L1, τ)

≥ −C|κ|λ3s3|ψ(L1, τ)|3,

para |κ| su�cientemente grande. Com isso e as de�nições de µx(L1, τ) e F (µ(L1, τ))

podemos escrever

−
∫ T0

0

(−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ)zx(L1, τ)zτ (L1, τ)dτ

+λ3s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ))|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

≥ λ3s3
∫ T0

0

(−C|κ|+ µx(L1, τ)F (µ(L1, τ))) |ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

≥ −C|κ|λ3s3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ,

com |κ| su�cientemente grande. Para as outras duas integrais em (1.51) observamos que

−λ2s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ

−λ2s2
∫ T0

0

µx(L1, τ)P (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ

= −λ2s2
∫ T0

0

[sF (µ(L1, τ)) + P (µ(L1, τ))]µx(L1, τ)|ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ.

Da de�nição das funções envolvidas, temos

[sF (µ(L1, τ)) + P (µ(L1, τ))]µx(L1, τ) ≤ Cs|κ|,

desde que |κ| seja grande o bastante. Reunindo as informações, conseguimos uma

estimativa inferior para (1.51):

−
∫ T0

0

(−2λsµτ (L1, τ)ψ(L1, τ) + κ)zx(L1, τ)zτ (L1, τ)dτ

+λ3s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

−λ2s3
∫ T0

0

µx(L1, τ)F (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ

−λ2s2
∫ T0

0

µx(L1, τ)P (µ(L1, τ)) |ψ(L1, τ)|2|z(L1, τ)|2dτ

≥ −C|κ|λ3s3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ,
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com |κ| su�cientemente grande.

Para algumas das integrais em (1.49) buscaremos estimativas superiores, começando

por 

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)ψ)τ |z|2dxdτ,∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)|ψ|2)τ |z|2dxdτ.
(1.52)

Com alguns cálculos conseguimos mostrar que

|(F (µ)ψ)τ | = |µτ ||2µττ + s(|µτ |2 − |µx|2)||ψ| ≤ Cs|ψ|,

|(F (µ)|ψ|2)τ | = 2|µτ ||µττ + s(|µτ |2 − |µx|2)||ψ|2 ≤ Cs|ψ|2.

Sendo assim e de termos ψ ≥ 1,∫ T0

0

∫ L1

0

|(κF (µ)ψ)τ | |z|
2dxdτ ≤ C|κ|s

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ,∫ T0

0

∫ L1

0

∣∣(κF (µ)|ψ|2)
τ

∣∣ |z|2dxdτ ≤ C|κ|s
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ.
(1.53)

No caso da integral ∫ T0

0

∫ L1

0

(µxP (µ)|ψ|2)x|z|2dxdτ,

usamos que

|(µxP (µ)|ψ|2)x| =
∣∣(µxx + 2s|µx|2)P (µ)

∣∣ |ψ|2
≤ 4α(1 + 4αs|L1 − x1|2)(1 + α + |κ|T0)|ψ|2

≤ Cs|κ||ψ|2

para obter ∫ T0

0

∫ L1

0

∣∣(µxP (µ)|ψ|2)x∣∣ |z|2dxdτ ≤ Cs|κ|
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|2|z|2dxdτ. (1.54)

Para conseguir uma estimativa para |G| fazemos cálculos semelhantes aos que foram

feitos para D. Encontramos, então, que

|G| =
∣∣((µxx − µττ )F (µ)− 2s (F (µ))2 − 2|µx|2µxx − 2|µτ |2µττ

)∣∣ |ψ|2
≤ 2s

(
(α + 3β)

(
|µτ |2 + |µx|2

)
+ 2

(
|µτ |4 + |µx|4

)
+ 2(α + β)|µx|2

)
|ψ|2

≤ Cs|ψ|2.
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Portanto, ∫ T0

0

∫ L1

0

|G||z|2dxdτ ≤ Cs

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|2|z|2dxdτ. (1.55)

Por �m, é possível chegar a∫ T0

0

∫ L1

0

|(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ | |z|
2dxdτ

≤ 2C|κ|λs2
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|2|z|2dxdτ + Cs|κ|2
∫ T0

0

∫ L1

0

ψ|z|2dxdτ ,
(1.56)

uma vez que

|(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ |

=
∣∣−2λs

(
(κµτ + P (µ))µττ + 2sP (µ)|µτ |2

)
|ψ|2 +

(
|κ|2µττ + κsµτP (µ)

)
ψ
∣∣

e ∣∣(κµτ + P (µ))µττ + 2sP (µ)|µτ |2
∣∣ ≤ Cs|κ|,

∣∣|κ|2µττ + κsµτP (µ)
∣∣ ≤ Cs|κ|2.

Passamos agora a tratar dos traços em τ = 0 e τ = T0. Sabemos por (1.45) que

zj(x, 0) = [λψj(x, 0)y(x, 0) + yj(x, 0)] e
λψ(x,0),

bem como

zj(x, T0) = [λψj(x, T0)y(x, T0) + yj(x, T0)] e
λψ(x,T0).

A condição (1.41) garante que ambos são nulos, independente de j = x ou j = τ . Sendo

assim,

1

2

∫ L1

0

(−2λsµτψ + κ)(|zx|2 + |zτ |2)dx
∣∣∣∣τ=T0
τ=0

= 0.

O mesmo argumento pode ser utilizado para justi�car que

2λs

∫ L1

0

µxψzxzτdx

∣∣∣∣τ=T0
τ=0

= 0.

Utilização das estimativas. De acordo com as estimativas inferiores encontradas e as

informações sobre o traço em τ = 0 e τ = T0, para λ, s, |κ| ≥ 1su�cientemente grandes,

i=5,j=2∑
i,j=1

Ii,j ≥ 2(1− β)λs

∫ T0

0

∫ L1

0

ψ(|zx|2 + |zτ |2)dxdτ + λ3s3δ0

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ
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+λ2s2
∫ T0

0

∫ L1

0

(
µxP (µ)|ψ|2

)
x
|z|2dxdτ + λs2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)ψ)τ |z|
2dxdτ

+λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

G|z|2dxdτ − λ2s2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(
κF (µ)|ψ|2

)
τ
|z|2dxdτ

+
λs

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ |z|
2dxdτ

−C|κ|λ3s3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

−λs
∫ T0

0

µx(L1, τ)ψ(L1, τ)|zτ (L1, τ)|2dτ

−λs
∫ T0

0

µx(L1, τ)ψ(L1, τ)|zx(L1, τ)|2dτ

+λs

∫ T0

0

µx(0, τ)ψ(0, τ)|zx(0, τ)|2dτ.

Notemos que a última integral possui todos os termos positivos. Também temos

−λs
∫ T0

0

µx(L1, τ)ψ(L1, τ)|zτ (L1, τ)|2dτ − λs

∫ T0

0

µx(L1, τ)ψ(L1, τ)|zx(L1, τ)|2dτ

= −C1λs

∫ T0

0

ψ(L1, τ)
(
|zτ (L1, τ) + |zx(L1, τ)|2

)
dτ,

com C1 uma constante positiva. Tomando δ < min{2(1− β), δ0}, chegamos a

i=5,j=2∑
i,j=1

Ii,j

≥ δ

(
λs

∫ T0

0

∫ L1

0

ψ(|zx|2 + |zτ |2)dxdτ + λ3s3
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ
)

+λ2s2
∫ T0

0

∫ L1

0

(
µxP (µ)|ψ|2

)
x
|z|2dxdτ + λs2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)ψ)τ |z|
2dxdτ

+λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

G|z|2dxdτ − λ2s2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(
κF (µ)|ψ|2

)
τ
|z|2dxdτ

+
λs

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ |z|
2dxdτ

−C|κ|λ3s3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

(1.57)
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−Cλs
∫ T0

0

ψ(L1, τ)
(
|zτ (L1, τ)|2 + |zx(L1, τ)|2

)
dτ.

Utilizando em (1.48) a estimativa (1.57), obtemos

δ

(
λs

∫ T0

0

∫ L1

0

ψ(|zx|2 + |zτ |2)dxdτ + λ3s3
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ
)

≤
∫ T0

0

∫ L1

0

|Pψ(z)|2 dxdτ + C|κ|λ3s3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

+Cλs

∫ T0

0

ψ(L1, τ)
(
|zτ (L1, τ)|2 + |zx(L1, τ)|2

)
dτ

−λ2s2
∫ T0

0

∫ L1

0

(
µxP (µ)|ψ|2

)
x
|z|2dxdτ − λs2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)ψ)τ |z|
2dxdτ

−λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

G|z|2dxdτ + λ2s2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(
κF (µ)|ψ|2

)
τ
|z|2dxdτ

−λs
2

∫ T0

0

∫ L1

0

(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ |z|
2dxdτ.

As estimativas superiores (1.53)-(1.56) nos permitem estabelecer

A = −λ2s2
∫ T0

0

∫ L1

0

(
µxP (µ)|ψ|2

)
x
|z|2dxdτ − λs2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(κF (µ)ψ)τ |z|
2dxdτ

−λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

G|z|2dxdτ + λ2s2

2

∫ T0

0

∫ L1

0

(
κF (µ)|ψ|2

)
τ
|z|2dxdτ

−λs
2

∫ T0

0

∫ L1

0

(P (µ)(−2λsµτψ + κ)ψ)τ |z|
2dxdτ

≤ 4C0|κ|λ2s3
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ + C0|κ|2λs3
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ

+C0λ
2s4
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|2|z|2dxdτ

≤ 4C0λ
3s3

|κ|
λ

(
1 +

|κ|
λ

)∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ + C0λ
2s4
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ.

Escolhemos, então, λ ≥ max{|κ|, (32C0/δ)|κ|, (4C0/δ)s} su�cientemente grande. Desde

que |κ|/λ ≤ 1, vem

A ≤ 8C0λ
3s3

|κ|
λ

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ + C0λ
2s4
∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ.

Por outro lado, de |κ|/λ ≤ δ/32C0 e s ≤ δλ/4C0 segue que



Capítulo 1. Equação do calor como limite da equação da onda 43

A ≤ δ

2
λ3s3

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ.

Deste momento em diante passamos a usar a notação λκs para deixar explícita a

dependência que λ tem de κ e s. Utilizando a estimativa obtida para A, encontramos

δ

(
λκss

∫ T0

0

∫ L1

0

ψ(|zx|2 + |zτ |2)dxdτ +
1

2
λ3κss

3

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ
)

≤
∫ T0

0

∫ L1

0

|Pψ(z)|2 dxdτ + C|κ|λ3κss3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

+Cλκss

∫ T0

0

ψ(L1, τ)
(
|zτ (L1, τ)|2 + |zx(L1, τ)|2

)
dτ,

que multiplicada por 2/δ e com alguns ajustes pode ser escrita como

λκss

∫ T0

0

∫ L1

0

ψ(|zx|2 + |zτ |2)dxdτ + λ3κss
3

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ L1

0

|Pψ(z)|2 dxdτ + C|κ|λ3κss3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

+Cλκss

∫ T0

0

ψ(L1, τ)
(
|zτ (L1, τ)|2 + |zx(L1, τ)|2

)
dτ.

(1.58)

Retorno à variável y. Graças a (1.45) e às características das funções envolvidas, temos

e2λκsψ(|yx|2 + |yτ |2) ≤ C̃0

(
λ2κss

2|ψ|2|z|2 + |zx|2 + |zτ |2
)
.

Multiplicando a desigualdade acima por λκssψ/C̃0 e integrando sobre (0, T0) × (0, L1),

vemos que

λκss

C̃0

∫ T0

0

∫ L1

0

e2λκsψψ(|yx|2 + |yτ |2)dxdτ

≤ λκss

∫ T0

0

∫ L1

0

ψ(|zx|2 + |zτ |2)dxdτ + λ3κss
3

∫ T0

0

∫ L1

0

|ψ|3|z|2dxdτ .
(1.59)

Também é possível estabelecer

|z(L1, τ)|2 ≤ e2λκsψ(L1,τ)|y(L1, τ)|2

e
|zx(L1, τ)|2 + |zτ (L1, τ)|2

≤ Cλ2κss
2e2λκsψ(L1,τ)|ψ(L1, τ)|2|y(L1, τ)|2 + Ce2λκsψ(L1,τ)

(
|yx(L1, τ)|2 + |yτ (L1, τ)|2

)
.



1.3. Desigualdades de Carleman 44

Essas estimativas fornecem

C|κ|λ3κss3
∫ T0

0

|ψ(L1, τ)|3|z(L1, τ)|2dτ

+Cλκss

∫ T0

0

ψ(L1, τ)
(
|zτ (L1, τ)|2 + |zx(L1, τ)|2

)
dτ

≤ C|k|λ3κss3
∫ T0

0

e2λκsψ(L1,τ)|ψ(L1, τ)|3|y(L1, τ)|2dτ

+Cλκss

∫ T0

0

e2λκsψ(L1,τ)ψ(L1, τ)
(
|yx(L1, τ)|2 + |yτ (L1, τ)|2

)
dτ.

(1.60)

Fazendo uso de (1.59) e (1.60) em (1.58) e algumas manipulações, encontramos

λκss

∫ T0

0

∫ L1

0

e2λκsψψ
(
|yx|2 + |yτ |2

)
dxdτ + λ3κss

3

∫ T0

0

∫ L1

0

e2λκsψ|ψ|3|y|2dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ L1

0

∣∣eλκsψP (y)∣∣2 dxdτ + C|κ|λ3κss3
∫ T0

0

e2λκsψ(L1,τ)|ψ(L1, τ)|3|y(L1, τ)|2dτ

+Cλκss

∫ T0

0

e2λκsψ(L1,τ)ψ(L1, τ)
(
|yx(L1, τ)|2 + |yτ (L1, τ)|2

)
dτ,

sempre que λκs ≥ max {|κ|, (32C0/δ)|κ|, (4C0/δ)s} , s ≥ 1 e |κ| forem su�cientemente

grandes. Isto mostra o resultado. ■

No Teorema 1.6 apresentamos uma desigualdade de Carleman para a qual tomamos

x1 < 0, o que fornece a observabilidade na fronteira x = L1 = l1 + η. Cálculos

análogos mostram que para x2 ≥ 2 obtemos resultado semelhante, com observabilidade

em x = L2 = l2 − η.

Teorema 1.7 Suponhamos que y pertencente a L2(0, T0;V (L2, 1)) ∩H1(0, T0;L
2(L2, 1))

satisfaz

y(·, 0) = y(·, T0) = yτ (·, 0) = yτ (·, T0) = 0 em (L2, 1), (1.61)

yx(1, ·) + ay(1, ·) = 0 em (0, T0) (1.62)

e que P (y) := yττ − yxx + κyτ ∈ L2(0, T0;L
2(L2, 1)). Então existem κ0, s0, λ0 ∈ R+ tais

que, para todo κ ∈ R com |κ| ≥ κ0 ≥ 1, s ≥ s0 ≥ 1 e λκs ≥ λ0max{|κ|, s} ≥ 1, é válido

que

λκss

∫ T0

0

∫ 1

L2

e2λκsψψ
(
|yx|2 + |yτ |2

)
dxdτ + λ3κss

3

∫ T0

0

∫ 1

L2

e2λκsψ|ψ|3|y|2dxdτ (1.63)
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≤ C

∫ T0

0

∫ 1

L2

∣∣eλκsψP (y)∣∣2 dxdτ + Cλκss

∫ T0

0

e2λκsψ(L2,τ)ψ(L2, τ)|yx(L2, τ)|2dτ

+Cλ3κss
3

∫ T0

0

e2λκsψ(L2,τ)|ψ(L2, τ)|3|y(L2, τ)|2dτ.

1.3.2 Desigualdade de Carleman com observação no interior

Na subseção anterior encontramos desigualdades de Carleman considerando que a

observação ocorria na fronteira do intervalo [l1+η, l2−η]. Aqui usaremos esses resultados

para provar uma desigualdade de Carleman com a observação ocorrendo no subconjunto

não-vazio ω = (l1, l2) de (0, 1).

Teorema 1.8 Suponhamos que y ∈ L2(0, T0;V (0, 1)) ∩H1(0, T0;L
2(0, 1)) satisfaz

y(·, 0) = y(·, T0) = yτ (·, 0) = yτ (·, T0) = 0 em (0, 1), (1.64)

yx(1, ·) + ay(1, ·) = 0 em (0, T0) (1.65)

e que P (y) := yττ − yxx + κyτ ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)). Então existem κ0, λ0 ≥ 1 tais que,

para todo κ ∈ R com |κ| ≥ κ0 e λκ ≥ λ0|κ|, é válido que∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ
(
λ3κ|y|2 + λκ|yx|2 + λκ|yτ |2

)
dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ |P (y)|2 dxdτ + C|κ|
∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ(λ3κ|y|2 + λκ|yτ |2)dxdτ.
(1.66)

Demonstração. Seja ξ ∈ C∞([0, 1]) tal que

ξ(x) =



1 para x ∈
[
0, l1 +

η

3

]
,

0 para x ∈
[
l1 +

2η

3
, l2 −

2η

3

]
,

1 para x ∈
[
l2 −

η

3
, 1
]
.

(1.67)

A construção de uma função desse tipo pode ser feita com o auxílio do Lema 2.1 em

[21]. A base da ideia que utilizamos consiste em dividir o intervalo [0, 1] nos subintervalos

[0, l1 + η], [l1 + η, l2 − η] e [l2 − η, 1], aplicar, para a função ξy, o Teorema 1.6 ao primeiro

intervalo e o Teorema 1.7 ao último. As hipóteses no enunciado e as características da
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função ξ fazem com que as condições exigidas por esses teoremas sejam satisfeitas.

Para o intervalo [0, l1 + η], observando que ψ ≥ 1 e ξ(l1 + η) = (ξy)x(l1 + η, τ) = 0,

por (1.43) encontramos

s

∫ T0

0

∫ l1+η

0

e2λκsψ(λκs|(ξy)x|2 + λκs|ξyτ |2)dxdτ + s3
∫ T0

0

∫ l1+η

0

λ3κse
2λκsψ|ξy|2dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ l1+η

0

∣∣eλκsψP (ξy)∣∣2 dxdτ.
Considerando Q1 = (0, l1 + η)× (0, T0) e passando a tratar s como um valor �xo, temos∫

Q1

e2λκψ
(
λ3κ|ξy|2 + λκ|(ξy)x|2 + λκ|ξyτ |2

)
dxdτ ≤ C

∥∥eλκψP (ξy)∥∥2
L2(Q1)

, (1.68)

com C uma constante adequada. De maneira semelhante, para o intervalo [l2 − η, 1], a

desigualdade (1.63) e algumas manipulações fornecem∫
Q2

e2λκψ
(
λ3κ|ξy|2 + λκ|(ξy)x|2 + λκ|ξyτ |2

)
dxdτ ≤ C

∥∥eλκψP (ξy)∥∥2
L2(Q2)

, (1.69)

com Q2 = (l2 − η, 1)× (0, T0).

Mantendo em mente que ξy = y nos conjuntos [0, l1+η/3]×[0, T0] e [l2−η/3, 1]×[0, T0],

podemos escrever∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ(λ3κ|y|2 + λκ|yx|2 + λκ|yτ |2)dxdτ

=

∫ T0

0

∫ l1+
η
3

0

e2λκψ(λ3κ|ξy|2 + λκ|ξyx|2 + λκ|ξyτ |2)dxdτ

+

∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ(λ3κ|y|2 + λκ|yx|2 + λκ|yτ |2)dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

l2− η
3

e2λκψ(λ3κ|ξy|2 + λκ|ξyx|2 + λκ|ξyτ |2)dxdτ

e, então, usar (1.68) e (1.69) para obter∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ(λ3κ|y|2 + λκ|yx|2 + λκ|yτ |2)dxdτ

≤
∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ(λ3κ|y|2 + λκ|yx|2 + λκ|yτ |2)dxdτ

+C
∑
i=1,2

∫
Qi

e2λκψ|P (ξy)|2dxdτ.

(1.70)

Também podemos usar que ξy = y nos conjuntos [0, l1+η/3]× [0, T0] e [l2−η/3, 1]× [0, T0]

para conseguir que
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∑
i=1,2

∫
Qi

e2λκψ|P (ξy)|2dxdτ

≤
∫ T0

0

∫ l1+
η
3

0

e2λκψ|P (y)|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ|P (ξy)|2dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

l2− η
3

e2λκψ|P (y)|2dxdτ.

(1.71)

Uma vez que P (ξy) = ξP (y) − (ξxxy + 2ξxyx), utilizando a regularidade de ξ podemos

estimar a segunda integral no lado direito de (1.71), de forma que∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ|P (ξy)|2dxdτ ≤ C

∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ
(
|P (y)|2 + |y|2 + |yx|2

)
dxdτ.

Retornando a (1.71), temos∑
i=1,2

∫
Qi

e2λκψ|P (ξy)|2dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|P (y)|2dxdτ + C

∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ
(
|y|2 + |yx|2

)
dxdτ.

Disso e de (1.70), encontramos que, para λκ ≥ 1 su�cientemente grande,∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ(λ3κ|y|2 + λκ|yx|2 + λκ|yτ |2)dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ(λ3κ|y|2 + λκ|yτ |2)dxdτ + Cλk

∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ|yx|2dxdτ

+C

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|P (y)|2dxdτ.

(1.72)

Buscaremos agora uma estimativa para a segunda integral do lado direito de (1.72).

Consideremos ζ ∈ C∞
0 [l1, l2] uma função que satisfaz

ζ(x) ≥ 0 em [l1, l2],

ζ(x) = 1 em
[
l1 +

η

3
, l2 −

η

3

]
.

Uma função como ζ também pode ser conseguida a partir do Lema 2.1 de [21]. Usando

integração por partes e a igualdade −yxx = P (y)− yττ − κyτ , podemos veri�car que∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ|yx|2dx

=

∫ l2− η
3

l1+
η
3

ζe2λκψ|yx|2dx ≤
∫ l2

l1

ζe2λκψ|yx|2dx
(1.73)
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=
1

2

∫ l2

l1

(
ζe2λκψ

)
xx

|y|2dx+
∫ l2

l1

ζe2λκψy(P (y)− yττ − κyτ )dx.

Para λκ ≥ 1 grande o bastante, usando as limitações de ψ e ζ e de suas derivadas,

encontramos ∫ T0

0

∫ l2

l1

(
ζe2λκψ

)
xx

|y|2dxdτ ≤ Cλ2κ

∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ|y|2dxdτ (1.74)

e também∫ T0

0

∫ l2

l1

ζe2λκψy(P (y)− yττ − κyτ )dxdτ

≤
∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ
(√

λκζy
)( 1√

λκ
P (y)

)
dxdτ −

∫ T0

0

∫ l2

l1

ζe2λκψyyττdxdτ

−κ
∫ T0

0

∫ l2

l1

ζe2λκψyyτdxdτ

≤ C

λκ

∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ|P (y)|2dxdτ + C|κ|
∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ|
(
λ2κ|y|2 + |yτ |2

)
dxdτ .

(1.75)

Por (1.73)-(1.75) obtemos∫ T0

0

∫ l2− η
3

l1+
η
3

e2λκψ|yx|2dxdτ

≤ Cλ2k

∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ|y|2dxdτ + C

λκ

∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ|P (y)|2dxdτ

+C|κ|
∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ(λ2κ|y|2 + |yτ |2)dxdτ

≤ C|κ|
∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ(λ2κ|y|2 + |yτ |2)dxdτ +
C

λκ

∫ T0

0

∫ l2

l1

e2λκψ|P (y)|2dxdτ.

(1.76)

As estimativas (1.72) e (1.76) fornecem a desigualdade (1.66). ■

Na seção seguinte usaremos a desigualdade provada aqui para conseguir um resultado

auxiliar que será usado na obtenção da desigualdade de Carleman que precisamos.

1.3.3 Desigualdade de Carleman: um resultado auxiliar

Nas desigualdades de Carleman que conseguimos trabalhamos basicamente com o

sistema
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

P (y) = yττ − yxx + κyτ = f em (0, 1)× (0, T0),

y(0) = 0 em (0, T0),

yx(1) + ay(1) = 0 em (0, T0),

y(0) = y(T0) = 0 em (0, 1).

(1.77)

Vamos de�nir o que consideramos uma solução fraca para ele.

De�nição 1.9 Sejam f ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)) e P ∗(z) = zττ − zxx − κzτ . Dizemos que a

função y ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)) é solução fraca do problema (1.77) se

(y, P ∗(z))L2(0,T0;L2(0,1)) = ⟨f, z⟩L2(0,T0;V
′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1)) ,

para toda z ∈ H1
0 (0, T0;V (0, 1)) que satisfaz

P ∗(z) ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)) e zx(1, τ) + az(1, τ) = 0.

Estamos particularmente interessados nas soluções fracas de (1.77) que também

satisfazem

yτ (0) = yτ (T0) = 0 em (0, 1).

Proposição 1.10 Seja ψ a função de�nida em (1.36). Para cada y ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)),

existem κ0, λ0, C ∈ R+ tais que, para todo κ ∈ R com |κ| ≥ κ0 ≥ 1 e λκ ≥ λ0|κ| ≥ 1,

é possível garantir a existência de (z, z̄) ∈ H1
0 (0, T0;V (0, 1)) × L2(0, T0;L

2(0, 1)), com

supp z̄ ⊂ ω × (0, T0), que satisfaz zττ − zxx − κzτ = z̄ + λκye
2λκψ em (0, 1)× (0, T0),

zx(1) + az(1) = 0 em (0, T0)

e ∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ
(
|zx|2 + |zτ |2 + λ2κ|z|2

)
dxdτ +

1

λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z̄|2dxdτ

≤ Cλκ|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ.
(1.78)

Demonstração. Para uma melhor organização, dividiremos essa prova em etapas e

prezaremos por apresentar os cálculos principais. A ideia que usaremos é inserir um
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sistema auxiliar e dele extrair um subsistema para o qual possamos aplicar a desigualdade

de Carleman conseguida no Teorema 1.7. As demais equações do sistema auxiliar

contribuirão nos cálculos que faremos.

Etapa 1. Sejam θ ∈ (0, 1) e ζ uma função de classe C2([0, 1]) tal que ζ(x) ≥ 1 e

ζ(x) =


1 para x ∈ ω,

1

θ
para dist (x, ω) ≥ −1

ln θ
.

(1.79)

O lema a seguir garante a existência de um elemento (ẑ, r̂1, r̂2, r̂) pertencente a

H1(0, T0;L
2(0, 1))× (H1(0, T0;L

2(0, 1)))
3 que satisfaz

P ∗(z) = −(r1)τ + r2 + λye2λψ + r em (0, 1)× (0, T0),

z(0) = zx(1) + az(1) = 0 em (0, T0),

z(0) = z(T0) = 0 em (0, 1).

(1.80)

Notemos que a solução desse problema de minimização depende do θ, no entanto, não

deixaremos essa dependência explícita com o intuito de simpli�car a notação. As variáveis

r1, r2 e r também podem ser entendidas como controles.

Lema 1.11 Para todo y ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)) com y(0) = y(T0) = 0 em (0, 1), existe

(ẑ, r̂1, r̂2, r̂) ∈ H1(0, T0;H
1(0, 1))×(H1(0, T0;L

2(0, 1)))
3
solução do problema (1.80). Além

disso, essa solução satisfaz o sistema

p =
r

θ
em (0, 1)× (0, T0),

P ∗(z) = −(r1)τ + r2 + λye2λψ + r em (0, 1)× (0, T0),

P (p) + e−2λψz = 0 em (0, 1)× (0, T0),

− pτ + ζ
r1
λ2
e−2λψ = 0 em (0, 1)× (0, T0),

p− ζ
r2
λ4
e−2λψ = 0 em (0, 1)× (0, T0),

z(x, 0) = z(x, T0) = 0 em (0, 1),

p(x, 0) = p(x, T0) = pτ (x, 0) = pτ (x, T0) = 0 em (0, 1),

z(0, τ) = p(0, τ) = 0 em (0, T0),

zx(1, τ) + az(1, τ) = px(1, τ) + ap(1, τ) = 0 em (0, T0).

(1.81)

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)

(1.86)

(1.87)

(1.88)

(1.89)
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A prova do Lema 1.11 segue as ideias de [14] e, para efeito de completude, está feita

no Apêndice B.

Etapa 2. Para κ e λκ adequados, o Teorema 1.8 nos garante a existência de C > 0 tal

que ∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ
(
λ3κ|p|2 + λκ|px|2 + λκ|pτ |2

)
dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|P (p)|2dxdτ + C|κ|
∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ
(
λ3κ|p|2 + λκ|pτ |2

)
dxdτ.

As informações contidas no sistema de optimalidade (1.81)-(1.89) e a limitação de ζ nos

levam a ∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ
(
λ3κ|p|2 + λκ|px|2 + λκ|pτ |2

)
dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + C
|κ|
λ5κ

∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ |r2|2 dxdτ

+C
|κ|
λ3κ

∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ|r1|2dxdτ,

que, devido a λκ ≥ 1, pode ser reescrito como∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ
(
λ3κ|p|2 + λκ|px|2 + λκ|pτ |2

)
dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + C|κ|
∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
dxdτ.

(1.90)

Vamos trabalhar um pouco mais com o que sabemos sobre p. Multiplicando (1.82)

por p e integrando em (0, 1)× (0, T0) temos∫ T0

0

∫ 1

0

(zττ − zxx − κzτ )pdxdτ =

∫ T0

0

∫ 1

0

(
−(r1)τ + r2 + λκye

2λκψ + r
)
pdxdτ,

que é, por integração por partes e utilizando o sistema (1.81)-(1.89), equivalente a∫ T0

0

∫ 1

0

z (pττ − pxx + κpτ ) dxdτ

=

∫ T0

0

∫ 1

0

ζ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
e−2λκψdxdτ +

∫ T0

0

∫ 1

0

λκpye
2λκψdxdτ +

1

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ.

Podemos, então, utilizar (1.83) e reorganizar a igualdade acima para obter
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−
∫ T0

0

∫ 1

0

λκpye
2λκψdxdτ

=

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

ζ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
e−2λκψdxdτ

+
1

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ.

(1.91)

Auxiliados pela desigualdade de Young, ζ ≥ 1 e (1.90) temos∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|λκyp|dxdτ

≤ C(δ)λ−1
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ + δ

∫ T0

0

∫ 1

0

λ3κe
2λκψ|p|2dxdτ

≤ C(δ)λ−1
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

+δC

(∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + |κ|
∫ T0

0

∫
ω

ζe−2λκψ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
dxdτ

)
,

com δ > 0 a ser escolhido posteriormente.

Utilizando essa última desigualdade para estimar superiormente (1.91), chegamos a∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
dxdτ +

1

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ

≤ C(δ)λ−1
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

+δC0

(∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + |κ|
∫ T0

0

∫
ω

ζe−2λκψ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
dxdτ

)
,

ou ainda,

C(δ)λ−1
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≥ (1− δC0|κ|)
(∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
dxdτ

)
+
1

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ.

Tomando δ = 1/2C0|κ| temos C(δ) = C0|κ|/2. Adequando a constante, encontramos

C

λκ
|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ (1.92)
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≥
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2

λ2κ
+

|r2|2

λ4κ

)
dxdτ

+
1

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ.

Etapa 3. As informações disponíveis no sistema de optimalidade (1.81)-(1.89) são

su�cientes para que o seguinte sistema seja estabelecido

pτττ − pxxτ + κpττ + (e−2λκψz)τ = 0 em (0, 1)× (0, T0),

−pττ +
ζ

λκ

(
(r1)τ
λκ

− 2ψτr1

)
e−2λκψ = 0 em (0, 1)× (0, T0),

pτ −
ζ

λ2κ

(
(r2)τ
λ2κ

− 2

λκ
ψτr2

)
e−2λκψ = 0 em (0, 1)× (0, T0),

pτ (x, 0) = pτ (x, T0) = pττ (x, 0) = pττ (x, T0) = 0 em (0, T0),

pτ (0, τ) = pxτ (1, τ) + apτ (1, τ) = 0, em (0, T0).

(1.93)

Aplicando a Carleman (1.66) ao sistema (1.93), para κ e λκ adequados, encontramos∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ
(
λ3κ|pτ |2 + λκ|pxτ |2 + λκ|pττ |2

)
dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|P (pτ )|2dxdτ + C|κ|
∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ
(
λ3κ|pτ |2 + λκ|pττ |2

)
dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ − 2λκψτz|2dxdτ

+C|κ|
∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ
|ζ|2

λκ

(
|(r2)τ |2

λ4κ
+

4

λ2κ
|ψτ |2|r2|2

)
dxdτ

+C|κ|
∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ
|ζ|2

λκ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+ 4|ψτ |2|r1|2

)
dxdτ .

Usando o fato de λκ ≥ 1 e a limitação de ζ, ψτ podemos manipular e reorganizar os termos

para obter∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ
(
λ3κ|pτ |2 + λκ|pxτ |2 + λκ|pττ |2

)
dxdτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ
(
|zτ |2 + λ2κ|z|2

)
dxdτ

+C|κ|
∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+ |r1|2 +

|(r2)τ |2

λ4κ
+

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ.

(1.94)
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Multiplicando a equação em (1.82) por pττ e integrando sobre (0, 1)× (0, T0) encontramos∫ T0

0

∫ 1

0

[pττ − pxx + κpτ ]ττ zdxdτ −
∫ T0

0

zx(1, τ)pττ (1, τ)dτ +

∫ T0

0

z(1, τ)pxττ (1, τ)dτ

=

∫ T0

0

∫ 1

0

(−(r1)τ + r2)pττdxdτ +

∫ T0

0

∫ 1

0

λκe
2λκψypττdxdτ +

∫ T0

0

∫ 1

0

rpττdxdτ .

As condições de fronteira para z e p em x = 1 nos levam a

−
∫ T0

0

zx(1, τ)pττ (1, τ)dτ +

∫ T0

0

z(1, τ)pxττ (1, τ)dτ

= a

∫ T0

0

z(1, τ)pττ (1, τ)dτ − a

∫ T0

0

z(1, τ)pττ (1, τ)dt = 0.

Com isso e de acordo com (1.83),

0 =

∫ T0

0

∫ 1

0

z
(
e−2λκψz

)
ττ
dxdτ +

∫ T0

0

∫ 1

0

(−(r1)τ + r2)pττdxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

λκe
2λκψypττdxdτ +

∫ T0

0

∫ 1

0

rpττdxdτ .
(1.95)

Vamos estudar as integrais em (1.95) individualmente. Primeiro observamos que(
e−2λκψz

)
ττ

= e−2λκψ
(
zττ − 4λκψτzτ − 2λκψττz + 4λ2κ|ψτ |2z

)
e

−4λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψτzzτdxdτ

= 2λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdt− 4λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dxdτ .

Dessa forma,∫ T0

0

∫ 1

0

z
(
e−2λκψz

)
ττ
dxdτ

= −
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ + λκ

∫ 1

0

∫ T0

0

e−2λκψψτ
(
|z|2
)
τ
dτdx

+2λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdτ − 4λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dxdτ

−2λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdτ + 4λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dxdτ

= −
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ − λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdτ

+2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dτdx.

(1.96)
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O sistema (1.93) nos possibilita encontrar∫ T0

0

∫ 1

0

(−(r1)τ + r2)pττdxdτ (1.97)

= −
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψζ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ
− 2

λκ
ψτr1(r1)τ −

2

λ3κ
ψτr2(r2)τ

)
dxdτ.

Além disso, com (1.81) obtemos∫ T0

0

∫ 1

0

rpττdxdτ = −1

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|rτ |2dxdτ. (1.98)

Em posse dessas igualdades, substituímos (1.96) - (1.98) em (1.95) e reorganizamos:

λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψypττdxdτ

=

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ + λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdτ

−2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dxdτ +
1

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|rτ |2dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψζ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ
− 2

λκ
ψτr1(r1)τ −

2

λ3κ
ψτr2(r2)τ

)
dxdτ.

(1.99)

Etapa 4. Iniciamos multiplicando (1.92) por Cλ2κ para conseguir

Cλ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + C

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λkψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

≤ C2λκ|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ.
(1.100)

Utilizamos que a integral que envolve |rτ |2 em (1.99) é não negativa e rearranjamos os

termos restantes da seguinte forma:∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ

≤
∫ T0

0

∫ 1

0

λκe
2λκψypττdxdτ − λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdτ

+2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
2

λκ
ψτr1(r1)τ +

2

λ3κ
ψτr2(r2)τ

)
dxdτ .
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Somando as duas desigualdades obtidas encontramos

Cλ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+C

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ

≤ C2λκ|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ + λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψypττdxdτ

−λκ
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdτ + 2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dτdx

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
2

λκ
ψτr1(r1)τ +

2

λ3κ
ψτr2(r2)τ

)
dxdτ.

(1.101)

Fazendo uso da desigualdade de Young e da regularidade de ψ, obtemos∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
2

λκ
ψτr1(r1)τ +

2

λ3κ
ψτr2(r2)t

)
dxdτ

≤ C1C(δ1)

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+C1δ1

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ,

além de

λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψypττdxdτ ≤ λκC(δ2)

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|y|2dxdτ+λκδ2
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|pττ |2dxdτ.

Utilizando essas estimativas em (1.101), chegamos a

Cλ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+C

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ

≤ C2λκ|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ + λκC(δ2)

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ
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+λκδ2

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|pττ |2dxdτ − λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψττ |z|2dxdτ

+2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|ψτ |2|z|2dxdτ + C1C(δ1)

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+C1δ1

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ.

Sendo assim, por (1.94),

Cλ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+C

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ

≤ λκ(C
2|κ|+ C(δ2))

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ + C2δ2

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+(C2δ2 + C3)λ
2
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ

+(C2|κ|δ2 + C1C(δ1))

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+(C2|κ|δ2 + C1δ1)

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ .

Aqui escolhemos δ1 = 1/4C1 e δ2 = 1/8C2|κ|, o que implica em C(δ1) = C1 e

C(δ2) = 2C2|κ|. Logo, tendo em mente que 1/|κ| ≤ 1,

Cλ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+C

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ

≤ λκ
(
C2 + 2C2

)
|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ + 1

8

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+

(
1

8
+ C3

)
λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ
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+

(
1

8
+ C2

1

)∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+
3

8

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ .

Tomando C su�cientemente grande temos

5

8
< C − 1

8
− C3,

5

8
< C − 1

8
− C2

1 .

Renomeando as constantes chegamos a

λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ

≤ Cλκ|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ.

(1.102)

Etapa 5. Partindo de (1.82) e usando o sistema (1.81) - (1.89) estabelecemos(
−(r1)τ + r2 + λκye

2λκψ + r, ze−2λκψ
)
L2(0,T0;L2(0,1))

=
(
zττ − zxx − κzτ , ze

−2λκψ
)
L2(0,T0;L2(0,1))

= −
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ − λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2(ψττ − 2λκ|ψτ |2)dxdτ

+a

∫ T0

0

e−2λκψ|z(1, τ)|2dτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ

−2λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψψxzxzdxdτ − κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψzτzdxdτ .

(1.103)

Dessa igualdade, da regularidade de ψ e da desigualdade de Young, segue que

a

∫ T0

0

e−2λκψ|z(1, τ)|2dτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ

≤
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ| − (r1)τ + r2 + r||z|dxdτ + λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

|y||z|dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ + C1λ
2
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ
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+C2δ1

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ + C2C(δ1)λ
2
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ

+
κ2

2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ +
λ2κ
2

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ.

Então, escolhemos δ1 = 1/2C2, o que implica em C(δ1) = C2/2, e vemos que∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λkψ|zx|2dxdτ

≤ 2

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ| − (r1)τ + r2 + r||z|dxdτ + 2λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

|y||z|dxdτ

+

(
2 +

κ2

λ2κ

)∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ + Cλ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ .

(1.104)

Observemos que fazendo algumas manipulações temos

| − (r1)τ + r2 + r||z| ≤ |(r1)τ |2

λ2κ
+

|r2|2

λ2κ
+ |r|2 + 2λ2κ|z|2

e
λκ|y||z| ≤ e2λκψ|y|2 + λ2κe

−2λκψ|z|2.

Com essas informações, (1.104) fornece∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ ≤ 2

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|r2|2

λ2κ
+ |r|2

)
dxdτ

+C

∫ T0

0

∫ 1

0

(
e2λκψ|y|2 + λ2κe

−2λκψ|z|2
)
dxdτ

+

(
2 +

κ2

λ2κ

)∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ .

(1.105)

Consideremos C0 > 3 su�cientemente grande em (1.92), (1.102) e (1.105). Reescrevemos

(1.92) da seguinte forma:

C0λ
2
k

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ|r1|2dxdτ

+C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|r2|2

λ2κ
dxdτ +

C0λ
2
κ

θ

∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ

≤ C2
0λκ|κ|

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

(1.106)

A desigualdade (1.102) é reorganizada, tornando-se

C0λ
2
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + C0

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ|r1|2dxdτ + C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|r2|2

λ2κ
dxdτ

(1.107)



1.3. Desigualdades de Carleman 60

+C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|(r1)τ |2

λ2κ
dxdτ + C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|(r2)τ |2

λ4κ
dxdτ

≤ C2
0λκ|κ|

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ ,

e (1.105) gera∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ −
(
2 +

|κ|2

λ2κ

)∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

−C0λ
2
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ − 2

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|(r1)τ |2

λ2κ
dxdτ

−2

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|r2|2

λ2κ
dxdτ − 2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|r|2dxdτ

≤ C0

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ.

(1.108)

Dessa forma, somando (1.106) - (1.108), encontramos∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|dxdτ +
(
C0 − 2− |κ|2

λ2κ

)∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+C0λ
2
κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + (C0 − 2)

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|(r1)τ |2

λ2κ
dxdτ

+C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|(r2)τ |2

λ4κ
dxdτ + 2C0

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ|r1|2dxdτ

+2(C0 − 1)

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ
|r2|2

λ2κ
dxdτ +

(
C0

θ
− 2

)
λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ

≤ 3C2
0λκ|κ|

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ.

Tomando λκ ≥ max
{
λ0|κ|,

√
(C0 − 5/2)−1|κ|

}
e renomeando as constantes, chegamos a

Cλκ|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≥
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zτ |2dxdτ

+λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|(r1)τ |2

λ2κ
+

|(r2)τ |2

λ4κ

)
dxdτ

+

∫ T0

0

∫ 1

0

ζe−2λκψ

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ

)
dxdτ.

(1.109)
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Etapa 6. Relembramos agora que (z, r1, r2, r) depende de θ. Em (1.92) e (1.109) �xamos

|κ| = κ0 e um λκ = λκ0 que satisfaz λκ0 > max
{
λ0|κ0|,

√
(C0 − 5/2)−1|κ0|

}
. Veja que

por ψ ser limitada, existe C1 > 0 tal que e−2λκ0C1 ≤ e−2λκ0ψ ⇔ e2λκ0ψ ≤ e2λκ0C1 . Isso nos

permite a�rmar, com o auxílio de (1.92) e (1.109), que∫ T0

0

∫ 1

0

|z|2dxdτ ≤ C

λκ0
|κ0|e4λκ0C1

∫ T0

0

∫ 1

0

|y|2dxdτ,

∫ T0

0

∫ 1

0

|zx|2dxdτ +
∫ T0

0

∫ 1

0

|zτ |2dxdτ ≤ Cλκ0 |κ0|e4λκ0C1

∫ T0

0

∫ 1

0

|y|2dxdτ,

∫ T0

0

∫ 1

0

(
|r1|2 +

|r2|2

λ2κ0

)
dxdτ ≤ Cλκ0|κ0|e4λκ0C1

∫ T0

0

∫ 1

0

|y|2dxdτ,

∫ T0

0

∫ 1

0

(
|(r1)τ |2

λ2κ0
+

|(r2)τ |2

λ4κ0

)
dxdτ ≤ Cλκ0 |κ0|e4λκC1

∫ T0

0

∫ 1

0

|y|2dxdτ

e ∫ T0

0

∫ 1

0

|r|2dxdτ ≤ Cθ

λκ0
|κ0|e2λκ0C1

∫ T0

0

∫ 1

0

|y|2dxdτ.

Isso nos diz que (zθ, (r1)θ, (r2)θ, rθ) é limitada emH1
0 (0, T0;V (0, 1))×[H1(0, T0;L

2(0, 1))]
2×

L2(0, T0;L
2(0, 1)). Em particular, quando θ → 0, a desigualdade acima implica que a

subsequência (rθ) tende a zero. Da re�exividade do espaço, existe uma subsequência

de (zθ, (r1)θ, (r2)θ, rθ) que converge fraco para algum (z, r1, r2, 0) em H1
0 (0, T0;V (0, 1)) ×

[H1(0, T0;L
2(0, 1))]

2 × L2(0, T0;L
2(0, 1)). Com essa convergência e o sistema de optima-

lidade (1.81)-(1.89) temos que o seguinte sistema é satisfeito:

zττ − zxx − κzτ = −(r1)τ + r2 + λκye
2λκψ em (0, 1)× (0, T0),

z(0) = 0 em (0, T0),

zx(1) + az(1) = 0 em (0, T0),

z(0) = z(T0) = 0 em (0, 1).

(1.110)

Seja x0 /∈ ω. Digamos 0 < x0 < l1. Então, existe δ > 0 tal que Ix0 = (x0− δ, x0+ δ) ⊂

(0, l1). Como −1/ ln θ tende a zero quando θ → 0, existe θ0 > 0 su�cientemente pequeno

tal que dist (x0 + δ, ω) ≥ −1/ ln θ0 > −1/ ln θ, sempre que 0 < θ < θ0. Assim, tomamos

ζ(x) = 1/θ em Ix0 . Lembremos que∫ T0

0

∫ 1

0

ζ

(
|(r1)θ|2

λ2κ0
+

|(r2)θ|2

λ4κ0

)
dxdτ
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=

∫ T0

0

∫
[0,1]\ω̄

ζ

(
|(r1)θ|2

λ2κ0
+

|(r2)θ|2

λ4κ0

)
dxdτ +

∫ T0

0

∫
ω

ζ

(
|(r1)θ|2

λ2κ0
+

|(r2)θ|2

λ4κ0

)
dxdτ,

o que por (1.92) implica em∫ T0

0

∫
[0,1]\ω̄

ζ

(
|(r1)θ|2

λ2κ0
+

|(r2)θ|2

λ4κ0

)
dxdτ ≤ C

λκ0
|κ0|e4λκ0C1

∫ T0

0

∫ 1

0

|y|2dxdτ.

Em particular,

1

θ

∫ T0

0

∫
Ix0

(
|(r1)θ|2

λ2κ0
+

|(r2)θ|2

λ4κ0

)
dxdτ ≤ C

λκ0
|κ0|e4λκ0C1

∫ T0

0

∫ 1

0

|y|2dxdτ.

O lado direito da desigualdade ser limitado e 1/θ → ∞ quando θ → 0+ nos dizem que∫ T0

0

∫
Ix0

(
|(r1)θ|2

λ2κ0
+

|(r2)θ|2

λ4κ0

)
dxdτ = 0.

Portanto, r1 = r2 = 0 em Ix0 . Uma vez que construção análoga pode ser feita para todo

x /∈ ω̄, concluímos que supp(r1) ∪ supp(r2) ⊂ ω × (0, T0).

Por �m, de�nimos z̄ = −(r1)τ + r2. Notemos que

|z̄|2 = | − (r1)τ + r2|2 ≤ 2|(r1)τ |2 + 2|r2|2.

Disso, de (1.109) e de ζ ≥ 1 vem que

Cλκ|κ|
∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≥
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ
(
|zx|2 + |zτ |2 + λ2κ|z|2

)
dxdτ +

1

λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ
(
|(r1)τ |2 + |r2|2

)
dxdτ

≥
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ
(
|zx|2 + |zτ |2 + λ2κ|z|2

)
dxdτ +

1

2λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z̄|2dxdτ .

Dessa forma, encerramos a demonstração. ■

1.3.4 Desigualdade de Carleman

Finalmente, provaremos a desigualdade de Carleman que utilizaremos para conseguir

a desigualdade de observabilidade.

Teorema 1.12 Seja ψ a função de�nida em (1.36), y ∈ C ([0, T0];L
2(0, 1)) solução fraca

de (1.77) e P (y) ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)). Existem κ0, λ0, C ∈ R+ tais que, para todo κ ∈ R

com |κ| ≥ κ0 ≥ 1, λκ ≥ λ0|κ| ≥ 1, é válido que
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∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≤ C|κ|2
∥∥eλκψP (y)∥∥2

L2(0,T0;V
′ (0,1))

+ C|κ|2λ2κ
∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ.
(1.111)

Demonstração. Seja y ∈ C([0, T0];L2(0, 1)) solução fraca de (1.77). Consideremos

z, κ0 e λ0 dados pela Proposição 1.10. Da regularidade de y, ψ e z̄ temos P ∗(z) ∈

L2(0, T0;L
2(0, 1)). Sendo assim, da de�nição de solução fraca, vem que(
y, z̄ + λκye

2λκψ
)
L2(0,T0;L2(0,1))

= ⟨P (y), z⟩L2(0,T0;V
′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1)) .

Tendo em mente que supp z̄ ⊂ ω × (0, T0), a igualdade acima fornece

λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≤
∣∣∣⟨P (y), z⟩L2(0,T0;V

′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1))

∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ T0

0

∫
ω

yz̄dxdτ

∣∣∣∣ . (1.112)

Sabemos que P (y) ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)) e z ∈ L2(0, T0, V (0, 1)). Logo, como e±λκψ ∈

C∞((0, 1)× (0, T0)), temos eλκψP (y) ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)) ⊂ L2(0, T0;V

′
(0, 1)) e e−λκψz ∈

L2(0, T, V (0, 1)). Pelo Teorema da Representação de Riesz-Fréchet, podemos dizer que〈
eλκψP (y), e−λκψz

〉
L2(0,T0;V

′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1))
=
(
eλκψP (y), e−λκψz

)
L2(0,T0;L2(0,1))

= (P (y), z)L2(0,T0;L2(0,1))

e

⟨P (y), z⟩L2(0,T0;V
′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1)) = (P (y), z)L2(0,T0;L2(0,1)) .

Logo,∣∣∣⟨P (y), z⟩L2(0,T0;V
′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1))

∣∣∣= ∣∣∣〈eλκψP (y), e−λκψz〉
L2(0,T0;V

′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1))

∣∣∣
≤
∥∥eλκψP (y)∥∥

L2(0,T0;V
′ (0,1))

∥∥e−λκψz∥∥
L2(0,T0;V (0,1))

.

Usando a desigualdade de Young, segue que∣∣∣⟨P (y), z⟩L2(0,T0;V
′ (0,1)),L2(0,T0;V (0,1))

∣∣∣
≤ 1

4δ1

∥∥eλκψP (y)∥∥2
L2(0,T0;V

′ (0,1))
+ δ1

∥∥e−λκψz∥∥2
L2(0,T0;V (0,1))

.

Notemos que
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∥∥e−λκψz∥∥2
L2(0,T0;V (0,1))

=

∫ T0

0

∥∥e−λκψ(τ)z(τ)∥∥2
V (0,1)

dτ

≤ C

∫ T0

0

∥∥(e−λκψ(τ)z(τ))
x

∥∥2
L2(0,1)

dτ

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

(
−λκψκe−λκψz + e−λκψzx

)2
dxdτ

≤ Cλ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ + C

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ.

Utilizando em (1.112) as informações obtidas e fazendo um novo uso da desigualdade de

Young chegamos a

λκ

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≤ 1

4δ1

∥∥eλκψP (y)∥∥2
L2(0,T0;V

′ (0,1))
+ Cλ2κδ1

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ

+Cδ1

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ +
λ2κ
4δ2

∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ

+
δ2
λ2κ

∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ|z̄|2dxdτ.

(1.113)

Reescrevendo (1.78) da seguinte maneira

1

2C0

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λkψ
(
|zx|2 + |zτ |2 + λ2κ|z|2

)
dxdτ +

1

2C0λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z̄|2dxdτ

≤ λκ|κ|
2

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdt

e somando a (1.113) multiplicada por |κ|, vemos que

1

2C0

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λkψ
(
|zx|2 + |zτ |2 + λ2κ|z|2

)
dxdτ +

1

2C0λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z̄|2dxdτ

+
λκ|κ|
2

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdt

≤ |κ|
4δ1

∥∥eλκψP (y)∥∥2
L2(0,T0;V

′ (0,1))
+ C|κ|λ2κδ1

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ

+C|κ|δ1
∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ +
|κ|λ2κ
4δ2

∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ

+
|κ|δ2
λ2κ

∫ T0

0

∫
ω

e−2λκψ|z̄|2dxdτ.
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Segue que(
1

2C0

− C1|κ|δ1
)∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|zx|2dxdτ +
1

2C0

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λkψ|zτ |2dxdτ

+

(
1

2C0

− C1|κ|δ1
)
λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z|2dxdτ

+

(
1

2C0

− δ2|κ|
)

1

λ2κ

∫ T0

0

∫ 1

0

e−2λκψ|z̄|2dxdτ + λκ
2

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≤ |κ|
4δ1

∥∥eλκψP (y)∥∥2
L2(0,T0;V

′ (0,1))
+
λ2κ|κ|
4δ2

∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ.

(1.114)

Agora, escolhamos δ1 = 1/4C0C1|κ| e δ2 = 1/4C0|κ|. Com isso, de (1.114) obtemos

λκ
2

∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ

≤ C0C1|κ|2
∥∥eλκψP (y)∥∥2

L2(0,T0;V
′ (0,1))

+ C0|κ|2λ2κ
∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ.

Usando que λκ ≥ 1 e reorganizando as constantes, chegamos a∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|y|2dxdτ ≤ C|κ|2
∥∥eλκψP (y)∥∥2

L2(0,T0;V
′ (0,1))

+ C|κ|2λ2κ
∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ,

como queríamos mostrar. ■

1.4 Controlabilidade no terceiro intervalo

Nesta parte do trabalho retomamos o que foi iniciado na Seção 1.2. Nosso objetivo

é garantir a controlabilidade do sistema (1.1) no intervalo [2T/3, T ], o que será feito

no Teorema 1.13. Antes disso, porém, precisamos de algumas de�nições e resultados

auxiliares.

1.4.1 Norma em V ′(0, 1)

É importante que tenhamos uma expressão para a norma em V
′
(0, 1). Para obtê-la,

começaremos provando que o operador B : V (0, 1) → V
′
(0, 1) que satisfaz
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
B(v) = −vxx = f em (0, 1),

v(0) = vx(1) + av(1) = 0,
(1.115)

é um isomor�smo. A linearidade do operador é vista facilmente, assim como sua

injetividade. Dizemos que v ∈ V é solução fraca de (1.115) se

av(1)ξ(1) +

∫ 1

0

vxξxdx = ⟨f, ξ⟩V ′ (0,1),V (0,1) , ∀ ξ ∈ V (0, 1).

Em [V (0, 1)]2 de�nimos a forma

b(ξ1, ξ2) = aξ1(1)ξ2(1) +

∫ 1

0

(ξ1)x(ξ2)xdx,

que é bilinear, contínua e coerciva. Aplicando o Teorema de Lax-Milgram para b e o

funcional linear f , obtemos que existe único v ∈ V (0, 1) tal que para todo ξ ∈ V (0, 1),

b(v, ξ) = ⟨f, ξ⟩V ′ (0,1),V (0,1) ,

fornecendo que v é solução fraca de (1.115). Com isso, concluímos que para todo

f ∈ V
′
(0, 1), existe v ∈ V (0, 1) tal que B(v) = f . Em outras palavras, B é sobrejetora.

Seja f ∈ V
′
(0, 1). De B ser um isomor�smo sabemos que existe único v ∈ V (0, 1) tal

que Bv = f . Note que

⟨Bv, z⟩V ′ (0,1),V (0,1) = (v, z)V (0,1).
Dessa forma,

⟨f, z⟩V ′ (0,1),V (0,1) = ⟨Bv, z⟩V ′ (0,1),V (0,1) = (v, z)V (0,1)

e, da desigualdade de Cauchy-Schwartz,

∥f∥V ′ (0,1) = sup
∥z∥V (0,1)=1

∣∣(v, z)V (0,1)

∣∣ ≤ ∥v∥V (0,1) .

Escolhendo z = v/ ∥v∥V (0,1) , temos que z ∈ V (0, 1) e ∥z∥V (0,1) = 1. Além disso,

∣∣(v, z)V (0,1)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
(
v,

v

∥v∥V (0,1)

)
V (0,1)

∣∣∣∣∣∣ = 1

∥v∥V (0,1)

∥v∥2V (0,1) = ∥v∥V (0,1) .

Portanto, dado que f = Bv,

∥f∥V ′ (0,1) = ∥v∥V (0,1) .

Também é verdade que ∥v∥V (0,1) e
∥∥B1/2v

∥∥
L2(0,1)

são equivalentes. De fato, o Teorema

do Traço e a desigualdade de Poincaré nos permitem dizer que

|v(1)|2 ≤ C ∥v∥2H1(0,1) = C
(
∥vx∥2L2(0,1) + ∥v∥2L2(0,1)

)
≤ C ∥vx∥2L2(0,1) .
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Logo,

∥vx∥2L2(0,1) ≤ ∥v∥2V (0,1) ≤ C ∥vx∥2L2(0,1) .

Reunindo as informações obtidas, temos que existem constantes C1 e C2 positivas tais

que para f = Bv,

C1

∥∥B1/2v
∥∥
L2(0,1)

≤ ∥f∥V ′ (0,1) = ∥v∥V (0,1) ≤ C2

∥∥B1/2v
∥∥
L2(0,1)

. (1.116)

1.4.2 Desigualdade de observabilidade

A energia associada ao sistema (1.32) é dada por

F(τ) =
1

2

(
∥y(τ)∥2L2(0,1) + ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1)

)
(1.117)

Observemos que

dF(τ)

dτ
= −κ ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) . (1.118)

O objetivo desta seção é obter a desigualdade de observabilidade, a qual é dada no

seguinte resultado:

Teorema 1.13 Seja y solução de (1.32). Existem constantes positivas T0, κ0, C, C̄ tais

que para todo T̂ ≥ T0, κ ≥ κ0,

∥y(0)∥2L2(0,1) + ∥yτ (0)∥2V ′ (0,1) ≤ CeC̄|κ|
∫ T̂

0

∫
ω

|y|2dxdτ. (1.119)

Para a demonstração do teorema anterior, precisaremos de algumas desigualdades de

energia. Aqui apresentamos esses resultados e suas provas para que possamos usá-los sem

maiores explicações no momento devido.

Lema 1.14 Sejam 0 ≤ s0 < τ0 ≤ T̂ quaisquer e |κ| ≥ 1. Então, para todo s̄0, τ̄0

satisfazendo s0 < s̄0 < τ̄0 < τ0, existe uma constante C > 0 tal que a energia F(τ)

associada à solução y de (1.32) satisfaz∫ τ̄0

s̄0

F(τ)dτ ≤ C|κ|
∫ τ0

s0

∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ. (1.120)
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Demonstração. De�namos em [0, T̂ ] a função auxiliar

γ(τ) = (τ − s0)
2(τ − τ0)

2.

Fazendo o produto escalar da equação em (1.32) por γB−1y e integrando sobre (0, 1) ×

(s0, τ0), temos

0 = −
∫ τ0

s0

∫ 1

0

γyτ (B
−1y)τdxdτ −

∫ τ0

s0

∫ 1

0

γτyτB
−1ydxdτ

−
∫ τ0

s0

γ(τ)yx(1, τ)(B
−1y)(1, τ)dτ +

∫ τ0

s0

γ(τ)y(1, τ)(B−1y)x(1, τ)dτ

+

∫ τ0

s0

∫ 1

0

γ|y|2dxdτ + κ

∫ τ0

s0

∫ 1

0

γyτB
−1ydxdτ.

Seja v tal que Bv = y. De acordo com (1.115),

−
∫ τ0

s0

γ(τ)yx(1, τ)(B
−1y)(1, τ)dτ +

∫ τ0

s0

γ(τ)y(1, τ)(B−1y)x(1, τ)dx

=

∫ τ0

s0

γ(τ)y(1, τ) (vx(1, τ) + av(1, τ)) dτ = 0.

Dessa forma,

0 = −
∫ τ0

s0

∫ 1

0

γyτ (B
−1y)τdxdτ +

∫ τ0

s0

∫ 1

0

γ|y|2dxdτ

+

∫ τ0

s0

∫ 1

0

(κγ − γτ )yτB
−1ydxdτ.

(1.121)

Usando v = B−1y também encontramos que

−
∫ τ0

s0

∫ 1

0

γyτ (B
−1y)τdxdτ = −

∫ τ0

s0

γ ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) dτ

e ∫ τ0

s0

∫ 1

0

(κγ − γτ )yτB
−1ydxdτ = −1

2

∫ τ0

s0

(κγτ − γττ ) ∥y(τ)∥2V ′
(0,1) dτ.

Substituindo essas igualdades em (1.121) temos∫ τ0

s0

γ(τ) ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) dτ

=

∫ τ0

s0

γ(τ) ∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ −
1

2

∫ τ0

s0

(κγτ (τ)− γττ (τ)) ∥y(τ)∥2V ′ (0,1) dτ.
(1.122)

Uma vez que γ é positiva para todo τ /∈ {s0, τ0}, para todo intervalo [s̄0, τ̄0] ⊂ (s0, τ0)

existe C1 > 0 tal que
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C1

∫ τ̄0

s̄0

∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) dτ ≤
∫ τ̄0

s̄0

γ(τ) ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) dτ.

Por (1.122) e da regularidade de γ, segue que

C1

∫ τ̄0

s̄0

∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) dτ

≤
∫ τ0

s0

γ(τ) ∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ −
1

2

∫ τ0

s0

(κγτ (τ)− γττ (τ)) ∥y(τ)∥2V ′ (0,1) dτ

≤ C

(∫ τ0

s0

∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ + |κ|
∫ τ0

s0

∥y(τ)∥2V ′ (0,1) dτ

)
.

(1.123)

Usando que L2(0, 1) está imerso continuamente em V
′
(0, 1), obtemos de (1.123)∫ τ̄0

s̄0

∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) dτ ≤ C|κ|
∫ τ0

s0

∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ.

Sendo assim,

1

2

∫ τ̄0

s̄0

(
∥y(τ)∥2L2(0,1) + ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1)

)
dτ ≤ 1

2
(1 + C|κ|)

∫ τ0

s0

∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ

e, portanto, ∫ τ̄0

s̄0

F(τ)dτ ≤ C|κ|
∫ τ0

s0

∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ,

como desejado. ■

O lema a seguir estabelece uma relação entre o valor da energia em dois pontos

quaisquer do intervalo de tempo com o qual estamos trabalhando. Ele será fundamental

para os nossos propósitos.

Lema 1.15 A energia F associada à solução fraca do sistema (1.32) satisfaz

F(s0) ≤ e2|κ|T̂F(τ0), ∀ s0, τ0 ∈ [0, T̂ ]. (1.124)

Demonstração. Sabemos que

dF(τ)

dτ
= −κ ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) ≤ |κ| ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) ≤ 2|κ|F(τ).

Dessa forma,

F(s0) ≤ F(τ0)e
2|κ|(s0−τ0), ∀ s0, τ0 ∈ [0, T̂ ], τ0 ≤ s0. (1.125)

Agora, fazendo a mudança de variável τ̄ = T̂ − τ e ȳ(x, τ̄) = y(x, τ), temos
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yτ (x, τ) = ȳτ̄ (x, τ̄)τ̄τ = −ȳτ̄ (x, τ̄), yττ (x, τ) = ȳτ̄ τ̄ (x, τ̄),

yx(x, τ) = ȳx(x, τ̄), yxx(x, τ) = ȳxx(x, τ̄).

Com isso, 

ȳτ̄ τ̄ − ȳxx − κȳτ̄ = 0 em (0, 1)× (0, T̂ ),

ȳ(0, τ̄) = 0 em (0, T̂ ),

ȳx(1, τ̄) + aȳ(1, τ̄) = 0 em (0, T̂ ),

ȳ(x, T̂ ) = y0(x), ȳτ̄ (x, T̂ ) = −y1(x) em (0, 1).

Tomando z = ȳ, temos o sistema

zτ̄ τ̄ − zxx − κzτ̄ = 0 em (0, 1)× (0, T̂ ),

z(0, τ̄) = 0 em (0, T̂ ),

zx(1, τ̄) + az(1, τ̄) = 0 em (0, T̂ ),

z(x, 0) = ȳ(x, 0), zτ̄ (x, 0) = ȳτ̄ (x, 0) em (0, 1).

Para s0 ≤ τ0, façamos s̄0 = T̂ −s0 e τ̄0 = T̂ − τ0. Note que τ̄0 ≤ s̄0. Por raciocínio análogo

ao que utilizamos anteriormente, encontramos

dFz(τ̄)

dτ̄
=

d

dτ̄

(
1

2

(
∥z(τ̄)∥2L2(0,1) + ∥zτ̄ (τ̄)∥2V ′ (0,1)

))
= κ ∥zτ̄ (τ̄)∥2V ′ (0,1)

e

Fz(s̄0) ≤ Fz(τ̄0)e
2|κ|(s̄0−τ̄0).

Portanto,

∥z(s̄0)∥2L2(0,1) + ∥zτ̄ (s̄0)∥2V ′ (0,1) ≤ e2|κ|(s̄0−τ̄0)
(
∥z(τ̄0)∥2L2(0,1) + ∥zτ̄ (τ̄0)∥2V ′ (0,1)

)
,

o que implica

∥ȳ(s̄0)∥2L2(0,1) + ∥ȳτ (s̄0)∥2V ′ (0,1) ≤ e2|κ|(s̄0−τ̄0)
(
∥ȳ(τ̄0)∥2L2(0,1) + ∥ȳτ (τ̄0)∥2V ′ (0,1)

)
e

∥y(s0)∥2L2(0,1) + ∥yτ (s0)∥2V ′ (0,1) ≤ e2|κ|(s̄0−τ̄0)
(
∥y(τ0)∥2L2(0,1) + ∥yτ (τ0)∥2V ′ (0,1)

)
.

Assim,

F(s0) ≤ e2|κ|(s̄0−τ̄0)F(τ0), ∀ s0, τ0 ∈ [0, T̂ ], s0 ≤ τ0. (1.126)

Concluímos de (1.125) e (1.126) que

F(s0) ≤ e2|κ|T̂F(τ0), ∀ s0, τ0 ∈ [0, T̂ ],
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como queríamos. ■

Voltemos, agora, ao Teorema 1.13 para estabelecermos sua demonstração.

Demonstração do Teorema 1.13. Como indicado no início da Seção 1.3, consideramos

T̂ ≥ T0, com T0 dado por (1.38). A prova de (1.119) será feita para T̂ = T0. Note que

isso é su�ciente para garantirmos que (1.119) é válida para todo T̂ ≥ T0. Lembramos que

µ(x, τ) = αρ(x)− β

(
τ − T0

2

)2

+M.

Para todo x ∈ (0, 1),

µ

(
x,
T0
2

)
> M.

Além disso, a de�nição de T0 nos leva a

µ(x, 0) = µ(x, T0) < M.

Da continuidade de µ, existem 0 < δ0, δ1 < T0/4, su�cientemente pequenos, tais que

µ(x, τ) > M + δ1 em [0, 1]×
[
T0
2

− δ0,
T0
2

+ δ0

]
(1.127)

e

µ(x, τ) < M − δ1 em [0, 1]× I, (1.128)

com I = [0, δ0] ∪ [T0 − δ0, T0]. Uma vez que ψ(x, τ) = esµ(x,τ),

ψ(x, τ) > M1 := es(M+δ1) em [0, 1]×
[
T0
2

− δ0,
T0
2

+ δ0

]
(1.129)

e

ψ(x, τ) < M2 := es(M−δ1) em [0, 1]× I. (1.130)

Seja Θ ∈ C∞
0 (0, T0) uma função não negativa que satisfaz Θ(τ) = 1 em [δ0, T0−δ0]. Para y

solução de (1.32) temos que Θy é uma solução fraca de (1.78) e P (Θy) ∈ L2(0, T0;L
2(0, 1)).

Sendo assim, pelo Teorema 1.12,∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|Θy|2dxdτ

≤ C|κ|2
∥∥eλκψP (Θy)∥∥2

L2(0,T0;V ′ (0,1)) + C|κ|2λ2κ
∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|Θy|2dxdτ,
(1.131)

para κ e λκ apropriados.

Utilizando o Teorema da Representação de Riesz-Fréchet vemos que
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∫ T0

0

∥∥eλκψ(τ)P (Θy)(τ)∥∥2
V ′ (0,1))

dτ

=

∫ T0

0

(
sup

∥z∥V (0,1)=1

∣∣∣〈eλκψ(τ)P (Θy)(τ), z〉
V ′ (0,1),V (0,1)

∣∣∣)2

dτ

=

∫ T0

0

(
sup

∥z∥V (0,1)=1

∣∣∣∣∫ 1

0

eλκψ(τ)P (Θy)(τ)zdx

∣∣∣∣
)2

dτ

=

∫ T0

0

(
sup

∥z∥V (0,1)=1

∣∣∣〈P (Θy)(τ), eλκψ(τ)z〉
V

′
(0,1),V (0,1)

∣∣∣)2

dτ

≤
∫ T0

0

(
sup

∥z∥V (0,1)=1

∥P (Θy)(τ)∥V ′ (0,1)

∥∥eλκψ(τ)z∥∥
V (0,1)

)2

dτ.

Agora observemos que P (Θy) = Θττy+2Θτyτ+κΘτy e que Θτ = Θττ = 0 em [δ0, T0−δ0].

Logo, P (Θy) = 0 sobre [0, 1] × [δ0, T0 − δ0]. Além disso, eλκψ(x,τ) ≤ eλκM2 em [0, 1] × I.

Dessa forma, ∥∥eλκψ(τ)z∥∥
V (0,1)

≤ C
∥∥(eλκψ(τ)z)

x

∥∥
L2(0,1)

= C

√∫ 1

0

|eλκψ(τ) (λκψxz + zx)|2 dx

≤ CeλκM2

(
C1λκ ∥z∥L2(0,1) +

√
2 ∥zx∥L2(0,1)

)
≤ Cλκe

λκM2 ∥z∥V (0,1)

e ∫ T0

0

∥∥eλκψ(τ)P (Θy)(τ)∥∥2
V ′ (0,1)

dτ

≤
∫
I

∥P (Θy)(τ)∥2V ′ (0,1)

(
sup

∥z∥V (0,1)=1

Cλκe
λκM2 ∥z∥V (0,1)

)2

dτ

= Cλ2κe
2λκM2

∫
I

∥P (Θy)(τ)∥2V ′ (0,1) dτ.

Substituindo P (Θy) por Θττy + 2Θτyτ + κΘτy e tendo em mente que Θ não depende de

x, encontramos ∫ T0

0

∥∥eλκψ(τ)P (Θy)(τ)∥∥2
V

′
(0,1)

dτ

≤ Cλ2κe
2λκM2

∫
I

|Θττ (τ) + κΘτ (τ)|2 ∥y(τ)∥2V ′ (0,1) dτ
(1.132)



Capítulo 1. Equação do calor como limite da equação da onda 73

+Cλ2κe
2λκM2

∫
I

|2Θτ (τ)|2 ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1) dτ

≤ Cλ2κ|κ|2e2λκM2

∫
I

(
∥y(τ)∥2L2(0,1) + ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1)

)
dτ

≤ Cλ2κ|κ|2e2λκM2

∫
I

F(τ)dτ.

Utilizando a estimativa (1.132) em (1.131), obtemos∫ T0

0

∫ 1

0

e2λκψ|Θy|2dxdτ

≤ Cλ2κ|κ|4e2λκM2

∫
I

F(τ)dτ + C|κ|2λ2κ
∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|Θy|2dxdτ.
(1.133)

Sabemos de (1.129) que

e2λκM1

∫ T0
2
+δ0

T0
2
−δ0

∫ 1

0

|Θy|2dxdτ ≤
∫ T0

2
+δ0

T0
2
−δ0

∫ 1

0

|Θy|2e2λκψdxdτ. (1.134)

Como δ0 < T0/4, o intervalo [T0/2−δ0, T0/2+δ0] está contido em [δ0, T0−δ0]. Logo Θ = 1

em [T0/2−δ0, T0/2+δ0]. Com base no Lema 1.14, podemos escolher s̄0 ∈ (T0/2−δ0, T0/2)

e τ̄0 ∈ (T0/2, T0/2 + δ0) tais que∫ τ̄0

s̄0

F(τ)dτ ≤ C|κ|
∫ T0

2
+δ0

T0
2
−δ0

∥y(τ)∥2L2(0,1) dτ = C|κ|
∫ T0

2
+δ0

T0
2
−δ0

∥Θy(τ)∥2L2(0,1) dτ (1.135)

e do Lema 1.15,

(τ̄0 − s̄0)F(0) ≤ e2|κ|T0
∫ τ̄0

s̄0

F(τ)dτ. (1.136)

Segue das desigualdades (1.134)-(1.136) que

F(0) ≤ C|κ|e2|κ|T0−2λκM1

∫ T0
2
+δ0

T0
2
−δ0

∫ 1

0

|Θy|2e2λκψdxdτ. (1.137)

Usando (1.137) em (1.133) e a limitação proveniente da continuidade de Θ, temos

F(0) ≤ Cλ2κ|κ|5e2|κ|T0−2λκ(M1−M2)

∫
I

F(τ)dτ

+Cλ2κ|κ|3e2|κ|T0−2λκM1

∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ.
(1.138)

Uma nova aplicação do Lema 1.15 nos diz que∫
I

F(τ)dτ ≤ Ce2|κ|T0F(0).

Sendo assim, por (1.138),
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F(0) ≤ Cλ2κ|κ|5e4|κ|T0−2λκ(M1−M2)F(0)

+Cλ2κ|κ|3e2|κ|T0−2λκM1

∫ T0

0

∫
ω

e2λκψ|y|2dxdτ.
(1.139)

Considerando (1.138) e que M3 = maxψ(x, τ) ≥ M1 em (0, 1) × (0, T0), conseguimos

estabelecer(
1− C0λ

2
κ|κ|5

e2λκ(M1−M2)−4|κ|T0

)
F(0) ≤ C0λ

2
κ|κ|3e2|κ|T0+2λκ(M3−M1)

∫ T0

0

∫
ω

|y|2dxdτ. (1.140)

Agora tomamos, para λ0 dado pelo Teorema 1.12,

λκ ≥ max

{
8R1 + 1

2(M1 −M2)
√
β
|κ|, λ0|κ|

}
. (1.141)

Dessa forma,

2λκ(M1 −M2)− 4|κ|T0 ≥
8R1 + 1

(M1 −M2)
√
β
|κ|(M1 −M2)−

8√
β
|κ|R1 > C1|κ|

e

2|κ|T0 + 2λκ(M3 −M1) ≤ 8λκ(M1 −M2) + 2λκ(M3 −M1) < C2λκ.

Notemos que podemos tomar λκ = λ1|κ| para algum λ1 escolhido adequadamente. Assim,

−C0λ
2
1|κ|7

eC1|κ|
= −C0λ

2
κ|κ|5

eC1|κ|
< − C0λ

2
κ|κ|5

e2λκ(M1−M2)−4|κ|T0

e

1

2
< 1− C0λ

2
κ|κ|5

e2λκ(M1−M2)−4|κ|T0
, (1.142)

sempre que |κ| é grande o bastante. Portanto, por (1.140)− (1.142) segue que

F(0) ≤ C0λ
2
1|κ|5eC2λ1|κ|

∫ T0

0

∫
ω

|y|2dxdτ,

o que implica em

∥y(0)∥2L2(0,1) + ∥yτ (0)∥2V ′ (0,1) ≤ CeC̄|κ|
∫ T0

0

∫
ω

|y|2dxdτ,

como queríamos provar. ■

Agora que conseguimos uma desigualdade de observabilidade para o sistema (1.32),

vamos estabelecer a desigualdade de observabilidade para o sistema (1.31).



Capítulo 1. Equação do calor como limite da equação da onda 75

Teorema 1.16 Seja v solução de (1.31). Existem constantes positivas ε0(T ), C(T ), C̄(T )

tais que, para todo T > 0, 0 < ε ≤ ε0(T ),∥∥v0∥∥2
L2(0,1)

+ ε
∥∥v1∥∥2

V ′ (0,1)
≤ C(T )e

C̄(T )√
ε

∫ T

0

∫
ω

|v(x, t)|2dxdt. (1.143)

Demonstração. Sejam T0, κ0, C e C̄ as constantes do enunciado do Teorema 1.13 e um

T > 0 qualquer. Sabemos que esse resultado é válido para todo T̂ > T0. Uma vez que

T̂ = T/
√
ε, temos que

T√
ε
= T̂ > T0 ⇔ T >

√
εT0.

Logo, basta escolher ε su�cientemente pequeno, digamos 0 < ε ≤ ε0(T ), para que o

Teorema 1.13 possa ser aplicado. Dessa forma, por (1.119),

∥y(0)∥2L2(0,1) + ∥yτ (0)∥2V ′ (0,1) ≤ CeC̄|κ|
∫ T̂

0

∫
ω

|y(x, τ)|2dxdτ. (1.144)

Como y(x, τ) = v(x, T −
√
ετ), vem que

∥v(T )∥2L2(0,1) +
∥∥√εvt(T )∥∥2V ′ (0,1)

≤ Ce
C̄√
ε

∫ T√
ε

0

∫
ω

|v(x, T −
√
ετ)|2dxdτ,

o que é equivalente a∥∥v0∥∥2
L2(0,1)

+ ε
∥∥v1∥∥2

V ′ (0,1)
≤ − C√

ε
e

C̄√
ε

∫ 0

T

∫
ω

|v(x, t)|2dxdt

ou ∥∥v0∥∥2
L2(0,1)

+ ε
∥∥v1∥∥2

V ′ (0,1)
≤ C√

ε
e

C̄√
ε

∫ T

0

∫
ω

|v(x, t)|2dxdt.

Em particular, para ε su�cientemente pequeno, temos (1.143) ■

1.4.3 Controlabilidade

Em posse da desigualdade de observabilidade (1.143), estamos aptos a provar a

controlabilidade nula do sistema (1.1). Antes disso, observemos que multiplicando a

equação em (1.1) por v solução de (1.31) e integrando sobre Q, temos∫ T

0

∫ 1

0

h1ωvdxdt (1.145)
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=

∫ 1

0

εv0(x)ut(x, T )dx−
∫ 1

0

v(x, 0)
(
εu1(x) + u0(x)

)
dx

+

∫ 1

0

(
−εv1(x) + v0(x)

)
u(x, T )dx+

∫ 1

0

εvt(x, 0)u
0(x)dx.

Se u(T ) = ut(T ) = 0, então, para todo (v0, v1) ∈ L2(0, 1)× V
′
(0, 1),

εv0(x)ut(x, T ) +
(
−εv1(x) + v0(x)

)
u(x, T ) = 0. (1.146)

Reciprocamente, suponha que a a�rmação acima é verdadeira. Vamos reescrever (1.146)

da seguinte forma:

(εut(x, T ) + u(x, T )) v0(x)− εv1(x)u(x, T ) = 0.

Escolhendo v0(x) = εut(x, T ) + u(x, T ) e v1(x) = −ε−1u(x, T ), temos

|εut(x, T ) + u(x, T )|2 + |u(x, T )|2 = 0,

o que implica u(x, T ) = ut(x, T ) = 0. Com isso concluímos que o sistema é controlável a

zero se, e somente se, para todo (v(T ), vt(T )) = (v0, v1) ∈ L2(0, 1)× V
′
(0, 1) a igualdade

(1.146) é válida, onde v é a solução do sistema adjunto com esses dados iniciais. Disso e

de (1.145) vem que o sistema é controlável se, e somente se,∫ T

0

∫ 1

0

h1ωvdxdt =

∫ 1

0

u0(x) [εvt(x, 0)− v(x, 0)] dx− ε

∫ 1

0

u1(x)v(x, 0)dx. (1.147)

A equação (1.147) é chamada Condição de Optimalidade e iremos provar que ela é

satisfeita na demonstração do teorema a seguir.

Teorema 1.17 Existem constantes C, C̄, ε0 > 0 tais que para T > 0 e 0 < ε ≤ ε0(T ) < 1,

o sistema (1.1) é nulamente controlável e o controle h satisfaz

∥h∥L2(ω×(0,T )) ≤ C(T )e
C̄(T )√

ε

∥∥(u0,√εu1)∥∥
V (0,1)×L2(0,1)

. (1.148)

Demonstração. Consideremos o funcional J : L2(0, 1)× V
′
(0, 1) → R dado por

J(v0, v1) =
1

2

∫ T

0

∫
ω

|v|2dxdt+
∫ 1

0

(u0 + εu1)v(0)dx− ε
〈
u0, vt(0)

〉
, (1.149)

em que v é a solução de (1.31) para os dados iniciais (v0, v1). Ele é contínuo e estritamente

convexo. A desigualdade de observabilidade nos ajuda a mostrar que ele é coercivo. De

fato, �xado 0 < ε ≤ ε0(T ), com o auxílio de (1.143) vemos que

J(v0, v1) ≥ C1(T )
(∥∥v0∥∥2

L2(0,1)
+ ε

∥∥v1∥∥2
V ′ (0,1)

)
−
∣∣∣∣∫ 1

0

(u0 + εu1)v(0)dx

∣∣∣∣− ∣∣ε 〈u0, vt(0)〉∣∣ .
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De acordo com as desigualdades de Cauchy e a de Young,∣∣∣∣∫ 1

0

(u0 + εu1)v(0)dx

∣∣∣∣ ≤
∥∥u0 + εu1

∥∥
L2(0,1)

∥v(0)∥L2(0,1)

≤ C(δ)
∥∥u0 + εu1

∥∥2
L2(0,1)

+ δ ∥v(0)∥2L2(0,1)

e ∣∣∣〈√εu0,√εvt(0)〉V (0,1),V ′ (0,1)

∣∣∣ ≤
∥∥√εu0∥∥

V (0,1)

∥∥√εvt(0)∥∥V ′ (0,1)

≤ C(δ)
∥∥√εu0∥∥2

V (0,1)
+ δ

∥∥√εvt(0)∥∥2V ′ (0,1)
.

Assim,

J(v0, v1) ≥ C1(T )
(∥∥v0∥∥2

L2(0,1)
+ ε

∥∥v1∥∥2
V ′ (0,1)

)
− C(δ)

∥∥u0 + εu1
∥∥2
L2(0,1)

−δ ∥v(0)∥2L2(0,1) − C(δ)
∥∥√εu0∥∥2

V (0,1)
− δ

∥∥√εvt(0)∥∥2V ′ (0,1)
.

Sabemos de (1.118) que

d

dτ

[
1

2

(
∥y(τ)∥2L2(0,1) + ∥yτ (τ)∥2V ′ (0,1)

)]
≤ 0.

Integrando de 0 a T̂ e retornando à variável v, encontramos

∥v(0)∥2L2(0,1) + ε ∥vτ (0)∥2V ′ (0,1) ≤
∥∥v0∥∥2

L2(0,1)
+ ε

∥∥v1∥∥2
V ′ (0,1)

. (1.150)

Com essa informação obtemos

J(v0, v1) ≥ C1(T )
(∥∥v0∥∥2

L2(0,1)
+ ε

∥∥v1∥∥2
V ′ (0,1)

)
− C(δ)

(∥∥u0 + εu1
∥∥2
L2(0,1)

+
∥∥εu0∥∥2

V (0,1)

)
−δ
(∥∥v0∥∥2

L2(0,1)
+ ε

∥∥v1∥∥2
V

′
(0,1)

)
≥ (C1(T )− δ)

(∥∥v0∥∥2
L2(0,1)

+ ε
∥∥v1∥∥2

V
′
(0,1)

)
.

Logo, escolhendo δ < C1(T ),

lim
∥(v0,v1)∥Eε→∞

J(v0, v1) = +∞,

provando a coercividade de J . Podemos, portanto, a�rmar que J possui um único mínimo

em algum (v̄0, v̄1) ∈ Eε. Sejam (v0, v1) ∈ Eε e v a solução correspondente. Uma vez que

DJ(v̄0, v̄1) =

∫ T

0

∫
ω

v̄vdxdt+

∫ 1

0

v(x, 0)
(
εu1(x) + u0(x)

)
dx−

∫ 1

0

εvt(x, 0)u
0(x)dx = 0,

com v̄ sendo solução de (1.31) associada a (v̄0, v̄1), temos que∫ T

0

∫
ω

v̄vdxdt = −
∫ 1

0

v(x, 0)
(
εu1(x) + u0(x)

)
dx+

∫ 1

0

εvt(x, 0)u
0(x)dx.
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Assim, a condição de optimalidade (1.147) é satisfeita com o controle h = v̄ e concluímos

a controlabilidade de (1.1).

Para provar (1.148), usamos o fato de J atingir mínimo em (v̄0, v̄1). Isso nos permite

a�rmar que

J
(
v̄0, v̄1

)
dx ≤ J(0, 0) = 0,

de onde vem

1

2

∫ T

0

∫
ω

|v̄|2dxdt

≤
∥∥u0 + εu1

∥∥
L2(0,1)

∥v̄(0)∥L2(0,1) + ε
∥∥u0∥∥

V (0,1)
∥v̄t(0)∥V ′ (0,1)

≤
(∥∥u0 + εu1

∥∥
L2(0,1)

+
√
ε
∥∥u0∥∥

V (0,1)

)(
∥v̄(0)∥L2(0,1) +

√
ε ∥v̄t(0)∥V ′ (0,1)

)
.

(1.151)

Podemos estabelecer, das desigualdades (1.143) e (1.150), a estimativa

∥v̄(0)∥L2(0,1) +
√
ε ∥v̄t(0)∥V ′ (0,1) ≤ C(T )e

C̄(T )√
ε ∥v̄∥L2(ω×(0,1)) . (1.152)

Também podemos mostrar que∥∥u0 + εu1
∥∥
L2(0,1)

+
√
ε
∥∥u0∥∥

V (0,1)
≤ C

(∥∥u0∥∥
V (0,1)

+
√
ε
∥∥u1∥∥

L2(0,1)

)
. (1.153)

Combinando (1.151)-(1.153), chegamos a

∥v̄∥2L2(ω×(0,T )) ≤ C(T )e
C̄(T )√

ε

∥∥(u0,√εu1)∥∥
V (0,1)×L2(0,1)

∥v̄∥L2(ω×(0,T )) ,

a qual implica em (1.148). ■

1.5 Prova do Teorema 1.1

Os resultados obtidos nas seções anteriores nos permitem provar o principal teorema

deste capítulo, o Teorema 1.1. Uma vez que no teorema existem muitas a�rmações a

serem comprovadas, dividiremos a demonstração em tópicos.

O sistema é nulamente controlável. O que faremos agora é reunir os resultados

obtidos nas seções anteriores e com isso construir o controle que nos permitirá levar u e

ut a zero em um dado tempo T > 0. Para isso, �xado T , dividimos o intervalo de tempo

da seguinte forma: [0, T ] = [0, T/3] ∪ [T/3, 2T/3] ∪ [2T/3, T ]. Seja ε0 = ε0(ω, T ) pequeno

o su�ciente para que possamos aplicar os teoremas 1.3 e 1.17. De acordo com o Teorema

1.3, para todo 0 < ε < ε0, existe um controle hε1 ∈ L2(ω × (0, T )) que faz com que a
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solução do sistema

ε(uε1)tt − (uε1)xx + (uε1)t = hε11ω em (0, 1)×
(
0,
T

3

)
,

uε1(0) = 0 em

(
0,
T

3

)
,

(uε1)x(1) + auε1(1) = 0 em

(
0,
T

3

)
,

uε1(0) = u0, (uε1)t(0) = u1 em (0, 1) ,

(1.154)

satisfaça

πεp

(
uε1

(
T

3

)
, (uε1)t

(
T

3

))
= 0. (1.155)

Também temos que

∥hε1∥L2(ω×(0,T3 ))
≤ C

∥∥(u0, u1)∥∥
Eε . (1.156)

Note que multiplicando a equação em (1.154) por (uε1)t e integrando sobre (0, 1)×(0, T/3)

chegamos à desigualdade de energia∥∥∥∥(uε1(T3
)
, (uε1)t

(
T

3

))∥∥∥∥
Eε

≤ ∥hε1∥L2(ω×(0,T3 ))
+
∥∥(u0, u1)∥∥

Eε .

Sendo assim, usando a estimativa (1.156), encontramos∥∥∥∥(uε1(T3
)
, (uε1)t

(
T

3

))∥∥∥∥
Eε

≤ C
∥∥(u0, u1)∥∥

Eε . (1.157)

Passamos agora a olhar para o sistema

ε(uε2)tt − (uε2)xx + (uε2)t = 0 em (0, 1)×
(
T

3
,
2T

3

)
,

uε2(0) = 0 em

(
T

3
,
2T

3

)
,

(uε2)x(1) + auε2(1) = 0 em

(
T

3
,
2T

3

)
,

uε2

(
T

3

)
= u02, (uε2)t

(
T

3

)
= u12 em (0, 1) ,

(1.158)

com

u02 = uε1

(
T

3

)
e u12 = (uε1)t

(
T

3

)
. (1.159)

Por (1.155) temos que (u02, u
1
2) pertence a Eε

h. Aplicando o Teorema 1.5, para todo
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t ∈ [T/3, 2T/3],

∥(uε2(t), (uε2)t(t))∥Eε ≤ 23/2e−t/4ε
∥∥(u02, u12)∥∥Eε .

Em particular, para t = 2T/3,∥∥∥∥(uε2(2T

3

)
, (uε2)t

(
2T

3

))∥∥∥∥
Eε

≤ 23/2e−T/6ε
∥∥(u02, u12)∥∥Eε . (1.160)

Logo, (1.157)-(1.160) fornecem∥∥∥∥(uε2(2T

3

)
, (uε2)t

(
2T

3

))∥∥∥∥
Eε

≤ Ce−T/6ε
∥∥(u0, u1)∥∥

Eε . (1.161)

Para �nalizar, consideramos o sistema

ε(uε3)tt − (uε3)xx + (uε3)t = hε31ω em (0, 1)×
(
2T

3
, T

)
,

uε3(0) = 0 em

(
2T

3
, T

)
,

(uε3)x(1) + auε3(1) = 0 em

(
2T

3
, T

)
,

uε3

(
2T

3

)
= u03, (uε3)t

(
2T

3

)
= u13 em (0, 1) ,

(1.162)

com (u03, u
1
3) = (uε2(2T/3), (uε2)t(2T/3)) e hε3 o controle estabelecido no Teorema 1.17.

Com isso podemos garantir que

uε(x, t) =



uε1(x, t) em (0, 1)×
(
0,
T

3

)
,

uε2(x, t) em (0, 1)×
(
T

3
,
2T

3

)
,

uε3(x, t) em (0, 1)×
(
2T

3
, T

)
e

hε(x, t) =



hε1(x, t) em (0, 1)×
(
0,
T

3

)
,

0 em (0, 1)×
(
T

3
,
2T

3

)
,

hε3(x, t) em (0, 1)×
(
2T

3
, T

)
,

satisfazem (1.1) e uε(T ) = (uε)t(T ) = 0, provando a controlabilidade do sistema. Também
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temos por (1.148) e (1.161) que

∥hε3∥L2(ω×( 2T
3
,T)) ≤ C(T )eC̄(T )/

√
ε
∥∥(u03,√εu13)∥∥V (0,1)×L2(0,1)

≤ C(T )e(6
√
εC̄(T )−T )/6ε ∥∥(u0, u1)∥∥

Eε .
(1.163)

Uma vez que 6
√
εC̄(T )−T < 0, para ε su�cientemente pequeno, o lado direito de (1.163)

é uniformemente limitado em relação a ε:

∥hε3∥L2(ω×( 2T
3
,T)) ≤ C(T )

∥∥(u0, u1)∥∥
Eε . (1.164)

Segue de (1.156) e (1.164) que

∥hε∥L2(ω×(0,T )) ≤ C(T )
∥∥(u0, u1)∥∥

Eε . (1.165)

Uma nova desigualdade de observabilidade. Para continuar a demonstração

precisamos de uma desigualdade de observabilidade levemente diferente da que foi dada

no Teorema 1.16. Embora no enunciado do lema a seguir não �que explícita a relação

com a controlabilidade que acabamos de provar, utilizamos fortemente a existência do

controle hε e a limitação uniforme (1.165) que ele possui.

Lema 1.18 Seja T > 0 e v solução de (1.31). Existem C(T ) e ε0(ω, T ) constantes

positivas tais que, para todo 0 < ε < ε0(ω, T ),

∥εvt(0)− v(0)∥2V ′ (0,1) + ε ∥v(0)∥2L2(0,1) ≤ C(T )

∫ T

0

∫
ω

|v|2dxdt. (1.166)

Demonstração. Iniciamos multiplicando a equação em (1.1) por v solução de (1.31) e

integrando sobre Q. Isso resulta em∫ T

0

∫
ω

hvdxdt

= ε

∫ 1

0

ut(x, T )v(x, T )dx+ ε

∫ 1

0

u0(x)vt(x, 0)dt

+

∫ 1

0

u(x, T ) (−εvt(x, T ) + v(x, T )) dx−
∫ 1

0

(
u0(x) + εu1(x)

)
v(x, 0)dx.

(1.167)

Tomando h como o controle obtido na etapa anterior, u(x, T ) = ut(x, T ) = 0 e (1.167)

passa a ser
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∫ 1

0

∫
ω

hvdxdt = −ε
∫ 1

0

u1(x)v(x, 0)dx+ ε

∫ 1

0

u0(x)vt(x, 0)dx−
∫ 1

0

u0v(x, 0)dx.

Isso nos diz que

∥h∥L2(ω×(0,T )) ∥v∥L2(ω×(0,T ))

≥
∣∣∣∣∫ 1

0

u0 (εvt(0)− v(0)) dx−
∫ 1

0

εu1v(0)dx

∣∣∣∣ (1.168)

e devido a (1.165),

C(T )
∥∥(u0, u1)∥∥

Eε ∥v∥L2(ω×(0,T ))

≥
∣∣∣∣∫ 1

0

u0 (εvt(0)− v(0)) dx−
∫ 1

0

εu1v(0)dx

∣∣∣∣ . (1.169)

De�nimos o funcional F : Eε → R da seguinte forma:

F (u0, u1) =

∫ 1

0

u0 (εvt(0)− v(0)) dx−
∫ 1

0

εu1v(0)dx.

Então, por (1.169),

∥F∥
(Eε)

′ = sup
∥(u0,u1)∥Eε ̸=0

∣∣∣∫ 1

0
u0 (εvt(0)− v(0)) dx−

∫ 1

0
εu1v(0)dx

∣∣∣
∥(u0, u1)∥Eε

≤ C(T ) ∥v∥L2(ω×(0,T )) ,

ou seja,

∥εvt(0)− v(0)∥V ′ (0,1) +
√
ε ∥v(0)∥L2(0,1) ≤ C(T ) ∥v∥L2(ω×(0,T )) .

Por �m, elevando ao quadrado encontramos que, para todo (v0, v1) ∈ (Eε)
′
, a desigualdade

é veri�cada. ■

Convergências. Aqui trabalharemos com o sistema (1.31), adjunto ao sistema (1.1), mas

considerando os dados com melhor regularidade, a saber, (v0, v1) ∈ V (0, 1)× L2(0, 1). O

objetivo dessa alteração é obter resultados que não seriam possíveis de garantir, a priori,

com os dados com a regularidade anterior.

Inicialmente, a cada ε > 0, associamos a solução vε de (1.31). Queremos mostrar

que quando ε → 0, podemos extrair uma subsequência de (vε)ε que converge em

L2(0, T ;L2(0, 1)) para a solução φ do sistema (1.5), adjunto a (1.2), com dado inicial

φ0 = v0. Observe que, posta a modi�cação que �zemos, o espaço de φ0 também passa a
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ser mais restritivo que aquele considerado em (1.5).

Para todo z ∈ H1
0 (0, T ;V (0, 1)), temos as formas variacionais da solução de (1.31) e

de (1.5) dadas, respectivamente, por

− (ε(vε)t, zt)L2(0,T ;L2(0,1)) + (vε, z)L2(0,T ;V (0,1)) − ((vε)t, z)L2(0,T ;L2(0,1)) = 0 (1.170)

e

(φ, z)L2(0,T ;V (0,1)) − (φt, z)L2(0,T ;L2(0,1)) = 0. (1.171)

Lema 1.19 Dados v0 ∈ V (0, 1) e v1 ∈ L2(0, 1), toda subsequência convergente da

sequência (vε)ε de soluções de (1.31) possui uma subsequência, que ainda será denotada

por (vε)ε, que converge em L2(Q) para a solução φ de (1.5). Além disso, quando ε→ 0:

vε → φ em L2(Q), (1.172)

vε(0) → φ(0) em V (0, 1), (1.173)

√
ε(vε)t(0) → 0 em L2(0, 1). (1.174)

Demonstração. Consideremos uma subsequência convergente qualquer de (vε)ε, que,

por simplicidade de notação, denotaremos da mesma forma. Calculando a energia para o

sistema (1.31) encontramos

Fε(t) =
1

2

(
ε ∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) + ∥vε(t)∥2V (0,1)

)
. (1.175)

Além disso, podemos veri�car que

dFε(t)

dt
= ∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) . (1.176)

Observemos que (1.176) nos diz que Fε é crescente. Logo, para todo t ∈ [0, T ], é válido

que

ε ∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) + ∥vε(t)∥2V (0,1) ≤ 2Fε(T ).

Uma vez que

lim
ε→0

2Fε(T ) = lim
ε→0

(
ε
∥∥v1∥∥2

L2(0,1)
+
∥∥v0∥∥2

V (0,1)

)
=
∥∥v0∥∥2

V (0,1)
,

conseguimos as limitações(√
ε(vε)t

)
ε
é limitada em L∞ (0, T ;L2(0, 1)

)
, (1.177)
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(vε)ε é limitada em L∞ (0, T ;V (0, 1)) . (1.178)

Dessa forma, passando a uma subsequência se preciso for,

vε → v fracamente - ∗ em L∞ (0, T ;V (0, 1)) , (1.179)

(vε)t → vt fracamente - ∗ em L∞ (0, T ;L2(0, 1)
)
. (1.180)

Usando essas convergências, aplicamos o limite em (1.170) e obtemos

(v, z)L2(0,T ;V (0,1)) − (vt, z)L2(0,T ;L2(0,1)) = 0, (1.181)

o que mostra que v é uma solução fraca para o sistema (1.5). Da unicidade de solução

segue que v = φ.

Vamos agora buscar as convergências (1.172) a (1.174).

Limite (1.172). Observemos que de (1.178), (1.180) e do Teorema da Compacidade de

Aubin-Lions, passando a uma subsequência de (vε)ε, se necessário,

vε → φ em C
(
[0, T ];L2(0, 1)

)
↪→ L2(Q). (1.182)

Limite (1.173). Do fato de Fε ser crescente e limitada, temos que (Fε(0))ε é limitada e

podemos extrair uma subsequência de (vε(0),
√
ε(vε)t(0))ε de modo que

vε(0)⇀ ξ em V (0, 1), (1.183)

e
√
ε(vε)t(0)⇀ η em L2(0, 1). (1.184)

Notemos que devido a (1.182), ξ = φ(0). Além disso, de (1.176),

1

2
∥vε(0)∥2V (0,1) +

∫ T

0

∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) dt ≤ Fε(T ). (1.185)

Conseguimos com a desigualdade acima, as propriedades do limite superior e a conver-

gência (1.183) que

lim sup
ε→0

∫ T

0

∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) dt ≤ 1

2

∥∥v0∥∥2
V (0,1)

+ lim sup
ε→0

(
−1

2
∥vε(0)∥2V (0,1)

)
=

1

2

∥∥v0∥∥2
V (0,1)

− lim inf
ε→0

1

2
∥vε(0)∥2V (0,1)

≤ 1

2

∥∥v0∥∥2
V (0,1)

− 1

2
∥φ(0)∥2V (0,1) .

(1.186)

Calculando a energia para o sistema (1.4) e integrando de 0 a T chegamos a∫ T

0

∥φt(t)∥2L2(0,1) dt =
1

2

∥∥φ0
∥∥2
V (0,1)

dt− 1

2
∥φ(0)∥2V (0,1) . (1.187)
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Utilizando em (1.186) a desigualdade (1.187) e as convergências (1.180) e (1.182), obtemos

lim sup
ε→0

∫ T

0

∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) dt ≤
∫ T

0

∥φt(t)∥2L2(0,1) dt

≤ lim inf
ε→0

∫ T

0

∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) dt.

Logo,

lim
ε→0

∫ T

0

∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) dt =

∫ T

0

∥φt(t)∥2L2(0,1) dt. (1.188)

Podemos reorganizar (1.185), fazer uso das convergências (1.183) e (1.188) e da

desigualdade (1.187) para conseguir

lim sup
ε→0

1

2
∥vε(0)∥2V (0,1) ≤ 1

2

∥∥v0∥∥2
V (0,1)

−
∫ T

0

∥φt(t)∥2L2(0,1) dt

=
1

2
∥φ(0)∥2V (0,1)

≤ lim inf
ε→0

1

2
∥vε(0)∥2V (0,1) .

Assim encontramos

lim
ε→0

1

2
∥vε(0)∥2V (0,1) =

1

2
∥φ(0)∥2V (0,1) (1.189)

e obtemos (1.173) da mesma forma que concluímos (1.172).

Limite (1.174). Integrando a igualdade (1.176) encontramos

1

2
ε ∥(vε)t(0)∥2L2(0,1) = Fε(T )−

∫ T

0

∥(vε)t(t)∥2L2(0,1) dt−
1

2
∥vε(0)∥2V (0,1) . (1.190)

Dos limites obtidos previamente e de (1.187) vem que

lim sup
ε→0

1

2
ε ∥(vε)t(0)∥2L2(0,1)

=
1

2

∥∥v0∥∥2
V (0,1)

−
∫ T

0

∥φt(t)∥2L2(0,1) dt−
1

2
∥φ(0)∥2V (0,1)

= 0

≤ lim inf
ε→0

1

2
ε ∥(vε)t(0)∥2L2(0,1) .

Disso segue que

lim
ε→0

1

2
ε ∥(vε)t(0)∥2L2(0,1) = 0

e (1.174) está provada. ■
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Condição de Optimalidade para a Equação do Calor. Multiplicando a equação em

(1.3) por φ solução de (1.5) e integrando sobre Q, temos∫
Q

h1ωφdxdt =

∫ 1

0

u(T )φ0dx−
∫ 1

0

u0φ(0)dx. (1.191)

Suponhamos que u(x, T ) = 0. Então, para todo φ0 ∈ L2(0, 1),∫ 1

0

u(T )φ0dx = 0.

Reciprocamente, se a a�rmação acima é verdadeira, escolhendo φ0(x) = u(x, T ), temos∫ 1

0

|u(T )|2dx = 0.

Logo, u(x, T ) = 0. Dessa forma, retornando para (1.191), a controlabilidade nula do

sistema (1.3) é equivalente a provar que, para todo φ0 ∈ L2(0, 1),∫ T

0

∫ 1

0

h1ωφdxdt+

∫ 1

0

u0φ(0)dx = 0, (1.192)

com φ sendo a solução do sistema (1.5) associada à φ0. A equação (1.192) é a condição

de optimalidade para o sistema (1.2).

Do mesmo jeito que �zemos para (1.1), de�nimos o funcional contínuo e estritamente

convexo G : L2(0, 1) → R:

G(φ0) =
1

2

∫ T

0

∫ 1

0

|φ|21ωdxdt+
∫ 1

0

u0(x)φ(x, 0)dx, (1.193)

onde φ é a solução de (1.5) para o dado inicial φ0. Sua derivada em φ̄0 é dada por

DG(φ̄0) · (φ0) =

∫ T

0

∫
ω

φ̄φdxdt+

∫ 1

0

u0(x)φ(x, 0)dx, (1.194)

para toda φ solução de (1.5) correspondente ao dado inicial φ0. Assim, se G tem um

mínimo em φ̄0, então a condição de optimalidade é satisfeita com h = φ̄.

Passagem ao Limite. De acordo com o Teorema 1.17, para cada ε ∈ (0, ε0(ω, T )],

o sistema (1.1) é controlável. A demonstração do teorema fornece que o controle h̄ε é

a solução v̄ε do sistema (1.31) associada ao dado inicial (v̄0ε , v̄
1
ε) ∈ (Eε)

′
, ponto onde o

funcional (1.149) assume seu valor mínimo. Disso, para toda vε solução de (1.31) com

dado inicial (v0, v1), temos
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DJε(v̄
0, v̄1) · (v0, v1)

=

∫ T

0

∫
ω

v̄εvεdxdt+

∫ 1

0

vε(0)(εu
1 + u0)dx−

∫ 1

0

ε(vε)t(0)u
0dx

= 0.

(1.195)

Observemos que se, em particular, tomamos vε = v̄ε, então∫ T

0

∫
ω

|v̄ε|2dxdt =
∫ 1

0

u0(x) (ε(v̄ε)t(x, 0)− v̄ε(x, 0)) dx−
∫ 1

0

εu1(x)v̄ε(x, 0)dx. (1.196)

Segue que∫ T

0

∫
ω

|v̄ε|2dxdt ≤
∥∥u0∥∥

V (0,1)
∥ε(v̄ε)t(0)− v̄ε(0)∥V ′ (0,1) + ε

∥∥u1∥∥
L2(0,1)

∥v̄ε(0)∥L2(0,1)

≤ C
(
∥ε(v̄ε)t(0)− v̄ε(0)∥V ′ (0,1) +

√
ε ∥v̄ε(0)∥L2(0,1)

)
.

Tendo em mente (1.166), vemos que

∥v̄ε∥4L2(ω×(0,T )) ≤ C(T ) ∥v̄ε∥2L2(ω×(0,T ))

e chegamos a

∥v̄ε∥2L2(ω×(0,T )) ≤ C(T ). (1.197)

Essa limitação uniforme em relação a ε nos permite a�rmar que existe uma subsequência

de (v̄ε)ε, que denotaremos da mesma forma, tal que

v̄ε ⇀ v̄ em L2(ω × (0, T )). (1.198)

Agora retomamos (1.195) considerando (v0, v1) ∈ V (0, 1) × L2(0, 1). Utilizando as

convergências do Lema 1.19, o limite de (1.195) é∫ T

0

∫
ω

v̄φdxdt+

∫ 1

0

φ(0)u0dx = 0, (1.199)

com φ solução de (1.5) associada ao dado inicial v0 ∈ V (0, 1).

Vamos estender a igualdade (1.199) para todo v0 = φ0 ∈ L2(0, 1) usando a densidade

de V (0, 1) em L2(0, 1). Dado φ0 ∈ L2(0, 1), seja (v0n)n∈N a sequência em V (0, 1) que

converge para φ0. Sabemos que para cada v0n existe φn solução fraca de (1.5), ou seja, φn

satisfaz

− ((φn)t, z)L2(0,T ;L2(0,1)) + (φn, z)L2(0,T ;V (0,1)) = 0, (1.200)

para toda z ∈ H1
0 (0, T ;V (0, 1)). Multiplicando a equação em (1.5) por φn e integrando

sobre Q, obtemos
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∫ T

0

∥φn(t)∥2V (0,1) dt+
1

2
∥φn(0)∥2L2(0,1) =

1

2

∥∥v0n∥∥2L2(0,1)
≤ C

2

∥∥v0n∥∥2V (0,1)
.

Se, por outro lado, multiplicamos a equação em (1.5) por (φn)t e integramos sobre Q,

encontramos ∫ T

0

∥(φn)t(t)∥2L2(0,1) dt+
1

2
∥φn(0)∥2V (0,1) =

1

2

∥∥v0n∥∥2V (0,1)
.

Uma vez que (v0n)n∈N é convergente, tem-se

(φn)n∈N limitada em L2(0, T ;V (0, 1)), (1.201)

(φn)n∈N limitada em L2(0, T ;L2(0, 1)), (1.202)

(φn(0))n∈N limitada em L2(0, 1), (1.203)

(φn(0))n∈N limitada em V (0, 1), (1.204)

((φn)t)n∈N limitada em L2(0, T ;L2(0, 1)). (1.205)

Logo, existe uma subsequência de (φn)n∈N, denotada da mesma forma, tal que

φn → φ fracamente em L2(0, T ;V (0, 1)), (1.206)

φn → φ fracamente em L2(0, T ;L2(0, 1)), (1.207)

φn(0) → ξ fracamente em L2(0, 1), (1.208)

φn(0) → ξ fracamente em V (0, 1), (1.209)

(φn)t → ζ fracamente em L2(0, T ;L2(0, 1)). (1.210)

Sem grandes di�culdades podemos mostrar que ζ = φt. Passando o limite em (1.200),

encontramos

− (φt, z)L2(0,T ;L2(0,1)) + (φ, z)L2(0,T ;V (0,1)) = 0,

concluindo que φ é solução fraca de (1.5) com dado inicial φ0.

Queremos agora passar o limite na sequência gerada por (1.199), a saber,∫ T

0

∫
ω

v̄φndxdt+

∫ 1

0

φn(0)u
0dx = 0, (1.211)

Observemos que se integramos de t a T nos cálculos mencionados logo após (1.200),

conseguimos ∫ T

t

∥φn(s)∥2V (0,1) ds ≤ C,

para todo t ∈ [0, T ]. Assim, (φn)n∈N é limitada em L∞(0, T ;V (0, 1)) e o Teorema da
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Compacidade de Aubin-Lions, passando a uma subsequência se preciso, fornece que

φn → φ em C(0, T ;L2(0, 1)).

Com isso mostra-se a igualdade ξ = φ(0). Observemos que por (1.202) temos que (φn)n∈N

é limitada em L2(0, T ;L2(ω)) e, consequentemente, alguma subsequência satisfaz

φn → ψ fracamente em L2(0, T ;L2(ω)),

que pode ser escrito como

(f, φn) → (f, ψ), ∀ f ∈ L2(0, T ;L2(ω)). (1.212)

Fazendo o mesmo para (1.207),

(f, φn) → (f, φ), ∀ f ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)).

Se escolhemos f ∈ C∞
0 (0, T ; C∞

0 (0, 1)) tal que supp f ⊂ ω × (0, T ), então

(f, φn) → (f, φ), ∀ f ∈ C∞
0 (0, T ; C∞

0 (ω)).

Por (1.212), isso implica que (f, ψ) = (f, φ) para toda f ∈ C∞
0 (0, T ; C∞

0 (ω)) e concluímos

que ψ = φ|(ω×(0,T )). Aplicando o limite em (1.211) e usando as convergências (1.207) e

(1.209), vemos que ∫ T

0

∫
ω

v̄φdxdt+

∫ 1

0

φ(0)u0dx = 0.

Portanto, obtemos que a condição de optimalidade (1.192) é satisfeita com h = v̄ e, como

consequência, o sistema (1.2) é nulamente controlável. Note que isso nos diz que uma

subsequência da sequência de controles hε para o sistema (1.1) converge fraco para o

controle do sistema (1.3) e encerra a demonstração do Teorema 1.1.



Capı́tulo 2
Equação de Stokes com Restrição

Sejam M ∈ N, N = 2, 3 e Ω um conjunto aberto e limitado de RN cuja fronteira Γ é

de classe C2. Em Ω consideramos um subconjunto ω não vazio. Para um tempo T > 0,

de�nimos Q = Ω× (0, T ), ωT = ω× (0, T ) e Σ = Γ× (0, T ). Também de�nimos os espaços

V =
{
v ∈ [H1

0 (Ω)]
N | div v = 0

}
e

H =
{
w ∈ [L2(Ω)]N | divw = 0, w · ν = 0

}
,

em que ν denota o vetor normal unitário externo a Γ.

Consideremos o sistema de Stokes

yt −∆y +∇p = g1ω em Q,

div y = 0 em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω,

(2.1)

em que g é o controle e 1ω é a função característica de ω. O estado é representado por y,

uma função vetorial que a cada (x, t) ∈ Q associa o vetor y(x, t) = (y1(x, t), ..., yN(x, t)),

e p = p(x, t) é a pressão do �uído.

É conhecido que, para g ∈ L2(0, T ;H) e y0 ∈ H, o sistema de Stokes (2.1) tem única

solução na classe

y ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V ),

p ∈ H−1 (0, T ;L2(Ω)) .
(2.2)

Esse fato pode ser visto em [28].

90
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Consideremos funções vetoriais não nulas

ei = (ei1, ei2, ..., eiN), 1 ≤ i ≤M, (2.3)

pertencentes a L2(0, T ;H) e

E = {(rot e1)1ω, (rot e2)1ω, · · · , (rot eM)1ω}. (2.4)

Aqui compreendemos que para uma função escalar h ou vetorial F , o rotacional é dado

por

roth = (∂2h,−∂1h)T ou rotF = ∂1F2 − ∂2F1,

no caso N = 2, e por

rotF = (∂2F3 − ∂3F2, ∂3F1 − ∂1F3, ∂1F2 − ∂2F1)
T

quando N = 3.

Tomaremos como hipótese que

E é um subconjunto linearmente independente de L2(0, T ;H). (2.5)

Nosso objetivo é garantir a controlabilidade nula do sistema (2.1) com um número

�nito de restrições sobre o estado y. Em termos mais precisos, o que queremos é provar

que para cada ei ∈ L2(0, T ;H), 1 ≤ i ≤M , e um dado inicial y0 ∈ H, é possível encontrar

um controle g ∈ L2(0, T ;H) que leva o estado do sistema (2.1) a zero em t = T , ou seja,

y(T ) = 0 em Ω (2.6)
e tal que

(y, ei)L2(0,T ;H) = 0, 1 ≤ i ≤M. (2.7)

Enunciamos a seguir o nosso principal teorema.

Teorema 2.1 Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto e limitado com fronteira Γ de classe C2

e ω um subconjunto aberto não vazio de Ω. Para todo conjunto E veri�cando (2.5) e

y0 ∈ H, existe um controle g ∈ L2(0, T ;H) tal que a solução y do sistema (2.1) satisfaz

(2.6) e (2.7). Além disso,

∥g∥L2(0,T ;H) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
, (2.8)

com C > 0 uma constante dependente de Ω, ω, T e
∑M

i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H).

Em [27], Mophou e Nakoulima estudaram um problema semelhante a esse. Esse artigo

nos serviu de inspiração para as ideias utilizadas aqui. Os autores trabalharam com

uma equação do calor semilinear também com uma quantidade �nita de restrições no
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estado. Para isso, utilizaram, principalmente, desigualdades de Carleman para a equação

do calor linearizada e método do ponto �xo. O caso que apresentamos aqui utiliza

basicamente desigualdades de Carleman. No entanto, a condição sobre o conjunto E

difere da necessária para [27].

É importante para o problema que estamos estudando estabelecermos uma desigual-

dade de Carleman apropriada. Com esse intuito, partiremos de uma desigualdade de

Carleman conhecida e faremos adaptações para obtermos a que desejamos. Começamos

considerando o sistema adjunto a (2.1):

−wt −∆w +∇r = f, em Q,

divw = 0, em Q,

w = 0, sobre Σ,

w(T ) = w0, em Ω.

(2.9)

Seja ψ ∈ C2(Ω̄) uma função auxiliar que satisfaz as seguintes condições:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(x) > 0, ∀ x ∈ Ω,

ψ(x) = 0, ∀ x ∈ Γ,

|∇ψ(x)| > 0, ∀ x ∈ Ω− ω1,

(2.10)

em que ω1 ⊂ ω é um subconjunto aberto não vazio tal que ω1 ⊂ ω. A existência de ψ é

garantida em [12]. Tomamos β ∈ C∞([0, 1]) dada por∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β(t) = t, t ∈ (0, 1/4),

β(t) ∈ [1/4, 1/2], t ∈ (1/4, 3/4),

β(t) = 1− t, t ∈ (3/4, 1)

e, a partir dela, a função µ(t) = Tβ(t/T ) ∈ C∞([0, T ]). Dessa forma,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ(t) = t, t ∈ (0, T/4),

µ(t) ∈ [T/4, T/2], t ∈ (T/4, 3T/4),

µ(t) = T − t, t ∈ (3T/4, T ).

De�nimos para λ > 1, k ≥ 2 e (x, t) ∈ Q, os pesos:

φ(x, t) =
eλψ(x) − e2λ∥ψ∥∞

(µ(t))k
, (2.11)
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η(x, t) =
eλ(ψ(x)+∥ψ∥∞)

(µ(t))k
(2.12)

φ̄(t) = min
x∈Ω̄

φ(x, t) =
1− e2λ∥ψ∥∞

(µ(t))k
(2.13)

η̄(t) = min
x∈Ω̄

η(x, t) =
eλ∥ψ∥∞

(µ(t))k
(2.14)

φ̃(t) = max
x∈Ω̄

φ(x, t) =
eλ∥ψ∥∞ − e2λ∥ψ∥∞

(µ(t))k
(2.15)

η̃(t) = max
x∈Ω̄

η(x, t) =
e2λ∥ψ∥∞

(µ(t))k
. (2.16)

Feitas essas colocações, estamos aptos a enunciar uma desigualdade de Carleman para

o sistema de Stokes (2.9). Esse resultado está disponível em [2].

Proposição 2.2 Sejam φ, η, φ̄, η̄, φ̃ e η̃ as funções de�nidas em (2.11)-(2.16), f ∈

(L2(Q))N , k ≥ 4 e w0 ∈ H. Então existe λ0 > 0 tal que para todo λ ≥ λ0 existem

constantes c0(λ) > 1 e s0(λ) > 0 tais que, para quaisquer s ≥ s0, a solução de (2.9)

veri�ca

c0(λ)s

∫
Q

e2sφη|f |2dxdt+ c20(λ)s
4λ4
∫ T

0

∫
ω

e2sφη3|w|2dxdt

≥ s−1

∫
Q

e2sφ̄η̄−1|wt|2dxdt+ s−1

∫
Q

e2sφη−1|∆w|2dxdt

+

∫
Q

e2sφ|∇(rotw)|2dxdt+ sλ2
∫
Q

e2sφη|∇w|2dxdt

+s2λ2
∫
Q

e2sφη2|rotw|2dxdt+ s3λ4
∫
Q

e2sφη3|w|2dxdt

+s−1

∫ T

0

∫
Ω

e2sφ̄η̄−1|∇r|2dxdt.

(2.17)

Utilizando φ e η dadas, respectivamente, por (2.11) e (2.12), de�nimos em Q as funções

α = esφη3/2 (2.18)

e

ᾱ = e2sφη, (2.19)

que são positivas e limitadas. Fixando λ e s adequados, podemos substituir (2.18) e (2.19)

em (2.17), fazer uso das limitações e encontrar que para todo w ∈ C([0, T ];H)∩L2(0, T ;V ),
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∫ T

0

∫
Ω

α2|w|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

|f |2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|w|2dxdt
)
. (2.20)

Por ora manteremos essa informação guardada e buscaremos outras que também serão

importantes.

Dado ei ∈ L2(0, T ;H) como em (2.3), 1 ≤ i ≤ M , introduzimos o sistema adjunto a

(2.1) com lado direito apropriado:

−(zi)t −∆zi +∇qi = ei em Q,

div zi = 0 em Q,

zi = 0 em Σ,

zi(T ) = 0 em Ω.

(2.21)

Seguindo os passos traçados em [27], no Teorema 2.4, estabelecemos uma equivalência

entre o problema de controlabilidade no qual estamos interessados e um no qual as

restrições são referentes ao controle. Antes, porém, provaremos um lema que é usado

para garantir a validade do Teorema 2.4.

Lema 2.3 Seja α a função de�nida em (2.18). Assuma que (2.5) é válida. As funções

z11ω, z21ω, · · · , zM1ω, com zi solução de (2.21), são linearmente independentes, assim

como αz11ω, αz21ω, · · · , αzM1ω.

Demonstração . Tomemos z =
∑M

i=1 aizi uma combinação linear de soluções de (2.21)

tal que z|ω×(0,T ) = 0. Uma vez que cada zi, 1 ≤ i ≤M , é solução de (2.21), temos que

−zt −∆z +
M∑
i=1

ai∇qi =
M∑
i=1

aiei.

Como z = 0 em ω × (0, T ), segue que

M∑
i=1

ai∇qi =
M∑
i=1

aiei emω × (0, T ).

Aplicando o rotacional, encontramos
M∑
i=1

ai rot ei = 0 emω × (0, T ).

Dessa forma, por (2.5), a1 = a2 = · · · = aM = 0 e as funções z11ω, z21ω, · · · , zM1ω são

linearmente independentes. Tendo isso, a mesma conclusão é facilmente obtida para o
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segundo conjunto de funções. ■

Em posse do Lema 2.3, de�nimos os subespaços de dimensão �nita M :

Z = span {z11ω, z21ω, · · · , zM1ω} , (2.22)

Zα = span {αz11ω, αz21ω, · · · , αzM1ω} (2.23)

e consideramos o problema de controlabilidade nula com restrição no controle que consiste

em: dado y0 ∈ H e z0 ∈ Zα, encontrar z ∈ L2(0, T ;H) e y = y(z) satisfazendo

yt −∆y +∇p = (z0 + z)1ω em Q,

div y = 0 em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω

(2.24)

e tal que

z ∈ Z⊥ (2.25)

e

y(x, T ) = 0 em Ω. (2.26)

Teorema 2.4 Assumamos as hipóteses do Teorema 2.1. Seja α a função de�nida em

(2.18) e Z⊥ o complemento ortogonal de Z em L2(0, T ;H). Então existe z0 ∈ Zα tal

que o problema de controlabilidade nula com restrição no estado (2.1), (2.6) e (2.7) é

equivalente ao problema de controlabilidade nula com restrição no controle (2.24)-(2.26)

Demonstração. Suponhamos que existe solução para o problema com restrição no estado

(2.1), (2.6) e (2.7). Devemos encontrar z0 ∈ Zα adequado e z ∈ L2(0, T ;H) com z ∈ Z⊥

tais que vale (2.24)-(2.26). Fazendo o produto interno em L2(0, T ;H) entre a equação em

(2.1) e zi solução de (2.21), temos∫ T

0

∫
Ω

ytzidxdt+

∫ T

0

∫
Ω

(−∆y)zidxdt+

∫ T

0

∫
Ω

∇p · zidxdt =
∫ T

0

∫
ω

gzidxdt.

Usando integração por partes e as informações dos sistemas, encontramos, para

1 ≤ i ≤M , ∫ T

0

∫
ω

gzidxdt = −
∫
Ω

y0zi(0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

yeidxdt. (2.27)
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De acordo com (2.7), (2.27) se resume a∫ T

0

∫
ω

gzidxdt = −
∫
Ω

y0zi(0)dx, 1 ≤ i ≤M. (2.28)

De�nimos

Ẑ = span{z1, z2, ..., zM} ⊂ C([0, T ];H) ↪→ L2(0, T ;H)

e em Ẑ × Ẑ a forma bilinear

a(u, v) =

∫ T

0

∫
ω

αuvdxdt. (2.29)

Com o auxílio do Lema 2.3, temos que a de�ne um produto interno Ẑ. Consideremos o

funcional linear G : Ẑ → R dado por

G(u) = −
∫
Ω

y0u(0)dx.

Aplicando o Teorema de Lax-Milgram, temos que existe único ẑ0 ∈ Ẑ tal que

G(u) = a(ẑ0, u), ∀ u ∈ Ẑ.

Escolhendo u = zi e z0 = αẑ01ω vemos que z0 ∈ Zα e vale

−
∫
Ω

y0zi(0)dx =

∫ T

0

∫
ω

z0zidxdt, 1 ≤ i ≤M. (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.28) vemos que∫ T

0

∫
ω

(g − z0)zidxdt = 0, 1 ≤ i ≤M.

Segue que (g − z0)1ω ∈ Z⊥ e, portanto, existe z ∈ Z⊥ tal que

(g − z0)1ω = z1ω,

ou, equivalentemente,

g1ω = (z0 + z)1ω.

Sendo assim, basta tomarmos g1ω = (z0 + z)1ω em (2.1) para que tenhamos (2.24). Isso

conclui a primeira parte da demonstração.

Suponhamos agora que para cada z0 ∈ Zα existe z ∈ L2(0, T ;H) com z ∈ Z⊥

satisfazendo (2.24) - (2.26). Devemos mostrar que existe g ∈ L2(0, T ;H) tal que (2.1),

(2.6) e (2.7) é válido. Tomemos g1ω = (z0 + z)1ω, com z0 ∈ Zα que veri�ca (2.30). Com

isso, basta provar que (2.7) é verdadeira. Por cálculos análogos aos que nos levaram a

(2.27), o produto interno em Ẑ entre a primeira equação em (2.24) e zi, 1 ≤ i ≤ M ,
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fornece ∫ T

0

∫
ω

z0zidxdt+

∫ T

0

∫
ω

zzidxdt = −
∫
Ω

y0zi(0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

yeidxdt. (2.31)

Uma vez que z0 satisfaz (2.30), conseguimos da equação (2.31) que∫ T

0

∫
Ω

yeidxdt =

∫ T

0

∫
ω

zzidxdt, 1 ≤ i ≤M. (2.32)

Como zi1ω ∈ Z e z ∈ Z⊥, o lado direito de (2.32) é nulo e temos o que queríamos. ■

Posto esse teorema, nosso propósito é garantir que (2.24)-(2.26) ocorrem. Para

isso precisamos de uma desigualdade de Carleman mais adequada que a apresentada

anteriormente. O lema a seguir será útil nesse processo.

Denotaremos por L(ρ) o operador associado ao sistema (2.9):

L(ρ) = −ρt −∆ρ+∇π.

Lema 2.5 Admitamos (2.5) e consideremos zi, 1 ≤ i ≤ M , solução de (2.21). Seja ρ

uma função tal que ρ|ωT
∈ Z, ou seja, ρ|ωT

=
∑M

i=1 aizi|ω, com a1, · · · , aM ∈ R. Se ρ

satisfaz rot (−ρt −∆ρ) = 0 em ω × (0, T ), então ρ é nula em ω × (0, T ).

Demonstração. As hipóteses que temos nos dizem que

0 = rot(−ρt −∆ρ) = rot

(
M∑
i=1

ai(−(zi)t −∆zi)

)
em ω × (0, T ).

Uma vez que zi é solução de (2.21),

0 = rot

(
M∑
i=1

ai(ei −∇qi)

)
=

M∑
i=1

airot(ei −∇qi) em ω × (0, T ). (2.33)

Assim,
M∑
i=1

ai(rot ei)1ω = 0.

Usando a condição (2.5) temos que ai = 0, para todo 1 ≤ i ≤ M . Logo, ρ ≡ 0 em

ω × (0, T ). ■

No que segue, o operador projeção ortogonal de L2(0, T ;H) sobre Z será denotado

por P .
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A partir deste momento usaremos C para denotar uma constante positiva qualquer

que pode mudar de linha para linha.

Lema 2.6 Consideremos (2.5) válida. Então, para qualquer ρ ∈ C([0, T ];H)∩L2(0, T ;V ),

existe uma constante C = C(Ω, ω) tal que∫ T

0

∫
Ω

α2|ρ|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

|L(ρ)|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρ− Pρ|2dxdt
)
. (2.34)

Demonstração. Suponhamos que (2.34) não é verdadeira. Isso signi�ca que para todo

n ∈ N podemos encontrar um ρn ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V ) tal que∫ T

0

∫
Ω

α2|ρn|2dxdt > n

(∫ T

0

∫
Ω

|L(ρn)|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρn − Pρn|2dxdt
)
.

Logo, usando a linearidade de L e P , podemos assumir que∫ T

0

∫
Ω

α2|ρn|2dxdt = 1, (2.35)

∫ T

0

∫
Ω

|L(ρn)|2dxdt <
1

n
, (2.36)

e ∫ T

0

∫
ω

|ρn − Pρn|2dxdt <
1

n
. (2.37)

De fato, caso o lado esquerdo de (2.35), que denotaremos por An, não seja 1, basta

tomarmos ρ̄n = ρn/
√
An para que tenhamos (2.35)-(2.37). Observemos que∫ T

0

∫
ω

α2|Pρn|2dxdt ≤ 2

∫ T

0

∫
ω

α2|ρn|2dxdt+ 2

∫ T

0

∫
ω

α2|ρn − Pρn|2dxdt.

Da limitação da função α, de (2.35) e (2.37), podemos a�rmar que existe C > 0 tal que∫ T

0

∫
ω

α2|Pρn|2dxdt ≤ C. (2.38)

Sabendo que ∥·∥α : Z → R dada por

∥z∥α =

√∫ T

0

∫
ω

α2|z|2dxdt

de�ne uma norma em Z e que em espaço de dimensão �nita todas as normas são

equivalentes, (2.38) nos leva a

∥Pρn∥L2(0,T ;[L2(ω)]N) ≤ C. (2.39)
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Uma vez que

∥ρn∥L2(0,T ;[L2(ω)]N) ≤ ∥ρn − Pρn∥L2(0,T ;[L2(ω)]N) + ∥Pρn∥L2(0,T ;[L2(ω)]N) ,

por (2.37) e (2.39),

∥ρn∥L2(0,T ;[L2(ω)]N) ≤ C. (2.40)

Por termos que a dimensão de Z é �nita, segue que P é compacto. Portanto, passando a

uma subsequência se necessário, existe ρ̂ ∈ Z tal que

Pρn → ρ̂ em L2
(
0, T ;

[
L2(ω)

]N)
. (2.41)

Devido a (2.37), obtemos

ρn − Pρn → 0 em L2
(
0, T ;

[
L2(ω)

]N)
. (2.42)

De (2.41) e (2.42) concluímos que

ρn → ρ̂ em L2
(
0, T ;

[
L2(ω)

]N)
.

Vejamos que por (2.36),

L(ρn) → 0 em L2
(
0, T ;

[
L2(Ω)

]N)
.

Em particular,

L(ρn) → 0 em L2
(
0, T ;

[
L2(ω)

]N)
.

As convergências que estabelecemos são su�cientes para que possamos obter

rot (L(ρn)) = rot (−(ρn)t −∆ρn) → rot (−ρ̂t −∆ρ̂) = 0 em D′ (0, T ; [D′(ω)]N
)
.

Com base no Lema 2.5, ρ̂ ≡ 0 em ωT . O pertencimento de ρn a C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V )

combinado com (2.20) fornece∫ T

0

∫
Ω

α2|ρn|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

|L(ρn)|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρn|2dxdt
)
.

Das convergências obtidas vem que∫ T

0

∫
Ω

α2|ρn|2dxdt→ 0,

quando n→ ∞. Isso contradiz (2.35) e concluímos que (2.34) é verdadeira. ■

Finalizada a prova desse lema, a desigualdade de Carleman que precisamos é obtida

como um corolário dele.
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Corolário 2.7 Admitamos que (2.5) é válida. Existe uma constante C dependente de

Ω, ω e T tal que para todo ρ ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V ):∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
∫ T

0

∫
Ω

α2|ρ|2dxdt

≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

|L(p)|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρ− Pρ|2dxdt
)
.

(2.43)

Demonstração. Sabemos que α é limitada inferiormente por uma constante positiva

quando t pertence ao intervalo (T/4, 3T/4). Sendo assim, com o auxílio de (2.34) vemos

que ∫ 3T/4

T/4

∫
Ω

|ρ|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

|L(ρ)|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρ− Pρ|2dxdt
)
, (2.44)

para todo ρ ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V ). Consideremos β ∈ C∞([0, T ]) uma função

assumindo valores no intervalo [0, 1] tal que β = 1 em [0, T/4] e β = 0 em [3T/4, T ].

De�nimos ζ(x, t) = β(t)ρ(x, t). Observemos que

ζ(x, 0) = ρ(x, 0),

ζ(x, T ) = 0

e

−∂ζ
∂t

−∆ζ + β∇π = −β′ρ− β
∂ρ

∂t
− β∆ρ+ β∇π

= β

(
−∂ρ
∂t

−∆ρ+∇π
)
− β′ρ.

(2.45)

Multiplicando (2.45) por ζ, considerando δ > 0 uma constante e integrando sobre Q,

obtemos

−1

2

∫
Ω

∫ T

0

∂|ζ|2

∂t
dtdx+

∫ T

0

[∫
Ω

|∇ζ|2dx−
∫
∂Ω

ζ
∂ζ

∂ν
dS

]
dt+

∫ T

0

β2

∫
Ω

∇π · ρdxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

(√
δβLρ

)( ζ√
δ

)
dxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ββ′||ρ|2dxdt,

ou ainda,

1

2

∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
∫ T

0

∫
Ω

|∇ζ|2dxdt

≤ δ

2

∫ T

0

∫
Ω

|βL(ρ)|2dxdt+ 1

2δ

∫ T

0

∫
Ω

|ζ|2dxdt+
∫ T

0

∫
Ω

|ββ′||ρ|2dxdt.
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Uma vez que β′β = 0 em [0, T/4] ∪ [3T/4, T ] e β, β′ são limitadas, conseguimos

1

2

∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
∫ T

0

∫
Ω

|∇ζ|2dxdt

≤ δ

2
C

∫ T

0

∫
Ω

|L(ρ)|2dxdt+ 1

2δ

∫ T

0

∫
Ω

|ζ|2dxdt+ C

∫ 3T/4

T/4

∫
Ω

|ρ|2dxdt.

A desigualdade de Poincaré possibilita escrevermos

1

2

∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
(
1− C0

δ

)∫ T

0

∫
Ω

|∇ζ|2dxdt

≤ δ

2
C

∫ T

0

∫
Ω

|L(ρ)|2dxdt+ C

∫ 3T/4

T/4

∫
Ω

|ρ|2dxdt.

Tomamos, então, δ > 2C0. Com isso, 1− C0/δ > 1/2 e obtemos∫
Ω

|ρ(0)|2dx ≤ δC

∫ T

0

∫
Ω

|L(ρ)|2dxdt+ C

∫ 3T/4

T/4

∫
Ω

|ρ|2dxdt.

Utilizando (2.44),∫
Ω

|ρ(0)|2dx ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

|L(ρ)|2dxdt+ C

∫ T

0

∫
ω

|ρ− Pρ|2dxdt.

Por �m, somando essa desigualdade à (2.34), chegamos a∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
∫
Q

α2|ρ|2dxdt ≤ C

(∫
Q

|L(ρ)|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρ− Pρ|2dxdt
)
,

o que conclui a prova. ■

Na Proposição 2.10 estabeleceremos estimativas para z0 e α−1z0. Para consegui-las

precisaremos do seguinte:

Lema 2.8 Admitamos a condição (2.5). Seja zi solução de (2.21), para 1 ≤ i ≤M , e α

dada por (2.18). De�namos a matriz

A =

(∫ T

0

∫
ω

αzizjdxdt

)
ij

, 1 ≤ i, j ≤M

e, para todo b = (b1, b2, · · · , bM) ∈ RM ,

⟨Ab, b⟩RM =

∫ T

0

∫
ω

α

(
M∑
i=1

bizi

)(
M∑
j=1

bjzj

)
dxdt.

Então, existe δ > 0 tal que

⟨Ab, b⟩RM ≥ δ ∥b∥2RM . (2.46)
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Demonstração. Suponhamos que (2.46) não ocorra. Então para cada n ∈ N, existe um

bn = (b1n, b2n, · · · , bMn) não nulo tal que

⟨Abn, bn⟩RM <
1

n
∥bn∥2RM .

Para b̄n = bn/ ∥bn∥RM temos

∥∥b̄n∥∥RM =

√√√√ M∑
i=1

|b̄in|2 = 1.

Logo, existe uma subsequência de (b̄in)n, que ainda denotaremos por (b̄in)n, tal que

b̄in → b̄i, 1 ≤ i ≤M.

Das propriedades do limite e da continuidade das funções envolvidas, estabelecemos
M∑
i=1

|b̄i|2 =
M∑
i=1

lim
n→∞

|b̄in|2 = lim
n→∞

M∑
i=1

|b̄in|2 = 1. (2.47)

Tomamos

z̄n =
M∑
i=1

b̄inzi =
M∑
i=1

bin
∥bn∥RM

zi.

Da convergência obtida, conseguimos a convergência forte em L2(0, T ;H):

z̄n → z̄ =
M∑
i=1

b̄izi. (2.48)

Vejamos que〈
Ab̄n, b̄n

〉
RM =

∫ T

0

∫
ω

α

(
M∑
i=1

bin
∥bn∥RM

zi

)(
M∑
j=1

bjn
∥bn∥RM

zj

)
dxdt

=
1

∥bn∥2RM

∫ T

0

∫
ω

α

(
M∑
i=1

binzi

)(
M∑
j=1

bjnzj

)
dxdt

=
1

∥bn∥2RM

⟨Abn, bn⟩RM <
1

n
,

ou seja, ∫ T

0

∫
ω

α|z̄n|2dxdt <
1

n
.

Com essa informação e o auxílio de (2.48) podemos a�rmar que∫ T

0

∫
ω

α|z̄|2dxdt = 0

e deduzir que z̄ = 0 em ω × (0, T ). Do fato das funções zi satisfazerem (2.21) temos

−z̄t −∆z̄ +
M∑
i=1

b̄i∇qi =
M∑
i=1

b̄iei em ω × (0, T ).
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Uma vez que z̄ = 0 em ω × (0, T ),

M∑
i=1

b̄i(∇qi − ei) = 0 em ω × (0, T ).

Aplicando o rotacional chegamos a
M∑
i=1

b̄i rot ei = 0 em ω × (0, T ).

De acordo com (2.5), b̄i = 0 para 1 ≤ i ≤ M , o que contraria (2.47). Concluímos que

existe δ > 0 tal que (2.46) é veri�cada. ■

OBSERVAÇÃO 2.9 A independência linear do conjunto z11ω, z21ω, . . . , zM1ω garantida no

Lema 2.3 é uma condição necessária para que a a�rmação do Lema 2.8 seja verdadeira.

Com efeito, suponhamos M = 3 e z11ω, z21ω, z31ω tais que z3 = a1z1 + a2z2. Para

b = (−a1b3,−a2b3, b3), b3 ̸= 0, temos

⟨Ab, b⟩R3 =

∫ T

0

∫
ω

α(−a1b3z1 − a2b3z2 + b3z3)
2dtdx

=

∫ T

0

∫
ω

α(−a1b3z1 − a2b3z2 + a1b3z1 + a2b3z2)
2dxdt

= 0.

Por outro lado,

∥b∥2R3 = a21b
2
3 + a22b

2
3 + b23 = (a21 + a22 + 1)b23 ̸= 0,

impossibilitando que se tenha (2.46) qualquer que seja δ > 0.

Proposição 2.10 Seja zi solução de (2.21) (1 ≤ i ≤ M), α de�nida por (2.18) e z0 a

função que satisfaz (2.30). Existe uma constante C = C
(
Ω, T,

∑M
i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H)

)
> 0

tal que

∥z0∥L2(0,T ;[L2(ω)]N ) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
, (2.49)∥∥α−1z0

∥∥
L2(0,T ;[L2(ω)]N )

≤ C
∥∥y0∥∥

H
. (2.50)

Demonstração. Partimos do fato de z0 pertencer a Zα. Isso nos diz que existe

b = (b1, . . . , bM) ∈ RM tal que
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z0 =
M∑
j=1

bjαzj1ω.

Substituindo em (2.30), obtemos∫ T

0

∫
ω

M∑
j=1

bjαzjzidxdt = −
∫
Ω

y0zi(0)dx, 1 ≤ i ≤M.

Calculando o produto da igualdade acima por bi e somando em relação ao índice i

encontramos ∫ T

0

∫
ω

α

(
M∑
i=1

bizi

)(
M∑
j=1

bjzj

)
dxdt = −

∫
Ω

y0
M∑
i=1

bizi(0)dx.

Agora aplicamos o Lema 2.8 e �ca estabelecido que existe δ > 0 tal que

δ ∥b∥2RM ≤ −
∫
Ω

y0
M∑
i=1

bizi(0)dx.

Fazendo uso da desigualdade triangular e da desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

δ ∥b∥2RM ≤
∥∥y0∥∥

[L2(Ω)]N

∥∥∥∥∥
M∑
i=1

bizi(0)

∥∥∥∥∥
[L2(Ω)]N

≤ C(Ω)
∥∥y0∥∥

H

M∑
i=1

|bi| ∥zi(0)∥[L2(Ω)]N . (2.51)

Multiplicando a equação em (2.21) por zi e integrando sobre Ω vemos que, para todo

t ∈ [0, T ],

−
(
∥zi(t)∥2H

)
t
≤ ∥ei(t)∥2H + ∥zi(t)∥2H .

Podemos, então, multiplicar essa desigualdade por et, integrar no intervalo [t, T ], 0 ≤ t ≤

T , e conseguir

∥zi(t)∥2H ≤ eT
∫ T

0

∥ei(t)∥2H dt.

Em particular,

∥zi(0)∥H ≤ C(T ) ∥ei∥L2(0,T ;H) , 1 ≤ i ≤M. (2.52)

Tendo em mente que |bi| ≤ ∥b∥RM e que
(∑M

i=1 ai

)2
≤ 2M−1

∑M
i=1 a

2
i , (2.51) e (2.52)

fornecem

∥b∥2RM ≤ δ−1C(Ω, T )
∥∥y0∥∥

H
∥b∥RM

√√√√ M∑
i=1

∥ei∥2L2(0,T ;H). (2.53)

Usando a limitação de α encontramos
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∥z0∥2L2(0,T ;[L2(ω)]N ) ≤ 2M−1

M∑
j=1

∫ T

0

∫
ω

|bjαzj|2 dxdt

≤ C0

M∑
j=1

|bj|2 ∥zj∥2L2(0,T ;[L2(ω)]N ) .

(2.54)

e

∥∥α−1z0
∥∥2
L2(0,T ;[L2(ω)]N )

≤ 2M−1

M∑
j=1

∫ T

0

∫
ω

|bjzj|2 dxdt

≤ C0

M∑
j=1

|bj|2 ∥zj∥2L2(0,T ;[L2(ω)]N ) .

(2.55)

Sabemos que existe uma constante C̄0 > 0 tal que ∥zj∥2L2(0,T ;H) ≤ C̄0, 1 ≤ j ≤ M . Logo,

por (2.54),

∥z0∥L2(0,T ;[L2(ω)]N ) ≤

√√√√C0C̄0

M∑
j=1

|bj|2 =
√
C0C̄0 ∥b∥RM . (2.56)

Analogamente estabelecemos de (2.55) que∥∥α−1z0
∥∥
L2(0,T ;[L2(ω)]N )

≤
√
C0C̄0 ∥b∥RM . (2.57)

Considerando b ̸= 0, segue de (2.56) e (2.57), com o auxílio de (2.53), que

∥z0∥L2(0,T ;[L2(ω)]N ) ≤
√
C0C̄0δ

−1C(Ω, T )

√√√√ M∑
j=1

∥ei∥2L2(0,T ;H)

∥∥y0∥∥
H

e

∥∥α−1z0
∥∥
L2(0,T ;[L2(ω)]N )

≤
√
C0C̄0δ

−1C(Ω, T )

√√√√ M∑
j=1

∥ei∥2L2(0,T ;H)

∥∥y0∥∥
H
,

provando as desigualdades desejadas. ■

Seja h a forma bilinear em
(
C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V )

)2
dada por

h(ρ, ρ̂) =

∫ T

0

∫
Ω

LρLρ̂dxdt+

∫ T

0

∫
ω

(ρ− Pρ)(ρ̂− P ρ̂)dxdt. (2.58)

Suponhamos que h(ρ, ρ) = 0. Isso nos diz que o lado direito de (2.43) é nulo e∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
∫ T

0

∫
Ω

α|ρ|2dxdt ≤ 0,
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seguindo que ρ ≡ 0. Podemos mostrar sem di�culdades as demais condições que permitem

a�rmar que h de�ne um produto interno em
(
C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V )

)2
. Denotaremos

por C̄ o espaço de Hilbert que é o complemento de C([0, T ];H)∩L2(0, T ;V ) com a norma

proveniente de h:

∥ρ∥C̄ =
√
h(ρ, ρ).

Em C̄ de�nimos o funcional linear

Ḡ(ρ) =

∫ T

0

∫
ω

z0ρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx,

com z0 de�nida em (2.30). Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz vemos que∣∣∣∣∫ T

0

∫
ω

z0ρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx

∣∣∣∣2
≤ 2

∥∥α−1z01ω
∥∥2
L2(0,T ;H)

∥αρ∥2L2(0,T ;H) + 2
∥∥y0∥∥2

H
∥ρ(0)∥2H .

De acordo com (2.43) e (2.50),∣∣∣∣∫ T

0

∫
ω

z0ρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx

∣∣∣∣2
≤ C

(
∥αρ∥2L2(0,T ;H) + ∥ρ(0)∥2H

)∥∥y0∥∥2
H

≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

|Lρ|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρ− Pρ|2dxdt
)∥∥y0∥∥2

H
.

Logo |Ḡ(ρ)| ≤ C ∥ρ∥C para todo ρ ∈ C̄ e temos que Ḡ é contínua. Portanto, podemos

aplicar o Teorema de Lax-Milgram e garantir que para cada y0 ∈ H existe único ρ̄ ∈ C̄

tal que

h(ρ̄, ρ) = Ḡ(ρ),
ou seja,∫ T

0

∫
Ω

Lρ̄Lρdxdt+

∫ T

0

∫
ω

(ρ̄−P ρ̄)(ρ−Pρ)dxdt =

∫ T

0

∫
ω

z0ρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx. (2.59)

No resultado a seguir utilizamos a existência de ρ̄ e a igualdade (2.59) para provar que

o problema de controlabilidade com restrição no controle tem solução.

Teorema 2.11 Dado y0 ∈ H, seja ρ̄ a solução única de (2.59). Então, as funções

z̄ = −(ρ̄1ω − P ρ̄) (2.60)

e

ȳ = Lρ̄ (2.61)
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são solução de (2.24)-(2.26). Também é válido que existe uma constante C > 0 dependente

de Ω, ω, T e
∑M

i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H) tal que

∥ρ̄∥C̄ ≤ C
∥∥y0∥∥

H
, (2.62)

∥z̄∥L2(0,T ;H) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
, (2.63)

∥ȳ∥C(0,T ;H)∩L2(0,T ;V ) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
. (2.64)

Demonstração. Dividiremos esta prova em etapas.

Solução de (2.24)-(2.26). Sabemos que ρ̄ ∈ C̄ e que

∥ρ̄∥2C̄ =

∫ T

0

∫
Ω

|Lρ̄|2dxdt+
∫ T

0

∫
ω

|ρ̄− P ρ̄|2dxdt.

Logo, ȳ = Lρ̄ e z̄ = −(ρ̄1ω − P ρ̄) pertencem a L2(0, T ;H) e L2(0, T ; [L2(ω)]N),

respectivamente. Veja que

P (z̄) = −P (ρ̄1ω − P ρ̄) = −P ρ̄+ P ρ̄ = 0,

o que implica que z̄ ∈ Z⊥. Substituindo (2.60) e (2.61) em (2.59) temos que, para todo

ρ ∈ C̄,∫ T

0

∫
Ω

ȳLρdxdt−
∫ T

0

∫
ω

z̄(ρ− Pρ)dxdt =

∫ T

0

∫
ω

z0ρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx. (2.65)

Notemos que de Pρ ∈ Z e z̄ ∈ Z⊥,∫ T

0

∫
ω

z̄Pρdxdt = 0.

Sendo assim, reescrevemos (2.65) como∫ T

0

∫
Ω

ȳLρdxdt =

∫ T

0

∫
ω

z̄ρdxdt+

∫ T

0

∫
ω

z0ρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx. (2.66)

Sejam Φ ∈ L2(0, T ;H) e o sistema

−ρt −∆ρ+∇π = Φ em Q,

div ρ = 0 em Q,

ρ = 0 sobre Σ,

ρ(T ) = 0 em Ω.

(2.67)

De acordo com (2.66), temos
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∫ T

0

∫
Ω

ȳΦdxdt =

∫ T

0

∫
ω

z̄ρdxdt+

∫ T

0

∫
ω

z0ρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx.

Dessa forma, ȳ é uma solução ultra fraca ou solução por transposição do sistema (2.24)

com z = z̄. A mudança de variável temporal t 7→ T−t estabelece uma equivalência entre os

sistemas (2.1) e (2.67), de forma que ȳ tem a regularidade apresentada em (2.2). Se agora

multiplicamos a primeira equação de (2.24) por uma função ρ ∈ C([0, T ];H)∩L2(0, T ;V ),

chegamos a∫
Q

ρ(z0 + z̄)1ωdxdt =

∫
Q

ρ(T )ȳ(T )dxdt−
∫
Ω

ρ(0)y0dx+

∫
Q

ȳ[Lρ−∇π]dxdt

ou, equivalentemente,∫
Ω

ρ(T )ȳ(T )dx−
∫
Ω

ρ(0)y0dx+

∫
Q

ȳLρdxdt =

∫
ωT

ρz0dxdt+

∫
ωT

ρz̄dxdt. (2.68)

Substituindo (2.66) em (2.68) encontramos que∫
Ω

ρ(T )ȳ(T )dx = 0,

para todo ρ ∈ C([0, T ];H)∩L2 (0, T ;V ). Em particular, essa igualdade é verdadeira para

todo ρ(T ) ∈ H. Logo, ȳ(T ) = 0 em Ω. Isso encerra a prova de que (z̄, ȳ) é uma solução

para (2.24)-(2.26).

Estimativa (2.62). Usando (2.59)-(2.61), temos

h(ρ̄, ρ̄)

=

∫ T

0

∫
Ω

|ȳ|2dxdr +
∫ T

0

∫
ω

|z̄|2dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

(α−1z01ω) (αρ̄) dxdt+

∫
Ω

y0ρ̄(0)dx

≤
(∥∥α−1z0

∥∥
L2(0,T ;[L2(ω)]N )

+
∥∥y0∥∥

H

)(
∥αρ̄∥L2(0,T ;[L2(ω)]N ) + ∥ρ̄(0)∥H

)
.

(2.69)

Uma vez que

∥αρ̄∥L2(0,T ;H) + ∥ρ̄(0)∥H ≤
√
2
√

∥αρ̄∥2L2(0,T ;H) + ∥ρ̄(0)∥2H ,

as desigualdades (2.43), (2.50) e (2.69) fornecem

∥ρ̄∥2C̄ ≤ C(
∥∥y0∥∥

H
+
∥∥y0∥∥

H
) ∥ρ̄∥C̄ ,

com C = C
(
Ω, T,

∑M
i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H)

)
. Logo,
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∥ρ̄∥C̄ ≤ C
∥∥y0∥∥

H
,

em que C também depende de Ω, T,
∑M

i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H).

Estimativa (2.63). Para conseguir (2.63) usamos que

∥z̄∥L2(0,T ;H) =

√∫
Q

|z̄(x, t)|2dxdt =

√∫
Q

|ρ̄1ω − P ρ̄|2dxdt

=
√

∥ρ̄1ω − P ρ̄∥2L2(0,T ;[L2(ω)]N ) ≤
√

∥ρ̄∥2C̄ = ∥ρ̄∥C̄ .

Portanto, de (2.62),

∥z̄∥L2(0,T ;H) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
,

com C dependente de Ω, T,
∑M

i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H).

Estimativa (2.64). Multiplicando a equação em (2.24) por ȳ e integrando sobre Ω temos

1

2

(
∥ȳ(t)∥2H

)
t
+ ∥∇ȳ(t)∥2[L2(Ω)]N ≤ ∥ȳ(t)∥H ∥(z0(t) + z̄(t)) 1ω∥H . (2.70)

Partindo dessa desigualdade conseguimos que, para todo t ∈ [0, T ],

∥ȳ(t)∥2H ≤ C

(∥∥y0∥∥2
H
+

∫ T

0

∥(z0(s) + z̄(s)) 1ω∥2H ds
)
. (2.71)

Com isso,

∥ȳ∥2C(0,T ;H) = max
t∈[0,T ]

∥ȳ(t)∥2H ≤ C
(∥∥y0∥∥2

H
+ ∥(z0 + z̄) 1ω∥2L2(0,T ;H)

)
.

Por (2.49) e (2.63),

∥ȳ∥2C(0,T ;H) ≤ C2
∥∥y0∥∥2

H
. (2.72)

Observemos que (2.70) também fornece∫ t

0

((
∥ȳ(s)∥2H

)
t
+ 2 ∥∇ȳ(s)∥2[L2(Ω)]N

)
ds ≤

∫ t

0

(
∥ȳ(s)∥2H + ∥(z0(s) + z̄(s)) 1ω∥2H

)
ds,

o que implica em

∥ȳ(t)∥2H +

∫ t

0

∥∇ȳ(s)∥2[L2(Ω)]N ds

≤
∥∥y0∥∥2

H
+

∫ t

0

(
∥ȳ(s)∥2H + ∥(z0(s) + z̄(s)) 1ω∥2H

)
ds,

(2.73)

para todo t ∈ [0, T ]. Posto que por (2.71)∫ t

0

∥ȳ(s)∥2H ds ≤ C

∫ t

0

(∥∥y0∥∥2
H
+

∫ T

0

∥(z0(t) + z̄(t)) 1ω∥2H dt
)
dt, (2.74)

vem de (2.73) e (2.74) que
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∫ T

0

∥ȳ(t)∥2H dt+
∫ T

0

∥∇ȳ(t)∥2H dt ≤ C
(∥∥y0∥∥2

H
+ ∥(z0 + z̄) 1ω∥2L2(0,T ;H)

)
,

Dessa forma,

∥ȳ∥2L2(0,T ;H) + ∥∇ȳ∥2L2(0,T ;H) ≤ C
(∥∥y0∥∥2

H
+ ∥(z0 + z̄) 1ω∥2L2(0,T ;H)

)
e obtemos, com o auxílio da estimativa (2.63),

∥ȳ∥2
L2(0,T ;[H1

0 (Ω)]N) ≤ C2
∥∥y0∥∥2

H
. (2.75)

A estimativa (2.64) segue de (2.72) e (2.75). ■

Os resultados que obtivemos até aqui garantem a veracidade do Teorema 2.1. Estamos

aptos, portanto, a provar o nosso principal teorema

Demonstração do Teorema 2.1 . Seja z0 ∈ Zα satisfazendo (2.30). Sabemos do

Teorema 2.11 que existe um controle z ∈ Z⊥ e uma solução y = y(z) que satisfazem (2.24)-

(2.26). De acordo com o Teorema 2.4, isso garante que o problema de controlabilidade

com restrição no estado (2.1), (2.6) e (2.7) tem solução com controle

g = (z0 + z)1ω.

Observemos que de (2.49) e (2.63),

∥g∥L2(0,T ;H) ≤ ∥z01ω∥L2(0,T ;H) + ∥z1ω∥L2(0,T ;H) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
,

com C dependente de Ω, ω, T e
∑M

i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H). Com isso a demonstração está

completa. ■

Finalizando este capítulo, observamos que no Teorema 2.11 provamos a existência de

solução para o sistema (2.24)-(2.26), no entanto, não temos unicidade de controle. A

forma que usaremos para garantir algum tipo de unicidade para esse controle é olhar para

aquele que tem norma mínima. Isso é o que faremos agora.

Proposição 2.12 Seja y0 ∈ H e R = {z̄ ∈ L2(0, T ;H)| (z̄, ȳ(z̄)) veri�ca (2.24)-(2.26)}.

Então, existe um único controle z para (2.24)-(2.26) que satisfaz

∥z∥L2(0,T ;H) = min
z̄∈R

∥z̄∥L2(0,T ;H) . (2.76)

Além disso, existe C = C
(
Ω, ω, T,

∑M
i=1 ∥ei∥L2(Q)

)
> 0 tal que
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∥z∥L2(0,T ;H) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
. (2.77)

Demonstração. Nesta prova usaremos o Teorema de Stampacchia. Sabemos que o

produto interno em L2(0, T ;H) é uma forma bilinear contínua, coerciva e simétrica.

Também, do Teorema 2.11, sabemos que R é não vazio. Resta-nos provar que R é convexo

e fechado. Uma vez que a convexidade pode ser provada sem grande resistência, nos

dedicaremos a garantir que o conjunto é fechado.

Seja (z̄n)n uma sequência em R que converge para z̄ ∈ L2(0, T ;H). Dado qualquer

ẑ ∈ Z, de�nimos o funcional linear contínuo τẑ : L2(0, T ;H) → R por

τẑ(u) = (u, ẑ)L2(0,T ;H).

De termos z̄n ∈ R vem que

0 = τẑ(z̄n) → τẑ(z̄).

Portanto, (z̄, ẑ)L2(0,T ;H) = 0 e z̄ ∈ Z⊥.

Para passar o limite no sistema (2.24) e para garantir que (2.26) é verdadeira,

precisamos de estimativas. Por cálculos semelhantes aos feitos para conseguir (2.64) e

usando a limitação de (z̄n)n∈N, encontramos

∥ȳn∥2L∞(0,T ;H) + ∥∇ȳn∥2L2(0,T ;H) ≤ C.

Com base na estimativa encontrada, existe uma subsequência de (ȳn)n∈N, que

denotaremos da mesma forma, tal que

ȳn → ȳ fracamente em L2(0, T ;V ), (2.78)

ȳn → ȳ fracamente - ∗ em L∞(0, T ; [L2(Ω)]N). (2.79)

Por (2.79), ȳn → ȳ em D′(Q). Agora consideramos a forma variacional da equação (2.24):

((ȳn)t(t), v) + (∇ȳn(t),∇v) = ((ẑ0(t) + zn(t)) 1ω, v) , ∀ v ∈ V. (2.80)

Passando o limite encontramos

(ȳt(t)−∆ȳ(t)− (z0(t) + z̄(t)) 1ω, v) = 0, ∀ v ∈ V.

Em particular, a igualdade é válida para todo v ∈ [D(Ω)]N tal que div v = 0. Segue do

Lema de De Rham que existe p ∈ D′(Ω) tal que

ȳt −∆ȳ − (z0 + z̄) 1ω = −∇p,
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ou seja, no sentindo de D′(Q),

ȳt −∆ȳ +∇p = (z0 + z̄) 1ω.

A veri�cação de que os dados inicial e �nal para ȳ satisfazem o sistema é feita da

maneira padrão. Aqui nos restringimos a garantir que faz sentido falarmos de ȳ(0) e

ȳ(T ). Para isso consideramos wn = ȳm − ȳn. Observe que wm satisfaz o sistema

(wn)t −∆wn +∇(pm − pn) = (z̄m − z̄n)1ω em Q,

divwn = 0 em Q,

wn = 0 sobre Σ,

w(0) = 0 em Ω.

Cálculos análogos aos que �zemos para (2.64) nos levam a

∥wn∥2C(0,T ;H) ≤ ∥(z̄m − z̄n)1ω∥2L2(0,T ;H) ,

e como (z̄n)n∈N é convergente, é uma sequência de Cauchy. Isso implica que (ȳn)n∈N é uma

sequência de Cauchy no espaço completo C(0, T ;H). Portanto, ȳn → ȳ em C(0, T ;H),

permitindo-nos a�rmar que ȳ está de�nida em 0 e T .

Para �nalizar, concluímos que ȳ = 0 sobre Σ e div ȳ = 0 em Q do fato de

ȳ ∈ L2(0, T ;V ). Isso encerra a demonstração de que R é fechado e podemos aplicar

o Teorema de Stampacchia. Escolhendo γ ≡ 0 em (L2(0, T ;H))
′, o teorema nos diz que

existe único z ∈ R tal que

∥z∥2L2(0,T ;H) = min
z̄∈R

∥z̄∥2L2(0,T ;H) .

Disso segue (2.76).

Estimativa. Do fato de z ser o único controle de norma mínima, temos que para z̄ dado

por (2.60),

∥z∥L2(0,T ;H) ≤ ∥z̄∥L2(0,T ;H) .

Assim, segue de (2.63) que

∥z∥L2(0,T ;H) ≤ C
∥∥y0∥∥

H
,

com C dependente de Ω, T,
∑M

i=1 ∥ei∥L2(0,T ;H) . ■



Apêndice A
Determinação dos Autovalores

Na Seção 1.1 introduzimos um operador A e buscamos seus autovalores β. Para obtê-

los, consideramos o sistema (1.6), isto é,
wxx(x) + βw(x) = 0 em (0, 1),

w(0) = wx(1) + aw(1) = 0,

que tem a seguinte equação característica:

r2 + β = 0 ⇔ r = ±
√
−β.

Aqui apresentamos as análises de casos quando β pertence ao corpo dos números reais

ou ao corpo dos números complexos.

Caso 1. β ∈ R

Subcaso 1. β = 0

Isso indica que a solução de (1.6) é da forma w(x) = c1 + c2x, com c1 e c2 constantes

complexas. Temos que
0 = w(0) = c1 + c2 · 0 = c1.

Além disso,
0 = wx(1) + aw(1) = c2 + ac2 = c2(1 + a).

Uma vez que a ̸= −1, segue que c2 = 0. Com isso concluímos que w(x) ≡ 0 e não temos

autovalores.

Subcaso 2. −β > 0

A solução de (1.6) é dada por w(x) = c1e
√
−βx + c2e

−
√
−βx, com c1 e c2 constantes

113
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complexas. Sabemos que

0 = w(0) = c1e
√
−β·0 + c2e

−
√
−β·0 = c1 + c2 ⇔ c1 = −c2,

dando-nos

0 = wx(1) + aw(1) = c1

[√
−β
(
e
√
−β + e−

√
−β
)
+ a

(
e
√
−β − e−

√
−β
)]
.

Notemos que se c1 = 0, então w ≡ 0 e não temos autovalores. Suponhamos c1 ̸= 0. Nesse

caso, √
−β
(
e
√
−β + e−

√
−β
)
+ a

(
e
√
−β − e−

√
−β
)
= 0. (A.1)

No entanto, observemos que o fator e
√
−β − e−

√
−β é não negativo. Logo, o lado esquerdo

de (A.1) é sempre positivo, o que nos leva a conclusão de que c1 não pode ser diferente

de zero. Novamente, não existem autovalores.

Subcaso 3. −β < 0

Esse caso foi estudado na Seção 1.1.

Caso 2. −β ∈ C.

Subcaso 1. −β = ib, b ∈ R\{0}.

Começamos escrevendo −β na forma

−β = | − β|(cos θ + isen θ)

e estabelecendo que

| − β| = |b|, sen θ =
b

| − β|
=


1, se b > 0

−1, se b < 0
, cos θ =

0

|b|
= 0.

Sendo assim,

θ =


π

2
, se b > 0,

3π

2
, se b < 0

e − β =


|b|
(
cos

π

2
+ isen

π

2

)
, se b > 0,

|b|
(
cos

3π

2
+ isen

3π

2

)
, se b < 0.

Nosso interesse é encontrar r = ±
√
−β = ±

√
ib. Lembrando que

n
√
−β = (−β)k = n

√
|b|
[
cos

(
θ

n
+

2kπ

n

)
+ isen

(
θ

n
+

2kπ

n

)]
; k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

temos que para θ = θ1 = π/2
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√
−β = (−β)0 =

√
|b|
[
cos

π

4
+ isen

π

4

]
=

√
2|b|
2

(1 + i)

e √
−β = (−β)1 =

√
|b|
[
cos
(π
4
+ π
)
+ isen

(π
4
+ π
)]

= −
√

2|b|
2

(1 + i).

No caso de θ = θ2 = 3π/2, vemos que√
−β = (−β)0 =

√
|b|
[
cos

3π

4
+ isen

3π

4

]
=

√
2|b|
2

(−1 + i)

e √
−β = (−β)1 =

√
|b|
[
cos

(
3π

4
+ π

)
+ isen

(
3π

4
+ π

)]
=

√
2|b|
2

(1− i).

Portanto,

√
−β =


±
√

2|b|
2

(1 + i), se b > 0,

±
√

2|b|
2

(1− i), se b < 0.

Vamos analisar os casos.

• b > 0

Notemos que r = ±
√
−β = ±

√
2|b|(1 + i)/2. A solução, portanto, será dada por

w(x) = c1e
√
2b
2

(1+i)x + c2e
−

√
2b
2

(1+i)x.

cuja derivada é

wx(x) = c1

√
2b

2
(1 + i)e

√
2b
2

(i+1)x − c2

√
2b

2
(1 + i)e−

√
2b
2

(i+1)x.

Usando a primeira informação de fronteira encontramos

0 = w(0) = c1 + c2 ⇔ c1 = −c2.
Utilizando essa informação na segunda condição de fronteira, podemos dizer que

c1

[√
2b

2
(1 + i)

(
e

√
2b
2

(i+1) + e−
√
2b
2

(i+1)
)
+ a

(
e

√
2b
2

(i+1) − e−
√

2b
2

(i+1)
)]

= 0.

Se c1 = 0, uma vez que c1 = −c2, teremos w ≡ 0 e não existem autofunções. Para

simpli�car a notação, por enquanto, usaremos λ =
√
2b/2. Assim, o que precisamos

veri�car é se é possível termos

λ(i+ 1)
(
eλ(i+1) + e−λ(i+1)

)
+ a

(
eλ(i+1) − e−λ(i+1)

)
= 0

ou, equivalentemente,
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
(eλ + e−λ)λ cosλ− (eλ − e−λ)λsenλ+ (eλ − e−λ)a cosλ = 0,

(eλ − e−λ)λsenλ+ (eλ + e−λ)λ cosλ+ (eλ + e−λ)asenλ = 0.

Dividindo a primeira equação por eλ − e−λ e a segunda por eλ + e−λ, obtemos
eλ + e−λ

eλ − e−λ
λ cosλ− λ senλ+ a cosλ = 0,

eλ − e−λ

eλ + e−λ
λ senλ+ λ cosλ+ a senλ = 0.

Multiplicando agora a primeira por −senλ e a segunda por cosλ, chegamos a
−e

λ + e−λ

eλ − e−λ
λ senλ cosλ+ λ sen2 λ+ a senλ cosλ = 0,

eλ − e−λ

eλ + e−λ
λ senλ cosλ+ λ cos2 λ+ a senλ cosλ = 0.

A soma das duas equações resulta em

− 4

e2λ − e−2λ
λ senλ cosλ+ λ = 0 ⇔ 1− 2

e2λ − e−2λ
sen 2λ = 0.

Voltando para a expressão em termos de b, devemos avaliar se a função

f(b) = e
√
2b − e−

√
2b − 2b sen

√
2b

tem raízes reais. Notemos que

lim
b→0+

f(b) = 0.

Portanto, basta que mostremos que f é uma função crescente para que possamos

a�rmar que ela não possui raízes. Para isso, começaremos avaliando a função positiva

g : [0,+∞) → R dada por

g(b) = e
√
2b + e−

√
2b.

Sua derivada é

g′(b) =
1√
2b

(
e
√
2b − e−

√
2b
)
> 0.

Isso nos diz que g é crescente e atinge mínimo em b = 0:

g(0) = 2.

Sabendo disso, podemos a�rmar que a derivada de f ,

f ′(b) =
1√
2b

(g(b)− 2 cos
√
2b)

é positiva, pois 2 cos
√
2b < 2 e g(b) > 2, para todo b > 0. Concluímos, assim, que f é

crescente. Consequentemente, não teremos autovalores.
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• b < 0

Neste caso, r = ±
√
−2b(1− i)/2. A solução, portanto, será dada por

w(x) = c1e
√
−2b
2

(1−i)x + c2e
−
√
−2b
2

(1−i)x.

A primeira condição de fronteira nos diz que c1 = −c2. Combinada com a segunda,

obtemos

c1

[√
−2b

2
(1− i)

(
e

√
−2b
2

(1−i) + e−
√
−2b
2

(1−i)
)
+ a

(
e

√
−2b
2

(1−i) − e−
√
−2b
2

(1−i)
)]

= 0.

Se c1 = 0, teremos w ≡ 0 e não existem autofunções. Vejamos se é possível que c1 seja

não nulo. Para simpli�car a notação, por ora, usaremos λ =
√
−2b/2. Assim, o que

precisamos veri�car é se é possível

λ(1− i)
(
eλ(1−i) + e−λ(1−i)

)
+ a

(
eλ(1−i) − e−λ(1−i)

)
= 0.

em outras palavras, queremos saber se o sistema
(eλ + e−λ)λ cosλ− (eλ − e−λ)λ senλ+ (eλ − e−λ)a cosλ = 0,

−(eλ − e−λ)λ senλ− (eλ + e−λ)λ cosλ− (eλ + e−λ)a senλ = 0.

tem solução. Para isso, multiplicamos a primeira equação por (eλ+ e−λ) senλ, a segunda

por (eλ − e−λ) cosλ e somamos os resultados, obtendo:

2 sen 2λ− e2λ + e−2λ = 0.

Substituindo o valor de λ =
√
−2b/2, encontramos

2 sen
√
−2b− e

√
−2b + e−

√
−2b = 0. (A.2)

Consideremos f : (−∞, 0) → R de�nida por

f(b) = 2 sen
√
−2b− e

√
−2b + e−

√
−2b,

cuja derivada é

f ′(b) =
1√
−2b

(
e
√
−2b + e−

√
−2b − 2 cos

√
−2b

)
.

Quando b→ 0−, temos

lim
b→0−

f(b) = 0.

Se pudermos mostrar que f é crescente, o limite obtido garantirá que f(b) < 0, para todo

b < 0. Logo, a igualdade em (A.2) não ocorre, permitindo-nos concluir que c1 = 0 e que

não existem autofunções. Provemos que f é crescente. Isso se reduz a mostrarmos que

e
√
−2b + e−

√
−2b > 2 cos

√
−2b.

Notemos que o lado direito dessa desigualdade atinge, no máximo, o valor 2. Assim, para

obtermos o que queremos, basta veri�carmos que
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e
√
−2b + e−

√
−2b > 2.

Seja f1 : (−∞, 0] → R a função

f1(b) = e
√
−2b + e−

√
−2b.

Com alguns cálculos, mostra-se que f1 é uma função descrescente. Uma vez que

lim
b→0−

f1(b) = 2, segue que

e
√
−2b + e−

√
−2b > 2,

para todo b ∈ (−∞, 0), como queríamos.

Subcaso 2. r = ±(c+ id), com c, d ∈ R\{0}.

A solução será da forma

w(x) = c1e
(c+id)x + c2e

−(c+id)x,

Usando as condições de fronteira, vemos que

c1
[
(c+ id)

(
ec+id + e−(c+id)

)
+ a

(
ec+id − e−(c+id)

)]
= 0.

O caso c1 = 0 nos fornecerá w ≡ 0 e não teremos autovalores. Suponhamos que é possível

ter c1 ̸= 0. Obrigatoriamente devem existir c, d ∈ R\{0} tais que

(c+ id)
(
ec+id + e−(c+id)

)
+ a

(
ec+id − e−(c+id)

)
= 0 (A.3)

Escrevendo (A.3) em termos de senos e cossenos, encontramos


(ec + e−c)c cos d− d(ec − e−c)d sen d+ (ec − e−c)a cos d = 0,

(ec − e−c)c sen d+ (ec + e−c)d cos d+ (ec + e−c)a sen d = 0.

ou, ainda, 
ec + e−c

ec − c−c
c cos d− d sen d+ a cos d = 0,

ec − e−c

ec + c−c
c sen d+ d cos d+ a sen d = 0,

que trataremos de duas formas diferentes. Inicialmente, multiplicamos a primeira equação

por −sen d, a segunda por cos d e somamos as equações resultantes. Com isso, obtemos

1

2

(
ec − e−c

ec + c−c
− ec + e−c

ec − c−c

)
c sen 2d+ d = −1

2

(
4

e2c − c−2c

)
c sen 2d+ d = 0,

que é equivalente a

sen 2d
d

=
e2c − c−2c

2c
. (A.4)
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No segundo momento, multiplicamos a primeira equação por sen d e a segunda por cos d.

A soma das novas equações fornece

e2c + e−2c

e2c − e−2c
c
sen 2d
d

+ cos 2d+
a sen 2d

d
= 0.

Usando o resultado obtido em (A.4) e o fato de cos 2d = 2 cos2 2d− 1, temos

e2c + e−2c

e2c − e−2c
c
e2c − e−2c

2c
+ 2 cos2 d− 1 + a

e2c − e−2c

2c
= 0,

isto é,

cos2 d =
1

2
− a

e2c − e−2c

4c
− e2c + e−2c

4
.

Nosso objetivo agora é mostrar que a função

f(c) =
1

2
− a

e2c − e−2c

4c
− e2c + e−2c

4

é menor que 0 para todo c ∈ R\{0}, uma vez que se isso ocorre, não é possível termos

cos2 d =
1

2
− a

e2c − e−2c

4c
− e2c + e−2c

4

qualquer que seja o d ∈ R\{0} e não teremos autofunções. Com alguns cálculos podemos

mostrar que

e2c + e−2c

4
>

1

2
no domínio de f , o que fornece

f(c) < −ae
2c − e−2c

4c
.

Dessa forma, para que tenhamos f(c) < 0, basta provarmos que a função

g(c) =
e2c − e−2c

4c

é maior que 0 para todo c ∈ R\{0}. Já sabemos que e2c − e−2c > 0 se c > 0. No caso de

c < 0, temos que

c < −c⇔ e2c < e−2c ⇔ e2c − e−2c < 0.

Portanto, do fato de 4c ser menor que zero, podemos a�rmar que g(c) > 0. Isso conclui

nossa demonstração.
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Sejam Ω = (0, 1), ω subconjunto aberto não vazio de Ω e T0 > 0. Considerando a > 0

e κ tal que |κ| ≥ κ0, κ0 uma constante positiva adequada, retomamos o sistema (1.77)

P (y) = yττ − yxx + κyτ = f em Q0 := (0, 1)× (0, T0),

y(0, τ) = 0 sobre (0, T0),

yx(1, τ) + ay(1, τ) = 0 sobre (0, T0),

y(x, 0) = y(x, T0) = 0 sobre (0, 1).

O objetivo deste apêndice é provar o Lema 1.11. Para isso precisaremos de outro lema,

um que trata um problema bastante semelhante, mas discretizando a variável temporal.

A importância dessa discretização está na possibilidade de melhorar, em algum sentido,

a regularidade das funções e assim ser capaz de fazer cálculos dos quais precisamos.

Usaremos as seguintes notações:

(0, 1)×K(l) = {(x, τ) ∈ Q0|x ∈ (0, 1), τ = il, i ∈ {1, . . . , N − 1}} ,

(0, 1)×K
(l)
1 =

(
(0, 1)×K(l)

)
∪ ((0, 1)× {T0}) ,

Dlv(x, τ) =
v(x, τ + l)− v(x, τ)

l
,

D l v(x, τ) =
v(x, τ)− v(x, τ − l)

l
,

D2
l v(x, τ) = Dl (D l v) (x, τ) =

v(x, τ + l)− 2v(x, τ) + v(x, τ − l)

l2
,

com l = T0/N,N ∈ Z+.

120
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Figura B.1: representação do conjunto (0, 1)×K(l)

Não é difícil mostrar que para b ∈ R e funções v1, v2,

I. Dl(v1 + bv2)(x, τ) = Dlv1(x, τ) + bDlv2(x, τ),

II. Dl(v1v2)(x, τ) = v1(x, τ + l)Dlv2(x, τ) + v2(x, τ)Dlv1(x, τ),

III. D l (v1v2)(x, τ) = v1(x, τ)D l v2(x, τ) + v2(x, τ − l)D l v1(x, τ),

IV. D2
l v1(x, τ) = D l (Dlv1)(x, τ).

Dado um espaço de Banach Y , de�nimos o análogo do espaço L2(0, T0;Y ) como:

l
(l)
2 (0, T0;Y ) =

{
v(x, τ)| (x, τ) ∈ (0, 1)×K(l) e ∥v∥2

l
(l)
2 (0,T0;Y )

=
N−1∑
i=1

l ∥v(x, il)∥2Y <∞

}
.

Os análogos dos operadores P e P ∗ serão:

Plv = D2
l v − vxx + κDlv

e

P ∗
l v = D2

l v − vxx − κD l v.

Introduzimos também uma versão discreta para o problema (1.77):

Pl(y) = D2
l y − yxx + κDly = f em (0, 1)×K(l),

y(0, il) = 0 sobre K(l)

yx(1, il) + ay(1, il) = 0 sobre K(l),

y(x, 0) = y(x, T0) = 0 sobre (0, 1).

(B.1)

De�nição B.1 Suponhamos f ∈ l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)). Dizemos que a função y pertencente
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a l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)) é solução fraca do problema (B.1) se

(y, P ∗
l z)l(l)2 (0,T0;L2(0,1))

= ⟨f, z⟩
l
(l)
2 (0,T0;V

′ (0,1)),l
(l)
2 (0,T0;V (0,1))

,

para toda z ∈ l
(l)
2 (0, T0;V (0, 1)) que satisfaz

P ∗
l (z) ∈ l

(l)
2 (0, T0;V (0, 1))

z(x, 0) = z(x, T0) = 0 sobre (0, 1),

zx(1, il) + az(1, il) = 0 sobre K(l).

Seja J (l) o funcional

J (l)
(
z(l), r

(l)
1 , r

(l)
2 , r

(l)
)

=
l

2

N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣z(l)(x, il)∣∣2 e−2λψ(x,il)dx

+
l

2

N∑
i=1

∫ 1

0

ζ(x)


∣∣∣r(l)1 (x, il)

∣∣∣2
λ2

+

∣∣∣r(l)2 (x, il)
∣∣∣2

λ4

 e−2λψ(x,il)dx

+
l

2θ

N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣r(l)(x, il)∣∣2 dx.

(B.2)

Estamos em busca de um elemento
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
onde J (l) atinja valor mínimo e que

satisfaz

P ∗
l (z

(l)) = −D l r
(l)
1 + r

(l)
2 + λye2λψ + r(l) em (0, 1)×K(l),

z(l)(0, τ) = z(l)x (1, τ) + az(l)(1, τ) = 0 sobre K(l),

z(l)(x, 0) = z(l)(x, T0) = 0 sobre (0, 1),

r
(l)
j (x, 0) = r

(l)
j (x, T0) = 0 sobre (0, 1), j = {1, 2},

r(l)(x, 0) = r(l)(x, T0) = 0 sobre (0, 1).

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

O conjunto admissível para o problema acima é dado por

A(l)
ad =

{(
z(l), r

(l)
1 , r

(l)
2 , r

(l)
)
∈ l

(l)
2 (0, T0;V (0, 1))×

(
l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1))
)3∣∣∣∣(

z(l), r
(l)
1 , r

(l)
2 , r

(l)
)

satisfaz (B.3)-(B.7)
}
.
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A existência de
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
e sua regularidade são os temas do resultado a

seguir.

Lema B.2 Seja y ∈ L2(Q0) com y(x, 0) = y(x, T0) = 0. Então existe única solução(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)

∈ l
(l)
2 (0, T0;H

2(0, 1)) ×
(
l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1))
)3

para o problema (B.3)-

(B.7). Tal solução satisfaz o sistema de optimalidade

p(l) =
r(l)

θ
em (0, 1)×K(l),

Pl(p
(l)) + e−2λψz(l) = 0 em (0, 1)×K(l),

P ∗
l (z

(l)) = −D l r
(l)
1 + r

(l)
2 + λye2λψ + r(l) em (0, 1)×K(l),

p(l)(0, il) = p(l)x (1, il) + ap(l)(1, il) = 0 sobre K(l),

z(l)(0, il) = z(l)x (1, il) + az(l)(1, il) = 0 sobre K(l),

r
(l)
j (x, 0) = r

(l)
j (x, T0) = 0 sobre (0, 1), j = {1, 2},

p(l)(x, 0) = p(l)(x, T0) = 0 sobre (0, 1),

z(l)(x, 0) = z(l)(x, T0) = 0 sobre (0, 1),

Dlp(x, 0) = Dlp(x, T0) = 0 sobre (0, 1),

−Dlp
(l) + ζ

r
(l)
1

λ2
e−2λψ = 0 em (0, 1)×K

(l)
1 ,

p(l) − ζ
r
(l)
2

λ4
e−2λψ = 0 em (0, 1)×K

(l)
1 .

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

Além disso, existe uma constante C = C(θ, κ, λ) para a qual as seguintes estimativas são

verdadeiras:

J (l)
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
≤ C

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|y(x, il)|2e4λψ(x,il)dx, (B.19)

N∑
i=1

l

∫ 1

0

|D l ẑ
(l)(x, il)|2dx+

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2
|D l r̂

(l)
1 (x, il)|2dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4
|D l r̂

(l)
2 (x, il)|2dx+

N∑
i=1

l

θ

∫ 1

0

|D l r̂
(l)(x, il)|2dx

≤ C

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|y(x, il)|2e4λψ(x,il)dx,

(B.20)
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N∑
i=1

l

∫ 1

0

|(ẑ(l))x(x, il)|2dx ≤ C

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|y(x, il)|2e4λψ(x,il)dx. (B.21)

Demonstração. Para uma melhor organização da prova, ela será dividida em etapas.

I. Existência de solução em l
(l)
2 (0, T0;H

2(0, 1))×
(
l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1))
)3
. Observemos

que J (l)
(
z(l), r

(l)
1 , r

(l)
2 , r

(l)
)
≥ 0 e que (0, 0, 0,−λye2λψ) ∈ A(l)

ad. Isso nos permite a�rmar

que existe α(l) tal que

α(l) = inf
A(l)

ad

J (l)
(
z(l), r

(l)
1 , r

(l)
2 , r

(l)
)

e, consequentemente, existe uma sequência
(
J (l)

(
z
(l)
m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

))
m∈N

satisfazendo

lim
m→∞

J (l)
(
z(l)m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

)
= α(l),

com
(
z
(l)
m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

)
∈ A(l)

ad. A convergência garante que
(
J (l)

(
z
(l)
m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

))
m∈N

é uma sequência limitada, digamos por B(l). Temos que

B(l) ≥ l

2

N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣z(l)m (x, il)
∣∣2 e−2λψ(x,il)dx

+
l

2

N∑
i=1

∫ 1

0

ζ(x)


∣∣∣r(l)1m(x, il)

∣∣∣2
λ2

+

∣∣∣r(l)2m(x, il)
∣∣∣2

λ4

 e−2λψ(x,il)dx

+
l

2θ

N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣r(l)m (x, il)
∣∣2 dx.

Disso e das limitações de ψ e ζ, encontramos∥∥z(l)m ∥∥2L(l)
2 (0,T0;L2(0,1))

= l

N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣z(l)m (x, il)
∣∣2 dx ≤ 2B(l)e2λe

sB1 ,

∥∥∥r(l)1m

∥∥∥2
L
(l)
2 (0,T0;L2(0,1))

= l

N∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣r(l)1m(x, il)
∣∣∣2 dx ≤ 2λ2B(l)e2λe

sB1 ,

∥∥∥r(l)2m

∥∥∥2
L
(l)
2 (0,T0;L2(0,1))

= l

N∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣r(l)2m(x, il)
∣∣∣2 dx ≤ 2λ4B(l)e2λe

sB1 ,

∥∥r(l)m ∥∥2L(l)
2 (0,T0;L2(0,1))

= l
N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣r(l)m (x, il)
∣∣2 dx ≤ 2θB(l),

donde segue que
(
z
(l)
m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

)
m∈N∗

é limitada em
(
l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1))
)4
. Em

particular,
(
z
(l)
m (il), r

(l)
1m(il), r

(l)
2m(il), r

(l)
m (il)

)
m∈N∗

é limitada em (L2(0, 1))
4 para cada i ∈
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{0, 1, ..., N}. A limitação de
(
z
(l)
m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

)
m∈N∗

é su�ciente para garantir que a

sequência
(
−
(
z
(l)
m

)
xx

)
m∈N∗

=
(
−D2

l z
(l)
m + κD l z

(l)
m −D l r

(l)
1m + r

(l)
2m + λye2λψ + r

(l)
m

)
m∈N∗

é limitada em l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)). Multiplicando essa igualdade por z(l)m (x, il), integrando

com x variando de 0 a 1 e usando as limitações que temos, chegamos a

al
∣∣z(l)m (1, il)

∣∣2 + ∫ 1

0

l
∣∣(z(l)m )x (x, il)∣∣2 dx

≤
∫ 1

0

l
∣∣∣(−D2

l z
(l)
m + κD l z

(l)
m −D l r

(l)
1m + r

(l)
2m + λye2λψ + r(l)m

)
(x, il)

∣∣∣2 dx
+

∫ 1

0

l
∣∣z(l)m (x, il)

∣∣2 dx
≤ C.

Portanto,
(
z
(l)
m

)
m∈N∗

é limitada em l
(l)
2 (0, T ;H2(0, 1)). Podemos, então, a�rmar que existe

uma subsequência de
(
z
(l)
m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

)
m∈N∗

, que ainda denotaremos da mesma forma,

tal que (
z(l)m , r

(l)
1m, r

(l)
2m, r

(l)
m

)
m∈N∗

⇀
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)

em l
(l)
2 (0, T0;H

2(0, 1))×
(
l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1))
)3
.

Devemos agora mostrar que para todo l ∈ {1, ..., N}, o limite
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
é um

elemento do conjunto admissível. Começamos escrevendo (B.3) da seguinte forma:

−
(
z(l)m
)
xx

= −D2
l z

(l)
m + κD l z

(l)
m −D l r

(l)
1m + r

(l)
2m + λye2λψ + r(l)m . (B.22)

Das convergências obtidas e das de�nições de D l e D
2
l encontramos que

D l z
(l)
m ⇀ D l ẑ

(l) em l
(l)
2 (0, T0;H

2(0, 1)),

D2
l z

(l)
m ⇀ D2

l ẑ
(l) em l

(l)
2 (0, T0;H

2(0, 1))

e
D l r

(l)
1m ⇀ D l r̂

(l)
1 em l

(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)).

Uma vez que o lado direito de (B.22) converge em l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)), o mesmo pode ser

dito de
(
−(z

(l)
m )xx

)
m
. Observemos que para qualquer φ ∈ C∞

0 (0, 1), da convergência de(
z
(l)
m

)
m
em l

(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)),

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
zlm
)
xx

(x, il)φ(x)dx→
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑlxx(x, il)φ(x)dx.
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Isso nos diz que
((
z
(l)
m

)
xx

)
m

converge para ẑ
(l)
xx no sentido das distribuições. Em

particular, como essa sequência é convergente em l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)), segue que((
z(l)m
)
xx

)
m
⇀ ẑ(l)xx em l

(l)
2

(
0, T0;L

2(0, 1)
)
.

Passando o limite na igualdade (B.22) chegamos a

P ∗
l

(
ẑ(l)
)
= −D l r̂

(l)
1 + r̂

(l)
2 + λye2λψ + r̂(l).

Agora provaremos as condições de fronteira espacial em (B.4). Começamos observando

que da limitação obtida para
((
z
(l)
m

)
x

)
m

e por método análogo ao utilizado para((
z
(l)
m

)
xx

)
m
, podemos mostrar que, restringindo a uma subsequência se preciso,

(
z
(l)
m

)
x
⇀

ẑ
(l)
x . Do fato de H2(0, 1) estar imerso continuamente em C1([0, 1]), faz sentido falarmos

em z(l)(0, il), z(l)(1, il) e z(l)x (1, il), para todo i = {1, · · · , N − 1}. Seja ϑ ∈ C1([0, 1])

satisfazendo ϑ(0) = 1 e ϑ(1) = 0. Para toda função v de�nida em {1, 2, · · · , N − 1},
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
z(l)m
)
x
(x, il)ϑ(x)v(i)dx = −

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

z(l)m (x, il)ϑx(x)v(i)dx

e
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)x (x, il)ϑ(x)v(i)dx = −
N−1∑
i=1

lẑ(l)(0, il)v(i)−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)ϑx(x)v(i)dx.

Calculando o limite quando m → ∞ na primeira igualdade e usando a segunda, vem

que
N−1∑
i=1

lẑ(l)(0, il)v(i) = 0.

Fixado i = i0, escolhemos a função v tal que

v(i) =

 1, se i = i0,

0, se i ̸= i0.

Com isso,

ẑ(l)(0, il) = 0, ∀ i ∈ {1, · · · , N − 1}.

Se, por sua vez, tomamos ϑ ∈ C1([0, 1]) com ϑ(0) = 0 e ϑ(1) = 1, seguindo os passos

anteriores, encontramos

z(l)m (1, il) → ẑ(l)(1, il), ∀ i ∈ {1, · · · , N − 1}.

Vejamos que
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
z(l)m
)
xx

(x, il)ϑ(x)v(i)dx
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=
N−1∑
i=1

l
(
z(l)m
)
x
(1, il)v(i)−

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
z(l)m
)
x
(x, il)ϑx(x)v(i)dx

e

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)xx(x, il)ϑ(x)v(i)dx

=
N−1∑
i=1

lẑ(l)x (1, il)v(i)−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)x (x, il)ϑx(x)v(i)dx.

Fazendo m tender a in�nito temos, por um lado,
N−1∑
i=1

l
(
z(l)m
)
(1, il)v(i) = −a

N−1∑
i=1

lz(l)m (1, il)v(i) → −a
N−1∑
i=1

lẑ(l)(1, il)v(i)

e, por outro lado,

N−1∑
i=1

l
(
z(l)m
)
x
(1, il)v(i) →

N−1∑
i=1

lẑ(l)x (1, il)v(i).

Portanto,
N−1∑
i=1

lẑ(l)x (1, il)v(i) = −a
N−1∑
i=1

lẑ(l)(1, il)v(i).

Escolhendo v apropriado, concluímos que

ẑ(l)x (1, il) = −aẑ(l)(1, il), ∀ i ∈ {1, · · · , N − 1}.

Por �m, vamos analisar a fronteira temporal. Observemos que a equação (B.16) não

depende ou fornece informações em i ∈ {0, T0}. Além disso, para os elementos no conjunto

admissível, o funcional pode ser considerado com i variando no conjunto {1, 2, · · · , N−1}.

Sendo assim, podemos de�nir

ẑ(l)(x, 0) = ẑ(l)(x, T0) = 0 sobre (0, 1),

r̂
(l)
j (x, 0) = r̂

(l)
j (x, T0) = 0 sobre (0, 1), j = {1, 2},

r̂(l)(x, 0) = r̂(l)(x, T0) = 0 sobre (0, 1).

Concluímos, dessa forma, que
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
∈ A(l)

ad e segue que ele é o mínimo do

funcional J (l). A unicidade de solução decorre do conjunto admissível ser convexo, J (l)

ser estritamente convexo e ter um mínimo.

Passaremos agora a buscar o sistema de optimalidade (B.8)-(B.18). De�nimos

gl(ξ0, ξ1, ξ2) = J (l)
(
ẑ(l) + ξ0δ0, r̂

(l)
1 + ξ1δ1, r̂

(l)
2 + ξ2δ2, u

(l)(ξ0, ξ1, ξ2)
)
,

com
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δ0 ∈ l
(l)
2 (0, T0;V (0, 1)),

P ∗
l δ0 ∈ l

(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)),

(δ0)x(1, il) + aδ0(1, il) = 0,

δ0(x, 0) = δ0(x, T0) = 0 sobre (0, 1),

δj ∈ L
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)), δj(x, 0) = δj(x, T0) = 0 sobre (0, 1), j ∈ {1, 2},

u(l)(ξ0, ξ1, ξ2) = P ∗
l (ẑ

(l) + ξ0δ0) +D l (r̂
(l)
1 + ξ1δ1)− r̂

(l)
2 − ξ2δ2 − λye2λψ,(

u(l)(ξ0, ξ1, ξ2)
)
(x, 0) =

(
u(l)(ξ0, ξ1, ξ2)

)
(x, T0) = 0 sobre (0, 1).

Pode ser visto que W =
(
ẑ(l) + ξ0δ0, r̂

(l)
1 + ξ1δ1, r̂

(l)
2 + ξ2δ2, u

(l)(ξ0, ξ1, ξ2)
)
pertence a A(l)

ad.

Uma vez que J (l) atinge mínimo em
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
, temos ∇gl(0, 0, 0) = 0. Fazendo

os cálculos encontramos, para todo δ1 ∈ l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)),

∂gl
∂ξ1

(0, 0, 0) = l
N∑
i=1

∫ 1

0

ζ(x)
r̂
(l)
1 (x, il)δ1(x, il)

λ2
e−2λψ(x,il)dx

+
l

θ

N−1∑
i=1

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)D l δ1(x, il)dx.

(B.23)

Sabemos que

r̂(l)(x, il)D l δ1(x, il) = D l (δ1r̂
(l))(x, il)− δ1(x, (i− 1)l)D l r̂

(l)(x, il)

e r̂(l)(x, 0) = r̂(l)(x, T0) = 0. Com isso,
N−1∑
i=1

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)D l δ1(x, il)dx =
N∑
i=1

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)D l δ1(x, il)dx

=
N∑
i=1

∫ 1

0

D l

(
δ1r̂

(l)
)
(x, il)dx

−
N∑
i=1

∫ 1

0

δ1(x, (i− 1)l)D l r̂
(l)(x, il)dx.

Desenvolvendo o somatório identi�camos que
N∑
i=1

∫ 1

0

D l

(
δ1r̂

(l)
)
(x, il)dx = 0.

Também podemos veri�car que
N∑
i=1

∫ 1

0

δ1(x, (i− 1)l)D l r̂
(l)(x, il)dx =

N−1∑
j=0

∫ 1

0

δ1(x, jl)D l r̂
(l)(x, (j + 1)l)dx
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e

D l r̂
(l)(x, (j + 1)l) = Dlr̂

(l)(x, jl).

Substituindo em (B.23) as informações obtidas, temos

N∑
i=1

∫ 1

0

(
ζ(x)

r̂
(l)
1 (x, il)

λ2
e−2λψ(x,il) − 1

θ
Dlr̂

(l)(x, il)

)
δ1(x, il)dx = 0, (B.24)

para todo δ1 ∈ l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)). No caso de (∂gl/∂ξ2)(0, 0, 0),

gl(0, 0, η)− gl(0, 0, 0)

η
=
l

2

N∑
i=1

∫ 1

0

ζ(x)

λ4

(
2r̂

(l)
2 + ηδ2

)
(x, il)δ2(x, il)e

−2λψ(x,il)dx

+
l

2θ

N−1∑
i=1

∫ 1

0

(−2r̂(l) + ηδ2)(x, il)δ2(x, il)dx.

Notemos que se i = N , então δ2(x, il) = δ2(x, T0) = 0. Segue que

N−1∑
i=1

∫ 1

0

(
ζ(x)

r̂
(l)
2 (x, il)

λ4
e−2λψ(x,il) − 1

θ
r̂(l)(x, il)

)
δ2(x, il)dx = 0, (B.25)

para todo δ2 ∈ l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)). Em particular, (B.24) e (B.25) são verdadeiras

para todas δ1, δ2 ∈ l
(l)
2 (0, T0;H

1(0, 1)). Lembremo-nos que C∞
0 (0, 1) é denso em

H1(0, 1). Fixado i0 ∈ {1, 2, ..., N − 1, N}, consideramos as funções δ1i0(·, il), δ2i0(·, il) ∈

l
(l)
2 (0, T0; C∞

0 (0, 1)) tais que δ1i0(·, il) = δ2i0(·, il) = 0 sempre que i ̸= i0. Assim, por (B.24)

e (B.25) temos que

ζ(x)
r̂
(l)
1 (x, il)

λ2
e−2λψ(x,il) − 1

θ
Dlr̂

(l)(x, il) = 0 em (0, 1)×K
(l)
1 , (B.26)

ζ(x)
r̂
(l)
2 (x, il)

λ4
e−2λψ(x,il) − 1

θ
r̂(l)(x, il) = 0 em (0, 1)×K(l). (B.27)

De�nindo p̂(l) = r̂(l)/θ, (B.26) e (B.27) fornecem as equações (B.17) e (B.18), respectiva-

mente. Utilizando (B.5) em (B.25), vemos que

Dlp̂
(l)(x, 0) = ζ(x)

r̂1
(l)(x, 0)

λ2
e−2λψ(x,0) = 0,

Dlp̂
(l)(x, T0) = ζ(x)

r̂1
(l)(x, T0)

λ2
e−2λψ(x,T0) = 0.

Também, (B.4) rende

p̂(l)(x, 0) =
r̂(l)(x, 0)

θ
= 0,

p̂(l)(x, T0) =
r̂(l)(x, T0)

θ
= 0.
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Conseguimos, portanto, as igualdades em (B.15) e (B.17). Agora calculamos (∂gl/∂ξ0)(0, 0, 0).

Encontramos que

N−1∑
i=1

l

∫ l

0

(
r̂(l)(x, il)

θ
P ∗
l δ0(x, il) + ẑ(l)(x, il)δ0(x, il)e

−2λψ(x,il)

)
dx = 0, (B.28)

com δ0 ∈ {l(l)2 (0, T0;V (0, 1))|P ∗
l δ ∈ l2(0, T0;L

2(0, 1)), δ(x, 0) = δ(x, T0) = 0 sobre (0, 1) e

δx(1, il) + aδ(1, il) = 0 sobre K(l)}. Notemos que isso nos diz que p̂(l) é solução fraca de

(B.1) com P (p̂)(l) = −ẑ(l)(x, il)e−2λψ(x,il). Disso seguem as equações (B.10) e (B.12).

Limitação Uniforme. Buscaremos uma limitação para solução
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)

∈(
l
(l)
2 (0, T0;H

2(0, 1))
)2

×
(
l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1))
)2

que não dependa de l. O primeiro passo

nesse caminho é fazer o produto escalar em l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)) entre a equação (B.11) e

p̂(l):

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
P ∗
l (ẑ

(l)) +D l r̂
(l)
1 − r̂

(l)
2 − λye2λψ − r̂(l)

)
(x, il)p̂(l)(x, il)dx = 0. (B.29)

Vamos trabalhar um pouco com algumas parcelas dessa integral. Para o cálculo de

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

P ∗
l ẑ

(l)(x, il)p̂(l)(x, il)dx, (B.30)

usamos que de

D2
l ẑ

(l)(x, il)p̂(l)(x, il) = Dl

(
p̂(l)D l ẑ

(l)
)
(x, il)−D l

(
ẑ(l)Dlp̂

(l)
)
(x, (i+ 1)l)

+ẑ(l)(x, (i+ 1)l)D l

(
Dlp̂

(l)(x, (i+ 1)l)
)

e de p̂(l)(x, 0) = p̂(l)(x, T0) = ẑ(l)(x, 0) = ẑ(l)(x, T0) = 0, encontramos

N−1∑
i=0

Dl

(
p̂(l)D l ẑ

(l)
)
(x, il) =

N−1∑
i=0

D l

(
ẑ(l)Dlp̂

(l)
)
(x, (i+ 1)l) = 0.

Essas igualdades e algumas manipulações levam a
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D2
l ẑ

(l)(x, il)p̂(l)(x, il)dx =
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx. (B.31)

Os dados na fronteira espacial e integração por partes nos permitem estabelecer que

−
N−1∑
i=1

∫ 1

0

p̂(l)(x, il)
(
ẑ(l)
)
xx

(x, il)dx = −
N−1∑
i=1

∫ 1

0

(
p̂(l)
)
xx

(x, il)ẑ(l)(x, il)dx. (B.32)

Por último, usando o fato de D l v(x, (j + 1)l) = Dlv(x, jl) e argumentos semelhantes aos

que forneceram (B.31), obtemos
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−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D l ẑ
(l)(x, il)p̂(l)(x, il)dx =

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)Dlp̂
(l)(x, il)dx. (B.33)

Somando (B.31)-(B.33) membro a membro, conseguimos
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

P ∗
l ẑ

(l)(x, il)p̂(l)(x, il)dx =
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)P
(
p̂(l)
)
(x, il)dx. (B.34)

Para a segunda parcela em (B.29), de p̂(l)(x, 0) = p̂(l)(x, T0) = 0 e de D l p̂
(l)(x, (j +

1)l) = Dlp̂
(l)(x, jl), vemos que

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D l r̂
(l)
1 (x, il)p̂(l)(x, il)dx

=
N∑
i=1

l

∫ 1

0

D l

(
r̂
(l)
1 p̂

(l)
)
(x, il)dx−

N∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
1 (x, (i− 1)l)D l p̂

(l)(x, il)dx

= −
N∑
j=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
1 (x, jl)D l p̂

(l)(x, (j + 1)l)dx

= −
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
1 (x, il)Dlp̂

(l)(x, il)dx.

(B.35)

Podemos, então, substituir (B.34) e (B.35) em (B.29):

0 =
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
P ∗
l (ẑ

(l)) +D l r̂
(l)
1 − r̂

(l)
2 − λye2λψ − r̂(l)

)
(x, il)p̂(l)(x, il)dx

=
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)P (p̂(l))(x, il)dx−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
1 (x, il)Dlp̂

(l)(x, il)dx

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
2 (x, il)p̂(l)(x, il)dx−

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λy(x, il)e2λψ(x,il)p̂(l)(x, il)dx

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)p̂(l)(x, il)dx.

Com o auxílio do sistema (B.8)-(B.18) conseguimos que

0 = −
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|ẑ(l)(x, il)|2e−2λψ(x,il)dx−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ
|r̂(l)1 (x, il)|2

λ2
e−2λψ(x,il)dx

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ
|r̂(l)2 (x, il)|2

λ4
e−2λψ(x,il)dx−

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λy(x, il)e2λψ(x,il)p̂(l)(x, il)dx
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−
N−1∑
i=1

l

θ

∫ 1

0

|r̂(l)(x, il)|2dx

= −2J (l)
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
−

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λy(x, il)p̂(l)(x, il)e2λψ(x,il)dx.

Usando essa igualdade e (B.8) vemos que

J (l)
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)

≤ 1

2

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λ

∣∣∣∣1θ y(x, il)r̂(l)(x, il)
∣∣∣∣ e2λψ(x,il)dx

≤ 1

4

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λ2

θ
|y(x, il)|2 e4λψ(x,il)dx+ 1

4

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

1

θ

∣∣r̂(l)(x, il)∣∣2 dx.
Com isso,

N−1∑
i=1

l

2

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 e−2λψ(x,il)dx+
N∑
i=1

l

2

∫ 1

0

ζ

∣∣∣r̂(l)1 (x, il)
∣∣∣2

λ2
e−2λψ(x,il)dx

+
N∑
i=1

l

2

∫ 1

0

ζ

∣∣∣r̂(l)2 (x, il)
∣∣∣2

λ4
e−2λψ(x,il)dx+

N−1∑
i=1

l

4θ

∫ 1

0

∣∣r̂(l)(x, il)∣∣2 dx
≤ 1

4

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λ2

θ
|y(x, il)|2e4λψ(x,il)dx

e chegamos a

J (l)
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
≤ C

θ

N−1∑
i=1

lλ2
∫ 1

0

|y(x, il)|2 e4λψ(x,il)dx, (B.36)

com C uma constante que não depende de l.

Para encontrarmos (B.20), fazemos o produto entre (B.10) e D2
l p̂

(l):

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
P ∗
l (ẑ

(l)) +D l r̂
(l)
1 − r̂

(l)
2 − λye2λψ − r̂(l)

)
(x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx = 0. (B.37)

Vamos buscar informações sobre algumas das integrais subentendidas em (B.37). Come-

çamos por
N−1∑
i=1

l

∫ l

0

P ∗
l

(
ẑ(l)
)
(x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx. (B.38)

Fazendo os cálculos mantendo em mente que D2
l p̂

(l)(x, 0) = D2
l p̂

(l)(x, T0) = 0, podemos

estabelecer que



Apêndice B. Problema de Minimização e Regularidade 133

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D2
l ẑ

(l)(x, il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx =
N−1∑
i=0

l

∫ 1

0

D2
l ẑ

(l)(x, il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx

=
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l

(
D2

l
p̂(l)
)
(x, il)dx,

assim como

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
ẑ(l)
)
xx

(x, il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx = −
N−1∑
i=0

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l

(
p̂(l)
)
xx

(x, il)dx,

e
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D l ẑ
(l)(x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx = −

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l

(
Dlp̂

(l)
)
(x, il)dx.

Com essas igualdades e (B.9), encontramos
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

P ∗
l

(
ẑ(l)
)
(x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx

=
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l

(
D2
l p̂

(l) − (p̂(l))xx + κDlp̂
(l)
)
(x, il)dx

= −
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l

(
e−2λψẑ(l)

)
(x, il)dx.

(B.39)

Podemos ainda dizer que

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l

(
e−2λψẑ(l)

)
(x, il)dx

= −
N−1∑
i=0

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)Dl

(
D l (e

−2λψẑ(l))
)
(x, il)dx

=
N∑
j=1

l

∫ 1

0

D l

(
e−2λψẑ(l)

)
(x, jl)D l ẑ

(l)(x, jl)dx.

Com as propriedades que D l satifaz, indicadas no início deste apêndice, conseguimos

estabelecer que

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D2
l (e

−2λψẑ(l))(x, il)dx

=
N∑
i=1

l

∫ 1

0

e−2λψ(x,il)
∣∣D l ẑ

(l)(x, il)
∣∣2 dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, (i− 1)l)D l(e
−2λψ)(x, il)D lẑ(x, il)dx.

(B.40)
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Passaremos a avaliar
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D l r̂
(l)
1 (x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx.

Aqui usamos que D2
l p̂(l)(x, T0) = 0 e (17) para escrever

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D l r̂
(l)
1 (x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx =

N∑
i=1

l

∫ 1

0

D l r̂
(l)
1 (x, il)D l

(
ζ
r̂
(l)
1

λ2
e−2λψ

)
(x, il)dx.

Das propriedade de D l temos
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D l r̂
(l)
1 (x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx

=
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2
D l r̂

(l)
1 (x, il)r̂

(l)
1 (x, (i− 1)l)D l (e

−2λψ)(x, il)dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2 e−2λψ(x,il)dx.

(B.41)

Para a integral

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
2 (x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx

utilizamos que

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
2 (x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx = −

N−1∑
i=0

l

∫ 1

0

r̂
(l)
2 (x, il)Dl

(
D l p̂

(l)
)
(x, il)dx

=
N∑
j=1

l

∫ 1

0

D l p̂
(l)(x, jl)D l r̂

(l)
2 (x, jl)dx.

A igualdade em (B.18) nos permite calcular

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂
(l)
2 (x, il)D2

l p̂
(l)(x, il)dx

=
N∑
j=1

l

∫ 1

0

D l

(
ζ
r̂
(l)
2

λ4
e−2λψ

)
(x, il)D l r̂

(l)
2 (x, il)dx

=
N∑
j=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4
e−2λψ(x,il)

∣∣∣D l r̂
(l)
2 (x, il)

∣∣∣2 dx
+

N∑
j=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4
D l r̂

(l)
2 (x, il)r̂

(l)
2 (x, (i− 1)l)D l (e

−2λψ)(x, il)dx.

(B.42)

Para a última integral subentendida em (B.37), lembrando que r̂(l)(x, 0) = r̂(l)(x, T0) =

0, encontramos
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−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx = −
N−1∑
i=0

l

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)Dl(D l p̂
(l))(x, il)dx

=
N∑
i=1

l

∫ 1

0

D l p̂
(l)(x, il)D l r̂

(l)(x, il)dx.

Além disso, por (B.8),

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx =
N∑
i=1

l

θ

∫ 1

0

|D l r̂
(l)(x, il)|2dx. (B.43)

Substituindo (B.39)-(B.43) em (B.37) temos

0 =
N∑
i=1

l

∫ 1

0

e−2λψ(x,il)
∣∣D l ẑ

(l)(x, il)
∣∣2 dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, (i− 1)l)D l e
−2λψ(x,il)D l ẑ

(l)(x, il)dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2
D l r̂

(l)
1 (x, il)r̂

(l)
1 (x, (i− 1)l)D l e

−2λψ(x,il)dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2 e−2λψ(x,il)dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4
D l r̂

(l)
2 (x, il)r̂

(l)
2 (x, (i− 1)l)D l e

−2λψ(x,il)dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4
e−2λψ(x,il)

∣∣∣D l r̂
(l)
2 (x, il)

∣∣∣2 dx
−

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λy(x, il)e2λψ(x,il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx

+
N∑
i=1

l

θ

∫ 1

0

∣∣D l r̂
(l)(x, il)

∣∣2 dx.

(B.44)

Com base no Teorema do Valor Médio podemos garantir que

Dle
−2λψ(x,il), D l e

−2λψ(x,il) ≤ C1λ.

Essas estimativas e a desigualdade de Young nos ajudam a encontrar:

−
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, (i− 1)l)D l e
−2λψ(x,il)D l ẑ

(l)(x, il)dx

≤ C1C(δ)λ
N∑
i=1

l

∫ 1

0

|ẑ(l)(x, il)|2dx+ C1δλ
N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣D l ẑ
(l)(x, il)

∣∣2 dx,
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bem como

−
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2
D l r̂

(l)
1 (x, il)r̂

(l)
1 (x, (i− 1)l)D l e

−2λψ(x,il)dx

≤ C1λδ

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2 dx+ C1C(δ)λ
N∑
i=1

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣r̂(l)1 (x, il)
∣∣∣2 dx,

e

−
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4
D l r̂

(l)
2 (x, il)r̂

(l)
2 (x, (i− 1)l)D l e

−2λψ(x,il)dx

≤ C1λδ

N∑
i=1

∫ 1

0

ζ(x)

λ4

∣∣∣D l r̂
(l)
2 (x, il)

∣∣∣2 dx+ C1C(δ)λ
N∑
i=1

∫ 1

0

ζ(x)

λ4

∣∣∣r̂(l)2 (x, il)
∣∣∣2 dx,

além de

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λy(x, il)e2λψ(x,il)D2
l p̂

(l)(x, il)dx

≤ C1λ

2

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)|y(x, il)|2e4λψ(x,il)dx+ C1λ

2

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣r̂(l)1 (x, il)
∣∣∣2 dx

+C(δ1)
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)|y(x, il)|2dx+ δ1

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2 dx.
Sabemos que existe C1

0 ∈ R tal que e−2λesC
1
0 ≤ e−2λψ(x,il). Sendo assim, com as estimativas

obtidas e escolhendo δ = e−2λesC
1
0 /4C1λ e δ1 = e−2λesC

1
0 /4, a igualdade em (B.44)

proporciona

1

2
e−2λesC

1
0

N∑
i=1

l

∫ 1

0

(∣∣D l ẑ
(l)(x, il)

∣∣2 + ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2) dx
+
1

2
e−2λesC

1
0

N∑
i=1

l

∫ 1

0

(
ζ(x)

λ4

∣∣∣D l r̂
(l)
2 (x, il)

∣∣∣2 + 1

θ

∣∣D l r̂
(l)(x, il)

∣∣2) dx
≤ C2λ

2e2λe
sC1

0

 l

2

N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 + ζ(x)


∣∣∣r̂(l)1 (x, il)

∣∣∣2
λ2

+

∣∣∣r̂(l)2 (x, il)
∣∣∣2

λ4


 dx

+e2λe
sC1

0 l

2θ

N−1∑
i=1

∫ 1

0

∣∣r̂(l)(x, il)∣∣2 dx)+ C2λe
2λesC

1
0

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|y(x, il)|2 e4λψ(x,il)dx

≤ C2λ
2e4λe

sC1
0J (l)

(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
+ C2λe

2λesC
1
0

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|y(x, il)|2 e4λψ(x,il)dx.
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Portanto, de (B.36) vem que

N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣D l ẑ
(l)(x, il)

∣∣2 dx+ N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2 dx
+

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4

∣∣∣D l r̂
(l)
2 (x, il)

∣∣∣2 dx+ N∑
i=1

l

θ

∫ 1

0

∣∣D l r̂
(l)(x, il)

∣∣2 dx
≤ C

θ
λ4e6λe

sC1
0

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|y(x, il)|2 e4λψ(x,il)dx.

(B.45)

Por �m, vamos em busca de (B.21). Façamos o produto escalar entre (B.9) e ẑ(l) em

l
(l)
2 (0, T0;L

2(0, 1)):

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

P ∗
l (ẑ

(l))ẑ(l)dx =
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
−D l r̂

(l)
1 + r̂

(l)
2 + λye2λψ + r̂(l)

)
ẑ(l)dx. (B.46)

Podemos veri�car que
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

D2
l ẑ

(l)(x, il)ẑ(l)(x, il)dx =
N∑
i=1

l

∫ 1

0

D l (Dlẑ
(l))(x, il)ẑ(l)(x, il)dx

= −
N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣D l ẑ
(l)(x, il)

∣∣2 dx,
da mesma forma que

−
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

(
ẑ(l)
)
xx

(x, il)ẑ(l)(x, il)dx = a
N∑
i=1

l
∣∣ẑ(l)(1, il)∣∣2 + N∑

i=1

l

∫ 1

0

∣∣(ẑ(l))
x
(x, il)

∣∣2 dx
e

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D l ẑ
(l)(x, il)dx =

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)D l ẑ
(l)(x, il)dx

= −
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)Dlẑ
(l)(x, il)dx.

Logo, substituindo essas igualdades em (B.46) e manipulando os termos,
N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣(ẑ(l))
x
(x, il)

∣∣2 dx
≤

N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣D l ẑ
(l)(x, il)

∣∣2 dx− κ

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)Dlẑ
(l)(x, il)dx

+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

(
−D l r̂

(l)
1 (x, il) + r̂

(l)
2 (x, il)

)
ẑ(l)(x, il)dx

(B.47)
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+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

λy(x, il)e2λψ(x,il)ẑ(l)(x, il)dx+
N∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)ẑ(l)(x, il)dx.

Para melhorar essa estimativa, observamos que

−κ
N∑
i=1

l

∫ 1

0

ẑ(l)(x, il)Dlẑ
(l)(x, il)dx

≤ κ

2

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 dx+ κ

2

N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣Dlẑ
(l)(x, il)

∣∣2 dx
e

N∑
i=1

l

∫ 1

0

(
−D l r̂

(l)
1 (x, il) + r̂

(l)
2 (x, il)

)
ẑ(l)(x, il)dx

≤ λ2

2

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2 dx+ λ4

2

N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4

∣∣∣r̂(l)2 (x, il)
∣∣∣2 dx

+
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 dx.
Além disso,

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

r̂(l)(x, il)ẑ(l)(x, il)dx

≤ 1

2θ

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣r̂(l)(x, il)∣∣2 dx+ 1

2

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 dx
e

N∑
i=1

l

∫ 1

0

λy(x, il)e2λψ(x,il)ẑ(l)(x, il)dx

≤ 1

2

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λ2 |y(x, il)|2 e4λψ(x,il)dx+ 1

2

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 dx.
Sendo assim, por (B.47) temos

N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣(ẑ(l))
x
(x, il)

∣∣2 dx
≤ C1κλ

2

(
N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣D l ẑ
(l)(x, il)

∣∣2 dx+ N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ2

∣∣∣D l r̂
(l)
1 (x, il)

∣∣∣2 dx)

+C2κλ
4

(
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 dx+ N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4

∣∣∣r̂(l)2 (x, il)
∣∣∣2 dx
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+C2κλ
4

(
N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣ẑ(l)(x, il)∣∣2 dx+ N∑
i=1

l

∫ 1

0

ζ(x)

λ4

∣∣∣r̂(l)2 (x, il)
∣∣∣2 dx

+
e2λe

sC1
0

2θ

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣r̂(l)(x, il)∣∣2 dx)+
1

2

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

λ2|y(x, il)|2e4λψ(x,il)dx.

Segue por (B.36) e (B.45) que

N∑
i=1

l

∫ 1

0

∣∣(ẑ(l))x(x, il)∣∣2 dx ≤ C

θ
κλ6e6λe

sC1
0

N−1∑
i=1

l

∫ 1

0

|y(x, il)|2e4λψ(x,il)dx. (B.48)

Isso conclui a prova do Lema B.2. ■

Em posse do Lema B.2 estamos em condições de provar do Lema 1.11.

Demonstração (do Lema 1.11). Seja
(
ẑ(l), r̂

(l)
1 , r̂

(l)
2 , r̂

(l)
)
a solução para o problema

(B.3)-(B.7) fornecida no Lema B.2. De�nimos em Q0, por interpolação linear, as funções:

z̃(l)(x, τ) =
−(τ − (i+ 1)l)ẑ(l)(x, il) + (τ − il)ẑ(l)(x, (i+ 1)l)

l
,

r̃
(l)
1 (x, τ) =

−(τ − (i+ 1)l)r̂
(l)
1 (x, il) + (τ − il)r̂

(l)
1 (x, (i+ 1)l)

l
,

r̃
(l)
2 (x, τ) =

−(τ − (i+ 1)l)r̂
(l)
2 (x, il) + (τ − il)r̂

(l)
2 (x, (i+ 1)l)

l
,

r̃(l)(x, τ) =
−(τ − (i+ 1)l)r̂(l)(x, il) + (τ − il)r̂

(l)
1 (x, (i+ 1)l)

l
,

p̃(l)(x, τ) =
−(τ − (i+ 1)l)p̂(l)(x, il) + (τ − il)p̂

(l)
1 (x, (i+ 1)l)

l
,

(B.49)

para todo τ ∈ [il, (i+ 1)l], i = {0, · · · , N − 1}.

Sabemos que para uma função ṽ(l) de�nida como acima,∫ T0

0

∣∣ṽ(l)(x, τ)∣∣2 dτ = lim
l→0

N−1∑
i=0

∣∣ṽ(l)(x, il)∣∣2 l = lim
l→0

N−1∑
i=0

∣∣v̂(l)(x, il)∣∣2 l.
Lembrando que ẑ(l)(x, 0) = 0 e de acordo com (B.19),∫

Q0

∣∣z̃(l)(x, τ)∣∣2 dxdτ ≤ C

∫ 1

0

lim
l→0

N−1∑
i=1

l
∣∣y(x, il)e2λψ(x,il)∣∣2 dx

≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

∣∣ye2λψ∣∣2 dxdτ <∞.

De forma análoga provamos que
(
z̃(l)x
)
l
,
(
r̃
(l)
1

)
l
,
(
r̃
(l)
2

)
l
e
(
r̃(l)
)
l
são limitadas em L2(Q0).
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Mostraremos agora que
(
z̃(l)τ
)
l
,
((
r̃
(l)
1

)
τ

)
l
,
((
r̃
(l)
2

)
τ

)
l
e
(
r̃
(l)
τ

)
l
também são limitadas nesse

espaço. Com isso, teremos
(
z̃(l)
)
l
uma sequência limitada em H1(Q0) e

(
r̃
(l)
1

)
l
,
(
r̃
(l)
2

)
l
e(

r̃(l)
)
l
sequências limitadas emH1(0, T0;L

2(0, 1)). Usando (B.49), encontramos, para todo

τ ∈ [il, (i+ 1)l], i = {0, . . . , N − 1},

z̃(l)(x, τ)− z̃(l)(x, τ − δ) = δ
ẑ(l)(x, (i+ 1)l)− ẑ(l)(x, il)

l
= δDlẑ

(l)(x, il).

Sendo assim,

z̃(l)τ (x, τ) = lim
δ→0

z̃(l)(x, τ)− z̃(l)(x, τ − δ)

δ
= Dlẑ

(l)(x, il).

Uma vez que

N−1∑
i=0

∣∣z̃(l)τ (x, il)
∣∣2 = N−1∑

i=0

∣∣Dlẑ
(l)(x, il)

∣∣2 = N∑
j=1

∣∣D l ẑ
(l)(x, jl)

∣∣2 ,
com a estimativa (B.20) conseguimos a limitação desejada. O mesmo raciocínio pode ser

usado para as demais sequências.

Com base nas informações obtidas, existe uma subsequência de
(
z̃(l), r̃

(l)
1 , r̃

(l)
2 , r̃

(l)
)
l
,

que denotaremos da mesma forma, tal que(
z̃(l), r̃

(l)
1 , r̃

(l)
2 , r̃

(l)
)
l
⇀ (z̃, r̃1, r̃2, r̃) em H1(Q0)×

(
H1(0, T0;L

2(0, 1))
)3
. (B.50)

Usando as de�nições em (B.49) podemos mostrar as condições de fronteira

p̃(l)(0, τ) = p̃(l)x (1, τ) + ap̃(l)(1, τ) = 0 sobre (0, T0), (B.51)

z̃(l)(0, τ) = z̃(l)x (1, τ) + az̃(l)(1, τ) = 0 sobre (0, T0), (B.52)

r̃
(l)
j (x, 0) = r̃

(l)
j (x, T0) = 0 sobre (0, 1), j = {1, 2}, (B.53)

p̃(l)(x, 0) = p̃(l)(x, T0) = p̃(l)τ (x, 0) = p̃(l)τ (x, T0) = 0 sobre (0, 1), (B.54)

z̃(l)(x, 0) = z̃(l)(x, T0) = 0 sobre (0, 1). (B.55)

Com o auxílio de técnicas convencionais, conseguimos encontrar que

z̃(l)τ ⇀ z̃τ em L2(Q0) (B.56)

e que

r̃j(x, 0) = r̃j(x, T0) = 0 sobre (0, 1), j = {1, 2}, (B.57)

p̃(x, 0) = p̃(x, T0) = 0 sobre (0, 1), (B.58)

z̃(x, 0) = z̃(x, T0) = 0 sobre (0, 1), (B.59)

Para garantir que
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p̃τ (x, 0) = p̃τ (x, T0) = 0 em (0, 1), (B.60)

levamos em consideração as convergências obtidas e (B.26) para estabelecer que

−p̃τ + ζ
r̃1
λ2
e−2λψ = 0 em (0, 1)× (0, T0). (B.61)

Essa igualdade e (B.57) fornecem (B.60).

Das convergências que temos e de (B.27) também segue que

p̃− ζ

λ4
r̃2e

−2λψ = 0

Consideremos φ ∈ H1
0 (0, T0;V (0, 1)) que satisfaz P ∗φ ∈ L2(Q0) e φx(1, τ)+aφ(1, τ) =

0 sobre (0, T0). Observemos que∫
Q0

p̃P ∗φdxdτ = lim
l→0

∫
Q0

p̃(l)P ∗φdxdτ = lim
l→0

N−1∑
i=1

∫ 1

0

lp̂(l)(x, il)P ∗
l φ(x, il)dx.

Uma vez que p̂(l) é solução fraca de (B.1) com Pl
(
p̂(l)
)
= −ẑ(l)(x, il)e−2λψ(x,il), temos∫

Q0

p̃P ∗φdxdτ = lim
l→0

N−1∑
i=1

∫ 1

0

lPl
(
p̂(l)
)
(x, il)φ(x, il)dx

= − lim
l→0

∫
Q0

z̃(l)e−2λψφdxdτ

= −
∫
Q0

z̃e−2λψφdxdτ.

(B.62)

Logo, p̃ é solução fraca de (1.77) com P (p̃) = −z̃e−2λψ.

De forma semelhante e com o auxílio de (B.10),∫
Q0

z̃Pφdxdτ = lim
l→0

∫
Q0

z̃(l)Pφdxdτ

= lim
l→0

N−1∑
i=1

∫ 1

0

lz̃(l)(x, il)Plφ(x, il)dx

= lim
l→0

N−1∑
i=1

∫ 1

0

lφ(x, il)P ∗
l

(
ẑ(l)
)
(x, il)dx

= lim
l→0

N−1∑
i=1

∫ 1

0

lφ(x, il)
(
−D l r̂

(l)
1 + r̂

(l)
2 + λye2λψ + r̂(l)

)
(x, il)dx

= lim
l→0

∫
Q0

φ(x, τ)
(
−
(
r̃
(l)
1

)
τ
+ r̃

(l)
2 + λye2λψ + r̃(l)

)
(x, τ)dxdτ.

Segue que z̃ é uma solução fraca de (1.77) que satisfaz P ∗(z̃) = − (r̃1)τ + r̃2 + λye2λψ + r̃.

Isso completa a prova do lema.
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