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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal investigar a geometria das superficies imersas em
R x H2, um ambiente nio-Euclidiano, ou seja, com uma geometria distinta da definida em R3.

Para viabilizar essa investigacdo, o primeiro capitulo foi dedicado ao desenvolvimento de
conceitos fundamentais da geometria diferencial classica em R?, incluindo as defini¢des de su-
perficie regular e métrica induzida, além de nogdes sobre geodésicas e completude de superficies.
Também foram definidos entes geométricos como as curvaturas média e Gaussiana. Concluimos
esse capitulo com a defini¢do da pseudoesfera, uma superficie de curvatura Gaussiana constante
negativa, que serviu como ponte para a exploracio de outros ambientes ndo-Euclidianos.

Posteriormente, no segundo capitulo, introduzimos o espago de Lorentz-Minkowski e, dentro
desse contexto, definimos o espaco hiperbdlico H?. Apresentamos também alguns resultados
fundamentais sobre esse espaco, destacando sua completude nesse novo ambiente. Em seguida,
no terceiro capitulo, abordamos conceitos essenciais da geometria Riemanniana, que generaliza
os resultados do primeiro capitulo para espagos mais amplos. Nesse contexto, exploramos no¢des
como métrica Riemanniana, conexoes afins e curvaturas, com énfase no teorema de Levi-Civita,
um resultado fundamental para a geometria Riemanniana.

Por fim, no tltimo capitulo deste texto, construimos o ambiente R x H? e exploramos
diversas propriedades geométricas associadas a ele. Em particular, apresentamos resultados
sobre curvaturas nesse contexto, destacando o famoso teorema de Gauss, que relaciona curvaturas
extrinsecas a um ente intrinseco das superficies em um espago arbitrdrio M?3. Além disso,
aplicamos esses resultados a exemplos concretos, ilustrando sua relevancia e aplicabilidade.

Palavras chave: Superficie Regular, Geometria Riemanniana, Espaco Hiperbdlico, Curva-
turas, Teorema de Levi-Civita, Teorema de Gauss.



Abstract

The main objective of this work is to investigate the geometry of surfaces immersed in R x H?,
a non-Euclidean space, that is, with a geometry distinct from that defined in R3.

To enable this investigation, the first chapter was dedicated to the development of fundamental
concepts of classical differential geometry in R, including the definitions of regular and induced
metric surfaces, as well as notions of geodesics and surface completeness. Geometric entities
such as mean and Gaussian curvatures were also defined. We conclude this chapter with the
definition of the pseudosphere, a surface of constant negative Gaussian curvature, which served
as a bridge to the exploration of other non-Euclidean spaces.

Later, in the second chapter, we introduce the Lorentz-Minkowski space and, within this
context, we define the hyperbolic space H2. We also present some fundamental results about this
space, highlighting its completeness in this new space. Then, in the third chapter, we address
essential concepts of Riemannian geometry, which generalizes the results of the first chapter to
larger spaces. In this context, we explore notions such as Riemannian metric, affine connections
and curvatures, with emphasis on the Levi-Civita theorem, a fundamental result for Riemannian
geometry.

Finally, in the last chapter of this text, we construct the space R x H? and explore several
geometric properties associated with it. In particular, we present results on curvatures in this
context, highlighting the famous Gauss theorem, which relates extrinsic curvatures to an intrinsic
entity of surfaces in an arbitrary space M. Furthermore, we apply these results to concrete
examples, illustrating their relevance and applicability.

Keywords: Regular Surface, Riemannian Geometry, Hyperbolical Space, Curvatures, Levi-
Civita Theorem, Gauss Theorem.
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Introducao

A geometria diferencial, amplamente desenvolvida por Carl Friedrich Gauss no século XIX,
trouxe uma generalizagdo revolucionaria da geometria classica proposta por Euclides no inicio
do primeiro milénio da era comum. Enquanto a geometria euclidiana se restringe a espagos
planos, a geometria diferencial permite o estudo de espacos curvos mais gerais, conhecidos
como superficies.

Portanto, para quantificar o quao diferente a geometria de uma superficie era da geometria
Euclidiana, surgiu a necessidade de definir a nocao de curvatura. Inicialmente, partindo da
compreensao da curvatura de curvas — que mede o quéo distante uma curva estd de ser uma reta
em uma determinada regido — desenvolveu-se, através de uma intui¢do geométrica, um método
para calcular a curvatura de superficies a partir das curvas que nelas se encontram.

A ideia fundamental foi considerar, em um ponto da superficie, todas as curvas contidas nela
que passam por esse ponto e analisar suas curvaturas. Observou-se que esses valores assumem
um maximo e um minimo, denominados curvaturas principais. A partir dessas grandezas,
definimos a curvatura média como a média aritmética das curvaturas principais e a curvatura
Gaussiana, em homenagem a Gauss, como o produto dessas curvaturas principais.

Esses avangos tiveram um impacto significativo e encontraram aplicacdes em diversos cam-
pos do conhecimento, como, por exemplo, na cartografia. No entanto, a geometria diferencial
classica ainda estava restrita ao estudo de superficies bidimensionais imersas em um espaco
tridimensional, o R3.

Foi Bernhard Riemann quem deu um passo fundamental para a generalizacao dessa teoria.
Em uma célebre palestra em 1854, ele lancou as bases do que viria a ser chamado posteri-
ormente de Geometria Riemanniana. Nessa nova abordagem, Riemann introduziu conceitos
mais abstratos sobre superficies e seus andlogos de dimensdo superior, chamados variedades
riemanniands.

Uma de suas principais contribui¢des foi a generalizacdo da nocdo de métrica, isto €, da
maneira como calculamos angulos, distancias, comprimentos e volumes em uma variedade.
Com essa nova estrutura, surgiu um problema andlogo ao que havia sido tratado na geometria
diferencial classica: como determinar o quao distante a geometria de uma determinada variedade
riemanniana estd da geometria plana clissica? Essa geometria plana, por sua vez, ndo estava
mais restrita apenas a R? ou R3, mas poderia existir em qualquer dimensio R".

Para responder a essa questdo, foi necessario estender a no¢ao de curvatura para variedades de
dimensao arbitraria. Riemann iniciou essa generalizacao tentando adaptar a curvatura Gaussiana
ao contexto de secdes planas dentro de uma variedade qualquer, originando o conceito de
curvatura seccional. Entretanto, uma formulacdo mais completa e satisfatéria sé foi desenvolvida
anos depois, com contribuicdes de diversos matematicos, como Elwin Christoffel, Gregorio
Ricci-Curbastro, e Tullio Levi-Civita.

Dessa evolucao nasceu a curvatura Riemanniana, um conceito que relaciona a distancia de
uma métrica em relacdo a métrica Euclidiana com o grau de ndo comutatividade da conexao
afim associada a variedadelﬂ Essa conexao afim, por sua vez, define o transporte paralelo de
vetores entre dois pontos distintos. Intuitivamente, a conexao nos informa como um vetor pode

"'Veremos no terceiro capitulo desse livro de uma maneira mais formal o significado dessa conexdo.



ser transportado ao longo de uma variedade sem perder suas propriedades essenciais.

Os resultados apresentados por Riemann inicialmente nao tiveram um impacto imediato
na comunidade matematica da época, sendo considerados excessivamente abstratos para os
problemas entdo em voga. No entanto, com o passar do tempo, a geometria Riemanniana revelou-
se fundamental para a solugdo de diversos problemas concretos, o que levou a uma revaloriza¢io
desse campo de estudo. Esse interesse cresceu significativamente apds Albert Einstein aplicar
conceitos da geometria Riemanniana no desenvolvimento da teoria da relatividade geral em 1915.

Muitas das aplicagdes da geometria Riemanniana encontram-se na fisica, incluindo a criagao
de modelos isotrépicos do universo, nos quais sao utilizados espacos como —R x H" e —R x S”E]
Neste trabalho, daremos inicio ao estudo de variedades similares a essas, utilizando um modelo
tridimensional mais acessivel: o espaco R x H?.

Ao analisarmos esse ambiente de dimensao trés, torna-se possivel compara-lo com o espago
Euclidiano da geometria diferencial cléssica, investigando as diferengas de comportamento das
superficies imersas em ambos os cendrios. No entanto, como R x H? possui uma estrutura
geométrica mais rica e complexa, € necessario introduzir conceitos da geometria Riemanniana
para generalizar certos resultados da geometria diferencial e aplica-los adequadamente.

Com essa motivacao, o primeiro capitulo deste texto abordard conceitos fundamentais da
geometria diferencial. No terceiro capitulo, esses conceitos serdo estendidos e adaptados a
geometria Riemanniana, preparando o terreno para sua aplicacdo em R x H? no quarto capitulo.
O segundo capitulo terd um papel intermedidrio, sendo dedicado a construc@o da pseudoesfera
H?, que servira como base para a definicio do ambiente R x H?2.

Para uma boa compreensdo do texto, espera-se que o leitor tenha familiaridade com con-
ceitos basicos de topologia geral, como homeomorfismos e difeomorfismos. Além disso, serdo
utilizados alguns resultados de andlise em R"™ e dlgebra linear, tornando recomendavel que o
leitor ja tenha alguma experiéncia nessas areas.

*Tais espacos sdo conhecidos como Espacos de Robertson—Walker. Esta familia de variedades satisfaz a equagdo
do tensor energia-momento de Einstein, caracterizando-se, portanto, como modelos de espaco-tempo. Para os leitores
interessados em compreender de forma mais aprofundada a construgio desses espagos, recomendamos a leitura da
obra [7]. Embora esse livro extrapole o escopo deste trabalho — por tratar de uma teoria mais geral do que aquela
que abordaremos — sua leitura é fortemente recomendada aos entusiastas das aplicacdes geométricas na relatividade.
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1 Geometria diferencial em R? e a pseudo-esfera

Neste capitulo, serao apresentadas defini¢des e resultados fundamentais da Geometria Dife-
rencial no espago euclidiano R3. Esses conceitos servirdo como base para uma comparagio com
os resultados que serdo desenvolvidos em R x H? no dltimo capitulo deste texto. Além disso,
serd construida, em R?, a chamada pseudoesfera, cuja anilise proporcionard uma motivagio para
o estudo do espaco R x H?.

As defini¢des e os resultados apresentados neste capitulo foram extraidos, em sua maioria,
dos capitulos 2, 3 ¢ 4 de [3]. As se¢des 1.3 e 1.4, contudo, incluem algumas defini¢des e
resultados adicionais — como os referentes a completude — provenientes do quinto capitulo da
mesma obra. Destacamos, ainda, o dltimo resultado enunciado neste capitulo, o Teorema de
Hilbert, extraido da secao final do quinto capitulo do referido livro.

1.1 Definicoes iniciais

O principal objeto de estudo deste trabalho sao as superficies imersas em espagos tridimensi-
onais, sejam eles R? ou R x H?. Nesse contexto, o espaco ambiente serd denotado genericamente
por M3, sempre que nio for necessario especificar sua natureza. Com isso em mente, observa-se
que a defini¢do de superficie regular nao depende de propriedades especificas do espaco ambi-
ente onde a superficie esta inserida, permitindo que tal objeto geométrico seja definido de forma
geral em M.

A partir disso, obtém-se a seguinte defini¢ao de superficie regular parametrizada:

Definicio 1.1. Seja U um conjunto aberto de R?. Diz-se que uma funcéo de classe C*, (k>1)
X : U — M3 é uma superficie regular parametrizada quando sua matriz jacobiana Jx (x) tiver
posto mdximo, isto é, quando sua derivada dX (x) for injetiva, seja qual for o x pertencente a
U, e quando X for um homeomorfismo diferenciavel de classe C* sobre a sua imagem.

Ao par (X,U), onde X : U — R3 é uma superficie regular parametrizada, damos o nome
de parametrizacao. Por simplicidade, nos referiremos a uma parametrizacdo apenas pela sua
aplicacdo X, omitindo o conjunto U do par.

Figura 1: Ilustracdo de uma parametrizacao
Define-se, entdo, como superficie regular um subconjunto S de M? para o qual existe uma

familia de pares (Uy, X )xca, indexada por um conjunto A, onde U é um conjunto aberto de R?
e X, : Uy — M? é uma parametrizacio para cada A € A, satisfazendo as seguintes condi¢des:
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* Unea Xa(Ux) = Se
* para A1 e Ay elementos de A tais que X, (Uy,) N X, (Uy,) # 9, entdo a aplicagdo
X o Xo, X M(2) = X N(2).
onde, Z = X, (Uy,) N Xz, (Uy,), é um difeomorfismo de classe C¥.

Por fim, vale observar que a segunda condi¢ao da defini¢do acima chama-se transicdo suave.
Mais precisamente, dizemos que duas parametrizacoes X1 eXo sdo suavemente compativeis
quando X;(U;) N X2(Us) = @ ou quando sua transigdo é suave.

M

_ X7 oX,y v
Uy = Us

Figura 2: Diagrama que ilustra a transi¢ao suave

Exemplos:

1. (Grdfico de fungées). Sejam U um conjunto aberto em R? e h : U — R3 uma funcio real
de classe C* em U. Afirmemos que o grifico de h, Gr(h) = {u,v, h(u,v)| (u,v) € U}
é uma superficie regular, e sua parametrizacio é dada por X : U — R? é da forma
X(u,v) = (u,v, h(u,v)).

Com efeito, perceba que a aplicacdo X ¢é injetiva pela definicdo de funcio, isto é, ela é
uma bijecao sobre sua imagem. Além disso X é uma fun¢do continua, pois cada uma de
suas fun¢des coordenadas também sdo. E como a sua inversa é uma proje¢ao, concluimos
que X ¢é um difeomorfismo. Agora basta observar que a matriz jacobiana de X no ponto
(u,v) é dada por

1 0
JIx(u,v) = 0 1
hoy(u,v)  hy(u,v)

possui posto méaximo, sejam qual for o ponto (u, v) escolhido em U. Isto é facilmente ob-
servavel, uma vez que os vetores coluna da matriz sdo sempre linearmente independentes.
Portanto d X (u, v) € injetiva e X é uma superficie regular parametrizada, como querfamos
demonstrar.

2. (Superficie de revolucéo). Seja C' € R? uma curva planasuaveeregularev : I C R — R?
dada por a(t) = (p(t),1(t)), onde 1(t) > 0 para todo ¢ € I, uma parametrizagdo por
comprimento de arco e de classe C* de e onde para todo t € I ¢(t) > 0. Entdo a
fungdo X : I x (0,27) — R3 dada por

X(u,v) = (p(u)cos(v), p(u)sen(v), P(u))

3Isto &, para (a, ) C I = (a,b) o comprimento de arco de o em (a, x) é igual a z — a.
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é uma superficie regular parametrizada de R3.

Com efeito, perceba que o dominio da fungdo € construido para que ela seja injetiva,
isto é, bijetiva sobre sua imagem. Além disso, como cada uma de suas fungdes coor-
denadas é continua, entdo X também serd. Agora seja (x,y,z) € Im(X) e veja que a
correspondéncia

(z,y,2) = | arcsen Y ,@Z}_l(z)

constitui uma inversa de classe C* para X. Portanto X é um homeomorfismo. Calculando
a matriz jacobiana de X em um ponto (u, v), temos

¢ (v)cos(v)  —p(u)sen(v)
sen(v)  p(u)cos(v) |,
¥ (u 0

que possui claramente posto maximo, seja qual for o ponto (u,v) € U. Note que
se ¥(u) # 0, ndo 4 o que fazer, mas caso contrdrio, supondo por contradi¢do que
(¢’ (v)cos(v), ¢’ (v)sen(v)) = A(—p(v)sen(v), p(v)cos(v)), para algum A\ ndo nulo,
chegaremos na seguinte equagao:

(' (u) = Ap(u))sen(v) = (¢'(u) + Ap(u))cos(v),
donde, para v = 0, obtemos
¢'(u) = =Ap(u),
e para v = /2 obtemos
¢'(u) = Ap(u),

e com isso concluimos que ¢ = ¢’ = 0, 0 que é uma contradi¢io, pois, pela defini¢do de
curva regulaﬂ o/(u) # 0 para todo u, seja qual for a parametrizagéo « utilizada para a
curva. E isto nos mostra que a imagem de X € de fato uma superficie regular.

Com a compreensao desses conceitos iniciais sobre superficies regulares, surge a necessidade

de dotar tais objetos matematicos de uma estrutura métrica. Em outras palavras, é fundamental
estabelecer um método que permita calcular distancias e angulos em superficies regulares. Essa
estrutura métrica € indispensdvel para que possamos generalizar os resultados da geometria
classica a esses objetos, ampliando sua aplicabilidade e aprofundando nosso entendimento sobre
suas propriedades intrinsecas.

Como as superficies até agora estudadas estio imersas em um ambiente (o R?), é possivel

utilizar o produto interno usual desse espago para induzir, em cada ponto da superficie, um

*Ver primeira definicdo do capitulo 1.3 de [3].
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produto interno no plano tangente (denotado por 7}, M) associado. Esse método fornece uma
maneira precisa de medir distdncias e &ngulos em uma vizinhanga da superficie préxima ao ponto
considerado, permitindo uma andlise detalhada das propriedades da superficie.

Para prosseguir nossa andlise, definiremos de modo mais formal o plano tangente mencionado
anteriormente.

Definicao 1.2. Sejam M uma superficie regular e p € M um ponto arbitrario de M. O Plano
Tangente a M em p, T}, M, é um espago vetorial construido da seguinte forma

T,M ={d/(0)|a : (—e,€) — M} (1)
onde o : (—e,e) — M uma curva regularpammetrizadaE]com a(0) =p.

Se X € uma parametrizacdo local de M, entdo, como a matriz jacobiana Jx possui posto
maximo, os vetores X, e X, tangentes as curvas coordenadas X (u,vo) e X (ug,v), com
(up,v9) € U, estardo contidos em T,,M e serdo linearmente independentes. Portanto, eles
formarao uma base para 7, M. Deste modo, a partir daqui, identificaremos 7, M/ como o espaco
vetorial gerado por X, e X,.

Para um vetor arbitrdrio w € 1), M, denominamos por Primeira Forma Fundamental de w o
produto interno induzido de R? para T, M I,(w) = (w,w) > 0.

Uma vez que, pela defini¢do de superficie regular parametrizada, para qualquer parametrizagao
X de uma superficie regular M e um ponto (u, v) arbitrario do dominio de X, comp = X (u, v),
as suas derivadas parciais X, X, € T, M sao linearmente independentes, podemos assim ca-
racterizar o plano tangente tomando o conjunto {X,, X, } como base para esse espaco. Com
isso, se w estd em 1), M, existem a, b € R tais que w = a X, + bX,, e com isso vale

Iy(w) = (w,w) = (aXy,+bX,,aX, +bX,)
= a®(Xy, Xy) + 2ab(Xy, X)) + b3(Xy, X,)
= a’E + 2abF + V’G.

Aos nimeros (X, X)) = F = g11, (Xu, Xy) = F = g1z € (X,, X3,)) = G = g9 damos
o nome de Componentes da Primeira Forma, ou também como Componentes da métrica. Estas
componentes possuem vdrias propriedades, sendo a mais importante delas o fato dessas serem
intrinsecas a superficie, isto €, elas independem da parametrizagcdo escolhida, determinadas
unicamente pela prépria superficie.

1.2 Aplicacdo normal e segunda forma fundamental

Outra caracteristica fundamental para a andlise das propriedades das superficies em R> é a
nocao de orientabilidade. De forma geral, uma superficie é considerada orientdvel se for possivel
definir uma aplicac¢do suave que associe a cada ponto da superficie um vetor normal unitério.

>0 primeiro capitulo de [3] é dedicado ao estudo dos principais resultados relativos a esse tipo de curva. Consi-
derando que a andlise desses objetos ultrapassa o escopo deste trabalho, recomendamos aos leitores interessados que
consultem diretamente o referido capitulo.
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Mais rigorosamente, dizemos que uma superficie M é orientavel quando existe um conjunto
de parametrizagdes locais que cobrem M, A cujas aplicacdes sdo duas a duas suavemente
compativeis e que, além disso, a determinante da derivada das transigdes suaves det d( X5 lox 1),
serd sempre positiva.

Relembrando o fato de que em R? o produto vetorial entre dois vetores linearmente indepen-
dentes sempre resulta em um vetor normal a ambos e que para uma parametrizacdo X de uma
superficie regular M e (ug,vo) € Dom(X) os vetores Xy, (ug,v0) € Xy(uo,v0) € Tx (ug,v0) M
sdo sempre linearmente independentes, entao & possivel definir localmente a aplicagao

N:Im(X) — 2
Xu(ug,v0) x Xy(uo, vo)

X (ug, v —
(W0,v0) = 5 (g, 00) X Xo (110, 00)]

onde S? é a esfera unitiria do R3, a qual é denominada Aplicacdo Normal de Gauss, e a
existéncia dessa aplicacdo suave para toda a superficie M & um equivalente local da definicdo
de orientabilidade. Com esta observacao, a partir de agora € esta aplicacdo que usaremos daqui
para frente.

A diferencial da aplicagdo normal N de uma superficie M, com uma correcao no sinal dos
vetores, cujo dominio TM = {T,M|p € M} pode ser identificado com & C T'S?, damos o
nome de Operador de Weingarten. Esta aplica¢do € denotada da seguinte forma:

—dN(p) : T,M — T,M.

O operador de Weingarten possui uma interpretacdo geométrica significativa, pois ele des-
creve o grau de curvatura ou, de forma intuitiva, o quao préximo de uma esfera uma superficie é
em um determinado ponto.

A seguinte proposi¢cdo possui substancial importancia para a andlise das superficies e as
definicdes de curvatura discutidas mais a frente.

Proposicio 1.1. A aplicagdo diferencial dN (p) = dN, : T,M — T,M é uma aplicagdo
auto-adjuntal

Demonstragdo. Como dN), € por defini¢do linear, mostremos que essa aplicacdo € auto-adjunta.
Para provar isso, tomando uma parametrizacio X de uma superficie regular orientavel M,
p € M, basta mostrarmos que para uma base qualquer de 7}, M, digamos, X, X,, vale a
igualdade (dN,(X,), Xy) = (Xu, ANp(Xy)).

Seja, entdo a(t) = (X (u(t)), X (v(t)) uma curva regular em M, com «(0) = p. Entio,
denotando N,, = dN,(X,) e N, = dNp(X,), obtemos

AN,(o/(0) = dNy (X, (0), X' (0))
= L Nu(t), o)z

dt
= Nu'(0) + N,/ (0).

SVer proposicio 1 do capitulo 3.2 de [3]
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Portanto, o nosso problema se resume a provar a igualdade (N, X,) = (X, N,). Desta
forma, basta derivarmos a igualdade (N, X,) = 0 com relagdo a v e (N, X,) = 0 com rela¢do
a u e a v, respectivamente, entao obtemos

(Nu, Xo) + (N, Xup) = 0,
(Ny, X)) + (N, X) = 0
— (Nu,Xv> = <XU7NU>
O

Com este resultado em maos, nés podemos garantir que a aplicacdo de Weingarten dN,
possui uma forma quadratica associada, que é definida da seguinte forma:

Definiciio 1.3. A aplicacdo 1 definida da forma I(v) = —(dNy(v),v) v € T,M é chamada de
Segunda forma fundamental de M em p.

com esta definicdo, dada uma parametrizacdo X se uma superficie regular M, podemos
definir as componentes da segunda forma fundamental da seguinte maneira:

e = (N, Xuu) = (Ny, Xu)
[o= <N7 Xuv> = <Nv>XU> = <NUaXv> = (N, XvU>
g = (N, Xp) = (Ny, Xy)

Em 4lgebra linear, duas propriedades que sdo invariantes por matriz de mudanca de base de
uma transformacao linear sdo o trago e a determinante da matriz. Esse principio nos motiva a defi-
nir dois invariantes geométricos relacionados a segunda forma fundamental. Mais precisamente,
definimos como K (p) = |A(p)| a Curvatura de Gauss-Kronecker ¢ como H(p) = 1tr(A(p))
a Curvatura Média de M em p, onde A é a matriz de —dN (p) com associada a base candnica.
Mais ainda, como a matriz da segunda forma fundamental é diagonalizavel,entdo existem dois
nimeros k1 e kg, com k1 < ko, chamados curvaturas principais, os quais podemos reescrever

essa matriz da forma

—ave) =B 0]

Assim, podemos por simplicidade, definir K = ki1.koe H = %
Em uma parametrizac¢do de uma superficie M podemos exibir de forma explicita uma férmula
mais exata para expressar essas duas curvaturas. E € isso que construiremos a partir de agora.
Seja X uma parametriza¢do de uma superficie regular M e «(t) = X (u(t), v(¢)) uma curva
regular contida em M tal que a(0) = p. Sabemos que o campo tangente da curva o pode ser
expresso como o (t) = u'(t) X, + v'(¢t) X,. Aplicando o campo dN em ¢/ (t) obtemos
dN(e/(t)) = dN('(t),v'(t))
= u/(t)dN(Xy) + V' (t)dN(X,)
= Ny + Ny
= N'(a())
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onde N, e N, sdo, respectivamente, %N e d%N . Tais projecOes podem ser descritas como
combinacdo linear de X, e X,,. Com isso, obtemos

N, = anXy+apXy +aisN
Ny, = a2 Xy, + a2X,+ asN.

Aplicando essas igualdades na equacao acima, chegamos ao seguinte sistema de equacgdes

/ /
u ai] a U
v a1 a2 v
Decompondo X, e X, na equacdo dos coeficientes da segunda forma fundamental, obtemos
0 seguinte sistema

—e = (Ny, Xy)=a11E+anF,
—f = (Ny, Xy) = a1 F + a2 G,
—f = (N, Xy) = a12E + aF)
—g9 = (Ny,Xy) =apk +axnF,

que, na forma matricial, se torna

(0225 )
f 9) a2 axn F G )

O que, multiplicando pela inversa da matriz da primeira forma em ambos os lados, nos fornece

o0 sistema
(BE)-GOGD e
a2 a f g F G '
Deste modo, uma vez que a matriz (a;;) representa a aplicagdo d/N com respeito a base

{Xu, X, }, entdo podemos expressar localmente a curvatura de Gauss-Kronecker de M através
da equacgao

eg— f?

3)

Por fim, para calcular a curvatura média de M, primeiro observemos que

E F\ ' 1 G —F
F G) T EG-F2\ -F E
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Aplicando esta igualdade na equacdo [2] e escrevendo em forma de sistema de equagdes,
obtemos as seguintes expressoes para os coeficientes da matriz da aplicacdo de Weingarten.

_ fF—eG
all—EF_Fga
_gF - fG
“w=pEp _pY ”
el — fE
a21:EF_F2a
JF—gFE
a22:EF_F2a

Essas sdo as chamadas Equacoes de Weingarten.
Observando que —k; e —ko sdo autovalores de dN, e portanto, sdo solucdes do polindmio
caracteristico obtido pela seguinte equagao:

det [ 011 + k ai12 —0,
a1 ag + k

que fica da forma
k? + k(a11 + as2) + ar1azs — agraiz = 0.

Esta equacdo nos revela que a soma kj + ko é igual a —(a11 + ag2), € portanto, a curvatura média
da M pode ser expressa da forma
leG-2fF +gFE

1 1
H—i(k1+k2)——§(a11+a22)—§ C T 5)

Uma outra definicdo de significativa importincia é a de isometria. A importancia desta
defini¢do se d4 pois ela estabelece uma noc¢ao de equivaléncia entre superficies. A definicao é
dada da seguinte maneira:

Definicdo 1.4. Sejam M, e Mo duas superficies regulares em M. Dizemos que uma aplicacéo
p : My — M é uma isometria quando ela for um difeomorfismo que preserva métrica. Isto é,
se ¢ = o(p), w1 = dp(vy) e wy = dp(v2), para vy, ve € T,M;, entdo

(w1, w2) p, = (v1, V2) M, - (6)

Dizemos que sdo invariantes isométricos aquelas propriedades que permanecem inalteradas
via isometrias. Como exemplo e resultado direto da defini¢do, a norma de vetores e os angulos
entre dois vetores distintos sdo invariantes isométricos.

Algumas equivaléncias mais fracas que podemos citar sao as homotetias e as transformagoes
conformes. Tomando uma funcio estritamente positiva f2 : M; — R, diremos que ¢ : M; —
My é uma aplicagio conforme quando f2(p){wi, wa)nr, = (v1,v2)ar,. Quando f? for uma
constante A, entdo ¢ é chamada de homotetia. Observe que uma isometria é um caso particular
dessas definicdes.
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Nem sempre € simples ou mesmo possivel estabelecer uma isometria global entre duas
superficies, isto €, uma aplicacdo que preserva a métrica de todos os pontos de M; em Ms. Por
esse motivo, frequentemente € mais conveniente recorrer a uma no¢ao mais flexivel, conhecida
como isometria local. Essa defini¢do € similar a global, diferenciando-se apenas pelo fato de ser
formulada localmente por meio de parametrizacdes locais. Mais precisamente:

Definicao 1.5. Duas superficies My e My sao ditas localmente isométricas quando, para
qualquer ponto p € My e U C My uma vizinhanga aberta de p, existe uma aplicagdo ), :
U — My que é uma isometria sobre a sua imagem.

O seguinte teorema é considerado um dos teoremas fundamentais da geometria diferencial:

Teorema 1.1. (Theorema Egregium em R?) A curvatura de Gauss-Kronecker é invariante por
isometrias locais em R3,

Este teorema serd provado de forma mais geral no quarto capitulo deste texto.

Como o Theorema Egregium estabelece que a curvatura de Gauss-Kronecker €, localmente,
um ente intrinseco das superficies regulares, a partir deste ponto passaremos a referi-la no
ambiente R? como Curvatura Gaussiana. Essa distin¢io se tornard mais clara posteriormente,
mas adiantamos que ela se justifica pelo fato de reservamos o termo Gauss-Kronecker para toda
curvatura definida pelo determinante da segunda forma fundamental em um ambiente arbitrario
M3, enquanto o termo Gaussiana serd empregado exclusivamente para descrever a curvatura
intrinseca desse ambiente.

Agora apresentaremos alguns exemplos do cédlculo das curvaturas média e Gaussiana de
algumas classes de superficies em R>.

1. Comecemos calculando as curvaturas de um grafico dado por X (u,v) = (u,v, h(u,v)),
onde h é uma fungio de classe C¥, como construido anteriormente. Entio, como primeiro
passo para calcular as curvaturas média e Gaussiana dessas superficies, nds calculamos as
derivadas de primeira e segunda ordem de X, que sdo dadas por

(u,v) (1,0, hy(u, v
(u,v) (0,1, hy(u,v
Xuu(u,v) = (0,0, hyy(u,v))
(u,v) (0,0, hyy(u,v))
(u,v) (0,0, hyy(u,v))

~— ~—

),
),
Y
Y
Em seguida, definimos os coeficientes da primeira forma fundamental,

E=1+h% F=hyh, G=1+Dh2

Agora calculamos a aplicagdo normal N do grafico, e uma vez percebido que || X, x X, || =

VEG — F?, obtemos, para

EG—F*=h2+h2+1
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a seguinte equagdo para a aplicacao normal;

kol hi— b+

B :
2 2
b VhZ+h2+1

(Y

1
 VEG — F?

O = S
_ O <o

Com isso, os coeficientes da segunda forma fundamental ficam da forma

— huu f — h"U/U e g — h”l)'U
NI E R VhZ +h2 41 VEZ4+hZ+1
Por fim, calculamos K, que serd da forma

o Rl — B2, det(Hy)

(2 +h241)2, ([VA2Z4+1)¥

onde Hj, é a matriz hessiana de h e |Vh|? é a norma ao quadrado do gradiente de h e, H,
por sua vez, sera da forma

lhuu + huuh% + 2huvhuhv + hv’u + hvvh%

H = 5
2 (h2 +hZ +1)2

2. Agora calculemos as curvaturas média e Gaussiana de uma superficie de revolucdo. Isto
€, uma superficie dada da forma

X(u,v) = (p(u)cos(v), p(u)sen(v), Y (u)),

onde (p(t),1(t)) € uma curva regular plana parametrizada por comprimento de arco.
Com isso, assim como no caso anterior, comegamos calculando as derivadas de ordem um
e dois de X para que possamos calcular as formas fundamentais.

Xu = (¢ (u)cos(v), ' (w)sen(v), ¢’ (u))
Xy = (=plu)sen(v), p(u)cos(v),0)
Xuw = (¢"(w)cos(v), 9" (u)sen(v),9" (u))
Xuw = (=¢'(u)sen(v), ¢ (u)cos(v),0)
Xow = ( @(U)COS() p(u )Sen() 0)

Com isso, sabendo que pelo fato da curva utilizada para a revolugao ser parametrizada por
comprimento de arco, isto é (¢')?(t) + (¢/)2(t) = 1 para todo ¢ no dominio da curva,
entdo as componentes da primeira forma serdo dadas por

’A condicdo da curva ser parametrizada por comprimento de arco, isto é, a medida do comprimento de arco da
curva ser a mesma do intervalo do dominio da parametriza¢ao, pode ser dada sem perda de generalidade, uma vez
que é sempre possivel reparametrizar uma curva por comprimento de arco. Ver resultado na se¢ao 1.3 de [3]].
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E=1, F=0, G=¢>

Isto implica na igualdade EG — F?2 = 2. Ao calcular N, obtemos

) 0 j k
No= o ¢'(u)cos(v) ¢ (u)sen(v) ¢'(u)
—p(u)sen(v) p(u)cos(v) 0

—p(u)y (u)cos(v)i — p(w)y' (u)sen(v)j + (p¢') (Wk
p(u)

= (=¢/(u)cos(v), —¢'(u)sen(v), ¢'(u))

Aplicando o produto entre [V e as derivadas segundas, obtemos as componentes da segunda
forma fundamental

n. 1 N/ /
e=9g =P, f=0 e g=qpi.
Com isso, obtemos a curvatura Gaussiana da superficie de revolugdo da forma

oo YW =)
¢

Uma vez, porem, que diferenciando a equagdo (¢')2+ (1')? = 1, obtemos ¢’ 0" = —1)'y)",
obtemos, aplicando esta igualdade em K

K- _¢/( /@// _ ¢//¢/) (¢/)2S0” + (30/)290” CP”

© © @’

Por fim, a curvatura média ficara da forma

1.3 Geodésicas e superficies completas

Passamos agora a um breve estudo sobre a no¢do de completude de uma superficie. Para
compreender essa definicdo, é fundamental introduzir previamente o conceito de geodésicas.
Embora o aprofundamento nesse tema nao seja o foco deste texto, apresentaremos algumas
defini¢Ges e resultados iniciais que permitirdo uma compreensao intuitiva da completude de uma
superficie.
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Intuitivamente, uma geodésica poderia ser definida como uma curva que minimiza a distancia
entre dois pontos em uma superficie. Mas é preferivel que definamos a partir de uma perspectiva
mais geral, da qual depende de um outro conceito, chamado de Transporte paralelo.

Portanto, dada uma curva regular o em uma superficie M e um campo de vetores X suave
tangente a superficie em «, entdo dizemos que X é paralelo quando a componente tangente a
M em « da sua diferencial % (denotada por %, e popularmente conhecida como derivada
covariante de X) se anula em todo ponto.

A partir dessa defini¢do, introduzimos formalmente o conceito de geodésica:

Definicao 1.6. Sejam M uma superficie regular e o uma curva regular parametrizada de M.
Entao, dizemos que o é uma geodésica de M se o seu campo tangente ' for paralelo. Isto é,
quando

Do/

Z~ =
dt

O conceito de geodésica desempenha um papel fundamental na geometria e pode ser interpre-
tado fisicamente de diversas maneiras, sendo uma das mais notaveis sua relagdo com problemas
de minimizagao. Isso ocorre porque as solugdes desses problemas, quando envolvem distancias,
sdo dadas por geodésicas. No entanto, a reciproca nao é necessariamente verdadeira, pois existem
geodésicas que nao minimizam distancias.

Um exemplo classico dessa situacao ocorre na esfera Euclidiana, cujas geodésicas sao ca-
racterizadas pelos seus grandes circulos. Dado um par de pontos p, ¢ na esfera que ndo sejam
antipodas, existe um unico grande circulo que passa por ambos. Esse circulo pode ser dividido
em dois segmentos distintos, originando assim duas geodésicas de comprimentos diferentes co-
nectando os mesmos pontos. Como essas sao as Unicas geodésicas que passam simultaneamente
por p e g, uma delas serd a solugdo do problema de minimizacao da distancia entre esses pontos,
enquanto a outra, ndo, confirmando nossa afirma¢do de que nem toda geodésica necessariamente
minimiza distancias.

Outra observacao relevante sobre as geodésicas é que, assim como a curvatura Gaussiana,
elas também sdo invariantes por isometrias locais. A demonstracao desse fato serd apresentada
no quarto capitulo deste texto.

No entanto, é valido afirmar agora que a demonstracdo desse fato consiste na constru¢ao
de um sistema de equagdes diferenciais ordindrias lineares de ordem dois e que, pelo teorema
de Picard, para um problema de valor inicial utilizando esse sistema, conseguimos garantir a
existéncia e unicidade local de uma geodésica a partir de um ponto e um vetor velocidade. Isto
nos motiva a identificar uma geodésica especifica  que passa por p em y(0) com uma velocidade
v em ~/(0) da forma (¢, v).

Uma outra propriedade que podemos retirar das geodésicas decorre do seguinte lema:

Lema 1.2. (Homogeneidade de uma geodésica). Se uma geodésica (t,v) aonde t estd definida
em (—e¢, ), entdo, para qualquer niimero real positivo vy, a geodésica ~y(t, \v) estd definida em
(—e/X.e/N), e além disso, vale a igualdade v(t, \v) = (At v)
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ﬂESte lema nos motiva a definir, para um dado p € M, a aplicagdo exp, : T, M — M, dada
da forma

v(1,v) v #0,
exppy(v) = . 7
P v=20

O teorema da funcdo inversa nos garante que a aplicagdo exp, serd um difeomorfismo em
uma vizinhancade 0 € TpMﬂ Logo, para toda vizinhanga da origem em 7}, M onde tal aplicacao
¢ um difeomorfismo é chamada de Vizinhanca normal de M.

O seguinte resultado nos fornece um tipo mais especifico de vizinhanga chamado de
Vizinhanga totalmente normal, que serd utilizado mais a frente:

Teorema 1.2. HPam todo p € M existe um par (W, §), onde W é uma vizinhanga aberta de p
e 0 > 0 ¢é um nimero real, tal que, para todo ponto ¢ € W a aplicagdo expq é um difeomorfismo
na bola geodésica Bs(0) € TyM e W C expq(Bs(0)), isto é, W é uma vizinhanga normal de
todos os seus pontos.

Observacao 1.3. Segue do resultado apresentado acima e do fato de geodésicas minimizarem
distancias que, para quaisquer pontos qi,qs € W, existe uma unica geodésica minimizante
conectando q, e qa e cujo comprimento é menor do que 0.

Dados de forma breve esses conceitos, agora podemos definir a completude de superficies.

Definicdo 1.7. Uma superficie regular M C M? é chamada de completa (ou geodesicamente
completa) quando, para qualquer ponto p € M e para qualquer geodésica vy : [0,e) — M, com
~v(0) = p, de M, exista uma geodésica? : R — M que contenha completamente .

A nocdo de completude possui uma importancia significativa no estudo de superficies regu-
lares, pois ela traz um sentido de maximalidade as superficies. Isto se d4 pois toda superficie
completa é ndo-estendivel, ou seja, ndo esta contida propriamente em outra superficie regular
conexa. Provemos essa afirmac¢io com a seguinte proposicao:

Proposicao 1.4. Toda superficie completa é nao-estendivel.

Demonstracdo. Suponhamos que M seja uma superficie regular completa e estendivel. Com
isso, existe uma superficie M que contém propriamente M. Além disso, M & aberto em M, e
possui fronteira nio vazia. Caso contrario, o complementar de M em M também seria aberto,
e consequentemente, M seria a unido de dois conjuntos abertos, o que contradiz o fato dessa
superficie ser conexa.

Com isso, existe pelo menos um ponto p € M. Tomando uma vizinhanga V de pem M com
a propriedade de que existe uma geodésica que conecta cada ponto desse conjunto a p, notemos
que, como p estd na fronteira de M, entdo existe ¢ € M N V. Portanto, existe uma geodésica
v :[0,1],— M tal que v(0) = p e v(1) = q. Perceba agora que a curva d : [0,1) — M dada

8 A prova deste lema pode ser encontrada na secio 4.6 de [3].
A demonstragio detalhada desse fato se encontra na proposicio 2 do capitulo 4.6 de [3]
Teorema 3.7, [4]
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por 6(t) = (1 — t), vemos que claramente v é uma geodésica em M. Além disso, como M
€ completo, entdo podemos estender § até uma geodésica &' : R — M que, pela construgio,
passa em algum momento por p, que por sua vez ndo estd contido em M, o que resulta em uma
contradi¢do. Portanto, M nao pode ser estendivel. O

Agora introduziremos a noc¢ao de métrica intrinseca de uma superficie, com o objetivo de
apresentar um resultado sobre completude que serd essencial para nossas discussdes futuras.Para
isso, primeiro definiremos de um modo mais formal o comprimento de arco de uma curva em
M.

Definicdo 1.8. Para uma curva o : [a,b] — M descrita como na equagdo acima, onde o(a) = x
e a(b) =y, o seu comprimento de arco é dado pela formula

b
Cla) = / o (&) dt ®)

Com isso, podemos partir para a seguinte defini¢ao

Definicdo 1.9. Para uma superficie regular M C M3, denominamos por métrica intrinseca a
funcao d : M x M — R dada da forma

d(z,y) = inf L[a], 9)

a€la]¥

onde [a]¥ é o conjunto de todas as curvas regulares suaves por partes que estdo em M as quais
tém o ponto x como ponto de partida e y como ponto de chegada, e L|a] é o comprimento de
arco dessas curvas.

De fato, a fungao definida acima cumpre o papel de uma métrica no sentido topoldgico usual
da palavra. Provaremos isso na proposicao que segue.

Proposicao 1.5. A funcdo d satisfaz as seguintes propriedades:

1 d(xz,y) >0

2. dlz,y) =0z =

3. d(z,y) =d(y,z)

4. d(x,z) <d(x,y) +d(y, 2)

onde, x,y,z € M.

Demonstracdo. A primeira propriedade vem do fato de que o comprimento de arco é sempre
um nimero positivo,e para um conjunto A € R de niimeros positivos, o valor inf A é sempre
ndo-negativo.

Para provar a segunda propriedade, comecemos pela reciproca da equivaléncia. Se x = y,
entdo definindo a(t) = z, obtemos L]a] = 0. Agora suponhamos que d(z,y) = 0 mas = # y.
Tomando uma vizinhanca V' de p que ndo contém ¢, e que todos os pontos dessa vizinhanga
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possam ser conectados por p por uma geodésica completamente contida em V, e B,(x) uma
regido limitada por um circulo geodésico centrado em x e de raio r, completamente contido em
V.

Utilizando a defini¢ao de infimo, dado ¢ tal que 0 < ¢ < r, vai existir um « : [a,b] - M
onde a(a) = z e a(b) = y tal que L[] < e. Mas y ¢ B,(z), entdo, pela conexidade de
a([a, b]), haverd um ¢y tal que a(tg) € 0By (z), portanto L] > r > 0, o que contradiz nossa
hipdtese. Portanto x = y, como queriamos.

A terceira propriedade sai do fato de que para uma curva « : [a,b] — M, onde a(a) = x e
a(b) = y, o seu comprimento de arco L[] serd igual ao comprimento de uma curva 3[a, b] — M
dada da forma 3(t) = a(a — t 4+ b). Pois, note que f(a) = a(b) =y e f(b) = a(a) = x.

Por fim, a dltima propriedade vem do fato de que para dois conjuntos A, B C R, vale que
se A C B, entdo inf B < InfA. Dessa forma, tomando o conjunto [a]% de modo que todas as
curvas desse conjunto tenham dominio [0, 1/2], e o conjunto [a]; de modo que todas as curvas
desse conjunto tenham dominio [1/2, 1], definimos o conjunto

0 1
2_ —

que claramente estd contido em [«)Z e que, além disso, para qualquer v € P, vale que L[] =
L[a] + L[p]. E pela propriedade de infimo descrita acima, para ¢ € [a]Z, temos

inf L[] < inf L[6
RIS £

= d(x,y) +d(y,2) < d(z,z2)

0 que demonstra 0 que queriamos provar. O

O seguinte resultado conecta a no¢ao de completude de um espago métrico com a métrica d
a completude de uma superficie.

Proposicao 1.6. Se uma superficie M é um espaco métrico completo com a métrica d definida
acima, entdo ela é geodesicamente completal'

Demonstracdao. Provemos que se M é completo como espaco métrico, entdo, para qualquer
geodésicay : [0,e) — M, que, sem perda de generalidade, seja parametrizada por comprimento
de arco, e que além disso, tenha um ponto p fixado como ~(0), entdo existird uma outra geodésica
¢ : R — M que contém propriamente .

Dessa forma, utilizando o fato de que para um dado valor s, uma geodésica £ onde &(sg)
estd definida satisfaz uma propriedade de existéncia e unicidade para uma vizinhanga de sg em
R. Desta forma, o conjunto dos nimeros s € R os quais £ estd definido € aberto em R. Caso

Esta proposicgio se trata de uma versdo simplificada de um famoso teorema da geometria chamado Teorema de
Hopf e Rinow, que caracteriza variedades completas. De fato, é verdade que vale a equivaléncia do que enunciamos
aqui. Para o leitor interessado em ver uma demonstragcdo mais completa desse resultado, recomendamos a leitura do
teorema 2.8 do capitulo VII de [4].
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provemos que ele também € fechado em R, isto é, constitui uma componente conexa de R, que é
conexo, entdo mostramos que esse conjunto € o préprio R, e assim provamos o que queriamos.

Sendo assim, suponhamos que todos os elementos s para os quais a geodésica estd definida
sejam menores do que sp € mostremos que, se isso for verdade, entdo £ também esta definido
em sg. Tomemos, portanto, a sequéncia (s,) — so dos pontos aqui mencionados. Definamos,
assim, por d a métrica definida como a definicdo acima, porém para todo o R3. Pela propriedade
de infimo, sabemos que

d(p,q) < d(p,q).
Com isso, como (s,) é¢ uma sequéncia de Cauchy no dominio de &, entdo existe um ¢ > 0 e
ng € N tais que, para n, m > ng,

d(g(sn)v‘f(sm)) S d(g(sn)vf(sm)) S ‘Sn - 3m| S €.

Consequentemente, (s,,) é uma sequéncia de Cauchy em R3. Como R? é completo, entdo (£(s,,))
converge para um ponto ¢ € R3. Logo, como por hipétese M é fechado, e ¢ é ponto de aderéncia
de M, entdo g € M, isto é, 6(sg) = g, e isso prova o que queriamos.

Agora provemos que de fato v € estendida. Tomando uma vizinhanga totalmente normal
(W, d) de pg e escolhendo n; € N tal que, paran, m > nj vale que |sy, —sp| < deY(Sm), Y(sn)
pertencem a W, entdo vai existir uma tnica geodésica g cujo comprimento de arco € menor do
que delta e que conecta y(s,,) a y(sp). E, como claramente y e g se coincidem na regido onde
7 estd definida, e ainda, como exp,(,,) € um difeomorfismo em B5(0) r W C exp(s,,)(Bs(0)),
concluimos que g estende y para além de sg, 0 que conclui a nossa prova.

O]

1.4 A pseudoesfera

A partir deste ponto, nosso interesse se volta para um tipo especial de superficies chamadas
de pseudoesfera. Essa defini¢do possui um significado importante para o contetido abordado
neste texto. Pois, como veremos nos capitulos subsequentes, o espaco hiperbélico H? se trata de
uma pseudoesfera.

Com isso, partimos para a seguinte definicao.

Definicao 1.10. Uma pseudoesfera é uma superficie regular com curvatura Gaussiana constante
negativa.

Um exemplo cldssico de pseudoesfera em R? é a superficie gerada a partir da revolugio de
uma curva denominada tractriz. Esta € uma curva oriunda da fisica, e ela possui a propriedade
de que o segmento da reta tangente a qualquer ponto dessa curva que conecta tal ponto a uma
reta que ndo se intersecta com a curva (a qual convencionaremos que € o eixo y do plano) tem
comprimento de arco constante igual a 1. Expressando esta propriedade de forma matematica,
chegamos nos seguintes calculos:

Suponhamos que a tractriz é dada da forma v : R — R2, onde ¥(t) = (¢,y(t)). Com isso,
fixando um ¢y do dominio de v a equacdo da reta tangente a -y nesse ponto € dada da forma

so(t) = (t +to, 7 (to)t + ~(to)).
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A partir disso podemos deduzir que a propriedade da tractriz € expressa sobre o comprimento
de arco da aplicagdo s a partir do ponto so(0) até so(tg). Isto é

to
Llsol = /0 |s'(¢)|| dt = 1. (10)

0 que nos fornece

to
L[s] = /0 V1+9(tg)? dt = to\/1+y'(t0)? = 1.

A partir daqui podemos tornar tq arbitrério, ja que, segundo a propriedade da tractriz, essa
igualdade vale para qualquer ponto da curva, e isolando 3’ obtemos a seguinte equacao.

V1—1t2
y'(t) = j:T. (11)
Por fim, integrando ambos os lados, obtemos a expressdo explicita de y(¢), e portanto, de

~(t), que é dada por

J1 12
~(t) = <t, ln# —v1- t2> . (12)

tractriz
_._-_L - |
2
0
0 0.5 1

Figura 3: Tractriz

Agora queremos calcular a curvatura Gaussiana da superficie de revolucdo gerada pela
tractriz. Para isso, é necessario que reparametrizemos esta curva por comprimento de arco, isto
é, precisamos encontrar uma fungao h : I — R de tal modo que para a curva o = ~y(h), a norma
|/ (t)|| seja igual a 1 para qualquer ¢ escolhido do dominio. Além disso, queremos que essa
funcao satisfaga a equacao



descrita anteriormente. Tendo isto em vista, a caracterizac¢do dessa fungao h ja € suficiente para
atestar que a revolucdo da tractriz € uma pseudoesfera.

Uma pista da forma de h estd na prépria forma como a férmula da curvatura Gaussiana esta
posta. Temos assim a equagao diferencial

que é uma equacdo linear onde suas solu¢des sdo exponenciais, sendo uma delas a fun¢io e’.
Perceba que esta fun¢do satisfaz a equagdo acima, e além disso, temos que

lo/()[I* = |10 ()" ()1
= KO (@)

1— (eh)?
_ 2
= (e")". (1 + )2
1
_ £\2
= ()
= () =
Com isso, chegamos aonde queriamos. Vale destacar que inicialmente, a tractriz estava

definida no dominio (0, 1]. Com a reparametrizagdo, analisando os extremos de cada intervalo,
é fdcil ver que o novo dominio da fungao estd em (—o0, 0].

—0.5

Figura 4: Pseudoesfera

De acordo com a defini¢dao de completude apresentada na secao anterior, se torna natural nos
perguntarmos se a pseudoesfera se trata de uma superficie completa. De fato, ela ndo é. Pois,
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com efeito, percebendo que no conjunto U = B;(0) — {0} a pseudoesfera constitui o grafico de
uma fungio, podemos descrever essa superficie como um gréfico da fungio f : U — R3 dado
por

1 + /1 — (u? +v2)? o)
f(u,v) = ) — 1= (u?+v?)
Vale observar que o conjunto dos pontos (u,v, f(u))) onde (u,v) € U), embora descreva
a pseudoesfera, nao constitui uma superficie regular, pois U ndo é um conjunto aberto. No
entanto, dada a fungdo g : R? — {0} — R da forma

fu,v), 0<u?+v?2<1
g(u,v) =
0 1 < u?+v?

e observando que essa fungdo é suave, temos que a aplicagio X : R — {0} — R? dada por
X (u,v) = (u,v, g(u,v)) é uma superficie regular em R3. Mas perceba que a pseudoesfera estd
contida propriamente na superficie gerada por X. Logo, a pseudoesfera é estendivel e, portanto,
nao pode ser completa.

Uma vez observado que esse modelo de pseudoesfera nao é completo, torna-se natural
perguntar se € possivel, de alguma forma, completar essa superficie, ou se existe algum outro
modelo de pseudoesfera completo que possamos observar. E a resposta a essas dividas surge
com o seguinte teorema:

Teorema 1.3. (Hilbert). Ndo existem superficies de curvatura constante negativa imersas
completamente em R3.

A demonstragao desse teorema é extensa e trabalhosa, a ponto de justificar a elaboracio de
um capitulo especifico somente para detalhé—l Por essa razdo, sua prova serd omitida neste
trabalho.

Uma vez que o teorema de Hilbert se trata de um resultado especifico para superficies no
R3, uma pergunta natural que nos surge é a seguinte: E possivel encontrar uma pseudoesfera
completa em algum outro ambiente?

A resposta para essa pergunta serd explorada no préximo capitulo .

2 Geometria Lorentziana e o espaco hiperbolico

Neste capitulo construiremos o espaco de Lorentz-Minkowski e mostraremos que a pseudo-
esfera € definida de forma natural nesse ambiente como uma superficie completa.

Uma vez que, neste capitulo, adentramos um tipo distinto de geometria, além da obra [3]],
faz-se necessdria a consulta a uma fonte que trate propriamente da geometria Lorentziana. Nesse
sentido, utilizamos como referéncias adicionais [2] e [6], onde a primeira foi utilizada para um
estudo mais geral do espago de Lorentz-Minkowski, enquanto a segunda foi utilizada para estudar
de forma mais aprofundada as curvaturas nesse ambiente.

2Ver secdo 5.11 de [3]]
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2.1 O espaco de Lorentz-Minkowski

Definimos o Espago de Lorentz-Minkowski, denotado por IL3, como o par (R?, (., .);3), onde
(., .)13 é chamado de Produto Interno Lorentziano, e, para dois vetores x,y € R3,

(x,y)Ls = T1y1 + T2Y2 — X3Y3. (13)

Dito isto, omitimos o indice “ L3 ”do produto interno Lorentziano neste capitulo para
simplificar a notagao.

E facilmente verificdvel que o produto interno Lorentziano nio corresponde a um produto
interno no sentido usual, pois sua forma quadratica associada, definida por g(v) = (v, v), ndo
€ positivo-definida. Em outras palavras, essa aplicagdo bilinear nio satisfaz a condicdo de
positividade exigida para um produto interno convencional.

Por essa razdo, a fun¢do d(z,y) = || — y||, onde || .|| representa a norma induzida pelo
produto interno Lorentziano, nao define propriamente uma métrica no sentido cléssico, sendo,
portanto, denominada pseudométrica.

Embora nao possua uma métrica no sentido convencional, o espaco de Lorentz-Minkowski,
mesmo sendo dotado de uma pseudométrica, preserva grande parte dos resultados geométricos
estabelecidos em R?. Em certos casos, as diferencas residem apenas em uma troca de sinal,
decorrente do tipo causal dos espacos tangentes considerados.

Para compreendermos essas variagdes e suas implicacdes, apresentamos a seguir algumas
defini¢des fundamentais:

Definicdo 2.1. Seja v € L3 um vetor em 1.3, entdo dizemos que o tipo causal do vetor é
* Tipo-Espago quando (v, v) > 0 ou quando v = 0;
* Tipo-Tempo quando (v,v) < 0;
* Tipo-Luz quando (v,v) = 0ev # 0.
Ademais, denominamos por €, o nitmero referente ao tipo causal de v, que é 1, caso v seja

tipo-espaco, 0 se é tipo-luz, ou —1 é tipo-tempo.

Um resultado que sofre alteracdo da métrica Lorentziana € a férmula de obten¢ao da curvatura
Gaussiana para uma parametrizacao X de M. Nesta ocasiao, ela € dada da forma

K eg — f?

=BG PP 4

onde € representa o tipo causal do ponto o qual estamos analisando a curvatura.
Esse resultado pode ser deduzido de maneira semelhante 4 abordagem adotada para R3 no
capitulo anterior. No entanto, essa dedugdo exige um conhecimento mais aprofundado sobre
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variedades Semi-Riemannianas, que nao faz parte do escopo deste texto. Assim, deixamos aqui
uma referéncia onde essa demonstragcdo pode ser consultadaEl

O préximo conceito possui uma contribuicdo significativa para a teoria da relatividade. Para
tornar sua definicdo mais clara, é ttil observar que, na fisica, a terceira componente do espaco
de Lorentz-Minkowski—isto €, aquela associada ao sinal negativo na métrica—corresponde a
dimensao temporal.

Com essa motivagao, convencionamos considerar a dire¢ao positiva dessa componente como
o futuro e a direcdo negativa como o passado. Com essa interpretacdo em mente, apresentamos
a seguinte definicao:

Definicfio 2.2. Seja v = (vq,v2,v3) um vetor de > tal que vz # 0. Entdo, dizemos que
1. v é Futuro-dirigido quando vs > 0,

2. v é passado-dirigido quando v3 < 0.

O conjunto de todos os vetores tipo-luz é chamado de Cone de Luz e € denotado por A. Uma
breve anélise revela que qualquer vetor v = (v1, v2, v3) € A possui sua componente vs diferente
de zero. Como consequéncia, A é um conjunto desconexo, sendo composto por exatamente duas
componentes conexas, descritas da seguinte forma:

A+ = {(’Ul,’L)Q,Ug) c A’ v3 > 0},
Al = {(Ul,vg,vg) S A| vy < 0}.

0.5

Figura 5: Cone de Luz

Um detalhe importante a ser observado é que o cone de luz separa o L3\ A em trés compo-
nentes conexas. Uma dessas componentes corresponde ao conjunto de todos os vetores do tipo
espaco, enquanto as outras duas sao formadas por vetores do tipo tempo. Dentre estas, uma é
composta pelos vetores futuro-dirigidos e a outra pelos passado-dirigidos.

BVer capitulo 3.3 de [6]).
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Essa definicao fornece uma intuicdo sobre as esferas no espaco de Lorentz-Minkowski.
Recordemos que, no contexto Euclidiano, uma esfera € definida como uma superficie da forma

S = {veM| (v,v) =c> 0}

Ao considerar essa definicio em L? observa-se que essas superficies diferem das esferas
Euclidianas, uma vez que, devido a estrutura do cone de luz, elas devem estar contidas nas
componentes desconexas de L3\ A.

Mais precisamente, uma esfera Lorentziana serd uma superficie regular que estara contida no
exterior do cone de luz, pois todos os seus pontos, quando vistos como vetores, serdo tipo-espaco.

A construcdo da esfera Lorentziana, por sua vez, nos fornece as seguintes equagdes:

1. 22 + 92 =224 ¢

2 2 2 _ .
2. 2 — 2 =y* —q

3.2 -2 =2%2—c.
Observemos que, na equacio (1), quando fixado z, obtemos uma circunferéncia de raio v/22 + c.
Repetindo esse mesmo processo nas equacdes (2) e (3) fixando y e z, respectivamente, obtemos
as equacgOes de hipérboles. Estas equagdes nos da indicios de que .S se trata da revolugdo de
hipérbole em torno do eixo z. Esse espago é chamado de de Sitter.

Figura 6: de Sitter

2.2 O espaco hiperbélico

Diferente do espaco Euclidiano, o I nos abre margem para estender a definicdo usual de
esfera, uma vez que uma pseudométrica nos d4 margem para considerar a constante ¢, vista na
defini¢do anterior, como um nimero negativo.

Definimos o conjunto F, da forma

F.:={v e L3 (v,v) = c<0}.
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Note que se v = (v1, vz, v3) é um elemento de F, entdo w = (v1, ve, —v3) também é um
ponto de F.. Unindo esta observacdo ao fato de que, pela prépria construgdo de F., todos os
seus pontos sao tipo-tempo, concluimos que F,. ¢ um conjunto desconexo, de tal modo que uma
de suas componentes conexas seja futuro-dirigida e a outra passado-dirigida.

Ao escolhermos uma das componentes conexas, digamos, a de vetores futuro-dirigidos,
fazendo ¢ = —1, obtemos o que chamamos de Espaco Hiperbdlico, o H2. Mais formalmente,
temos

H? := {p = (p1,p2,p3) € F_1| p3 > 0}. (15)

Figura 7: Espaco hiperbélico

O segundo resultado vai conectar as construgdes feitas no espago de Lorentz-Minkowski com
a pergunta feita no final do primeiro capitulo.

Teorema 2.1. A superficie H? é uma pseudoesfera completa.

Demonstracdo. Comecemos calculando a curvatura Gaussiana de H?. Uma vez provado que ela
é igual a —1, concluimos que essa superficie se trata de uma Pseudoesfera.

Para isso, consideremos a aplica¢do X (u,v) = (senh(u)cos(v), senh(u)sen(v), cosh(v)),
que € a revolugdo da curva geratriz do espaco hiperbdlicq'*| parametrizada por comprimento de
arco (pois cosh?(t) — senh?(t) = 1). De fato, essa superficie parametriza o espaco hiperbélico,
uma vez que

(X (u,v), X (u,v)) = senh?(u) — cosh?(u) = —1,

e além disso, cosh(u) > 0 para todo .

1isto ¢, a curva cuja revolucio resulta na superficie analisada. No caso, o espaco hiperbélico.
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Ademais, observemos que podemos considerar a aplicacao normal /N de X como sendo a
prépria aplicacdo X, ja que

(X,X) = -1

= g(X X) =0
oi

— <X“X> = 0,

para ¢ = wu,v. A partir disso, calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de X,
obtemos

Xy(u,v) = (cosh(u)cos(v),cosh(u)sen(v), senh(u)),
Xy(u,v) = (—senh(u)sen(v), senh(u)cos(v),0),
Xuu(u,v) = X(u,v),
Xuw(u,v) = (—cosh(u)sen(v), cosh(u)cos(v),0),
Xpw(u,v) = (—senh(u)cos(v), —senh(u)sen(v),0).

Com isso, obtemos que as coeficientes da primeira forma sao
E = cosh(u)? — senh*(u) =1, F =0, G = senh?u.

Além disso, como dito acima que a aplicacdo normal N serd o proprio X, entdo os coeficientes
da segunda forma fundamental serao da forma

(X, Xij>.
Portanto, obtemos
e=—1, f=0, g¢g=—senh’u.

Com tudo isso, ao calcular K, uma vez que todos os pontos do conjunto H? sio vetores tipo-
tempo, obtemos
eg senhu

K =e— = — =
‘“EG senh u ’

e com isso, concluimos que H? é uma pseudoesfera em 2.

Agora mostremos que H? é uma superficie completa. Para provar esse fato, mostraremos
que essa superficie € completa como espaco métrico com a métrica definida no primeiro capitulo
deste texto. Para isso, tomaremos uma sequéncia (Y;,) de H? e mostraremos que se (Y},) é de
Cauchy, entdo ela é convergente.

Uma vez que a sequéncia (Y},) é de Cauchy, ela serd limitada em H?. Portanto, caso isso
implique que a projegdo (7(Y;,)) no plano zy de L3 (que pode ser identificado com R?) seja
também limitada. Assim, sabendo que R? é completo, obteremos uma subsequéncia convergente
(m(Ynr)) de (7(Yy)) que converge para um determinado valor 7(Yp). Com isso, uma vez que
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conseguimos parametrizar H? com uma parametrizacio tipo grafico que cubra todo o plano R?
como dominio, digamos Y, de tal forma que a sua aplicacdo inversa seja a projecao 7 utilizada,
entdo a subsequéncia (Y om)(Y,x) = Y, serd uma subsequéncia convergente de Y, que converge
para (Y o7)(Yp) = Y. E como Y}, é de Cauchy, isso é suficiente para provar que essa sequéncia
converge para Yy, provando a completude de H?.

Tendo feitas as devidas explica¢des, basta provarmos que Y, ser limitada implica em 7(Y},)
ser limitada. Com isso, temos que a funcdo altura de nosso grafico se dd da forma

h(u,v) = Vu?+v? + 1.

No entanto, com o objetivo de simplificar os calculos, faremos uma substituicdo de A para
coordenadas polares, deste modo, temos

h(r,0) = V2 + 1.
deste modo, a nossa parametrizacdo Y serd da forma
Y(r,0) = (r.cos(@)jr.sen(e), \/7“27“) .

Com isso, uma vez que o pardmetro 6 ja esta limitado, basta provarmos que se a sequéncia

(Y,) = (rn.cos(Hn),rn.sen(Gn), \/W) ,

¢ de Cauchy, entéo (r,,) serd limitado. Desta forma, suponhamos, por contradi¢éo que (,) ndo
seja limitada. Como (Y},) é de Clauchy, entdo existe um certo ng e m,n > ng de tal forma que,
para um dado & > 0, exista uma curva « : [0, 1] — H2, com a(0) = Y;,, e (1) = Y,, tal que

Lla] < e.
Entdo, como « € definida de forma geral como
at) = X (r(t).cos(ﬁ(t)),r(t).sen(@(t)), ()2 1 1) :
temos que sua derivada com relacdo a ¢ serd da forma
o) = (r’(t)cos(@(t)) —r(t)sen(0(t))0 (t),

/ ropy (')
' (t)sen(0(t)) + r(t)cos(0(t))0'(t), 7“2(t)+1>
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Logo, calculando ||&/||, chegamos no seguinte resultado

[’ @] = (')*(t)cos®(0(t)) — 2" (t)r(t)cos(B(t))sen(0(1))0 (t) + 2 (t)sen®(0(t))(6')*(¢)
+(r")2(t)sen®(0(t)) + 2r' (t)r(t)sen(B(t))cos(0(t))0' (t) + 2(t)cos (0(t)) (8")*(t)
C(M)P)rt()

r2(t)+1
o / (") (®)r*(t)
= PO+ PP - e
N GORO) ,
S e SRl

Com isso, uma vez que 6 é limitado, podemos calcular £[a] da seguinte forma:

Clo] = /O o ()] dt

N / 1\/ WA 2@ a
0

r2(t)+1
b2
= /0 r2(t) + 1 dt
L)
- /0 r2(t)+1 at
Ly
- /0 r2(t) +1 at
0 _\|
= arctgh ( 200 1 1)

= arctgh _In — arctgh _Im ).
V2 +1 r2, +1

Fixando m e variando n > ng, obtemos uma sequéncia de curvas «, que satisfazem a igualdade

d(Ym,Yn) = Llay] < e.
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Fazendo n tender ao infinito e lembrando que, pela hipétese, isso implica que r,, — oo, chegamos
na seguinte desigualdade:

r r
- — arctgh i

NCES 21

e > lim arctgh
n—oo

> lim arctgh (1) — arctgh _Im
n—00 7-72n +1

= o0 — arctgh _Im
r2 +1

= 0Q,

que resulta em uma contradi¢do. Portanto r,, deve ser limitada. E como discutido anteriormente,
isso demonstra que H? é completo, como querfamos mostrar.
O

3 Nocoes gerais de Geometria Riemanniana

Neste capitulo, iniciamos o estudo das variedades Riemannianas. Essa teoria mais abrangente
é fundamental para compreendermos o ambiente R x H?, cuja natureza é mais complexa e menos
intuitiva do que a de R3. Isso ocorre porque R x H? é um ambiente nio-Euclidiano, dificultando
o desenvolvimento de uma intui¢io geométrica direta, ao contrario do que acontece em R3.

A geometria Riemanniana, ao generalizar os resultados da geometria diferencial, permite
estender esses conceitos para espacos ndo intuitivos por meio de uma abordagem essencialmente
algébrica e analitica. Com isso em mente, neste capitulo discutiremos a métrica Riemanniana
e a conexdo afim, que ampliam as noc¢des de métrica e paralelismo introduzidas no primeiro
capitulo.

Além disso, abordaremos dois conceitos que generalizam a curvatura Gaussiana. Sio eles
a curvatura de Riemann e a curvatura seccional. Esses elementos serdo essenciais no quarto
capitulo, onde analisaremos como a curvatura do ambiente R x H?2 influencia a curvatura das
superficies nele imersas.

A principal referéncia utilizada neste capitulo foi a obra [4]], da qual foram explorados os
conceitos desenvolvidos nos capitulos I, II e IV, com o intuito de fundamentar os temas aqui
tratados. O capitulo III, que aborda o estudo das geodésicas, entretanto, nao foi aprofundado,
uma vez que, conforme mencionado anteriormente, tal conteddo extrapola o escopo do presente
trabalho..

3.1 Definicoes iniciais

Diferentemente da geometria diferencial cldssica, onde os objetos de estudo sdo superficies
imersas em um ambiente R?, no caso mais geral da geometria Riemanniana, uma variedade néo
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precisa estar necessariamente contida em um espaco ambiente.

Dessa forma, para formalizar essa abordagem, iniciaremos pela definicdo do conceito de
variedade diferencidvel. Com essa base conceitual estabelecida, serd entdo possivel introduzir
uma nog¢ao mais geral de parametrizacdo, adequada a esse tipo de ente mais abstrato.

Definicao 3.1. Uma Variedade topologica M se trata de um espaco topologico que satisfaz as
seguintes condicoes:

* M é um espaco de Hausdorff;

* M é localmente Euclidiano, isto é, para todo ponto p € M existe uma vizinhanca V de p
e uma aplicacdo ) : V. — R™ que é um homeomorfismo sobre a sua imagem;

* M admite o segundo axioma da enumerabilidade.

Assim, definimos uma parametrizacdo de forma anédloga a construgdo feita anteriormente,
porém com algumas distin¢des sutis. A primeira diferenca reside no fato de que a dimensao do
dominio agora pode ser arbitraria. A segunda, por sua vez, ¢ que a aplicacdo ndo tem como ima-
gem um ambiente previamente fixado, mas sim diretamente o conjunto que estamos estudando,
que, neste caso, ¢ a variedade topoldgica M. Mais rigorosamente, uma parametrizagdo é um par
(X,U), aonde

X:U—-M

se trata de um difeomorfismo sobre a sua imagem.

Dada uma familia de sistemas de coordenadas de M, ndés podemos definir as noc¢des de
transicao suave e de parametrizacdes suavemente compativeis de forma similar ao que definimos
para parametrizagdes.

Por fim, vale observar que a classe de variedades topoldgicas € bastante ampla e pode incluir
diversos casos patolégicos. Por essa razdo, é fundamental impor restrigdes adicionais a essa
classe, de modo a garantir propriedades desejaveis para o nosso estudo. Essa necessidade nos
leva a préxima definicao.

Definicao 3.2. Uma variedade diferenciavel M™, onde n representa a sua dimensdo, se trata de
uma variedade topologica munida de um conjunto A, denominado Atlas, de parametrizacées as
quais sdo, duas a duas, suavemente compativeis e que cobrem M™.

Observacao 3.1. A definicdo de uma variedade diferenciavel aqui mencionada esta totalmente re-
lacionada com a dimensao do conjunto em que as suas parametrizagoes a levam. Diferentemente
do caso das superficies em R>, a dimensdo dos conjuntos abertos utilizados nas parametrizagoes
pode ser arbitraria. Facamos, portanto, que a dimensdo de todas as parametrizacoes seja um
valor fixo n e, entdo, definimos este valor como a dimensdo de nossa variedade.

Outro conceito essencial para o estudo das variedades € a defini¢do de campos de vetores. Para
introduzi-los — especificamente, os campos de vetores tangentes — € necessario, em primeiro
lugar, construir o espaco tangente a uma variedade. Essa construcao, contudo, ja foi apresentada
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no primeiro capitulo deste trabalho, quando tratamos do plano tangente a uma superficie. A
definicdo que se seguird serd andloga aquela, a partir da qual poderemos formalizar o conceito
de campo de vetores.

Definicao 3.3. Um campo de vetores X (tangente) de M™ é uma aplicacdo que associa a cada
p € M", um vetor v € T,M. Dizemos que X é diferenciavel quando X : M — TM =
{T,M|p € M} for diferenciavel.

Uma vez estabelecidas essas defini¢des com um nivel adequado de rigor, podemos avangar e
ingressar na geometria Riemanniana. Assim como no primeiro capitulo deste texto, € necessario
introduzir as variedades diferencidveis um meio de medir distancias.

Entretanto, a partir deste ponto, comec¢amos a nos distanciar da geometria diferencial classica
e até mesmo da geometria Lorentziana. Diferentemente dessas abordagens, aqui nao dispomos de
um ambiente previamente munido de um produto interno para induzir uma métrica na variedade.
A solucgao, portanto, consiste em definir uma métrica de maneira abstrata, o que faremos a seguir.

3.2 Meétrica Riemanniana

Definicao 3.4. Seja M™ uma variedade diferenciavel. Uma métrica Riemanniana, ou estrutura
Riemanniana { , ) é uma aplica¢do que associa a cada pontop € M uma forma bilinear simétrica
positivo-definida ( , ), ao espago tangente a M em p de tal forma que, para uma determinada
parametrizagdo (X,U), com p € U, e os vetores X; e X definidos da forma

X; = dz(0,..., 1 ,...,0),
~
i-ésima posigdo
X, = dx(0,..., 1 ,...,0),

.. v .~

J-ésima posi¢ao
a aplicagdo g;; : U — R dada da forma g;;(x) = (X;(x), X;(x)),, para x tal que X (x) = p,
seja uma aplicagdo diferenciavel em relacao a variavel p. Um par (M™,( ,)), onde M™ é
uma variedade diferenciavel e ( ,) é uma métrica riemanniana de M"™ é chamado de Variedade
Riemanniana.

Observacao 3.2. 1. Dada esta definicdo, a fim de simplificar a notacdo, agora denotaremos
as variedades Riemannianas simplesmente por M.

2. Poderiamos aqui dar varios exemplos de variedades Riemannianas, porém nos capitulos
anteriores ja foram apresentados diversos exemplos dessa classe de variedades. uma
detalhe que deve ser observado, no entanto, é que o espago de Lorentz-Minkowski ndo se
trata de uma variedade Riemanniana, pois, sua métrica ndo é positivo-definida. De fato,
esse espaco estda presente em uma classe mais geral de variedades denominadas Semi-
Riemannianas. Perceba, no entanto, que contido nesse ambiente, os subespagos vetoriais
que sdo tipo-espaco recuperam a positividade da métrica, isto implica que superficies
aonde todos os seus planos tangentes sdo tipo-espaco, apesar de estarem em um ambiente
Lorentziano, sao Riemannianos. Este é o caso do nosso espaco hiperbolico
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3. Por fim, é perceptivel que assim como na geometria diferencial classica, em que as métricas
das superficies podem ser representadas como combinacoes lineares dos coeficientes
da primeira forma fundamental E, F e G, que sdo nada mais que Guy, Guv € oo,
onde g é a métrica da superficie induzida pelo produto interno usual de R3, de forma
similar nos podemos caracterizar a métrica de uma variedade qualquer através de suas
componentes g;;. Aqui nos introduzimos uma notagdo alternativa, muito utilizada na
relatividade e até mesmo na propria geometria, esta notacdo é a de elemento de linha, e
ela representa intuitivamente a métrica sendo utilizada para quantidades infinitesimais,
por isso utilizamos a notacdo ds® para tal.

como exemplo podemos apresentar a métrica do R™ através dessa notacdo:

n
2 § 2
dSRn == dxl ,
=1

um outro exemplo é a métrica de H? em 1L? com a parametrizagao
X (u,v) = (senh(u)cos(v), senh(u)sen(v), cosh(u)),

a qual, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, e escrevendo na forma
quadratica associada, obtemos

dsfz = du® + senh(v)*dv?

Apresentaremos agora alguns exemplos interessantes de variedades Riemannianas que podem
ser obtidas a partir de outras variedades. Eles serdo muito importantes para compreendermos as
variedades vistas durante este texto.

1. (Subvariedades). Dada uma variedade diferenciavel M™, onde m > 1, podemos imergir
outra variedade N, onde n < m, dentro de M de forma similar a como fizemos com
as superficies imersas em R3. Além disso, uma vez que obtemos uma métrica Riemanniana
em M™, é possivel induzir uma métrica em N™ da forma

<7>N:<7>M‘N‘

orno mencionado acima, as superficies em R> sdio os exemplos mais comuns que
obtemos de subvariedades riemannianas. O que estudaremos mais a frente € o caso das
superficies imersas em R x H?, que sdo também vistas como subvariedades desse ambiente.

Algo que vale ser destacado € o conceito de codimensdo de uma subvariedade. Dados um
ambiente /™ e uma subvariedade desse ambiente N, a codimensdo de [N com respeito
a M € o nimero m — n. Quando a codimensao da subvariedade € igual a um, ela recebe
o nome especial de hiperficie, e essa classe de subvariedades possui a propriedade de
qualquer espaco normal aos seus espagos tangentes terem dimensdo um, o que facilita a
construcao de uma aplicagdao normal.

15 Ao nos referirmos a uma imersio, estamos considerando um homeomorfismo diferencidvel F : N — M cuja
derivada ¢ injetiva em todos os pontos do dominio.

16Quando N possui previamente uma métrica, e esta coincide com a métrica induzida ( , ) s ’ N entao a imersao
I serd chamada de imersdo isométrica.
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2. (Variedades produto). Dadas duas variedades Riemannianas arbitrarias, digamos, M™ e
N, nao é dificil notar que o seu produto cartesiano M x NN é uma variedade diferencidvel
de dimensdo m + n. Isto fica claro, uma vez que, dados dois atlas, Ay = {(Xx, Ux) }aea
e Ay = {(Ys, V) }oex, pertencentes a M e N, respectivamente, temos que a 0 conjunto
B, dado da forma

B = {(Z>\0'3 W)\O’)})\O’EAXZ?

onde Wy, = Uy x V, € R™"™ e Z,, : Wy, — M x N aplica X nas m primeiras
entradas de um elemento x de W), e Y, nas n ultimas entradas, constitui um atlas
para M x N. Para vermos isso, é necessario apenas mostrar que as parametrizacoes
desse conjunto sao suavemente compativeis, e isso se verifica verdadeiro, uma vez que a
transi¢ao suave entre as parametrizacdes de B pode ser expressa pela compatibilidade das
parametrizacdes Ays e Ay nas suas respectivas entradas. Por fim, sejam ds?w e ds?v as
formas quadraticas associadas as métricas de M e N, respectivamente. Entdo aplicagao

ds%; n = dsi; + ds3,

constitui também uma forma quadratica que varia de forma diferencidvel, conforme varia-
mos os pontos de M x N, e com isso, podemos concluir que a aplicacio associada a esse
elemento de linha constitui uma métrica Riemanniana para M x N, como queriamos.

De fato, seguindo esse exemplo, podemos obter uma métrica para R x H? fazendo o
produto das métricas que ja obtemos, desse modo, obtemos

dsg o = dt* + du® + senh?(v)dv®.

No entanto, essa versdo do R x H?2 nio nos interessa pelo fato dela estd imersa em um
ambiente, o L2, No préximo capitulo apresentaremos uma solucdo para esse impasse

3.3 Conexoes afins e conexao Riemanniana

Ap6s estabelecermos a definicdo de variedade Riemanniana, avangamos agora para um
conceito fundamental em nossa andlise: a no¢ao de conexdo. Iniciaremos com a conexao afim,
que fornece um meio de diferenciar vetores ao longo de uma variedade, e em seguida abordaremos
a conexdo Riemanniana, que incorpora a estrutura métrica da variedade, desempenhando um
papel essencial no estudo das curvaturas e do transporte paralelo.

Para partir para a préxima defini¢do, denotaremos por X' (M) o conjunto de todos os campos
de vetores suaves em M e por F (M) o conjunto de todas as fungdes suaves reais em M.

Definicao 3.5. Dizemos que uma conexdo afim em uma variedade diferenciavel M é um operador

V dado da forma

V:X(M)x X(M) = X(M) (16)
(X,Y) — VxY
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e que satisfaz as seguintes propriedades:
1. VixtgvZ = fVxZ +gVyZ,
2. VxY+2)=VxY +VxZ,
3. Vx(JY) = [VxY + X[(Y),
onde XY, Z € X(M)e f,g € F(M).

Esta definicdo é claramente bem mais abstrata do que todas as que tivemos até agora. No
entanto, ela possui um significado geométrico fundamental, pois generaliza a nogao de transporte
paralelo discutida anteriormente. Poderiamos apresentar uma série de resultados que demonstram
aequivaléncia dessa defini¢do com a de paralelismo. Contudo, como tais resultados se distanciam
dos nossos objetivos, indicamos referéncias apropriadas onde podem ser encontrados.

A préxima definicdo nos apresenta uma propriedade encontrada em algumas conexdes que
generaliza a regra do produto usual.

Definicao 3.6. Sejam M uma variedade Riemanniana e NV uma conexdo afim de M. Entdo
dizemos ¥ é compativel com a métrica de M quando, para quaisquer campos X,Y,Z € X (M)
vale

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ). (17)

Por fim, a seguinte defini¢do antes de partirmos para o teorema principal desta secao utilizard
um conceito chamado Colchete de Lie. Que se trata de um operador que transforma um par de
campos X,Y € X(M) nocampo [X,Y] = XY - Y X.

Definicao 3.7. Dizrmos que uma conexdao V de uma variedade Riemanniana M é é Simétrica
quando, para quaisquer X,Y € X (M), valer a igualdade

VxY - VyX =[XY]. (18)

Observacao 3.3. . Dada uma parametrizagcdo (X,U) de M, dados dois campos coorde-
nados X; e X, vemos que a simetria de V nos fornece a seguinte igualdade

Vi, Xj -V, Xi = [X;, X;] =0, (19)

isso se da pelo fato de X; serigual a %, onde 0 se trata da derivada no sentido Euclidiano
K]

na direcao X;. Como, por definicdo, X deve ser uma aplicacdo suave, entdo segue que

suas derivadas parciais mistas sdo iguais, resultando na igualdade acima.

Por fim, vejamos tal resultado implica diretamente na seguinte igualdade
Vx, X; = Vx, X,

que sera bastante utilizada nas proximas segoes.

42



2. E facil verificar que o Colchete de Lie possui as seguintes propriedades:

* [,] é uma forma bilinear,
* [,] é antissimétrico,

* [,] satisfaz a Identidade de Jacobi, ou seja, para campos X,Y,Z € X (M), vale
[[X?YLZ} + [[Yv ZLX] + HZa X]7Y] =0,
* Dados f,g € F(M), [,] também satisfaz a igualdade

[fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

Agora apresentamos o principal resultado desta secio, conhecido como o Teorema Funda-
mental da Geometria Riemanniana. Esse teorema assegura a existéncia e unicidade de uma
conexdo afim que é simultaneamente simétrica e compativel com a métrica. Além disso, ele
fornece uma caracterizacao explicita dessa conexao. O mais notavel € que essa conexao, chamada
de Conexdo de Levi-Civita, depende unicamente da métrica de M, tornando-se, assim, um ente
intrinseco da variedade.

Teorema 3.1. (Levi-Civita). Para qualquer variedade Riemanniana M, existe uma unica co-
nexdo afim V que satisfaz as condicoes

4. V é simétrica;

5. V é compativel com a métrica de M.

Demonstracdo. Suponhamos primeiramente que essa conexao exista. Logo, dados trés campos
de vetores arbitrarios X, Y, Z € X (M), temos as seguintes igualdades:

X<Y7Z> = <VXY7Z>+<Y7VXZ>7 (20)
Y<Z7X> = <VYZ3X> + <Zv v3/')(>7 (21)
Z(X,Y) = (VzX,Y) +(X,VzY). (22)

Fazendo a soma das duas primeiras equacgdes e subtraindo pela terceira, obtemos

X(Y,Z)+Y{(Z,X) - Z(X,Y) = (VxV,2)+ (Y,VxZ)+ (VyZ,X) + (Z,VyX)
—(VzX,Y) — (X,VzY)

= (VxY,Z)+ (Y, [X, Z]) + (X,[Y, Z]) + (Z, Vv X).
Com isso, observando a igualdade
VyX =VxY — [X,Y],
chegamos na equacio

XY, 2)+Y(Z,X) - Z(X,Y) = 2(VxY,Z)+(Y,[X,Z])+ (X,[Y, Z])
_<Zv [X7 Y]>
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Reorganizando as contas, chegamos na seguinte equacio, conhecida como Férmula de Koszul:

(VxY, Z) = 1(X(Y, Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y) — (Y, X, Z])
2 (23)
—(X,[Y, Z)) + (Z,|X, Y]>>.

Essa férmula nos revela que uma conexao que satisfaca as cinco propriedades depende apenas da
métrica da variedade e, além disso, revela sua unicidade, ja que qualquer conexdo que satisfaca
todas as cinco propriedades tem que satisfazer essa formula de caracterizagao.

Agora, para provar a existéncia dessa conexao, definamos a partir da férmula (23]). Tomando
mais um campo de vetor W € X' (M) e fungdes suaves f, g € F(M), temos

1.

(VixswV:2) = 3 [(FX + W)Y, 2) 4 Y(Z, (X + gW)) — Z((fX + W),
(VL [(FX + gW), Z)) = (FX + gW), [, 2))
HZI(FX +gW),])

= Slrxma Wy 2) + frzx) vz x)
HOY(ZW) + Y (9)(Z,W) — JZ(X,Y) = Z(){X,Y)
.

—9ZW.Y) = Z(g)(W,Y) — f(Y, [X, Z]) + Z(f){Y, X)
—9(Y, W, Z]) + Z(g)(Y, W) = f(X,[Y, Z]) — (W, [Y, Z])
+f< 7[ ) ]>_Y(f)<Zv >+9<Z’[VV7Y]>_Y(9)<27W>

_ g[xm 2)+Y(2,X) — Z(X,Y) — (Y,[X, Z])
—(

+ g [W(Y, Z)+Y(Z,W) — Z(W,Y) — (Y, [W, Z))
—(

= (fVxY,2) +(gVwY,Z) = (fVxY +gVwY, Z)
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(Vx(Y +W),2) = = %[X<Y+ W, 2)+ (Y + Z)(Z,X) — Z(X,Y + W)

_<Y+ W/, [X7 Z]> - <X7 [(Y + W)7Z]> + <Z7 [Xv (Y + W)]>

XY, Z)+Y(Z X)—-Z(X,Y) - (Y,[X, Z])

—(X, [V, 2) + (Z,[X.Y])| +
[X(W, 7y + W{Z,X) — Z{X, W) — (W, [X, Z])
—(X, W, 2)) + (2.[X, W])]

= (VxY,2) +(VxW,2Z) = (VxY + VxW, Z),

(Vx(¥).Z) = [XUY.2) 4 Y2 X) - 20X, 5¥) ~ (Y, (X, 2)

—(X, 1Y, 2) + (2, [X, fY])

(X, 2)+ FX(Y,2) + (fY)(2,X)

(
—(f2)XY) = Z(H)(X,Y) = [V, [X, Z])
—(X, fIY, 2] = Z2(H)X) + (2, fIX, Y]+ X(F)Y)

N

_ g[xm 2)+Y(2,X) - Z(X,Y) — (Y,[X, 2))
(X, [V, 2)) + (2, [X,Y])]

5 (XU 2) = Z(G)XY) + ZGUXY) + X (DY, 2))

= (fVxY,2) +(X(/)Y,2) = (fVxY + X(f)Y, Z),

(VxY,Z) = (VyX,Z) = =|X(Y,Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y)—(Y,[X, Z])

~(X,[V, Z]) + (2, X, Y])]
[Y<X, Zy+ X(Z,Y) — Z{Y, X) — (X,]Y, 2))
(



5. Por fim, temos

(VxY,Z)+ (Y,VxZ) = —|X(YV,Z)+Y(Z X)—Z(X,Y)—(Y,[X,Z])

|

(X, [V, Z)) + (2,[X,Y])]
|
(

= X(Y,Z).

E portanto, concluimos que a férmula de Koszul caracteriza uma conexao simétrica e compativel
com a métrica, como queriamos. U

Tomemos agora dois campos coordenados arbitrarios, X; e X, de M. Calculando a conexdo
com respeito a esses dois campos, obtemos

Vx,X; =T5x"%

onde Ffj sdo os chamados simbolos de Christoffel de M. Esses simbolos podem ser determinados
exclusivamente pela métrica e sao dados pela férmule{lj

1
I} = 59“ (Xigiy + Xj9a — Xu19i5) » (24)
onde ¢*' representa o elemento k! da matriz inversa 2 matriz dos elementos gi;. Algo que
também € valido observar é que, pelo fato de [0;, 0;] = 0, € verdade que Ffj e Ffz

A partir desses simbolos, nés conseguimos, para quaisquer dois campos X,Y € X (M),
calcular Vx Y a partir dos campos coordenados, e desse modo, obtemos

k
ViV = X° @2 + rﬁ;w‘) % (25)

Uma vez que mostramos a existéncia e unicidade da conexdo de Levi-Civita, também cha-
mada de conexdo Riemanniana, € ela que usaremos a partir de agora. Na préxima secao
definiremos algumas nog¢des de curvatura, que generalizam a curvatura Gaussiana, vista nos
capitulos anteriores.

Ver capitulo II de [4].
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3.4 Curvatura em uma variedade Riemanniana

A defini¢do de curvatura que apresentaremos a seguir ¢ mais abstrata. No entanto, ao longo
desta secdo, seu significado serd gradualmente esclarecido e contextualizado.

Definicao 3.8. Seja M uma variedade Riemanniana. A aplicacdo R, que associa, a cada dois
campos de vetores X,Y € X (M) a aplicagio R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ +Vixy|Z

E denominada Curvatura Riemanniana de M.

Perceba que, uma vez que em R" Vx7Z = Zz X Z;, e consequentemente VyVxZ =
>, Y X Z;. Isso implica que a curvatura de Riemann para quaisquer dois campos vetoriais em
R™ é nula. Esse fato decorre da comutatividade das derivadas covariantes nesse espago. A partir
disso, podemos interpretar geometricamente a curvatura Riemanniana de uma variedade como
uma medida do ’quao distante’ essa variedade esta de ser localmente equivalente a R"™.

Uma outra maneira de observar essa relacao € analisando a derivada covariante dos campos
coordenados. Com isso, temos, para trés campos J;, 0; e O, a seguinte relacdo

R(azv aj)ak = (Vaivaj - vajvai)ak'

Esta formula nos mostra com mais clareza que a curvatura Riemanniana mede o grau de
comutatividade de uma conexao.
A seguinte proposicio estabelece algumas propriedades fundamentais da curvatura Rieman-

nian

Proposicao 3.4. A curvatura Riemanniana R goza das seguintes propriedades:

* Rébilinearem X (M) x X(M). Ou seja, para W, X, Y, Z € X(M) e f,g € F(M), sdo
validas as seguintes propriedades:
R(fX+gW,Y)Z = fR(X,Y)Z+gR(W,Y)Z,
R(X,fY +gW)Z = [R(X,Y)Z+gR(X,W)Z.

* Rélinear em X (M), isto é

RX,Y)(fZ+gW)=fR(X,Y)Z +gR(X,Y)W.

Daqui em diante, utilizaremos com frequéncia o operador (R(X,Y)Z, W) em algumas
construcdes. Para facilitar a notagdo, em alguns contextos convenientes, esse operador serd de-
notado simplesmente por (X, Y, Z, W). A seguir, apresentamos alguns resultados fundamentais
sobre essa notagao e suas propriedades.

18Ver proposigdo 2.2 de [4]
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Proposicao 3.5. (Primeira identidade de Bianchi). Para campos de vetores arbitrarios X, Y, Z €
X (M). A curvatura riemanniana R goza da seguinte propriedade:

R(X,Y)Z+R(Z, X)Y + R(Y,Z)X =0 (26)

Demonstracdo. A demonstracio desse fato segue da expansao das curvaturas Riemannianas e
da identidade de Jacobi, vista em (2). Explicitamente

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = VyVxZ—VxVyZ+VixyZ+VVyX
“VXV2Y + Vg X + Vx VY - V,VxY
+Vix 21y

= Vy[X,Z]+ Vz[X, Y]+ Vx[Z,Y] - Vix 51Y
—Vivx)1z = Vizy)x
= VX, Z]|+[Z [X, Y]]+ [X,[Z,Y]]=0

Agora podemos enunciar o seguinte resultado

Proposicao 3.6. Dados campos de vetores X, Y, Z,W € X (M), as seguintes propriedades sdo
verdadeiras:

« (XY, Z, W)+ (Y, Z,X, W)+ (Z,X,Y,W) =0,

« (X,Y,Z,W)=—(Y,X,Z,W),

( )
( ) =

¢ (vavaZaW) = _(X>Y7VV>Z)»
( ) =

XY, Z,W) = (Z,W,X,Y).

Demonstracdo. A primeira propriedade € consequéncia direta da identidade de Bianchi. A
segunda vem do fato, facilmente verificavel, de que R(Y,X)Z = —R(X,Y)Z. A terceira
propriedade segue do fato de que (X,Y,Z,Z) = 0. De fato, supondo que essa igualdade é
verdadeira, obtemos

0:(X1Y7Z_VV7Z_W) = (X7Y7Z7Z)_(X7KZ7W)

que segue na propriedade trés. Portanto, provemos que (X, Y, Z, Z) = 0.
Uma vez que

(VyVxZ,Z) = Y(VxZ Z)— (VaZ,V,2)

(VxVyZ,2Z) = X(NyZ,7) - (VyZ,VxZ) e
1

<V[X,Y}Z7Z> = §[X7Y]<Z7Z>7
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chegamos nos seguintes calculos:
(X,Y,Z2,Z) = (VxVyZ —-VyVxZ+Vixy\Z,2)
1

_ ;wxwzwaﬁymz»+wﬂwzm>
_ %(_pg YZ,2) + X, Y)(Z,2)) = 0.

Por fim, para demonstrar a dltima propriedade, somaremos as equacgdes abaixo que conse-
guimos a partir da primeira propriedade.

(X, Y, Z W)+ (Y, Z,X,W)+ (Z, X, Y, W) = 0,
Y, ZW, X))+ (Z,W,Y, X))+ (WY, Z,X) = 0,
(ZW, X))+ (W, X, Z)Y)+ (X, Z,W,Y) = 0,
(W, XY, 2) + (X,Y,W,2) + (Y,W,X,Z) = 0.
Desta forma, obtemos a seguinte igualdade:
22, X, Y,W)+2(W,Y, Z, X) = 0.
Utilizando a segunda propriedade nessa equacao, chegamos no resultado esperado. O

Podemos verificar que a curvatura Riemanniana, quando reduzida a superficies em M?,
representa justamente a curvatura Gaussiana de tais superficies. Uma outra construcao que
podemos fazer em uma variedade qualquer, e que, diferente da curvatura de Riemann, possui
um significado geométrico mais claro, € a partir de uma se¢@o plana de M. Dados dois vetores
linearmente independentes z,y € T, M, o nimero K (x, y), dado da forma

T7 (l”aya%?/)
K(e.y) = o 27)

onde |z Ay|? = (x,2){y,y) — (z,y)?, é chamado de Curvatura Seccional de M na segio plana
o de T, M gerada pela base {x,y}. A seguinte proposi¢do nos mostrard que essa defini¢do de
fato estd bem posta, isto €, a curvatura seccional em uma secao plana o de 7, M nao depende da
base escolhida para gerar o.

Proposicao 3.7. Seja o uma segdo plana bidimensional de T,M e x,y € T, M vetores linear-
mente independentes. Entdo a aplicacdo K (x,y) ndo depende da escolha de x e de y.

Demonstracdo. Para que provemos esta proposicao, é suficiente mostrarmos que, para A € R,
valem as seguintes propriedades
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1. K(z,y) = K(y, ),
2. K(z,y) = K(\1,y),

3. K(z,y) = K(z + Ay, ),

pois, qualquer mudanca de base de geradores de um espago vetorial pode ser expressa como
composicao dessas trés propriedades.

Temos que a primeira igualdade segue do fato de que (z,y,x,y) = (y,z,y,x), provado a
partir da segunda e terceira propriedades vistas na proposi¢ao (3.6} e além disso, pela simetria do
produto interno, segue que |z A y| = |y A z|.

Para vermos que a segunda igualdade é verdadeira, basta percebermos que (Ax,y, A\z,y) =
N (z,y,7,y) e que |Ax A y|2 = A\2|x A yl, e disso segue a igualdade.

A terceira igualdade é verificada fazendo os seguintes cdlculos: Primeiramente, temos que

(x+ Ay, 2+ Ay, y) = (2,9,2,9) + ANy, v, 2,9) + M@, v, 9,9) + N (4,9, 9, 9),

donde os trés dltimos termos se anulam, restando a igualdade que queriamos.
Fazendo o mesmo processo com o denominador de K (z,y), obtemos

z+ Ayl = (@) + 22Xz, y) + Ay, 1) (Y, )
—((z,9) + My, y)?
= (z,2)(y,y) — (z,y)°
[z Ay,

e com isso, provamos a terceira igualdade. 0

Agora que mostramos algumas construgdes e resultados fundamentais da geometria Rie-
manniana, estamos prontos para realizar essas constru¢des em R x H2. No préximo capitulo,
construiremos de forma rigorosa esse espaco e calcularemos algumas de suas curvaturas a fim
de fazermos um comparativo com a geometria diferencial classica.

4 Geometria diferencial em R x H?

Neste capitulo, aprofundamos o estudo de superficies imersas em R x H?, a qual é uma
variedade produto, como discutido anteriormente. No entanto, como o espaco hiperbdlico que
construimos corresponde a uma superficie imersa no espago de Lorentz-Minkowski, ao utilizar
esse modelo para definir R x H?, obteremos uma variedade imersa em R x L3 = LL4.

Nosso objetivo, porém, ndo € estudar essa variedade enquanto imersa em um ambiente maior,
mas sim analisd-la de forma independente. Para isso, apresentamos uma variedade isométrica a
H? que ndo é construida a partir de uma imersao, permitindo-nos formular o estudo de maneira
mais adequada. Uma vez estabelecida essa estrutura, investigamos as superficies contidas nesse
espaco.

Na primeira sec@o deste capitulo, faremos uso extensivo dos resultados sobre isometrias do
espaco hiperbdlico apresentados em [1]]. Em particular, a isometria que empregaremos entre
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os dois modelos hiperbdlicos aqui considerados corresponde a composi¢ao de duas isometrias
descritas naquela obra. No restante do capitulo, os resultados demonstrados e os exemplos
discutidos terdo como base os contetidos do sexto capitulo de [4], o qual trata das imersdes
isométricas.

4.1 Isometria do espaco Hiperbdlico

Diferente da defini¢do de isometria utilizada no primeiro capitulo, neste capitulo faremos
uma definicdo mais abrangente que a anterior. Aqui, ndo trataremos apenas de superficies em
R3, mas sim de duas variedades Riemannianas quaisquer,

Dito isto, dadas duas variedades Riemannianas M; e M, uma isometria ¢ : My — My se
trata de um difeomorfismo entre essas duas variedades que preserva a estrutura métrica de M;
em Mo, isto é, a seguinte igualdade serd valida:

(u, v)p = (dp(u), dp(v)) ()

parau,v € T, M.

Note que quando nos restringimos a superficies em M3, entiio retornamos 2 defini¢io original
feita no primeiro capitulo. A diferenca essencial que é encontrada em ambas as defini¢des esta
no fato de que as superficies em M? dependem da métrica do ambiente ao qual elas foram
construidas. Quando generalizamos essa definicdo para variedades Riemannianas quaisquer,
torna-se desnecessario que a variedade esteja imersa em um ambiente, como o R3, ou IL3.

Dito isto, construiremos o espaco denominado Semi-plano Hiperbélico e mostraremos que
esse espaco é isométrico a H?.

O conjunto H = {(z,y) € R?| y > 0} munido da métrica Riemanniana ( , )y que, para
p = (x,y) € H, a forma quadratica associada a métrica de H aplicada em p é da forma

B dz? + dy?

ds%(p) )2

Como ds?(p) é claramente uma forma bilinear simétrica positivo-definida, é verdade que
mostrar que H € uma variedade diferencidvel é suficiente para concluirmos que esse conjunto,
juntamente com a métrica ds%l, se trata de uma variedade Riemanniana. De fato, esse conjunto,
por ser um subconjunto aberto de R?, é claramente uma variedade topolégica. Entdo, o nosso
problema se reduz a exibir um atlas para o conjunto H.

Para tanto, basta observarmos que o par (R?, ¢), onde, ¢ é da forma

o:R? —» H
(@,y) — (x,€),

forma uma parametrizacio de H, e mais ainda, (R?, ) cobre todo o conjunto H de forma
biunivoca. Desta forma, observando que a aplicag¢do ¢ é um difeomorfismo, concluimos que o
conjunto A = {(R?, )} constitui um atlas para H, o que demonstra que de fato, (H, ds?) se
trata de uma variedade Riemanniana.
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Agora provemos que H e H? sdo isométricos, isto é, que existe uma isometria entre esses
dois espagos. A aplicacdo que utilizaremos para demonstrar esse fato serd ¢ : H> — H, dada

da forma
(2, 2) = (2 —
':L" 7z = bl .
LY r+z x4+ 2

Mostremos primeiramente que a aplicacdo F' é uma bije¢cdo. Para isso, tomando um ponto
p = (z,v, 2) arbitrdrio de H?, temos que os seus correspondentes pontos de H sio (u, v), dados
da forma

Y 1
u = e v = .
T+ z x4+ z

Observando as equagdes acima, fica evidente que dividindo u por v nés obtemos y, além
disso, partindo da equacdo de v, também vale a igualdade

1
r=—-—2z.
v
Elevando os dois lados ao quadrado, temos
1
T — = - + 22
v v

2

logo, usando o fato de que 2 + y? — 22 = —1 e de que y = u/v, obtemos

1 z
== -22+2%+y" +1
v v
2z 1 n u? n v?
v w2 2 2
1+ u? 40
2=\
2v
Logo, aplicando esta igualdade na equagao
1
rT=——2z,
v
obtemos o seguinte valor para x:
1— 2 2
2v

Por fim, como p € H? ¢ arbitrario, segue que a funcio

1—w?—v2 u 14 u?+0?
Glu,v) = v v’ 20
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constitui uma aplicagdo inversa para F'. Portanto, concluimos que F' € uma bijecdo. Mas nao
s6 isso. Como em ambas as aplicacdes as fungdes coordenadas s@o infinitamente diferencidveis,
entdio é verdade que F se trata de um difeomorfismo entre H? e H.

Agora provaremos que F' preserva a métrica de H2. Para isso, lembremos que dada uma
variedade qualquer M e seja X uma parametrizacio de uma vizinhanca de M. Quando tomamos
um ponto p € M parametrizado por X e u,v € T),M e escrevermos tais vetores da forma

u = E wX; e v= E v; X
i J
vemos que € valido afirmar que

(u,v) = Zgijuivj.
1,3

Como u e v sdo arbitrérios, entdo concluimos que a métrica serd dada apenas caracterizando g;;.
E € isso que faremos.
Utilizando a parametrizacio X de H? dada da forma

X (r,0) = (senh(r)cos(), senh(r)sen(0), cosh(r)),
uma vez que seus vetores tangentes X,., Xg sdo da forma

X, = (cosh(r)cos(0),cosh(r)sen(d), senh(r))
Xy = (—senh(r)sen(),senh(r)cos(6),0),

obtemos os seguintes valores para os coeficientes da métrica:
gr =1, go=0, ggg=senh’(r).
Agora tomando a parametrizacdo Y de H, dada por
Y(r,0) = (F o X)(r,0),

€ suficiente provar que os coeficientes da métrica de H, os quais denotaremos por g;; sejam
iguais aos coeficientes da métrica com respeito a parametrizacdo X, isto é, gij{]ﬂ Desta forma,
fazendo a composi¢do de F' com X, chegamos na seguinte forma explicita de Y;

senh(r)sen(0) 1 )
senh(r)cos(8) + cosh(r)’ senh(r)cos(0) + cosh(r) )’

Vi) = (

Derivando Y com relagdo a r e a f, obtemos

De fato, 0 método aqui utilizado é utilizado para verificar se duas variedades sdo localmente isométricas, a0 invés
de isométricas. No entanto, se a variedade de entrada possuir um atlas composto por apenas uma parametrizagao,
entdo esse resultado local pode ser considerado global.
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B senf —(cosh(r)cos(0) + senh(r))
Y = ((senh(r)cos(@) + cosh(r))2’ (senh(r)cos(6) + cosh(r))? > ’
Y, — <senh(r)(senh(r) + cosh(r)cos(0)) senh(r)sen(0) ) '
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?  ’ (senh(r)cos(0) + cosh(r))?

Com isso podemos calcular os coeficientes:

(cosh(r)cos(6) + senh(r))? + sen?(0)

~ - sennir)cos coshl(r 2
Grr = (senh(r)cos(0) + cosh(r))? .(senh(r)cos(6) + h(r))

_ cosh®(r)cos®(0)2cohr(r)senh(r)cos(8) 4+ +senh?(r) 4+ sen?(0)
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?

Aplicando em senh?(r) e sen?(f), respectivamente, as identidades

sen?(0) 4 cos*(9) = 1
cosh*(r) — senh?(r) = 1,

e expandindo os célculos, obtemos

G = |cosh?(r)cos®(0) + 2cosh(r)senh(r)cos(H)

+senh?(r)(sen®(0) + cos?(0)) + sen®(0)(cosh?(r) — senhQ(r))]
1
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?

(senh(r)cos(0) + cosh(r))?

= =1
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?
Partindo para g,.9, temos
Gro = |senh*(r)sen(0) + senh(r)sen(f)cosg(r)cos(6)

—senh(r)sen(8)cosg(r)cos(f) — sen?(r)sen(f)
1
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?

=0

E por fim, temos que
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senh?(r)(cosh(r)cos(0) + senh(r)) + senh?(r)sen?(0)
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?

Jog =

senh?(r)((cosh(r) + senh(r))? + sen?(0))
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?

senh?®(r)(senh(r)cos(0) + cosh(r))?
(senh(r)cos(0) + cosh(r))?

= senh?(r).

Nas duas ultimas linhas da equagao foi utilizada a mesma igualdade calculada em g,.,.

Assim, concluimos que H e H? sdo isométricos. Com essa demonstragio, adotaremos a
notacdo H? para representar o semiplano H a partir de agora. O espaco R x H? serd, portanto
definido como o conjunto

{(t,z,y)|t € Re (z,y) € H}
munido da métrica
dz? + dy?
2 2
dsg 2 = dt* + T

Na préxima secao, exploraremos algumas propriedades das superficies imersas nesse novo
ambiente que construimos.

4.2 Curvaturas média e de Gauss-Kronecker em R x H?

Uma vez que construimos o espaco R x H?, vamos agora apresentar alguns exemplos de
curvatura de Gauss-Kronecker e média de superficies. Para isso, vamos apresentar de forma
explicita os cdlculos da aplicacdo normal e das componentes da segunda forma fundamental.

Vale ressaltar que para diferenciar da curvatura Gaussiana, denotaremos a curvatura de
Gauss-Kronecker a partir de agora por K. Essa distin¢do ¢ importante neste momento, pois,
como serd visto na proxima sec¢do, nesse ambiente esses dois conceitos sdo coisas distintas,
diferente do que acontece em R3.

Seja

p=(t,z,y)

um ponto de M € R x H? e seja X uma parametrizacio de M em uma vizinhanca de p. Deste
modo, uma vez que

X(uv U) = (t(uv U)? x(u, U)v y(u7 U)),
obtemos

(28)

Xy = (tuazmyu)
Xv = (tvaxvayv)
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Deste modo, os coeficientes da primeira forma fundamental sao escritos da forma

x2 + o
y2

TyTy + Yulo

2+ y2
yQ 2

E=t:+ F =tyty + G=1t+ (29)

Com isso, também obtemos a expressdo do determinante EG — F2, que serd da forma

1
EG-F*= E ((xuyv - yu$v)2 + y2(yutv - tuyv)2 + y2(tul'v - l'utv)Q) . (30)

Para calcular a expressdo da aplicacao normal, é necessario obtermos uma base ortonormal
para o nosso ambiente. Isto se d4d pois a métrica utilizada ndo preserva a ortonormalidade da
base candnica {0y, 0,,0y}. De fato, 9y = (1,0,0) ainda permanece normal, no entanto, uma
rapida verificacdo nos mostra que

1
10z]| = = = |0y]],
y

onde 9, = (0,1,0) e 9y, = (0,0, 1).Isso nos induz a escolher uma nova base que seja ortonormal
para que possamos calcular o produto vetorial entre X, ¢ X,,. E ela serd da forma

€t = ata
€xr = yaa:
ey = YOy

Com isso, mudamos os vetores X, e X, para essa nova base ortonormal e obtemos

x
Xy = tuer+ ey + y—uey, e
Y Y
x
X, = tyer+ e, + &ey.
Y Y
Deste modo, o produto vetorial serd da forma
N— Xu X Xy ’
[ Xu X Xo|
onde
et ey €y
XuxXo=| tu zu/y /vy |,

te To/Y Yoly

Assim, definindo os termos
N1 = ZyYo — Tolu,
N2 = yutv - yvtua (31)
N3 = tyzy — tyy,
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Obtemos

N N- N.

Xy x X, = —;et—i——Qem—i——gey
Y Y Y
Ny

= ?@ + N20; + N30,

E disso, segue que

N 2(N2 + N2
”XUXXUH:\/ LW TN B — R,

y2

Com o objetivo de simplificar a notagdo na hora dos cdlculos, denotaremos /N7 + y2(N3 + N2)
por W.
Dai, segue que N serd da forma

N1,y*Na, y*N3)
w
Por fim, diferentemente do cdlculo dos coeficientes da segunda forma fundamental em R3,
onde utilizamos as derivadas segundas de X, isto €, X,,,, Xy € Xy, aqui utilizaremos a conexao
do ambiente, de modo que obtemos:

€= <N7 vXu*Xu>7 f = <N7ﬁXuXv>a g = <N>vXUXv>7

Nt (32)

onde diferenciamos a conexao do ambiente, V, com a conexao das superficies imersas nele, V,
e, com isso, por (24) e (23), os simbolos de Christoffel e as conexdes ficam da forma

1
F%z = F%l = P%Q = —5 = —F% e

— 2x x2 — g2
VXu*Xu = (tuuaxuu - ﬂv Yuu + uyu>
Y Yy
— X X Lyly —
Vi, X, = <tuv,xuv—M,ym+““M}>
Y Yy
= 2z x2 — 52
VX’L}XU = <tvva LTyy — #yvvyvv + Uyyv>

poderemos com essas formulas calcular as curvaturas Gaussiana e média das superficies de
R x HZ2.

E importante notar que as férmulas obtidas no primeiro capitulo para calcular as curvaturas
média e de Gauss-Kronecker também se aplicam em R x H?. Na verdade, essas expressoes
sdo validas em qualquer ambiente tridimensional M3, pois, em sua construgio, nio utilizamos
especificamente a métrica de R3. Com essa observagio, podemos proceder ao calculo de KeH
utilizando essas mesmas férmulas. Formalmente, este resultado € dado pela seguinte proposicao:
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Proposicao 4.1. As curvaturas média e de Gauss-Kronecker de uma superficie M C M?, sdo
dadas da forma

e eg — f? :lEg—i—eG—ZfF

“FEG_F2 © 2 EG-F? (33)

Demonstracao. De fato, percebamos que, além de estarmos em um conjunto com uma métrica
distinta da euclidiana, o que diferencia o caso do R? com esse mais geral é a defini¢iio de segunda
forma fundamental, que é dada da form

II(X) = —(VxN,X)

Donde, para qualquer campo de vetores X essa aplicacdo pode ser decomposta em termos

e = _<ﬁXuN’ XU> = <N7vXuXu>v
= _<§XuN7 X'U> = <N7§XuX'U>7
g = _<ﬁX1}N’ X’U> = <N7 ﬁXUX’U>

E uma vez que

Vx,N = anXy,+anX,+azNe

u

?X N = a9 Xy + anX, +asN

v

temos que
—e = (Vx,N,X,)=anE +anF,
—f = <§XUN, XU> =anF + anG,
—f = (Vx,N,Xy) =a2E + axnF,
—g = (Vx,N,X,)=a12F + axF,

E com issom obtemos 0 mesmo sistema apresentado no primeiro capitulo.

_ (& f . all ai2 FE F -1
fyg as  a F G
E desenvolvendo esse sistema de forma anédloga ao que foi feito no primeiro capitulo, chegamos
ao resultado que queriamos. O

Agora vamos reproduzir os exemplos vistos no capitulo 1 neste ambiente a fim de perceber
as diferencas que a mudanca da métrica nos da.
Exemplos:

Wver capitulo VI de [4]
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1. Seja h : H? — R, uma funcio de classe C*. Definimos o grdfico de h como sendo a
parametrizacdo da forma

X(u,v) = (h(u,v),u,v).

Calcularemos agora as curvaturas média e de Gauss-Kronecker da superficie parametrizada
por X.

Calculando X, e X,,, obtemos
Xu = (hua 1, 0)
Xy = (hv,0,1),
donde, obtemos para os termos da primeira forma fundamental

1

02’

1

E=h2+ F =hyhy, G=h+ .
v

Além disso, podemos calcular o vetor normal, uma vez que sabemos que

Ny = 1,
N2 = —hu e
N3 = —h,

Temos que

(1, —v2hy, —’1)2hv)
w

W=+1+v2(h2+h2) e N=

Assim, calculando aos temos inX i, 1,7 = u, v, obtemos

— 1
vXuXu = <hu’M707 ) )
v
— 1
vXuXU = <hu’ua _?O> P
v

— 1
vquu = (hvv707 _> .
v

Por fim, tendo calculado esses objetos, podemos calcular finalmente os coeficientes da
segunda forma fundamental, que serao

1 hy 1 hy 1 hy
€—W<huu_v>’ f—W<huv+U> g_W<th+v>-
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e chegamos, portanto, nos seguintes resultados para as curvaturas de Gauss-Kronecker e
Meédia:
o v (huwhow — h2y) + 03 (hy(huw — how) — 2huwhy) — v2(h2 + h2)
(1 +v?(hf + 13))? ’

V4 (huuh? — huwhuho + howh2) — v3(R2hy + h3) + 02 (huw + how)

H =
(L+v2(hg + h3))*?

2. Agora seja a(t) = (t,%(t)) uma curva regular parametrizada em H?, com t(t) > 0. A
partir de agora, calcularemos as curvaturas de Gauss-Kronecker e média de X (u,v) =
(¥(u), ucos(v), usen(v))lﬂ Observemos, neste caso, que o pardmetro v, ndo pode nesta
ocasiao dar uma revolugdo completa de 27, pois a tltima componente de X esta restrita
a ser apenas positiva, portanto a nossa revoluc¢do serd apenas no intervalo (0, ) para v,
como € possivel ver na imagem abaixo.

Figura 8: Revolugio da curva c(t) = (¢,¢%) ao longo do eixo real de R x H?

Temos, desse modo
Xy = (¥’ cos(v), sen(v))
Xy = (¢, —u sen(v), u cos(v)).

Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo da forma

_ "2 1 — — 1
E=w)+ u?sen?(v)’ F=0 G= sen?(v)’

2INesta se¢iio optamos por omitir o parimetro u das equacdes
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e uma vez que N1, No e N3 sdo dados por
Ny =u, No=—utp'cos(v), N3=—uz)’sen(v), (34)
podemos definir W e N da forma

(1, —p'u?sen?(v)cos(v), —'u?sen(v))

VI T (0)Psen?(v)

Além disso, também podemos calcular EG — F?, que ser4 da forma

W =u\/1+ (¢)2u2sen?(v), N =

Y

1+ u?(y')?sen?(v)

EG—F? =
u?sen(v)

Agora, uma vez que as conexoes V x,; X; sao da forma

Vi X, = ( . 2eo8(v)sen(v) 6082(1))—56712(1))>

usen(v) ' usen(v)

u(cos?(v) — sen?(v usen(v)cos(v
Ty X, = <0, ~sen(v) — ™4 is)en(v) ©) cos(w) - & usin>(v)( ”)
'U/QSen vV )cos\v U2 S€n2 v)— COS2 v
Vx, Xy = (0, —ucos(v) + 2 use(nzv) ( ),—usen(v)-i- ( u(se)n(v) ( ))>

Entdo podemos, deste modo, calcular e, f e g, que serdo

1
e = (U¢//+¢/)W

cos®(v sen 2(v)(2cos(v) —
;o= uwlcos(v)< (v) + sen >(v) (2cos(v) 1>>V1V
g = 0.

sen(v)

Deste modo, como, F' e g sdo nulos, as curvaturas serdo expressas da forma

. —f? le
K=—  H=—-—.
EG’ 2F

Fazendo esses calculos, obtemos

P o— (¢")2cos?(v)(cos?(v) + sen?(v)(2cos(v) — 1))?
(14 (¢)2u?sen?(v))?

usen?(v) (" + )
(wZsen®(o) (/)2 + 1372

H =
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Observacao 4.2. Perceba que, neste caso, ndo utilizamos uma curva parametrizada por
comprimento de arco. Isso se deve ao fato de que a métrica do ambiente ndo permite que
as mesmas simplificacées feitas em R3 sejam realizadas aqui. Assim, nos restringimos ao
caso em que a curva é o grdfico de uma funcdao. Embora essa classe de curvas seja, de
fato, mais restrita, trata-se de um exemplo mais simples que optamos por apresentar.

E assim, obtemos os mesmos exemplos de curvatura média e de Gauss-Kronecker calculados
em R3, s6 que desta vez, visto em R x H?. Fica claro aqui a importincia da métrica Riemanniana
para uma variedade. E esta diferenca fica muito clara no exemplo 2, onde o fato da curva ser
parametrizada por comprimento de arco ndo nos ajuda muito na simplificacdo das curvaturas
desse ambiente.

Com isso, seguimos para a proxima se¢ao, onde calcularemos outra curvatura desse ambiente,
a qual definiremos como a verdadeira curvatura de Gauss, uma vez que ela serd intrinseca a
superficie.

4.3 Curvatura Gaussiana em R x H?

Diferente do que foi visto em R3, a curvatura de Gauss-Kronecker de uma superficie em
R x H? nio se trata de um ente localmente intrinseco das superficies regulares desse ambiente.
Podemos notar isso observando que o cdlculo dessas curvaturas depende em diversas ocasides
da conexdo do ambiente, que, por sua vez, € extrinseca a superficie.

Dessa forma, nesta se¢ao, desenvolveremos a curvatura Gaussiana nesse contexto, baseando-
nos em uma formulacdo generalizada do Theorema Egregium de Gauss. Essa construcdo
envolvera tanto a demonstracdo desse teorema quanto a apresentacido da formula de Gauss,
fundamentais para a caracterizagdo da curvatura intrinseca nesse ambiente.

Com isso, uma vez que, para uma dada superficie M e uma parametrizacdo X de M, o
conjunto { Xy, Xy, N} é linearmente independente em 7},(R x H?), segue que ele formard uma
base para o espaco tangente do ambiente. Com isso, podemos representar todas as derivadas
covariantes de X, e X, como combina¢do linear dessa base.

Obtemos, portanto

Vx, Xy = T1, X, +T% X, + L1N,

u

Vx, Xy = ThX,+TI%X, + LN, (35)

v

Vx, X, = TL,X, +T%,X, + L3N,

v

onde Ffj sdo os Simbolos de Christoffel de M. Nao € dificil verificar que esses simbolos sdo
localmente intrinsecos a M. Vale observar que os simbolos de Christoffel ja foram introduzidos
no capitulo anterior, mas aqueles, no entanto, se tratam dos simbolos que caracterizam a conexao
do ambiente. No contexto atual, no entanto, trabalhamos com os simbolos de Christoffel da
superficie, que é proveniente da propria conexao de M.

Se observarmos as igualdades
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1
<vXuXu7Xu> = §Eu7

1
(Vx. X0 X)) = Fu=3Eu,

1
<vaXu7 Xu> = §Ev7

1 (36)
<vaXu7 Xv> = 5Gu7

1
<VXUXU>XU> - Fv - iGU7

1
<vaXva Xv> = §va

e que X, e X, sdo ortogonais a N, aplicando (33) em (36) obtemos os seguintes sistemas:
' E+T%F =3B,
I'F+I%,G=F,—iE,
I'LE +T%LF = 1E,
37

I, F+T%,G = 1G,
ILE+T3,F =F, — G,

I3, F +T3,G = 1G,

Como a determinante da matriz de coeficiente dos trés sistemas é igual a EG — F? # 0,
entdo todos eles possuem solugd@o tnica. Além disso, a propria forma como os sistemas foram
caracterizados nos revela que as solucdes para os simbolos de Christoffel aparecerdo em termos
de E, F, GG e de suas derivadas primeiras, o que, portanto, revela que esses simbolos sdo
intrinsecos a métrica de M, como queriamos mostrar.

O objetivo desses calculos é determinar a curvatura seccional K da se¢io plana gerada pelos
vetores X, e X, e compard-la com a curvatura de Gauss-Kronecker K, dada pela expressao

eg — f?

e
EG — F?

Notamos que, enquanto a curvatura seccional de qualquer se¢io plana em R3 é sempre
nula, em R x H? obtemos um comportamento distinto. Diante dessa diferenca, conduziremos
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uma investigacdo para caracterizar essa curvatura, que, assim como a de Gauss-Kronecker, €
extrinseca. Nosso objetivo serd obter, a partir dessa andlise, um ente intrinseco.
Com isso, a partir da expressiao

T R Xu7XU)X’lL7X”U
KX,y X,) = | (EG_F2 ),

onde
R(Xu’ Xv)Xu = ﬁXquUAXu - vaﬁXuXUa (38)

obtemos, aplicando (35) na expressdo acima, que essa curvatura Riemanniana é dada por

R(Xu, X)Xy =Vx, (T1,X, +T9,X, + LyN)

S ) (39)

onde V se trata da conexdo do ambiente, a qual diferenciamos de V, vista como a conexao da
superficie em si.

Deste modo, uma vez que X, é tangente a M, quando fazemos o produto interno a parte
normal de V se anula, e desse modo podemos substituir por V. Portanto, ao aplicar a regra de
Leibniz em (39) e aplicando na expressao da curvatura seccional, obtemos

— 1
K(Xy, Xy) = EVG—FQ|:<(F%2)UXU+F%QVX’U‘XU

+(F%2)UXU + F%QVXUXU + (L2)uN =+ LZVXuN, Xv>

_<(F%1)UXU + P%leuXU + (F%l)va + P%le'uXU
+(L1)yN + LoV, N, Xv>].

Além disso, ao fazer o produto interno dos dois primeiros campos descritos em (35) com NV,
a parte tangente se anula e obtemos as expressoes

(VX Xy, N) = I4
<§XvXu>N> = L27

donde, as expressoes da esquerda se tratam, respectivamente, de e e f. Deste modo, obtemos

L1:€
Ly = f.

Portanto, unindo essa igualdade e as identidades apresentadas nas equacdes (36) na expressao
expandida de K, obtemos, em termos dos coeficientes da primeira e segunda forma fundamental
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a expressao completa da curvatura seccional, que € dada por:

_ 1
K(Xy, X,) = o 2| (eg — f3) + (M2)u — (T1)o)F + (To)u — (T1))0)G
(40)
1 1 1
+§GU(F%2 —Th) + (Fu — §Ev)F%2 - §GvF%1

Agora note que, uma vez que os simbolos de Christoffel s@o entes intrinsecos a M, o Gnico
termo de K que depende do ambiente se trata da expressio ‘biggi_‘;f? destacada. Isto implica
que a soma da curvatura seccional com a curvatura de Gauss-Kronecker resulte em um objeto
completamente intrinseco a superficie.

Esse objeto recupera em ambientes mais gerais a ideia de Curvatura Gaussiana vista no
primeiro capitulo deste texto.

De fato, ao analisar os calculos realizados até o momento, observa-se que em nenhum instante
foi utilizada uma propriedade especifica da métrica de R x H?. Isso nos permite concluir que esses
resultados sdo validos para qualquer ambiente. Além disso, quando esse ambiente é R3, sabemos
que a curvatura seccional K é sempre nula, o que implica que a curvatura de Gauss-Kronecker
coincide com a curvatura intrinseca da superficie.

Com tudo isso, nés enunciamos o Theorema Egregium de forma completa.

Teorema 4.1. (Theorema Egregium generalizado). Sejam M uma superficie em M> e X uma
parametrizagdo local de M. Entdo a curvatura Gaussiana de M, denotada por K é expressa
localmente pela formula de Gauss, dada por

Coroldrio 4.3. Se para uma parametrizacio X de M C M3, caso a componente F da primeira
forma fundamental seja nula, temos a seguinte versao da formula de Gauss:

v e (vra). " (Vea).) @

Demonstracdo. Basta perceber que os sistemas vistos em (37) estdo diagonalizados. Com isso,
obtemos de forma direta a expressao dos simbolos de Christoffel, e ao substituir em (40)), obtemos
esta formula. O

Apdbs a apresentagdo do teorema, procederemos ao cdlculo da curvatura Gaussiana em
R x H2. No entanto, antes de iniciarmos essa andlise, demonstraremos rapidamente que, como
consequéncia quase imediata da constru¢ao dos simbolos de Christoffel, as geodésicas sao entes
localmente intrinsecos as superficies em M?,
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De fato, sejam M uma superficie em M?, X uma parametrizacio local de M,e~ : I — M
da forma v(t) = X (u(t),v(t)) uma geodésica de M. Sabemos que o campo de vetores 7' ao
longo de v pode ser escrito como

Y () =u' () Xy + V' (t)X,.
E portanto, derivando com respeito a ¢ novamente, obtemos

d
%yl(t) = u”(t)Xu + u,(t) (u/vXuXu + U/VXvXu)

+0" () Xy + 0" (t)(u'Vx, Xy + 'V, Xy).

Aplicando as equagdes descritas em (33) e eliminando as componentes normais para obtermos
a derivada covariante, chegamos a seguinte equacao:

D
aﬁ@ = (U + T () + 20 [u'v" + Ty (v)?) X,
+(u" + T2, (u)? + 202500 4 T3,(v))H) X,
= 07

que pode ser escrita como um sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem, da forma

u” +Tqy (u)? + 20 pu'v’ + gy (v))? =0,
(43)
v + T3 (u)? 4 2T3,u/v" + T4, (v)2 = 0.

Note que uma curva é uma geodésica na imagem de uma parametrizacdo X de M se e
somente se ela satisfaz o sistema de equacdes diferenciais descrito em (43). Desta forma, além
desse sistema nos dar uma caracterizacao local das geodésicas em uma parametrizacdo de M, ela
também nos revela que essa caracterizacao depende apenas dos simbolos de Christoffel, que, por
sua vez, sao intrinsecos a M. Esta observacdo € suficiente para concluirmos que as geodésicas
s@o invariantes por isometrias locais, como queriamos provar.

Por fim, calcularemos a curvatura Gaussiana de uma superficie ¥ em R x H? dada da forma
5 = {(t,2,y) € R x B[t = a In(y)},

aonde a € um numero real fixado. Mostraremos que X possui curvatura Gaussiana constante
negativa. E para isso, utilizaremos e equacgao de Gauss,

K=K+K.
Tomando a fungdo h : H?> — R dada por

h(u,v) = a ln(v),
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parametrizaremos Y. por um grafico de fungao. Isto é, tomamos

X(u,v) = (aln(v),u,v).

2 Ingy,)
Figura 9: Gréfico de

Observemos que no espago euclidiano, uma superficie definida da mesma forma, porém com
a métrica induzida do R3, tera, pela férmula conseguida no primeiro capitulo deste documento,
curvatura Gaussiana K = 0.

Note também que pela férmula da curvatura de Gaus-Kronecker para grifico de fungdes
construida neste capitulo, K também ir4 se anular. Portanto, para calcularmos a curvatura
intrinseca de > em R x H?, Basta calcularmos a curvatura seccional do ambiente em um plano
tangente arbitrario dessa superficie.

Comecemos calculando os coeficientes da primeira forma fundamental de X . Sabendo que

X, = (0,1,0), e

Xv - (gv(]al)a
v
obtemos
1 241
E=—=, F=0 G:“JQr
) )

Desta forma, o valor de EG — F? serd (a® + 1) /v*.
Agora, para calcular os valores dos simbolos de Christoffel, precisamos derivar os coeficientes
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da primeira forma fundamental da parametrizacdo X com respeito a u € a v. Com isso, obtemos

E, =0,
E,=-%
F,=F, =0
G,=0

G, = _Q(aj;-l)

Observando que nesse caso F' = 0 e aplicando esses valores na equagdo (42), chegamos na
seguinte equacao

v2 — 202
K = — +0
2va?+1 (\v¥va2+1/,

_ v? 1y -1
o (@+1) <v?> (@ +1)

Dai, concluimos que a curvatura Gaussiana de X € constante e nao nula, diferentemente de sua
curvatura de Gauss-Kronecker. Uma observacio interessante é que X, quando imerso em R x H?,
trata-se de uma pseudoesfera, enquanto essa mesma superficie no espaco Euclidiano € isométrica
a um plano. Isso nos revela o quanto o ambiente em que uma variedade estd imersa influencia
no seu comportamento. Resultados posteriores garantem que o fato da curvatura Gaussiana de
> ser constante negativa implica que essa superficie sera homotética ao espago hiperbdlico. No
entanto, tal resultado exige um aprofundamento maior na geometria Riemanniana, o que foge do
escopo deste texto. [

A curvatura média desta superficie X é dada por

a

2V1 + a?
Esta férmula aparece em [5], mas fazemos o cdlculo aqui por completude.
Calculando os coeficientes da segunda forma, como visto no primeiro exemplo da se¢do
anterior, obtemos
a
e = — @€ f =g = 0
v2y/1 + a?

Como neste caso F', f e g sao nulos a formula da curvatura média é dada por

gole _1Twime 1 a
2F 2 L 2vV1+ a2

02

220 resultado aqui citado de trata de uma consequéncia do teorema 6.5 de [4].
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