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Fábio, o João Pedro (JP), a Yasmin, o Felipe, o Elias e o Jean, pelas conversas e bons

momentos compartilhados.

Aos meus amigos de graduação, aos quais devo o fato de ter sido parte da melhor

turma que alguém poderia ter.
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“Eu só consigo entender uma sociedade na qual

o conhecimento seja a razão de ser prećıpua que
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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo da teoria dual para ideais de

operadores através do conceito do dual de uma classe de sequências. Começaremos

apresentando a noção de dual de uma classe de sequências, o qual denotaremos por

Xdual, e em seguida apresentamos um estudo sobre esta classe, trabalhando condições

com as quais a dualidade clássica de espaços de sequências é obtida. Estudaremos os

operadores adjuntos e bi-adjuntos neste contexto, além de condições para maximalidade

de ideais caracterizados pelo ambiente de classes de sequências.

Palavras-chave: Classes de sequências, dualidade, ideais de operadores, ideais maxi-

mais.



Abstract

The objective of this work is to present a study of the dual theory for ideals of

operators through the concept of the dual of a class of sequences. We will begin by

introducing the notion of the dual of a class of sequences, which we will denote by

Xdual, and then present a study on this class, working on conditions under which the

classical duality of sequence spaces is obtained. We will study the adjoint and bi-

adjoint operators in this context, as well as conditions for the maximality of ideals

characterized by the environment of classes of sequences.

Keywords: Classes of sequences, duality, operators ideals, maximal ideals.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• K denota o corpo R dos números reais ou o corpo C dos números complexos.

• BE denota a bola unitária fechada de um espaço normado E.

• E ′ denota o dual topológico de um espaço normado E.

• E# denota o dual algébrico de um espaço vetorial E.

• (xj)∞j=k denota a sequência (0, 0, . . . , 0, xk, xk+1, . . . ).

• (xj)kj=1 denota a sequência (x1, . . . , xk, 0, 0, . . . ).

• ej denota a sequência cujo j-ésimo termo é 1 e os demais termos são nulos.

• x · ej denota a sequência cujo o j-ésimo termo é x e os demais termos nulos.

• E 1
↪→ F denota E ⊆ F e ∥ · ∥F ≤ ∥ · ∥E.

• E 1
= F denota que E e F são isomorfos isometricamente.

• BAN denota a famı́lia de todos os espaços de Banach;

• L(E;F ) denota o espaço dos operadores lineares e cont́ınuos de E em F .

• B(E,F ;G) denota o espaço das aplicações bilineares de E × F em G.

•B(E,F ) denota o espaço das formas bilineares de E × F em K.

• F denota a classe dos operadores de posto finito.
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• F(E;F ) denota todos os operadores de posto finito E em F .

• F(E) denota os subespaços de dimensão finita de E.

• CF(E) denota os subespaços de codimensão finita de E.

• I denota um ideal.

• Idual denota o dual do ideal I.

• E ⊗ F denota o produto tensorial entre os espaços E e F .

• x⊗ y denota um tensor elementar em E ⊗ F .

• E ⊗α F denota o produto tensorial E ⊗ F munido de uma norma tensorial α.

• IM :M → E denota o operador inclusão do subespaço M em E.

• QL : F → F/L denota o operador quociente com respeito ao subespaço fechado

L de F .

• T ′ ∈ L(F ′;E ′) denota o operador adjunto de T ∈ L(E;F ).



Introdução

Na década de 1950, A. Dvoretzky e C. Rogers (ver [20]) mostraram que em espaços

de dimensão infinita sempre existem sequências incondicionalmente somáveis que não

são absolutamente somáveis. Na mesma década, A. Grothendieck introduz o conceito

de operador linear absolutamente somante que “transforma” sequências incondicional-

mente somáveis em sequências absolutamente somáveis (ver [21]). Na linguagem atual,

as sequências incondicionalmente somáveis constituem o espaço ℓu1(E) enquanto que

as sequências absolutamente somáveis constituem o espaço ℓ1(E). Tal classe de ope-

radores motivou A. Pietsch a generalizar o conceito, surgindo os operadores lineares

absolutamente p-somantes (ver [28]), aqueles que transformam sequências fracamente

p-somáveis em fortemente p-somáveis.

Um fato demonstrado por Pietsch dá conta de mostrar que se um operador linear é

p-somante, então não necessariamente o seu adjunto também é p-somante. A saber, o

operador inclusão de ℓ1 em ℓ2 é 2-somante e, no entanto, seu adjunto não é 2-somante.

Coube a J. S. Cohen (veja [16]) determinar a qual classe de operadores os adjuntos dos

operadores p-somantes pertencem, a chamada classe dos operadores Cohen fortemente

p-somantes.

Em [29], Pietsch apresenta uma teoria geral que abrange as classes de operadores

lineares já citadas e diversas outras classes de operadores que antes eram estudadas

isoladamente. A teoria é conhecida hoje como Teoria de Ideais de Operadores. Em

1983, Pietsch generaliza a teoria de ideais para o caso multilinear passando a trabalhar

com os chamados ideais multilineares, os quais evidentemente englobam os ideais de

operadores lineares [30]. A partir de então, surgem generalizações dos operadores

absolutamente somantes e também dos operadores Cohen somantes, como por exemplo

podemos ver em [4, 5, 17, 24, 26, 27]

Por sua vez, em [6], G. Botelho e J. R. Campos definem um ambiente abstrato que

generaliza ideais caracterizados por transformação de sequências a valores vetoriais,

como o caso dos operadores absolutamente somantes e Cohen fortemente somantes.

Este ambiente está constrúıdo em torno do conceito de Classe de Sequências e foi

desenvolvido para o caso de operadores m-lineares (o caso linear é recuperado para
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m = 1). Desde então, muitos trabalhos foram desenvolvidos utilizando esse tipo de

abordagem e entre eles estão as referências [8, 10, 12, 15, 31, 32].

Operadores que são caracterizados no ambiente de classes de sequência constituem

os ideais denotados por LX;Y , onde X e Y são classes de sequências associadas ao ideal

de operadores em questão. Naturalmente, a pergunta sobre operadores adjuntos surge:

se T ∈ LX;Y (E;F ), então a qual classe de operadores, dependendo de X e Y , o seu

adjunto T ′ pertence? E o seu bi-adjunto T ′′? Motivados a responder esta pergunta,

Botelho e Campos desenvolveram em [7] uma teoria dual no ambiente de classes de

sequências que dá conta do estudo dessas questões e de outros tipos de resultados de

dualidade.

Em seu livro [29], Pietsch apresenta vários conceitos importantes associados à teoria

de ideais e, dentre eles, a noção de ideal maximal. Esta e outros tipos de propriedades

de ideais são amplamente estudadas, como por exemplo para a classe dos operadores

absolutamente p-somantes (ver [19, Chapter 6]). De forma um tanto natural é posśıvel

estudar a propriedade de maximalidade de ideais por meio do produto tensorial de

espaços de Banach, dada a estreita relação entre a teoria de produtos tensoriais e a

teoria de ideais de operadores. A t́ıtulo de exemplo, a norma dp (norma de Chevet-

Saphar) em E ⊗ F nos fornece o isomorfismo Πp∗(E;F
′) = (E ⊗dp F )′. Sabendo que

o clássico teorema de representação para ideais de operadores maximais ([18, Section

17.5 ]) dá conta de relacionar esta propriedade - a maximalidade - à teoria do pro-

duto tensorial, uma pergunta natural surge: É posśıvel caracterizar ou determinar a

maximalidade de ideais gerados no ambiente de classes de sequências? O estudo desta

questão foi realizado por G. Botelho, J. Campos e L. Nascimento em [9], estudo este

que também abordaremos em nosso trabalho.

O trabalho está dividido em 4 caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo apresentamos con-

ceitos e resultados que servirão como alicerce para o desenvolvimento do texto. No

segundo expomos e estudamos a teoria dual apresentando uma noção de dualidade

para uma classe de sequências. No terceiro caṕıtulo exibimos um estudo sobre os ope-

radores adjuntos no que diz respeito à sua relação com ideais caracterizados por classes

de sequências. Por fim, no quarto caṕıtulo, apresentamos como aplicação um estudo

sobre a maximalidade dos ideais caracte rizados por classes de sequências, o qual está

intimamente ligado ao conceito de quase-norma tensorial desenvolvida em [9] bem como

à caracterização do dual do produto tensorial munido de uma quase-norma tensorial.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Vamos começar nosso trabalho com algumas noções preliminares necessárias e

básicas da teoria que será explorada nos caṕıtulos seguintes. Aqui se encontram concei-

tos e resultados acerca do ambiente de classe de sequências, introduzido no artigo [6],

bem como resultados úteis de Análise Funcional que podem ser encontrados no livro

[11]. Para as aplicações estudadas no Caṕıtulo 4, apresentamos conceitos e resultados

acerca da teoria de produtos tensoriais e, para isto, utilizamos como base o trabalho

[23] e o livro [33].

Pelo caráter do caṕıtulo, as demonstrações de todos os resultados apresentados

serão omitidas e podem ser facilmente encontradas nas referências acima citadas e as

demais referências que serão descritas oportunamente em cada subseção.

1.1 Operadores Lineares

Um operador linear entre espaços vetoriais E e F sobre K é uma função T : E → F

tal que, para todos x, y ∈ E e λ ∈ K, temos T (x+ λy) = T (x) + λT (y).

Dizemos que um operador linear T : E → F entre espaços vetoriais normados é

cont́ınuo se, para todo a ∈ E e ε > 0, existe δ > 0 tal que

x ∈ E, ∥x− a∥E < δ ⇒ ∥T (x)− T (a)∥F < ε.

O espaço de todos os operadores lineares e cont́ınuos entre E e F é denotado por

L(E;F ). Não é dif́ıcil ver que L(E;F ) é um espaço vetorial com as operações usuais

de soma e multiplicação por escalar de funções. Quando F = K, dizemos o operador

linear é um funcional linear e, além disso, escrevemos E ′ = L(E;K), espaço que é

chamado dual topológico de E.

Seja T : E → F um operador linear. Os conjuntos ker (T ) := {x ∈ E;T (x) = 0} e

3



1. Preliminares

T (E) := {T (x);x ∈ E} são subespaços vetoriais de E e F , respectivamente. O primeiro

é denominado núcleo de T enquanto o segundo imagem de T . Um fato interessante é que

se T é cont́ınuo, então ker (T ) é um subespaço fechado de E pois ker (T ) = T−1({0}).
Por fim, sempre que não houver confusão sobre a norma dos respectivos espaços em

questão, escreveremos ∥x∥ ao invés de ∥x∥E.
A seguir, vamos enunciar algumas caracterizações e resultados úteis sobre operado-

res lineares e cont́ınuos cujas demonstrações podem ser encontradas em [11].

Proposição 1.1. Sejam E e F espaços vetoriais normados e T : E → F um operador

linear. São equivalentes:

(a) T é cont́ınuo.

(b) sup{∥T (x)∥;x ∈ E e ∥x∥ ≤ 1} < +∞.

(c) Existe C > 0 tal que ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥ para todo x ∈ E.

Proposição 1.2. Seja E e F espaços vetoriais normados.

(a) A função ∥ · ∥ : L(E;F )→ R dada por ∥T∥ = supx∈BE
∥T (x)∥ define uma norma

em L(E;F ).

(b) ∥T (x)∥ ≤ ∥T∥∥x∥, para todos T ∈ L(E;F ) e x ∈ E.

(c) Se F é Banach, então L(E;F ) também o é.

(d) Se T1 ∈ L(E1;F ) e T2 ∈ L(F ;E2), então T2 ◦ T1 ∈ L(E1;E2) e ∥T2 ◦ T1∥ ≤
∥T2∥∥T1∥.

Uma consequência importante dessa proposição é que E ′ = L(E;K) é sempre um

espaço de Banach mesmo que E não seja Banach. Outro fato importante é que ∥T∥ é
a menor das constantes que satisfaz ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥, isto é,

∥T∥ = inf{C > 0; ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥}.

Exemplo 1.1. Operadores de posto finito: Sejam E e F espaços normados e φ ∈ E ′

e y ∈ F . Defina φ⊗ y : E → F por φ⊗ y(x) = φ(x)y. Claramente, φ⊗ y ∈ L(E;F ),
a dimensão de (φ⊗ y)(E) é igual a 1 e

∥φ⊗ y∥ = sup
x∈BE

∥φ⊗ y(x)∥ = sup
x∈BE

∥φ(x)y∥ = ∥φ∥∥y∥.

Um operador T : E → F é dito de posto finito se dimT (E) < ∞. O espaço de todos

os operadores de posto finito de E em F é denotado por F(E;F ) e contém todos os

operadores da forma φ⊗ y.
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1. Preliminares

A caracterização dos operadores de posto finito apresentada a seguir será de utili-

dade em nosso trabalho.

Proposição 1.3. Um operador T : E → F é de posto finito se, e somente se, existem

n ∈ N, φj ∈ E ′, yj ∈ F , com j = 1, · · · , n, tais que

T =
n∑
j=1

φj ⊗ yj.

A proposição anterior nos diz que a noção de operador de posto finito e operador

de tipo finito são equivalentes para operadores lineares, fato que não é verdade no

ambiente multilinear. O operador adjunto de um operador linear é definido como se

segue.

Dado T ∈ L(E;F ), o operador T ′ : F ′ → E ′ dado por T ′(ψ)(x) = ψ(T (x)), para

todo x ∈ E, é chamado de operador adjunto de T . É fato que T ′ ∈ L(F ′;E ′) e

∥T ′∥ = ∥T∥.
Como T ′ ∈ L(F ′;E ′) então faz sentido considerarmos T ′′ = (T ′)′ e o operador

T ′′ : E ′′ → F ′′ é chamado bi-adjunto de T .

Definição 1.1. Seja E um espaço de Banach. Um subconjunto N de E ′ é dito nor-

mante para E se

∥x∥ = sup
φ∈N,∥φ∥≤1

|φ(x)|,

para todo x ∈ E.

Exemplo 1.2. Sejam E um espaço de Banach e JE : E → E ′′ a imersão canônica,

então JE(E) é um subconjunto normante para E ′.

Agora, enunciaremos alguns resultados clássicos de Análise Funcional necessários

ao trabalho. O primeiro deles é o Teorema do Gráfico Fechado, cuja demonstração

pode ser encontrada em [11, Teorema 2.5.1].

Teorema 1.1 (Teorema do Gráfico Fechado). Sejam E e F espaços de Banach e

T : E → F um operador linear. Então T é cont́ınuo se, e somente se,

G(T ) := {(x, T (x));x ∈ E} ⊂ E × F

é fechado em E × F .

Proposição 1.4. Seja F ⊂ E subespaço tal que F ̸= E. Então, existe um funcional

linear φ ∈ E ′ não nulo tal que φ(x) = 0, para todo x ∈ F .

Demonstração. Veja [13, Corollary 1.8.].
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1. Preliminares

Teorema 1.2 (Prinćıpio da Reflexividade Local Fraco). Sejam M e F espaços

normados com dimM <∞, R ∈ L(M ;F ′′) e N um subespaço de F ′ com dimN <∞.

Então, para todo ϵ > 0 existe um operador S ∈ L(M ;F ) tal que

(a) ∥S∥ ≤ (1 + ϵ)∥R∥.

(b) φ(S(y)) = R(y)(φ), para todos φ ∈ N e y ∈M .

Demonstração. Ver [18, pág. 73].

Finalizando esta subseção, apresentamos uma caracterização para subespaços com-

plementados em espaços de Banach, cuja demonstração pode ser vista em [11, Pro-

posição 3.2.2].

Proposição 1.5. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço de E. As seguintes

afirmações são equivalentes:

(a) Existe um operador linear cont́ınuo P : E → E cuja imagem coincide com F e

P ◦ P = P . Neste caso, dizemos que P é uma projeção de E sobre F .

(b) F é fechado e existe um subespaço G de E tal que E = F ⊕ G, isto é, F é

um subespaço complementado de E. Neste caso, F = {x ∈ E;P (x) = x} e

G = ker(P ).

1.2 Espaços de Sequências

Apresentaremos nesta subseção a definição de alguns espaços de sequências à va-

lores vetoriais. Enunciamos algumas propriedades desses espaços e relações entre eles,

quando for o caso. As definições e resultados aqui apresentados podem ser encontradas

em [10, 16, 22].

Os espaços ℓp e ℓ∞ são bastantes conhecidos na literatura de Análise Funcional.

Tais espaços são constitúıdos por sequências p-somáveis e por sequências limitadas,

respectivamente, a valores em K. Apresentaremos agora esses espaços para sequências

à valores vetoriais. Ao longo de toda esta seção, consideraremos E um espaço de

Banach.

O espaço das sequências limitadas em E é definido por

ℓ∞(E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN; sup

j
∥xj∥ < +∞

}
com a norma ∥(xj)∞j=1∥∞ := supj ∥xj∥. O espaço ℓ∞(E) é completo com a norma ∥·∥∞.

6



1. Preliminares

Seja 1 ≤ p <∞. O espaço das sequências p-somáveis em E é definido por

ℓp(E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN;

∞∑
j=1

∥xj∥p < +∞

}
.

A expressão ∥(xj)∞j=1∥p :=
(∑∞

j=1 ∥xj∥p
) 1

p
define uma norma completa em ℓp(E).

É fato bem conhecido que se 1 ≤ p ≤ q < ∞, então têm-se ℓp(E)
1
↪→ ℓ∞(E) e

ℓp(E)
1
↪→ ℓq(E).

Seja 1 ≤ p < ∞. Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é dita fracamente p-somável se∑∞

j=1 |φ(xj)|p < +∞, para todo φ ∈ E ′. O espaço de todas as sequências fracamente

p-somáveis em E é denotado por ℓwp (E), isto é,

ℓwp (E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN;

∞∑
j=1

|φ(xj)|p < +∞

}
.

A função ∥ · ∥w,p : ℓwp (E)→ R dada por

∥(xj)∞j=1∥w,p = sup
φ∈BE′

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|p
) 1

p

define uma norma completa em ℓwp (E).

Também para 1 ≤ p <∞, o espaço das sequências incondicionalmente p-somáveis

em E é definido por

ℓup(E) :=
{
(xj)

∞
j=1 ∈ ℓwp (E); lim

k→∞
∥(xj)∞j=k∥w,p = 0

}
.

Em geral, tem-se ℓup(E) ⊊ ℓwp (E) e, além disso, o espaço ℓup(E) é fechado em ℓwp (E).

Com isso, usa-se a norma herdada de ℓwp (E) para torná-lo um espaço de Banach.

Proposição 1.6. Sejam 1 ≤ p ≤ q <∞. Então

(a) ℓwp (E)
1
↪→ ℓwq (E) e ℓ

u
p(E)

1
↪→ ℓuq (E).

(b) ℓp(E)
1
↪→ ℓup(E)

1
↪→ ℓwp (E)

1
↪→ ℓ∞(E).

(c) ℓwp (E) = ℓp(E) se, e somente se, dimE <∞.

Esse último item da proposição anterior é o celebrado Teorema de Dvoretzky-Rogers

(ver [20]).

O espaço c0(E) é definido como o espaço das sequências em E que convergem para

0, ou seja,

c0(E) := {(xj)∞j=1 ∈ EN;xj → 0 em E}.

7
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As sequências em c0(E) são convergentes e, portanto, limitadas. Por outro lado, como

nem toda sequência limitada é convergente, tem-se c0(E) ⊊ ℓ∞(E). Entretanto, o

espaço c0(E) não demanda de uma norma particular para torná-lo completo uma vez

que o mesmo é fechado em ℓ∞(E), com a norma ∥ · ∥∞.

Dizemos que uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ EN é fracamente convergente para x ∈ E

se φ(xj) → φ(x), para todo φ ∈ E ′. O espaço de todas as sequências que convergem

fracamente para 0 em E é denotado por cw0 (E). Simbolicamente,

cw0 (E) := {(xj)∞j=1 ∈ EN;φ(xj)→ 0, para todo φ ∈ E ′}.

A função ∥ · ∥cw0 (E) : c
w
0 (E)→ R dada por

∥(xj)∞j=1∥cw0 (E) := sup
φ∈BE′

∥(φ(xj))∞j=1∥∞

define uma norma completa em cw0 (E).

Se (xj)
∞
j=1 ∈ cw0 (E), então (xj)

∞
j=1 é fracamente limitada e, portanto, é limitada.

Logo, (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ∞(E). Além disso,

∥xj∥ = sup
φ∈BE′

|φ(xj)| ≤ sup
φ∈BE′

∥(φ(xj))∞j=1∥∞ = ∥(xj)∞j=1∥cw0 (E)

donde segue que cw0 (E)
1
↪→ ℓ∞(E).

Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ EN é dita Cohen fortemente p-somável,

ou simplesmente Cohen p-somável, se
∑∞

j=1 |φj(xj)| <∞, para toda (φj)
∞
j=1 ∈ ℓwp∗(E ′)

onde 1
p
+ 1

p∗
= 1. O espaço de todas as sequências Cohen p-somáveis em E é denotado

por ℓp⟨E⟩. De forma análoga aos espaços anteriores, a expressão

∥(xj)∞j=1∥c,p := sup
(φj)∞j=1∈Bℓw

p∗ (E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)|

define uma norma completa em ℓp⟨E⟩.
Para 1 ≤ p < ∞, dizemos que uma sequência (xj)

∞
j=1 em E é mid-p-somável se

((φn(xj))
∞
j=1)

∞
n=1 ∈ ℓp(ℓp) sempre que (φn)

∞
n=1 ∈ ℓwp (E ′).O espaço de todas as sequências

mid-p-somáveis é denotado por ℓmid
p (E).

A expressão

∥(xj)∞j=1∥mid,p := sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

(
∞∑
n=1

∞∑
j=1

|φn(xj)|p
) 1

p

8
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define uma norma completa em ℓmid
p (E).

Encerramos a subseção com o seguinte resultado de inclusões:

Proposição 1.7. Seja 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Então

(a) ℓp⟨E⟩
1
↪→ ℓq⟨E⟩.

(b) Se 1 < p ≤ ∞, então ℓp⟨E⟩
1
↪→ ℓp(E) e ℓ1⟨E⟩ = ℓ1(E).

(c) Se 1 ≤ p <∞, então ℓp(E)
1
↪→ ℓmid

p (E)
1
↪→ ℓwp (E).

Vale ressaltar que podem ocorrer as igualdades ℓp(E) = ℓmid
p (E) e ℓmid

p (E) = ℓwp (E)

em (c) acima, mesmo sendo E um espaço de dimensão infinita. Estas coincidências

podem ser encontradas em [10, Theorem 1.2].

1.3 Ideais de Operadores

Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os operadores

lineares e cont́ınuos entre espaços de Banach e tal que, para quaisquer E e F Banach,

suas componentes I(E;F ) := L(E;F ) ∩ I satisfazem as seguintes propriedades:

(i) I(E;F ) é subespaço vetorial de L(E;F ) e F(E;F ) ⊂ I(E;F ).

(ii) Se L ∈ L(F1;F ), T ∈ I(E1;F1) e S ∈ L(E;E1), então L ◦ T ◦ S ∈ I(E;F ).

Um ideal I é dito normado, se existe uma função ∥ · ∥I : I → [0,+∞) satisfazendo:

(i) A restrição da função ∥ · ∥I à cada componente I(E;F ) define uma norma em

I(E;F ).

(ii) ∥idK∥I = 1 onde idK : K→ K é o operador identidade em K.

(iii) ∥T1 ◦ T ◦ T2∥I ≤ ∥T1∥∥T∥I∥T2∥ sempre que T1 ∈ L(F0;F ), T ∈ I(E0;F0) e

T2 ∈ L(E;E0).

Finalmente, dizemos que um ideal normado (I, ∥ · ∥I) é um ideal de Banach se

(I(E;F ), ∥ · ∥I) é completo para quaisquer espaços de Banach E e F .

Exemplo 1.3. Apresentamos abaixo alguns exemplos de classes que são ideais. Como

referência para estes exemplos, podemos citar [29].

a) A classe (F , ∥ · ∥) dos operadores de posto finito é um ideal que não é de Banach.

b) Dizemos que um operador T ∈ L(E;F ) é completamente cont́ınuo se T (xn)→ T (x)

sempre que xn ⇀ x em E. Denotamos o espaço de todos os operadores completamente

9
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cont́ınuos de E em F por CC(E;F ). É um fato bem conhecido que (CC, ∥ ·∥) é um ideal

de Banach.

c) As classes Πp dos operadores absolutamente p-somantes e Dp dos operadores Cohen
fortemente p-somantes são ideais de operadores normados com a norma πp(·) e dp(·),
respectivamente, onde πp(T ) = ∥T̂ : ℓwp (E) → ℓp(F )∥ e dp(T ) = ∥T̂ : ℓp(E) → ℓp⟨F ⟩∥.
Mais ainda, são ideais de Banach.

Um resultado muito conhecido na teoria é dado pela

Proposição 1.8. Sejam (I, ∥ · ∥I) um ideal normado e E e F espaços de Banach.

Então

(a) ∥T∥ ≤ ∥T∥I, para todo T ∈ I(E;F ).

(b) ∥φ⊗ y∥I = ∥φ∥∥y∥, φ ∈ E ′ e y ∈ F .

Seja I um ideal. Definimos o ideal dual de I pondo, para cada E e F Banach,

Idual(E;F ) := {T ∈ L(E;F );T ′ ∈ I(F ′;E ′)}.

Além disso, se (I, ∥ · ∥I) é um ideal normado, definimos

∥T∥Idual := ∥T ′∥I ,

para todo T ∈ Idual. Tendo em vista as propriedades dos operadores adjuntos e da

norma ∥ · ∥I , vale:

Proposição 1.9. Se (I, ∥ · ∥I) é um ideal normado, então (Idual, ∥ · ∥Idual) também é

um ideal normado.

Exemplo 1.4. Se 1 ≤ p ≤ ∞, então Ddual
p∗ = Πp. E, se 1 < p∗ ≤ ∞, então Πdual

p = Dp∗
[16, Theorem 2.2.2].

Um ideal I é dito injetivo se para todo T ∈ L(E;F ) e para qualquer isometria

I ∈ L(F ;G) tais que I ◦ T ∈ I(E;G) tem-se T ∈ I(E;F ).

Exemplo 1.5. As classes dos operadores compactos e fracamente compactos formam

ideais injetivos [29, Proposition 4.6.12]. Já a classe dos operadores aproximáveis não

forma um ideal injetivo [29, Proposition 4.6.13].

10
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1.4 Classes de Sequências

A Teoria Dual que trabalharemos em nesta dissertação tem como alicerce a teoria de

classes de sequências, introduzida por Botelho e Campos em [6]. As definições e resul-

tados apresentados em [6] abrangem os operadores multilineares, mas por conveniência

nos restringiremos ao caso linear apresentando todas as definições e resultados deste

caso.

Definição 1.2. Uma classe de sequências X(·) é uma regra que a cada espaço de

Banach E, associa a um espaço de Banach X(E), satisfazendo:

(i) c00(E) ⊆ X(E)
1
↪→ ℓ∞(E).

(ii) ∥x · ej∥X(E) = ∥x∥E, para todo j ∈ N e todo x ∈ E.

Observação 1.1. A condição X(E)
1
↪→ ℓ∞(E) implica que se uma sequência (xk)∞k=1

em X(E) é tal que xk
k−→ (xj)

∞
j=1 em X(E), onde xk = (xkj )

∞
j=1 ∈ X(E), para todo

k ∈ N, então esta convergência implica convergência coordenada à coordenada, isto é,

xkj
k−→ xj em E, para todo j ∈ N.

Exemplo 1.6. As regras ℓp(·), ℓwp (·), ℓup(·), ℓp⟨·⟩, ℓmid
p (·), c0(·), cw0 (·) e ℓ∞(·) são classes

de sequências.

Dizemos que uma classe de sequências X (em notação mais simples) é finitamente

determinada quando, para toda (xj)
∞
j=1 ∈ EN, vale

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E)⇔ sup

k
∥(xj)kj=1∥X(E) <∞.

Neste caso, tem-se

∥(xj)∞j=1∥X(E) = sup
k
∥(xj)kj=1∥X(E).

Exemplo 1.7. As classes ℓp(·), ℓwp (·), ℓp⟨·⟩, ℓ∞(·) e ℓmid
p (·) são finitamente determinadas

enquanto que as classes c0(·) e ℓup(·) não são finitamente determinadas.

Definição 1.3. Dizemos que uma classe de sequências é finitamente dominada se sa-

tisfaz uma das seguintes condições:

(i) Existe uma classe de sequências finitamente determinada Y tal que X(E) é fechado

Y (E), para todo espaço de Banach E. Além disso, para toda (xj)
∞
j=1 ∈ Y (E),

temos (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se, limk ∥(xj)kj=1∥Y (E) = 0.

(ii) Existe uma classe de sequências finitamente determinada Y tal queX(E) é fechado

em Y (E), para todo E espaço de Banach. Além disso, para toda (xj)
∞
j=1 ∈ Y (E),

temos (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se, limk,l ∥(xj)kj=l∥Y (E) = 0

11
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Um fato importante é que se uma classe de sequências X é finitamente dominada,

então, para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ X(E), temos ∥(xj)∞j=1∥X(E) = supk ∥(xj)kj=1∥X(E).

Com efeito, considere queX é dominada por uma classe de sequências Y e seja (xj)
∞
j=1 ∈

X(E). Como X(E) é fechado em Y (E), para todo E espaço de Banach, então a norma

em X(E) é a norma induzida por ∥·∥Y (E). Pelo fato de Y ser finitamente determinada,

temos

∥(xj)∞j=1∥X(E) = ∥(xj)∞j=1∥Y (E) = sup
k
∥(xj)kj=1∥Y (E) = sup

k
∥(xj)kj=1∥X(E).

Exemplo 1.8. É imediato que a classe de sequências ℓup(·) é finitamente dominada

pela classe de sequências ℓwp (·).

O resultado a seguir estabelece como operadores caracterizados por transformação

de sequências se adequam ao ambiente de classes de sequências.

Proposição 1.10. [6, Proposition 2.4] Sejam X e Y classes de sequências. Então,

para todo T ∈ L(E;F ), as seguintes condições são equivalentes:

(a) (T (xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

(b) A aplicação induzida

T̂ : X(E)→ Y (F )

dada por T̂ ((xj)
∞
j=1) = (T (xj))

∞
j=1 é um operador linear cont́ınuo bem definido.

Além disso, os itens acima implicam na condição (c) abaixo, valendo a equivalência

quando X e Y forem finitamente determinadas.

(c) Existe uma constante C > 0 tal que

∥(T (xj))kj=1∥Y (F ) ≤ C∥(xj)kj=1∥X(E), (1.1)

para todo k ∈ N e para todo x1, · · · , xk ∈ E. Neste caso, tem-se

∥T̂∥ = inf{C > 0;C satisfaz (1.1)}

Definição 1.4. Sejam X e Y classes de sequências. Um operador T ∈ L(E;F ) é

dito (X;Y )-somante se (T (xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E). Neste caso,

escrevemos T ∈ LX;Y (E;F ) e definimos

∥T∥X;Y = ∥T̂∥L(X(E);Y (F ))

12
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Uma classe de sequências X é dita linearmente estável quando LX;X(E;F )
1
=

L(E;F ), para todo E,F ∈ BAN , isto é, para todo T ∈ L(E;F ), vale (T (xj))
∞
j=1 ∈

X(F ) sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e ∥T∥ = ∥T̂∥.

Exemplo 1.9. a) Todas as classes apresentadas no Exemplo 1.6 são linearmente

estáveis.

b) A classe de sequências

E ∈ BAN 7→ X(E) =

{
c0(E), se E é reflexivo

ℓ∞(E), caso contrário

não é linearmente estável. De fato, considere o operador linear e cont́ınuo i : ℓ1 ↪→ ℓ2.

Como ℓ1 não é reflexivo e ℓ2 é reflexivo, temos X(ℓ1) = ℓ∞(ℓ1) e X(ℓ2) = c0(ℓ2). Note

que a sequência (ej)
∞
j=1 ∈ ℓ∞(ℓ1), mas (ej)

∞
j=1 /∈ c0(ℓ2).

O resultado a seguir caracteriza os ideais de Banach no ambiente de classes de

sequências.

Teorema 1.3. [6, Theorem 3.6] Sejam X e Y classes de sequências linearmente

estáveis tais que X(K)
1
↪→ Y (K). Então, (LX;Y , ∥ · ∥X;Y ) é um ideal de operadores

de Banach.

Exemplo 1.10. Como mencionado anteriormente, os ideais Πp e Dp são ideais de

Banach. O teorema acima estabelece esse fato de modo direto e imediato. De fato,

basta observar que (Πp, πp(·)) = (Lℓwp (·),ℓp(·), ∥ · ∥ℓwp (·),ℓp(·)), que ℓ
w
p (K) = ℓp(K) (pelo

Teorema de Dvoretsky-Rogers) e que ℓwp (·) e ℓp(·) são classes de sequências linearmente

estáveis. De forma análoga, prossegue-se para Dp.

1.5 Produto Tensorial e Normas Tensoriais

Nesta seção apresentaremos conceitos e resultados sobre produto tensorial entre

espaços de Banach e sobre algumas normas tensoriais. Essencialmente, toda a teoria

exposta aqui pode ser encontrada no livro [33] e na dissertação [23] (em português).

Estes conceitos e resultados serão utilizados no Caṕıtulo 4 quando será tratada a ma-

ximalidade de ideais no ambiente de classes de sequências.

Definição 1.5. Sejam E e F espaços vetoriais. O produto tensorial entre E e F ,

denotado por E ⊗ F , é dado por

E ⊗ F := span{x⊗ y;x ∈ E, y ∈ F}

13
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onde os operadores x ⊗ y : B(E,F ) → K, definidos por x ⊗ y(A) = A(x, y), são

funcionais lineares chamados de tensores elementares.

A definição anterior, nos diz que um elemento t́ıpico u no produto tensorial E ⊗ F
é da forma u =

∑n
j=1 λjxj ⊗ yj com λj ∈ K, xj ∈ E e yj ∈ Y, j = 1, · · · , n. Veremos

na próxima proposição que
∑n

j=1 λjxj ⊗ yj =
∑n

j=1(λjxj)⊗ yj e escrevendo zj = λjxj,

temos u =
∑n

j=1 zj ⊗ yj. Isto significa que a forma de representar um tensor qualquer

não é única e podemos escolher representá-lo sempre na forma
∑n

j=1 xj⊗yj, sem perda

de generalidade.

Proposição 1.11. Sejam E e F espaços vetoriais. Então, para todos x1, x2 ∈ E, y1, y2 ∈
F e para todo λ ∈ K, temos

(a) (x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y.

(b) x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2.

(c) λ(x⊗ y) = (λx)⊗ y = x⊗ (λy).

(d) 0⊗ y = x⊗ 0 = 0.

Demonstração. Ver [33, pág. 2].

O próximo resultado estabelece quando dois elementos num produto tensorial são

iguais entre si ou, equivalentemente, quando um elemento é nulo. A demonstração

pode ser encontrada em [33, Proposition 1.2].

Proposição 1.12. Seja u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj ∈ X ⊗ Y . São equivalentes:

(a) u = 0.

(b)
∑n

j=1 φ(xj)ψ(yj) = 0, para todos φ ∈ X#, ψ ∈ Y #.

(c)
∑n

j=1 φ(xj)yj = 0, para todo φ ∈ X#.

(d)
∑n

j=1 ψ(yj)xj = 0, para todo ψ ∈ Y #.

Uma das importâncias do produto tensorial é o processo de linearização de aplicações

bilineares permitindo enxergá-las como aplicações lineares sobre o produto tensorial.

Em suma, o produto tensorial é o espaço vetorial que lineariza as aplicações bilineares

no seguinte sentido:

Teorema 1.4. Sejam E,F e G espaços vetoriais sobre K. Para cada aplicação bi-

linear A : E × F → G existe uma única aplicação TA : E ⊗ F → G linear tal que

A(x, y) = TA(x ⊗ y). Além disso, a relação A ←→ TA é um isomorfismo entre os

espaços B(E,F ;G) e L(E ⊗ F ;G).
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Demonstração. Ver [33, Proposition 1.4].

Sendo u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj um elemento qualquer em E ⊗ F , a transposta de u é

definida por ut =
∑n

j=1 yj ⊗ xj.
Agora considere A : E ×F → F ⊗E dada por A(x, y) = y⊗ x. É fácil ver que A é

uma aplicação bilinear e, portanto, existe um único operador linear TA : E⊗F → F⊗E
tal que TA(x⊗y) = y⊗x. Logo, TA(u) = ut qualquer que seja u ∈ E⊗F . Tal operador
fornece um isomorfismo entre E ⊗ F e F ⊗ E.

Uma propriedade particularmente interessante dos tensores é que podemos enxergá-

los sob pontos de vista distintos conforme à necessidade. Como já vimos, os tensores

elementares foram definidos como funcionais lineares sobre B(E,F ). No entanto, po-

demos enxergá-los de formas diferentes; à saber, como formas bilineares ou aplicações

lineares. Vejamos como isto pode ser feito.

Sejam x ∈ E e y ∈ F . O operador Bx,y : X# × Y # → K dado por Bx,y(φ, ψ) =

φ(x)ψ(y) é uma forma bilinear. Logo, a função (x, y) 7→ Bx,y é uma aplicação bilinear

entre os espaços E × F e B(E,F ). Desta forma, pelo Teorema 1.4, existe um único

operador linear L : E⊗F → B(E,F ) tal que L(x⊗y) = Bx,y. A ação de L num tensor

qualquer u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj de E ⊗ F é simplesmente L(u) =
∑n

j=1Bxj ,yj com a soma

usual de funções. É fácil mostrar que L é injetiva e, portanto, podemos enxergar E⊗F
“dentro” do espaço B(E,F ), isto é, tensores podem ser visto como formas bilineares.

Por outro lado, dado u =
∑n

j=1 xj⊗yj em E⊗F , consideremos as aplicações lineares

Lu : E
# → F e Ru : F

# → E dadas por

Lu(φ) =
n∑
j=1

φ(xj)yj e Ru(ψ) =
n∑
j=1

ψ(yj)xj.

Desta forma, as aplicações u 7→ Lu e u 7→ Ru são lineares e injetivas e permitem-nos

enxergar E⊗F “dentro” dos espaços L(E#;F ) e L(F#;E), isto é, podemos identificar

tensores como aplicações lineares.

O leitor deve ter notado que todo o exposto acima diz respeito à estrutura algébrica

do produto tensorial. A partir de agora, sendo os espaços envolvidos espaços de Banach,

diversas estruturas topológicas podem ser introduzidas no produto tensorial por meio

de normas (tensoriais). Um estudo profundo do tema pode ser encontrado em [33] e

aqui apresentamos apenas o que nos é importante neste trabalho.

Definição 1.6. Seja u ∈ E ⊗ F . Definimos a norma injetiva de u pondo

ε(u) := sup

{∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φ(xj)ψ(yj)

∣∣∣∣∣ ;φ ∈ BE′ , ψ ∈ BF ′

}
.
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Para cada u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F , podemos definir Bu : E ′ × F ′ → K dado

por Bu(φ, ψ) =
∑n

j=1 φ(xj)ψ(yj) o qual é uma forma bilinear cont́ınua. Desta forma,

podemos enxergar a norma injetiva de u como a norma da forma bilinear Bu, ou seja,

ε(u) = ∥Bu∥.

Definição 1.7. Seja u ∈ E ⊗ F . Definimos a norma projetiva de u pondo

π(u) := inf

{
n∑
j=1

∥xj∥∥yj∥;u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as representações posśıveis de u.

Definição 1.8. Seja α : E ⊗ F → K uma norma em E ⊗ F . Dizemos que α é uma

norma tensorial se:

(i) α é uma norma razoável, isto é,

R1) α(x⊗ y) ≤ ∥x∥∥y∥, para todo x ∈ E, y ∈ Y ;

R2) Para todo φ ∈ E ′ e ψ ∈ F ′, φ ⊗ ψ é um funcional linear e cont́ınuo sobre

E ⊗ F e ∥φ⊗ ψ∥ ≤ ∥φ∥∥ψ∥.

(ii) α é uniforme, ou seja, se T ∈ L(E;W ) e S ∈ L(F ;Z) então o operador linear

T ⊗ S : E ⊗α F → W ⊗α Z é cont́ınuo e ∥T ⊗ S∥ ≤ ∥T∥∥S∥.

(iii) α é finitamente gerada, isto é,

α(u;E ⊗ F ) = inf{α(u;M ⊗N); (M,N) ∈ F(E)× F(F )}

onde F(E) denota os subespaços de dimensão finita em E.

É claro que o conceito de norma tensorial não depende das normas injetiva e pro-

jetiva. No entanto, optamos por apresentá-las primeiro, pois podemos substituir as

condições do item (a) na definição acima pela condição ε ≤ α ≤ π uma vez que tais

condições são equivalentes (Ver [33, Proposition 6.1]). Tanto a norma ε quanto a norma

π são normas tensoriais.

Seja u ∈ E ⊗ F e 1 ≤ p ≤ ∞. As expressões

dp(u) = inf

{
∥(xj)nj=1∥w,p∗∥(yj)nj=1∥p;u =

n∑
j=1

xj ⊗ yj

}

e

gp(u) =

{
∥(xj)nj=1∥p∥(yj)nj=1∥w,p∗;u =

n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
,
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onde os ı́nfimos são tomados sobre toda as representações de u, definem as chamadas

normas de Chevet-Saphar. Estas são normas tensoriais e detalhes sobre sua construção

podem ser obtidos em [33, Chapter 6].
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Caṕıtulo 2

Teoria Dual

Na teoria de Ideal de Operadores, um tipo especial de ideal são os ideais de ope-

radores caracterizados por transformação de sequências à valores vetoriais. Tais ideais

passaram a ser amplamente estudados após os trabalhos de Grothendieck (em [21]).

Agora, vamos apresentar a Teoria de Dualidade para ideais de operadores caracteri-

zados por transformação de sequências à valores vetoriais no ambiente de classes de

sequências, trabalho realizado por Botelho e Campos em [7].

2.1 Dual de uma classe de sequências

Nosso objetivo é apresentar uma noção de dual de uma classe de sequência o qual

denotaremos por Xdual. É interessante e razoável que este novo objeto, Xdual, ainda

seja uma classe de sequências. Se faz necessário alguns conceitos e resultados auxiliares

para essa tarefa.

Definição 2.1. Uma classe de sequências é dita esfericamente completa se (λjxj)
∞
j=1 ∈

X(E) e ∥(λjxj)∞j=1∥X(E) = ∥(xj)∞j=1∥X(E) sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e (λj)

∞
j=1 ∈ KN,

com |λj| = 1, para todo j ∈ N.

São esfericamente completas todas as classes de sequências do Exemplo 1.6. Vamos

mostrar, por exemplo, o caso da classe de sequências ℓp⟨·⟩. Com efeito, seja (xj)
∞
j=1 ∈

ℓp⟨E⟩ e (λj)
∞
j=1 ∈ KN, com |λj| = 1 para todo j ∈ N. As igualdades

∥(λjxj)∞j=1∥ℓp⟨E⟩ = sup
(φj)∞j=1∈Bℓw

p∗ (E′)

∞∑
j=1

|φj(λjxj)| = sup
(φj)∞j=1∈Bℓw

p∗ (E′)

∞∑
j=1

|λjφj(xj)|

= sup
(φj)∞j=1∈Bℓw

p∗ (E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| = ∥(xj)∞j=1∥ℓp⟨E⟩

nos fornece que (λjxj)
∞
j=1 ∈ ℓp⟨E⟩ e a igualdade de normas.
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2. Teoria Dual

Lema 2.1. Sejam X uma classe de sequências esfericamente completa e (xj)
∞
j=1 ∈ EN.

Então, as seguintes sentenças são equivalentes:

(a) A série
∑∞

j=1 φj(xj) converge para toda (φj)
∞
j=1 ∈ X(E ′).

(b) A série
∑∞

j=1 |φj(xj)| converge para toda (φj)
∞
j=1 ∈ X(E ′).

Neste caso,

sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣ = sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)|.

Demonstração. (b)⇒(a) é imediato. Além disso,
∣∣∣∑n

j=1 φj(xj)
∣∣∣ ≤ ∑n

j=1 |φj(xj)| para
todo n ∈ N a como as séries em questão convergem, temos∣∣∣∣∣

∞∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

|φj(xj)|

para toda (φj)
∞
j=1 ∈ X(E ′). Logo,

sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)|.

(a)⇒(b) Dividiremos a prova em dois casos:

• Caso 1: K = R
Considere a sequência (ψj)

∞
j=1 dada por

ψj =

{
φj, se φj(xj) ≥ 0

−φj, se φj(xj) < 0
.

Assim, (ψj)
∞
j=1 = (λjφj)

∞
j=1 onde λj = 1, se φj(xj) ≥ 0 ou λj = −1, caso contrário.

Como X é esfericamente completa, segue que (ψj)
∞
j=1 ∈ X(E ′) e

∞∑
j=1

|φj(xj)| =
∞∑
j=1

ψ(xj) converge.

• Caso 2: K = C
Neste caso, considere a sequência (ψj)

∞
j=1 dada por ψj = e−iθjφj onde θj é o argu-

mento principal do número complexo φj(xj). Como |e−iθj | = 1 e X é esfericamente

completa, obtemos que (ψj)
∞
j=1 ∈ X(E ′) e

∞∑
j=1

|φj(xj)| =
∞∑
j=1

ψ(xj) converge.
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2. Teoria Dual

Por fim, em ambos os casos, se (φj)
∞
j=1 ∈ BX(E′) então (ψj)

∞
j=1 ∈ BX(E′). Logo,

sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| = sup
(ψj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

ψj(xj) ≤ sup
(ψj)∞j=1∈BX(E′)

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ψj(xj)

∣∣∣∣∣
e obtemos a desigualdade contrária.

Para definirmos uma noção de dualidade na perspectiva de classes de sequências é

razoável nos inspirarmos em dualidades conhecidas dos espaços de sequências como,

por exemplo, para ℓp(E). Como sabemos, o espaço dual de ℓp(E) é ℓp∗(E
′) onde a ação

de um funcional φ = (φj)
∞
j=1 ∈ ℓp∗(E ′) em uma sequência (xj)

∞
j=1 ∈ ℓp(E) é dada pela

expressão de dualidade
∑∞

j=1 φj(xj). Isto motiva a próxima definição.

Definição 2.2. O dual de uma classe de sequências X, denotado por Xdual, é uma

regra que a cada espaço de Banach E associa o espaço

Xdual(E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN;

∞∑
j=1

φj(xj) converge para toda (φj)
∞
j=1 ∈ X(E ′)

}
.

Veja que Xdual(E) é um subespaço vetorial de EN com as operações usuais de

sequências e que c00(E) ⊂ Xdual(E). Agora, nosso objetivo é encontrar condições para

que Xdual seja uma classe de sequências. A proposição seguinte nos oferece uma norma

para Xdual(E).

Proposição 2.1. Seja X uma classe de sequências esfericamente completa. Então:

(a) A expressão

∥(xj)∞j=1∥Xdual(E) := sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| (2.1)

define uma norma em Xdual(E).

(b) Xdual(E)
1
↪→ ℓ∞(E).

(c) A norma em (a) torna Xdual(E) um espaço de Banach.

Demonstração. (a) Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E). Defina o operador linear

Tx : X(E ′) −→ ℓ1

(φj)
∞
j=1 7−→ (φj(xj))

∞
j=1.

A boa definição de Tx decorre da definição de Xdual e do fato de X ser esferica-

mente completa. Vamos utilizar o Teorema do Gráfico Fechado para mostrar que
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2. Teoria Dual

Tx é cont́ınua. Seja
(
φk, Tx(φ

k)
)∞
k=1

uma sequência em G(Tx) tal que

(
φk, Tx(φ

k)
) k→

(
(φj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1

)
.

Assim, φk
k→ (φj)

∞
j=1 e Tx(φ

k)
k→ (yj)

∞
j=1. Para cada k ∈ N, φk = (φkj )

∞
j=1 ∈ X(E ′) e,

portanto,

φkj
k→ φj e φ

k
j (xj)

k→ yj

para todo j ∈ N. Com isto, temos que φkj (xj)
k→ φj(xj) qualquer que seja j ∈ N.

Tomando φ = (φj)
∞
j=1, temos Tx(φ) = (φj(xj))

∞
j=1 = (yj)

∞
j=1 e o gráfico de Tx é fechado.

A continuidade do operador Tx garante que o supremo em (2.1) é finito para cada

(xj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E).

Agora, vamos verificar que a expressão (2.1) define uma norma, de fato. Seja

(xj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E) tal que ∥(xj)∞j=1∥Xdual(E) = 0. Como ∥φ · ej∥X(E′) = ∥φ∥ para todo

j ∈ N, temos

∥xj∥ = sup
φ∈B′

E

|φ(xj)| = sup
φ·ej∈BX(E′)

∞∑
k=1

|φ · ej,k(xj)|

≤ sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)|

= ∥(xj)∞j=1∥Xdual(E) = 0,

para todo j ∈ N, onde φ · ej,k é o k-ésimo termo da sequência φ · ej. Logo, (xj)
∞
j=1 é

a sequência nula. As demais condições que fazem com que a expressão (2.1) seja uma

norma são fáceis de verificar.

(b) Observe que a desigualdade anterior nos diz que se (xj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E) é uma

sequência qualquer, então ∥xj∥ ≤ ∥(xj)∞j=1∥Xdual(E) qualquer que seja j ∈ N. Tomando

o supremo sobre j ∈ N, segue que

∥(xj)∞j=1∥∞ ≤ ∥(xj)∞j=1∥Xdual(E).

(c) Se (xk)∞k=1 é uma sequência de Cauchy em Xdual(E), com xk = (xkj )
∞
j=1 para cada

k ∈ N, então pelo item (b) as sequências (xkj )
∞
k=1 são de Cauchy em E, para todo j ∈ N.

Como o espaço E é Banach, segue que xkj
k→ xj, para cada j ∈ N. Não é dif́ıcil mostrar

que xk → (xj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E), convergência esta na norma ∥ · ∥Xdual(E).

Pelo que já foi exposto nesta seção, para que Xdual seja uma classe de sequências

falta-nos verificar que ∥x ·ej∥Xdual(E) = ∥x∥, para todo j ∈ N. Para tanto, sejam x ∈ E,

21



2. Teoria Dual

j ∈ N e considerando as sequências (φk)
∞
k=1 = φ · ej e (xk)

∞
k=1 = x · ej, temos

∥x∥ = sup
φ∈BE′

|φ(x)| = sup
(φk)

∞
k=1∈BX(E′)

∞∑
k=1

|φk(xk)| ≤ ∥x · ej∥Xdual(E). (2.2)

Por outro lado, considerando (xk)
∞
k=1 = x ·ej e (φk)∞k=1 sequências quaisquer em BX(E′),

temos

∥x · ej∥Xdual(E) = sup
(φk)

∞
k=1∈BX(E′)

∞∑
k=1

|φk(xk)| ≤ sup
(φk)

∞
k=1∈BX(E′)

∞∑
k=1

∥φk∥∥xk∥

= sup
(φk)

∞
k=1∈BX(E′)

∥φj∥∥xj∥ = ∥x∥,

onde na última igualdade estamos usando que Xdual(E ′)
1
↪→ ℓ∞(E ′).

Assim, temos o

Teorema 2.1. Se X é uma classe de sequências esfericamente completa, então Xdual

é uma classe de sequências.

Chamamos a atenção do leitor para o fato de que dada uma classe de sequências es-

fericamente completa X, mostrar que uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ EN pertence a Xdual(E)

é equivalente a mostrar, pelo Lema 2.1, que a série
∑∞

j=1 |φj(xj)| converge para toda

(φj)
∞
j=1 ∈ X(E ′).

Exemplo 2.1. Aqui apresentamos alguns exemplos de classes duais.

(a) Como ℓ1(·) é esfericamente completa, então ℓdual1 (·) é uma classe de sequência e

ℓdual1 (·) = ℓ∞(·). Com efeito, seja E um espaço de Banach qualquer e (xj)
∞
j=1 ∈ ℓdual1 (E).

Como φ · ej ∈ ℓ1(E ′) e ∥φ · ej∥ℓ1(E′) = ∥φ∥, temos

∥xj∥ ≤ sup
φ∈BE′

|φ(xj)| ≤ sup
(φj)∞j=1∈Bℓ1(E

′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| = ∥(xj)∞j=1∥ℓdual1 (E).

Logo, (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ∞(E) e ∥(xj)∞j=1∥∞ ≤ ∥(xj)∞j=1∥ℓdual1 (E). Por outro lado, seja (xj)

∞
j=1 ∈

ℓ∞(E). Dado (φj)
∞
j=1 ∈ ℓ1(E ′), segue que

∞∑
j=1

|φj(xj)| ≤
∞∑
j=1

∥φj∥∥xj∥ ≤ ∥(φj)∞j=1∥1∥(xj)∞j=1∥∞,

o que implica em (xj)
∞
j=1 ∈ ℓdual1 (E) e ∥(xj)∞j=1∥ℓdual1 (E) ≤ ∥(xj)∞j=1∥∞.

(b) O dual do espaço ℓ∞(E) não possui uma representação, entretanto, aqui no am-

biente de classes de sequências, vale ℓdual∞ (·) = ℓ1(·). Com efeito, sejam E um espaço

de Banach qualquer e (xj)
∞
j=1 ∈ ℓdual∞ (E). Para cada j ∈ N, existe φj ∈ E ′ tal que
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φj(xj) = ∥xj∥ e ∥φj∥ = 1. Sendo assim, (φj)
∞
j=1 ∈ ℓ∞(E ′) e, portanto,

∞∑
j=1

∥xj∥ =
∞∑
j=1

φj(xj) < +∞. (2.3)

Logo, (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ1(E). Por outro lado, seja (xj)

∞
j=1(E) e (φj)

∞
j=1 ∈ ℓ∞(E ′) qualquer.

Temos
∞∑
j=1

|φj(xj)| ≤
∞∑
j=1

∥φj∥∥xj∥ ≤ ∥(φj)∞j=1∥∞∥(xj)∞j=1∥ℓ1(E) < +∞ (2.4)

e portanto (xj)
∞
j=1 ∈ ℓdual∞ (E). De (2.3) e (2.4) obtemos ∥(xj)∞j=1∥1 = ∥(xj)∞j=1∥ℓdual∞ (E).

(c) Segue direto da definição que (ℓwp )
dual(·) = ℓp∗⟨·⟩.

Uma fato que o leitor talvez esteja imaginando é a igualdade (ℓp)
dual(·) = ℓp∗(·),

para 1 < p <∞. De fato, esta igualdade é verdadeira e será demonstrada mais à frente

após enunciarmos e demonstrarmos o Teorema de dualidade.

Proposição 2.2. Seja X uma classe de sequência esfericamente completa. Então,

(a) Xdual é esfericamente completa e finitamente determinada.

(b) Se X é linearmente estável, então Xdual também o é.

Demonstração. (a) Seja (xj)
∞
j=1 ∈ EN. A igualdade

sup
k
∥(xj)kj=1∥Xdual(E) = sup

k
sup

(φj)∞j=1∈BX(E′)

k∑
j=1

|φj(xj)| = sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

sup
k

k∑
j=1

|φj(xj)|

= sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| = ∥(xj)∞j=1∥Xdual(E)

implica em Xdual é finitamente determinada.

Agora, vamos provar que Xdual é esfericamente completa. Sejam (xj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E) e

(λj)
∞
j=1 ∈ KN tal que |λj| = 1, para todo j ∈ N. A igualdade

∥(λjxj)∞j=1∥Xdual(E) = sup
(φ)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(λjxj)| = sup
(φ)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|λjφj(xj)|

= sup
(φ)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|λj||φj(xj)| = sup
(φ)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)|

= ∥(xj)∞j=1∥Xdual(E)

nos diz que Xdual é esfericamente completa.
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(b) Sejam T ∈ L(E;F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E). Como T ′ ∈ L(F ′;E ′) então, para toda

sequência (ψj)
∞
j=1 ∈ X(F ′), tem-se (T ′(φj))

∞
j=1 ∈ X(E ′) devido à estabilidade linear

de X. Desta forma, (ψj ◦ T )∞j=1 = (T ′(ψj))
∞
j=1 ∈ X(E ′) sempre que (ψj)

∞
j=1 ∈ X(F ′).

Logo,
∞∑
j=1

|ψj(T (xj))| =
∞∑
j=1

|ψ ◦ T (xj)| <∞

e (T (xj))
∞
j=1 ∈ Xdual(F ). Isto significa que

T̂ : Xdual(E) −→ Xdual(F )

(xj)
∞
j=1 7−→ (T (xj))

∞
j=1

é um operador linear bem definido. Para a continuidade de T̂ observe que se (xj)
∞
j=1 ∈

Xdual(E), segue que

∥(T (xj))∞j=1∥Xdual(F ) = sup
(ψj)∞j=1∈BX(F ′)

∞∑
j=1

|ψj(T (xj))|

= ∥T∥ sup
(ψj)∞j=1∈BX(F ′)

∞∑
j=1

∣∣∣∣(ψj ◦ T

∥T∥

)
(xj)

∣∣∣∣ . (2.5)

Observe que
(
ψj ◦ T

∥T∥

)∞
j=1
∈ BX(E′) sempre que (ψj)

∞
j=1 ∈ BX(F ′). De fato, se (ψj)

∞
j=1 ∈

BX(F ′), então∥∥∥∥(ψj ◦ T

∥T∥

)∥∥∥∥
X(E′)

=
1

∥T∥
∥(T ′(φj))

∞
j=1∥X(E′) ≤

1

∥T∥
∥T̂ ′∥∥(ψj)∞j=1∥X(F ′) ≤ 1,

uma vez que ∥T̂ ′∥ = ∥T ′∥ = ∥T∥. Disto e por (2.5), segue que

∥(T (xj))∞j=1∥Xdual(F ) ≤ ∥T∥ sup
(φj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| = ∥T∥∥(xj)∞j=1∥Xdual(E)

donde ∥T̂∥ ≤ ∥T∥. Por outro lado, por um argumento similar feito em (2.2), temos

∥T̂∥ = sup
(xj)∞j=1∈BXdual(E)

∥∥∥T̂ ((xj)∞j=1

)∥∥∥
Xdual(F )

= sup
(xj)∞j=1∈BXdual(E)

∥(T (xj))∞j=1∥Xdual(F )

= sup
(xj)∞j=1∈BXdual(E)

sup
(ψj)∞j=1∈BX(F ′)

∞∑
j=1

|ψj(T (xj))| ≥ sup
x∈BE

sup
ψ∈BF ′

|ψ(T (x))| = ∥T∥.

Portanto, Xdual é linearmente estável.

Exemplo 2.2. O Teorema 2.1 nos permite obter novas classes de sequências: pondo,

para cada E Banach, ℓmid
p ⟨E⟩ := (ℓmid

p∗ )dual(E), obtemos que ℓmid
p ⟨·⟩ é uma classe de
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sequências uma vez que ℓmid
p∗ (·) é esfericamente completa (ver [10, pág. 6]). Ainda

mais, ℓmid
p ⟨·⟩ é finitamente determinada, esfericamente completa e linearmente estável,

pela Proposição 2.2.

Proposição 2.3. Seja 1 < p <∞. Então, ℓp⟨E⟩
1
↪→ ℓmid

p ⟨E⟩
1
↪→ ℓp(E).

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que ℓp⟨E⟩
1
↪→ ℓmid

p ⟨E⟩. Seja (xj)
∞
j=1 ∈

ℓp⟨E⟩. Dessa forma, como ℓmid
p∗ (E ′)

1
↪→ ℓwp∗(E

′), temos

∥(xj)∞j=1∥ℓmid
p ⟨E⟩ = sup

(φj)∞j=1∈Bℓmid
p∗ (E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| ≤ sup
(ψj)∞j=1∈Bℓw

p∗ (E′)

∞∑
j=1

|ψj(xj)| ≤ ∥(xj)∞j=1∥ℓp⟨E⟩.

Para mostrar ℓmid
p ⟨E⟩

1
↪→ ℓp(E), seja (xj)

∞
j=1 ∈ ℓmid

p ⟨E⟩. Como ℓp∗(E
′)

1
↪→ ℓmid

p∗ (E ′)

segue que

∥(xj)∞j=1∥p = sup
φ∈B(ℓp(E))′

∣∣φ ((xj)∞j=1

)∣∣ = sup
(φj)∞j=1∈Bℓp∗ (E′)

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣
≤ sup

(ψj)∞j=1∈Bℓmid
p∗ (E′)

∞∑
j=1

|ψj(xj)| = ∥(xj)∞j=1∥ℓmid
p ⟨E⟩.

2.2 Dualidade

Nesta seção apresentaremos as condições com as quais pode-se obter a dualidade

Xdual(E ′) = (X(E))′ pelo isomorfismo natural para dualidade de espaços de sequências.

Ficará, assim, clara a terminologia Xdual e a natureza esperada dessa nova classe de

sequências.

Algumas preparações são necessárias para apresentar os resultados desta seção.

Definição 2.3. Dizemos que uma classe de sequência X é finitamente injetiva se

∥(xj)kj=1∥X(E) ≤ ∥(i(xj))kj=1∥X(F )

sempre que i : E → F é um operador linear, cont́ınuo e injetivo (injeção métrica),

k ∈ N e x1, · · · , xk ∈ E.

Exemplo 2.3. A classe ℓwp (·) é finitamente injetiva. Com efeito, sejam k ∈ N,
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x1, · · · , xk e i ∈ L(E;F ) uma injeção métrica. Então,

∥(xj)kj=1∥ℓwp (E) = sup
φ∈BE′

(
k∑
j=1

|φ(xj)|p
) 1

p

=

(
k∑
j=1

∥xj∥p
) 1

p

=

(
k∑
j=1

∥i(xj)∥p
) 1

p

= sup
ψ∈BF ′

(
k∑
j=1

|ψ(i(xj))|p
) 1

p

= ∥(i(xj))kj=1∥ℓwp (F ).

Observe que, neste caso, ocorreu a igualdade. Na verdade, se uma classe de

sequência é finitamente injetiva e linearmente estável, então sempre ocorre a igual-

dade. De fato, tem-se

∥(xj)kj=1∥X(E) ≤ ∥(i(xj))kj=1∥X(F ) =
∥∥∥̂i ((xj)kj=1

)∥∥∥
X(F )

≤ ∥(xj)kj=1∥X(E).

Antes de enunciar o teorema principal da seção, apresentaremos um lema técnico

que será útil na demonstração do teorema.

Lema 2.2. Sejam J : A → B e I : B → A funções entre espaços vetoriais tais que J

é linear e injetiva e I |J(A)= J−1. Então J é sobrejetiva se, e somente se, I é injetiva.

Demonstração. Suponha J sobrejetiva. Como J é injetiva, por hipótese, segue que J é

uma bijeção. Logo, J(A) = B e I = J−1 também é bijeção. Em particular, I é injetiva.

Reciprocamente, considere I injetiva e seja y ∈ B. Dáı, I(y) = a ∈ A e como

I |J(A)= J−1, temos I(J(a)) = a = I(y). Pela injetividade de I, obtemos y = J(a).

Portanto, J é sobrejetiva.

Agora estamos em condições de estabelecer em quais condições X(E)′ é isomorfo a

Xdual(E ′). Vejamos isso no seguinte teorema.

Teorema 2.2. Seja E um espaço de Banach e X uma classe de sequências linearmente

estável, finitamente dominada e esfericamente completa. Então

(a) A função

J : Xdual(E ′)→ X(E)′

dada por J
(
(φj)

∞
j=1

) (
(xj)

∞
j=1

)
=
∑∞

j=1 φj(xj) é um operador linear cont́ınuo e

injetivo.

Além disso, se X é finitamente injetiva, tem-se:

(b) J é um isomorfismo isométrico de Xdual(E ′) em um subespaço complementado de

X(E)′.
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(c) J : Xdual(E ′) → X(E)′ é um isomorfismo isométrico se, e somente se, c00(E) é

denso em X(E).

Demonstração. (a) Inicialmente, vamos provar que para cada (φj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E ′) e

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E) a série

∑∞
j=1 φj(xj) converge. Sendo X linearmente estável e consi-

derando a imersão canônica JE : E → E ′′, temos (JE(xj))
∞
j=1 ∈ X(E ′′) sempre que

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E). Logo,

∞∑
j=1

φj(xj) =
∞∑
j=1

JE(xj)(φj) converge.

Assim, J
(
(φj)

∞
j=1

)
: X(E) → K está bem definido para cada (φj)

∞
j=1 ∈ Xdual(E ′). É

evidente que J
(
(φj)

∞
j=1

)
é linear. Vejamos a sua continuidade. Temos,∣∣∣∣∣

n∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣ ≤ ∥(xj)∞j=1∥X(E)

n∑
j=1

∣∣∣∣φj ( xj
∥(xj)∞j=1∥X(E)

)∣∣∣∣
≤ ∥(xj)∞j=1∥X(E) sup

(yj)∞j=1∈BX(E)

n∑
j=1

|φj(yj)|

= ∥(xj)∞j=1∥X(E) sup
(yj)∞j=1∈BX(E)

n∑
j=1

|JE(yj)(φj)|

para todo n ∈ N. Como JE é uma isometria e X é linearmente estável, segue que

∥ĴE∥ = ∥JE∥ ≤ 1 e, portanto, (JE(yj))
∞
j=1 ∈ BX(E′′) sempre que (yj)

∞
j=1 ∈ BX(E).

Logo, ∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣ ≤ ∥(xj)∞j=1∥X(E) sup
(yj)∞j=1∈BX(E)

n∑
j=1

|JE(yj)(φj)|

≤ ∥(xj)∞j=1∥X(E) sup
(ψj)∞j=1∈BX(E′′)

n∑
j=1

|ψj(φj)|

= ∥(xj)∞j=1∥X(E)∥(φj)nj=1∥Xdual(E′)

para todo n ∈ N. Sendo X esfericamente completa, pela Proposição 2.2, Xdual é

finitamente determinada. Logo,∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣ ≤ ∥(xj)∞j=1∥X(E) sup
n
∥(φj)nj=1∥Xdual(E′) = ∥(xj)∞j=1∥X(E)∥(φj)∞j=1∥Xdual(E′)

e fazendo n→∞ segue que

∣∣J ((φj)∞j=1

) (
(xj)

∞
j=1

)∣∣ ≤ ∥(xj)∞j=1∥X(E)∥(φj)∞j=1∥Xdual(E′). (2.6)
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Conclúımos que J
(
(φj)

∞
j=1

)
∈ X(E)′ e J está bem definido. A desigualdade (2.6) nos

fornece

∥J
(
(φj)

∞
j=1

)
∥ ≤ ∥(φj)∞j=1∥Xdual(E′).

Portanto, J é um operador linear (fácil) e cont́ınuo com ∥J∥ ≤ 1.

Vamos provar a injetividade de J . Seja (φj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E ′) tal que J

(
(φj)

∞
j=1

)
= 0.

Sendo assim, J
(
(φj)

∞
j=1

) (
(xj)

∞
j=1

)
= 0 para toda (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) e, em particular,

J
(
(φj)

∞
j=1

)
(x · ej) = φj(x) = 0 para todo j ∈ N e x ∈ E. Logo, φj = 0 para todo

j ∈ N.
(b) Consideremos Ij : E → X(E) dado por x 7→ x·ej e I : X(E)′ → Xdual(E ′) dado por

φ 7→ (φ ◦ Ij)∞j=1. Vamos provar que I está bem definido. Para tanto, sejam (ψj)
∞
j=1 ∈

X(E ′′), n ∈ N, M = [ψ1, · · · , ψn], N = [φ ◦ I1, · · · , φ ◦ In] e idE′′ |M ∈ L(M ;E ′′). Pelo

Teorema 1.2, para todo ε > 0 existe S ∈ L(M ;E) tal que

∥S∥ ≤ (1 + ε)∥idE′′∥ = 1 + ε e ψj(φ ◦ Ij) = φ ◦ Ij(S(ψj))

para todo j = 1, · · · , n. Sendo λj = e−iθj onde θj é o argumento principal do número

complexo φ ◦ Ij(S(ψj)), temos

n∑
j=1

|ψj(φ ◦ Ij)| =
n∑
j=1

φ ◦ Ij(S(ψj))λj =
n∑
j=1

φ ◦ Ij(S(λjψj))

=
n∑
j=1

φ(S(λjψj) · ej) = φ
(
(S(λjψj))

n
j=1

)
.

Da continuidade de φ e pelo fato de X ser linearmente estável, obtemos

∣∣φ ((S(λjψj))nj=1

)∣∣ ≤ ∥φ∥∥∥(S(λjψj))nj=1

∥∥
X(E)

≤ ∥φ∥∥S∥∥(λjψj)nj=1∥X(M)

e dáı

n∑
j=1

|ψj(φ ◦ Ij)| = φ
(
(S(λjψj))

n
j=1

)
≤ ∥φ∥∥S∥∥(λjψj)nj=1∥X(M)

≤ ∥φ∥(1 + ε)∥(λjψj)nj=1∥X(M).

Considerando o operador inclusão de M em E ′′ e como X é finitamente injetiva, temos

n∑
j=1

|ψj(φ ◦ Ij)| ≤ ∥φ∥(1 + ε)∥(λjψj)nj=1∥X(M) = ∥φ∥(1 + ε)∥(λjψj)nj=1∥X(E′′)
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e sendo X finitamente dominada obtemos

∞∑
j=1

|ψj(φ ◦ Ij)| ≤ ∥φ∥(1 + ε)∥(λjψj)∞j=1∥X(E′′). (2.7)

Como X é esfericamente completa então ∥(λjψj)∞j=1∥X(E′′) = ∥(ψj)∞j=1∥X(E′′) e fazendo

ε→ 0 em (2.7), obtemos

∞∑
j=1

|ψj(φ ◦ Ij)| ≤ ∥φ∥∥(ψj)∞j=1∥X(E′′).

Logo, I está bem definida e a desigualdade acima nos dá

∥I(φ)∥Xdual(E′) ≤ ∥φ∥.

Portanto, I é cont́ınua com ∥I∥ ≤ 1.

Afirmação: I ◦ J = idXdual(E′) e J ◦ I = idJ(Xdual(E′))

De fato, seja (φj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E ′). Para cada j ∈ N, temos

J
(
(φj)

∞
j=1

)
◦ Ij(x) = J

(
(φj)

∞
j=1

)
(x · ej) = φj(x)

para todo x ∈ E. Logo,

(I ◦ J)
(
(φj)

∞
j=1

)
= I(J

(
(φj)

∞
j=1

)
) =

(
J
(
(φj)

∞
j=1

)
◦ Ij
)∞
j=1

= (φj)
∞
j=1

qualquer que seja (φj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E ′). Agora, se J

(
(φ)∞j=1

)
∈ J

(
Xdual(E ′)

)
, temos

J ◦ I
(
J
(
(φ)∞j=1

))
= J

(
I ◦ J

(
(φj)

∞
j=1

))
= J

(
(φj)

∞
j=1

)
.

Concluindo, assim, a afirmação.

Isto implica que Xdual(E ′) e J
(
Xdual(E ′)

)
são isomorfos. Além disso, I|J(Xdual(E′))

é uma isometria (portanto, J também é). Com efeito, dado φ ∈ J
(
Xdual(E ′)

)
temos

∥φ∥ = ∥J ◦ I(φ)∥ ≤ ∥I(φ)∥Xdual(E′) ≤ ∥φ∥.

Vamos provar que J
(
Xdual(E ′)

)
é um subespaço complementado de X(E)′. Defina-

mos P : X(E)′ → X(E)′ dado por P (φ) = J ◦ I(φ). É claro que P é linear e cont́ınua

uma vez que J e I são lineares e cont́ınuas. Note que P (X(E)′) = J
(
Xdual(E ′)

)
e

P ◦ P = P . Pela Proposição 1.5, J
(
Xdual(E ′)

)
é um subespaço complementado de

X(E)′.
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(c) Vamos começar com a seguinte

Afirmação: I : X(E)′ → Xdual(E ′) é injetiva se, e somente se, c00(E) é denso em

X(E).

De fato, suponha I injetiva, tome (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e seja φ ∈ X(E)′ tal que

φ|c00(E) = 0. Assim, φ(x · ej) = 0 para todos j ∈ N e x ∈ E e, portanto, φ ◦ Ij = 0

para todo j ∈ N. Dessa forma, tem-se I(φ) = (φ ◦ Ij)∞j=1 = 0 e, pela injetividade de I,

segue que φ = 0. Isto implica que o único funcional em X(E)′ que se anula em c00(E)

é o funcional nulo. Logo, pela Proposição 1.4, temos que c00(E) é denso em X(E).

Reciprocamente, supondo c00(E) denso em X(E) e considerando φ ∈ X(E)′ tal que

I(φ) = 0, temos (φ ◦ Ij)∞j=1 = 0. Logo, φ ◦ Ij(x) = 0, isto é, φ(x · ej) = 0 qualquer que

seja x ∈ E e j ∈ N. Dessa forma, dado (xj)
k
j=1 ∈ c00(E) segue que

φ
(
(xj)

k
j=1

)
= φ

(
k∑
j=1

xj · ej

)
=

k∑
j=1

φ(xj · ej) = 0.

Portanto, φ|c00(E) = 0 e como c00(E) é denso em X(E), obtemos φ = 0 e a afirmação

está provada.

Agora, suponha que c00(E) é denso em X(E). Observe que I|J(Xdual(E′)) = J−1 e I

é injetiva. Pelo Lema 2.2, J é sobrejetiva e, portanto, J é um isomorfismo. Reciproca-

mente, considere J um isomorfismo. Em particular, J é sobrejetiva. Dado φ ∈ X(E)′

não nulo existe uma única sequência (φj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E ′) (também não nula) tal que

J
(
(φj)

∞
j=1

)
= φ. Logo, φj0 ̸= 0 para algum j0 ∈ N e, portanto, existe xj0 ∈ E tal que

φj0(xj0) ̸= 0. Sendo assim,

φ(xj0 · ej0) = J
(
(φj)

∞
j=1

)
(xj0 · ej0) = φj0(xj0) ̸= 0.

Isto significa que φ|c00(E) ̸= 0 e, portanto, c00(E) é denso em X(E).

Exemplo 2.4. (a) Seja 1 < p < ∞. Já vimos que ℓp(·) satisfaz as condições do

Teorema 2.2. Além disso, c00(E) é denso em ℓp(E), pois dado (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp(E), temos

∥(xj)∞j=1 − (xj)
k
j=1∥p = ∥(xj)∞j=k+1∥p =

(
∞∑

j=k+1

∥xj∥p
) 1

p

k→∞−→ 0.

Do Teorema 2.2, segue que

ℓdualp (E ′) = (ℓp(E))
′

de forma isométrica. Adicionando-se o que já é bem conhecido da dualidade de ℓp(E),

temos

ℓdualp (E ′) = (ℓp(E))
′ = ℓp∗(E

′),
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isto é, a igualdade ℓdualp (·) = ℓp∗(·) fica provada apenas para os espaços duais. Agora

olhando separadamente as igualdades acima e ajustando os parâmetros p e p∗, temos

∥(xj)∞j=1∥p∗ = sup
(φj)∞j=1∈Bℓp(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| = ∥(xj)∞j=1∥ℓdualp (E).

Isto e o que fizemos acima implica em ℓdualp (·) = ℓp∗(·).
(b) Observe que ℓ1(·) satisfaz as condições do Teorema 2.2 e c00(E) é denso em ℓ1(E).

Portanto, ℓdual1 (E ′) = (ℓ1(E))
′ = ℓ∞(E ′) de forma isométrica, recuperando a igualdade

(já conhecida) para os espaços duais. Pelo Exemplo 2.1 (a), a igualdade vale para todo

E Banach.

c) Se 1 < p < ∞ segue que ℓup(·) satisfaz as condições do Teorema 2.2. Além disso,

c00(E) é denso em ℓup(E), pois dado (xj)
∞
j=1 ∈ ℓup(E), segue que

∥(xj)∞j=1 − (xj)
k
j=1∥w,p = ∥(xj)∞j=k+1∥w,p

k→∞−→ 0.

Logo, pelo Teorema 2.2, temos (ℓup)
dual(E ′) = (ℓup(E))

′ isometricamente. Tendo em

vista [14, Proposition 6.], podemos adicionar à igualdade acima a igualdade

(ℓup)
dual(E ′) = (ℓup(E))

′ = ℓp∗⟨E ′⟩

e, por argumento semelhante ao desenvolvido no item a), segue que (ℓup)
dual(·) = ℓp∗⟨·⟩.

Uma outra aplicabilidade interessante acerca do Teorema 2.2 (b) é a possibilidade de

encontrar subespaços complementados em duais de espaços de sequências. Considere

X = ℓwp (·). Sabemos que c00(E) não é denso em ℓwp (E) já que c00(E) é denso em

ℓup(E) e este está contido estritamente em ℓwp (E). Logo, (ℓwp )
dual(E ′) é um subespaço

complementado em (ℓwp (E))
′.
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Caṕıtulo 3

Adjuntos e Bi-adjuntos

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é obter informações sobre o adjunto de um operador

no que diz respeito a classes de operadores caracterizadas no ambiente de classe de

sequências. Mais precisamente, sob certas condições, vamos conseguir mostrar que

T ∈ LX;Y (E;F )⇔ T ′ ∈ LY dual;Xdual(F ′;E ′)

e

T ′ ∈ LX;Y (F
′;E ′)⇔ T ∈ LY dual;Xdual(E;F ).

No que segue, denotaremos por JX a aplicação J do Teorema 2.2 para ficar expĺıcito

que estamos nos referindo à classe de sequências X. Além disso, sempre que uma classe

de sequências X satisfazer as condições do Teorema 2.2 (c), isto é, quando JX é um

isomorfismo isométrico, diremos que X é uma classe dual-representável.

O Teorema 2.1 juntamente com a Proposição 2.2 nos diz que faz sentido con-

siderarmos a classe de sequências (Xdual)dual. Tendo em mente a imersão canônica

JE : E → E ′′ já conhecida da literatura clássica, é válido nos perguntarmos se ocorre

algo semelhante sob a perspectiva de dual de classes de sequências. Uma versão disso

é apresentada no nosso próximo resultado.

Proposição 3.1. Seja X uma classe de sequências linearmente estável e esfericamente

completa. Então, X(E)
1
↪→ (Xdual)dual(E), para todo espaço de Banach E.

Demonstração. Seja (xj)
∞
j=1 ∈ X(E). ComoX é linearmente estável, temos (JE(xj))

∞
j=1 ∈

X(E ′′). Note que

∞∑
j=1

∣∣∣∣ JE(xj)

∥(JE(xj))∞j=1∥X(E′′)
(φj)

∣∣∣∣ ≤ sup
(ψj)∞j=1∈BX(E′′)

∞∑
j=1

|ψj(φj)| ≤ 1 (3.1)
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sempre que (φj)
∞
j=1 ∈ BXdual(E′). Dessa forma,

∥(xj)∞j=1∥(Xdual)dual(E) = sup
(φj)∞j=1∈BXdual(E′)

∞∑
j=1

|φj(xj)| = sup
(φj)∞j=1∈BXdual(E′)

∞∑
j=1

|JE(xj)(φj)|

= ∥(JE(xj))∞j=1∥X(E′′) sup
(φj)∞j=1∈BXdual(E′)

∞∑
j=1

∣∣∣∣ JE(xj)

∥(JE(xj))∞j=1∥X(E′′)
(φj)

∣∣∣∣ .
Disto e por (3.1), obtemos

∥(xj)∞j=1∥(Xdual)dual(E) ≤ ∥(JE(xj))∞j=1∥X(E′′) ≤ ∥(xj)∞j=1∥X(E)

já queX é linearmente estável e ∥ĴE∥ = ∥JE∥ = 1. Logo, temosX(E)
1
↪→ (Xdual)dual(E).

Exemplo 3.1. Como já vimos, para 1 ≤ p ≤ ∞ tem-se ℓdualp (·) = ℓp∗(·) e, portanto,

(ℓdualp )dual(E) = ℓp(E).

Se uma classe de sequência X é tal que (Xdual)dual = X, então X é finitamente

determinada e esfericamente completa, devido à Proposição 2.2. Dessa forma, classes

de sequências que não são finitamente determinadas não satisfazem (Xdual)dual = X

como, por exemplo, X = ℓup . Esses exemplos, juntamente com a proposição anterior,

motivam a seguinte

Definição 3.1. Seja E um espaço de Banach. Uma classe de sequências X é dita E-

reflexiva se (Xdual)dual(E) = X(E) e ∥(xj)∞j=1∥(Xdual)dual(E) = ∥(xj)∞j=1∥X(E) para toda

sequência (xj)
∞
j=1 ∈ X(E).

Dizemos que X é reflexiva se é E-reflexiva para todo espaço de Banach E. Se X é

E ′-reflexiva para todo espaço de Banach E, dizemos que X é dual-reflexiva.

A partir daqui estamos em condições de cumprir o que foi prometido no ińıcio do

caṕıtulo. Começamos então com um dos resultados principais.

Teorema 3.1. Sejam X e Y classes de sequências e T ∈ L(E;F ).

(a) Se Y é linearmente estável, finitamente determinada e esfericamente completa,

X é dual-representável e T ∈ LX;Y (E;F ), então T ′ ∈ LY dual;Xdual(F ′;E ′) e

∥T ′∥Y dual;Xdual ≤ ∥T∥X;Y ;

(b) Se Y é F -reflexiva e T ′ ∈ LY dual;Xdual(F ′;E ′), então T ∈ LX;Y (E;F ) e tem-se

∥T∥X;Y ≤ ∥T ′∥Y dual;Xdual.
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Demonstração. (a) Sendo X dual-representável, JX é um isomorfismo isométrico e

como T ∈ LX;Y (E;F ), a aplicação composta

Y dual(F ′)
JY

−→ Y (F )′
(T̂)

′

−−→ X(E)′
(JX)−1

−−−−→ Xdual(E ′)

está bem definida, é linear e cont́ınua. Para que tenhamos T ′ ∈ LY dual;Xdual(F ′;E ′),

basta mostrar que (̂T ′) = (JX)−1 ◦
(
T̂
)′
◦ JY . Se (φj)

∞
j=1 ∈ Y dual(F ′), então

(
T̂
)′
◦

JY
(
(φj)

∞
j=1

)
∈ X(E)′. Logo, para toda sequência (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) segue que

(
T̂
)′ (

JY
(
(φj)

∞
j=1

)) (
(xj)

∞
j=1

)
= JY

(
(φj)

∞
j=1

) (
T (xj)

∞
j=1

)
=

∞∑
j=1

φj ◦ T (xj). (3.2)

Por outro lado, o isomorfismo (JX)−1 atua da seguinte forma: dado ψ ∈ X(E)′ existe

uma única sequência (ξj)
∞
j=1 ∈ Xdual(E ′) tal que

JX
(
(ξj)

∞
j=1

) (
(xj)

∞
j=1

)
=

∞∑
j=1

ξj(xj) = ψ
(
(xj)

∞
j=1

)
.

Portanto, por (3.2), temos

(JX)−1 ◦
(
T̂
)′
◦ JY

(
(φj)

∞
j=1

)
= (φj ◦ T )∞j=1 = (T ′(φj))

∞
j=1 = (̂T ′)

(
(φj)

∞
j=1

)
como queŕıamos demonstrar. Além disso, na demonstração do Teorema 2.2, vimos

que ∥JY ∥ ≤ 1 qualquer que seja a classe de sequência Y satisfazendo as condições do

teorema. Sendo assim,

∥T ′∥Y dual;Xdual = ∥(̂T ′)∥ ≤ ∥(JX)−1∥
∥∥∥∥(T̂)′∥∥∥∥ ∥JY ∥ ≤ ∥∥∥∥(T̂)′∥∥∥∥ = ∥T̂∥ = ∥T∥X;Y .

(b) Se (xj)
∞
j=1 ∈ X(E)

1
↪→ (Xdual)dual(E) e sabemos, por hipótese, que (T ′(φj))

∞
j=1 ∈

Xdual(E ′) sempre que (φj)
∞
j=1 ∈ Y dual(F ′), segue que

∞∑
j=1

φj(T (xj)) =
∞∑
j=1

T ′(φj)(xj) é convergente.

Isto significa que (T (xj))
∞
j=1 ∈ (Y dual)dual(F ) = Y (F ), visto que Y é F -reflexiva. Por-

tanto, temos T ∈ LX;Y (E;F ). Além disso, sendo Y F -reflexiva, temos

∥T∥X;Y = ∥T̂∥ = sup
(xj)∞j=1∈BX(E)

∥(T (xj))∞j=1∥Y (F ) = sup
(xj)∞j=1∈BX(E)

∥(T (xj))∞j=1∥(Y dual)dual(F )
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= sup
(xj)∞j=1∈BX(E)

sup
(φj)∞j=1∈BY dual(F ′)

∞∑
j=1

|φj(T (xj))|

= ∥T ′∥Y dual;Xdual sup
(xj)∞j=1∈BX(E)

sup
(φj)∞j=1∈BY dual(F ′)

∞∑
j=1

∣∣∣∣ T ′(φj)

∥T ′∥Y dual;Xdual

(xj)

∣∣∣∣ .
Note que

(
T ′(φj)

∥T ′∥
Y dual;Xdual

)∞
j=1
∈ BXdual(E′) sempre que (φj)

∞
j=1 ∈ BY dual(F ′). Logo,

∥T∥X;Y ≤ ∥T ′∥Y dual;Xdual sup
(xj)∞j=1∈BX(E)

sup
(φj)∞j=1∈BY dual(F ′)

∞∑
j=1

∣∣∣∣ T ′(φj)

∥T ′∥Y dual;Xdual

(xj)

∣∣∣∣
≤ ∥T ′∥Y dual;Xdual sup

(xj)∞j=1∈BX(E)

sup
(ψj)∞j=1∈BXdual(E′)

∞∑
j=1

|ψj(xj)|

≤ ∥T ′∥Y dual;Xdual sup
(xj)∞j=1∈BX(E)

∥(xj)∞j=1∥(Xdual)dual(E)

≤ ∥T ′∥Y dual;Xdual sup
(xj)∞j=1∈BX(E)

∥(xj)∞j=1∥X(E)

= ∥T ′∥Y dual;Xdual

Exemplo 3.2. O teorema anterior recupera um resultado clássico: o adjunto de um

operador absolutamente (q, p)-somante (está em Πq,p) é um operador Cohen fortemente

(p∗, q∗)-somante (está em Dp∗,q∗). De fato, consideremos X = ℓup(·) e Y = ℓq(·) com

1 ≤ p ≤ q < ∞. Se um operador T ∈ Πq,p(E;F ) = Lℓup (·);ℓq(·)(E;F ) (ou seja, T é

(ℓup(·); ℓq(·))-somante) então, pelo Teorema 3.1(a), tem-se T ′ ∈ Lℓq∗(·);(ℓup )dual(·)(F
′;E ′) =

Lℓq∗(·);ℓp∗⟨·⟩(F ′;E ′) = Dp∗,q∗(F ′;E ′). (Veja [3, Theorem 3.2])

O teorema a seguir segue, de certa forma, o “sentido oposto” ao teorema anterior.

Teorema 3.2. Sejam X e Y classes de sequências e T ∈ L(E;F ).

(a) Se X é esfericamente completa, Y é dual-reflexiva, Y dual é dual-representável e

T ∈ LY dual;Xdual(E;F ), então T ′ ∈ LX;Y (F
′;E ′) e ∥T ′∥X;Y ≤ ∥T∥Y dual;Xdual.

(b) Se X e Y são esfericamente completas e T ′ ∈ LX;Y (F
′;E ′), então tem-se T ∈

LY dual;Xdual(E;F ) e ∥T∥Y dual;Xdual ≤ ∥T ′∥X;Y .

Demonstração. (a) Definamos

L : X(F ′) −→ Xdual(F )′

(φj)
∞
j=1 7−→ L

(
(φj)

∞
j=1

)
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tal que L
(
(φj)

∞
j=1

) (
(yj)

∞
j=1

)
=
∑∞

j=1 φj(yj) para toda sequência (yj)
∞
j=1 ∈ Xdual(F ). A

série
∑∞

j=1 φj(yj) converge para toda (φj)
∞
j=1 ∈ X(F ′), pela definição de Xdual(F ), e

portanto L
(
(φj)

∞
j=1

)
está bem definido e é linear (fácil). Vejamos a sua continuidade.

Para quaisquer n ∈ N e (yj)
∞
j=1 ∈ Xdual(F ),∣∣∣∣∣

n∑
j=1

φj(yj)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|φj(yj)| = ∥(φj)∞j=1∥X(F ′)

n∑
j=1

∣∣∣∣ φj
∥(φj)∞j=1∥X(F ′)

(yj)

∣∣∣∣
e como

(
φj

∥(φj)∞j=1∥X(F ′)

)∞
j=1
∈ BX(F ′), segue que

n∑
j=1

∣∣∣∣ φj
∥(φj)∞j=1∥X(F ′)

(yj)

∣∣∣∣ ≤ ∥(yj)nj=1∥Xdual(F )

e, portanto, temos ∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φj(yj)

∣∣∣∣∣ ≤ ∥(φj)∞j=1∥X(F ′)∥(yj)nj=1∥Xdual(F ).

Como Xdual(·) é finitamente determinada, segue que∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φj(yj)

∣∣∣∣∣ ≤ ∥(φj)∞j=1∥X(F ′)∥(yj)∞j=1∥Xdual(F )

e fazendo n→∞ obtemos

∣∣L ((φj)∞j=1

) (
(yj)

∞
j=1

)∣∣ ≤ ∥(φj)∞j=1∥X(F ′)∥(yj)∞j=1∥Xdual(F ) (3.3)

e segue a continuidade de L
(
(φj)

∞
j=1

)
. Logo, L está bem definida e também é fácil ver

que é linear. Tomando o supremo sobre (yj)
∞
j=1 ∈ BXdual(F ) em (3.3), temos

∥L
(
(φj)

∞
j=1

)
∥ ≤ ∥(φj)∞j=1∥X(F ′)

o que implica na continuidade de L e ∥L∥ ≤ 1. Sendo Y dual-reflexiva, segue que a

aplicação composta

X(F ′)
L−→ Xdual(F )′

(T̂)
′

−−→ Y dual(E)′
(
JY dual

)−1

−−−−−−−→ (Y dual)dual(E ′) = Y (E ′)

é linear e cont́ınua. Resta-nos mostrar que (̂T ′) =
(
JY

dual
)−1

◦
(
T̂
)′
◦ L. Para tanto,
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consideremos (φj)
∞
j=1 ∈ X(F ′) e (xj)

∞
j=1 ∈ Y dual(E) e note que

((
T̂
)′
◦ L
)(

(φj)
∞
j=1

) (
(xj)

∞
j=1

)
= L

(
T̂
(
(φj)

∞
j=1

)) (
(xj)

∞
j=1

)
=

∞∑
j=1

T ◦ φj(xj). (3.4)

Como Y dual é dual-representável, então JY
dual

é um isomorfismo isométrico e, por (3.4),

temos (
JY

dual
)−1

◦
(
T̂
)′
◦ L
(
(φj)

∞
j=1

)
= (T ◦ φj)∞j=1 = (̂T ′)

(
(φj)

∞
j=1

)
e segue a igualdade desejada. Além disso,

∥T ′∥X;Y =
∥∥∥(̂T ′)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥(JY dual
)−1
∥∥∥∥∥∥∥∥(T̂)′∥∥∥∥ ∥L∥ ≤ ∥∥∥(T̂ ′)

∥∥∥ = ∥T∥Y dual;Xdual .

(b) Seja (xj)
∞
j=1 ∈ Y dual(E). Como T ∈ LX;Y (F

′;E ′) então (T (φj))
∞
j=1 ∈ Y (E ′) sempre

que (φj)
∞
j=1 ∈ X(F ′). Sendo assim, qualquer que seja a sequência (φj)

∞
j=1 ∈ X(F ′) a

série
∞∑
j=1

φj(T (xj)) =
∞∑
j=1

T ′(φj)(xj) converge,

implicando em (T (xj))
∞
j=1 ∈ Xdual(F ). Dáı, tem-se T ∈ LY dual;Xdual(E;F ). Vejamos a

desigualdade de normas. Temos

∥T∥Y dual;Xdual =
∥∥∥T̂∥∥∥ = sup

(xj)∞j=1∈BY dual(E)

∥(T (xj))∞j=1∥Xdual(F )

= sup
(xj)∞j=1∈BY dual(E)

sup
(φj)∞j=1∈BX(F ′)

∞∑
j=1

|φj(T (xj))|

≤ ∥T∥X;Y sup
(xj)∞j=1∈BY dual(E)

sup
(φj)∞j=1∈BX(F ′)

∞∑
j=1

∣∣∣∣ T ′(φj)

∥T∥X;Y

(xj)

∣∣∣∣
e observe que

(
T ′(φj)

∥T∥X;Y

)∞
j=1
∈ BY (E′) sempre que (φj)

∞
j=1BX(F ′). Logo,

∥T∥Y dual;Xdual ≤ ∥T∥X;Y sup
(xj)∞j=1∈BY dual(E)

sup
(φj)∞j=1∈BX(F ′)

∞∑
j=1

∣∣∣∣ T ′(φj)

∥T∥X;Y

(xj)

∣∣∣∣
≤ ∥T∥X;Y sup

(xj)∞j=1∈BY dual(E)

sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∞∑
j=1

|ψj(xj)|

= ∥T∥X;Y sup
(xj)∞j=1∈BY dual(E)

∥(xj)∞j=1∥Y dual(F )

= ∥T∥X;Y

37



3. Adjuntos e Bi-adjuntos

Exemplo 3.3. O resultados aqui apresentados recuperam os presentes em [3, Theorem

3.2].

a) Se 1 ≤ p ≤ q < ∞ e T ∈ Lℓq∗(·);(ℓup )dual(·)(E;F ) = Dp∗,q∗(E;F ) então, pelo Teorema

3.2(a), T ′ ∈ Lℓup (·);ℓq(·)(F
′;E ′), isto é, o seu adjunto é um operador absolutamente (q, p)-

somante. Recupera-se, então, um outro resultado clássico: o adjunto de um operador

Cohen fortemente (p∗, q∗)-somante é um operador absolutamente (q, p)-somante.

b) Se T ∈ L(E;F ) é tal que T ′ é absolutamente (q, p)-somante, noutras palavras, T ′ ∈
Lℓup (·);ℓq(·)(F

′;E ′) = Πq,p(F
′;E ′) então, pelo Teorema 3.2(b), T ∈ Lℓq∗(·);(ℓup )dual(·)(E;F ) =

Dp∗,q∗(E;F ) e novamente temos um caso bem conhecido: se o adjunto T ′ de um ope-

rador T é absolutamente (q, p)-somante, então T é um operador Cohen fortemente

(p∗, q∗)-somante.

Vimos nos exemplos anteriores que os Teoremas 3.1 e 3.2 recuperam alguns resul-

tados já conhecidos na literatura. No entanto, estes teoremas não se limitam apenas a

isso, podendo nos fornecer novos casos para adjuntos de outras classes de operadores,

como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.4. Um operador T é dito mid-(q; p)-somante com 1 < p ≤ q < ∞ se

(T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓq(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓmid

p (E) (veja [10, pág. 6]). Dessa forma, se

T ′ é um operador mid-(q; p)-somante, noutras palavras, T ′ ∈ Lℓmid
p (·);ℓq(·)(F

′;E ′), pelo

Teorema 3.2(b), temos que T ∈ Lℓq∗(·);ℓmid
p∗ ⟨·⟩(E;F ).

Como consequência dos teoremas anteriores estabeleceremos uma equivalência entre

um operador T e seu bi-adjunto T ′′ no que diz respeito à pertinência a um ideal LX;Y .

Primeiramente, mostraremos um lema técnico e vamos supor, a partir de agora, que

as classes X e Y são tais que LX;Y é um ideal de Banach com a norma ∥ · ∥X;Y .

Lema 3.1. Sejam X e Y classes de sequências finitamente determinadas com Y fini-

tamente injetiva. Então o ideal (LX;Y , ∥ · ∥X;Y ) é injetivo.

Demonstração. Sejam T ∈ L(E;F ) e S ∈ L(F ;G) uma injeção métrica tais que S ◦
T ∈ LX;Y (E;G). Queremos mostrar que T ∈ LX;Y (E;F ). Para tanto, consideremos

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E). Como S ◦ T ∈ LX;Y (E;G) então (S ◦ T (xj))∞j=1 ∈ Y (G). Sendo Y

finitamente injetiva segue que

∥ (T (xj))kj=1 ∥Y (F ) ≤ ∥ (S ◦ T (xj))kj=1 ∥Y (G) ≤ ∥S ◦ T∥X;Y ∥(xj)kj=1∥X(E).

e tomando o supremo sobre k ∈ N, já queX e Y são finitamente determinadas, obtemos

∥ (T (xj))∞j=1 ∥Y (F ) ≤ ∥S ◦ T∥X;Y ∥(xj)∞j=1∥X(E).

Portanto, tem-se (T (xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ), ou seja, T ∈ LX;Y (E;F ).
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Corolário 3.1. Sejam X e Y classes de sequências.

(a) Se X é dual-representável e Y é esfericamente completa, linearmente estável, fi-

nitamente determinada e dual-reflexiva tal que Y dual é dual-representável e T ∈
LX;Y (E;F ), então T

′′ ∈ LX;Y (E
′′;F ′′);

(b) Se T ′′ ∈ LX;Y (E
′′;F ′′) então T ∈ LX;Y (E;F ).

Nas hipóteses de a), temos então ∥T∥X;Y = ∥T ′′∥X;Y .

Demonstração. (a) Suponha T ∈ LX;Y (E;F ) e observe que as classes de sequênciasX e

Y satisfazem as condições dos Teoremas 3.1(a) e 3.2(a). Pelo Teorema 3.1(a) segue que

T ′ ∈ LY dual;Xdual(F ′;E ′) e ∥T ′∥Y dual;Xdual ≤ ∥T∥X;Y . Por sua vez, pelo Teorema 3.2(a),

temos T ′′ ∈ LX;Y (E
′′;F ′′) e ∥T ′′∥X;Y ≤ ∥T ′∥Y dual;Xdual . Portanto, T ′′ ∈ LX;Y (E

′′;F ′′) e

∥T ′′∥X;Y ≤ ∥T∥X;Y .

(b) Consideremos T ′′ ∈ LX;Y (E
′′;F ′′).

Afirmação: T ′′ ◦ JE = JF ◦ T .
De fato, sejam x ∈ E e ψ ∈ F ′. Então,

(JF ◦ T ) (x)(ψ) = JF (T (x)) (ψ) = ψ(T (x)).

Por outro lado,

(T ′′ ◦ JE)(x)(ψ) = JE(x)(T
′(ψ)) = T ′(ψ)(x) = ψ(T (x))

e segue a afirmação.

Como, por hipótese, T ′′ ∈ LX;Y (E
′′;F ′′) então T ′′ ◦ JE ∈ LX;Y (E;F

′′) e, portanto,

JF ◦ T ∈ LX;Y (E;F
′′). Em sendo JF : F → F ′′ uma injeção métrica e LX;Y um ideal

injetivo (pelo lema anterior), obtemos T ∈ LX;Y (E;F ).

Por fim, como JF : F → JF (F ) é um isomorfismo isométrico então sua inversa

J−1
F : JF (F ) → F também é um isomorfismo isométrico e, em particular, ∥J−1

F ∥ ≤ 1.

Logo,

∥T∥X;Y = ∥J−1
F ◦ T

′′ ◦ JE∥X;Y ≤ ∥J−1
F ∥∥T

′′∥X;Y ∥JE∥ ≤ ∥T ′′∥X;Y .

Exemplo 3.5. Tomando X = ℓup(·) e Y = ℓp(·) e sabendo que X e Y satisfazem

as condições do Corolário 3.1(a), segue que se T ∈ Lℓup (·);ℓp(·)(E;F ), então T ′′ ∈
Lℓup (·);ℓp(·)(E

′′;F ′′). Por outro lado, pelo Corolário 3.1(b), se T ∈ L(E;F ) é tal que

T ′′ ∈ Lℓup (·);ℓp(·)(E
′′;F ′′) então T ∈ Lℓup (·);ℓp(·)(E;F ). Em palavras, isso se traduz no
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seguinte: um operador é absolutamente p-somante se, e somente se, seu bi-adjunto

também o é, resultado já bem conhecido que pode ser encontrado em [3, Theorem 3.4].
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Caṕıtulo 4

Ideais Maximais no ambiente de

classe de sequências

A partir da bem conhecida ligação entre a Teoria de Produtos Tensoriais To-

pológicos e a Teoria de Ideais de Operadores, Botelho et. al. estudam em [9] condições

suficientes sobre as classes de sequências X e Y de modo que o ideal LX;Y dual seja

maximal. O fato do porquê é usado Y dual acima ficará claro logo no ińıcio da seção

seguinte.

O objetivo então é alcançado através da definição e estudo de uma quasi-norma ten-

sorial conveniente e o desenvolvimento da teoria dual para produtos tensoriais munidos

dessas normas. Vejamos então o desenvolvimento dessa teoria.

4.1 Maximalidade

Provavelmente o leitor esteja se perguntando o motivo de procurarmos condições

para a maximalidade de ideais da forma LX;Y dual , mas não em ideais da forma LX;Y .

Vejamos alguns exemplos que podem convencê-lo sobre a escolha do primeiro tipo de

ideal em detrimento do segundo.

• Seja 1 ≤ p < ∞. O ideal Cp = Lℓwp (·);c0(·) dos operadores p-convergentes não é um

ideal maximal [2, Theorem 2.7]. Para p = 1, estamos diante do ideal dos operadores

incondicionalmente somantes [29, 1.7.1].

• O ideal CC = Lcw0 (·);c0(·) dos operadores completamente cont́ınuos, mencionado no

Exemplo 1.3, também não é um ideal maximal.

Repare que, em ambos exemplos acima, c0(·) não é uma classe dual, isto é, não
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existe classe de sequências Y tal que Y dual = c0(·). De fato, se existisse tal classe, pelo
Teorema 2.2, seguiria-se que c0 = c0(K) seria dual de algum espaço, o que sabemos não

ser verdade. Assim, a conjectura de que “se Y não é uma classe dual, então LX;Y não

é ideal maximal” faz sentido. O que será exposto aqui no caṕıtulo serão as condições

para que isso ocorra sendo Y uma classe dual.

Antes dos resultados principais do caṕıtulo, necessitamos apresentar o ambiente

necessário, com suas definições e propriedades.

Definição 4.1. Uma classe de sequência X é dita monótona se, para todo espaço de

Banach E e quaisquer m,n ∈ N e x1, · · · , xn ∈ E, a seguinte igualdade é satisfeita:

∥(0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
m vezes

, x1, · · · , xn, 0, 0 · · · )∥X(E) = ∥(x1, · · · , xn, 0, 0, · · · )∥X(E).

Exemplo 4.1. É fácil mostrar que as classes de sequências ℓp(·), ℓwp (·), ℓ∞(·), ℓmid
p (·), c0(·)

e ℓp⟨·⟩ são todas monótonas.

Sejam X e Y classes de sequências. Com inspiração nas normas de Chevet-Saphar

[33, Section 6.2], consideremos a função αX,Y : E ⊗ F → R dada por

αX,Y (u) = inf

{
∥(xj)nj=1∥X(E)∥(yj)nj=1∥Y (F );u =

n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
.

Mesmo estando em um contexto muito abstrato, a ideia agora é estabelecer condições

sobre as classes X e Y , as mais fracas posśıveis, tais que αX,Y seja uma quasi-norma

em E ⊗ F .

Definição 4.2. Dizemos que uma regra que, a cada par de espaços de Banach E e F ,

associa uma quasi-norma α em E ⊗ F é uma quasi-norma tensorial se satisfaz:

(i) α(x⊗ y) ≤ ∥x∥∥y∥, para todos E,F ∈ BAN, x ∈ E e y ∈ F ;

(ii) α é uniforme, isto é, se para quaisquer E1, E2, F1 e F2 Banach e Ti ∈ L(Ei;Fi), i =
1, 2, o operador T1 ⊗ T2 : E1 ⊗α E2 → F1 ⊗α F2 é linear, cont́ınuo e

∥T1 ⊗ T2∥ ≤ ∥T1∥∥T2∥.

(iii) α é finitamente gerada, ou seja,

α(u;E ⊗ F ) = inf {α(u;M ⊗N); (M,N) ∈ F(E)× F(F )} .
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O item (i) da definição anterior é uma condição, digamos, canônica e esperada na

teoria de produtos tensoriais topológicos e que faz parte, de fato, da definição de uma

norma razoável (ver Definição 1.8). A razão pela qual não exigimos aqui a condição

(R2) da Definição 1.8 ficará mais clara após o próximo resultado.

Proposição 4.1. Sejam X e Y classes de sequências monótonas e suponha que ε ≤
αX,Y . Então, para todos os espaços de Banach E e F , αX,Y é uma quasi-norma em

E ⊗ F e αX,Y (x⊗ y) ≤ ∥x∥∥y∥, para todos x ∈ E e y ∈ Y .

Demonstração. Seja u ∈ E⊗F tal que αX,Y = 0. Logo, pela hipótese ε ≤ αX,Y , temos

ε(u) = 0 e, portanto, u = 0. É fácil ver que |λ|αX,Y (u) = αX,Y (λu) qualquer que seja

u ∈ E ⊗ F e λ ∈ K. Agora, vamos mostrar que

αX,Y (u1 + u2) ≤ 2(αX,Y (u1) + αX,Y (u2)).

Para tanto, sejam u1, u2 ∈ E ⊗ F . Para cada δ > 0, existem representações ui =∑n
j=1 xij ⊗ yij tais que

∥(xij)nj=1∥X(E) ≤ αX,Y (ui) + δ e ∥(yij)nj=1∥Y (F ) ≤ 1

com i = 1, 2. Tal escolha é posśıvel, pois dado δ > 0 existem representações ui =∑n
j=1 xij ⊗ yij tais que

∥(xij)nj=1∥X(E)∥(yij)nj=1∥Y (F ) ≤ αX,Y (ui) + δ.

Tomando λ = ∥(yij)nj=1∥Y (F ), zij = λxij e wij =
yij
λ

segue-se que ui =
∑n

j=1 zij ⊗ wij é
uma representação de ui, com i = 1, 2, de tal forma que

∥(zij)nj=1∥X(E) ≤ αX,Y (ui) + δ e ∥(wij)nj=1∥Y (F ) = 1.

Dáı

u1+u2 =
n∑
j=1

x1j⊗y1j+
n∑
j=1

x2j⊗y2j = x11⊗y11+· · ·+x1n⊗y1n+x21⊗y21+· · ·+x2n⊗y2n

é uma representação de u1 + u2 e dessa forma temos

αX,Y (u1 + u2) ≤ ∥(x11, · · · , x1n, x21, · · · , x2n, 0, · · · )∥X(E)

· ∥(y11, · · · , y1n, y21, · · · , y2n, 0, · · · )∥Y (F )

≤
(
∥(x11, · · · , x1n, 0, · · · )∥X(E) + ∥(0, · · · , 0, x21, · · · , x2n, 0, · · · )∥X(E)

)
·
(
(y11, · · · , y1n, 0, · · · )∥Y (F ) + ∥(0, · · · , 0, y21, · · · , y2n, 0, · · · )∥Y (F )

)
.
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Da hipótese de X e Y serem classes de sequências monótonas, obtemos

αX,Y (u1 + u2) ≤
(
∥(x11, · · · , x1n, 0, · · · )∥X(E) + ∥(x21, · · · , x2n, 0, · · · )∥X(E)

)
·
(
∥(y11, · · · , y1n, 0, · · · )∥Y (F ) + ∥(y21, · · · , y2n, 0, · · · )∥Y (F )

)
≤ (2αX,Y (u1) + 2αX,Y (u2) + 2δ)

Fazendo δ → 0+, temos que αX,Y (u1 + u2) ≤ 2(αX,Y (u1) + αX,Y (u2)).

Além disso, temos

αX,Y (x⊗ y) ≤ ∥x · e1∥X(E)∥y · e1∥Y (F ) = ∥x∥∥y∥.

Observe que, nas condições da definição e da proposição anterior, não ocorre a

desigualdade ε ≤ αX,Y ≤ π o qual é equivalente à αX,Y ser uma norma razoável

(ver [33, Proposition 6.1]). Enquanto que a desigualdade ε ≤ αX,Y é imposta pela

Proposição 4.1, a desigualdade αX,Y ≤ π não é esperada pois depende da desigualdade

triangular. De fato, se assumirmos que αX,Y satisfaz a desigualdade triangular, isto é,

αX,Y é uma norma, então

αX,Y (u) = αX,Y

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
≤

n∑
j=1

αX,Y (xj ⊗ yj) ≤
n∑
j=1

∥xj∥∥yj∥

qualquer que seja u ∈ E ⊗ F . Logo, αX,Y ≤ π. Assim, se exigirmos a condição (R2)

da Definição 1.8 teŕıamos αX,Y uma norma razoável, o que restringe a nossa definição

de quasi-norma.

Para que αX;Y seja uma quasi-norma tensorial faltam apenas as propriedades de

ser uniforme e finitamente gerada (ver Definição 4.2). Vejamos agora as hipóteses

necessárias para isso.

Proposição 4.2. Se X e Y são classes de sequências monótonas, linearmente estáveis

e finitamente injetivas e ε ≤ αX,Y , então αX,Y é uma quasi-norma tensorial.

Demonstração. A hipótese de que X e Y são classes de sequências monótonas e ε ≤
αX,Y nos garante que αX,Y é uma quasi-norma e αX,Y (x⊗ y) ≤ ∥x∥∥y∥, devido à Pro-

posição 4.1. Sendo assim, resta-nos provar que αX,Y é uniforme e finitamente gerada.

Comecemos mostrando que αX,Y é uniforme e, para tanto, consideremos E1, E2, F1 e

F2 espaços de Banach, Ti ∈ L(Ei;Fi), i = 1, 2 e u ∈ E1 ⊗αX,Y
E2. Pelo fato de X e Y
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serem ambos linearmente estáveis, segue que

αX,Y (T1 ⊗ T2(u)) = αX,Y

(
n∑
j=1

T1(xj)⊗ T2(yj)

)
≤ ∥(T1(xj))nj=1∥X(F1)∥(T2(xj))nj=1∥Y (F1)

≤ ∥T1∥∥T2∥∥(xj)nj=1∥X(E1)∥(yj)nj=1∥Y (E2)

e tomando o ı́nfimo sobre as representações de u, temos

αX,Y (T1 ⊗ T2(u)) ≤ ∥T1∥∥T2∥αX,Y (u).

Portanto, ∥T1 ⊗ T2∥ ≤ ∥T1∥∥T2∥ e αX,Y é uniforme.

Vejamos que αX,Y é finitamente gerada. Seja u ∈ E ⊗ F . Consideremos u =∑n
j=1 xj ⊗ yj uma representação, M = [x1, · · · , xn], N = [y1, · · · , yn] e os operadores

inclusões IM : M → E e IN : N → F . Não é dif́ıcil verificar que ∥IN∥ = ∥IM∥ = 1 e

como αX,Y é uniforme, obtemos que IM ⊗ IN :M ⊗αX,Y
N → E⊗αX,Y

F é um operador

linear e cont́ınuo e ∥IN ⊗ IM∥ ≤ ∥IN∥∥IM∥ = 1. Logo, u ∈M ⊗N e

αX,Y (u;E ⊗ F ) ≤ αX,Y (u;M ⊗N). (4.1)

Veja que a desigualdade acima vale para toda representação de u em subespaços de

dimensão finita M ∈ F(E) e N ∈ F(F ) tais que u ∈ M ⊗ N . Isto significa que

αX,Y (u;E ⊗ F ) é uma cota inferior do conjunto

{αX,Y (u;M ⊗N); (M,N) ∈ F(E)× F(F )} .

Além disso, dado ε > 0, existe uma representação u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj tal que

∥(xj)nj=1∥X(E)∥(yj)∥Y (F ) ≤ αX,Y (u;E ⊗ F ) + ε

e sendo X e Y finitamente injetivas, segue que

αX,Y (u;M ⊗N) ≤ ∥(xj)nj=1∥X(M)∥(yj)nj=1∥Y (N) ≤ ∥(xj)nj=1∥X(E)∥(yj)nj=1∥Y (F )

≤ αX,Y (u;E ⊗ F ) + ε.

Disto e por (4.1), segue que

αX,Y (u;E ⊗ F ) = inf{αX,Y (u;M ⊗N);M ∈ F(E), N ∈ F(F )},

45



4. Ideais Maximais no ambiente de classe de sequências

isto é, αX,Y é finitamente gerada.

Exemplo 4.2. Algumas normas tensoriais já conhecidas são normas do tipo αX,Y

como, por exemplo:

(a) as normas de Chevet-Saphar: Se 1 ≤ p ≤ ∞ e para X = ℓwp∗(·) e Y = ℓp(·), então

αX,Y (u) = αℓw
p∗ (·);ℓp(·)(u) = inf

{
∥(xj)nj=1∥w,p∗∥(yj)nj=1∥p;u =

n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
= dp(u).

Por outro lado, fazendo X = ℓp(·) e Y = ℓwp∗(·), obtemos

αℓp(·);ℓwp∗ (·)(u) = inf

{
∥(xj)nj=1∥p∥(yj)nj=1∥w,p∗ ;u =

n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
= gp(u).

(b) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞, X = ℓwp (·) e Y = ℓwp∗(·), então

αℓwp (·),ℓw
p∗ (·)(u) = inf

{
∥(xj)nj=1∥w,p∥(yj)nj=1∥w,p∗ ;u =

n∑
j=1

xj ⊗ yj

}

é uma norma tensorial cuja demonstração pode ser encontrada para o caso multilinear

em [1].

Exemplo 4.3. Podemos obter novas normas tensoriais. Sejam X = ℓmid
p (·) e Y =

ℓp∗(·), 1 ≤ p <∞. Se u ∈ E ⊗ F . então a expressão

αℓmid
p (·),ℓp∗ (·)(u) =

{
∥(xj)nj=1∥p,mid∥(yj)nj=1∥p∗ ;u =

n∑
j=1

xj ⊗ yj

}

é uma norma tensorial. Começaremos mostrando que ε ≤ αℓmid
p (·),ℓp∗ (·). Seja u ∈ E⊗F

e u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj uma representação qualquer. Se 1 < p <∞, pela desigualdade de

Hölder e pela Proposição 1.7, obtemos

ε(u) = sup
φ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φ(xj)ψ(yj)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
φ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

n∑
j=1

|φ(xj)ψ(yj)|

≤ sup
φ∈BE′

(
n∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

sup
ψ∈BF ′

(
n∑
j=1

|ψ(yj)|p
∗

)1/p∗

= ∥(xj)nj=1∥w,p∥(yj)nj=1∥w,p∗ ≤ ∥(xj)nj=1∥p,mid∥(yj)nj=1∥p∗ .
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Se p = 1, então

ε(u) ≤ sup
φ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

n∑
j=1

|φ(xj)ψ(yj)| ≤ ∥(xj)nj=1∥1,w∥(yj)nj=1∥∞

≤ ∥(xj)nj=1∥1,mid∥(yj)nj=1∥∞.

Em ambos os casos, tomando o ı́nfimo sobre as representações de u, segue que ε(u) ≤
αℓmid

p (·),ℓp∗ (·)(u). Como ℓmid
p (·) e ℓp∗(·) são classes de sequências monótonas, linearmente

estáveis e finitamente injetivas, segue que αℓmid
p (·),ℓp∗ (·) é uma quase-norma tensorial.

Na verdade, αℓmid
p (·),ℓp∗ (·) satisfaz a desigualdade triangular (ver [25, Seção 2.2.1]) e,

portanto, é uma norma tensorial.

As normas que listaremos a seguir, cujas demonstrações omitiremos, também são

normas tensoriais.

• αℓmid
p (·),ℓw

p∗ (·)
(u) =

{
∥(xj)nj=1∥p,mid∥(yj)nj=1∥w,p∗ ;u =

∑n
j=1 xj ⊗ yj

}
, 1 ≤ p <∞.

• αℓmid
p (·),ℓmid

p∗ (·)(u) =
{
∥(xj)nj=1∥p,mid∥(yj)nj=1∥p∗,mid;u =

∑n
j=1 xj ⊗ yj

}
, 1 < p <∞.

Antes de apresentarmos o conceito de ideal maximal estará impĺıcito que existe uma

ordem para que possamos compará-los. Mais precisamente, Se (I, ∥ · ∥I) e (J , ∥ · ∥J )
são ideais de Banach, dizemos que I ≤ J se, para quaisquer E e F espaços de Banach,

I(E;F ) ⊂ J (E;F ) e ∥u∥J ≤ ∥u∥I , para todo u de posto finito. Não é dif́ıcil verificar

que, de fato, a relação ≤ definida na classe dos ideais de operadores de Banach é uma

ordem parcial.

Um ideal I é dito ideal maximal se nenhum ideal é “maior”do que I, no sentido da

ordem definida. Mais precisamente,

Definição 4.3. Seja I um ideal de Banach. Dizemos que I é um ideal maximal se,

para todo ideal de Banach J , tal que I ≤ J implicar em I = J .

No entanto, nem sempre é fácil ou viável tentar provar se um determinado ideal é

maximal ou não por meio da definição e, para isso, geralmente nos valemos de uma

caracterização para ideais maximais por meio de ideais finitamente gerados. Um ideal

de Banach (I, ∥ · ∥I) é dito finitamente gerado se, para quaisquer E e F espaços de

Banach e T ∈ I(E;F ), tem-se

∥T∥I = sup{∥QL ◦ T ◦ IM∥I ;M ∈ F(E), L ∈ CF(F )}

onde QL : F → F/L é o operador quociente dado por QL(x) = x.

Teorema 4.1. [33, Theorem 8.11] Seja (I, ∥ · ∥I) um ideal de Banach. Então, I é

maximal se, e somente se, é finitamente gerado.
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Vejamos agora a definição de um operador especial cuja natureza é muito impor-

tante para a demonstração do nosso resultado de maximalidade e também nos demais

resultados do caṕıtulo.

Dado T ∈ L(E;F ) definamos a aplicação bilinear AT : E × F ′ → K dada por

AT (x, ψ) = ψ(T (x)). Assim, a linearização φT : E ⊗ F ′ → K de AT é um operador

linear. Aqui usamos o śımbolo φT para a linearização de AT fazendo alusão ao fato de

que esta é um funcional linear.

O lema a seguir caracteriza a continuidade do funcional φT em termos da quasi-

norma αX,Y .

Lema 4.1. Seja T ∈ L(E;F ) e suponha que αX,Y é uma quasi-norma em E ⊗ F ′.

Então:

(a) Se T ∈ LX;Y dual(E;F ), então φT : E⊗αX,Y
F ′ → K é cont́ınuo e ∥φT∥ ≤ ∥T∥X;Y dual.

(b) Se, além disso, X e Y são finitamente determinadas, então vale a equivalência:

φT : E ⊗ F ′ → K é cont́ınuo se, e somente se, T ∈ LX;Y dual(E;F ). Neste caso,

tem-se ∥T∥X;Y dual = ∥φT∥.

Demonstração. (a) Se u =
∑n

j=1 xj ⊗ ψj ∈ E ⊗ F ′, então

|φT (u)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ψj(T (xj))

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|ψj(T (xj))|

= ∥(ψj)nj=1∥Y (F ′)

n∑
j=1

∣∣∣∣ ψ

∥(ψj)nj=1∥Y (F ′)
(T (xj))

∣∣∣∣ .
Como

n∑
j=1

∣∣∣∣ ψj
∥(ψj)nj=1∥Y (F ′)

(T (xj))

∣∣∣∣ ≤ ∥(T (xj))nj=1∥Y dual(F ) ≤ ∥T∥X;Y dual∥(xj)nj=1∥X(E),

segue que

|φT (u)| ≤ ∥T∥X;Y dual∥(xj)nj=1∥X(E)∥(ψj)nj=1∥Y (F ′)

e tomando o ı́nfimo sobre as representações de u, obtemos |φT (u)| ≤ ∥T∥X;Y dualαX,Y (u).

Logo, φT é cont́ınuo e ∥φT∥ ≤ ∥T∥X;Y dual .

(b) Suponha que φT é cont́ınuo. Para (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e n ∈ N, da continuidade de φT ,

temos

∥(T (xj))nj=1∥Y dual(F ) = sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ψj(T (xj))

∣∣∣∣∣ = sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∣∣∣∣∣φT
(

n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)∣∣∣∣∣
48



4. Ideais Maximais no ambiente de classe de sequências

≤ sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∥φT∥αX,Y

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
≤ ∥φT∥∥(xj)nj=1∥X(E) sup

(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∥(ψj)nj=1∥Y dual(F ).

Como X e Y são finitamente determinados (portanto, Y dual também o é), tomando o

supremo sobre n ∈ N segue que

∥(T (xj))∞j=1∥Y dual(F ) ≤ ∥φT∥∥(xj)∞j=1∥X(E).

Assim tem-se T ∈ LX;Y dual(E;F ) e ∥T∥X;Y dual ≤ ∥φT∥. Com a desigualdade contrária

do item (a), segue a igualdade das normas.

Agora estamos em condições de enunciar o resultado mais importante do caṕıtulo o

qual fornece condições para a maximalidade de LX;Y dual . É importante termos em mente

um fato que será utilizada na demonstração do próximo teorema: Dado N ∈ F(F ′)

existe L ∈ CF(F ) tal que (F/L)′
1
= N . Este fato decorre do Exerćıcio 4.5.31 em [11]

juntamente com [13, Proposition 1.9] e [13, Remark 6].

Vamos ao nosso teorema de maximalidade.

Teorema 4.2. Sejam X e Y classes de sequências finitamente determinadas e suponha

que αX,Y é uma quasi-norma tensorial. Então, o ideal de Banach LX;Y dual é maximal.

Demonstração. A prova consiste essencialmente em mostrar que, nestas condições,

LX;Y dual é um ideal finitamente gerado. Seja T ∈ LX;Y dual(E;F ) e denotemos

s := sup{∥QL ◦ T ◦ IM∥X;Y dual ;M ∈ F(E), L ∈ CF(F )}.

Se M ∈ F(E) e L ∈ CF(F ), pela propriedade de ideal, temos QL ◦ T ◦ IM e

∥QL ◦ T ◦ IM∥X;Y dual ≤ ∥QL∥∥T∥X;Y dual∥IM∥.

Com um cálculo simples, é fácil mostrar que ∥QL∥ = ∥IM∥ = 1 e então

∥QL ◦ T ◦ IM∥X;Y dual ≤ ∥T∥X;Y dual

quaisquer que sejamM ∈ F(E) e L ∈ CF(F ). Tomando o supremo na expressão acima,

sobre M e L, obtemos s ≤ ∥T∥X;Y dual .

Por outro lado, consideremos u ∈ E⊗F ′ e ε > 0. Como αX,Y é finitamente gerado,

existem M ∈ F(E), N ∈ CF(F ′) e uma representação u =
∑n

j=1 xj ⊗ φj ∈M ⊗N tais
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que

αX,Y (u;M ⊗N) ≤ (1 + ε)αX,Y (u;E ⊗ F ′). (4.2)

Seja L ∈ CF(F ) tal que (F/L)′
1
= N , cujo isomorfismo é dado por Q∗

L : (F/L)′ → N .

Tome ψj ∈ (F/L)′ tais que Q∗
L(ψj) = φj, j = 1, · · · , n e veja que

M ⊗αX,Y
N

IdM⊗(Q∗
L)

−1

−−−−−−−−→M ⊗αX,Y
(F/L)′

φQL◦T◦IM−−−−−−→ K

é um operador linear e cont́ınuo. De fato, como αX,Y é uniforme, então IdM⊗ (Q∗
L)

−1 é

linear e cont́ınuo. Além disso, φQL◦T◦IM é a linearização da aplicação bilinear AQL◦T◦IM :

E×(F/L)′ → K dada por AQL◦T◦IM (x, γ) = γ(QL◦T ◦IM(x)), o qual é cont́ınuo devido

ao Lema 4.1. Logo,

|φT (u)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φj(T (xj))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Q∗
L(ψj)(T (xj))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ψj(QL(T (xj)))

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

AQL◦T◦IM (xj, ψj)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φQL◦T◦IM (xj ⊗ ψj)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φQL◦T◦IM ◦
(
IdM ⊗ (Q∗

L)
−1
)
(xj ⊗ φj)

∣∣∣∣∣
e devido à linearidade e continuidade do operador φQL◦T◦IM ◦ (IdM ⊗ (Q∗

L)
−1), segue

que

|φT (u)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φQL◦T◦IM ◦
(
IdM ⊗ (Q∗

L)
−1
)
(xj ⊗ φj)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣φQL◦T◦IM ◦
(
IdM ⊗ (Q∗

L)
−1
)( n∑

j=1

xj ⊗ φj

)∣∣∣∣∣
≤ ∥φQL◦T◦IM∥

∥∥IdM ⊗ (Q∗
L)

−1
∥∥αX,Y (u;M ⊗N). (4.3)

Note que o Lema 4.1(b) já nos fornece ∥φQL◦T◦IM∥ = ∥QL ◦ T ◦ IM∥ ≤ s. Além disso,

pelo fato de αX,Y ser uma quase norma tensorial (em particular, uniforme), temos

∥IdM ⊗ (Q∗
L)

−1∥ ≤ ∥IdM∥∥(Q∗
L)

−1∥=1. Logo, por (4.2) e (4.3), obtemos

|φT (u)| ≤ s(1 + ε)αX,Y (u;E ⊗ F ′)

para todo ε > 0. Fazendo ε→ 0+, temos

|φT (u)| ≤ s · αX,Y (u;E ⊗ F ′).
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Isto e o Lema 4.1 implicam em ∥T∥X,Y dual = ∥φT∥ ≤ s e o resultado está demonstrado.

Uma observação importante é que o teorema anterior e o Lema 4.1 (b) também

é válido se X é uma classe de sequências finitamente dominada e, neste caso, a de-

monstração segue de forma inteiramente análoga e pode ser encontrada em [25]. Segue

alguns exemplos decorrentes do Teorema 4.2.

Exemplo 4.4. O teorema anterior recupera casos conhecidos de ideais maximais, entre

eles:

a) Se 1 ≤ p ≤ q <∞, então o ideal (Πq,p, πq,p) =
(
Lℓwp (·),[ℓq∗ (·)]dual , πq,p

)
é maximal. Com

efeito, αℓwp (·),ℓq∗ (·) é uma norma tensorial e ℓwp (·) e ℓq∗(·) são finitamente determinadas,

logo o Teorema 4.2 garante o resultado.

b) Analogamente, tem-se que (Dq,p, dq,p) é um ideal maximal uma vez que αℓp(·),ℓwq∗ (·) é

uma norma tensorial e as classes envolvidas são finitamente determinadas.

Exemplo 4.5. O Teorema 4.2 também gera novos ideais maximais. Se 1 ≤ p ≤ q <∞,

o ideal Lℓup (·),ℓq⟨·⟩ = Lℓup (·),[ℓwq∗ (·)]dual é maximal. De fato, sabemos que as classes de

sequências X = ℓup(·) e Y = ℓwq∗(·) são monótonas, linearmente estáveis, finitamente

injetivas, X é finitamente dominada e Y é finitamente determinada. Resta-nos mostrar

que ε ≤ αX,Y para concluirmos que αX,Y é uma quasi-norma tensorial (Proposição 4.2)

e, assim, pelo Teorema 4.2, obtermos a maximalidade de Lℓup (·),ℓq⟨·⟩. Para tanto, sejam

φ ∈ E ′, ψ ∈ F ′ e u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F . Dáı,∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φ(xj)ψ(yj)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|φ(xj)||ψ(yj)| ≤

(
n∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p( n∑

j=1

|ψ(yj)|p
∗

)1/p∗

e tomando o supremo sobre φ ∈ BE′ e ψ ∈ BF ′ , obtemos ε(u) ≤ ∥(xj)nj=1∥w,p∥(yj)nj=1∥w,p∗ .
Como p ≤ q, então q∗ ≤ p∗ e, consequentemente, ℓwq∗(F )

1
↪→ ℓwp∗(F ). Desta forma, temos

ε(u) ≤ ∥(xj)nj=1∥w,p∥(yj)nj=1∥w,q∗

e assim ε(u) ≤ αX,Y (u) qualquer seja u ∈ E ⊗ F .

O Corolário 3.1 estabelece uma equivalência entre os operadores e seus bi-adjuntos

no que diz respeito à pertinência ao ideal LX;Y . Como consequência do Teorema 4.2,

podemos obter a mesma equivalência para os ideais da forma LX;Y dual . Em sendo

LX;Y dual maximal, o resultado [18, Corollary 4, p. 207] nos fornece o

Corolário 4.1. Seja u ∈ L(E;F ). Sob as condições do Teorema 4.2, temos T ∈
LX;Y dual(E;F ) se, e somente se, T ′′ ∈ LX;Y dual(E ′′;F ′′). Neste caso, ∥T∥X;Y dual =

∥T ′′∥X;Y dual.
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4.2 O dual topológico de E ⊗αX,Y
F

É sabido da teoria de produto tensorial que podemos enxergar funcionais lineares

e cont́ınuos de um produto tensorial topológico como classes de formas bilineares e

também como classes de operadores lineares e cont́ınuos (veja [33, Section 2.2]). Nesta

última seção, apresentamos algo análogo no contexto de ideais caracterizados por clas-

ses de sequências. As condições com as quais a norma αX,Y é quasi-norma razoável

serão aceitas tacitamente neste caṕıtulo.

Antes de apresentarmos nosso primeiro resultado que caracteriza o dual em termos

de operadores lineares, faz-se necessário um lema técnico.

Lema 4.2. Sejam F um espaço de Banach e Y uma classe de sequências esfericamente

completa, linearmente estável, finitamente determinada (ou dominada) e finitamente

injetiva. Se (φj)
∞
j=1 ∈ Y dual(F ′), então

∥(φj)∞j=1∥Y dual(F ′) = sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

φj(yj)

∣∣∣∣∣ .
Demonstração. Observe que estamos nas condições do Teorema 2.2(b) e, portanto, a

aplicação J : Y dual(F ′)→ Y (F )′ é uma isometria.

∥(φj)∞j=1∥Y dual(F ′) = ∥J((φj)∞j=1)∥Y (F )′ = sup
Ψ∈BY (F )′′

|Ψ
(
J
(
(φj)

∞
j=1

))
| (4.4)

Tendo em mente que JY (F )(Y (F )) é um subconjunto normante para Y (F )′, a igualdade

(4.4) nos fornece

∥(φj)∞j=1∥Y dual(F ′) = sup
Ψ∈BJY (F )(Y (F ))

|Ψ
(
J
(
(φj)

∞
j=1

))
|

= sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

|JY (F )

(
(yj)

∞
j=1

) (
J
(
(φj)

∞
j=1

))
|

= sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

|J
(
(φj)

∞
j=1

) (
(yj)

∞
j=1

)
|

= sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

φj(xj)

∣∣∣∣∣ .

Teorema 4.3. Sejam X e Y classes de sequências linearmente estáveis e finitamente

determinadas, com Y finitamente injetiva. Então,

(E ⊗αX,Y
F )′

1
= LX;Y dual(E;F ′).
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Demonstração. Defina Ψ : LX;Y dual(E;F ′) → (E ⊗αX,Y
F )′ dada por T 7→ ψ(T ) onde

Ψ(T ) é a linearização da forma bilinear AT : E×F → K dada por AT (x, y) = T (x)(y).

Para provarmos a boa definição da Ψ, basta mostrarmos que Ψ(T ) é cont́ınua qualquer

que seja T ∈ LX;Y dual(E;F ′). Considerando JF : F → F ′′, temos

|Ψ(T )(u)| ≤
n∑
j=1

|T (xj)(yj)| =
n∑
j=1

|JF (yj)(T (xj))|

= ∥(JF (yj))nj=1∥Y (F ′′)

n∑
j=1

∣∣∣∣ JF (yj)

∥(JF (yj))nj=1∥Y (F ′′)
(T (xj))

∣∣∣∣
Como

(
JF (yj)

∥(JF (yj))nj=1∥Y (F ′′)

)n
j=1
∈ BY (F ′′), segue que

n∑
j=1

∣∣∣∣ JF (yj)

∥(JF (yj))nj=1∥Y (F ′′)
(T (xj))

∣∣∣∣ ≤ ∥(T (xj))nj=1∥Y dual(F ′).

Disto, do fato de que T ∈ LX;Y dual(E;F ′) e da estabilidade linear de Y , obtemos

|Ψ(T )(u)| ≤ ∥(T (xj))nj=1∥Y dual(F ′)∥(JF (yj))nj=1∥Y (F ′′)

≤ ∥T∥X;Y dual∥(xj)nj=1∥X(E)∥∥(yj)nj=1∥Y (F )

Portanto,

|Ψ(T )(u)| ≤ ∥T∥X;Y dualαX,Y (u)

e segue a boa definição da Ψ. Uma vez bem definida, é fácil mostrar que Ψ é linear

e a expressão anterior nos fornece ainda ∥Ψ(T )∥ ≤ ∥T∥X;Y dual , isto é, a aplicação Ψ é

cont́ınua.

Agora, verifiquemos que Ψ é sobrejetiva e uma isometria. Sendo φ ∈ (E ⊗αX,Y
F )′,

defina Tφ : E → F ′ dado por Tφ(x)(y) = φ(x ⊗ y). É fácil verificar que Tφ está bem

definido é linear e cont́ınuo. Pelo lema anterior, temos

∥(Tφ(xj))nj=1∥Y dual(F ′) = sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Tφ(xj)(yj)

∣∣∣∣∣ = sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

φ(xj ⊗ yj)

∣∣∣∣∣
= sup

(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣φ
(

n∑
j=1

xj ⊗ yj

)∣∣∣∣∣
≤ ∥φ∥(xj)nj=1∥X(E) sup

(yj)∞j=1∈BY (F )

∥(yj)nj=1∥Y (F ).
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Disto e do fato de que Y é finitamente determinada, segue-se que

∥(Tφ(xj))nj=1∥Y dual(F ′) ≤ ∥φ∥(xj)nj=1∥X(E)

e pela Proposição 1.10 temos Tφ ∈ LX;Y dual(E;F ′). Um cálculo imediato mostra que

Ψ(Tφ) = φ e a expressão acima nos dá

∥Tφ∥X;Y dual ≤ ∥φ∥. (4.5)

Agora, considere γ : (E ⊗αX,Y
F )′ → LX;Y dual(E;F ′) dado por γ(φ) = Tφ. Do que já

fizemos, é claro que γ está bem definida, é linear (fácil) e a desigualdade (4.5) implica

na continuidade de γ. Além disso, é imediato que

Ψ ◦ γ = Id(E⊗αX,Y
F )′ e γ ◦Ψ = IdL

X;Y dual (E;F ′)

e, portanto,

∥φ∥ = ∥Ψ ◦ γ(φ)∥ ≤ ∥γ(φ)∥X;Y dual ≤ ∥φ∥.

Exemplo 4.6. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞, X = ℓwp∗(·) e Y = ℓp(·). Tendo em mente as

expressões apresentadas no Exemplo 4.2, temos

(E ⊗dp F )′ = (E ⊗αℓw
p∗ (·),ℓp(·)

F )′
1
= Lℓw

p∗ (·),ℓp∗ (·)(E;F
′) = Πp∗(E;F

′)

e

(E ⊗gp F )′ = (E ⊗αℓp(·),ℓwp∗
(·) F )

′ 1
= Lℓp(·),ℓp⟨·⟩(E;F ′) = Dp(E;F ′),

ambos resultados bem conhecidos (veja [33, Section 6.3]).

Exemplo 4.7. Um resultado novo. Sejam 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, X = ℓmid
p (·) e Y = ℓq∗(·),

com p ̸=∞. Como X e Y satisfazem as condições do teorema anterior, temos

(E ⊗α
ℓmid
p (·),ℓq∗ (·)

F )′
1
= Lℓmid

p (·),ℓq(·)(E;F ),

cujo ideal é a classe dos operadores absolutamente mid-(q; p)-somantes apresentado no

Exemplo 3.4.

O próximo resultado caracteriza funcionais lineares do produto tensorial E⊗αX,Y
F

como formas bilineares de E × F em K e sua demonstração será omitida por conta

de nossos objetivos e porque é, de certa forma, muito semelhante à demonstração do

Teorema 4.3.
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A definição abaixo é usada no enunciado do resultado.

Definição 4.4. Uma classe de sequências X é dita finitamente limitadamente completa

(abreviadamente FBC) se, para todo n ∈ N, (xj)nj=1 ∈ X(E) e (λj)
n
j=1 ∈ ℓ∞, tem-se

∥(λjxj)nj=1∥X(E) ≤ ∥(λj)nj=1∥∞∥(xj)nj=1∥X(E).

Teorema 4.4. Sejam X e Y classes de sequências finitamente determinadas. Se X

ou Y é FBC, então

(E ⊗αX,Y
F )′

1
= LX,Y ;ℓ1(E,F ;K).

Demonstração. Veja [9, Therorem 3.1].

Em [18, Exercise 17.2]) encontra-se o seguinte fato: Um ideal I é maximal se, e

somente se, existe uma norma tensorial finitamente gerada tal que

I(E;F ) 1
= (E ⊗α F ′)′ ∩ (E;F ).

Em virtude disso, e para referências futuras, vamos enunciar o resultado comple-

mentar apresentado em [9, Theorem 3.3]. Este resultado dá conta de obter a ma-

ximalidade do ideal LX;Y dual e, para isso, estaremos considerando X e Y classes de

sequências linearmente estáveis, monótonas, finitamente injetivas e ε ≤ αX,Y . Eis a

caracterização.

Teorema 4.5. [9, Theorem 3.3] Se X e Y são classes de sequências finitamente de-

terminadas. Então, para todo E e F Banach, tem-se

LX;Y dual(E;F )
1
= (E ⊗αX,Y

F ′)′ ∩ L(E;F ).

55



Referências Bibliográficas
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