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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo da teoria dual para ideais de
operadores através do conceito do dual de uma classe de sequéncias. Comecaremos
apresentando a nocao de dual de uma classe de sequéncias, o qual denotaremos por
Xdual o em seguida apresentamos um estudo sobre esta classe, trabalhando condicdes
com as quais a dualidade classica de espagos de sequéncias é obtida. Estudaremos os
operadores adjuntos e bi-adjuntos neste contexto, além de condigoes para maximalidade

de ideais caracterizados pelo ambiente de classes de sequéncias.

Palavras-chave: Classes de sequéncias, dualidade, ideais de operadores, ideais maxi-

mais.



Abstract

The objective of this work is to present a study of the dual theory for ideals of
operators through the concept of the dual of a class of sequences. We will begin by
introducing the notion of the dual of a class of sequences, which we will denote by
Xdual “and then present a study on this class, working on conditions under which the
classical duality of sequence spaces is obtained. We will study the adjoint and bi-
adjoint operators in this context, as well as conditions for the maximality of ideals

characterized by the environment of classes of sequences.

Keywords: Classes of sequences, duality, operators ideals, maximal ideals.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e K denota o corpo R dos nimeros reais ou o corpo C dos ntimeros complexos.
e B denota a bola unitaria fechada de um espaco normado F.

e £’ denota o dual topolégico de um espaco normado E.

e £7 denota o dual algébrico de um espaco vetorial E.

e ()52, denota a sequéncia (0,0,...,0, 2k, Ty, ... ).

° (xj);?:l denota a sequéncia (xy,...,x,0,0,...).

e ¢; denota a sequéncia cujo j-ésimo termo ¢ 1 e os demais termos sao nulos.
e 1 - ¢; denota a sequéncia cujo o j-ésimo termo ¢ x e os demais termos nulos.
e ES Fdenota ECFel|-|r<|- o

e £ £ F denota que F e F sao isomorfos isometricamente.

e BAN denota a familia de todos os espacos de Banach;

e L(E; F) denota o espaco dos operadores lineares e continuos de £ em F.

e B(E, F; @) denota o espago das aplicagoes bilineares de £ x F' em G.
eB(E, F') denota o espago das formas bilineares de £ x F' em K.

e F denota a classe dos operadores de posto finito.



e F(E; F) denota todos os operadores de posto finito £ em F.

e F(F) denota os subespagos de dimensao finita de E.

e CF(FE) denota os subespagos de codimensao finita de F.

e 7 denota um ideal.

e 799! denota o dual do ideal Z.

e /' ® F denota o produto tensorial entre os espacos F e F.

e r ® y denota um tensor elementar em £ ® F'.

e [ ®, F denota o produto tensorial £ ® F' munido de uma norma tensorial «.
e [y : M — E denota o operador inclusao do subespaco M em F.

e (), : FF— F/L denota o operador quociente com respeito ao subespago fechado

L de F.

e 7" € L(F'; E’) denota o operador adjunto de T' € L(E; F).



Introducao

Na década de 1950, A. Dvoretzky e C. Rogers (ver [20]) mostraram que em espagos
de dimensao infinita sempre existem sequéncias incondicionalmente somaveis que nao
sao absolutamente somaveis. Na mesma década, A. Grothendieck introduz o conceito
de operador linear absolutamente somante que “transforma” sequéncias incondicional-
mente somaveis em sequéncias absolutamente soméveis (ver [21]). Na linguagem atual,
as sequéncias incondicionalmente soméveis constituem o espago (}(E) enquanto que
as sequéncias absolutamente soméveis constituem o espaco ¢;(E). Tal classe de ope-
radores motivou A. Pietsch a generalizar o conceito, surgindo os operadores lineares
absolutamente p-somantes (ver [28]), aqueles que transformam sequéncias fracamente
p-somaveis em fortemente p-somaveis.

Um fato demonstrado por Pietsch da conta de mostrar que se um operador linear é
p-somante, entao nao necessariamente o seu adjunto também é p-somante. A saber, o
operador inclusao de ¢; em /5 é 2-somante e, no entanto, seu adjunto nao é 2-somante.
Coube a J. S. Cohen (veja [16]) determinar a qual classe de operadores os adjuntos dos
operadores p-somantes pertencem, a chamada classe dos operadores Cohen fortemente
p-somantes.

Em [29], Pietsch apresenta uma teoria geral que abrange as classes de operadores
lineares ja citadas e diversas outras classes de operadores que antes eram estudadas
isoladamente. A teoria é conhecida hoje como Teoria de Ideais de Operadores. Em
1983, Pietsch generaliza a teoria de ideais para o caso multilinear passando a trabalhar
com os chamados ideais multilineares, os quais evidentemente englobam os ideais de
operadores lineares [30]. A partir de entdo, surgem generalizagoes dos operadores
absolutamente somantes e também dos operadores Cohen somantes, como por exemplo
podemos ver em [4, 5, 17, 24, 26, 27]

Por sua vez, em [0], G. Botelho e J. R. Campos definem um ambiente abstrato que
generaliza ideais caracterizados por transformacao de sequéncias a valores vetoriais,
como o caso dos operadores absolutamente somantes e Cohen fortemente somantes.
Este ambiente esta construido em torno do conceito de Classe de Sequéncias e foi

desenvolvido para o caso de operadores m-lineares (o caso linear é recuperado para



m = 1). Desde entao, muitos trabalhos foram desenvolvidos utilizando esse tipo de
abordagem e entre eles estao as referéncias [8, 10, 12, 15, 31, 32].

Operadores que sao caracterizados no ambiente de classes de sequéncia constituem
os ideais denotados por Lx.y, onde X e Y sao classes de sequéncias associadas ao ideal
de operadores em questao. Naturalmente, a pergunta sobre operadores adjuntos surge:
se T € Lx.y(E; F), entao a qual classe de operadores, dependendo de X e Y, o seu
adjunto T" pertence? E o seu bi-adjunto 7”7 Motivados a responder esta pergunta,
Botelho e Campos desenvolveram em [7] uma teoria dual no ambiente de classes de
sequéncias que déa conta do estudo dessas questoes e de outros tipos de resultados de
dualidade.

Em seu livro [29], Pietsch apresenta varios conceitos importantes associados a teoria
de ideais e, dentre eles, a nocao de ideal maximal. Esta e outros tipos de propriedades
de ideais sao amplamente estudadas, como por exemplo para a classe dos operadores
absolutamente p-somantes (ver [19, Chapter 6]). De forma um tanto natural é possivel
estudar a propriedade de maximalidade de ideais por meio do produto tensorial de
espacos de Banach, dada a estreita relacao entre a teoria de produtos tensoriais e a
teoria de ideais de operadores. A titulo de exemplo, a norma d, (norma de Chevet-
Saphar) em E ® F nos fornece o isomorfismo I (E; F') = (E ®q, F')'. Sabendo que
o classico teorema de representagao para ideais de operadores maximais ([18, Section
17.5 ]) d& conta de relacionar esta propriedade - a maximalidade - & teoria do pro-
duto tensorial, uma pergunta natural surge: E possivel caracterizar ou determinar a
maximalidade de ideais gerados no ambiente de classes de sequéncias? O estudo desta
questao foi realizado por G. Botelho, J. Campos e L. Nascimento em [9], estudo este
que também abordaremos em nosso trabalho.

O trabalho estd dividido em 4 capitulos. No primeiro capitulo apresentamos con-
ceitos e resultados que servirao como alicerce para o desenvolvimento do texto. No
segundo expomos e estudamos a teoria dual apresentando uma nocao de dualidade
para uma classe de sequéncias. No terceiro capitulo exibimos um estudo sobre os ope-
radores adjuntos no que diz respeito a sua relacao com ideais caracterizados por classes
de sequéncias. Por fim, no quarto capitulo, apresentamos como aplicacao um estudo
sobre a maximalidade dos ideais caracte rizados por classes de sequéncias, o qual esta
intimamente ligado ao conceito de quase-norma tensorial desenvolvida em [9] bem como

a caracterizacao do dual do produto tensorial munido de uma quase-norma tensorial.



Capitulo 1
Preliminares

Vamos comecar nosso trabalho com algumas nocoes preliminares necessarias e
basicas da teoria que serd explorada nos capitulos seguintes. Aqui se encontram concei-
tos e resultados acerca do ambiente de classe de sequéncias, introduzido no artigo [0],
bem como resultados uteis de Anadlise Funcional que podem ser encontrados no livro
[11]. Para as aplicagoes estudadas no Capitulo 4, apresentamos conceitos e resultados
acerca da teoria de produtos tensoriais e, para isto, utilizamos como base o trabalho
[23] e o livro [33].

Pelo carater do capitulo, as demonstracoes de todos os resultados apresentados
serao omitidas e podem ser facilmente encontradas nas referéncias acima citadas e as

demais referéncias que serao descritas oportunamente em cada subsecao.

1.1 Operadores Lineares

Um operador linear entre espacos vetoriais E' e F' sobre K é uma funcao 7' : £ — F
tal que, para todos z,y € E e A € K, temos T'(x + \y) = T'(x) + AT (y).
Dizemos que um operador linear T' : E — F entre espacos vetoriais normados é

continuo se, para todo a € F e ¢ > 0, existe > 0 tal que
re B |r—al|lg<d=|T(x)—T(a)||r <e.

O espaco de todos os operadores lineares e continuos entre E e F' é denotado por
L(E; F). Nao é dificil ver que L(FE; F') é um espago vetorial com as operagoes usuais
de soma e multiplicagao por escalar de funcoes. Quando F' = K, dizemos o operador
linear é um funcional linear e, além disso, escrevemos E' = L(E;K), espago que é
chamado dual topolégico de E.

Seja T': E — F um operador linear. Os conjuntos ker (T') := {x € E;T(z) =0} e



1. Preliminares

T(E) :={T(x);x € E} sdo subespagos vetoriais de E e F, respectivamente. O primeiro
é denominado nicleo de T enquanto o segundo imagem de T'. Um fato interessante é que
se T é continuo, entdo ker (T') ¢ um subespago fechado de F pois ker (T') = T ({0}).
Por fim, sempre que nao houver confusao sobre a norma dos respectivos espacos em
questdo, escreveremos ||z|| ao invés de ||z||g.
A seguir, vamos enunciar algumas caracterizagoes e resultados uteis sobre operado-

res lineares e continuos cujas demonstragoes podem ser encontradas em [11].

Proposicao 1.1. Sejam E e F' espacos vetoriais normados e T' : EE — F um operador

linear. Sao equivalentes:

(a) T € continuo.

(b) sup{||T'(z)|;z € E e ||z]| <1} < +o0.

(c) Eziste C > 0 tal que | T(z)|| < C||z|| para todo x € E.

Proposicao 1.2. Seja E e F' espacos vetoriais normados.

(a) A fungdo || - || : L(E; F) — R dada por ||T| = sup,cp, [|T(z)| define uma norma
em L(E; F).

(b) || T(x)|| < [|T|||x|l, para todos T € L(E;F) ex € E.
(c) Se F € Banach, entio L(E; F) também o é.

(d) Se T1 € ﬁ(El,F) € T2 € ﬁ(F, EQ), entao TQ OTl € [,(EhEg) (& HT2 OT1H S
T2 17211

Uma consequéncia importante dessa proposicao é que E' = L(F;K) é sempre um
espago de Banach mesmo que E nao seja Banach. Outro fato importante é que || 7] é

a menor das constantes que satisfaz ||T'(x)|| < C||z]|, isto é,
[T} = nf{C" > 0; [T (2)[| < Cl]}-

Exemplo 1.1. Operadores de posto finito: Sejam E e F' espacos normados e ¢ € F’
ey € F. Defina p@y: E— F por o ® y(x) = p(z)y. Claramente, p @ y € L(E; F),
a dimensao de (p ® y)(E) é igual a 1 e

le @yl = sup lp@y(z)| = Sup le(@)yll = llellllyll-
z€BE

r€BR

Um operador T': E — F ¢é dito de posto finito se dimT'(E) < co. O espago de todos
os operadores de posto finito de £ em F' é denotado por F(E; F') e contém todos os

operadores da forma ¢ ® y.
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A caracterizacao dos operadores de posto finito apresentada a seguir sera de utili-

dade em nosso trabalho.

Proposicao 1.3. Um operador T : E — F ¢ de posto finito se, e somente se, existem

neN ;€ B y; € F, comj=1,--- n, tais que

T=Y ¢ ®y;:
j=1

A proposicao anterior nos diz que a nocao de operador de posto finito e operador
de tipo finito sao equivalentes para operadores lineares, fato que nao é verdade no
ambiente multilinear. O operador adjunto de um operador linear é definido como se
segue.

Dado T' € L(E; F), o operador T" : F' — FE’ dado por T"(¢)(z) = ¥ (T(x)), para
todo € E, é chamado de operador adjunto de T. E fato que T" € L(F;E') e
1] = {177

Como T" € L(F'; E') entao faz sentido considerarmos 7" = (T") e o operador
T" : B — F" é chamado bi-adjunto de T.

Definigao 1.1. Seja £ um espago de Banach. Um subconjunto N de E’ é dito nor-

mante para F se

[zl = sup |p(z)],
PEN, [lplI<1
para todo z € E.

Exemplo 1.2. Sejam E um espaco de Banach e Jgp : F — E’” a imersao canonica,

entdo Jg(E) é um subconjunto normante para E'.

Agora, enunciaremos alguns resultados classicos de Analise Funcional necessérios
ao trabalho. O primeiro deles é o Teorema do Grafico Fechado, cuja demonstracao

pode ser encontrada em [11, Teorema 2.5.1].

Teorema 1.1 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F espagos de Banach e

T : E — F um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se,
G(T) ={(z,T(x));x € E} CEXF

¢ fechado em E x F.

Proposicao 1.4. Seja F' C E subespaco tal que F # E. Entdo, existe um funcional
linear ¢ € E' nao nulo tal que p(x) =0, para todo x € F.

Demonstragao. Veja [13, Corollary 1.8.]. O
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Teorema 1.2 (Principio da Reflexividade Local Fraco). Sejam M e F espacos
normados com dim M < oo, R € L(M; F") e N um subespago de F' com dim N < oo.
Entao, para todo € > 0 eziste um operador S € L(M; F) tal que

(a) [[S]] < (L+e)|R].
(b) »(S(y)) = R(y)(¢), para todos p € N ey € M.
Demonstragao. Ver [18, pdg. 73]. ]

Finalizando esta subsecao, apresentamos uma caracterizagao para subespacos com-
plementados em espagos de Banach, cuja demonstracao pode ser vista em [11, Pro-

posicao 3.2.2].

Proposigao 1.5. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco de E. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(a) Eziste um operador linear continuo P : E — E cuja imagem coincide com F e

P o P = P. Neste caso, dizemos que P é uma projecao de E sobre F.

(b) F € fechado e existe um subespaco G de E tal que E = F @& G, isto é, F é
um subespa¢o complementado de E. Neste caso, F = {x € FE;P(x) = z} e
G = ker(P).

1.2 Espacos de Sequéncias

Apresentaremos nesta subsegao a definicao de alguns espacos de sequéncias a va-
lores vetoriais. Enunciamos algumas propriedades desses espagos e relagoes entre eles,
quando for o caso. As defini¢oes e resultados aqui apresentados podem ser encontradas
em [10, 16, 22].

Os espacos ¢, e l sao bastantes conhecidos na literatura de Andlise Funcional.
Tais espacos sao constituidos por sequéncias p-somaveis e por sequéncias limitadas,
respectivamente, a valores em K. Apresentaremos agora esses espagos para sequéncias
a valores vetoriais. Ao longo de toda esta secao, consideraremos F um espaco de
Banach.

O espago das sequéncias limitadas em E é definido por
£l i= { (0321 € Blssuploy] < +o0
J

com a norma ||(z;)52,; /e = sup; [|z;|. O espago lo(E) é completo com a norma || -[[oe.

6
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Seja 1 < p < o0o. O espaco das sequéncias p-somdveis em F é definido por

6(E) = {(ﬂfj)?"l € BN ) llzyll” < +OO} :

J=1

1

A expressdo |[(z;)52, ], := (Z;’il ||xj||p> ” define uma norma completa em (,(E).

E fato bem conhecido que se 1 < p < ¢ < oo, entdo tém-se l,(E) < lo(E) e
0, (E) < £,(E).

Seja 1 < p < oo. Uma sequéncia (r;)%2, em E é dita fracamente p-somdvel se
> iy lp(z;)|P < +o0, para todo ¢ € E'. O espago de todas as sequéncias fracamente

p-somdveis em F ¢é denotado por £(E), isto &,

) (E) = {(%)}’01 € BN Y lolay)lr < +<>O} -

j=1
A funcao || - |lwyp : £ (E) — R dada por

1
P

pEBE

1(25)5%1 lwp = sup (ZI@(%)I”)

define uma norma completa em £(E).
Também para 1 < p < oo, 0 espago das sequéncias incondicionalmente p-somdveis

em I é definido por

0(B) = { ()20 € (B lim || (27)3 | = 0}

Em geral, tem-se £;(E) C £;)(E) e, além disso, o espaco £, (E) é fechado em £/ (E).

Com isso, usa-se a norma herdada de £;(E) para tornd-lo um espaco de Banach.
Proposicao 1.6. Sejam 1 < p < g < co. Entao

(a) (“(E) = (“(E) e (*(E) = (*(E).

(b) L,(E) < (4(E) = (¥(E) < (o (E).

(c) G(E) =L,(F) se, e somente se, dim I < 00.

Esse tltimo item da proposi¢ao anterior é o celebrado Teorema de Dvoretzky-Rogers
(ver [20]).
O espago ¢y(FE) é definido como o espago das sequéncias em F que convergem para
0, ou seja,
co(E) = {(7;)52, € EN;2; —0em E}.

7
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As sequéncias em co(E) sdo convergentes e, portanto, limitadas. Por outro lado, como
nem toda sequéncia limitada é convergente, tem-se co(E) C ((E). Entretanto, o
espaco ¢o(F) nao demanda de uma norma particular para torna-lo completo uma vez
que o mesmo ¢é fechado em ¢ (E), com a norma || - ||.

Dizemos que uma sequéncia (z;)32, € EY é fracamente convergente para x € E
se ¢(z;) = ¢(z), para todo ¢ € E'. O espaco de todas as sequéncias que convergem

fracamente para 0 em E é denotado por ¢ff(E). Simbolicamente,
co (E) == {(z)j2, € EN; p(z;) — 0, para todo ¢ € E'}.
A fung@o || - [|ew(z) : cf (£) — R dada por

1(z)5% e ) = sup [[(@(25))52 [l
pEBE
define uma norma completa em ¢ (E).
Se (z;)52, € cf'(E), entao ()32, é fracamente limitada e, portanto, é limitada.

Logo, (7;)32, € loo(F). Além disso,

lz;ll = sup |o(z;)] < sup [[(e(2;))721 le = 1(2;)721 lep(e)
@EB @EB
donde segue que cf (E) = (oo (E).
Seja 1 < p < co. Uma sequéncia ()32, € EN ¢ dita Cohen fortemente p-somdvel,
ou simplesmente Cohen p-somdvel, se 37 |¢;(z;)| < 0o, para toda (¢;)52, € £;.(E')
onde 1 5+ 17 = 1. O espaco de todas as sequéncias Cohen p-somaveis em E é denotado

por (,(E). De forma andloga aos espagos anteriores, a expressao

1(@)52iller = Sup Z lp(;)]

(QO])] 1€B£w (E") ] 1

define uma norma completa em ¢, (E).

Para 1 < p < oo, dizemos que uma sequéncia (7;)52, em E é mid-p-somdvel se
((pn(T5))321 )5y € £p(€p) sempre que (¢n )52, € € (E'). O espago de todas as sequéncias
mid-p-soméveis é denotado por £34(E).

A expressao

1
p
||(5L‘j)?il”mid,p:: sup (§ § [on(z5) )

(Pn)aZ1€Bew e \n=1 j=1
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define uma norma completa em £ (E).

Encerramos a subsecao com o seguinte resultado de inclusoes:
Proposicao 1.7. Seja 1 < p < g < 0. Entdo
(a) 6(E) = (,(B).
(b) Se 1 <p < oo, entio p(E) = (,(E) e ((E) = (,(E).

(c) Sel<p< oo, entio {,(E) < (E) < (Y (E).

Vale ressaltar que podem ocorrer as igualdades (,(E) = (3"Y(E) e (2Y(E) = (Y (E)
em (c) acima, mesmo sendo F um espago de dimensao infinita. Estas coincidéncias

podem ser encontradas em [10, Theorem 1.2].

1.3 Ideais de Operadores

Um ideal de operadores T é uma subclasse da classe £ de todos os operadores
lineares e continuos entre espacos de Banach e tal que, para quaisquer F e F' Banach,

suas componentes Z(E; F') := L(E; F') N T satisfazem as seguintes propriedades:
(i) Z(E; F) é subespago vetorial de L(F; F) e F(E; F) C Z(E; F).
(ii) Se L€ L(F;F), T € Z(Ey; F1) e S € L(E; Ey), entao LoT o S € Z(E; F).
Um ideal Z é dito normado, se existe uma fungao || - ||z : Z — [0, +00) satisfazendo:

(i) A restricao da funcdo || - ||z a cada componente Z(E; F') define uma norma em

I(E; F).
(ii) ||édk||z = 1 onde idg : K — K é o operador identidade em K.

(iii) [|Th o T o Ta|lz < ||ITWlIT|Iz||T2|| sempre que Ty € L(Fy; F), T € I(Ey; Fp) e

TQ S E(E, Eo)

Finalmente, dizemos que um ideal normado (Z,|| - ||z) é um ideal de Banach se

(Z(E; F),| - |lz) é completo para quaisquer espagos de Banach F e F.

Exemplo 1.3. Apresentamos abaixo alguns exemplos de classes que sao ideais. Como
referéncia para estes exemplos, podemos citar [29].

a) A classe (F,|| - ||) dos operadores de posto finito é um ideal que nao é de Banach.
b) Dizemos que um operador 7' € L(E; F') é completamente continuo se T (x,) — T(x)

sempre que r,, — x em F. Denotamos o espaco de todos os operadores completamente

9
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continuos de E em F por CC(E; F). E um fato bem conhecido que (CC, || - ||) é um ideal
de Banach.
c) As classes II, dos operadores absolutamente p-somantes e D,, dos operadores Cohen

fortemente p-somantes sao ideais de operadores normados com a norma m,(-) e dy(-),
respectivamente, onde m,(7T) = IT : G(E) = L(F)] e dy(T) = IT : U (E) — 0,(F)].

Mais ainda, sao ideais de Banach.
Um resultado muito conhecido na teoria é dado pela

Proposicao 1.8. Sejam (Z,| - ||z) um ideal normado e E e F espagos de Banach.

Entao
@) |7 < Tz, para todo T € Z(E; F).

(b) [le®@yllz=lelllyll, p € E" ey € F.

Seja Z um ideal. Definimos o ideal dual de Z pondo, para cada F e I’ Banach,
"B F):={T € L(E;F);T' € Z(F'; E')}.
Além disso, se (Z, ] - ||z) é um ideal normado, definimos
1T || zawar == || 17|z,

para todo T € Z9%! Tendo em vista as propriedades dos operadores adjuntos e da

norma || - ||z, vale:

Proposigao 1.9. Se (Z,|| - ||z) € um ideal normado, entio (ZU, || - || zauwa) também é

um ideal normado.

Exemplo 1.4. Se 1 < p < o0, entao Dgilal =1L, E,sel <p* < oo, entao ngal =D,
[16, Theorem 2.2.2].

Um ideal Z é dito injetivo se para todo T" € L(FE;F) e para qualquer isometria
I € L(F;G) taisque [ o T € Z(E; G) tem-se T € Z(E; F).

Exemplo 1.5. As classes dos operadores compactos e fracamente compactos formam
ideais injetivos [29, Proposition 4.6.12]. Ja a classe dos operadores aproximaveis nao

forma um ideal injetivo [29, Proposition 4.6.13].

10
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1.4 Classes de Sequéncias

A Teoria Dual que trabalharemos em nesta dissertagao tem como alicerce a teoria de
classes de sequéncias, introduzida por Botelho e Campos em [6]. As definigdes e resul-
tados apresentados em [6] abrangem os operadores multilineares, mas por conveniéncia
nos restringiremos ao caso linear apresentando todas as defini¢des e resultados deste

caso.

Definigao 1.2. Uma classe de sequéncias X (-) é uma regra que a cada espago de

Banach F, associa a um espago de Banach X (F), satisfazendo:
. 1

(i) coo(E) C X(E) = l(E).

(ii) ||z - ejllx(m) = ||*| &, para todo j € N e todo z € E.

Observacao 1.1. A condi¢ao X (F) = l+(E) implica que se uma sequéncia (%)%,
em X(E) é tal que z* LN (2;)52, em X (E), onde z* = (2})32, € X(FE), para todo
k € N, entao esta convergéncia implica convergéncia coordenada a coordenada, isto é,
xf LI x; em F, para todo j € N.

Exemplo 1.6. As regras (,(-), 02 (-), £4(-), €p(-), 63" (:), co(-), ¢ () € Loo(-) s@o classes

de sequencias.

Dizemos que uma classe de sequéncias X (em notacao mais simples) é finitamente

determinada quando, para toda (xj);’il € BN, vale
(z;)72, € X(E) < sup ()51l xm) < 0.

Neste caso, tem-se

()52 x () = sup ()5 x (-

Exemplo 1.7. As classes (,(-), €2(-), £p(-), loo(-) € £57(-) sao finitamente determinadas

enquanto que as classes ¢o(+) e £;(-) ndo sio finitamente determinadas.

Definicao 1.3. Dizemos que uma classe de sequéncias é finitamente dominada se sa-

tisfaz uma das seguintes condigoes:

(i) Existe uma classe de sequéncias finitamente determinada Y tal que X (E) é fechado
Y(E), para todo espaco de Banach E. Além disso, para toda (z;)52, € Y(E),

temos (;);2, € X(E) se, e somente se, limy, ||(z;)¥_, |lyz) = 0.

(ii) Existe uma classe de sequéncias finitamente determinada Y tal que X (E) é fechado
em Y (E), para todo E espago de Banach. Além disso, para toda (z;)32, € Y (E),

temos ()72, € X(E) se, e somente se, limy [|(z;)"_|lv(z) =0

11
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Um fato importante é que se uma classe de sequéncias X é finitamente dominada,
entdo, para toda sequéncia (z;)52, € X(E), temos ||(2;)52, |1 x (=) = supy, [|(z;)5_1 1 x (-
Com efeito, considere que X é dominada por uma classe de sequéncias Y e seja (Ij)?il €
X(E). Como X(F) é fechado em Y (F), para todo E espago de Banach, entdo a norma
em X (FE) é a norma induzida por ||-|lyg). Pelo fato de Y ser finitamente determinada,

temos
()52 llx @) = ()52 lvm) = Sup ()51 llv () = Sup ()51 [l x (-

Exemplo 1.8. E imediato que a classe de sequéncias f;f(-) ¢ finitamente dominada

pela classe de sequéncias £;(-).

O resultado a seguir estabelece como operadores caracterizados por transformacao

de sequencias se adequam ao ambiente de classes de sequéncias.

Proposicao 1.10. [6, Proposition 2.4] Sejam X e Y classes de sequéncias. Entao,

para todo T € L(FE; F), as sequintes condigdes sao equivalentes:
(a) (T'(x;))52, € Y(F) sempre que (75)32, € X(E).

(b) A aplicagao induzida
T:X(E) > Y(F)

dada por f((xj);’ozl) = (T'(x;))52, € um operador linear continuo bem definido.

Além disso, os itens acima implicam na condigdo (c) abaizo, valendo a equivaléncia

quando X eY forem finitamente determinadas.

(c) Eziste uma constante C' > 0 tal que

(T (5)) 51 by ey < Cll()5-llxm), (1.1)
para todo k € N e para todo x1,--- ,xp € E. Neste caso, tem-se

|IT| = inf{C > 0;C satisfaz (1.1)}
Definigao 1.4. Sejam X e Y classes de sequéncias. Um operador T' € L(E; F) é
dito (X;Y)-somante se (T(x;))32, € Y(F) sempre que (7;)32, € X(F). Neste caso,
escrevemos 1" € Lx.y(F; F) e definimos

1T\ xy = 1T cex ey )

12
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Uma classe de sequéncias X ¢é dita linearmente estdvel quando Lx.x(FE;F) =

L(E; F), para todo E, ' € BAN, isto é, para todo T' € L(E; F'), vale (T(z;))32, €
X(F) sempre que (z;)72, € X(E) e ||T] = [T}

Exemplo 1.9. a) Todas as classes apresentadas no Exemplo 1.6 sdo linearmente
estaveis.

b) A classe de sequéncias

E € BAN s X(E) = {CO(E), se E ¢ reflexivo

l(E), caso contrario

nao ¢ linearmente estavel. De fato, considere o operador linear e continuo ¢ : £1 < {s.
Como ¢; nao é reflexivo e ly é reflexivo, temos X (1) = o (€1) € X (l3) = co(f2). Note

que a sequéncia (e;)32; € loo(f1), mas (e;)32; & co(fa).

O resultado a seguir caracteriza os ideais de Banach no ambiente de classes de

sequencias.

Teorema 1.3. [6, Theorem 3.6] Sejam X e Y classes de sequéncias linearmente
estdveis tais que X (K) < Y (K). Entio, (Lx.y,| - ||xyv) € um ideal de operadores
de Banach.

Exemplo 1.10. Como mencionado anteriormente, os ideais II, e D, sao ideais de
Banach. O teorema acima estabelece esse fato de modo direto e imediato. De fato,
basta observar que (IL,, 7,(1)) = (Lew()e,0)s | - lew).0000), que 6(K) = £,(K) (pelo
Teorema de Dvoretsky-Rogers) e que £;(+) e £,(-) sao classes de sequéncias linearmente

estaveis. De forma andloga, prossegue-se para D,.

1.5 Produto Tensorial e Normas Tensoriais

Nesta secao apresentaremos conceitos e resultados sobre produto tensorial entre
espacos de Banach e sobre algumas normas tensoriais. Essencialmente, toda a teoria
exposta aqui pode ser encontrada no livro [33] e na dissertacdo [23] (em portugués).
Estes conceitos e resultados serao utilizados no Capitulo 4 quando sera tratada a ma-

ximalidade de ideais no ambiente de classes de sequéncias.

Definicao 1.5. Sejam E e I espagos vetoriais. O produto tensorial entre E e F|

denotado por £ ® F', é dado por

E®F :=span{r®y;x € E,y € F}

13



1. Preliminares

onde os operadores © ® y : B(E,F) — K, definidos por z ® y(A) = A(z,y), sdo

funcionais lineares chamados de tensores elementares.

A definicao anterior, nos diz que um elemento tipico v no produto tensorial F¥ ® F
é da forma u = Z?Zl)\jxj ®@yjcom N\ € Kz;e Eey; €Y,j=1,---,n. Veremos
na préxima proposicao que Y7 \jz; @ y; =y 7 (A\ja;) @ y; e escrevendo z; = A,

temos u =Y "

=1 %j ®yj;. Isto significa que a forma de representar um tensor qualquer

nao é unica e podemos escolher representa-lo sempre na forma Z?Zl x; ®y;, sem perda

de generalidade.

Proposicao 1.11. Sejam E e F' espacos vetoriais. Entao, para todos x1,x2 € E,y1,ys €
F' e para todo A € K, temos

(a) (11 +22) QY= QY+ 1,0y

(b) 2® (Y1 +1y2) =2 @Y1 + TR Ya.

() Mz@y)=(\r)®@y =2 (\y).

(d) 0®y=2®0=0.

Demonstragao. Ver [33, pag. 2]. ]

O préximo resultado estabelece quando dois elementos num produto tensorial sao
iguais entre si ou, equivalentemente, quando um elemento é nulo. A demonstragao

pode ser encontrada em [33, Proposition 1.2].

Proposicao 1.12. Seja u = Z?:1 r;Qy; € X®Y. Sdo equivalentes:
(a) u=0.

(b) >0, ¢())1(y;) = 0, para todos p € X¥#,¢p € Y#.

(c) Y0y wlx;)y; =0, para todo ¢ € X#.

(d) >0 ¥(y;)z; =0, para todo ¢ € Y.

Uma das importancias do produto tensorial é o processo de linearizacao de aplicacoes
bilineares permitindo enxerga-las como aplicacoes lineares sobre o produto tensorial.
Em suma, o produto tensorial é o espago vetorial que lineariza as aplicacoes bilineares

no seguinte sentido:

Teorema 1.4. Sejam E,F e G espacos vetoriais sobre K. Para cada aplica¢ao bi-
linear A : E x F — G existe uma unica aplicacio Ty : E® F — G linear tal que
A(z,y) = Ta(z @ y). Além disso, a relagio A «<— Ty € um isomorfismo entre os
espacos B(E,F;G) e L(E® F;G).

14
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Demonstragao. Ver [33, Proposition 1.4]. H

Sendo u = Z?Zl r; ® y; um elemento qualquer em F ® F', a transposta de u ¢
definida por v’ = Y77 y; ® x;.

Agora considere A : E x F'— F® E dada por A(z,y) = y® 2. E facil ver que A é
uma aplicacao bilinear e, portanto, existe um tnico operador linear Ty : FQF — FQFE
tal que Ty(z®y) = y®x. Logo, Th(u) = u' qualquer que seja u € E® F. Tal operador
fornece um isomorfismo entre F ® F' e F ® E.

Uma propriedade particularmente interessante dos tensores é que podemos enxerga-
los sob pontos de vista distintos conforme a necessidade. Como ja vimos, os tensores
elementares foram definidos como funcionais lineares sobre B(E, F'). No entanto, po-
demos enxerga-los de formas diferentes; a saber, como formas bilineares ou aplicacoes
lineares. Vejamos como isto pode ser feito.

Sejam x € E ey € F. O operador B, : X* x Y# — K dado por B,,(¢,¢) =
¢(x)1(y) é uma forma bilinear. Logo, a fungao (z,y) — B, , ¢ uma aplicagao bilinear
entre os espagos F X ' e B(E, F). Desta forma, pelo Teorema 1.4, existe um tnico
operador linear L : EQ F' — B(E, F) tal que L(x®y) = B, ,. A acéo de L num tensor
qualquer u =7 | r; ® y; de E'® F é simplesmente L(u) = 37| B;;,, com a soma
usual de fungoes. E facil mostrar que L é injetiva e, portanto, podemos enxergar £F'® F
“dentro” do espago B(FE, F), isto é, tensores podem ser visto como formas bilineares.

Por outro lado, dado u = 3"

j=1

L,:E* - FeR,: F* — FE dadas por

z;Qy; em E®F, consideremos as aplicagoes lineares

n

Lu(p) = D)y e Rul®) = > (y;)e;.

J=1

Desta forma, as aplicagoes u — L, e u — R, sao lineares e injetivas e permitem-nos
enxergar F® F “dentro” dos espacos L(E#; F) e L(F#; E), isto é, podemos identificar
tensores como aplicacoes lineares.

O leitor deve ter notado que todo o exposto acima diz respeito a estrutura algébrica
do produto tensorial. A partir de agora, sendo os espagos envolvidos espacos de Banach,
diversas estruturas topologicas podem ser introduzidas no produto tensorial por meio
de normas (tensoriais). Um estudo profundo do tema pode ser encontrado em [33] e

aqui apresentamos apenas o que nos ¢ importante neste trabalho.

Definicao 1.6. Seja u € E ® F. Definimos a norma injetiva de u pondo

e(u) ::sup{ ;wEBEI,wEBFr}.

Z e(z)v(y;)

15
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Para cada u = )7 2; ® y; € £ ® F, podemos definir B, : E' x F' — K dado
por Bu(p,v) = 7, ¢(2;)¥(y;) o qual é uma forma bilinear continua. Desta forma,

podemos enxergar a norma injetiva de v como a norma da forma bilinear B,, ou seja,
e(u) = || Bull-

Definicao 1.7. Seja u € E ® F'. Definimos a norma projetiva de u pondo

() = mf{z TR @yj}
j=1 j=1

onde o infimo ¢é tomado sobre todas as representacoes possiveis de wu.

Definicao 1.8. Seja o : £ ® F' — K uma norma em £ ® F. Dizemos que o é uma

norma tensorial se:
(i) a é uma norma razodavel, isto é,

R1) a(z®y) < ||z||||ly||, para todo z € E, y € Y;

R2) Para todo ¢ € E' e ¢ € F', ¢ ® ¢ é um funcional linear e continuo sobre
E@F e eyl <ol

(ii) « é uniforme, ou seja, se T € L(E;W) e S € L(F;Z) entao o operador linear
TRS:E®yF —W®,Zécontinuo e ||[T® S|| < ||TS]-

(iii) « é finitamente gerada, isto é,
a(u; E® F) = inf{a(u; M @ N); (M,N) € F(E) x F(F)}

onde F(F) denota os subespagos de dimensao finita em FE.

E claro que o conceito de norma tensorial nao depende das normas injetiva e pro-
jetiva. No entanto, optamos por apresenta-las primeiro, pois podemos substituir as
condigoes do item (a) na definigdo acima pela condi¢ao ¢ < a < 7 uma vez que tais
condigoes sao equivalentes (Ver [33, Proposition 6.1]). Tanto a norma e quanto a norma
7 sao normas tensoriais.

Sejau € FE® Fel<p<oo. As expressoes

dy(u) = inf {II(xj)?:1||w,p*||(yj)?:1||p; u=) 5 ® yj}

J=1

gp(u) = {H(ﬂfj)?zl||p||(yj)?:1||w,p*; u=) 7 ® yj} )
j=1
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onde os infimos sao tomados sobre toda as representacoes de u, definem as chamadas
normas de Chevet-Saphar. Estas sao normas tensoriais e detalhes sobre sua construcao

podem ser obtidos em [33, Chapter 6].
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Capitulo 2
Teoria Dual

Na teoria de Ideal de Operadores, um tipo especial de ideal sao os ideais de ope-
radores caracterizados por transformacao de sequéncias a valores vetoriais. Tais ideais
passaram a ser amplamente estudados apés os trabalhos de Grothendieck (em [21]).
Agora, vamos apresentar a Teoria de Dualidade para ideais de operadores caracteri-
zados por transformacao de sequéncias a valores vetoriais no ambiente de classes de

sequéncias, trabalho realizado por Botelho e Campos em [7].

2.1 Dual de uma classe de sequéncias

Nosso objetivo é apresentar uma nocao de dual de uma classe de sequéncia o qual
denotaremos por X" F interessante e razoavel que este novo objeto, X! ainda
seja uma classe de sequéncias. Se faz necessario alguns conceitos e resultados auxiliares

para essa tarefa.

Definigao 2.1. Uma classe de sequéncias ¢ dita esfericamente completa se (\;x;)32, €
X(E) e [[(\z)5ellx e = ()52 ] x ) sempre que (z;)32, € X(E) e (V)52 € K,
com |A;| =1, para todo j € N.

Sao esfericamente completas todas as classes de sequéncias do Exemplo 1.6. Vamos
mostrar, por exemplo, o caso da classe de sequéncias £,(-). Com efeito, seja (7;)32, €
l(E) e (A;)32, € KN, com |A;] = 1 para todo j € N. As igualdades

[(Ajz) 72 e, By = sup Y Jpi(Nay)| = sup Y [Aes(a))

= sw Y ey = @) Rl

(©3)7Z21€Be, (5 j=1
nos fornece que (\;jz;)32, € (,(E) e a igualdade de normas.

18
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Lema 2.1. Sejam X uma classe de sequéncias esfericamente completa e (1;)32, € EN.

Entao, as sequintes sentencas sao equivalentes:
(a) A série 377, w;(x;) converge para toda (p;)52, € X(E').
(b) A série 277 [wj(x;)| converge para toda ()32, € X(E').

Neste caso,

ZSOJ ;)

7=1

sup Z lo;(z;)]

(%)J IGBX(E’)j 1

sup
(j)321€Bx (B

Demonstrac¢ao. (b)=(a) é imediato. Além disso, ’2?21 w;(z)

n
< 21 lps(a)| para
todo n € N a como as séries em questao convergem, temos

(25)] < Z
para toda (¢;)32, € X(E'). Logo,
o)
sup Z pi(x;)| < sup Z |pj(x;)|
(#j)321€Bx (g1 j=1 (vj)32 16BX(E’)] 1

(a)=-(b) Dividiremos a prova em dois casos:
e Caso 1: K=R

Considere a sequéncia (¢;)52, dada por

) vy se i) >0
Y = :
—j, se ;(r;) <0

Assim, (1;)%2, = (A\jp;)52, onde \j = 1, se ¢;j(z;) > 0 ou \; = —1, caso contrario.

Como X ¢ esfericamente completa, segue que (1;)52, € X(E') e

> el =) (x;) converge.
j=1 j=1

e Caso 2. K=C
Neste caso, considere a sequéncia (¢;)52, dada por ¢; = e % ; onde 6; é o argu-
0,

mento principal do nimero complexo ¢;(x;). Como |e™*| = 1 e X ¢é esfericamente

completa, obtemos que (¥;)32, € X(£') e

> () =Y (x;) converge.
P =1
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Por fim, em ambos os casos, se (¢;)52, € Bx () entao (¥;)%2, € Bx (). Logo,

> ()

Jj=1

sup D fpi(zy)l = sup Y (z) < sup

(#5)521€Bx (5" j=1 ($5)521€Bx 57y j=1 (¥5)521€Bx (m1y

e obtemos a desigualdade contraria. O]

Para definirmos uma noc¢ao de dualidade na perspectiva de classes de sequéncias é
razoavel nos inspirarmos em dualidades conhecidas dos espacos de sequéncias como,
por exemplo, para {,(E). Como sabemos, o espaco dual de ¢,(E) é ¢,,.(E’) onde a acao
de um funcional ¢ = (p;)32; € £,(E’') em uma sequéncia (r;)22, € {,(F) é dada pela

expressao de dualidade » 77, ¢;(7;). Isto motiva a préxima definicao.

Definicao 2.2. O dual de uma classe de sequéncias X, denotado por X9 ¢ uma

regra que a cada espaco de Banach E associa o espaco
Xdual(gy .= {(:p])]"ol € EY; Z @j(z;) converge para toda (¢;)72; € X(E’)} :
j=1

Veja que X9 (E) ¢ um subespaco vetorial de EN com as operagoes usuais de
sequéncias e que coo( E) C X4(E). Agora, nosso objetivo é encontrar condi¢oes para
que X9 seja uma classe de sequéncias. A proposicio seguinte nos oferece uma norma
para Xal(E).

Proposicao 2.1. Seja X uma classe de sequéncias esfericamente completa. Entao:

(a) A expressao

[e.9]

(@)l xoney == sup Y [pi(ay)] (2.1)

(p;)521€Bx (&N j=1

define uma norma em X4 (E).
(b) Xl (E) L5 0 (E).

(c) A norma em (a) torna X (E) um espaco de Banach.
Demonstragio. (a) Seja x = ()22, € X™(E). Defina o operador linear
T, : X(E') — 0,

(5)521 — (p5(x5))52,-

A boa definicio de T}, decorre da definicio de X9 e do fato de X ser esferica-

mente completa. Vamos utilizar o Teorema do Grafico Fechado para mostrar que
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T, é continua. Seja (¢", Tx(gok))z.;l uma sequéncia em G(7)) tal que

(D", Tu(@) 5 ()20, () Z) -

Assim, * 5 (9i)52) e Tu(eh) N (y;)521. Para cada k € N, ¢* = (p¥)2 | € X(F') e,

portanto,

k k
o = i e ph(x;) =y,

para todo 7 € N. Com isto, temos que gof(xj) LN @;(z;) qualquer que seja j € N.
Tomando ¢ = ()52, temos To.() = (p;(75)) 2, = (y;)72; e o grafico de T}, é fechado.
A continuidade do operador T, garante que o supremo em (2.1) é finito para cada
(27)32, € X(E),

Agora, vamos verificar que a expressao (2.1) define uma norma, de fato. Seja
(2;)52, € X™(E) tal que ||(25)52 || xawi(my = 0. Como |l¢ - e x& = |¢| para todo
j € N, temos

oo
;] = sup [o(x,)| = sup Y |o-en()]
pEBY pej€Bx(r p—1

< sup > ()|

(#j)521€Bx(r) j=1

= [|(%;)521 || xavamy = 0,

para todo j € N, onde ¢ - e é 0 k-ésimo termo da sequéncia ¢ - e;. Logo, ()52, é
a sequéncia nula. As demais condigdes que fazem com que a expressao (2.1) seja uma
norma sao faceis de verificar.

(b) Observe que a desigualdade anterior nos diz que se (z;);2, € X (E) é uma
sequéncia qualquer, entao ||z < |[(2;)52 || xau gy qualquer que seja j € N. Tomando

o supremo sobre j € N, segue que

1(z5)721 oo < 11(25)52: || xaver (i)

(c) Se (z%)%2, é uma sequéncia de Cauchy em X4(FE) com z* = (2%)%°, para cada

J/J
k € N, entao pelo item (b) as sequéncias (25)72, sdo de Cauchy em E, para todo j € N.
Como o espacgo E é Banach, segue que xf LA xj, para cada j € N. Nao ¢ dificil mostrar

que z* — (2;)52, € X®!(E), convergéncia esta na norma || - || yausi (). O

Pelo que j4 foi exposto nesta secdo, para que X! seja uma classe de sequéncias

falta-nos verificar que || -¢;| xau(g) = |||, para todo j € N. Para tanto, sejam z € I,
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2. Teoria Dual

j € N e considerando as sequéncias (@), = ¢ - € e (Tk)2, = = - e;, temos

Izl = sup lp(z)| = sup Y low(zi)] < [|o - e o). (2.2)
pEBp (‘Pk)iozleBx(E/) k=1

Por outro lado, considerando (x1)72, = 2 -€; e (¢r)2, sequéncias quaisquer em Bx gy,

temos
o0 o0
lo-ellxamm = s Sle@dl < s> gl
(Pr)e21€Bx (/) 11 (Pr)RZ1 €Bx (') =1
= sup  |lpjlllla;ll = [z,

(oK) €EBx (k1)

onde na tltima igualdade estamos usando que X4ual(E") = (oo (E").

Assim, temos o

Teorema 2.1. Se X € uma classe de sequéncias esfericamente completa, entio X"

€ uma classe de sequéncias.

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que dada uma classe de sequéncias es-
fericamente completa X, mostrar que uma sequéncia ()22, € EN pertence a X4l E)

¢é equivalente a mostrar, pelo Lema 2.1, que a série 2?11 |0;(z;)| converge para toda
(pj)521 € X(E).

Exemplo 2.1. Aqui apresentamos alguns exemplos de classes duais.
(a) Como /() é esfericamente completa, entdao ¢9"%(-) é uma classe de sequéncia e
(§%(-) = Loo(+). Com efeito, seja E um espago de Banach qualquer e ()%, € ({"(E).

Como - ¢; € 4(E") ¢ [l - ¢l i) = llpll, temos

o
il < sup lo@@)l < sup Dl = @) g,
pEBE (ij)]‘?ileBgl(E/) j=1

Logo, (xj);?‘;l €lo(E) e H(xj);";lHoo < ”(xj)?iluz?ual(E). Por outro lado, seja (:Cj);";l €
loo(E). Dado (¢;)32, € (1(E'), segue que

D lile)l < 3 el < Men)i2allill ()52 e,
j=1 j=1

o que implica em (2,32, € 6%(B) ¢ (2,)5% ooy < 11(2,)32
(b) O dual do espago {+(F) nao possui uma representacao, entretanto, aqui no am-
biente de classes de sequéncias, vale (413!(.) = ¢,(-). Com efeito, sejam E um espaco

de Banach qualquer e (z;)52, € (3*(E). Para cada j € N, existe ¢; € E' tal que
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wj(z5) = |lz;ll e |le;ll = 1. Sendo assim, (¢;)32, € loo(E") e, portanto,

S llasll = 3 eylay) < +oc. 2.3

Logo, (z;)72, € €1(E). Por outro lado, seja (7;)52,(E) e (p;)%2; € lo(E') qualquer.

7j=1
Temos

D lei@)l < D leillllsll < Hen)i2illocll (@) llen ey < +oo (2:4)

j=1 =1
e portanto (z;);2, € (2(E). De (2.3) e (2.4) obtemos ||(;)32, (|1 = [|(2;)52; | eausi ().
(c) Segue direto da defini¢io que (£2)M(-) = £, ().

Uma fato que o leitor talvez esteja imaginando é a igualdade (£,)%(-) = £,.(-),
para 1 < p < co. De fato, esta igualdade é verdadeira e sera demonstrada mais a frente

apds enunciarmos e demonstrarmos o Teorema de dualidade.

Proposicao 2.2. Seja X uma classe de sequéncia esfericamente completa. Entao,
(a) Xdul ¢ esfericamente completa e finitamente determinada.

(b) Se X € linearmente estdvel, entio X também o é.

Demonstragio. (a) Seja (z;)52, € EV. A igualdade

sup [| ()5 | xaw () = sup ~ sup Z loj(z)l = sup  sup Y lpi(ay)]
k ko (0i)321€Bxpr) j=1 (‘Pj)?i1€BX(E’) i—
= sup Z ()] x])] 1”Xdual (E)

(552 16BX(E’)3 1

implica em X9 é finitamente determinada.
Agora, vamos provar que X4l é esfericamente completa. Sejam (zj)2, € X dual(F) e

(Aj)52, € KN tal que [Aj| = 1, para todo j € N. A igualdade

[(Ajz) 721 | xxava () = sup Z 0 (Aj;)| sup Z [Ajepi(x5)|
(¥)521€Bx (B =1 S") 21€Bx ey j=1
= sup > |\llgi(a)l = sup Z |pj(x;)|
(¥)321€Bx (k1) j=1 (p)521€Bx (&N j=1

= ||($j)§i1||xdual(E)
nos diz que X! ¢ esfericamente completa.
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2. Teoria Dual

(b) Sejam T € L(E; F) e (2;)52, € X"!(E). Como T" € L(F'; E') entdo, para toda
sequéncia (1;)32, € X(F'), tem-se (1T"(¢;))32; € X(E£') devido a estabilidade linear
de X. Desta forma, (; 0 T)%2, = (T'(1;))52, € X(£') sempre que ()52, € X(F).
Logo,

(T = Yoo T(ay)] < o0

e (T(x;))52, € XMI(F). Isto significa que

j'\v . Xdua1<E) — Xdua1<F)

('r])j 1 — (T(x]))] 1

¢ um operador linear bem definido. Para a continuidade de T observe que se (1), €
Xdwal( B segue que

(T ) oy = sp S (T
(¥;)$2 21€Bx(r1y j=1

=TI swp >

(¥5)521€Bx(r) j=1

(2.5)

(wf ||§||) ()]

Observe que (LD]- o %)Fl € Bx gy sempre que (¥;)%2, € Bx (). De fato, se (1;)32, €

BX(F’), entao

|(o )],

uma vez que ||T7|| = || 7’| = ||T||. Disto e por (2.5), segue que

1
= (T (o)) llxemy < = IT M @)NZllxe < 1,
xwy Tl 9773=1 X ||T|| 7=t

) oy < IT1 sup 3 s = TGl

) 1€BX(E/)J 1

donde ||T|| < ||T||. Por outro lado, por um argumento similar feito em (2.2), temos

ITI= s | T (@) = s (T () e
($j)?.;1€BXdual(E> ( = ) Xdual(F) (a:j);?ileBXdual(E) e )
= sup sup ZWJ (7;))] = sup sup [(T'(z))| = [T
(I])] 1€Bxdual(E) (%)J 16BX(F’) j=1 z€BE YEBp/
Portanto, X4 é linearmente estavel. O

Exemplo 2.2. O Teorema 2.1 nos permite obter novas classes de sequéncias: pondo,

para cada E Banach, (3"(E) = (£39)%(E), obtemos que £;'4(-) é uma classe de
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2. Teoria Dual

sequéncias uma vez que Egiid(-) é esfericamente completa (ver [10, pag. 6]). Ainda
mais, ﬁgﬁd<~> ¢ finitamente determinada, esfericamente completa e linearmente estavel,

pela Proposicao 2.2.
Proposigao 2.3. Seja 1 < p < co. Entao, (,(E) =N od(E) < (,(E).

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que ¢,(E) = COE). Seja (2;)52, €
(,(E). Dessa forma, como £34(E") < £y.(E'), temos

”(%);;Hegﬂd(E) = sup Z |pj()] < Sup Z i (@5)] < N[(25)721 e, )

(#3)52 IEBemld(E’) j=1 (¥5)52 leBlw (B j=1

Para mostrar £3"(E) = lp(E), seja (x;)52, € (M(E). Como Ly (E") < (B

segue que

Jj=

Z‘PJ ;)

7j=1

[(z;)524ll, = sup “P((%)g 1)‘ = Sup
PEB 0, (1)) (#3)521€Be . (B7)

< sup ZWJ ;)| = |[(z;)52 1Hem1d (E)-

(%)}’O 1€Blm1d E/) ] 1

2.2 Dualidade

Nesta segao apresentaremos as condi¢oes com as quais pode-se obter a dualidade
Xdwal(B) = (X (E)) pelo isomorfismo natural para dualidade de espacos de sequéncias.
Ficard, assim, clara a terminologia X! ¢ a natureza esperada dessa nova classe de
sequencias.

Algumas preparagoes sao necessarias para apresentar os resultados desta segao.

Definicao 2.3. Dizemos que uma classe de sequéncia X é finitamente injetiva se

()52 lx ey < 1(i(2))5llx )

sempre que i : £ — F é um operador linear, continuo e injetivo (injegdo métrica),

kENex1,~-,xk€E.

Exemplo 2.3. A classe ((-) ¢ finitamente injetiva. Com efeito, sejam k € N,
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2. Teoria Dual

x1, -,z €1 € L(E; F) uma injecao métrica. Entao,

1
P

3 =

= (Z H%’(xj)!!p>

= I1(i(2))j=1 ey -

pEBg j=1

1(25)-1lleg () = sup (Z\w(%ﬂp) = (lexﬂlp)

I
n
]
o)
<
™
<
—~
~.
8
<
=
N—
s

Observe que, neste caso, ocorreu a igualdade. Na verdade, se uma classe de
sequéncia é finitamente injetiva e linearmente estavel, entao sempre ocorre a igual-
dade. De fato, tem-se

Il < 16l = [F (@), < 1@l

X(F)

Antes de enunciar o teorema principal da sec@o, apresentaremos um lema técnico

que sera 1til na demonstracao do teorema.

Lema 2.2. Sejam J: A— B el : B — A fungdes entre espagos vetoriais tais que J

¢ linear e injetiva e I | ;4= J~L. Entdo J € sobrejetiva se, e somente se, I € injetiva.

Demonstracao. Suponha J sobrejetiva. Como J é injetiva, por hipotese, segue que J é
uma bijegao. Logo, J(A) = B e I = J~! também ¢é bijecio. Em particular, I é injetiva.

Reciprocamente, considere [ injetiva e seja y € B. Dai, I(y) = a € A e como
I |jay= J, temos I(J(a)) = a = I(y). Pela injetividade de I, obtemos y = J(a).

Portanto, J é sobrejetiva. O

Agora estamos em condigdes de estabelecer em quais condigoes X (E)’ é isomorfo a

Xdwal( B Vejamos isso no seguinte teorema.

Teorema 2.2. Seja E um espago de Banach e X uma classe de sequéncias linearmente

estavel, finitamente dominada e esfericamente completa. Entao
(a) A funcao
J o X®UEY - X(E)

dada por J ((¢;)321) ((;)32) = >y wi(x;) € um operador linear continuo e

mjetivo.
Além disso, se X € finitamente injetiva, tem-se:

(b) J é um isomorfismo isométrico de X (E") em um subespago complementado de
X(E)".
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2. Teoria Dual

(c) J: XWal(E) — X(E) é um isomorfismo isométrico se, e somente se, coo(E) €

denso em X (E).

Demonstragio. (a) Inicialmente, vamos provar que para cada (p;)72, € X™(E') e
(z;)52, € X(E) a série )32, ¢;(z;) converge. Sendo X linearmente estdvel e consi-
derando a imersao canonica Jg : E — E”, temos (Jg(x;)):2, € X(E") sempre que

7=1
(z7)32, € X(E). Logo,

Z%(%’) =Y Ju(z;)(p;) converge.

J=1

Assim, J ((¢;)52,) : X(E) — K estd bem definido para cada (p;)32, € X(E). E

evidente que J (((,0]-);?‘;1) ¢ linear. Vejamos a sua continuidade. Temos,

(H ()52 1HX(E))‘

< 1(zj)72 lx ) Sup Z loi(y))]
(yJ)J 1€BX(E‘)j 1

()

= (=) Ix@ ~ sup Z B (y;)(05)]
(¥)521€Bx(m) j—1
para todo n € N. Como Jg é uma isometria e X é linearmente estavel, segue que
1 Jell = [[Jell < 1 e, portanto, (J(y;))j21 € Bx(er) sempre que (y;);2; € Bx(p)-
Logo,

< [(@5)72 [ x (e Sup Z | Te(y;)(;)]

(¥)521€Bx(B) j=1

< zy)iillxw — sup Z AC)

($5)521€Bx ey j=1

Z @;(;)

= 1) x| (05) = [xava )

para todo n € N. Sendo X esfericamente completa, pela Proposicao 2.2, Xdual &

finitamente determinada. Logo,

ZSOJ (x;)

7=1

< NG5l sup 1(es)jar ez = 1 (@5)5 xall(05) 2l xam e

e fazendo n — oo segue que

|7 ((00)520) (@)520) | < I@)52allxee 1(05)521 o o) (2.6)

27
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Concluimos que J ((¢;)32,) € X(E)' e J estd bem definido. A desigualdade (2.6) nos

j=1
fornece

17 ((23)520) I < 11(07)52 | xau zry-

Portanto, J é um operador linear (ficil) e continuo com ||J|| < 1.

Vamos provar a injetividade de J. Seja (¢;)52, € X(E') tal que J ((¢;)32,) = 0.
Sendo assim, J ((¢;)52,) ((2;)32,
J ((¢j)521) (z - €;) = @j(z) = 0 para todo j € N e z € E. Logo, ¢; = 0 para todo
jeN
(b) Consideremos I; : E — X (F) dado por x +— x-¢; e [ : X(E) — X%(E’) dado por
@ = (pol;)i2,. Vamos provar que I estd bem definido. Para tanto, sejam ()32, €
X(E"),neN, M = [, - ], N=[poli, -+ ,pol,] eidgn|p € LIM;E"). Pelo
Teorema 1.2, para todo € > 0 existe S € L(M; E) tal que

) = 0 para toda (z;)52, € X(E) e, em particular,

IS < (A +e)llide|| =1+e e Pi(pol;) =wol;i(Sy;))

para todo j = 1,--- ,n. Sendo \; = ¢~ onde ; é o argumento principal do nimero

complexo ¢ o 1;(S(1);)), temos

le] poly) —Zwol (3)A; —Zsool (A1)
= Z P(S(NY;) - ¢5) = @ ((S(\jy))j=) -
Da continuidade de ¢ e pelo fato de X ser linearmente estavel, obtemos
|0 ((SO))i=)| < Iel 1S izl sy < NellISTINA )51 Lxan
e dai
i [¥5(0 0 L)l = @ ((SCg))j=1) < Il SN llxany
j=1
< Ml (X + ) [z lx any-

Considerando o operador inclusao de M em E” e como X é finitamente injetiva, temos

D 1ile o I Ml (X + sl xany = Nl (1 + )l (Ae)i Nl

j=1
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e sendo X finitamente dominada obtemos

> il o L) < el (1 + )l (M) llx ). (2.7)
j=1
Como X ¢ esfericamente completa entao ||(Aj1;)52, [ x ey = [|(¥5)32 ||x ) e fazendo

e — 0 em (2.7), obtemos

> il o I < Nl (w7)52 lx (e)-
j=1
Logo, I estd bem definida e a desigualdade acima nos da

11() | xauar sy < [l]l-

Portanto, I é continua com ||| < 1.
Aﬁrmagéo: loJ= idXdual(El) eJol= idJ(Xdual(E/))
De fato, seja (¢;)32, € X™(E'). Para cada j € N, temos

T ((0)521) 0 i) = J ((9)521) (2 - &) = (@)

para todo z € E. Logo,

(IoJ)((¢;)321) = I(J ((#5)521)) = (J ((0)52,) © [j);il = (vi)5%

qualquer que scja (p;)32, € XM(E'). Agora, se J ((¢)52,) € J (X™(E")), temos

ToT(J((@)2)) = (To T ((9)i20)) = T ((e)a) -

Concluindo, assim, a afirmacao.
Isto implica que X"*(E’) e J (X(E")) sdo isomorfos. Além disso, I|;(xaua (s

é uma isometria (portanto, J também ¢é). Com efeito, dado ¢ € J (X9"*!(E’)) temos

lell = (17 o L) < [ ()l xamm ey < [l

Vamos provar que J (X*(E’)) ¢ um subespaco complementado de X (E)’. Defina-
mos P : X(E) — X(E)' dado por P(¢) = JoI(p). E claro que P ¢ linear e continua
uma vez que J e I sao lineares e continuas. Note que P(X(E)) = J (X®(E")) e
P o P = P. Pela Proposicao 1.5, J (X dual (g )) é um subespaco complementado de
X(EY.
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(¢) Vamos comegar com a seguinte
Afirmagao: [ : X(E) — Xl(E’) é injetiva se, e somente se, co(F) é denso em
X(E).

De fato, suponha I injetiva, tome (z;)%2, € X(E) e seja ¢ € X(E) tal que
@leoo(r) = 0. Assim, ¢(z - e;) = 0 para todos j € N ez € E e, portanto, p o [; = 0
para todo j € N. Dessa forma, tem-se I(p) = (¢ o I;)32; = 0 e, pela injetividade de I,
segue que ¢ = 0. Isto implica que o unico funcional em X (E) que se anula em coo(E)
¢ o funcional nulo. Logo, pela Proposicao 1.4, temos que coo(E) é denso em X (FE).
Reciprocamente, supondo coo(E) denso em X (F) e considerando ¢ € X(E)' tal que
I(p) =0, temos (poI;)22; = 0. Logo, po I;(z) = 0, isto é, (- e;) = 0 qualquer que
seja € E e j € N. Dessa forma, dado (z;)5_; € coo(E) segue que

2 ((%’)?:1) = (Z Ly 6]') = ZSO(%

Portanto, ¢ =0 e como cgo(FE) é denso em X (FE), obtemos ¢ = 0 e a afirmagao

C00
esta provada.

Agora, suponha que co(E) é denso em X (E). Observe que I xaw gy = J el
¢ injetiva. Pelo Lema 2.2, J é sobrejetiva e, portanto, J é um isomorfismo. Reciproca-
mente, considere J um isomorfismo. Em particular, J é sobrejetiva. Dado ¢ € X(E)’
nao nulo existe uma tnica sequéncia (p;)72; € X"(E’) (também nao nula) tal que
J ((goj)]‘?‘;l) = ¢. Logo, ¢;, # 0 para algum j, € N e, portanto, existe z;, € £ tal que
©io(z5) # 0. Sendo assim,

o(xj, - e50) = J ((05)521) () - €50) = @jo(25,) # 0.

Isto significa que ey # 0 €, portanto, coo(£) é denso em X (E). O

C()()

Exemplo 2.4. (a) Seja 1 < p < oo. J& vimos que /,(-) satisfaz as condigdes do

Teorema 2.2. Além disso, coo(E) é denso em £,(E), pois dado ()32, € (,(E), temos

[eS) k—o00
1(25)520 — (25)5illp = (@) lly = ( > ||%Hp> — 0.

Jj=k+1

Do Teorema 2.2, segue que
(B = (6G(B))

de forma isométrica. Adicionando-se o que ja é bem conhecido da dualidade de ¢,(E),

temos

6B = (G(E)) = 6 (E),
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isto é, a igualdade Kg“al(-) = (,(-) fica provada apenas para os espagos duais. Agora

olhando separadamente as igualdades acima e ajustando os parametros p e p*, temos

o
o= osup Y (@) = 11(25)32 e sy-
(#)521€Be, 8" j=1

I1(25)7%1

Isto e o que fizemos acima implica em €3"!(-) = £,-(-).
(b) Observe que /4 (-) satisfaz as condigdes do Teorema 2.2 e coo(F) é denso em ¢, (E).
Portanto, ({"(E") = ({1(E))" = {s(E’) de forma isométrica, recuperando a igualdade
(j& conhecida) para os espagos duais. Pelo Exemplo 2.1 (a), a igualdade vale para todo
E Banach.
c) Se 1 < p < oo segue que (;(-) satisfaz as condigoes do Teorema 2.2. Além disso,
coo(E) é denso em (3(E), pois dado (z;)52, € £, (E), segue que

00 o) k—o0

(2321 = (@3)jellwp = 1(27)3 2041wy — O.

Logo, pelo Teorema 2.2, temos (£4)*(E') = ((4(E))" isometricamente. Tendo em

vista [14, Proposition 6.], podemos adicionar a igualdade acima a igualdade
() (E) = (G(B)) = ((E)

e, por argumento semelhante ao desenvolvido no item a), segue que (€4)4(-) = £, (-).

Uma outra aplicabilidade interessante acerca do Teorema 2.2 (b) é a possibilidade de
encontrar subespagos complementados em duais de espacos de sequéncias. Considere
X = £2(-). Sabemos que coo(E) nao é denso em £'(E) ji que coo(£) é denso em
(4(E) e este estd contido estritamente em (¥ (E). Logo, (€¥)™*(E') é um subespaco

complementado em (¢;'(E))".
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Capitulo 3
Adjuntos e Bi-adjuntos

Neste capitulo, nosso objetivo é obter informagoes sobre o adjunto de um operador
no que diz respeito a classes de operadores caracterizadas no ambiente de classe de

sequéncias. Mais precisamente, sob certas condi¢oes, vamos conseguir mostrar que

T € ,CX’Y(E7 F) = T/ € EYdual;Xdual(F/; E/)

T/ < £X7Y(F/7 E/> = T € EYdual;Xdual(E; F)

No que segue, denotaremos por JX a aplicacdo J do Teorema 2.2 para ficar explicito
que estamos nos referindo a classe de sequéncias X. Além disso, sempre que uma classe
de sequéncias X satisfazer as condigoes do Teorema 2.2 (c), isto é, quando JX é um
isomorfismo isométrico, diremos que X é uma classe dual-representdvel.

O Teorema 2.1 juntamente com a Proposicao 2.2 nos diz que faz sentido con-

dual  Tendo em mente a imersao candnica

siderarmos a classe de sequéncias (X4ual)
Jg : E — E” ja conhecida da literatura classica, é vdlido nos perguntarmos se ocorre
algo semelhante sob a perspectiva de dual de classes de sequéncias. Uma versao disso

é apresentada no nosso proximo resultado.

Proposicao 3.1. Seja X uma classe de sequéncias linearmente estavel e esfericamente
completa. Entdo, X (F) = (X dualydual (B " parg todo espago de Banach E.

Demonstragao. Seja (v;)32; € X(FE). Como X é linearmente estdvel, temos (Jg(z;))32, €
X(E"). Note que

o0

D

J=1

Je(z)) (
|(Je ()52 | xEm)

m\ < s Sel<l (31

(¥5)521€Bx 5"y j=1
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3. Adjuntos e Bi-adjuntos

sempre que (;)32; € Byaugy. Dessa forma,

()52 | (xavaryava gy = sup > i) = sup > 1 e(x;)(2))
(‘pj)?ileBXdual(El) j=1 (‘pj)?ileBXdual(E/) jzl
S JE(z;)
= [(Je ()52 Ix e sup = (05)]
P )(‘Pj);i1€BXdual<E/) JZI |’(JE(xj)>j=1||X(E”) ’
Disto e por (3.1), obtemos
1(25)52 [l rananyannn iy < [(Je(25))520 Lx ey < [1(25)52 1x ey
j4 que X ¢ linearmente estével e || J5|| = ||Jg| = 1. Logo, temos X (E) =N (X dualydual(py,
O

Exemplo 3.1. Como ja vimos, para 1 < p < oo tem-se £9"(-) = £,-(-) e, portanto,
(613 ) = 6,(B).

Se uma classe de sequéncia X é tal que (Xdua)dual — X entao X é finitamente
determinada e esfericamente completa, devido a Proposicao 2.2. Dessa forma, classes
de sequéncias que nao sao finitamente determinadas nao satisfazem (Xdual)dual — x
como, por exemplo, X = £;. Esses exemplos, juntamente com a proposi¢ao anterior,

motivam a seguinte

Definicao 3.1. Seja E um espaco de Banach. Uma classe de sequéncias X ¢ dita F-
refleziva se (XM (E) = X (E) e [[(25)52) || (xavanyau gz = [[(2;)52]x(z) para toda
sequéncia (7;)52, € X(E).

Dizemos que X é reflexiva se é E-reflexiva para todo espaco de Banach E. Se X é
E’-reflexiva para todo espaco de Banach F, dizemos que X é dual-reflexiva.

A partir daqui estamos em condi¢oes de cumprir o que foi prometido no inicio do
capitulo. Comecamos entao com um dos resultados principais.

Teorema 3.1. Sejam X eY classes de sequéncias e T € L(E; F).

(a) Se Y € linearmente estdvel, finitamente determinada e esfericamente completa,
X € dual-representdvel e T € Lxy(E;F), entio T' € Lyaw xaw(F'; E') e

||T/||Ydual;Xdual S ||T||X7Y,

(b) Se Y ¢ F-reflexiva e T' € Lyaw xaw (F'; E'), entao T € Lx,y(E;F) e tem-se

||T||X7Y S ||T/||Ydual;Xdual .
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3. Adjuntos e Bi-adjuntos

Demonstragdo. (a) Sendo X dual-representdvel, JX é um isomorfismo isométrico e

como T € Lxy(FE;F), a aplicacdo composta

Y ()

Ydual(F/) AN Y(F)/ X(E)/ (75!

Xdual<El>

estd bem definida, é linear e continua. Para que tenhamos 7" € Ly-aua, yaua (F'; E'),

— ~\ / ~\ /
basta mostrar que (7") = (JX) 1o <T> o J¥. Se (g;)2, € YI(F), entdo (T) o
JY ((¢;)321) € X(E)'. Logo, para toda sequéncia (z;)32, € X (E) segue que

(T) (" (0)52) (@)52) = 77 ((@052) (Tapizs) = Y wsoT@y). (32)

1

Por outro lado, o isomorfismo (JX)™! atua da seguinte forma: dado v € X(E)" existe

uma tnica sequéncia (§;)52, € X (E’) tal que

((fj)] 1 ng % = )] 1)

Portanto, por (3.2), temos

—

() o (T) 00 ((93)520) = (3 0 TN = (T ()i = (T) (03)324)

como querfamos demonstrar. Além disso, na demonstracao do Teorema 2.2, vimos
que ||JY|| € 1 qualquer que seja a classe de sequéncia Y satisfazendo as condigoes do

teorema. Sendo assim,
I rsssons = 1 < 1671 (2) |11 2 | (2| = 120 = D

(b) Se ()52, € X(E) N (Xdualydwal(F) e sabemos, por hipétese, que (T"(p;))52, €
X4l(E') sempre que (¢;)52, € Y¥(F), segue que

Z%‘(T(l’j)) = ZT’(goj)(xj) é convergente.

Isto significa que (T(x;))32, € (Y®)dI(F) = Y(F), visto que Y é F-reflexiva. Por-
tanto, temos T € Lx.y(F; F). Além disso, sendo Y F-reflexiva, temos

ITxy =1Tl=sup  [(T(z;);llyry = sup  [[(T(x;))52 [ yavaryauap
(z;)321€Bx (k) (x3)521€Bx(m)
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(0.0]
= sup sup > i (T ()]
(zj)}?ileBX(E) (‘Pj);ileBydual(F/) j=1
(o]
T (p;
= [|T"||ly-auar, xrauar sup sup Z #(%)‘ .
(xj);)ileBX(E) (w]);ileBydual(F/) ]:1 HT Hydual;Xdual

Note que <&> € Bxaua(gry sempre que (;)52; € Byau(py. Logo,
j=1

I7"1ly-dual, x dual

[e.9]

HT“X’Y S HT/HYdual;Xdual Sup Sup Z

(xj);‘)il eBX(E) (Wj)?il E-Bydual(pl) j=1

T'(p;)
| | T/ | | Yy dual ;Xdual

(l'j)‘

o
<7 |lyavat, xawar  sup sup Z V()]

(25)721€Bx (m) (¥5)721€Bxdual (1) j=1

S ”T/ ’ ’ Ydual;Xdual Sup H (.%'j )]Oi]_ H (Xdual)dual(E‘)
25)521€Bx(p)

< HT/HYdual;Xdual sup H(:L’j)]o-ilHX(E)
(25)52,1€Bx(R)

- | | T/ | | Ydual;Xdual
O

Exemplo 3.2. O teorema anterior recupera um resultado classico: o adjunto de um
operador absolutamente (g, p)-somante (estd em II, ) é um operador Cohen fortemente
(p*, q")-somante (estd em D ;). De fato, consideremos X = £}(-) e Y = 4(-) com
1 <p < q < oo Seum operador T' € Il ,(E; F) = Lyu(yu,)(E; F) (ou seja, T ¢
(€5(+); €4(-))-somante) entao, pelo Teorema 3.1(a), tem-se T" € Ly, (). (guyanai) (F'; E) =
Loty (s (F'5 E') = Dpe g+ (F'; E'). (Veja [3, Theorem 3.2])

O teorema a seguir segue, de certa forma, o “sentido oposto” ao teorema anterior.
Teorema 3.2. Sejam X e Y classes de sequéncias e T € L(E; F).

a) Se X € esfericamente completa, Y ¢é dual-reflexiva, Y € dual-representdvel e
p P

T € Eydual;Xdual(E; F), 67’Lt60 T/ € ;CXyY(F/, E/> € HT,||X7Y S HT”Ydual;Xdual.

(b) Se X eY sao esfericamente completas e T € Lx.y(F'; E'), entao tem-se T €
EYdual;Xdual(E; F) (& ”T”Ydual;Xdual S “T/HX’Y

Demonstragao. (a) Definamos

L: X(F) — XxWal(py
(Soj)?il — L((%’)ﬁl)
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3. Adjuntos e Bi-adjuntos

tal que L ((gpj);?‘;l) ((yj)‘j";l) = Z]Oil ©;(y;) para toda sequéncia (y;)52, € Xdual(py oA
série 3| ¢;(y;) converge para toda ()32, € X(F), pela definicio de Xdwal(fr) e

portanto L ((¢;)32,) estd bem definido e ¢ linear (fdcil). Vejamos a sua continuidade.

j=1
Para quaisquer n € N e (yj)Joil € Xdual(p),

n

Pj
(W) < D leiwil = ()54l x e = )
J Z JINIJ J/5=1 ]Zl ”(on)j:l”X(F’) J
e\ ,
e como (l(@j)?’ifllx(F/)>j1 € Bx(r), segue que

n

Yj : (yj)

o0 S H(y)n: HXdual F
1(e5)521 1 x () 7=t (F)

e, portanto, temos

n

> i)

=1

< ()32 llx e 1Y)z | x sy

Como Xl(.) ¢ finitamente determinada, segue que

y] — 80.7)] ]_HX F’ H(Z/])] 1HXdua1(F)

e fazendo n — 0o obtemos

L ((2)520) (W)520) | < Mei)5allx el ()52 oy (3.3)

e segue a continuidade de L ((goj);";l) Logo, L esta bem definida e também ¢é facil ver

que é linear. Tomando o supremo sobre (y;)32; € Byau gy em (3.3), temos

1L ((20)520) 1| < es)52allxemy

o que implica na continuidade de L e ||L|| < 1. Sendo Y dual-reflexiva, segue que a

aplicagao composta

X(F’) £> Xdual(F)/ Q) Ydual(E)/ <JY - )_ (Ydual)dual(El) _ Y(E/)

—

-1 N/
é linear e continua. Resta-nos mostrar que (7") = (JYdual> o (T) o L. Para tanto,
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3. Adjuntos e Bi-adjuntos

consideremos ()72, € X(F') e (x;)52, € Y™I(E) e note que
((f) o L) ((e)520) ((@)3) = L (T ((2)52) ) (()) = iT o (). (3.4)

, , ~ dual , . . sy e
Como Y48l § dual-representavel, entao J¥ ™" é um isomorfismo isométrico e, por (3.4),

temos

—

(7)o (T) o (o)) = (T oy = @) ((@)52)

e segue a igualdade desejada. Além disso,

L= ey

(b) Seja ()32, € YWU(E). Como T € L.y (F'; E') entdo (T(y;))52, € Y(E') sempre
que (p;)32, € X(F'). Sendo assim, qualquer que seja a sequéncia (p;)32, € X (F') a

17"l = || ) T

Izl < ||

série . .
> i(T(x)) =Y T'(¢;)(x;) converge,
=1 j=1
implicando em (T(x;))52, € X9 (F). Dai, tem-se T € Lyaun, xau (E; F). Vejamos a

desigualdade de normas. Temos

Ty xoum = || 7| = L N (CaC) =P

ZTj )?‘;1 eBydual (B)

o
— sup sup Y oy (T(xy))]
(xj)]‘?il EByduzﬂ(E) (@j);ileBX(F’) j=1

| T"(¢;)
||THX;Y

(%‘)'

< T x5 sup sup
(‘rj)?ileBydual<E) (©;)321€Bx (rry j=1

T/( ) > o)
e observe que (IITllij;Y>j:1 € By gy sempre que (©;)32, Bxr. Logo,

— | T"(¢;)
| T[]y auat, xanar < || 77| x,y sup sup T J ()
(Ctj)?ileBYdual(E) (@j)?ileBX(F/) j=1 || ||X§Y
oo
<|Tlxy sup sup > [w(ay)]

(27)521€ By dual gy (V)52 €By 71y =1

= Ty Sup [(@5) 721 [l yauar )
(x]‘);il EBydual(E)

= [Tl xy

37



3. Adjuntos e Bi-adjuntos

Exemplo 3.3. O resultados aqui apresentados recuperam os presentes em [3, Theorem
3.2].

a)Se 1l <p<q<ooeT €Ly, ()uuama)(E; F) = Dp g (E; I) entdo, pelo Teorema
3.2(a), T € Ly (), (F'; E'), isto ¢, o seu adjunto é um operador absolutamente (g, p)-
somante. Recupera-se, entao, um outro resultado classico: o adjunto de um operador
Cohen fortemente (p*, ¢*)-somante é um operador absolutamente (g, p)-somante.

b) Se T € L(E; F) é tal que T" é absolutamente (g, p)-somante, noutras palavras, 7" €
Loy (F'5 E') = 11y, (F'; E') entdo, pelo Teorema 3.2(b), T' € Ly, (). (uyanar(y (B3 F) =
Dy« +(E; F) e novamente temos um caso bem conhecido: se o adjunto 7" de um ope-
rador T' é absolutamente (g, p)-somante, entdao 7" é um operador Cohen fortemente

(p*, ¢*)-somante.

Vimos nos exemplos anteriores que os Teoremas 3.1 e 3.2 recuperam alguns resul-
tados ja conhecidos na literatura. No entanto, estes teoremas nao se limitam apenas a
isso, podendo nos fornecer novos casos para adjuntos de outras classes de operadores,

como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.4. Um operador T é dito mid-(q; p)-somante com 1 < p < g < 00 se
(T())52, € Ly(F) sempre que (z;)52, € (Y(E) (veja [10, pag. 6]). Dessa forma, se
T" é um operador mid-(gq; p)-somante, noutras palavras, 7" € Eg;nid(,);gq(.)(F/; E’), pelo
Teorema 3.2(b), temos que T' € Ly, (ymia(y (E; F).

Como consequéncia dos teoremas anteriores estabeleceremos uma equivaléncia entre
um operador T e seu bi-adjunto 7" no que diz respeito a pertinéncia a um ideal Lx.y.

Primeiramente, mostraremos um lema técnico e vamos supor, a partir de agora, que

as classes X e Y sdo tais que Ly.y ¢ um ideal de Banach com a norma || - || x.y.

Lema 3.1. Sejam X e Y classes de sequéncias finitamente determinadas com Y fini-

tamente injetiva. Entdo o ideal (Lx.y, | - ||x;v) € injetivo.

Demonstracao. Sejam T € L(E; F) e S € L(F;G) uma injecao métrica tais que S o
T € Lx.y(E;G). Queremos mostrar que T' € Lx.y(E; F). Para tanto, consideremos
(z;)32, € X(E). Como SoT € Lxy(E;G) entao (SoT(z;))2, € Y(G). Sendo Y

J
finitamente injetiva segue que

k k
(T ()5 vy < 1S 0 T(x5))i- llvie) < 1S 0 Tllxv | (2) 1 [l xm)-
e tomando o supremo sobre k € N, ja que X e Y sao finitamente determinadas, obtemos
(T ()52 vy < 1S o Ty ()52 x @)-
Portanto, tem-se (T'(z;))>-, € Y(F), ou seja, T € Lx.y(E; F). O

Jj=1
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3. Adjuntos e Bi-adjuntos

Corolario 3.1. Sejam X e Y classes de sequéncias.

(a) Se X € dual-representavel e Y € esfericamente completa, linearmente estdvel, fi-
nitamente determinada e dual-reflexiva tal que Y ¢ dual-representdvel e T €
ﬁx;y(E; F), entao T" € EX;y(E”; F”),’

(b) SeT" € Lx.y(E"; F") entao T € Lx.y(E; F).
Nas hipdteses de a), temos entio ||T||x.y = [|T"]x.v-

Demonstracao. (a) Suponha T € Lx.y(E; F) e observe que as classes de sequéncias X e
Y satisfazem as condi¢oes dos Teoremas 3.1(a) e 3.2(a). Pelo Teorema 3.1(a) segue que
T" € Lyawa xawat (F'; E') e || T'|lyava, xauas < ||T||x;y. Por sua vez, pelo Teorema 3.2(a),
temos 1" € Lx,y (E"; F") e |[T"||x;y < [|T"||ydwar xawar. Portanto, 7" € Lx,y (E"; F") e
17" [xy < 1T xey-
(b) Consideremos 7" € Lx.y (E"; F").
Afirmagao: 7" o Jp = JpoT.

De fato, sejam x € E e ) € F'. Entao,

(JroT)(x)(¥) = Jr (T(2)) (¥) = (T (x)).

Por outro lado,

(T" 0 Jp)(x)(¢) = Je(x)(T'(¥)) = T'(¥)(z) = ¥(T(x))

e segue a afirmacao.

Como, por hipétese, 7" € Lx.y (E"; F") entao T" o Jg € Lx.y(E; F") e, portanto,
JpoT € Lx,y(E;F"). Em sendo Jp : F' — F” uma injecao métrica e Lx,y um ideal
injetivo (pelo lema anterior), obtemos 1" € Lx.y (E; F).

Por fim, como Jp : F — Jp(F) é um isomorfismo isométrico entdo sua inversa
Jz' 1 Jp(F) — F também é um isomorfismo isométrico e, em particular, || J;'|| < 1.
Logo,

Il = 197" 0 T" 0 Jillxer < 15 I o 5] < 1T

]

Exemplo 3.5. Tomando X = (}(-) e Y = (,(-) e sabendo que X e Y satisfazem
as condigoes do Coroldrio 3.1(a), segue que se T € Lyu(yup,)(E; F), entdo T" €
Les(yi,() (B F"). Por outro lado, pelo Coroldrio 3.1(b), se T € L(E; F) é tal que
T" € Lyu(yu,)(E"; F") entao T € Lyu(yu,()(E; F). Em palavras, isso se traduz no
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seguinte: um operador é absolutamente p-somante se, e somente se, seu bi-adjunto

também o é, resultado j& bem conhecido que pode ser encontrado em [3, Theorem 3.4].
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Capitulo 4

Ideais Maximais no ambiente de

classe de sequéncias

A partir da bem conhecida ligacao entre a Teoria de Produtos Tensoriais To-
polégicos e a Teoria de Ideais de Operadores, Botelho et. al. estudam em [9] condigoes
suficientes sobre as classes de sequéncias X e Y de modo que o ideal Lx.yaua seja
maximal. O fato do porqué é usado Y4 acima ficard claro logo no inicio da secdo
seguinte.

O objetivo entao é alcancado através da defini¢ao e estudo de uma quasi-norma ten-
sorial conveniente e o desenvolvimento da teoria dual para produtos tensoriais munidos

dessas normas. Vejamos entao o desenvolvimento dessa teoria.

4.1 Maximalidade

Provavelmente o leitor esteja se perguntando o motivo de procurarmos condigoes
para a maximalidade de ideais da forma Lx.yaua, mas nao em ideais da forma Lx,y.
Vejamos alguns exemplos que podem convenceé-lo sobre a escolha do primeiro tipo de

ideal em detrimento do segundo.
e Sejal < p <oo. Oideal Cp = Lpw()eo() dos operadores p-convergentes nao ¢ um
ideal maximal [2, Theorem 2.7]. Para p = 1, estamos diante do ideal dos operadores

incondicionalmente somantes [29, 1.7.1].

e O ideal CC = Lw().o() dos operadores completamente continuos, mencionado no

Exemplo 1.3, também nao é um ideal maximal.
Repare que, em ambos exemplos acima, ¢g(-) nao é uma classe dual, isto é, nao
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4. Ideais Maximais no ambiente de classe de sequéncias

existe classe de sequéncias Y tal que Y4l = ¢4(+). De fato, se existisse tal classe, pelo
Teorema 2.2, seguiria-se que ¢y = ¢o(K) seria dual de algum espago, o que sabemos nao
ser verdade. Assim, a conjectura de que “se Y nao é uma classe dual, entao Lx.y nao
¢ ideal maximal” faz sentido. O que sera exposto aqui no capitulo serao as condigoes
para que isso ocorra sendo Y uma classe dual.

Antes dos resultados principais do capitulo, necessitamos apresentar o ambiente

necessario, com suas defini¢oes e propriedades.

Definicao 4.1. Uma classe de sequéncia X é dita mondtona se, para todo espacgo de

Banach E e quaisquer m,n € Ne xy,--- ,x, € F, a seguinte igualdade é satisfeita:
||(07 707‘%17." )xn7070)||X(E) - ||(l’1, 7xn7070))||X(E)
N——

m vezes

Exemplo 4.1. E ficil mostrar que as classes de sequéncias £, (-), C9(-), Loo (), £79(-), o)

e £,(-) sdo todas mondtonas.

Sejam X e Y classes de sequéncias. Com inspiragao nas normas de Chevet-Saphar

[33, Section 6.2], consideremos a funcao axy : £ ® F — R dada por

axy(u) = inf {H(xj);'lzl”X(E)H<yj);'l:1”Y(F); u=> ;e yj} :
j=1

Mesmo estando em um contexto muito abstrato, a ideia agora é estabelecer condigoes
sobre as classes X e Y, as mais fracas possiveis, tais que axy seja uma quasi-norma
em £ ® F.

Definicao 4.2. Dizemos que uma regra que, a cada par de espacos de Banach F e F',

associa uma quasi-norma o em E ® F' é uma quasi-norma tensorial se satisfaz:
(i) alz®y) <|z|l|ly|, para todos E, F € BAN,x € E ey € F;

(ii) « é uniforme, isto é, se para quaisquer F1, Eo, Fy e Fy Banach e T; € L(E;; F}), 1 =
1,2, o operador T} ® Ts : E1 ®, Ey — F} ®, F5 é linear, continuo e

1Ty @ Tl < I3 [I72]]-

(iii) « é finitamente gerada, ou seja,

a(u; E® F) =inf {a(u; M @ N); (M,N) € §(E) x §(F)}.
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O item (i) da defini¢do anterior é uma condigao, digamos, candnica e esperada na
teoria de produtos tensoriais topoldgicos e que faz parte, de fato, da definicao de uma
norma razoavel (ver Definigdo 1.8). A razao pela qual nao exigimos aqui a condigao

(R2) da Definigao 1.8 ficard mais clara apds o préximo resultado.

Proposicao 4.1. Sejam X e Y classes de sequéncias mondtonas e suponha que ¢ <
axy. Entao, para todos os espagos de Banach E e F, axy € uma quasi-norma em

E®F eaxy(z®y) <|z|llvl, para todosx € E ey €Y.

Demonstragao. Sejau € E® F tal que axy = 0. Logo, pela hipétese ¢ < axy, temos
e(u) = 0 e, portanto, u = 0. B facil ver que [N axy (1) = axy (M) qualquer que seja

u€e EFE®F e \eK. Agora, vamos mostrar que
axy(ur +ug) < 2(axy(ur) + axy(uz)).

Para tanto, sejam wui,us € E ® F. Para cada 0 > 0, existem representacoes u; =

Z?:l Tij ® Yij tais que
(i) i1 I x ) < axy(wi) +0 e [[(yij)j=illym <1

com ¢ = 1,2. Tal escolha é possivel, pois dado 0 > 0 existem representacoes u; =

Z?:l Tij ® Yij tais que
(i) i1 | x @) | (i) = lly () < axy (i) + 9.

Tomando \ = H(yz-j)?:lHy(F), Zij = ATyj € Wy = y% segue-se que u; = 2?21 Zij @ wi; €

uma representacao de u;, com ¢ = 1,2, de tal forma que

1(zi5) =1 llx(m) < axy(u) +9 e [[(wiy)illye = 1.

Dai
Up+ug = Z$1j®?/1j+z T2jQY2j = 11 QY11+ F L1 OY1n T X210 OY21++ * - + T2, DY2p
j=1 j=1

é uma representacao de u; + us e dessa forma temos

axy (g +ug) < [[(211, -+ Tip, Ta1, -+ 5 T2, 0,0 )| x ()
N, Y Yors Y2, 0,0 )y e
< (||(x11,--- 7$1n’0’...)||X(E) +11(0, -+, 0, 291, - - - ,Izn,O,"')Hx(E))
. ((yn,"' 7y1n707"')||Y(F) + H(O7 0,21, - - 7y2n;07"')||Y(F))-
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4. Ideais Maximais no ambiente de classe de sequéncias

Da hipdtese de X e Y serem classes de sequéncias monotonas, obtemos

aX,Y(ul + u2) S (”(:Ulla s, Tn, 07 U )HX(E) + H($217 Tty X2ns 0’ e )HX(E))
' (”(ylh s Ying 07 e )HY(F) + ||(y21a Ty Yon, 07 e )||Y(F))
S (20&)(’)/(11/1) + 20éX’y(U2> + 25)

Fazendo § — 07, temos que ax y(u1 + u2) < 2(axy(u1) + axy(ug)).

Além disso, temos

Oéx,Y(l’ ®y) < ||z 61||X(E)||y : 61||Y(F) = ||$||||y||'

]

Observe que, nas condi¢oes da definicao e da proposicao anterior, nao ocorre a
desigualdade ¢ < axy < 7 o qual é equivalente a axy ser uma norma razoavel
(ver [33, Proposition 6.1]). Enquanto que a desigualdade ¢ < axy é imposta pela
Proposigao 4.1, a desigualdade axy < 7 nao ¢ esperada pois depende da desigualdade
triangular. De fato, se assumirmos que ax y satisfaz a desigualdade triangular, isto é,

axy € uma norma, entao

axy(u) = axy <Z Tj ® yj) < axy(z @) <) zsllyl
j=1 j=1 j=1

qualquer que seja u € E® F. Logo, ayxy < m. Assim, se exigirmos a condigdo (R2)
da Definicao 1.8 terfamos axy uma norma razodvel, o que restringe a nossa defini¢ao
de quasi-norma.

Para que ay.y seja uma quasi-norma tensorial faltam apenas as propriedades de
ser uniforme e finitamente gerada (ver Definicao 4.2). Vejamos agora as hipéteses

necessarias para isso.

Proposicao 4.2. Se X eY sao classes de sequéncias mondtonas, linearmente estdveis

e finitamente injetivas e ¢ < axy, entao axy € uma quasi-norma tensorial.

Demonstracao. A hipdtese de que X e Y s@o classes de sequéncias mondtonas e € <
axy nos garante que ayy ¢ uma quasi-norma e axy(z ®y) < ||z||||y||, devido & Pro-
posicao 4.1. Sendo assim, resta-nos provar que axy € uniforme e finitamente gerada.
Comecemos mostrando que axy ¢ uniforme e, para tanto, consideremos Ey, Fy, F e
F, espagos de Banach, T; € L(Ej; Fy),i = 1,2 e u € E} ®qy, Fo. Pelo fatode X e YV
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4. Ideais Maximais no ambiente de classe de sequéncias

serem ambos linearmente estaveis, segue que

axy (T @ Tr(u)) = axy (Z Ti(z;) @ T2(yj)>

J=1

< T () L (T (7)) v e
< TR0 G )=l x o 195051 Ml (222)

e tomando o infimo sobre as representacoes de u, temos
axy (Th @ Ta(w)) < [|Th||[| T3]l cex,y (w).

Portanto, ||T7 @ Ts|| < ||T1]|||7%]| € axy ¢ uniforme.

Vejamos que axy ¢ finitamente gerada. Seja u € £ ® F. Consideremos u =

Z?Zl r; ® y; uma representagao, M = [x1, - ,x,], N = [y1, -+ ,yn| € 0s operadores
inclusoes Iy : M — FE e Iy : N — F. Nao é dificil verificar que ||In|| = ||[In] =1 e

como axy ¢ uniforme, obtemos que Iy @ Iy : M Q4 N = E®qy, F' ¢ um operador

linear e continuo e || Iy ® In|| < |[In]||||In]] = 1. Logo, u € M @ N e
axy(u; EQF) <axy(u;M @ N). (4.1)

Veja que a desigualdade acima vale para toda representagao de u em subespacos de
dimensao finita M € §F(E) e N € F(F) tais que u € M ® N. Isto significa que

axy(u; E® F) é uma cota inferior do conjunto
{axy(u; M @ N); (M, N) € F(E) x F(F)}.

Além disso, dado £ > 0, existe uma representagdo u =y -

=1L ®y; tal que

(z;)ii | x ) [ llyr) <axy(u; E@ F) +¢
e sendo X e Y finitamente injetivas, segue que

axy(u; M @ N) < |[(z;)i [ xan 1(y)j=1 lvon < 1(@5)7 I x@ 1Y) 7= v
<axy(u; E®F) +e.

Disto e por (4.1), segue que

axy(u; E® F) =inf{axy(u; M @ N); M € §F(E),N € §(F)},
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isto é, ax y ¢ finitamente gerada. O

Exemplo 4.2. Algumas normas tensoriais ja conhecidas sao normas do tipo axy
como, por exemplo:

(a) as normas de Chevet-Saphar: Se 1 <p < oo e para X = (£2.(-) e Y = {,(-), entdo

v () = s, (3,0 (u) = nf {Hm e ) i ij @y]} = d,(u).

Por outro lado, fazendo X = /,(-) e Y = £}.(-), obtemos
gy (e, () (w) = inf {H(ﬂfj)?zl||p||(yj)?:1!|w,p*; u=3 2;® yy} = gp(w).
j=1

(b) Sejam 1 <p < oo, X =£(-) e Y = £3.(-), entdo

O‘@(')J;”*(J(“) 1nf{||(x])] wpll (@) =1 llwpes w = ij ® yﬂ}

¢ uma norma tensorial cuja demonstracao pode ser encontrada para o caso multilinear

em [1].

Exemplo 4.3. Podemos obter novas normas tensoriais. Sejam X = (M4(.) e Y =

lye(-), 1 <p<oo. Seue E®F. entao a expressao

Qgmia() 0, () (W) = {H(%)] 1|lp,miall (45) Z T ® ya}

¢ uma norma tensorial. Comecaremos mostrando que € < QUpmid ()0, (- Sejau € F®F
eu= 2?21 r; ® y; uma representacao qualquer. Se 1 < p < 00, pela desigualdade de
Holder e pela Proposicao 1.7, obtemos

ZSO )Y (y;)

e(u) = sup sup < sup sup Z](p )P (y;)|

@pEBp YEB Ly j=1 @pEBp YEBRy j=1
1/p 1/p*
< sup (ZI@O z;) ) sup (le 0l )
@wEB R — Jal

= [13) =i lwpll )5 e < 11 ) i [l mia ll (45) 5=
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Se p =1, entao

e(u) < sup sup > (@) ;)] < 1)<l (4= llso
@wEBp YEBLy j=1

< )il miall ()1 ll oo

Em ambos os casos, tomando o infimo sobre as representacoes de u, segue que e(u) <
Qmia(y ¢, (o (w). Como 0019(-) e £+ () sdo classes de sequéncias mondtonas, linearmente
estaveis e finitamente injetivas, segue que Qupmid ()., () ¢ uma quase-norma tensorial.
Na verdade, agmiay, .() satisfaz a desigualdade triangular (ver [25, Segao 2.2.1]) e,
P wp
portanto, ¢ uma norma tensorial.
As normas que listaremos a seguir, cujas demonstracées omitiremos, também sao

normas tensoriais.

® Qgmia( e, () (U) = {H(%‘)?:1Hp,mid||(yj)§-‘:1\|w,p*; u=37 7 ® yj}, 1 <p<oo.

° Oégg;id(.)7gz¥d(.)(?ﬁ) = {H(x])?zl p*,mid, U = Z?:l X & yj}, 1< p < Q.

pomidl| (¥5) =1

Antes de apresentarmos o conceito de ideal maximal estara implicito que existe uma
ordem para que possamos compara-los. Mais precisamente, Se (Z, | - ||z) e (T, |- |l7)
sao ideais de Banach, dizemos que Z < J se, para quaisquer E e F' espacos de Banach,
I(E;F)C J(E;F) e ||lul|7 < ||ullz, para todo u de posto finito. Nao é dificil verificar
que, de fato, a relacao < definida na classe dos ideais de operadores de Banach é uma
ordem parcial.

Um ideal Z é dito ideal maximal se nenhum ideal é “maior”do que Z, no sentido da

ordem definida. Mais precisamente,

Definicao 4.3. Seja Z um ideal de Banach. Dizemos que Z é um ideal maximal se,
para todo ideal de Banach 7, tal que Z < 7 implicar em Z = 7.

No entanto, nem sempre é facil ou viavel tentar provar se um determinado ideal é
maximal ou nao por meio da definicao e, para isso, geralmente nos valemos de uma
caracterizagao para ideais maximais por meio de ideais finitamente gerados. Um ideal
de Banach (Z,| - ||z) é dito finitamente gerado se, para quaisquer E e F' espagos de
Banach e T' € Z(E; ), tem-se

Tz =supf{||Qr o T oIy|z; M € F(E), L € €F(F)}

onde @, : F — F/L é o operador quociente dado por Q(z) = Z.

Teorema 4.1. [33, Theorem 8.11] Seja (Z, || - ||z) wm ideal de Banach. Entao, T é

maximal se, e somente se, é finitamente gerado.
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Vejamos agora a definicao de um operador especial cuja natureza é muito impor-
tante para a demonstracao do nosso resultado de maximalidade e também nos demais
resultados do capitulo.

Dado T' € L(FE;F) definamos a aplicagdo bilinear Ay : E x F/ — K dada por
Ar(x,¢) = ¢¥(T(x)). Assim, a linearizacdo ¢y : E® F' — K de Ap é um operador
linear. Aqui usamos o simbolo pr para a linearizacao de Ar fazendo alusao ao fato de
que esta é um funcional linear.

O lema a seguir caracteriza a continuidade do funcional ¢ em termos da quasi-

norma oy -

Lema 4.1. Seja T € L(E;F) e suponha que axy € uma quasi-norma em E @ F'.

Entao:
(a) SeT € Lxyam(E;F), entao o1 : EQay, I — K € continuo e ||or|| < [|T|| x,yduar.

(b) Se, além disso, X eY sao finitamente determinadas, entdo vale a equivaléncia:
or: E® F" — K € continuo se, e somente se, T € Ly yau(E;F). Neste caso,

tem-se || T x;yau = [0z

Demonstragio. (a) Seu =7 | v; ®¢; € E® I, entdo

lor(u)| = > (T ()| <> [ (T(x))|
j=1 Jj=1
- Y
— 1) Ny S a— SR
Il 2 | ey (T 0)
Como
: wj n n
; W(T(I’j))' < (T () j=r lyavar )y <N TN scpyavan || (25) 21 | x ()
segue que

|or (W) < T xovaall ()51 x5 by ey

e tomando o infimo sobre as representagoes de u, obtemos |7 (u)| < || T x.yauarcxy (u).
Logo, ¢ é continuo e ||| < [|T|| x,ydua.
(b) Suponha que o7 é continuo. Para (7;)52, € X(F) e n € N, da continuidade de ¢r,

temos

(T (z;)) o [[yawmry = sup
(¥5)521€By (rr)

ij<T<xj>>| = sup

(¥5)521€By (5r)

A (Een)

j=1

j=1
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< sup lerfaxy <Z z; ® %’)
) 1

(¥5)521€By (5 j=

< llerllll(z)joillxe — sap [[(@5)= [lyawmr).

($3)521€By (51y
Como X e Y sdo finitamente determinados (portanto, Y4 também o é), tomando o

supremo sobre n € N segue que

(T ()52 v oy < Mlrlll[(25)520 M x &)

Assim tem-se T' € Ly yawa (E; F) e ||T| x.yau < [Jor||. Com a desigualdade contraria

do item (a), segue a igualdade das normas. O

Agora estamos em condigoes de enunciar o resultado mais importante do capitulo o
qual fornece condi¢oes para a maximalidade de £ x,y-dual. E importante termos em mente
um fato que serd utilizada na demonstracao do préximo teorema: Dado N € F(F”)
existe L € €F(F) tal que (F/L) = N. Este fato decorre do Exercicio 4.5.31 em [11]
juntamente com [13, Proposition 1.9] e [13, Remark 6].

Vamos ao nosso teorema de maximalidade.

Teorema 4.2. Sejam X eY classes de sequéncias finitamente determinadas e suponha

que axy € uma quasi-norma tensorial. Entao, o ideal de Banach Lx yaw € mazimal.

Demonstracao. A prova consiste essencialmente em mostrar que, nestas condigoes,

Ly yaua é um ideal finitamente gerado. Seja T € Lx.yau (£; F) e denotemos

s = sup{||Qr o T o In| x;yaua; M € F(E), L € CF(F)}.

Se M € §(F) e L € €F(F), pela propriedade de ideal, temos Qr, 0T o I, e

1Q1 0 T 0 Iusllxoyasn < IQuINTxyrsun | Tae].

Com um célculo simples, é facil mostrar que ||Qr| = ||[Zum|| = 1 e entao

HQL oT o IMHX;Ydual § HTHX;Ydual

quaisquer que sejam M € §(E) e L € €F(F). Tomando o supremo na expressao acima,
sobre M e L, obtemos s < ||T'|| x.yduar.
Por outro lado, consideremos u € E® F' e ¢ > 0. Como ax y ¢ finitamente gerado,

existem M € §F(E), N € €F(F") e uma representacao u =)', 7; ® p; € M @ N tais

49



4. Ideais Maximais no ambiente de classe de sequéncias

que

axy(uyM @ N) < (1+¢e)axy(u; E® F'). (4.2)
Seja L € €F(F) tal que (F/L) = N, cujo isomorfismo ¢ dado por Q; : (F/L) — N.
Tome 1; € (F/L) tais que Q% (v;) = ;5 = 1, ,n e veja que

Idy®(Q%) 1

M ®ayy N M ®q,, (F/L) 220 K

é um operador linear e continuo. De fato, como ax y ¢ uniforme, entdo Idy ® (Q%)~* é
linear e continuo. Além disso, ¢, o710, € alinearizagao da aplicacao bilinear Ag, oror,, :
Ex(F/L) — K dada por Ag,oror,, (7,7) = 7(QroT oIy (x)), o qual é continuo devido

ao Lema 4.1. Logo,

lor(u)| = Z%’(T(%‘))‘ =

= ZAQLOTOIM(xj’w]’) -

ZQ*L(%)(T(%))‘ =

Z%(QL(T(%)))‘

(z; ® ;)

— ZSOQLOTOIM IdM X (QL) ) (xj ® SOj)

e devido & linearidade e continuidade do operador g, o7or,, © (Idy ® (Q%)71), segue

que
lor(u)] = ZsoQLoTon (Idy © (@Q7)7") (7 ® ;)
- SDQLOTOIM ([dM ® QL (Z x] ® 90]) |
< Nlpquoron |l [[1dar @ (Q7) 7| ey (s M @ N). (4.3)
Note que o Lema 4.1(b) ja nos fornece ||¢©q, orory || = |Qr 0 T o In]| < s. Além disso,

pelo fato de axy ser uma quase norma tensorial (em particular, uniforme), temos
I Tdar @ (Q3) 7| < || Tdar||(Q%)7Y|=1. Logo, por (4.2) e (4.3), obtemos

lor(u)| < s(1+4¢e)axy(u; E® F')
para todo € > 0. Fazendo ¢ — 0T, temos

lor(u)| <s-axy(u; E® F").
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Isto e o Lema 4.1 implicam em ||7'|| x yau = |[¢7|| < s e o resultado estd demonstrado.
[

Uma observagao importante é que o teorema anterior e o Lema 4.1 (b) também
é valido se X é uma classe de sequéncias finitamente dominada e, neste caso, a de-
monstracao segue de forma inteiramente andloga e pode ser encontrada em [25]. Segue

alguns exemplos decorrentes do Teorema 4.2.

Exemplo 4.4. O teorema anterior recupera casos conhecidos de ideais maximais, entre
eles:

a)Sel < p < ¢ < oo, entao oideal (Il ,, m,,) = <£(;}(,)7[gq*(.)]dual, 7rq,p> é maximal. Com
efeito, aw(),.() ¢ uma norma tensorial e £;'(-) e £4+(-) sdo finitamente determinadas,
logo o Teorema 4.2 garante o resultado.

b) Analogamente, tem-se que (D, ,,d,,) ¢ um ideal maximal uma vez que Qg (), () é

uma norma tensorial e as classes envolvidas sao finitamente determinadas.

Exemplo 4.5. O Teorema 4.2 também gera novos ideais maximais. Se 1 < p < g < o0,
o ideal L),y = Lou(),ew ()awar ¢ maximal. De fato, sabemos que as classes de
p\/q p\ )il

sequéncias X = (3(-) e Y = {;.(-) sdo mondtonas, linearmente estaveis, finitamente
injetivas, X é finitamente dominada e Y é finitamente determinada. Resta-nos mostrar
que € < ayy para concluirmos que axy é uma quasi-norma tensorial (Proposicao 4.2)
e, assim, pelo Teorema 4.2, obtermos a maximalidade de £g;(.),gq<.>. Para tanto, sejam
pel pelFeu=37 70y € E®F. Dai,

n 1/p*

> o) (y;)

Jj=1

n

n 1/p n
<3l )| < (Zw(xmp) (Dwymp*)

e tomando o supremo sobre ¢ € By e ) € By, obtemos e(u) < [|(2)5=; [Jwpll (¥5) =1 [lwp=-
w

. 1
Como p < ¢, entdo ¢* < p* e, consequentemente, (i (F') — (2. (F). Desta forma, temos

e(u) < [1(x5) izt llwpl (Y551 llw.gr

e assim e(u) < axy(u) qualquer sejau € E® F.

O Corolario 3.1 estabelece uma equivaléncia entre os operadores e seus bi-adjuntos
no que diz respeito a pertinéncia ao ideal Lx.,y. Como consequéncia do Teorema 4.2,
podemos obter a mesma equivaléncia para os ideais da forma Lx,yaua. Em sendo

L x yaa maximal, o resultado [18, Corollary 4, p. 207] nos fornece o

Corolario 4.1. Seja uw € L(E;F). Sob as condigoes do Teorema 4.2, temos T €
Lyxyaa(E;F) se, e somente se, T" € Lx.yaua(E"; F"). Neste caso, ||T|x.yaa =

”T”HX;Ydual .
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4.2 O dual topolédgico de E ®,, F

E sabido da teoria de produto tensorial que podemos enxergar funcionais lineares
e continuos de um produto tensorial topoldgico como classes de formas bilineares e
também como classes de operadores lineares e continuos (veja [33, Section 2.2]). Nesta
ultima secao, apresentamos algo andlogo no contexto de ideais caracterizados por clas-
ses de sequéncias. As condig¢Oes com as quais a norma axy € quasi-norma razoavel
serao aceitas tacitamente neste capitulo.

Antes de apresentarmos nosso primeiro resultado que caracteriza o dual em termos

de operadores lineares, faz-se necessario um lema técnico.

Lema 4.2. Sejam F um espaco de Banach e Y uma classe de sequéncias esfericamente
completa, linearmente estdvel, finitamente determinada (ou dominada) e finitamente
injetiva. Se (p;)%2, € YUI(F'), entio

> wily)|-

j=1

| (%’)}?; HYdual(F') = sup
(¥3)321€By (r)

Demonstragao. Observe que estamos nas condigoes do Teorema 2.2(b) e, portanto, a

aplicagao J : Y4l (F") — Y (F)" é uma isometria.

1(@i)52sllyavaieny = 1T ()52 llyry = sup [ (J ((95)521)) | (4.4)
\IJGBy(F)//

Tendo em mente que Jy (p)(Y (£7)) é um subconjunto normante para Y (F')’, a igualdade

(4.4) nos fornece

He)Zllyamn = sup | (J ((95)521)) |
YEByy py(v(7)

= sup v (()320) ( ((9)52)) |

(¥;)521 €By (F)

= sup [T ((v)52) (()32) |

(¥;)521€By (F)
o0
> i)

j=1

= sup
(¥5)321€By (r)

]

Teorema 4.3. Sejam X e Y classes de sequéncias linearmente estdveis e finitamente

determinadas, com Y finitamente injetiva. Entdo,

(E @axy F) = Lyyam(E; F').
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Demonstragdo. Defina W : Lx.yaw(E; F') = (E Qay, F) dada por T+ (T) onde
U(T') é a linearizacao da forma bilinear Ay : £ x F' — K dada por Ar(z,y) = T(z)(y).
Para provarmos a boa defini¢cao da ¥, basta mostrarmos que ¥(7') é continua qualquer

que seja T' € Ly.yawa(E; F'). Considerando Jp : F' — F", temos

(W(T)(u)] < Z [T () (y;)| = Z | e () (T (7))

Jr(y;)
1(Tr(y)) =iy

(T(z;))

= (e ()i lveen Y
j=1

Tr(y;) "
Como (II(JF(yj))?zllly(Fu)>j1 € By (), segue que

n

2

J=1

Jr(y;)
1(Tr(y;)) s [y ey

(T)| < 1)l
Disto, do fato de que T' € Lx.yau (E; F') e da estabilidade linear de Y, obtemos

(W(T) ()| < (T ()= v oy | (T () [y

< Nl xyasan [l G e 1Y) Gy oy

Portanto,
[T (w)| <N TN xpyammax,y (u)

e segue a boa definicao da W. Uma vez bem definida, é facil mostrar que ¥ ¢é linear
e a expressao anterior nos fornece ainda ||U(7T)|| < ||| x,yaua, isto é, a aplicacdo W é
continua.

Agora, verifiquemos que W é sobrejetiva e uma isometria. Sendo ¢ € (E ®q,, F)’,
defina T,, : E — F’ dado por T,(z)(y) = p(z ® y). E facil verificar que T, estd bem

definido ¢ linear e continuo. Pelo lema anterior, temos

> ez @)

=1

= sup
(¥5)521 €By (F)

(T ()i lyamgen = sup | Tl (y;)
j=1

(¥5)521€By (F)

= sup ¢ (Z Tj & yj)
j=1

(¥5)521€By (F)

< ||90H(95j)?:1||X(E) sup ||(yj)?:1 ly(F)-
(Y;)721 €By (F)
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Disto e do fato de que Y ¢é finitamente determinada, segue-se que

(T ()51 llyana ey < llepll(25)f= l x ()

e pela Proposicao 1.10 temos T, € Lx.yau (F; F'). Um célculo imediato mostra que

U(T,) = ¢ e a expressao acima nos da

1T || xiyam < (o] (4.5)

Agora, considere v : (E ®ay, F)' — Lxyaa(L; F') dado por v(¢) = T,,. Do que ja
fizemos, ¢é claro que v estd bem definida, é linear (facil) e a desigualdade (4.5) implica

na continuidade de . Além disso, é imediato que

v o Y= Id(E®aX7YF)’ e 7o v = Id[: (E;F")

X ;ydual

e, portanto,

el = 11 oy (@)l < Iv(@)llxyama < o]l
O
Exemplo 4.6. Sejam 1 < p < 00, X = £.(-) e Y = (,(-). Tendo em mente as

expressoes apresentadas no Exemplo 4.2, temos

(E ®dp F)/ — (E ®C“Z;’*(‘),2p(4) F)l é ‘Cépw*()ﬂép*() (E’ FI) = Hp* (E17 F/)

1
(E @y, F) = (E ®aep<->,e;”*(') F) = L, ()00 (5 F') = Dp(E5 FY),
ambos resultados bem conhecidos (veja [33, Section 6.3]).

Exemplo 4.7. Um resultado novo. Sejam 1 < p < ¢ < o0, X = 07(:) e YV = £ (),

com p # oco. Como X e Y satisfazem as condigdes do teorema anterior, temos

1
(E Ra F)’ = E@"}lid(~),fq(') (E, F),

()0 ()
cujo ideal é a classe dos operadores absolutamente mid-(g; p)-somantes apresentado no

Exemplo 3.4.

O proéximo resultado caracteriza funcionais lineares do produto tensorial £'®q, , F
como formas bilineares de E x F em K e sua demonstragao serda omitida por conta
de nossos objetivos e porque é, de certa forma, muito semelhante a demonstracao do

Teorema 4.3.
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4. Ideais Maximais no ambiente de classe de sequéncias

A definicao abaixo é usada no enunciado do resultado.
Definicao 4.4. Uma classe de sequéncias X ¢é dita finitamente limitadamente completa

(abreviadamente FBC) se, para todo n € N, (z;)}_; € X(E) e (\j)}=; € {, tem-se

1) jallx ey < 1) j= ool ()51 [x ) -

Teorema 4.4. Sejam X e Y classes de sequéncias finitamente determinadas. Se X
ouY € FBC, entao
(E ®C¥X,y F), é EX,Y;& (Ev F; K)

Demonstracao. Veja |9, Therorem 3.1]. ]

Em [18, Exercise 17.2]) encontra-se o seguinte fato: Um ideal Z é maximal se, e

somente se, existe uma norma tensorial finitamente gerada tal que
I(E;F) = (E ®, F') N (E; F).

Em virtude disso, e para referéncias futuras, vamos enunciar o resultado comple-
mentar apresentado em [9, Theorem 3.3]. Este resultado da conta de obter a ma-
ximalidade do ideal Lyx.yaua e, para isso, estaremos considerando X e Y classes de
sequéencias linearmente estaveis, monétonas, finitamente injetivas e ¢ < axy. Eis a

caracterizagao.

Teorema 4.5. [9, Theorem 3.3] Se X e Y sao classes de sequéncias finitamente de-

terminadas. Entao, para todo E e F' Banach, tem-se

Lyyan(E; F) = (E @ayy F')Y NL(E; F).

25



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

[10]

[11]

ACHOUR, D.; BELAIB, M. T., Tensor norms related to the space of Cohen p-
nuclear multilinear mappings, Ann. Funct. Anal. 2, n. 1, 2011, 128-138.

ALEJANDRO CHAVEZ-DOMINGUEZ, J.; CHEN D.; LI, L., p-converging operators
and Dunford-Pettis property of order p, J. Math. Anal. Appl. 461, 2018, 1043—
1066.

ApiorLa, H., Duality between spaces of p-summable sequences, (p,q)-summing
operators and characterizations of nuclearity, Mathematische Annalen 219, 1976,
53-64.

BERNARDINO, A. T. L.; Remarks on cotype and absolutely summing multilinear
operators, Cubo A. Mathematical Journal 14, n.1, 2012, 21-27.

Brasco O.; BoTELHO G.; PELLEGRINO D.; RUEDA P., Summability of mul-
tinear mappings: Littlewod, Orlicz and beyond, Monatash Math. 163, 2011, 131-
147.

BoTeELHO, G.; CAMPOS, J. R., On the transformation of vector-valued sequences
by linear and multilinear operators, Monatsh Math 183, 2017, 415-435.

BoTeELHO, G.; CAMPOs, J. R., Duality theory for generalized summing linear
operators, Collectanea Mathematica, v. 74, n. 2, 2022, p, 457-472.

BoreELHO, G.; Campos, J. R., Type and cotype of mutilinear operators, Rev.
Mat. Complut. 29, n. 3, 2016, 659-676.

BoTELHO, G.; CAMPOS, J. R.; NASCIMENTO L., Maximal Ideals of Generalized
Summing Linear Operators, Mediterr. J. Math. 24, 2024.

BoTELHO, G.; CAMPOS, J. R.; SANTOS, J., Operator ideals related to absolutely

summing and Cohen strongly summing operators, Pacific J. Math. 287, 2017, 1-5.

BoTELHO, G.; PELLEGRINO, D.; TEIXEIRA, E., Fundamentos de Andlise Fun-
cional, Sociedade Brasileira de Matemaética, 2% Ed., 2015.

26



Referéncias Bibliograficas

[12]

[13]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[21]

22]

23]

[24]

BoTeELHO, G.; WooD, R., Hyper-ideals of multilinear and two-sided polynomial
ideals generated by sequence classes, Mediterr . J. Math. 20, 2023, 35.

Brezis, H., Functional Analysis, Sobolev Spaces and partial differential equations,
Springer, 2011.

Bu, Q.; EMANNUELE, G., The projetive and injetive tensor products of L¥[0, 1]
and X being Grothendieck spaces, Rocky Mountain J. Math. 35, n. 3, 2005, 713—
726.

Campros, J. R.; SANTOS, J., Mid summable sequences: an anisotropic approach,
Colloq. Math. 161, 2020, 35—49.

COHEN, J. S., Absolutely p-summing, p-nuclear operators and their conjugates,
Mathematische Annalen 201, 1973, 177-200.

CALISKAN, E.; PELLEGRINO D., On the multilinear generalizations of the concept
of absolutely summing operators, Rocky Mountain J. Math. 37, 2007, 1137-1154.

DEFANT, A.; FLORET, K., Tensor Norms and Operator Ideals, New York (NY),
North Holland, 1993.

DiesTEL, J.; JARCHOW, T.; TONGE, A., Absolutely Summing Operators, Cam-
bridge Studies in Advanced Mathematics 43, Cambridge University Press, 1995.

DVORETZKY, A.; ROGERS, C., Absolutely and inconditional convergence in nor-

med linear spaces, Proceedings of the National Academy of Sciences of USA 36,
1950, 192-197.

GROTHENDIECK, A., Sur certaines classes de suites dans les espaces de Banach et

le théoréeme de Dvoretzky-Rogers. Boletim da Sociedade Matematica de Sao Paulo
8, 1956, 81-110.

LeiTte, F. S. S., Operadores Lineares Cohen Fortemente Somantes, Dissertacao
(Mestrado) - Universidade Federal da Paraiba, 2016, 106p.

MADRUGA, A. C., Produto tensorial entre espacos de Banach e aplica¢oes, Dis-
sertagdo (Mestrado) - Universidade Federal da Paraiba, Joao Pessoa - PB, 2018,
96p.

MATos, M. C., Nonlinear absolutely summing mappings, Math. Nachr. 258, 2003,
71-89.

57



Referéncias Bibliograficas

[25]

2]

[27]

NASCIMENTO, L., Quasi-normas tensoriais e operadores associados no ambiente
de classes de sequéncias (Tese), UFPB, 2021.

PELLEGRINO D., Cotype and nonlinear absolutely summing mappings, Math.
Proc. R. Ir. Acad. 105, 2005, 75-91.

PELLEGRINO, D.; RUEDA, P.; SANCHEZ-PEREZ, E. A., Surveying the spirit of

absolute summability on multilinear operators and homogeneous polynomials, Rev.
R. Acad. Cienc. Exacts. Fis. Nat. Ser. A Mat. RACSAM 110, 2016, 285-302.

PieTSCH, A., Absolut p-summierende Abbildungen in normierten Raumen, Studia
Math. 28, 1967, 333-353.

PI1ETSCH, A., Operator Ideals, New York (NY), North Holland, 1980.

PieTscH A., Ideals of multilinear functionals, Proceedings of the second confe-
rence on Operator Algebras, Ideals and their Applications in theorical Physics,
Teubner-Texte, Leipzig, 1983, 185-199.

RIBEIRO, J.; SANTOS, F., Generalized multiple summing multilinear operators
on Banach spaces, Mediterr. J. Math. 16, 2019, 1-20.

RIBEIRO, J.; SANTOS, F., Absolutely summing polynomials, Methods Funct.
Anal. Topology 27, 2021, 74-87.

RyaN, R. A., Introduction to tensor products of Banach spaces, Springer-Verlag,
2002.

o8



	Introdução
	Preliminares
	Operadores Lineares
	Espaços de Sequências
	Ideais de Operadores
	Classes de Sequências
	Produto Tensorial e Normas Tensoriais

	Teoria Dual
	Dual de uma classe de sequências
	Dualidade

	Adjuntos e Bi-adjuntos
	Ideais Maximais no ambiente de classe de sequências
	Maximalidade
	O dual topológico de EX,YF

	Referências

