Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Teoria espectral para semigrupos de
operadores lineares e limitados e
aplicacoes

Maria Jaislayne Moisés da Silva

Joao Pessoa — PB
Agosto de 2021


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K2707221T1

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Teoria espectral para semigrupos de
operadores lineares e limitados e
aplicacoes
por
Maria Jaislayne Moisés da Silva

sob a orientacao do

Prof. Dr. Flank David Morais Bezerra

Joao Pessoa — PB
Agosto de 2021


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K2707221T1
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4745797D9

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e O assificacéo

S586t Silva, Maria Jaislayne Misés da.

Teoria espectral para sem grupos de operadores
lineares e limtados e aplicagbes / Maria Jaislayne
Mbi sés da Silva. - Jodo Pessoa, 2021.

186 f. : il.

Orientagdo: Flank David Morais Bezerra.
Di ssertacdo (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Matematica - Sem grupos. 2. Operadores setoriais.
3. Semigrupos de operadores lineares e |imtados. 4.
Pot énci as fracionarias. 5. Operadores fechados e
densanente definidos. |. Bezerra, Flank David Morais.
I1. Titulo.

UFPB/ BC CDU (043)512. 53

El abor ado por GRACI LENE BARBOSA FI GUEI REDO - CRB- 15/ 794




Teoria espectral para semigrupos de
operadores lineares e limitados e
aplicacoes

por

Maria Jaislayne Moisés da Silva[]

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduacao em
Matematica da Universidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencao
do titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentragio: Analise
Aprovada em 12 de agosto de 2021.

Banca Examinadora:

s DH B

Prof. Dr. Flank David Morais Bezerra — UFPB
(Orientador)

/
(=74 ]
Prof. Dr. Marcefo J6sé Dias Nascimento — UFSCar

(Examinador Externo)

}-—,’Jt—i‘-v‘{fﬁlm de /’LEWL ﬁ,w_@cfg
Profa. Dra. Gleiciane da Silva Aragao — UNIFESP

(Examinadera Externa)
[ X 1

Profa. Dra. Silvia Sastre-Gomez — Universidad de Sevilla

(Examinadora Externa)

LA autora foi bolsista da CAPES durante todo o curso de mestrado académico em Matematica da
UFPB.



Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, a Deus por ter me dado forga e coragem durante toda
essa trajetoria, e por tudo o que Ele tem planejado para mim.
Sou a primeira da minha familia a ingressar em uma universidade federal publica, a pri-
meira a concluir um ensino superior, e a ingressar em um programa de pés-graduacao.
Nao poderia deixar de reconhecer que tudo isso s6 foi possivel gracas aos aos meus pais
e aos sacrificios que ambos precisaram fazer para que fosse possivel que eu trilhasse
meu caminho e seguisse os meus sonhos. Sem eles, nao haveria sequer uma virgula
neste trabalho. Entao, o meu agradecimento infinito & minha mae, Jailma, por todo o
apoio, companheirismo e amor sublime desde sempre; e ao meu pai, Zé Moisés, o qual
desde sempre me incentivou a estudar e buscar "ser alguém'"na vida.
Agradeco ao meu irmaozinho, Moisés, o meu melhor amigo, companheiro e ouvinte
fiel, por todo encorajamento, alegrias, momentos de descontracao, apoio e por todas
as infinitas coisas que jamais caberiam aqui escritas ou em qualquer outro lugar.
Agradeco aos meus amigos e colegas de curso por todos os momentos compartilhados,
incentivos, e por toda ajuda e conhecimentos trocados.
Agradeco a todos os meus professores que contribuiram de alguma forma na minha
caminhada até aqui, em especial, ao meu orientador, Flank Bezerra, por todos os ensi-
namentos, toda a paciéncia e por toda a ajuda e compreensao durante os estudos para
a realizacao deste trabalho.
Agradeco aos professores Marcelo, Gleiciane e Silvia por terem aceitado o convite para
compor a banca examinadora da minha dissertacao.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro.



Aos meus pais, Jailma e Zé
Moisés.
Ao meu irmao, Moisés.



Resumo

Neste trabalho dissertamos sobre a teoria espectral para semigrupos de operadores
lineares e limitados; a saber, estudamos a teoria espectral de operadores fechados e
densamente definidos em espacos de Banach, semigrupos de operadores lineares e li-
mitados, operadores setoriais no sentido de Henry, e a teoria de poténcias fracionarias
para operadores lineares do tipo K-positivo no sentido do Amann. Além disso, apresen-
tamos algumas aplicacoes desta teoria a partir do estudo dos artigos: A. Cwiszewski e
K. P. Rybakowski, “Dynamics of strongly damped beam equation”, Journal of Differen-
tial Equations, (2009); S. Chen e R. Triggiani, “Proof of extensions of two conjectures
on structural damping for elastic systems”, Pacific J. Math., (1989); J. A. Goldstein,
“Some remarks on infinitesimal generators of analytic semigroups”, Proceedings of the
American Mathematical Society, (1969).

Palavras-chave: Semigrupos de operadores lineares e limitados, operadores setoriais,

poténcias fracionarias, operadores fechados e densamente definidos.



Abstract

In this work we discuss the spectral theory for semigroups of bounded linear ope-
rators; namely, we study the spectral theory of closed and densely defined operators in
Banach spaces, semigroups of bounded linear operators, sectorial operators in Henry’s
sense, and fractional power theory for K-positive linear operators in Amann’s sense.
Furthermore, we present some applications of this theory from the study of papers:
A. Cwiszewski and K. P. Rybakowski, “Dynamics of strongly damped beam equation”,
Journal of Differential Equations, (2009); S. Chen and R. Triggiani, “Proof of extensions
of two conjectures on structural damping for elastic systems”, Pacific J. Math., (1989);
J. A. Goldstein, “Some remarks on infinitesimal generators of analytic semigroups”,

Proceedings of the American Mathematical Society, (1969).

Keywords: Semigroups of bounded linear operators, sectorial operators, fractional

powers, closed and densely defined operators.
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Notacao

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e I/ denota um espaco de Banach;
e [* denota o dual topologico de um espaco de Banach F;
e H denota um espaco de Hilbert;

e Denotamos por L(E, F') o espaco dos operadores lineares limitados de £ em F

munido da norma usual, onde F' é também um espago de Banach;

e Denotamos por L(E) o espaco dos operadores lineares limitados de F em E

munido da norma usual;
e Denotamos por R(A) a imagem de E pelo operador A;

e Denotamos por ker(A) o nicleo do operador A;

p(A) denota o conjunto resolvente do operador A;

o(A) denota o espectro do operador A;

0.(A) denota o espectro residual do operador A;

0,(A) denota o espectro pontual do operador A;

o.(A) denota o espectro continuo do operador A;

| - | denota a norma euclidiana do R™ (quando néo for feito mengao em contrario);

e Usaremos | - | ao invés de || - |g para denotar a norma no espaco de Banach

E, omitindo o E. Quando nao estivermos fazendo mencao a norma neste espaco,

xi



deixaremos claro em qual espaco estaremos definindo a norma;

e Usaremos a denominacao Cy-semigrupo para nos referirmos aos semigrupos for-

temente continuos de operadores lineares limitados;
e supp(¢) denota o suporte da fungao ¢;
e () & um aberto conexo de R";
e C'(X) denota o espago das fun¢oes continuas em X;

e C*(X) denota o espaco das fungbes k—vezes continuamente diferenciaveis (k > 1)
em X;

e [7(I) denota o espaco das fungoes p integraveis a Lebesgue;

e W1r(I) denota o espaco de Sobolev das func¢oes p integraveis a Lebesgue com

derivadas de primeira ordem p integraveis;
o« WoP(I) = CE(I)
o HI(I)=W1hH2(1);
« HH(I) = WR(1);
« Hy(I) = W3*(D)
o H(I) = Wy (1):

e X »>Y se X cY éa imersao continua;

, 0 d
o u =u = —u=—1u;

ot dt

e Usaremos ’sen’ para fazer mencao a funcao seno, e ’arcsen ’ para fazer mencao a
funcao arco seno.

e F é o espago das poténcias fracionarias D(A%), onde este, quando munido da
norma |- |ge = |A®- |, é um espago de Banach; quando a=0e a =1 temos E°=E e
E'=D(A);

e Denotaremos por BIP o conjunto das poténcias imaginarias limitadas;

e A% ¢é 0 operador poténcia fracionaria de A; quando « =0, temos A% = I;

o A, =pA(ul - A)™! é a aproximagao de Yosida de A;

xii



e O denota o final de uma demonstragao.

xiil



Lista de Figuras

(I A evolugao do ponto x € E' por um semigrupo {S(¢); t >0} . ... ... 5
.1 {NeC;RedA>pBrcp(A)). ... o 45
[2.2  Setor complexo X, ={ e Carg(A—a)<o}|. . . ... ... L. 58
2.3 {ANeC;Rel>p}cp(A)ey>max{0,5}. . ... ... ... ... 62
3.1 Setor complexo X, 45={AeC:p<|arg(A—a)|<m, A#+a}| .. ... ... 71
[3.2  Setor complexo X°.|. . . . ... 74
[3.3  Mudanca de variaveis: A=p+a. | . . ... 82
[3.4  Curvas v1,72,73.] -« -« o o 84
|3.5 Setor complexo E¢_g.| .............................. 89
M1 —X,uB(0)] .. 113
......................................... 115
M43 Curva L. . . . 116
44 Curva L. ..o 118

W5 Curva Ll . . . 118




Introducao

O principal objetivo deste trabalho é esclarecer um dos pontos cruciais na agenda
comumente utilizada para o estudo de problemas de valor inicial (problemas de Cauchy)

em espacos de Banach E sobre um corpo K (K =R ou K = C) do tipo

(1)

onde A: D(A) c E - E & um operador linear fechado e densamente definido, geral-
mente nao limitado, f é uma aplicagao nao linear com alguma condi¢ao de regularidade
definida em algum subespago de E e tomando valores em F, e u : [0,400) - E é a
funcao a ser determinada, em algum sentido, tal que u(0) = uq.

Existem varias maneiras de entendermos o que é solucao do problema ; por
exemplo, diremos que uma funcao u: [0,7) - E ¢ uma solucao classica do problema
sobre o intervalo [0,7) quando u € C((0,T); D(A)) nC*((0,T); E) e u satisfaz ()
sobre o intervalo [0,7"). Diremos que uma funcao w:[0,7) - E é uma mild solution
do problema (1)) sobre o intervalo [0,7"] quando u € C([0,T']; E) e u satisfaz

u(t) = S(t)ug + fot S(t—s)f(u(s))ds

sobre o intervalo [0,7'], onde {S(t);t > 0} é o operador solu¢ao do problema de valor

inicial
d_u +Au=0, t>0,
i (2)
u(0) =1,

no sentido da teoria de semigrupos de operadores lineares e limitados sobre E (conteido
principal deste trabalho).

A saber, a compreensao de técnicas de analise de problemas do tipo se faz ne-
cessaria porque uma quantidade significativa de equagoes diferenciais parciais (EDP’s)

autonomas utilizadas para modelar matematicamente fend6menos da natureza sob cer-
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tas suposicoes fisicas, quimicas, biologicas, economicas e até psicologicas sao EDP’s
autonomas semilineares; e problemas de valores de iniciais e de fronteira associados a

estas EDP’s podem comumente ser traduzidos como problemas do tipo (|1)).

Quanto a andlise de problemas de valores de iniciais e de fronteira associados a
EDP’s autonomas semilineares a técnica que temos em mente e que pretendemos com-
preender neste trabalho passa pela seguinte agenda acompanhando o método de anélise

e solucao de problemas:

Etapa 1 (Identificagdo do problema). Tomar conhecimento da EDP auténoma se-
milinear a ser considerada e restricoes técnicas dos seus parametros, restricoes estas
provenientes de certas suposicoes fisicas, quimicas, biologicas, econémicas e até psico-
logicas. Destacamos aqui que nos concentraremos em EDP’s propostas em dominios
limitados e de fronteira suficientemente suave do espaco Euclidiano RN com N > 1;
a saber, EDP’s propostas em abertos conexos e limitados 2 cuja fronteira 02 é de
classe C?™; isto ¢, 0N & localmente o sub-grafico de uma C?"-fun¢do com respeito a
alguma escolha de sistema de coordenadas ortogonais. Em outras palavras, para qual-
quer p € 0€2, sob uma mundanca de coordenadas ortogonais, existe um conjunto aberto
V c RV-1 e uma fun¢ao Lipschitz continua ¢ : V — (a,b) tal que U =V x (a,b) ¢ uma

vizinhanca do ponto p e

QnU ={(x,t) eUst < p(x)}.

Etapa 2 (Observacao). Dados como, a ordem da EDP, a natureza da sua “linearidade”,
o fato desta ser autonoma, as restricoes dos parametros escalares e funcionais, nos
permitira identificar espacos de fases aquedados para investigar existéncia, unicidade,
regularidade e o comportamento assintotico das solugoes de problemas de valores de

iniciais e de fronteira associados a EDP’s auténomas semilineares.

Etapa 3 (Anélise). Com a identificacao do problema e observagao mencionados acima,
o que devemos fazer em seguida é transcrever o problema de valor de inicial e de
fronteira associado a EDP auténoma semilinear como um problema de valor inicial do
tipo . Aqui, destacamos que se faz necessario encontrar o espaco de Banach E a
ser considerado como o espaco de fases; na prética, uma anélise sobre a equacao de
energia associada a EDP (ou as EDP’s em questdo, pode nos orientar na escolha do
espaco de Hilbert a ser considerado como espaco de fase. Os termos que definem a
EDP dao origem a lei de formagao do operador linear A (que em geral é ndo limitado),
e comumente as condicoes de fronteira homogéneas sao incorporadas no dominio do

operador linear A, tudo isso é feito, com o cuidado que ao final tenhamos um operador
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fechado e densamente definido. Quanto ao termo nao linear, este é definido pelos termos
nao lineares que aparecem na EDP e pela condi¢oes de fronteira nao homogéneas.
Esta é a etapa em que nos referimos ao momento em que damos luz & Anélise

Funcional inerente ao problema em questao.

Etapa 4 (Plano de acdo). E exatamente sobre etapa que dissertaremos neste trabalho.
Uma técnica comumente empregada é dividir a anélise em duas partes, uma Anélise
Linear, contetdo deste trabalho de dissertacao de mestrado, e posteriormente uma

Analise Nao Linear.

Etapa 4.1 (Analise Linear). Nesta etapa, consideraremos o problema linear

d_u +Au=0, t>0,
dt (3)
u(0) = up.

A fim de obter resultados de existéncia, unicidade, regularidade e o comportamento
assintotico das solucoes de , devemos primeiro entender o que significa ser solucao
do problema ().

Etapa 4.2 (Analise Nao Linear). Nesta etapa, recuperamos o problema inicial
e devemos trabalhar, a fim de obter resultados de regularidade a Fréchet para a nao

linearidade f.

Etapa 5 (Agdo). Quanto a resolugdo do problema tomaremos a seguinte decisao.
Se A fosse uma matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao elementos do corpo K,
entao poderiamos resolver o problema (3|) considerando a familia de matrizes quadradas

de ordem n cujas entradas sao elementos do corpo K

) tiAi

{e =3 == e Mu(K); £ 0}
= !
e a aplicacao
u:[0,00) > X
00 tiAz’
teu(t) =etug =) ——o.
=0 b

Agora, sendo A: D(A) c E - E um operador linear fechado e densamente definido,
geralmente ndo limitado e F um espaco de Banach sobre um corpo K (K =R ou K = C),
entao devemos recorrer a teoria dos semigrupos de operadores lineares e limitados, e
trabalhar, a fim de provar que o operador A possui propriedades espectrais suficientes

para que possamos garantir a existéncia de um semigrupo de operadores lineares e
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limitados sobre F; a saber, uma familia de operadores lineares e limitados {S(¢);t > 0}
definidos sobre E tal que S(0) = I, onde I denota o operador identidade sobre E, e

S(t+s)=5(t)S(s)
para todos t,s > 0, de modo que a aplicac¢do u: [0,00) — E definida por
u(t) = S(t)uo,

para todo ¢t > 0 é solucao do problema . Desta forma, para cada t > 0, “o operador
S(t) é responsavel por mapear a evolugdo do ponto ug € E no instante de tempo ¢”.
A Figura 1 propée uma maneira de como o nosso apelo intuitivo pode ser usado para
entender o que acontece quando temos um semigrupo de operadores lineares e limitados
{S(t);t > 0} definido sobre E associado ao problema (3). Na ilustracdo 0g denota o

vetor nulo do espaco F e s,t,0 denotam niimeros reais positivos.

S(t+ s.)x =S(t)S(s)z

T,

x ; S(s)x

Op t+s

Figura 1: A evolugao do ponto z € E por um semigrupo {S(t); ¢t >0}

Etapa 6 (Verificagdo). Apresentaremos algumas aplicagoes, apds leitura dos artigos
“Proof of extensions of two conjectures on structural damping for elastic systems: The
case 5 < a £ 17 escrito por S. Chen e R. Triggiani, e “Singular dynamics of strongly
damped beam equation” escrito por Aleksander Cwiszewski e Krzysztof P. Rybakowski.
Dissertamos aqui sobre as contas contidas nestes trabalhos, e detalhes sobre as pas-
sagens sao apresentados para faciliar a compreensao do leitor. Aproveitamos também

para ilustrar alguns exemplos ao longo do trabalho.

Etapa 7 (Padronizagdo). O detalhamento das contas mencionadas acima vem, em

geral, com comentarios sobre possiveis generalizagoes sobre resultados dos artigos su-
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pracitados.

Etapa 8 (Conclusdo). Por fim, entendemos que a teoria de semigrupo de operadores
lineares e limitados pode ser uma elegante alternativa para a analise de problemas de
valores iniciais e de fronteira assoaciados a EDP‘s semilineares autonomas por apre-
sentar uma via de mao dupla entre, pelo menos, duas linhas de pesquisa, Anélise de
EDP‘s e Analise Funcional.

Estrutura do trabalho: Apesar de estarmos aqui apresentando métodos alternati-
vos de resolucao de problemas aplicados, este trabalho é, em sua totalidade, escrito
utilizando-se de argumentos de Anélise Funcional. Em todo o trabalho sao utilizados
construcoes abstratas e argumentos voltados para a matematica pura. O mesmo esta
dividido em 5 capitulos.

No Capitulo 1, intitulado por ‘Andlise espectral de operadores lineares’, reuni-
mos uma colecao de resultados da teoria espectral de operadores lineares definidos em
espacos de Banach, os quais envolvem os conceitos de conjunto resolvente e espectro,
operadores fechados e fechaveis, operadores com resolvente compacto e operadores du-
ais e autoadjutos. A importancia desses resultados sera evidenciada ao longo de todo

o trabalho. Nele, seguiremos de perto as referéncias [1], [4], [5], [19], [23], e [24].

No Capitulo 2, intitulado por ‘Semigrupos de operadores lineares’, apresentare-
mos as definicoes, caracteristicas e principais resultados de semigrupos e grupos de
operadores lineares limitados, indispensaveis ao entendimento das técnicas de solugao
de problemas hiperbdlicos semilineares. Caracterizaremos os semigrupos {T'(t); ¢t >0}
e grupos {T'(t); t € R}, com o objetivo de apresentar a teoria de semigrupos fortemente
continuos, definidos num espaco de Banach E. Nossa discussao serd concentrada na
caracterizacao dos geradores infinitesimais dos semigrupos e grupos fortementre conti-
nuos, ja que nas aplicacoes da teoria, em geral, conhecemos a equacao diferencial e nao
o operador solugao. Com isso grandes teoremas sao invocados, tais como: o Teorema
de Hille-Yosida, o Teorema de Lumer-Phillips e o Teorema de Stone. Nele, utilizaremos

como referéncias principais [I], [5], [€6], e [23].

No Capitulo 3, intitulado por ‘Operadores setoriais e semigrupos analiticos’, in-
troduziremos o conceito de operadores setoriais no sentido de Henry [I6], em espagos
de Banach, exibiremos alguns resultados importantes relacionados a teoria, e apre-
sentaremos uma importante classe dos semigrupos fortemente continuos: a classe dos
semigrupos analiticos. Além disso, apresentaremos um dos teoremas mais importantes
do trabalho, o teorema que caracteriza os geradores infinitesimais de semigrupos ana-

liticos, e além disso, estabelece uma relacao entre o semigrupo e o conjunto resolvente
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do gerador infinitesimal. Nele, seguiremos de perto as referéncias [5], [12], [13], [14],
[15], [16].

No Capitulo 4, intitulado por ‘Poténcias fracionarias de operadores lineares’, va-
mos inicialmente estudar e apresentar a construcao das poténcias fracionarias de opera-
dores lineares definidos num espaco de Hilbert, que tém resolvente compacto, espectro

nao vazio, e que ¢ autoadjunto, satisfazendo uma desigualdade do tipo
(Au,u) > 0ul?,

para algum § > 0, onde A : D(A) c H —» H é um operador linear, e H denota um es-
paco de Hilbert. Depois, veremos a definicao e as principais propriedades das poténcias
fracionarias de operadores lineares do tipo positivo. Também, estudaremos os espacos
das poténcias fracionarias H®, com 0 < a < 1, os quais tem menos regularidade do que
o dominio do operador em questao. Além disso, apresentamos ainda uma coletanea de
resultados, em uma se¢ao, sobre poténcias imaginérias limitadas. Nele, seguiremos de
perto as referéncias [I], [5], [9], [16], e [23].

No Capitulo 5, intitulado por ‘Aplicaces’, apresentamos algumas aplicacoes do

contetido abordado neste trabalho, obtidas a partir da leitura dos artigos [§] e [11].



Capitulo 1

Analise espectral de operadores

lineares

Neste capitulo, dissertaremos sobre resultados da teoria espectral de operadores
lineares definidos em espaco de Banach, os quais serao de extrema importancia para
o estudo dos semigrupos de operadores lineares e os demais assuntos abordados neste
trabalho. Aqui, seguiremos de perto as referéncias[T], [4], [5], [19], [23], e [24]. E impor-
tante salientar que nao temos nenhuma pretencao com a originalidade dos argumentos
aqui apresentados nas demonstracoes dos resultados. No entanto, o contetido das ob-
servacoes, as solucoes dos exercicios propostos nas referéncias supra citadas e as figuras

aqui apresentadas sao de autoria da propria autora.

1.1 Conjunto resolvente e espectro

Dentre os objetos que serao estudados aqui, chamamos a atencao para os grandes
protagonistas deste capitulo, os conjuntos resolvente e espectro de um operador linear
definido sobre espacos de Banach. Eles farao parte da grande maioria dos resultados
desse trabalho e serao aspectos decisivos na obtencao de alguns resultados, como por
exemplo, quando estivermos estudando resultados relacionados a geradores infinitesi-
mais de semigrupos de operadores lineares e limitados. Nesta secao definiremos cada
um desses conjuntos e apresentaremos alguns exemplos. Mais & frente, quando tivermos

as ferramentas necessérias, falaremos mais sobre eles.

1.1.1 Motivacao

Seja A uma n x n matriz com entradas em K (K = C ou K = R), denotamos por

o(A) o espectro de A; a saber, o conjunto dos autovalores de A. Dado \ € K tem-se
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que A € o(A) se existe v # 0 tal que
(M - A)v=0 (ker(A - A) #{0})
ou se o seguinte determinante se anula
det(\N -A) =0
ou se o operador é nao-invertivel
[(AT = A)™] = co.

Note que o objeto que estd dentro das barrinhas representa um operador matricial,
entao, esta expressao esti indicando o que chamariamos de “norma de uma matriz”, e

podemos definir isto como sendo
| M| = max {|ai;|; 4,7 €{1,2,....n}},

onde a;; representa os elementos das entradas da matriz M. E facil ver que de fato |- ||
¢ uma norma.

Esta ultima definicao serd traduzida para operadores em espacos de Banach de di-
mensao infinita. Em outras palavras, as defini¢goes dadas acima podem ser descritas

também como A € o(A) se, e somente se,
ROM-A) +E

ou
(M - A)™! ndo existe

ou
(M - A)7! ndo é limitado em R(\ - A).

1.1.2 Definicoes e propriedades

Definigao 1.1. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K (K =C ou K=R), e
seja A: D(A) c E - E um operador linear. O conjunto

{NeC;R(M - A) = E, (M - A) texiste, (Al — A)™! ¢ limitado em R(A\ - A)}
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é chamado o conjunto resolvente do operador A e é denotado por p(A). O conjunto

o(A) =C~ p(A) é chamado o espectro do operador A.

De agora em diante, salvo expressa mencao em contrario, sempre que for mencio-

nado um corpo K estaremos nos referindo a K=C ou K =R.

Definicao 1.2. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A: D(A) ¢ E - E um operador linear. Seja A € p(A), o operador (A — A)~! é
chamado o operador resolvente de A. Operadores resolventes sao as vezes denotados
por Ry\(A), At ou R(\; A).

Definicao 1.3. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja

A:D(A) c E - E um operador linear. O conjunto
{AeC; A\ - A é injetivo e R(MN - A) + E'}

é chamado o espectro residual do operador A e denotado por o,.(A).

Definicao 1.4. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja

A:D(A) c E - E um operador linear. O conjunto
{A e C; \I — A nao ¢ injetivo }

é chamado o espectro pontual do operador A e denotado por o,(A).

Definicao 1.5. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja

A:D(A) c E - E um operador linear. O conjunto
{AeC; A - A é injetivo , ROM - A) £ E e R(M - A) = £}

é chamado o espectro continuo do operador A e denotado por o.(A).
Note que
o(A)=0,(A)uo,(A)uo.(A)

¢ uma uniao disjunta.

Com essas defini¢oes, sao pertinentes algumas observacoes que faremos abaixo. Dado
um operador linear ¢ um nimero complexo, faz-se necessario questionar sobre a clas-
sificacao espectral deste ntimero, ou seja, saber se ele é um elemento do resolvente ou
do espectro do operador em questao, e sendo este, um elemento do espectro, saber em
qual conjunto exatamente este elemento se encontra.

Em espagos vetoriais de dimensao finita, segue do Teorema do Nicleo e da Imagem
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que 0(A) = 0,(A). Contudo, em espacos vetoriais de dimensdo infinita, os conjuntos

0.(A) e 0.(A) ndo sdo necessariamente vazios.

Proposicao 1.1. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A: D(A) c E - E um operador linear fechado. Considere A € p(A). Entdo valem

as seguintes afirmacgoes:
(i) o((AL=A)")~{0} = (M -0 (A4))~
(i1) op((A = A)) {0} = (A - 0,(A)) 7

Demonstragao. Vamos provar (i) e a prova de (i7) é analoga. Tome u € C ~ {0}.

Observe que temos
1
ul = (M =AY = ((A— - A)u()\l— A)L
i

Desde que A € p(A), o operador (Al — A)~1 é bijetivo. Desse modo, ul — (A - A)~1
é bijetivo se, e somente se, (()\— )1 - A) é bijetivo. Assim, p e p((AM — A)7!) se, e
o
1
somente se, A — — € p(A). E concluimos a demonstracao. O
i
Exemplo 1.1. Seja £ = C([0,1];K) munido com a norma do supremo e seja
A: D(A) c E - E um operador linear, onde D(A) = C1([0,1]) e Af = f’. Entao,
0(A)=C=0,(A) e p(A) =2.

De fato, note que se A € C entdo a funcdo ¢(t) = eM satisfaz Ad(t) = A¢(t). E claro
que 0,(A) c C logo, 0,(A) =C=0(A) e portanto p(A) = @ pois p(A) =C~a(A).

1.2 Operadores fechados e fechaveis

Nesta secao iremos estudar a teoria espectral de operadores fechados e fechaveis em

espacos de Banach sobre um corpo K.

Definicao 1.6. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A: D(A) c E - E um operador linear. Dizemos que A é um operador fechado se
seu grafico G(A) = {(z,Ax) €e Ex E;x € D(A)} & um subconjunto fechado de E x E.

Definicao 1.7. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A: D(A) c E - E um operador linear. Dizemos que A é um operador fechdvel se
existe uma extensao fechada B: D(B) c E — E, onde D(A) c D(B).
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Observacao 1.1. Operadores fechados sao as vezes chamados de operadores pré-
fechados.

Dizemos que A é o fecho do operador fechavel se esta ¢ a menor extensio fechada
de A, no sentido de que se B é uma outra extensdo fechada de A, entdo D(A) c D(B).

Definicao 1.8. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A:D(A) c E - E um operador linear. Dizemos que A é um operador densamente
definido se D(A) = E.

Teorema 1.2. Sejam E um espago de Banach sobre um corpo K e A: D(A)c E - E

um operador linear fechado. Seja o € K entao os operadores —A e al — A sao fechados.
Demonstragao. Seja x, € D(al = A) com z,, > z e (al = A)x, - y. Temos que
(al - Az, = ax, - Az, > ax — Az = (al — A)z,
pois
-Azr, -y = Azx,->-y — -y=Ar — -Ax,—>-Azxr exeD(A).

E assim, segue a afirmacao. O]

Exemplo 1.2. Seja E = C([0,1];K) munido da norma do supremo e seja
A: D(A) ¢ E - E um operador linear, onde D(A) = C*([0,1]) e Af = f’ como
no Exemplo . Entao, A é fechado e densamente definido, mas nao é limitado.

De fato, seja f,, uma sequéncia de funcoes em E tal que f, - f e Af, - g quando
n — oo. Entao, segue do Teorema que f e D(A) e Af = g. Portanto, concluimos
que A é fechado.

Note que as fungoes u,, € D(A) dadas por u,(z) = ﬁ sen(nx) sdo tais que

Up| = —=|sen(nx
il = —7=lsen ()
que tende a 0 quando n — oo pelo teorema do confronto. E

| Auy, || = sup |\v/ncos(nz)| > [ul,(0)| = V/n — oo, quando n — oo.
x

Por fim, a densidade de D(A) segue do Teorema da aproximacao de Weierstrass

Ver apéndice
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Exemplo 1.3. Seja E = C([0,1];K) munido da norma do supremo e seja
A:D(A) c E - E um operador linear, onde D(A) = {f ¢ C1([0,1]); f(0) = f(0) =0}
e Af = f'. Entao, A é fechado e densamente definido.

De fato, seja f, € D(A) com f, > fe Af, = f! - ge E, quando n — oo, entao f € D(A)
e Af =g, visto que

0= f.(0) = f(0), quando n — oo.

Lema 1.3. Seja F um espago de Banach sobre um corpo K, e seja A: D(A)c F - E

um operador linear. Entao as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) A éfechavel (fechado) se, e somente se, para cada sequéncia z,, € E tal que x,, > 0

(xn, > ) com Az, -y, entdo y =0 (x € D(A) e Az =y).
(i7) Se A é injetivo, entdo A é fechado se, e somente se, A~! é fechado.

(i7i) Se A é um operador linear injetivo, tal que A~! é fechavel e seu fecho é injetivo

entao A é fechéavel.

(iv) Se A é um operador linear injetivo fechado com A~': R(A) c E — E limitado,
entao R(A) é fechado.

Demonstragao. (i) Suponha que A: D(A) c E - E é fechével, entao existe uma exten-
sao fechada B : D(B) ¢ E - E de A onde D(A) c D(B), isto &,
B(z) = A(z), para todo x € D(A). Seja x, € D(A) tal que x, - 0e Az, - v.
Pelas observacoes feitas acima temos Bz, = Az, — y isto é, Bz, — y. Note que temos
(2n, Bx,) € G(B) tal que (x,, Bx,) — (0,y), como B é fechado temos G(B) = G(B),
logo (0,y) € G(B) e portanto, y = B(0) = 0.

Reciprocamente, suponha que para cada sequéncia {z,}, € D(A) com z, - 0 e
Ax, -y tem-se y = 0.

Considere D(B) ={zx € FE; 3 x,€ D(A),z, >z, Ar, > y}.

Afirmacgao 1.1. D(B) é subespago vetorial de E. De fato, denotando por 0 a sequéncia
cujos termos sao todos nulos temos 0 € D(B) pois D(A) é subespaco vetorial de E, logo
0 e D(A). Agora, sejam z,z € D(B) e a € K, entdo existem sequéncias z,, z, € D(A)
tais que z, —» x, Az, - y,2, - z e Az, > h. Desde que ambas as sequéncias sao
convergentes, pelas propriedades de limite segue que ax, + 2, é convergente e é tal que
ary, + 2z, > ax+z. Como D(A) é subespago vetorial, temos que ax, + z, € D(A), logo
az + z € D(B). Donde concluimos a afirmacao.
Agora, defina
Bx =y, x € D(B).
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Vamos mostrar que y ndo depende da sequéncia {x, },. Com efeito, seja u,, uma outra
sequéncia em D(A) com u, — z e Au, - h. Nosso objetivo é mostrar que y = h. Note
que =, —u, - 0 e Az, - Au,, - y - h, isto é, A(x, —u,) -y —h. Como x,, —u, € D(A)
e T, — u, = 0, temos por hipotese que y —h =0 e logo y = h. Portanto, B esta bem

definido em D(B). E facil ver que B é um operador linear. Resta agora mostrar que

Afirmacgao 1.2. B é um operador fechado. De fato, seja x, € D(B) tal que z, >z e
Bz, - y. Vamos mostrar que x € D(B) e y = Bx. Desde que para cada n, x,, € D(B)
existe u, € D(A) tal que

1
|Zn = wn | + | Bxy, = Au, | < ’

quando n — oo temos u,, > x e Au, - y. Assim, temos x € D(B) e y = Bz.

Agora suponha que A é fechado, entdo G(A) é um conjunto fechado. Seja x,, uma
sequéncia em D(A) tal que z, - x e Az, — y, isto é, temos (z,,Ax,) € G(A) e
(zn, Ax,) = (z,y), como G(A) = @, segue que (x,y) € G(A), isto é, z € D(A) e
y = Az. Reciprocamente, seja (x,, Az,) € G(A) com (z,, Az,) - (z,y), por hipotese
temos z € D(A) ey = Az, isto é, (z,y) € G(A), pela arbitrariedade de (x,, Az, ) € G(A),
segue que G(A) = G(A). Portanto, A é fechado.

(ii) Seja A um operador linear injetivo. Entao, o operador A=': R(A) — D(A) esta
bem definido. Suponha que A é fechado. Seja y, € R(A) com y, -y e Ay, — x,
queremos mostrar que y € R(A) e z = A~ly. Note que, desde que y, € R(A), existe
x, € D(A) tal que Az, =y, -y e z, = A 'y, - x, ou seja, temos x,, > = e Ax, -y,
como A é fechado, segue que x € D(A) e y = Az, ou seja, y € R(A) e z = A~ ly.
Reciprocamente, assuma que A~! é fechado. Seja x,, € D(A) com x, - x e Az, > y.
Note que A-'(Ax,) =z, — x, como A~! é fechado, segue que (y,z) € G(A™!), isto é,
x = A1y, o que implica x € D(A) e y = Ax. Portanto, A é fechado.

(iti) Seja {xp}n € D(A) com z, - 0 e Az, — y, vamos mostrar que y = 0. Note que
Azr, €& um sequéncia em R(A), como A7! estd bem definido, temos
A1 (Az,) = 2, = 0. Logo, (y,0) € G(A1) = G(A™), isto é, y € D(A1) e 0= A1y,
mas A~! é injetivo por hipotese, logo ker(A1) = {0} e temos, y = 0. Portanto, A é

fechavel.

(iv) Assuma que A é um operador linear injetivo, fechado e que A-! é limitado.
Seja {yn}, uma sequéncia em R(A) tal que y, — y. Suponhamos por contradi¢ao que
y ¢ R(A). Pela escolha de {y,},, existe {z,}, € D(A) tal que Az, = y,. Note que

{x, }» nao converge, pois estamos assumindo que y ¢ R(A) e A é fechado por hipotese.
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Assim, para cada x € I/ e € > 0 existe uma subsequéncia z,, de z,, tal que
VEkeN, |z, —z|>e

Em particular, para =0 e € = |A™Y| £(gr(a).z) SUp ||yn |, existe uma subsequéncia z,,, de
x, tal que
VEkeN, |z, >e€

Por outro lado, temos
VneN, |z.] = [A7ya| <A™ yal <A™ sup yn]

isto &,

VneN, o, <A™ sup [y =e.

O que é uma contradigao. Portanto, y € R(A) e concluimos que R(A) é um subespaco
fechado de E. O]

Lema 1.4. Seja E um espago de Banach sobre um corpo K e seja Ag: D(Ag) c £ - E
um operador linear fechavel. Se A : D(A) ¢ E — E denota o fecho de Ag, entdo

p(A) = p(Ao)-

Demonstracio. Seja A € p(A), entdo A — A é injetivo, ROA-A) = E e (A - A)1 &
limitado. Dai, temos A\ — Aip(Ag) = A — A injetivo, e entdo esta bem definido e é
limitado o operador (A —Ag)~. Assim, resta mostrar que R(A— Ay) = E.

Seja y € F, entdo y € R(A— A) = E e assim, existe uma sequéncia {y, }, € R(A - A) tal
que y, - y. Como y, € R(A - A), existe {x,}, € D(A - A) tal que (A - A) 'y, = z,.

Como (A - A)~! é limitado por hipotese, temos
Tp=A-A)ly, - (A-A)ly.
Seja © = (A= A)~ly, entdo (z,, (A\— A)x,) > (z,y). Assim,
(z,y) e G(A-A) = G(A- Ao),

isto é, existe uma sequéncia z, € D(\ — Ap) tal que z, > x e (A - Ag)z, = y, donde
concluimos que y € R(A - Ap) e portanto, R(A - Ap) = E.
Reciprocamente, seja A € p(Ap). Entdo R(A-Ag) =F e (A-A4y) ' : R(AN-Ay) > F

é limitado, assim podemos estender (A — Ag)~! continuamente de modo que (A — A)~!
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seja limitado em R(A - A). Por outro lado, R(A - Ag) ¢ R(A - A) logo

E=R(\-Ay) c R(\ - A).

Donde concluimos que m = E. Agora, vamos provar que (A — A) é injetivo.
Seja x € D(A) tal que (A - A)x = 0, isto é, = € ker(A - A).  Assim,
(2,0) e G(A-A) = G(A - Ap). Logo, existe x, € D(Ay) tal que z, » 2 e (A= A)z, - 0.
Desde que (A - Ap)~! é limitado temos:

()\ - AQ)_l(/\ - Ao)In - ()\ - Ao)_lo =0

ou seja, x, — 0, e pela unicidade do limite, segue que x = 0. Pela arbitrariedade de

x € ker(A— A), segue que (A — A) é injetivo. O

Lema 1.5. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K e seja Ag: D(Ag) c E - E

um operador linear com p(Ay) # @.

(i) Se para algum Ay € p(Ag) o operador (A — Ag)~! é injetivo, entdao Ay é um

operador fechéavel.

(i1) Se Ag é um operador fechéavel, entao para cada X € p(Ag) o operador (A — Ag)~!
¢é injetivo.
Demonstragao. (i) Seja {x,}, € D(Ag) tal que z, - 0 e Agx, — y, gracas ao Lema
basta mostrarmos que y = 0.

Seja \g € p(Ap). Pelas propriedades de limite, temos Aoz, = 0 e Aoz, — Ao,y > -V,
logo (Aol — Ap)x,, > —y. Observe que

(Mol = Ag)n € ROl = Ag) € D((Nol - Ao)™) ¢, DOl — Ag) L (1.1)
como (Al — Ap)~! é limitado, temos
Tn = (Aol = Ag) " (Mol = Ag)zy = (M = Ag) ' (~y)
pela  unicidade do limite obtemos (A - Ap)7'(-y) = 0, mas
(M = Ag)L(~y) = (A = Ag)"L(~y) e dai (M - Ag)~*(-y) = 0. Desde que (A - Ag)~1 é

injetivo, segue que —y =0 e portanto y = 0.

(ii) Inicialmente, vamos provar a seguinte igualdade:

RN - A) = D((M = Ay) ). (1.2)
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Com efeito, seja y € R(A — A), entdo existe x € D(A — A) tal que (A — A)x = v,
assim, (z,y) € G(A - A) = G(M - Ay). Logo, existem sequéncias y, € R(A — Ag) e
1z, € D(M - Ag) tais que y, - y e z, = (A = Ag) "y, = (A = Ay) "Ly, — 2. Como o
operador (A — Ag)~! é fechado, segue que y € D((A] — Ag)~1). Pela arbitrariedade da
escolha de y, temos R(A — A) € D((A - Ag)~1).

Agora, tome y € D((M-A)') entdo existe z ¢ R((AM[-Ap)) tal que
x = (M - Ay)ly, assim (y,z) € G((M = Ag)1) = G((M - Ap)~1). Dai, existe uma
sequéncia z, € R((AM — Ap)™') = D(A - Ap) tal que z, > z e (A — Ap)x, - vy, logo
(z,y) e GOA — Ay) = G(A - A), e por conseguinte y € R(AI—A). Desse modo, obtemos
D((M = Ag)™1) € R(M - A) e portanto temos a igualdade em 1)

Considerando (L.2), vamos provar a sentenga (ii).

Seja gy € ker((A] = Ag)~")  entio (A —Ap)ly = 0, assim
(y,0) € G((AM - Ag)™) = G((M - Ap)~1). Logo, existe (Yn,2n) € G((M - Ag)™') de

modo que y, >y e x, > 0. Desde que (A — Ag)~! é linear e limitado, temos

M-A) yp=2,->0 = M -4 'y, >0 = y, —~0.
Pela unicidade do limite, segue que y = 0. Pela arbitrariedade de y € ker((Al — Ag)~1),
segue que (A — Ag)~! é injetivo. O

Teorema 1.6. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja A: D(A) c E -

E um operador linear fechado, entao
p(A) ={\eC; A\ - A ¢ bijetivo em E}.
Demonstragao. Seja A€ p(A) entdo A\ — A é injetivo e pelo Lema segue que
R\ -A)=R(\-A)=E,

logo A e {N € C; A - Aeébijetivo em E}. Reciprocamente, seja
Ae{AeC; A\ - A ¢é bijetivo em E} entdo, basta mostrarmos que (A — A)~': R(AI -
A) c E - FE é limitado. Novamente fazendo uso do Lema obtemos que (A - A)~!
é fechado e segue do Teorema do Grafico Fechadd?| que (Al — A)~! é limitado. O

Teorema 1.7. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja A: E - E um

operador linear com |A| < 1. Entao I — A € invertivel e a série de Neumann converge,

2Ver apéndice
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18to €,
(I-A)t= Z A"
n=0

onde a série do lado direito converge uniformemente em L(E).

Demonstracao. As reduzidas da série geométrica
VeeE, neN, S,e=(I+A+-+A")x
satisfazem

[ S = Spz| = [(A™ 4 - + A7)z
<A™+ AP 2]

para todo m, n € N. Portanto, S,z é uma sequéncia de Cauchy, logo converge para
s=1im S, z.

Note que

(I-A)T+A++A)=T-A+A-A>+ A2 - A3 +... - A™*!
S [ AT

Portanto,
(I-A)s=(I-A)limS,z =lim(I - A)S,z =limz - A"z =z.

]

Lema 1.8. Seja E/ um espaco de Banach sobre C e seja A: D(A) ¢ E - E um operador

linear limitado, entao

{AeC N> [A[} € p(A),

SYEV R gt

+1°
n=0 A"
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1
Demonstragao. Considere A € C tal que |\ > ||A]| e By = XA’ entao

1Bl = [54) - 5141 <1
i

b

Segue do Teorema que I — By tem inverso e ¢é limitado, dado pela série

(I-By)" =Y B

n=0

Assim, temos (I — —A) L= ZA— Escreva \[ - A= \(I - %A), entao observe que

1

o1
A= AT (- )
( ) s -54)

13 A
)\no)\"
o An

Z )\n+1

A igualdade em (*) nos garante que (Al — A) é invertivel e limitado, desde que temos
(I-By)t=(- XA)‘l. Assim, concluimos que \ € p(A). O

Teorema 1.9. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A: D(A) c E - E um operador linear fechado. Entdo, para todo A\, € p(A), te-

mos:

(M -A) —(ul - A= (ud = X)M - A) (I - A)!

(1l = A) AL = A)™ = (AL = A) " (ul - A),
Demonstracao. Observe que

(AT =A)" = (ul = A)™ = [((AT = A) (] = A) - I](pd - A)™
=[(AL=A)7((ul = A) = (M - A))J(puI - A)™
= (M = A) (I = N)(pud - A7
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Da primeira igualdade, temos

(AL =AYV = (ul = \DY(M = A) (il = A) L+ (ul — A)!
(A= A)' = (M = ANl - A [(ul - ) + (M = A)]
(ul = A) YA = A)L = (M- A)N(ul - A)~L
]

Teorema 1.10. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A:D(A) c E - E um operador linear fechado.

(i) Entao p(A) é um subconjunto aberto de C, e consequentemente o(A) € um sub-

conjunto fechado de C;

(i) Sepep(A) eXeC € tal que |pu—MN|(pul = A)7Y| <1, entao X e p(A) e
(AT-A)" = Z(ﬂ A)"(pl = Ay

Demonstracao. Se p € p(A), entdo (ul — A)~t e L(E). Se A e C, temos

(ML= A) = (uI = A)[I = (- A)(ul - A)]

e se |u—A|(ul - A)| < 1, entdo podemos inverter o operador do lado direito da
igualdade, pela série de Neumann.
Logo, existe um disco aberto no plano complexo com centro p que estd totalmente

contido em p(A), e consequentemente

(1= (n=A)(ud = A) ] (= A) 7 = (ud = A) i )" (ul = A)™"

Z(u A" (I = Ay

Assim,

(M- A)" = io(u— ) (ud - A)
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1.3 Operadores fechados com resolvente compacto

Frequentemente, operadores compactos aparecem como inversos de operadores ili-
mitados. Estes operadores sao também chamados de operadores com resolvente com-
pacto. Esta propriedade é de extrema importancia na analise espectral de operadores,
por além de outras razoes, nos permitir classificar o espectro de um operador, como

veremos a seguir.

Definicao 1.9. Seja E um espagco de Banach sobre um corpo K e seja
A: D(A) c E - E um operador linear com p(A) # @. Dizemos que A tem resol-

vente compacto se para algum Xy € p(A) o operador (Aol — A)~! é compacto.

Lema 1.11. Seja £ um espaco de Banach sobre um corpo K e seja A: D(A)c E - FE
um operador linear com p(A) # @. Se A tem resolvente compacto entdo (A - A)~ é

compacto para todo A € p(A).
Demonstragao. Seja X € p(A) e se para algum A € p(A) o operador (Aol — A)~ &
compacto, pela identidade do resolvente

(A = A) = (Ao = NNl = A) L (A = A) L+ (NI — A)!

concluimos que (A — A)~! é compacto. O

Teorema 1.12 (Teorema de Riesz-Schauder em termos de teoria espectral). Seja E um
espago de Banach sobre um corpo K (K = R) com dimE = oo, e seja
A: D(A) c E - E um operador linear compacto. Entao, as seguintes afirmagoes

sao verdadeiras
(i) 0(A)={0}u{r;;jeJ}, onde J=2,N,{1,2,... ,n};neN;

(i) Se o(A)\{0} =0,(A). Para todo X € c(A)\{0} a imagem de \I — A é fechada

dimker(A — A) = codimR(\ — A) < o0;

(#i1) Para todo € >0 o conjunto o(A)\B:(0) € finito. Logo, \; -~ 0 quando j — oo se
J=N.

Demonstragao. Inicialmente, observe que se 0 € p(A) entao A é invertivel e por con-
seguinte [ = A™'A é compacto. O que é um absurdo, pois estamos assumindo que
dimF = oco. Logo, 0 € 0(A). Para provar (i), é suficiente mostrar que para todo
ntmero real k£ > 0, o conjunto de todos os A € 0(A) tais que |A\| > k é finito. Para

isto, vamos supor o contrario, isto é, suponha que existe ky > 0 tal que o conjunto
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dos A € 0(A) tais que |\ > ko é infinito. Entao, existe uma sequéncia \, € o(A) de
termos distintos, tal que |\,| > ko. E, existe {x,}, € E tal que Ax, = \,x, para algum
rn, # 0. Como estamos supondo que os termos da sequéncia A, sao distintos, temos
que o conjunto dos x,,'s é linearmente independente. Considere M,, = (x1,---, z,,), entao

dado x € M,,, este é escrito unicamente como sendo
T =0T+ + QT

Assim,

()\n[ - A)SL’ = Oél()\n - )\1)1’1 + e+ ()\n - )\nfl)xnfl-

Note que no lado direito da igualdade acima nao aparece x,, entdao (A, I — A)x ¢ M,.
Mas, (A — A)x € M,_4, para todo = € M,.

Recordemos que se X é um espaco vetorial normado e M um subespaco vetorial de
X de dimensao finita, entao M é fechado. Deste modo, temos que para cada n, M, é

fechado. Logo, pelo Lema de Ries#)| existe uma sequéncia y,, tal que

Yn € Mm HynH = 17 €, Va e Mn—l’ Hyn_x“ 2

DN | —

~ 1 :
Afirmagao 1.3. Dados n > m, temos Ay, — Ay,| > §k0. Com efeito, note que

podemos escrever
Ayn - Aym = )\nyn -

onde T = Ay, — Ay, + Ay,,. Vamos mostrar que z € M,,_;. Como m < n -1, segue que

Ym € My, € My 1 = (21, 2p1), logo Ay, € M,,_1. Além disso, observe que
/\nyn - Ayn = (/\n] - A)yn € Mn—l-

Assim, 1€ M,,_;.

Desde que A, # 0 para todo n € N, podemos considerar = A\, & € M,,_;. Logo,

1
—kp.
5o

Vv

. 1
|4y = Ay = |Anyn = 2] = allyn = 2] > Sl

Desde que ko > 0, concluimos que Ay, nao possui subsequéncia convergente, o que é
um absurdo, pois A é compacto e ¥y, é limitada. Portanto, concluimos o resultado.
(it) Vamos mostrar que ker(A — A) tem dimensao finita. Para isso, vamos mostrar

que a bola B = {x e ker(A] - A); |z| <1} é compacta.

3Ver apéndice
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Tome z,, € B, entao z,, é limitada. Desde que A é compacto, temos que Ax,, possui uma
subsequéncia convergente, digamos Az, . Por outro lado, z, € ker(A\ — A), Vn e N.

Assim,
(M-A)z,=0 = Az,=)1, = 1,=N"Ax, ( pois X #0).

Desde que Az, é convergente, z,,, também o é, ou seja, dado uma sequéncia em B, é
possivel mostrar que ela possui subsequéncia convergente. Portanto, B é compacta e
por conseguinte, concluimos que dimker(Al — A).

Agora, vamos mostrar que R(A — A) é fechado. Vamos mostrar por contradi¢do e
dividir a prova em etapas, como explicado abaixo.

Etapa 1. Consideraremos y € R(A — A)~ R(A - A) e uma sequéncia (A — A)z, — y.
Vamos mostrar que z, ¢ ker(A — A), mas ker(Al — A) contém uma sequéncia z, tal
que ||x, — z,| < 20, onde J,, é a distancia de x, a ker(\I — A).

Etapa 2. Vamos mostrar que a,, - oo, onde a,, = |z, — z,||-

Etapa 3. Vamos obter uma contradicao antecipada, por considerar a sequéncia w,,,
onde wy, = a, (z, — 2,,).

Os detalhes sao como segue.

Suponhamos que R(A — A) nio é fechado. Entao, existem y € R(A — A) ~ R(\ — A)

e uma sequéncia z, € £ tal que (A - A)z, > v.

Afirmacgao 1.4. x, ¢ ker(A — A). De fato, pois temos y # 0, do contrario, teriamos
y=0¢€¢ R(A - A), ja que R(A\ — A) & subespago vetorial. Assim, (A — A)x,, #0, e
logo x,, ¢ ker(AI — A) para todo n suficientemente grande. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que x, ¢ ker(A — A) para todo n € N (de fato, se existir ny de
modo que z,, € ker(A — A) basta descartar tal termo. Note que as propriedades
de convergéncia da sequéncia serdao mantidas). Como ker(Al — A) é um subconjunto

fechado, a distancia 0,, de z,, a ker(Al — A) é positiva, isto é,

op=inf |z, -2z]|>0.
zeker(A-A)

Pela defini¢do de infimo, existe z, € ker(A — A) tal que a,, = |z, — 2,,| < 2J,.

Afirmacgao 1.5. a, — oo, quando n — co. Com efeito, suponha o contrario. Entao,
(z, — z,) possui uma subsequéncia limitada. Desde que A é compacto, temos que

A(x, - z,) possui subsequéncia convergente. Desde que A # 0, temos I = -A"1(A, - A),
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onde Ay = A-\I. Dali,

Tp—2n = -NHAN = A) (2, - 20)
= -A"1(Axz, - Az, - 21))
=AY (A(, - 2,) - Axzy).

Como observado acima, A(x, — z,) possui subsequéncia convergente e —Ayz, — y,

logo, concluimos que (x,, - z,) possui subsequéncia convergente, digamos z,,, — 2,, — V.

k

Desde que A é compacto, temos A continuo, e vale o mesmo para (A — A). Logo
(M = A)(zp, — 2n,,) > (M- A)p,

o que nos diz que (A - A)z,, - (A - A)v, pois, z,, € ker(A] — A). Pela unicidade do
limite, segue que y = (A — A)v, ou seja, y € R(AI - A). O que contradiz o que estamos
supondo na Etapa 1. Logo, a, — oo.

Agora, seja w, = a *(x, — z,). Desse modo, temos |w,| = 1. Além disso, temos
(M = ADw, = a, "M = A) (2, — 20) = a (M = A)x,, > 0, (1.3)

1

pois, — — 0 quando n - oo e (Al — A)x,, é convergente (e portanto, limitada).
an

Usando novamente [ = -A71(A) - A), temos

wy, = AN Ayw, — Aw,) = XN (Aw, - Ayw,). (1.4)

Recordemos que estamos assumindo A compacto, e desde que w,, é limitada, segue que
Aw,, possui subsequéncia convergente, em vista disso e de (1.4)), concluimos que w,

possui subsequéncia convergente, digamos, w,, , com

Wy, = W. (1.5)

Da convergéncia acima e de (L.3), segue que (A/-A)w = 0. Logo, w € ker(AI-A). Como
zp € ker(A — A), temos u, = z, + a,w € ker(AI — A), logo, devemos ter ||x,, — u,|| > 0,,

dai

On < |20 = Un|| = |20 = 20 — anw| = lanwy, — apwl| = ay |w, —w|,
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mas lembre que a, < 20,, logo a,|w, - w| < 20,|w, —w|. Assim, temos
1
VneN, 0, <20, |w, -w| = 3 < |w, —w]

0 que é uma contradicao, em vista de . Portanto, concluimos que R(A — A) é
fechada. Por fim, provaremos (iii). A prova deste item segue os mesmos passos da
prova do item (7). Vamos supor que para algum €, > 0, o conjunto o(A) \ B, (0) ¢é
infinito. Entao, existe uma sequéncia A, € 0(A) \ B, (0) de termos distintos, isto é,
existem A, € 0(A) N\ B, (0) com A, # \,,, para todo n # m € N. E, existe {x,}, € E tal
que Ax, = \,z, para algum z,, # 0. Como estamos supondo que os termos da sequéncia
An sao distintos, temos que o conjunto dos x,,’s é linearmente independente. Considere

M, ={(x1,, x,), entdo dado = € M,,, este é escrito unicamente como sendo
=012+ -+ 0, Ty.

Assim,
()\n[ - A)x = ()él()\n - )\1)[[’1 + e+ ()\n - )\n—l)xn—l-

Note que no lado direito da igualdade acima nao aparece x,, entdo (A, I — A)x ¢ M,,.
Mas, (A, — A)x € M,,_1, para todo = € M,.

Recordemos que se X é um espaco vetorial normado e M um subespaco vetorial de
X de dimensao finita, entao M é fechado. Deste modo, temos que para cada n, M, é

fechado. Logo, pelo Lema de RiesA" existe uma sequéncia y,, tal que

DN | —

Yn € My, ynl =1 e Vae My, yn -] >

~ 1 :
Afirmagao 1.6. Dados n > m, temos ||Ay, — Ayn,| > 5 0. Com efeito, note que

podemos escrever
Ayn =AY = \ayn — T,

onde T = Ay, — Ay, + Ay,,. Vamos mostrar que = € M, ;. Como m < n -1, segue que

Ym € My, € My 1 = (21, 2p1), logo Ay, € M,,_1. Além disso, observe que
>\nyn - Ayn = (Anl - A)yn € Mn—l‘

Assim, 1€ M,,_;.

4Ver apeéndice
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Desde que A, # 0 para todo n € N, podemos considerar = \, & € M,,_;. Logo,
. 1 1
[ Ay = Ayl = [ Ay = 2] = Palllyn = 2] > SAal > Seo.

Desde que ¢y > 0, concluimos que Ay, nao possui subsequéncia convergente, o que é

um absurdo, pois A é compacto e y, é limitada. Portanto, concluimos o resultado. [

Teorema 1.13. Seja E um espag¢o de Banach sobre um corpo K com dim E = oo, e
seja A: D(A) c E - E um operador linear fechado com resolvente compacto. Entao,

valem as sequintes afirmacoes:

(i) 0(A) ou € vazio ou 0(A) = 0,(A) contém no mdzimo um nimero enumerdvel de

autovalores \j;
(ii) Se o(A) € infinito, entdo lim;_, . |\;j| = oo;

(#it) Para todo X; € o(A), entao a imagem NI - A € fechada e
dim Ker(A\jI — A) = codimR(\ ;I — A) < .

Demonstragao. Fixe € p(A). Entao, o operador (ul — A)~' & compacto. Logo, pelo
Teorema temos

o((ul = A)™) = {0} U {si j e T},

onde J é como no Teorema Além disso, se

o((pI = A)1) ~ {0} = oy (I = A)~H) ~ {0}

entdao a imagem de p;I — (ul — A)~! é fechada e
dim(ker(p; I — (uI = A)™1)) = codim(R(p; 1 — (ud = A)™')) < oo,

para todo j. Pela Proposigao |1.1} temos (u — o(A))™t = o((ul - A)"H)\{0} e
(n—0,(A)) = o,((pd — A)~H)\{0}. Dai, concluimos a demonstracdo dos itens (i)

e (ii), onde \j = p1 — i Observe que

Al = A= %(Mjf— (uI = A) ™) (pl - A).

Assim, a prova do item (7ii) segue dai e do Teorema O

Exemplo 1.4. Seja E = (C([0,1];K) munido da norma do supremo e seja
A:D(A)c E - E, onde D(A) =C*([0,1]) e Af = f’ como no Exemplo [L.1]
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Ja vimos que A é fechado e densamente definido com p(A) = @. Portanto, A ndo tem

resolvente compacto.

Exemplo 1.5. Seja £ = C([0,1];K) munido com a norma do supremo e seja
A:D(A) c E - E, onde D(A) = {f € C1([0,1]); f(0) = f/(0) =0} e Af = f" como
no Exemplo Note que A é um operador linear fechado e densamente definido com
0€p(A). Além disso, A tem resolvente compacto.

Desde que 0 € p(A) basta mostrarmos que A~! é compacto, isto &, que WBE) é
compacto. Note que A~ é limitado e assim A~'(Bg) c D(A) é limitado. Seja f,, uma
sequéncia de fung¢oes em A~'(Bg) entdo, f, é limitada e equicontinua, logo, segue do
Teorema de Ascoli—Arzel que m é compacto.

Teorema 1.14. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A: D(A) c E - E um operador linear fechado com 0 € p(A). Defina a norma do
grafico |- |aay = |- | +]A-| em D(A) e denote porY o espago D(A) munido da norma
|- lceay.- Mostre que Y é um espago de Banach e se o operador identidade de Y sobre

E € compacto, entao A tem resolvente compacto. Além disso, | - |c(a) € equivalente a
norma |- |4 =|A-| em D(A).

Demonstracao. Note que se x,, ¢ uma sequéncia de Cauchy em Y entao, z,, é de Cauchy
em F, logo, existe x € E tal que x,, > x. Além disso, Ax, é de Cauchy em FE entao,
existe y tal que Az, - y. Desde que A é fechado, temos x € D(A) e y = Az, assim
T, >xrekl.
Note que A7': E - E & dado por At =40 A°! onde i : Y - E denota o operador
identidade.

Finalmente,

[-la=lA-T<l-T+1A-T=1low

Ilacay =11+ 1A-[ <A A [+ [A- ]| = (JAT ]+ D]A-].

[]

Teorema 1.15. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e sejam

A:DcFE - FEeB:DcFE - FE operadores lineares fechados. Entdao para algum

5Ver apéndice

27



1. Anélise espectral de operadores lineares

A€ p(A)np(B) temos
M-A)"1-M-B)'=(\-A)"YA-B)(\ -B)™".
Demonstracao.

(M -A)"'=(A[-B) ' =[(M-A)'(\-B)-I](\ - B)
= (AT = A) (M= B) = (M - A)](\ - B)™
=(AT-A)(A-B)(\I - B)™.

]

Teorema 1.16. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja

A:D(A) c E - E um operador linear com p(A) + @. Entao,
(i) A aplicagio p(A)> A~ (A - A)te L(E) € continua;
(it) A aplicacdo p(A) > A~ (M - A)~t e L(E) € analitica.

Demonstragao. Inicialmente, observe que ¢ é continua em p(A). De fato, dado € > 0,

considere

0= min{; e}
[(MoI = A)1" )

Se A € C é tal que |A— \g| < 9, pelo Teorema [1.10, temos A € p(A) e

(M- A) i()\Q—A) A= Ayl

Note que a série acima converge para ———— —— . Assim,
! 5P AT =) ]
[o(A) = o(Ro) [ = [(A = A)~" = (Mol - A)7Y|
= [0 =N (A-A) (A -A)7|
<o = Al = A) I (Ao = A)7Y

< Ao = Al
2

O que nos diz que ¢ é continua em Ay € p(A). Pela arbitrariedade de \g € p(A), segue
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que @ é continua para todo Ag € p(A). Além disso, note que

1
A=

[T = 4)" = g = A) "] = 1= L0 =)A= 4)7 (ol - 4)7]

= (M= A (Mol - A)L

Dai, temos

) ()\] - A)_l - ()\0] - A)_l _ . 1 -1 _ )
,\lgf\lo W = —/\1LI£10(AI —A) (NI -A)T==(N-A)

o que implica

LAL=A) T el -A) o) -

“(Mo-A)2 =i "(Mo).
(Ao ) Al_/\o PEW Ahe . A= Ag ©' (o)
Provando assim, que ¢ é analitica para todo A\g € p(A). ]

1.4 Operadores duais, adjuntos e simétricos

Nesta secao definiremos e apresentaremos alguns resultados importantes de algumas
classes de operadores lineares, os operadores duais, os adjuntos, os simétricos, e por
fim, definiremos os operadores autoadjuntos, os quais serao de extrema importancia no

estudo que faremos no Capitulo 4.

Definicao 1.10. Sejam FE e F espacos de Banach sobre um corpo K e seja
A : D(A) ¢ E - F um operador linear densamente definido. Sejam E* e F* os
espagos duais de F e F'| respectivamente. O dual A* : D(A*) c F* > E* de A é o

operador definido por
D(A*):={y* e F*; existe z* € E* com (Azx,y*) = (x,2*) para todo x € D(A)}.

Se y* € D(A*) defina

onde z* é o unico elemento de E* tal que (Ax,y*) = (x, z*) para todo = € D(A).

Lema 1.17. Seja E um espago de Banach reflexivo sobre um corpo K e seja
A : D(A) ¢ E - FE um operador linear densamente definido. Entao

A*: D(A*) c E* - E* é um operador linear fechado e densamente definido.

Demonstragao. Seja x’ € D(A*) com z}, > x* € F* e A*x? — y*. Desde que =}, € D(A*)
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temos que existe z* € E* tal que
(Az,x)) =(x,2*) = (x, A*zx}) = (x, ") == (z,y*) =(x,2") = y* =2".
Assim

(Az,27) = (z,y") = (2, A"2") = {z,y"),

donde concluimos que A* é fechado.

Vamos agora mostrar que D(A*) = E*.

Suponha que D(A*) # E*, entdo existe ** € E** tal que z** # 0 e (y*,x**) = 0 para
todo y* € D(A*). Como E é um espaco de Banach reflexivo, entdo as afirmacoes acima
equivalem a dizer que existe z € E tal que x # 0 e (x,z*) = 0 para todo x* € D(A*).
Como A é fechado, em particular linear, temos que (0,x) ¢ G(A). Note que G(A) é fe-
chado e (0, ) é compacto, ambos convexos, entao do Teorema de Hahn-Banach existem
xi,xy € E* tais que (z,x}) — (Ax,x3) = 0 para todo x € D(A), e
(0,27) — (x,23) # 0. Da segunda relacdo, temos x5 # 0 e (z,x5) # 0. Por outro lado, da
primeira relacdo obtemos que zj € D(A*) e A*z} = x]. Isto implica que (z,z3) =0 o

que é uma contradi¢ao. Sendo assim, concluimos que D(A*) é denso em E*. ]

Lema 1.18. Sejam FE e F espacos de Banach sobre um corpo K e seja
A: D(A) c E - F um operador linear limitado. Entao A* : D(A*) c F* - E* é

um operador limitado com || A*|z(p+ ) = | Al 2(5,F)-

Demonstragdao. Desde que A é limitado, temos |(v, Au)| < | Al z(z,r)|ul|v] para todo
v e ' e para todo u € D(A), assim D(A*) = F'*. Como (v, Au) = (A*v,u), segue que

A* é limitado e
VoeF eV ueD(A), (A%, a)|<|Aleenlul o]

Dai, temos su£|(A*v,u)| <Al gery|v| que implica em [A*v| < | Al zerm)|v], e logo
ue

1A | zepe ey < |Alzer)y, para uw com fu| < L Por outro lado,

(v, Au)| < | A*] £, 4)

ull|v| para todo u € E, e para todo v € F™*.

u| implica em || Au| < [|A*| zpe £

Dali, Sl,;pKU,Au)’ <A 2o, ) ul elogo, |Alz(m,r) <
€ *

|A*|, para v com |jv|| < 1. Portanto, |Alzer) = |A%| z(pe .57 O

Teorema 1.19. Seja F um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja A:Dc E - FE

um operador linear densamente definido. Se o« e K e B: D c E - E um operador
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1. Anélise espectral de operadores lineares

linear, entao

(A+tB)*=A"+B"

(aA)* = aA™.

Demonstracao. Se y* € D entdo existem z*,w* € E* tais que A*y* = z* e B*y* = w*.
Dai

(z,(A=B)"y")

((A+B)z,y")
(Az,y*) +(Bx,y")
(2,27) £ (z,0")
{
{

:I; A* >(—> <{L”B*y*>
z, Ay £ BYy).

Pela linearidade dos operadores duais, temos (z, (A* £ B*)y*). Além disso,

(z,(@d)7y") = ((@d)z,y") = alAz,y") = (z,a27) = (z, A"y").

]

Teorema 1.20. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K, e seja
A: D(A) c E - E um operador linear densamente definido. Entao, p(A) = p(A*)
e para cada (A —A)=1)* = (N[ - A*)~L

Demonstragao. Seja A € p(A). Vamos comegar mostrando que
(i) Va* € D(A*), (M= A)")*(A\I* = A*)x* = z*;
(it) Yo e D(((AM = A)1)*), (A" = A*)(A] - A)~ L) x> = x~.
Demonstragao. (i) Seja z* € D(A*), entao para todo x € R(AI — A), temos
(v, 2*) = (M - A)Y(M - A) Lo, 2*)

(M) = A) o, (M- A)*x*)
= (M = A) o, (M - A*)a*).

Dai, segue que (A[-A)*z* € D((A[-A)71), isto é, R(A[-A) c D((AM-A)~). Como
R(A - A) = E concluimos (7).
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1. Anélise espectral de operadores lineares

(i1) Seja x* € D(((M - A)1)*) e z € D(A) entao

(x,2*) = (M - A) V(M - A)x, 2*)
= (M - A)x, (M - A)H)*z*).

Logo, (A = A)™)*z* e D((M = A)*), e como D(A) = E concluimos (ii).

Vamos agora mostrar que p(A) = p(A*). Seja A € p(A*), note que A* é fechado e
(A* — A*)~! € £L(E*). Vamos mostrar que A — A ¢ injetivo, R(AI - A) = E ¢ que
(M -A)teL(E).

Seja x € D(A) com (A - A)x =0 e 2* € D(A*), entao

0=((N-A)x,z*)=(x,(N - A)*z*).

Desde que R((AM —A)*) = E*, temos z = 0, e portanto concluimos que Al — A é injetivo.
Agora, seja z* € E* tal que 0= (A — A)x,x*) para todo x € D(A). Dai, z* ¢ D(A*) e
0 = (z, (A — A)*z*) para todo x € D(A). Como D(A) = E segue que (A — A)*z* = 0.
Contudo, A € p(A*), logo z* = 0.

Vamos agora mostrar que (A - A)"! ¢é limitado. Note que, se
e E*=R(A[*—-A*)c D(((M -A)1)") e xe R(A - A), temos

(M= A)hw 2" = (2, (M- A))a*a”)
(%) e:(“) (ZIZ', ()\[X‘ _ A*)—1$*>
<[ = A ] 7]

Desde que A € p(A*) temos (AI* — A*)~! limitado, e consequentemente, pelo que vimos
acima, (Al - A)~! é limitado. Agora, seja A € p(A). Entao, (A —A)~! é limitado, e logo
(A[* = A*)~t e L(E*). Observe que de (i) e (i) temos (A[* — A*)~t = (M - A)~1)*,
assim A € p(A*). O

Definicao 1.11. Seja H um espago de Hilbert sobre um corpo K com produto interno
(-,-),eseja A: D(A) c H—- H um operador linear densamente definido. O operador ad-
junto  A° : D(A*) c H - H de A & definido por
D(A*) = {ue H; D(A)>v ~ (Av,u) € K é limitada} e se u € D(A®) entao A*u é
o unico elemento de H tal que (v, A*u) = (Av,u) para todo v e D(A).

Teorema 1.21. Seja H um espaco de Hilbert sobre um corpo K com produto interno

(.-}, e seja A: D c H— H um operador linear densamente definido. Se a € K e
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B:DcH— H é um operador linear, entao

(A+B)*=A*+B*

(aA)* =aA°.

Demonstracao. A prova da primeira igualdade é semelhante a prova da primeira igual-
dade do Teorema

Para a segunda igualdade, note que (aA)* : D((aA)*) ¢ H - H é definido por
D((aA)*) ={u e H; D(A) > v+~ (aAv,u) € K é limitado } = {u € H; D(A) 3 v ~
(Av,u) € K é limitado } = D(A*), e se u € D((aA)*), entdo (aA)*u é o tnico ele-
mento de H tal que (v, (aA)*u) = (0Av,u) = a{Av,u) = a(v, A*u) = (v,@A%u); a saber,
(aA)* =aAs.

Seja H um espago de Hilbert sobre C com produto interno (-,-), e seja £ : H - H*
definido por Eu(v) = (v,u). A identificacdo entre H e H* consiste em identificar u com
Eu. Se A* é o dual de A, entao

A*=E10A*o E.

]

Definicao 1.12. Seja H um espago de Hilbert sobre um corpo K com produto interno
(-,-), e seja A: D(A) ¢ H - H um operador linear. Dizemos que A é um operador
simétrico (ou Hermitiano se K = C) se A é densamente definido e A c A*, isto é,

(Az,y) = (z, Ay) para todo x,y € D(A). Dizemos que A é auto-adjunto se A = A*.

Lema 1.22. Seja H um espaco de Hilbert sobre um corpo K com produto interno
(,-), e seja A : D(A) ¢ H - H um operador linear densamente definido. Entéo
A*: D(A*) c H -» H é fechado. Além disso, se A é fechado, tem-se A® densamente
definido.

Demonstracao. A demonstragao deste resultado segue de perto os passos da demons-
tracao do Lema [1.17 [

Lema 1.23. Seja H um espaco de Hilbert sobre um corpo K com produto interno
(.-}, e seja A : D(A) ¢ H - H um operador linear densamente definido. Entao,
G(A*) ={(-Ax,z);x € D(A)}* (aqui M* representa o ortogonal de M).
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1. Anélise espectral de operadores lineares

Demonstra¢ao. Observe que temos G(A*) = {(x, A*z); x € D(A*)}. Por outro lado,

note que

{(-Az,z);2 € D(A)} = {(u,v); ((u,v), (-Az,x))}
= {(u,v); (u,—Ax) + (v, z) =0}

= {(u’v); (va> = (U,AZL‘>}
Dai, temos v = A*u. Logo,
{(-Az,z);x e D(A)}* = {(u,A*u);ue D(A)} = G(A*).

E esta provado o resultado. O

Proposicao 1.24. Seja H um espago de Hilbert sobre um corpo K com produto interno
(-,-). Se A: D(A) c H - H é um operador linear auto-adjunto, injetor e com imagem

densa, entao A~! é auto-adjunto.

Demonstracao. Desde que A é autoadjunto, é facil ver que

{(-Ax,2);7 € D(A)} = {(Az,z);2 € D(A)} = G(A™).

Por hipotese, A é injetor e D(A1) = R(A) = H, entao, segue do Lema m que
G((A™)") ={(-A'w,z);2 € R(A)} = G(A™).

Portanto, A= = (A~1)*. O

Lema 1.25. Seja H um espago de Hilbert sobre um corpo K com produto interno (-, -),
e seja A: D(A) c H— H um operador linear densamente definido. Se A é simétrico

com R(A) = H, entdo A ¢ auto-adjunto.

Demonstracao. Para isso, usaremos fortemente o Lema [1.23|e a Proposicao[1.24] entao,
comegaremos provando que A e A* sdo injetivos. Seja z € D(A) com Az = 0, entao
desde que A é simétrico temos (Az,y) = (x, Ay) para todo y € D(A), isto é, 0 = (x, Ay)
para todo y € D(A). Como R(A) = H, concluimos que x = 0. Além disso, como
N(A*) = R(A)* = H* = {0}, vemos que também é injetor o operador A*.

Afirmagao 1.7. A é fechado. De fato, tome x,, € D(A) c D(A*) com z,, > x em H
e Ax, = A*z, - y. Desde que A* é fechado, pois é densamente definido, segue que
x € D(A*) e A*x = y. Por hipdtese, A é sobrejetor, entdo existe u € D(A) tal que
Au = A*u = A*z. Mas, pela injetividade de A* segue que u = z. Logo, x € D(A) e
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1. Anélise espectral de operadores lineares

Ax = A*x =y, e concluimos a afirmacao. Dai, segue do Teorema do Grafico Fechado
que A1 existe e ¢ limitado.
Desde que A é bijetivo, e usando o Lema temos

G((A)) ={(-A'z,z);z e R(A)} = G(AT).

Assim, A™' = (A71)*, e vemos que A~! é autoadjunto. Logo, segue da Proposi¢ao [1.24]
que A é autoadjunto. O

Teorema 1.26. Sejam H um espago de Hilbert ¢ A: D(A) ¢ H - H um operador

autoadjunto, entdo o(A) c [m, o).

Demonstracao. Vamos mostrar que para um operador linear autoadjunto A entre es-

pacos de Hilbert, seu espectro esté contido no intervalo [m, M], onde

m = ‘|ir|‘1f1(Ax, x)

M = sup (Az, x),
lz]=1

logo, para concluir o resultado, basta notarmos que neste caso M = +oco. Dado € > 0,
considere A\, = M +¢, entdo vamos mostrar que para qualquer € > 0 tem-se que A, € p(A).

Tome x € D(A),z #0 e v =|z|tx. Desse modo, temos x = |z|v e

(Az,z) = (Alz]v, [2]v) = |2]*(Av,v) < |2]* sup (Av,v) = (2, 2) M.

lzl=1

Assim,
—(Az,z) > —(x,x)M = I (x,x)—-(Az,z) > \(z,x) - M(x,x).
Dai, temos
[(Ae = Dz|[z] > €],

o que implica em A\, € p(A) . De forma anéloga, obtemos que qualquer \s = M -4, com

d >0, pertence a p(A), e assim, concluimos o resultado. n
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Capitulo 2

Semigrupos de operadores lineares

limitados

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos de semigrupos e grupos de opera-
dores lineares limitados. Caracterizaremos os semigrupos {7'(t); t > 0} e grupos
{T(t); t € R} fortemente continuos, e os semigrupos e grupos uniformemente conti-
nuos, definidos num espaco de Banach E. Nossa discussao serd concentrada nas carac-
teristicas e propriedades dos semigrupos fortemente continuos. Veremos que existe um

operador linear A de modo que poderemos escrever
T(t) = e,

para todo t > 0 (também é possivel para o caso em que ¢ € R, porém, concentraremos
nossas discussoes ao caso em que t > 0). Este operador linear receberd o nome de
gerador infinitesimal do semigrupo. Na maioria dos casos este serd ilimitado, e é
definido em um subespago denso D(A) de E. Neste capitulo, estaremos interessados
em estabelecer condigbes para que um operador A seja gerador de um semigrupo (ou
grupo) de operadores lineares limitados.

Aqui, seguiremos de perto as referéncias [I], [5], [6], e [23]. E importante salientar que
nao temos nenhuma pretencao com a originalidade dos argumentos aqui apresentados
nas demonstracoes dos resutados. No entanto, o contetido das observacoes, as solugoes
dos exercicios propostos nas referéncias supra citadas e as figuras aqui apresentadas

sao de autoria da propria autora.
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

2.1 Definicoes e propriedades

Definicao 2.1. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K. Um semigrupo em
L(E) ¢ uma familia {S(t);t >0} c L(F) que satisfaz:

(1) S(0)=1;

(i1) (Propriedade de semigrupo) S(t)S(s) = S(t+ s) para cada t,s > 0;

Se além disso

(iii) Para cada x € E,|S(t)x - x| — 0 quando ¢ — 0%, dizemos que o semigrupo é

fortemente continuo;

(iv) Se ||S(t)-1I| - 0 quando ¢t - 0* entao, dizemos que o semigrupo é uniformemente

continuo.

Observacao 2.1. Se FE é um espaco de Banach sobre um corpo K e
{S(t); t >0} c L(F) é um semigrupo, os operadores do semigrupo satisfazem para

todo ¢, > 0:
S(t)S5(s) = 5(s)S(1)
visto que
S(t)S(s)=S(t+s)=S(s+t)=5(s)S(t).

Definigao 2.2. Seja E' um espago de Banach sobre um corpo K. Um grupo em L(E)
é uma familia {S(¢): t e R} c L(E) que satisfaz:

(1) S(0)=1;

(i1) S(t)S(s)=S(t+s) para cada t,s € R;

Se além disso

(ii1) Para cada x € E,||S(t)x-x| - 0 quando t - 0, dizemos que o grupo é fortemente

continuo;
(iv) Se |S(t) - I| - 0 quando t — 0, dizemos que o grupo ¢ uniformemente continuo.

Sejam F um espaco de Banach sobre um corpo K e A: D(A) ¢ F - F um operador

linear (em geral, ilimitado). Semigrupos de operadores lineares, estdo geralmente,
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

associados a problemas de valor inicial da forma

d_x =Ax, t>0,
dt (2.1)
x(0) = xo,

o semigrupo {S(t); t > 0} é o operador solucao associado a (2.1)); isto ¢, para cada

zo € B, S(t)xo & a solugao de (2.1)).
O teorema a seguir garante que todo semigrupo fortemente continuo possui uma

limitagao exponencial.

Teorema 2.1. Seja E um espago de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t >0} um
semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados. Entao, existem M > 1

e B eR tais que
Ve 0, |S(t)]e < Me™.

Para cada £ >0 podemos escolher 8> ¢1og||S(€)| ) € escolher M.

Demonstrag¢io. Afirmamos que sup |S(t)|zz) < oo para algum n > 0. Se tal g
te[0,n]

ndo existisse, existiria uma sequéncia ¢, — 0* tal que |S(t,)|zr) = co. Desde que
{S(t,)z} é limitada para cada x € F, segue do Principio da Limita¢io Uniformd| que
{IS(tu) ey} € limitada. O que leva a uma contradicdo e garante a existéncia de 7.

Dai e da propriedade de semigrupo, é facil ver que para cada ¢ > 0 podemos escolher

sup [|S(t)] cee) < oo.
te[0,¢]

Escolha ¢ > 0, tal que My = sup{[[S(¢)|z(r);0 <t < £} < o0 e seja B> ¢log|S(0)|zmy;

isto &, |S(0)| zcp) < €. Entao, para 0<t<leneN,

[S(nt+t)|zm) =[SOS ()] e
= [S()"S )] ey
<ISO ey SE) ey
< MyeP™

e consequentemente
||S(n€ + t) ||[,(E) < Moeﬁnzeﬁt — Moeﬁ(néﬂf)

e o resultado segue. O]

Ver apéndice
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Definigao 2.3. Seja F um espago de Banach sobre um corpo K. Seja {S(¢); t > 0}
um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados. Dizemos que

{S(t); t>0} é um semigrupo de contragoes se
V30, IOl < 1.

Definicao 2.4. Seja E um espacgo de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); ¢t > 0}
um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados. Dizemos que
{S(t); t >0} é um semigrupo com decaimento exponencial se existem M >1e >0

tais que
V20, [S()] e < Me ",

Defini¢ao 2.5. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K. Seja {S(¢); t > 0}
um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados. Dizemos que

{S(t); t>0} é um semigrupo quase contrativo se existe € R tal que

V20, S <e™

2.2 Geradores infinitesimais de semigrupos de opera-

dores lineares limitados

Dado um semigrupo de operadores lineares limitados qualquer, podemos associé-lo

a uma equacao diferencial através da defini¢ao a seguir.

Definicao 2.6. Seja £ um espaco de Banach sobre um corpo K e seja
{S(t); t > 0} c L(F) um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares. O
operador A: D(A) c E - E definido por

D(A) = {x eFE ;tliré1+ Stz -w existe }
e
Ax = tlir(ﬁ M, para todo x € D(A),

¢ chamado gerador infinitesimal do semigrupo {S(¢) ; ¢t > 0}.

Seja E um espago de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); ¢t >0} um semigrupo

fortemente continuo de operadores lineares com gerador infinitesimal A. Frequente-
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mente, iremos denotar
Vt>0, S(t)=et

E importante ressaltar que a relacdo entre semigrupos de operadores lineares e seus
geradores infinitesimais é biunivoca, de modo que, dado um semigrupo de operadores
lineares limitados S(t), existe um tnico operador A tal que A é gerador infinitesimal
de S(t). Reciprocamente, se A é gerador de um semigrupo de operadores lineares, este

semigrupo € unico.

Lema 2.2. Seja £/ um espago de Banach sobre um corpo K. Seja {S(¢); ¢ > 0} um
semigrupo fortemente continuo de operadores lineares com gerador infinitesimal A.
Seja A € K. Entao

V>0, Sy(t) =eMS(t),
define um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares (o semigrupo redi-
mensionado), com gerador infinitesimal dado por —(AI — A).

Demonstragao. Seja A € K. Observe que, S\(0) = e*5(0) = I. Agora, para cada
s, t 20, temos

Sy(t+s)=e DG (t+5) =eMeS(1)S(s) = e MS(t)e*S(s) = Sa(t)SA(s).
Para cada x € E temos

1Sy(t)x - 2] = e ™S ()a -] 2 0.

E esta provado o resultado. O

Teorema 2.3. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K. Se existe um operador
(<] tn

linear limitado A : E — FE tal que S(t) = Z—'A” = e para todo t > 0, entdo
n=01t:

o semigrupo {S(t); t > 0} é uniformemente continuo. Além disso, A € o gerador

infinitesimal do semigrupo {S(t); t >0} com || zg) < elAl para todo t > 0.

Demonstracao. Seja A€ L(F). A soma parcial da série

ti .
Vee E,neN, S,x= Zf'AJx

i=0J:
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satisfazendo

n

ti .
Z Cavr] < Z—HMH 5 14Plel

=0J

vneN, [S,z|=

onde

o0

Z ’5_‘ A = tlAlece)

e para cada z € E a série Z Alz converge.
Jj= 0]

Além disso,

t .
VneN, [Sufce) < Z—,HAHJ,

. . . n . . P
e isto implica que ¥;2y 5 A" converge e este limite sera denotado por e com
vt >0, HetAHC(E) < etlAllemy

Além disso, note que para todo t1,ts € [0, 00) vale que

[ni::) (At1 ][ Z:: (At2 ]

e Ammt’ft?

mlin!

S(t1)S(t2)

Akgpgp

1z nl(kk—'n)nt"tk "]

=0

(t1 + )"

Isto mostra que {S(t) : t > 0} é um semigrupo. Também, observe que para todo
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€ [0,00) vale que

[S(t) = S(0)|er) = HZ(At) HE(E)
<t||AHc(E)H Z At) HL(E)
- tllAHc(E)H Z (Eﬁf)l)l Hg(E)

Az )

<A zeey Z —1)!

<t A et en.

Isto prova que {S(t); t >0} é uniformemente continuo. Note que para todo t € (0, 00)

temos que

HS(t) -5(0)

A

c(E) = nl

- A- Z (n+ 1)']H£(E)
t)(n 1)
n+1)! ]HL(E)
At)"
(n+2)!]H5(E)'

Portanto,

H S(t) - S(O) _ AH < tHAQHE(E)etHAHﬁ(E)’
t L(E)

para todo t > 0. Assim, A é gerador infinitesimal do semigrupo de operadores limitados

(S(t); t>0). O

Teorema 2.4. Sejam E um espago de Banach sobre um corpo K e {S(t); t >0} um

semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados.
(i) Para cada x € E, a funcao [0,00)3 t— S(t)x € E é uma aplicagao continua;

11) Para cada x € E, a funcdo [0,00) 3 t— |S(t)| (g € RT € semicontinua inferior-
(i) ()

mente e portanto mensurdvel;

(iit) Se A € gerador infinitesimal de {S(t); t > 0}, entdo A € fechado e densamente
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definido. Para cada x € D(A), S(t)x € D(A) para todo t >0, e a fun¢do [0,00) 3

t— S(t)x € E é continuamente diferencidvel e
d
Vit>0, ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Demonstracao. (i) Para cadat>0e xe E. Seja 0<h <t e note que

|S(t+h)x—S(t)x| =|(S(h)-1)S(t)x| -0, quando h — 0%,

|S@)z =St = h)z| <[SE=h)|e|Sh)z -z
< MePEM|S(h)x - x| - 0,quandoh — 0.

(i1) Recordemos que toda fungdo semicontinua inferiormente é mensuravel, desse modo,

basta mostrarmos a primeira afirmacao. Para isso, vamos mostrar que

{t20;[5(t)] ez > b}

é um subconjunto aberto de R para cada b. Note que ||S(to)|z(z) > b implica que existe
r € E com |z| =1 tal que |S(to)x| > b e segue da parte (i) que |S(t)x| > b para ¢
na vizinhanca de ¢y, logo [S(t)]z(x) > b para todo t na vizinhanca de ¢, e o resultado
segue.

(iii) Dado = € E defina z. = L [ S(t)zdt para cada € > 0. Entao z. - z quando € > 0,
pois

1 €
|ze — x| = H— [ S(t)xdt - x
e Jo

_ H% [~ S(O)x)dtH

1 €
Je.~all <= [ 1Sz~ S(0)a]at

Assim, desde que S(-)x é continua, segue que para cada r >0 existe € > 0 tal que
|S(t)z—S(0)x| <r se [t|<e.
Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

Iz - 7] < 1f€ 1S()x - S(0)xdt < = [Frae=r,
€ JO € JO
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Agora, note que para 0 < h<e

%(S(h)xe—xg)—ih(/ S(t+h)xdt—f0€S(t)xdt)
|

= ([ S(s)xds—foeS(t)a:dt)
([ (t)xdt—thS(t)xdt)

§<s<e>x 0,

3|H@

quando h — 0*. Logo z. € D(A) e D(A) é denso em E. Serd uma consequéncia
imediata de (i7) e do proximo teorema que A é fechado.

Além disso, temos que se x € D(A)

© S(t)e = lim %(S(t +h)z - S(B)x) = S(t) Az

Vi >0,
dt

Consequentemente S(t)z € D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todo t > 0. Isto implica que
+

a fungao [0,00) 53¢~ %S(t)x € X é continua e do Lema A.11 segue o resultado. [

Teorema 2.5. Sejam E um espago de Banach sobre um corpo K e {S(t); t >0} um

semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados.

(i) n>_D(A™) é um subespago denso de E, onde

D(A™) ={ue D(A™"); A™'ue D(A)}.

(i1) Seja B da dominacao exponencial do semigrupo. Se A € C € tal que Re X\ > f3,
entao A€ p(A) de A e

(M~ A)! = fom S (1) dt
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Im

Figura 2.1: {\ e C; ReA > 3} c p(A).

Demonstragao. (i)  Seja ¢ € C*(R) uma fungdo com  suporte
supp(¢) = {t e R;¢(t) # 0} compacto em R\{0}, por exemplo, ¢ : R - R dada por

ef\mlz#-l, lz| < 1;
¢(x) =
0, x| > 1.

Note que ¢ é uma funcdo infinitamente diferencidvel de suporte compacto contendo

[_17 1]
Seja v e Eey= [~ ¢(t)S(t)xdt. E facil ver que, para 0 < h < inf{t > 0;¢(t) # 0},

L Smy- =2 [T owsesnad- [T owsaar)
= [Tt - o)ty
- [T oSt

quando h — 0*, consequentemente y € D(A) e Ay = - [~ ¢'(t)S(t)zdt. Como —¢’
satisfaz as mesmas condi¢oes de regularidade de ¢, podemos proceder e calcular A%y
da mesma maneira.

Em geral, para todo inteiro m>1 e yen>*_D(A™) e

Amy = (1) fo 7 g0 (4)S(8)xdt.

Para mostrar que tal conjunto é um subconjunto denso de FE, escolha ¢ como acima,
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

satisfazendo adicionalmente que [~ ¢(t)dt = 1. Se

Yn = Awn¢(nt)5(t)xdt= fooogb(s)S(%)xds,

para todo inteiro n > 1, temos y,, € N%_; D(A™) and y,, - .
(i1) Defina R(\;A): E — E por

RO\ A) = fo T NS (1) dt

e note que |R(\; A)|zp) < ﬁ_ﬁ se Re) > /3, pois temos para z € E/ que

IR(N: A)z| = H JA ooe‘“S(t)xdtH

[ eMs @l
0

< Mz f o(B-ReN gt
0

M
Re) -

IN

|-

Recordando que [S(¢) |z < MePt.

Seja x € E e h >0, temos

%(S(h)R(A; A)z - RO A)z)
- R(X: A)%(S(h)m )
_ %( [0 T e MS(t + h)adt - fo NS (t)dt)

- l(fooe-”“hS(t)xdt—fooe—MS(t):cdt)
h\ Jn 0

h oo
- (- [T 05 ydr e [T 1S (1))
h 0 0
h 00
= l( — e / eMS(t)xdt + / (eM - 1)6‘>‘t5(t)xdt)
h 0 0

- —x+R(\A)x

quando h — 0*. Logo, R(\;A)x € D(A) e AR(N\;A)x = —x + R(\; A)z. Portanto,
(M -A)R(\; A)x =x, e A - A é sobrejetiva. Também, se x € D(A), entdo desde que
AR\ A)x = R\ A)Ar e pela identidade acima  vemos  que
(M - A)R(N;A)x = x = R(MA)(M — A)x, © € D(A) e Al - A é também sobreje-
tivo. Com isto, concluimos que A/ — A ¢ uma bijecdo de D(A) em E com inverso

R()\; A) e a prova esta completa. O

Teorema 2.6. Seja E um espago de Banach sobre um corpo K. Sejam {S(t); t >0}

46



2. Semigrupos de operadores lineares limitados

e {T'(t); t >0} semigrupos fortemente continuos de operadores lineares limitados com
geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, entdao S(t) = T(t) para

todo t > 0.

Demonstragio. Seja x € D(A) = D(B). E facil ver que a funcio
[s,00)3 s S(t—5)T(s)
é diferenciavel e que

d%S(t = 5)T(s)z = =AS(t = 5)T(s)z + S(t = 5) BT (s)z
=-AS(t-s)T(s)x+S(t—-s)AT(s)
= ~AS(t - s)T(s)z + AS(t - s)T(s)
=0.

Logo, a funcao [s,00) 3 s » S(t - s)T(s) é constante. E assim, coincide nos valores
s=0es=t,isto &, S(t)r =T(t)x, para todo x € D(A). Como D(A)=FE e T(t),S(t)
sao operadores limitados, segue que T'(t)z = S(t)x para todo x € E. O

Seja E um espago de Banach sobre um corpo K, seja {S(t); t > 0} ¢ L(E) um semi-
grupo fortemente continuo de operadores lineares limitados e seja
A: D(A) c E - FE o gerador infinitesimal do semigrupo. Para cada zo € D(A), a

funcao
[0,00) 3t x(t) = S(t)xg e £

é continuamente diferenciavel e,

d_a: =Ax, t>0,
dt (2.2)
x(0) = xo.

No caso em que zg € E mas, xo ¢ D(A), ainda entendemos x(-) como solugdo de (2.2)).

Defini¢ao 2.7. Uma funcdo z(-) € C([0,00); E) n C1((0,00); E) & chamada solugao
forte de (2.2)) se z(t) € D(A) para todo ¢t >0 e vale (2.2).

Definigao 2.8. Uma funcao z(-) € C([0,00); E) é chamada solugao fraca de (2.2)) se
z(0) = 2o e para cada x* € D(A*) [0,00),5> t — x(t) = (x(t), A*z*) € K é uma fungao
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

diferenciavel e,

d . -
5 ((t),27) = {x(t), A7),

para todo t > 0.

Teorema 2.7. Seja E um espaco de Banach reflexivo sobre um corpo K e seja A :
D(A) c E — E um operador linear que € gerador de wm semigrupo fortemente continuo
de operadores lineares limitados {S(t);t > 0}. Se definirmos {S*(t);t > 0} onde S*(t) =
S(t)* em L(E*) entdao {S*(t);t >0} € um semigrupo fortemente continuo de operadores

lineares limitados em L(E) cujo gerador infinitesimal é A*.

Demonstracao. Desde que E é um espaco de Banach reflexivo e A é fechado e densa-
mente definido, entdo A* é fechado e densamente definido. Além disso, se A € p(A),
entdo X € p(A*) e (A - A1) = (A - A*)~L,

Desde que A é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo, existem
feRe M2>1 tais que (8,00) c p(A) e

M
(A-w)n

para todo A > 8 e n € N. Portanto, (3,00) c p(A*) e

[(AM = A) "2y <

M

M- AF)™ o= |(AN-A)™ SV
I( )" ece = IC ) e < 5Ty

para todo A > 8 e n € N. Portanto, A* é gerador infinitesimal de um semigrupo

fortemente continuo {S*(t) : ¢t > 0}. E, para cada z* € X* temos

S*(t)z* = Jim eMlg* = Jim (eM) x* = S(t)*z*.

2.3 Geracao de semigrupos de operadores lineares li-

mitados

Diante do que foi visto, surge entao a seguinte questao: Quais as condicoes ou
caracteristicas necessérias e suficientes para que operadores lineares sejam geradores
infinitesimais de semigrupos fortemente continuos?

Ja vimos que geradores sao necessariamente operadores fechados, densamente defini-

dos e que tém seu espectro contido em algum lado adequado do semiplano complexo.
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Contudo, essas condigoes nao sao suficientes. Desse modo, apresentamos a seguir,

importantes resultados que caracterizam geradores infinitesimais.

2.3.1 O Teorema de Hille-Yosida

Em 1948, Einar Carl Hille e Késaku Yosida caracterizaram, independentemente,

certas classes de problemas de valor inicial bem postos em espacos de Banach.

Teorema 2.8 (Teorema de Hille-Yosida caso contrativo). Sejam E um espaco de Ba-
nach sobre um corpo K e A: D(A) c E - E um operador linear. Enldo, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes.

(i) A € gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente conlinuo de operadores
lineares limitados {S(t); t >0} c L(E) tal que

V20, |S(®)]ew <e™

(it) A e fechado e densamente definido tal que (5,00) c p(A) e

1
A=

V> B, (M = A) 7Y eem <

Demonstragao. Observe que (i) implica (i7). De fato, seja x € E e A > 3, do Teorema
temos

IO - Ayt < [ e S ()l
0

<Jol [ eVia
1

< .
5l
Agora, vamos mostrar que (7i) implica (7). Inicialmente, iremos considerar (3 = 0. Seja
A >0 entao
INAT = A) oy < 1.
Como

A = A) =T+ AN - A),

temos que x € D(A) implica

. i 1
[MAL = A) =] = (A - A) 7 Ax| < £ Az -0
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

quando A — co. Como A é densamente definido, entao
VeeE, MMN-A)'z -z,

quando A — oo.

Agora, para cada A\ > 0, defina
Ay = MAN - A)™L
Entao,

A = A) = XM - A) - AT e L(E).

| Axll ey = A = A) 7Y 2y 22,

e se v € D(A), Az - Az quando A\ - co. E importante saber que Ay é chamada

aprorimacao de Yosida de A.

Como
Ay = )\2()\1' - A)’1 - A,
temos
etAx = e—AtetAQ(/\I—A)-l
e

Jet4r lee) < e MV IAT=-) sy ¢ 1,

e para todo A, >0 (e t >0) desde que A\A, = A, A,, para cada x € D(A)

L d
H(etA)‘ _ etA“)QJH — H [ _(etsAAet(lfs)Aux)dSH
0o ds
1
<t f HetSAAet(l_S)A“(A,\x - Aux)Hds
0
<t|Are — Azl

Portanto, para cada x € D(A),

S(t)x = lim Mg

A—o00

existe e é uniforme para 0 <t < tg, para todo ty > 0. Portanto, [0,00) 3t~ S(t)z e E é
continua, lim;_o+ |S(t)z—z| =0e |S(t)z| < |z|. Logo, pelo fato de que A é densamente
definido, podemos definir de modo unico S(t) € L(E) para todo t > 0.

Se z € E, dado € > 0 existe x; € D(A) e § >0 tal que |z; —z| < g e [|S(t)xy — a1 < g,
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

t €[0,9]. Portanto, para cada t € [0,0],
[S@)x — x| <[S(E) (2 = z1) [ + [ S(E)21 - 2] + |21 - 2] <e.

Isto implica que lim;_o+ | S(¢)z — 2| = 0 para todo x € E.

Se x € D(A?) entao Ali_gloem*:c =S(t)z e }i_{loloetAAAx = S(t)Ax. De fato, desde que A é
fechado, obtemos S(t)x € D(A) e AS(t)x = S(t)Az. Consequentemente S(t)z € D(A)
para todo t >0 e x € D(A). Dai, temos S(s)(S(t)x) = S(t + s)x para todo x € D(A) e
t,5>0. Além disso, como D(A) = E, temos S(t)(S(s)z) = S(t +s)z para todo z € E e
t,s20.

Logo, {S(t) :t > 0} ¢ um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limi-
tados. Finalmente, iremos mostrar que A é gerador infinitesimal.

Agora, considere B : D(B) c E' - E como sendo o gerador infinitesimal do semigrupo
{S(t) : t > 0}. Em vista disso, vamos provar que D(A) c D(B) e B’D(A) = A, depois
provaremos que D(A) = D(B) .

Seja x € D(A?) entao

t ¢
S(t)yr—x = }im (e r —7) = lim f e M Ayxds = / S(s)Axds.

A—o00

Seja x € D(A), tome D(A) 5y, > Az e x, = (I - A)"(z - y,). Temos que
D(A?) 52, »x e D(A) e Az, - Ax. E facil ver que a expressio acima se estende para
todo x € D(A).

Agora, $+(S(t)z—z) = %fot S(s)Axds - Ax quando t - 0* para cada x € D(A). Logo,
x e D(B). Mas, 1€ p(A) e, como B é gerador de um semigrupo fortemente continuo

de contragoes, 1 € p(B). Consequentemente,
E=(I-A)D(A)=(I-B)D(A)

e (I-B)D(A)=E=(I-B)D(B), D(A)=R((I-B)™')=D(B). Segue que A=B e
a prova do fato (i7) implica (i) estd completa para [ = 0.
Finalmente, note que e"tS(t) = S1(t) é um semigrupo com | Sy(t)|zzy<1le A-pI éo

gerador infinitesimal de S;(-) e a prova de que o fato (i7) implica (¢) esta completa. [

Lema 2.9. Sejam F um espago de Banach sobre um corpo Ke A: D(A) c E - E um

operador linear. Assuma que (0,00) c p(A) e

VA0, nel, A - A" < %
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Entao, existe uma norma |-| em E satisfazendo ||z < |x| < M| x| para todo z € E e

1
VA>0, z€E, [(A-A)Y <=

Demonstragao. Se 0 < A< p (@ < 1), entao a série

Z(u NE(ul = A) ™+ = (ul - A Z(u NE(ul = A)7*

é convergente, pois
. = AP
[ = Aol = A) ey < M o

Assim,

(M =AY = (M = pl + (ul - A))™?
=S (= )l - A)
k=0
Logo, desde que esta é uma série de poténcias
l(—) (M = A)~! = (“1)P(A] = A) !
p\d

_Z( )kk(ﬂ )‘)k_ ( [_A)—k—l_

pl(k - p)!
Temos -
(=47t (p)w S NFP(l - A) (2.3)

[APEAT - A) Pl

(A C) e - e

k=p \P %

Se ||z], = sup|p”(ud — A) x| para p > 0, é facil ver que |z| < |z|, < M|z|. Usando
nz0

(2.3) com A =0, temos

pear-ay < 3 (5)(2) T (2) el =

k=p p /’[’

para 0 < A < i, e consequentemente |z|y < |z|, para 0 <A < p. Desde que A |z, é
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

nao decrescente e limitada superiormente, defina
[ = lim 2]y = sup [].
- A>0

E claro que || € uma norma em E.

Portanto, |z| <|x| < M|z| e, para 0 < A < p,

[P (pud = A)PAN = A) | = AN = A) P (ul = A) Pz g,
<P (pd = A) Py
<P (pd = A) Pz,

IN

kg

<z,

implica que [A(A] - A)~'z|, <|z|- Dai, segue imediatamente que |N(A] — A)~1z| < |z| e

o resultado esta provado. O

Teorema 2.10 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida). Sejam E um espago de
Banach sobre um corpo K eA: D(A) c E - E um operador linear. Entdo, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(i) A € gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente conlinuo de operadores
lineares limitados {S(t); t >0} c L(E) tal que

V20, |S()]em) < Me;

(it) A e fechado e densamente definido tal que (5,00) c p(A) e

M

Demonstragao. Considerando e #tS(t) e A - S1 podemos assumir sem perda de gene-
ralidade que 8 = 0. Se (i) vale, do Teorema temos que cada A > 0 pertence ao

conjunto resolvente de A, e

(M - A) e = f T NS (H)wdt
0

(A= A)71g =~ [T syt
p! Jo
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Logo,

1 o)
WpeNU{0}, (M - Ay < [ IS ar
. 0

M <)
<ol [T et
p! 0

=AM 2]

Agora, assuma que (i7) é valida (com 8 =0). Em vista do Lema 2.9} podemos esco-
lher uma norma equivalente |- | em FE, tal que |z| < |z|] < Mz| e
(A = A)'z| < f|z| para A > 0. Segue do Teorema de Hille-Yosida (caso contra-
tivo), que A gera um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados
{S(t); t >0} com |S(t)z| < |z|. Dai, segue que

[S@)x] <[S(8)a] <] < M.

2.3.2 Operadores dissipativos e o Teorema de Lumer-Phillips

Definigao 2.9. Seja E um espago de Banach sobre um corpo K. A aplicagao dual

J: E - 2E" é uma aplicacao definida por
J(z) = {z" e E*;Re(z,z*) = |z|?, |2 = |]}.

Observe que, pelo Teorema de Hanh-Banach, J(z) # @ para cada z € E. E uma
consequéncia direta da definigdo que se X* é uniformemente convexo, entao J(x) é um

conjunto unitario para cada x € X.

Definicao 2.10. Sejam FE um espago de Banach sobre um corpo K e
A:D(A) c E - E um operador linear. O operador A é dissipativo (ou mondtono) se,

para cada x € D(A) existe z* € J(z) tal que Re(Ax,xz*) <0.

Definicao 2.11. Sejam F um espaco de Banach sobre um corpo K e
A: D(A) c E - E um operador linear. O operador A é acretivo se —A é dissipa-

tivo.

Lema 2.11. Seja EF um espaco de Banach sobre um corpo K. O operador linear

A:D(A) c E - E é dissipativo se, e somente se,

[(AL = A)z] > Az,

o4



2. Semigrupos de operadores lineares limitados

para todo x € D(A) e A > 0.

Demonstragao. Assuma que A é dissipativo. Para A >0 e x € D(A), se z* € J(x) é tal

que Re(Ax,z*) <0, entao
Re(\z — Az, 2*) = Re(A\x, 2*) - Re(Ax,2*) = M| z|? - Re(Ax, z*) > M z|?.
Assim,
Azl € Re(Az — Az, 2*) < [{(A = A)z, )] < [(A = A)|]],
isto &,
(A= A)z| > Alz].

Reciprocamente, assuma que para todo x € D(A) e A > 0 temos |(A — A)x| > A||x|. Se

xy € J(Ar - Az) e yi = 2} /|z}] temos que
Mzl <[(M = A)z] = (Ax - Az, y3) = MRe(z, y3) - Re(Az, y5)

e entao

Al < Alz[lyxl - Re(Az, y3) = Alz| - Re{Az, y3). (2.4)

Como a bola unitaria em E* ¢ compacta na topologia fraca *, existe y* € E*, |y*| <1,
e uma sequéncia A\, — oo tal que y§ — y* no sentido fraco *. De segue que
Re(Az,y*) <0 e Re(z,y*) > ||z| (dividindo por A, e fazendo n - o). Mas, Re(z, y3) <
(x,y})| < |z, portanto Re(z,y*) = |«|. Tomando z* = |z|y* temos que z* € J(z) e
Re(Ax,z*) < 0. Logo, para todo x € D(A) existe z* € J(z) tal que Re(Az,z*)<0e A

é dissipativo. O

Teorema 2.12 (Teorema de Lumer-Phillips). Sejam E um espaco de Banach sobre

um corpo K e A: D(A) c E - E um operador linear densamente definido. Entdo

(i) Se A ¢é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contracoes

em L(E), entdo A ¢é dissipativo.

(it) Se A € dissipativo e para algum \g > 0 tem-se R(\gl - A) = E, entao A é gerador

infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes em L(E).

Demonstragao. (i) Se A ¢é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo

de contragoes {S(t);t > 0} em L(FE), entdao pelo Teorema de Hille-Yosida
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

R(MA - A) = E para todo A >0, e para cada z € E, z* € J(z), t >0,
[(S()w, ") < = [|S ()] < ]

Portanto,

S(t)x - 1
HDLZL o) = RelS(0)r, %) - el <0.
Mostrando que, se x € D(A) e x* € J(x), entao Re(Ax, z*) <O0.

(i1) Para A >0 e x € D(A), segue do que

ol

[(AL = A)z] > Alz].

Agora R(\l - A) = E, (Ml - A)x|| > \o|z| for x € D(A), entdo ¢ esta no conjunto
resolvente de A e A é fechado. Seja O = {\ € p(A)nR; A > 0}. Desde que p(A) é aberto,
segue que O é um subconjunto aberto de (0, 00). Vamos provar que O é também fechado
em (0,00) para concluir que O = (0,00). Suponha que {\,}, c O, A\, > XA >0, se n
é suficientemente grande, temos |\, — A| < i. Logo, para n adequadamente grande,
[ = VOl = A) ey < 2522 < g

Isto mostra que

== N (I — A

é um isomorfismo de E. Entao
MNM-A-= [I—()\n—)\)()\nI—A)*l]()\n[—A) (2.5)

leva D(A) em E e A € p(A). Observe que todas as hipoteses do Teorema de Hille-Yosida

sao satisfeitas, e a prova de (7i) esta completa. ]

Corolario 2.13. Sejam FE um espago de Banach sobre um corpo K e
A: D(A) ¢ E - FE um operador linear. Assuma que A é fechado e densamente
definido. Se A e A* s@o dissipativos, entao A gera um semigrupo fortemente continuo

de contragoes em L(E).

Demonstragao. Do Teorema de Lumer-Phillips é suficiente provar que R(I — A) = E.
Desde que A é dissipativo e fechado R(I — A) é um subespaco fechado de E. Se
R(I-A) # E, existe z* € X*, x* # 0 tal que (x — Az, z*) = 0 para todo x € D(A). Isto
implica que (z,z*) = (Az,z*) = (x, A*x*) para todo z € D(A), e entdo z* € D(A*) com
A*x* = x*; isto é, x* — A*z* = 0. Desde que A* é também dissipativo, segue do Lema
que z* =0, contradizendo nossa escolha de x*. O

Definigao 2.12. Sejam E um espago de Banach sobre C e A: D(A) ¢ E - F um

26



2. Semigrupos de operadores lineares limitados

operador linear. A imagem numérica de A é o conjunto
W(A) = {(Ax,x*);x* € E*,x € D(A), |x*| = ||z| = 1, (z,2*) = 1}.

Segue da definicao que, se E* é uniformemente convexo, para cada x € F existe um

tnico z* € E* tal que |z*| =1=(z,z*). Se E' & um espago de Hilbert
W(A) = {(Az,z);z e D(A), || = 1}.

Teorema 2.14. Seja E um espaco de Banach sobre C. Seja A: D(A) c E - E um
operador linear, fechado e densamente definido. Seja W(A) a imagem numérica de
A e X um subconjunto aberto e conexo de C\W(A). Se A ¢ W(A), entdo \ - A é

injetivo, tem imagem fechada e satisfaz
(AL = A)z] > d(A, W(A))[z]. (2.6)
Além disso, se p(A)NX + @, entdo p(A)> X e

1
VaeX, [(M-A)'z| < y (2.7)

(A, W(A))’
onde d(N\,W(A)) é a distancia de A\ a W (A).

Demonstragao. Seja X ¢ W(A). Se a* € E*,x € D(A), |z*|| = |z| = le(z,z*) = 1, entao

0<d(A\W(A)) <|AN=(Az,z*)| = Mz - Az, z*)| < |\ - Ax||

VeeD(A), dNW(A))|z| < | Mx- Az

portanto A/ — A ¢é injetivo (observe que se x # 0 entdo (A — A)z # 0 pois 0 <
AN W(A))|z| < [(M - A)z|), tem imagem fechada e satisfaz (2.6). Além disso,
se A € p(A) entao (2.6) implica (2.7).

Resta mostrar que se Y intersecta p(A), entdo ¥ esta contido em p(A). Para isto,
iremos considerar o conjunto nio vazio p(A) N Y. E claro que p(A)nY ¢ aberto em .
Vamos mostrar que p(A) n ¥ é também fechado em . De fato, se A\, € p(A)nX e
An = A € X, temos que, para n suficiente grande, |\, — A < &, = d(\,, W(A)). De

segue para n suficientemente grande, |\, = A[[(A, = A) Y zm) <1 e

M=—A=[I-A =Nl = Aol - A)
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

implica que A € p(A) e consequentemente p(A)nY é fechado em 2. Segue que p(A)nE =
Y isto é, p(A) o X e a prova esta completa. H

Teorema 2.15. Seja H um espago de Hilbert sobre C. Seja A: D(A)c H - H um
operador linear auto-adjunto. Assuma que A € limitado por cima; isto é, existe a € R
tal que (Au,u) < a{u,u). Entao, C\(-o0,a] c p(A) e existe uma constante M > 1

dependendo apenas de 0 < ¢ < m tal que

VAeX,, [(AM-A)1z|< (2.8)

M
A =al’
onde X, = {\ € C;|larg(A - a)| < ¢}. Segque que A é o gerador infinitesimal de um semi-

grupo fortemente conlinuo de operadores lineares {T'(t);t >0} em L(H) satisfazendo

VE2 0, [T()]eem <e™.

Im

~a Re

Figura 2.2: Setor complexo 3, = {\ € C;arg(A —a) < ¢}.

Demonstragao. De fato, A é fechado e densamente definido. Seja W(A) a imagem

numérica de A, note que
W(A) = {(Az,z);z € D(A), |z] = 1} ¢ (-o0,a],
e isto implica que
C\(-00,a] c C\WW(A).

Desde que A—al = A*—al é um operador dissipativo, pelo Corolario A-al gera
um semigrupo fortemente continuo de contragoes em L(H). Dai, segue que p(A-al) 2
(0,00). Do Teorema [2.14] temos que C\(-o0,a] c p(A) e que

1 . 1
d(N\,W(A)) ~ d(A, (-00,a])’

¥AeC\(-o0,a], [(M -A) x| <
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Além disso

1 L1 1
d()\, (~00,a]) ~ sen(¢) A —al’

VA eC\(-00,a],

]

Notacao 2.1. Sejam FE um espaco de Banach sobre um corpo K e
A : D(A) ¢ E - E o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo

de operadores lineares {S(t); ¢t >0} c L(E), entao iremos usar a seguinte notacao
S(t) = et

para todo t > 0.
Para motivar o estudo dos préoximos teoremas, recordemos alguns resultados ja conhe-
cidos para o caso em que estamos lidando com nimeros.

Para cada aeR e ¢t > 0 temos

e = lim etf(h),
h—0+

onde

lim f(h) = a.

h—07

Para cada a e R e t > 0 temos,

= Jim (1+2) < tim (1- %)
n—00 n n—00 n

e para cada t > 0 temos

Teorema 2.16 (Primeiro limite fundamental). Sejam E um espago de Banach sobre
um corpo K e A: D(A) c E - E um operador linear. Se A é o gerador infinitesimal
de um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares {S(t); t > 0} em L(E),

entao

S(t)r = }}im etAz

—)O+

1
onde A(h) = E(S(h) —1I) para todo h > 0, e este limite é uniforme em t em todo o
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

intervalo de [0, 00).

Demonstragao. Seja | S(t)| sz < MePt com > 0. Note que, para h >0 temos A(h) €
L(E), A(h) e S(t), e et4M) e S(t) comutam. Portanto,

¢ st k”S(hk)”E(E) t( Bh
tA(h) -4 7 (ePh-1)
le |<e hkg_o(h) X < Men .

Assim, para 0 < h <1, temos
B
[S(hk) ey < Mt

Logo, para x € D(A), a aplicacdo s = e(t=9)A4()G(s)x é diferencidvel em s e

i(e(t’S)A(h)S(s)x> = —A(h)eT DA §(§) g + =AM AS(5) 2

ds

= (=AM (A(R)S(s)x — AS(s)x).
Consequentemente, para 0 < h <1 e x e D(A) temos

HS(t)x - etA(h)xHE = ; t %(e(t_s)A(h)S(s)x)dsHE

t
< fo [ £y [ S(8) [ £y | A(R) S (5)x = AS(s)| s
<EM2PCHD | A(R)S(s)x - AS(s)z| .
Tomando o limite quando h — 0*, obtemos o limite para z € D(A). Desde que

|etAM) | 2y € [|S(s)]cee) sdo uniformemente limitados no intervalo limitado, e desde

que D(A) é denso em E, obtemos o limite para todo x € E. O

Teorema 2.17 (Segundo limite fundamental). Sejam E um espag¢o de Banach sobre
um corpo K e A: D(A) c E - E. Se A é gerador infinitesimal de um semigrupo

fortemente continuo de operadores lineares {S(t); t >0} em L(E), entdo

-n -1
S(t)x = lim ([— EA) x = lim lﬁ (EI—A) :| x
n t\t

n—o0 n—00

para todo x € E, e este limite é uniforme em t em todo intervalo limitado de [0, c0).

t -n
Demonstra¢ao. Para n € N suficientemente grande, 0 < s <t , S,(t) = (I - —A) e
n
x e D(A) temos

d%S(s)g; = AS(s)x =S(s)Ax,
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

e para x € D(A?) temos

¢
S(t)Ax—szf S(s)A2xds
0

t—s \"
—e) = (r-2a)
Sut-s) = ( - )
Portanto, para x € D(A?) temos
S(t)r - S,(t)x
t o g -1
:/ Sn(t—s)S(s)(I—(I——A) )A:z:ds
0 n

n

= At Sn(t - s)S(s)(; - A)_lAQxds.

Note que, dado T" > 0, temos
sup [S(t)| e <o e sup [Su(t)]em) < oo
te[0,T] te[0,T]

Desde que A(AM] - A)tx = (I - A1A) 'z > = quando A\ - oo, para cada z € E, e o

teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, segue que

t
J
quando n — co. A prova esta completa observando o fato de que D(A?) é um subespago
denso de F. 0

Sn(t - s)S(s)(& - A)_lAszds -0,

Recordemos que se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
de operadores lineares limitados {S(t); T > 0} em L(FE), entao para A € C tal que Re\

é suficientemente grande, temos
(M= A)! = [ NS (1) dt.
0

Teorema 2.18. Sejam E um espaco de Banach sobre um corpo K e A : D(A) c
E — E um operador linear densamente definido. Se A € gerador infinitesimal de um
semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados {S(t); t >0} em L(E)

com |S(t)| < MePt. Assuma que v >maz{0,8}. Para todo v € D(A?) et >0,
y+iN
S(t)x = lim M - A)twd),

N—oo Jy—iN

onde a integral é calculada ao longo do segmento de extremidades v—iN e y+iN. Este
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

limite € uniforme para t em subconjuntos compactos de [0, 00).

Im

Y + 1N

B Re

y — 1N

Figura 2.3: {\ e C; ReA > 8} c p(A) e v > max{0,}.

Demonstragao. Ver Capitulo 3 de [5], Secao 3.9. O

Teorema 2.19 (Carvalho, Cholewa e Dlotko, 2001). Assuma que —A e =B sejam gera-
dores infinitesimais de semigrupos fortemente continuos de operadores lineares limita-
dos, A e B comutam, A+B € fechado e densamente definido com dominio D(A)nD(B),
e A€ (—=(A+ B)) para algum X > 0. Entao, —(A+ B) gera um semigrupo fortemente

continuo de operadores lineares limitados que satisfaz

o~(A+B)t _ —At ~Bt

e
Demonstracao. Inicialmente, vamos considerar, por conveniéncia, uma norma equiva-
lente no espaco de Banach de modo que —A seja gerador infinitesimal de um semi-

grupo fortemente continuo de contracoes. Considere —Ay = -ANA(M + A)™t e -B, =
—AB(AI + B)7'. Entéo ||e=t| <1 para todo A > 0. Além disso, desde que

e*A)\t A B Bs

r—>eMree Py e Py

quando A — oo, temos para todo x € E' e s,t >0 que

lim e A Bxsy = Jim e AN teBasy = o~ Ale=Bs,

A—o00 A— 00

Desde que consideramos no inicio uma norma equivalente a original, temos que os
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

limites acima ainda sao verdadeiros para esta norma. Analogamente, temos

B)\SefA)\taj BsefAt‘

lim e Brs=Axty = lim e =e

A—00 A—00

Logo, concluimos que e AteBs = e=Bse~At. Agora, vamos mostrar que {T'(t); t >
0}, com T(t) = e~Ate~Bt & um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares
limitados, cujo gerador é o operador —(A + B).

Note que para t = 0 temos
T(0)x = e 0% B% = g,
isto é, T(0) = I. Para t,s >0 temos

T(t + S) — 6—A(t+s)e—B(t+s) — G_AtG_ASG_BtG_BS

9

e entao
T(t+s)=eMeBlemAse=Bs = T(1)T(s).
Além disso, é claro que quando t - 0* temos e~4te~Bly — z e assim, vemos que
|T(#)z - 2] -0,

quando t — 0*. Portanto, concluimos o que queriamos. Resta mostrar que —(A + B)
é o gerador infinitesimal de {T'(¢); ¢ > 0}. Montemos o nosso problema entao. Seja
reD(A)nD(B)=D(A+ B), entao
T(t)r -z = /\lim (e7MetBrg — 1)
= }im (e7eBrg — e Brg 1 e7Brg — 1)

¢ ¢
= lim e_SAAe_tB*(—A,\x)derf e "B (-Byx)ds
0

A—o00 0

t t
:f e‘SAe‘tB(—Ax)ds+[ e *B(-Bzx)ds.
0 0

Dai, temos

% (T(t)x-x) = % (/Ot e e tB(~Ax)ds + fot e‘SB(—Bx)dS) :

Agora, note que a segunda integral converge para —Bx quando t - 0*. Enquanto na
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

primeira, temos

% [01; e e tB(~Ax)ds = etB% [01; e A (-Ax)ds
=B (% Ate_SA(—Ax)ds + Ax) —e'B A
Veja que a segunda parcela da soma acima converge para —Azx que é 0 que queremos,
enquanto que a primeira converge 0 quando ¢ — 0*, pois o semigrupo é fortemente
continuo. Assim,

lim ! (T'(t)xr-z)=-(A+ B)z,

t—0+ ¢

para x € D(A+B) = D(A)nD(B), isto é, se —=C' é o gerador infinitesimal do semigrupo
{T(t); t >0}, temos D(A+ B) c D(C'). Desse modo, o gerador infinitesimal —C' deve
ser uma extensdao do operador —(A + B).
Seja A € p(A + B) tal que A € p(C), entao

(M +C)D(C)=FE=(\+(A+B))D(A+ B).

Assim, concluimos que A + B = C e finalizamos a demonstracao. O

E possivel também obter resultados desse tipo para grupos, isto &, resultados que
garantem quando um operador é gerador de um grupo. E o que trataremos na secio a

seguir.

2.4 Geracao de grupos de operadores lineares limita-

dos

Além de semigrupos de operadores lineares, algumas equacdes nos fornecem grupos
de operadores lineares, os quais ja definimos anteriormente. Um exemplo simples, que
veremos mais a frente, é quando A e —A sdo geradores infinitesimais de semigrupos
fortemente continuos. Nesta secao, vamos estudar mais profundamente este conceito,
e encontrar condicoes para que um operador linear nao necessariamente limitado A :

D(A) c E - E gere um grupo de operadores lineares.

Teorema 2.20. Seja E um espago de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t > 0}
um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados. Se existe to > 0
tal que S(ty) € invertivel, entao S(-) pode ser estendido para um grupo fortemente

continuo de operadores lineares limitados.
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Demonstracao. Tome M > 1 e S €R tais que
Vi2 0, [S(8)]eem < Me™.
Seja ¢ = [S(to) Y z(m) € seja 0 <t <ty

S(to) = S(to —1)5(t) = S(£)S(to - t)

I=5(t) 'S (tg - 1)S(t) = S(t)S(to - t)S(to) ™",

entdo S(t) tem inverso S(ty)~'S(tg—t) com norma menor do que ou igual a M;cMelflto.
Além disso, seja t = ntg+7 para algum n € Ne 7€ [0,%y). Neste caso, S(t) = S(7)S(to)"
tem inverso S(to)™S(7)7!.

Consequentemente, S(t) é invertivel para todo t > 0 e definimos S(t) = S(-t)™! para

t < 0. Esta definicao fornece um grupo desde que t,s > 0, podemos calcular:

S(-t)S(=s) = S(t)"1S(s)"!

- (S(5)5(1))"
=S(s+t)™!
=S(-s-1),

e parat>s

S(-1)S(s) = (S(s)S(t-5))7S(s)
=S(t-5)"1S(s)'S(s)
=S(t-s)"t
=S(s—t).

Para s>t

S(-t)S(s) =S(t)'S(t)S(s-t)=S(s-1),

e similarmente para S(s)S(-t). Seja t€[0,ty] e z € E. Entao
|S(=t)z -] = |S(=t)(z = S(t))| < M|z = S(t)z] -0,

quando t - 0. Logo {S(t) : t € R} ¢ um grupo fortemente continuo de operadores

lineares limitados. O

Teorema 2.21. Seja E um espago de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t € R}
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um grupo fortemente continuo de operadores lineares limitados. Entao, para cadat € R
temos 0 € p(S(t)) e S(-t) = S(t) .

Demonstra¢ao. Observe que para todo t € R temos S(t) € L(E) e
S(t)S(-t)=1=S(-t)S(t),

isto é, faz sentido considerarmos S(t)~! e é tal que S(¢)~! = S(~t). Por conseguinte,

concluimos que 0 € p(S(t)). O

Lema 2.22. Sejam E um espago de Banach sobre o corpo Ke A: D(A)c E - E um
operador linear. Entao A é gerador infinitesimal de um grupo fortemente continuo se,

e somente se, A e —A sao geradores infinitesimais de semigrupos fortemente continuos.

Demonstracao. Seja A o gerador infinitesimal do grupo fortemente continuo
{S(t);t € R}, entao {S(t);t > 0} e {S_(t) = S(~t);t > 0} sdo semigrupos fortemente
continuos. O operador A é gerador de {S(t);t > 0}.

De fato, seja A, o gerador infinitesimal de {S(¢);t>0}. Se x € D(A), entao existe

Az =lim —S(h)a: ~% _ lim —S(h)x — q;,
h—0 h h—0* h
logo z€ D(A,) e
A,z = lim m = Ax.
h—0*
Agora, se x € D(A,) entdao A,z = limj_g+ S(h,)f_m. Além disso,
. S(-h)x-z . S(h)x -z
i = = m S(h) == = A
Desse modo
lim STy
h—0

Portanto, z € D(A) e Az = A,z. Donde concluimos que A = A,.
De forma analoga, vamos mostrar que —A ¢ gerador infinitesimal de {S_(t);t > 0}.
Seja A_ o gerador infinitesimal de {S_(¢);t > 0} e tome x € D(A_), entdo existe

M = A_aj‘.

lim
t—0*

Além disso, veja que

lip 22022 SCEDz-z ST L s

t—>0* -1 t—0* -t t—>0* -t t—0*

S(-t)x -z A
— =4
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isto é,

i 2=

t=0
e portanto x € D(-A).
Agora, se z € D(-A), temos

S(t)x - S(t)x -

-Az =-lim (H)z -2 = lim )z -2 =A_x,
t—0 t t—0 —t

o que implica que z € D(A_), e portanto, concluimos que —A = A_.

Reciprocamente, sejam A e —A os geradores infinitesimais dos semigrupos fortemente
continuos {S(t);t > 0} e {S_(t);t > 0}, respectivamente. Desde que, para cada ¢ > 0
temos

S(t)x = }im ey

S_(t)x = Alim e(=AN
Concluimos que S(t) e S_(t) comutam e se definirmos T'(¢) = S(t)S_(t) entao {T'(t);t >
0} é um semigrupo.
Vamos agora mostrar que {7T'(¢);t > 0} ¢ um semigrupo fortemente continuo. Com

efeito, seja = € K entao

T2 -z <[S#)S-(O)z = S(H)z] + | S(t)x - ]
<SSO el5-()x =z + |5z - ]
<Me?|S_(t)x - x| + |S(t)x - x| >0,

quando t - 0*. T'(t) = I para todo t > 0. Seja x € D(A) = D(-A), entao

lim LT=T gy g She-e
h—0* h h—0* h h—0*
=-Az+ Az =0.

Isto implica que se B ¢ o gerador infinitesimal de {T'(¢);t > 0}, entdao D(A) c D(B)
e Bx =0 para todo x € D(A). Como D(A) é denso em E, D(A) é denso em D(B)
e desde que B é fechado, segue que D(B) = F e Bx = 0 para todo x € E. Portanto
T(t) = I para todo t > 0 e S_(t) = S(t)~! para todo t > 0. Isto nos permite definir
S(-t) = S_(t) para todo ¢ > 0.

Agora, vamos mostrar que {S(t);t € R} é um grupo fortemente continuo.
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Note que S(0) = I. Agora, temos para todo t,s € R
S(t+s)=5(t)S(s);
se t,s <0 entao
S(t+s)=8_(-t-s)=5_(-t)S_-(-s) =5(t)S(s);
set>0,s<0et+s>0 entao
S(t+s)=8S(t+s)S_(-t)S_(-s) =S(t)S-(-s) = S(t)S(s);
set>0,s<0et+s<0 entao

S(t+s)=S_(-t-s)
=S(t)S-(-t)S_(-t-s)
=S5(t)S-(-s)
=S(t)S(s).

Além disso,
tli%i I1S(t)x—z| =0

la |S(8)a -2l = lim, |S-(~t)z -] =0,

Finalmente, vamos mostrar que A é gerador infinitesimal de {S(¢);t € R}. Com
efeito, seja A o gerador infinitesimal de {S(t);t € R}, vamos mostrar que A = A. Seja
x € D(A) entao

S(t)x - x . S(t)x - x

Ax =lim = Ax
t—0 t t—0*
t —_

o que implica que x € D(A). Agora, seja z € D(A), entdo existe lim;_ o+ M e
além disso, note que

i 2T -2 5(4)% - Az.

t—0* - t—0* -t

S(t)xr -

Logo, Az = %ir%M = Az. Donde concluimos que x € D(A) e que A = A. ]

68



2. Semigrupos de operadores lineares limitados

O Teorema de Stone

Definicao 2.13. Sejam H um espaco de Hilbert sobre um corpo K e

A:D(A) c H— H um operador linear. Dizemos que A é unitario se A* = AL

Lema 2.23. Sejam H um espaco de Hilbert sobre um corpo Ke A: D(A)c H - H

um operador linear unitario. Entao, A é uma isometria.

Demonstracao. Basta observar que, para z € D(A) tem-se
|Az[? = (Az, Az) = (v, A" (Ax)) = (x, A7 (Az)) = (z,2) = ],

O

Teorema 2.24 (Teorema de Stone). Sejam H um espago de Hilbert sobre um corpo
K e A:D(A) c H— H um operador linear. O operador A é um gerador infinitesimal
de um grupo fortemente continuo de operadores unitdrios se, e somente se, 1A € auto-

adjunto; isto é, A € tal que A* = —A.

Demonstracao. Seja A o gerador infinitesimal de um grupo fortemente continuo de
operadores unitarios {S(t);t € R}. Entao A é gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo {S(¢);t >0} e —A & gerador infinitesimal de um semigruppo forte-
mente continuo {S_(¢);¢ > 0}. Sabemos que A* ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo

fortemente continuo {S(¢)*;t > 0}. Portanto,

St)*=8(t) "t =8(-t)=S_(t)

1 e 1
7 (S w-2) = (S-(t)a-2),

que implica que D(A*) = D(A) e A*x = —Ax para x € D(A). Portanto, A* = —A.
Reciprocamente, assuma que A* = —A. Da existéncia de A* segue que D(A) é denso
em F. Para cada z € D(A), temos

(Az,z) = (x, A%x) = —(x, Az) = - (Ax, x),

logo, Re(Azx,z) = 0. Portanto, A e —A = A* sao dissipativos, e assim, A e —A sdo
geradores infinitesimais de semigrupos fortemente continuos de contracoes, e portanto,
A é gerador infinitesimal de um grupo fortemente continuo de contragoes {S(t);t € R}.
Além disso, vamos mostrar que S(t) ¢ unitario para todo t € R. Se {S*(t);t ¢ R}
¢ o semigrupo com gerador infinitesimal A* = —A, entao S(t)* = S*(t) = S(-t) =
S(t)~t m
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Capitulo 3

Operadores setoriais € semigrupos

analiticos

Neste capitulo, introduziremos o conceito de operadores setoriais no sentido de
Henry [16], em espagos de Banach, exibiremos alguns resultados importantes relaci-
onados & teoria, e apresentaremos uma importante classe dos semigrupos fortemente
continuos: a classe dos semigrupos analiticos. Além disso, veremos que serd possivel
caracterizar geradores infinitesimais de semigrupos analiticos, isto é, exibiremos um
resultado que estabelece condicoes para que um operador linear seja gerador de um
semigrupo analitico. Veremos que isto ocorrerd quando —A for um operador setorial.
Este mesmo resultado estabelece ainda, uma férmula para os operadores do semigrupo.
E importante salientar que, ndao temos nenhuma pretencdo com a originalidade dos ar-
gumentos aqui apresentados nas demonstracoes dos resutados, e seguiremos de perto
as referéncias [B], [12], [13], [14], [15], e [16]. No entanto, o conteido das observa-
¢oes, as solucoes dos exercicios propostos nas referéncias supra citadas e as figuras aqui

apresentadas sao de autoria da propria autora.

3.1 Operadores setoriais

Nesta secao, apresentaremos o conceito de operadores setoriais. Além disso, exibi-
remos alguns resultados importantes relacionados a teoria. Serd importante o estudo
dessa classe de operadores para fazermos mencao, na proxima secao, a relacao entre
operadores setoriais e semigrupos analiticos. Veremos que estes operadores sao muito

importantes na teoria de semigrupos.

Definig¢ao 3.1 (Operador setorial no sentido de Henry). Sejam E um espago de Banach
sobre um corpo K e A: D(A) ¢ E - E um operador linear, fechado e densamente

definido. Dizemos que A é um operador setorial se existem ¢ € (0,5), M >1,eaeR
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3. Operadores setoriais e semigrupos analiticos

tais que o setor
Yag={AeCiop<larg(A-a)| <7, A#a}
estd contido no conjunto resolvente de A, e vale

[(AT-A)7 <

A —al’

para todo A € X 4.

Yag € p(A)

Figura 3.1: Setor complexo ¥, ={A e C: ¢ < |arg(A—a)| <7, A#a}.

Observacao 3.1. O leitor pode encontrar diferentes definicoes para operadores seto-
riais nas diversas literaturas, no entanto, a que vamos utilizar neste trabalho sera a
defini¢ao dada por [16], como ja mencionamos acima. Mas o leitor que estiver interes-
sado em conhecer as diversas definigoes, ird notar que algumas delas sao equivalentes

a que vamos tratar aqui.

Observacao 3.2. Seja E um espago de Banach sobre um corpo K e seja
A: D(A) c E - E um operador linear setorial, como na Defini¢do [3.1, Por conve-
niéncia, para facilitar a notacao e mencao a setorialidade do operador, diremos que A

é setorial do tipo (a,¢, M), onde a,$ e M sdo os mesmos da definigdo mencionada.

Teorema 3.1. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K e seja
A:D(A) c E - E um operador linear fechado e densamente definido. Escolha w € R
arbitrdrio. Entao A € setorial se, e somente se, A, = A+wl € setorial. Além disso,
temos também

Reo(Ay) > a+w,
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3. Operadores setoriais e semigrupos analiticos

onde a € o vértice do setor da definicao de setorialidade de A.

Demonstragao. Suponha que A é setorial do tipo (a,$, M). Pelo Teorema 1.2 do

Capitulo 1, temos que A, é fechado, e é densamente definido com dominio D(A).

Afirmacao 3.1. O setor
Yiws ={NeCio<larg( N - (a+w))| <7, N #a+w}
estd contido no resolvente de A,. De fato, seja X' € X, 4, entao
¢ <larg(N - (a+w))| <

e podemos reescrever estas desigualdades como ¢ < |arg((Mw) —a)| < w. Desde que A
é setorial do tipo (a, ¢, M), segue que N —w € X, 4 c p(A). Assim, existe X € p(A), tal
que A=\ —w.

Note que

M -A=NT-wl-A=NT-(A+wl)=NI-A,.
Dai, concluimos que X' - A, é invertivel, portanto, X € p(A,) € Xarw € p(Ay).

Além disso, temos

M M

I = A = =) = A < = ~ v o))

Donde concluimos que A, é setorial do tipo (a +w, ¢, M). H

Teorema 3.2. Seja E um espago de Banach sobre um corpoK e seja A: D(A)c E - E
um operador setorial. Entao

Rec(A) > a.
Demonstracao. Segue do Teorema |3.1f com w = 0. [

Teorema 3.3. Sejam E um espagco de Banach sobre C e A: D(A) ¢ E - E um
operador linear, fechado e densamente definido. Considere os operadores A, = A+ wl

para w € R. Entao, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) Para algum weR, A, € setorial.

(b) Para todo weR, A, € setorial.
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3. Operadores setoriais e semigrupos analiticos

(¢c) Ezistem M > 1, a,weR tais que

{AeC; Reh<a}cp(Ay,)

[AAT = Au) ™ < M,

para X € C com Re) < a.

Além disso, se (c) € satisfeita, entao A,, € um operador setorial do tipo (a,arctan(4M ), N)

para algum N > M.

Demonstragao. Vamos comecar mostrando que (a) implica (b). Suponha que para
algum wy € R, A, é setorial. Entdo, A,, +b] = A+wol +bl = A+ (wo +b)I & setorial
pela proposicao anterior. Logo, A + wl é setorial para todo w € R. A prova de que
(b) implica (a) é 6bvia. Vamos mostrar que (a) implica (c). Assuma que A,, ¢ um

operador setorial do tipo (b, ¢, M). Defina w = wy — b e a <0. Entao,
Ay =Augb=A+(wo—-b)l=A,, —bI

¢ um operador setorial do tipo (0,¢,M). Desse modo, temos Yo, c p(A,) e
(A - A)t < %, isto ¢, |A(A] — A)7'| < M para cada A € ¥4 Em particular,
veja que {A € C; Rel <a} c Xp4c p(A,). Por fim, vamos mostrar que (c) implica (a).
Com efeito, temos que A, com dominio D(A) ¢é fechado e densamente definido. Seja
M>1eaceRtal que {\eC; Reh<a} cp(A,) e [N - A)Y| < M para X € C com
Rel <a.

Defina

g arctan(anr) = {A € C; arctan(4M) <|arg(A—a)| <7, A #a}

¥e= 2a,arctan(4M) N\ {)\ € (C, ReX < CL}.

Confira a figura abaixo, para um melhor entendimento do setor <.
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3. Operadores setoriais e semigrupos analiticos

Im ,

\ arctan(4M)

a, / Re
i/ arctan(4M)

Figura 3.2: Setor complexo <.

Afirmagao 3.2. X< c p(A,) . De fato, seja A € X<, entdao note que
arctan(4M) <|arg(A - a)| < g

Se |arg(A - a)| # g, entao podemos afirmar que

0 <4M <|tan(arg(A—a))l,

mas

Im(\ -a)
Re(A-a)

e
Re(r-a)]

|tan(arg(A—a))| =

Dai, temos

m ()] _[m ()]

Re (A=a)l= g - § 4

(3.1)

Por outro lado, se |arg(A —a)| = g, entdo Re A = a, e portanto, [Re (A—a)| =0, e a

desigualdade em (3.1)) continua sendo verdadeira.

Im(\)
4M

Fixe € > 0 tal que € < e considere A\g = a—e+iIm()\). Note que \g € p(A,), pois
Relg=Re(a-e+ilm(\)) =a-e<a,

(Lembre que {\ € C; ReX<a}c p(A,)). Além disso, temos [Im(M\)| = [Tm(Xg)| < [Ao| €
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M oM
ol [Tm(N)]

e assim, temos

Im(A) #0 (pois Ae S<eX#a)e (Al -A,)! <

w1
M S TOT = AT

Da desigualdade obtida acima, temos

() L.
n{ow B2 <8 o g =)

pois Ao € p(Ay) e p(Ay) € um subconjunto aberto. Assim, temos

IA=Xo| = |\ —a+e—ilm(N)]
= |Re(A—a) + ¢
<|Re(A—a)|+¢
_Im()|  fim()

AM 4M
isto &,
[fm(A)]
A=Xo| < ——+
A=l <557
() . .
e logo, |A = Ao| < u O que nos diz que A € p(A,) e assim X< c p(A,). Portanto,

2a,arctan(4]ﬂ) c p(Aw)

Para A € X<, temos

(Im(A))?

A=l = (Re(h-a))* + (Tm(A - 0))* < S

+ (Tm(A)? = (Tm(N))? ((4]\14)2 s 1) .
(3.2)

Im(\ M 1
[Im(M)| = — < 1, logo pelo Teorema 1.10 do

Not A= Xol[[( M = A)1 -
ote que | ol[I( )7 < oM Im(N)| 2

Capitulo 1, temos

(ML= A)" = 3 (A= Ao)" (AT — A) ™.

n=0
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Assim,

o0

[(AT=A) <0 A= Aol (AT = A) =™

<5h W(U Afw)

M °°(|)\—)\O|M)n
[Im(A)| 2=\ [Im(N)]
Moo 1y

S ()| ,;)(5)

oM

~ [Im(N)]

De (3.2)), temos

i
14—

1 1 (4M)?
|)\—a|<|1m(/\)|\/1+m — |Im()\)|< Py

Assim,

1
ML 1+ ——
L, 2M A
[(AT - A4)"] < < -

[fm ()]~ A -q| A -al

onde L=2M,/1+

(A01)? > 0. Portanto,

L

M-A) < ——
L Rt

para A € X<,

(3.3)

Agora, vamos olhar para um estimativa similar em IT, = {\ € C; Re)\ < a}. Para isto,

vamos considerar 2 casos:

Caso 1. a>0. Fixe 0 <r < a e note que para A € II, n B(0;r), temos

A= al|(A = Au) 7 < IA(AT = Au) 7 + af (AT = Au) 7!

Lembre que no inicio observamos que {A € C; Rel < a} c ¥y, e por sua vez, tem-se

IANAL — Ay)~t| < M para todo A € ¢ 5. Assim,

A= al| (A = A) 7Y < M+ af|(M - AL) 7| < M.
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Note que o conjunto II, n B(0;r) é compacto. De fato, seja x, € II, n B(0;7) uma
sequéncia nao nula, entao para todo n € N temos Rex,, < r. E assim, a sequéncia Rex,,
possui uma subsequéncia convergente, uma vez que ¢é limitada, e além disso, tal sub-
sequéncia é subsequéncia da propria sequéncia x,,, o que nos diz que toda subsequéncia
em II,n B(0;r) possui subsequéncia convergente. Observe que se a sequéncia Rex,, for
nula, 0s mesmos argumentos sao validos.

Desde que (A -A,)7 | é a composigao de fungoes continuas, segue que al|(A-A, )|
¢ limitada em II, n B(0;r) e portanto, justifica-se a limitacao em , logo

M
AT =AY <

A-al

para todo A € I1, n B(0;r).
Para A € I, ~ B(0;7), temos |\ >r e

A= al|(A = Ay) < IA(A = An) 7+ al (A = Ay) 7Y

M
<M+a—
Al

M
<M +a— = M,
r

M.
o que nos da |[(AM - A,)7Y < |)\—2|, para todo A € II, ~ B(0;r).
~-a

M.

Defina M3 = max{M;, My} > M, e temos |[(A] — A,)7!| < ) ’ | para A € C com
-a

Rel <a.

Caso 2. a <0. Observe que para A € II, temos

A —al=+/(\-a)?
= \/(Re()\))2 + (Im(A))2 - 2aRe\ + a?
<V (Re(X))? + (Im(N))2 + a2
<.

Portanto,

M
S—
Al [A-q|

=

(A= AL)™ <
para A e I1,.

Juntando os dois casos, e a limitacdo em (3.3), concluimos que A, ¢ setorial do tipo
(a,arctan(4M), N') para N > M. O
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Observagao 3.3. Note que arctan(4M) € (O, g) pois 4M > 0 e a tangente é positiva

] T 3m e
apenas nos arcos compreendidos entre (O, 5) e (7?, 7), 0$ quais sao simétricos.

Lema 3.4. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K e seja A: D(A)c E - E

um operador linear limitado, entdao A é setorial.

Demonstracao. Pelo Lema 1.8 do capitulo 1, temos {\ € C; |\ > |A|} c p(A). Em

particular, temos que
{ANeC;Re A< =2|A|} c p(A).
De fato, note que para todo A € C temos |A| > —Re X e 2||A|| > |A||. Logo
Al > -Re A >2| Al > |A].
Assim,
{NeC; Re A< =2|A|} c p(A).

Desde que |A| > 2||A, temos A # —2| A| e podemos tomar a = —2||Al|, e escolher 6 = %

Logo, o setor complexo

Yoo ={NeC; %S larg(A—a)| <7 e N#a}
) . ) . |A| 1
esté contido no resolvente de A e além disso, temos W < 7 Logo
A=A =32 - =Y oy = |2
n=0 Ant n=0 A" n=0 A"
Dai, temos
) A n
o=y« 5 (1)
n=0 | |
> 1
< —_—
L
= 2.
Desse modo, temos
2
[(AT=A)7H < =
Al
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Para concluir a demonstracao, vamos invocar o Teorema |3.3| e observar que o caso

acima satisfaz a condigao (c), logo A é setorial. O

Lema 3.5. Seja H um espacgo de Hilbert sobre um corpo K e seja A: D(A)c H - H
um operador linear densamente definido, e autoadjunto. Se A é limitado inferiormente,

isto é, se existe ¢ >0 tal que (Az,z) > ¢(x,x) para todo x € D(A), entdo A é setorial.

Demonstra¢ao. Por hipotese, A é autoadjunto, logo A* = A e como D(A) = H, segue
que A* é fechado e obviamente A também é. Além disso, pelo Teorema 1.25 do Capitulo
1, temos o(A) c [m,c0) e em particular, o setor Yz © p(A). Note que, dados
x,y € D(A), temos

((A-ml)z,y) = (Az,y) - (mz,y) = (z, Ay) - (z,my) = (v, (A - m)y)

((A-mD)x,z) = (Az,x) - m{z,x) > m|z|* - m|z|* = 0.

Seja A € IS fixado, defina Ay = A —m, e assim temos dois casos a serem considerados

e Re \; <0, e dai, temos

[(AT = A)z]* = (A +m - A)x?
= |(MI = (A=mD)z|?
= \Pfe]? - 2ReA (A - mD)z, x) + [(A - mDz|* > M P |2

e Re); <|Im)|. Neste caso, para z € D(A), temos

(AT = A)z|? = |\T = (A-mI)z|?

A
= Em Pl + [(Res = (A =mD)al? > [T Plal? > Z2- |
uma vez que

(tImMz, (ReMI — (A-mI)z) + ((Rei I — (A—ml))z,ilmA x)
= iImAreh||z|? = iImA ((A—mD)xz, 2) — ilmA Rel|z|? + iImA (A - mI)z, )
=0.

79



3. Operadores setoriais e semigrupos analiticos

Combinando os resultados acima, obtemos, para qualquer \ € Y,z e qualquer z € D(A)

A—m
Al

V2

Donde segue que, se A€ ¥,z e y € H, entdo v = (A - A)y e D(A) e

[(AL = A)z] >

V2
I(AM = Ayl < m“yﬂ,

para todo \ € Y,z E assim, concluimos que A é setorial. O

Lema 3.6. Sejam X e Y espagos de Banache A: D(A)c X - X e B:D(B)cY ->Y

operadores setoriais em X e Y, respectivamente. Entao, é setorial em X xY o operador
AxB:D(A)xD(B) > X xY

definido por (A x B)(z,y) = (Az, By) para todo (z,y) € D(A) x D(B).

Demonstracao. Desde que A e B sao fechados e densamente definidos, é facil ver que Ax
B é fechado e densamente definido. Desde que A e B sao setoriais, existem constantes
a,b e R, My, M, > 1, angulos ¢1,¢, € (0,%) tais que Xq4, ¢ p(A4) e Xpg, € p(B), e

valem as desigualdades

M,
M- A
||( 1 ) |||)\1_a|
(§
M,
oI — B)7!
||( 2 ) |||)\2—b|

para A\; € X,4, € Ay € Xy 4,, respectivamente. Note que p(A x B) = p(A) np(B). De
fato, seja Ap(A x B), entao existe o operador (A — (A x B))~! e temos

(M - (AxB)) ™ = (M- A X -B)' = ((\[ - A)™,(\ - B)™).

Dai, temos que R(A - A) = X e R(AM - B) =Y, do contrario nao teriamos

R(M -(AxB))=XxY.

E a limitacao dos operadores (A — A)~! (Al — B)~! segue da limitagdo do operador

(M - (Ax B))™l. Gracas a essa informacao, basta escolhermos ¢ = min{a,b} e ¢ =
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max{¢1, 2}, € assim temos
EC,d) C p(A X B)
Se M = max{Mi, Ms}, entdo

[(AT=(AxB)) ™| = (Al - AN -B)"|

= max{||(AM - A)7[, [(M - B)'[}}
M
ST
A-¢]

para todo A € X ,. E assim, segue que A x B é setorial. O]

3.2 Semigrupos analiticos

Até agora, temos classificado semigrupos apenas como sendo fortemente continuos
ou como uniformemente continuos, sendo este ultimo um caso menos interessante. A
questao ¢ que, existem outras classes de semigrupos que possuem também propriedades
de continuidade, ou regularidade, interessantes. Abaixo, apresentamos uma importante

classe destes.
Definigdo 3.2. Se ¥ , denota o interior de ¥4, diremos que {T'(t); t €35, u{0}} é
um semigrupo analitico se

(a) T(0) = I;

(b) T(t+s)=T(t)T(s) para todo t,s € XgoU{0};

(c) %in%T(t)x =z

(d) X543t T(t) e L(E) ¢ analitica.
Observe que ¢ se aproxima de 0 por pontos de Xf ,.

Observe que o semigrupo analitico nao precisa ser definido em algum semiplano

complexo, é suficiente estender analiticamente o semigrupo a um setor complexo, como

vimos na definicao. O teorema a seguir nos oferece uma importante caracterizagao dos

geradores infinitesimais de semigrupos analiticos.

Teorema 3.7. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K. Suponha que o ope-
rador linear A: D(A): E — E € densamente definido e que —A seja setorial. Entdo,

valem as sequintes afirmacoes:
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(i) A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t); t >0} c L(E) com

T(t):% [ oAyt 10 (3.5)

a

onde 'y € a fronteira de ¥, s\{\ € C; |\—a|<r},r pequeno, orientada no sentido

da parte imagindria crescente.
(it) t— T(t) se estende a uma fun¢do analitica de {t € C; |arg(t)| < qﬁ—g} em L(E).

(i1i) Para algum K >0

1Tt cmy < Ke, AT (t)| < Kt 'e™ ¥ ¢>0.

d
ST(1) = AT(t)

é um operador limitado para qualquert >0 e a aplicagao (0,00) 3t~ T(t) € L(E)

é continua.

Demonstracao. Vamos comecar definindo para ¢ > 0:

1
T(t =—f N(\ - A)dA.
(*) 21 Jr, e )
Serd interessante definirmos 7T'(t) para t = 0, sendo assim, para t = 0 defina T'(t) = I,
onde I denota o operador identidade de FE.
Considere a mudanca de variaveis A = p+ a em ({3.5), dai temos d\ = du. Além disso,

veja que estamos fazendo a seguinte translacao na curva I',:

Im Im

<
<

Figura 3.3: Mudanca de variaveis: A = u+ a.
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Assim, temos

1
T(t) = 2m/ e(‘”“)t(u+a—A)’1du
eat ut 1
- o [ et (A= a))
0

() = [ e (A= a))
211 JTy

Além disso, temos que —A é setorial se, e somente se —A + a é setorial, assim obtemos

a seguinte limitacao:

M M M

= (A=) M= 0= A) M € = =

Logo, [[(p-(A-a))7 < | | para todo p € Xg 4 c p(A-a).

Feito isso, podemos considerar, sem perda de generalidade, a = 0, ou seja,

T(t) = f A= A)dA.
1)
Por conveniéncia, vamos comec¢ar mostrando (7i).

Considere p = A, entao

-1
T(t) = eﬂ(ﬁ-A) du
I'o t t

Desde que o integrando ¢ analitico, a integral nao depende da escolha do caminhos,

mas apenas dos pontos extremos. Dai,

-1
1 f e“ d,u
27
1

t t

< .
|273] Jrg
-1
t

1
<o f %
27 Jro

. i M |dp|

IT@®| =

t

M |e ||
“ 2w Jr, I

M efen
<oo f ——|du|
27 Jro |ul
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Im

»
|

Iy 20,6

v

V3

Figura 3.4: Curvas vy, 72,73-

E interessante para que esta integral seja finita, entao para estimar o valor desta inte-
gral, dividiremos o contorno de integragao nas curvas 71, Y2, Y3 como na figura acima,

sendo

1 ={XeC; |arg(N)| =1},
Yo ={AeC; [N =7 e |arg(\)| <},

3 ={NeC; |arg(N)| = —¢}.

Desse modo, temos

- == [ = [ e 3t = [ i
— = dp u u u
R TR ST i i

Afirmagao 3.3. Para cada i € {1,2,3} a integral 2%

é finita.

¥i |M|
De fato, comecemos verificando os casos em que i € {1,3}.

Considere € ;. Temos que p = x + iy com arg(pu) = e

x = pcos(¢)
y = psen(¢).

Se chamarmos ¢ (p) = pcos(¢) e v(p) = psen(¢) temos ¢'(p) = cos(¢p) e v(p) = sen(¢).
Lembrando que

[ 1= [ i)
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Rep
onde z(t) = u(t) +iv(t) ,a<t<b. Defina f(u) = e—, e entao

|l

M [ ehen M oo epeos(it)
f —|dp| = [ dp < oo
2r Jy |l r p

a conclusao acima segue da formula integral de Cauchy.

De forma analoga, obtemos

M elRen M -r eacos(t))
— f |dp| = / da < oo.
21 Jys |1 o a

Agora, para ¢ = 2, vamos considerar p € v com p =z + iy de modo que

x =rcos(f)
y =rsen(f)

e assim, du = (-rsen(f) + rcos(B))dp. Logo,
M
_f ercos(ﬁ)rdﬁ M/ rcos(ﬁ)d6<oo.
2m ro 2m Jor

Rf’u
lul

Portanto, concluimos que 5 -[Fo du| = K < oo. Como estamos considerando a = 0

temos
M elten "
1T < 5 [ Sldul = Ke,
2 Jr, Tl

para algum K >0 e para todo t € (0, c0).

Agora, verifiquemos |AT(t)|.

Recordemos que estamos supondo A fechado (pois —A é fechado) e portanto limitado.
Desde que T'(t) é definido por uma integral, que por sua vez pode ser vista como limite

de somas de Riemann, temos que para todo t >0 e x € D(A)

T(t)x =T(t)Ax. (3.6)
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Assim

AT(t) = A (ﬁ /F M - A)ldA)

:Lf MA = A)dA

271 Jro

:i,f (A= X+ A) (A= A)LdA

21 Jro

=i_f A = A) — T]dA

21 Jro

=if e”A(A—A)—ldA—i,f M,
211 Jrg 211 Jry

note que a segunda integral é zero e a primeira é limitada. Com efeito, considere u = \t,

entao
1 1d t 1d
= [ em(&_A) bl L[ euH(H_A) dp
2w Jrg t \t t 21 Jrg t\t t
t M |d
oL [ pola e
21 Jrg t@ t
M
:—f || = Ke® < oo.
21 Jry
Dai, temos
t|AT(t)]| < Ke™
e portanto,

|AT(t)| <t Ke™.

Agora, note que

d 1
—Tt:—fMtA—A—ldA
gl 1) =55 roe( )

1
= — e’\t/\(A—A)‘ld)\
21y Jro
= AT(t),

pois a integral converge uniformemente e o integrando ¢ analitico. Desse modo, con-
cluimos que ET(t) é limitado para todo t > 0, ou seja, concluimos (iv).

Vamos agora mostrar ().

Afirmacao 3.4. {T'(t); t >0} é um semigrupo fortemente continuo.

Com efeito, recordemos que por defini¢ao, 7'(0) = I. Observe que a aplicagao definida
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por s > T(t-3s)T(s)xr para 0 < s <t é tal que

ST = 5)T(5)a) = STt~ )T () + Tt - 5) - T(s)e
=-AT(t-s)T(s)x +T(t - s)AT(s)x
“T(t-s)AT(s)x+T(t-s)AT(s)x
=0.

Além disso, esta aplicacao é continua para 0 < s < t, logo é constante. Desse modo,

temos
T(t-s)T(s)=T(t)
e assim, vemos que {T'(t); ¢t > 0} é um semigrupo. Agora, para z € D(A) e ¢t >0 temos

T(t)e = QLM (fr MO - A)‘ldA) .

! (f At(f—xlmA-lA)(A—A)-ldA)x
27i
i(/ MO = A) + ATA) (A - A) ld/\)
271
:i,f M+ ATAN = A) M adA
211
At
:L, e—xd)\+—f MATTAN - A)Lad)
271 A 271 Jry
=+ L eMATTAN - A)Lazd)
211 Jrg

logo,

1
Tt)r-v==— [ eMATAN-A)zdA.
211 JTy

Logo, considerando p = At, temos

1 _
Tyl = | [ erta(t-a) o]
IR
si N (H—A) Az 2
21 Jry t

t M ldpl
<5 /| i

tMHAwH / | M||dﬂ|
|uf?
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e quando t - 0* temos |T'(t)x — x| = 0 pois o primeiro termo do produto vai a zero e o
segundo ¢ limitado. Portanto, concluimos que {T'(¢); t > 0} é um semigrupo fortemente
continuo.

Finalmente, vamos mostrar que A é, de fato, o gerador infinitesimal do semigrupo
[T(); ¢ 0} c L(E).
Note que

t t t
f T(s)Axds = f AT (s)xds = f iT(s)xds.
0 0 o ds
Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos
t
/ T(s)Axds=T(t)x—x x€D(A), t>0.
0

Entao,

_ ¢
% =%f T(s)Axds > Ax
0

quando t - 0*.
Para concluir a prova, considere B um gerador infinitesimal de {T'(¢); ¢t > 0}, entao

pelo Teorema de Hille-Yosida, 1 € p(B), e pelo que ja vimos 1 € p(A), desse modo
E=(I-A)D(A)=(I-B)D(A),
mas
(I-B)D(A)=FE=(I-B)D(B),
logo
D(A)=R((I-B)™")=D(B)
e portanto A = B, isto &, A é gerador infinitesimal de {T'(¢);t > 0}.

Por fim, vamos mostrar que a aplicagdo t — T'(t) se estende a uma fung¢ao analitica no
setor {t e C ; |arg(t)| <o -%}.
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Im

Figura 3.5: Setor complexo ¥y z.

Para t € Xy = ~ {0}, considere

T(t) = QL [F (A - A) LN,

(X

Desde que o integrando é uma funcao continua e analitica em ¢ € C, a integral
1 At -1
T, (t) = —f M= A) A,
211 JTo.n

onde Ty, = Ton{A € C; |A\] <n,n e N}, estd bem definida e determina uma fungao
analitica complexa T}, com valores em L(FE). Vamos mostrar que esta integral existe e
converge quase uniformemente em X4 = \ {0}. Para isso, vamos provar que para todo

compacto K ¢ Xz \ {0} e para todo € > 0, existe n >m > ng tal que
|T0(t) = Tu(t)| <€, VieK.

Fixe arbitrariamente um conjunto compacto K c ¥4z \ {0}. Entdo, existe d; e ¢’ tais
que V te K tem-se 0 <dy <|t|je —p+ 5 <-¢'<arg(t) < ¢’ <¢-3%. Logo, para todo

t e K, temos

_Qﬁ<—2¢+g<-¢—¢'<—¢+m«g(t)<—¢+¢'<—g. (3.7)

Além disso, fixe € > 0 e seja ng € N satisfazendo

M
0<— noidi 3.8
7mo§1d1e © (3:8)

onde & = cos(¢) < 0.
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Note que, para todo n € N podemos dividir o contorno I'p,, nas curvas:

LCpi={pe® n>p>r}
Lpa={ne’; ¢ <0<}
Cps={-pe" —-n<-p<—r}
Lpa={re’; ~6<0<6},

e, 'y nas curvas:

= {pe; m>p>r}

7o = {me”’; <0< 9}
3= {=pe™? ~m < —p< -}
vy = {re?; —p <0< P}

Seja A eI, 1, entdo
A= +1y
com arg(\) = ¢ e temos x = pcosg e y = psen(¢p). Assim,
A = pcosd +ipsen(d) = pe'® e d\=e?db.
Prosseguindo de modo analogo, obtemos a igualdade

1 1
f ML = A)Nd - —f AT - A)Nd)
FO,n 2 FO,m

2mi mi
1

—[ e’ (pel®] — A)Leidp

- 211

1 ¢ e,
to— [ e (ne? — A)~tn(-sen(0) +icos(8))do
i J-¢
1 T pte i - i
+%In e P (—pe — A) M (=e ) dp
1 ¢ rteit i -1¢ i¢
+%/:¢e (re’® — A)~(e')dr
1 moo . .
_ %l epte¢(pez¢_A)—lez¢dp
1 ¢ ; 4
“ 5 / e’ (me®® — A)'m(-sen(f) +icos())do
i J-¢
1 T pte i - i
g [ e (e - Ay (e ) dp
1 ¢ . .
— % [¢ erte 6(7’619 _ A)—l(eze)dr.
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Dati,
if eAt(M—A)ldA—if M = A) LA
211 JTo,n 21t JTom
L/ e"’tem(pe“bl A)” Ledp
2me
1 ¢ nte'? 0 -1 :
+%‘[¢e (ne — A)"'n(-sen(f) +icos(0))db
1 -m .
- e-pte™® i i
i (~pei®I ~ A) (- )dp
¢
—[¢ ™’ (me® — A)~'m(-sen(f) + i cos(6))d6.
E assim

1 L ‘ .
T.(t) =T, (t) = oo [n e?e (pel®] — A)Le'dp

1 n

o) e’ (ne® — A)n(-sen(8) +icos(6))do
1 -m —ig . .
I —pte AT -1¢_ _—i¢

+2m.f e (<peiT =AY (=) dp

- f e’ (met® — A) " m(-sen() + i cos(6))do.
Visto isso, obtemos paran>m2p2ngete K:
|75 () = T (1)
1 i 1 -m i . .
[ e (pete - aytetap e o [ e et a) ey
Tl J-n

271
. ) 1 -m —i
<pel¢—A>-1\||ez¢|dp+ — [ e
2

et —i - —i
—f e [ (=pe7i® = A) M| - e ldp

i i M .
<o / o) |ez¢|d,)+ [ e - el
i n

| = pe?|
M n pte M -m pte"i‘f>
2m Jm |p| 2m Jn | = pl

M n gRe(pt) cos(¢) M -m eRe(-pt) cos(-¢)
e
12 2m | = pl

dp.
27 P
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Dai, temos:
M [ epltlcos(4) M n eplticos()
T, - Tu® < 5 [ S——dp+ 5 ["T——dp
s p 2m p
M

e
S
% / Pdl COS(¢)dp

_ nd1§1 _ emdlfl)
7m0§1d1

< - enod1£1

mno&idy

<E.

Segue que os elementos da sequéncia {7}, sdo fungbes analiticas e a sequéncia
converge quase uniformemente em ¥4z \ {0}. Portanto, a fungdo ¢ —» T'() ¢ analitica
em 2¢_% AN {0} O

Vale salientar que a reciproca do teorema acima é verdadeira, isto é, se —A é gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores lineares limitados, entao A é

setorial, como mostra o teorema abaixo.

Teorema 3.8. Sejam E um espaco de Banach sobre um corpo K e
A:D(A) c E - E um operador linear tal que —A gera um semigrupo analitico, entdo
A € setorial. Além disso, se A gera um semigrupo {T'(t); t >0} que € analitico em

Yo ={AeC; |arg(N)| <o} com 0< ¢ < = e para algum C > 1, a € R, a estimativa

|T(A)] < Cemefier

vale, para N € ¥g 4. Entdao, para todo 0 < € < ¢, o operador —A ¢é setorial do tipo
T
(a, 5" o +e€, M) com algum M, > 1.

Demonstragdo. Suponha que A gera um semigrupo analitico {T'(t); ¢ > 0} em Xg, e

assuma que para algum C' > 1 e a € R, temos
IT(N)| < Cem ™A N e X,
Defina
A =al +A.

Afirmacao 3.5. A; é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico, a saber
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{S1(t) =e®T(t); t>0} em Xy 4. De fato, ja sabemos que A; gera um Cp-semigrupo, a
saber, {S;(t) =e¥T(t); t >0}. Além disso, note que a aplicagao

{AeCiheXost 3 A T(N) e L(E)

é analitica.

Observe que
para A€ Zog, [Si(V)] = [e*T(N)] = e T (V)] < C.

Fixe |0] < ¢ e defina S(t) = S1(et), t > 0. Entdo, {S(t); ¢t > 0} & um Cp-semigrupo

uniformemente limitado, pela observacao feita acima.

Afirmacgao 3.6. ¢’ A; ¢ o gerador infinitesimal de {S(¢); t > 0}. Com efeito, seja B o
gerador infinitesimal de {S(t); t > 0}. Fixe z € D(B) e defina f(\) =.S1(A\)z, A € X 4.
Para s > 0, temos

t —
S(s)Bzx = tlir(g S(S)M

i S1(es)S1(et)x — Si(es)x
t—0* t
- lim S1(es + eft)x — Sy (es)x
t—0+ t
0 4 oi0f) — (b
i L5270~ (e

— eief/(eies).

Assim,

f(e?s+t)— f(e?s)

S(s)Bx = lim

t—0+ t
i i S1(es)S1(t)x — Si(es)x
- t—0* t
oy SIS - S(s)a
=0+ t '

Com isso, vemos que S(s)z € D(A;) e S(s)Bx =¢A;5(s)x, s> 0. Pelo Teorema de
Hille-Yosida, temos que A; é fechado, e

S(s)x -z, AS(s)x - e Bx, quando t - 0%,
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dai, temos x € D(A;) e Ajx = e Bux. Portanto, D(B) c D(A;) e
Bz =Y A,z

Para a inclusao contraria, tome x € D(A;) e defina g(\) = S1(\)x, com A € ¥ 4. Para
5> 0, temos

S(s)Ax = tlir(% S(s)w

i0
- lim g(t+ets)
t—0* t
= g'(e”s)
ey SOSE)r- S

t—0* t

Logo, S(s)x € D(B) e BS(s)x =€S(s)Ax, s>0. Desde que B é fechado e
S(s)xr =z, BS(s)x—»e’Ax, quandot -0,
temos que z € D(B) e Bx = ¢ Ajx. Portanto, D(A;) c D(B) e
Br=eYAx
para x € D(A;). Combinando estes tltimos resultados, concluimos que D(A;) = D(B)
e B= ewAl.
Desde que {S(t); t > 0} é um Cy-semigrupo uniformemente limitado por C' > 1, pelo
Teorema de Hille-Yosida, temos {\ € C; ReA >0} c p(B) e
. C
(M- B)™| < y para A € C com Re) > 0.
Observe que

M-A =) -eB=c?\ - B).

Dai, A € p(A;) se, e somente se, \e?? € p(B) e (A - A;)™t =e?(\e?? — B)L.
Para todo |0 < ¢, tome {\ € C; Re(Xe?) >0} c p(A;) e

C

M-A) < =——
IO =471 < oy

(3.9)
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para A € C com Re(Ae?) > 0. Dai, vemos que
(A€ C; |arg)| < g +6, A#0)cp(Ay).

Fixe 0 < e < ¢ e considere X € C tal que |arg)\|<g+(b—ee)\¢0.

Se 0 <arg < g = ¢ — ¢, entao substituimos 6 = g - ¢ em 1} e obtemos

c C ¢
Re(Ae) ~ Re(Ae®®) ~ [Ncos(argA+0) ~ [A|sen ()’

(AT = Ap)7H] < (3.10)

Observe que

cos(argh + )

= cos(arg)) cos (% - ¢) —sen(arg)) sen (% - ¢>)

_ cos(argh)[cos (%) cos(¢) + sen (%) sen()]-

_ sen(arg) [sen (%) cos(3) - sen(®) cos (g)]

~ sen (%) [cos(arg)) sen() — sen(arg)) cos(6)] +

+ Cos (%) [cos(arg) cos(¢) +sen(arg)) sen(¢)].

Pelas determinacoes de €, ¢ e arg), e fazendo uma analise das parcelas da soma acima,

obtemos que
sen & < sen £ [cos(arg)) sen(6) - sen(arg)) cos(6)]
< sen %[cos(arg)\) sen(¢) —sen(argA) cos(¢) ]+

+ CoS (g) [cos(arg)) cos(¢) + sen(arg\) sen(¢)].

™ ) €
Analogamente, se 5" ¢+ € < argh < 0, entao, substituimos € = ¢ — — e também

conseguimos (3.10). Com isso, concluimos que para todo 0 < € < ¢
So.5-pre = (A€ C; g —p+e<|argh <m A#0}c p(—Ap)

e para A€ Eo,g—¢>+e,

C

[+ AN S ———-
|)\|sen(§)
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Portanto, o operador —A; é setorial do tipo (0,5 —¢+¢, M), onde M, = C(sen (5)_1 > 1.
Pelo Teorema segue que —A ¢ setorial do tipo (a,3 — ¢ +¢€, M.). O

Exemplo 3.1. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K e seja
A : D(A) ¢ E - E um operador linear. Defina em Y = E x E o operador A =
A A

0 A
seguintes afirmacoes:

:D(A) cY - Y, onde D(A) = D(A) x D(A). Entao, sao equivalentes as

(i) A é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em F.
(i7) A é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo em Y.
(i1i) —A é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em Y.

Observe que (i) implica (iz). De fato, seja {T'(t);t > 0} o semigrupo analitico gerado
por A. Afirmamos que {7 (t);t >0} onde

T - [T(t) tAT(t)]

0 T()

¢ um semigrupo fortemente continuo com gerador infinitesimal A.

Note que
7(0) - T(0) 0AT(0)] _ [I o] ..
0T°(0) 0 I
Sejam t,s > 0, entao
) = [T(t+5) (t+s)AT(t+35)
) 0 T(t+s)

:T(t)T(s) tAT ()T (s)

o T()T(s)
7@y tar)][T(s) sAT(s)
Lo T [l 0o T(s)
= T ()T (s).

Por fim, veja que

T(t)xr -z tAT(t)x
0 T(t)r —x

|7 () -] =

T(t)x tAT(t)x |z 0
0 T(t)x 0 =z
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calculando o limite de cada termo quando t - 0* obtemos que |7 (t)z—z| - 0. Agora,

seja B o gerador infinitesimal de {7 (¢);t > 0}, entao existe o limite e vale a igualdade

Bi = lim )2 -
>0+
mas
M AT(t)[L’ limt_>0+ M limt_,0+ AT(t)ZE
lim =
-0+ 0 T(t)xr -z 0 L, - T(t)xr -z
t . t
~ Ar Ax
1o A
= Azx.

Pelas igualdades acima, temos x € D(B) se, e somente se z € D(A) e A=B.

Agora, vamos mostrar que (i) implica (7i7).

Note que, desde que A é gerador de um semigurpo fortemente continuo, temos que A
é fechado e densamente definido e existem M > 1 e § >0 da dominacao do semigrupo,

tais que (A —A)7Y| < M para todo A € {\ € C; ReX > 8}. Logo, pelo Teorema

A=
concluimos que A é setorial e portanto, é gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico. E claro que se (7ii) é valida, conseguimos facilmente concluir, gracas ao

Teorema [3.3) que A é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

Proposicao 3.9. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K e seja
A:D(A) c E - FE um operador linear que é gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico em Yy onde 0 < 6 < g Se, além disso temos que —A ¢é gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente continuo, entdao A é um operador limitado.

Demonstracao. Considere {e*4; ¢ > 0} o semigrupo analitico gerado por A. Entao,
para cada ¢ > 0 o operador Ae!4 & limitado pelo item (c) do Teorema [3.7] Desde que
- A gera um semigrupo fortemente continuo, sao limitados os operadores e*4 para todo

t > 0. Por outro lado, temos
A= (At (e7t).

E desde que a composicao de operadores lineares limitados ¢ um operador limitado,

segue o resultado. O]

Corolario 3.10. Seja E um espagco de Banach sobre um corpo K e seja
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A: D(A) c E - E um operador linear setorial tal que —A também é setorial, en-

tao A é limitado.

Demonstracao. Pelo Teorema [3.7] segue que A e —A geram semigrupos analiticos, que
em particular sdo semigrupos fortemente continuos. Logo, basta utilizarmos a Propo-
si¢ao [3.9) para concluir o resultado. O

Corolario 3.11. Seja E um espaco de Banach sobre um corpo K e seja
A : D(A) ¢ E - E o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico num setor

Y, para algum 6 > 0. Entao, o problema de Cauchy
uw'(t) = Au(t) (o0 <t<0), u(0)=f (3.11)

estd bem posto se, e somente se A é limitado.
Demonstracao. Note que segue da Proposicao [3.9 O

Observe que a equagao
u'(t) = Au(t), teR, wu(0)=f1, u'(0)=fy, (3.12)
onde A é um operador linear fechado e ilimitado em X é formalmente equivalente &

U'(t) = MU(t), teR, U(0)=F, (3.13)

onde U(t) = ult) M = 01 F = h
u'(t) | Ao (]

Suponha por um momento que A = G?+ H, onde G gera um grupo em L(E) e H é um

operador fechado com D(G) c D(H).Denotemos Y =W x E' e W = D(G) um espago

de Banach munido com a norma do grafico. Trabalharemos no espaco W x E ao invés

de ' x E. Com isto em mente, suponha que existe um operador G em E tal que G é
fechado, densamente definido e D(G?) = D(A). Note que se A gera um semigrupo, tal
G existe necessariamente. De fato, podemos tomar G = (A - k;[)%, onde k é escolhido
de modo que (A - kI) gera um semigrupo unifortemente limitado em L£(E). Defina
V =D(A) e W = D(G). Entao, resolver em E com f; €V e fy e W é equivalente
a resolver emY =W xFE com F eV xW. A norma em Y serd denotada por |-|,
por exemplo, pode ser tomada como sendo:

[fl 1GAL+ LA+ 1 fal.
h
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Para mais detalhes, ver [15]. Com isso, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 3.12. Suponha que (ou equivalentemente (3.14])) é bem posta, no
sentido de que M com dominio D(M) =V x W € o gerador infinitesimal de um grupo

em L(Y). Entao, (3.11]) é bem posto no sentido de que A é o gerador infinitesimal de

um semigrupo analitico em um setor Xz.
Demonstragao. Ver [15]. O

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do Corolario e do Teorema
0. 1 2]

Corolario 3.13. Se o problema de Cauchy
u'(t) = Au(t), (—oo<t<oo), u(0)=/f, u'(0)=g (3.14)

estd bem posto, entao o problema de Cauchy estd bem posto se, e somente se,
A é limitado.

O proximo resultado garante que se A é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico
do lado direito do plano complexo, entdao —A? também é. Segue daf e do Teorema [3.12]

que (-1)"A2?" é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico no lado direito do
plano complexo se (3.14]) esta bem posto.

Proposicao 3.14. Sejam FE um espaco de Banach sobre um corpo K e
A: D(A) c E - E o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em 3, onde

7T . . . . .
0> 1 Entao —A? é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em 2og-z.

Demonstracao. Fixe € > 0 arbitrariamente. Desde que A gera semigrupo analitico,

existem constantes C., M., tais que

M,
[(A - A)H < 7
Al

para [A[ > C,, e A €Xg_x. Para A ¢ (—o00,0], seja = VA com Re) > 0. Entéo,
(A= A)7 ) = [[(=ip = A) (i = A)]7Y

= [ Gip = A) " (=ip - A)7Y
= | (i = A) M [ (=ip = A)7H,

logo,
M2 M?
[(AT=A) < 5 <
AP A
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onde ij € X x e || > C¢, isto &, X € Xgg o € |A| > C2. Logo, pelo Teorema —-A?

é gerador de um semigrupo analitico em Xigg_z. O]
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Capitulo 4

Poténcias fracionarias de operadores

lineares

Neste capitulo, vamos inicialmente estudar e apresentar a construcao das poténcias
fracionarias de operadores lineares definidos num espaco de Hilbert, que tém resolvente
compacto, espectro nao vazio, e que é autoadjunto, satisfazendo uma desigualdade do

tipo
(Au,u) > 0lul?,

para algum 0 > 0, onde A : D(A) ¢ H - H é um operador linear, e H denota um
espaco de Hilbert. Depois, veremos a definicao e as principais propriedades das potén-
cias fracionarias de operadores lineares do tipo positivo. As principais referéncias que

utilizamos neste capitulo foram [I], [5], [9], [16], e [23].

4.1 Poténcias fracionarias

Nesta secao, estudaremos as poténcias fracionarias de um operador linear A, defi-
nido em D(A) c H, sendo H um espaco de Hilbert.
Seja H um espaco de Hilbert sobre um corpo K, e seja A: D(A) ¢ H - H um operador

linear. Assuma que A tem resolvente compacto, 0(A) # @ e que é autoadjunto com
(Au,u) > 0ul?, (4.1)
para algum ¢ > 0. Neste caso, pelo Teorema temos

a(A) = (M, has ),
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

onde cada A; é autovalor de A com multiplicidade finita m;. Além disso,
Ajllus? = (Aw; ;) > 6]y,

isto é, \; > 0, e podemos assumir sem perda de generalidade que \;,; > \; para todo
j=1,2,...

Se M; é o autoespago associado a \;, entao dim M; = m;, H pode ser decomposto como
soma direta H = @32, M; e M; L M; se j #14. Se P; é a proje¢ao ortogonal sobre M;,
{u,e)

€51

isto 6. Py =™ i enti _\.P.
isto é, Pju=7%,] e, entao AP; = \;P; e

Au = Z A Pju,
j=1

para todo u e D(A).

Teorema 4.1. Sejam H um espaco de Hilbert sobre o corpo K e
A: D(A) c H - H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,
o(A) + @ € autoadjunto e satisfaz a desigualdade . Para m € N, temos A™ :
D(A™)c H - H por

D(A™) = {u e H; Y X" Pyul® < oo}

J=1

= 37 Py

=1
para todo u € D(A™).

Demonstracao. Seja

Mo = {u e H; Y X2 | Pyul? < oo).

=1
Tome u € D(A™) (m > 2), entao u € D(A), Aue D(A), ..., A" lu e D(A), Amu e H.

Desde {Wej} ¢ uma base ortonormal de H
J

00 o My ((Am oo Mj Am
SO FLTES 3 sl LU 3) SRt USY
j=1 j=11i=1 He | j=1li=1 He |

isto é,

:i)‘ ZJ:(7]2 J i
j=1 Hell j=1

i=1
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Consequentemente,

> A [ Pjull? < oo,

j=1
isto &, u € M,,. Logo, D(A™) c M,,. Agora, iremos mostrar M,,, c D(A™). Assuma
que M,, c D(A™) para algum m > 1. Seja u € H tal que

Y301 A2 2| Pyul? < oo, temos

o o] [e¢]
2 A B ulP < C D AT | Pyl
j=1 J=1

pois existe um namero finito de A; com 0 < \; < 1.
Desde que u € D(A™), obtemos

o0

y 1)\j13j)\§»’1u = Z;)\ijAmu,
j:

o0
DA Piu =
J=1 J

e a série Z;‘;l )\;mlpju ¢ convergente, e isto implica que A™u € D(A); isto é,
U € D(Am+1)_ Portanto, M,,,1 c D(Am+1). o

Definicao 4.1. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e
A: D(A) c H - H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,
o(A) # @, ¢ autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1).  Definimos
AY: D(A%) c H - H por

D(A%) = H

A =1,
Definicao 4.2. Sejam H um espago de Hilbert separavel sobre um corpo K e A :
D(A) c H— H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto, o(A) # @,

é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1). Para o € R definimos A% : D(A%) c
H - H por

D(A*) = {u e ;) /\ga\PjuH%o}
=1

A%u = Z AS P,
j=1
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

para todo u € D(A®).

Teorema 4.2. Sejam o >0 e H* = D(A%) o espaco equipado com o produto interno

(u,v)go = (A%, A%) cuja norma correspondente é
1
a < 2c 2 ’
o= Ll = (S1u?)
=1
Entao, H* = D(A®) € um espago de Hilbert.

Teorema 4.3. Seja H um espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K, e seja
A: D(A) ¢ H - H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,
o(A) + @, € autoadjunto e que satisfaz a desigualdade . Entao

(i) Se a>p>0 entao H* c HP;
(it) Se a> >0 entdo a identidade de H® em HP é continua;
(ii1) Sel>a> >0 entao H* é denso em HP.

Demonstragao. Seja uw e H*. Existe um nimero finito de \; <1, e isto implica que

> A [Pyl < € 3 A5 | Prul?,
j=1 j=1

para C'> 0. Logo,
[ul s < VOlul e,

para todo u € H®.
Agora, vamos mostrar que {e;} é completa em H* para todo « € [0, 1] pois, isto implica

que D(A) é denso em H* para todo a € [0,1]. Seja ue H® para a € [0, 1] tais que
(U, ej)Ha = 0,

para todo j € N.
Entao, para todo j € N

0= (A%, A%;) = X} (A%, e;) = A3%(u, e))

que implica que u = 0, desde que \; > 0. 0

Teorema 4.4. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e A: D(A) c
H —- H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,
o(A) + @, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade . O operador A® é au-

toadjunto.
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Demonstragao. Inicialmente, note que D(A%) é um subespago denso de H, pelo Teo-
rema e porque combinacoes lineares de e;l’s pertencem a D(A%). Além disso, é facil

ver que A® & linear. Sejam u,v € D(A®)

(A%, v) = (ZA?‘Pju,v) Z)\Q(Pu v) = Z)\ Z ”2 €5,
= =1
isto é,
u U) Z)\az(|WHQ)(U,G;)Z(U,AQU).
=1 =1
e A* & simétrico, pois A < (A¥)*. Agora, vamos mostrar que

M = D((A%)*) c D(A®).
Seja v e M e (A%)*v = v*, entao

(A%u,v) = (u,v*),

para todo u € D(A®); isto é,

8

Af (Pju,v) = 3 (Pyu, v),
1

J=1

J

para todo u € D(A®).
Se u = €}, entao
A (Pyel v) = (Prel,v)

e portanto,
(o]
2 2
> A | Pev]]? < oo,
k=1
pois v* € H. Assim, v e D(A%) e A* é autoadjunto, como queriamos mostrar. O]

Teorema 4.5. Sejam H um espago de Hilbert separdvel sobre um corpo K e A: D(A) c
H — H wum operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,
o(A) + @, € autoadjunto e que satisfaz a desigualdade . Entao, A* satisfaz

com
o(A%) = {\2, A, ..}

Teorema 4.6 (Desigualdade classica de Poincaré). Suponha que 1 < p < coe ) c R?

é um dominio limitado. Entdo eziste uma constante C' >0 (dependendo de ) e p) tal
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

que para toda funcao u do espaco de Sobolev Wol’p(Q) temos
HUHLP(Q) < CHVUHWOI’I’(Q)

Demonstragao. Ver [4], Capitulo 9, Corolario 9.19.

Exemplo 4.1. Considere um dominio limitado 2 ¢ R? de fronteira suave (de regula-
ridade pelo menos C?®). Iremos denotar por A o operador Laplaciano com condigbes
homogeéneas de Dirichlet de fronteira. Suas autofungdes L2(§2)-normalizadas serao de-
notadas por wj, e seus autovalores contados com suas multiplicidades serao denotados
por Aj:

—ij = )\jwj.

Sabemos que 0 < A; < - < A\j = o0, quando j — oo, e que —A é um operador posi-
tivo autoadjunto em H = L?(Q), com dominio D(-A) = H2(Q) n H}(©2). O estado

estacionario w; é positivo, e
cod(x) S wyi(z) < Cod(x)

vale para todo x € €2, onde
d(z) = dist(x,00)

e ¢p, Cp sao constantes positivas dependendo de 2. O calculo funcional pode ser definido

usando expansao por autofuncoes. Em particular,
(=8)7f = 2 AT fiw;
j=1

COo1n

fj=[2f(y)wj(y)dy,

para f e D((-A)®) = {u e L2(Q) X5 A fr < oo}, iremos denotar por
AY = (-A)”

as poténcias fracionarias do Laplaciano negativo de Dirichlet, com 0 < a < 1 e com
| f| e & norma de D(A®)

[e9)

[ Ve = DA f5

J=1
Vamos mostrar que

D(A?) = HY(Q).
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

De fato, para f € H*(Q) n H}(Q2) temos

IV By = [ F-8) o= [ |(-A)% fPdo = 1AL oy = 1712,

Recordemos que a desigualdade de Poincaré implica que a integral de Dirichlet
no lado esquerdo da equagdo acima é equivalente a norma em H}(§) e portanto, a
aplicacio identidade do subconjunto denso H2(Q)nHE () de H} () para D(Az) é uma
isometria, e portanto, H} () c D(Az). Mas, H2(Q) n H}(Q) é denso em D(A?), pois
combinacoes lineares finitas de autofuncoes sao densas em D(A% ). De maneira analoga,
utilizando o argumento de isometria, provamos que a inclusao contraria também é

verdadeira.

Teorema 4.7 (Desigualdade de interpolagao). Sejam H um espago de Hilbert separdvel
sobre um corpo K e A : D(A) ¢ H - H um operador linear. Assuma que A tem
resolvente compacto, o(A) + @, € autoadjunto e que salisfaz a desigualdade .

Entao, para cada u e D(A®) temos
| A%l < [ Auf*fu] =,

para todo € [0,1].

Demonstracio. E suficiente usar a desigualdade de Hélder com expoentes é e ﬁ Seja

x € D(A?®), entdo

1

) 2
manPjun?)
j=1

| A%u]

1
00 2
- (Spimalpue)
j=1

< ZA?“HPJ»uHQ) (ZtuuP)
j=1 =1

| Au® fuf .

O

Teorema 4.8 (Desigualdade de interpolagao). Sejam H um espa¢o de Hilbert separdvel
sobre um corpo K e A : D(A) ¢ H - H um operador linear. Assuma que A tem
resolvente compacto, o(A) + @, € autoadjunto e que satisfaz a desigualdade )
Entao, para cada u € D(AP) temos

| A% < | APu) ¥ u) 7,
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

para todo o€ [0,5] e B> 0.

Demonstracao. Com efeito, basta chamar T = A8 e 0 = 5, e aplicar o Lema , assim

temos
| T%ul < | T[],

como queriamos. ]

Teorema 4.9 (Desigualdade de interpolagao). Sejam H um espago de Hilbert separdvel
sobre um corpo K eA : D(A) ¢ H - H um operador linear. Assuma que A tem
resolvente compacto, o(A) + @, € autoadjunto e que salisfaz a desigualdade .
Entao, para cada u e D(AP) temos

| A%l < |APu]*] Avu]

para o= 0+ (1-0)y, 0 €[0,1], v€[0,5] e 5> 0.

Demonstragao. Seja 0 € [0, 1], pelo Teorema temos,
[ AP 0] < [AC D]t
para todo u € D(A®-1). Trocando u € D(A?P) por AYu temos
HA(/B—W)eAWUH < HA(ﬁ—V)AVUHQHAWUH(1—9)7
isto é,
| A%l < A u]®) A7l

]

Teorema 4.10. Sejam H um espago de Hilbert separdvel sobre um corpo K e A :
D(A) c H - H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto, o(A) # @,
é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade ({{.1). Entao p(A) contém (-o0,0) e

1
H()\I—A)_lu < m, A <.

Demonstracao. Seja A € p(A), entdo

[(AT = A)ul® = [(A=8)u+ (6] = A)ul?
=(A=0)?|ul? +2(\-9)(u,du— Au) + || (61 - A)ul?,
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

ou seja,
(AL = A)ul? > (A= 0)?[uf? > dist(A, o (A)) Jul?.

m
Sejam H um espaco de Hilbert separavel sobre um corpo Ke A: D(A) c H - H um
operador linear. Gracas ao Teorema de Lumer-Phillips —A ¢é gerador infinitesimal de

um semigrupo fortemente continuo que serda denotado por {e~4*;¢ > 0}. Diante disso,

apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 4.11. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e A :

D(A) c H— H um operador linear. Temos
ey =3 e NP,
=1

para todot >0 e ue H.

Demonstragio. Note que {¥.52, e*'Pju;t > 0} ¢ um semigrupo fortemente continuo.

De fato, observe que

ey = Tu,

onde I denota o operador identidade de H. E sejam t¢,s > 0, entao

e*A(t‘FS) — efAtefAs.

Além disso, veja que para todo u € H temos

lemu—ul >0

quando ¢ > 0*. Se B denota o gerador infinitesimal de }.72; e~ () Pju, entdo, para cada
we D(B), t>0ev(t) = X3, e Pyu, temos

oo —\.

et -1

7=1

HW(0) =0(0) = (T e P

erit — 1

Observe que lim;_ o+ = f(0), onde f(t) = eMt. Desse modo, temos

-Au.

lim (0(0) = 0(0)) = = X\, P
isto é, ue D(A) e D(B) = D(A).
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Por outro lado, seja u € D(A) entao

oo oo _)\jt _ 1 oo
—Au=— Z; AjPju = Z;tliré} GTPJU = lim Z 6—Pju
Jj= j=

isto é, ue D(B) e —Au = Bu. O

Teorema 4.12. Sejam H um espagco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e
A:D(A)c H— H um operador linear. Temos

le ) < e,
Demonstracao. Seja u e H entao

o0
e ul = 32 e Pul

J=1

o0
< eV Pl
j=1

J

<e Y | Pl
j=1
=e "u,
para todo t > 0. O

Teorema 4.13. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e
A:D(A)c H— H um operador linear. Entao

o(e ) = (e jeN),

para todo t > 0.

Demonstracao. Seja 3 € C tal que 8+ et para todo j € N. Entdao o conjunto

1 .
(T en
é limitado, pois et - 0 quando j - oo. Logo, o operador R(3;e ) definido por

R(B;eM)u = i ;P]u

ot /8 _ e—/\jt

é limitado e linear. Além disso,
R(B:e)(BI - ) = (B - M) R(B: ) = 1.
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Portanto, 3 € p(e=4t). Assim
o(e ) = {e Nt j e N}.

para todo t > 0. O

Lema 4.14. Para cada s >0 e a > 0, temos

Demonstragao. Sejam o> 0 e f,:[0,00) > R a funcdo definida por f(s) = s®e~*. Note

que
VO<s<a, fl(s)=as*te®—s%*= (g - 1)50‘6_3 >0
s
e
%€ = fo(s) < fala) = a%e ™.
Note que
Va<s, fi(s)= (2 - 1)30‘6’5 <0
s
e

%™ = fo(s) < fala) = a®e ™.
[

Teorema 4.15. Sejam H wum espago de Hilbert separdvel sobre um corpo K e
A : D(A) ¢ H - H um operador linear. Para cada t >0, o > 0 e u € H temos
e Aty e H™ e

o0
a, —-At,, _ a, -\t p.
A% u—Z)\je ' Piu
J=1

le ] 2(p, ey < Cal™,
onde c,, = e~(1-loga)

Demonstracao. Com efeito, para cada t >0, >0 e u € H. Note que para cada j € N

X5t Pyul =72 () e Pl < et Prul

%) o0
| Y2 X5 Pl < cat™ Y [Pyl < oo,
j=1 ’

g=1
onde

Co = a%e @ = e—a(l—loga)'
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Em outras palavras, para t >0, a >0 e u € H temos e tu e H* e

o0
Aae—At Z a—)\tPu

He‘At “L(H,H“) § Cat_a.
]

Teorema 4.16. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e
A: D(A) ¢ H - H um operador linear. Para cada t >0, a > 8 e u € H? temos

e Aty e HY e

e~ | z(re oy < Capt? ™,

onde cqp > 0.

Demonstragao. Para cada t >0, a> 3 e ue H? = D(AP). Note que, para cada j € N

[AFe" Pyul| = £ (A\t) e~ Pyull < a®e™t* | Pyul|

e oo o0
Z Afe N Pul < cat™ ) | Pyul < oo,
7=1 7=1
onde
Co = a%e @ = e—a(l—logoa)‘

Em outras palavras, para t >0, a >0 e u € H? temos e 4tu ¢ E°,

o0
Aae—At Z A —)\ tpu

||€_At HE(E',EO‘) < Cat_a.
]

Teorema 4.17. Sejam H wum espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e
A:D(A)c H— H um operador linear. Para cada X € p(A), temos

> 1

(M= A) =
j=1 A= )\j
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Logo para X\ € p(A),

1

[(A - A)7 < distOv o (A)

Demonstragao. Seja A € C tal que A # \; para todo j € N. Entdo, o conjunto
1
——:j¢N
{A 7 }

é limitado, pois A\; - oo quando j - co. Logo, o operador R(\; A) definido por

1
R(A;A)uzZ)\_)\'
j

J=1

Pju
¢ limitado e linear. Além disso,
RNAYN -A)=(M-A)R(NA) =1.

Logo, A € p(A). Portanto,

© 1
RO A) =5 —L p.
j; A=X 7

[]

Teorema 4.18. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel sobre um corpo K e
A : D(A) ¢ H - H wum operador linear. Tome ¢ € (5,m), seja
Yy = {X € Clarg(N)| < ¢} e I' a fronteira de —=¥, U B,.(0) orientada de modo que

a parte imagindria seja decrescente. Para o >0, temos a identidade

Ao - i_fxa(M—A)-ldA.
2me Jr

Im

Figura 4.1: -X4u B,(0).

Demonstracao. E facil ver que a integral do lado direito é um operador linear limitado,
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

e de fato temos

an()\I A)ldx_zii( AC; )p,

(®%

27m

[
e~

]

Vimos na Defini¢ao como estd definido A%, contudo, existe outro modo de
representar A%, o qual nos permite estender a nocao de poténcias fracionéarias para

uma classe maior de operadores. E o que apresentaremos a seguir.

4.2 Operadores do tipo positivo

Definicao 4.3. Sejam H um espago de Hilbert separavel sobre um corpo K e A :
D(A) ¢ H - H um operador linear fechado e densamente definido. Dizemos que A é
do tipo K positivo, K > 1, se R* c p(A) e

M+ A)? <
[+ ) e < 15

para todo A > 0. Denotamos por
Pr = PK(H)
o conjunto de todos os operadores do tipo K positivo, e A é do tipo positivo se

AeP:=P(H):= ] Px(H).

K>1

Teorema 4.19. Sejam H wum espaco de Hilbert sobre um corpo K e

A:D(A) c H— H um operador do tipo K > 1 positivo. Se 0y = arcsen(5x) €

1

Sk ={2z€eC;larg(z)| <0k} u{zeC;|z| < 5K

S )

entdo Sk c p(-A) e

2K +1

M+ A7 <
I+ )7 < T

para todo \ € Sk.
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

:-':Re

Figura 4.2: Sk.

Demonstracao. Seja s>0e A eC com

1+s
A—s| < = R,.
A=< 55

Desde que para cada s >0

M+A=(sI+A)[I+(A-s)(sI+A)],

K
I+ A4 o < T
O 1
[(A=8)(sL+A) e < 5
e
-17- - n -n = 1
7+ (A= 3)(T+ )T e < 505" (5T + 4) e < 3
Logo, para A € p(—A) temos
[AT+ A) ey M+ A= s)(sT+ A) 7 ] e (ST + A) 7 e
2K
<
1+s
L 2K I+s+]|\-s
Y 1+s
<2 (14 1)
1+ Al 2K
2K +1
TR
Consequentemente \ € p(A) desde que |A - s| < R, com R, = 552, Portanto, Sk ¢
p(A). O

115



4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Definicao 4.4. Seja Ae P(H) e a € C com Rea < 0, definimos

1 1
A% = — f(—)\)a()\I+A)*1d>\ — [AQ(M—A)*ld)\,
2w JT 21 JT

onde I' é uma curva simples em Sk\[0,00) suave por partes, de coe™ a ooe®, 6 €
(0,arcsen(z5)]. Evidentemente I'={\eC;-\eTl'}. Segue do Teorema de Cauchy que
A esta bem definido em L£(H) independente de T.

Im

Figura 4.3: Curva I'.

1 1
De fato, para r < 53z e v € (0,arcsen(55 )], temos

f( A + A)LdA
= Lf (—se™)*(se™ I+ A)te™ds
2me
/ (—se™™)*(se™ I+ A)te™™ds
27T

1 v ‘ ‘ .
+— f (—re” ™) (re I + A) rie dyp
2

27 T—v

2m

e, observamos que se « € C, entao

|Aa| — |eln/\“| — |€aln)\| — |e(Rea+iIma)(ln|/\\+ia7“g>\)| — 6R6a1n|)\\e—1mo¢arg)\

|>\a| < C|/\|Rea

porque arg € (0, arcsen(%)].
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

Portanto,

< [T d-ser e (se T A e ds
o 1
<c(2K +1) f ghtea

1+s
Sc(2K+1)f sfeelds < oo,

T

fw(—sei”)a(sei”l+ A) e ds

L(H)

ds

Além disso, temos

L(H)

H/ (—se™™)*(se™™ I+ A) e ™ds
< [T el se e (se T+ ) gy

oo 1
<c(2K +1) f ghtea ds

1+s
<c(2K +1) f sfeelds < oo

T

[ (-re ) (reI + A)"'rie™do| ¢

2m—v
S‘/; crfee|(re I + A) ™Y conyrde
v 1
<c(2K +1 Reatl_—_g
3 L S

<2c(2K + 1) (7 - v)rfear! < oo,

Portanto, A% estd bem definido em L£(H) independente de T

Teorema 4.20 (Formula integral de Balakrishnan). Seja o € C com 0 < Rea < 1,

entao

PR G f°° A (AL + A)"Nd).
0

T
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Im

Im

Re

Figura 4.5: Curva I.

Demonstracao. Desde que

1
Ao = ——f)\a()\I+A)‘1d>\,
Iy

271

onde T" & alguma curva simples em Sk\(-o0,0] suave por partes de ocoe™ até ooe,

0 € (m,m—arcsen(5)]. A saber, T ¢ tal que
(=567, 5 € (—o0, 1]} U {rei®; o] < 7 — e} U 5™ ;5 € [, 00) ),

com € >0 e r > 0 suficientemente pequeno.

1 0o ‘ . .
A= [ (Sez(w—e) )—a(sez(ﬂ'—e)[ _ A)—lez(ﬁ—e)ds
2mi Jr

1, | |
_ 2_ / (_Se—z(rr—e))—a(_se—z(rr—e)] _ A)—l(_e—z(w—e))ds
Tl J-o00
1 T—€ ) ] '
~ o [(ﬂ_g)(rew’)o‘(re“pl—A)_lm'ewdgo.
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Seja r >0

e—a(ln s+i(m—e€)) (Sei(w—e)l _ A)—l (ei(w—e))
N _S—Ozefiﬂa(_sl _ A)il,

quando € - 0*, e

|emons+i(r=0) (s¢i ™= [ — A) ()| oy
)2+ 1

1+s
< (2K + 1)elfmalr g=Rea1,

- Ins+l -
<e Realn s+Ima(n—e

onde a fungao s = (2K + 1)ellmalmg=Rea-1 ¢ integravel em (r, 00) porque 0 < Rea < 1.

Gragas ao teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

/°° gm0 s+i(m=0) (oi(m=0) [ _ £)1¢im=0) g

T

—>f —s e (—s] — A) lds,

quando € — 0.

Novamente, seja r > 0
e—a(ln|s|—i(7r—e)) (_Se—i(ﬁ—e)] _ A)—l (_e—i(ﬂ—e)) N (_S)—aeiﬂa(sl _ A)—l

quando € - 0%, e

|eme(nlslmitm=) (_ 5= — A)(=e™ ") | 2o
2K +1
1+s

< (2K + 1)e|1moz\7rs—Reo¢—1’

—ReaIn(-s)+I -
g e Rea n(-s)+Ima(r—e)

onde a fungdo s = (2K + 1)ellmelrg-Rea-1 & integravel em (-—oo,—r) porque
0<Rea<1.

Gracas ao teorema da convergéncia de Lebesgue, temos

[T efa(ln|s|fi(7rfe))(_Sefi(ﬂfe)[ _ A)fl(_efi(ﬂ'fe))ds
- /_ (—=s) ™ (sI — A)~tds

quando € — 0.
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Desde que
[ it etep - 4yt dg
< Al 1r1‘Rea fﬂ e?Imedy < oo.
1+7r -
Temos
[ rieetnrireter - A) ey
— pie”INTHR) (peie [ — A) el dp.
Portanto,
_ 1 i 1
A = —2—f s (sl - A)"'ds
)
27” f (-s) e ™ (sI - A) 'ds
- / —a(lnr+zgo)(r€z<pj A) 17“Z€w;d30
271
Novamente,

A _ A 2K +1
He—a(lnr+up) (Teupj _ A)—lrieup ”L(H) < o Tl—Reaelmw N O,
S

quando r - 0%, porque 0 < Rea < 1.

Gracas ao teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

A = —L_ foo 5™ (s + A)~'ds
0

——,/ s "™ (sI + A)ds
21 Jo
1
— 5 z7ra_ ma)/ S[+A) 1d$

= sen(—ﬂoz)f s7(sI + A)ds.
7r 0

Note que, dado A € C com 0 <Rea < 1, e seja A € P(H), entao

_ | SGD(?TO()| ‘Rm
Ao [
A e < S

|sen(7ra)|
sen(mRear)

Teorema 4.21. Sejam «, 3 € C com Re o, Re 3<0, entao A*AP = Ao+B,
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Demonstra¢ao. Ver pagina 70 de [23]. O

Observacao 4.1. Seja A € C com 0 <Rea < 1, entao

) —Rea oo g—Rea
SQH(TFR@CY) /‘ s . ( f s s - ™ )
1+ s o l+s sen(mRex)

e seja AeP(H), entao

| sen 7TOé)| ‘Reo‘
Ao [
A e =

<K |sen(7r04)| .
sen(mReq)

Lema 4.22. Existe uma constante C' tal que para 0 < a <1,
A <C

Demonstracao. Para a =0 temos A~ = [ e logo, a afirmagao é verdadeira. Para o =1
temos A= = A1, que é limitado pois 0 € p(A), ja que A é do tipo K positivo. Agora,

vejamos para 0 < a < 1. Neste caso, usamos a formula de Balakrishnan e temos

|A=] = —Sen(om)[m)\‘o‘(x\I+A)‘1d)\H
7T 0
sen(ar) 1 _ ) sen(am) [ -1
—f A + A) d)\H+ —f AN + A) d)\H.
T 0 m 1
) Ch C’1
Para 0 < A < 1, seja |[(A + A)7Y| < Cy. Além disso, para A > 1 temos 1—|| |)\
assim, |(A + A)7Y| <€ |)\| Logo, |A(A + A)~!| < Cy. Desse modo, temos
1 )
ja-e] < [[2oRem) o f Ad)| + Mc& f A-l-adA”
T 0 1
_ sen(7(1-a)) Co s sen(ﬂa ’01
m(1l-a)
<C.
[

Teorema 4.23. Seja A € P, entao a familia {A%; Rea <0} u{A® =1} é um semigrupo

fortemente continuo em H.
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Demonstracao. Note que

(sI+A) ' —(s+ 1) = (sI+A)I-(1+s)(s[+A)]
=(1+s) (sl +A) (I -A),

para s > 0. Desse modo, seja x € D(A) e € C com 0 < Rea< 1

A% -z
= sen(ﬂoz) f _O‘(SI+A) Leds — —sen(wa) / sTH(1+ 5)_1a7ds
T

sen(ﬂa) / ’

Consequentemente, para 0 < Rea < 1

(sI+A) (I - A)xds.

—-Rea

(1+ s)st

. jsen(ra)|

Ao~ < BTNy gy

Desde que fo (::;2 ds - 1 quando Rea - 0, temos Ax — x quando

a - 0 em {a € C;largal < ¢}, para cada ¢ € (0,5). Além disso, desde que A~ &

uniformemente limitado « € {a € C;largal < ¢} n{a € C;0 < Rea < 1} para cada
o (0,3), pois

_ |sen(ma)|
A SK———2.
H lecn sen(7Rex)

Logo, A=« converge para I na topologia uniforme de operadores, quando a - 0 em

{a € Cslargal > 5 + ¢} para cada €€ (0, 7). :

Teorema 4.24. Seja A € P, entio a familia {A%; Rea <0} U {A® =1} é um semigrupo

analitico em H.

Demonstragao. Gragas ao teorema anterior, ja sabemos que {A%; Rea <0} u {A° =T}
¢ um semigrupo fortemente continuo. Além disso, note que a aplicacdo {a € C;Rex <
0} 3~ A% e L(F) é analitica. O

Teorema 4.25. Sejam AeP e a € C com Rea <0, entao A* é um operador injetivo.

Demonstra¢ao. Note que se Rea > 0 e x € ker(A~%), escolhemos n € N de modo que

n < Rea <n+1 entdao obtemos A-¢~("+1-®) g = A-n=1x = (). De fato, veja que

A—a—(n+1—a)x — A—(n+1—o¢)—ax — A—(n+1—a)A—aI — A—(n+1—a)0 =0.
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Note que, o passo dado na segunda igualdade ¢ possivel gracas ao Teorema Por

outro lado, temos 0 € p(A) (pelo Teorema , logo o operador A"~! & injetor e

concluimos que x = 0. Assim, ker(A=?) = {0} e portanto, A% é injetivo. O
Em virtude deste teorema, podemos apresentar a seguinte definicao:

Defini¢ao 4.5. Seja a € C com Rea > 0. Defina A~ : D(A®) c H —» H por D(A®) =
R(A) e

A% = (A1 Rea > 0.

E claro que, o operador A* é fechado e seu dominio D(A®) munido com a norma
do grafico, isto é, D(A%) > x » |A%x| + ||«| é um espaco de Banach. De fato, seja

u, € D(A®) uma sequéncia de Cauchy, entao dado € > 0 existe ng € N tal que
para n,m > ng, |Uun = Up|pae) <,

assim, temos
para n,m > ng, |A%u, — A%u,| <€,

pois A® é fechado. Logo, A%u, é também uma sequéncia de Cauchy em E. Sendo F

um espaco de Banach, existem u,v € F tais que
u, >u emE e A%, —>v em E.

Desde que A* é fechado, concluimos que u € D(A®) e A% = v. Assim, u, - u em
D(A®), pois

[un =l peacy = Jun = ul + | A%un = A%l

Gragas a limitacao de A=, é facil ver que D(A®) 3 x » |A%x| é equivalente a norma
D(A%) 3 x — |A%| + ||x|. De fato, seja =, € D(Aa) = R(A%) com z,, > x e A%y, — .
Assim, existe y, € R(A%) = D(A~®) tal que y, = A%, — vy, isto é, A%y, = x, —> =,
assim temos y, -y e Ay, — x, isto implica que y € D(A%) e A~%y = x, desse modo,
concluimos que z € R(A™) = D(A%) e A%z = y. A prova de que D(A®) munido da
norma definida acima é espaco de Banach segue do Teorema 1.14. Para verificar que

as normas sdo equivalentes, note que |A®-| < [|A%- |+ || em D(A®). Por outro lado,
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4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

gracas a limitacao de A~ temos
[A% -+ -1 = A% [+ A=A - < A% - [ max{1, [ A7 -]}

Definicao 4.6. Sejam A € P e a € C com Rea > 0. O espago de Banach
X =(D(A%),|A%|g) é chamado espaco das poténcias fracionarias associado ao ope-
rador A.

Lema 4.26. Sejam A € P e o, € C com 0 <Rea <Ref3, entao D(AP) c D(A%), e a

aplicacao identidade i : X# — X ¢ continua, isto é,
XPoX*o X

sempre que 0 <Rea <Ref.

Demonstracao. Seja x € D(AP), temos que
r=APAPy = Ao (Be) APy = A A=(B-) AP

e entao obtemos = € D(A®), isto é, D(AP) c D(A®).

Além disso,
¥ x e D(AY), |A%] = | AP APa] < A | oy | AP

Portanto, a aplicacao identidade i : X# — X# é continua. O

Lema 4.27. Sejam A € P e «, € C com 0 <Rea <Ref, entdao D(AP) é denso em
D(A®), isto é,

Xy X¥oy X

sempre que 0 <Rea <Ref.

Demonstra¢ao. Tome x € D(A) e € >0, e defina f = Az € H. Desde que D(A) é denso
em H, existe u € D(A) tal que

€

Ju—=fl < :
A

Agora, defina v = Au, dai

A0 -z = [Au- AT = AT (u- Al <A u- £ <e.
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Dai, temos D(A) c D(A?), e assim H = D(A) c D(A?). Logo, D(A?) é denso em H.
Por induc¢ao, concluimos que D(A*) ¢ denso em H para k =1,2,3,---. Logo, D(A®) é
denso em H para Rea > 0.

Para concluir a prova, tome = € D(A®) e € > 0, e defina f = A®x € H. Desde que
D(AB~«) é denso em H, existe u € D(AP) tal que |u— f| < e. Desse modo, defina

v = A™%u, entao
v=APA Py e D(AP)

e logo,

[v=2]ga =[A%(w-2)] = u-f]<e

4.3 Poténcias imaginarias limitadas

Esta secao sera dedicada aos operadores com poténcias imaginérias limitadas. Nela,
traremos uma coletanea de resultados a respeito do assunto, mas com nenhuma preten-
sao de apresentar demonstracoes. Recomendamos para o leitor interessado em conhecer
as demonstragoes, a nossa referéncia principal para esta secao [I].

Sejam E um espago de Banach sobre um corpo Ke A: D(A) c E - E um operador
linear. Dizemos que A é poténcia imaginéria limitada se A € P(F) e se existem € >0 e

M > 1 tais que
At e L(E) e |A"| < M, -e<t<e

Denotamos a classe desses operadores por BIP := BIP(E).
O teorema abaixo mostra que tal propriedade carrega consigo uma consequéncia de

grande relevancia.

Teorema 4.28. Sejam FE wum espaco de Banach sobre um corpo K e
A: D(A) c E - E um operador linear tal que A € BIP. Entao, {A*;Re z < 0} €

um semigrupo fortemente continuo em L(FE), isto €, a aplicagdo

[Re z<0] - L(E)

2 A?
¢ uma aplicagio continua do semigrupo aditivo [Rez < 0]. Além disso, {A";t € R} é
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um grupo fortemente continuo em E, cujo gerador infinitesimal € ilog A.

Corolario 4.29. Sejam E um espago de Banach sobre um corpo Ke A: D(A)c E > E

um operador linear tal que A € BIP. Entao, existem constantes M > 1 e 0 > 0 tais que
| A®| < MePM, teR.

Sejam F um espaco de Banach sobre um corpo K e A: D(A) c E - E um operador
linear. Suponha que vale a estimativa do Corolario para A e para constantes M > 1

e 6 >0, entao usamos a notacao
AeBIP(M,0):=BIP(E;M,0).
Além disso,
BIP(0):= BIP(E;0) :=upys1BIP(M,0)

para 0 >0, tal que BIP = UgsoBIP(0).

Em geral, BIP ¢ P(FE), isto é, existem operadores do tipo positivo que nao tém
poténcia imaginaria limitada. Existem alguns exemplos que garantem a veracidade
dessa afirmacao, no entanto, como o foco desta secao nao é este, recomendamos ao
leitor interessado no assunto, ver (|20] Se¢ao 14) e (|2] Exemplo A).

Apesar de nao apresentarmos uma caracterizacao geral da classe de BIP, é conhecido
que certas familias de operadores pertencem ao conjunto BIP. Abaixo, apresentamos

alguns destes casos.

Proposicao 4.30. Seja H um espaco de Hilbert e suponha que A = A* > a > 0. Entao,
AeBIP(1,0).

Proposicao 4.31. Sejam H um espaco de Hilbert e A um operador maximal acretivo
com 0 € p(A). Entao Ae BIP(1,%).

Demonstragao. A deonstracio deste fato encontra-se em [18]. O

Lema 4.32. Sejam E um espaco de Banach sobre um corpo Ke A: D(A)c E - FE
um operador linear tal que A € P(E). Suponha que K, M >1e6>0,

(i) Se existe € >0 tal que

| A < MefimAl | —e < Re 2 <0,

126



4. Poténcias fracionarias de operadores lineares

entao A e BIP(M,0).
(i1) Se Ae BIP(M,0)n Pk, entao

| A% < KMePH™l —1 <Re 2 <0.
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Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos algumas aplicacoes da teoria apresentada neste tra-
balho, a partir do estudo dos artigos [8] e [1I]. E importante salientar que, ndo temos
nenhuma pretencao com a originalidade dos argumentos aqui apresentados nas de-
monstragoes dos resutados. No entanto, o contetido das observagoes, e as solucoes dos
exercicios propostos nas referéncias supra citadas sao de autoria da propria autora.
Ressaltamos que manteremos a notagao | - | omitindo o espago em que a norma esta
definida, quando estivermos fazendo mencao, especificamente, a norma | - |.(g) neste

espaco.

5.1 Damping estrutural para sistemas elasticos

Vamos considerar ao longo desta se¢ao dois operadores lineares A e B satisfazendo
algumas condigoes, onde uma delas é B ser comparéavel com A. O significado disso

ficara claro mais tarde. Consideraremos o operador

0 I

A:
P74 B

que apresentard caracteristicas interessantes ao estudo, o qual veremos que, uma vez
, . . ~ 1
fechado, ¢ gerador de um semigrupo fortemente continuo de contracoes em Ez x F.

Mais que isso, veremos que tal semigrupo é analitico se escolhermos bem o dominio.

Apresentaremos aqui a prova de duas conjecturas, as quais foram propostas por G.
Chen e D. L. Russel em um de seus trabalhos, e provadas por S. Chen e R. Triggiani,
as quais estao relacionadas a taxas de amortecimento para sistemas elasticos. A grosso
modo, estas conjecturas garantem que a propriedade de analiticidade procurada é valida

) . 1
no caso onde o operador B é comparavel com Az.
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Vamos entao estabelecer o ambiente em que iremos estudar e quais hipoteses iremos
assumir sobre os operadores acima mencionados.
Seja E um espago de Hilbert sobre um corpo K. E sejam A : D(A) c E - E e

B:D(B) c E - E operadores lineares. Vamos assumir que

(H1) A & um operador autoadjunto, estritamente positivo, densamente definido e com

resolvente compacto.
(H2) B é, por enquanto, um operador positivo, autoadjunto, e densamente definido.

Para generalizar o modelo proposto por GG. Chen e D.L. Russel, vamos considerar

a equacao diferencial

d2
@x+Bax+Ax:0 em F

dl|zx T

onde D(A) x D(B) c D(Ag) e o produto interno em X é dado por

(H ’ H) = (A2ay, Amy) + (w2, 1),
To Y2

Além das condigoes (H1) e (H2) mencionadas anteriormente, assumiremos também que

ou equivalentemente,

emE%XEzX,

(H3) Existem constantes 0 < <1 e 0<p; < py < oo, tais que

plAa < B < pgAa,

que representa o que queremos dizer com B ser comparavel com A®.
Vamos escolher B = 2pA%, onde 0 < p < 00, 0 < o < 1, assim consideraremos agora a
equacao diferencial

2

d
ﬁx+2pAaEx+Ax:O em F

ou equivalentemente,
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Assim,

0 I

Apa = AB:QpAO‘ = —A _2pAOl

COoI1

D(Aya) = D(A) x [D(A?) n D(A%)]

D(A) x D(A2) seO<a<i

2

D(A) x D(A*) se s <a<l.

Antes dos resultados principais, apresentaremos alguns resultados preliminares que

serao utilizados posteriormente.

5.1.1 Preliminares

0 I
(i) No caso em que B =0, o operador Ag = [ 0] com D(Ag) = E' x EZ ¢ tal que

ASZ—AO em X.

De fato, note que

0 -1
AS = |: = —Ao.

A 0

~ 0 I
-A 0

Logo, pelo Teorema de Stone, concluimos que Aj é gerador infinitesimal de um grupo

fortemente continuo de operadores unitarios.

(ii) No caso em que (H3) é valida, temos que Ag ¢ densamente definido e ¢ um operador
dissipativo em X.

De fato, desde que E! S FErebdp para todo 0 < a < 1, segue a densidade de
D(Ap). Para mostrar que Ap é dissipativo, utilizaremos a caracteriza¢ao de operadores

dissipativos dada no Lema 2.11, apresentado no Capitulo 2. Com efeito, considere

X1
X2

T

T = € D(Ag), entao temos

X2

-1
M+ B

/\1’1 — X9

Az + (M + B)xy

A
()\I— AB)I‘ = [A
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Assim, (lembrando da definigdo do produto interno em X)

[(AT = Ap)z|?

B ( AT, — T \T1 — Ty )
Az + (M + B)zo || Ay + (M + B)xy

= (A%()\.I'l - .932)714%()\.711 - .TQ)) + (A.Qfl + ()\[ + B).CI?Q,A.Tl + ()\[ + B).flfg)
= N2 A2z, Azm) - NA%zy, A2ao) — (A2xy, Amy) + (AZo, A22o) + | Azy + (M + B)as|
= )\2”131”2% + )\2Hx2\|QE% + Az, + Bao|* + HxQHE% +2X\(z, Bzx).

Note que a soma acima é positiva, pois A >0 e B é um operador positivo por hipotese.

Assim, temos

[ = Ap)a|? > X1 |? ) + X[

= N[z|%.

Donde concluimos o resultado. O

Traremos agora um resultado que deveria estar no Capitulo 2, mas como iremos
utiliza-lo fortemente na demonstracao dos proximos resultados, faz sentido situa-lo

aqui.

Teorema 5.1. Sejamm H um espaco de Hilbert sobre um corpo K e
A: D(A) c H - H um operador linear densamente definido e dissipativo, entao A

¢ fechdvel.

Demonstragao. Considere x, € D(A), com =, - 0 e Az, - y. Vamos mostrar que
y = 0. Tome z € D(A) e vamos aplicar a desigualdade que caracteriza operadores

dissipativos com A\ =1,
[(1 =AYt wp + 2) | 2 [t 2 + 2]
Dai
1t tw, + 2) —tA( e, + 2)| 2 [t 2, + 2],
logo

|t a, + 2) = Az, +tAz|| > | (¢, + 2)|.

131



5. Aplicagoes

Fazendo n — oo temos
|z =y +tAz| > ||=].

Agora, fazendo ¢t — 0, obtemos |z —-y| > | 2| para todo z € D(A). O que é um absurdo,

pois D(A) = H. Donde concluimos que A é fechavel. O

Desde que Ap é densamente definido e dissipativo em X, gracas ao teorema acima,

temos que Ap é fechavel em X, e denotaremos o seu fecho por Ap.

Observacao 5.1. O operador \I — Ag é sobrejetivo, para algum A > 0. Com efeito,
vamos mostrar que o operador I — Ag é invertivel. Note que para que isto aconteca,
precisamos que exista o operador (I + B+ A)~L.

Veja que I + B + A é autoadjunto e vale que
(I + B+A)z,x)=(z,x) +(Bx,z) + (Az,z) > (x,z).

Assim, o(I + B+ A) c [1,M], para M > 1. Logo 0 € p(I + B+ A) e assim, existe
(0-(I+B+A)), isto &, (I +B+A) éinvertivel. Desse modo, poderemos concluir
entdo que I — A é invertivel, ou seja, para A =1, Al — Ag é sobrejetor.

(i7i) Desde que B é um operador positivo em F, e pela observacao acima, a afirmacao
em (i7) implica que Ag é dissipativo em E e o Teorema de Lumer-Phillips garante que
Ap é gerador de um semigrupo fortemente continuo de contracdes em X.

Temos que

[-Vz(M)A

a -1
(M =Ay) = A Via (V)
_A‘/p_cxl()‘) )‘vp;zl(/\)7
onde V() = A21 + A\2p A + A para Re) > 0.
Além disso, note que
AV, =V, A

De fato, seja x € D(A), entao

(VoaA) = (Voa) Az
= (N1 + X\2pA“~ + A)(Ax)
= \2(Az) + \2pA*(Ax) + A(Ax)
= AN’z + 2pA*x + A(Ax).

132



5. Aplicagoes

Dai, temos

ANz + 2p A 1 + A(Ax) = AN + 2p A + A(Ax)

= A\ + 2pA% + A)x
- (AVu)a.
Do mesmo modo, temos
I-V5'(MA -
YRV EI by e R

SAVE) AV

Teorema 5.2. [V;'(\)]* = V51()).

Demonstracao. E facil ver que a igualdade é valida, desde que A e B sdo ambos auto-

adjuntos.

Seja a2 0. O espago D(A%) e seu dual D(A®)* com respeito a topologia de E, sera

sempre considerado como sendo munido das normas:

|z peasy = A% |6, 2 € D(A®)
|2 peacys = |A] 5, € D(A%)".

Teorema 5.3. Para 0<p<oo, 0<a<1l e A como em (H1), temos para todo x € X e

todo \ com Re) > 0:
Re (AAV, H(N)z,z)x > 0.
Demonstragao. De fato, faga {(A) = V,'(\)z entao
(AAV (N2, ) = (MAE(N), (NPT +20pA% + A)E(N)).

Logo,

Re(AAV, L (N)x,z) = Re(AAE(N), (N3] + 2XpA* + A)E(N)) > 0.

A afirmacao

p1{A°z, x) < (Bx,z) < ppA®x,x), xeD(B2)=D(A%)

133



5. Aplicagoes

é equivalente a

0<pi(y,y) <{A2BA 2y, y) < paly,y) yek,

que sugere a introducdo do operador S, = A"2 BA™2 que é autoadjunto, limitado e
possui inverso limitado em E. E na forma S, que (H3) serd usada mais adiante.

Em um de seus trabalhos, G. Chen e D.L. Russel formularam as seguintes conjecturas
que se referem ao caso a = % Antes de enunciéa-las, é importante salientar que vamos
assumir que A e B satisfazem as condi¢oes (H1) e (H2). Entdo, o semigrupo fortemente

continuo gerado por Ag em (7i7), é também analitico em FE, desde que, além disso

Conjectura 5.1. p? A< B2 < p3A, 0< pp < py<oo.

Ou, entao, desde que,

Conjectura 5.2. piAz < B< paA2, 0< py < ps < 0.

Note que as conjecturas nao sao equivalentes, pois A e B nao comutam necessaria-

mente. Mas, temos a seguinte implicacao
Conjectura 5.1 = Conjectura 5.2,

entao basta estudarmos o caso mais geral, que é dado por 5.2.

Em vista disso, apresentamos os seguintes teoremas:

1
Teorema 5.4. Assuma (H1), (H2) e (H3) com ) <a< 1. Entao:

(a) O semigrupo fortemente continuo de contracoes gerado por Ap em (iii) é também

analitico em X.

(b) Como um resultado do item (a), temos que existe uma constante § = —sup Reo(Ap) >

0, onde o(Ag) € o espectro de Ag, tal que

le* 7| xy < €™, £20.

Observagao 5.2. Mais adiante, apresentaremos uma prova de que o semigrupo {e*5¢; ¢ >

0} nao é analitico quando 0 < «r < 5

1
Teorema 5.5. Para o = 3 temos um resultado mais forte.

1
Assuma (H1), (H2) e (H3) com o = 3 Entao
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(a) O operador Ag é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de contragoes em

cada espaco
Xy =D(A1%)x D(AT73), 0<f<1

com a topologia mencionada antertormente, este reduz-se ao espaco X quando

o-1.
2

(b) Além disso, para 6 como no Teorema temos

[ | xS €7, £20.

O objetivo é provar que se o operador linear B é positivo, autoadjunto, tal que vale
uma das conjecturas, entao Apg é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. Estéa
provado, em [7], que se para cada p > 0 existe €(p) tal que se B é positivo, autoadjunto,

satisfazendo
p1<A%(I},ZE> < (vax) < pQ(A%va)v

para z € D(B2) = D(A1), onde p; = 2p—€(p) e po = 2p + €(p). Entdo, Ap é gerador

infinitesimal de um semigrupo analitico em F x E.

1
5.1.2 O caso k1 A%* < B?2 <k A%*, 0< ky < ko, com « < 3

Neste caso, o semigrupo gerado por Ag nao é analitico. Nesta secao veremos que
. 1 ~ ~ 4 .
a escolha da poténcia A2 como um termo de comparacao para B nao é acidental, no

sentido de que se B satisfaz
ki|A%z| < ||Bz| < k2| A%| , 0< ky < ko,

com x € D(A®) = D(B), entao o operador Ag, fechado como em (i7), é gerador infini-
tesimal de um semigrupo fortemente continuo em FE, que contudo, nao é analitico em

geral. Apresentaremos alguns resultados nesse sentido, a seguir.

Proposicdo 5.6. Seja A um operador como em (H1), denote por {y,}>>,, pn >0, 08
autovalores de A e por {e, }22, os seus correspondentes autovetores. Defina o operador
B:D(B)cFE - E por

Be, =b,e,, b,>0,
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tal que B é positivo, autoadjunto e comuta com A. Se

LN oo, quando n — oo (5.3)

b,
entao o operador Ag gera um semigrupo fortemente continuo em X, que contudo, nao

é analitico aqui.

Demonstrac¢ao. Ja sabemos, gragas a (7ii), que A é gerador infinitesimal de um semi-
grupo fortemente continuo em X. Vamos entao mostrar que este nao é analitico.
Comecemos verificando os autovalores de Ap. Com efeito, temos que se A € 0,(Ap)

entao

para algum

Z] € D(A), o que implica em

Y=o
~A¢ - Bt = M.

Assim, —A¢p = AB¢ + A\2¢. Note que o problema tem solucdo dada pelos autovetores
{en}22, de A, isto &,

—linen = —Ae, = ABe, + A2, = Abye, + N2e, = (Ab, + A?)e,
assim, (A2 + \b, + i1, )e, = 0. E logo, os autovalores A\~ de Ap sao as solugoes de
A2+ \by, + ftn, = 0,

que sao dadas por:

N _bn in/4pty, — b2

nTT T Ty
)\, _ bn Z-\/ 4,un _b121
nT oo g

Logo, se (5.3)) é valida, entao 4, > b2, isto &, 4y, —b2 > 0, para todo n suficientemente
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grande e
Im\)~ 4y, )
= — — 00,
Re);,~ b2

O que nos diz que os autovalores {\,”"} de Ag nao estao contidos em um setor do tipo
T
NeC; Jarg(A-a)|> 5 +0},

T
para algum a € R e algum 5 >0 > 0. Portanto, o resultado esta provado. O

O caso de interesse é recuperado como corolario:

Corolario 5.7. Seja A um operador linear como em (H1) e seja B definido como na

proposicao anterior, onde agora
o 1
by ~ 1, Oz<§, quando n — oo

1
(b, ~ po significa dizer que cu® < b, < Cu2, 0 < ¢ < C). Entdo para a < 3¢ T

D(A®) = D(B), B satisfaz
A% < | Bz|? < C*[| A%z,
e Ap gera um semigrupo fortemente continuo em X, que contudo, ndo é analitico aqui.

Caso a >

N | —

Neste caso, o operador A,, é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente

continuo que é analitico em X.

1
Proposicao 5.8. Sejam p>0e a2 5

(i) O semigrupo fortemente continuo de contracoes gerado por A,, em X é analitico

aqui.

(77) Para o operador V! ()) as seguintes limitagoes uniformes sio dadas para todo A
com Re) > 0.

1, se 2p%p2o7l > 1

(2) X2V ()] < Coogny = 1
[4pPpe (1= pPpe )72, se 2p%p30 7t < 1.

1
b) [AAV L) € —.
(0) DAV < 5
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(¢) AV, H(N) | € Cpapy, onde (Az,x) < pui{x, ), sendo p; > 0 o menor autovalor de
A.

(i77) Por interpolagdo entre (b) e (c), e entre (a) e (b), respectivamente, obtemos para

algum 0 < 60 <1 e para todo A com Re) > 0, as seguintes limitagoes uniformes:
(d) [A0ACB A2V L] < Cpap-
(€) XAV (A)] € Cpao.

Demonstragao. Vamos comegar provando (b). Note que

Lembremos que V,, (X)) = A21 + 2p A~ + A, assim, temos para x € D(Al=%)

A« b -«
+()x = A %x +2px + A r
Dai
AV, (N |
A
Al—a
= ||2px + AA™x + )\ xHQ
Alfa Al—a 2
= |2pz|? + 4pRe (:L‘, A + 3 x) + |NATYx + *
Alfa Al—a 2
= 4p%||x|* + 4pRe{x, \A™“z) + 4pRe <x, :):) + [[ANATYz + a
o A Al-og|f?
= 4p%||x|* + dpReX| A2 x| + 4p%(aj, Aog) + (INATY + T
Logo,
AV, Nz
[ e
para todo A com Re\ > 0. Assim,
AV (N)zx
[ e

A Voa(N)

Além disso, R( 3

) = F para A com ReX > 0. De fato, vamos mostrar que
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V(M)A
ker((%)) = {0} para A com Re\ > 0. Com efeito, seja
V(M)A
xeker((%) ), entao

Voa(N) A _
M:O — Mz +2pr+ A2 =0

e isto implica x = 0, do contrario, chegariamos & uma contradicao desde que o operador
(M = Ape) ! existe. Logo,

Via(A)A\" Via(W) A\
A=) (=5 )< 0

Vya(N) A~ V(A A~
e portanto, temos R %) = FE. Além disso, L é fechado, gracas ao
modo em que foi definido.
. Voa(N) Aoz
Logo, para todo y € E existe € D(A'"®) tal que y = — Desse modo, temos

1
LN A% < —.
VR A < o

N | —

Observacao. Note que nao fizemos uso de « >

Vamos agora provar (a). Podemos ver que

NV () = (V"‘;g) ) -

Note que

2pAc A
N2 TN e

[+2pA° 2 A, (A2)
= 2 | — PR .
TP A

Agora, recordemos que D(A) ¢ D(A*2) c D(A?). Para z € D(A),

2

D=

Voa(AN)z Avr (A3
+l—| =
A A

32 T+ 2pAO"%
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Distribuindo o quadrado, temos

1 1y 2
Az A3
= |z|? + 2Re (2, 2p A2 2‘7C+(_2) x>+

Voa(A)z
22

A A
Abr (ARY
2 2
+ QpAa_% )\x+(7) x|l .
Dai,
Voa(N)z
\2
A Al :
2
||w||2+4p<x Ta:) 2pA°z |
A A’
+2Re<2pAo‘_é )\ﬁ( ) > (T) x +2Re(m,Ax)
1 142
-foteag a2 o (50 of saomelatas
2
a+l Al
+4pRe— ||A2x||2+2Re< (72) )
para ReA > 0.

Faremos uma anélise em dois casos

12 caso. Suponha 2p?p2e7! >

> 1, entao

1y 2
x >2Re<x,(7) x>+4p2
1 1 2a1 1
- 2e (55 ) 1Al + WQHA Pl Asz)?

4 2a-1
>2Re( )\A P

Voa (V)

L2
“pp 4]
ReA)? - (Im)N)? 2p%p3et 1
— ||f|1)2\|‘j“ [(2+4P Iu2a 1)(R6)\)2+2(2p2 200-1 _

1)(ImA)?]
> 0,
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para A com Re) >0 e desde que 2p%u2%7! > 1. Dai temos

Como no caso anterior, podemos concluir que R(

2
> [l=]*.

Voa (M)
22

Voa (M)
A2

)zEpara)\comRe)\>O. E

estd provado o primeiro caso.

22 caso. Suponha 2p?p297! < 1, entdo

2

|Vpa()\)
\2
AL 2 e 2 |2 e 2
> 2|2 2 || go-3 £22 a2 _ofl 22
||+ 4p” || A o | ()\)x 2<(}\) x,x>

2

e () () 2

Dai
VeV ||”
>\2
B 1\ 2 72 1,2
Az Az
— i -7 +4 2 2a-1 i _
((w) > s ((w) )
— 4?3 x]? + 4p*pie )
B 1\ 2 72 142
Az A2
(5] - 1| =2} + 40232 (|| 5 ) - 1|2,2) + 4020307 ]2
A | Ry
_ Al 9 2 2
2
(1) —f] 2 ) g ol - el
e portanto,
VouN) |I” . .
| o || A m T (= pt T

para A com Re) > 0. Portanto, provamos a desigualdade em (a).

Vamos agora provar (c).
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Note que
AV, (A) = Va (M)A = (Ve (M)A
e veja também que
V(M)A = (AAT2)2 +2pA 3 (VA"2) + 1.

A prova deste fato seguira os mesmo passos das provas das desigualdades anteriores.
Tome x € D(A™!) = E, entao

[Voa (M)A 2]

= [(ANA"2)%z + 2pA* 3 (NA"2 ) + 2|2

= [(AA72)22]2 + 2((AA"2)22, 2pA* 3 (NA"2 )z + )+

+|2pA 2 (AAT2 )2 + 2

= [(AA™2)22)2 + 2((AA"2)22, 2p A% 3 (NA"2)z) + 2((AA"2 )2z, )+
+[2pA2(NATZ )z | + 2(2pA 2 (A2 )z, 2) + [

= [ (AA72)%2? + 2((AA™2) 2, 3) + 4p? | A*2 (AAT2)z 2 + ]2+

+4p(N2A*2x, x) + Ap(NA* " o)

= [(AA72)2%|? + 2((AA™2 )2, ) + 4p?| A2 (AA™2 )| + ]+

+4p|AA"T 2|% + 4pReA| AT z|2.

Logo,
[Voa (VA 2]? > 2((AA2)22, 2) + 4p* A* 2 (VA D)z

Como em (a) faremos uma anélise em dois casos:
12 caso. 2p?p2e7t > 1.

Temos que

[Voa(MNA™ ]2 > 2ReN?| A 22| + dp*pde AR A2 2| - 2(Im))? | A2 x|
= A 3 2[2[(2 + 40230 ) (ReA)? + 2(20%530 7 ~ 1) (ImA)?]
> 0.

Logo, |V,a(A)A 1 z|? > |z|?. E usamos o mesmo argumento dos itens anteriores, para

concluir o resultado.
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22 caso. Considere 2p?p3et < 1.

Temos que

[Voa (M)A 2]*
> [(AAT2)2|” + 49| A2 (AAT2)z|” + |z ]* - 2( (VA2 )

= ((NA2) 2, 2) + 4”3 ((INA 22, 2) + (. x) - 2((NA2) )
= ([(AA72)? = TP, 2) + 4p*u3* N[N A72)? = T, ) + 4p? 3! )
= ({L(NA72)? = I = 2037 P, ) + 4> o | = (2073 )? ]
> 4p* i (1= p? i )]z ]* > 0,

para A com Re) > 0. E esta provado o resultado.

Provaremos agora o item (iii). Comegando por (d).

Observe que para x € F, temos
[A A AV (N = N[ AT D0V (V]
Escreva V1 (\)z = u e perceba que u € D(A). Logo,

H>‘1 GA(l a)GAa ()\)Z‘H |)\1_9|||A9+(1_9)O‘UH.

1
Note que 6 € (0,1) c [0,1] e a € [5,1] c [0,1], logo, aplicando a desigualdade de

interpolacao, obtemos

[AOAC AV )| <IN Aul? A%l
= AV, (VA4 V! (Ve
Chow

S (2p)”

para A com Re) > 0.

Para provar (e) vamos usar a desigualdade de interpolagdo com 7 =0 e = a, e assim

143



5. Aplicagoes

temos

[\ AV (V)] < N0 A%
= [\ A% 0
= [AA ] |\l
= ATV NIV (Vx|

1-6
pap

S (2p)

Retornemos agora para a expressao de (A —A,,)~t.

Vimos que

Voa(A) (AL +2pA%) - VEEH(A)

(M =Ap)t = Ayt L .
- vaa ()\) )\Vpa (/\)
Note que, gracas ao item (4i) obtemos constantes Cp,,, € M tais que
C M
[Voa (WA +2pA%) | < =5 +
’ AL A
C C
[Voa M < =55+ < =
AR A
| = AV 1 < Coapn s
Ca
AWV (V] < =5
Al
1 .
onde M = — . Consideremos a norma
P
[AL = Apa) ™ = max{|[Voa (A) (AL +2pA%)[, [V (M),
| = AV 1 IAV, (D)}
Para concluir, invocamos o Teorema do Capitulo 3. O

1
5.1.3 O caso 3 <axl
12 prova do Teorema

Apresentaremos agora uma primeira prova do Teorema Nosso objetivo aqui é

mostrar que existe uma constante K tal que vale a seguinte limitacao uniforme para
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todo A com Re) > 0:

INA = Ap) 2] < K. (5.4)

u
Note que, se x = [ ] e X, entao

(%

IMAL = Ap) x| x
= max{[u - V3" (\) Au+ AV5 (M g, | = AVE () Au+ X2V (Mo}
= max{||[] - V3 (M) A]Azu+ AA2 V5 (Ao g, | - M2V A Azu + A2V (Aol g},

B

Provada a desigualdade em ({.4)), invocaremos o Teorema do Capitulo 3, e obtere-

mos o resultado desejado, ou seja, que o semigrupo fortemente continuo de contragoes

e assim

1

Az 0

AN = Ag) x|y =
- Ay el = ||

I-VzH(AN)A AVEH(N)
“AVEH)A X2VEEH ()

ExE

gerado por Ap é analitico. Para isso, utilizaremos uma ideia similiar a da proposicao
anterior, notando que a desigualdade em ([5.4) é equivalente ao seguinte conjunto de

desigualdades: existe uma constante M tal que as limitagoes:

(a) [A2VE (M) A2 |y < M (5.5)
(b) IAAZVE (A |y < M (5.6)
(€) INVE' W) | eey s M (5.7)

sao validas para todo A com Re\ > 0. Restando apenas provar a limitacao do termo
—)\VB‘l()\)A%. No entanto, note que a norma de )\VB‘l()\)A% é equivalente a norma do
operador autoadjunto (A\V;1(A\)Az)*, isto &, [(AV5 (\)A2)*| s = AV (X) Az | g, para
Rel = Red > 0, o que é equivalente a desigualdade em (b).

Provemos as desigualdades (a), (b) e (c).

Prova de (a).

Desde que os operadores A, A% e B sao fechados, temos

Voo (V) = V5" (A) = Vi (N (VB(A) = Vaa(W)VE' (). (5.8)
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Assim,

ATV AZ - A3VEY (W) A2 = A3V LA (B - 2pA%) AV (V) Az
= AT 3V NN (ATS BA™S - 2pT)AAT V1 (M) Az,

Lembre que ja definimos S, = A"2 BA™%, e vimos que este é autoadjunto, limitado e

existe S;! limitado, pois estamos assumindo que (H3) é valida. Desse modo, vamos ter
ATV (N AZ - A3VEY (W) A2 = A3 A3 3V L(A) (S, - 20]) A2 A2V A3,

Note que os operadores A%V:;C}()\)A% e A2A3*5 s3o limitados, gragas aos itens (c¢) e
(d) da Proposi(;éo Logo, para mostrar que A%V;A% é limitado, basta mostrarmos
que /\%A%Vél(/\)A% ¢ limitado em L£(F) para todo A com Re) > 0. E o que garante a

proposicao abaixo, para o caso em que (= 1.

. 1 i - . o
Proposicao 5.9. Dado 3 <a<l, seja a<f<1. Entao existe uma constante positiva

ko tal que a seguinte limitagao uniforme é valida para A com ReA >0

o

“)\“ 2(1:{31);1% 1/13*1()\)14g | < kap-

Demonstracao. A partir da igualdade em (5.8, temos
NHEED ATV (V) AR - A Es AS V51 (V) AR
= NI ATV 0 (B - 20A°) AV (V) A
S MOV (ATS BATE - 2pN) A0 AS VY (V) A5

Assim,

o

= (1 + MV (A)(Sa - 2p1))AZ 300 ATV (V) A5

B
2

14528 oo
AT A2V (V) A

Para prosseguir com a prova, faz-se necesséaria a apresentacao do lema a seguir.

Lema 5.10. Seja 0 < 2p < p;, entao o operador
Cpa(A) = (I + AAV L (X)) (Sa - 2p1)

é limitado, invertivel, com inverso uniformemente limitado em L(FE) para A com

Re)A > 0. Em particular, existe uma constante c,, tal que para todo A com ReA > 0,
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temos
[oa )] = 111+ XAV (A (Sa = 20D)] 7 € ¢y (5.9)

Demonstracao. Seja 0 < 2p < p;. Lembre que, desde que estamos assumindo (H3),

existem 0 < p; < ps e 0 << 1 tais que para z € D(B%) = D(A?) temos explicitamente

p1{A%x, x) < (Bx,x) < po(A%x, x),

dai, temos
pr{lz,x) (A2 BA 22, x) < po(lz, 2),
e
pi{lz,x) < (Saz,x) < po(lz, x).
Assim,
(p1 = 2p)(Iz,x) <((Sa - 2pI)z,2) < (p2 - 2p) (I3, ), (5.10)
logo
1 3 1
m(x,x) <{(Se =2pI) "2, x) < m(x,a:) (5.11)

desde que S,—2pI € L(E) ¢ autoadjunto e de (5.10)), faz sentido falarmos de (S,—2pI)L.

Sendo assim, se reescrevermos a expressao de (,, cOmMoO
Cpa(N) = ((Su=201)7" + A"V (V) (S - 201)
podemos ver por (5.11)) que se mostrarmos
(S = 2p0) ™ + APV ()] < 2 20

para todo A com Re) > 0, entao o resultado esta provado.
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Note que, para x € E/, temos

[(Sa - 201) 7+ AAV (V)] 2]

> ((Sy = 2p0) o, x) + ()\AO‘V_Ql(/\)x,xH

= ([((Sa ~ 201) ", 2) + Re{AA“V, (V) 2)]? + [Im(AAV,} (M), 2)]%) 2
> ((Sa - 2pI) 'z, z),

pois as parcelas da soma sao todas positivas (recordemos do Teorema [5.15)). Desse

modo, temos

Se = 2p0)t+ XAV IO 2| | 2] 2 (S - 20I) Y2, 2) > —n—(z, 2
(S0 ~201) Oelel > (S 200) ) > o

Logo,

1

[((Sa = 2pI)7" + XAV, H(N))z| > m“ﬁﬂy

e portanto,
[((Sa = 2pI)7 + XAV () | < p2 - 2.
Por outro lado, veja que temos

([(Sa = 2p1) 7" + AAVF () ]2, 2)]| >

assim, o ((Sa —2pI)~t + XAV, 1 (X)) c [(p2 - 2p)~', M], e portanto 0 pertence ao re-
solvente deste operador, logo (S, —2pI)~! + AA*V, I(X) é bijetor, em particular, sua

imagem ¢ todo o E, e desde que
ker([(Sa = 2p1)7" + AAV, (N)]") = {0},
temos entdo, retomando a expressao de (1 ()

[Goa (I = 1((Sa = 2p1) ™" + AA*V (X)) (Sa = 2p0) 7|
= [1(Sa = 2pI)7" + AAV (N 1(Sa = 201) 7|

< (p2-2p) =1

p2—2p
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Por fim, note que
GOV = 17+ A=V () (So - 200)]
<+ AV (M) (Sa = 2p0) |
<=2
2p

=k

pp2-

E finalizamos a demonstracao do lema. O]

Retomando a demonstracao da proposicao, tendo conhecimento do lema acima,

temos

(a+B) “ M @
)\1+2(1_i) AEVB_I()\)AQ — C;al(/\))\1+2(1_i)AE‘/;)_CMI(A)Ag

e precisamos mostrar que o lado esquerdo da igualdade acima ¢é uniformemente limitado
) o+
em L(E). Para isto, desde que 0 < « < 3, temos 8
m (d) da Proposigao [5.8 com

> «, invocaremos a desigualdade

0 = B—O‘ e 1_9:1+ﬂ’
2(1-a) 2(1-«)
dai, temos
IAEES AT AV = A S AR VLV AR < O (5-12)

e nossa afirmacao esta provada.
Desse modo, juntando (5.9) do lema acima e (5.12]), obtemos o resultado da proposigao.
Retornamos agora para a demonstracao do item (a). Note que a desigualdade provada

na proposicao ¢ exatamente a que queriamos, no caso em que 3 = 1. Portanto,

|AZVE (\)Az| = A2V (N AZ - AZATTZV(N)(Sa - 2p1) A2 ATV (M) Az
<JARVI (A AZ | + [AZAZ SV (A)(Sa - 201)A2 AS V' (V) A2 |
= ARV (AR [[AZAZ VI ()]Sa - 201 [[AZ ATV () Az
< Cpaulch(P - 2P)k’a,ﬁ

pafB:

E assim, concluimos a prova do item (a).

149



5. Aplicagoes

Prova de (b). Utilizando (5.8)) novamente, temos

ATV = AAZVEY(N) = A2V (B - 2pAY)AVE (V)
= N ATSV N (V) (AT BATS - 2pD) A2 ATV (V).

Note que, para A com Re) > 0, sao uniformemente limitados os operadores /\A%Vp‘(j(/\) e
Az A2*E Vo (A), gragas aos itens (b) e (d) da Proposi¢ao 5.8l Logo, pela desigualdade
acima, veremos que o resultado que queremos estara provado se mostrarmos que o
operador )\%A%VB‘l(A) ¢ uniformemente limitado em L£(E) para todo A com ReA > 0.
Observe que isto é um caso particular (caso 8 = 0) do resultado mais geral, apresentado

a seguir.

. 1 . . :
Proposicao 5.11. Dado 3 < a <1, seja —a < P < a Entao, existe uma constante

positiva k, g tal que para todo A com Re) > 0 vale a seguinte limitacao uniforme
[AF2 ARV (A AR < Ko
Demonstragao. Por (5.8)), temos

N33 ASVH(A) AT - A3 3 ASVE (W) A% = A3 3 AS VL () (B - 20A°) AV (V) A%
A

3.8 oL, [ B
= A2 2w ASV (A (Sa - 20)AATVEL (V) A%,

Logo,
A3 AS VNN AT = A3 3 ASVE (W) A (1 + AV (M) (Sa - 201)). (5.13)

Pelo Lema [5.10, a limitacao uniforme que queremos é obtida se, e somente se, o lado
esquerdo de (5.13) é uniformemente limitado em L(E) para A com Re) > 0. Para

isto, considere a desigualdade (e) da Proposi¢ao |5.8| com 6 identificado por af = a ; 6,
1 3

(Note que temos atp < a pela definicdo de a, ) tal que 6 = — + ﬁ, 2-0=—-- ﬁ,
2 2« 2 2«

dai, temos

a+f

AT AT VL] < Cras
Assim, retomando ((5.13)), temos

a+f

A3 ASVHA)A? = LA 3 ATV ().
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Dati,
X373 ATV () A%2] = [GIO 1A= ATV ()
< CpaChpap
< ko g
E assim, concluimos a demonstracao da proposicao. O

Com isso, também concluimos a prova do item (b), usando a proposi¢ao com f = 0.
Prova do item (c).

Note que

NV = NV = ARV (N (Sa - 201)AAR V()
= X2 ATVH ) (S - 2p1) A3 AZVEL(N).

Recordemos que o item (a) da Proposigao garante que A\*V,1()) é limitado uni-
formemente em A com ReA > 0. Também ¢é limitado o operador )\%A%VP‘C}(A) pelo
item (e) da mesma proposi¢do. Por fim, pela Proposicao temos para (5 = 0 que
)\%A%Vél()\) ¢ uniformemente limitado para todo A com ReA > 0. Portanto, esta

provado o item (c). Com isso, concluimos a prova do Teorema [5.4] ]

22 prova do Teorema

Esta prova serd baseada na fatoracdo da funcdo V,,(\). Aqui, consideraremos

somente o0 caso o = —.

2
1
Seja 0 < 6 < % fixo e escolha p como sendo p = cos(d), tal que 0 < p < 1. Para a = 5

decompomos V,,(\) em dois fatores que comutam entre si:
A2+ 2XpAz + A= (e + A2) (A + A2).
Em virtude da igualdade acima, e de

(21 +20pA2 + A) + \(B - 2pA2)
= (A + Az)(Ae™ + A2)A(B - 2pA2)
= (e + A2) [T+ A(Ae™ + A2) (B - 2pA2)(Ne? + A2) ] (N + A2),
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reescrevemos a expressao da fungao Vg(A) como

NI+ AB+A=(A\e™+ A2)[I+ M Ae ™+ A2) (B -2pAz)(Ae' + A2) 1] (Ae? + A3),
(5.14)

Por conveniéncia, escreveremos

UM, 60) = (Ae™® + A3)"1(B - 2pA3 ) (e + A3) 7,
dai e de obtemos

V5 () = (e + A2) LT+ U (N, 0)(he® + Az) L,

Defina T'(\, 0) = A2 (Ae?® + A2)~1, entdo U(\,0) pode ser visto como uma extensao do

operador
(e + AT (Re ™+ ADT* (A, 0) (AT BAS - 20A%)T(A,0)

que esta bem definido como um operador limitado em E.
Podemos entao reescrever as expressoes dadas em (a), (b) e (c) (explicitadas na 1#
prova do Teorema [5.4)) como sendo

ATVEY (W) A2 = Az(Ne + A3 (I + U (N, 0)) A2 (Ae™™ + A3 )7
AAZVEY(N) = A2(Ne®® + Az(T+U(N,0)) A e ™ + Az)7!
A2VEH () = A(Ae® + Az (T + U(X,0)) "]A(Ne ™ + A2)7L,

Em vista das igualdades acima, para provar o teorema, tendo em mente as desigualda-

des explicitadas na primeira prova, ¢ suficiente provar a seguinte proposicao:

1
Proposigao 5.12. Sejam 3 <a<lep >0, como em (H3), e escolha 0 < 6 < g tal

que p = cos(#), entao
2p[ A7) | < py.
Entao, para todo X\ com Re) > 0, valem as limitagoes uniformes:
() [AAex? + A2)71| < i
(id) A2 (Ae=? + A2)7] < cap;

(i1d) [(1+U(X,0))7H] < cso;
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onde as constantes cig, cog € c39 dependem somente de 6.

Demonstragao. Vamos comecar provando (i) e (i7).

Afirmacao 5.1. ~As & gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. De fato,
recordemos que por hipotese, A é um operador autoadjunto positivo, logo A3 também
é, e portanto, concluimos que A3 é setorial.

Desse modo, temos

M

|(ul + A5) 7Y < =,
|l

para todo € 3y C p(—A%), e,

| A3 (ul + AZ)7Y < M,

M

para todo € Xy, pois A%(MI+A%)‘1 =1 —p(pl +A%)‘1 <1- |u|| |
1

=1-M, onde ¢ é
um angulo fixo, porém arbitrario g <¢p<m,e
Yy ={ A eC;larg)| < ¢}.

Entao, como A percorre todo o lado direito do plano complexo (Re A > 0), vemos que
p=Xe*? e ¥y, com q§:g+9+e<7r, para0<9<g.

Por fim, apresentaremos a prova do item (i7i). A prova deste, no entanto, serd um
pouco mais extensa que a dos outros itens, sendo assim, a dividiremos em etapas.
Antes, note que desde que A e B sdo autoadjuntos, temos que (U(X,0))* = U(X,0) e

[(7+ AU 0)) 7 = I+ AU )] = [T+ AUA,0)) ],

vemos dai que é suficiente provar (ii7) para ReA >0 e ImA > 0.

Etapa 1 Note que para todo A com Re) > 0, vale
0<cop< |(Re? + A7) (N + A2) 1| < Cp, (5.15)

para uma constante positiva Cy < oo, dependendo somente de 6. De fato, pela identi-

dade do resolvente, temos

(e + A7) = (e + Az) 7 = (A= X) (A + Az) (A + A7),
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Assim, temos

(Ne?? + Az) (e + A7) L T = (X = A) (e + A2) !
—2ie® Im(N\) (A + A2)7L.

Desse modo,

I(het? + A%)()\ew + A%)_l | = |1 = Im(X)2ie®(Ne + A%)_l ”
<+ - 2ie Tm() e + A5)|
= 1+ 20| Tm(N) | (A + A3) |
<1+ 2|Im(>\)||—]\)\4|

<1+2M < ky.
Para a desigualdade inferior, faremos os célculos utilizando o inverso
[(Re + AB) ) (A + A3) ] = (A6 + AD)(Rel” + A3)

Logo, pela analise anterior temos o resultado.
Etapa 2. Defina

(Qpa, ) = {(Sa —2pA) "2z, )
> pr - 2p(A Dz, x)
> p1 - 2psup [(A~" D)z, z)|
= p1 = 2p| A Dz z] > ¢ >0,

pois 2p|A~(*2)| < py, logo Qo € positivo.
Etapa 3. Usando a desigualdade (5.15)) e a defini¢do de U(\, ) temos para z € E

Col (1 + U 0)z|]z|

> [(L+ U 0)z||(Re + Az)( A + A2) 1z

>((I+ U\, 0))z, e + Az)(Ne® + Az)Lz)]

=|((I+(Ne ™+ Az) (B -2pAz)(Ne + A2) )z, (Nt + A2)(Ne® + A2)12)|
= (z, e’ + A2) (A + A2)z)+

((Ae™ + A2) (B - 2pAz)(Ne? + A2) )z, (Ne® + A2) (A + A2)71z)].
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Para simplificar a notagao, denotaremos

Ji(\0,2) = (z, (e + Az2)(Ne'? + A2) 1)

Jo(\,0,2) = (Ae™™ + A2)IAN(B - 2pAz)(Ne® + A2) o, (e + A2) (A + A2)12),

que estd bem definido em F como segue abaixo. Desse modo, pelas desigualdades

acima vistas, temos
Co|(I+UN0)z||z| =|J1(A0,2) + Jo (N, 0, ). (5.16)

Para facilitar a notacdo mencionaremos apenas J; e Jo omitindo (), 6, x).

Etapa 4. As seguintes propriedades de J; serdo essenciais

ReJ; > 0 para Re A > |Im)|

e (Im \)(Im.J;)> 0 para ReX > 0.

De fato, defina £(\) = (Ae?® + A2)~1z e logo x = (Ae?® + A2)E(N). Feito isso ¢ movendo

(et + A%) para a esquerda, temos

TN 0,2) = (A + AZ) (N + A2)E(N), E(N))
= (\2] +2pAAz + A)E(N), €(N)) (5.17)
= A2(E(N), E(N)) + 2pA(AZE(N),E(N)) + (AZE(N), AZE(N)).

Assim,

J1(>\, 8, l')
= [(ReA)? = (ImA)2][€(N)[? + 2pReX| ATEN) | + | AzE(N) |2 + 2i(ImA) p| ATE(N) |

Como Re > [ImA|, temos (Re A\)? > (ImA)? e Re\ > 0, logo, ReJ; > 0.

Etapa 5.Usando a definicao de ), dada na Etapa 2, reescrevemos J, como sendo

J2(A,0,7) = MQpay, y) = (ReA)(Qpay, y) + i(IMmANQpay; ),
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onde definimos para r € E
y=A3 (e + A7) L.

De fato, veja que

o

MQpot,y) = MATSBA 2 —2p A~ (")) AT (N + AZ)a, AT (N + A7) ')
(A5 B-2pA 5 A7) (N + A2) "z, A% (Ne® + A2)'2)

(B-2pAz)(Ne' + A2) Lz, (e + Az)71)

(e + A2)(Ne ™ + A2) (B - 2pA2)(Ne® + A2)z, (e + Az)7L)

(A + A2) (B - 2pA2) (A + A2) Lz, (Ne® + A2) (e + A2)71),

Note que na tultima igualdade temos exatamente a expressao de Js.
Juntando a Etapa 5, o célculo para J; feito na Etapa 4, a desigualdade obtida para
(Qpaz,x) e (ImA)(ImJ1 (A, 6,2)) >0 para ReX >0, obtemos

(ImJ;)(ImJ3) > 0. (5.18)
Etapa 6.

|Jy + Jof* = (Re(J1 + J2))2 + (Im(Jy + J))?
= (ReJ;)? + (ReJo)? + 2(ReJ;y ) (ReJy) + (ImJ;)? + (ImJy)? + 2(Im.J; ) (Tm.J,)
=|J1)? + | > + 2(ReJ1) (ReJy) + 2(Im.J; ) (Im.J3)
> | + | L + 2(ReJp) (Reds).

Dai, temos dois casos a considerar:

e Para Re) > |Im)|, temos

|Jy + Jo? > |12 + | Jo)* + 2(ReJ; ) (ReJs)
> [P+ [N (Qpays y))? + 2(Re 1) (ReA)(Q v, )
= (ReJ1)? + (Tm 1) + [N ({Qpa, y))? + 2(ReJ1 ) (ReA)(Q 0, )

1
e Para 0 < ReA < |Im)\| e para 5 <€ 1 note que

2(ReJy)(ReJy) = 2(ReJ;) (ReA)(Qpay, y)

> —e(Re))? = 2(ROAV((Qu, 9))
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AR - %(Re)\)Z - (1 _ %) (ReA)? + (Tm)\)?
> (1 _ %) (Im\)? + (ImA)?
= (Im\)? (1 - % + 1)
- ()2 (2- ).

€

1 1
pois ReA < [Im)| e 1- =< 0. Além disso, veja que 0 < 2—— < 1 e retomando a expressao
€ €

de |J; + Jo|? temos

[k B> (Rey)? + (1) + PPt 9))? = €(Re ) = - (ReA)2((Quuy )
= (1= )(Re)* + (ImA)? + ((Qpaty) (NP - (ReA)”)
> (1= AP+ (@) () (22
para % <e<1.

Etapa 7. Para continuarmos com a demonstracao, precisamos antes apresentar um

lema que serd crucial no desenvolvimento desta.

1
Lema 5.13. Existe uma constante adequada 5 <€ <1 tal que para todo x € F e para

todo 6 € (O, g) tem-se

OB.2) + OO0 > (1= P+ (2- 1) (ImA( Qo 1))’

> (1-en)l=]"

para ReA >0 e Im\ > 0.

Demonstracao. Vamos dividir a prova em 3 etapas.

(i) Comecemos recordando de
Ji(N0,2) = (z, (e + A2)1z)
e de

(et + Az)(Ne? + A2)™L = I - 2ie® (ImA) (A + A2 )"
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assim,

J1(\, 0, 7)

= (z, (I - 2ie® (Im\) (Ae? + A2)™)z)

= (z,z) — (z, 2ie” Im\) (e’ + A2)1z)

= |z]? - 2ie™ (ImA) (z, (A’ + Az)1z)

= |z]? - 2i(ImA)Re(e®(z, A + A2) " z)) + 2(ImA) (Im (e (z, (Ae™ + A2)1z)

= |z]? = 2(ImM)Im[e ?(z, (A’ + A2)Lz)] + i2(ImA)Re[e™(z, (A + A2)"1z)].

Isto implica que

|‘]1(>‘a9ax)|2
= |z + 4(ImA)2[e(z, (Ae'® + A2) 22 - 4] 2|2 (ImA)Im (e (2, (Ae? + A2)z))
(5.19)

onde usando a base ortonormal {e,} de autovetores de A com autovalores {ju,},

0 < pp < pg < -+, temos

ez, (Ne? + A%)’lx) =e |z, Z —(z,en)en

I
—~
8

™
S
-~

Tomando a parte imaginaria da igualdade acima e inserindo em (5.19)), temos
|0, 2) 2 = [z + 4(TmA)2 e (z, (\e® + Az) )P~

il T, en)|? u2 +sen(6
EPTINETIS ) C gl LI PTIET NG 3 i+ sen(0)
n=1 |\ + p2e"i0)2 n=1 |\ + p2e )2

Notamos que (ImA)sen(6) >0 sob nossas presentes afirmagoes.

(i1) Recordemos que

(Qpay;y) 20
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y=As (e + A2) g
Obtemos, com pg > 0, que

(Qpay,y) > polyl?
= poll A% (Ne® + A3) g |?

(i7i) E suficiente provar a desigualdade do lema para x € E com |z| = 1. Portanto,
juntando o que fizemos nas etapas (i) e (ii), tomando 5 €< lexeFE com |z =1,

obtemos:

(1= WP + (2= 2) (1m0 Q)
> (1= o) [+ 4(ImA)2le "z, (A + AD)z)[?

2 sen(6 > x,en)?
o2 (Tmay? z—( ) (e, en? - | 2(Tmay 3z eall”
”1|/\+u e~10)2 n=1 |\ + p2e )2

(2 - -) ImA2p0 Y —H (2 )P

n=1 |\ + ppe |2

Distribuindo,

(1=l + (2= 2 ) (1m0 Q)
=(1-e)|z|*+4(1- e)([m)\)2|e_i9(x, (A + A2)"1z)2

sen(Q) S [ en)P

+4(1-¢)|z|* [m)\)z ,un —4(1-e)(ImA)* )] T
n=1 |)\+,u e | =LA+ pip e

(2= L) e 52
n=1 |\ + pze)?
= (1-€) +4(1 - &) (ImA)?e(z, (Ae + A2) 1 z)?

1
oo (2—2)/?0#%—4(1—6)

%
24(1- ) sen(0)(Im A) S — (e )P+ (TmA)2 T
n=1 |\ + p2ei| n=l A+ pre)?
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1 1 -
Denotemos f,o(€) = (2— —)po,u% - 4(1 - €) para 5 <€ 1. Nosso objetivo agora é
€
mostrar que sao nao negativos os termos do lado direito da tltima igualdade acima.
1
Para isso, basta mostrarmos que existe 3 < e <1 tal que fra(e1) 2 0 para todo n. Com

efeito, recordemos que a sequéncia {u,} € tal que 0 < p1 < pg < -+, entdo temos

1
Faal€) > Fral€) ==4(1= ) + (2 <] oo
Agora, queremos determinar ¢; de modo que fi, > 0. Note que
1 1
(2— —)pou‘i“—4(1—6) >0 e 2p0uf — —popf —4+4e20
€ €
< 2popule — popf —de +4e* > 0.

Desde que fi,(€) é estritamente crescente e fi,(1) = p$po > 0 e dos céalculos feitos

acima, vemos que para obter o que queremos basta escolhermos ¢; tal que

-2)+ M)2+4 1
s e s (pont =2) +/(popf)® +4 1

! 4 9

Logo, para este €, temos foo(e1) > 0 e portanto, obtemos |J; + o> > (1 -¢€). E

concluimos a prova do lema. O

Etapa 8. Agora, tendo conhecimento do lema apresentado na Etapa 7, e da de-
sigualdade (5.16)), temos para todo x € F e todo A com ReX >0 e Im\ > 0 a seguinte

limitagao uniforme
1-¢ 2
I+ OO ele] > S g (5.20

Logo, de (5.20)) a fim de concluir o item (p), resta verificar que R(I + A\U(\,0)) = E.
Isso é facilmente checado, de (5.20)) e por verificar que (relembrando a defini¢io de
U(A,0)) o nicleo do operador adjunto

(T+ UM 0)) =T+ e+ A7) (B -2pAz)(Ne® + Az)!
é o subespaco trivial. De fato, note que se x € ker((I + AU(\,0))*), entao
(T+AUN0))'2=0 = Qe+ A2) Y (B-2pA2)(Ne + A2) w =z, (5.21)

para \ fixo com Re) > 0. Precisamos mostrar que x = 0. Vamos comec¢ar multiplicando
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a igualdade em pelo operador limitado (Ae + A2)~1(\e~ + A2), temos
(Ae ™ + A2) IN(B - 2pAz)(Ne® + A2) 1w = —(Ne ™ + A3) ' (e + A2z,
Agora, tomando o produto interno por x
M(B=2pA2)(Ne' + Az) Lz, (Ve + A2) 1) = —(z, (A + A2) 1 (Ne? + A2) ) 5.22)
=-J1(\,0,x).

Tomando a parte imaginaria da igualdade acima e multiplicando por (Im\) temos

(observando que o produto interno do lado esquerdo é real)
(ImN)2((B - 2pAz)(Ne® + A2) Lz, (e + A2) " z) = ImA(Im.J,).

Como ja vimos, ImA(ImJ;) > 0, logo ~ImA(Im.J;) < 0 para A com ReX > 0. Desse
modo, concluimos que ambos os lados da igualdade sao iguais a zero. Dai, temos

e Se Im\ # 0, temos (Ae® + A%)*lx =0 e logo x =0.

e Se Im) = 0, usando a parte real de , obtemos

ReM((B - 2pAz)(Ne® + Az) 'z, (Ne® + A2)'z) = —Re

e assim, concluimos novamente que ambos os lados da igualdade sao iguais a zero, e

portanto concluimos que z = 0, como no caso anterior. Desse modo, obtemos

B 1-¢ 3
JERP ORI FELS M

para A com ReX >0 e ImA\ > 0. Mas, pelas observagoes feitas no inicio da demonstracao

deste item, segue o resultado para todo A com ReA > 0. O

1
5.1.4 O caso a = 3"
Prova do [A.8l

Facamos algumas apresentacoes preliminares.
Seja {€,F} um par de espagos de Hilbert possuindo propriedades anélogas ao par
{E,F}. Seja A um operador linear continuo de F em F e de E em &, isto é, A €
L(E;E)n L(F;F). Dito isso, apresentamos o seguinte teorema:

161



5. Aplicagoes

Teorema 5.14. Seja A um operador linear como definido actma, entao
AE‘C([E>F]9;[57*F]9) (523)

para todo 6 com 0< 60 < 1.
Demonstragao. Ver [22]. O

Vamos comecar mostrando que o operador Ap gera um semigrupo analitico de
contragdes em Z = D(A1) x [D(A1)]" com as normas definidas em , depois em
F = D(A1) x D(A1) com a norma definida na primeira linha de . E dai, usamos
interpolagdo. Mais precisamente, aplicamos o Teorema [5.23] para a caracterizagao
de Hille-Yosida em Z e F de (A - Ag)~'. Portanto, obtemos que para todo A no

complementar Y. de um setor triangular adequado
T
Y ={XeC; |arg)| > 0o, 5 < O < 27}

o operador (A — Ag)~! é continuo do espaco de interpolagao

[F,Z]s = [D(A%) x D(A%), D(AT) x D(A1)']
D(A1°%) x D(A17%)

nele mesmo e satisfaz aqui a caracterizacao de Hille-Yosida, isto €,

B C
|(A = Ag) M eqir,210) < N

E claro que o semigrupo fortemente continuo de contracdes gerado por Ag em X, se

estende, a Z e se restringe a F'. Trataremos agora da analiticidade do semigrupo.
Ap gera um semigrupo analitico em Z.

Devemos provar que existe uma constante positiva C' tal que para A\ com Re\ > 0,
vale a seguinte limitacao uniforme

Ai 0 A5 0
0 Ai 0 Ai

onde W = E x E; ou equivalentemente, que existe M > 1 tal que para todo A com

I-VZHN)A AVEH(N)

M =Ap) ez =
[(M = M) ez SAVEH VA RV

<C,
LW)
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Re\ > 0 temos:

|ATV5 (W) AT < M (5.24)
INATVZH (V) AT < M (5.25)
IN2A 5V A% | < M. (5.26)

. S . 1
Durante esta segao, por conveniéncia, iremos considerar o = 3 e escrever ‘/,;1()\), S,

etc., ao invés de V, 1(A), S,, etc. Além disso, reduziremos o trabalho invocando o
Lema 5.100

Para provar as desigualdades (5.24-5.26), estabeleceremos respectivamente, as seguintes
identidades

3
4

ATVEH N AT = [T+ XAV LS - 2p1)]ATVE (N Ad
AATVIH N AT = [T+ AA2V L (N (S - 2p1) ]AATVE (V) As
NATIVH (N AT = ATV (N AT + (S - 2p)AAZ VY ()]

1
Com isso, aplicamos o Lema [5.10[ com « = 2 nas identidades acima, e resta mostrar
que os operadores AiVl;l()\)A%, )\AivB‘l()\)Ai e )\QA‘iV;()\)Ai. Mas, isto ja esté

feito na primeira prova do Teorema [5.4] com algumas alteragoes simples. E assim,

concluimos o resultado.

Ap gera um semigrupo analitico em F.

Aqui, devemos provar que existe uma constante positiva C' tal que para todo A com

ReA > 0 a seguinte limitacao uniforme vale

3

Az 0
0 Ai

AT 0
0 A

I-VzH (M)A AVEH(N)

<C.
“AVELH (M)A X2VEH(N)

L(W)

[(AT=AB) " eqr) =

Ou equivalentemente, que existe M > 1, tal que para todo A com Re\ > 0, temos

|ATVE (VAT < M
[NATVEI (AT < M
[NATVEI (VAT < M
IN2ATVZEH(A) A1 < M.

Note que para provar as desigualdades acima, comecamos observando que (i), (i) e
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(iv) sdo equivalentes as da primeira se¢do, simplesmente tomando o adjunto destes
operadores e usando o fato que [V5'(A)]* = V51 ()), e ReX =Re()).

Para a desigualdade (7ii), lembramos que
VoI =V = V) (VB(A) = V(M) VE (V)
e assim, temos

AATVIL ) AT - ATV AS
= NIV YA (B - 2pA2)AVE (V) A5
= AV Y(ON)(S = 2pD) N2 ATV (A A5

Agora, aplicamos o item (c¢) da Proposigao e a desigualdade dada na Proposicao
1

5.11 com « = 5= -f3, e assim, concluimos o resultado, pois (S —2pl) € L(E) como ja

vimos anteriormente.

5.2 Operador de ondas fortemente amortecidas

Nesta secao, apresentaremos um exemplo de operador matricial que é setorial em
um produto cartesiano de espacos de poténcias fracionarias.
Antes do resultado principal, faremos algumas consideragoes iniciais.
Recordemos que, dado um niimero complexo A # 0, o nimero arg(A) é o unico numero

real vy € (-7, ) tal que
A= \e?.
E claro que arg(pA) = arg()\), para todo A € C~ {0} e p e (0,00). Além disso, a funcdo

jargl: C~ {0} > R
A larg(M)|

é continua. Dado ¢ € (0,5) e a € R, seja Yo, = {A € C; |arg(A-a)|>pe X #a}. Se
a’ < a, entao vemos facilmente que X, , c ¥, ,. Além disso, dado C' > 0 existe um

ay < a tal que |A—a| > C para todo a’ <af e A e Xy .

Lema 5.15. Seja o > 0. Para todo ¢’ € (p,7) existe um C > 0 tal que para todo
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NeXg com|A-a|l>C,

> Q.

)\2
CLTQ()\_OC—CL)

Demonstragao. Suponha por contradicao que existe uma sequéncia A\, € X, com

| Ak — a| = oo, quando k — oo, tal que

Y 2
para k e N| arg( b —a) <
)\k -
. Ak —a N
podemos assumir que B | - u € C~ {0}. Pela continuidade de |arg|, e pelas
r—Qa

consideracoes feitas no inicio dessa secao, temos

larg(Ar - a)| =

ILI“ Y

Mas, |arg(Ax —a)| 2 ¢, logo |arg(p)| = ¢’

Por outro lado, note que

A 1
b 4=\ —a) T
Ak — -5 M-«
e # - 1le 5% = 0, quando k — oo. Dal, segue que

k

)\% a
()\k—()é)|)\k—a| |)\k—CL|

I,

entdo, fazendo a - 0* e usando novamente a continuidade de |arg|, temos

A
arg )\k_a—a

o que é uma contradi¢ao pela determinagao de ¢’. O

w2

ar( /\i - ¢ )‘ |a7’()|>’
NOs—)e—al w4 AU

Lema 5.16. (i) Existem constantes C' > 0 e d > 0 tais que para todo A € C com
A—a|>C,ea>0

al > d.

A2
‘/\—a

(it) Se ScCe f: S —>Cétal que d:= iAn£|f()\) — 20| > 0 para algum z € C, entao existe
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um M > 0 tal que

A
V AeS, | S
f(A) =20
Demonstragao. (i) Note que
A2 ao
A - -+
‘A “a ‘( Qg % - °°
quando |\ - a| - +o0, e assim concluimos o resultado
(i1) Desde que
z 1.
Z— 20
quando |z| - +oo, existe um My > 0 com a propriedade de que =~ < 2 sempre que
|z| > My. Logo, para todo X\ € S, se |f(\)| > My, entao |(f(A()’\)Z 5| <25 e se |f(A)] < My,
entao
O My M
[f(A) =z~ [f(A) = 2 d
[

Por fim, vamos considerar £/ um espaco de Banach sobre um corpo K e um operador
linear A: D(A) c E — E estritamente positivo, autoadjunto, com resolvente compacto,

i : —
setorial do tipo (a,p, M). Dito isso, podemos entdao enunciar o seguinte teorema
<o<pB<l,

. :
Teorema 5.17. Sejam o >0 ¢ B: D(B) c Ex E - E8 x E?, onde 0

definido por
€eEPxE% au+ve E“"}

oo
([v ):: Alau+v) |

Entao, B ¢ setorial do tipo (b,¢’, M") para algum beR, o€ (0,5) e M' >0
a > 0. Nosso

Demonstracao. Desde que A é setorial do tipo (a,p, M), temos Reo(A) >
objetivo é mostrar que existem um setor ¥, ¢ p(B) para algum be R, ¢’ € (0,%) e
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M’ € (0, 00) tal que para todo A € X s, temos

[ = B) | equnse oy <

Vamos comecar invocando o Lema para um ¢’ € (¢, 7) fixado, e assim existe C' > 0
tal que

22
Yayp
)\—ae v

para todo Ae Yo =%, n{AeC; [A-a|>C}. Tome X eX¢.

U U 0
]) = 0. Vamos mostrar que [ ] = [ :| Note
v v 0

Afirmagao 5.2. )\ € p(B).

o u
De fato, seja l
v

€ D(B) com (A - B) (

que, desde que (Al - B)( " ) =0, temos
v
AU+ v |0
—aAu+ (A - A)v 0]
2
Dai, obtemos Au = —v e através de calculos simples, vemos que ()\ I- A)u = 0,
-«

disso e da escolha de A segue que v =0. Portanto v = 0.
2

A
) € p(A), gracas & escolha de A\, podemos
-«

Usando novamente o fato de que
facilmente verificar que (A -B) é sobrejetivo, e portanto, como B é fechado, concluimos

que A € p(B). Dai, vemos que é possivel falar de (A — B)~! e além disso, temos

AN -A ~ I
-1 _ [ A2] - A 2I-AA+aA
(M -B)™'= A C)y\ﬁﬂx A & +aA |,

MNI-M+aA INT-)\A+aA

u
Logo, para [ € EP x E°, temos
v
AN -A " I y
u _
()\[—B)l( v]): )\21—321134-0414 )\21—>>\A+06A

NI -drod T T A+ adl
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Por conveniéncia, escreveremos

1
u )\ (U_A&A p_Q)
(AT -B)™ =l o YA
v _
A—&u+A—a(A— p+q)

A2 ! A2 B
onde p = ()\ - ) ueq-= ()\ I- A) v. Assim, calculando as normas das
-

entradas de (Al — B)~! em seus dev1dos espacos, temos

|52 (v 55 0)
Ao\l

EB
”uHEﬁ + CY|)‘| “ “ ”(.I”Eﬂ
S-al oo PlE ]
<( L, oM )ruuwﬂmq—vuw
ol P aPli-a A=l

A-al A= aflu

1 aﬂf|ul) M, |
= 1+ ————||lu|gs + 1+ M———||v|g-,
|A—M( Al fp=al )" A= qf w=-al )"

onde M; = |Af19| e pu = : Além disso, recordemos que
-«
A(pul — A)t = pu(pl — A)~t = I. Agora, calculemos a norma da outra entrada

1 al\|M M, M
< + Jull gs + 1 +1][v]p-
~al —of \" |-

‘_ a - A (a)\ . )
A— A—«o /\—ozp 1 Fo
¢ 0 fufpr+ 2 A B
ST NS HA—a|pE” A—a] 11

ey ey

f@@w|| a Aﬂ” Jul +—BL~ﬂ£w\
ool e T o e R a1

M, M
e (1 ) Pl gt

onde M, = | A5
Agora, usando a parte (i) do Lema e fazendo C' suficientemente grande, invocamos

a parte (i7) deste mesmo lema, para obter M3 > 0 tal que, | 1 | < M para \ € Yg,
w—a

onde p é como definido acima.

Pelas observacoes feitas no inicio da secao, temos que existe b < 0 com b < a tal que
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Y © M. Agora, seja My > 0, tal que para cada A € ¥y v, temos

A-b [A-bf 1)
max M,
( A A =al A +

Logo, pelos céalculos e consideragoes feitos acima, temos para todo A € X e

“Ne B8 x Eo.
v
(M - B)™! H
v
EBxE°
< M4(1 +O./MM4M3) “u” - M1M4(]_ +MM3) ||’UHE
) [A=b| " [A=b]
O[MQM4(1+MM3)H ” 5t MM4M3“ “EG
[A=b| -0
M’ u
w5l
| - | v EBxE°
para uma constante M’ > 0. O
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Apéndice A
Resultados basicos

Teorema A.1 (do grafico fechado). Sejam E e F espagos de Banach sobre um corpo
K. Seja A um operador linear de E em F. Assuma que A € fechado, entio A é

limitado.

Demonstragao. Ver [4].

Teorema A.2. Seja f, uma sequéncia de funcoes continuas em um dominio D. Su-

ponha que f, converge uniformemente em D para uma funcao f. Entdo f € continua
em D.

Demonstragao. Ver [21].

Teorema A.3 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (X, 3, 1) um
espago mensurdvel. Seja { f,} uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis assumindo valores
complezxos. Suponha que {f,} converge pontualmente para uma funcao f, e é dominada

por uma funcgao integrdvel g no sequinte sentido:

[fn(2)] < g(x)

para todon e N e x € X. Entdo, f € integrdvel (no sentido de Lebesgue) e

lim/fnd,u:/fdu.
n—oo JXx X

Demonstragao. Ver [3].

Teorema A.4 (Teorema dos residuos). Se f é uma funcdo analitica numa regido G,
exceto nas singularidades isoladas aq,as,...,a,. Se v € uma curva fechada retificdvel
em G que nao passa por nenhum dos pontos a e se y~0 em G entao
1
211

[1- én(% a) Res(fap).
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Demonstragao. Ver de [10].

sm(t)

Lema A.5. [~ —Zdt=m.

Demonstra¢ao. Ver [10].

Lema A.6 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : R - C uma fungao integravel, entao

]\lfim f f(x)cos(Nx)dzr = ]\lfim / f(x)sin(Nz)dx =0
ou equivalentemente

lim f(x)eNedx = 0.

N—oo —00

Demonstragao. Ver [17).

Lema A.7. Seja f:R - C tal que R>t —~ f(t) € C é integravel e

f—l
1

1010 o
t ,

entao

[ F()SnN) sm(Nt) S £(0)

quando N — +oo.

Demonstragao. Ver [5].

Teorema A.8. Seja f, uma sequéncia de funcgoes diferencidveis em um intervalo 1.

Assuma que

(1) fulz) > f(z) ¥ zel;

(i1) f! converge uniformemente para uma fung¢ao g em I.
Entao f ¢é diferencidqvel em I e f' =g em 1.

Demonstragao. Ver [21].

Teorema A.9 (Teorema da aproximagao de Weierstrass). Seja E = C([0,1]) munido
da norma do supremo e seja P = P([0,1]) o espaco dos polinémios em [0,1]. Entao

P ¢é um subespaco denso de E.

171



A. Resultados béasicos

Teorema A.10 (Principio da Limitacdo Uniforme). Sejam E e F' espagos de Banach
sobre um corpo K e seja {T;}ier, uma familia (nao necessariamente enumerdvel) de

operadores lineares limitados de . em F'. Assuma que
Vo ek, sup|Tix| < oo.
iel
Entao,
sup | Ti] e, r) < 00
i€l

Demonstra¢ao. Ver [4].

Lema A.11. Seja ¢ uma fun¢ao continua que é diferenciavel a direita em [a,b). Se
a derivada a direita de ¢ é continua a direita em [a,b), entdo ¢ é continuamente
diferenciavel em [a,b).

Demonstragao. Ver [21].

Teorema A.12. Seja f: Ax[«o,B] - X, onde A c C é um aberto conexo e f é

continua. Se para todo t € [, B] a fungao f(-,t) é analitica em A, entao

T(z) = /ff(z,t)dt, 2e A

é também analitica em A.

Demonstragao. Ver apéndice de [12].

Teorema A.13. Assuma que f,: A —> X, n €N, sao funcoes analiticas, onde A c C
¢ um aberto conero. Se a sequéncia f, converge quase uniformemente em A para uma
funcao f: A— X, entao [ € uma funcao analitica em A.

Demonstragao. Ver apéndice de [12].

Teorema A.14. Seja f, : A - X uma sequéncia de Cauchy quase uniformemente.
Entao existe uma funcgdo f: A — X tal que f, converge quase uniformemente e quase
sempre para f.

Demonstragao. Ver apéndice de [12].

Teorema A.15 (Lema de Riesz). Sejam Y e Z subespagos de um espaco normado X .
Suponha que Y € fechado e ¢ um subconjunto proprio de Z. Entao, para todo nimero

real 6 no instervalo (0,1) existe z € Z, tal que
|zl =1, eVyeY, |z-y|>0.
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Demonstragao. Ver [4].
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