
Universidade Federal da Paraíba
Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós�Graduação em Matemática
Mestrado em Matemática

Teoria espectral para semigrupos de
operadores lineares e limitados e

aplicações

Maria Jaislayne Moisés da Silva

João Pessoa � PB

Agosto de 2021

http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K2707221T1


Universidade Federal da Paraíba
Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós�Graduação em Matemática
Mestrado em Matemática

Teoria espectral para semigrupos de
operadores lineares e limitados e

aplicações

por

Maria Jaislayne Moisés da Silva

sob a orientação do

Prof. Dr. Flank David Morais Bezerra

João Pessoa � PB

Agosto de 2021

http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K2707221T1
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4745797D9


S586t Silva, Maria Jaislayne Moisés da.
         Teoria espectral para semigrupos de operadores
      lineares e limitados e aplicações / Maria Jaislayne
      Moisés da Silva. - João Pessoa, 2021.
         186 f. : il.

         Orientação: Flank David Morais Bezerra.
         Dissertação (Mestrado)  - UFPB/CCEN.

         1. Matemática - Semigrupos. 2. Operadores setoriais.
      3. Semigrupos de operadores lineares e limitados. 4.
      Potências fracionárias. 5. Operadores fechados e
      densamente definidos. I. Bezerra, Flank David Morais.
      II. Título.

UFPB/BC                                       CDU (043)512.53

Catalogação na publicação
Seção de Catalogação e Classificação

Elaborado por GRACILENE BARBOSA FIGUEIREDO - CRB-15/794





Agradecimentos

Agradeço, primeiramente, à Deus por ter me dado força e coragem durante toda

essa trajetória, e por tudo o que Ele tem planejado para mim.

Sou a primeira da minha família a ingressar em uma universidade federal pública, a pri-

meira a concluir um ensino superior, e a ingressar em um programa de pós-graduação.

Não poderia deixar de reconhecer que tudo isso só foi possível graças aos aos meus pais

e aos sacrifícios que ambos precisaram fazer para que fosse possível que eu trilhasse

meu caminho e seguisse os meus sonhos. Sem eles, não haveria sequer uma vírgula

neste trabalho. Então, o meu agradecimento in�nito à minha mãe, Jailma, por todo o

apoio, companheirismo e amor sublime desde sempre; e ao meu pai, Zé Moisés, o qual

desde sempre me incentivou a estudar e buscar "ser alguém"na vida.

Agradeço ao meu irmãozinho, Moisés, o meu melhor amigo, companheiro e ouvinte

�el, por todo encorajamento, alegrias, momentos de descontração, apoio e por todas

as in�nitas coisas que jamais caberiam aqui escritas ou em qualquer outro lugar.

Agradeço aos meus amigos e colegas de curso por todos os momentos compartilhados,

incentivos, e por toda ajuda e conhecimentos trocados.

Agradeço à todos os meus professores que contribuíram de alguma forma na minha

caminhada até aqui, em especial, ao meu orientador, Flank Bezerra, por todos os ensi-

namentos, toda a paciência e por toda a ajuda e compreensão durante os estudos para

a realização deste trabalho.

Agradeço aos professores Marcelo, Gleiciane e Silvia por terem aceitado o convite para

compor a banca examinadora da minha dissertação.

Agradeço à CAPES pelo apoio �nanceiro.



Aos meus pais, Jailma e Zé

Moisés.

Ao meu irmão, Moisés.



Resumo

Neste trabalho dissertamos sobre a teoria espectral para semigrupos de operadores

lineares e limitados; a saber, estudamos a teoria espectral de operadores fechados e

densamente de�nidos em espaços de Banach, semigrupos de operadores lineares e li-

mitados, operadores setoriais no sentido de Henry, e a teoria de potências fracionárias

para operadores lineares do tipoK-positivo no sentido do Amann. Além disso, apresen-

tamos algumas aplicações desta teoria a partir do estudo dos artigos: A. Cwiszewski e

K. P. Rybakowski, �Dynamics of strongly damped beam equation�, Journal of Di�eren-

tial Equations, (2009); S. Chen e R. Triggiani, �Proof of extensions of two conjectures

on structural damping for elastic systems�, Paci�c J. Math., (1989); J. A. Goldstein,

�Some remarks on in�nitesimal generators of analytic semigroups�, Proceedings of the

American Mathematical Society, (1969).

Palavras-chave: Semigrupos de operadores lineares e limitados, operadores setoriais,

potências fracionárias, operadores fechados e densamente de�nidos.



Abstract

In this work we discuss the spectral theory for semigroups of bounded linear ope-

rators; namely, we study the spectral theory of closed and densely de�ned operators in

Banach spaces, semigroups of bounded linear operators, sectorial operators in Henry's

sense, and fractional power theory for K-positive linear operators in Amann's sense.

Furthermore, we present some applications of this theory from the study of papers:

A. Cwiszewski and K. P. Rybakowski, �Dynamics of strongly damped beam equation�,

Journal of Di�erential Equations, (2009); S. Chen and R. Triggiani, �Proof of extensions

of two conjectures on structural damping for elastic systems�, Paci�c J. Math., (1989);

J. A. Goldstein, �Some remarks on in�nitesimal generators of analytic semigroups�,

Proceedings of the American Mathematical Society, (1969).

Keywords: Semigroups of bounded linear operators, sectorial operators, fractional

powers, closed and densely de�ned operators.
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Notação

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

● E denota um espaço de Banach;

● E∗ denota o dual topológico de um espaço de Banach E;

● H denota um espaço de Hilbert;

● Denotamos por L(E,F ) o espaço dos operadores lineares limitados de E em F

munido da norma usual, onde F é também um espaço de Banach;

● Denotamos por L(E) o espaço dos operadores lineares limitados de E em E

munido da norma usual;

● Denotamos por R(A) a imagem de E pelo operador A;

● Denotamos por ker(A) o núcleo do operador A;

● ρ(A) denota o conjunto resolvente do operador A;

● σ(A) denota o espectro do operador A;

● σr(A) denota o espectro residual do operador A;

● σp(A) denota o espectro pontual do operador A;

● σc(A) denota o espectro contínuo do operador A;

● ∣ ⋅ ∣ denota a norma euclidiana do Rn (quando não for feito menção em contrário);

● Usaremos ∥ ⋅ ∥ ao invés de ∥ ⋅ ∥E para denotar a norma no espaço de Banach

E, omitindo o E. Quando não estivermos fazendo menção a norma neste espaço,

xi



deixaremos claro em qual espaço estaremos de�nindo a norma;

● Usaremos a denominação C0-semigrupo para nos referirmos aos semigrupos for-

temente contínuos de operadores lineares limitados;

● supp(ϕ) denota o suporte da função ϕ;

● Ω é um aberto conexo de Rn;

● C(X) denota o espaço das funções contínuas em X;

● Ck(X) denota o espaço das funções k−vezes continuamente diferenciáveis (k ⩾ 1)
em X;

● Lp(I) denota o espaço das funções p integráveis à Lebesgue;

● W 1,p(I) denota o espaço de Sobolev das funções p integráveis à Lebesgue com

derivadas de primeira ordem p integráveis;

● W k,p
0 (I) = Ck

0 (I)

● H1(I) =W 1,2(I);

● Hk(I) =W k,2(I);

● H1
0(I) =W

1,2
0 (I);

● Hk
0 (I) =W

k,2
0 (I);

● X ↪ Y se X ⊂ Y é a imersão contínua;

● u′ = ut =
∂

∂t
u = d

dt
u;

● Usaremos 'sen' para fazer menção a função seno, e 'arcsen ' para fazer menção a

função arco seno.

● Eα é o espaço das potências fracionárias D(Aα), onde este, quando munido da

norma ∥ ⋅ ∥Eα = ∥Aα ⋅ ∥, é um espaço de Banach; quando α = 0 e α = 1 temos E0 = E e

E1 =D(A);
● Denotaremos por BIP o conjunto das potências imaginárias limitadas;

● Aα é o operador potência fracionária de A; quando α = 0, temos A0 = I;
● Aµ = µA(µI −A)−1 é a aproximação de Yosida de A;

xii



● ◻ denota o �nal de uma demonstração.
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Introdução

O principal objetivo deste trabalho é esclarecer um dos pontos cruciais na agenda

comumente utilizada para o estudo de problemas de valor inicial (problemas de Cauchy)

em espaços de Banach E sobre um corpo K (K = R ou K = C) do tipo

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

du

dt
+Au = f(u), t > 0,

u(0) = u0,
(1)

onde A ∶ D(A) ⊂ E → E é um operador linear fechado e densamente de�nido, geral-

mente não limitado, f é uma aplicação não linear com alguma condição de regularidade

de�nida em algum subespaço de E e tomando valores em E, e u ∶ [0,+∞) → E é a

função a ser determinada, em algum sentido, tal que u(0) = u0.
Existem várias maneiras de entendermos o que é solução do problema (1); por

exemplo, diremos que uma função u ∶ [0, T ) → E é uma solução clássica do problema

(1) sobre o intervalo [0, T ) quando u ∈ C((0, T );D(A)) ∩ C1((0, T );E) e u satisfaz (1)

sobre o intervalo [0, T ). Diremos que uma função u ∶ [0, T ) → E é uma mild solution

do problema (1) sobre o intervalo [0, T ] quando u ∈ C([0, T ];E) e u satisfaz

u(t) = S(t)u0 + ∫
t

0
S(t − s)f(u(s))ds

sobre o intervalo [0, T ], onde {S(t); t ⩾ 0} é o operador solução do problema de valor

inicial

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

du

dt
+Au = 0, t > 0,

u(0) = I,
(2)

no sentido da teoria de semigrupos de operadores lineares e limitados sobre E (conteúdo

principal deste trabalho).

À saber, a compreensão de técnicas de análise de problemas do tipo (1) se faz ne-

cessária porque uma quantidade signi�cativa de equações diferenciais parciais (EDP's)

autônomas utilizadas para modelar matematicamente fenômenos da natureza sob cer-
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Introdução

tas suposições físicas, químicas, biológicas, econômicas e até psicológicas são EDP's

autônomas semilineares; e problemas de valores de iniciais e de fronteira associados a

estas EDP's podem comumente ser traduzidos como problemas do tipo (1).

Quanto à análise de problemas de valores de iniciais e de fronteira associados à

EDP's autônomas semilineares a técnica que temos em mente e que pretendemos com-

preender neste trabalho passa pela seguinte agenda acompanhando o método de análise

e solução de problemas:

Etapa 1 (Identi�cação do problema). Tomar conhecimento da EDP autônoma se-

milinear a ser considerada e restrições técnicas dos seus parâmetros, restrições estas

provenientes de certas suposições físicas, químicas, biológicas, econômicas e até psico-

lógicas. Destacamos aqui que nos concentraremos em EDP's propostas em domínios

limitados e de fronteira su�cientemente suave do espaço Euclidiano RN com N ⩾ 1;

a saber, EDP's propostas em abertos conexos e limitados Ω cuja fronteira ∂Ω é de

classe C2m; isto é, ∂Ω é localmente o sub-grá�co de uma C2m-função com respeito a

alguma escolha de sistema de coordenadas ortogonais. Em outras palavras, para qual-

quer p ∈ ∂Ω, sob uma mundança de coordenadas ortogonais, existe um conjunto aberto

V ⊂ RN−1, e uma função Lipschitz contínua ϕ ∶ V → (a, b) tal que U = V × (a, b) é uma

vizinhança do ponto p e

Ω ∩U = {(x, t) ∈ U ; t < ϕ(x)}.

Etapa 2 (Observação). Dados como, a ordem da EDP, a natureza da sua �linearidade�,

o fato desta ser autônoma, as restrições dos parâmetros escalares e funcionais, nos

permitirá identi�car espaços de fases aquedados para investigar existência, unicidade,

regularidade e o comportamento assintótico das soluções de problemas de valores de

iniciais e de fronteira associados a EDP's autônomas semilineares.

Etapa 3 (Análise). Com a identi�cação do problema e observação mencionados acima,

o que devemos fazer em seguida é transcrever o problema de valor de inicial e de

fronteira associado a EDP autônoma semilinear como um problema de valor inicial do

tipo (1). Aqui, destacamos que se faz necessário encontrar o espaço de Banach E a

ser considerado como o espaço de fases; na prática, uma análise sobre a equação de

energia associada a EDP (ou as EDP's em questão, pode nos orientar na escolha do

espaço de Hilbert a ser considerado como espaço de fase. Os termos que de�nem a

EDP dão origem a lei de formação do operador linear A (que em geral é não limitado),

e comumente as condições de fronteira homogêneas são incorporadas no domínio do

operador linear A, tudo isso é feito, com o cuidado que ao �nal tenhamos um operador

3



Introdução

fechado e densamente de�nido. Quanto ao termo não linear, este é de�nido pelos termos

não lineares que aparecem na EDP e pela condições de fronteira não homogêneas.

Esta é a etapa em que nos referimos ao momento em que damos luz à Análise

Funcional inerente ao problema em questão.

Etapa 4 (Plano de ação). É exatamente sobre etapa que dissertaremos neste trabalho.

Uma técnica comumente empregada é dividir a análise em duas partes, uma Análise

Linear, conteúdo deste trabalho de dissertação de mestrado, e posteriormente uma

Análise Não Linear.

Etapa 4.1 (Análise Linear). Nesta etapa, consideraremos o problema linear

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

du

dt
+Au = 0, t > 0,

u(0) = u0.
(3)

A �m de obter resultados de existência, unicidade, regularidade e o comportamento

assintótico das soluções de (3), devemos primeiro entender o que signi�ca ser solução

do problema (3).

Etapa 4.2 (Análise Não Linear). Nesta etapa, recuperamos o problema inicial (1)

e devemos trabalhar, a �m de obter resultados de regularidade a Fréchet para a não

linearidade f .

Etapa 5 (Ação). Quanto à resolução do problema (3) tomaremos a seguinte decisão.

Se A fosse uma matriz quadrada de ordem n cujas entradas são elementos do corpo K,

então poderíamos resolver o problema (3) considerando a família de matrizes quadradas

de ordem n cujas entradas são elementos do corpo K

{etA =
∞

∑
i=0

tiAi

i!
∈Mn(K); t ⩾ 0}

e a aplicação

u ∶ [0,∞) →X

t↦ u(t) = etAu0 =
∞

∑
i=0

tiAi

i!
u0.

Agora, sendo A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear fechado e densamente de�nido,

geralmente não limitado e E um espaço de Banach sobre um corpo K (K = R ou K = C),
então devemos recorrer a teoria dos semigrupos de operadores lineares e limitados, e

trabalhar, a �m de provar que o operador A possui propriedades espectrais su�cientes

para que possamos garantir a existência de um semigrupo de operadores lineares e

4



Introdução

limitados sobre E; a saber, uma família de operadores lineares e limitados {S(t); t ⩾ 0}
de�nidos sobre E tal que S(0) = I, onde I denota o operador identidade sobre E, e

S(t + s) = S(t)S(s)

para todos t, s ⩾ 0, de modo que a aplicação u ∶ [0,∞) → E de�nida por

u(t) = S(t)u0,

para todo t ⩾ 0 é solução do problema (3). Desta forma, para cada t ⩾ 0, �o operador

S(t) é responsável por mapear a evolução do ponto u0 ∈ E no instante de tempo t�.

A Figura 1 propõe uma maneira de como o nosso apelo intuitivo pode ser usado para

entender o que acontece quando temos um semigrupo de operadores lineares e limitados

{S(t); t ⩾ 0} de�nido sobre E associado ao problema (3). Na ilustração 0E denota o

vetor nulo do espaço E e s, t, σ denotam números reais positivos.

E E E E

⋅
0

⋅
s

⋅
t + s R

x

⋅
0E

S(s)x
⋅⋅

S(t + s)x = S(t)S(s)x
⋅

s t

t + s

S(σ)x
⋅

σ

⋅
σ

Figura 1: A evolução do ponto x ∈ E por um semigrupo {S(t); t ⩾ 0}

Etapa 6 (Veri�cação). Apresentaremos algumas aplicações, após leitura dos artigos

�Proof of extensions of two conjectures on structural damping for elastic systems: The

case
1

2
⩽ α ⩽ 1� escrito por S. Chen e R. Triggiani, e �Singular dynamics of strongly

damped beam equation� escrito por Aleksander Cwiszewski e Krzysztof P. Rybakowski.

Dissertamos aqui sobre as contas contidas nestes trabalhos, e detalhes sobre as pas-

sagens são apresentados para faciliar a compreensão do leitor. Aproveitamos também

para ilustrar alguns exemplos ao longo do trabalho.

Etapa 7 (Padronização). O detalhamento das contas mencionadas acima vem, em

geral, com comentários sobre possíveis generalizações sobre resultados dos artigos su-

5



Introdução

pracitados.

Etapa 8 (Conclusão). Por �m, entendemos que a teoria de semigrupo de operadores

lineares e limitados pode ser uma elegante alternativa para a análise de problemas de

valores iniciais e de fronteira assoaciados a EDP`s semilineares autônomas por apre-

sentar uma via de mão dupla entre, pelo menos, duas linhas de pesquisa, Análise de

EDP`s e Análise Funcional.

Estrutura do trabalho: Apesar de estarmos aqui apresentando métodos alternati-

vos de resolução de problemas aplicados, este trabalho é, em sua totalidade, escrito

utilizando-se de argumentos de Análise Funcional. Em todo o trabalho são utilizados

construções abstratas e argumentos voltados para a matemática pura. O mesmo está

dividido em 5 capítulos.

No Capítulo 1, intitulado por `Análise espectral de operadores lineares', reuni-

mos uma coleção de resultados da teoria espectral de operadores lineares de�nidos em

espaços de Banach, os quais envolvem os conceitos de conjunto resolvente e espectro,

operadores fechados e fecháveis, operadores com resolvente compacto e operadores du-

ais e autoadjutos. A importância desses resultados será evidenciada ao longo de todo

o trabalho. Nele, seguiremos de perto as referências [1], [4], [5], [19], [23], e [24].

No Capítulo 2, intitulado por `Semigrupos de operadores lineares', apresentare-

mos as de�nições, características e principais resultados de semigrupos e grupos de

operadores lineares limitados, indispensáveis ao entendimento das técnicas de solução

de problemas hiperbólicos semilineares. Caracterizaremos os semigrupos {T (t); t ⩾ 0}
e grupos {T (t); t ∈ R}, com o objetivo de apresentar a teoria de semigrupos fortemente

contínuos, de�nidos num espaço de Banach E. Nossa discussão será concentrada na

caracterização dos geradores in�nitesimais dos semigrupos e grupos fortementre contí-

nuos, já que nas aplicações da teoria, em geral, conhecemos a equação diferencial e não

o operador solução. Com isso grandes teoremas são invocados, tais como: o Teorema

de Hille-Yosida, o Teorema de Lumer-Phillips e o Teorema de Stone. Nele, utilizaremos

como referências principais [1], [5], [6], e [23].

No Capítulo 3, intitulado por `Operadores setoriais e semigrupos analíticos', in-

troduziremos o conceito de operadores setoriais no sentido de Henry [16], em espaços

de Banach, exibiremos alguns resultados importantes relacionados à teoria, e apre-

sentaremos uma importante classe dos semigrupos fortemente contínuos: a classe dos

semigrupos analíticos. Além disso, apresentaremos um dos teoremas mais importantes

do trabalho, o teorema que caracteriza os geradores in�nitesimais de semigrupos ana-

líticos, e além disso, estabelece uma relação entre o semigrupo e o conjunto resolvente
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do gerador in�nitesimal. Nele, seguiremos de perto as referências [5], [12], [13], [14],

[15], [16].

No Capítulo 4, intitulado por `Potências fracionárias de operadores lineares', va-

mos inicialmente estudar e apresentar a construção das potências fracionárias de opera-

dores lineares de�nidos num espaço de Hilbert, que têm resolvente compacto, espectro

não vazio, e que é autoadjunto, satisfazendo uma desigualdade do tipo

⟨Au,u⟩ ⩾ δ∥u∥2,

para algum δ > 0, onde A ∶ D(A) ⊂ H → H é um operador linear, e H denota um es-

paço de Hilbert. Depois, veremos a de�nição e as principais propriedades das potências

fracionárias de operadores lineares do tipo positivo. Também, estudaremos os espaços

das potências fracionárias Hα, com 0 < α ⩽ 1, os quais tem menos regularidade do que

o domínio do operador em questão. Além disso, apresentamos ainda uma coletânea de

resultados, em uma seção, sobre potências imaginárias limitadas. Nele, seguiremos de

perto as referências [1], [5], [9], [16], e [23].

No Capítulo 5, intitulado por `Aplicações', apresentamos algumas aplicações do

conteúdo abordado neste trabalho, obtidas a partir da leitura dos artigos [8] e [11].
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Capítulo 1

Análise espectral de operadores

lineares

Neste capítulo, dissertaremos sobre resultados da teoria espectral de operadores

lineares de�nidos em espaço de Banach, os quais serão de extrema importância para

o estudo dos semigrupos de operadores lineares e os demais assuntos abordados neste

trabalho. Aqui, seguiremos de perto as referências[1], [4], [5], [19], [23], e [24]. É impor-

tante salientar que não temos nenhuma pretenção com a originalidade dos argumentos

aqui apresentados nas demonstrações dos resultados. No entanto, o conteúdo das ob-

servações, as soluções dos exercícios propostos nas referências supra citadas e as �guras

aqui apresentadas são de autoria da própria autora.

1.1 Conjunto resolvente e espectro

Dentre os objetos que serão estudados aqui, chamamos a atenção para os grandes

protagonistas deste capítulo, os conjuntos resolvente e espectro de um operador linear

de�nido sobre espaços de Banach. Eles farão parte da grande maioria dos resultados

desse trabalho e serão aspectos decisivos na obtenção de alguns resultados, como por

exemplo, quando estivermos estudando resultados relacionados a geradores in�nitesi-

mais de semigrupos de operadores lineares e limitados. Nesta seção de�niremos cada

um desses conjuntos e apresentaremos alguns exemplos. Mais à frente, quando tivermos

as ferramentas necessárias, falaremos mais sobre eles.

1.1.1 Motivação

Seja A uma n × n matriz com entradas em K (K = C ou K = R), denotamos por

σ(A) o espectro de A; a saber, o conjunto dos autovalores de A. Dado λ ∈ K tem-se
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1. Análise espectral de operadores lineares

que λ ∈ σ(A) se existe v ≠ 0 tal que

(λI −A)v = 0 (ker(λI −A) ≠ {0})

ou se o seguinte determinante se anula

det(λI −A) = 0

ou se o operador é não-invertível

∥(λI −A)−1∥ = ∞.

Note que o objeto que está dentro das barrinhas representa um operador matricial,

então, esta expressão está indicando o que chamaríamos de �norma de uma matriz�, e

podemos de�nir isto como sendo

∥M∥ = max {∣aij ∣; i, j ∈ {1,2, ..., n}},

onde aij representa os elementos das entradas da matriz M . É fácil ver que de fato ∥ ⋅ ∥
é uma norma.

Esta última de�nição será traduzida para operadores em espaços de Banach de di-

mensão in�nita. Em outras palavras, as de�nições dadas acima podem ser descritas

também como λ ∈ σ(A) se, e somente se,

R(λI −A) ≠ E

ou

(λI −A)−1 não existe

ou

(λI −A)−1 não é limitado em R(λI −A).

1.1.2 De�nições e propriedades

De�nição 1.1. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K (K = C ou K = R), e
seja A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear. O conjunto

{λ ∈ C;R(λI −A) = E, (λI −A)−1existe, (λI −A)−1 é limitado em R(λI −A)}

9



1. Análise espectral de operadores lineares

é chamado o conjunto resolvente do operador A e é denotado por ρ(A). O conjunto

σ(A) = C ∖ ρ(A) é chamado o espectro do operador A.

De agora em diante, salvo expressa menção em contrário, sempre que for mencio-

nado um corpo K estaremos nos referindo a K = C ou K = R.

De�nição 1.2. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. Seja λ ∈ ρ(A), o operador (λI − A)−1 é

chamado o operador resolvente de A. Operadores resolventes são as vezes denotados

por Rλ(A),A−1λ ou R(λ;A).

De�nição 1.3. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear. O conjunto

{λ ∈ C;λI −A é injetivo e R(λI −A) ≠ E}

é chamado o espectro residual do operador A e denotado por σr(A).

De�nição 1.4. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear. O conjunto

{λ ∈ C;λI −A não é injetivo }

é chamado o espectro pontual do operador A e denotado por σp(A).

De�nição 1.5. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear. O conjunto

{λ ∈ C;λI −A é injetivo ,R(λI −A) ≠ E e R(λI −A) = E}

é chamado o espectro contínuo do operador A e denotado por σc(A).
Note que

σ(A) = σr(A) ∪ σp(A) ∪ σc(A)

é uma união disjunta.

Com essas de�nições, são pertinentes algumas observações que faremos abaixo. Dado

um operador linear e um número complexo, faz-se necessário questionar sobre a clas-

si�cação espectral deste número, ou seja, saber se ele é um elemento do resolvente ou

do espectro do operador em questão, e sendo este, um elemento do espectro, saber em

qual conjunto exatamente este elemento se encontra.

Em espaços vetoriais de dimensão �nita, segue do Teorema do Núcleo e da Imagem
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1. Análise espectral de operadores lineares

que σ(A) = σp(A). Contudo, em espaços vetoriais de dimensão in�nita, os conjuntos

σr(A) e σc(A) não são necessariamente vazios.

Proposição 1.1. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear fechado. Considere λ ∈ ρ(A). Então valem

as seguintes a�rmações:

(i) σ((λI −A)−1) ∖ {0} = (λI − σ(A))−1.

(ii) σp((λI −A)−1) ∖ {0} = (λI − σp(A))−1.

Demonstração. Vamos provar (i) e a prova de (ii) é análoga. Tome µ ∈ C ∖ {0}.
Observe que temos

µI − (λI −A)−1 = ((λ − 1

µ
)I −A)µ(λI −A)−1.

Desde que λ ∈ ρ(A), o operador µ(λI −A)−1 é bijetivo. Desse modo, µI − (λI −A)−1

é bijetivo se, e somente se, ((λ − 1

µ
)I −A) é bijetivo. Assim, µ ∈ ρ((λI − A)−1) se, e

somente se, λ − 1

µ
∈ ρ(A). E concluímos a demonstração.

Exemplo 1.1. Seja E = C([0,1];K) munido com a norma do supremo e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear, onde D(A) = C1([0,1]) e Af = f ′. Então,

σ(A) = C = σp(A) e ρ(A) = ∅.

De fato, note que se λ ∈ C então a função ϕ(t) = eλt satisfaz Aϕ(t) = λϕ(t). É claro

que σp(A) ⊂ C logo, σp(A) = C = σ(A) e portanto ρ(A) = ∅ pois ρ(A) = C ∖ σ(A).

1.2 Operadores fechados e fecháveis

Nesta seção iremos estudar a teoria espectral de operadores fechados e fecháveis em

espaços de Banach sobre um corpo K.

De�nição 1.6. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. Dizemos que A é um operador fechado se

seu grá�co G(A) = {(x,Ax) ∈ E ×E;x ∈D(A)} é um subconjunto fechado de E ×E.

De�nição 1.7. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. Dizemos que A é um operador fechável se

existe uma extensão fechada B ∶D(B) ⊂ E → E, onde D(A) ⊂D(B).
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1. Análise espectral de operadores lineares

Observação 1.1. Operadores fechados são às vezes chamados de operadores pré-

fechados.

Dizemos que A é o fecho do operador fechável se esta é a menor extensão fechada

de A, no sentido de que se B é uma outra extensão fechada de A, então D(A) ⊂D(B).

De�nição 1.8. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. Dizemos que A é um operador densamente

de�nido se D(A) = E.

Teorema 1.2. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶D(A) ⊂ E → E

um operador linear fechado. Seja α ∈ K então os operadores −A e αI −A são fechados.

Demonstração. Seja xn ∈D(αI −A) com xn → x e (αI −A)xn → y. Temos que

(αI −A)xn = αxn −Axn → αx −Ax = (αI −A)x,

pois

−Axn → y Ô⇒ Axn → −y Ô⇒ −y = Ax Ô⇒ −Axn → −Ax e x ∈D(A).

E assim, segue a a�rmação.

Exemplo 1.2. Seja E = C([0,1];K) munido da norma do supremo e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear, onde D(A) = C1([0,1]) e Af = f ′ como

no Exemplo 1.1 . Então, A é fechado e densamente de�nido, mas não é limitado.

De fato, seja fn uma sequência de funções em E tal que fn → f e Afn → g quando

n → ∞. Então, segue do Teorema A.8 que f ∈ D(A) e Af = g. Portanto, concluímos

que A é fechado.

Note que as funções un ∈D(A) dadas por un(x) = 1√
n
sen(nx) são tais que

∥un∥ =
1√
n
∣ sen(nx)∣

que tende a 0 quando n→∞ pelo teorema do confronto. E

∥Aun∥ = sup
x
∣
√
n cos(nx)∣ ⩾ ∣u′n(0)∣ =

√
n→∞, quando n→∞.

Por �m, a densidade de D(A) segue do Teorema da aproximação de Weierstrass 1.

1Ver apêndice
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1. Análise espectral de operadores lineares

Exemplo 1.3. Seja E = C([0,1];K) munido da norma do supremo e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear, onde D(A) = {f ∈ C1([0,1]); f(0) = f ′(0) = 0}
e Af = f ′. Então, A é fechado e densamente de�nido.

De fato, seja fn ∈D(A) com fn → f e Afn = f ′n → g ∈ E, quando n→∞, então f ∈D(A)
e Af = g, visto que

0 = fn(0) → f(0), quando n→∞.

Lema 1.3. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja A ∶D(A) ⊂ E → E

um operador linear. Então as seguintes a�rmações são verdadeiras:

(i) A é fechável (fechado) se, e somente se, para cada sequência xn ∈ E tal que xn → 0

(xn → x) com Axn → y, então y = 0 (x ∈D(A) e Ax = y).

(ii) Se A é injetivo, então A é fechado se, e somente se, A−1 é fechado.

(iii) Se A é um operador linear injetivo, tal que A−1 é fechável e seu fecho é injetivo

então A é fechável.

(iv) Se A é um operador linear injetivo fechado com A−1 ∶ R(A) ⊂ E → E limitado,

então R(A) é fechado.

Demonstração. (i) Suponha que A ∶D(A) ⊂ E → E é fechável, então existe uma exten-

são fechada B ∶ D(B) ⊂ E → E de A onde D(A) ⊂ D(B), isto é,

B(x) = A(x), para todo x ∈ D(A). Seja xn ∈ D(A) tal que xn → 0 e Axn → y.

Pelas observações feitas acima temos Bxn = Axn → y isto é, Bxn → y. Note que temos

(xn,Bxn) ∈ G(B) tal que (xn,Bxn) → (0, y), como B é fechado temos G(B) = G(B),
logo (0, y) ∈ G(B) e portanto, y = B(0) = 0.
Reciprocamente, suponha que para cada sequência {xn}n ∈ D(A) com xn → 0 e

Axn → y tem-se y = 0.
Considere D(B) = {x ∈ E; ∃ xn ∈D(A), xn → x, Axn → y}.

A�rmação 1.1. D(B) é subespaço vetorial de E. De fato, denotando por 0 a sequência
cujos termos são todos nulos temos 0 ∈D(B) pois D(A) é subespaço vetorial de E, logo
0 ∈ D(A). Agora, sejam x, z ∈ D(B) e α ∈ K, então existem sequências xn, zn ∈ D(A)
tais que xn → x,Axn → y, zn → z e Azn → h. Desde que ambas as sequências são

convergentes, pelas propriedades de limite segue que αxn + zn é convergente e é tal que

αxn + zn → αx + z. Como D(A) é subespaço vetorial, temos que αxn + zn ∈D(A), logo
αx + z ∈D(B). Donde concluímos a a�rmação.

Agora, de�na

Bx = y, x ∈D(B).
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Vamos mostrar que y não depende da sequência {xn}n. Com efeito, seja un uma outra

sequência em D(A) com un → x e Aun → h. Nosso objetivo é mostrar que y = h. Note
que xn − un → 0 e Axn −Aun → y − h, isto é, A(xn − un) → y − h. Como xn − un ∈D(A)
e xn − un → 0, temos por hipótese que y − h = 0 e logo y = h. Portanto, B está bem

de�nido em D(B). É fácil ver que B é um operador linear. Resta agora mostrar que

A�rmação 1.2. B é um operador fechado. De fato, seja xn ∈ D(B) tal que xn → x e

Bxn → y. Vamos mostrar que x ∈ D(B) e y = Bx. Desde que para cada n, xn ∈ D(B)
existe un ∈D(A) tal que

∥xn − un∥ + ∥Bxn −Aun∥ <
1

n
,

quando n→∞ temos un → x e Aun → y. Assim, temos x ∈D(B) e y = Bx.
Agora suponha que A é fechado, então G(A) é um conjunto fechado. Seja xn uma

sequência em D(A) tal que xn → x e Axn → y, isto é, temos (xn,Axn) ∈ G(A) e
(xn,Axn) → (x, y), como G(A) = G(A), segue que (x, y) ∈ G(A), isto é, x ∈ D(A) e
y = Ax. Reciprocamente, seja (xn,Axn) ∈ G(A) com (xn,Axn) → (x, y), por hipótese
temos x ∈D(A) e y = Ax, isto é, (x, y) ∈ G(A), pela arbitrariedade de (xn,Axn) ∈ G(A),
segue que G(A) = G(A). Portanto, A é fechado.

(ii) Seja A um operador linear injetivo. Então, o operador A−1 ∶ R(A) →D(A) está
bem de�nido. Suponha que A é fechado. Seja yn ∈ R(A) com yn → y e A−1yn → x,

queremos mostrar que y ∈ R(A) e x = A−1y. Note que, desde que yn ∈ R(A), existe
xn ∈ D(A) tal que Axn = yn → y e xn = A−1yn → x, ou seja, temos xn → x e Axn → y,

como A é fechado, segue que x ∈D(A) e y = Ax, ou seja, y ∈ R(A) e x = A−1y.
Reciprocamente, assuma que A−1 é fechado. Seja xn ∈ D(A) com xn → x e Axn → y.

Note que A−1(Axn) = xn → x, como A−1 é fechado, segue que (y, x) ∈ G(A−1), isto é,

x = A−1y, o que implica x ∈D(A) e y = Ax. Portanto, A é fechado.

(iii) Seja {xn}n ∈D(A) com xn → 0 e Axn → y, vamos mostrar que y = 0. Note que
Axn é um sequência em R(A), como A−1 está bem de�nido, temos

A−1(Axn) = xn → 0. Logo, (y,0) ∈ G(A−1) = G(A−1), isto é, y ∈ D(A−1) e 0 = A−1y,
mas A−1 é injetivo por hipótese, logo ker(A−1) = {0} e temos, y = 0. Portanto, A é

fechável.

(iv) Assuma que A é um operador linear injetivo, fechado e que A−1 é limitado.

Seja {yn}n uma sequência em R(A) tal que yn → y. Suponhamos por contradição que

y /∈ R(A). Pela escolha de {yn}n, existe {xn}n ∈ D(A) tal que Axn = yn. Note que

{xn}n não converge, pois estamos assumindo que y /∈ R(A) e A é fechado por hipótese.
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Assim, para cada x ∈ E e ϵ > 0 existe uma subsequência xnk
de xn tal que

∀ k ∈ N, ∥xnk
− x∥ > ϵ.

Em particular, para x = 0 e ϵ = ∥A−1∥L(R(A);E) sup ∥yn∥, existe uma subsequência xnk
de

xn tal que

∀ k ∈ N, ∥xnk
∥ > ϵ.

Por outro lado, temos

∀ n ∈ N, ∥xn∥ = ∥A−1yn∥ ⩽ ∥A−1∥∥yn∥ ⩽ ∥A−1∥ sup ∥yn∥

isto é,

∀ n ∈ N, ∥xn∥ ⩽ ∥A−1∥ sup ∥yn∥ = ϵ.

O que é uma contradição. Portanto, y ∈ R(A) e concluímos que R(A) é um subespaço

fechado de E.

Lema 1.4. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja A0 ∶D(A0) ⊂ E → E

um operador linear fechável. Se A ∶ D(A) ⊂ E → E denota o fecho de A0, então

ρ(A) = ρ(A0).

Demonstração. Seja λ ∈ ρ(A), então λ − A é injetivo, R(λ −A) = E e (λ − A)−1 é

limitado. Daí, temos λ − ARD(A0) = λ − A0 injetivo, e então está bem de�nido e é

limitado o operador (λ −A0)−1. Assim, resta mostrar que R(λ −A0) = E.
Seja y ∈ E, então y ∈ R(λ −A) = E e assim, existe uma sequência {yn}n ∈ R(λ −A) tal
que yn → y. Como yn ∈ R(λ − A), existe {xn}n ∈ D(λ − A) tal que (λ − A)−1yn = xn.
Como (λ −A)−1 é limitado por hipótese, temos

xn = (λ −A)−1yn → (λ −A)−1y.

Seja x = (λ −A)−1y, então (xn, (λ −A)xn) → (x, y). Assim,

(x, y) ∈ G(λ −A) = G(λ −A0),

isto é, existe uma sequência zn ∈ D(λ − A0) tal que zn → x e (λ − A0)zn → y, donde

concluímos que y ∈ R(λ −A0) e portanto, R(λ −A0) = E.
Reciprocamente, seja λ ∈ ρ(A0). Então R(λ −A0) = E e (λ − A0)−1 ∶ R(λ − A0) → E

é limitado, assim podemos estender (λ −A0)−1 continuamente de modo que (λ −A)−1

15



1. Análise espectral de operadores lineares

seja limitado em R(λ −A). Por outro lado, R(λ −A0) ⊂ R(λ −A) logo

E = R(λ −A0) ⊂ R(λ −A).

Donde concluímos que R(λ −A) = E. Agora, vamos provar que (λ −A) é injetivo.
Seja x ∈ D(A) tal que (λ − A)x = 0, isto é, x ∈ ker(λ − A). Assim,

(x,0) ∈ G(λ−A) = G(λ −A0). Logo, existe xn ∈D(A0) tal que xn → x e (λ−A)xn → 0.

Desde que (λ −A0)−1 é limitado temos:

(λ −A0)−1(λ −A0)xn → (λ −A0)−10 = 0

ou seja, xn → 0, e pela unicidade do limite, segue que x = 0. Pela arbitrariedade de

x ∈ ker(λ −A), segue que (λ −A) é injetivo.

Lema 1.5. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja A0 ∶D(A0) ⊂ E → E

um operador linear com ρ(A0) ≠ ∅.

(i) Se para algum λ0 ∈ ρ(A0) o operador (λI −A0)−1 é injetivo, então A0 é um

operador fechável.

(ii) Se A0 é um operador fechável, então para cada λ ∈ ρ(A0) o operador (λI −A0)−1

é injetivo.

Demonstração. (i) Seja {xn}n ∈ D(A0) tal que xn → 0 e A0xn → y, graças ao Lema

5.15, basta mostrarmos que y = 0.
Seja λ0 ∈ ρ(A0). Pelas propriedades de limite, temos λ0xn → 0 e λ0xn − A0xn → −y,
logo (λ0I −A0)xn → −y. Observe que

(λ0I −A0)xn ∈ R(λ0I −A0) ⊂D((λ0I −A0)−1) ⊂,D(λ0I −A0)−1 (1.1)

como (λ0I −A0)−1 é limitado, temos

xn = (λ0I −A0)−1(λ0I −A0)xn → (λI −A0)−1(−y)

pela unicidade do limite obtemos (λI − A0)−1(−y) = 0, mas

(λI −A0)−1(−y) = (λI −A0)−1(−y) e daí (λI −A0)−1(−y) = 0. Desde que (λI −A0)−1 é
injetivo, segue que −y = 0 e portanto y = 0.
(ii) Inicialmente, vamos provar a seguinte igualdade:

R(λI −A) =D((λI −A0)−1). (1.2)
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Com efeito, seja y ∈ R(λI − A), então existe x ∈ D(λI − A) tal que (λI − A)x = y,
assim, (x, y) ∈ G(λI − A) = G(λI −A0). Logo, existem sequências yn ∈ R(λI − A0) e
xn ∈ D(λI − A0) tais que yn → y e xn = (λI − A0)−1yn = (λI −A0)−1yn → x. Como o

operador (λI −A0)−1 é fechado, segue que y ∈ D((λI −A0)−1). Pela arbitrariedade da

escolha de y, temos R(λI −A) ⊆D((λI −A0)−1).
Agora, tome y ∈ D((λI −A0)−1) então existe x ∈ R((λI −A0)−1) tal que

x = (λI −A0)−1y, assim (y, x) ∈ G((λI −A0)−1) = G((λI −A0)−1). Daí, existe uma

sequência xn ∈ R((λI − A0)−1) = D(λI − A0) tal que xn → x e (λI − A0)xn → y, logo

(x, y) ∈ G(λI −A0) = G(λI−A), e por conseguinte y ∈ R(λI−A). Desse modo, obtemos

D((λI −A0)−1) ⊆ R(λI −A) e portanto temos a igualdade em (1.2).

Considerando (1.2), vamos provar a sentença (ii).

Seja y ∈ ker((λI −A0)−1) então (λI −A0)−1y = 0, assim

(y,0) ∈ G((λI −A0)−1) = G((λI −A0)−1). Logo, existe (yn, xn) ∈ G((λI − A0)−1) de
modo que yn → y e xn → 0. Desde que (λI −A0)−1 é linear e limitado, temos

(λI −A0)−1yn = xn → 0 Ô⇒ (λI −A0)−1yn → 0 Ô⇒ yn → 0.

Pela unicidade do limite, segue que y = 0. Pela arbitrariedade de y ∈ ker((λI −A0)−1),
segue que (λI −A0)−1 é injetivo.

Teorema 1.6. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja A ∶D(A) ⊂ E →
E um operador linear fechado, então

ρ(A) = {λ ∈ C; λI −A é bijetivo em E}.

Demonstração. Seja λ ∈ ρ(A) então λI −A é injetivo e pelo Lema 5.15 segue que

R(λI −A) = R(λI −A) = E,

logo λ ∈ {λ ∈ C; λI − A é bijetivo em E}. Reciprocamente, seja

λ ∈ {λ ∈ C; λI −A é bijetivo em E} então, basta mostrarmos que (λI −A)−1 ∶ R(λI −
A) ⊂ E → E é limitado. Novamente fazendo uso do Lema 5.15, obtemos que (λI −A)−1

é fechado e segue do Teorema do Grá�co Fechado2 que (λI −A)−1 é limitado.

Teorema 1.7. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja A ∶ E → E um

operador linear com ∥A∥ < 1. Então I −A é invertível e a série de Neumann converge,

2Ver apêndice
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isto é,

(I −A)−1 =
∞

∑
n=0

An,

onde a série do lado direito converge uniformemente em L(E).

Demonstração. As reduzidas da série geométrica

∀ x ∈ E, n ∈ N, Snx = (I +A +⋯ +An)x

satisfazem

∥Smx − Snx∥ = ∥(An+1 +⋯ +Am)x∥

⩽ (∥A∥n+1 +⋯ + ∥A∥m)∥x∥

para todo m, n ∈ N. Portanto, Snx é uma sequência de Cauchy, logo converge para

s = limSnx.

Note que

(I −A)(I +A +⋯ +An) = I −A +A −A2 +A2 −A3 +⋯ −An+1

= I −An+1.

Portanto,

(I −A)s = (I −A) limSnx = lim(I −A)Snx = limx −An+1x = x.

Lema 1.8. Seja E um espaço de Banach sobre C e seja A ∶D(A) ⊂ E → E um operador

linear limitado, então

{λ ∈ C; ∣λ∣ > ∥A∥} ⊂ ρ(A),

e

(λI −A)−1 =
∞

∑
n=0

An

λn+1
.

18
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Demonstração. Considere λ ∈ C tal que ∣λ∣ > ∥A∥ e Bλ =
1

λ
A, então

∥Bλ∥ = ∥
1

λ
A∥ = 1

∣λ∣ ∥A∥ < 1.

Segue do Teorema 1.7 que I −Bλ tem inverso e é limitado, dado pela série

(I −Bλ)−1 =
∞

∑
n=0

Bn
λ .

Assim, temos (I − 1

λ
A)−1 =

∞

∑
n=0

An

λn
. Escreva λI −A = λ(I − 1

λ
A), então observe que

(λI −A)−1 (∗)= 1

λ
(I − 1

λ
A)−1

= 1

λ

∞

∑
n=0

An

λn

=
∞

∑
n=0

An

λn+1
.

A igualdade em (∗) nos garante que (λI −A) é invertível e limitado, desde que temos

(I −Bλ)−1 = (I −
1

λ
A)−1. Assim, concluímos que λ ∈ ρ(A).

Teorema 1.9. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear fechado. Então, para todo λ,µ ∈ ρ(A), te-
mos:

(λI −A)−1 − (µI −A)−1 = (µI − λI)(λI −A)−1(µI −A)−1

e

(µI −A)−1(λI −A)−1 = (λI −A)−1(µI −A)−1.

Demonstração. Observe que

(λI −A)−1 − (µI −A)−1 = [(λI −A)−1(µI −A) − I](µI −A)−1

= [(λI −A)−1((µI −A) − (λI −A))](µI −A)−1

= (λI −A)−1(µI − λI)(µI −A)−1.
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Da primeira igualdade, temos

(λI −A)−1 = (µI − λI)(λI −A)−1(µI −A)−1 + (µI −A)−1

(λI −A)−1 = (λI −A)−1(µI −A)−1[(µI − λI) + (λI −A)]

(µI −A)−1(λI −A)−1 = (λI −A)−1(µI −A)−1.

Teorema 1.10. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear fechado.

(i) Então ρ(A) é um subconjunto aberto de C, e consequentemente σ(A) é um sub-

conjunto fechado de C;

(ii) Se µ ∈ ρ(A) e λ ∈ C é tal que ∣µ − λ∣∥(µI −A)−1∥ < 1, então λ ∈ ρ(A) e

(λI −A)−1 =
∞

∑
n=0

(µ − λ)n(µI −A)−n−1.

Demonstração. Se µ ∈ ρ(A), então (µI −A)−1 ∈ L(E). Se λ ∈ C, temos

(λI −A) = (µI −A)[I − (µ − λ)(µI −A)−1]

e se ∣µ − λ∣∥(µI − A)−1∥ < 1, então podemos inverter o operador do lado direito da

igualdade, pela série de Neumann.

Logo, existe um disco aberto no plano complexo com centro µ que está totalmente

contido em ρ(A), e consequentemente

[I − (µ − λ)(µI −A)−1]−1(µI −A)−1 = (µI −A)−1
∞

∑
n=0

(µ − λ)n(µI −A)−n

=
∞

∑
n=0

(µ − λ)n(µI −A)−n−1.

Assim,

(λI −A)−1 =
∞

∑
n=0

(µ − λ)n(µI −A)−n−1.
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1.3 Operadores fechados com resolvente compacto

Frequentemente, operadores compactos aparecem como inversos de operadores ili-

mitados. Estes operadores são também chamados de operadores com resolvente com-

pacto. Esta propriedade é de extrema importância na análise espectral de operadores,

por além de outras razões, nos permitir classi�car o espectro de um operador, como

veremos a seguir.

De�nição 1.9. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear com ρ(A) ≠ ∅. Dizemos que A tem resol-

vente compacto se para algum λ0 ∈ ρ(A) o operador (λ0I −A)−1 é compacto.

Lema 1.11. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja A ∶D(A) ⊂ E → E

um operador linear com ρ(A) ≠ ∅. Se A tem resolvente compacto então (λI −A)−1 é

compacto para todo λ ∈ ρ(A).

Demonstração. Seja λ ∈ ρ(A) e se para algum λ0 ∈ ρ(A) o operador (λ0I − A)−1 é

compacto, pela identidade do resolvente

(λI −A)−1 = (λ0 − λ)(λ0I −A)−1(λI −A)−1 + (λ0I −A)−1

concluímos que (λI −A)−1 é compacto.

Teorema 1.12 (Teorema de Riesz-Schauder em termos de teoria espectral). Seja E um

espaço de Banach sobre um corpo K (K = R) com dimE = ∞, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear compacto. Então, as seguintes a�rmações

são verdadeiras

(i) σ(A) = {0} ∪ {λj; j ∈ J}, onde J = ∅,N,{1,2, . . . , n};n ∈ N;

(ii) Se σ(A)/{0} = σp(A). Para todo λ ∈ σ(A)/{0} a imagem de λI −A é fechada

dimker(λI −A) = codimR(λI −A) < ∞;

(iii) Para todo ε > 0 o conjunto σ(A)/Bε(0) é �nito. Logo, λj → 0 quando j → ∞ se

J = N.

Demonstração. Inicialmente, observe que se 0 ∈ ρ(A) então A é invertível e por con-

seguinte I = A−1A é compacto. O que é um absurdo, pois estamos assumindo que

dimE = ∞. Logo, 0 ∈ σ(A). Para provar (i), é su�ciente mostrar que para todo

número real k > 0, o conjunto de todos os λ ∈ σ(A) tais que ∣λ∣ ⩾ k é �nito. Para

isto, vamos supor o contrário, isto é, suponha que existe k0 > 0 tal que o conjunto
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dos λ ∈ σ(A) tais que ∣λ∣ ⩾ k0 é in�nito. Então, existe uma sequência λn ∈ σ(A) de
termos distintos, tal que ∣λn∣ ⩾ k0. E, existe {xn}n ∈ E tal que Axn = λnxn para algum

xn ≠ 0. Como estamos supondo que os termos da sequência λn são distintos, temos

que o conjunto dos xn′s é linearmente independente. Considere Mn = ⟨x1,⋯, xn⟩, então
dado x ∈Mn, este é escrito unicamente como sendo

x = α1x1 +⋯ + αnxn.

Assim,

(λnI −A)x = α1(λn − λ1)x1 +⋯ + (λn − λn−1)xn−1.

Note que no lado direito da igualdade acima não aparece xn, então (λnI −A)x /∈Mn.

Mas, (λnI −A)x ∈Mn−1, para todo x ∈Mn.

Recordemos que se X é um espaço vetorial normado e M um subespaço vetorial de

X de dimensão �nita, então M é fechado. Deste modo, temos que para cada n, Mn é

fechado. Logo, pelo Lema de Riesz3, existe uma sequência yn tal que

yn ∈Mn, ∥yn∥ = 1, e , ∀x ∈Mn−1, ∥yn − x∥ ⩾
1

2
.

A�rmação 1.3. Dados n > m, temos ∥Ayn − Aym∥ ⩾
1

2
k0. Com efeito, note que

podemos escrever

Ayn −Aym = λnyn − x̂

onde x̂ = λnyn −Ayn +Aym. Vamos mostrar que x̂ ∈Mn−1. Como m ⩽ n − 1, segue que
ym ∈Mm ⊂Mn−1 = ⟨x1,⋯, xn−1⟩, logo Aym ∈Mn−1. Além disso, observe que

λnyn −Ayn = (λnI −A)yn ∈Mn−1.

Assim, x̂ ∈Mn−1.

Desde que λn ≠ 0 para todo n ∈ N, podemos considerar x = λn−1x̂ ∈Mn−1. Logo,

∥Ayn −Aym∥ = ∥λnyn − x̂∥ = ∣λn∣∥yn − x∥ ⩾
1

2
∣λn∣ ⩾

1

2
k0.

Desde que k0 > 0, concluímos que Ayn não possui subsequência convergente, o que é

um absurdo, pois A é compacto e yn é limitada. Portanto, concluímos o resultado.

(ii) Vamos mostrar que ker(λI − A) tem dimensão �nita. Para isso, vamos mostrar

que a bola B = {x ∈ ker(λI −A); ∥x∥ ⩽ 1} é compacta.

3Ver apêndice
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Tome xn ∈ B, então xn é limitada. Desde que A é compacto, temos que Axn possui uma

subsequência convergente, digamos Axnk
. Por outro lado, xn ∈ ker(λI − A), ∀n ∈ N.

Assim,

(λI −A)xn = 0 Ô⇒ Axn = λxn Ô⇒ xn = λ−1Axn ( pois λ ≠ 0).

Desde que Axnk
é convergente, xnk

também o é, ou seja, dado uma sequência em B, é

possível mostrar que ela possui subsequência convergente. Portanto, B é compacta e

por conseguinte, concluímos que dimker(λI −A).
Agora, vamos mostrar que R(λI − A) é fechado. Vamos mostrar por contradição e

dividir a prova em etapas, como explicado abaixo.

Etapa 1. Consideraremos y ∈ R(λI −A)∖R(λI −A) e uma sequência (λI −A)xn → y.

Vamos mostrar que xn /∈ ker(λI − A), mas ker(λI − A) contém uma sequência zn tal

que ∥xn − zn∥ < 2δn, onde δn é a distância de xn à ker(λI −A).
Etapa 2. Vamos mostrar que an →∞, onde an = ∥xn − zn∥.
Etapa 3. Vamos obter uma contradição antecipada, por considerar a sequência wn,

onde wn = an−1(xn − zn).
Os detalhes são como segue.

Suponhamos que R(λI −A) não é fechado. Então, existem y ∈ R(λI −A) ∖R(λI −A)
e uma sequência xn ∈ E tal que (λI −A)xn → y.

A�rmação 1.4. xn /∈ ker(λI −A). De fato, pois temos y ≠ 0, do contrário, teríamos

y = 0 ∈ R(λI − A), já que R(λI − A) é subespaço vetorial. Assim, (λI − A)xn ≠ 0, e
logo xn /∈ ker(λI −A) para todo n su�cientemente grande. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que xn /∈ ker(λI − A) para todo n ∈ N (de fato, se existir n0 de

modo que xn0 ∈ ker(λI − A) basta descartar tal termo. Note que as propriedades

de convergência da sequência serão mantidas). Como ker(λI − A) é um subconjunto

fechado, a distância δn de xn à ker(λI −A) é positiva, isto é,

δn = inf
z∈ker(λI−A)

∥xn − z∥ > 0.

Pela de�nição de ín�mo, existe zn ∈ ker(λI −A) tal que an = ∥xn − zn∥ < 2δn.

A�rmação 1.5. an → ∞, quando n → ∞. Com efeito, suponha o contrário. Então,

(xn − zn) possui uma subsequência limitada. Desde que A é compacto, temos que

A(xn − zn) possui subsequência convergente. Desde que λ ≠ 0, temos I = −λ−1(Aλ −A),
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onde Aλ = A − λI. Daí,

xn − zn = −λ−1(Aλ −A)(xn − zn)

= −λ−1(Aλxn −A(xn − zn))

= λ−1(A(xn − zn) −Aλxn).

Como observado acima, A(xn − zn) possui subsequência convergente e −Aλxn → y,

logo, concluímos que (xn−zn) possui subsequência convergente, digamos xnk
−znk

→ ν.

Desde que A é compacto, temos A contínuo, e vale o mesmo para (λI −A). Logo

(λI −A)(xnk
− znk

) → (λI −A)ν,

o que nos diz que (λI −A)xnk
→ (λI −A)ν, pois, znk

∈ ker(λI −A). Pela unicidade do

limite, segue que y = (λI −A)ν, ou seja, y ∈ R(λI −A). O que contradiz o que estamos

supondo na Etapa 1. Logo, an →∞.

Agora, seja wn = a−1(xn − zn). Desse modo, temos ∥wn∥ = 1. Além disso, temos

(λI −A)wn = an−1(λI −A)(xn − zn) = an−1(λI −A)xn → 0, (1.3)

pois,
1

an
→ 0 quando n→∞ e (λI −A)xn é convergente (e portanto, limitada).

Usando novamente I = −λ−1(Aλ −A), temos

wn = −λ−1(Aλwn −Awn) = λ−1(Awn −Aλwn). (1.4)

Recordemos que estamos assumindo A compacto, e desde que wn é limitada, segue que

Awn possui subsequência convergente, em vista disso e de (1.4), concluímos que wn

possui subsequência convergente, digamos, wnk
, com

wnk
→ w. (1.5)

Da convergência acima e de (1.3), segue que (λI−A)w = 0. Logo, w ∈ ker(λI−A). Como

zn ∈ ker(λI −A), temos un = zn + anw ∈ ker(λI −A), logo, devemos ter ∥xn − un∥ ⩾ δn,
daí

δn ⩽ ∥xn − un∥ = ∥xn − zn − anw∥ = ∥anwn − anw∥ = an∥wn −w∥,
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mas lembre que an < 2δn, logo an∥wn −w∥ < 2δn∥wn −w∥. Assim, temos

∀n ∈ N, δn < 2δn∥wn −w∥ Ô⇒
1

2
< ∥wn −w∥

o que é uma contradição, em vista de (1.5). Portanto, concluímos que R(λI − A) é
fechada. Por �m, provaremos (iii). A prova deste item segue os mesmos passos da

prova do item (i). Vamos supor que para algum ϵ0 > 0, o conjunto σ(A) ∖ Bϵ0(0) é
in�nito. Então, existe uma sequência λn ∈ σ(A) ∖ Bϵ0(0) de termos distintos, isto é,

existem λn ∈ σ(A) ∖Bϵ0(0) com λn ≠ λm para todo n ≠ m ∈ N. E, existe {xn}n ∈ E tal

que Axn = λnxn para algum xn ≠ 0. Como estamos supondo que os termos da sequência

λn são distintos, temos que o conjunto dos xn′s é linearmente independente. Considere

Mn = ⟨x1,⋯, xn⟩, então dado x ∈Mn, este é escrito unicamente como sendo

x = α1x1 +⋯ + αnxn.

Assim,

(λnI −A)x = α1(λn − λ1)x1 +⋯ + (λn − λn−1)xn−1.

Note que no lado direito da igualdade acima não aparece xn, então (λnI −A)x /∈Mn.

Mas, (λnI −A)x ∈Mn−1, para todo x ∈Mn.

Recordemos que se X é um espaço vetorial normado e M um subespaço vetorial de

X de dimensão �nita, então M é fechado. Deste modo, temos que para cada n, Mn é

fechado. Logo, pelo Lema de Riesz4, existe uma sequência yn tal que

yn ∈Mn, ∥yn∥ = 1 e ∀x ∈Mn−1, ∥yn − x∥ ⩾
1

2
.

A�rmação 1.6. Dados n > m, temos ∥Ayn − Aym∥ ⩾
1

2
ϵ0. Com efeito, note que

podemos escrever

Ayn −Aym = λnyn − x̂,

onde x̂ = λnyn −Ayn +Aym. Vamos mostrar que x̂ ∈Mn−1. Como m ⩽ n − 1, segue que
ym ∈Mm ⊂Mn−1 = ⟨x1,⋯, xn−1⟩, logo Aym ∈Mn−1. Além disso, observe que

λnyn −Ayn = (λnI −A)yn ∈Mn−1.

Assim, x̂ ∈Mn−1.

4Ver apêndice
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Desde que λn ≠ 0 para todo n ∈ N, podemos considerar x = λn−1x̂ ∈Mn−1. Logo,

∥Ayn −Aym∥ = ∥λnyn − x̂∥ = ∣λn∣∥yn − x∥ ⩾
1

2
∣λn∣ ⩾

1

2
ϵ0.

Desde que ϵ0 > 0, concluímos que Ayn não possui subsequência convergente, o que é

um absurdo, pois A é compacto e yn é limitada. Portanto, concluímos o resultado.

Teorema 1.13. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K com dimE = ∞, e

seja A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear fechado com resolvente compacto. Então,

valem as seguintes a�rmações:

(i) σ(A) ou é vazio ou σ(A) = σp(A) contém no máximo um número enumerável de

autovalores λj;

(ii) Se σ(A) é in�nito, então limj→∞ ∣λj ∣ = ∞;

(iii) Para todo λj ∈ σ(A), então a imagem λjI − A é fechada e

dimKer(λjI −A) = codimR(λjI −A) < ∞.

Demonstração. Fixe µ ∈ ρ(A). Então, o operador (µI −A)−1 é compacto. Logo, pelo

Teorema 1.12, temos

σ((µI −A)−1) = {0} ∪ {µj; j ∈ J},

onde J é como no Teorema 1.12. Além disso, se

σ((µI −A)−1) ∖ {0} = σp((µI −A)−1) ∖ {0}

então a imagem de µjI − (µI −A)−1 é fechada e

dim(ker(µjI − (µI −A)−1)) = codim(R(µjI − (µI −A)−1)) < ∞,

para todo j. Pela Proposição 1.1, temos (µ − σ(A))−1 = σ((µI − A)−1)/{0} e

(µ − σp(A))−1 = σp((µI − A)−1)/{0}. Daí, concluímos a demonstração dos itens (i)
e (ii), onde λj = µ − 1

µj
. Observe que

λjI −A =
1

µj
(µjI − (µI −A)−1)(µI −A).

Assim, a prova do item (iii) segue daí e do Teorema 1.12.

Exemplo 1.4. Seja E = C([0,1];K) munido da norma do supremo e seja

A ∶D(A) ⊂ E → E, onde D(A) = C1([0,1]) e Af = f ′ como no Exemplo 1.1.
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Já vimos que A é fechado e densamente de�nido com ρ(A) = ∅. Portanto, A não tem

resolvente compacto.

Exemplo 1.5. Seja E = C([0,1];K) munido com a norma do supremo e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E, onde D(A) = {f ∈ C1([0,1]); f(0) = f ′(0) = 0} e Af = f ′ como

no Exemplo 1.3. Note que A é um operador linear fechado e densamente de�nido com

0 ∈ ρ(A). Além disso, A tem resolvente compacto.

Desde que 0 ∈ ρ(A) basta mostrarmos que A−1 é compacto, isto é, que A−1(BE) é
compacto. Note que A−1 é limitado e assim A−1(BE) ⊂ D(A) é limitado. Seja fn uma

sequência de funções em A−1(BE) então, fn é limitada e equicontínua, logo, segue do

Teorema de Ascoli-Arzelá5 que A−1(BE) é compacto.

Teorema 1.14. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear fechado com 0 ∈ ρ(A). De�na a norma do

grá�co ∥ ⋅ ∥G(A) = ∥ ⋅∥+∥A ⋅ ∥ em D(A) e denote por Y o espaço D(A) munido da norma

∥ ⋅ ∥G(A). Mostre que Y é um espaço de Banach e se o operador identidade de Y sobre

E é compacto, então A tem resolvente compacto. Além disso, ∥ ⋅ ∥G(A) é equivalente a

norma ∥ ⋅ ∥A = ∥A ⋅ ∥ em D(A).

Demonstração. Note que se xn é uma sequência de Cauchy em Y então, xn é de Cauchy

em E, logo, existe x ∈ E tal que xn → x. Além disso, Axn é de Cauchy em E então,

existe y tal que Axn → y. Desde que A é fechado, temos x ∈ D(A) e y = Ax, assim
xn → x ∈ E.
Note que A−1 ∶ E → E é dado por A−1 = i ○ A−1, onde i ∶ Y → E denota o operador

identidade.

Finalmente,

∥ ⋅ ∥A = ∥A ⋅ ∥ ⩽ ∥ ⋅ ∥ + ∥A ⋅ ∥ = ∥ ⋅ ∥G(A)

e

∥ ⋅ ∥G(A) = ∥ ⋅ ∥ + ∥A ⋅ ∥ ⩽ ∥A−1∥∥A ⋅ ∥ + ∥A ⋅ ∥ = (∥A−1∥ + 1)∥A ⋅ ∥.

Teorema 1.15. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e sejam

A ∶ D ⊂ E → E e B ∶ D ⊂ E → E operadores lineares fechados. Então para algum

5Ver apêndice
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λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B) temos

(λI −A)−1 − (λI −B)−1 = (λI −A)−1(A −B)(λI −B)−1.

Demonstração.

(λI −A)−1 − (λI −B)−1 = [(λI −A)−1(λI −B) − I](λI −B)−1

= (λI −A)−1[(λI −B) − (λI −A)](λI −B)−1

= (λI −A)−1(A −B)(λI −B)−1.

Teorema 1.16. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear com ρ(A) ≠ ∅. Então,

(i) A aplicação ρ(A) ∋ λ↦ (λI −A)−1 ∈ L(E) é contínua;

(ii) A aplicação ρ(A) ∋ λ↦ (λI −A)−1 ∈ L(E) é analítica.

Demonstração. Inicialmente, observe que φ é contínua em ρ(A). De fato, dado ϵ > 0,
considere

δ =min{ 1

∥(λ0I −A)−1∥
, ϵ} .

Se λ ∈ C é tal que ∣λ − λ0∣ < δ, pelo Teorema 1.10, temos λ ∈ ρ(A) e

(λI −A)−1 =
∞

∑
n=0

(λ0 − λ)n(λ −A)−n−1.

Note que a série acima converge para
1

2∥λ0I −A)−1∥
. Assim,

∥φ(λ) − φ(λ0)∥ = ∥(λI −A)−1 − (λ0I −A)−1∥

= ∥(λ0 − λ)(λ −A)−1(λ0 −A)−1∥

⩽ ∣λ0 − λ∣∥(λI −A)−1∥∥(λ0I −A)−1∥

< ∣λ0 − λ∣
2

< ϵ.

O que nos diz que φ é contínua em λ0 ∈ ρ(A). Pela arbitrariedade de λ0 ∈ ρ(A), segue
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que φ é contínua para todo λ0 ∈ ρ(A). Além disso, note que

1

λ − λ0
[(λI −A)−1 − (λ0 −A)−1] =

1

λ − λ0
[(λ0 − λ)(λI −A)−1(λ0I −A)−1]

= −(λI −A)−1(λ0I −A)−1.

Daí, temos

lim
λ→λ0

(λI −A)−1 − (λ0I −A)−1
λ − λ0

= − lim
λ→λ0
(λI −A)−1(λ0I −A)−1 = −(λ0 −A)−2.

o que implica

−(λ0 −A)−2 = lim
λ−λ0

(λI −A)−1 − (λ0I −A)−1
λ − λ0

= lim
λ−λ0

φ(λ) − φ(λ0
λ − λ0

= φ′(λ0).

Provando assim, que φ é analítica para todo λ0 ∈ ρ(A).

1.4 Operadores duais, adjuntos e simétricos

Nesta seção de�niremos e apresentaremos alguns resultados importantes de algumas

classes de operadores lineares, os operadores duais, os adjuntos, os simétricos, e por

�m, de�niremos os operadores autoadjuntos, os quais serão de extrema importância no

estudo que faremos no Capítulo 4.

De�nição 1.10. Sejam E e F espaços de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → F um operador linear densamente de�nido. Sejam E∗ e F ∗ os

espaços duais de E e F , respectivamente. O dual A∗ ∶ D(A∗) ⊂ F ∗ → E∗ de A é o

operador de�nido por

D(A∗) ∶= {y∗ ∈ F ∗; existe z∗ ∈ E∗ com ⟨Ax, y∗⟩ = ⟨x, z∗⟩ para todo x ∈D(A)}.

Se y∗ ∈D(A∗) de�na

A∗y∗ ∶= z∗,

onde z∗ é o único elemento de E∗ tal que ⟨Ax, y∗⟩ = ⟨x, z∗⟩ para todo x ∈D(A).

Lema 1.17. Seja E um espaço de Banach re�exivo sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear densamente de�nido. Então

A∗ ∶D(A∗) ⊂ E∗ → E∗ é um operador linear fechado e densamente de�nido.

Demonstração. Seja x∗n ∈D(A∗) com x∗n → x∗ ∈ F ∗ e A∗x∗n → y∗. Desde que x∗n ∈D(A∗)
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temos que existe z∗ ∈ E∗ tal que

⟨Ax,x∗n⟩ = ⟨x, z∗⟩ Ô⇒ ⟨x,A∗x∗n⟩ = ⟨x, z∗⟩
n→∞Ô⇒ ⟨x, y∗⟩ = ⟨x, z∗⟩ Ô⇒ y∗ = z∗.

Assim

⟨Ax,x∗⟩ = ⟨x, y∗⟩ Ô⇒ ⟨x,A∗x∗⟩ = ⟨x, y∗⟩,

donde concluímos que A∗ é fechado.

Vamos agora mostrar que D(A∗) = E∗.
Suponha que D(A∗) ≠ E∗, então existe x∗∗ ∈ E∗∗ tal que x∗∗ ≠ 0 e ⟨y∗, x∗∗⟩ = 0 para

todo y∗ ∈D(A∗). Como E é um espaço de Banach re�exivo, então as a�rmações acima

equivalem a dizer que existe x ∈ E tal que x ≠ 0 e ⟨x,x∗⟩ = 0 para todo x∗ ∈D(A∗).
Como A é fechado, em particular linear, temos que (0, x) /∈ G(A). Note que G(A) é fe-
chado e (0, x) é compacto, ambos convexos, então do Teorema de Hahn-Banach existem

x∗1, x
∗
2 ∈ E∗ tais que ⟨x,x∗1⟩ − ⟨Ax,x∗2⟩ = 0 para todo x ∈ D(A), e

⟨0, x∗1⟩ − ⟨x,x∗2⟩ ≠ 0. Da segunda relação, temos x∗2 ≠ 0 e ⟨x,x∗2⟩ ≠ 0. Por outro lado, da

primeira relação obtemos que x∗2 ∈ D(A∗) e A∗x∗2 = x∗1. Isto implica que ⟨x,x∗2⟩ = 0 o

que é uma contradição. Sendo assim, concluímos que D(A∗) é denso em E∗.

Lema 1.18. Sejam E e F espaços de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → F um operador linear limitado. Então A∗ ∶ D(A∗) ⊂ F ∗ → E∗ é

um operador limitado com ∥A∗∥L(F ∗,E∗) = ∥A∥L(E,F ).

Demonstração. Desde que A é limitado, temos ∣⟨v,Au⟩∣ ⩽ ∥A∥L(E,F )∥u∥∥v∥ para todo

v ∈ F ∗ e para todo u ∈ D(A), assim D(A∗) = F ∗. Como ⟨v,Au⟩ = ⟨A∗v, u⟩, segue que

A∗ é limitado e

∀ v ∈ F ∗ e ∀ u ∈D(A), ∣⟨A∗v, u⟩∣ ⩽ ∥A∥L(E,F )∥u∥∥v∥.

Daí, temos sup
u∈E
∣⟨A∗v, u⟩∣ ⩽ ∥A∥L(E,F )∥v∥ que implica em ∥A∗v∥ ⩽ ∥A∥L(E,F )∥v∥, e logo

∥A∗∥L(F ∗,E∗) ⩽ ∥A∥L(E,F ), para u com ∥u∥ ⩽ 1. Por outro lado,

∣⟨v,Au⟩∣ ⩽ ∥A∗∥L(F ∗,E∗)∥u∥∥v∥ para todo u ∈ E, e para todo v ∈ F ∗.
Daí, sup

v∈F ∗
∣⟨v,Au⟩∣ ⩽ ∥A∗∥L(F ∗,E∗)∥u∥ implica em ∥Au∥ ⩽ ∥A∗∥L(F ∗,E∗)∥u∥ e logo, ∥A∥L(E,F ) ⩽

∥A∗∥, para v com ∥v∥ ⩽ 1. Portanto, ∥A∥L(E,F ) = ∥A∗∥L(F ∗,E∗).

Teorema 1.19. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja A ∶D ⊂ E → E

um operador linear densamente de�nido. Se α ∈ K e B ∶ D ⊂ E → E um operador

30



1. Análise espectral de operadores lineares

linear, então

(A ±B)∗ = A∗ ±B∗

e

(αA)∗ = αA∗.

Demonstração. Se y∗ ∈ D então existem z∗,w∗ ∈ E∗ tais que A∗y∗ = z∗ e B∗y∗ = w∗.
Daí

⟨x, (A ±B)∗y∗⟩ = ⟨(A ±B)x, y∗⟩

= ⟨Ax, y∗⟩ ± ⟨Bx, y∗⟩

= ⟨x, z∗⟩ ± ⟨x,w∗⟩

= ⟨x,A∗y∗⟩ ± ⟨x,B∗y∗⟩

= ⟨x,A∗y∗ ±B∗y∗⟩.

Pela linearidade dos operadores duais, temos ⟨x, (A∗ ±B∗)y∗⟩. Além disso,

⟨x, (αA)∗y∗⟩ = ⟨(αA)x, y∗⟩ = α⟨Ax, y∗⟩ = ⟨x,αz∗⟩ = ⟨x,A∗y∗⟩.

Teorema 1.20. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear densamente de�nido. Então, ρ(A) = ρ(A∗)
e para cada ((λI −A)−1)∗ = (λI∗ −A∗)−1.

Demonstração. Seja λ ∈ ρ(A). Vamos começar mostrando que

(i) ∀x∗ ∈D(A∗), ((λI −A)−1)∗(λI∗ −A∗)x∗ = x∗;

(ii) ∀x∗ ∈D(((λI −A)−1)∗), (λI∗ −A∗)((λI −A)−1)∗x∗ = x∗.

Demonstração. (i) Seja x∗ ∈D(A∗), então para todo x ∈ R(λI −A), temos

⟨x,x∗⟩ = ⟨(λI −A)(λI −A)−1x,x∗⟩

= ⟨(λI/ −A)−1x, (λI −A)∗x∗⟩

= ⟨(λI −A)−1x, (λI∗ −A∗)x∗⟩.

Daí, segue que (λI−A)∗x∗ ∈D((λI−A)−1), isto é, R(λI−A)−1 ⊂D((λI−A)−1). Como

R(λI −A) = E concluimos (i).
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(ii) Seja x∗ ∈D(((λI −A)−1)∗) e x ∈D(A) então

⟨x,x∗⟩ = ⟨(λI −A)−1(λI −A)x,x∗⟩

= ⟨(λI −A)x, ((λI −A)−1)∗x∗⟩.

Logo, ((λI −A)−1)∗x∗ ∈D((λI −A)∗), e como D(A) = E concluímos (ii).
Vamos agora mostrar que ρ(A) = ρ(A∗). Seja λ ∈ ρ(A∗), note que A∗ é fechado e

(λI∗ − A∗)−1 ∈ L(E∗). Vamos mostrar que λI − A é injetivo, R(λI −A) = E e que

(λI −A)−1 ∈ L(E).
Seja x ∈D(A) com (λI −A)x = 0 e x∗ ∈D(A∗), então

0 = ⟨(λI −A)x,x∗⟩ = ⟨x, (λI −A)∗x∗⟩.

Desde que R((λI −A)∗) = E∗, temos x = 0, e portanto concluímos que λI −A é injetivo.

Agora, seja x∗ ∈ E∗ tal que 0 = ⟨(λI −A)x,x∗⟩ para todo x ∈D(A). Daí, x∗ ∈D(A∗) e
0 = ⟨x, (λI −A)∗x∗⟩ para todo x ∈ D(A). Como D(A) = E segue que (λI −A)∗x∗ = 0.
Contudo, λ ∈ ρ(A∗), logo x∗ = 0.
Vamos agora mostrar que (λI − A)−1 é limitado. Note que, se

x∗ ∈ E∗ = R(λI∗ −A∗) ⊂D(((λI −A)−1)∗) e x ∈ R(λI −A), temos

⟨(λI −A)−1x,x∗⟩ = ⟨x, ((λI −A)−1)∗x∗x∗⟩
(i) e (ii)= ⟨x, (λI∗ −A∗)−1x∗⟩

⩽ ∥(λI∗ −A∗)−1∥∥x∥∥x∗∥.

Desde que λ ∈ ρ(A∗) temos (λI∗ −A∗)−1 limitado, e consequentemente, pelo que vimos

acima, (λI −A)−1 é limitado. Agora, seja λ ∈ ρ(A). Então, (λI −A)−1 é limitado, e logo

(λI∗ −A∗)−1 ∈ L(E∗). Observe que de (i) e (ii) temos (λI∗ −A∗)−1 = ((λI −A)−1)∗,
assim λ ∈ ρ(A∗).

De�nição 1.11. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K com produto interno

⟨⋅, ⋅⟩, e seja A ∶D(A) ⊂H →H um operador linear densamente de�nido. O operador ad-

junto A● ∶ D(A●) ⊂ H → H de A é de�nido por

D(A●) = {u ∈ H; D(A) ∋ v ↦ ⟨Av,u⟩ ∈ K é limitada} e se u ∈ D(A●) então A●u é

o único elemento de H tal que ⟨v,A●u⟩ = ⟨Av,u⟩ para todo v ∈D(A).

Teorema 1.21. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K com produto interno

⟨⋅, ⋅⟩, e seja A ∶ D ⊂ H → H um operador linear densamente de�nido. Se α ∈ K e

32



1. Análise espectral de operadores lineares

B ∶D ⊂H →H é um operador linear, então

(A ±B)● = A● ±B●

e

(αA)● = αA●.

Demonstração. A prova da primeira igualdade é semelhante a prova da primeira igual-

dade do Teorema 1.19.

Para a segunda igualdade, note que (αA)● ∶ D((αA)●) ⊂ H → H é de�nido por

D((αA)●) = {u ∈ H; D(A) ∋ v ↦ ⟨αAv,u⟩ ∈ K é limitado } = {u ∈ H; D(A) ∋ v ↦
⟨Av,u⟩ ∈ K é limitado } = D(A●), e se u ∈ D((αA)●), então (αA)●u é o único ele-

mento de H tal que ⟨v, (αA)●u⟩ = ⟨αAv,u⟩ = α⟨Av,u⟩ = α⟨v,A●u⟩ = ⟨v,αA●u⟩; à saber,

(αA)● = αA●.
Seja H um espaço de Hilbert sobre C com produto interno ⟨⋅, ⋅⟩, e seja E ∶ H → H∗

de�nido por Eu(v) = ⟨v, u⟩. A identi�cação entre H e H∗ consiste em identi�car u com

Eu. Se A∗ é o dual de A, então

A● = E−1 ○A∗ ○E.

De�nição 1.12. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K com produto interno

⟨⋅, ⋅⟩, e seja A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Dizemos que A é um operador

simétrico (ou Hermitiano se K = C) se A é densamente de�nido e A ⊂ A∗, isto é,

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ para todo x, y ∈D(A). Dizemos que A é auto-adjunto se A = A∗.

Lema 1.22. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K com produto interno

⟨⋅, ⋅⟩, e seja A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear densamente de�nido. Então

A● ∶ D(A●) ⊂ H → H é fechado. Além disso, se A é fechado, tem-se A● densamente

de�nido.

Demonstração. A demonstração deste resultado segue de perto os passos da demons-

tração do Lema 1.17.

Lema 1.23. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K com produto interno

⟨⋅, ⋅⟩, e seja A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear densamente de�nido. Então,

G(A∗) = {(−Ax,x);x ∈D(A)}⊥ (aqui M⊥ representa o ortogonal de M).
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Demonstração. Observe que temos G(A∗) = {(x,A∗x); x ∈ D(A∗)}. Por outro lado,

note que

{(−Ax,x);x ∈D(A)}⊥ = {(u, v); ⟨(u, v), (−Ax,x)⟩}

= {(u, v); ⟨u,−Ax⟩ + ⟨v, x⟩ = 0}

= {(u, v); ⟨v, x⟩ = ⟨u,Ax⟩}.

Daí, temos v = A∗u. Logo,

{(−Ax,x);x ∈D(A)}⊥ = {(u,A∗u);u ∈D(A)} = G(A∗).

E está provado o resultado.

Proposição 1.24. SejaH um espaço de Hilbert sobre um corpoK com produto interno

⟨⋅, ⋅⟩. Se A ∶ D(A) ⊂ H → H é um operador linear auto-adjunto, injetor e com imagem

densa, então A−1 é auto-adjunto.

Demonstração. Desde que A é autoadjunto, é fácil ver que

{(−Ax,x);x ∈D(A)}⊥ = {(Ax,x);x ∈D(A)} = G(A−1).

Por hipótese, A é injetor e D(A−1) = R(A) =H, então, segue do Lema 1.23 que

G((A−1)∗) = {(−A1x,x);x ∈ R(A)}⊥ = G(A−1).

Portanto, A−1 = (A−1)∗.

Lema 1.25. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K com produto interno ⟨⋅, ⋅⟩,
e seja A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear densamente de�nido. Se A é simétrico

com R(A) =H, então A é auto-adjunto.

Demonstração. Para isso, usaremos fortemente o Lema 1.23 e a Proposição 1.24, então,

começaremos provando que A e A∗ são injetivos. Seja x ∈ D(A) com Ax = 0, então

desde que A é simétrico temos ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ para todo y ∈D(A), isto é, 0 = ⟨x,Ay⟩
para todo y ∈ D(A). Como R(A) = H, concluímos que x = 0. Além disso, como

N(A∗) = R(A)⊥ =H⊥ = {0}, vemos que também é injetor o operador A∗.

A�rmação 1.7. A é fechado. De fato, tome xn ∈ D(A) ⊂ D(A∗) com xn → x em H

e Axn = A∗xn → y. Desde que A∗ é fechado, pois é densamente de�nido, segue que

x ∈ D(A∗) e A∗x = y. Por hipótese, A é sobrejetor, então existe u ∈ D(A) tal que
Au = A∗u = A∗x. Mas, pela injetividade de A∗ segue que u = x. Logo, x ∈ D(A) e
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Ax = A∗x = y, e concluímos a a�rmação. Daí, segue do Teorema do Grá�co Fechado

que A−1 existe e é limitado.

Desde que A é bijetivo, e usando o Lema 1.23 temos

G((A−1)∗) = {(−A1x,x);x ∈ R(A)}⊥ = G(A−1).

Assim, A−1 = (A−1)∗, e vemos que A−1 é autoadjunto. Logo, segue da Proposição 1.24

que A é autoadjunto.

Teorema 1.26. Sejam H um espaço de Hilbert e A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador

autoadjunto, então σ(A) ⊂ [m,∞).

Demonstração. Vamos mostrar que para um operador linear autoadjunto A entre es-

paços de Hilbert, seu espectro está contido no intervalo [m,M], onde

m = inf
∥x∥=1
⟨Ax,x⟩

e

M = sup
∥x∥=1

⟨Ax,x⟩,

logo, para concluir o resultado, basta notarmos que neste caso M = +∞. Dado ϵ > 0,
considere λϵ =M+ϵ, então vamos mostrar que para qualquer ϵ > 0 tem-se que λϵ ∈ ρ(A).
Tome x ∈D(A), x ≠ 0 e v = ∥x∥−1x. Desse modo, temos x = ∥x∥v e

⟨Ax,x⟩ = ⟨A∥x∥v, ∥x∥v⟩ = ∥x∥2⟨Av, v⟩ ⩽ ∥x∥2 sup
∥x∥=1

⟨Av, v⟩ = ⟨x,x⟩M.

Assim,

−⟨Ax,x⟩ ⩾ −⟨x,x⟩M Ô⇒ λϵ⟨x,x⟩ − ⟨Ax,x⟩ ⩾ λϵ⟨x,x⟩ −M⟨x,x⟩.

Daí, temos

∥(λϵ −A)x∥∥x∥ ⩾ ϵ∥x∥,

o que implica em λϵ ∈ ρ(A) . De forma análoga, obtemos que qualquer λδ =M − δ, com
δ > 0, pertence a ρ(A), e assim, concluímos o resultado.
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Capítulo 2

Semigrupos de operadores lineares

limitados

Neste capítulo, apresentaremos os conceitos de semigrupos e grupos de opera-

dores lineares limitados. Caracterizaremos os semigrupos {T (t); t ⩾ 0} e grupos

{T (t); t ∈ R} fortemente contínuos, e os semigrupos e grupos uniformemente contí-

nuos, de�nidos num espaço de Banach E. Nossa discussão será concentrada nas carac-

terísticas e propriedades dos semigrupos fortemente contínuos. Veremos que existe um

operador linear A de modo que poderemos escrever

T (t) = eAt,

para todo t ⩾ 0 (também é possível para o caso em que t ∈ R, porém, concentraremos

nossas discussões ao caso em que t ⩾ 0). Este operador linear receberá o nome de

gerador in�nitesimal do semigrupo. Na maioria dos casos este será ilimitado, e é

de�nido em um subespaço denso D(A) de E. Neste capítulo, estaremos interessados

em estabelecer condições para que um operador A seja gerador de um semigrupo (ou

grupo) de operadores lineares limitados.

Aqui, seguiremos de perto as referências [1], [5], [6], e [23]. É importante salientar que

não temos nenhuma pretenção com a originalidade dos argumentos aqui apresentados

nas demonstrações dos resutados. No entanto, o conteúdo das observações, as soluções

dos exercícios propostos nas referências supra citadas e as �guras aqui apresentadas

são de autoria da própria autora.
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

2.1 De�nições e propriedades

De�nição 2.1. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Um semigrupo em

L(E) é uma família {S(t); t ⩾ 0} ⊂ L(E) que satisfaz:

(i) S(0) = I;

(ii) (Propriedade de semigrupo) S(t)S(s) = S(t + s) para cada t, s ⩾ 0;
Se além disso

(iii) Para cada x ∈ E, ∥S(t)x − x∥ → 0 quando t → 0+, dizemos que o semigrupo é

fortemente contínuo;

(iv) Se ∥S(t)−I∥ → 0 quando t→ 0+ então, dizemos que o semigrupo é uniformemente

contínuo.

Observação 2.1. Se E é um espaço de Banach sobre um corpo K e

{S(t); t ⩾ 0} ⊂ L(E) é um semigrupo, os operadores do semigrupo satisfazem para

todo t, s ⩾ 0:

S(t)S(s) = S(s)S(t)

visto que

S(t)S(s) = S(t + s) = S(s + t) = S(s)S(t).

De�nição 2.2. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Um grupo em L(E)
é uma família {S(t) ∶ t ∈ R} ⊂ L(E) que satisfaz:

(i) S(0) = I;

(ii) S(t)S(s) = S(t + s) para cada t, s ∈ R;
Se além disso

(iii) Para cada x ∈ E, ∥S(t)x−x∥ → 0 quando t→ 0, dizemos que o grupo é fortemente

contínuo;

(iv) Se ∥S(t) − I∥ → 0 quando t→ 0, dizemos que o grupo é uniformemente contínuo.

Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador

linear (em geral, ilimitado). Semigrupos de operadores lineares, estão geralmente,

37



2. Semigrupos de operadores lineares limitados

associados à problemas de valor inicial da forma

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= Ax, t > 0,

x(0) = x0,
(2.1)

o semigrupo {S(t); t ⩾ 0} é o operador solução associado a (2.1); isto é, para cada

x0 ∈ E,S(t)x0 é a solução de (2.1).

O teorema a seguir garante que todo semigrupo fortemente contínuo possui uma

limitação exponencial.

Teorema 2.1. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ⩾ 0} um
semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados. Então, existem M ⩾ 1
e β ∈ R tais que

∀t ⩾ 0, ∥S(t)∥L(E) ⩽Meβt.

Para cada ℓ > 0 podemos escolher β ⩾ 1
ℓ log ∥S(ℓ)∥L(E) e escolher M .

Demonstração. A�rmamos que sup
t∈[0,η]

∥S(t)∥L(E) < ∞ para algum η > 0. Se tal η

não existisse, existiria uma sequência tn → 0+ tal que ∥S(tn)∥L(E) → ∞. Desde que

{S(tn)x} é limitada para cada x ∈ E, segue do Princípio da Limitação Uniforme1 que

{∥S(tn)∥L(E)} é limitada. O que leva a uma contradição e garante a existência de η.

Daí e da propriedade de semigrupo, é fácil ver que para cada ℓ > 0 podemos escolher

sup
t∈[0,ℓ]

∥S(t)∥L(E) < ∞.

Escolha ℓ > 0, tal que M0 = sup{∥S(t)∥L(E); 0 ⩽ t ⩽ ℓ} < ∞ e seja β ⩾ 1
ℓ log ∥S(ℓ)∥L(E);

isto é, ∥S(ℓ)∥L(E) ⩽ eβℓ. Então, para 0 ⩽ t ⩽ ℓ e n ∈ N,

∥S(nℓ + t)∥L(E) = ∥S(nℓ)S(t)∥L(E)
= ∥S(ℓ)nS(t)∥L(E)
⩽ ∥S(ℓ)n∥L(E)∥S(t)∥L(E)
⩽M0e

βnℓ

e consequentemente

∥S(nℓ + t)∥L(E) ⩽M0e
βnℓeβt =M0e

β(nℓ+t)

e o resultado segue.
1Ver apêndice
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

De�nição 2.3. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ⩾ 0}
um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados. Dizemos que

{S(t); t ⩾ 0} é um semigrupo de contrações se

∀ t ⩾ 0, ∥S(t)∥L(E) ⩽ 1.

De�nição 2.4. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ⩾ 0}
um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados. Dizemos que

{S(t); t ⩾ 0} é um semigrupo com decaimento exponencial se existem M ⩾ 1 e β > 0
tais que

∀ t ⩾ 0, ∥S(t)∥L(E) ⩽Me−βt.

De�nição 2.5. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ⩾ 0}
um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados. Dizemos que

{S(t); t ⩾ 0} é um semigrupo quase contrativo se existe β ∈ R tal que

∀ t ⩾ 0, ∥S(t)∥L(E) ⩽ eβt.

2.2 Geradores in�nitesimais de semigrupos de opera-

dores lineares limitados

Dado um semigrupo de operadores lineares limitados qualquer, podemos associá-lo

a uma equação diferencial através da de�nição a seguir.

De�nição 2.6. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja

{S(t); t ⩾ 0} ⊂ L(E) um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares. O

operador A ∶D(A) ⊂ E → E de�nido por

D(A) = {x ∈ E ; lim
t→0+

S(t)x − x
t

existe }

e

Ax = lim
t→0+

S(t)x − x
t

, para todo x ∈D(A),

é chamado gerador in�nitesimal do semigrupo {S(t) ; t ⩾ 0}.

Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ⩾ 0} um semigrupo

fortemente contínuo de operadores lineares com gerador in�nitesimal A. Frequente-
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

mente, iremos denotar

∀t ⩾ 0, S(t) = eAt.

É importante ressaltar que a relação entre semigrupos de operadores lineares e seus

geradores in�nitesimais é biunívoca, de modo que, dado um semigrupo de operadores

lineares limitados S(t), existe um único operador A tal que A é gerador in�nitesimal

de S(t). Reciprocamente, se A é gerador de um semigrupo de operadores lineares, este

semigrupo é único.

Lema 2.2. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ⩾ 0} um
semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares com gerador in�nitesimal A.

Seja λ ∈ K. Então

∀t ⩾ 0, Sλ(t) = e−λtS(t),

de�ne um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares (o semigrupo redi-

mensionado), com gerador in�nitesimal dado por −(λI −A).

Demonstração. Seja λ ∈ K. Observe que, Sλ(0) = e−λ0S(0) = I. Agora, para cada

s, t ⩾ 0, temos

Sλ(t + s) = e−λ(t+s)S(t + s) = e−λte−λsS(t)S(s) = e−λtS(t)e−λsS(s) = Sλ(t)Sλ(s).

Para cada x ∈ E temos

∥Sλ(t)x − x∥ = ∥e−λtS(t)x − x∥
t→0+→ 0.

E está provado o resultado.

Teorema 2.3. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Se existe um operador

linear limitado A ∶ E → E tal que S(t) =
∞

∑
n=0

tn

n!
An = etA para todo t ⩾ 0, então

o semigrupo {S(t); t ⩾ 0} é uniformemente contínuo. Além disso, A é o gerador

in�nitesimal do semigrupo {S(t); t ⩾ 0} com ∥etA∥L(E) ⩽ et∥A∥ para todo t ⩾ 0.

Demonstração. Seja A ∈ L(E). A soma parcial da série

∀x ∈ E,n ∈ N, Snx =
n

∑
j=0

tj

j!
Ajx
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

satisfazendo

∀n ∈ N, ∥Snx∥ = ∥
n

∑
j=0

tj

j!
Ajx∥ ⩽

n

∑
j=0

tj

j!
∥Ajx∥ ⩽

n

∑
j=0

tj

j!
∥A∥j∥x∥,

onde

∞

∑
j=0

tj

j!
∥A∥j = et∥A∥L(E)

e para cada x ∈ E a série
∞

∑
j=0

tj

j!
Ajx converge.

Além disso,

∀n ∈ N, ∥Sn∥L(E) ⩽
n

∑
j=0

tj

j!
∥A∥j,

e isto implica que ∑∞n=0 t
n

n!A
n converge e este limite será denotado por etA com

∀t ⩾ 0, ∥etA∥L(E) ⩽ et∥A∥L(E) .

Além disso, note que para todo t1, t2 ∈ [0,∞) vale que

S(t1)S(t2) = [
∞

∑
n=0

(At1)n
n!
][
∞

∑
n=0

(At2)n
n!
]

=
∞

∑
m,n=0

Am+ntn1 t
m
2

m!n!

=
∞

∑
k=0

∑
m,n∈N∪{0},m+n=k

Aktn1 t
m
2

m!n!

=
∞

∑
k=0

Ak

k!
[∑
n=0

k!

n!(k − n)!t
n
1 t
k−n
2 ]

=
∞

∑
k=0

Ak

k!
(t1 + t2)k

= S(t1 + t2).

Isto mostra que {S(t) ∶ t ⩾ 0} é um semigrupo. Também, observe que para todo
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

t ∈ [0,∞) vale que

∥S(t) − S(0)∥L(E) = ∥
∞

∑
n=0

(At)n
n!
∥
L(E)

⩽ t∥A∥L(E)∥
∞

∑
n=1

(At)n−1
n!

∥
L(E)

= t∥A∥L(E)∥
∞

∑
n=0

(At)n
(n + 1)!∥L(E)

⩽ t∥A∥L(E)
∞

∑
n=0

∥At∥n
L(E)

(n + 1)!
⩽ t∥A∥L(E)et∥A∥L(E) .

Isto prova que {S(t); t ⩾ 0} é uniformemente contínuo. Note que para todo t ∈ (0,∞)
temos que

∥S(t) − S(0)
t

−A∥
L(E)
= ∥1

t

∞

∑
n=1

(At)n
n!
−A∥

L(E)

= ∥A[
∞

∑
n=1

(At)(n−1)
n!

] −A∥
L(E)

= ∥A[
∞

∑
n=0

(At)n
(n + 1)!] −A∥L(E)

= ∥A[
∞

∑
n=1

(At)n
(n + 1)!]∥L(E)

= t∥A2[
∞

∑
n=1

(At)(n−1)
(n + 1)! ]∥L(E)

= t∥A2[
∞

∑
n=1

(At)n
(n + 2)!]∥L(E).

Portanto,

∥S(t) − S(0)
t

−A∥
L(E)
⩽ t∥A2∥L(E)et∥A∥L(E) ,

para todo t ⩾ 0. Assim, A é gerador in�nitesimal do semigrupo de operadores limitados

{S(t); t ⩾ 0}.

Teorema 2.4. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e {S(t); t ⩾ 0} um
semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados.

(i) Para cada x ∈ E, a função [0,∞) ∋ t↦ S(t)x ∈ E é uma aplicação contínua;

(ii) Para cada x ∈ E, a função [0,∞) ∋ t↦ ∥S(t)∥L(E) ∈ R+ é semicontínua inferior-

mente e portanto mensurável;

(iii) Se A é gerador in�nitesimal de {S(t); t ⩾ 0}, então A é fechado e densamente
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

de�nido. Para cada x ∈D(A), S(t)x ∈D(A) para todo t ⩾ 0, e a função [0,∞) ∋
t↦ S(t)x ∈ E é continuamente diferenciável e

∀ t > 0, d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Demonstração. (i) Para cada t > 0 e x ∈ E. Seja 0 < h < t e note que

∥S(t + h)x − S(t)x∥ = ∥(S(h) − I)S(t)x∥ → 0, quando h→ 0+,

e

∥S(t)x − S(t − h)x∥ ⩽ ∥S(t − h)∥L(E)∥S(h)x − x∥

⩽Meβ(t−h)∥S(h)x − x∥ → 0,quandoh→ 0+.

(ii) Recordemos que toda função semicontínua inferiormente é mensurável, desse modo,

basta mostrarmos a primeira a�rmação. Para isso, vamos mostrar que

{t ⩾ 0; ∥S(t)∥L(E) > b}

é um subconjunto aberto de R para cada b. Note que ∥S(t0)∥L(E) > b implica que existe

x ∈ E com ∥x∥ = 1 tal que ∥S(t0)x∥ > b e segue da parte (i) que ∥S(t)x∥ > b para t

na vizinhança de t0, logo ∥S(t)∥L(E) > b para todo t na vizinhança de t0 e o resultado

segue.

(iii) Dado x ∈ E de�na xϵ = 1
ϵ ∫

ϵ

0 S(t)xdt para cada ϵ > 0. Então xϵ → x quando ϵ→ 0+,

pois

∥xϵ − x∥ = ∥
1

ϵ ∫
ϵ

0
S(t)xdt − x∥ = ∥1

ϵ ∫
ϵ

0
(S(t)x − S(0)x)dt∥

e

∥xϵ − x∥ ⩽
1

ϵ ∫
ϵ

0
∥S(t)x − S(0)x∥dt.

Assim, desde que S(⋅)x é contínua, segue que para cada r > 0 existe ϵ > 0 tal que

∥S(t)x − S(0)x∥ < r se ∣t∣ < ϵ.

Portanto, para ϵ > 0 su�cientemente pequeno, temos

∥xϵ − x∥ ⩽
1

ϵ ∫
ϵ

0
∥S(t)x − S(0)x∥dt ⩽ 1

ϵ ∫
ϵ

0
rdt = r,
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Agora, note que para 0 < h < ϵ

1

h
(S(h)xϵ − xϵ) =

1

ϵh
(∫

ϵ

0
S(t + h)xdt − ∫

ϵ

0
S(t)xdt)

= 1

ϵh
(∫

ϵ+h

h
S(s)xds − ∫

ϵ

0
S(t)xdt)

= 1

ϵh
(∫

ϵ+h

ϵ
S(t)xdt − ∫

h

0
S(t)xdt)

→ 1

ϵ
(S(ϵ)x − x),

quando h → 0+. Logo xϵ ∈ D(A) e D(A) é denso em E. Será uma consequência

imediata de (ii) e do próximo teorema que A é fechado.

Além disso, temos que se x ∈D(A)

∀t ⩾ 0, d+

dt
S(t)x = lim

h→0+

1

h
(S(t + h)x − S(t)x) = S(t)Ax.

Consequentemente S(t)x ∈D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todo t ⩾ 0. Isto implica que

a função [0,∞) ∋ t↦ d+

dt
S(t)x ∈X é contínua e do Lema A.11 segue o resultado.

Teorema 2.5. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e {S(t); t ⩾ 0} um
semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados.

(i) ∩∞m=1D(Am) é um subespaço denso de E, onde

D(Am) = {u ∈D(Am−1); Am−1u ∈D(A)}.

(ii) Seja β da dominação exponencial do semigrupo. Se λ ∈ C é tal que Re λ > β,
então λ ∈ ρ(A) de A e

(λI −A)−1 = ∫
∞

0
e−λtS(t)dt.
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Re

Im

β

Figura 2.1: {λ ∈ C;Reλ > β} ⊂ ρ(A).

Demonstração. (i) Seja ϕ ∈ C∞(R) uma função com suporte

supp(ϕ) = {t ∈ R;ϕ(t) ≠ 0} compacto em R/{0}, por exemplo, ϕ ∶ R→ R dada por

ϕ(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

e
− 1
∣x∣2−1 , ∣x∣ < 1;

0, ∣x∣ ⩾ 1.

Note que ϕ é uma função in�nitamente diferenciável de suporte compacto contendo

[−1,1].
Seja x ∈ E e y = ∫

∞

0 ϕ(t)S(t)xdt. É fácil ver que, para 0 < h < inf{t > 0;ϕ(t) ≠ 0},

1

h
(S(h)y − y) = 1

h
(∫

∞

0
ϕ(t)S(t + h)xdt − ∫

∞

0
ϕ(t)S(t)xdt)

= 1

h ∫
∞

h
(ϕ(t − h) − ϕ(t))S(t)xdt

→ −∫
∞

0
ϕ′(t)S(t)xdt,

quando h → 0+, consequentemente y ∈ D(A) e Ay = −∫
∞

0 ϕ′(t)S(t)xdt. Como −ϕ′

satisfaz as mesmas condições de regularidade de ϕ, podemos proceder e calcular A2y

da mesma maneira.

Em geral, para todo inteiro m ⩾ 1 e y ∈ ∩∞m=1D(Am) e

Amy = (−1)m∫
∞

0
ϕ(m)(t)S(t)xdt.

Para mostrar que tal conjunto é um subconjunto denso de E, escolha ϕ como acima,
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

satisfazendo adicionalmente que ∫
∞

0 ϕ(t)dt = 1. Se

yn = ∫
∞

0
nϕ(nt)S(t)xdt = ∫

∞

0
ϕ(s)S ( s

n
)xds,

para todo inteiro n ⩾ 1, temos yn ∈ ∩∞m=1D(Am) and yn → x.

(ii) De�na R(λ;A) ∶ E → E por

R(λ;A) = ∫
∞

0
e−λtS(t)dt

e note que ∥R(λ;A)∥L(E) ⩽ M
Reλ−β se Reλ > β, pois temos para x ∈ E que

∥R(λ;A)x∥ = ∥∫
∞

0
e−λtS(t)xdt∥

⩽ ∫
∞

0
∣e−λt∣∥S(t)x∥dt

⩽M∥x∥∫
∞

0
e(β−Reλ)tdt

= M

Reλ − β ∥x∥.

Recordando que ∥S(t)∥L(E) ⩽Meβt.

Seja x ∈ E e h > 0, temos

1

h
(S(h)R(λ;A)x −R(λ;A)x)

= R(λ;A)1
h
(S(h)x − x)

= 1

h
(∫

∞

0
e−λtS(t + h)xdt − ∫

∞

0
e−λtS(t)xdt)

= 1

h
(∫

∞

h
e−λt+λhS(t)xdt − ∫

∞

0
e−λtS(t)xdt)

= 1

h
( − ∫

h

0
e−λ(h−t)S(t)xdt + ∫

∞

0
(eλh − 1)e−λtS(t)xdt)

= 1

h
( − e−λh∫

h

0
eλtS(t)xdt + ∫

∞

0
(eλh − 1)e−λtS(t)xdt)

→ −x +R(λ;A)x

quando h → 0+. Logo, R(λ;A)x ∈ D(A) e AR(λ;A)x = −x + R(λ;A)x. Portanto,

(λI −A)R(λ;A)x = x, e λI −A é sobrejetiva. Também, se x ∈ D(A), então desde que

AR(λ;A)x = R(λ;A)Ax e pela identidade acima vemos que

(λI − A)R(λ;A)x = x = R(λ;A)(λI − A)x, x ∈ D(A) e λI − A é também sobreje-

tivo. Com isto, concluímos que λI − A é uma bijeção de D(A) em E com inverso

R(λ;A) e a prova está completa.

Teorema 2.6. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Sejam {S(t); t ⩾ 0}
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

e {T (t); t ⩾ 0} semigrupos fortemente contínuos de operadores lineares limitados com

geradores in�nitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, então S(t) = T (t) para
todo t ⩾ 0.

Demonstração. Seja x ∈D(A) =D(B). É fácil ver que a função

[s,∞) ∋ s↦ S(t − s)T (s)

é diferenciável e que

d

ds
S(t − s)T (s)x = −AS(t − s)T (s)x + S(t − s)BT (s)x

= −AS(t − s)T (s)x + S(t − s)AT (s)

= −AS(t − s)T (s)x +AS(t − s)T (s)

= 0.

Logo, a função [s,∞) ∋ s ↦ S(t − s)T (s) é constante. E assim, coincide nos valores

s = 0 e s = t, isto é, S(t)x = T (t)x, para todo x ∈ D(A). Como D(A) = E e T (t), S(t)
são operadores limitados, segue que T (t)x = S(t)x para todo x ∈ E.

Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K, seja {S(t); t ⩾ 0} ⊂ L(E) um semi-

grupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E o gerador in�nitesimal do semigrupo. Para cada x0 ∈ D(A), a
função

[0,∞) ∋ t↦ x(t) = S(t)x0 ∈ E

é continuamente diferenciável e,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= Ax, t > 0,

x(0) = x0.
(2.2)

No caso em que x0 ∈ E mas, x0 ∉D(A), ainda entendemos x(⋅) como solução de (2.2).

De�nição 2.7. Uma função x(⋅) ∈ C([0,∞);E) ∩ C1((0,∞);E) é chamada solução

forte de (2.2) se x(t) ∈D(A) para todo t > 0 e vale (2.2).

De�nição 2.8. Uma função x(⋅) ∈ C([0,∞);E) é chamada solução fraca de (2.2) se

x(0) = x0 e para cada x∗ ∈ D(A∗) [0,∞), ∋ t ↦ x(t) = ⟨x(t),A∗x∗⟩ ∈ K é uma função
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

diferenciável e,

d

dt
⟨x(t), x∗⟩ = ⟨x(t),A∗x∗⟩,

para todo t ⩾ 0.

Teorema 2.7. Seja E um espaço de Banach re�exivo sobre um corpo K e seja A ∶
D(A) ⊂ E → E um operador linear que é gerador de um semigrupo fortemente contínuo

de operadores lineares limitados {S(t); t ⩾ 0}. Se de�nirmos {S∗(t); t ⩾ 0} onde S∗(t) =
S(t)∗ em L(E∗) então {S∗(t); t ⩾ 0} é um semigrupo fortemente contínuo de operadores

lineares limitados em L(E) cujo gerador in�nitesimal é A∗.

Demonstração. Desde que E é um espaço de Banach re�exivo e A é fechado e densa-

mente de�nido, então A∗ é fechado e densamente de�nido. Além disso, se λ ∈ ρ(A),
então λ ∈ ρ(A∗) e (λI −A−1)∗ = (λI −A∗)−1.
Desde que A é gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo, existem

β ∈ R e M ⩾ 1 tais que (β,∞) ⊂ ρ(A) e

∥(λI −A)−n∥L(E) ⩽
M

(λ − ω)n

para todo λ > β e n ∈ N. Portanto, (β,∞) ⊂ ρ(A∗) e

∥(λI −A∗)−n∥L(E∗) = ∥(λI −A)−n∥L(E) ⩽
M

(λ − ω)n ,

para todo λ > β e n ∈ N. Portanto, A∗ é gerador in�nitesimal de um semigrupo

fortemente contínuo {S∗(t) ∶ t ⩾ 0}. E, para cada x∗ ∈X∗ temos

S∗(t)x∗ = lim
λ→∞

eA
∗

λtx∗ = lim
λ→∞
(eAλt)∗x∗ = S(t)∗x∗.

2.3 Geração de semigrupos de operadores lineares li-

mitados

Diante do que foi visto, surge então a seguinte questão: Quais as condições ou

características necessárias e su�cientes para que operadores lineares sejam geradores

in�nitesimais de semigrupos fortemente contínuos?

Já vimos que geradores são necessariamente operadores fechados, densamente de�ni-

dos e que têm seu espectro contido em algum lado adequado do semiplano complexo.
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Contudo, essas condições não são su�cientes. Desse modo, apresentamos a seguir,

importantes resultados que caracterizam geradores in�nitesimais.

2.3.1 O Teorema de Hille-Yosida

Em 1948, Einar Carl Hille e Kôsaku Yosida caracterizaram, independentemente,

certas classes de problemas de valor inicial bem postos em espaços de Banach.

Teorema 2.8 (Teorema de Hille-Yosida caso contrativo). Sejam E um espaço de Ba-

nach sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. Então, as seguintes

a�rmações são equivalentes.

(i) A é gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de operadores

lineares limitados {S(t); t ⩾ 0} ⊂ L(E) tal que

∀ t ⩾ 0, ∥S(t)∥L(E) ⩽ eβt;

(ii) A e fechado e densamente de�nido tal que (β,∞) ⊂ ρ(A) e

∀ λ > β, ∥(λI −A)−1∥L(E) ⩽
1

λ − β .

Demonstração. Observe que (i) implica (ii). De fato, seja x ∈ E e λ > β, do Teorema

2.5 temos

∥(λI −A)−1x∥ ⩽ ∫
∞

0
e−λt∥S(t)x∥dt

⩽ ∥x∥∫
∞

0
e(β−λ)tdt

⩽ 1

λ − β ∥x∥.

Agora, vamos mostrar que (ii) implica (i). Inicialmente, iremos considerar β = 0. Seja
λ > 0 então

∥λ(λI −A)−1∥L(E) ⩽ 1.

Como

λ(λI −A)−1 = I +A(λI −A)−1,

temos que x ∈D(A) implica

∥λ(λI −A)−1x − x∥ = ∥(λI −A)−1Ax∥ ⩽ 1

λ
∥Ax∥ → 0
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

quando λ→∞. Como A é densamente de�nido, então

∀x ∈ E, λ(λI −A)−1x→ x,

quando λ→∞.

Agora, para cada λ > 0, de�na

Aλ = λA(λI −A)−1.

Então,

λA(λI −A)−1 = λ2(λI −A)−1 − λI ∈ L(E).

e

∥Aλ∥L(E) = λ∥A(λI −A)−1∥L(E) ⩽ 2λ,

e se x ∈ D(A), Aλx → Ax quando λ → ∞. É importante saber que Aλ é chamada

aproximação de Yosida de A.

Como

Aλ = λ2(λI −A)−1 − λI,

temos

etAλ = e−λtetλ2(λI−A)−1

e

∥etAλ∥L(E) ⩽ e−λtetλ
2∥(λI−A)−1∥

L(E) ⩽ 1,

e para todo λ,µ > 0 (e t > 0) desde que AλAµ = AµAλ, para cada x ∈D(A)

∥(etAλ − etAµ)x∥ = ∥∫
1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµx)ds∥

⩽ t∫
1

0
∥etsAλet(1−s)Aµ(Aλx −Aµx)∥ds

⩽ t∥Aλx −Aµx∥.

Portanto, para cada x ∈D(A),

S(t)x = lim
λ→∞

etAλx

existe e é uniforme para 0 ⩽ t ⩽ t0, para todo t0 > 0. Portanto, [0,∞) ∋ t↦ S(t)x ∈ E é

contínua, limt→0+ ∥S(t)x−x∥ = 0 e ∥S(t)x∥ ⩽ ∥x∥. Logo, pelo fato de que A é densamente

de�nido, podemos de�nir de modo único S(t) ∈ L(E) para todo t ⩾ 0.
Se x ∈ E, dado ϵ > 0 existe x1 ∈ D(A) e δ > 0 tal que ∥x1 − x∥ <

ϵ

3
e ∥S(t)x1 − x1∥ <

ϵ

3
,
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

t ∈ [0, δ]. Portanto, para cada t ∈ [0, δ],

∥S(t)x − x∥ ⩽ ∥S(t)(x − x1)∥ + ∥S(t)x1 − x1∥ + ∥x1 − x∥ < ϵ.

Isto implica que limt→0+ ∥S(t)x − x∥ = 0 para todo x ∈ E.
Se x ∈ D(A2) então lim

λ→∞
etAλx = S(t)x e lim

λ→∞
etAλAx = S(t)Ax. De fato, desde que A é

fechado, obtemos S(t)x ∈ D(A) e AS(t)x = S(t)Ax. Consequentemente S(t)x ∈ D(A)
para todo t ⩾ 0 e x ∈ D(A). Daí, temos S(s)(S(t)x) = S(t + s)x para todo x ∈ D(A) e
t, s ⩾ 0. Além disso, como D(A) = E, temos S(t)(S(s)x) = S(t+ s)x para todo x ∈ E e

t, s ⩾ 0.
Logo, {S(t) ∶ t ⩾ 0} é um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limi-

tados. Finalmente, iremos mostrar que A é gerador in�nitesimal.

Agora, considere B ∶ D(B) ⊂ E → E como sendo o gerador in�nitesimal do semigrupo

{S(t) ∶ t ⩾ 0}. Em vista disso, vamos provar que D(A) ⊂ D(B) e B∣
D(A)

= A, depois
provaremos que D(A) =D(B) .
Seja x ∈D(A2) então

S(t)x − x = lim
λ→∞
(etAλx − x) = lim

λ→∞
∫

t

0
esAλAλxds = ∫

t

0
S(s)Axds.

Seja x ∈ D(A), tome D(A) ∋ yn → Ax e xn = (I − A)−1(x − yn). Temos que

D(A2) ∋ xn → x ∈D(A) e Axn → Ax. É fácil ver que a expressão acima se estende para

todo x ∈D(A).
Agora, 1

t (S(t)x − x) = 1
t ∫

t

0 S(s)Axds → Ax quando t → 0+ para cada x ∈ D(A). Logo,
x ∈ D(B). Mas, 1 ∈ ρ(A) e, como B é gerador de um semigrupo fortemente contínuo

de contrações, 1 ∈ ρ(B). Consequentemente,

E = (I −A)D(A) = (I −B)D(A)

e (I −B)D(A) = E = (I −B)D(B), D(A) = R((I −B)−1) = D(B). Segue que A = B e

a prova do fato (ii) implica (i) está completa para β = 0.
Finalmente, note que e−βtS(t) = S1(t) é um semigrupo com ∥S1(t)∥L(E) ⩽ 1 e A−βI é o
gerador in�nitesimal de S1(⋅) e a prova de que o fato (ii) implica (i) está completa.

Lema 2.9. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶D(A) ⊂ E → E um

operador linear. Assuma que (0,∞) ⊂ ρ(A) e

∀ λ > 0, n ∈ N, ∥λI −A)−n∥ ⩽ M
λn
.
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2. Semigrupos de operadores lineares limitados

Então, existe uma norma ∣ ⋅ ∣ em E satisfazendo ∥x∥ ⩽ ∣x∣ ⩽M∥x∥ para todo x ∈ E e

∀λ > 0, x ∈ E, ∣(λI −A)−1∣ ⩽ 1

λ
.

Demonstração. Se 0 < λ < µ ( ∣µ−λ∣µ < 1), então a série

∞

∑
k=0

(µ − λ)k(µI −A)−k−1 = (µI −A)−1
∞

∑
k=0

(µ − λ)k(µI −A)−k

é convergente, pois

∥(µ − λ)k(µI −A)−k∥L(E) ⩽M
∣µ − λ∣k
µk

.

Assim,

(λI −A)−1 = (λI − µI + (µI −A))−1

=
∞

∑
k=0

(µ − λ)k(µI −A)−k−1.

Logo, desde que esta é uma série de potências

1

p!
( d
dλ
)
p

(λI −A)−1 = (−1)p(λI −A)−p−1

=
∞

∑
k=p

(−1)k k!(µ − λ)
k−p

p!(k − p)! (µI −A)
−k−1.

Temos

(λI −A)−p−1 =
∞

∑
k=p

(k
p
)(µ − λ)k−p(µI −A)−k−1 (2.3)

e

∥λp+1(λI −A)−p−1x∥

⩽
∞

∑
k=p

(k
p
)(µ − λ

µ
)
k−p

(λ
µ
)
p+1

∥µk+1(µI −A)−k−1x∥
.

Se ∥x∥µ = sup
n⩾0
∥µn(µI −A)−nx∥ para µ > 0, é fácil ver que ∥x∥ ⩽ ∥x∥µ ⩽ M∥x∥. Usando

(2.3) com A = 0, temos

∥λp+1(λI −A)−p−1∥ ⩽
∞

∑
k=p

(k
p
)(µ − λ

µ
)
k−p

(λ
µ
)
p+1

∥x∥µ = ∥x∥µ

para 0 < λ < µ, e consequentemente ∥x∥λ ⩽ ∥x∥µ para 0 < λ ⩽ µ. Desde que λ ↦ ∥x∥λ é
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não decrescente e limitada superiormente, de�na

∣x∣ = lim
λ→∞
∥x∥λ = sup

λ>0
∥x∥λ.

É claro que ∣ ⋅ ∣ é uma norma em E.

Portanto, ∥x∥ ⩽ ∣x∣ ⩽M∥x∥ e, para 0 < λ < µ,

∥µp(µI −A)−pλ(λI −A)−1x∥ = ∥λ(λI −A)−1µp(µI −A)−px∥E0

⩽ ∥µp(µI −A)−px∥λ
⩽ ∥µp(µI −A)−px∥µ
⩽ ∥x∥µ
⩽ ∣x∣,

implica que ∥λ(λI −A)−1x∥µ ⩽ ∣x∣. Daí, segue imediatamente que ∣λ(λI −A)−1x∣ ⩽ ∣x∣ e
o resultado está provado.

Teorema 2.10 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida). Sejam E um espaço de

Banach sobre um corpo K eA ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear. Então, as seguintes

a�rmações são equivalentes:

(i) A é gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de operadores

lineares limitados {S(t); t ⩾ 0} ⊂ L(E) tal que

∀ t ⩾ 0, ∥S(t)∥L(E) ⩽Meβt;

(ii) A e fechado e densamente de�nido tal que (β,∞) ⊂ ρ(A) e

∀ λ > β, ∥(λI −A)−n∥ ⩽ M

(λ − β)−n .

Demonstração. Considerando e−βtS(t) e A − βI podemos assumir sem perda de gene-

ralidade que β = 0. Se (i) vale, do Teorema 2.5, temos que cada λ > 0 pertence ao

conjunto resolvente de A, e

(λI −A)−1x = ∫
∞

0
e−λtS(t)xdt

e

(λI −A)−p−1x = 1

p! ∫
∞

0
e−λttpS(t)xdt.
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Logo,

∀p ∈ N ∪ {0}, ∥(λI −A)−p−1x∥ ⩽ 1

p! ∫
∞

0
e−λttp∥S(t)x∥dt

⩽ M
p!
∥x∥∫

∞

0
e−λttpdt

= λ−p−1M∥x∥.

Agora, assuma que (ii) é válida (com β = 0). Em vista do Lema 2.9, podemos esco-

lher uma norma equivalente ∣ ⋅ ∣ em E, tal que ∥x∥ ⩽ ∣x∣ ⩽ M∥x∥ e

∣(λI − A)−1x∣ ⩽ 1
λ ∣x∣ para λ > 0. Segue do Teorema de Hille-Yosida (caso contra-

tivo), que A gera um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados

{S(t); t ⩾ 0} com ∣S(t)x∣ ⩽ ∣x∣. Daí, segue que

∥S(t)x∥ ⩽ ∣S(t)x∣ ⩽ ∣x∣ ⩽M∥x∥.

2.3.2 Operadores dissipativos e o Teorema de Lumer-Phillips

De�nição 2.9. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. A aplicação dual

J ∶ E → 2E
∗ é uma aplicação de�nida por

J(x) = {x∗ ∈ E∗;Re⟨x,x∗⟩ = ∥x∥2, ∥x∗∥ = ∥x∥}.

Observe que, pelo Teorema de Hanh-Banach, J(x) ≠ ∅ para cada x ∈ E. É uma

consequência direta da de�nição que se X∗ é uniformemente convexo, então J(x) é um
conjunto unitário para cada x ∈X.

De�nição 2.10. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. O operador A é dissipativo (ou monótono) se,

para cada x ∈D(A) existe x∗ ∈ J(x) tal que Re⟨Ax,x∗⟩ ⩽ 0.

De�nição 2.11. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. O operador A é acretivo se −A é dissipa-

tivo.

Lema 2.11. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. O operador linear

A ∶D(A) ⊂ E → E é dissipativo se, e somente se,

∥(λI −A)x∥ ⩾ λ∥x∥,
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para todo x ∈D(A) e λ > 0.

Demonstração. Assuma que A é dissipativo. Para λ > 0 e x ∈D(A), se x∗ ∈ J(x) é tal
que Re⟨Ax,x∗⟩ ⩽ 0, então

Re⟨λx −Ax,x∗⟩ = Re⟨λx,x∗⟩ −Re⟨Ax,x∗⟩ = λ∥x∥2 −Re⟨Ax,x∗⟩ ⩾ λ∥x∥2.

Assim,

λ∥x∥ ⩽ Re⟨λx −Ax,x∗⟩ ⩽ ∣⟨(λ −A)x,x∗⟩∣ ⩽ ∣(λ −A)x∣∥x∥,

isto é,

∣(λ −A)x∣ ⩾ λ∥x∥.

Reciprocamente, assuma que para todo x ∈D(A) e λ > 0 temos ∣(λI −A)x∥ ⩾ λ∥x∥. Se
x∗λ ∈ J(λx −Ax) e y∗λ = x∗λ/∥x∗λ∥ temos que

λ∥x∥ ⩽ ∥(λI −A)x∥ = ⟨λx −Ax, y∗λ⟩ = λRe⟨x, y∗λ⟩ −Re⟨Ax, y∗λ⟩

e então

λ∥x∥ ⩽ λ∥x∥∥y∗λ∥ −Re⟨Ax, y∗λ⟩ = λ∥x∥ −Re⟨Ax, y∗λ⟩. (2.4)

Como a bola unitária em E∗ é compacta na topologia fraca ∗, existe y∗ ∈ E∗, ∥y∗∥ ⩽ 1,
e uma sequência λn → ∞ tal que y∗λn → y∗ no sentido fraco ∗. De (2.4) segue que

Re⟨Ax, y∗⟩ ⩽ 0 e Re⟨x, y∗⟩ ⩾ ∥x∥ (dividindo por λn e fazendo n→∞). Mas, Re⟨x, y∗λ⟩ ⩽
∣⟨x, y∗λ⟩∣ ⩽ ∥x∥, portanto Re⟨x, y∗⟩ = ∥x∥. Tomando x∗ = ∥x∥y∗ temos que x∗ ∈ J(x) e
Re⟨Ax,x∗⟩ ⩽ 0. Logo, para todo x ∈ D(A) existe x∗ ∈ J(x) tal que Re⟨Ax,x∗⟩ ⩽ 0 e A

é dissipativo.

Teorema 2.12 (Teorema de Lumer-Phillips). Sejam E um espaço de Banach sobre

um corpo K e A ∶D(A) ⊂ E → E um operador linear densamente de�nido. Então

(i) Se A é gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de contrações

em L(E), então A é dissipativo.

(ii) Se A é dissipativo e para algum λ0 > 0 tem-se R(λ0I −A) = E, então A é gerador

in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de contrações em L(E).

Demonstração. (i) Se A é gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo

de contrações {S(t); t ⩾ 0} em L(E), então pelo Teorema de Hille-Yosida
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R(λI −A) = E para todo λ > 0, e para cada x ∈ E, x∗ ∈ J(x), t > 0,

∣⟨S(t)x,x∗⟩∣ ⩽ ∥x∗∥∥S(t)x∥ ⩽ ∥x∥2.

Portanto,

Re⟨S(t)x − x
t

, x∗⟩ = 1

t
{Re⟨S(t)x,x∗⟩ − ∥x∥2} ⩽ 0.

Mostrando que, se x ∈D(A) e x∗ ∈ J(x), então Re⟨Ax,x∗⟩ ⩽ 0.
(ii) Para λ > 0 e x ∈D(A), segue do 2.11 que

∥(λI −A)x∥ ⩾ λ∥x∥.

Agora R(λ0I −A) = E, ∥(λ0I −A)x∥ ⩾ λ0∥x∥ for x ∈ D(A), então λ0 está no conjunto

resolvente de A e A é fechado. Seja O = {λ ∈ ρ(A)∩R;λ > 0}. Desde que ρ(A) é aberto,
segue queO é um subconjunto aberto de (0,∞). Vamos provar queO é também fechado

em (0,∞) para concluir que O = (0,∞). Suponha que {λn}n ⊂ O, λn → λ > 0, se n
é su�cientemente grande, temos ∣λn − λ∣ ⩽ 1

4 . Logo, para n adequadamente grande,

∥(λn − λ)(λnI −A)−1∥L(E) ⩽ ∣λn−λ∣λn
⩽ 1

4λn
.

Isto mostra que

I − (λn − λ)(λnI −A)−1

é um isomor�smo de E. Então

λI −A = [I − (λn − λ)(λnI −A)−1](λnI −A) (2.5)

levaD(A) em E e λ ∈ ρ(A). Observe que todas as hipóteses do Teorema de Hille-Yosida

são satisfeitas, e a prova de (ii) está completa.

Corolário 2.13. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. Assuma que A é fechado e densamente

de�nido. Se A e A∗ são dissipativos, então A gera um semigrupo fortemente contínuo

de contrações em L(E).

Demonstração. Do Teorema de Lumer-Phillips é su�ciente provar que R(I −A) = E.
Desde que A é dissipativo e fechado R(I − A) é um subespaço fechado de E. Se

R(I −A) ≠ E, existe x∗ ∈ X∗, x∗ ≠ 0 tal que ⟨x −Ax,x∗⟩ = 0 para todo x ∈ D(A). Isto
implica que ⟨x,x∗⟩ = ⟨Ax,x∗⟩ = ⟨x,A∗x∗⟩ para todo x ∈D(A), e então x∗ ∈D(A∗) com
A∗x∗ = x∗; isto é, x∗ −A∗x∗ = 0. Desde que A∗ é também dissipativo, segue do Lema

2.11 que x∗ = 0, contradizendo nossa escolha de x∗.

De�nição 2.12. Sejam E um espaço de Banach sobre C e A ∶ D(A) ⊂ E → E um

56



2. Semigrupos de operadores lineares limitados

operador linear. A imagem numérica de A é o conjunto

W (A) = {⟨Ax,x∗⟩;x∗ ∈ E∗, x ∈D(A), ∥x∗∥ = ∥x∥ = 1, ⟨x,x∗⟩ = 1}.

Segue da de�nição que, se E∗ é uniformemente convexo, para cada x ∈ E existe um

único x∗ ∈ E∗ tal que ∥x∗∥ = 1 = ⟨x,x∗⟩. Se E é um espaço de Hilbert

W (A) = {⟨Ax,x⟩;x ∈D(A), ∥x∥ = 1}.

Teorema 2.14. Seja E um espaço de Banach sobre C. Seja A ∶ D(A) ⊂ E → E um

operador linear, fechado e densamente de�nido. Seja W (A) a imagem numérica de

A e Σ um subconjunto aberto e conexo de C/W (A). Se λ ∉ W (A), então λI − A é

injetivo, tem imagem fechada e satisfaz

∥(λI −A)x∥ ⩾ d(λ,W (A))∥x∥. (2.6)

Além disso, se ρ(A) ∩Σ ≠ ∅, então ρ(A) ⊃ Σ e

∀λ ∈ Σ, ∥(λI −A)−1x∥ ⩽ 1

d(λ,W (A)) , (2.7)

onde d(λ,W (A)) é a distância de λ à W (A).

Demonstração. Seja λ ∉W (A). Se x∗ ∈ E∗, x ∈D(A), ∥x∗∥ = ∥x∥ = 1e⟨x,x∗⟩ = 1, então

0 < d(λ,W (A)) ⩽ ∣λ − ⟨Ax,x∗⟩∣ = ∣⟨λIx −Ax,x∗⟩∣ ⩽ ∥λx −Ax∥

e

∀x ∈D(A), d(λ,W (A))∥x∥ ⩽ ∥λIx −Ax∥

portanto λI − A é injetivo (observe que se x ≠ 0 então (λI − A)x ≠ 0 pois 0 <
d(λ,W (A))∥x∥ ⩽ ∥(λI − A)x∥), tem imagem fechada e satisfaz (2.6). Além disso,

se λ ∈ ρ(A) então (2.6) implica (2.7).

Resta mostrar que se Σ intersecta ρ(A), então Σ está contido em ρ(A). Para isto,

iremos considerar o conjunto não vazio ρ(A) ∩Σ. É claro que ρ(A) ∩Σ é aberto em Σ.

Vamos mostrar que ρ(A) ∩ Σ é também fechado em Σ. De fato, se λn ∈ ρ(A) ∩ Σ e

λn → λ ∈ Σ, temos que, para n su�ciente grande, ∣λn − λ∣ < εn = d(λn,W (A)). De (2.7)
segue para n su�cientemente grande, ∣λn − λ∣∥(λn −A)−1∥L(E) < 1 e

λI −A = [I − (λn − λ)(λnI −A)−1](λnI −A)
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implica que λ ∈ ρ(A) e consequentemente ρ(A)∩Σ é fechado em Σ. Segue que ρ(A)∩Σ =
Σ; isto é, ρ(A) ⊃ Σ e a prova está completa.

Teorema 2.15. Seja H um espaço de Hilbert sobre C. Seja A ∶ D(A) ⊂ H → H um

operador linear auto-adjunto. Assuma que A é limitado por cima; isto é, existe a ∈ R
tal que ⟨Au,u⟩ ⩽ a⟨u,u⟩. Então, C/(−∞, a] ⊂ ρ(A) e existe uma constante M ⩾ 1

dependendo apenas de 0 < ϕ < π tal que

∀λ ∈ Σa, ∥(λI −A)−1x∥ ⩽ M

∣λ − a∣ , (2.8)

onde Σa = {λ ∈ C; ∣arg(λ − a)∣ ⩽ ϕ}. Segue que A é o gerador in�nitesimal de um semi-

grupo fortemente contínuo de operadores lineares {T (t); t ⩾ 0} em L(H) satisfazendo

∀t ⩾ 0, ∥T (t)∥L(H) ⩽ eat.

Re

Im

a

λ − a
ϕ

Figura 2.2: Setor complexo Σa = {λ ∈ C;arg(λ − a) ⩽ ϕ}.

Demonstração. De fato, A é fechado e densamente de�nido. Seja W (A) a imagem

numérica de A, note que

W (A) = {⟨Ax,x⟩;x ∈D(A), ∥x∥ = 1} ⊂ (−∞, a],

e isto implica que

C/(−∞, a] ⊂ C/W (A).

Desde que A−aI = A∗−aI é um operador dissipativo, pelo Corolário 2.13 A−aI gera
um semigrupo fortemente contínuo de contrações em L(H). Daí, segue que ρ(A−aI) ⊃
(0,∞). Do Teorema 2.14, temos que C/(−∞, a] ⊂ ρ(A) e que

∀λ ∈ C/(−∞, a], ∥(λI −A)−1x∥ ⩽ 1

d(λ,W (A)) ⩽
1

d(λ, (−∞, a]) .
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Além disso

∀λ ∈ C/(−∞, a], 1

d(λ, (−∞, a]) ⩽
1

sen(ϕ)
1

∣λ − a∣ .

Notação 2.1. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ E → E o gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo

de operadores lineares {S(t); t ⩾ 0} ⊂ L(E), então iremos usar a seguinte notação

S(t) = etA

para todo t ⩾ 0.
Para motivar o estudo dos próximos teoremas, recordemos alguns resultados já conhe-

cidos para o caso em que estamos lidando com números.

Para cada a ∈ R e t ⩾ 0 temos

eat = lim
h→0+

etf(h),

onde

lim
h→0+

f(h) = a.

Para cada a ∈ R e t ⩾ 0 temos,

eat = lim
n→∞
(1 + at

n
)
n

= lim
n→∞
(1 − at

n
)
−n

e para cada t > 0 temos

eat = lim
n→∞
[n
t
(n
t
− a)

−1

]
n

.

Teorema 2.16 (Primeiro limite fundamental). Sejam E um espaço de Banach sobre

um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. Se A é o gerador in�nitesimal

de um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares {S(t); t ⩾ 0} em L(E),
então

S(t)x = lim
h→0+

etA(h)x,

onde A(h) = 1

h
(S(h) − I) para todo h > 0, e este limite é uniforme em t em todo o
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intervalo de [0,∞).

Demonstração. Seja ∥S(t)∥L(E) ⩽Meβt com β ⩾ 0. Note que, para h > 0 temos A(h) ∈
L(E), A(h) e S(t), e etA(h) e S(t) comutam. Portanto,

∥etA(h)∥ ⩽ e− t
h

∞

∑
k=0

( t
h
)
k ∥S(hk)∥L(E)

k!
⩽Me

t
h
(eβh−1).

Assim, para 0 < h ⩽ 1, temos

∥S(hk)∥L(E) ⩽Metβe
β

.

Logo, para x ∈D(A), a aplicação s↦ e(t−s)A(h)S(s)x é diferenciável em s e

d

ds
(e(t−s)A(h)S(s)x) = −A(h)e(t−s)A(h)S(s)x + e(t−s)A(h)AS(s)x

= e(t−s)A(h)(A(h)S(s)x −AS(s)x).

Consequentemente, para 0 < h ⩽ 1 e x ∈D(A) temos

∥S(t)x − etA(h)x∥
E
= ∥∫

t

0

d

ds
(e(t−s)A(h)S(s)x)ds∥

E

⩽ ∥∫
t

0
∥e(t−s)A(h)∥L(E)∥S(s)∥L(E)∥A(h)S(s)x −AS(s)x∥Eds

⩽ tM2etβ(e
β+1)∥A(h)S(s)x −AS(s)x∥E.

Tomando o limite quando h → 0+, obtemos o limite para x ∈ D(A). Desde que

∥etA(h)∥L(E) e ∥S(s)∥L(E) são uniformemente limitados no intervalo limitado, e desde

que D(A) é denso em E, obtemos o limite para todo x ∈ E.

Teorema 2.17 (Segundo limite fundamental). Sejam E um espaço de Banach sobre

um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ E → E. Se A é gerador in�nitesimal de um semigrupo

fortemente contínuo de operadores lineares {S(t); t ⩾ 0} em L(E), então

S(t)x = lim
n→∞
(I − t

n
A)
−n

x = lim
n→∞
[n
t
(n
t
I −A)

−1

]
n

x

para todo x ∈ E, e este limite é uniforme em t em todo intervalo limitado de [0,∞).

Demonstração. Para n ∈ N su�cientemente grande, 0 < s < t , Sn(t) = (I −
t

n
A)
−n

e

x ∈D(A) temos
d

ds
S(s)x = AS(s)x = S(s)Ax,

60



2. Semigrupos de operadores lineares limitados

e para x ∈D(A2) temos

S(t)Ax −Ax = ∫
t

0
S(s)A2xds

e

Sn(t − s) = (I −
t − s
n

A)
−n

.

Portanto, para x ∈D(A2) temos

S(t)x − Sn(t)x

= ∫
t

0
Sn(t − s)S(s)(I − (I −

t − s
n

A)
−1

)Axds

= −∫
t

0
Sn(t − s)S(s)(

n

t − s −A)
−1

A2xds.

Note que, dado T > 0, temos

sup
t∈[0,T ]

∥S(t)∥L(E) < ∞ e sup
t∈[0,T ]

∥Sn(t)∥L(E) < ∞.

Desde que λ(λI −A)−1x = (I − λ−1A)−1x → x quando λ → ∞, para cada x ∈ E, e o

teorema da convergência dominada de Lebesgue, segue que

∫
t

0
∥Sn(t − s)S(s)(

n

t − s −A)
−1

A2x∥ds→ 0,

quando n→∞. A prova está completa observando o fato de que D(A2) é um subespaço

denso de E.

Recordemos que se A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo

de operadores lineares limitados {S(t); T ⩾ 0} em L(E), então para λ ∈ C tal que Reλ

é su�cientemente grande, temos

(λI −A)−1 = ∫
∞

0
e−λtS(t)dt.

Teorema 2.18. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂
E → E um operador linear densamente de�nido. Se A é gerador in�nitesimal de um

semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados {S(t); t ⩾ 0} em L(E)
com ∥S(t)∥ ⩽Meβt. Assuma que γ >max{0, β}. Para todo x ∈D(A2) e t > 0,

S(t)x = lim
N→∞

∫
γ+iN

γ−iN
eλt(λI −A)−1xdλ,

onde a integral é calculada ao longo do segmento de extremidades γ− iN e γ+ iN . Este
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limite é uniforme para t em subconjuntos compactos de [0,∞).

Re

Im

β

●γ + iN

●γ − iN

γ

Figura 2.3: {λ ∈ C;Reλ > β} ⊂ ρ(A) e γ >max{0, β}.

Demonstração. Ver Capítulo 3 de [5], Seção 3.9.

Teorema 2.19 (Carvalho, Cholewa e Dlotko, 2001). Assuma que −A e −B sejam gera-

dores in�nitesimais de semigrupos fortemente contínuos de operadores lineares limita-

dos, A e B comutam, A+B é fechado e densamente de�nido com domínio D(A)∩D(B),
e λ ∈ (−(A +B)) para algum λ > 0. Então, −(A +B) gera um semigrupo fortemente

contínuo de operadores lineares limitados que satisfaz

e−(A+B)t = e−Ate−Bt.

Demonstração. Inicialmente, vamos considerar, por conveniência, uma norma equiva-

lente no espaço de Banach de modo que −A seja gerador in�nitesimal de um semi-

grupo fortemente contínuo de contrações. Considere −Aλ = −λA(λI + A)−1 e −Bλ =
−λB(λI +B)−1. Então ∥e−Aλt∥ ⩽ 1 para todo λ > 0. Além disso, desde que

e−Aλtx→ e−Atx e e−Bλsx→ e−Bsx

quando λ→∞, temos para todo x ∈ E e s, t ⩾ 0 que

lim
λ→∞

e−Aλt−Bλsx = lim
λ→∞

e−Aλte−Bλsx = e−Ate−Bs.

Desde que consideramos no início uma norma equivalente à original, temos que os
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limites acima ainda são verdadeiros para esta norma. Analogamente, temos

lim
λ→∞

e−Bλs−Aλtx = lim
λ→∞

e−Bλse−Aλtx = e−Bse−At.

Logo, concluímos que e−Ate−Bs = e−Bse−At. Agora, vamos mostrar que {T (t); t ⩾
0}, com T (t) = e−Ate−Bt, é um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares

limitados, cujo gerador é o operador −(A +B).
Note que para t = 0 temos

T (0)x = e−A0e−B0x = x,

isto é, T (0) = I. Para t, s ⩾ 0 temos

T (t + s) = e−A(t+s)e−B(t+s) = e−Ate−Ase−Bte−Bs,

e então

T (t + s) = e−Ate−Bte−Ase−Bs = T (t)T (s).

Além disso, é claro que quando t→ 0+ temos e−Ate−Btx→ x e assim, vemos que

∥T (t)x − x∥ → 0,

quando t → 0+. Portanto, concluímos o que queríamos. Resta mostrar que −(A +B)
é o gerador in�nitesimal de {T (t); t ⩾ 0}. Montemos o nosso problema então. Seja

x ∈D(A) ∩D(B) =D(A +B), então

T (t)x − x = lim
λ→∞
(e−tAλe−tBλx − x)

= lim
λ→∞
(e−tAλe−tBλx − e−tBλx + e−tBλx − x)

= lim
λ→∞
∫

t

0
e−sAλe−tBλ(−Aλx)ds + ∫

t

0
e−sBλ(−Bλx)ds

= ∫
t

0
e−sAe−tB(−Ax)ds + ∫

t

0
e−sB(−Bx)ds.

Daí, temos

1

t
(T (t)x − x) = 1

t
(∫

t

0
e−sAe−tB(−Ax)ds + ∫

t

0
e−sB(−Bx)ds) .

Agora, note que a segunda integral converge para −Bx quando t → 0+. Enquanto na
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primeira, temos

1

t ∫
t

0
e−sAe−tB(−Ax)ds = e−tB 1

t ∫
t

0
e−sA(−Ax)ds

= e−tB (1
t ∫

t

0
e−sA(−Ax)ds +Ax) − etBAx.

Veja que a segunda parcela da soma acima converge para −Ax que é o que queremos,

enquanto que a primeira converge 0 quando t → 0+, pois o semigrupo é fortemente

contínuo. Assim,

lim
t→0+

1

t
(T (t)x − x) = −(A +B)x,

para x ∈D(A+B) =D(A)∩D(B), isto é, se −C é o gerador in�nitesimal do semigrupo

{T (t); t ⩾ 0}, temos D(A +B) ⊂ D(C). Desse modo, o gerador in�nitesimal −C deve

ser uma extensão do operador −(A +B).
Seja λ ∈ ρ(A +B) tal que λ ∈ ρ(C), então

(λI +C)D(C) = E = (λI + (A +B))D(A +B).

Assim, concluímos que A +B = C e �nalizamos a demonstração.

É possível também obter resultados desse tipo para grupos, isto é, resultados que

garantem quando um operador é gerador de um grupo. É o que trataremos na seção a

seguir.

2.4 Geração de grupos de operadores lineares limita-

dos

Além de semigrupos de operadores lineares, algumas equações nos fornecem grupos

de operadores lineares, os quais já de�nimos anteriormente. Um exemplo simples, que

veremos mais à frente, é quando A e −A são geradores in�nitesimais de semigrupos

fortemente contínuos. Nesta seção, vamos estudar mais profundamente este conceito,

e encontrar condições para que um operador linear não necessariamente limitado A ∶
D(A) ⊂ E → E gere um grupo de operadores lineares.

Teorema 2.20. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ⩾ 0}
um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados. Se existe t0 > 0
tal que S(t0) é invertível, então S(⋅) pode ser estendido para um grupo fortemente

contínuo de operadores lineares limitados.
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Demonstração. Tome M ⩾ 1 e β ∈ R tais que

∀t ⩾ 0, ∥S(t)∥L(E) ⩽Meβt.

Seja c = ∥S(t0)−1∥L(E) e seja 0 ⩽ t ⩽ t0

S(t0) = S(t0 − t)S(t) = S(t)S(t0 − t)

e

I = S(t0)−1S(t0 − t)S(t) = S(t)S(t0 − t)S(t0)−1,

então S(t) tem inverso S(t0)−1S(t0−t) com norma menor do que ou igual aM1cMe∣β∣t0 .

Além disso, seja t = nt0+τ para algum n ∈ N e τ ∈ [0, t0). Neste caso, S(t) = S(τ)S(t0)n

tem inverso S(t0)−nS(τ)−1.
Consequentemente, S(t) é invertível para todo t ⩾ 0 e de�nimos S(t) = S(−t)−1 para

t < 0. Esta de�nição fornece um grupo desde que t, s ⩾ 0, podemos calcular:

S(−t)S(−s) = S(t)−1S(s)−1

= (S(s)S(t))−1

= S(s + t)−1

= S(−s − t),

e para t ⩾ s

S(−t)S(s) = (S(s)S(t − s))−1S(s)

= S(t − s)−1S(s)−1S(s)

= S(t − s)−1

= S(s − t).

Para s ⩾ t
S(−t)S(s) = S(t)−1S(t)S(s − t) = S(s − t),

e similarmente para S(s)S(−t). Seja t ∈ [0, t0] e x ∈ E. Então

∥S(−t)x − x∥ = ∥S(−t)(x − S(t)x)∥ ⩽M1∥x − S(t)x∥ → 0,

quando t → 0+. Logo {S(t) ∶ t ∈ R} é um grupo fortemente contínuo de operadores

lineares limitados.

Teorema 2.21. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Seja {S(t); t ∈ R}
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um grupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados. Então, para cada t ∈ R
temos 0 ∈ ρ(S(t)) e S(−t) = S(t)−1.

Demonstração. Observe que para todo t ∈ R temos S(t) ∈ L(E) e

S(t)S(−t) = I = S(−t)S(t),

isto é, faz sentido considerarmos S(t)−1 e é tal que S(t)−1 = S(−t). Por conseguinte,

concluímos que 0 ∈ ρ(S(t)).

Lema 2.22. Sejam E um espaço de Banach sobre o corpo K e A ∶D(A) ⊂ E → E um

operador linear. Então A é gerador in�nitesimal de um grupo fortemente contínuo se,

e somente se, A e −A são geradores in�nitesimais de semigrupos fortemente contínuos.

Demonstração. Seja A o gerador in�nitesimal do grupo fortemente contínuo

{S(t); t ∈ R}, então {S(t); t ⩾ 0} e {S−(t) = S(−t); t ⩾ 0} são semigrupos fortemente

contínuos. O operador A é gerador de {S(t); t ⩾ 0}.
De fato, seja A+ o gerador in�nitesimal de {S(t); t ⩾ 0}. Se x ∈D(A), então existe

Ax = lim
h→0

S(h)x − x
h

= lim
h→0+

S(h)x − x
h

,

logo x ∈D(A+) e
A+x = lim

h→0+

S(h)x − x
h

= Ax.

Agora, se x ∈D(A+) então A+x = limh→0+
S(h)x−x

h . Além disso,

lim
h→0+

S(−h)x − x
−h = lim

h→0+
S(−h)S(h)x − x

h
= A+x.

Desse modo

lim
h→0

S(h)x − x
h

= A+x.

Portanto, x ∈D(A) e Ax = A+x. Donde concluímos que A = A+.
De forma análoga, vamos mostrar que −A é gerador in�nitesimal de {S−(t); t ⩾ 0}.

Seja A− o gerador in�nitesimal de {S−(t); t ⩾ 0} e tome x ∈D(A−), então existe

lim
t→0+

S−(t)x − x
t

= A−x.

Além disso, veja que

lim
t→0+

S−(−t)x − x
−t = lim

t→0+

S(−(−t))x − x
−t = lim

t→0+

S(t)x − x
−t = lim

t→0+
S(t)S(−t)x − x

t
= A−x
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isto é,

lim
t→0

S−(t)x − x
t

= A−x

e portanto x ∈D(−A).
Agora, se x ∈D(−A), temos

−Ax = − lim
t→0

S(t)x − x
t

= lim
t→0

S(t)x − x
−t = A−x,

o que implica que x ∈D(A−), e portanto, concluímos que −A = A−.
Reciprocamente, sejam A e −A os geradores in�nitesimais dos semigrupos fortemente

contínuos {S(t); t ⩾ 0} e {S−(t); t ⩾ 0}, respectivamente. Desde que, para cada t ⩾ 0
temos

S(t)x = lim
λ→∞

eAλtx

e

S−(t)x = lim
λ→∞

e(−Aλ)tx.

Concluímos que S(t) e S−(t) comutam e se de�nirmos T (t) = S(t)S−(t) então {T (t); t ⩾
0} é um semigrupo.

Vamos agora mostrar que {T (t); t ⩾ 0} é um semigrupo fortemente contínuo. Com

efeito, seja x ∈ E então

∥T (t)x − x∥ ⩽ ∥S(t)S−(t)x − S(t)x∥ + ∥S(t)x − x∥

⩽ ∥S(t)∥L(E)∥S−(t)x − x∥ + ∥S(t)x − x∥

⩽Meβt∥S−(t)x − x∥ + ∥S(t)x − x∥ → 0,

quando t→ 0+. T (t) = I para todo t ⩾ 0. Seja x ∈D(A) =D(−A), então

lim
h→0+

T (h)x − x
h

= lim
h→0+

S(h)S−(h)x − x
h

+ lim
h→0+

S(h)x − x
h

= −Ax +Ax = 0.

Isto implica que se B é o gerador in�nitesimal de {T (t); t ⩾ 0}, então D(A) ⊂ D(B)
e Bx = 0 para todo x ∈ D(A). Como D(A) é denso em E, D(A) é denso em D(B)
e desde que B é fechado, segue que D(B) = E e Bx = 0 para todo x ∈ E. Portanto

T (t) = I para todo t ⩾ 0 e S−(t) = S(t)−1 para todo t ⩾ 0. Isto nos permite de�nir

S(−t) = S−(t) para todo t > 0.
Agora, vamos mostrar que {S(t); t ∈ R} é um grupo fortemente contínuo.
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Note que S(0) = I. Agora, temos para todo t, s ∈ R

S(t + s) = S(t)S(s);

se t, s < 0 então

S(t + s) = S−(−t − s) = S−(−t)S−(−s) = S(t)S(s);

se t > 0, s < 0 e t + s > 0 então

S(t + s) = S(t + s)S−(−t)S−(−s) = S(t)S−(−s) = S(t)S(s);

se t > 0, s < 0 e t + s < 0 então

S(t + s) = S−(−t − s)

= S(t)S−(−t)S−(−t − s)

= S(t)S−(−s)

= S(t)S(s).

Além disso,

lim
t→0+
∥S(t)x − x∥ = 0

e

lim
t↗0
∥S(t)x − x∥ = lim

−t→0+
∥S−(−t)x − x∥ = 0.

Finalmente, vamos mostrar que A é gerador in�nitesimal de {S(t); t ∈ R}. Com

efeito, seja Λ o gerador in�nitesimal de {S(t); t ∈ R}, vamos mostrar que Λ = A. Seja

x ∈D(Λ) então

Λx = lim
t→0

S(t)x − x
t

= lim
t→0+

S(t)x − x
t

= Ax

o que implica que x ∈ D(A). Agora, seja x ∈ D(A), então existe limt→0+
S(t)x − x

t
e

além disso, note que

lim
t→0+

S(−t)x − x
−t = lim

t→0+
S(−t)S(t)x − x−t = Ax.

Logo, Ax = lim
t→0

S(t)x − x
t

= Λx. Donde concluímos que x ∈D(Λ) e que Λ = A.
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O Teorema de Stone

De�nição 2.13. Sejam H um espaço de Hilbert sobre um corpo K e

A ∶D(A) ⊂H →H um operador linear. Dizemos que A é unitário se A∗ = A−1.

Lema 2.23. Sejam H um espaço de Hilbert sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ H → H

um operador linear unitário. Então, A é uma isometria.

Demonstração. Basta observar que, para x ∈D(A) tem-se

∥Ax∥2 = ⟨Ax,Ax⟩ = ⟨x,A∗(Ax)⟩ = ⟨x,A−1(Ax)⟩ = ⟨x,x⟩ = ∥x∥2.

Teorema 2.24 (Teorema de Stone). Sejam H um espaço de Hilbert sobre um corpo

K e A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. O operador A é um gerador in�nitesimal

de um grupo fortemente contínuo de operadores unitários se, e somente se, iA é auto-

adjunto; isto é, A é tal que A∗ = −A.

Demonstração. Seja A o gerador in�nitesimal de um grupo fortemente contínuo de

operadores unitários {S(t); t ∈ R}. Então A é gerador in�nitesimal de um semigrupo

fortemente contínuo {S(t); t ⩾ 0} e −A é gerador in�nitesimal de um semigruppo forte-

mente contínuo {S−(t); t ⩾ 0}. Sabemos que A∗ é gerador in�nitesimal de um semigrupo

fortemente contínuo {S(t)∗; t ⩾ 0}. Portanto,

S(t)∗ = S(t)−1 = S(−t) = S−(t)

e
1

h
(S(t)∗x − x) = 1

h
(S−(t)x − x),

que implica que D(A∗) = D(A) e A∗x = −Ax para x ∈ D(A). Portanto, A∗ = −A.
Reciprocamente, assuma que A∗ = −A. Da existência de A∗ segue que D(A) é denso

em E. Para cada x ∈D(A), temos

⟨Ax,x⟩ = ⟨x,A∗x⟩ = −⟨x,Ax⟩ = −⟨Ax,x⟩,

logo, Re⟨Ax,x⟩ = 0. Portanto, A e −A = A∗ são dissipativos, e assim, A e −A são

geradores in�nitesimais de semigrupos fortemente contínuos de contrações, e portanto,

A é gerador in�nitesimal de um grupo fortemente contínuo de contrações {S(t); t ∈ R}.
Além disso, vamos mostrar que S(t) é unitário para todo t ∈ R. Se {S∗(t); t ∈ R}
é o semigrupo com gerador in�nitesimal A∗ = −A, então S(t)∗ = S∗(t) = S(−t) =
S(t)−1.
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Capítulo 3

Operadores setoriais e semigrupos

analíticos

Neste capítulo, introduziremos o conceito de operadores setoriais no sentido de

Henry [16], em espaços de Banach, exibiremos alguns resultados importantes relaci-

onados à teoria, e apresentaremos uma importante classe dos semigrupos fortemente

contínuos: a classe dos semigrupos analíticos. Além disso, veremos que será possível

caracterizar geradores in�nitesimais de semigrupos analíticos, isto é, exibiremos um

resultado que estabelece condições para que um operador linear seja gerador de um

semigrupo analítico. Veremos que isto ocorrerá quando −A for um operador setorial.

Este mesmo resultado estabelece ainda, uma fórmula para os operadores do semigrupo.

É importante salientar que, não temos nenhuma pretenção com a originalidade dos ar-

gumentos aqui apresentados nas demonstrações dos resutados, e seguiremos de perto

as referências [5], [12], [13], [14], [15], e [16]. No entanto, o conteúdo das observa-

ções, as soluções dos exercícios propostos nas referências supra citadas e as �guras aqui

apresentadas são de autoria da própria autora.

3.1 Operadores setoriais

Nesta seção, apresentaremos o conceito de operadores setoriais. Além disso, exibi-

remos alguns resultados importantes relacionados a teoria. Será importante o estudo

dessa classe de operadores para fazermos menção, na próxima seção, à relação entre

operadores setoriais e semigrupos analíticos. Veremos que estes operadores são muito

importantes na teoria de semigrupos.

De�nição 3.1 (Operador setorial no sentido de Henry). Sejam E um espaço de Banach

sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear, fechado e densamente

de�nido. Dizemos que A é um operador setorial se existem ϕ ∈ (0, π2 ), M ⩾ 1, e a ∈ R
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3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

tais que o setor

Σa,ϕ = {λ ∈ C;ϕ ⩽ ∣arg(λ − a)∣ ⩽ π, λ ≠ a}

está contido no conjunto resolvente de A, e vale

∥(λI −A)−1∥ ⩽ M

∣λ − a∣ ,

para todo λ ∈ Σa,ϕ.

Re

Im

Σa,ϕ ⊂ ρ(A)

ϕ

ϕ
○
a

Figura 3.1: Setor complexo Σa,ϕ = {λ ∈ C ∶ ϕ ⩽ ∣arg(λ − a)∣ ⩽ π, λ ≠ a}.

Observação 3.1. O leitor pode encontrar diferentes de�nições para operadores seto-

riais nas diversas literaturas, no entanto, a que vamos utilizar neste trabalho será a

de�nição dada por [16], como já mencionamos acima. Mas o leitor que estiver interes-

sado em conhecer as diversas de�nições, irá notar que algumas delas são equivalentes

a que vamos tratar aqui.

Observação 3.2. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear setorial, como na De�nição 3.1. Por conve-

niência, para facilitar a notação e menção à setorialidade do operador, diremos que A

é setorial do tipo (a,ϕ,M), onde a,ϕ e M são os mesmos da de�nição mencionada.

Teorema 3.1. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear fechado e densamente de�nido. Escolha ω ∈ R
arbitrário. Então A é setorial se, e somente se, Aω ∶= A + ωI é setorial. Além disso,

temos também

Reσ(Aω) ⩾ a + ω,
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3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

onde a é o vértice do setor da de�nição de setorialidade de A.

Demonstração. Suponha que A é setorial do tipo (a,ϕ,M). Pelo Teorema 1.2 do

Capítulo 1, temos que Aω é fechado, e é densamente de�nido com domínio D(A).

A�rmação 3.1. O setor

Σ+ω,ϕ = {λ′ ∈ C;ϕ ⩽ ∣arg(λ′ − (a + ω))∣ ⩽ π ,λ′ ≠ a + ω}

está contido no resolvente de Aω. De fato, seja λ′ ∈ Σ+ω,ϕ, então

ϕ ⩽ ∣arg(λ′ − (a + ω))∣ ⩽ π

e podemos reescrever estas desigualdades como ϕ ⩽ ∣arg((λ′ω) − a)∣ ⩽ π. Desde que A

é setorial do tipo (a,ϕ,M), segue que λ′ − ω ∈ Σa,ϕ ⊂ ρ(A). Assim, existe λ ∈ ρ(A), tal
que λ = λ′ − ω.
Note que

λI −A = λ′I − ωI −A = λ′I − (A + ωI) = λ′I −Aω.

Daí, concluímos que λ′I −Aω é invertível, portanto, λ′ ∈ ρ(Aω) e Σa+ω,ϕ ⊂ ρ(Aω).
Além disso, temos

∥(λ′I −Aω)−1∥ = ∥(λ′ − ω)I −A)−1∥ ⩽
M

∣(λ′ − ω) − a∣ =
M

∣λ′ − (a + ω)∣ .

Donde concluímos que Aω é setorial do tipo (a + ω,ϕ,M).

Teorema 3.2. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja A ∶D(A) ⊂ E → E

um operador setorial. Então

Reσ(A) ⩾ a.

Demonstração. Segue do Teorema 3.1 com ω = 0.

Teorema 3.3. Sejam E um espaço de Banach sobre C e A ∶ D(A) ⊂ E → E um

operador linear, fechado e densamente de�nido. Considere os operadores Aω = A + ωI
para ω ∈ R. Então, as seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) Para algum ω ∈ R, Aω é setorial.

(b) Para todo ω ∈ R, Aω é setorial.
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3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

(c) Existem M ⩾ 1, a, ω ∈ R tais que

{λ ∈ C; Reλ < a} ⊂ ρ(Aω)

e

∥λ(λI −Aω)−1∥ ⩽M,

para λ ∈ C com Reλ < a.

Além disso, se (c) é satisfeita, então Aω é um operador setorial do tipo (a,arctan(4M),N)
para algum N >M .

Demonstração. Vamos começar mostrando que (a) implica (b). Suponha que para

algum ω0 ∈ R, Aω0 é setorial. Então, Aω0 + bI = A + ω0I + bI = A + (ω0 + b)I é setorial

pela proposição anterior. Logo, A + ωI é setorial para todo ω ∈ R. A prova de que

(b) implica (a) é óbvia. Vamos mostrar que (a) implica (c). Assuma que Aω0 é um

operador setorial do tipo (b, ϕ,M). De�na ω = ω0 − b e a < 0. Então,

Aω = Aω0−b = A + (ω0 − b)I = Aω0 − bI

é um operador setorial do tipo (0, ϕ,M). Desse modo, temos Σ0,ϕ ⊂ ρ(Aω) e

∥(λI − A)−1∥ ⩽ M

∣λ∣ , isto é, ∥λ(λI − A)−1∥ ⩽ M para cada λ ∈ Σ0,ϕ. Em particular,

veja que {λ ∈ C; Reλ < a} ⊂ Σ0,ϕ ⊂ ρ(Aω). Por �m, vamos mostrar que (c) implica (a).

Com efeito, temos que Aω com domínio D(A) é fechado e densamente de�nido. Seja

M ⩾ 1 e a ∈ R tal que {λ ∈ C; Reλ < a} ⊂ ρ(Aω) e ∥λ(λI −A)−1∥ ⩽M para λ ∈ C com

Reλ < a.
De�na

Σa,arctan(4M) = {λ ∈ C; arctan(4M) ⩽ ∣arg(λ − a)∣ ⩽ π, λ ≠ a}

e

Σ< = Σa,arctan(4M) ∖ {λ ∈ C;Reλ < a}.

Con�ra a �gura abaixo, para um melhor entendimento do setor Σ<.
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Re

Im

arctan(4M)

arctan(4M)
○
a

Figura 3.2: Setor complexo Σ<.

A�rmação 3.2. Σ< ⊂ ρ(Aω) . De fato, seja λ ∈ Σ<, então note que

arctan(4M) ⩽ ∣arg(λ − a)∣ ⩽ π
2
.

Se ∣arg(λ − a)∣ ≠ π
2
, então podemos a�rmar que

0 < 4M ⩽ ∣ tan(arg(λ − a))∣,

mas

∣ tan(arg(λ − a))∣ = ∣Im(λ − a)
Re(λ − a)∣ =

∣Im(λ)∣
∣Re(λ − a)∣ .

Daí, temos

∣Re (λ − a)∣ = ∣Im (λ)∣
∣ tan(arg(λ − a))∣ ⩽

∣Im (λ)∣
4M

. (3.1)

Por outro lado, se ∣arg(λ − a)∣ = π
2
, então Re λ = a, e portanto, ∣Re (λ − a)∣ = 0, e a

desigualdade em (3.1) continua sendo verdadeira.

Fixe ϵ > 0 tal que ϵ < Im(λ)
4M

e considere λ0 = a− ϵ+ iIm(λ). Note que λ0 ∈ ρ(Aω), pois

Reλ0 = Re(a − ϵ + iIm(λ)) = a − ϵ < a,

(Lembre que {λ ∈ C; Reλ < a} ⊂ ρ(Aω)). Além disso, temos ∣Im(λ)∣ = ∣Im(λ0)∣ ⩽ ∣λ0∣ e

74



3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

Im(λ) ≠ 0 ( pois λ ∈ S< e λ ≠ a) e ∥(λ0I −Aω)−1∥ ⩽
M

∣λ0∣
⩽ M

∣Im(λ)∣ e assim, temos

∣Im(λ)∣
M

⩽ 1

∥(λ0I −Aω)−1∥
.

Da desigualdade obtida acima, temos

B (λ0,
∣Im(λ)∣
M

) ⊆ B (λ0,
1

∥(λ0I −Aω)−1∥
) ⊂ ρ(Aω),

pois λ0 ∈ ρ(Aω) e ρ(Aω) é um subconjunto aberto. Assim, temos

∣λ − λ0∣ = ∣λ − a + ϵ − iIm(λ)∣

= ∣Re(λ − a) + ϵ∣

⩽ ∣Re(λ − a)∣ + ϵ

< ∣Im(λ)∣
4M

+ ∣Im(λ)∣
4M

,

isto é,

∣λ − λ0∣ <
∣Im(λ)∣
2M

e logo, ∣λ − λ0∣ <
∣Im(λ)∣
M

. O que nos diz que λ ∈ ρ(Aω) e assim Σ< ⊂ ρ(Aω). Portanto,

Σa,arctan(4M) ⊂ ρ(Aω).

Para λ ∈ Σ<, temos

∣λ − a∣2 = (Re(λ − a))2 + (Im(λ − a))2 ⩽ (Im(λ))
2

(4M)2 + (Im(λ))
2 = (Im(λ))2 ( 1

(4M)2 + 1) .

(3.2)

Note que ∣λ − λ0∣∥(λI − A)−1∥ <
∣Im(λ)∣
2M

M

∣Im(λ)∣ =
1

2
< 1, logo pelo Teorema 1.10 do

Capítulo 1, temos

(λI −A)−1 =
∞

∑
n=0

(λ − λ0)n(λI −A)−n−1.
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Assim,

∥(λI −A)−1∥ ⩽
∞

∑
n=0

∣λ − λ0∣n∥(λI −A)−1∥n+1

⩽
∞

∑
n=0

∣λ − λ0∣n (
M

∣Im(λ)∣)
n+1

= M

∣Im(λ)∣
∞

∑
n=0

(∣λ − λ0∣M∣Im(λ)∣ )
n

⩽ M

∣Im(λ)∣
∞

∑
n=0

(1
2
)
n

= 2M

∣Im(λ)∣ .

De (3.2), temos

∣λ − a∣ ⩽ ∣Im(λ)∣
√

1 + 1

(4M)2 Ô⇒
1

∣Im(λ)∣ ⩽

√
1 + 1

(4M)2
∣λ − a∣ .

Assim,

∥(λI −A)−1∥ < 2M

∣Im(λ)∣ ⩽
2M

√
1 + 1

(4M)2
∣λ − a∣ = L

∣λ − a∣ ,

onde L = 2M
√

1 + 1

(4M)2 > 0. Portanto,

∥(λI −A)−1∥ ⩽ L

∣λ − a∣ , (3.3)

para λ ∈ Σ<.
Agora, vamos olhar para um estimativa similar em Πa = {λ ∈ C; Reλ < a}. Para isto,

vamos considerar 2 casos:

Caso 1. a > 0. Fixe 0 < r < a e note que para λ ∈ Πa ∩B(0; r), temos

∣λ − a∣∥(λI −Aω)−1∥ ⩽ ∣λ∣∥(λI −Aω)−1∥ + a∥(λI −Aω)−1∥.

Lembre que no início observamos que {λ ∈ C; Reλ < a} ⊂ Σ0,ϕ e por sua vez, tem-se

∥λ(λI −Aω)−1∥ ⩽M para todo λ ∈ Σ0,ϕ. Assim,

∣λ − a∣∥(λI −Aω)−1∥ ⩽M + a∥(λI −Aω)−1∥ ⩽M1. (3.4)
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Note que o conjunto Πa ∩ B(0; r) é compacto. De fato, seja xn ∈ Πa ∩ B(0; r) uma

sequência nao nula, então para todo n ∈ N temos Rexn ⩽ r. E assim, a sequência Rexn

possui uma subsequência convergente, uma vez que é limitada, e além disso, tal sub-

sequência é subsequência da própria sequência xn, o que nos diz que toda subsequência

em Πa∩B(0; r) possui subsequência convergente. Observe que se a sequência Rexn for

nula, os mesmos argumentos são válidos.

Desde que ∥(λI−Aω)−1∥ é a composição de funções contínuas, segue que a∥(λI−Aω)−1∥
é limitada em Πa ∩B(0; r) e portanto, justi�ca-se a limitação em (3.4), logo

∥(λI −A)−1∥ ⩽ M1

∣λ − a∣ ,

para todo λ ∈ Πa ∩B(0; r).
Para λ ∈ Πa ∖B(0; r), temos ∣λ∣ > r e

∣λ − a∣∥(λI −Aω)−1∥ ⩽ ∣λ∣∥(λI −Aω)−1∥ + a∥(λI −Aω)−1∥

⩽M + aM∣λ∣

<M + aM
r
=M2,

o que nos dá ∥(λI −Aω)−1∥ ⩽
M2

∣λ − a∣ , para todo λ ∈ Πa ∖B(0; r).

De�na M3 = max{M1,M2} > M , e temos ∥(λI − Aω)−1∥ ⩽
M3

∣λ − a∣ para λ ∈ C com

Reλ < a.
Caso 2. a ⩽ 0. Observe que para λ ∈ Πa temos

∣λ − a∣ =
√
(λ − a)2

=
√
(Re(λ))2 + (Im(λ))2 − 2aReλ + a2

⩽
√
(Re(λ))2 + (Im(λ))2 + a2

⩽ ∣λ∣.

Portanto,

∥(λI −Aω)−1∥ ⩽
M

∣λ∣ ⩽
M

∣λ − a∣

para λ ∈ Πa.

Juntando os dois casos, e a limitação em (3.3), concluímos que Aω é setorial do tipo

(a,arctan(4M),N) para N >M .
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Observação 3.3. Note que arctan(4M) ∈ (0, π
2
) pois 4M > 0 e a tangente é positiva

apenas nos arcos compreendidos entre (0, π
2
) e (π, 3π

2
), os quais são simétricos.

Lema 3.4. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja A ∶ D(A) ⊂ E → E

um operador linear limitado, então A é setorial.

Demonstração. Pelo Lema 1.8 do capítulo 1, temos {λ ∈ C; ∣λ∣ > ∥A∥} ⊂ ρ(A). Em

particular, temos que

{λ ∈ C;Re λ < −2∥A∥} ⊂ ρ(A).

De fato, note que para todo λ ∈ C temos ∣λ∣ ⩾ −Re λ e 2∥A∥ > ∥A∥. Logo

∣λ∣ ⩾ −Re λ > 2∥A∥ > ∥A∥.

Assim,

{λ ∈ C; Re λ < −2∥A∥} ⊂ ρ(A).

Desde que ∣λ∣ > 2∥A∥, temos λ ≠ −2∥A∥ e podemos tomar a = −2∥A∥, e escolher θ = π
4
.

Logo, o setor complexo

Σa,θ = {λ ∈ C;
π

4
⩽ ∣arg(λ − a)∣ ⩽ π e λ ≠ a}

está contido no resolvente de A e além disso, temos
∥A∥
∣λ∣ <

1

2
. Logo

(λI −A)−1 =
∞

∑
n=0

An

λn+1
Ô⇒ λ(λI −A)−1 =

∞

∑
n=0

An

λn
Ô⇒ ∥λ(λI −A)−1∥ = ∥

∞

∑
n=0

An

λn
∥ .

Daí, temos

∥λ(λI −A)−1∥ ⩽
∞

∑
n=0

(∥A∥∣λ∣ )
n

<
∞

∑
n=0

1

2n

= 2.

Desse modo, temos

∥(λI −A)−1∥ < 2

∣λ∣ .

78



3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

Para concluir a demonstração, vamos invocar o Teorema 3.3 e observar que o caso

acima satisfaz a condição (c), logo A é setorial.

Lema 3.5. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K e seja A ∶ D(A) ⊂ H → H

um operador linear densamente de�nido, e autoadjunto. Se A é limitado inferiormente,

isto é, se existe c > 0 tal que ⟨Ax,x⟩ ⩾ c⟨x,x⟩ para todo x ∈D(A), então A é setorial.

Demonstração. Por hipótese, A é autoadjunto, logo A∗ = A e como D(A) = H, segue

que A∗ é fechado e obviamente A também é. Além disso, pelo Teorema 1.25 do Capítulo

1, temos σ(A) ⊂ [m,∞) e em particular, o setor Σm,π
4
⊂ ρ(A). Note que, dados

x, y ∈D(A), temos

⟨(A −mI)x, y⟩ = ⟨Ax, y⟩ − ⟨mx, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ − ⟨x,my⟩ = ⟨x, (A −m)y⟩

e

⟨(A −mI)x,x⟩ = ⟨Ax,x⟩ −m⟨x,x⟩ ⩾m∥x∥2 −m∥x∥2 = 0.

Seja λ ∈ Σm,π
4
�xado, de�na λ1 = λ −m, e assim temos dois casos a serem considerados

● Re λ1 < 0, e daí, temos

∥(λI −A)x∥2 = ∥(λ1 +m −A)x∥2

= ∥(λ1I − (A −mI)x∥2

= ∣λ1∣2∣x∥2 − 2Reλ1⟨(A −mI)x,x⟩ + ∥(A −mI)x∥2 ⩾ ∣λ1∣2∥x∥2.

● Reλ1 ⩽ ∣Imλ1∣. Neste caso, para x ∈D(A), temos

∥(λI −A)x∥2 = ∥λ1I − (A −mI)x∥2

= ∣Imλ1∣2∥x∥2 + ∥(Reλ1 − (A −mI))x∥2 ⩾ ∣Imλ1∣2∥x∥2 ⩾
∣λ1∣2
2
∥x∥2

uma vez que

⟨iImλ1x, (Reλ1I − (A −mI)x⟩ + ⟨(Reλ1I − (A −mI))x, iImλ1x⟩

= iImλ1reλ1∥x∥2 − iImλ1⟨(A −mI)x,x⟩ − iImλ1Reλ1∥x∥2 + iImλ1⟨(A −mI)x,x⟩

= 0.
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Combinando os resultados acima, obtemos, para qualquer λ ∈ Σm,π
4
e qualquer x ∈D(A)

∥(λI −A)x∥ ⩾ ∣λ −m∣√
2
∥x∥.

Donde segue que, se λ ∈ Σm,π
4
e y ∈H, então x = (λI −A)y ∈D(A) e

∥(λI −A)y∥ ⩽
√
2

∣λ −m∣ ∥y∥,

para todo λ ∈ Σm,π
4
. E assim, concluímos que A é setorial.

Lema 3.6. Sejam X e Y espaços de Banach e A ∶D(A) ⊂X →X e B ∶D(B) ⊂ Y → Y

operadores setoriais em X e Y , respectivamente. Então, é setorial em X×Y o operador

A ×B ∶D(A) ×D(B) →X × Y

de�nido por (A ×B)(x, y) = (Ax,By) para todo (x, y) ∈D(A) ×D(B).

Demonstração. Desde que A eB são fechados e densamente de�nidos, é fácil ver que A×
B é fechado e densamente de�nido. Desde que A e B são setoriais, existem constantes

a, b ∈ R, M1,M2 ⩾ 1, ângulos ϕ1, ϕ2 ∈ (0, π2 ) tais que Σa,ϕ1 ⊂ ρ(A) e Σb,ϕ2 ⊂ ρ(B), e
valem as desigualdades

∥(λ1I −A)−1∥
M1

∣λ1 − a∣

e

∥(λ2I −B)−1∥
M2

∣λ2 − b∣

para λ1 ∈ Σa,ϕ1 e λ2 ∈ Σb,ϕ2 , respectivamente. Note que ρ(A × B) = ρ(A) ∩ ρ(B). De

fato, seja λρ(A ×B), então existe o operador (λI − (A ×B))−1 e temos

(λI − (A ×B))−1 = (λI −A,λI −B)−1 = ((λI −A)−1, (λI −B)−1).

Daí, temos que R(λI −A) =X e R(λI −B) = Y , do contrário não teríamos

R(λI − (A ×B)) =X × Y.

E a limitação dos operadores (λI − A)−1, (λI − B)−1 segue da limitação do operador

(λI − (A × B))−1. Graças a essa informação, basta escolhermos c = min{a, b} e ϕ =
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max{ϕ1, ϕ2}, e assim temos

Σc,ϕ ⊂ ρ(A ×B).

Se M =max{M1,M2}, então

∥(λI − (A ×B))−1∥ = ∥(λI −A,λI −B)−1∥

=max{∥(λI −A)−1∥, ∥(λI −B)−1∥}

⩽ M

∣λ − c∣ ,

para todo λ ∈ Σc,ϕ. E assim, segue que A ×B é setorial.

3.2 Semigrupos analíticos

Até agora, temos classi�cado semigrupos apenas como sendo fortemente contínuos

ou como uniformemente contínuos, sendo este último um caso menos interessante. A

questão é que, existem outras classes de semigrupos que possuem também propriedades

de continuidade, ou regularidade, interessantes. Abaixo, apresentamos uma importante

classe destes.

De�nição 3.2. Se Σ○0,θ denota o interior de Σ0,θ, diremos que {T (t); t ∈ Σ○0,θ ∪ {0}} é
um semigrupo analítico se

(a) T (0) = I;

(b) T (t + s) = T (t)T (s) para todo t, s ∈ Σ0,θ ∪ {0};

(c) lim
t→0

T (t)x = x

(d) Σ○0,θ ∋ t↦ T (t) ∈ L(E) é analítica.

Observe que t se aproxima de 0 por pontos de Σ○0,θ.

Observe que o semigrupo analítico não precisa ser de�nido em algum semiplano

complexo, é su�ciente estender analiticamente o semigrupo a um setor complexo, como

vimos na de�nição. O teorema a seguir nos oferece uma importante caracterização dos

geradores in�nitesimais de semigrupos analíticos.

Teorema 3.7. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K. Suponha que o ope-

rador linear A ∶ D(A) ∶ E → E é densamente de�nido e que −A seja setorial. Então,

valem as seguintes a�rmações:
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(i) A gera um semigrupo fortemente contínuo {T (t); t ⩾ 0} ⊂ L(E) com

T (t) = 1

2πi ∫Γa

eλt(λ −A)−1dλ t > 0 (3.5)

onde Γa é a fronteira de Σa,ϕ/{λ ∈ C; ∣λ−a∣ ⩽ r}, r pequeno, orientada no sentido

da parte imaginária crescente.

(ii) t↦ T (t) se estende a uma função analítica de {t ∈ C; ∣arg(t)∣ < ϕ− π
2
} em L(E).

(iii) Para algum K > 0

∥T (t)∥L(E) ⩽Keat , ∥AT (t)∥ ⩽Kt−1eat ∀ t > 0.

(iv)

d

dt
T (t) = AT (t)

é um operador limitado para qualquer t > 0 e a aplicação (0,∞) ∋ t↦ T (t) ∈ L(E)
é contínua.

Demonstração. Vamos começar de�nindo para t > 0:

T (t) = 1

2πi ∫Γa

eλt(λ −A)−1dλ.

Será interessante de�nirmos T (t) para t = 0, sendo assim, para t = 0 de�na T (t) = I,
onde I denota o operador identidade de E.

Considere a mudança de variáveis λ = µ + a em (3.5), daí temos dλ = dµ. Além disso,

veja que estamos fazendo a seguinte translação na curva Γa:

Re

Im

Γa

r

0 a Re

Im

Γ0

r

0

Figura 3.3: Mudança de variáveis: λ = µ + a.
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Assim, temos

T (t) = 1

2πi ∫Γ0

e(µ+a)t(µ + a −A)−1dµ

= e
at

2πi ∫Γ0

eµt(µ − (A − a))−1dµ

Ô⇒ e−atT (t) = 1

2πi ∫Γ0

eµt(µ − (A − a))−1dµ.

Além disso, temos que −A é setorial se, e somente se −A + a é setorial, assim obtemos

a seguinte limitação:

∥(µ − (A − a))−1∥ = ∥(λ −A)−1∥ ⩽ M

∣λ − a∣ =
M

∣µ + a − a∣ =
M

∣µ∣ .

Logo, ∥(µ − (A − a))−1∥ ⩽ M∣µ∣ para todo µ ∈ Σ0,ϕ ⊂ ρ(A − a).
Feito isso, podemos considerar, sem perda de generalidade, a = 0, ou seja,

T (t) = ∫
Γ0

eλt(λ −A)−1dλ.

Por conveniência, vamos começar mostrando (iii).
Considere µ = λt, então

T (t) = ∫
Γ0

eµ (µ
t
−A)

−1 dµ

t
.

Desde que o integrando é analítico, a integral não depende da escolha do caminhos,

mas apenas dos pontos extremos. Daí,

∥T (t)∥ = ∥ 1

2πi ∫Γ0

eµ (µ
t
−A)

−1 dµ

t
∥

⩽ 1

∣2πi∣ ∫Γ0

∥eµ (µ
t
−A)

−1 dµ

t
∥

⩽ 1

2π ∫Γ0

∣eµ∣ ∥(µ
t
−A)

−1

∥ ∣dµ∣
t

⩽ 1

2π ∫Γ0

∣eµ∣M
∣µ∣
t

∣dµ∣
t

= M
2π ∫Γ0

∣eµ∣
∣µ∣ ∣dµ∣

⩽ M
2π ∫Γ0

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣

83



3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

Re

Im

γ1
Γ0

γ3

γ2

Σ0,ϕ

r

Figura 3.4: Curvas γ1, γ2, γ3.

É interessante para que esta integral seja �nita, então para estimar o valor desta inte-

gral, dividiremos o contorno de integração nas curvas γ1, γ2, γ3 como na �gura acima,

sendo

γ1 = {λ ∈ C; ∣arg(λ)∣ = ψ},

γ2 = {λ ∈ C; ∣λ∣ = r e ∣arg(λ)∣ ⩽ ψ},

γ3 = {λ ∈ C; ∣arg(λ)∣ = −ψ}.

Desse modo, temos

M

2π
= ∫

Γ0

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ =
M

2π
= ∫

γ1

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ +
M

2π
= ∫

γ2

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ +
M

2π
= ∫

γ3

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣.

A�rmação 3.3. Para cada i ∈ {1,2,3} a integral M
2π ∫γi

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ é �nita.
De fato, comecemos veri�cando os casos em que i ∈ {1,3}.
Considere µ ∈ γ1. Temos que µ = x + iy com arg(µ) = ψ e

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = ρ cos(ϕ)

y = ρ sen(ϕ).

Se chamarmos φ(ρ) = ρcos(ϕ) e υ(ρ) = ρ sen(ϕ) temos φ′(ρ) = cos(ϕ) e υ(ρ) = sen(ϕ).
Lembrando que

∫
γ
f(z)dz = ∫

b

a
f(z(t))z′(t)dt ,
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onde z(t) = u(t) + iv(t) , a ⩽ t ⩽ b. De�na f(µ) = e
Reµ

∣µ∣ , e então

M

2π ∫γ1
eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ =
M

2π ∫
∞

r

eρcos(ψ)

ρ
dρ < ∞

a conclusão acima segue da fórmula integral de Cauchy.

De forma análoga, obtemos

M

2π ∫γ3
eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ =
M

2π ∫
−r

−∞

eαcos(ψ)

α
dα < ∞.

Agora, para i = 2, vamos considerar µ ∈ γ2 com µ = x + iy de modo que

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = r cos(β)

y = r sen(β)

e assim, dµ = (−r sen(β) + rcos(β))dβ. Logo,

M

2π ∫
r

−r
ercos(β)r

dβ

r
= M
2π ∫

r

−r
ercos(β)dβ < ∞.

Portanto, concluímos que M
2π ∫Γ0

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ = K < ∞. Como estamos considerando a = 0
temos

∥T (t)∥ ⩽ M
2π ∫Γ0

eReµ

∣µ∣ ∣dµ∣ =Ke
at,

para algum K > 0 e para todo t ∈ (0,∞).
Agora, veri�quemos ∥AT (t)∥.
Recordemos que estamos supondo A fechado (pois −A é fechado) e portanto limitado.

Desde que T (t) é de�nido por uma integral, que por sua vez pode ser vista como limite

de somas de Riemann, temos que para todo t > 0 e x ∈D(A)

AT (t)x = T (t)Ax. (3.6)
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Assim

AT (t) = A( 1

2πi ∫Γ0

eλt(λ −A)−1dλ)

= 1

2πi ∫Γ0

eλtA(λ −A)−1dλ

= 1

2πi ∫Γ0

eλt(λ − λ +A)(λ −A)−1dλ

= 1

2πi ∫Γ0

eλt[λ(λ −A)−1 − I]dλ

= 1

2πi ∫Γ0

eλtλ(λ −A)−1dλ − 1

2πi ∫Γ0

eλtdλ,

note que a segunda integral é zero e a primeira é limitada. Com efeito, considere µ = λt,
então

t∥ 1

2πi ∫Γ0

eµ
µ

t
(µ
t
−A)

−1 dµ

t
∥ ⩽ t

2π ∫Γ0

∥eµµ
t
(µ
t
−A)

−1 dµ

t
∥

⩽ t

2π ∫Γ0

∣eµ∣ ∣µ∣
t

M
∣µ∣
t

∣dµ∣
t

= M
2π ∫Γ0

∣eµ∣∣dµ∣ =Keat < ∞.

Daí, temos

t∥AT (t)∥ ⩽Keat

e portanto,

∥AT (t)∥ ⩽ t−1Keat.

Agora, note que

d

dt
T (t) = 1

2πi ∫Γ0

λeλt(λ −A)−1dλ

= 1

2πi ∫Γ0

eλtλ(λ −A)−1dλ

= AT (t),

pois a integral converge uniformemente e o integrando é analítico. Desse modo, con-

cluímos que
d

dt
T (t) é limitado para todo t > 0, ou seja, concluímos (iv).

Vamos agora mostrar (i).

A�rmação 3.4. {T (t); t ⩾ 0} é um semigrupo fortemente contínuo.

Com efeito, recordemos que por de�nição, T (0) = I. Observe que a aplicação de�nida
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por s↦ T (t − s)T (s)x para 0 ⩽ s ⩽ t é tal que

d

ds
(T (t − s)T (s)x) = d

ds
T (t − s)(−1)T (s)x + T (t − s) d

ds
T (s)x

= −AT (t − s)T (s)x + T (t − s)AT (s)x
(3.6)= −T (t − s)AT (s)x + T (t − s)AT (s)x

= 0.

Além disso, esta aplicação é contínua para 0 ⩽ s ⩽ t, logo é constante. Desse modo,

temos

T (t − s)T (s) = T (t)

e assim, vemos que {T (t); t ⩾ 0} é um semigrupo. Agora, para x ∈D(A) e t > 0 temos

T (t)x = 1

2πi
(∫

Γ0

eλt(λ −A)−1dλ)x

= 1

2πi
(∫

Γ0

eλt(I − λ−1A + λ−1A)(λ −A)−1dλ)x

= 1

2πi
(∫

Γ0

eλt(λ−1(λ −A) + λ−1A)(λ −A)−1dλ)x

= 1

2πi ∫Γ0

eλt[λ−1 + λ−1A(λ −A)−1]xdλ

= 1

2πi ∫Γ0

eλt

λ
xdλ + 1

2πi ∫Γ0

eλtλ−1A(λ −A)−1xdλ

= x + 1

2πi ∫Γ0

eλtλ−1A(λ −A)−1xdλ

logo,

T (t)x − x = 1

2πi ∫Γ0

eλtλ−1A(λ −A)−1xdλ.

Logo, considerando µ = λt, temos

∥T (t)x − x∥ = ∥ 1

2πi ∫Γ0

eµ
t

µ
A(µ

t
−A)

−1

x
dµ

t
∥

⩽ t

2π ∫Γ0

∣eµµ−1∣ ∥(µ
t
−A)

−1

∥ ∥Ax∥ ∣dµ∣
t

⩽ t

2π ∫Γ0

∣eµ∣M
∣µ∣
t

∥Ax∥ ∣dµ∣
t

= tM∥Ax∥
2π ∫

Γ0

∣eµ∣ ∣dµ∣∣µ∣2
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e quando t→ 0+ temos ∥T (t)x−x∥ → 0 pois o primeiro termo do produto vai a zero e o

segundo é limitado. Portanto, concluímos que {T (t); t ⩾ 0} é um semigrupo fortemente

contínuo.

Finalmente, vamos mostrar que A é, de fato, o gerador in�nitesimal do semigrupo

{T (t); t ⩾ 0} ⊂ L(E).
Note que

∫
t

0
T (s)Axds = ∫

t

0
AT (s)xds = ∫

t

0

d

ds
T (s)xds.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos

∫
t

0
T (s)Axds = T (t)x − x x ∈D(A), t > 0.

Então,

T (t)x − x
t

= 1

t ∫
t

0
T (s)Axds→ Ax

quando t→ 0+.

Para concluir a prova, considere B um gerador in�nitesimal de {T (t); t ⩾ 0}, então
pelo Teorema de Hille-Yosida, 1 ∈ ρ(B), e pelo que já vimos 1 ∈ ρ(A), desse modo

E = (I −A)D(A) = (I −B)D(A),

mas

(I −B)D(A) = E = (I −B)D(B),

logo

D(A) = R((I −B)−1) =D(B)

e portanto A = B, isto é, A é gerador in�nitesimal de {T (t); t ⩾ 0}.
Por �m, vamos mostrar que a aplicação t→ T (t) se estende a uma função analítica no

setor {t ∈ C ; ∣arg(t)∣ < ϕ − π
2}.
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Re

Im

ϕ − π
2

Figura 3.5: Setor complexo Σϕ−π
2
.

Para t ∈ Σϕ−π
2
∖ {0}, considere

T (t) = 1

2πi ∫Γ0

eλt(λ −A)−1dλ.

Desde que o integrando é uma função contínua e analítica em t ∈ C, a integral

Tn(t) =
1

2πi ∫Γ0,n

eλt(λ −A)−1dλ,

onde Γ0,n = Γ0 ∩ {λ ∈ C; ∣λ∣ ⩽ n,n ∈ N}, está bem de�nida e determina uma função

analítica complexa Tn com valores em L(E). Vamos mostrar que esta integral existe e

converge quase uniformemente em Σϕ−π
2
∖ {0}. Para isso, vamos provar que para todo

compacto K ⊂ Σϕ−π
2
∖ {0} e para todo ϵ > 0, existe n >m ⩾ n0 tal que

∥Tn(t) − Tm(t)∥ < ϵ, ∀ t ∈K.

Fixe arbitrariamente um conjunto compacto K ⊂ Σϕ−π
2
∖{0}. Então, existe d1 e ϕ′ tais

que ∀ t ∈ K tem-se 0 < d1 ⩽ ∣t∣ e −ϕ + π
2 < −ϕ′ ⩽ arg(t) ⩽ ϕ′ < ϕ − π

2 . Logo, para todo

t ∈K, temos

−3π
2
< −2ϕ + π

2
< −ϕ − ϕ′ ⩽ −ϕ + arg(t) ⩽ −ϕ + ϕ′ < −π

2
. (3.7)

Além disso, �xe ϵ > 0 e seja n0 ∈ N satisfazendo

0 < − M

πn0ξ1d1
en0ξ1d1 < ϵ, (3.8)

onde ξ1 = cos(ϕ) < 0.

89



3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

Note que, para todo n ∈ N podemos dividir o contorno Γ0,n nas curvas:

Γn,1 = {ρeiϕ; n ⩾ ρ ⩾ r}

Γn,2 = {neiθ; −ϕ ⩽ θ ⩽ ϕ}

Γn,3 = {−ρe−iϕ; −n ⩽ −ρ ⩽ −r}

Γn,4 = {reiθ; −ϕ ⩽ θ ⩽ ϕ},

e, Γ0,m nas curvas:

γ1 = {ρeiϕ; m ⩾ ρ ⩾ r}

γ2 = {meiθ; −ϕ ⩽ θ ⩽ ϕ}

γ3 = {−ρe−iϕ; −m ⩽ −ρ ⩽ −r}

γ4 = {reiθ; −ϕ ⩽ θ ⩽ ϕ}.

Seja λ ∈ Γn,1, então

λ = x + iy

com arg(λ) = ϕ e temos x = ρcosϕ e y = ρ sen(ϕ). Assim,

λ = ρcosϕ + iρ sen(ϕ) = ρeiϕ e dλ = eiθdθ.

Prosseguindo de modo análogo, obtemos a igualdade

1

2πi ∫Γ0,n

eλt(λI −A)−1dλ − 1

2πi ∫Γ0,m

eλt(λI −A)−1dλ

= 1

2πi ∫
n

r
eρte

iϕ(ρeiϕI −A)−1eiϕdρ

+ 1

2πi ∫
ϕ

−ϕ
ente

iθ(neiθ −A)−1n(− sen(θ) + i cos(θ))dθ

+ 1

2πi ∫
−r

−n
e−ρte

−iϕ(−ρe−iϕ −A)−1(−e−iϕ)dρ

+ 1

2πi ∫
ϕ

−ϕ
erte

iϕ(reiϕ −A)−1(eiϕ)dr

− 1

2πi ∫
m

r
eρte

iϕ(ρeiϕ −A)−1eiϕdρ

− 1

2πi ∫
ϕ

−ϕ
emte

iθ(meiθ −A)−1m(− sen(θ) + i cos(θ))dθ

− 1

2πi ∫
−r

−m
e−ρte

−iϕ(−ρe−iϕ −A)−1(−e−iϕ)dρ

− 1

2πi ∫
ϕ

−ϕ
erte

iθ(reiθ −A)−1(eiθ)dr.
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Daí,

1

2πi ∫Γ0,n

eλt(λI −A)−1dλ − 1

2πi ∫Γ0,m

eλt(λI −A)−1dλ

= 1

2πi ∫
n

m
eρte

iϕ(ρeiϕI −A)−1eiϕdρ

+ 1

2πi ∫
ϕ

−ϕ
ente

iθ(neiθ −A)−1n(− sen(θ) + i cos(θ))dθ

+ 1

2πi ∫
−m

−n
e−ρte

−iϕ(−ρeiϕI −A)−1(−e−iϕ)dρ

− ∫
ϕ

−ϕ
emte

iθ(meiθ −A)−1m(− sen(θ) + i cos(θ))dθ.

E assim

Tn(t) − Tm(t) =
1

2πi ∫
n

m
eρte

iϕ(ρeiϕI −A)−1eiϕdρ

+ 1

2πi ∫
n

−n
ente

iθ(neiθ −A)−1n(− sen(θ) + i cos(θ))dθ

+ 1

2πi ∫
−m

−n
e−ρte

−iϕ(−ρeiϕI −A)−1(−e−iϕ)dρ

− ∫
m

−m
emte

iθ(meiθ −A)−1m(− sen(θ) + i cos(θ))dθ.

Visto isso, obtemos para n >m ⩾ ρ ⩾ n0 e t ∈K:

∥Tn(t) − Tm(t)∥

⩽ ∥ 1

2πi ∫
n

m
eρte

iϕ(ρeiϕ −A)−1eiϕdρ + 1

2πi ∫
−m

−n
e−ρte

−iϕ(−ρe−iϕ −A)−1(−e−iϕ)dρ∥

⩽ 1

2π ∫
n

m
∣eρteiϕ ∣∥(ρeiϕ −A)−1∥∣eiϕ∣dρ + 1

2π ∫
−m

−n
∣e−ρte−iϕ ∣∥(−ρe−iϕ −A)−1∥∣ − e−iϕ∣dρ

⩽ 1

2π ∫
n

m
∣eρteiϕ ∣ M∣ρeiϕ∣ ∣e

iϕ∣dρ + ∫
−m

−n
∣e−ρte−iϕ ∣ M

∣ − ρe−iϕ∣ ∣ − e
−iϕ∣dρ

= M
2π ∫

n

m

∣eρteiϕ ∣
∣ρ∣ dρ + M

2π ∫
−m

−n

∣e−ρte−iϕ ∣
∣ − ρ∣ dρ

⩽ M
2π ∫

n

m

eRe(ρt) cos(ϕ)

∣ρ∣ dρ + M
2π ∫

−m

−n

eRe(−ρt) cos(−ϕ)

∣ − ρ∣ dρ.

91



3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

Daí, temos:

∥Tn(t) − Tm(t)∥ ⩽
M

2π ∫
n

m

eρ∣t∣ cos(ϕ)

ρ
dρ + M

2π ∫
n

m

eρ∣t∣ cos(ϕ)

ρ
dρ

= M
π ∫

n

m

eρ∣t∣ cos(ϕ)

ρ
dρ

⩽ M

πn0
∫

n

m
eρd1 cos(ϕ)dρ

= M

πn0ξ1d1
(end1ξ1 − emd1ξ1)

< − M

πn0ξ1d1
en0d1ξ1

< ϵ.

Segue que os elementos da sequência {Tn}n∈N são funções analíticas e a sequência

converge quase uniformemente em Σϕ−π
2
∖ {0}. Portanto, a função t↦ T (t) é analítica

em Σϕ−π
2
∖ {0}.

Vale salientar que a recíproca do teorema acima é verdadeira, isto é, se −A é gerador

in�nitesimal de um semigrupo analítico de operadores lineares limitados, então A é

setorial, como mostra o teorema abaixo.

Teorema 3.8. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear tal que −A gera um semigrupo analítico, então

A é setorial. Além disso, se A gera um semigrupo {T (t); t ⩾ 0} que é analítico em

Σ0,ϕ = {λ ∈ C; ∣arg(λ)∣ < ϕ} com 0 < ϕ ⩽ π
2
e para algum C ⩾ 1, a ∈ R, a estimativa

∥T (λ)∥ ⩽ Ce−aReλ

vale, para λ ∈ Σ0,ϕ. Então, para todo 0 < ϵ < ϕ, o operador −A é setorial do tipo

(a, π
2
− ϕ + ϵ,Mϵ) com algum Mϵ ⩾ 1.

Demonstração. Suponha que A gera um semigrupo analítico {T (t); t ⩾ 0} em Σ0,ϕ e

assuma que para algum C ⩾ 1 e a ∈ R, temos

∥T (λ)∥ ⩽ Ce−aReλ, λ ∈ Σ0,ϕ.

De�na

A1 = aI +A.

A�rmação 3.5. A1 é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico, à saber
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{S1(t) = eatT (t); t ⩾ 0} em Σ0,ϕ. De fato, já sabemos que A1 gera um C0-semigrupo, à

saber, {S1(t) = eatT (t); t ⩾ 0}. Além disso, note que a aplicação

{λ ∈ C;λ ∈ Σ0,ϕ} ∋ λ↦ T (λ) ∈ L(E)

é analítica.

Observe que

para λ ∈ Σ0,ϕ, ∥S1(λ)∥ = ∥eatT (λ)∥ = eaReλ∥T (λ)∥ ⩽ C.

Fixe ∣θ∣ < ϕ e de�na S(t) = S1(eiθt), t ⩾ 0. Então, {S(t); t ⩾ 0} é um C0-semigrupo

uniformemente limitado, pela observação feita acima.

A�rmação 3.6. eiθA1 é o gerador in�nitesimal de {S(t); t ⩾ 0}. Com efeito, seja B o

gerador in�nitesimal de {S(t); t ⩾ 0}. Fixe x ∈D(B) e de�na f(λ) = S1(λ)x, λ ∈ Σ0,ϕ.

Para s > 0, temos

S(s)Bx = lim
t→0+

S(s)S(t)x − x
t

= lim
t→0+

S1(eiθs)S1(eiθt)x − S1(eiθs)x
t

= lim
t→0+

S1(eiθs + eiθt)x − S1(eiθs)x
t

= lim
t→0+

f(eiθs + eiθt) − f(eiθs)
t

= eiθf ′(eiθs).

Assim,

S(s)Bx = lim
t→0+

f(eiθs + t) − f(eiθs)
t

= eiθ lim
t→0+

S1(eiθs)S1(t)x − S1(eiθs)x
t

= eiθ lim
t→0+

S1(t)S(s)x − S(s)x
t

.

Com isso, vemos que S(s)x ∈ D(A1) e S(s)Bx = eiθA1S(s)x, s > 0. Pelo Teorema de

Hille-Yosida, temos que A1 é fechado, e

S(s)x→ x, A1S(s)x→ e−iθBx, quando t→ 0+,
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daí, temos x ∈D(A1) e A1x = e−iθBx. Portanto, D(B) ⊂D(A1) e

Bx = eiθA1x.

Para a inclusão contrária, tome x ∈ D(A1) e de�na g(λ) = S1(λ)x, com λ ∈ Σ0,ϕ. Para

s > 0, temos

S(s)A1x = lim
t→0+

S(s)S1(t)x − x
t

= lim
t→0+

g(t + eiθs)
t

= g′(eiθs)

= e−iθ lim
t→0+

S(t)S(s)x − S(s)x
t

.

Logo, S(s)x ∈D(B) e BS(s)x = eiθS(s)A1x, s > 0. Desde que B é fechado e

S(s)x→ x, BS(s)x→ eiθA1x, quando t→ 0+,

temos que x ∈D(B) e Bx = eiθA1x. Portanto, D(A1) ⊂D(B) e

Bx = eiθA1x

para x ∈D(A1). Combinando estes últimos resultados, concluímos que D(A1) =D(B)
e B = eiθA1.

Desde que {S(t); t ⩾ 0} é um C0-semigrupo uniformemente limitado por C ⩾ 1, pelo
Teorema de Hille-Yosida, temos {λ ∈ C; Reλ > 0} ⊂ ρ(B) e

∥(λI −B)−1∥ ⩽ C
λ

para λ ∈ C com Reλ > 0.

Observe que

λI −A1 = λI − e−iθB = e−iθ(λeiθ −B).

Daí, λ ∈ ρ(A1) se, e somente se, λeiθ ∈ ρ(B) e (λI −A1)−1 = eiθ(λeiθ −B)−1.
Para todo ∣θ∣ < ϕ, tome {λ ∈ C; Re(λeiθ) > 0} ⊂ ρ(A1) e

∥(λI −A1)−1∥ ⩽
C

Re(λeiθ) , (3.9)
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para λ ∈ C com Re(λeiθ) > 0. Daí, vemos que

{λ ∈ C; ∣argλ∣ < π
2
+ ϕ, λ ≠ 0} ⊂ ρ(A1).

Fixe 0 < ϵ < ϕ e considere λ ∈ C tal que ∣argλ∣ ⩽ π
2
+ ϕ − ϵ e λ ≠ 0.

Se 0 ⩽ argλ ⩽ π
2
= ϕ − ϵ, então substituímos θ = ϵ

2
− ϕ em (3.9) e obtemos

∥(λI −A1)−1∥ ⩽
C

Re(λeiθ) =
C

Re(λeiθ) =
C

∣λ∣ cos(argλ + θ) ⩽
C

∣λ∣ sen ( ϵ2)
. (3.10)

Observe que

cos(argλ + θ)

= cos(argλ) cos( ϵ
2
− ϕ) − sen(argλ) sen( ϵ

2
− ϕ)

= cos(argλ)[cos( ϵ
2
) cos(ϕ) + sen( ϵ

2
) sen(ϕ)]−

− sen(argλ) [sen( ϵ
2
) cos(ϕ) − sen(ϕ) cos( ϵ

2
)]

= sen( ϵ
2
) [cos(argλ) sen(ϕ) − sen(argλ) cos(ϕ)]+

+ cos( ϵ
2
) [cos(argλ) cos(ϕ) + sen(argλ) sen(ϕ)] .

Pelas determinações de ϵ, ϕ e argλ, e fazendo uma análise das parcelas da soma acima,

obtemos que

sen
ϵ

2
⩽ sen ϵ

2
[cos(argλ) sen(ϕ) − sen(argλ) cos(ϕ)]

⩽ sen ϵ
2
[cos(argλ) sen(ϕ) − sen(argλ) cos(ϕ)]+

+ cos( ϵ
2
) [cos(argλ) cos(ϕ) + sen(argλ) sen(ϕ)].

Analogamente, se −π
2
− ϕ + ϵ ⩽ argλ < 0, então, substituímos θ = ϕ − ϵ

2
e também

conseguimos (3.10). Com isso, concluímos que para todo 0 < ϵ < ϕ

Σ0,π
2
−ϕ+ϵ = {λ ∈ C;

π

2
− ϕ + ϵ ⩽ ∣argλ∣ ⩽ π, λ ≠ 0} ⊂ ρ(−A1)

e para λ ∈ Σ0,π
2
−ϕ+ϵ,

∥(λI +A1)−1∥ ⩽
C

∣λ∣ sen ( ϵ2)
.
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Portanto, o operador −A1 é setorial do tipo (0, π2 −ϕ+ϵ,Mϵ), ondeMϵ = C(sen ( ϵ2)
−1 ⩾ 1.

Pelo Teorema 3.3, segue que −A é setorial do tipo (a, π2 − ϕ + ϵ,Mϵ).

Exemplo 3.1. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear. De�na em Y = E × E o operador A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A A

0 A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∶ D(A) ⊂ Y → Y , onde D(A) = D(A) × D(A). Então, são equivalentes as

seguintes a�rmações:

(i) A é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico em E.

(ii) A é gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo em Y .

(iii) −A é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico em Y .

Observe que (i) implica (ii). De fato, seja {T (t); t ⩾ 0} o semigrupo analítico gerado

por A. A�rmamos que {T (t); t ⩾ 0} onde

T (t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (t) tAT (t)
0 T (t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

é um semigrupo fortemente contínuo com gerador in�nitesimal A.
Note que

T (0) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (0) 0AT (0)
0T (0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

I 0

0 I

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= [I].

Sejam t, s ⩾ 0, então

T (t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (t + s) (t + s)AT (t + s)
0 T (t + s)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (t)T (s) tAT (t)T (s)
0 T (t)T (s)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (t) tAT (t)
0 T (t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (s) sAT (s)
0 T (s)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= T (t)T (s).

Por �m, veja que

∥T (t)x − x∥ =
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (t)x tAT (t)x
0 T (t)x

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
−
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x 0

0 x

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXX
=
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T (t)x − x tAT (t)x
0 T (t)x − x

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXX
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calculando o limite de cada termo quando t→ 0+ obtemos que ∥T (t)x−x∥ → 0. Agora,

seja B o gerador in�nitesimal de {T (t); t ⩾ 0}, então existe o limite e vale a igualdade

Bx = lim
t→0+

T (t)x − x
t

mas

lim
t→0+

⎛
⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T (t)x − x
t

AT (t)x

0
T (t)x − x

t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

limt→0+
T (t)x − x

t
limt→0+ AT (t)x

0 limt→0+
T (t)x − x

t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ax Ax

0 A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= Ax.

Pelas igualdades acima, temos x ∈D(B) se, e somente se x ∈D(A) e A = B.
Agora, vamos mostrar que (ii) implica (iii).
Note que, desde que A é gerador de um semigurpo fortemente contínuo, temos que A
é fechado e densamente de�nido e existem M ⩾ 1 e β > 0 da dominação do semigrupo,

tais que ∥(λI − A)−1∥ ⩽ M

∣λ − β∣ para todo λ ∈ {λ ∈ C;Reλ > β}. Logo, pelo Teorema

3.3 concluímos que A é setorial e portanto, é gerador in�nitesimal de um semigrupo

analítico. É claro que se (iii) é válida, conseguimos facilmente concluir, graças ao

Teorema 3.3, que A é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico.

Proposição 3.9. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear que é gerador in�nitesimal de um semigrupo

analítico em Σθ onde 0 < θ < π
2
. Se, além disso temos que −A é gerador in�nitesimal

de um semigrupo fortemente contínuo, então A é um operador limitado.

Demonstração. Considere {etA; t ⩾ 0} o semigrupo analítico gerado por A. Então,

para cada t ⩾ 0 o operador AetA é limitado pelo item (c) do Teorema 3.7. Desde que

−A gera um semigrupo fortemente contínuo, são limitados os operadores e−tA para todo

t ⩾ 0. Por outro lado, temos

A = (AetA)(e−tA).

E desde que a composição de operadores lineares limitados é um operador limitado,

segue o resultado.

Corolário 3.10. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja
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A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear setorial tal que −A também é setorial, en-

tão A é limitado.

Demonstração. Pelo Teorema 3.7 segue que A e −A geram semigrupos analíticos, que

em particular são semigrupos fortemente contínuos. Logo, basta utilizarmos a Propo-

sição 3.9 para concluir o resultado.

Corolário 3.11. Seja E um espaço de Banach sobre um corpo K e seja

A ∶ D(A) ⊂ E → E o gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico num setor

Σθ, para algum θ > 0. Então, o problema de Cauchy

u′(t) = Au(t) (−∞ < t ⩽ 0), u(0) = f (3.11)

está bem posto se, e somente se A é limitado.

Demonstração. Note que segue da Proposição 3.9.

Observe que a equação

u′′(t) = Au(t), t ∈ R, u(0) = f1, u′(0) = f2, (3.12)

onde A é um operador linear fechado e ilimitado em X é formalmente equivalente à

U ′(t) =MU(t), t ∈ R, U(0) = F, (3.13)

onde U(t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u(t)
u′(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 I

A 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

f1

f2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Suponha por um momento que A = G2 +H, onde G gera um grupo em L(E) e H é um

operador fechado com D(G) ⊂ D(H).Denotemos Y = W ×E e W = D(G) um espaço

de Banach munido com a norma do grá�co. Trabalharemos no espaço W ×E ao invés

de E ×E. Com isto em mente, suponha que existe um operador G em E tal que G é

fechado, densamente de�nido e D(G2) =D(A). Note que se A gera um semigrupo, tal

G existe necessariamente. De fato, podemos tomar G = (A − kI) 12 , onde k é escolhido

de modo que (A − kI) gera um semigrupo unifortemente limitado em L(E). De�na

V =D(A) e W =D(G). Então, resolver (3.12) em E com f1 ∈ V e f2 ∈W é equivalente

a resolver (3.13) em Y =W ×E com F ∈ V ×W . A norma em Y será denotada por ∣ ⋅ ∣,
por exemplo, pode ser tomada como sendo:

RRRRRRRRRRRR

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

f1

f2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

RRRRRRRRRRRR
= ∥Gf1∥ + ∥f1∥ + ∥f2∥.

98



3. Operadores setoriais e semigrupos analíticos

Para mais detalhes, ver [15]. Com isso, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 3.12. Suponha que (3.13) (ou equivalentemente (3.14)) é bem posta, no

sentido de que M com domínio D(M) = V ×W é o gerador in�nitesimal de um grupo

em L(Y ). Então, (3.11) é bem posto no sentido de que A é o gerador in�nitesimal de

um semigrupo analítico em um setor Σπ
2
.

Demonstração. Ver [15].

O seguinte resultado é uma consequência imediata do Corolário 3.11 e do Teorema

3.12.

Corolário 3.13. Se o problema de Cauchy

u′′(t) = Au(t), (−∞ < t < ∞), u(0) = f, u′(0) = g (3.14)

está bem posto, então o problema de Cauchy (3.11) está bem posto se, e somente se,

A é limitado.

O próximo resultado garante que se A é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico

do lado direito do plano complexo, então −A2 também é. Segue daí e do Teorema 3.12

que (−1)nA2n é o gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico no lado direito do

plano complexo se (3.14) está bem posto.

Proposição 3.14. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ E → E o gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico em Σθ, onde

θ > π
4
. Então −A2 é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico em Σ2θ−π

2
.

Demonstração. Fixe ϵ > 0 arbitrariamente. Desde que A gera semigrupo analítico,

existem constantes Cϵ,Mϵ, tais que

∥(λI −A)−1∥ ⩽ Mϵ

∣λ∣

para ∣λ∣ ⩾ Cϵ, e λ ∈ Σθ−ϵ+π
2
. Para λ /∈ (−∞,0], seja µ =

√
λ com Reλ > 0. Então,

∥(λI −A)−1∥ = ∥[(−iµ −A)(iµ −A)]−1∥

= ∥(iµ −A)−1(−iµ −A)−1∥

= ∥(iµ −A)−1∥∥(−iµ −A)−1∥,

logo,

∥(λI −A)−1∥ ⩽ M
2
ϵ

∣λ∣2 ⩽
M2

ϵ

∣λ∣ ,

99
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onde ±iµ ∈ Σθ−ϵ+π
2
e ∣µ∣ ⩾ Cϵ, isto é, λ ∈ Σ2θ−2ϵ e ∣λ∣ ⩾ C2

ϵ . Logo, pelo Teorema 3.3, −A2

é gerador de um semigrupo analítico em Σ2θ−π
2
.
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Capítulo 4

Potências fracionárias de operadores

lineares

Neste capítulo, vamos inicialmente estudar e apresentar a construção das potências

fracionárias de operadores lineares de�nidos num espaço de Hilbert, que têm resolvente

compacto, espectro não vazio, e que é autoadjunto, satisfazendo uma desigualdade do

tipo

⟨Au,u⟩ ⩾ δ∥u∥2,

para algum δ > 0, onde A ∶ D(A) ⊂ H → H é um operador linear, e H denota um

espaço de Hilbert. Depois, veremos a de�nição e as principais propriedades das potên-

cias fracionárias de operadores lineares do tipo positivo. As principais referências que

utilizamos neste capítulo foram [1], [5], [9], [16], e [23].

4.1 Potências fracionárias

Nesta seção, estudaremos as potências fracionárias de um operador linear A, de�-

nido em D(A) ⊂H, sendo H um espaço de Hilbert.

Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo K, e seja A ∶D(A) ⊂H →H um operador

linear. Assuma que A tem resolvente compacto, σ(A) ≠ ∅ e que é autoadjunto com

⟨Au,u⟩ ⩾ δ∥u∥2, (4.1)

para algum δ > 0. Neste caso, pelo Teorema 1.13 temos

σ(A) = {λ1, λ2, ...},
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4. Potências fracionárias de operadores lineares

onde cada λj é autovalor de A com multiplicidade �nita mj. Além disso,

λj∥uj∥2 = ⟨Auj uj⟩ ⩾ δ∥uj∥2,

isto é, λj ⩾ δ, e podemos assumir sem perda de generalidade que λj+1 > λj para todo

j = 1,2, ....
SeMj é o autoespaço associado a λj, então dimMj =mj, H pode ser decomposto como

soma direta H = ⊕∞j=1Mj e Mj ⊥ Mi se j ≠ i. Se Pj é a projeção ortogonal sobre Mj,

isto é, Pju = ∑mj

i=1

⟨u, eij⟩
∥eij∥

eij, então APj = λjPj e

Au =
∞

∑
j=1

λjPju,

para todo u ∈D(A).

Teorema 4.1. Sejam H um espaço de Hilbert sobre o corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,

σ(A) ≠ ∅ é autoadjunto e satisfaz a desigualdade (4.1). Para m ∈ N, temos Am ∶
D(Am) ⊂H →H por

D(Am) = {u ∈H;
∞

∑
j=1

λ2mj ∥Pju∥2 < ∞}

e

Amu =
∞

∑
j=1

λmj Pju,

para todo u ∈D(Am).

Demonstração. Seja

Mm = {u ∈H;
∞

∑
j=1

λ2mj ∥Pju∥2 < ∞}.

Tome u ∈ D(Am) (m ⩾ 2), então u ∈ D(A), Au ∈ D(A), ..., Am−1u ∈ D(A), Amu ∈ H.

Desde { 1
∥ej∥2

ej} é uma base ortonormal de H

Amu =
∞

∑
j=1

PjA
mu =

∞

∑
j=1

mj

∑
i=1

(Amu, eij)
∥eij∥2

eij =
∞

∑
j=1

mj

∑
i=1

(u,Ameij)
∥eij∥2

eij,

isto é,

Amu =
∞

∑
j=1

λmj

mj

∑
i=1

(u, eij)
∥eij∥2

eij =
∞

∑
j=1

λmj Pju.

102



4. Potências fracionárias de operadores lineares

Consequentemente,
∞

∑
j=1

λ2mj ∥Pju∥2 < ∞,

isto é, u ∈ Mm. Logo, D(Am) ⊂ Mm. Agora, iremos mostrar Mm ⊂ D(Am). Assuma

que Mm ⊂ D(Am) para algum m ⩾ 1. Seja u ∈ H tal que

∑∞j=1 λ2m+2j ∥Pju∥2 < ∞, temos

∞

∑
j=1

λ2mj ∥Pju∥2 ⩽ C
∞

∑
j=1

λ2m+2j ∥Pju∥2,

pois existe um número �nito de λj com 0 < λj < 1.
Desde que u ∈D(Am), obtemos

∞

∑
j=1

λm+1j Pju =
∞

∑
j=1

λjPjλ
m
j u =

∞

∑
j=1

λjPjA
mu,

e a série ∑∞j=1 λm+1j Pju é convergente, e isto implica que Amu ∈ D(A); isto é,

u ∈D(Am+1). Portanto,Mm+1 ⊂D(Am+1).

De�nição 4.1. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,

σ(A) ≠ ∅, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1). De�nimos

A0 ∶D(A0) ⊂H →H por

D(A0) =H

e

A0 = I.

De�nição 4.2. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e A ∶
D(A) ⊂H →H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto, σ(A) ≠ ∅,
é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1). Para α ∈ R de�nimos Aα ∶ D(Aα) ⊂
H →H por

D(Aα) = {u ∈H;
∞

∑
j=1

λ2αj ∥Pju∥2∞}

e

Aαu =
∞

∑
j=1

λαj Pju,
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4. Potências fracionárias de operadores lineares

para todo u ∈D(Aα).

Teorema 4.2. Sejam α > 0 e Hα = D(Aα) o espaço equipado com o produto interno

⟨u, v⟩Hα = ⟨Aαu,Aαv⟩ cuja norma correspondente é

∥u∥α = ∥Aαu∥ = (
∞

∑
j=1

λ2αj ∥Pju∥2)
1
2

.

Então, Hα =D(Aα) é um espaço de Hilbert.

Teorema 4.3. Seja H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K, e seja

A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,

σ(A) ≠ ∅, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1). Então

(i) Se α > β > 0 então Hα ⊂Hβ;

(ii) Se α > β > 0 então a identidade de Hα em Hβ é contínua;

(iii) Se 1 ⩾ α > β > 0 então Hα é denso em Hβ.

Demonstração. Seja u ∈Hα. Existe um número �nito de λj ⩽ 1, e isto implica que

∞

∑
j=1

λ2βj ∥Pju∥2 ⩽ C
∞

∑
j=1

λ2αj ∥Pju∥2,

para C > 0. Logo,
∥u∥Hβ ⩽

√
C∥u∥Hα ,

para todo u ∈Hα.

Agora, vamos mostrar que {ej} é completa em Hα para todo α ∈ [0,1] pois, isto implica

que D(A) é denso em Hα para todo α ∈ [0,1]. Seja u ∈Hα para α ∈ [0,1] tais que

(u, ej)Hα = 0,

para todo j ∈ N.
Então, para todo j ∈ N

0 = (Aαu,Aαej) = λαj (Aαu, ej) = λ2αj (u, ej)

que implica que u = 0, desde que λj > 0.

Teorema 4.4. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e A ∶D(A) ⊂
H → H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,

σ(A) ≠ ∅, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1). O operador Aα é au-

toadjunto.
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4. Potências fracionárias de operadores lineares

Demonstração. Inicialmente, note que D(Aα) é um subespaço denso de H, pelo Teo-

rema 4.3 e porque combinações lineares de eij's pertencem a D(Aα). Além disso, é fácil

ver que Aα é linear. Sejam u, v ∈D(Aα)

(Aαu, v) = (
∞

∑
j=1

λαj Pju, v) =
∞

∑
j=1

λαj (Pju, v) =
∞

∑
j=1

λαj

mj

∑
i=1

(u, eij)
∥eij∥2

(eij, v),

isto é,

(Aαu, v) =
∞

∑
j=1

λαj

mj

∑
i=1

(eij, v)
∥eij∥2

(u, eij) = (u,Aαv).

e Aα é simétrico, pois Aα ⊂ (Aα)∗. Agora, vamos mostrar que

M=D((Aα)∗) ⊂D(Aα).
Seja v ∈ M e (Aα)∗v = v∗, então

(Aαu, v) = (u, v∗),

para todo u ∈D(Aα); isto é,

∞

∑
j=1

λαj (Pju, v) =
∞

∑
j=1

(Pju, v∗),

para todo u ∈D(Aα).
Se u = eik, então

λαk(Pkeik, v) = (Pkeik, v∗)

e portanto,
∞

∑
k=1

λ2αk ∥Pkv∥2 < ∞,

pois v∗ ∈H. Assim, v ∈D(Aα) e Aα é autoadjunto, como queríamos mostrar.

Teorema 4.5. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e A ∶D(A) ⊂
H → H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto,

σ(A) ≠ ∅, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1). Então, Aα satisfaz (4.1)

com

σ(Aα) = {λα1 , λα2 , ...}.

Teorema 4.6 (Desigualdade clássica de Poincaré). Suponha que 1 ⩽ p < ∞e Ω ⊂ Rd

é um domínio limitado. Então existe uma constante C > 0 (dependendo de Ω e p) tal

105



4. Potências fracionárias de operadores lineares

que para toda função u do espaço de Sobolev W 1,p
0 (Ω) temos

∥u∥Lp(Ω) ⩽ C∥∇u∥W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Ver [4], Capítulo 9, Corolário 9.19.

Exemplo 4.1. Considere um domínio limitado Ω ⊂ Rd de fronteira suave (de regula-

ridade pelo menos C2,α). Iremos denotar por ∆ o operador Laplaciano com condições

homogêneas de Dirichlet de fronteira. Suas autofunções L2(Ω)-normalizadas serão de-

notadas por wj, e seus autovalores contados com suas multiplicidades serão denotados

por λj:

−∆wj = λjwj.

Sabemos que 0 < λ1 ⩽ ⋯ ⩽ λj → ∞, quando j → ∞, e que −∆ é um operador posi-

tivo autoadjunto em H = L2(Ω), com domínio D(−∆) = H2(Ω) ∩H1
0(Ω). O estado

estacionário w1 é positivo, e

c0d(x) ⩽ w1(x) ⩽ C0d(x)

vale para todo x ∈ Ω, onde
d(x) = dist(x, ∂Ω)

e c0,C0 são constantes positivas dependendo de Ω. O cálculo funcional pode ser de�nido

usando expansão por autofunções. Em particular,

(−∆)αf =
∞

∑
j=1

λαj fjwj

com

fj = ∫
Ω
f(y)wj(y)dy,

para f ∈D((−∆)α) = {u ∈ L2(Ω);∑∞j=1 λ2αj f 2
j < ∞}, iremos denotar por

Aα = (−∆)α

as potências fracionárias do Laplaciano negativo de Dirichlet, com 0 ⩽ α ⩽ 1 e com

∥f∥Eα a norma de D(Aα)
∥f∥2Hα =

∞

∑
j=1

λ2αj f
2
j .

Vamos mostrar que

D(A 1
2 ) =H1

0(Ω).
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De fato, para f ∈H2(Ω) ∩H1
0(Ω) temos

∥∇f∥2L2(Ω) = ∫
Ω
f(−∆)fdx = ∫

Ω
∣(−∆) 12f ∣2dx = ∥A 1

2f∥2L2(Ω) = ∥f∥2H 1
2
.

Recordemos que a desigualdade de Poincaré implica que a integral de Dirichlet

no lado esquerdo da equação acima é equivalente a norma em H1
0(Ω) e portanto, a

aplicação identidade do subconjunto densoH2(Ω)∩H1
0(Ω) deH1

0(Ω) paraD(A
1
2 ) é uma

isometria, e portanto, H1
0(Ω) ⊂D(A

1
2 ). Mas, H2(Ω) ∩H1

0(Ω) é denso em D(A 1
2 ), pois

combinações lineares �nitas de autofunções são densas emD(A 1
2 ). De maneira análoga,

utilizando o argumento de isometria, provamos que a inclusão contrária também é

verdadeira.

Teorema 4.7 (Desigualdade de interpolação). Sejam H um espaço de Hilbert separável

sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Assuma que A tem

resolvente compacto, σ(A) ≠ ∅, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1).

Então, para cada u ∈D(Aα) temos

∥Aαu∥ ⩽ ∥Au∥α∥u∥1−α,

para todo α ∈ [0,1].

Demonstração. É su�ciente usar a desigualdade de Hölder com expoentes 1
α e 1

1−α . Seja

x ∈D(Aα), então

∥Aαu∥ = (
∞

∑
j=1

λ2αj ∥Pju∥2)
1
2

= (
∞

∑
j=1

λ2αj ∥Pju∥2α∥Pju∥2(1−α))
1
2

⩽ (
∞

∑
j=1

λ2αj ∥Pju∥2)
α
2

(
∞

∑
j=1

∥Pju∥2)
1−α
2

= ∥Au∥α∥u∥1−α.

Teorema 4.8 (Desigualdade de interpolação). Sejam H um espaço de Hilbert separável

sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Assuma que A tem

resolvente compacto, σ(A) ≠ ∅, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1).

Então, para cada u ∈D(Aβ) temos

∥Aαu∥ ⩽ ∥Aβu∥
α
β ∥u∥

β−α
β ,

107



4. Potências fracionárias de operadores lineares

para todo α ∈ [0, β] e β > 0.

Demonstração. Com efeito, basta chamar T = Aβ e θ = α
β , e aplicar o Lema 4.7, assim

temos

∥T θu∥ ⩽ ∥Tu∥θ∥u∥1−θ,

como queríamos.

Teorema 4.9 (Desigualdade de interpolação). Sejam H um espaço de Hilbert separável

sobre um corpo K eA ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Assuma que A tem

resolvente compacto, σ(A) ≠ ∅, é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1).

Então, para cada u ∈D(Aβ) temos

∥Aαu∥ ⩽ ∥Aβu∥θ∥Aγu∥1−θ,

para α = βθ + (1 − θ)γ, θ ∈ [0,1], γ ∈ [0, β] e β > 0.

Demonstração. Seja θ ∈ [0,1], pelo Teorema 4.8 temos,

∥A(β−γ)θu∥ ⩽ ∥A(β−γ)u∥θ∥u∥1−θ

para todo u ∈D(A(β−γ)). Trocando u ∈D(Aβ) por Aγu temos

∥A(β−γ)θAγu∥ ⩽ ∥A(β−γ)Aγu∥θ∥Aγu∥(1−θ),

isto é,

∥Aαu∥ ⩽ ∥Aβu∥θ∥Aγu∥1−θ.

Teorema 4.10. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e A ∶
D(A) ⊂H →H um operador linear. Assuma que A tem resolvente compacto, σ(A) ≠ ∅,
é autoadjunto e que satisfaz a desigualdade (4.1). Então ρ(A) contém (−∞, δ) e

∥(λI −A)−1∥ ⩽ 1

δ − λ, λ < δ.

Demonstração. Seja λ ∈ ρ(A), então

∥(λI −A)u∥2 = ∥(λ − δ)u + (δI −A)u∥2

= (λ − δ)2∥u∥2 + 2(λ − δ)(u, δu −Au) + ∥(δI −A)u∥2,
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ou seja,

∥(λI −A)u∥2 ⩾ (λ − δ)2∥u∥2 ⩾ dist(λ,σ(A))∥u∥2.

Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e A ∶D(A) ⊂H →H um

operador linear. Graças ao Teorema de Lumer-Phillips −A é gerador in�nitesimal de

um semigrupo fortemente contínuo que será denotado por {e−At; t ⩾ 0}. Diante disso,

apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 4.11. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e A ∶
D(A) ⊂H →H um operador linear. Temos

e−Atu =
∞

∑
j=1

e−λjtPju,

para todo t ⩾ 0 e u ∈H.

Demonstração. Note que {∑∞j=1 e−λjtPju; t ⩾ 0} é um semigrupo fortemente contínuo.

De fato, observe que

eA0u = Iu,

onde I denota o operador identidade de H. E sejam t, s ⩾ 0, então

e−A(t+s) = e−Ate−As.

Além disso, veja que para todo u ∈H temos

∥e−Atu − u∥ → 0

quando t→ 0+. Se B denota o gerador in�nitesimal de ∑∞j=1 e−λj(⋅)Pju, então, para cada
u ∈D(B), t > 0 e v(t) = ∑∞j=1 e−λjtPju, temos

1

t
(v(t) − v(0)) = (

∞

∑
j=1

e−λjtPju −
∞

∑
j=1

Pju) =
∞

∑
j=1

e−λjt − 1
t

Pju.

Observe que limt→0+
eλjt − 1

t
= f ′(0), onde f(t) = eλjt. Desse modo, temos

lim
t→0+

1

t
(v(t) − v(0)) = −

∞

∑
j=1

λjPju = −Au.

isto é, u ∈D(A) e D(B) =D(A).
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Por outro lado, seja u ∈D(A) então

−Au = −
∞

∑
j=1

λjPju =
∞

∑
j=1

lim
t→0+

e−λjt − 1
t

Pju = lim
t→0+

∞

∑
j=1

e−λjt − 1
t

Pju

isto é, u ∈D(B) e −Au = Bu.

Teorema 4.12. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e

A ∶D(A) ⊂H →H um operador linear. Temos

∥e−At∥ ⩽ e−δt.

Demonstração. Seja u ∈H então

∥e−Atu∥ = ∥
∞

∑
j=1

e−λjtPju∥

⩽
∞

∑
j=1

e−λjt∥Pju∥

⩽ e−δt
∞

∑
j=1

∥Pju∥

= e−δu,

para todo t ⩾ 0.

Teorema 4.13. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e

A ∶D(A) ⊂H →H um operador linear. Então

σ(e−At) = {e−λjt; j ∈ N},

para todo t ⩾ 0.

Demonstração. Seja β ∈ C tal que β ≠ e−λjt para todo j ∈ N. Então o conjunto

{ 1

β − e−λjt ; j ∈ N}

é limitado, pois e−λjt → 0 quando j →∞. Logo, o operador R(β; e−At) de�nido por

R(β; e−At)u =
∞

∑
j=1

1

β − e−λjtPju

é limitado e linear. Além disso,

R(β; e−At)(βI − e−At) = (βI − e−At)R(β; e−At) = I.
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Portanto, β ∈ ρ(e−At). Assim

σ(e−At) = {e−λjt; j ∈ N}.

para todo t ⩾ 0.

Lema 4.14. Para cada s ⩾ 0 e α > 0, temos

sαe−s ⩽ ααe−α.

Demonstração. Sejam α > 0 e fα ∶ [0,∞) → R a função de�nida por f(s) = sαe−s. Note
que

∀0 ⩽ s < α, f ′α(s) = αsα−1e−s − sαe−s = (
α

s
− 1)sαe−s > 0

e

sαe−s = fα(s) < fα(α) = ααe−α.

Note que

∀α < s, f ′α(s) = (
α

s
− 1)sαe−s < 0

e

sαe−s = fα(s) < fα(α) = ααe−α.

Teorema 4.15. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Para cada t > 0, α > 0 e u ∈ H temos

e−Atu ∈Hα e

Aαe−Atu =
∞

∑
j=1

λαj e
−λjtPju

e

∥e−At∥L(E,Eα) ⩽ cαt−α,

onde cα = e−α(1−logα).

Demonstração. Com efeito, para cada t > 0, α > 0 e u ∈H. Note que para cada j ∈ N

∥λαj e−λjtPju∥ = t−α(λjt)αe−λjt∥Pju∥ ⩽ ααe−αt−α∥Pju∥

e

∥
∞

∑
j=1

λαj e
−λjtPju∥ ⩽ cαt−α

∞

∑
j=1

∥Pju∥ < ∞,

onde

cα = ααe−α = e−α(1−logα).
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Em outras palavras, para t > 0, α > 0 e u ∈H temos e−Atu ∈Hα e

Aαe−Atu =
∞

∑
j=1

λαj e
−λjtPju

e

∥e−At∥L(H,Hα) ⩽ cαt−α.

Teorema 4.16. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Para cada t > 0, α ⩾ β e u ∈ Hβ temos

e−Atu ∈Hα e

∥e−At∥L(Hβ ,Hα) ⩽ cα,βtβ−α,

onde cα,β > 0.

Demonstração. Para cada t > 0, α ⩾ β e u ∈Hβ =D(Aβ). Note que, para cada j ∈ N

∥λαj e−λjtPju∥ = t−α(λjt)αe−λjt∥Pju∥ ⩽ ααe−αt−α∥Pju∥

e

∥
∞

∑
j=1

λαj e
−λjtPju∥ ⩽ cαt−α

∞

∑
j=1

∥Pju∥ < ∞,

onde

cα = ααe−α = e−α(1−logα).

Em outras palavras, para t > 0, α > 0 e u ∈Hβ temos e−Atu ∈ Eα,

Aαe−Atu =
∞

∑
j=1

λαj e
−λjtPju

e

∥e−At∥L(E,Eα) ⩽ cαt−α.

Teorema 4.17. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e

A ∶D(A) ⊂H →H um operador linear. Para cada λ ∈ ρ(A), temos

(λI −A)−1 =
∞

∑
j=1

1

λ − λj
Pj.
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Logo para λ ∈ ρ(A),

∥(λI −A)−1∥ ⩽ 1

dist(λ,σ(A) .

Demonstração. Seja λ ∈ C tal que λ ≠ λj para todo j ∈ N. Então, o conjunto

{ 1

λ − λj
; j ∈ N}

é limitado, pois λj →∞ quando j →∞. Logo, o operador R(λ;A) de�nido por

R(λ;A)u =
∞

∑
j=1

1

λ − λj
Pju

é limitado e linear. Além disso,

R(λ;A)(λI −A) = (λI −A)R(λ;A) = I.

Logo, λ ∈ ρ(A). Portanto,
R(λ;A) =

∞

∑
j=1

1

λ − λj
Pj.

Teorema 4.18. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear. Tome ϕ ∈ (π2 , π), seja

Σϕ = {λ ∈ C; ∣arg(λ)∣ ⩽ ϕ} e Γ a fronteira de −Σϕ ∪ Br(0) orientada de modo que

a parte imaginária seja decrescente. Para α > 0, temos a identidade

A−α = 1

2πi ∫Γ λ
−α(λI −A)−1dλ.

Re

Im

Γ

π − ϕ
r

Figura 4.1: −Σϕ ∪Br(0).

Demonstração. É fácil ver que a integral do lado direito é um operador linear limitado,
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e de fato temos

1

2πi ∫Γ λ
−α(λI −A)−1dλ = 1

2πi

∞

∑
j=1

(∫
Γ

λ−α

λ − λj
dλ)Pj

=
∞

∑
j=1

λ−αj Pj

= A−α.

Vimos na De�nição 4.2 como está de�nido Aα, contudo, existe outro modo de

representar Aα, o qual nos permite estender a noção de potências fracionárias para

uma classe maior de operadores. É o que apresentaremos a seguir.

4.2 Operadores do tipo positivo

De�nição 4.3. Sejam H um espaço de Hilbert separável sobre um corpo K e A ∶
D(A) ⊂ H → H um operador linear fechado e densamente de�nido. Dizemos que A é

do tipo K positivo, K ⩾ 1, se R+ ⊂ ρ(A) e

∥(λI +A)−1∥L(H) ⩽
K

1 + λ,

para todo λ ⩾ 0. Denotamos por

PK ∶= PK(H)

o conjunto de todos os operadores do tipo K positivo, e A é do tipo positivo se

A ∈ P ∶= P(H) ∶= ⋃
K⩾1

PK(H).

Teorema 4.19. Sejam H um espaço de Hilbert sobre um corpo K e

A ∶D(A) ⊂H →H um operador do tipo K ⩾ 1 positivo. Se θK = arcsen( 1
2K ) e

SK = {z ∈ C; ∣arg(z)∣ ⩽ θK} ∪ {z ∈ C; ∣z∣ ⩽
1

2K
},

então SK ⊂ ρ(−A) e

∥(λI +A)−1∥ ⩽ 2K + 1
1 + ∣λ∣ ,

para todo λ ∈ SK.
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Re

Im

R0 =
1

2K

Rs =
1+s
2K

s

θK

Figura 4.2: SK .

Demonstração. Seja s ⩾ 0 e λ ∈ C com

∣λ − s∣ ⩽ 1 + s
2K

= Rs.

Desde que para cada s ⩾ 0

λI +A = (sI +A)[I + (λ − s)(sI +A)−1],

∥(sI +A)−1∥L(H) ⩽
K

1 + s

∥(λ − s)(sI +A)−1∥L(H) ⩽
1

2

e

[I + (λ − s)(sI +A)−1]−1∥L(H) ⩽ ∥
∞

∑
n=0

(λ − s)n(sI +A)−n∥L(H) ⩽
∞

∑
n=0

1

2n
.

Logo, para λ ∈ ρ(−A) temos

∥(λI +A)−1∥L(H) ⩽ ∥[I + (λ − s)(sI +A)−1]−1∥L(H)∥(sI +A)−1∥L(H)

⩽ 2K

1 + s
⩽ 2K

1 + ∣λ∣
1 + s + ∣λ − s∣

1 + s

⩽ 2K

1 + ∣λ∣(1 +
1

2K
)

= 2K + 1
1 + ∣λ∣ .

Consequentemente λ ∈ ρ(A) desde que ∣λ − s∣ < Rs com Rs = 1+s
2K . Portanto, SK ⊂

ρ(A).
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De�nição 4.4. Seja A ∈ P(H) e α ∈ C com Reα < 0, de�nimos

Aα = 1

2πi ∫Γ(−λ)
α(λI +A)−1dλ = − 1

2πi ∫Γ̃ λ
α(λI −A)−1dλ,

onde Γ é uma curva simples em SK/[0,∞) suave por partes, de ∞e−iθ a ∞eiθ, θ ∈
(0,arcsen( 1

2K )]. Evidentemente Γ̃ = {λ ∈ C;−λ ∈ Γ}. Segue do Teorema de Cauchy que

Aα está bem de�nido em L(H) independente de Γ.

Re

Im

Γ

ν ∈ (0,arcsen 1
2K ]r

Figura 4.3: Curva Γ.

De fato, para r < 1
2K e ν ∈ (0,arcsen( 1

2K )], temos

1

2πi ∫Γ(−λ)
α(λI +A)−1dλ

= 1

2πi ∫
∞

r
(−seiν)α(seiνI +A)−1eiνds

+ 1

2πi ∫
r

∞
(−se−iν)α(se−iνI +A)−1e−iνds

+ 1

2πi ∫
ν

2π−ν
(−re−iφ)α(re−iφI +A)−1rie−iφdφ

e, observamos que se α ∈ C, então

∣λα∣ = ∣elnλα ∣ = ∣eα lnλ∣ = ∣e(Reα+iImα)(ln ∣λ∣+iargλ)∣ = eReα ln ∣λ∣e−Imαargλ

e

∣λα∣ ⩽ c∣λ∣Reα

porque argλ ∈ (0,arcsen( 1
2K )].
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Portanto,

∥∫
∞

r
(−seiν)α(seiνI +A)−1eiνds∥

L(H)

⩽ ∫
∞

r
c∣ − seiν ∣Reα∥(seiνI +A)−1∥L(H)ds

⩽ c(2K + 1)∫
∞

r
sReα

1

1 + sds

⩽ c(2K + 1)∫
∞

r
sReα−1ds < ∞.

Além disso, temos

∥∫
r

∞
(−se−iν)α(se−iνI +A)−1e−iνds∥

L(H)

⩽ ∫
∞

r
c∣ − se−iν ∣Reα∥(se−iνI +A)−1∥L(H)ds

⩽ c(2K + 1)∫
∞

r
sReα

1

1 + sds

⩽ c(2K + 1)∫
∞

r
sReα−1ds < ∞

e

∥∫
ν

2π−ν
(−re−iφ)α(reiφI +A)−1rieiφdφ∥L(H)

⩽ ∫
ν

2π−ν
crReα∥(reiφI +A)−1∥L(H)rdφ

⩽ c(2K + 1)∫
ν

2π−ν
rReα+1

1

1 + rdφ

⩽ 2c(2K + 1)(π − ν)rReα+1 < ∞.

Portanto, Aα está bem de�nido em L(H) independente de Γ.

Teorema 4.20 (Fórmula integral de Balakrishnan). Seja α ∈ C com 0 < Reα < 1,

então

A−α = sen(πα)
π ∫

∞

0
λ−α(λI +A)−1dλ.
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Re

Im

Γ

ν ∈ (0,arcsen( 1
2K )]r

Figura 4.4: Curva Γ.

Re

Im

Γ̃

r

Figura 4.5: Curva Γ̃.

Demonstração. Desde que

A−α = − 1

2πi ∫Γ̃ λ
α(λI +A)−1dλ,

onde Γ̃ é alguma curva simples em SK/(−∞,0] suave por partes de ∞e−iθ até ∞eiθ,
θ ∈ (π,π − arcsen( 1

2K )]. À saber, Γ̃ é tal que

{−se−i(π−ϵ); s ∈ (−∞,−r]} ∪ {reiφ; ∣φ∣ ⩽ π − ϵ} ∪ {sei(π−ϵ); s ∈ [r,∞)},

com ϵ > 0 e r > 0 su�cientemente pequeno.

A−α = − 1

2πi ∫
∞

r
(sei(π−ϵ))−α(sei(π−ϵ)I −A)−1ei(π−ϵ)ds

− 1

2πi ∫
−r

−∞
(−se−i(π−ϵ))−α(−se−i(π−ϵ)I −A)−1(−e−i(π−ϵ))ds

− 1

2πi ∫
π−ϵ

−(π−ϵ)
(reiφ)α(reiφI −A)−1rieiφdφ.
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Seja r > 0

e−α(ln s+i(π−ϵ))(sei(π−ϵ)I −A)−1(ei(π−ϵ))

→ −s−αe−iπα(−sI −A)−1,

quando ϵ→ 0+, e

∥e−α(ln s+i(π−ϵ))(sei(π−ϵ)I −A)−1(ei(π−ϵ))∥L(H)

⩽ e−Reα ln s+Imα(π−ϵ)2K + 1
1 + s

⩽ (2K + 1)e∣Imα∣πs−Reα−1,

onde a função s↦ (2K + 1)e∣Imα∣πs−Reα−1 é integrável em (r,∞) porque 0 < Reα < 1.
Graças ao teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos

∫
∞

r
e−α(ln s+i(π−ϵ))(sei(π−ϵ)I −A)−1ei(π−ϵ)ds

→ ∫
∞

r
−s−αe−iπα(−sI −A)−1ds,

quando ϵ→ 0.

Novamente, seja r > 0

e−α(ln ∣s∣−i(π−ϵ))(−se−i(π−ϵ)I −A)−1(−e−i(π−ϵ)) → (−s)−αeiπα(sI −A)−1

quando ϵ→ 0+, e

∥e−α(ln ∣s∣−i(π−ϵ))(−se−i(π−ϵ)I −A)−1(−e−i(π−ϵ))∥L(H)

⩽ e−Reα ln(−s)+Imα(π−ϵ)2K + 1
1 + s

⩽ (2K + 1)e∣Imα∣πs−Reα−1,

onde a função s ↦ (2K + 1)e∣Imα∣πs−Reα−1 é integrável em (−∞,−r) porque

0 < Reα < 1.
Graças ao teorema da convergência de Lebesgue, temos

∫
−r

−∞
e−α(ln ∣s∣−i(π−ϵ))(−se−i(π−ϵ)I −A)−1(−e−i(π−ϵ))ds

→ ∫
−r

−∞
(−s)−αeiπα(sI −A)−1ds

quando ϵ→ 0.
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Desde que

∫
π

−π
∥(rie−α(ln r+iφ)(reiφI −A)−1eiφ∥dφ

⩽ 2K + 1
1 + r r1−Reα∫

π

−π
eφImαdφ < ∞.

Temos

∫
π

−π
∥rie−α(ln r+iφ)(reiφI −A)−1eiφ∥dφ

→ rie−α(ln r+iφ)(reiφI −A)−1eiφdφ.

Portanto,

A−α = − 1

2πi ∫
∞

r
s−αeiπα(sI −A)−1ds

− 1

2πi ∫
−r

−∞
(−s)−αe−iπα(sI −A)−1ds

− 1

2πi ∫
π

−π
e−α(ln r+iφ)(reiφI −A)−1rieiφdφ.

Novamente,

∥e−α(ln r+iφ)(reiφI −A)−1rieiφ∥L(H) ⩽
2K + 1
1 + s r1−ReαeImφ → 0,

quando r → 0+, porque 0 < Reα < 1.
Graças ao teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos

A−α = − 1

2πi ∫
∞

0
s−αeiπα(sI +A)−1ds

− 1

2πi ∫
∞

0
s−αe−iπα(sI +A)−1ds

= 1

2πi
(eiπα − e−iπα)∫

∞

0
s−α(sI +A)−1ds

= sen(πα)
π ∫

∞

0
s−α(sI +A)−1ds.

Note que, dado λ ∈ C com 0 <Reα < 1, e seja A ∈ P(H), então

∥A−α∥L(H) ⩽K
∣ sen(πα)∣

π ∫
∞

0

s−Reα

1 + s ds

⩽K ∣ sen(πα)∣
sen(πReα) .

Teorema 4.21. Sejam α,β ∈ C com Re α, Re β < 0, então AαAβ = Aα+β.
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Demonstração. Ver página 70 de [23].

Observação 4.1. Seja λ ∈ C com 0 <Reα < 1, então

sen(πReα)
π ∫

∞

0

s−Reα

1 + s ds = 1 (∫
∞

0

s−Reα

1 + s ds =
π

sen(πReα))

e seja A ∈ P(H), então

∥A−α∥L(H) ⩽K
∣ sen(πα)∣

π ∫
∞

0

s−Reα

1 + s ds

⩽K ∣ sen(πα)∣
sen(πReα) .

Lema 4.22. Existe uma constante C tal que para 0 ⩽ α ⩽ 1,

∥A−α∥ ⩽ C.

Demonstração. Para α = 0 temos A−α = I e logo, a a�rmação é verdadeira. Para α = 1
temos A−α = A−1, que é limitado pois 0 ∈ ρ(A), já que A é do tipo K positivo. Agora,

vejamos para 0 < α < 1. Neste caso, usamos a fórmula de Balakrishnan e temos

∥A−α∥ = ∥sen(απ)
π ∫

∞

0
λ−α(λI +A)−1dλ∥

⩽ ∥sen(απ)
π ∫

1

0
λ−α(λI +A)−1dλ∥ + ∥sen(απ)

π ∫
∞

1
λ−1−αλ(λI +A)−1dλ∥ .

Para 0 ⩽ λ ⩽ 1, seja ∥(λI + A)−1∥ ⩽ C0. Além disso, para λ ⩾ 1 temos
C1

1 + ∣λ∣ ⩽
C1

∣λ∣ e

assim, ∥(λI +A)−1∥ ⩽ C1

∣λ∣ . Logo, ∥λ(λI +A)
−1∥ ⩽ C1. Desse modo, temos

∥A−α∥ ⩽ ∥sen(απ)
π

C0∫
1

0
λ−αdλ∥ + ∥sen(απ)

π
C1∫

∞

1
λ−1−αdλ∥

= ∣sen(π(1 − α))
π(1 − α) ∣C0 + ∣

sen(πα)
πα

∣C1

⩽ C.

Teorema 4.23. Seja A ∈ P, então a família {Aα; Rea < 0}∪ {A0 = I} é um semigrupo

fortemente contínuo em H.
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Demonstração. Note que

(sI +A)−1 − (s + 1)−1I = (sI +A)−1[I − (1 + s)−1(sI +A)]

= (1 + s)−1(sI +A)−1(I −A),

para s > 0. Desse modo, seja x ∈D(A) e α ∈ C com 0 < Reα < 1

A−αx − x

= sen(πα)
π ∫

∞

0
s−α(sI +A)−1xds − sen(πα)

π ∫
∞

0
s−α(1 + s)−1xds

= sen(πα)
π ∫

∞

0

s−α

1 + s(sI +A)
−1(I −A)xds.

Consequentemente, para 0 < Reα < 1

∥A−αx − x∥ ⩽K ∣ sen(πα)∣
π

∥(I −A)x∥∫
∞

0

s−Reα

(1 + s)2ds.

Desde que ∫
∞

0
s−Reα

(1+s)2ds → 1 quando Reα → 0, temos A−αx → x quando

α → 0 em {α ∈ C; ∣argα∣ ⩽ ϕ}, para cada ϕ ∈ (0, π2 ). Além disso, desde que A−α é

uniformemente limitado α ∈ {α ∈ C; ∣argα∣ ⩽ ϕ} ∩ {α ∈ C; 0 < Reα < 1} para cada

ϕ ∈ (0, π2 ), pois

∥A−α∥L(H) ⩽K
∣ sen(πα)∣
sen(πReα) .

Logo, A−α converge para I na topologia uniforme de operadores, quando α → 0 em

{α ∈ C; ∣argα∣ ⩾ π
2 + ϵ} para cada ϵ ∈ (0, π2 ).

Teorema 4.24. Seja A ∈ P, então a família {Aα; Rea < 0}∪ {A0 = I} é um semigrupo

analítico em H.

Demonstração. Graças ao teorema anterior, já sabemos que {Aα; Rea < 0} ∪ {A0 = I}
é um semigrupo fortemente contínuo. Além disso, note que a aplicação {α ∈ C;Reα <
0} ∋ α ↦ Aα ∈ L(E) é analítica.

Teorema 4.25. Sejam A ∈ P e α ∈ C com Reα < 0, então Aα é um operador injetivo.

Demonstração. Note que se Reα > 0 e x ∈ ker(A−α), escolhemos n ∈ N de modo que

n ⩽ Reα < n + 1 então obtemos A−α−(n+1−α)x = A−n−1x = 0. De fato, veja que

A−α−(n+1−α)x = A−(n+1−α)−αx = A−(n+1−α)A−αx = A−(n+1−α)0 = 0.
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Note que, o passo dado na segunda igualdade é possível graças ao Teorema 4.21. Por

outro lado, temos 0 ∈ ρ(A) (pelo Teorema 4.19), logo o operador An−1 é injetor e

concluímos que x = 0. Assim, ker(A−z) = {0} e portanto, A−z é injetivo.

Em virtude deste teorema, podemos apresentar a seguinte de�nição:

De�nição 4.5. Seja α ∈ C com Reα > 0. De�na Aα ∶ D(Aα) ⊂ H → H por D(Aα) =
R(A−α) e

Aα = (A−α)−1, Reα > 0.

É claro que, o operador Aα é fechado e seu domínio D(Aα) munido com a norma

do grá�co, isto é, D(Aα) ∋ x ↦ ∥Aαx∥ + ∥x∥ é um espaço de Banach. De fato, seja

un ∈D(Aα) uma sequência de Cauchy, então dado ϵ > 0 existe n0 ∈ N tal que

para n,m ⩾ n0, ∥un − um∥D(Aα) < ϵ,

assim, temos

para n,m ⩾ n0, ∥Aαun −Aαum∥ < ϵ,

pois Aα é fechado. Logo, Aαun é também uma sequência de Cauchy em E. Sendo E

um espaço de Banach, existem u, v ∈ E tais que

un → u em E e Aαun → v em E.

Desde que Aα é fechado, concluímos que u ∈ D(Aα) e Aαu = v. Assim, un → u em

D(Aα), pois

∥un − u∥D(Aα) = ∥un − u∥ + ∥Aαun −Aαu∥.

Graças a limitação de A−α, é fácil ver que D(Aα) ∋ x ↦ ∥Aαx∥ é equivalente a norma

D(Aα) ∋ x ↦ ∥Aα∥ + ∥x∥. De fato, seja xn ∈ D(Aα) = R(Aα) com xn → x e Aαyn → x.

Assim, existe yn ∈ R(Aα) = D(A−α) tal que yn = Aαxn → y, isto é, A−αyn = xn → x,

assim temos yn → y e A−αyn → x, isto implica que y ∈ D(Aα) e A−αy = x, desse modo,

concluímos que x ∈ R(A−α) = D(Aα) e Aαx = y. A prova de que D(Aα) munido da

norma de�nida acima é espaço de Banach segue do Teorema 1.14. Para veri�car que

as normas são equivalentes, note que ∥Aα ⋅ ∥ ⩽ ∥Aα ⋅ ∥ + ∥ ⋅ ∥ em D(Aα). Por outro lado,
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graças a limitação de A−α temos

∥Aα ⋅ ∥ + ∥ ⋅ ∥ = ∥Aα ⋅ ∥ + ∥A−αAα ⋅ ∥ ⩽ ∥Aα ⋅ ∥max{1, ∥A−α ⋅ ∥}.

De�nição 4.6. Sejam A ∈ P e α ∈ C com Reα ⩾ 0. O espaço de Banach

Xα = (D(Aα), ∥Aα∥H) é chamado espaço das potências fracionárias associado ao ope-

rador A.

Lema 4.26. Sejam A ∈ P e α,β ∈ C com 0 <Reα <Reβ, então D(Aβ) ⊂ D(Aα), e a

aplicação identidade i ∶Xβ →Xα é contínua, isto é,

Xβ ↪Xα ↪X

sempre que 0 <Reα <Reβ.

Demonstração. Seja x ∈D(Aβ), temos que

x = A−βAβx = A−α−(β−α)Aβx = A−αA−(β−α)Aβ

e então obtemos x ∈D(Aα), isto é, D(Aβ) ⊂D(Aα).
Além disso,

∀ x ∈D(Aβ), ∥Aαx∥ = ∥Aα−βAβx∥ ⩽ ∥Aα−β∥L(H)∥Aβx∥.

Portanto, a aplicação identidade i ∶Xβ →Xβ é contínua.

Lema 4.27. Sejam A ∈ P e α,β ∈ C com 0 <Reα <Reβ, então D(Aβ) é denso em

D(Aα), isto é,

Xβ ↪d Xα ↪d X

sempre que 0 <Reα <Reβ.

Demonstração. Tome x ∈D(A) e ϵ > 0, e de�na f = Ax ∈ H. Desde que D(A) é denso
em H, existe u ∈D(A) tal que

∥u − f∥ < ϵ

∥A−1∥ .

Agora, de�na v = Au, daí

∥A−2v − x∥ = ∥A−1u −A−1f∥ = ∥A−1(u − f)∥ ⩽ ∥A−1∥∥u − f∥ < ϵ.
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Daí, temos D(A) ⊂ D(A2), e assim H = D(A) ⊂ D(A2). Logo, D(A2) é denso em H.

Por indução, concluímos que D(Ak) é denso em H para k = 1,2,3,⋯. Logo, D(Aα) é
denso em H para Reα > 0.
Para concluir a prova, tome x ∈ D(Aα) e ϵ > 0, e de�na f = Aαx ∈ H. Desde que

D(Aβ−α) é denso em H, existe u ∈ D(Aβ−α) tal que ∥u − f∥ < ϵ. Desse modo, de�na

v = A−αu, então

v = A−βA−(α−β)u ∈D(Aβ)

e logo,

∥v − x∥Hα = ∥Aα(v − x)∥ = ∥u − f∥ < ϵ.

4.3 Potências imaginárias limitadas

Esta seção será dedicada aos operadores com potências imaginárias limitadas. Nela,

traremos uma coletânea de resultados a respeito do assunto, mas com nenhuma preten-

são de apresentar demonstrações. Recomendamos para o leitor interessado em conhecer

as demonstrações, a nossa referência principal para esta seção [1].

Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶D(A) ⊂ E → E um operador

linear. Dizemos que A é potência imaginária limitada se A ∈ P(E) e se existem ϵ > 0 e

M ⩾ 1 tais que

Ait ∈ L(E) e ∥Ait∥ ⩽M, −ϵ ⩽ t ⩽ ϵ.

Denotamos a classe desses operadores por BIP ∶= BIP (E).
O teorema abaixo mostra que tal propriedade carrega consigo uma consequência de

grande relevância.

Teorema 4.28. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador linear tal que A ∈ BIP . Então, {Az;Re z ⩽ 0} é

um semigrupo fortemente contínuo em L(E), isto é, a aplicação

[Re z ⩽ 0] → L(E)

z ↦ Az

é uma aplicação contínua do semigrupo aditivo [Rez ⩽ 0]. Além disso, {Ait; t ∈ R} é
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um grupo fortemente contínuo em E, cujo gerador in�nitesimal é i logA.

Corolário 4.29. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶D(A) ⊂ E → E

um operador linear tal que A ∈ BIP . Então, existem constantes M ⩾ 1 e θ ⩾ 0 tais que

∥Ait∥ ⩽Meθ∣t∣, t ∈ R.

Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ E → E um operador

linear. Suponha que vale a estimativa do Corolário 4.29 para A e para constantesM ⩾ 1
e θ ⩾ 0, então usamos a notação

A ∈ BIP (M,θ) ∶= BIP (E;M,θ).

Além disso,

BIP (θ) ∶= BIP (E; θ) ∶= ∪M⩾1BIP (M,θ)

para θ ⩾ 0, tal que BIP = ∪θ⩾0BIP (θ).
Em geral, BIP ⊊ P(E), isto é, existem operadores do tipo positivo que não têm

potência imaginária limitada. Existem alguns exemplos que garantem a veracidade

dessa a�rmação, no entanto, como o foco desta seção não é este, recomendamos ao

leitor interessado no assunto, ver ([20] Seção 14) e ([2] Exemplo A).

Apesar de não apresentarmos uma caracterização geral da classe de BIP , é conhecido

que certas famílias de operadores pertencem ao conjunto BIP . Abaixo, apresentamos

alguns destes casos.

Proposição 4.30. Seja H um espaço de Hilbert e suponha que A = A∗ ⩾ α > 0. Então,
A ∈ BIP (1,0).

Proposição 4.31. Sejam H um espaço de Hilbert e A um operador maximal acretivo

com 0 ∈ ρ(A). Então A ∈ BIP (1, π2 ).

Demonstração. A deonstração deste fato encontra-se em [18].

Lema 4.32. Sejam E um espaço de Banach sobre um corpo K e A ∶ D(A) ⊂ E → E

um operador linear tal que A ∈ P(E). Suponha que K,M ⩾ 1 e θ ⩾ 0,
(i) Se existe ϵ > 0 tal que

∥Az∥ ⩽Meθ∣Imz∣, −ϵ < Re z < 0,
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então A ∈ BIP (M,θ).
(ii) Se A ∈ BIP (M,θ) ∩ PK , então

∥Az∥ ⩽KMeθ∣Imz∣, −1 < Re z < 0.
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Capítulo 5

Aplicações

Neste capítulo, apresentamos algumas aplicações da teoria apresentada neste tra-

balho, a partir do estudo dos artigos [8] e [11]. É importante salientar que, não temos

nenhuma pretenção com a originalidade dos argumentos aqui apresentados nas de-

monstrações dos resutados. No entanto, o conteúdo das observações, e as soluções dos

exercícios propostos nas referências supra citadas são de autoria da própria autora.

Ressaltamos que manteremos a notação ∥ ⋅ ∥ omitindo o espaço em que a norma está

de�nida, quando estivermos fazendo menção, especi�camente, à norma ∥ ⋅ ∥L(E) neste
espaço.

5.1 Damping estrutural para sistemas elásticos

Vamos considerar ao longo desta seção dois operadores lineares A e B satisfazendo

algumas condições, onde uma delas é B ser comparável com A. O signi�cado disso

�cará claro mais tarde. Consideraremos o operador

ΛB =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 I

−A −B

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

que apresentará características interessantes ao estudo, o qual veremos que, uma vez

fechado, é gerador de um semigrupo fortemente contínuo de contrações em E
1
2 ×E.

Mais que isso, veremos que tal semigrupo é analítico se escolhermos bem o domínio.

Apresentaremos aqui a prova de duas conjecturas, as quais foram propostas por G.

Chen e D. L. Russel em um de seus trabalhos, e provadas por S. Chen e R. Triggiani,

as quais estão relacionadas à taxas de amortecimento para sistemas elásticos. A grosso

modo, estas conjecturas garantem que a propriedade de analiticidade procurada é válida

no caso onde o operador B é comparável com A
1
2 .
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Vamos então estabelecer o ambiente em que iremos estudar e quais hipóteses iremos

assumir sobre os operadores acima mencionados.

Seja E um espaço de Hilbert sobre um corpo K. E sejam A ∶ D(A) ⊂ E → E e

B ∶D(B) ⊂ E → E operadores lineares. Vamos assumir que

(H1) A é um operador autoadjunto, estritamente positivo, densamente de�nido e com

resolvente compacto.

(H2) B é, por enquanto, um operador positivo, autoadjunto, e densamente de�nido.

Para generalizar o modelo proposto por G. Chen e D.L. Russel, vamos considerar

a equação diferencial

d2

dt2
x +B d

dt
x +Ax = 0 em E

ou equivalentemente,

d

dt

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x

x′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= ΛB

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x

x′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
em E

1
2 ×E =X,

onde D(A) ×D(B) ⊂D(ΛB) e o produto interno em X é dado por

⟨
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

y1

y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⟩ = ⟨A 1

2x1,A
1
2y1⟩ + ⟨x2, y2⟩.

Além das condições (H1) e (H2) mencionadas anteriormente, assumiremos também que

(H3) Existem constantes 0 < α ⩽ 1 e 0 < ρ1 < ρ2 < ∞, tais que

ρ1A
α ⩽ B ⩽ ρ2Aα,

que representa o que queremos dizer com B ser comparável com Aα.

Vamos escolher B = 2ρAα, onde 0 < ρ < ∞, 0 < α ⩽ 1, assim consideraremos agora a

equação diferencial

d2

dt2
x + 2ρAα d

dt
x +Ax = 0 em E

ou equivalentemente,

d

dt

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x

x′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= Λρα

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x

x′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
em E

1
2 ×E1.
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Assim,

Λρα = ΛB=2ρAα =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 I

−A −2ρAα

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

com

D(Λρα) =D(A) × [D(A
1
2 ) ∩D(Aα)]

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

D(A) ×D(A 1
2 ) se 0 < α < 1

2

D(A) ×D(Aα) se 1
2 ⩽ α ⩽ 1.

Antes dos resultados principais, apresentaremos alguns resultados preliminares que

serão utilizados posteriormente.

5.1.1 Preliminares

(i) No caso em que B = 0, o operador Λ0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 I

−A 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
com D(Λ0) = E1 ×E 1

2 é tal que

Λ∗0 = −Λ0 em X.

De fato, note que

Λ∗0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 −I
A 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 I

−A 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= −Λ0.

Logo, pelo Teorema de Stone, concluímos que Λ0 é gerador in�nitesimal de um grupo

fortemente contínuo de operadores unitários.

(ii) No caso em que (H3) é válida, temos que ΛB é densamente de�nido e é um operador

dissipativo em X.

De fato, desde que E1 d↪ E
1
2 e Eα d↪ E para todo 0 < α ⩽ 1, segue a densidade de

D(ΛB). Para mostrar que ΛB é dissipativo, utilizaremos a caracterização de operadores

dissipativos dada no Lema 2.11, apresentado no Capítulo 2. Com efeito, considere

x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈D(ΛB), então temos

(λI −ΛB)x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λI −I
A λI +B

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λx1 − x2
Ax1 + (λI +B)x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Assim, (lembrando da de�nição do produto interno em X)

∥(λI −ΛB)x∥2

= ⟨
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λx1 − x2
Ax1 + (λI +B)x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λx1 − x2
Ax1 + (λI +B)x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⟩

= ⟨A 1
2 (λx1 − x2),A

1
2 (λx1 − x2)⟩ + ⟨Ax1 + (λI +B)x2,Ax1 + (λI +B)x2⟩

= λ2⟨A 1
2x1,A

1
2x1⟩ − λ⟨A

1
2x1,A

1
2x2⟩ − ⟨A

1
2x2,A

1
2x1⟩ + ⟨A

1
2x2,A

1
2x2⟩ + ∥Ax1 + (λI +B)x2∥

= λ2∥x1∥2
E

1
2
+ λ2∥x2∥2

E
1
2
+ ∥Ax1 +Bx2∥2 + ∥x2∥2

E
1
2
+ 2λ⟨x,Bx⟩.

Note que a soma acima é positiva, pois λ > 0 e B é um operador positivo por hipótese.

Assim, temos

∥(λI −ΛB)x∥2 ⩾ λ2∥x1∥2
X

1
2
+ λ2∥x2∥2

X
1
2

= λ2∥x∥2E.

Donde concluímos o resultado.

Traremos agora um resultado que deveria estar no Capítulo 2, mas como iremos

utilizá-lo fortemente na demonstração dos próximos resultados, faz sentido situá-lo

aqui.

Teorema 5.1. Sejam H um espaço de Hilbert sobre um corpo K e

A ∶ D(A) ⊂ H → H um operador linear densamente de�nido e dissipativo, então A

é fechável.

Demonstração. Considere xn ∈ D(A), com xn → 0 e Axn → y. Vamos mostrar que

y = 0. Tome z ∈ D(A) e vamos aplicar a desigualdade que caracteriza operadores

dissipativos com λ = 1,

∥(I −A)(t−1xn + z)∥ ⩾ ∥t−1xn + z∥.

Daí

∥(t−1xn + z) − tA(t−1xn + z)∥ ⩾ ∥t−1xn + z∥,

logo

∥(t−1xn + z) −Axn + tAz∥ ⩾ ∥(t−1xn + z)∥.

131



5. Aplicações

Fazendo n→∞ temos

∥z − y + tAz∥ ⩾ ∥z∥.

Agora, fazendo t→ 0, obtemos ∥z − y∥ ⩾ ∥z∥ para todo z ∈D(A). O que é um absurdo,

pois D(A) =H. Donde concluímos que A é fechável.

Desde que ΛB é densamente de�nido e dissipativo em X, graças ao teorema acima,

temos que ΛB é fechável em X, e denotaremos o seu fecho por ΛB.

Observação 5.1. O operador λI − ΛB é sobrejetivo, para algum λ > 0. Com efeito,

vamos mostrar que o operador I − ΛB é invertível. Note que para que isto aconteça,

precisamos que exista o operador (I +B +A)−1.
Veja que I +B +A é autoadjunto e vale que

⟨(I +B +A)x,x⟩ = ⟨x,x⟩ + ⟨Bx,x⟩ + ⟨Ax,x⟩ ⩾ ⟨x,x⟩.

Assim, σ(I + B + A) ⊂ [1,M], para M > 1. Logo 0 ∈ ρ(I + B + A) e assim, existe

(0 − (I +B +A))−1, isto é, (I +B +A) é invertível. Desse modo, poderemos concluir

então que I −Λ é invertível, ou seja, para λ = 1, λI −ΛB é sobrejetor.

(iii) Desde que B é um operador positivo em E, e pela observação acima, a a�rmação

em (ii) implica que ΛB é dissipativo em E e o Teorema de Lumer-Phillips garante que

ΛB é gerador de um semigrupo fortemente contínuo de contrações em X.

Temos que

(λI −Λρα)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I − V −1ρα (λ)A
λ

V −1ρα (λ)
−AV −1ρα (λ) λV −1ρα (λ),

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

onde Vρα(λ) = λ2I + λ2ρAα +A para Reλ > 0.
Além disso, note que

AVρα = VραA.

De fato, seja x ∈D(A), então

(VραA)x = (Vρα)Ax

= (λ2I + λ2ρAα +A)(Ax)

= λ2(Ax) + λ2ρAα(Ax) +A(Ax)

= Aλ2x + 2ρAα+1x +A(Ax).
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Daí, temos

Aλ2x + 2ρAα+1x +A(Ax) = Aλ2x + 2ρA1+αx +A(Ax)

= A(λ2 + 2ρAα +A)x

= (AVρα)x.

Do mesmo modo, temos

(λI −ΛB)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I − V −1B (λ)A
λ

V −1B (λ)
−AV −1B (λ) λV −1B (λ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Teorema 5.2. [V −1B (λ)]∗ = V −1B (λ).

Demonstração. É fácil ver que a igualdade é válida, desde que A e B são ambos auto-

adjuntos.

Seja α ⩾ 0. O espaço D(Aα) e seu dual D(Aα)∗ com respeito a topologia de E, será

sempre considerado como sendo munido das normas:

∥x∥D(Aα) = ∥Aαx∥E, x ∈D(Aα) (5.1)

∥x∥D(Aα)∗ = ∥A−αx∥E, x ∈D(Aα)∗. (5.2)

Teorema 5.3. Para 0 < ρ < ∞, 0 < α ⩽ 1 e A como em (H1), temos para todo x ∈ X e

todo λ com Reλ > 0:

Re ⟨λAαV −1ρα (λ)x,x⟩X ⩾ 0.

Demonstração. De fato, faça ξ(λ) = V −1ρα (λ)x então

⟨λAαV −1ρα (λ)x,x⟩ = ⟨λAαξ(λ), (λ2I + 2λρAα +A)ξ(λ)⟩.

Logo,

Re⟨λAαV −1ρα (λ)x,x⟩ = Re⟨λAαξ(λ), (λ2I + 2λρAα +A)ξ(λ)⟩ ⩾ 0.

A a�rmação

ρ1⟨Aαx,x⟩ ⩽ ⟨Bx,x⟩ ⩽ ρ2Aαx,x⟩, x ∈D(B 1
2 ) =D(Aα

2 )

133



5. Aplicações

é equivalente a

0 < ρ1⟨y, y⟩ ⩽ ⟨A−
α
2BA−

α
2 y, y⟩ ⩽ ρ2⟨y, y⟩ y ∈ E,

que sugere a introdução do operador Sα = A−
α
2BA−

α
2 que é autoadjunto, limitado e

possui inverso limitado em E. É na forma Sα que (H3) será usada mais adiante.

Em um de seus trabalhos, G. Chen e D.L. Russel formularam as seguintes conjecturas

que se referem ao caso α = 1

2
. Antes de enunciá-las, é importante salientar que vamos

assumir que A e B satisfazem as condições (H1) e (H2). Então, o semigrupo fortemente

contínuo gerado por ΛB em (iii), é também analítico em E, desde que, além disso

Conjectura 5.1. ρ21A ⩽ B2 ⩽ ρ22A, 0 < ρ1 < ρ2 < ∞.

Ou, então, desde que,

Conjectura 5.2. ρ1A
1
2 ⩽ B ⩽ ρ2A

1
2 , 0 < ρ1 < ρ2 < ∞.

Note que as conjecturas não são equivalentes, pois A e B não comutam necessaria-

mente. Mas, temos a seguinte implicação

Conjectura 5.1 Ô⇒ Conjectura 5.2,

então basta estudarmos o caso mais geral, que é dado por 5.2.

Em vista disso, apresentamos os seguintes teoremas:

Teorema 5.4. Assuma (H1), (H2) e (H3) com
1

2
⩽ α ⩽ 1. Então:

(a) O semigrupo fortemente contínuo de contrações gerado por ΛB em (iii) é também

analítico em X.

(b) Como um resultado do item (a), temos que existe uma constante δ = − sup Reσ(ΛB) >
0, onde σ(ΛB) é o espectro de ΛB, tal que

∥eΛBt∥L(X) ⩽ e−δt, t ⩾ 0.

Observação 5.2. Mais adiante, apresentaremos uma prova de que o semigrupo {eΛBt; t ⩾
0} não é analítico quando 0 ⩽ α < 1

2
.

Teorema 5.5. Para α = 1

2
temos um resultado mais forte.

Assuma (H1), (H2) e (H3) com α = 1

2
. Então
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(a) O operador ΛB é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico de contrações em

cada espaço

Xθ =D(A
3
4
− θ

2 ) ×D(A 1
4
− θ

2 ), 0 ⩽ θ < 1

com a topologia mencionada anteriormente, este reduz-se ao espaço X quando

θ = 1

2
.

(b) Além disso, para δ como no Teorema 5.4, temos

∥eΛBt∥L(Xθ) ⩽ e−δt, t ⩾ 0.

O objetivo é provar que se o operador linear B é positivo, autoadjunto, tal que vale

uma das conjecturas, então ΛB é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico. Está

provado, em [7], que se para cada ρ > 0 existe ϵ(ρ) tal que se B é positivo, autoadjunto,

satisfazendo

ρ1⟨A
1
2x,x⟩ ⩽ ⟨Bx,x⟩ ⩽ ρ2⟨A

1
2x,x⟩,

para x ∈ D(B 1
2 ) = D(A 1

4 ), onde ρ1 = 2ρ − ϵ(ρ) e ρ2 = 2ρ + ϵ(ρ). Então, ΛB é gerador

in�nitesimal de um semigrupo analítico em E ×E.

5.1.2 O caso k1A
2α
⩽ B2

⩽ k2A
2α, 0 < k1 < k2, com α <

1

2
.

Neste caso, o semigrupo gerado por ΛB não é analítico. Nesta seção veremos que

a escolha da potência A
1
2 como um termo de comparação para B não é acidental, no

sentido de que se B satisfaz

k1∥Aαx∥ ⩽ ∥Bx∥ ⩽ k2∥Aαx∥ , 0 < k1 < k2,

com x ∈ D(Aα) = D(B), então o operador ΛB, fechado como em (ii), é gerador in�ni-
tesimal de um semigrupo fortemente contínuo em E, que contudo, não é analítico em

geral. Apresentaremos alguns resultados nesse sentido, a seguir.

Proposição 5.6. Seja A um operador como em (H1), denote por {µn}∞n=1, µn > 0, os
autovalores de A e por {en}∞n=1 os seus correspondentes autovetores. De�na o operador

B ∶D(B) ⊂ E → E por

Ben = bnen, bn > 0,
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tal que B é positivo, autoadjunto e comuta com A. Se

µn

bn
2 →∞, quando n→∞ (5.3)

então o operador ΛB gera um semigrupo fortemente contínuo em X, que contudo, não

é analítico aqui.

Demonstração. Já sabemos, graças a (iii), que ΛB é gerador in�nitesimal de um semi-

grupo fortemente contínuo em X. Vamos então mostrar que este não é analítico.

Comecemos veri�cando os autovalores de ΛB. Com efeito, temos que se λ ∈ σp(ΛB)
então

ΛB
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ϕ

ψ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
= λ
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ϕ

ψ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

para algum
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ϕ

ψ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈D(ΛB), o que implica em

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ψ = λϕ

−Aϕ −Bψ = λψ.

Assim, −Aϕ = λBϕ + λ2ϕ. Note que o problema tem solução dada pelos autovetores

{en}∞n=1 de A, isto é,

−µnen = −Aen = λBen + λ2en = λbnen + λ2en = (λbn + λ2)en

assim, (λ2 + λbn + µn)en = 0. E logo, os autovalores λ+,−n de ΛB são as soluções de

λ2 + λbn + µn = 0,

que são dadas por:

λ+n = −
bn
2
+
i
√
4µn − b2n
2

λ−n = −
bn
2
−
i
√
4µn − b2n
2

.

Logo, se (5.3) é válida, então 4µn > b2n, isto é, 4µn − b2n > 0, para todo n su�cientemente
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grande e

∣Imλ
+,−
n

Reλ+,−n
∣ =
√

4µn
b2n
− 1→∞.

O que nos diz que os autovalores {λ+,−n } de ΛB não estão contidos em um setor do tipo

{λ ∈ C; ∣arg(λ − a)∣ ⩾ π
2
+ θ},

para algum a ∈ R e algum
π

2
> θ > 0. Portanto, o resultado está provado.

O caso de interesse é recuperado como corolário:

Corolário 5.7. Seja A um operador linear como em (H1) e seja B de�nido como na

proposição anterior, onde agora

bn ∼ µαn , α < 1

2
, quando n→∞

(bn ∼ µαn signi�ca dizer que cµαn ⩽ bn ⩽ Cµαn, 0 < c < C). Então para α < 1

2
, e x ∈

D(Aα) =D(B), B satisfaz

c2∥Aαx∥2 ⩽ ∥Bx∥2 ⩽ C2∥Aαx∥2,

e ΛB gera um semigrupo fortemente contínuo em X, que contudo, não é analítico aqui.

Caso α ⩾ 1

2
.

Neste caso, o operador Λρα é o gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente

contínuo que é analítico em X.

Proposição 5.8. Sejam ρ > 0 e α ⩾ 1

2
.

(i) O semigrupo fortemente contínuo de contrações gerado por Λρα em X é analítico

aqui.

(ii) Para o operador V −1ρα (λ) as seguintes limitações uniformes são dadas para todo λ

com Reλ > 0.

(a) ∥λ2V −1ρα (λ)∥ ⩽ Cραµ1 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1, se 2ρ2µ2α−1
1 ⩾ 1

[4ρ2µ2α−1
1 (1 − ρ2µ2α−1

1 )]− 1
2 , se 2ρ2µ2α−1

1 < 1.

(b) ∥λAαV −1ρα (λ)∥ ⩽
1

2ρ
.
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(c) ∥AV −1ρα (λ)∥ ⩽ Cραµ1 , onde ⟨Ax,x⟩ ⩽ µ1⟨x,x⟩, sendo µ1 > 0 o menor autovalor de

A.

(iii) Por interpolação entre (b) e (c), e entre (a) e (b), respectivamente, obtemos para

algum 0 < θ < 1 e para todo λ com Reλ > 0, as seguintes limitações uniformes:

(d) ∥λ1−θA(1−α)θAαV −1ρα (λ)∥ ⩽ Cραθ.

(e) ∥λ2−θAαθV −1ρα (λ)∥ ⩽ Cραθ.

Demonstração. Vamos começar provando (b). Note que

λAαV −1ρα (λ) = (
A−αVρα(λ)

λ
)
−1

.

Lembremos que Vρα(λ) = λ2I + 2ρλAα +A, assim, temos para x ∈D(A1−α)

A−αVρα(λ)
λ

x = λA−αx + 2ρx + A
1−αx

λ
.

Daí

∥A
−αVρα(λ)x

λ
∥
2

= ∥2ρx + λA−αx + A
1−αx

λ
∥2

= ∥2ρx∥2 + 4ρRe ⟨x,λA−αx + A
1−αx

λ
⟩ + ∥λA−αx + A

1−αx

λ
∥
2

= 4ρ2∥x∥2 + 4ρRe⟨x,λA−αx⟩ + 4ρRe ⟨x, A
1−αx

λ
⟩ + ∥λA−αx + A

1−αx

λ
∥
2

= 4ρ2∥x∥2 + 4ρReλ∥A−α
2 x∥ + 4ρReλ∣λ∣2 ⟨x,A

1−αx⟩ + ∥λA−αx + A
1−αx

λ
∥
2

.

Logo,

∥A
−αVρα(λ)x

λ
∥
2

⩾ 4ρ2∥x∥2,

para todo λ com Reλ > 0. Assim,

∥A
−αVρα(λ)x

λ
∥ ⩾ 2ρ∥x∥.

Além disso, R(A
−αVρα(λ)
λ

) = E para λ com Reλ > 0. De fato, vamos mostrar que
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ker((Vρα(λ)A
−α

λ
)
∗

) = {0} para λ com Reλ > 0. Com efeito, seja

x ∈ ker((Vρα(λ)A
−α

λ
)
∗

), então

Vρα(λ)A−αx
λ

= 0 Ô⇒ λA−αx + 2ρx +A1−αx = 0

e isto implica x = 0, do contrário, chegaríamos à uma contradição desde que o operador

(λI −Λρα)−1 existe. Logo,

R(Vρα(λ)A
−α

λ
)
⊥

= ker((Vρα(λ)A
−α

λ
)
∗

) = {0}

e portanto, temos R(Vρα(λ)A
−α

λ
) = E. Além disso,

Vρα(λ)A−α
λ

é fechado, graças ao

modo em que foi de�nido.

Logo, para todo y ∈ E existe x ∈D(A1−α) tal que y = Vρα(λ)A
−αx

λ
. Desse modo, temos

∥λV −1ρα (λ)Aα∥ ⩽
1

2ρ
.

Observação. Note que não �zemos uso de α ⩾ 1

2
.

Vamos agora provar (a). Podemos ver que

λ2V −1ρα (λ) = (
Vρα(λ)
λ2

)
−1

.

Note que

Vρα(λ)
λ2

= I + 2ρAα

λ
+ A
λ2

= I + 2ρAα− 1
2 (A

1
2

λ
) + (A

1
2

λ
)
2

.

Agora, recordemos que D(A) ⊂D(Aα− 1
2 ) ⊂D(A 1

2 ). Para x ∈D(A),

∥Vρα(λ)x
λ2

∥ =
XXXXXXXXXXXX
x + 2ρAα− 1

2
A

1
2x

λ
+ (A

1
2

λ
)
2

x

XXXXXXXXXXXX

2

.
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Distribuindo o quadrado, temos

∥Vρα(λ)x
λ2

∥

= ∥x∥2 + 2Re ⟨x,2ρAα− 1
2
A

1
2x

λ
+ (A

1
2

λ
)
2

x⟩+

+
XXXXXXXXXXXX
2ρAα−

1
2
A

1
2x

λ
+ (A

1
2

λ
)
2

x

XXXXXXXXXXXX
.

Daí,

∥Vρα(λ)x
λ2

∥

= ∥x∥2 + 4ρ ⟨x, A
α

λ
x⟩ + ∥2ρAα− 1

2
A

1
2x

λ
∥
2

+

+ 2Re ⟨2ρAα− 1
2
A

1
2x

λ
,(A

1
2

λ
)
2

x⟩ +
XXXXXXXXXXXX
(A

1
2

λ
)
2

x

XXXXXXXXXXXX

2

+ 2Re⟨x,Ax⟩

= ∥x∥2 + 4ρ2 ∥Aα− 1
2
A

1
2

λ
x∥

2

+
XXXXXXXXXXXX
(A

1
2

λ
)
2

x

XXXXXXXXXXXX

2

+ 4ρRe1
λ
∥Aα

2 x∥2+

+ 4ρRe 1

λ3
∥Aα+1

2 x∥2 + 2Re ⟨x,(A
1
2

λ
)
2

x⟩ ,

para Reλ > 0.
Faremos uma análise em dois casos.

1º caso. Suponha 2ρ2µ2α−1
1 ⩾ 1, então

∥Vρα(λ)
λ2

x∥ ⩾ 2Re ⟨x,(A
1
2

λ
)
2

x⟩ + 4ρ2 ∥Aα− 1
2
A

1
2

λ
x∥

2

= 2Re( 1
λ2
) ∥A 1

2x∥2 + 4ρ2

∣λ∣2 ∥A
2α−1

2 ∥2∥A 1
2x∥2

⩾ 2Re( 1
λ2
) ∥A 1

2x∥2 + 4ρ2µ2α−1
1

∣λ∣2 ∥A 1
2x∥2

= 2((Reλ)
2 − (Imλ)2
∣λ∣4 + 2ρ2µ2α−1

1

∣λ∣2 )∥A 1
2x∥2

= ∥A
1
2x∥2
∣λ∣4 [(2 + 4ρ2µ2α−1

1 )(Reλ)2 + 2(2ρ2µ2α−1
1 − 1)(Imλ)2]

> 0,
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para λ com Reλ > 0 e desde que 2ρ2µ2α−1
1 ⩾ 1. Daí temos

∥Vρα(λ)x
λ2

∥
2

⩾ ∥x∥2.

Como no caso anterior, podemos concluir que R(Vρα(λ)
λ2

) = E para λ com Reλ > 0. E
está provado o primeiro caso.

2º caso. Suponha 2ρ2µ2α−1
1 < 1, então

∥Vρα(λ)
λ2

∥
2

⩾ ∥x∥2 + 4ρ2 ∥Aα− 1
2
A

1
2

λ
x∥

2

+
XXXXXXXXXXXX
(A

1
2

λ
)
2

x

XXXXXXXXXXXX

2

− 2 ⟨(A
1
2

λ
)
2

x,x⟩

⩾ ⟨x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1
1 ⟨(A

1
2

∣λ∣ )
2

x,x⟩ + ⟨(A
1
2

∣λ∣ )
4

x,x⟩ − 2 ⟨(A
1
2

λ
)
2

x,x⟩ .

Daí

∥Vρα(λ)
λ2

∥
2

= ⟨
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(A

1
2

∣λ∣ )
2

− I
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1
1 ⟨(A

1
2

∣λ∣ )
2

x,x⟩−

− 4ρ2µ2α−1
1 ∥x∥2 + 4ρ2µ2α−1

1 ∥x∥2

= ⟨
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(A

1
2

∣λ∣ )
2

− I
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1
1 ⟨

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(A

1
2

∣λ∣ )
2

− I
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1

1 ∥x∥2

= ⟨
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(A

1
2

∣λ∣ )
2

− I
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

+ 2ρ2µ2α−1
1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

2

x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1
1 ∥x∥2 − (2ρ2µ2α−1

1 )2∥x∥2,

e portanto,

∥Vρα(λ)
λ2

∥
2

⩾ 4ρ2µ2α−1
1 (1 − ρ2µ2α−1

1 )∥x∥2,

para λ com Reλ > 0. Portanto, provamos a desigualdade em (a).

Vamos agora provar (c).
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Note que

AV −1ρα (λ) = V −1ρα (λ)A = (Vρα(λ)A−1)−1,

e veja também que

Vρα(λ)A−1 = (λA−
1
2 )2 + 2ρAα− 1

2 (λA− 1
2 ) + I.

A prova deste fato seguirá os mesmo passos das provas das desigualdades anteriores.

Tome x ∈D(A−1) = E, então

∥Vρα(λ)A−1x∥2

= ∥(λA− 1
2 )2x + 2ρAα− 1

2 (λA− 1
2 )x + x∥2

= ∥(λA− 1
2 )2x∥2 + 2⟨(λA− 1

2 )2x,2ρAα− 1
2 (λA− 1

2 )x + x⟩+

+ ∥2ρAα− 1
2 (λA− 1

2 )x + x∥2

= ∥(λA− 1
2 )2x∥2 + 2⟨(λA− 1

2 )2x,2ρAα− 1
2 (λA− 1

2 )x⟩ + 2⟨(λA− 1
2 )2x,x⟩+

+ ∥2ρAα− 1
2 (λA− 1

2 )x∥2 + 2⟨2ρAα− 1
2 (λA− 1

2 )x,x⟩ + ∥x∥2

= ∥(λA− 1
2 )2x∥2 + 2⟨(λA− 1

2 )2x,x⟩ + 4ρ2∥Aα− 1
2 (λA− 1

2 )x∥2 + ∥x∥2+

+ 4ρ⟨λ2Aα−2x,x⟩ + 4ρ⟨λAα−1x,x⟩

= ∥(λA− 1
2 )2x∥2 + 2⟨(λA− 1

2 )2x,x⟩ + 4ρ2∥Aα− 1
2 (λA− 1

2 )x∥2 + ∥x∥2+

+ 4ρ∥λAα−2
2 x∥2 + 4ρReλ∥Aα−1

2 x∥2.

Logo,

∥Vρα(λ)A−1x∥2 ⩾ 2⟨(λA−
1
2 )2x,x⟩ + 4ρ2∥Aα− 1

2 (λA− 1
2 )x∥2.

Como em (a) faremos uma análise em dois casos:

1º caso. 2ρ2µ2α−1
1 ⩾ 1.

Temos que

∥Vρα(λ)A−1x∥2 ⩾ 2Reλ2∥A−
1
2x∥2 + 4ρ2µ2α−1

1 ∣λ∣2∥A− 1
2x∥2 − 2(Imλ)2∥A− 1

2x∥2

= ∥A− 1
2x∥2[(2 + 4ρ2µ2α−1

1 )(Reλ)2 + 2(2ρ2µ2α−1
1 − 1)(Imλ)2]

> 0.

Logo, ∥Vρα(λ)A−1x∥2 ⩾ ∥x∥2. E usamos o mesmo argumento dos itens anteriores, para

concluir o resultado.
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2º caso. Considere 2ρ2µ2α−1
1 < 1.

Temos que

∥Vρα(λ)A−1x∥2

⩾ ∥(λA− 1
2 )2x∥2 + 4ρ2∥Aα− 1

2 (λA− 1
2 )x∥2 + ∥x∥2 − 2⟨(λA− 1

2x,x⟩

= ⟨(∣λ∣A− 1
2 )4x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1

1 ⟨(∣λ∣A− 1
2x,x⟩ + ⟨x,x⟩ − 2⟨(∣λA− 1

2 )2x,x⟩

= ⟨[(∣λ∣A− 1
2 )2 − I]2x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1

1 ⟨[(∣λ∣A− 1
2 )2 − I]x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1

1 ∥x∥2

= ⟨{[(∣λ∣A− 1
2 )2 − I]2 − 2ρ2µ2α−1

1 }2x,x⟩ + 4ρ2µ2α−1
1 ∥x∥2 − (2ρ2µ2α−1

1 )2∥x∥2

⩾ 4ρ2µ2α−1
1 (1 − ρ2µ2α−1

1 )∥x∥2 > 0,

para λ com Reλ > 0. E está provado o resultado.

Provaremos agora o item (iii). Começando por (d).

Observe que para x ∈ E, temos

∥λ1−θA(1−α)θAαV −1ρα (λ)x∥ = ∣λ1−θ∣∥Aθ+(1−θ)αV −1ρα (λ)x∥.

Escreva V −1ρα (λ)x = u e perceba que u ∈D(A). Logo,

∥λ1−θA(1−α)θAαV −1ρα (λ)x∥ = ∣λ1−θ∣∥Aθ+(1−θ)αu∥.

Note que θ ∈ (0,1) ⊂ [0,1] e α ∈ [1
2
,1] ⊂ [0,1], logo, aplicando a desigualdade de

interpolação, obtemos

∥λ1−θA(1−α)θAαV −1ρα (λ)x∥ ⩽ ∣λ1−θ∣∥Au∥θ∥Aαu∥1−θ

= ∥AV −1ρα (λ)x∥θ∥λAαV −1ρα (λ)x∥1−θ

⩽
Cθ
ραµ1

(2ρ)1−θ ,

para λ com Reλ > 0.
Para provar (e) vamos usar a desigualdade de interpolação com γ = 0 e β = α, e assim
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temos

∥λ2−θAαθV −1ρα (λ)x∥ ⩽ ∣λ2−θ∣∥Aαu∥θ∥u∥1−θ

= ∣λ2−2θ+θ∣∥Aαu∥θ∥u∥1−θ

= ∥λAαu∥θ∥λ2u∥1−θ

= ∥λAαV −1ρα (λ)x∥θ∥λ2V −1ρα (λ)x∥1−θ

⩽
C1−θ
ραµ1

(2ρ)θ .

Retornemos agora para a expressão de (λI −Λρα)−1.
Vimos que

(λI −Λρα)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Vρα(λ)(λI + 2ρAα) V −1ρα (λ)
−AV −1ρα (λ) λV −1ρα (λ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Note que, graças ao item (ii) obtemos constantes Cραµ1 e M tais que

∥Vρα(λ)(λI + 2ρAα)∥ ⩽
Cραµ1
∣λ∣ +

M

∣λ∣

∥V −1ρα (λ)∥ ⩽
Cραµ1
∣λ∣2 ⩽

Cραµ1
∣λ∣

∥ −AV −1ρα ∥ ⩽ Cραµ1 ,

∥λV −1ρα (λ)∥ ⩽
Cραµ1
∣λ∣

onde M = 1

4ρ2
. Consideremos a norma

∥(λI −Λρα)−1∥ =max{∥Vρα(λ)(λI + 2ρAα)∥, ∥V −1ρα (λ)∥,

∥ −AV −1ρα ∥, ∥λV −1ρα (λ)∥}.

Para concluir, invocamos o Teorema 3.3 do Capítulo 3.

5.1.3 O caso
1

2
⩽ α ⩽ 1

1ª prova do Teorema 5.4.

Apresentaremos agora uma primeira prova do Teorema 5.4. Nosso objetivo aqui é

mostrar que existe uma constante K tal que vale a seguinte limitação uniforme para
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todo λ com Reλ > 0:

∥λ(λI −ΛB)−1x∥ ⩽K. (5.4)

Note que, se x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈X, então

∥λ(λI −ΛB)−1x∥X
=max{∥u − V −1B (λ)Au + λV −1B (λ)v∥E 1

2
, ∥ − λV −1B (λ)Au + λ2V −1B (λ)v∥E}

=max{∥[I − V −1B (λ)A]A
1
2u + λA 1

2V −1B (λ)v∥E, ∥ − λA
1
2V −1B (λ)A

1
2u + λ2V −1B (λ)v∥E},

e assim

∥λ(λI −ΛB)−1x∥X =
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A
1
2 0

0 I

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

I − V −1B (λ)A λV −1B (λ)
−λV −1B (λ)A λ2V −1B (λ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−A 1
2 0

0 I

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXE×E
.

Provada a desigualdade em (5.4), invocaremos o Teorema 3.3 do Capítulo 3, e obtere-

mos o resultado desejado, ou seja, que o semigrupo fortemente contínuo de contrações

gerado por ΛB é analítico. Para isso, utilizaremos uma ideia similiar a da proposição

anterior, notando que a desigualdade em (5.4) é equivalente ao seguinte conjunto de

desigualdades: existe uma constante M tal que as limitações:

(a) ∥A 1
2V −1B (λ)A

1
2 ∥L(E) ⩽M (5.5)

(b) ∥λA 1
2V −1B (λ)∥L(E) ⩽M (5.6)

(c) ∥λ2V −1B (λ)∥L(E) ⩽M (5.7)

são válidas para todo λ com Reλ > 0. Restando apenas provar a limitação do termo

−λV −1B (λ)A
1
2 . No entanto, note que a norma de λV −1B (λ)A

1
2 é equivalente a norma do

operador autoadjunto (λV −1B (λ)A
1
2 )∗, isto é, ∥(λV −1B (λ)A

1
2 )∗∥E = ∥λV −1B (λ)A

1
2 ∥E, para

Reλ = Reλ > 0, o que é equivalente à desigualdade em (b).

Provemos as desigualdades (a), (b) e (c).

Prova de (a).

Desde que os operadores A, Aα e B são fechados, temos

V −1ρα (λ) − V −1B (λ) = V −1ρα (λ)(VB(λ) − Vρα(λ))V −1B (λ). (5.8)
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Assim,

A
1
2V −1ρα (λ)A

1
2 −A 1

2V −1B (λ)A
1
2 = A 1

2V −1ρα (λ)(B − 2ρAα)λV −1B (λ)A
1
2

= A 1
2
+α

2 V −1ρα (λ)(A−
α
2BA−

α
2 − 2ρI)λAα

2 V −1B (λ)A
1
2 .

Lembre que já de�nimos Sα = A−
α
2BA−

α
2 , e vimos que este é autoadjunto, limitado e

existe S−1α limitado, pois estamos assumindo que (H3) é válida. Desse modo, vamos ter

A
1
2V −1ρα (λ)A

1
2 −A 1

2V −1B (λ)A
1
2 = λ 1

2A
1
2
+α

2 V −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)λ
1
2A

1
2V −1B A

1
2 .

Note que os operadores A
1
2V −1ρα (λ)A

1
2 e λ

1
2A

1
2
+α

2 são limitados, graças aos itens (c) e

(d) da Proposição 5.8. Logo, para mostrar que A
1
2V −1B A

1
2 é limitado, basta mostrarmos

que λ
1
2A

α
2 V −1B (λ)A

1
2 é limitado em L(E) para todo λ com Reλ > 0. É o que garante a

proposição abaixo, para o caso em que β = 1.

Proposição 5.9. Dado
1

2
⩽ α ⩽ 1, seja α ⩽ β ⩽ 1. Então existe uma constante positiva

kα,β tal que a seguinte limitação uniforme é válida para λ com Reλ > 0

∥λ1+
α−β

2(1−α)A
α
2 V −1B (λ)A

β
2 ∥ ⩽ kα,β.

Demonstração. A partir da igualdade em (5.8), temos

λ1+
α−β

2(1−α)A
α
2 V −1ρα (λ)A

β
2 − λ1+

α−β
2(1−αA

α
2 V −1B (λ)A

β
2

= λ1+
α−β

2(1−α)A
α
2 Vρα(B − 2ρAα)λV −1B (λ)A

β
2

= λAαV −1ρα (λ)(A−
α
βBA−

α
β − 2ρI)λ1+

α−β
2(1−α)A

α
2 V −1B (λ)A

β
2 .

Assim,

λ1+
α−β

2(1−α)A
α
2 V −1ρα (λ)A

β
2 = (I + λAαV −1ρα (λ)(Sα − 2ρI))λ

1+ α−β
2(1−α)A

α
2 V −1B (λ)A

β
2 .

Para prosseguir com a prova, faz-se necessária a apresentação do lema a seguir.

Lema 5.10. Seja 0 < 2ρ < ρ1, então o operador

ζρα(λ) = (I + λAαV −1ρα (λ))(Sα − 2ρI)

é limitado, invertível, com inverso uniformemente limitado em L(E) para λ com

Reλ > 0. Em particular, existe uma constante cρα tal que para todo λ com Reλ > 0,
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temos

∥ζ−1ρα(λ)∥ = ∥[I + λAαV −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)]−1∥ ⩽ cρα. (5.9)

Demonstração. Seja 0 < 2ρ < ρ1. Lembre que, desde que estamos assumindo (H3),

existem 0 < ρ1 < ρ2 e 0 < α ⩽ 1 tais que para x ∈D(B 1
2 ) =D(Aα

2 ) temos explicitamente

ρ1⟨Aαx,x⟩ ⩽ ⟨Bx,x⟩ ⩽ ρ2⟨Aαx,x⟩,

daí, temos

ρ1⟨Ix, x⟩ ⩽ ⟨A−
α
2BA−

α
2 x,x⟩ ⩽ ρ2⟨Ix, x⟩,

e

ρ1⟨Ix, x⟩ ⩽ ⟨Sαx,x⟩ ⩽ ρ2⟨Ix, x⟩.

Assim,

(ρ1 − 2ρ)⟨Ix, x⟩ ⩽ ⟨(Sα − 2ρI)x,x⟩ ⩽ (ρ2 − 2ρ)⟨Ix, x⟩, (5.10)

logo

1

(ρ2 − 2ρ)I
⟨x,x⟩ ⩽ ⟨(Sα − 2ρI)−1x,x⟩ ⩽

1

(ρ1 − 2ρ)I
⟨x,x⟩ (5.11)

desde que Sα−2ρI ∈ L(E) é autoadjunto e de (5.10), faz sentido falarmos de (Sα−2ρI)−1.
Sendo assim, se reescrevermos a expressão de ζρα como

ζρα(λ) = ((Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ))(Sα − 2ρI)

podemos ver por (5.11) que se mostrarmos

∥(Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ))∥ ⩽ ρ2 − 2ρ

para todo λ com Reλ > 0, então o resultado está provado.
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Note que, para x ∈ E, temos

∥(Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ))x∥∥x∥

⩾ ∣⟨(Sα − 2ρI)−1x,x⟩ + ⟨λAαV −1ρα (λ)x,x⟩∣

= ([⟨(Sα − 2ρI)−1x,x⟩ +Re⟨λAαV −1ρα (λ)x,x⟩]2 + [Im⟨λAαV −1ρα (λ)x,x⟩]2)
1
2

⩾ ⟨(Sα − 2ρI)−1x,x⟩,

pois as parcelas da soma são todas positivas (recordemos do Teorema 5.15). Desse

modo, temos

∥((Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ))x∥∥x∥ ⩾ ⟨(Sα − 2ρI)−1x,x⟩ ⩾
1

(ρ2 − 2ρ)I
⟨x,x⟩.

Logo,

∥((Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ))x∥ ⩾
1

(ρ2 − 2ρ)I
∥x∥,

e portanto,

∥((Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ))−1x∥ ⩽ ρ2 − 2ρ.

Por outro lado, veja que temos

∣⟨[(Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ)]x,x⟩∣ ⩾
1

ρ2 − 2ρ
∥x∥2,

assim, σ((Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ)) ⊂ [(ρ2 − 2ρ)−1,M], e portanto 0 pertence ao re-

solvente deste operador, logo (Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ) é bijetor, em particular, sua

imagem é todo o E, e desde que

ker([(Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ)]∗) = {0},

temos então, retomando a expressão de ζ−1ρα(λ)

∥ζ−1ρα(λ)∥ = ∥((Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ))−1(Sα − 2ρI)−1∥

= ∥(Sα − 2ρI)−1 + λAαV −1ρα (λ)∥∥(Sα − 2ρI)−1∥

⩽ (ρ2 − 2ρ)
1

ρ2 − 2ρ
= 1.
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Por �m, note que

∥ζρα(λ)∥ = ∥I + λAαV −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)∥

⩽ ∥I∥ + ∥λAαV −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)∥

⩽ 1 + 1

2ρ
+ ρ2 − 2ρ

= kρρ2 .

E �nalizamos a demonstração do lema.

Retomando à demonstração da proposição, tendo conhecimento do lema acima,

temos

λ1+
(α+β)
2(1−α)A

α
2 V −1B (λ)A

β
2 = ζ−1ρα(λ)λ

1+
(α+β)
2(1−α)A

α
2 V −1ρα (λ)A

β
2

e precisamos mostrar que o lado esquerdo da igualdade acima é uniformemente limitado

em L(E). Para isto, desde que 0 ⩽ α < β, temos
α + β
2
> α, invocaremos a desigualdade

em (d) da Proposição 5.8 com

θ = β − α
2(1 − α) e 1 − θ = 1 + α − β

2(1 − α) ,

daí, temos

∥λ1+
(α−β)
2(1−α)A

β−α
2 AαV −1ρα (λ)∥ = ∥λ

1+
(α−β)
2(1−α)A

α
2 V −1ρα (λ)A

β
2 ∥ ⩽ Cρθ (5.12)

e nossa a�rmação está provada.

Desse modo, juntando (5.9) do lema acima e (5.12), obtemos o resultado da proposição.

Retornamos agora para a demonstração do item (a). Note que a desigualdade provada

na proposição é exatamente a que queríamos, no caso em que β = 1. Portanto,

∥A 1
2V −1B (λ)A

1
2 ∥ = ∥A 1

2V −1ρα (λ)A
1
2 − λ 1

2A
1
2
−α

2 V −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)λ
1
2A

α
2 V −1B (λ)A

1
2 ∥

⩽ ∥A 1
2V −1ρα (λ)A

1
2 ∥ + ∥λ 1

2A
1
2
−α

2 V −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)λ
1
2A

α
2 V −1B (λ)A

1
2 ∥

= ∥A 1
2V −1ρα (λ)A

1
2 ∥∥λ 1

2A
1−α
2 V −1ρα (λ)∥∥Sα − 2ρI∥∥λ

1
2A

α
2 V −1B (λ)A

1
2 ∥

⩽ Cραµ1Cρθ(ρ − 2ρ)kα,β
=Mραβ.

E assim, concluímos a prova do item (a).
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Prova de (b). Utilizando (5.8) novamente, temos

λA
1
2V −1ρα (λ) − λA

1
2V −1B (λ) = λA

1
2V −1ρα (λ)(B − 2ρAα)λV −1B (λ)

= λ 1
2A

1
2
+α

2 V −1ρα (λ)(A−
α
2BA−

α
2 − 2ρI)λ 3

2A
α
2 V −1B (λ).

Note que, para λ com Reλ > 0, são uniformemente limitados os operadores λA
1
2V −1ρα (λ) e

λ
1
2A

1
2
+α

2 V −1ρα (λ), graças aos itens (b) e (d) da Proposição 5.8. Logo, pela desigualdade

acima, veremos que o resultado que queremos estará provado se mostrarmos que o

operador λ
3
2A

α
2 V −1B (λ) é uniformemente limitado em L(E) para todo λ com Reλ > 0.

Observe que isto é um caso particular (caso β = 0) do resultado mais geral, apresentado

a seguir.

Proposição 5.11. Dado
1

2
⩽ α ⩽ 1, seja −α ⩽ β ⩽ α. Então, existe uma constante

positiva kα,β tal que para todo λ com Reλ > 0 vale a seguinte limitação uniforme

∥λ 3
2
−

β
2αA

α
2 V −1B (λ)A

β
2 ∥ ⩽ kα,β.

Demonstração. Por (5.8), temos

λ
3
2
−

β
2αA

α
2 V −1ρα (λ)A

β
2 − λ 3

2
−

β
2αA

α
2 V −1B (λ)A

β
2 = λ 3

2
−

β
2αA

α
2 V −1ρα (λ)(B − 2ρAα)λV −1B (λ)A

β
2

= λ 3
2
−

β
2αA

α
2 V −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)λA

α
2 V −1B (λ)A

β
2 .

Logo,

λ
3
2
−

β
2αA

α
2 V −1ρα (λ)A

β
2 = λ 3

2
−

β
2αA

α
2 V −1B (λ)A

β
2 (I + λAαV −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)). (5.13)

Pelo Lema 5.10, a limitação uniforme que queremos é obtida se, e somente se, o lado

esquerdo de (5.13) é uniformemente limitado em L(E) para λ com Reλ > 0. Para

isto, considere a desigualdade (e) da Proposição 5.8 com θ identi�cado por αθ = α + β
2

,

(Note que temos
α + β
2
⩽ α pela de�nição de α,β) tal que θ = 1

2
+ β

2α
, 2 − θ = 3

2
− β

2α
,

daí, temos

∥λ 3
2
−

β
2αA

α+β
2 V −1ρα (λ)∥ ⩽ Cραβ.

Assim, retomando (5.13), temos

λ
3
2
−

β
2αA

α
2 V −1B (λ)A

β
2 = ζ−1ρα(λ)λ

3
2
−

β
2αA

α+β
2 V −1ρα (λ).
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Daí,

∥λ 3
2
−

β
2αA

α
2 V −1B (λ)Aβ2∥ = ∥ζ−1ρα(λ)∥∥λ

3
2
−

β
2αA

α+β
2 V −1ρα (λ)

⩽ cραCραβ
⩽ kα,β.

E assim, concluímos a demonstração da proposição.

Com isso, também concluímos a prova do item (b), usando a proposição com β = 0.
Prova do item (c).

Note que

λ2V −1ρα (λ) − λ2V −1B (λ) = λ2A
α
2 V −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)λA

α
2 V −1B (λ)

= λ 3
2A

α
2 V −1ρα (λ)(Sα − 2ρI)λ

3
2A

α
2 V −1B (λ).

Recordemos que o item (a) da Proposição 5.8 garante que λ2V −1ρα (λ) é limitado uni-

formemente em λ com Reλ > 0. Também é limitado o operador λ
3
2A

α
2 V −1ρα (λ) pelo

item (e) da mesma proposição. Por �m, pela Proposição 5.11, temos para β = 0 que

λ
3
2A

α
2 V −1B (λ) é uniformemente limitado para todo λ com Reλ > 0. Portanto, está

provado o item (c). Com isso, concluímos a prova do Teorema 5.4.

2º prova do Teorema 5.4

Esta prova será baseada na fatoração da função Vρα(λ). Aqui, consideraremos

somente o caso α = 1

2
.

Seja 0 < θ < π
2 �xo e escolha ρ como sendo ρ = cos(θ), tal que 0 < ρ < 1. Para α = 1

2
decompomos Vρα(λ) em dois fatores que comutam entre si:

λ2I + 2λρA 1
2 +A = (λe−iθ +A 1

2 )(λeiθ +A 1
2 ).

Em virtude da igualdade acima, e de

(λ2I + 2λρA 1
2 +A) + λ(B − 2ρA 1

2 )

= (λe−iθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )λ(B − 2ρA 1
2 )

= (λe−iθ +A 1
2 )[I + λ(λe−iθ +A 1

2 )−1(B − 2ρA 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1](λeiθ +A 1
2 ),
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reescrevemos a expressão da função VB(λ) como

λ2I + λB +A = (λe−iθ +A 1
2 )[I + λ(λe−iθ +A 1

2 )−1(B − 2ρA 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1](λeiθ +A 1
2 ).

(5.14)

Por conveniência, escreveremos

U(λ, θ) = (λe−iθ +A 1
2 )−1(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1,

daí e de (5.14) obtemos

V −1B (λ) = (λe−iθ +A
1
2 )−1(I +U(λ, θ)(λeiθ +A 1

2 )−1.

De�na T (λ, θ) = A 1
2 (λeiθ +A 1

2 )−1, então U(λ, θ) pode ser visto como uma extensão do

operador

(λe−iθ +A 1
2 )−1(λe−iθ +A 1

2 )T ∗(λ, θ)(A 1
2BA−

1
2 − 2ρA 1

2 )T (λ, θ)

que está bem de�nido como um operador limitado em E.

Podemos então reescrever as expressões dadas em (a), (b) e (c) (explicitadas na 1ª

prova do Teorema 5.4) como sendo

A
1
2V −1B (λ)A

1
2 = A 1

2 (λeiθ +A 1
2 (I +U(λ, θ))−1A 1

2 (λe−iθ +A 1
2 )−1

λA
1
2V −1B (λ) = A

1
2 (λeiθ +A 1

2 (I +U(λ, θ))−1λ(λe−iθ +A 1
2 )−1

λ2V −1B (λ) = λ(λeiθ +A
1
2 (I +U(λ, θ))−1λ(λe−iθ +A 1

2 )−1.

Em vista das igualdades acima, para provar o teorema, tendo em mente as desigualda-

des explicitadas na primeira prova, é su�ciente provar a seguinte proposição:

Proposição 5.12. Sejam
1

2
⩽ α ⩽ 1 e ρ1 > 0, como em (H3), e escolha 0 < θ < π

2
tal

que ρ = cos(θ), então

2ρ∥A−(α− 1
2
)∥ < ρ1.

Então, para todo λ com Reλ > 0, valem as limitações uniformes:

(i) ∥λ(λe±iθ +A 1
2 )−1∥ ⩽ c1θ;

(ii) ∥A 1
2 (λe±iθ +A 1

2 )−1∥ ⩽ c2θ;

(iii) ∥(I +U(λ, θ))−1∥ ⩽ c3θ;
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onde as constantes c1θ, c2θ e c3θ dependem somente de θ.

Demonstração. Vamos começar provando (i) e (ii).

A�rmação 5.1. −A 1
2 é gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico. De fato,

recordemos que por hipótese, A é um operador autoadjunto positivo, logo A
1
2 também

é, e portanto, concluímos que A
1
2 é setorial.

Desse modo, temos

∥(µI +A 1
2 )−1∥ ⩽ M∣µ∣ ,

para todo µ ∈ Σϕ ⊂ ρ(−A
1
2 ), e,

∥A 1
2 (µI +A 1

2 )−1∥ ⩽M,

para todo µ ∈ Σϕ, pois A
1
2 (µI +A 1

2 )−1 = I − µ(µI +A 1
2 )−1 ⩽ 1 − ∣µ∣M∣µ∣ = 1 −M , onde ϕ é

um ângulo �xo, porém arbitrário
π

2
< ϕ < π, e

Σϕ = {λ ∈ C; ∣argλ∣ < ϕ}.

Então, como λ percorre todo o lado direito do plano complexo (Re λ > 0), vemos que

µ = λe±iθ ∈ Σϕ, com ϕ = π
2
+ θ + ϵ < π, para 0 < θ < π

2
.

Por �m, apresentaremos a prova do item (iii). A prova deste, no entanto, será um

pouco mais extensa que a dos outros itens, sendo assim, a dividiremos em etapas.

Antes, note que desde que A e B são autoadjuntos, temos que (U(λ, θ))∗ = U(λ, θ) e
assim,

∥(I + λU(λ, θ))−1∥ = ∥[(I + λU(λ, θ))−1]∗∥ = ∥(I + λU(λ, θ))−1∥,

vemos daí que é su�ciente provar (iii) para Reλ > 0 e Imλ ⩾ 0.
Etapa 1 Note que para todo λ com Reλ > 0, vale

0 < cθ ⩽ ∥(λeiθ +A
1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1∥ ⩽ Cθ, (5.15)

para uma constante positiva Cθ < ∞, dependendo somente de θ. De fato, pela identi-

dade do resolvente, temos

(λeiθ +A 1
2 )−1 − (λeiθ +A 1

2 )−1 = eiθ(λ − λ)(λeiθ +A 1
2 )−1(λeiθ +A 1

2 )−1.
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Assim, temos

(λeiθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1 − I = eiθ(λ − λ)(λeiθ +A 1
2 )−1

− 2ieiθIm(λ)(λeiθ +A 1
2 )−1.

Desse modo,

∥(λeiθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1∥ = ∥I − Im(λ)2ieiθ(λeiθ +A 1
2 )−1∥

⩽ ∥I∥ + ∥ − 2ieiθIm(λ)(λeiθ +A 1
2 )−1∥

= 1 + 2∣eiθ∣∣Im(λ)∥(λeiθ +A 1
2 )−1∥

⩽ 1 + 2∣Im(λ)∣M∣λ∣
⩽ 1 + 2M ⩽ kθ.

Para a desigualdade inferior, faremos os cálculos utilizando o inverso

[(λeiθ +A 1
2 )−1)(λeiθ +A 1

2 )−1]−1 = (λeiθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1.

Logo, pela análise anterior temos o resultado.

Etapa 2. De�na

⟨Qραx,x⟩ = ⟨(Sα − 2ρA)−(α−
1
2
)x,x⟩

⩾ ρ1 − 2ρ⟨A−(α−
1
2
)x,x⟩

⩾ ρ1 − 2ρ sup ∣⟨A−(α−
1
2
)x,x⟩∣

= ρ1 − 2ρ∥A−(α−
1
2
)x,x∥ ⩾ c > 0,

pois 2ρ∥A−(α− 1
2
)∥ < ρ1, logo Qρα é positivo.

Etapa 3. Usando a desigualdade (5.15) e a de�nição de U(λ, θ) temos para x ∈ E

Cθ∥(I +U(λ, θ))x∥∥x∥

⩾ ∥(I +U(λ, θ))x∥∥(λeiθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x∥

⩾ ∣⟨(I +U(λ, θ))x, (λeiθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x⟩∣

= ∣⟨(I + (λe−iθ +A 1
2 )−1(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1)x, (λeiθ +A 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1x⟩∣

= ∣⟨x, (λeiθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x⟩+

⟨(λe−iθ +A 1
2 )−1(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1)x, (λeiθ +A 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1x⟩∣.
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Para simpli�car a notação, denotaremos

J1(λ, θ, x) = ⟨x, (λeiθ +A
1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x⟩

e

J2(λ, θ, x) = ⟨(λe−iθ +A
1
2 )−1λ(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1x, (λeiθ +A 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1x⟩,

que está bem de�nido em E como segue abaixo. Desse modo, pelas desigualdades

acima vistas, temos

Cθ∥(I +U(λ, θ))x∥∥x∥ ⩾ ∣J1(λ, θ, x) + J2(λ, θ, x)∣. (5.16)

Para facilitar a notação mencionaremos apenas J1 e J2 omitindo (λ, θ, x).
Etapa 4. As seguintes propriedades de J1 serão essenciais

ReJ1 ⩾ 0 para Re λ ⩾ ∣Imλ∣

e (Im λ)(ImJ1)⩾ 0 para Reλ > 0.

De fato, de�na ξ(λ) = (λeiθ +A 1
2 )−1x e logo x = (λeiθ +A 1

2 )ξ(λ). Feito isso e movendo

(λeiθ +A 1
2 ) para a esquerda, temos

J1(λ, θ, x) = ⟨(λe−iθ +A
1
2 )(λeiθ +A 1

2 )ξ(λ), ξ(λ)⟩

= ⟨(λ2I + 2ρλA 1
2 +A)ξ(λ), ξ(λ)⟩

= λ2⟨ξ(λ), ξ(λ)⟩ + 2ρλ⟨A 1
2 ξ(λ), ξ(λ)⟩ + ⟨A 1

2 ξ(λ),A 1
2 ξ(λ)⟩.

(5.17)

Assim,

J1(λ, θ, x)

= [(Reλ)2 − (Imλ)2]∥ξ(λ)∥2 + 2ρReλ∥A 1
4 ξ(λ)∥2 + ∥A 1

2 ξ(λ)∥2 + 2i(Imλ)ρ∥A 1
4 ξ(λ)∥2.

Como Reλ ⩾ ∣Imλ∣, temos (Re λ)2 ⩾ (Imλ)2 e Reλ > 0, logo, ReJ1 ⩾ 0.
Etapa 5.Usando a de�niçao de Qρα dada na Etapa 2, reescrevemos J2 como sendo

J2(λ, θ, x) = λ⟨Qραy, y⟩ = (Reλ)⟨Qραy, y⟩ + i(Imλ)⟨Qραy, y⟩,
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onde de�nimos para x ∈ E

y = Aα
2 (λeiθ +A 1

2 )−1x.

De fato, veja que

λ⟨Qραy, y⟩ = λ⟨A−
α
2BA−

α
2 − 2ρA−(α− 1

2
))Aα

2 (λeiθ +A 1
2 )−1x,Aα

2 (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩

= λ⟨(A−α
2B − 2ρA−α

2A
1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x,Aα
2 (λeiθ +A 1

2 )−1x⟩

= λ⟨(B − 2ρA 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x, (λeiθ +A 1
2 )−1⟩

= λ⟨(λe−iθ +A 1
2 )(λe−iθ +A 1

2 )−1(B − 2ρA 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x, (λeiθ +A 1
2 )−1⟩

= λ⟨(λe−iθ +A 1
2 )−1(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1x, (λeiθ +A 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1⟩.

Note que na última igualdade temos exatamente a expressão de J2.

Juntando a Etapa 5, o cálculo para J1 feito na Etapa 4, a desigualdade obtida para

⟨Qραx,x⟩ e (Imλ)(ImJ1(λ, θ, x)) ⩾ 0 para Reλ > 0, obtemos

(ImJ1)(ImJ2) ⩾ 0. (5.18)

Etapa 6.

∣J1 + J2∣2 = (Re(J1 + J2))2 + (Im(J1 + J2))2

= (ReJ1)2 + (ReJ2)2 + 2(ReJ1)(ReJ2) + (ImJ1)2 + (ImJ2)2 + 2(ImJ1)(ImJ2)

= ∣J1∣2 + ∣J2∣2 + 2(ReJ1)(ReJ2) + 2(ImJ1)(ImJ2)

⩾ ∣J1∣2 + ∣J2∣2 + 2(ReJ1)(ReJ2).

Daí, temos dois casos a considerar:

● Para Reλ ⩾ ∣Imλ∣, temos

∣J1 + J2∣2 ⩾ ∣J1∣2 + ∣J2∣2 + 2(ReJ1)(ReJ2)

⩾ ∣J1∣2 + ∣λ∣(⟨Qραy, y⟩)2 + 2(ReJ1)(Reλ)⟨Qραy, y⟩

= (ReJ1)2 + (ImJ1)2 + ∣λ∣(⟨Qραy, y⟩)2 + 2(ReJ1)(Reλ)⟨Qραy, y⟩.

● Para 0 < Reλ ⩽ ∣Imλ∣ e para 1

2
< ϵ < 1 note que

2(ReJ1)(ReJ2) = 2(ReJ1)(Reλ)⟨Qραy, y⟩

⩾ −ϵ(ReJ1)2 −
1

ϵ
(Reλ)2(⟨Qραy, y⟩)2
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e

∣λ∣2 − 1

ϵ
(Reλ)2 = (1 − 1

ϵ
) (Reλ)2 + (Imλ)2

⩾ (1 − 1

ϵ
) (Imλ)2 + (Imλ)2

= (Imλ)2 (1 − 1

ϵ
+ 1)

= (Imλ)2 (2 − 1

ϵ
) ,

pois Reλ ⩽ ∣Imλ∣ e 1− 1
ϵ
< 0. Além disso, veja que 0 < 2− 1

ϵ
< 1 e retomando a expressão

de ∣J1 + J2∣2 temos

∣J1 + J2∣2 ⩾ (ReJ1)2 + (ImJ1)2 + ∣λ∣2(⟨Qραy, y⟩)2 − ϵ(ReJ1)2 −
1

ϵ
(Reλ)2(⟨Qραy, y⟩)2

= (1 − ϵ)(ReJ1)2 + (Imλ)2 + (⟨Qραy, y⟩)2(∣λ∣2 −
1

ϵ
(Reλ)2)

⩾ (1 − ϵ)∣J1∣2 + (⟨Qραy, y⟩)2(Imλ)2 (2 −
1

ϵ
) ,

para
1

2
< ϵ < 1.

Etapa 7. Para continuarmos com a demonstração, precisamos antes apresentar um

lema que será crucial no desenvolvimento desta.

Lema 5.13. Existe uma constante adequada
1

2
< ϵ1 < 1 tal que para todo x ∈ E e para

todo θ ∈ (0, π2 ) tem-se

∣J1(λ, θ, x) + J2(λ, θ, x)∣2 ⩾ (1 − ϵ)∣J1∣2 + (2 −
1

ϵ1
) (Imλ)2(⟨Qραy, y⟩)2

⩾ (1 − ϵ1)∥x∥4,

para Reλ > 0 e Imλ ⩾ 0.

Demonstração. Vamos dividir a prova em 3 etapas.

(i) Comecemos recordando de

J1(λ, θ, x) = ⟨x, (λeiθ +A
1
2 )−1x⟩

e de

(λeiθ +A 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1 = I − 2ieiθ(Imλ)(λeiθ +A 1
2 )−1
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assim,

J1(λ, θ, x)

= ⟨x, (I − 2ieiθ(Imλ)(λeiθ +A 1
2 )−1)x⟩

= ⟨x,x⟩ − ⟨x,2ieiθ(Imλ)(λeiθ +A 1
2 )−1x⟩

= ∥x∥2 − 2ieiθ(Imλ)⟨x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩

= ∥x∥2 − 2i(Imλ)Re(eiθ⟨x,λeiθ +A 1
2 )−1x⟩) + 2(Imλ)(Im(eiθ⟨x, (λeiθ +A 1

2 )−1x⟩

= ∥x∥2 − 2(Imλ)Im[e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩] + i2(Imλ)Re[e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1

2 )−1x⟩].

Isto implica que

∣J1(λ, θ, x)∣2

= ∥x∥4 + 4(Imλ)2∣e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩∣2 − 4∥x∥2(Imλ)Im(e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1

2 )−1x⟩)
(5.19)

onde usando a base ortonormal {en} de autovetores de A com autovalores {µn},
0 < µ1 ⩽ µ2 ⩽ ⋯, temos

e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩ = e−iθ ⟨x,

∞

∑
n=1

1

λeiθ + µ
1
2
n

⟨x, en⟩en⟩

= e−iθ
∞

∑
n=1

∣⟨x, en⟩∣2

λeiθ + µ
1
2
n

=
∞

∑
n=1

∣⟨x, en⟩∣2

λ + µ
1
2
neiθ

=
∞

∑
n=1

λ + µ
1
2
ne−iθ

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

∣⟨x, en⟩∣2.

Tomando a parte imaginária da igualdade acima e inserindo em (5.19), temos

∣J1(λ, θ, x)∣2 = ∥x∥4 + 4(Imλ)2∣e−iθ⟨x, (λeiθ +A
1
2 )−1x⟩∣2−

− 4∥x∥2(Imλ)2
∞

∑
n=1

∣⟨x, en⟩∣2

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

+ 4∥x∥2(Imλ)
∞

∑
n=1

µ
1
2
n + sen(θ)
∣λ + µ

1
2
ne−iθ∣2

.

Notamos que (Imλ) sen(θ) ⩾ 0 sob nossas presentes a�rmações.

(ii) Recordemos que

⟨Qραy, y⟩ ⩾ 0
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e

y = Aα
2 (λeiθ +A 1

2 )−1x.

Obtemos, com ρ0 > 0, que

⟨Qραy, y⟩ ⩾ ρ0∥y∥2

= ρ0∥A
α
2 (λeiθ +A 1

2 )−1x∥2

= ρ0
∞

∑
n=1

µαn

∣λeiθ + µ
1
2
∣2

n

∣⟨x, en⟩∣2

=
∞

∑
n=1

µαn

∣λ + µ
1
2
e−iθ ∣2

n

∣⟨x, en⟩∣2.

(iii) É su�ciente provar a desigualdade do lema para x ∈ E com ∥x∥ = 1. Portanto,

juntando o que �zemos nas etapas (i) e (ii), tomando
1

2
< ϵ < 1 e x ∈ E com ∥x∥ = 1,

obtemos:

(1 − ϵ)∣J1∣2 + (2 −
1

ϵ
) (Imλ)2⟨Qραy, y⟩

⩾ (1 − ϵ) [∥x∥4 + 4(Imλ)2∣e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1
2 )x⟩∣2

+4∥x∥2(Imλ)2
∞

∑
n=1

µ
1
2
n sen(θ)

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

∣⟨x, en⟩∣2 − 4∥x∥2(Imλ)2
∞

∑
n=1

∣⟨x, en⟩∣2

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
+ (2 − 1

ϵ
) (Imλ)2ρ0

∞

∑
n=1

µn

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

∣⟨x, en⟩∣2.

Distribuindo,

(1 − ϵ)∣J1∣2 + (2 −
1

ϵ
) (Imλ)2⟨Qραy, y⟩

= (1 − ϵ)∥x∥4 + 4(1 − ϵ)(Imλ)2∣e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩∣2

+ 4(1 − ϵ)∥x∥4(Imλ)
∞

∑
n=1

µ
1
2
n sen(θ)
∣λ + µ

1
2
ne−iθ∣

− 4(1 − ϵ)(Imλ)2
∞

∑
n=1

∣⟨x, en⟩∣2

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

+ (2 − 1

ϵ
) (Imλ)2ρ0

∞

∑
n=1

µαn

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

∣⟨x, en⟩∣2

= (1 − ϵ) + 4(1 − ϵ)(Imλ)2∣e−iθ⟨x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩∣2

+ 4(1 − ϵ) sen(θ)(Im λ)
∞

∑
n=1

µ
1
2
n

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣

∣⟨x, en⟩∣2 + (Imλ)2
∞

∑
n=1

(2 − 1

ϵ
)ρ0µαn − 4(1 − ϵ)

∣λ + µ
1
2
ne−iθ∣2

∣⟨x, en⟩∣2.
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Denotemos fnα(ϵ) = (2 −
1

ϵ
)ρ0µαn − 4(1 − ϵ) para

1

2
< ϵ < 1. Nosso objetivo agora é

mostrar que são não negativos os termos do lado direito da última igualdade acima.

Para isso, basta mostrarmos que existe
1

2
< ϵ1 < 1 tal que fnα(ϵ1) ⩾ 0 para todo n. Com

efeito, recordemos que a sequência {µn} é tal que 0 < µ1 ⩽ µ2 ⩽ ⋯, então temos

fnα(ϵ) ⩾ f1α(ϵ) = −4(1 − ϵ) + (2 −
1

ϵ
)ρ0µα1 .

Agora, queremos determinar ϵ1 de modo que f1α ⩾ 0. Note que

(2 − 1

ϵ
)ρ0µα1 − 4(1 − ϵ) ⩾ 0⇔ 2ρ0µ

α
1 −

1

ϵ
ρ0µ

α
1 − 4 + 4ϵ ⩾ 0

⇔ 2ρ0µ
α
1 ϵ − ρ0µα1 − 4ϵ + 4ϵ2 ⩾ 0.

Desde que f1α(ϵ) é estritamente crescente e f1α(1) = µα1ρ0 > 0 e dos cálculos feitos

acima, vemos que para obter o que queremos basta escolhermos ϵ1 tal que

1 > ϵ1 > −
(ρ0µα1 − 2) +

√
(ρ0µα1 )2 + 4

4
> 1

2
.

Logo, para este ϵ1, temos fnα(ϵ1) > 0 e portanto, obtemos ∣J1 + J2∣2 ⩾ (1 − ϵ). E

concluímos a prova do lema.

Etapa 8. Agora, tendo conhecimento do lema apresentado na Etapa 7, e da de-

sigualdade (5.16), temos para todo x ∈ E e todo λ com Reλ > 0 e Imλ ⩾ 0 a seguinte

limitação uniforme

∥(I + λU(λ, θ))x∥∥x∥ ⩾ (1 − ϵ1)
1
2

Cθ
∥x∥2. (5.20)

Logo, de (5.20) a �m de concluir o item (p), resta veri�car que R(I + λU(λ, θ)) = E.
Isso é facilmente checado, de (5.20) e por veri�car que (relembrando a de�nição de

U(λ, θ)) o núcleo do operador adjunto

(I + λU(λ, θ))∗ = I + λ(λe−iθ +A 1
2 )−1(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1

é o subespaço trivial. De fato, note que se x ∈ ker((I + λU(λ, θ))∗), então

(I + λU(λ, θ))∗x = 0 Ô⇒ λ(λe−iθ +A 1
2 )−1(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1x = −x, (5.21)

para λ �xo com Reλ > 0. Precisamos mostrar que x = 0. Vamos começar multiplicando
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a igualdade em (5.21) pelo operador limitado (λe−iθ +A 1
2 )−1(λe−iθ +A 1

2 ), temos

(λe−iθ +A 1
2 )−1λ(B − 2ρA 1

2 )(λeiθ +A 1
2 )−1x = −(λe−iθ +A 1

2 )−1(λe−iθ +A 1
2 )x.

Agora, tomando o produto interno por x

λ⟨(B − 2ρA 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩ = −⟨x, (λeiθ +A 1

2 )−1(λeiθ +A 1
2 )x⟩

= −J1(λ, θ, x).
(5.22)

Tomando a parte imaginária da igualdade acima e multiplicando por (Imλ) temos

(observando que o produto interno do lado esquerdo é real)

(Imλ)2⟨(B − 2ρA 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩ = Imλ(ImJ1).

Como já vimos, Imλ(ImJ1) ⩾ 0, logo −Imλ(ImJ1) ⩽ 0 para λ com Reλ > 0. Desse

modo, concluímos que ambos os lados da igualdade são iguais a zero. Daí, temos

● Se Imλ ≠ 0, temos (λeiθ +A 1
2 )−1x = 0 e logo x = 0.

● Se Imλ = 0, usando a parte real de (5.22), obtemos

Reλ⟨(B − 2ρA 1
2 )(λeiθ +A 1

2 )−1x, (λeiθ +A 1
2 )−1x⟩ = −ReJ1

e assim, concluímos novamente que ambos os lados da igualdade são iguais a zero, e

portanto concluímos que x = 0, como no caso anterior. Desse modo, obtemos

∥[I + λU(λ, θ)]−1∥ ⩽ (1 − ϵ1)
1
2

Cθ
∥x∥,

para λ com Reλ > 0 e Imλ ⩾ 0. Mas, pelas observações feitas no início da demonstração

deste item, segue o resultado para todo λ com Reλ > 0.

5.1.4 O caso α = 1
2
.

Prova do A.8.

Façamos algumas apresentações preliminares.

Seja {E ,F} um par de espaços de Hilbert possuindo propriedades análogas ao par

{E,F}. Seja A um operador linear contínuo de F em F e de E em E , isto é, A ∈
L(E;E) ∩ L(F ;F). Dito isso, apresentamos o seguinte teorema:
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Teorema 5.14. Seja A um operador linear como de�nido acima, então

A ∈ L([E,F ]θ; [E ,F]θ) (5.23)

para todo θ com 0 < θ < 1.

Demonstração. Ver [22].

Vamos começar mostrando que o operador ΛB gera um semigrupo analítico de

contrações em Z = D(A 1
4 ) × [D(A 1

4 )]′ com as normas de�nidas em (5.1), depois em

F = D(A 3
4 ) ×D(A 1

4 ) com a norma de�nida na primeira linha de (5.1). E daí, usamos

interpolação. Mais precisamente, aplicamos o Teorema 5.23, para a caracterização

de Hille-Yosida em Z e F de (λI − ΛB)−1. Portanto, obtemos que para todo λ no

complementar Σc de um setor triangular adequado

Σ = {λ ∈ C; ∣argλ∣ > θ0,
π

2
< θ0 < 2π}

o operador (λI −ΛB)−1 é contínuo do espaço de interpolação

[F,Z]θ = [D(A
3
4 ) ×D(A 1

4 ),D(A 1
4 ) ×D(A 1

4 )′]θ
=D(A 3

4
− θ

2 ) ×D(A 1
4
− θ

2 )

nele mesmo e satisfaz aqui a caracterização de Hille-Yosida, isto é,

∥(λI −ΛB)−1∥L([F,Z]θ) ⩽
C

∣λ∣ .

É claro que o semigrupo fortemente contínuo de contrações gerado por ΛB em X, se

estende, a Z e se restringe a F . Trataremos agora da analiticidade do semigrupo.

ΛB gera um semigrupo analítico em Z.

Devemos provar que existe uma constante positiva C tal que para λ com Reλ > 0,
vale a seguinte limitação uniforme

∥(λI −ΛB)−1∥L(Z) =
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A
1
4 0

0 A
1
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

I − V −1B (λ)A λV −1B (λ)
−λV −1B (λ)A λ2V −1B (λ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A−
1
4 0

0 A
1
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXL(W )
⩽ C,

onde W = E × E; ou equivalentemente, que existe M ⩾ 1 tal que para todo λ com

162



5. Aplicações

Reλ > 0 temos:

∥A 1
4V −1B (λ)A

3
4 ∥ ⩽M (5.24)

∥λA 1
4V −1B (λ)A

1
4 ∥ ⩽M (5.25)

∥λ2A− 1
4V −1B A

1
4 ∥ ⩽M. (5.26)

Durante esta seção, por conveniência, iremos considerar α = 1

2
e escrever V −1ρ (λ), S,

etc., ao invés de V −1ρα (λ), Sα, etc. Além disso, reduziremos o trabalho invocando o

Lema 5.10.

Para provar as desigualdades (5.24-5.26), estabeleceremos respectivamente, as seguintes

identidades

A
1
4V −1B (λ)A

3
4 = [I + λA 1

2V −1ρ (λ)(S − 2ρI)]A
1
4V −1B (λ)A

3
4

λA
1
4V −1ρ (λ)A

1
4 = [I + λA 1

2V −1ρ (λ)(S − 2ρI)]λA
1
4V −1B (λ)A

1
4

λ2A−
1
4V −1ρ (λ)A

1
4 = λ2A− 1

4V −1B (λ)A
1
4 [I + (S − 2ρI)λA 1

2V −1ρ (λ)].

Com isso, aplicamos o Lema 5.10 com α = 1

2
, nas identidades acima, e resta mostrar

que os operadores A
1
4V −1B (λ)A

3
4 , λA

1
4V −1B (λ)A

1
4 e λ2A−

1
4V −1B (λ)A

1
4 . Mas, isto já está

feito na primeira prova do Teorema 5.4, com algumas alterações simples. E assim,

concluímos o resultado.

ΛB gera um semigrupo analítico em F .

Aqui, devemos provar que existe uma constante positiva C tal que para todo λ com

Reλ > 0 a seguinte limitação uniforme vale

∥(λI −ΛB)−1∥L(F ) =
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A
3
4 0

0 A
3
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

I − V −1B (λ)A λV −1B (λ)
−λV −1B (λ)A λ2V −1B (λ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A−
3
4 0

0 A
3
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXL(W )
⩽ C.

Ou equivalentemente, que existe M ⩾ 1, tal que para todo λ com Reλ > 0, temos

∥A 3
4V −1B (λ)A

1
4 ∥ ⩽M

∥λA 3
4V −1B (λ)A−

1
4 ∥ ⩽M

∥λA 1
4V −1B (λ)A

1
4 ∥ ⩽M

∥λ2A 1
4V −1B (λ)A−

1
4 ∥ ⩽M.

Note que para provar as desigualdades acima, começamos observando que (i), (ii) e
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(iv) são equivalentes as da primeira seção, simplesmente tomando o adjunto destes

operadores e usando o fato que [V −1B (λ)]∗ = V −1B (λ), e Reλ =Re(λ).
Para a desigualdade (iii), lembramos que

V −1ρ (λ) − V −1B = V −1ρ (λ)(VB(λ) − Vρ(λ))V −1B (λ)

e assim, temos

λA
3
4V −1ρ (λ)A−

1
4 − λA 3

4V −1B A−
1
4

= λA 3
4V −1ρ (λ)(B − 2ρA

1
2 )λV −1B (λ)A−

1
4

= AV −1ρ (λ)(S − 2ρI)λ2A
1
4V −1B (λ)A−

1
4 .

Agora, aplicamos o item (c) da Proposição 5.8, e a desigualdade dada na Proposição

5.11 com α = 1

2
= −β, e assim, concluímos o resultado, pois (S − 2ρI) ∈ L(E) como já

vimos anteriormente.

5.2 Operador de ondas fortemente amortecidas

Nesta seção, apresentaremos um exemplo de operador matricial que é setorial em

um produto cartesiano de espaços de potências fracionárias.

Antes do resultado principal, faremos algumas considerações iniciais.

Recordemos que, dado um número complexo λ ≠ 0, o número arg(λ) é o único número

real γ ∈ (−π,π) tal que

λ = ∣λ∣eiγ.

É claro que arg(ρλ) = arg(λ), para todo λ ∈ C∖{0} e ρ ∈ (0,∞). Além disso, a função

∣arg∣ ∶ C ∖ {0} → R

λ↦ ∣arg(λ)∣

é contínua. Dado φ ∈ (0, π2 ) e a ∈ R, seja Σa,φ = {λ ∈ C; ∣arg(λ − a)∣ > φ e λ ≠ a}. Se

a′ < a, então vemos facilmente que Σa′,φ ⊂ Σa,φ. Além disso, dado C > 0 existe um

a′0 < a tal que ∣λ − a∣ > C para todo a′ ⩽ a′0 e λ ∈ Σa′,φ.

Lema 5.15. Seja α > 0. Para todo φ′ ∈ (φ,π) existe um C > 0 tal que para todo
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λ ∈ Σa,φ′ com ∣λ − a∣ ⩾ C,

∣arg ( λ2

λ − α − a)∣ > φ.

Demonstração. Suponha por contradição que existe uma sequência λk ∈ Σa,φ′ com

∣λk − a∣ → ∞, quando k →∞, tal que

para k ∈ N, ∣arg ( λk
2

λk − α
− a)∣ ⩽ φ

podemos assumir que
λk − a
∣λk − a∣

→ µ ∈ C ∖ {0}. Pela continuidade de ∣arg∣, e pelas

considerações feitas no início dessa seção, temos

∣arg(λk − a)∣ = ∣arg (
λk − a
∣λk − a∣

)∣ → ∣arg(µ)∣,quandok →∞.

Mas, ∣arg(λk − a)∣ ⩾ φ′, logo ∣arg(µ)∣ ⩾ φ′.
Por outro lado, note que

λk
2

λk − α
− a = (λk − a)

1

1 − α
λk

+ aα

λk − α

e 1
1− α

λk

→ 1 e aα
λk−α

→ 0, quando k →∞. Daí, segue que

λ2k
(λk − α)∣λk − a∣

− a

∣λk − a∣
→ µ,

então, fazendo a→ 0+ e usando novamente a continuidade de ∣arg∣, temos

φ ⩾ ∣arg ( λ2k
λk − α

− a)∣ = ∣arg ( λ2k
(λk − α)∣λk − α∣

− a

∣λk − a∣
)∣ → ∣arg(µ)∣ ⩾ φ′,

o que é uma contradição pela determinação de φ′.

Lema 5.16. (i) Existem constantes C > 0 e d > 0 tais que para todo λ ∈ C com

∣λ − a∣ > C, e α > 0

∣ λ
2

λ − α − a∣ ⩾ d.

(ii) Se S ⊂ C e f ∶ S → C é tal que d ∶= inf
λ∈S
∣f(λ)−z0∣ > 0 para algum z0 ∈ C, então existe
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um M > 0 tal que

∀ λ ∈ S, ∣ f(λ)
f(λ) − z0

∣ ⩽M.

Demonstração. (i) Note que

∣ λ
2

λ − α − a∣ = ∣(λ − a)
1

1 − α
λ

+ aα

λ − α ∣ → +∞

quando ∣λ − a∣ → +∞, e assim concluímos o resultado.

(ii) Desde que

z

z − z0
→ 1,

quando ∣z∣ → +∞, existe um M0 > 0 com a propriedade de que z
z−z0
< 2 sempre que

∣z∣ >M0. Logo, para todo λ ∈ S, se ∣f(λ)∣ >M0, então ∣ f(λ)
(f(λ)−z0)

∣ < 2, e se ∣f(λ)∣ ⩽M0,

então

∣f(λ)∣
∣f(λ) − z0∣

⩽ M0

∣f(λ) − z0∣
⩽ M0

d
.

Por �m, vamos considerar E um espaço de Banach sobre um corpo K e um operador

linear A ∶D(A) ⊂ E → E estritamente positivo, autoadjunto, com resolvente compacto,

e setorial do tipo (a,φ,M). Dito isso, podemos então enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.17. Sejam α > 0 e B ∶ D(B) ⊂ E × E → Eβ × Eσ, onde 0 ⩽ σ ⩽ β ⩽ 1,

de�nido por

D(B) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Eβ ×Eσ; αu + v ∈ E1+σ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

e

B
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−v
A(αu + v)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Então, B é setorial do tipo (b,φ′,M ′) para algum b ∈ R, φ ∈ (0, π2 ) e M ′ > 0.

Demonstração. Desde que A é setorial do tipo (a,φ,M), temos Reσ(A) ⩾ a > 0. Nosso
objetivo é mostrar que existem um setor Σb,φ′ ⊂ ρ(B) para algum b ∈ R, φ′ ∈ (0, π2 ) e
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M ′ ∈ (0,∞) tal que para todo λ ∈ Σb,φ′ , temos

∥(λI −B)−1∥L(Eβ×Eσ ,Eβ×Eσ) ⩽
M ′

∣λ − b∣ .

Vamos começar invocando o Lema 5.15 para um φ′ ∈ (φ, π2 ) �xado, e assim existe C > 0
tal que

λ2

λ − α ∈ Σa,φ,

para todo λ ∈ ΣC = Σa,φ′ ∩ {λ ∈ C; ∣λ − a∣ > C}. Tome λ ∈ ΣC .

A�rmação 5.2. λ ∈ ρ(B).

De fato, seja
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈D(B) com (λI −B)

⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
= 0. Vamos mostrar que

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. Note

que, desde que (λI −B)
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
= 0, temos

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λu + v
−αAu + (λI −A)v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Daí, obtemos λu = −v e através de cálculos simples, vemos que ( λ2

λ − αI −A)u = 0,

disso e da escolha de λ segue que u = 0. Portanto v = 0.
Usando novamente o fato de que ( λ2

λ − α) ∈ ρ(A), graças à escolha de λ, podemos

facilmente veri�car que (λI−B) é sobrejetivo, e portanto, como B é fechado, concluímos

que λ ∈ ρ(B). Daí, vemos que é possível falar de (λI −B)−1 e além disso, temos

(λI −B)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λI −A
λ2I − λA + αA − I

λ2I − λA + αA
αA

λ2I − λA + αA
λ

λ2I − λA + αA

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Logo, para
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Eβ ×Eσ, temos

(λI −B)−1
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λI −A
λ2I − λA + αAu −

I

λ2I − λA + αAv
αA

λ2I − λA + αAu +
λ

λ2I − λA + αAv

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Por conveniência, escreveremos

(λI −B)−1
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

λ − α (u −
αλ

λ − αp − q)

− α

λ − αu +
λ

λ − α (
αλ

λ − αp + q) ,

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

onde p = ( λ2

λ − αI −A)
−1

u e q = ( λ2

λ − αI −A)
−1

v. Assim, calculando as normas das

entradas de (λI −B)−1 em seus devidos espaços, temos

∥ 1

λ − α (u −
αλ

λ − αp − q)∥Eβ

⩽ ∥u∥Eβ

∣λ − α∣ +
α∣λ∣
∣λ − α∣2 ∥p∥Eβ + ∥q∥Eβ

∣λ − α∣

⩽ ( 1

∣λ − α∣ +
α∣λ∣M

∣λ − α∣2∣µ − a∣) ∥u∥Eβ + M1

∣λ − α∣ ∥µq − v∥E
σ

⩽ ( 1

∣λ − α∣ +
α∣λ∣M

∣λ − α∣2∣µ − a∣) ∥u∥Eβ + M1

∣λ − α∣ (∣µ∣
M

∣µ − a∣ + 1)∥v∥E
σ

= 1

∣λ − α∣ (1 +
αM

∣λ∣
∣µ∣
∣µ − a∣) ∥u∥Eβ + M1

∣λ − α∣ (1 +M
∣µ∣
∣µ − a∣) ∥v∥E

σ ,

onde M1 = ∥Aβ−1−σ∥ e µ = λ2

λ − α . Além disso, recordemos que

A(µI −A)−1 = µ(µI −A)−1 − I. Agora, calculemos a norma da outra entrada

∥− α

λ − αu +
λ

λ − α (
αλ

λ − αp + q)∥Eσ

⩽ α

∣λ − α∣ ∥u∥E
σ + ∣λ∣
∣λ − α∣

α∣λ∣
∣λ − α∣ ∥p∥E

σ + ∣λ∣
∣λ − α∣ ∥q∥E

σ

= αM2

∣λ − α∣ ∥u∥Eβ + ∣µ∣α∣λ − α∣ ∥p∥E
σ + ∣λ∣
∣λ − α∣ ∥q∥E

σ

⩽ αM2

∣λ − α∣ ∥u∥Eβ + α

∣λ − α∣
M ∣µ∣
∣µ − a∣M2∥u∥Eβ + ∣λ∣

∣λ − α∣
M

∣µ − a∣ ∥v∥E
σ

= αM2

∣λ − α∣ (1 +
M ∣µ∣
∣µ − a∣) ∥u∥Eβ + M∣λ∣

∣µ∣
∣µ − a∣ ∥v∥E

σ ,

onde M2 = ∥Aσ−β∥.
Agora, usando a parte (i) do Lema 5.16 e fazendo C su�cientemente grande, invocamos

a parte (ii) deste mesmo lema, para obter M3 > 0 tal que,
∣µ∣
∣µ − a∣ ⩽ M3 para λ ∈ ΣC ,

onde µ é como de�nido acima.

Pelas observações feitas no início da seção, temos que existe b < 0 com b < a tal que
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Σb,φ′ ⊂ ΣC . Agora, seja M4 > 0, tal que para cada λ ∈ Σb,φ′ , temos

max(∣λ − b∣∣λ∣ ,
∣λ − b∣
∣λ − α∣ ,

1

∣λ∣) ⩽M4.

Logo, pelos cálculos e considerações feitos acima, temos para todo λ ∈ Σb,φ′ e
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Eβ ×Eσ:

XXXXXXXXXXXX
(λI −B)−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXEβ×Eσ

⩽ M4(1 + αMM4M3)
∣λ − b∣ ∥u∥Eβ + M1M4(1 +MM3)

∣λ − b∣ ∥v∥Eσ

+ αM2M4(1 +MM3)
∣λ − b∣ ∥u∥Eβ + MM4M3

∣∣λ − b∣ ∥v∥E
σ

⩽ M ′

∣λ − b∣

XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

u

v

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXEβ×Eσ

,

para uma constante M ′ > 0.
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Apêndice A

Resultados básicos

Teorema A.1 (do grá�co fechado). Sejam E e F espaços de Banach sobre um corpo

K. Seja A um operador linear de E em F . Assuma que A é fechado, então A é

limitado.

Demonstração. Ver [4].

Teorema A.2. Seja fn uma sequência de funções contínuas em um domínio D. Su-

ponha que fn converge uniformemente em D para uma função f . Então f é contínua

em D.

Demonstração. Ver [21].

Teorema A.3 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja (X,Σ, µ) um
espaço mensurável. Seja {fn} uma sequência de funções mensuráveis assumindo valores

complexos. Suponha que {fn} converge pontualmente para uma função f , e é dominada

por uma função integrável g no seguinte sentido:

∣fn(x)∣ ⩽ g(x)

para todo n ∈ N e x ∈X. Então, f é integrável (no sentido de Lebesgue) e

lim
n→∞
∫
X
fndµ = ∫

X
fdµ.

Demonstração. Ver [3].

Teorema A.4 (Teorema dos resíduos). Se f é uma função analítica numa região G,

exceto nas singularidades isoladas a1, a2, ..., an. Se γ é uma curva fechada reti�cável

em G que não passa por nenhum dos pontos ak e se γ ≈ 0 em G então

1

2πi ∫γ f =
n

∑
k=1

n(γ;ak)Res(f ;ak).
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Demonstração. Ver de [10].

Lema A.5. ∫
∞

−∞

sin(t)
t

dt = π.

Demonstração. Ver [10].

Lema A.6 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f ∶ R→ C uma função integrável, então

lim
N→∞

∫
∞

−∞
f(x) cos(Nx)dx = lim

N→∞
∫
∞

−∞
f(x) sin(Nx)dx = 0

ou equivalentemente

lim
N→∞

∫
∞

−∞
f(x)eiNxdx = 0.

Demonstração. Ver [17].

Lema A.7. Seja f ∶ R→ C tal que R ∋ t↦ f(t)
1+∣t∣ ∈ C é integrável e

∫
1

−1
∣f(t) − f(0)

t
∣dt < ∞,

então

∫
∞

−∞
f(t)sin(Nt)

πt
dt→ f(0)

quando N → +∞.

Demonstração. Ver [5].

Teorema A.8. Seja fn uma sequência de funções diferenciáveis em um intervalo I.

Assuma que

(i) fn(x) → f(x) ∀ x ∈ I;

(ii) f ′n converge uniformemente para uma função g em I.

Então f é diferenciável em I e f ′ = g em I.

Demonstração. Ver [21].

Teorema A.9 (Teorema da aproximação de Weierstrass). Seja E = C([0,1]) munido

da norma do supremo e seja P = P ([0,1]) o espaço dos polinômios em [0,1]. Então

P é um subespaço denso de E.
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Teorema A.10 (Princípio da Limitação Uniforme). Sejam E e F espaços de Banach

sobre um corpo K e seja {Ti}i∈L uma família (não necessariamente enumerável) de

operadores lineares limitados de E em F . Assuma que

∀ x ∈ E, sup
i∈L
∥Tix∥ < ∞.

Então,

sup
i∈L
∥Ti∥L(E,F ) < ∞

Demonstração. Ver [4].

Lema A.11. Seja φ uma função contínua que é diferenciável a direita em [a, b). Se

a derivada a direita de φ é contínua a direita em [a, b), então φ é continuamente

diferenciável em [a, b).

Demonstração. Ver [21].

Teorema A.12. Seja f ∶ A × [α,β] → X, onde A ⊂ C é um aberto conexo e f é

contínua. Se para todo t ∈ [α,β] a função f(⋅, t) é analítica em A, então

T (z) = ∫
β

α
f(z, t)dt, z ∈ A

é também analítica em A.

Demonstração. Ver apêndice de [12].

Teorema A.13. Assuma que fn ∶ A → X, n ∈ N, são funções analíticas, onde A ⊂ C
é um aberto conexo. Se a sequência fn converge quase uniformemente em A para uma

função f ∶ A→X, então f é uma função analítica em A.

Demonstração. Ver apêndice de [12].

Teorema A.14. Seja fn ∶ A → X uma sequência de Cauchy quase uniformemente.

Então existe uma função f ∶ A → X tal que fn converge quase uniformemente e quase

sempre para f .

Demonstração. Ver apêndice de [12].

Teorema A.15 (Lema de Riesz). Sejam Y e Z subespaços de um espaço normado X.

Suponha que Y é fechado e é um subconjunto próprio de Z. Então, para todo número

real θ no instervalo (0,1) existe z ∈ Z, tal que

∥z∥ = 1, e ∀y ∈ Y, ∥z − y∥ ⩾ θ.
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Demonstração. Ver [4].
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