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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar aplicagoes do método conforme ao problema
de Bernstein estavel e problemas de Pinching para imersoes na esfera. Num primeiro
plano, abordaremos os resultados de Catino, Mastrolia & Roncoroni [4] que, através
de uma apropriada mudanca conforme, demonstram uma solucdao para o problema
de Bernstein estavel em dimensao n = 3: as hipersuperficies minimas, completas,
imersas, orientdveis e estaveis em R* sdo hiperplanos. Além disso, utilizando as ideias
do mesmo trabalho, veremos que nao existem hipersuperficies minimas estaveis imersas
em variedades Riemannianas completas de dimensao n < 6 com curvatura seccional
nao negativa e curvatura de Ricci uniformemente positiva. Em seguida, trataremos dos
resultados de Magliaro, Mari, Roing & Savas-Halilaj [26] que, também se valendo de
uma apropriada mudanca conforme, demonstram alguns resultados de pinching para
subvariedades completas e imersas na esfera. Em particular, tal técnica generaliza
classicos resultados de pinching que sao verificados em subvariedades compactas, tais
quais [7], [1] e [30].

Palavras-chave: Método Conforme; Problema de Bernstein; Pinching.



Abstract

The goal of this work is to study applications of the conformal method to the stable
Bernstein problem and pinching problems for immersions in the sphere. First, we
address the results of Catino, Mastrolia & Roncoroni [4], who, through an appropriate
conformal change, prove u solution for the stable Bernstein problem in dimension
n = 3: the complete, orientable, stable, minimal hypersurfaces immersed in R* are
hyperplanes. Furthermore, using the ideas from the same work, we will show that there
are no stable minimal hypersurfaces immersed in complete Riemannian manifolds of
dimension n < 6 with non-negative sectional curvature and uniformly positive Ricci
curvature. Next, we discuss the results of Magliaro, Mari, Roing & Savas-Halilaj [26],
who, also relying on an appropriate conformal change, prove some pinching results for
complete submanifolds immersed in the sphere. In particular, this technique generalizes
classical pinching results that are verified for compact submanifolds, such as those in
[7, [1], and [30].

Keywords: Conformal Method; Berstein Problem; Pinching.
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Introducao

E bem conhecido da literatura que uma superficie minima M? C R? pode ser

expressa, localmente, como o grafico I'(u) de uma solugao u : U C R? — R da equagao
(1 + g )ty — 2ugtiytey + (1+ ugz/)um =0, (1)

onde é chamada a equacao das superficies minimas. Em 1914, S. Bernstein mos-
trou que um grafico minimo completo (isto ¢, definido em todo o U = R?) em R3 é
necessariamente um plano. Para generalizar este fato em dimensoes superiores, surgiu

o chamado Problema de Bernstein, enunciado da seguinte forma:

Se o grdfico T'(u) da fungdo u : R™ — R € uma hipersuperficie minima completa

em R™™ T'(u) tem que ser necessariamente um hiperplano?

Muitos matematicos famosos trabalharam neste problema nos anos sessenta, e a
resposta do mesmo é sim para n < 7. Em particular, Fleming [19] deu uma nova
demonstragao para o caso n = 2 em 1962, de Giorgi [14] provou para n = 3 em 1965,
Almegren [2] para n = 4 em 1966 e Simons resolveu os trés casos restantes, isto é,
para, 5 < n < 7, em 1968. Entretanto, em 1969 Bombieri, de Giorgi & Giusti [3],
mostraram que, para n > 8, existem graficos minimos completos em R"*! que nao sao
hiperplanos.

Uma vez que graficos minimos sdo estaveis (este conceito sera definido posterior-
mente), uma generalizagao natural do problema classico de Bernstein, é o Problema de

Bernstein Estdvel, formulado da seguinte maneira:

Se M™ — R" ¢ uma hipersuperficie minima estdvel, completa, orientdvel, iso-

metricamente imersa, M"™ tem que ser necessariamente um hiperplano?

No caso n = 2 a resposta positiva foi dada em trés artigos diferentes, publicados
por volta do mesmo periodo de tempo entre 1979 e 1981, por do Carmo & Peng [16] em
1979, Fischer-Colbrie & Schoen [21] em 1980 e Pogorelov [28] em 1981. Entretanto, os



resultados de Bombieri, de Giorgi & Giusti [3], juntamente com o resultado de Hardt &
Simons [22], mostram que a resposta a generaliza¢ao é ndo, se n > 7. Até recentemente,
sem hipodteses adicionais, os casos restantes, 3 < n < 6, ainda estavam em aberto. Em
2021 Chodosh & Li [10] (ver também [9]) provaram que:

Teorema 0.1. Uma hipersuperficie minima estdvel M3 — R* completa, orientdvel,

isometricamente imersa € um hiperplano.

Nesta dissertacao, fornecemos uma prova completamente diferente de Chodosh &
Li, com base no artigo Two rigidity results for stable minimal hypersurfaces [4], de Gi-
ovanni Catino, Paolo Mastrolia & Alberto Roncoroni. A ideia é fazer uma deformagao

conforme na métrica de (M, g), da seguinte forma

g =u*y,

para k > 0 e u € C*°(M) uma fungao positiva que é solucao de
A o 2
—RgU = ‘A’gu7

onde A é a segunda forma fundamental de M. A estabilidade de M garante a existéncia
de tal funcao u pela Proposicao Por meio de férmulas conhecidas na literatura
sobre métricas conformes, uma estimativa de volume e estimativas integrais, conclui-se
que |A| =0 em M, ou seja, M é totalmente geodésica. Com isso e, com as hipéteses
feitas sobre M chega-se que M deve ser um hiperplano em R*. Os casos n = 4,5
do problema foram provados recentemente em 2024, respectivamente por Chodosh, Li,
Paul Minter & Douglas Stryker em [12] e por Laurente Mazet em [25]. O caso em que
n = 6 ainda estd em aberto.

O segundo resultado ainda com base em [4], diz respeito a hipersuperficies minimas
com indice finito. Lembramos que uma imersao minima M" — (Mnﬂ, h) tem indice
finito se o nimero de autovalores negativos (contados com multiplicidade) do operador

de Jacobi (ou operador de estabilidade),
Ly = A+]A? + Ric,(N,N)

for finito, em particular, a estabilidade implica em indice finito (igual a zero), acima
Ricy, é o tensor de Ricci de (M, h). Antes de apresentar o préximo resultado, precisamos
introduzir a nogao do tensor de curvatura bi-Ricci definida em [34]: dados dois vetores

tangentes ortonormais u, v definimos

BRicp(u,v) = Ricy(u,u) + Ricy(v,v) — Kp(u,v),

3



onde Kp(u,v) denota a curvatura seccional do plano gerado por u e v. O segundo

resultado é o seguinte:

—n—+1 , . . ~
Teorema 0.2. Se (M ", h) € uma variedade completa de dimension+1, n <5, com
curvatura seccional nao negativa e curvatura bi-Ricci uniformemente positiva ou cur-
vatura de Ricci uniformemente positiva. Entao toda hipersuperficie minima, completa,

. , . —n+1 . . .
orientdvel, imersa M™ — (M~ ", h) com indice finito deve ser compacta.

A demonstracao é feita por contradicao, supondo que M"™ é nao compacta. Como

consequéncia ainda é obtido o seguinte resultado.

,e n+1 , . . ~
Corolario 0.3. Se (M, h) é uma variedade completa de dimensao n + 1, n < 5,
com curvatura seccional nao negativa e curvatura de Ricci uniformemente positiva,

entao nao existe hipersuperficie minima estavel, completa, orientavel, imersa M"™ —

31" h).

Inspirado na técnica utilizada na demonstracao do Teorema [0.2) Marco Magliaro,
Luciano Mari, Fernanda Roing & Andreas Savas-Halilaj em [26] deram extensoes de
resultados classicos da literatura sob a hipdtese de compacidade, para uma condicao
mais fraca, a de completude. Mais precisamente, consideremos, f : M"™ — S"? n > 2,
uma subvariedade imersa sem fronteira, onde S"*? denota a esfera unitdria de dimensao
n + p. De acordo com um resultado seminal devido a Simons [31], se M™ é compacta,

minima e sua segunda forma fundamental A satisfaz

AP < )

2p—1
entdo |[A] = 0 ou |A]* = 5o Se [A] = 0, entdo M™ é uma grande esfera, e se
|A|? = 5,07+ uma caracterizacao foi dada por Lawson [23] (em codimensdo p = 1) e

por Chern, do Carmo & Kobayashi [7]: M™ é um toro de Clifford dado por

T = S*(\/k/n) x S"™F(\/(n —k)/n) = S"T' ke {l,...,n—1},

ou M™ é uma superficie de Veronese em S*.

Para estender tais resultados, para subvariedades compactas com curvatura média
paralela e diferente de zero, um problema analogo foi abordado por Santos [30] tomando
p > 2. Em codimensao p = 1, considera-se o tensor de umbilicidade ® : T,M x T, M —
R definido por ® = A — Hg, onde g é a métrica Riemanniana de M™ e H > 0 a
curvatura média. Supondo que |®|*> < b*(n, H), onde b(n, H) é a raiz positiva do
polinomio

Promy(z) = %+ Hx — n(H2 +1). (3)



Alencar & do Carmo [1] provaram que |®| =0 e M™ é uma esfera ou |®| = b(n, H) e

M™ é um toro de Clifford minimo ou um toro da forma
S*H(r) x SH (V1 —12) < §™F,

de raio apropriado r € (0,1). Este exemplo em particular é chamado H(r) — torus.
Nessa dire¢ao, nosso objetivo é abordar os resultados mencionados acima para sub-
variedades completas, possivelmente ndo compactas, com base no artigo [26]. O mesmo
¢ inspirado nos trabalhos de Fischer-Colbrie [20] e Catino, Mastrolia & Roncoroni [4],
tendo como idéia geral uma mudanca conforme da métrica de M"™ por uma poténcia
de fungao adequada para mostrar que M" é compacta e em seguida dar a sua caracte-

rizacao pelos resultados anteriores. Primeiro vamos abordar o caso de hipersuperficies.

Teorema 0.4. Seja f : M™ — S"™! wuma hipersuperficie completa imersa com curva-
tura média constante H > 0. Suponha que a norma ao quadrado |®|* da parte sem
trago da sequnda forma fundamental de M™ satisfaca |®|* < b*(n, H), onde b(n,H) é

a raiz positiva do polinomio (@ Entao

1. |®| =0 e M™ é uma esfera totalmente umbilica;

ou
2. |®| = b(n, H) que ocorre se e somente se

a =0e cobre um toro de Clifford T™" para algum k € {1,...,n — 1},
H=0eM" cob de Clifford T™* l ke {1l 1
(b) H>0,n>3eM" cobre um H(r) — torus com r* < @;

(c) H>0,n=2eM" cobre um H(r) — torus com r* # (nn;l)

Para subvariedades de codimensao superior f : M"™ — S"P no caso minimo,
a extensdo dos resultados em [31, 23| [7] para M"™ completa, é vista pelo seguinte

resultado:

Teorema 0.5. Sejap > 1 e f: M™ — S" uma imersao minima completa. Se a

norma da sequnda forma fundamental A de M"™ satisfaz (@, entio |[A| =0 e M™ ¢

2 — _np
= 2p-1-

uma esfera totalmente geodésica, ou |A Neste ultimo caso, ocorre uma das

sequintes situagoes:
(i) p=1e M" cobre um toro de Clifford minimo T™X para algum k € {1,... ,n—1};

(1)) n=p=2 e M? cobre uma superficie de Veronese em S*.



Consideramos também subvariedades com codimensao p > 2 e curvatura média
paralela nao nula. Entretanto, a extensao do Teorema de Santos [30] para M™ com-
pleta, revela-se ser particularmente sutil. Neste caso, os autores conseguiram chegar as
conclusoes desejadas, apenas nas dimensoes 2 < n < 6.

Este trabalho, esta dividido em 4 capitulos:

No Capitulo 1, introduzimos defini¢oes e resultados em geometria Riemanniana, que
serao necessarios ao longo de todo o trabalho, onde provaremos apenas alguns destes
resultados preliminares e referenciamos os demais.

O Capitulo 2 é dedicado aos resultados sobre métricas conformes. Mostraremos
formulas para alguns entes classicos, tais como a conexao, o Hessiano de uma fungao,
o Laplaciano e algumas curvaturas ao modificarmos conformemente a métrica. Isto é
importante pois os principais resultados deste trabalho sao obtidos deformando con-
formemente a métrica.

No Capitulo 3, apresentamos as provas dos Teoremas e [0.2] que sdo os dois
primeiros resultados principais desta dissertagao.

No Capitulo 4, expomos a demonstragao dos Teoremas e e a extensao do
teorema de Santos [30].

Finalmente, o Apéndice |[A| é dedicado a resultados bésicos que foram utilizados ao

longo da dissertacao.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentamos notacoes, definicoes e resultados em geometria Ri-
emanniana que serao necessarios ao longo deste trabalho, onde provaremos apenas

alguns destes resultados. Para algumas demonstragoes, consulte [17] e [24].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1. Um espaco topologico M™ é dito ser uma variedade diferenciavel de

dimensao n se
1. M é um espaco de Hausdorff;
2. M é second-countable;

3. M admite uma estrutura diferencidvel, isto é, existe uma familia de cartas {U,, ¢n }aca

tal que
M=|]Ju,

e dadas duas cartas quaisquer nesta familia, (U, ¢) e (V,p), com UNV # (), a
aplicacao

gpogb_l :gb(UﬁV) —>g0(UﬂV)
é um difeomorfismo.

As aplicagoes (U, ¢) := (U, xy, ..., x,) sdo chamadas de cartas coordenadas ou ape-
nas cartas, U C M ¢ dito uma vizinhanca coordenada onde ¢(U) C R" e o difeomor-

fismo ¢ o ¢! é denominado aplicacao mudanca de coordenadas.



1. Preliminares

1.1.1 Orientacao, Aplicagoes Suaves

Definigao 1.2. Seja M uma variedade diferenciavel. Diz-se que M é orientavel se M

admite uma estrutura diferencidvel {(U,, ¢4)} tal que:

(i) Para todo par «, (8, com U, N Uz # 0, a diferencial da mudanga de coordenadas

¢p 0 ¢, ' tem determinante positivo.

Se M é orientavel, a escolha de uma estrutura diferencidvel satisfazendo (i) é cha-

mada uma orientacao de M e M é, entao, orientada.

Definicao 1.3. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacao F': M — N
¢ suave (ou diferenciavel) em p € M se existem cartas (U, ¢) com p € U e (V,1)) com
F(p) € V tais que F(U) C V e a aplicacao

hoFog ™' :p(U) CR™ — (V) C R

é suave em ¢(p). Tal F' é suave se é suave para cada p € M.

Em particular, o caso em que f e uma funcao real na variedade diferenciavel M,
isto é, f: M — R, diremos que f é suave em p € M se existe uma carta coordenada
(U, ¢) com p € U tal que

foot:o(U) - R

é suave em ¢(p), da mesma forma f é suave se é suave para todo p € M. Tais defini¢oes

independem da escolha da carta coordenada.
Denotaremos por C*>°(M) o conjunto das fungoes reais suaves em M.

Definicao 1.4. Um difeomorfismo entre variedades diferenciaveis M e N é uma aplicacao
bijetiva, suave F' : M — N que possui inversa suave. Quando existe uma tal F, di-
zemos que M e N sao difeomorfas. ' : M — N é chamada um difeomorfismo local
se todo ponto p € M possui uma vizinhanga U tal que F(U) é um aberto em N e
Fly : U — F(U) é um difeomorfismo.

1.1.2 Espaco Tangente, Diferencial de uma Aplicacao

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferenciavel e considere p € M. Uma derivagao

em p é uma aplicacao linear D : C°(M) — R que satisfaz a regra de Leibiniz, isto é

D(fg)(p) = g(p)D(f) + f(p)D(9)

para todas f,g € C°°(M). Nesse contexto, um vetor tangente a M em p é uma

derivacao em p. O conjunto de todos os vetores tangentes em p é chamado espaco

8



1. Preliminares

tangente a M em p, denotado por
T,M ={D:C>*(M)— R; D é derivagao em p}

isto ¢, um elemento v € T,M é chamado um vetor tangente a M em p.

Seja (U, ¢) := (U, xy,...,x,) uma carta coordenada em torno do ponto p na varie-
dade diferenciavel M. Os vetores coordenados 8%1_ associados a carta ¢ formam uma
base '

0 0

de T,M, assim dado qualquer v € T,M, podemos escrever

v:Zv oz,

i=1

Definicao 1.6. Sejam M e N variedades diferenciaveis, F' : M — N uma aplicagao
diferencidvel e p € M. Definimos a diferencial de I’ em p, dF}, : T,M — Try N da
seguinte forma: dado v € T,M,

dFp(0)(f) == v(f o F),

para toda f € C*°(N). dF}, é uma derivagao em F(p) e é linear. Em particular, dada
feC®(M),df,: T,M — R é definida por

dfp(v) = U(f)

Definicao 1.7. Sejam M e N variedades diferenciaveis. Uma aplicagao diferencidvel

i: M — N ¢é uma imersao se di, : T,M — Tj,,) N ¢ injetiva para todo p € M.

1.1.3 Campos de Vetores, Colchetes de Lie

Definicao 1.8. Dada uma variedade diferenciavel M, definimos o fibrado tangente de
M , denotado por T'M, como sendo a uniao disjunta dos espacos tangentes em todos

os pontos de M, isto é
T™ = | | T,M

peEM

onde | | denota a unido disjunta. Note que podemos ver o fibrado tangente como sendo

TM =A{(p,v); pe M, veT,M}.



1. Preliminares

Definicao 1.9. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma

correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos

de aplicacoes, X é uma aplicagao de M no fibrado tangente T'M. Considerando uma
carta coordenada (U, ¢) em torno de p € M é possivel escrever

X(p) = iai(p) 0

ox;

=1

)
p

onde cada a; : U — R é uma funcao em U C M, chamadas fungoes componentes de X

i)

O campo X ¢ diferenciavel se é diferenciavel como aplicacao, isto é, se a aplicacao

é a base associada a ¢.
i=1,...,n

X : M — TM ¢ diferenciavel, ou ainda, o campo X é diferenciavel se e s se as
fungoes a; sao diferencidveis. Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores

diferenciaveis em M.

Definicao 1.10. Dada uma variedade diferenciavel M, sejam X € X(M), f € C>(M)

e (U, ¢) uma carta coordenada em torno do ponto p € M. Definimos

XF0) = X)) = X ailp) 50,

(]
onde f indica, por um abuso de notacao, a expressao de f na carta ¢.

Pela definicao acima, podemos ver um campo de vetores, agora sob o olhar de
derivacao: Um campo de vetores X : C®°(M) — C*°(M) é um operador linear que é

uma derivacao, isto é,

1. Para todos a,b € Re f,g € C*(M),
X(af +bg) = aX(f) +bX(g);
2. Para todas f,g € C*(M),

X(fg) = gX(f)+ fX(g)

E pela definicao de diferencial

df,(X(p)) = X(p)(f) = Z ai(p) 7 (P):

segue que
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A interpretacdo de X como um operador em C(M) permite-nos considerar os
iterados de X. Por exemplo, se X,Y € X(M) e f € C*(M), podemos considerar as
fungoes X (Y f) e Y(X f). Em geral, tais operagdes nao conduzem a campos vetorias,
por envolverem derivadas de ordem superior a primeira. Entretando, temos a seguinte

definicao.

Definicao 1.11. Sejam X, Y € X(M). Existe um tinico campo vetorial [X, Y] tal que,
para toda f € C™(M),
X, Y]f = (XY ~YX)f.

O campo vetorial [X,Y] = XY — Y X é chamado o colchete de Lie de X e Y.

O colchete de Lie é evidentemente diferenciavel e possui as seguintes propriedades:
Dados X,Y,Z € X(M), f,g € C*°(M) e a,b € R,

1. [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade),

\)

. [aX +bY, Z] = alX, Z] + b]Y, Z] (linearidade),
3. [[X, Y], Z]+ [IY, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi),
4 [f X, gY] = felX, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.

Temos também que, dada uma carta coordenada (U, ¢) em torno do ponto p € M,

0 0
X:zi:aiﬁ_%7 Yzzj:bja—sz

a expressao do colchete de Lie em coordenadas é dada por

. Obj aaj 0
[X, Y] = Z (CLZa—xi bZaxl) 8—%

0]

S€ escrevernos

1.2 Variedades Riemannianas

1.2.1 Métricas Riemannianas

Definicao 1.12. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica Riemanniana
em M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M uma forma bilinear,

simétrica e positiva definida

g:T,M x T,M — R

11
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no espaco tangente T, M, que varia suavemente no seguinte sentido: se (U, ¢) é uma

carta coordenada de M em torno de p, as fungoes g;; : ¢(U) — R definidas por
> 77;7;7. = 17 A 7n7
q

Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma

0

)
q 8xj

0
9i(q) = g (8_:(,’i

variam suavemente em U.

variedade Riemanniana. Em alguns momentos usaremos a notacao (M, g), para indicar
a variedade Riemanniana M com a sua respectiva métrica g. Em seguida vamos definir

uma nogao de equivaléncia para esta estrutura.

Defini¢ao 1.13. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas. Um difeomorfismo

1: M — N é chamado uma isometria se:
g(u,v), = h(diy(u), dip(v))ip), paratodope M, e u,v € T,M.

O resultado a seguir garante a existéncia de métricas em variedades.
Proposicao 1.1. Toda variedade diferenciavel M possui uma métrica Riemanniana.

Vamos mostrar agora como uma métrica Riemanniana pode ser usada para calcular

comprimentos de curvas.

Definicao 1.14. Uma aplicacao diferenciavel ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R

em uma variedade diferencidvel M chama-se uma curva (parametrizada).

Definicao 1.15. Seja M uma variedade diferenciavel e ¢ : I — M uma curva em

M tal que c(ty) = p € M. O vetor tangente a curva ¢ em p é o funcional linear
d(tg) : C°(M) — R definido por

d(to)(f) == % ) (foc), feC®(M).

Um vetor tangente a M em p é qualquer vetor tangente a curva diferenciavel passando

por p.

Definicao 1.16. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é uma

aplicacao que a cada t € I associa um vetor tangente V' (t) € T,y M. O campo vetorial

de

o, ¢ chamado campo velocidade (ou tangente) de c.

d(t), indicado por

12
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A restrigdo de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a, b] C I chama-se um segmento.

Se (M, g) é Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

to= [ o (%2 a [ vaww e

A métrica Riemanniana também permite definir uma nog¢ao de volume em uma

variedade Riemanniana orientada M™.

Definicao 1.17. Seja R C M uma regiao cujo o fecho é compacto. Suporemos que R
estd contida em uma vizinhanga coordenada U de uma carta (U, ¢), e que a fronteira
de ¢(R) C ¢(U) tem medida nula em R". Definiremos o volume vol(R) em R pela

integral em R"

vol(R) = /¢(R) \/det(gij)dzy ... dx, = /¢(R) \/ det(g;;)dV.

1.2.2 Conexoes Riemannianas

Definigcao 1.18. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicagao

Vi iX(M)xX(M)— X(M),
que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVy Z,
2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X|Y,Z € X(M) e f,g € C(M).

Considere (U, ¢) uma carta coordenada em torno de p € M. Dados X,Y € X(M)

X:sz& eY:Zyjaj,
i J

onde 0; = %, e temos a expressao local:

temos as representacoes

VY =) a4V, (Z yj(?j) =D wyiVodi+ Y 2:0,(y;)0;.
i j i i

13
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Fazendo V,0; = 3, I'};0k, concluimos que a representagao da conexao em coorde-

nadas é dada por

VXYZZ<szij +X )) ak’a (Z>]>k:1>?n)

Os coeficientes Ffj sao denominados simbolos de Christoffel.

Proposicao 1.2. Seja M uma variedade diferencidavel com uma conexao afim V. Entao
existe uma tunica correspondéncia que associa a um Campo vetorial V' ao longo da
curva diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial 2¥ ao longo de ¢, denominado

derivada covariante de V' ao longo de ¢, tal que:
D _ DV | DW
L Z(V+W) =525+ 25

2. %(fV) = V + fRV 5> onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma

funcao dlferen01avel em /.
3. Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y (c(t)),

entao

DV

N
g = Vie/at

Definicao 1.19. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é dita

compativel com a métrica quando
X(9(Y,2)) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z),

para todos X,Y, Z € X(M).

Definicao 1.20. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M ¢é dita

simétrica quando

VxY - VyX = [XY],
para todos X,Y € X(M).
Podemos agora enunciar o teorema fundamental da geometria Riemanniana.

Teorema 1.3 (Levi-Civita.). Dada uma variedade Riemanniana M, eziste uma tnica

conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

1. V é simétrica.

2. V é compativel com a métrica Riemanniana.

14
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Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal V. Entao

X(gY,2) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), (1.1)
Y(9(Z,X)) = 9(VvZ,X)+g(Z, VyX), (1.2)
Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y)+g(X,VzY). (1.3)
Somando e e subtraindo , teremos, usando a simétria de V, que
X(9(Y,2)) +Y(9(Z X)) — Z(9(X.Y))
= g([X, Z],Y) —I—g([Y, Z]7X) +g<[X= Y]>Z) + 29(Z7 VYX)
Portanto
29(Z,VyX) = X(g(Y,2))+Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) (1.4)

—g([X, Z],Y) - g([Y7 Z]7X> - g([Xv Y],Z)

A expressao ([1.4) mostra que V estd univocamente determinada pela métrica g. Por-
tanto, caso exista, ela sera unica. Para mostrar a existéncia, defina V por 1' E

facil verificar que V estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.
]

A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexao Riemanniana ou co-
nexao de Levi-Civita de M. Onde usarmos uma conexao sera esta conexao, associada
a respectiva métrica na variedade. A equacao (|1.4) é denominada férmula de Koszul.

As funcoes Ffj definidas anteriormente por
Vo dj =Y Thok,
k

sdo os coeficientes da conexdo V ou os simbolos de Christoffel da conexao. De (|1.4)

S (2, 00
l ijglk’ - 9 al’lg]k 8:153-9]“ al’kglj

segue-se que

onde g;; = g(9;,9;). Como a matriz (g, ) admite uma inversa (¢g"™), teremos que
1 0 0 0
I =S gt g — iy ¢ 9 1.5
Y2 - {&ci‘%k—i_&cjgk &ck‘q]}g (15)

A equacao (|1.5)) é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Rieman-

niana em termos dos g;;(dados pela métrica).

15
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1.2.3 Gradiente, Hessiano e Laplaciano

Nesta secao definiremos alguns operadores.

Definicao 1.21. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dada f € C°(M) existe

um unico campo de vetores suave V f, chamado gradiente de f, definido sobre M por

X(f) =df(X) = g(V [, X).

Se (U, ¢) é uma carta coordenada em M, podemos escrever
0 0
X = Zala_aj‘l (§] Vf = ;b]a_xja

note que, dada f € C*°(M) temos que

B of B 0 0 B
X(f) = i aiaxi =g (;b]al'f;alaxi) = izjazbjgma

com 1sso

4 Of
b :%:gjax,;’

portanto o gradiente em coordenadas é dado por

— iy 9) 9
Vf %j g 0, (1.6)

Proposicao 1.4. Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa e f : M™ — R uma

funcao suave. Se Vf =0 em M, entao f é constante em M.

Definigao 1.22. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f € C*°(M). O Hessiano
de f é o operador linear (V2f), : T,M — T,M, definido para v € T,M por

(VQf)p(U> =V, V/f.

Segue das propriedades da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao de

v a uma vizinhanca de p em M, entao

(V2)p(v) = (VxV£)(p).

16
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Seja f € C*(M), a forma bilinear simétrica dada por

(X,Y) = V2A(X,Y) = g(V2f(X),Y) = g(VxVF,Y)
= X(Y(f) - (VxY)f (1.7)
= X(Vf(Y)) = Vf(VxY),
é denominada a forma Hessiana de f, para quaisquer X, Y € X(M).

Definicao 1.23. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dado um campo X €

X(M), o divergente de X é a funcao suave divX : M — R, definido para p € M por
(divX)(p) = tr{Y — (VyX)(p)},

onde Y € X(M) e tr denota o traco do operador linear entre chaves.

Definicao 1.24. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f € C*°(M). O Lapla-

ciano de f é definido como
Af =div(Vf) =tr(V2f). (1.8)
A proposicao seguinte apresenta duas propriedades importantes do Laplaciano.
Proposicao 1.5. Sejam f,h: M" — R e ¢ : R — R fungoes suaves, entao

Alpof) = (¢"o HIVIF+ (¢ o fIAS,
A(fh) = hAf+ fAh+2g(Vf, Vh).

1.3 Tensores

Apresentaremos aqui uma rapida introducao ao estudo de tensores.

Definicao 1.25. Seja V um espaco vetorial e considere V* seu dual. Dados k, [ niimeros
inteiros nao-negativos, um tensor do tipo (k,l) em V é uma aplicagdo multilinear em
V e V* de k elementos de V' e [ elementos de V*:

T:j/x...xV/x]/*x---xV";—HR.

Vv VvV
k coépias l cépias

O conjunto de todos os tensores do tipo (k,l) em V, denotado por T*D(V), é um

espaco vetorial, quando munido das operagoes usuais.

17
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Definigao 1.26 (Produto Tensorial). Seja V' um espago vetorial e considere V* seu
dual. Dados k,[,p,q inteiros ndo-negativos, considere T € T*V(V) e S € T(p"J)(V).

Define-se o produto tensorial de T" por S como sendo a aplicacao

T®S:]/><...><V/><j/*><...><v*:—>R

Vv VvV
k+p cépias l4+q cépias

por
T®S(X1, ...,Xk+p,w1, ...,wl+q) = T(Xl, ...,Xk, ., Wi, ...,wl)S(XkH, ...,Xk+p,wl+1, ...,wl+q),

emque X;€eV,weV* j=1...,k+p,i1=1,...,14+ ¢, e o produto no lado direito

é simplesmente a multiplicacao de ntimeros reais. Logo
@ : TE(V) x TP (V) — Thtpita (y),

Para variedades Riemannianas, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.27. Um tensor 7' de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma

aplicacao multilinear

T:X(M) % ... x X(M) — C=(M).

. 4

vV
r fatores

Isto quer dizer que, dados Yy,...,Y, € X(M), T(Y1,...,Y;), é uma fungao dife-

renciavel em M, e que T é linear em cada argumento, isto €,
TV fX 49V Vo) = [TV Xo Ye) 4+ gT(Va, Y, Y,

para todo X,Y € X(M), f,g € C°(M).

Exemplo 1.1. A métrica Riemanniana é um tensor do tipo (2,0) (ou um tensor de

ordem 2).

1.3.1 Curvaturas
Definigao 1.28. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é um tensor
R:X(M)xX(M)x X(M)— X(M)
definido por
R(X,Y)Z :=VxVyZ -NyVxZ —VixyZ, X,Y,Z € X(M),

18
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onde V é a conexao Riemanniana de M.

Observe que se M = R”, entao R = 0. Observamos também que é frequente
encontrar na literatura uma definicao de curvatura que difere da Definicao por um

sinal. Por conveniéncia, escreveremos
R(X,)Y,Z W) :=g(R(X,Y)Z,W).

Proposigao 1.6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:
. RX,Y)Z =—-R(Y,X)Z;
2. R(fX+gY,Z)= fR(X,Z)+ gR(Y, Z);
3. RIX,fY +¢Z)=fR(X,Y)+gR(X, Z);
4. RIX,Y)(fZ+gW)=fR(X,Y)Z + gR(X,Y)W;
5. R(X,Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y =0, (Primeira Identidade de Bianchi);
6. R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)e RX,Y,Z,W) = —R(X,Y, W, Z);
7. R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y).
Para todos X, Y, Z, W € X(M), f,g € C*(M).

Agora considere (U, ¢) uma carta coordenada em M, indicaremos % = 0,. Pondo

por definicao

R(0,0;)0k = > Ri;01.
l

Assim Rﬁjk sao as componentes da curvatura R em (U, ¢). Se
X = Zaz&, Y:ijaj, Z:chak,
i j k

obtemos, pela linearidade R,

R(X,Y)Z =) Rlyaibickd,.

/i7j7k7l

Para exprimir R! & €m termos dos coeficientes Ffj da conexao Riemanniana, escrevemos,

R(al-, 8j)8k = VajVaiak - VaiVajak + v[ahaj]ak
= Vs (Z Fﬁ,@) — Va, <Z rgkal) ,
l l
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o que, por um calculo direto, fornece
S l l s a s
ik = Zrikr ZF Ll T o T on v (1.9)
1

Definicao 1.29. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M e ¢ C T,M um plano
de T,M. Se {z,y} geram o, define-se a curvatura seccional de M em ¢ (ou de o em p)

como sendo

R(z,y,x,y
K(0) = K(a,y) = o)
|z?ly* — gz, y)*
Tal nao depende da escolha da base de o.
Seja x = z, um vetor unitdrio em 7, M, tomemos uma base ortonormal {21, 2o, ..., 2,1}

do hiperplano de T}, M ortogonal a = e consideremos as seguintes médias:

Ricy(x) = Zg xr,z)r, 2), 1 =1,2,...,n—1,
S(p) = Zchp ;) Zg (2i,25)2i,25), J=1,..,n
J
As expressoes acima nao dependem da escolha das correspondentes bases ortonormais,

elas sao chamadas curvatura de Ricci na direcao x e curvatura escalar em p, respecti-

vamente.

Definigao 1.30. Dados X,Y € X(M), o tensor de Ricci é o tensor de tipo (2,0)
definido por
Ric(X,Y) ZR (X, e, Y, e),

fazendo o traco na expressao acima, obtemos a curvatura escalar, isto é

S = ZR(ej,ei,ej, 62‘).

1.4 (eodésicas, Variedades Completas

No que se segue, (M, g) serd uma variedade Riemanniana munida de sua conexao

Riemanniana V.

Definicao 1.31. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ¢y € [ se

7 () =0

Se 7 é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que 7 é uma geodésica. Se [a,b] C [ e
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v : I — M é uma geodésica, a restrigao de 7 a [a, b] é chamada (segmento de) geodésica
ligando ~y(a) a y(b).

Vale notar que as geodésicas tem o comprimento do vetor tangente (velocidade) ‘fl—;’

constante, digamos que |C;—Z| = (C' # 0. O comprimento de arco s de v, a partir de uma
origem fixa, por exemplo t = tj, é entao dado por
dy

E'alt:(?(t—t@.

O parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco, se C' = 1,

diremos que a geodésica ~y estd normalizada.

Defini¢ao 1.32. Um segmento de geodésica v : [a,b] — M é chamado minimizante se

() < l(c) onde ¢ é qualquer curva diferenciavel ligando y(a) a v(b).

1.4.1 Variacoes do Comprimento, Aplicacao Exponencial

Definigao 1.33. Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana e ¢ : [a,b] — M uma
curva diferenciavel, onde o parametro s € [a, b] é o comprimento de arco. Uma variagao

de ¢ é uma aplicagao diferencidvel h : (—¢,¢) X [a,b] — M tal que
h(0, s) = ¢(s) Vs € [a,b].

Para cada t € (—¢,¢), a curva h; : [a,b] — M, dada por h(s) := h(t,s), é chamada

uma curva da variacao h. Uma variacao é chamada prépria se
h(t,a) = c(a), h(t,b) = c(b), t e (—¢,¢).

Uma variagao h de ¢ determina um campo diferenciavel V' (s) ao longo de ¢ por

Ooh

Vis) = G

s,0), s € [a,b],

V' é chamado de campo variacional de h. Observamos que se h é prépria, entao V(a) =
V(b) = 0.

O comprimento de arco de h; é a fungao L : (—¢,e) — R definida por

L(t):/ab

Teorema 1.7 (Primeira Variagdo do Comprimento de Arco). Seja h : (—¢,¢) x [a,b] —

oh

%(t, s)| dt, t e (—¢e).

M uma variagio prépria da curva c : [a,b] — M e seja V(s) = 2(s,0), s € [a,b], o
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campo variacional de h. Entao

L(0) == [ 9(Voroe(s).V(s))ds. (1.10)

Observamos que, ¢ é um segmento de geodésica se e somente se, L'(0) = 0, isto é,
geodésicas sao pontos criticos do funcional comprimento de arco. A partir de agora va-
mos considerar apenas variagoes préprias de geodésicas v : [a,b] — M, parametrizadas

pelo comprimento de arco.

Teorema 1.8 (Segunda Variagdo do Comprimento de Arco). Sejam v : |a,b] — M
uma geodésica normalizada, h : (—¢,€) X |a,b] — M wuma variagdo propria de v e V.

um campo variacional. Entao

1'(0) = / b (

onde V+ é a componente normal de V e R é o tensor curvatura de M.

D)

- 1 / / 1 111
EP R(V=,+ .,V )) ds, (1.11)

Demonstracao. Veja [24]. O

Coroldrio 1.9. Sejam v : [a,b] — R uma geodésica normalizada, h uma variagao

prépria de v e V um campo variacional. Se 7 é minimizante, entao L”(0) > 0.

A partir de resultados de equacgoes diferenciais, podemos obter a seguinte pro-

posicao.

Proposicao 1.10. Dado p € M, existem uma vizinhanca U de p em M, um nimero
e > 0 e uma aplicagdo suave, v : (=2,2) xU — M, U = {(p,v) € TM;p € U,v €
T,M,|v| < €} tal que t — ~(t,p,v), t € (—2,2), é a Unica geodésica de M que no
instante ¢t = 0 passa por p com velocidade v, para cada p € U e cada v € T,M, com

lv| < e.

A proposigao anterior nos permite introduzir o conceito de aplicacao exponencial

da maneira seguinte.

Definicao 1.34. Sejap € M eUd C T M um aberto do fibrado tangente dado pela
proposicao A aplicacao diferenciavel exp : Y — M dada por

exp(p, v) := exp,(v) = v(1,p,v), (p,v) €U,

¢ chamada a aplicacao exponencial em U.
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Na maior parte das aplicacoes é utilizado a restricao de exp a um aberto do espaco
tangente T),M, isto é,
exp,, : B:(0) C T,M — M.

Denotaremos por B.(0) uma bola aberta de centro na origem 0 de 7,M e de raio e.

Proposigao 1.11. Dado p € M, existe um ¢ > 0 tal que exp,, : B.(0) C T,M — M ¢

um difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

E conveniente usar a seguinte terminologia. Se exp, é um difeomorfismo em uma
vizinhanga V' da origem em T, M, exp,V = U ¢ chamada uma vizinhanga normal de
p. Se B.(0) é tal que B.(0) C V, chamamos exp, B:(0) = B:(p) a bola normal ou
geodésica de centro p e raio €. As geodésicas em B.(p) que partem de p sdo chamadas
geodésicas radiais.

As geodésicas minimizam localmente o comprimento de arco. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.12. Sejam p € M, U uma vizinhanca normal de p, e B C U uma bola
normal de centro p. Seja v : [0,1] — B um segmento de geodésica com y(0) = p. Se
¢ :[0,1] = M é qualquer curva diferencidvel ligando (0) a (1) entao I(y) < I(c) e se
a igualdade vale entao ([0, 1]) = ¢([0, 1]).

1.4.2 Variedades Completas

Definicao 1.35. Uma variedade Riemanniana M é geodesicamente completa se para
todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,,, estd definida para todo v € T,M, ou seja,
as geodésicas v(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro
teR.

E conveniente introduzir uma distancia numa variedade Riemanniana M como se

segue.

Defini¢ao 1.36. A distancia d(p, q) entre dois pontos p,q € M, é definida por,

b
d(p,q) := inf / | (t)|dt VYt € [a,b],

c€Qp.q

onde §,, = {c: [a,b] = M; c(a) = p, c¢(b) = q} e ¢ é uma curva diferencidvel por

partes.

Proposicao 1.13. Com a distancia d, M é um espago métrico, isto é, para todos

p,q,r € M:
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1. d(p,r) <d(p,q) +d(q,r),
2. d(p,q) = d(q,p),
3. d(p,q) 20,ed(p,q) =0 p=q.

Proposigao 1.14. A topologia induzida por d em M coincide com a topologia inicial

de M.
O fato que torna relevante o conceito de completeza é o seguinte teorema.

Teorema 1.15 (Hopf-Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e sejap € M. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. exp, estd definida em todo o T, M.
2. Os limitados e fechados de M sao compactos.
3. M € completa como espago métrico.
4. M € geodesicamente completa.

5. Eziste uma sucessao de compactos K, C M, K, C int(K,41) e U, K, = M, tais
que se q, ¢ K, entdo d(p,q,) — o©.

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que
6. Para todo q € M existe uma geodésica ~y ligando p a q com l(y) = d(p, q).
Corolario 1.16. Se M é compacta entao M é completa.

Definicao 1.37. Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana M é uma
aplicac@o diferenciavel « : [0, 00) — M tal que para todo compacto K C M existe um

to € (0,00) com «aft) ¢ K parat > ty. Ou seja, a sai de qualquer compacto de M.

O comprimento de uma curva divergente é definido por

t
lim / /(1) dt.
0

t—o0
O seguinte resultado sera importante para mais uma equivaléncia para completude.

Proposicao 1.17. Uma variedade Riemanniana (M, g) é completa se, e somente se, o

comprimento de qualquer curva divergente em M ¢ ilimitado.
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Demonstra¢ao. Suponha que (M, g) é uma variedade Riemanniana completa e consi-
dere a : [0,00) — M uma curva divergente. Pelo Teorema de Hopf e Rinow, existe
(K,) sequéncia de compactos tais que K,, C int(K,11) e dados p € M e (g,,) sequéncia

com ¢, ¢ K, para todo n, tem-se
d(pa Qn) — 00.

Como « ¢ uma curva divergente, temos que existe ¢; € (0,00) tal que a(t) ¢ K
para todo ¢t > t}. Defina t; = t} + 1. Como « ¢é uma curva divergente, temos que
existe t2 € (t1,00) tal que a(t) ¢ K, para todo t > t2. Defina t, = t2 + 1. Proseguindo
indutivamente, existe (t,) sequéncia estritamente crescente em (0, 00) tal que a(t) ¢ K,
para todo t > t, para cada n € N. Como («a(t,)) é uma sequéncia com «(t,) ¢ K,

para todo n € N, temos que
d(a(0), a(t,)) — oo.

Agora, vamos mostrar que

t
lim/ |/ (s)|ds = oc.
0

t—o00

Dado A > 0 tome ng € N tal que
d(a(0), a(ty,)) > A.

Assim, para todo t > t,,,

/0 |a/(s)|ds > /Ono |/ (s)]|ds > d(a(0), a(t,,)) > A.

Portanto,

¢
lim/ |/ (s)|ds = oc.
0

=00
Reciprocamente, suponhamos por contradigao que (M, g) ndo é completa. Entao existe
uma geodésica v : [0,a) — M, tal que |7/| = 1 e v ndo pode ser estendida para a.
Afirmagao: Para todo K C M compacto existe to € [0, a) tal que v(¢) ¢ K para todo
t € (tg,a).

Suponhamos que a afirmagao seja falsa. Entao existem K C M compacto e (t,)
sequéncia crescente em [0, a) tais que t, — a e y(t,) € K. A menos de subsequéncia,
existe b € K tal que v(t,) — b, vejamos que

lim~(t) = b. (1.12)

t—a
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Dado € > 0 tome € € (0,¢) tal que Bz(b) é bola convexa. Como 7(t,) — b, existe
no € N com v(t,) € B:(b) para todo n > ng. Fixamos m > n > ng, temos que
a geodésica que liga v(t,) a v(t,,) estd dentro de Bz(b), pois Bz(b) é bola convexa.
Assim, como v/, +,.] liga esses pontos, (t) € Bz(b) para todo t € (t,,t,,). Tomando
n = ng e fazendo m — a, temos que y(t) € Bz(b) C B.(b) para todo t € (t,,,a). Logo
vale.

Por podemos estender v para a definindo v(a) = b. Fixando B,.(y(a)) bola
normal vemos que v é uma geodésica radial, entao pode ser estendida para uma 7 :
[0,a + 1) — M, que é uma contradigao. Isto conclui a afirmagao.

Reparametrizando « para « : [0,00) — M dada por
at) =v(a—ae™),
temos pela afirmacao que « é divergente. Porém
(o) =1(y) =a < .

Isto contradiz nossa hipdtese que toda curva divergente tem comprimento ilimitado.
Portanto (M, g) é completa.
O

Para terminarmos essa secao enunciaremos o seguinte resultado:

Teorema 1.18 (Ambrose). Sejam M e N wariedades Riemannianas e f : M — N
uma isometria local. Se M € completa, entdo f € um recobrimento Riemanniano e €

sobrejetiva.

Demonstracao. Consulte [6]. O

1.5 Imersoes Isométricas

Seja i : M — M uma imersao de uma variedade diferenciavel M de dimensao n em
uma variedade Riemanniana (M, h) de dimensao k = n + m. A métrica Riemanniana
h de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana g em M: se v, w € T,,M,

define-se
q(v, w)p = h(dip(wa dip(w))i(P)'

Nesta situacao, 7 passa a ser uma imersao isométrica de M em M, nesta secao estuda-

remos algumas das relacdes entre as geometrias de M e de M.
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Inicialmente notamos que, para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal
que i(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existem uma vizinhanca
U C M de i(p) e um difeomorfismo 1 : U — V C R¥ em um aberto V de R*, tais
que 1) aplica difeomorficamente () N U em um aberto do subespaco R” C R¥. Para
simplificar a notagao, identificaremos U com i(U) e cada vetor v € T,M,q € U, com

dig(v) € Ty M.

Para cada p € M, o produto interno em 7, pM decompoe TPM na soma direta
TPM =T,M® (TPM)J_7

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em TPM. Assim, dado v € TPM,

p € M, podemos escrever
v=ov"+o T e T,M, oV e (T,M)*.

T N

Denominamos v* a componente tangencial de v e v a componente normal de v.
A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y sao campos locais
de vetores em M, e X, Y sao extensoes locais a M, definimos a conexao Riemanniana

relativa a métrica induzida de M por

VyxY = (VxY)

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersdo i : M — M. Para isto

convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X, Y sao campos locais em

M

Y

B(X,Y)=VxY — VyY = (VgY)V

é um campo local em M normal a M. B(X,Y) nio depende das extensdes X, Y.
No que se segue, indicaremos por X(U)* os campos diferencidveis em U de vetores

normais a i(U) = U.

Proposigao 1.19. Se X,Y € X(U), a aplicacao B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y)=VygY —VyY

¢ bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coordenadas, que
o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).
Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p € M e n € (T,M)*.
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A aplicacao H,, : T,M x T,M — R dada por

Hn(ﬂf,y) = g<B($ay)777)a xay € TpM7

é, pela proposicao anterior, uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.38. A forma quadratica /1, definida em 7,,M por

11(x) = Hy(z, )

¢ chamada a segunda forma fundamental de ¢ em p segundo o vetor normal 7).

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar
a aplicacao B. Observe que a aplicacao bilinear H, fica associada a uma aplicacao

linear, simétrica e auto-adjunta A : T,M — T,,M dada por

9(A(z),y) = Hy(2,y) = 9(B(z,y),n).
A proposicao seguinte fornece uma expressao da aplicacao linear associada a se-
gunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposicao 1.20 (Férmula de Weingarten). Seja p € M, x € T,M e n € (T,M)=*.

Seja N uma extensao local de n normal a M. Entao

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas formas
fundamentais. Se z,y € T,M C T,,M, sao linearmente independentes, indicaremos por
K(z,y) e K(z,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado

por z e y.

Teorema 1.21 (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entdo

Definicao 1.39. Uma subvariedade Riemanniana é totalmente umbilica quando a sua
segunda forma fundamental é proporcional a métrica.

Definicao 1.40. Uma imersdo i : M — M é geodésica em p € M se para todo
n € (T,M)* a segunda forma fundamental I, é identicamente nula em p. A imersio

1 € totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

A razao desta terminologia é dada pela seguinte proposicao.
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Proposicao 1.22. Uma imersdo i : M — M é geodésica em p € M se e s6 se toda

geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

No caso em que M = R", os subespagos lineares sao evidentemente subvariedades
totalmente geodésicas. Uma condi¢ao mais fraca do que a de totalmente geodésica é a

condicao de minima.

Defini¢ao 1.41. Uma imersdo ¢ : M — M é minima se para todo p € M e todo

n € (T,M)* tem-se que o traco de A é igual a zero (trA = 0).

Definicao 1.42. O vetor curvatura média da imersao i : M — M é definido por
1
H :=—(trA)n.
n

E claro que i é minima se e s6 se H(p) =0, para todo p € M.

Definicao 1.43. Dizemos que uma imersao isométrica i : M — M tem vetor curvatura

média paralelo quando
VyH =0, VX € X(M).

Proposicao 1.23. Se M ¢é conexa e a imersao isométrica ¢ : M — M tem vetor

curvatura média paralelo, entdao |H| é constante ao longo de M.

Demonstragao. De fato, para todo X € X(M),
X(|H*) = X(g(H,H)) = 29(Vx H, H) = 0.

]

Provaremos em seguida uma desigualdade, que serd utilizada na demonstracao da

maior parte dos resultados deste trabalho.
Proposicao 1.24 (Kato refinada). Se trA = 0, entdo a norma
2 2
’A‘ - Z Aij?
ij=1

satisfaz a seguinte desigualdade

U=n-1

2 n 2 - 2
|Al" = mA11+22;A1j =z
]:

n _ n
j=1
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Demonstracao. Como trA

0, temos que

—An =) Ay
=2

Note que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

Como

A" =

Portanto, temos que

(Z;:A> <Z12ZA (n—1) ZA”,

ZA

i,7=1

|Al*

Vv

v

v

ZA +ZA

z;éj 1

= ZA +ZA +ZA1+ZAU
1#£j=2

= ZA,?,.+2ZA%].+ ZA;.
i=1 =2 i#j=2
> ZA +2ZA

Af 4+ A%+ .+ AL +2) A
7j=2
A§1+ZA +22A
1 n
A%l*‘ﬁ(ZAu‘) +22A%j
1=2 Jj=2
(—Ap) +2ZA
n 2
— 11+22A1j
7j=2
n - 2
n—ljz_;Alj

n
T]_Afl

2
All
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A seguir apresentaremos uma equacao importante na teoria das imersoes isométricas.

Proposigao 1.25. A seguinte equacao se verifica:

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W)—g(B(Y,W), B(X, Z))+g(B(X,W),B(Y, Z)). (1.14)

Para todos X,Y, Z, W € X(M), onde R é a curvatura de M.

A equagao (|1.14]) é denominada a Equagao de Gauss.

1.5.1 Hipersuperficies

Consideremos o caso particular em que a codimensao da imersao é 1, isto é, 7 :
M — M. Neste caso i(M) C M ¢ entdao denominada uma hipersuperficie. As
vezes se utiliza também a expressao hipersuperficie para designar a imersao isométrica
i

Sejam p € M e n € (TpM)*, |n| = 1. Como A : TpM — T,M é simétrica,
existe uma base ortonormal de autovetores {ey, ..., e,} de T,M com autovalores reais
A1, ooy A, isto €,

Ale;) = Neg, 1 <i<n.

Se M e M sao ambas orientdveis e estdo orientadas entdo o vetor 7 fica univoca-
mente determinado se exigirmos que sendo {ey, ..., €, } uma base na orientagao de M,
{e1,...,en,n} seja uma base na orientacio de M. Neste caso, denominamos os e; de
direcoes principais e os \; = k; curvaturas principais de ¢. Com isso, podemos definir,
por exemplo: det(A) = Aj...\, é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de i e
(A +...+X,) ¢ denominada a curvatura média de 7. Observe também, que a férmula
admite uma expressao mais simples, dada por

K(Gi,€j> —F(ei,ej) = >\Z)\j (115)

Um caso importante ocorre quando M = R""!. Por exemplo, no caso em que
M? ¢ M =R3, o produto A\, das curvaturas principais é conhecido como a curvatura
Gaussiana da superficie. Neste caso, mostra que a curvatura Gaussiana coincide
com a curvatura seccional em uma superficie (pois K = 0), e implica o famoso Teorema
Egregium de Gauss. Podemos ver também que, a equagao de Gauss admite uma
expressao mais simples, de fato, para todos X, Y, Z, W € X(M)

0=R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W)—gB(Y,W),B(X,Z))+ g(B(X,W),B(Y, Z))
= R(X,Y,Z,W) — g(AY, W)g(AX, Z) + g(AX, W)g(AY, Z),
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isto é,

Enunciaremos em seguida a desigualdade de Simons, tal resultado é relevante para

demonstrar resultados importantes nesta dissertacao.

Proposigao 1.26 (Desigualdade de Simons). Seja i : M™ — R™™! uma hipersuperficie
minima. Entao

2
|A|A|A] + A" > E'WAHZ' (1.17)

Demonstragao. Veja [13], Lemma 2.1.

1.5.2 Estabilidade, Indice Finito

Iniciaremos apresentando a definicao de variacao de uma hipersuperficie imersa em

uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.44. Seja ¢ : M" — M uma hipersuperficie. Uma variacao de ¢ é uma

aplicacao diferenciavel

O: M X (—c,6) > M
satisfazendo as seguintes condigoes:

1. Para cada t € (—¢,¢), ®; : M — M definida por ®;(p) := ®(p,t) é uma imersio

isométrica, com ®q = i. Denote M; = &,(M);
2. O(p) =p,sepe M — K, onde K é compacto.
O campo ¥(p) := 22(p,0) é chamado campo variacional.

O funcional érea A : (—¢,¢) — R associado a variagdo ¢ é dado por

A = [ v,

onde dV, denota o elemento de volume da métrica induzida em M por ®,.

Teorema 1.27 (Primeira Variagao da Area). Seja i M™ — M uma hipersu-

s _’Vl+1 s, . ~ . ~
perficie. Se & : M x (—e,e) - M € uma variacao de v, entao

d

dt

A(M) :—/MHdeg, (1.18)

t=0

em que f = g(N,¥) € C®°(M), H é a curvatura média de M e N é um vetor normal

unitario a M em M.
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. —n+tl . ;- ;- ~ .
Note que, se i : M"™ — M ¢ uma hipersuperficie minima, entao M é um ponto
critico para o funcional area.

———n+1

Teorema 1.28 (Segunda Variacao da Area). Seja i : M™ — (M, h) uma imersio

minima e ® uma variacao de i, entao

d2
dt?

A(M,) = — /M (A + |ARf + Riea(N, N)f)dV,, Vf € C*(M),  (1.19)

t=0
onde g € a métrica induzida em M e N é um vetor normal unitdrio a M em M.

O operador
Ly = Mg+ |A]? + Ricy(N, N)

é chamado operador de estabilidade (ou operador de Jacobi) de M.

. ~ . . ~ . . .. . —n—+1
Definicao 1.45. Diz-se que uma imersao isométrica minima 7 : M™ — M com M
)

orientavel, é estavel quando a segunda variacao da area ¢ nao-negativa, isto ¢,
~ [ sLusavyz 0, vf e c),
M

Mostraremos, agora, uma desigualdade que serda de fundamental importancia em

argumentos vindouros.

Proposicao 1.29 (Desigualdade de Estabilidade). Seja i : M"™ — M uma hi-
persuperficie minima estavel. Entao para qualquer funcao Lipschitz ¢ com suporte

compacto

/(\AB—I—Rich(N,N))gdeVgg/ Vgl2dV,. (1.20)
M M

Demonstracao. Como M ¢é estavel entao
0< —/ pLapdVy = —/ (A + (A} + Rici(N, N))p?)dVy,
M M

assim, vendo que
[ edgeavy == [ 19,eav,
M M
temos, portanto

/M (AP + Ricy(N, N))*dV, < /M VoV,

]

Observe que, sendo M uma hipersuperficie minima e D C M um dominio limitado

’ ’ . , 2
de M, se M é estavel, isto é, %

A(M,;) > 0, para toda variagdo de M que fixa o

t=0
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bordo 0D de D. Isto significa que D é um ponto (critico da drea) de minimo relativo
para toda variacao de M.
O operador L), induz de maneira natural a forma quadrédtica @ : C*°(M) — R

definida por
== [ fLut.
M

que atua no espago das fungoes suaves em M.

Definicao 1.46. O indice da hipersuperficie M, é definido como sendo a dimensao do
maior subespaco V' de C*°(M) no qual @) é negativa definida. Equivalentemente, é o

nimero de autovalores negativos do operador L, contados com multiplicidade.

Tal indice denotado por Ind(M), é chamado indice de Morse da hipersuperficie M.
Observe que, o indice Ind(M) nos fornece uma medida de nao estabilidade de M, isto
é, estabilidade implica em indice finito igual a zero.

Em seguida enunciaremos uma proposicao, que sera de grande importancia na de-

monstracao de alguns resultados deste trabalho.

Proposicao 1.30 (Fischer-Colbrie, 1985). Se M é uma hipersuperficie minima com-
pleta com indice finito entao existe um conjunto compacto K em M tal que M — K é

estavel e existe uma funcao suave positiva v em M tal que Lyu =0 em M — K.

Demonstragao. Veja [20], Proposigao 1. O

1.6 Teorema da Divergéncia

Nesta secao, apresentaremos o Teorema da Divergéncia e algumas das suas con-

sequencias.

Teorema 1.31 (Teorema da Divergéncia). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana
compacta orientada e X € X(M). Se o bordo de M ¢é munido com a orientagio e a
métrica induzidas pela inclusao j : OM — M e v denota a normal unitdria exterior a

M ao longo de OM, entdo

/ (divX)dM = g(X,v)d(OM).
M oM

Colecionamos a seguir algumas consequéncias tteis do teorema da divergéncia.

Proposicao 1.32. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta e orientada,

com bordo M munido com a orientacao e a métrica induzidas pela inclusao j : OM —
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M (possivelmente OM = ). Se f : M — R é uma funcao suave e v denota a normal

unitaria exterior a M ao longo de OM, entao

/MAfdM:/BMg—J;d(aM),

onde % = g(Vf,v) é a derivada normal de f ao longo de OM.
Demonstrag¢ao. Aplicar o Teorema da divergéncia ao campo X = V f. ]

Definicao 1.47. Se M" é uma variedade Riemanniana, uma func¢ao suave f : M — R
¢ harmonica (respectivamente subharmoénica, superharmonica) se Af = 0 (respectiva-
mente Af >0, Af <0)em M".

Teorema 1.33 (Hopf). Se M™ é uma variedade Riemanniana orientada, coneza e fe-
chada (OM = (), entao toda fungdo subharmonica (resp. superharménica, harmonica)
f: M — R € constante.

Demonstracao. Facamos a prova no caso em que f é subharmonica, sendo os demais

casos andlogos. Pela Proposicao temos que

/MAfdM:O.

Como Af > 0 sobre M, concluimos que Af = 0 sobre M. Agora, novamente pela
Proposicao temos que

0:/ A(f2)d]\/[:/ (2fAf+2]Vf\2)dM:2/ |V fI?dM,

M M M

donde segue que Vf = 0 sobre M. A conexidade de M garante, via Proposigao [1.4]
que f é constante. O

As férmulas da proposicao a seguir sao coletivamente conhecidas como as identida-

des de Green.

Proposicao 1.34. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada, com
bordo M munido com a orientacao e a métrica induzidas pela inclusao j : M — oM
(possivelmente OM = ). Se f,h : M — R sao fungoes suaves e v denota a normal

unitaria exterior a M ao longo de OM, entao:

1. (Primeira Identidade de Green)

/(g(Vf,Vh)+fAh)dM: £ohy
M

OM aV

(OM).
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2. (Segunda Identidade de Green)

B oh  Of
/M(fAh —hapdm = | (fa -~ hg) d(OM).
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Capitulo 2
Geometria Conforme

Os principais resultados deste trabalho sao superados com base em uma deformacao
conforme da métrica. Por esta razao neste capitulo, apresentaremos alguns resultados

e computagoes sobre métricas conformes.

2.1 Formulas de Geometria Conforme

Definicao 2.1. Duas métricas g e § em uma variedade diferenciavel M sao ditas

conformes se existe uma fungao suave positiva f tal que g = fg.

Para fixar e auxiliar nos cdlculos usaremos, as seguintes notagoes: Seja (M, g) uma
variedade Riemanniana e ¢ : M — R uma funcao suave, com isso, defina uma nova
métrica

g =e"g.

Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de (M,g) e (M,§), respectivamente. A

seguinte proposicao exibe uma formula para a conexao V.

Proposicao 2.1. Para todos X,Y € X(M), temos a relagao
VyX = Vy X + X(9)Y +Y(9)X — g(X,Y)V, 0,
ou equivalentemente,
VyX = VyX + g(Vy0, X)Y + g(Vy0, V)X — g(X,Y)V 0.

Demonstracao. Pela Férmula de Koszul (1.4)), temos que

/Q\z
=
=

20(2,VyX) = X(3(Y,2))+Y(3(2, X)) - Z(
_§<[X7 Z],Y) - g([Y7 Z]7X> - g([X7 Y]v Z),
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2. Geometria Conforme

como § = e%?g, obtemos

26%9(2,VyX) = X(e¥g(Y,2))+Y(e*9(Z, X)) = Z(e*g(X,Y))
—e*g([X, Z],Y) — e*g([Y, Z], X) — e*¥¢([X, Y], Z)
= 22X ()g(Y, Z) + e (g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z))
+2e*Y (9)g(Z, X) + €*(g(Vy Z, X) + g(Z, Vy X))
—2e*Z(p)g(X,Y) — ¥ (g(V2X,Y) + g(X,VzY))
—e*g(VxZ -V X,Y) - e*g(VyZ — VY, X)
—e*g(VxY — Vy X, Z)
= 2e%X(p)g(Y, Z) +2¢*Y (p)9(Z, X)
—2e*°7Z(0)g(X,Y) +2e*9(Vy X, Z)
= 2e¥9(X(9)Y +Y(p)X — V,09(X,Y) + Vy X, Z).

Cancelando 2e%? em ambos os lados da igualdade, e como Z é arbitrério, temos, por-
tanto
@YX = VyX + X(p)Y +Y(p)X — g(X,Y)Vyp,

ou equivalentemente,
VyX = VyX + g(Vyp, X)Y + g(V,0, V)X — g(X,Y)V,0.

]

Agora vamos obter uma expressao para a curvatura na métrica conforme §, que
denotaremos por R, para isso, precisamos de alguns calculos:

Por simplicidade, denotamos

Vo =p,  |Veply=9(n) e Vip(X,Y) =g(Vxp,Y).

Para todos X,Y, Z € X(M), pela Proposi¢ao [2.1, temos que
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2. Geometria Conforme

VyVyZ =

E também que

VxVyZ+g(VyZ, )X + g(X, 1)VyZ — g(X,VyZ)p
VxVyZ +g(VxZ,p)Y + g(Z,Vxp)Y + g(Z, p)VxY
+9(VxY, ) Z +g(Y, Vxu)Z + g(Y, 1)VxZ
—9(VxY, Z)u— g(Y,VxZ)u — g(Y, Z)Vxp
9(VyZ, )X + g(Z, 1) g (Y, 1) X + g(Y, 1)9(Z, 1) X — [Vpl39(Y, Z) X
9(X, W)VyZ + g(X, ) g(Z, )Y + g(X, 1)g(Y, 1) Z — g(X, 1)g(Y, Z)
—9(X, Vv Z)p — g(Z, W) g(X, Y ) — g(Y, 11)g(X, Z)pu + g(Y, Z)g(X, )
VxVyZ+g(VxZ,p)Y + Vop(X, 2)Y + g(Z,1))VxY
+9(VxY, 1) Z + Vyo(X,Y)Z + g(Y, 1)Vx Z
—9(VxY, Z)p— g(Y,VxZ)p — g(Y, Z)Vxp

9(VyZ,m)X + g(Z,1)g(Y, )X + (Y, 1)9(Z, 1) X — [Vel2g(Y, Z) X
+9(X, WVyZ + g(X, 1)g(Z, )Y + g(X, 1)g(Y, 1) Z
—9(X,VyZ)pu = g(Z, 11)g(X, Y ) — g(Y, )9 (X, Z) .

+ -

_l_

Com isso instalado podemos calcular o tensor curvatura R.

Proposicao 2.2. Para todos X, Y, Z € X(M), temos que

RX,Y)Z =

Demonstracao.

R(X.Y)Z +V2p(X,2)Y —g(Y,Z)VxVap +Y(p) Z(p)X
—|Vyel2g(Y, Z2)X =Y (0)g(X, Z)Vyp — Vap(Y, Z2)X + (X, Z)VyVp
—X(9)Z()Y + |Vypl29(X, Z)Y + X (¢)g(Y, Z)V 4.

Pela definicao de curvatura e os célculos ja feitos acima, temos que
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2. Geometria Conforme

R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ—VixyZ
= VxVZ+g(VxZ,pn)Y +Vip(X, 2)Y + g(Z, p)VxY
+9(VxY. ) Z + Vyp(X,Y)Z + g(Y, 1)V x Z
—9(VxY, Z)u— g(Y,VxZ)u — g(Y, Z)Vxpu
+9(Vy Z, W)X + g(Z, 1) g (Y, 1) X + g(Y, 1) 9(Z, )X — |[Vgl39(Y, 2)X
+9(X, W)Vy Z + g(X, Wg(Z, )Y + g(X, w)g(Y, 1) Z
—9(X, VyZ)p — g(Z, ) g(X, Y ) — g(Y, ) g(X, Z)p
~VyVxZ = g(VyZ, )X = Vip(Y, 2)X = g(Z, 1) Vy X
—9(Vy X, 1) Z = V(Y. X)Z — g(X, ))VvZ
+9(Vy X, Z)u+ g(X, VyZ)pu + g(X, Z)Vyp
—9(VxZ,w)Y — 9(Z, )g(X, )Y = g(X, )g(Z, )Y + [Vyl39(X, 2)Y
—g(Y,W)VxZ = g(Y, 1)g(Z, )X — g(Y, 1)g(X, )2
+9(V,VxZ)pu+ g(Z, 11)g(Y, X)p + g(X, w)g(Y, Z)
—Vixy1Z = 9(Z, W)X, Y] = g([X, Y], 1)) Z + g([X, Y], Z)pu.

Portanto, fazendo os cancelamentos, obtemos

RIX,)Y)Z = RX,)Y)Z+Vip(X,2)Y —g(Y,Z)VxVp+Y(0)Z(p)X
—|Val2g9(Y, 2)X =Y (0)g(X, Z)Vyp — Vip(Y, Z)X + g(X, Z)Vy Ve
—X(9)Z(9)Y + [Vyplz9(X, 2)Y + X ()g(Y, Z)Vyp

]

Pelo o que ja foi feito até agora estamos em condigoes de mostrar uma expressao
para o Ricci na métrica g, em alguns calculos na demonstracao da proposi¢ao seguinte

usaremos as notacoes:
(dp)**(X, W) = dp ® dp(X, W) = g(X, m)g(n, W) e try(dp)®® = |V el

para todos X, W € X(M), onde pn = V.

Proposicao 2.3. O tensor de Ricci na métrica conforme § = e*?g é dado por
Ric := Ricz = Ric, — (n — 2)(Vie —de @ dp) — (Agp + (n —2)|Vy0l2)g.

Demonstracao. Tomando o produto interno na expressao da curvatura R(X ,Y')Z por
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2. Geometria Conforme

um quarto campo W € X(M) com respeito a métrica g, obtemos

g(R(X,Y)Z,W) = R(X,Y,Z,W)+ V2p(X, Z)g(Y,W) — g(Y, Z)V2p(X, W)
+9(Y, )9(Z, 1) g(X, W) = |Va0l29(Y, Z)g(X, W)
—g(Y, )g(X, Z)g(11, W) = Vi (Y, Z)g(X, W)
+9(X, 2)Vip(Y, W) — g(X, 0)g(Z, ) g (Y, W)
+IVel29(X, Z2)g(Y, W) + (X, 1)g(Y, Z)g (11, W).

Fazendo Y = e; = Z e somando em ¢ (i = 1,2, ...,n), obtemos

Zg (X, e)er, W) = ZRX@,@Z, +Zv (X, ei)g(ei, W)
—dez,el 20(X, W) +del, g(es, g(X, W)
~|Vgel; Zg ¢, e)g(X, W) Zg ei, 11)g(X, e1)g(p, W)
—nggo e, e1)g(X, W) +ngezv (e, W)
—ZQXM glei, wales, )+!Vgs0\gzg X, e)g(ei, W)

+Zg X, p)g(ei, ei)g(p, W).
Com isso,

Ric(X,W) = Ric(X, W)+ V2p(X, W) = nVip(X, W) + trg(de)®*g(X, W)
—n|Vyplgg(X, W) — (d) (X, W) — trg(Vg)g(X, W)
+V5o(X, W) = (d)** (X, W) + [Vl g9 (X, W) + n(dp)** (X, W).

Como X e Y sao arbitréarios, temos que
Ric = Ric— (n —2)Vip + (n — 2)(de)® — Agipg + 2|V,0[29 — n|Veellg,
reorganizando,

Ric = Ric — (n — 2)(Vip —dp @ dp) — (Agp + (n — 2)|Vgel2)g.
]

A seguinte proposicao fornece uma relagao para tragos de tensores por métricas

conformes.
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2. Geometria Conforme

Proposicao 2.4. Seja 7' um campo (0, 2)-tensorial em M. Entao
tryT = e *tr,T.
Demonstragio. Em coordenadas, temos que tr,T = g Ty;, tryT = §T;; e
Gij = g, = g7 = e g7,

com 1sso
tryl = §"Ty; = e g7 T;; = e *tr,T,

portanto,

tril = e_2¢trgT.

Proposicao 2.5. A curvatura escalar na métrica conforme g é

S=e(S = (2n = 2)Agp — (n = 1)(n = 2)|Vyel)).

Demonstracao. Fazendo o tr; na expressao do Ric e usando a proposi¢ao anterior,

obtemos

S = 9 —(n—=2)e ¥ (Agp — |Vypl2) —ne > (Dgp + (n = 2)[Vyil7)
O

Na proposicao seguinte, obtemos expressoes para o gradiente, hessiano e o laplaciano
na métrica § para uma fungao f € C°°(M), que se relacionam com o0s mesmos entes

referentes & métrica g e a funcao ¢, expoente da métrica conforme § = e?#g.

Proposicao 2.6. Seja § = ¢?¢¢g. Para qualquer funcao f : M — R suave, temos que

Vif = e *V,f, (2.1)
Vif = Vif —(dp@df +df @ dp)+ g(Vee, Vyf)g, (2.2)
Af = e’2¢(A9f +(n—2)g(Vyp,Vyf)). (2.3)

Demonstragao. Primeiramente, para todo X € X(M) pela defini¢ao de gradiente, te-

mos que

g(vgva) :X<f) :§]<V§f,X) :€2¢9(V§f7X)7
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2. Geometria Conforme

implicando que
9(672<pvgf’ X) = g(ng, X)7

logo,
Vif = e 2V, f.

Agora, para o hessiano, dados X, Y € X(M), temos que

VIF(X)Y) = §(VxV3f,Y) =e¥g(Vx(e V1Y)
= e*g(—2e*X(0)V,f +e **VxV,f,Y)
= 2X()Y(f) + g(VxV,f.Y).

Pela Proposicao temos que

g(@ngfa Y) = g(vagf + X(‘P)vgf + vgf(@)X - g(X, vgf)vgﬁoa Y)
= Vf(X,)Y)+ X(@)Y(f) = X(N)Y () + 9(Vef, Vap)g(X,Y).

Dessa forma,

Vif(X,Y) = Vo f(X.Y) = (X(@)Y (f) + X(N)Y (#)) + 9(Vof, Vep)g(X,Y),

portanto,
Vif =Vif —(de@df +df @ de)+ g(Vyf, Vep)g.

Fazendo o trago (tr;) na expressao acima, obtemos o laplaciano na métrica g:

DNof = e %try(VAf — (dp @ df + df @ dp) + g(Vof, Vyp)g)
= (A f ~9(Vep. Vof) = 9(Vof. Vyp) +n9(Vof. Vy0))
= e (A f + (n—2)9(Vep, Vo f)).

Pela Proposigao [1.30) para M, uma hipersuperficie minima completa com indice

finito, existe uma fungao positiva u € C*°(M) e um conjunto compacto K em M tal

que Lyu=0em M — K. Sendo g a métrica original em M, consideremos a mudanca

conforme § = u?*¢ onde k é uma constante positiva. Seguindo a mesma construcio da

demonstragao do Teorema 1 em [20], podemos provar o seguinte:

Proposicao 2.7. Fixando um ponto p € M, existe uma geodésica minimizante ~ :

[0,00) — M — K partindo de p, na métrica conforme §, que é parametrizada pelo

comprimento de arco na métrica original g.
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2. Geometria Conforme

Demonstracao. Fixe um ponto p em M e para qualquer R > 0, vamos considerar a bola
geodésica Bg(p) centrada em p e raio R na métrica completa g de M. Escolhamos uma
exaustao de M = |J, Bg,(p) (R; — 00,7 — 00). Entéo, para cada i existe um segmento
de geodésica 7;(s) que realiza a distancia de p 4 fronteira 0Bpg, (p) na métrica g, tal que
s é o comprimento de arco de ~; na métrica g. Para ver isto, defina ur, = u + 1 onde
n é uma fungao suave, tal que n =0 em Bg,(p) e n =1 em M"™ — Bg,.1(p). Como ug,

é limitado inferiormente, a métrica
~ 9k
gRi - uRig

é completa, assim que essas geodésicas existem. Como Bp, é compacto, podemos ligar
p a qualquer ponto do bordo de Bg,(p) com a menor geodésica na métrica gg,. seja
pi € OBpg, tal que, p; estd mais proximo de p e seja <; a menor distancia de p até
pi- Note que 7; deve ficar inteiramente dentro de Bg,(p) ou outro ponto estaria mais
préximo de p. Como ug, = u em Bg,(p), entao 7; é uma geodésica na métrica g.
Vamos supor que 7; estd parametrizada pelo comprimeto de arco na métrica g.
Agora, vamos tomar uma subsequéncia de R; — oo tal que o vetor tangente convirja
para um limite v. isto é, v — v assim, pela dependéncia de solugoes em relagao aos
parametros (teoria de EDQ), estas geodésicas convergem em um conjunto compacto
de [0, 00) para uma geodésica limitada v que minimiza a distancia entre quaisquer dois
pontos na métrica conforme g e é parametrizada pelo comprimento de arco na métrica
g. Como v é semi-geodésica, segue-se que v N K esta contido em ~([0,(]) para algum
I > 0. Portanto, podemos substituir v por 7/, € assumir que v C M — K.
O

Seja v uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco s na métrica g,

escolhamos uma base ortonormal {e; = %,62, .., en} em g, tal que ey, ..., e, sejam

paralelos ao longo de . Denote por Rici; e Ricy; as curvaturas de Ricci na direcao
de e; para as métricas g e § = u**¢g, respectivamente. Com isso, temos o seguinte
) Y

resultado:

Proposicao 2.8. O tensor de Ricci na direcao do vetor e; = %, com respeito a métrica

conforme § = u?*¢, é dado por

) A Vgulj
Ricy; = Ricyy — k(n —2)(Inu) g — k gl + k;| g:‘g'
U U

Demonstragao. Pela Proposigao [2.3], a Lei de Transformagao da curvatura de Ricci sob
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2. Geometria Conforme

a mudanca conforme da métrica § = u?*g é a seguinte,

Ricyy = Ric(y,7) — (n—2)Vip(, ) + (n— 2)de @ do(v',7)

—(Agp + (n = 2)[Vy0lg)a(7,7)-

Observe que, neste caso ¢ = klnu, e denotemos % = /. A partir da expresao dada

acima para o Riciy, temos que

RiCll

Riciy — (n —2)(' (¢ (klnw)) — (V7 )k Inw)

+(n —2)g(e1, Vy(kInu))g(Vy(kInu), e)
—Ay(klnu) — (n —2)|Vy(kInu)|?

Ricyy — k(n — 2)(Inu)ss + k*(n — 2)|Vy(Inw)[?
—kAy(Inu) — k*(n — 2)|V,(Inw)|?

Ricyy — k(n —2)(Inw)ss — kA (Inw)

Ricyy —k(n —2)(Inu)ss — k (—%|Vgu|2 + %Agu)
Agu N k)|Vgu|!2]‘

U u2

RiCll — k:(n — 2)(111 U)ss —k
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Capitulo 3

Resultados de Rigidez para

Hipersuperficies Minimas Estaveis

Neste capitulo, provamos dois resultados de rigidez para hipersuperficies minimas
estaveis. O primeiro resultado é um caso particular do problema de Bernstein estavel,
em que a dimensao da hipersuperficie é igual 3, o segundo é um resultado de com-
pacidade, para hipersuperficies minimas com indice finito, imersas em uma variedade
Riemanniana completa de dimensao n + 1, n < 5. Para fazer isso, inicialmente preci-

samos de alguns lemas.

3.1 Hipersuperficies minimas, completas, orientaveis,

isometricamente imersas e estaveis

Nesta secao provaremos alguns lemas, que serao utilizados na demonstracao do
Teorema . Ao longo da secao vamos considerar M"™ < R"*! uma hipersuperficie
minima, completa, orientdvel, isométricamente imersa e estédvel. Sendo M™ — R7H!

estavel pela Proposicao [1.30} existe uma fungao 0 < u € C*(M) que satisfaz
—Agu = [AlZu em M. (3.1)

Seja k > 0 e considere a métrica conforme

2k

N}
I
I

K

onde g é a métrica induzida em M.
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3. Resultados de Rigidez para Hipersuperficies Minimas Estaveis

3.1.1 Tensor 2-Bakry-Emery-Ricci

Para que se possa fazer uma estimativa integral de volume, primeiramente temos
que impor uma condicao sobre o Ricci. O primeiro dos lemas, prova uma cota inferior
para o tensor de curvatura k-Bakry-Emery-Ricci modificado por g. Em particular, este
resultado implica a nao negatividade do tensor de curvatura 2-Bakry-Emery-Ricci de

g para um k adequado.

Lema 3.1. Seja f := k(n — 2)In(u). Entdo o tensor de Ricci da métrica g = u?*g
satisfaz L kfn—2) '
. 2 — n — n — 9
Ricg + V5[ — Wdf R df > (k} - ) |A|gg, (3.2)

no sentido de formas quadraticas. Em particular, se n = 3 e k = %, entao o tensor
2-Bakry-Emery-Ricci
1
2. . py 2
Ricy" = Ricg + V3 f — §df ® df,

satisfaz
Ricg’f > 0.

Demonstracao. Inicialmente, veja que a funcao ¢ € C*°(M) da mudanga conforme é

dada por ¢ = kln(u), pois
g = e2¢g = qug j (10 = kln(u)
Assim,
k k k

k k
do :==Vp = Evgu; VZ(p = an]u — Edu ® du; Agp = aAgu — E[Vguﬁ

Substituindo as informagdes acima na férmula do Ricci conforme (Proposicao [2.3)),

obtemos

, . ks k k?
Ric; = Ricy—(n—2) avgu - Edu ®du | — Ealu ® du
k k k>
- (Ragu- Ewat) + -2 519,02 o

Agora para a funcao f = k(n — 2)In(u), temos que

k(n —2) Viu  du®du
af = ng:—u V gu; Vf]f:k(n—Q)(:j S ;
Au |V, ul?
Agf = /{;(n—2)<—u ——| 52’).
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3. Resultados de Rigidez para Hipersuperficies Minimas Estaveis

Substituindo tais informagoes na férmula do Hessiano conforme ([2.2)), obtemos

k*(n —2)

du ® du + |V, ul?g.

% 2(n, —
ng:k(n—2)< ;u_du®du)_2k (n—2)

u? u?

Logo,

k k %
Ric; +Vif = Ric,— (n—2) Kan]u — @du ® du> — Edu ® du}
k k %
- (Ban- Swar) + -2 59,0

v 2(n—2 *(n—2
+k(n—2)( gu_du@;du) k(n )du®du+k(n )
u u u?
k*(n —2 k
= Ric, — #du ® du — E(Agu)g + — |V ul’g
. [k(nu—2)du] 2 [k(nu—z)du] . K — Q)V >
= Ricy — o = (Bgu)g + | —=——Vyu k(n—2)7

Usando o fato de que —Aju = |A|Zu e a expressao obtida acima para df := Vf, temos

que

df @ df
-2

Ricz + V3f = Ricy — + k|ALZg + IV, f12g. (3.3)

1
k(n —2)2

Note que, dado X € X(M) e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schawrz, tem-se

ou seja
|ng|29 > df @ df.
Dali,
, , 1—k(n—2)
2 2
RZCg —f‘ ng Z RZCg + Wdf ® df —|— k|A|gg (34)

Agora, considere {ey, ..., e, } autovetores de A associados aos autovalores ky, ..., ky, res-

pectivamente, isto ¢, Ae; = kje;, 7 =1,2,...,n. Sendo A auto-adjunta, note que

|A|2 =tr(A%) = Zg (A%e;,e)) Z (Aej, Aej) ZkQ Zk2 + k2.

JFi

Como M"™ < R™"! ¢ uma hipersuperficie minima,

:Zg(Aej,e] Zk; —Zk + k; =0,
J

JFi
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3. Resultados de Rigidez para Hipersuperficies Minimas Estaveis

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

:<ij> <> Yk =(n-1(AL - k),

J#i JFEL JF

com isso,

)

K < ”T_l|A|§.
Agora veja que, dado qualquer X € X(M), podemos escrever X = ). z;e;, temos
|AX|§ = g(AX,AX) =g (Ainei,Aijej> = inxjg(Aei,Aej)
= Z«Tixjkikjfsi,j Z ] )
= Zx2k2
< Zaﬁ” AR

Portanto,

—1
A< ARy = - 29 < —A. (3.5)

Como em nosso caso M™ — R a equacao de Gauss é dada por
R(X> Y7 Z> W) = g(AXa Z)g(AY> W) - g(AX7 W)g(AY7 Z)>

para todos X,Y, Z, W € X(M) onde R é o tensor curvatura de M. Tomando X =¢; =
W, temos
R(eiu }/7 Z: ei) = g(Aei7 Z)Q(Aya ei) - g(‘Aeia €Z>g(A}/, Z)7

somando em 1,
ZR(eia}/vZa el Zg Aela AY el ZQ(AQHGJQ(AY, Z)

equivalentemente,

— ST R(Yiei, Z,e;) = g(AY, AZ) — tr(A)g(AY, Z),

ou seja,

—Ric,(Y, Z) = g(A%Y, Z) — Hg(AY, Z),
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como M é minima (H = 0), obtemos

—Ric,(Y.Z) = g(AY. Z),

e, portanto,
Ric, = — A%
Substituindo (3.5)) e (3.6) em (3.4)), resulta em
: 1—Fk(n—2)
2 2 2

(n—=1), 1—Fk(n—2) 5
> — A _ A
> DALy e £ kAL
1—Fk(n—2) (n—1) 5
= ———2df ®d k — Alzg.
Fn — 27 if ® f+< " |Alg
Portanto,
, 1—k(n—2 n—1
Ricy + ng — Wdf ®df > (k i ) \A|§g.

3.1.2 Completude da Métrica

(3.6)

O proximo passo para a demonstracao do Teorema ¢ ver que g é completa.

Nesta subsecao vamos provar que & métrica conforme § = u?*¢ é completa, desde que

nzBekz%.

Lema 3.2. A métrica g = uég é completa.

Demonstracao. Inicialmente fazemos parte dos calculos para quaisquer n e k. Pela

Proposicao dado um ponto fixo em M", existe uma geodésica minimizante 7y :

[0,00) — M™ (curva divergente) na métrica conforme § = u**g, que é parametrizada

pelo comprimento de arco em relagao a métrica g.

Sejam s e § os comprimentos de arco de v em relagdo as métricas g e g, respecti-

vamente. Com base na Proposicao [1.17, para provar a completude de g é equivalente

a prova que 7y tem comprimento /;(y) infinito, isto é,

| w6 =

20

(3.7)
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De fato,

lmOZHmlv%%M%WFﬂmAVWﬁ@Mﬂﬂﬂm%

t—o00 t—o00

- [ s

Escolha {e; = g—;’, €y, . .., e, um referencial ortonormal ao longo de 7y para a métrica
g. Denote por Ricy e Rz'NcH as curvaturas de Ricci na direcao de e; para as métricas g e
g, respectivamente. Seja @e; uma variacao normal de -y, onde ¢ tem suporte compacto
em (0,00). Como v é uma geodésica minimizante na métrica conforme g, sua segunda

variacao do comprimento de arco é nao negativa, isto é,

) d 2 5
/ ((d_g) — SOQR(ei,'y’,v',ei)) ds >0, (ver equagao ([1.11]))
0

fazendo o trago na expressao acima, obtemos

ou, equivalentemente,

/OOO{(n —1)(ps)* — <,02R~icn}u_kds >0, (3.8)

para toda func@o suave ¢ com suporte compacto em (0,+00). Como é provado na

Proposicao [2.8],

~ A vV ul?
Ricy; = Ricyy — k(n —2)(Inu) g — k i + k’| g2 ‘g.
u u
Agora usando o fato de que —Agu = |A[>u obtemos,
|Vgu|3

Ricyy = Ricyy — k(n — 2)(Inw)s + kA2 + k (3.9)

u2
Da equagao de Gauss tem-se

Rijij = Audj; — AF.

o1
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Tomando 7 = 1 e somando em j = 2, ...,n obtemos
n n
RZCH = AllAjj — Alj‘
Jj=2 Jj=2
Como M™ é minima, temos que
n
o 2 2 : 2
j=2

Substituindo a ltima relagao na equagao (3.9)) resulta que

!!2

Ricyy = =A%, = Y AL — k(n — 2)(Inu)y, + k|A]} + k

Combinando a tltima equacao com a desigualdade (3.8)), obtemos

(n—1) /0 (ps)?u""ds > /0 Q*u " (kyA\g—Afl—ZA§j> ds (3.10)
j=2

oo

—|—k:/ g02u_k‘ Vauly 7 ds k(n—2)/ ©*u " (In u)ds,
0 u? 0

para toda ¢ com suporte compacto em (0, +00) e para todo k > 0. Como trA = 0,

pela Proposicao [1.24], temos que

A2 > —A2 +2ZA

15

assim,

HAR - A% - 34 > T w2k A - - S

j=2 j=2

kn -
- (n—l —1) A+ (2k— 1)) A3
j=2

Em particular, se k > (n — 1)/n, entéo

k 2(n — 1 —9
150 e -1z _n
n—1 n

>0, paran > 2,
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com isso,

KA = A} =) AL, >0= /0 O*u " <k|A|§ — A% — ZA@) ds>0. (3.11)
Jj=2 j=2

Substituindo (3.11)) em (3.10)), resulta

00 00 \V4 2 oo
(n—l)/ (s)?u"ds > k/ @2ukﬂds—k(n—2)/ O*u " (Inu)ds, (3.12)
0 0 0

u2

para toda ¢ com suporte compacto em (0,+o0), para todon > 2e k > (n—1)/n.

Note que

4y = 2-u(r(5)) = 9(T4u(1(5)), 7'(5)) < IVu(r(5)lab (5)lg = V(1)

IVgul? > (uy)?. (3.13)
Agora, integrando por partes a segunda integral do lado direito em (3.12)), obtemos
/ OuF(Inu)ds = tlim [¢2u_k(1n u)sm - 2/ (Inu)sppsu*ds
0 0 0
—i—k/ (Inu)sp*u " tu,ds
0

= —2/ uswsu"’""ldﬁ%/ pPu 2 (uy) ds,
0 0

onde (Inu)s = us/u e ¢ tem suporte compacto em (0, 4+00). Assim, usando o que foi

feito acima e (3.13) em (3.12)), temos que

n—1 ws)u""ds > e u (g ) ds
2 k:d k 2 k—2 2d
0 0
—k(n —2) {—2/ usppsu " tds + k/ ©*u "2 () ds |
0 0

com 1isso,

(n—l)/ (0s)?u"rds > 2k(n—2)/ o ugds (3.14)
0 0

R — k(n — 2) /0 " Ryt () 2ds.

23
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Escolha ¢ = u*, com 1 suave e com suporte compacto em (0, +00). Temos
Pt = kg,
Ps = kd)uk_lus + uk¢sa
(ps)?u™ = K% (o) + ub () + 2kypsu g,

Substituindo em (3.14)), resulta

(=) [T R ) )+ 2kt s

v

2k(n — 2) /OO P (kuP ugh + P ) u " ugds + k(1 — k(n — 2)] /00 PP u2 (ug) ds
0 0
= 2k(n—2) /00 kub =24 (ug)? + uFMphgugds + k[1 — k(n — 2)] /OO w22 (u,)?ds
0 0
= 2k*(n—2) / w2 (ug)?ds + 2k(n — 2) / uF b uds
0 0

+k[1 — k(n — 2)] / w202 (uy)2ds.
0
Isolando o termo u*%? no lado esquerdo da desigualdade, obtemos

(n—1) /000 uF(5)?ds > 2k*(n —2) /000 uF2? (ug)?ds + 2k(n — 2) /000 uF M ugds
+k[1 — k(n —2)] /00 uF 2% (ug)ds
0

—k*(n—1 2uf 2 (ug)ds — 2k(n — 1 wF lugd
(n=1) [ s = 2kl )/ﬁwwu s

= 2K*(n—2)+k—K(n—2)—k(n—1) / Vb2 (uy

+[2k(n — 2) — 2k(n — 1)] / YpsuF tugds
= (k—k? 2uh2 (ug)?ds — 2k s Lugds,
/ P (us)“ds /0 Yipu” " ugds

ou seja,

(n—1) /0 h uF(1s)2ds > k(1 — k) /O h 2uF 2 (uy)2ds — 2k /0 h Vput ugds.  (3.15)

N k-1 _ 1/~ K
I.—/O Ypu” " ugds = k/o Yihs(u”)gds

Seja

o4
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Integrando por partes, temos

7 L g N CA TR

__1 2 kg, > k
= k/o (1) u"ds k/o PYipgsuds

o primeiro termo se anula pois ¥ tem suporte compacto em (0, +00). Para todo € > 0,
ao escolhermos p = 2,

k—2 k
2

a=vusu 2 e b=1uz,

na desigualdade de Young (|A.2), temos que

R OO AN C
5 .

’ab| = |w¢sukilus| <
2¢e

Veja que, para todo t > 1 e para todo € > 0,

2kl = 2ktI+2k(1—t)I
= -2t / uF (1,)%ds — 2t / Vipgutds + 2k(1 — t) / Viput ugds
0 0

< ot / (g, )2ds — 2t / o
k(t—1)e / T Tamd( k(tg_l) /Ooouk(l/Js)2d8.

Assuma que k < 1 e tome € := (1 — k)/(t — 1). Obtemos que

2k < =2t / (apg)2ds — 2t / Ypgsutd
1 2 00
k(1 —k / 2k 2( ds+k5< k> /0 u(15)2ds
= —2t/ Vipssufds + k(1 —k / V2P (uy)?ds

+ [% — 24 /OOO uF(1),)2ds.

Usando ([3.15)), temos que

2kl < {k(lt%l?? — Qt] /0 h uF(1,)%ds — 2t /0 h YipguPds

+(n—1) /O h uF(1,)2ds + 2k /0 h Yrput  uds

:{M

T E 2t + (n — 1)} / uF (1,)%ds — 2t/ Yipgsutds + 2Kk1,
- 0 0
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com isso, obtemos

M—2t+(n—1)} /muk(¢)2ds—2t/oow@/) ufds >0 (3.16)
1 _ k 0 S 0 88 iy ) .
para todot > 1, n > 2, (n—1)/n < k < 1 e ¢ com suporte compacto em (0, +0o0).
Seja
—1)2
LTS P

e escolha k = (n — 1)/n, se n = 3 podemos ver que P(t) é negativo para algum t > 1.
De fato

(n—1)(t—1)2

P(t) = 1_+;1)—2t—i—(n—1):(n—l)(t—1)2—2t+(n—1)
= (n—l)ntz—Znt—i-Z(n—l)
= 282 —6t+4
= 20t —1)(2—1),

note que, se t = 3/2,

P(3/2) = -2 @ - 1) (2 - g) -2

Portanto, paran =3, k= (n—1)/n=2/3 et =3/2 em (3.16), temos que

oo
0

para toda 1 suave com suporte compacto em (0, 400). Fazendo agora ¢ = sn, n suave

wln

(¥5)%ds — 6 /OO uSiseds > 0, (3.17)
0

com suporte compacto em (0, +00), temos

s = A4 sne= (1) =0+ 2smns + 57 (n,)%,
2,bss = 2773 + SNss = wd}ss = 237]773 + 52777733-

Substituindo em (3.17)), obtemos
—/ (n* + 2smn, + 82(n8)2)u%d3 — 6/ (2smms + SQT]T]SS)U%CZS >0,
0 0
isolando o termo u3n?, resulta

/ uinds < / w’ (=141, — 65%1mes — 8%(ns)*)ds.
0 0
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Escolha 7 tal que n = 1 em [0, R], n = 0 em [2R, +00) e com |n,| < C/R, |n.s| < C/R?,

para R < s < 2R (C' é uma constante positiva). Entao

R 2 R 2 2 & 2 2
/ u3ds :/ usnds < / u3n“ds
0 0 0

< / (—14smn, — 65°nnes — 52(15)>)us ds
0
R 2
= / (—14smns — 65°nnss — s7(ns)*)usds
0

2R
+ / (—14smn, — 65°nnes — 52(15)?)us ds
R

+ / (—14snn, — 65%mmes — (1) usds
2R

C 20 202 2R 2
< (28RE+24R ﬁ+4R ﬁ)/}z u3ds
2R )
= 01/ u3ds
R
<

C’l/ u%ds,
R

R 00 o)
/ usds < / U%T]st < C’l/ u%ds, (3.18)
0 0

R

isto é,

para algum C7 > 0 independente de R. Dessa forma, conclui-se que

o0 2
/ usds = 00,
0

pois, caso contrario, se a integral convergisse, da ultima desigualdade em ([3.18)), terfamos

/ uids = 0,
0

o que nao pode acontecer, pois o integrando é positivo, portanto a integral diverge e,
segue que g = us g € completa.
m

3.1.3 Estimativas de volume

. : . (o - 4

Nas subsegoes anteriores, foi provado que a métrica conforme § = u3g é completa
e tem curvatura 2-Bakry-Emery-Ricci nao-negativa, com isso, estamos em condigoes
de fazer estimativas de volume. Nesta subsecao apresentaremos duas desigualdades

integrais, que serao o ponto fundamental da demonstracao do Teorema [3.5]
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Usando resultados de comparagao bem conhecidos (ver [29]), obtemos imediata-
mente a seguinte estimativa de volume ponderada de Bishop-Gromov para uma bola

geodésica By (o) centrada em zy € M, de raio R, em relagdo a métrica conforme .

Corolario 3.3 (Qian [29]). Seja zop € M3 e Rz’cg’f > 0. Entao, para todo R > 0, existe
C > 0 tal que o f-volume

Vol BY () := / e 1dV; < ORP,
B (o)
em que f = gln u. Equivalentemente, em termos de u e da forma de volume de g,
/  usdV, < CR®.
B, (z0)

O dltimo ingrediente que precisamos na prova do Teorema |3.5| é a seguinte desi-
gualdade integral. Denotaremos por C§°(M) o conjunto das fungoes suaves em M
com suporte compacto e, em alguns momentos omitiremos a forma de volume dV} nas

integrais, por simplicidade de notagao nos célculos.

Lema 3.4. Para todo 0 < § < ﬁ, existe uma constante C' > 0 tal que

/ | AP 25 5 Hqy, < ¢ / wEE VYAV, Ve CR(M).  (3.19)
M M

Demonstracao. Novamente, fazemos parte dos calculos para todo n, e quando for
necessario, serao feitas as escolhas especificas. Inicialmente, temos que para todo
p € [4,4+ /8/n] e para alguma constante C' = C(n,p) > 0, vale a desigualdade

[are <c [ apwer voecron (3.20)
M M
De fato, pela desigualdade de estabilidade tem-se que
[ 4P+ R ) fav, < [ (wrRav, s e crn.
M M

Observando que Ric;, = 0, uma vez que o ambiente ¢ R"™! e pondo f = |A|'Tp, ¢ > 0
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e com @ € C§°(M) na desigualdade acima, obtemos

[ramag < [ wgapg)?
M M

- / (14 Q)| AIPV]Alp + AT ]
M

< /M (1 + QAP VAl + A Vo2

= [ (1 PIAPIRTLAE + AP TP
M

4 /M 21+ @) Ale| VA A Vool

Fazendo a = |A|%¢|V|A][, b = (1 + ¢)|A|'*9|V¢| na desigualdade de Young[A.2] temos
que, para todo € > 0,

2(1+ q)A|%e|VIA||A| V| < A% V| All%e +

(1+q)°
T!A\“zq!VsO\Q,

com isso, obtemos

1 2
|A|4+2q (1 +q —{—8 |A|2q|v|A||2 24 ( +Q) +1 |A|2+QQ|V(’0|2.
€ M
(3.21)

Por outro lado, multiplicando a desigualdade de Simons (|1.17])
4 2 2
[AIAA] +|A] = ~[V]A]
por |A[*p? temos
2
[APTTIGPAJA] + [A[T0p? > — AP VAP,
integrando por partes,

[apmgala =~ [ gv(aprie), viap
M

9((2q + 1)|A]PIV|A|p® + 20V | AP, V| Al)

(2q + 1)|A]P2* V| Al]* + 2| AP og(Ve, VIA]),

Il
:\:\:\

obtemos

2
— [ CarnAPAVIA AP ooV, T1AD+ [ JApg > [ Zapagealp
M M M

29
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equivalentemente,

/M (24 + DIAPRIVIAIP < /M 2 AP (= g(Vig, V| A]))
2
+ [ jammg — [ 2apgvia)p
M WYRL
/M 2 AP o Vol [V] A

2
+ [ g - [ Zapolap
M M

IN

Utilizando novamente a desigualdade de Young[A.2] temos que

2AAPH o Ve|IVIAL = V2IA[%|VIAV2IA[" V|
1
< JAPIVIAIPE + APVl

com 1isso,
1
/ (24 + VAP |VIAP < / APV |AlPe + 2 / AP
M M € Jm
2
4 / A2 / 2 APV AL,
M MmN
isto é,

2 1
(Zrzri-e) [apimiare < [ a2 [ apewee. e
n M M €Jm

Substituindo (3.22) em (3.21)), resulta

9 -1
/ |A|4+2qu2 < [(1 + q)2 4 6] (_ +2¢+1— 5> / |A|4+2q<’02
M n v

1 2 -
sgre (2eri-c) [ apogp
S n M

1 2
J{( +9) +1}/ A2 V]2,
€ M

Sendo ¢ > 0, para todo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos

2 —1
{1 —[(14q)* +¢ (— +2¢+1— 8) } / |A[*H2ap% < 0/ | AP V],
n M M
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Seja q := (p — 4)/2. Para € > 0 suficientemente pequeno, temos
9 -1
1_[(1+Q)2+5](5+2(J+1_5) > 0,

se p € [4,4+ /8/n], e finalmente obtemos

/ AP < C / AP2|VP,
M M

para toda ¢ € C3°(M), onde C' = C(n,p) > 0. Tomando ¢ = u*®, com 1) suave e com

suporte compacto, u solucao positiva de —Au = ]A\gu e a < 0. Por Cauchy-Schwarz,

V) = [V +uVi|*
= VU + VY + 20utg (Vi Vu)
< VU + u VY 4 29ut V[V,

fazendo a = /29| Vu®|, b = v/2u®| V| e os conjugados iguais a 2, na desigualdade de
Young [A.2] obtemos

20| V|| Vu®| < 2 Vu? + u* |V,

e, portanto,

V()P < 207 Vu® | + 202 |V

Substituindo tais informagoes em (3.20)), resulta

/ APuzey? < 20 { / AP0V + / |A|P-2u2a|w|2], (3.23)
M M M

para toda ¢ € C°(M). Agora, note que ao integrarmos por partes,

- / AP0t A = / (VI AP22u®), V)
M M
= [ gPETIAP 4 APV APV, Tu)
M

— / uY?g(VIAP~2, Vu®) +2/ | AP ug(Ve), Vu®)

/ AP22 Va2,
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obtemos
[orapzvep = - [ japetesee - [ edg@lap2 vae)
M M M
9 / |A[P2ug (Vb, Vi),
M
Usando o fato de que

Vu? = |au® 'Vul* = o*u***|Vul?

e
Au® = div(Vu®) = div(au® *Vu)

= g(V(au*t), Vu) + au®* *div(Vu)
= g(ala —1)u**Vu, Vu) + cu® ' Au
= ala — Du* | Vul> + cu* ' Au.

Temos que

/ ’A|p—2w2|vutx’2 — _/ ’A|p—2w2ua[a(a_ 1)ua—2|vu’2_‘_aua—lAu]
M M

_ / uP?g(VIA[P~2, Vu®) — 2 / AP pug(Vip, Vu©)
M M

-1
S _Oé / |A|p—2¢2|vua|2 . O[/ |A|p_2u2a_1@/)2Au
M M

«

= [ (v v 2 [ A el ver),
M M

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz na tultima integral. Usando agora a
desigualdade de Young na mesma integral para a = v/2e)|Vu®|, b = /2/eu®|V|
e tomando os conjugados iguais a 2, para todo £ > 0, a desigualdade integral acima

resulta em

[rapevep < —a [ papeeiae- ot [ apevaer
M M a M

- / W Rg(VIAP, Vue)
M

1
+/ |A[P—2 (w?yvua\? + —u2a|w|2) :
M 9
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Usando o fato de que —Au = |A[*u em M, podemos reescrever
[rarwar < a [ japag -2 P2V
M M
—/ u“?g(V|APP~2 Vu®)
M

1
te / AP TP + / AP VP2,
M €Jm

ou seja,

(

-1
R Sy ey T K
M M M
1
+—/ | AP0 | V)2 (3.24)
€ Jm
Por Cauchy-Schwarz,

_ / W Y2g(Vu®, VI AJP2) < / WVl [V APP),
M M

€ COIMno

VIAP2 = (p = 2)|APV|A] = (p - 2)| A7 A7 V4],

na desigualdade de Young, tome os conjugados iguais a 2 e

« pb—= 2 o p—2
a=/t(p = 2ue|A|T |V]4]|, b= \/ TMVU |IA]
para todo t; > 0, temos que

_ — 2)uPp?| AP V| A|?t — 2)9?|Vue|?| A2
2 V|| V] AP 2!!§(p ) w|2| VIAIPL | (0= 2)¢ I%1 FlAP—

com isso,

(p—2)ty

- / gV, VI AP2) <
M 2

/ w2 AP AP / GV AP,
M

Substituindo em ({3.24)), resulta em

2)t
(1=e+220) [lap2ewep < o f papage e B2 [ ey
M

2 1
+2-2 / w\wamm%%— / AP0 V),
2t1 M I M

63



3. Resultados de Rigidez para Hipersuperficies Minimas Estaveis

isto é,
—1 -2
(1 e T p—) / |AP22 |Vl ? < a/ | A[Py2oqp? (3.25)
(6] 2t1 M M
1
42 [ 1A v
€Jm
p—2)t o B
A0 [ g al,
M

para todos t1,e > 0 e ¢ € C5°(M). Agora, multiplicando por |A[P~* f? a desigualdade
de Simons [1.17, onde f € C§°(M), temos que

2
(AP PAA[+ [AP £2 = —|VIA[PJAPT
equivalentemente,
2
AP f2 = = |VIA|PJAP= 2 — [AP f2ALA]
n

Integrando em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

| 1apr

Vv

2
| 291aipiap-ty - [ japaia
Mn M
2 _ _
= [ 2P+ [ gvap2). v1a)
M M
2
= [ 2I91AIPIAP 4 [ gllo - AP V1AL + 24PV V14D
M M
2
— [ 2P 4 o -3) [ AP PRIAIR 42 [ AP oV V1)
Mn M M
2
_ (nmwa)/1WAWMWAP+2/|m“%mVﬁVMU
n M M
Para a ultima integral, por Cauchy-Schwarz,
2 [ AP to(vvIAD <2 [ 1PV AIVAlL
M M

pela desigualdade de Young, temos, para todo to > 0,

s siviall = |(vasar= o) (/2ia= v

Apf2v 2
o T
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consequentemente, podemos afirmar que

Ap—2v 2
_2/ |A|p_3fg(vf’V|Al)§/ f2|A|p‘4|v|A||2t2+/ [APZIVITE
M M M t2

ou seja,

Ap 2 2
2 [ AP oV ANz - [ Plapeiape - [ AL

com isso, conclui-se que

2 AP2|V f]?
[rarr = (2ep-s) [ wiapiappe - [ papeiape - [ BRI
M n M M M to
2 1
= (2ep-s-n) [arwiape - L [ apese
n M lo Jm
para todo t2 > 0. Escolhendo f = u®y com ¢ € C5°(M), temos que
[rapen = (2ep-3-n) [ aprwiapees - 2 [ apwesr
M
Note que pela desigualdade de Young, para todos tg,e > 0
2uY|Vu®| VY| = M%ﬁwvwm/ ﬂvw2<twﬂVuP iwvwﬁ
donde

V@ < vV + Vel + 20y V|V
1

P2 Vu? + u | V|2 + toe)?|Vus|? + —u*| V|2
2

IN

1
= (1 + tre)?|Vul|? + (1 + tg_s) u*® | V|2

Substituindo tais informacoes na ultima desigualdade integral, resulta
200,/,2 2 —4 2, 2c,/,2
[APu™y” = | —+p—3—1 [APIVIA]Fu™y
M n M

1 1
& [ar (s naemep s (e ) ervar)
2JM 2&
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ou seja,

2
/ APuog? > (—+p—3—tz) / APV |A| Py
M n M
1 —2 12 a2 1 1 —2 2« 2
(L) [ apreweep - (e 1) [ 1apeevy)
to M to tae ) Jur

para todos to >0, e > 0e ¢ € C(M). Sendo a < 0, temos

2
a / APug? < a(—+p—3—t2) / APV A] Py (3.26)
M n M

_a(l+f)/wAVZWRMﬂ”‘g<1+jL>/WAV2ﬁﬂV¢H
to M 12 toe ) Ju

Substituindo (3.26]) em (3.25)), resulta em

1 p—2 2
(1_g+0‘ P ) / A2 TP < a(—+p—3—t2) / AP V] Al[2u2y?
o 2t M n M
1
— <——|—5)/ |A[P~20p? | Vu®|?
) M

1
_g <1+_)/ |A|p—2u2a|vw|2
tQ t2€ M

1
1 / AP Vi ?
EJm

—2)t
S22 [ g valp,
2 M

isto é,
—1 -2
|:1 i (a B 1)6+ [0 . (p ) + tg:| / |A|p_2¢2|Vuo‘|2 S
M

« 2t1 2

I «o 1 P—2. 2a 2
i ()] [ e
+[@—%

2
hh+ o (— +p—3— tQ)} / | AP~V | Al Pu?*?,
2 n M

para todos g,t;,t; > 0, « <0 e ¢p € C§(M). Dado ¢ > 0, tomemos

5
——1--<-1
(6] 3=

e ficamos com

B 24¢ p-2 1+¢
1— (24 < 5 _ -3
[ ( +3>€+1+% 2t to

/ A2 VU152 <
M
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1 1+
e (1 )| [ lape ¥
£ tg tQE

—2)t d 2 2
4 {u — (1 + _> <_ +p—3— b)} / |A\p74\V|AH2u*2*?5¢2,
2 3 n M

reorganizando, obtemos

) 2+2% p—2 1+¢
1— (242 5 _ ~ -3
[ (+3)€+1+§ 2t ()

1 1+4¢ 1
-+ —2 1+ —
£ tg t2€

-2t 2+% 5 5
(=2t 3—(1+§>p+3—|—(5+(1+§>t2

/ AP2g2 Va5 <
M

1A
M

+ 2 n

[ 1Ay F v
para todos g,t;,ty > 0 e ¢ € C3°(M). Tomando

2(5 + 30)

n=3, p=5+4, tl:T’ ty =1,

temos
1+2+§_p—2_1+§ B 1+2+(5/3)_(3+5)_1_§
1+ 24 ta 14 (6/3)  45:30) 3

64+6 9(3+0) &
346 4(54+30) 3
12(5 + 36)(6 + 6) — 27(3 + 0)2 — 46(3 + 6)(5 + 30)
12(3 + 0)(5 + 36)
12(30 + 238 4 36%) — 27(9 4 66 + §2) — 40(15 + 140 + 35?)
12(15 + 140 + 362)
360 + 2760 + 3602 — 243 — 1625 — 2762 — 605 — 5602 — 125°

180 + 1689 + 3642
117 + 546 — 476% — 1263

180 + 1685 + 3602
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e, note que
—92 24+ 2
o — =P 2HE )0 p+3+0+ 1+ 04,
2 n 3 3
34+6)(5+ 30 24 (20/3 ) )
_ BHI6+30) 2B (1, 0 5543404142
9 3 3 3
154146 + 362 (6 + 20) 50 67 J
= — — — _— = — 1 —
5 5 5—10 3 3+3+5+ +3
_ 9+120+38 45 &°
N 9 3 3
~ 94120 +368% 94120 + 347
— 5 5 .
Com isso,

117 + 546 — 475% — 1252 5 S
— | 2 — A3+6 2 -1-3512 <
{ 180 + 1685 + 3662 ( +;>))"f}/M| [T VuT T <

1 ) 1 )
[g + (1 + §> <1 + g)} /M |A\3+5u*2*§va|2,

L

para todo € > 0. Escolhendo 0 < d < 155

e € > 0 suficientemente pequeno, obtemos

/ APV P < O / AP 2 TP, (3.27)
M M

para algum C; > 0. Finalmente, substituindo (3.27) em ([3.23)), obtemos que

/ |A|5+6u—2—%¢2 < 20 {/ |A|3+5@/)2|Vu_1_§|2+/ |A|3+5u_2_2?‘75|vl/1|2
M M M
< 02/ |A|3+5u727%“‘v¢|2.
M

3+4

s5¢- Na desigualdade de Young, tome os conjugados

Para todo ¢ > 0, seja &' =
_ 548, _ 548
P=3549= 735 ¢

2(348) 3446 2(3+8) _ (3+9)

a = |APTOYTSE g5k, b= |Vl e g e

entao

—3—6

APHYe(3+8) | 2Tyt
o 5+9 5+0

S |A|5+5’¢)28,+ %|V¢|5+5’¢)_3_5,

AP VY2
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para alguma constante C3 < 1, pois

Portanto, renomeando a constante, temos

/
/ ‘A’5+6u727%w2 < 8// |A‘5+5u727%‘5w2 4 _,/ ufo%i‘vw‘5+5w*(3+5)
M M & Jm
para todo ¢’ > 0 ¢ ¢ € C5°(M). Tomando €’ > 0 adequado, obtemos

/ APTu 52 < 07 / T [y E e (M),
M M
Agora, note que

2

vy YV

5+46 92 5+46
— (5_—i_5> w7(3+5)|vw|5+57

546 2
By

dai, renomeando novamente a constante, temos
24 26 2
[ APt <o [ Emestpe, v e or)
M M

substituindo v por 1/1%, concluimos que

26

[rapre et <o [ wrHwer, v e oron)
M M

3.2 O Teorema de Bernstein Estavel para n = 3

Combinando o Lema e o Coroldrio podemos provar que a integral sobre
M3 de ]A\5+5u’2’23*5 ¢ identicamente nula, mostrando que M? é totalmente geodésica
(JA] = 0 em M3). Com isso e, com as hipéteses feitas sobre M3, concluimos que M3 é

um hiperplano em R*.

Teorema 3.5. Uma hipersuperficie minima estavel, completa, orientdvel e isométricamente

imersa M3 < R* é um hiperplano.

Demonstragao. Seja ¢ € C§°(M), por (2.1), temos que, a relacio do gradiente na

e e - 4
métrica g com a métrica conforme g = usg, é dada por

Vb = u 3V b,
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com isso,

Vatbl2 = §(Vsh, Vo) = udg(Vah, Vo) = ubg(u™3Vyth, u 3 Vi) = w5 |V 07,

assim,

2(o+6

V2 = u3| Vg2 = |Vl = us |Vl = [V = w5 [V0[2*.

Do Lema para algum 0 < § < existe uma constante C' > 0, tal que

100’
/ ’A|5+5u—2—23—6,¢5+5dv;] < Cr/ —2——‘v w|5+5dv
M M
= ¢ [ By,
M
= 0/ u3 |V |Hdv,
M
isto é,
/ | AP 025 54y, < C/ u3| V|34V, W € CF(M). (3.28)
M

Seja o € M e considere 7 a fungao distancia & partir de zy com relacao & respectiva
métrica §j = u3g. Escolhemos ¢ := n(7) com 0 < n < 1,7 =1 em [0,R], n =0 em
2R, 0) e || < C/R em [R,2R)], para alguma constante C' > 0 e algum R > 0. Em

(3-28]), temos que

/_ |A|5+5u—2—23—5d% _ / |A|5+6 ( )5+6dv
B (o) Bq (zo)
< / ‘A|5+6 —2—— (f)5+5dVg
< ¢ [ wva)gra,
M

Agora, note que

- s 5 o C
(Vablg = [Van(7)]g = [n'(F) V7|5 = |n'(7)] < e [R,2R],
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pois |V;7|; = 1. Considerando Bg r(20) na desigualdade integral acima, temos que
[t < o [ dwmmiea
B (o) M

C5+§ 4
< C / u3dV,
R5+6 BgR(xo) 9
4 / 4
= usdV,,
R5+6 BSR(xo) 9

onde C; = CC°. Pelo Corolério @, obtemos

544, —2—2 C1C(2R)° _ G
ﬁmﬁ““ TS T TR

Como |A] > 0eu 2% > 0, segue que
M

Por outro lado, como estamos considerando a bola com respeito 4 métrica g e a mesma ¢é
completa, podemos fazer R crescer tanto quanto quisermos, tomando R — oo, obtemos
g 26 . _g_26 .Gy
/ APy "5 aV, = lim [ |APPu " 5dV, < lim -5 =0,

logo,
/ |A|5+6u_2_%’76dvg =0=|A|=0em M>.
M

Dessa forma M? ¢ totalmente geodésica, com isso e com as condicoes impostas sobre

M3, conclui-se, portanto, que M3 é um hiperplano em R*.

[]

3.3 Tensor de Curvatura Bi-Ricci

Nesta secao, consideremos hipersuperficies minimas com indice finito, completas,

orientaveis e isométricamente imersas

n+1

M™ < (M ,h), n>2

onde (M nH, h) é uma variedade Riemanniana completa de dimensao n 4 1 dotada da
métrica h. Definiremos em seguida a nogao do tensor de curvatura bi-Ricci introduzida
em [34]:
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Definigao 3.1. Sejam (M, h) uma variedade Riemanniana e u, v dois vetores tangentes

ortonormais. O tensor de curvatura bi-Ricci na direcao de u, v é definido por
BRicy(u,v) = Ricy(u,u) + Ricy(v,v) — Kp(u,v), (3.29)

onde Kj(u,v) denota a curvatura seccional do plano gerado por u e v.

3.3.1 Resultado de Rigidez para Hipersuperficies Minimas com
Indice Finito
Nesta subsecao, provaremos que nao existem hipersuperficies minimas estaveis,
imersas em variedades Riemannianas completas de dimensao n 4+ 1, n < 5, com curva-
tura seccional nao-negativa e curvatura de Ricci uniformemente positiva.

O préximo resultado, o principal dessa secao, nos fornece uma maneira de provar

compacidade e também sera ttil no proximo capitulo.

—n—+1 , . . ~
Teorema 3.6. Se (M ", h) € uma variedade completa de dimension+1, n <5, com
curvatura seccional nao negativa e curvatura bi-Ricci uniformemente positiva ou cur-
vatura de Ricci uniformemente positiva, entdo toda hipersuperficie minima, completa,

. , . —n+1 .. .
orientdvel, imersa M™ — (M~ ", h) com indice finito deve ser compacta.

Demonstracao. Seja (WH, h) uma variedade completa de dimensao n+1, n < 5, com
curvatura seccional nao-negativa e curvatura bi-Ricci uniformemente positiva ou curva-
tura de Ricci uniformemente positiva e considere a hipersuperficie minima, completa,
orientavel, imersa M" — (Mnﬂ, h) com indice finito. Suponha, por contradigao, que
M é nao compacta.

Como M tem indice finito pela Proposicao existe um conjunto compacto K
em M tal que M — K ¢ estavel e existe uma funcao 0 < u € C*°(M) tal que Lyu =0

em M — K, isto é
—Au = [|A]* + Ricy(N,N)ju em M — K, (3.30)

onde N é um vetor normal unitario a M em M e Ricy, é o tensor de Ricci da variedade

ambiente M. Seja k > 0 e considere a métrica conforme

g =u*yg,

onde g é a métrica induzida em M. Seguindo a Proposicao 2.7 e o Lema [3.2] partindo
de uma origem fixa podemos construir uma geodésica minimizante 7 : [0,00) — M — K

(curva divergente) na métrica conforme § que tem comprimento infinito na métrica g.
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Seja s o comprimento de arco em relacao a métrica g, escolha uma curva divergente
menor v : [0,a] C [0,00) = M — K em (M, g) partindo da mesma origem fixa. Como
(M, g) é completa, reparametrizando 7 pelo comprimento de arco s na métrica g,
verifica-se que v é definida para s € [0, 00).

Escolha um referencial ortonormal {61 = %, €2y ey en} ao longo de v para a métrica
g, e seja e, 1 = N. Denote por Ricy; e Ri~cn as curvaturas de Ricci na direcao de e;
para as métricas g e g, respectivamente. Seja s o comprimento de arco de v em relagao
a métrica g e pe; uma variacdo normal de vy, onde ¢ € C°(M) com ¢(0) = ¢(a) = 0.

Agora, seguimos alguns célculos de forma analoga a [18], usando H = 0. Fazendo
o traco na segunda variagao do comprimento de arco ao longo de v e usando o fato de

que v é minimizante na métrica g, tem-se

5(a) do\? -
/0 [(n -1) <d—<§> — Ricyy 0

ou, equivalentemente,

di >0,

/ {(n—1)(¢s)* — ¢’ Ricn}u*ds > 0, (ver equagio (3.8)), (3.31)
0

para toda funcdo suave ¢ tal que p(0) = p(a) = 0. Pela Proposigao temos que

- A 2
Ricyy = Ricyy — k(n — 2)(Inw)ys — k— + k'V@;' .
u u
Usando ({3.30), obtemos
3. . 2 . |VU|2
Ricyy = Ricyy — k(n — 2)(Inu)ss + k(JA|" + Ricy(N, N)) + k—5—. (3.32)

u

Da equagao de Gauss, tem-se que

Rijij — Rh + AiiAjj — A2

1517 YR

onde R" é o tensor de curvatura da variedade ambiente M. Tomando i = 1 e somando

em j = 2,...,n, obtemos

Ricn =)  Rip;+ ) Andy =) AY,
=2 =2 =2
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n
como » 5, Aj; =0, temos que

n
, 2 2
Rl = 35, a1~ 3,
=2
Substituindo a relagdo acima na equagao (3.32)), resulta

[Vul?
o

Ricyy = Z Ry + kRici (N, N) + k|A]> — A}, =) A}, — k(n — 2)(Inw),, + k

=2

Combinando a tltima equagao com a desigualdade (3.31]), obtemos

(n—l)/ (0s)?u="ds > /QOQU, (kJchh(NN +ZR1111) ds
0 0

j=2

’f </~C|A|2 — A2 - ZA@) ds
j=2

a 2
—/ o u" (k(n —2)(Inu)ss — k|vz|
0

a

+

o\
AS)
N
N

) ds. (3.33)

Substituindo ¢ por u*/?, vemos que

k _
(puf/?)2 =™k e [(put?),)? [psu®/? 4 §s0usu’“/2u ?
k’2
= o ((905)2 + kopsusut + 2902“?“_2) :

Com isso, a relacao (3.33)) se torna

a 2 -1 a
(n — 1)/ (s)?ds > -1 / YU ds — m/ ©*ulu"2ds
0 0

4

kRici(N,N) + ZRW>

I
" (k!AF Al - ZA>
(v

+
c\

Y

+

c\

7j=2

2
kE(n —2)(Inw), |Vu| )ds.

u?

80

N

Integrando por partes

/ ©*(Inu)ds = —2/ gpgpskds.
0 0 u
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Entao, substituindo na desigualdade acima, obtemos que

-1 [(egrds = k-3 [ o teas - 1) | (%) as

2 a
—|—k}/ 2|vu | d8+/ <I€RZCh(N N +ZR1J1]> d
0 0

+/ 0 <k|A|2 — A2 — ZA@) ds
0 =2

isto é,

(n—1) /Oa(<Ps)2ds > (n—3) /0 pputds + k- ki” — 1] /0 v (%)st

+ / (kah(N N) +ZRW> ds (3.34)
0

+/ 0* <k\A[2 — A% — ZA@) ds
0 -

Jj=2

para cada fungao suave ¢ tal que ¢(0) = ¢(a) = 0 e para cada k > 0. O tensor de

curvatura bi-Ricci na diregao dos vetores ey, N é dado por
BRicp(e1, N) = Ricy(eq,e1) + Ric,(N,N) — Kp(e1, N),

como,
Rh(el, N, €1, N)

K N) =
Wen N) = T RINE = gler, N2

= R"(e;, N, e, N) := Rl v,

temos que,
Rz’ch(N, N) = BRich(el,N) RZCh<€1,€1) +R1N1N

em ambos os lados da

Multiplicando por £ > 0 e em seguida somando Z] 9 1]1]

igualdade acima, obtemos

kRic,(N,N) + Z R, = kBRicy(e,N) — kRicy(er, e1) + kRfyiy + Z Rl

Jj=2 Jj=2

= kBRicy(e, N (Z le 1N1N) + Z ng

= kBRicp(e;, N E lelj
—n+1 . ~ . R .
Como (M, h) tem curvatura seccional nao-negativa e curvatura bi-Ricci uniforme-
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mente positiva ou curvatura de Ricci uniformemente positiva, temos que R?jlj >0

para cada j = 2,....,n e
BRicp(e1,N) > Ry ou Ric,(N,N) > Ry

para algum Ry > 0. Portanto, se k < 1, temos que

kRicy(N,N)+ > RYy, > kR
j=2

Substituindo tal informacao em (3.34]), obtemos

(n—1) /Oa(%)zds > k(n—3) /0“ 90903%618 + Kl - k;in — 1)l /Oa @ <%>2ds

+/ 0 (k:Ro + k|A]* — A3, — ZA@) ds, (3.35)
0 =2

para cada fungao suave ¢ com ¢(0) = ¢(a) = 0 e para cada 0 < k£ < 1. Como trA =0,
pela Proposicao [1.24], temos que

A2 > %A; +2y A

159
j=2
dai,
n k n n
RAP = A} =3 A% > AR 2k Y AL - AL - A
=2 j=2 =2
kn -
= (n_ - 1) A+ (2k—1) A3
j=2
Tomando
n—1
k= <1,
n
Temos que

n ’]’L—2 n
BAP = A3 =DA% > —=3 A, > 0,
j=2

=2

para n > 2. Substituindo tais informacgoes em ([3.35)), resulta em

(n—l)/oa(%)2ds > (n=1n=3) /Oaws%dsﬂL@/oands

AR [ ey
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ou seja,

a -3 a s 6n — 2_1 a s
0 n 0 u 4dn 0 u
(3.

Veja que, se n < 5, tem-se que

36)

Além disso, fazendo

Us
a:SOE € b= Ps

e tomando os conjugados p, ¢ = 2 na desigualdade de Young temos

n—3

)2 (0 =00 () + Ci(Y

n—3 Ug
S <
Jab) ‘ Pps| < 0o (u) +0(50)(

ou seja, existe uma constante C; > 0, tal que

n—3

Ug Ug\ 2
Pps— > =8 <—) — Ci(ps)*.
u u

Substituindo as informacgoes acima em ({3.36[), obtemos
a a s 2 a a s 2 R
/ (ps)?ds > —(50/ ©? <u_) ds—Cl/ (gps)zds—i-éo/ ©* (u_) ds + — gDst,
0 0 u 0 0 u n-Jo

isto é,
a R a
(1+C’1)/ (s)?ds > —0/ ©2ds
0 n Jo

Portanto, existe uma constante Cy > 0, tal que, para todo 2 <n <5,

a R a
C’g/ (ps)*ds > —0/ ©ds, (3.37)
0 n-Jo

para toda funcao suave ¢ tal que p(0) = p(a) = 0. Integrando por partes,

/ (¢8)2d$: _/ PPssds,
0 0

e em (3.37)), temos

—02/ Ppssds > —/ sti/ gogossds+§ ©%ds <0,
0 2N
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renomeando a constante novamente, resulta que

/ (ppss + C'Rop?) ds <0, (3.38)
0

para toda fungdo suave ¢ tal que ¢(0) = ¢(a) = 0 e ¢’ > 0. Tomando p(s) =
sin(msa™'), s € [0, a, note que
2

T
ps = cos(msa™t) = Py = — sin(rsa™t),

em ([3.38)), temos

a 2 2 a
/ (—W— sin?(rsa™') + C'Ry sinz(ﬂsal)) ds = (C’Ro — %) / sin®(rsa”')ds < 0,
0 0

a?

com isso,
2

2
< .
“ = 0R,

Concluimos que o comprimento (na métrica g) da geodésica 7 é finito e isso d4 uma

contradi¢ao. Portanto (M", g) deve ser compacto e isto conclui a demonstragao.
O]

Como consequéncia temos o seguinte corolario:

Corolario 3.7. Se (MnH

com curvatura seccional nao negativa e curvatura de Ricci uniformemente positiva,

,h) é uma variedade completa de dimensao n + 1, n < 5,

entao nao existe hipersuperficie minima estavel, completa, orientavel, imersa M"™ —

31" h).

Demonstracao. Suponha que M é estavel, se tomarmos f = 1, na desigualdade de

estabilidade (|1.20)),
147 + Rie (N V) Pav, < [ [9sRav, v e ORO)
M M

temos que,

/ Ric,(N, N)dV, < 0.
M

Contradicao, pois Ric, > 0.
O

Em particular, ndao existe uma hipersuperficie minima estavel, completa, orientavel
imersa nas esferas redondas M™ < (S"™! gy4), se n < 5. Na dimensao n = 2 isto

decorre de um resultado mais geral provado em [32], enquanto na dimensao n = 3, foi

78



3. Resultados de Rigidez para Hipersuperficies Minimas Estaveis

recentemente provado em [11]. Mencionamos que o Teorema (3.6 também é valido para
hipersuperficies minimas estaveis, completas, orientaveis, imersas no cilindro M"™ —
(RxS™, gstq) (observe que neste caso K > 0 e BRic > 1) desde que n < 5. Salientamos
que o Corolério é novo nos casos n = 4,5 (ver [§] onde a mesma técnica é usada).
Além disso, é um problema em aberto se o Teorema [3.6] e o Coroldrio [3.7 também sao
vélidos em dimensdes maiores que cinco. Notamos que, no mesmo espirito em [34] os
autores obtiveram um resultado de compacidade para hipersuperficies minimas estaveis

de dimensao n < 4 imersas no espago com curvatura bi- Ricci uniformemente positiva.
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Capitulo 4

Teoremas de Pinching para

Subvariedades Completas na Esfera

Ao longo deste capitulo, abordando o trabalho [26], caracterizaremos subvariedades
completas na esfera com curvatura média constante.

Inicialmente precisamos estabelecer algumas notacoes. S"™? denotard a esfera
unitdria de dimensdo n + p, S"™P(r) a esfera de raio r e SI'*? a esfera de curvatura
seccional ¢. Um H(r) — torus em S"*! é obtido considerando as imersoes padrao
S*=1(r) c R*, SY(v/1 —r2) CR?, 0 < r < 1 e tomando a imersdo do produto

S™(r) x SH(v1 —r2?) — S"™' Cc R™ x R?.

Pelas escolhas feitas, o H(r) — torus acaba por estar contido em S"*! e as curvaturas

principais sao dadas, em alguma orientacao, por

1— 2
T T A W - (4.1)

r V1—1r2

ou o simétrico desses valores para a orientacao oposta. O toro de Clifford é dado pelo

mergulho natural

Tk = S*(\VE/n) x S"*(\/(n — k)/n) = S",  ke{l,....n—1}.

Vamos agora definir a Superficie de Veronese. Seja (x,y,z) o sistema de coordenadas

natural de R3 e consideremos a aplicacao F : R* — R definida por

yz zx xy x*—y? :L‘2—|—y2—222)

Fev )= (s v s

Tomando a restricao a S*(v/3) C R?, temos uma imersio isométrica de S?(v/3) em S*.
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Dois pontos (z,y, 2) e (—x, —y, —z) de S*(v/3) sdo mapeados no mesmo ponto de S*,

e esse mapeamento define um mergulho do plano projetivo em S*,
S*(V3)/z, — S*.

Este plano projetivo mergulhado em S* é chamado de superficie de Veronese.
Seja f : M™ — S"™P n > 2 uma subvariedade imersa sem fronteira. Se M™ é

compacta, minima e sua segunda forma fundamental A satisfaz

|A|2 < np

4.2
<P (12)

(em particular, |A]> < n, se p = 1), podemos caracterizar M™ de acordo com um

resultado seminal devido a Simons [31].

Teorema 4.1 (Simons, 1968). Seja f : M™ — S™™* uma subvariedade minima com-
pacta, assuma que A satisfaz . Entao |A| = 0 e M™ é uma grande esfera ou

2 _ _mp
AP = 55
No caso em que |A]*> = 2;Lf 7, uma caracterizacdo foi dada por Lawson [23] em

codimensao p = 1,

Teorema 4.2 (Lawson, 1969). Seja f : M™ — S"™ wma hipersuperficie minima

compacta. Entao, |A|?> =n se e somente se M™ é um toro de Clifford T™* em S™!.

Para p = 2 e n = 2, a classificacao de M" foi dada por Chern, do Carmo &
Kobayashi [7]:

Teorema 4.3 (Chern, do Carmo & Kobayashi, 1970). Sejap=n=2¢ f : M" — S"*P

uma subvariedade minima compacta, tal que |A|? = 2. Entao M? ¢ uma superficie

-
de Veronese em S*.

Para estender tais resultados, para subvariedades compactas com curvatura média
paralela e diferentede de zero, um problema analogo foi abordado por Santos [30]
no caso p > 2. Em codimensao p = 1, consideremos o tensor de umbilicidade P :
T,M x T,M — R definido por ® = A — Hg, onde g é a métrica Riemanniana de M",

e suponha que |®|? < b*(n, H), onde b(n, H) é a raiz positiva do polinémio

n(n — 2

Vvn(n—1)

Entao, Alencar & do Carmo [I], provaram que

Hr —n(H*+1). (4.3)
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Teorema 4.4 (Alencar & do Carmo, 1994). Seja f : M™ — S™™! uma hipersuperficie

compacta com curvatura média constante H > 0, tal que |®|> < b*(n, H). Entdo
1. |[®*=0 e M™ é uma esfera totalmente umbilica ou |®|* = b*(n, H).
2. |¢|? = b*(n, H) se e somente se:

(a) H=0 e M"™ é um toro de Clifford em S™!.
(b)) H#0,n>3, e M™ é um H(r) — torus com r*> < =21,

(c) H#0,n=2,eM" éum H(r) — torus com r? # "=,

Todas as provas dos teoremas acima mencionados baseiam-se no principio do maximo

forte aplicado a |®|?, que na codimensao 1 satisfaz a desigualdade
AlR]* > =2|®* P ) (|1]) + 2|V [, (4.4)

onde P, iy é o polinémio dado em , veja ([1], Pag. 1226). Na verdade, a suposi¢ao
|®| < b(n, H) implica que P, g)(|®|) < 0, e portanto A[®[* > 0. Como M™ é com-
pacta, |®|? deve ser constante, e assim V® = 0. A conclusao decorre de uma andlise
cuidadosa de hipersuperficies com V& = 0.

O objetivo deste capitulo é abordar extensoes dos resultados mencionados acima
para subvariedades completas, possivelmente nao compactas, com base no artigo de
Marco Magliaro, Luciano Mari, Fernanda Roing & Andreas Savas-Halilaj [26]. O
mesmo ¢ inspirado nos trabalhos de Fischer-Colbrie [20] e Catino, Mastrolia & Ronco-
roni [4]. A idéia central é mudar conformememte a métrica de M™ por uma poténcia
de funcao adequada

u=0b*(n,H) — |®* >0, (4.5)

para mostrar que M" é compacto e em seguida dar a sua caracterizacao.

4.1 Hipersuperficies Completas com Curvatura Média

Constante em Esferas

Nesta secao caracterizaremos hipersuperficies completas com curvatura média cons-

tante em esferas, por meio do seguinte resultado.

Teorema 4.5. Seja f : M™ — S™"! wma hipersuperficie completa e imersa com cur-
vatura média constante H > 0. Suponha que a norma ao quadrado |®|* da parte sem
trago da sequnda forma fundamental de M™ satisfaca |®|* < b*(n, H), onde b(n, H) é
a raiz positiva do polinomio . Entao
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4. Teoremas de Pinching para Subvariedades Completas na Esfera

1. |®| =0 e M™ é uma esfera totalmente umbilica;

ou
2. |®| =b(n, H) o que ocorre se, e somente se,

(a) H=10 e M™ cobre um toro de Clifford T™* para algum k € {1,...,n —1};
(b) H>0,n>3eM" cobre um H(r)-torus com r? < "=21;
(¢c) H>0,n=2 e M" cobre um H(r)-torus com r* # (nn;l)

Demonstracao. Seja f : M™ — S"*! uma hipersuperficie completamente imersa com

|®| < b(n, H). Denotemos por b_ < 0 < by = b(n, H) as duas raizes do polindémio
P,y dadas em (4.3)), a saber

by =

1 ( nn—2)H  [n2(n— 2)2H?

2\ alm-1) n(n — 1)

1 /n*(n—2)°H? ol H2 _1n(n-2)H
- j52\/ VR A W o}

_ i\/nQ(n—2)2H2+n<H2+1)_ n(n —2)H

dn(n —1) 2y/n(n—1)’

+dn(H? + 1))

em particular, b(n,0) = y/n. Observe que,

b-| = \/—HZ(Z(; ?211)1[2 +n(H2+1) + —;(2(_712_)7)
n%(n —2)2H? ) _n(n—-2)H
\/ dn(n — 1) T+ 2¢/n(n —1) = b+

Isto implica que, b_ < —b,, dai, deduzimos que, para = € [0,b,],
Py () = (x = by )(x = bo) < (z = by)(w 4+ by) = 2° — b (4.6)
Com isso e usando o fato de que |®|? < b2, pela desigualdade (4.4), obtemos que
AlD* > =2[@(|Of* — b?) + 2|VE[* = 2(* — [[*)|2|* + 2[VE[* > 0,

onde, daqui em diante, b = b, = b(n, H). Como consequéncia a fungao u = b*—|®|> > 0

e satisfaz

Au=—AJQ] < =200 — |[0]F)[2]* = 2[VO[* < —2(6° — [@]*)| D",
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4. Teoremas de Pinching para Subvariedades Completas na Esfera

ou seja,
u>0 e Au< 2|9 u em M" (4.7)

Distinguimos dois casos.

Caso 1. Se u(xg) = 0 para algum zq € M™, pelo principio do maximo forte, u = 0,
de onde
P*=b e |VO| =0.

A conclusao é um argumento local que independe da compacidade, como feito em [1].
Mais precisamente, seja {ej, ..., e,} um referencial ortonormal que diagonaliza ® em

cada ponto de M, isto é,
q)ei:,uiei:k,;ei—H, Z’G{l,...,n},

e, isto implica que, k; = p; + H. Para fazer tal argumento, precisamos do seguinte
lema.

Lema 4.6. Sejam p;, ¢ = 1,...,n, nimeros reais tal que >, p; = 0 e >, puf = C?,
onde C' = const > 0. Entao

n—2 . n—2 .
— (3 < S ——— (8,
Vvn(n—1) _Zi/% y/n(n—1)

e a igualdade se mantém no lado direito (lado esquerdo) se e somente se (n — 1) dos

{hs s@o nao positivos e iguais ((n — 1) dos pls sdo ndo negativos e iguais).
Demonstracao. Veja [1]. O

Suponha que a igualdade seja valida no lado esquerdo do Lema[4.6, com isso, segue-
se que k; = const e (n — 1) dos kis sdo iguais. Apds uma reenumeragao, se necessario,

podemos assumir que
]{71 == k’g == kn—la ]{'1 7’é k’n, kz = const.

Nesta situagao, se n > 3, um resultado de do Carmo e Dajczer ([15], pag. 701)
implica que M™ esté contida em uma hipersuperficie de rotacao de S"*! obtida pela
rotacao de uma curva de curvatura constante. Portanto, todo x € M"™ tem uma
vizinhaga U para a qual f(U) é um pedaco de um toro de Clifford 7% (se H = 0) ou
de um H(r) — torus (se H > 0), de acordo com o valor de H.

Se n = 2, observamos que M? C S*® é uma superficie isoparamétrica (superficie

que possui curvaturas principais constantes) em S3, que é conhecida por ser uma esfera

84



4. Teoremas de Pinching para Subvariedades Completas na Esfera

totalmente umbilica ou um H (1) —torus. Como |®|? # 0, segue-se que, M? é localmente
um H(r) — torus, isto é, todo x € M? tem uma vizinhaca U para a qual f(U) é um
pedaco de um H(r) — torus em S3.

Mostramos que f(M™) é um toro. De fato, qualquer toro de Clifford ou H(r)—torus
é o conjunto zero de uma funcao analitica real apropriada em S"*!; veja por exemplo
(]27], Example 3, Pag. 194). Fixe x € M™ e U como acima e seja ¢ : S"™! — R uma
fungao analitica real que se anula no toro que contém f(U). Como M™ e f também sao
analiticos reais, entao o f também é analitico real e se anula em U, assim, se anula em
todo o M™. Isso mostra que f(M™) estd contido em um toro ».". Como f: M™ — > "
é uma isometria local e M™ é completa, o Teorema de Ambrose [1.18| garante que f é
um recobrimento Riemanniano e é sobrejetiva, o que prova nossa afirmacao.

Mostraremos, agora que, o raio r do H(r) — torus estd na faixa indicada pelo
Teorema. Primeiro para n > 3, observamos que, considerando a igualdade no Lema

4.6/ (no lado esquerdo), temos que

1 n—1
= == Up_1 = —(P7 n= — @7
H1 = H2 Hn—1 \/n(n_1)| L, e n (VA ||

St = om0 () e - ()
( — wm) af

pois

-2
- 2 jap,
n(n —1)

como |®| > 0 é constante, podemos tomar C' = |®|. Dai, temos que

1 n—1
ki=H+ | —F——I|® kn=H — | o
1 + n(n_1)| | e n n | |a
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com isso,

koky = (H—\/”;lléo <H+ ﬁ@l)

1 -1
————H|o| /"
n(n —1)

n—2

Vn(n—1)

= H*+

HW—%@

1
= H’- H|®| - ~[®,
n

ou seja,

2
nkn,ky = —(\CI>|2 MHICI)]—nH2+n—n>

Vvn(n—1)
:_<m2-ﬂ%ﬁ%m@—mm+m>
= —Fam(2]) —n

Como b* = |®|?, segue que Py, m)(|P|) = Pn,my(b) = 0, logo

knki = —
Por outro lado, de
k,+ (n—1)k
by= H o= otk
n
temos que
(n— 1Dk, — (n — 1)ky = nu,.

Como p,, < 0, obtemos que k,, < ki, pois k,k; = —1, isto implica que k,, < 0. Portanto,

segue-se que o H(r) — torus selecionado é dado por (4.1)). Sendo sua curvatura média

(DT o
nr nyv1—r2
(n—1)(1 —7r?) —r?
m
(n—1)—nr* 1) —nr?

nryv/1 —r2

H =

Como H > 0, devemos ter
(n—1)—nr* nr?

> 0,
nry/1 —r?
ou seja,
o _(n—1)




4. Teoremas de Pinching para Subvariedades Completas na Esfera

Observamos que, se por outro lado, a orientacao fosse a oposta de (4.1]) terfamos

o —(n—1)

H - 9
nryv/1 —r2

(";1), mais para n > 3, um cdalculo da |®| > b(n, H), isto é,

o que implicaria em r? >
um toro com tal r nao satisfaz as suposicoes do teorema.
Para n = 2, pelo argumento acima, vemos que kok; = —1, porém a igualdade do

Lema nao nos fornece nenhuma informacao adicional, podemos ter ambos os casos:
k2>0,k1<0 ou k2<0,k1>0.

Assim, a curvatura média positiva pode ser

— 1) = nr?
[ i Bk LN SO il Uit}
nryv/1 —1r? nryv/1l —1r?

portanto

Caso 2. Agora, suponha que u > 0 sobre M". Nosso objetivo é provar que M"
deve ser uma esfera totalmente umbilica. Para atingir o objetivo, inspirados por [4] 20],

dotamos M"™ da métrica § = u*¢, onde

um nimero em (0,1) se n=2,3,
g=4" (45)

— se n > 4.
n—2

Considere uma curva v : [0,a] — M"™ parametrizada pelo comprimento de arco s
na métrica g, e denote por § o comprimento de arco de v na métrica g. Entao, o

comprimento de v na métrica g é dado por

@m=Aﬂﬂw$wmwa[¢WW@mwawmw=KWW@W.

Dividimos a prova em trés afirmacoes.
Afirmagao 1. Suponha que v seja uma geodésica com sequnda variagao do com-
primento de arco nao negativa na métrica g. Entao existem constantes ty > 1, cg > 0

dependendo de n, 3 tal que

co/ uPpPds < —2t0/ uPinp,.ds  para toda 1 € C2([0,al), (4.9)
0 0
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onde C3(]0,a)) € o congunto de fungées ¥ € C*([0,al) tal que ¥ (0) = ¢(a) = 0.

Prova da afirmagao 1. Seja {e; = s, €9, . .., €, } um referencial ortonormal ao longo
de v para a métrica g. Dada ¢ € C3([0,a]), escolhamos e; uma variagao normal de
~. Fazendo o traco na férmula da segunda variacao do comprimento de arco, ao longo

de vy, temos que

5(a) B
/0 [(n = 1)(¢s)? — G Fic(rs,ys)}d5 = 0, Ve € C2([0.a)),

ou, equivalentemente, (veja equagao (3.8)),

/Oa{w — 1)(,)? — $Ric(r, 1) YuPds 2 0, Vi € C([0,al). (4.10)

Como mostra a Proposicao [2.8] ao longo de 7, a seguinte identidade é valida:

Rie(7) = Ry, ) — Bn - 2)(m), - B + g1V
= Ric(7s,7s) = B(n = 2)(Inw)ss — A Inw.
Por , temos que
Alnu=— 1 |VUZ|2 < 202 — {(Inw),}?,
com isso,
Ric(s,7s) 2 Ric(7s,7) = B(n — 2)(Inw)ss + 2610 + S{(Inw),}>. (4.11)

Pela equacao de Gauss, temos que os componentes do tensor de curvatura de Riemann

de M™ sao dados por
Rijij = Rijij + AuAj; — A?ja i,j€{l,....n},

onde R é o tensor de curvatura de S™*'. Como ® = A — Hg e Eim =1-90, a

identidade pode ser escrita equivalentemente na forma
Tomando 7 = 1, temos

Rijij =1—61+@nu®j; + Oy H + @) H + H? — 7, — 201;Héy; — H6yj,
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e, somando em j = 2,...,n, segue que

RiCll = (TL — 1 Zq)llq)]j + (TL — 1)H(I)11 -+ Z(I)UH —|— n — 1

Jj=2 Jj=2

Usando o fato de que

Z<I)jj:0:>(bll+z(bjjzo
p =2

obtemos
Ric(vs,7s) = (n—1) =@} + (n—1)H® — H®yy + (n— 1)H
= (n—1)—®* +(n—2)H®, + (n—1)H Z@
De forma totalmente analoga a Proposigao [1.24] pode-se mostrar que
|¢Fz;£}fﬁl+2§é@@_ §:¢U__ el
j=2

Isto implica que,

1
|91

Dy > —

Por outro lado, observe que, para 7 € (0, 1] fixo, temos a identidade
H(I)H = H(l —T)(I)H +THCI)11

1
> —H(l—171)9| —+7‘H(I>11
n

Para ¢ > 0 utilizamos a desigualdade de Young ({A.2), para ver que

ed?  H? H? 0%
= HPy > —— — 1
toe T Z 2

n—1 7H?> 71e®?
H®yy > —H(1 —7)|®]4/ — -~ 2“.

|0 H| <

com 1isso,
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Pela estimativa obtida acima para o termo H P, segue-se que

Ric(vs,7vs) > (n—1)—®F — (n— )( (1—7)|®[/ 2 T“I’ll)

+(n—-1)H ZQD

- <n—1>—<n—2>\/7<1_7>|¢|ﬂ+(n_l_%)ﬂz

(n —2)1e -
_(1+—2 of - ) @7
j=2

Como P, i) (b) =0 e |®| < b, temos que

P,y (|®]) < P,y (b) =0,

ou seja,
2 n(n 2) 2
Pom(|®]) = [®]"+ \/(:H|‘I’| —n(H*+1)
= |<I>|2+ ,/ H|<I>|—nH2+1) 0,
isto é,
1 2
(n—2 H®| < (n—1)(H"+1)—
Com isso,

Ric(yors) > (n—1)—(1—n)(n—D(H + 1)+ (1 - )" Lo

n
(n—2)T (n—2)re =
+<n—1——28 H? = {1+ =) o}, - ) o
j=2

- <n—1>—[<n—1>—r(n—1>1<H2+1>+(n_l__@—?%)Hz

2e
n—1 (n—2)re =
e (R ER B
=2
2 2 (n—2)7 2
= 7(n—1)+Htr(n—1)— H*(n—1)+ n—1—2—6 H
n—1 n—2)re =
-0 e (14 2200 8 - Y e,
=2
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ou seja,

n —

Ric(vs,vs) > T(n—1)+7'<n—1—
(n—=2)7e 5 o
(14 = 6 -y,

=2

Substituindo em (4.11)), obtemos

Ric(ye,ys) > 7(n—1)+7 <n— - ";:) o4 (25+ (- 1) B2

—(1+(”_2 )cb%l Z@

_B(H - 2)(111 u)ss + 5{(111 U)s} )

e, por (4.12)), temos

N -2
Ric(vs,vs) > m(n—1)4T71 (n —1- n2 ) H?
€

+ (26 +(1—7) 1) D — (1 L (n=Yre _22>T€) icﬁj
—B(n = 2)(Inwu)e + B{(Inwu).}>.

Denotando

n—1 5 (n —2)7e\ = .o
:<2ﬁ+(1—7) - )|CI>| —(1+T>Z<blj,
temos novamente por (4.12)) que
R O o N
= -1 — 1j
2n6 (n—2)7e = .o

Dali,

2e

2np T B
+(n711—¢— €)Z<I>] (4.13)

—B(n = 2)(Inu)ss + S{(In U)S}Qa

- —2
Ric(vs,vs) > 17(n—1)471 (n— 1= )H2
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para 7 € (0,1] e € > 0. Escolhemos 7 e ¢ de forma que

2np (n—2)Te
-1 T > 20

Neste sentido, podemos considerar

1 se n =2, )
€= e 7 suficientemente pequeno.

)
2&_1) se n >3,

Para tal escolha, definindo ¢y = 7(n — 1) > 0, a desigualdade (4.13)) se torna

Ric(ve,7s) = co — B(n — 2)(Inu),s + A{(Inu),}>. (4.14)

Substituindo (4.14]) em (4.10]), obtemos

(n—1) / (0)%uPds > / S Fic(y,7,)ds
0 0

> /a ©*uP(co — B(n —2)(Inu)y, + B{(Inu),}?*)ds. (4.15)

0
Note que
_B/ sz(lnu)ssu_ﬁds - —/ g02(1nu6)88u_5d3,
0 0

integrando por partes,
- / P*nu’)sulds = —pu P (Inu’), [§ + / (Inu’),2ppsu" — BePu™"""u,)ds
0 0
- 2,6/ gogos(lnu)su_ﬁds—ﬂ2/ QOQU_B%(IDU)SdS
0 U

0

= 28 /a oo (Inu)uPds — 52 /a ©*{(Inu),}*u="ds,
0

0
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Substituindo tais informagoes em (4.15)), resulta que

(n— 1)/Oa(gos)2u'3ds > ¢ /OCL ©*uPds +28(n — 2) /Oa oo (Inu)u " ds
—F(n—2) / ()Y ds
0
2, —pB 1 5 2d
5 [t na). s

co/ ©*uPds + 26(n — 2)/ gpgps%u_ﬁds
0 0

v

#a(1 - fn—2) [l
isto é,
=) [(eputis = a [T s 2an-2) [ ppartuds
+6(1 — B(n — 2))/ ©?u P2 (u,)?ds. (4.16)
0

Seguimos as ideias do Lema para tratar a integral (4.16)). Defina
o =up, com € C([0,al). (4.17)
Observamos que,

pu’ = uly?,
ps = Bulug + ulips,
(0)?u™ = B2l (ug)? + u’ (s)? + 28y’ uy,
oo, = PP, + P

93
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Entdo (4.16)), torna-se (isolando o termo (¢5)?u” no lado esquerdo da desigualdade),

=) [(wodds = <o) [t s = 250-1) [ v s

a2,3d 22 -9 a26—2 52d
+co/0¢u s+ 2B8%(n )/O@Du (ug)“ds
+28(n — 2) / YsuP tugds

0
+8(1 - B(n - 2)) / SRR () s
0
= co/ Y*uPds + (26(n —2) — 28(n — 1))/ VipuP  ugds
0 0

+(28%(n — 2) + B(1 — B(n —2)) — F(n — 1)) / G2 () s,

0

Observando que

20°(n—2) + A1 = Bln =2)) = F(n—1) = F(n—2)+p -+
= -4
= B0-H)

temos

(n—1) /Oa(ws)Qqus > ¢ /Oa V*uPds + B(1 - ) /Oa VP2 (u,)?ds  (4.18)

—25 /a Ypu’ tugds.
0

Definindo "
J=p / gy ds,
0

e desde que

tem-se,
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4. Teoremas de Pinching para Subvariedades Completas na Esfera

Integrando por partes, vemos que

J = %(¢2)SUB|8__/O uﬂ(¢2)ssd3
1 a
-3 /0 u? (25)ds
= - ' g s 2d - ' g ssd .
| wwaras = [ utvas

0

Note que, para todo t > 1,

2] = 2AJ+2(1—1t)J
= -9 i 5)2ds — 2t P ssds +268(1 —t a5*15 5ds.
/Ou(w)s /Ouww s+ 26( >/Ou ugtbiiyds

Fazendo

e usando a desigualdade de Young ({A.2), temos que, para todo £ > 0,

B
2

PPt ()

- uﬁ_lus¢¢s < 9 2 5

B—2
Yusu z Psu

o que implica

_ ‘ B 276 ‘ B
2J < 215/0 u” (1hs)"ds Zt/o Yipgu’ds
+B(t — 1)6/0 uﬂ_z(us)szdst@/o uP (¢,)*ds.

Tomando

1—
-1y,
t—1

obtemos que

2J

IN

—2t /O ’ u’ (1y)%ds — 2t /0 ' Yipsulds
_ ‘ B— 6(15—1)2 ¢ B
+6(1 ﬁ)/o u 2(u3)2w2ds+—1_6 /Ou (1h5)2ds
- -9 ssﬁd 1 — B—2 52 24
t/owusw( B)/Ou ()22

+ (fj(l%_;y - zt) /0 uP (1,)%ds,
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isto é
2J < —2t / ’ uPir)geds + B(1 — B) / ' V2P (ug) ds (4.19)
0 0
Blt =12 =2t(1=B) [ 5,
+ - /0 u’(¥s)°ds.

Inserindo (4.19) em (4.18)), chegamos a

<n—né?mfww > %[fww%&+ml—m[fW2WJ%%s
2 ’ B sds — B(1 — ’ 2yP—2 S2d
+t/0uww s— B ﬁ)/om () s

_ (@(t— 1>i:;t<1 - @)) / ") ds

= ¢ / P2ulds + 2t / uPipipyds
0 0

- (5(1’5%;)2 - 2t) /0 "B ()2ds,

ou seja
a s B 5(15 _ 1)2 B B ) a 5 a 5
Co/o V*ulds <—1 5 2t+ (n—1) /0 (V) *u ds—|—2t/0 uPihssds < 0.
Pondo
—1)2 _1)2
P(n,t, ) = %—mﬂn—n _ %-2@-1”@—3),
obtemos que .
/ u?{cop? — P(n,t, B)(1hs)* + 2thihg yds < 0, (4.20)
0

onde co =7(n—1)>0com 7 € (0,1], t > 1 e ¢ € C3([0,a]). Com a nossa escolha de

5, obtemos

1+258 sene 2,3},
P(n,ty,3) <0, onde ty = E {2,3}
n—2 se n > 4.

De fato, se n € {2,3},

4(1-5)

P(n,ty, f) = 4(1 - B)* - 3

+(n—3) <0, pois 3 € (0,1),
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sen > 4 entao [ = ﬁ, e segue que

Bn —3)?
1-p5

observe que to > 1. Entéo (4.20)) se torna

(n—3)°

P(?’L,t()’ﬁ): n—3

—(n—3)= —(n—3)=0,

/a UB{COIDZ =+ 2t0¢¢ss}d8 < 0.

0

Portanto,

o / WPds < —2t / WPibds,
0 0

para ty > 1, o > 0 e 1 € CZ([0, a]). Isto prova a afirmagao 1.

Para provar a afirmacao 2, seguimos a mesma ideia do Teorema

Afirmagao 2. A variedade M™ é compacta.

Prova da afirmagao 2. Suponha por contradicao que M"™ nao é compacta. Seguindo
o Lema 2.2 de [26], partindo de uma origem fixa podemos construir uma geodésica
minimizante 4 : [0,00) — M™ (curva divergente) na métrica conforme § = u??g que
tem comprimento infinito na métrica g.

Escolha a menor curva divergente « : [0,a] C [0,00) — M™ em (M", §) partindo da
mesma origem fixa. Como (M, g) é completa e a curva é divergente, reparametrizando
~ pelo comprimento de arco s na métrica g, verifica-se que «y é definida para s € [0, c0).
Sendo 7y uma geodésica minimizante na métrica conforme g, sua segunda variagao
do comprimento de arco é nao negativa em g. Portanto, pela afirmacao 1, existem

constantes o > 1, ¢g > 0 dependendo de n, 8 tal que

co / uPtds < =2t / uPiigeds, (4.21)
0 0
para todo a > 0 e ¢ € CZ(|0, a]). Escolhendo como fungao de teste

b(s) =sin (T,

a
note que ¥(0) = ¢¥(a) = 0, isto é, ¥ € C2([0,a]) e
2

T s T . (TS
Yy = —cos | — e Yg=——7sin{—].
a2

a a a
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Em (4.21)), temos

¢ L, (TS Ao [ 5 ., (TS
co/ u” sin? (—) ds — 02 / u” sin? (—) ds <0,
0 a a® a

ou seja,

isto implica que,

2t o> [2t
Cco — 02 <O=a<m —0.
a Co

Concluimos que o comprimento da geodésica ~ € finito na métrica g, e isso dd uma

contradigao. Portanto M™ deve ser compacta e isto completa a prova da afirmacao 2.

Afirmagao 3. A variedade Riemanniana (M", g) é uma esfera totalmente umbilica.
Prova da afirmagao 3. Como estamos considerando M™ uma hipersuperficie imersa

sem fronteira, sendo M™ compacta, pela Proposicao [1.32] temos
/ A|®]*dM = 0.
M

Como A|®*> > 0 sobre M™, concluimos entao que A|®|> = 0 sobre M". Agora,
novamente pela Proposicao temos que

0:/ A|q>y4dM:/ (2|<I>\2A\<I>\2+2\V!¢>]2\2)d]\/[:/ IV |®%2dM,
M M M

donde segue que V|®[*> = 0 sobre M™. A conexidade de M™ garante que |®[* é
constante. Por (4.4))

Al > —2|0|* Py (|]) + 2|V,

obtemos que

(b* = [@[*)[@]* < 0.

A desigualdade u = b*> — |®]?> > 0 em M™ implica que |®|*> < b?. Portanto |®|> =0 e

M™ é uma esfera totalmente umbilica.

Isto completa a prova do teorema.
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O caso 2 do Teorema anterior, onde a partir de uma mudanca conforme se prova a
compacidade, tem um interesse particular para nosso trabalho. Neste sentido,
Observacao 4.1. salientamos que a Afirmacao 1 que ao fim leva ao resultado final,

pode ser dividida nas duas etapas seguintes.

(i) A estimativa algébrica
Ric+2B|®|°g > cog  para algum ¢y € R,

que em nosso cendrio vale para cada escolha de § > 0, que permite deduzir a
desigualdade (4.14) de (4.11]).

(ii) A desigualdade
co/ uPpids < —Qt()/ uPinpgeds  para toda i € C2([0,al), (4.22)
0 0

ao longo de uma geodésica minimizante na métrica g. Isso foi provado quando 3

é definido como em ({4.§]).

4.2 Subvariedades Minimas Completas de uma Es-
fera com Segunda Forma Fundamental de Com-

primento Constante

A seguir, abordamos mais um resultado de pinching, mais agora para subvariedades
de codimensao alta f : M™ — S"*?. No caso minimo, podemos obter uma extensao
dos Teoremas [4.1] [4.2] e [4.3 onde é M™ completa. Para fazer tal extensao, inicialmente
precisamos de algumas defini¢oes preliminares.

Seja f : M™ — S"*? uma subvariedade completa. Considere um referencial or-

tonormal local {ei,...,ensp}, com {ei,...,e,} tangente a M", e co-referencial dual
{01, ...,0"P}. Usando a convencao de indice
ivj,...€{l,...,n}, a,f,...e{n+1,...,n+p},

A se escreve em componentes como A = hf‘jﬁi ® 07 ®e,. O vetor de curvatura média é
assim definido

1
H=—-he,,
n kK€
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e a segunda forma fundamental sem tragos como
o 1 «a i J ani J

Denote por H a norma de H. Observe que, sob a suposi¢ao de que M™ tem curvatura
média paralela, ou seja, VIH = 0, H acaba sendo constante. Se 7 for um campo

vetorial normal, denotamos por ®,, a forma bilinear
©, = g(P,1) = PG 0" @ ¢,

onde g é a métrica induzida em M"™. Uma subvariedade M"™ serd chamada pseudo-
umbilical se H # 0 e &y = 0, isto é, se o vetor de curvatura média estiver em uma
direcao umbilical. Apresentaremos o seguinte lema algébrico bem conhecido. Incluimos

uma prova para fins de completude.

Lema 4.7. Seja & : R" x R” — RP? uma forma bilinear simétrica com valor vetorial e

componentes &%, 1 <i,j <n, 1 < a < p. Assuma que »_ > . P% = 0 para cada a.

2F =) > (@

a ij=1

Entao a norma

satisfaz

BF > S S (@ S (@

a j=1 «

Demonstra¢do. Como Y. > " &% =0, temos que

X HIT
a =2

Note que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(£5) = (SL¢) (Sxowr) - v T S
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Como
LR M ILED WL oL,
= > é(@%ﬁ +> z:;(cp?j)? +> zi;(cp;g)? +> ;;2(@%)2
- g g(@;)z +2 g g(cb‘fj)Z + ; ';:2@%)2
> %:Zn;(@g;)? + 2%32(@;;)2.

Portanto, temos que

[ = D (e0)P DD ()P +2) Y ()

e’ a 1= a j=2

> Yot (3] xSy

o a a j=2

- Z@%)”ﬁ(—zéiﬁ) +2 303 (g

a a j=2

= D@2 (@)

a a j=2
= ni 1 gjzl(q)?jf
>

(@)

«

]

Estamos prontos para provar a extensao dos resultados de Simons, Lawson e Chern,
do Carmo & Kobayashi.

Teorema 4.8. Sejap > 1 e seja f: M™ — S"P uma imersao minima completa. Se a

norma da sequnda forma fundamental A de M™ satisfaz

AP < L

4.23
< (129

entao |[A| =0 e M™ € uma esfera totalmente geodésica, ou

AP =
2p—1°
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Neste ultimo caso, ocorre uma das sequintes situagoes:
(i) p=1e M" cobre um toro de Clifford minimo T™* para algum k € {1,... ,n—1};
(ii) Sen =p =2 entdo M?* cobre uma superficie de Veronese em S*.

Demonstra¢ao. Como em [7], podemos estimar

1 2 2 2 1 2
Z > — i — )
AP 2 YIVALP - |4 {(2-3)1ap-n

Assim, a funcao nao negativa

2p—1
u=; P T |A|?  satisfaz  Au < —2 P |APu < —2|A]Pu em M™.
p—
De fato,
Au=A("P_ _jAP) = —AJAP
2p—1

VAN
)
-
——
N
[\
= | =
N———
S
|

3
——
|

[\-}
<
=
Q

T

INA
N
-~
[N}
—N—
/
S
=
—
~_
=
no
|
3
—

2p—1
como para p > 1, pT

> 1, temos

2p—1

Au < =2 |APu < —2|APu em M™,

Observe também que, pelo calculo feito acima
2p —1
AJAP2 > 2|47 (22 " apt>o.
P 2p—1

Se u(xg) = 0 para algum xy € M™, pelo principio do méximo forte u = 0, de onde

A2 =

T 2p—1
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e a afirmac@o decorre de [7]. Embora tal resultado seja local, os toros de Clifford e a
superficie de Veronese sao componentes conexas do conjunto zero de alguns polinomios
restritos a esfera ambiente. Portanto, o resultado global decorre do mesmo argumento

de analiticidade usado na secao anterior.

Se em vez disso © > 0 em M", entdo definimos § = u?’¢ para alguma constante 3.
Para mostrar que M™ é compacto, relembrando a Observacao 4.1, é suficiente mostrar

a seguinte afirmacao.

Afirmagao 4. Para cada [ > 0, tem-se que
Ric+ 2] Al*g > cog

para algum ¢y = c¢o(8,n,p) > 0.
Prova da afirmacao 4. Seja X um vetor unitario, e escolha um referencial de modo

que e; = X. Sendo R o tensor de curvatura de S"*?, pela equacio de Gauss, temos

Rik = le + tT(A) iak — h&%hY

1j gk
pela minimalidade e usando o fato de que Ry, = (n — 1)d;, segue que

Rz‘k = (7’L— 1)5zk — h&hS

ik

Tomando 7 = k = 1, obtemos

Ry=n—1-=Y Y hih=n—1-=> Y (h{)"

a j=1 a j=1

O Lema [4.7] implica que

B D 1

a j=1
com 1isso,
n—1 5
Ry>n—1- |A|°. (4.24)
n
Por (4.23)), temos que
2p—1 1 1
AP < P P T ar <1 S (2o 2 ) AP <,
2p—1 np n P
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sendo n > 2, segue que n — 1 > 1, com isso
-1 1
n—1>" (2——)|A|2.
n p

n—1l=7rn—1)+(1—-7)(n—1).

Agora, note que

Tomando 7 € (0, 1] e substituindo tais informagoes em (4.24]), obtemos

—1
Ry > T(n—l)—l—(l—T)(n—l)—nn |A]?
—1 1 —1
> T(n—l)—l—(l—T)nn (2—5) |A|2—nT|A|27
o que da
n—1

Ru+2B|AP? > 7(n—1)+(1—7)

1 n—1
(2 - —> AP — ——[A* + 28] AP
P n

= T(n—1)+ 2842+ — 1 [(1 =) (2 - %) AP - |A|2]

= -0+ {25+ 22 ja-n (2= ) -1 brap

Fazendo 7 > 0 pequeno o suficiente de forma que o termo entre chaves seja positivo,

dependendo de 3, n e p, temos
Ry + 2B|AP* > 7(n — 1),
ou seja,
Ric(X, X))+ 28|APPg(X, X) > 7(n— 1)g(X, X), VX € X(M), tal que |X| = 1.

Portanto,
Ric + 26|A]’g > cog
para algum cq = c¢o(83,n,p) > 0. Isto prova a Afirmagao 4. e, portanto, a compacidade

de M.

Como estamos considerando M"™ uma subvariedade imersa sem fronteira, sendo M"

compacta, temos que

/ A|A]PdM =0
M
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Sendo A|A|* > 0 sobre M", concluimos que A|A|? = 0 sobre M™. Por
—AJAP = Au < —2|A%u,

obtemos que
|A]*u < 0.

Como u > 0, temos portanto, |A| =0 e M"™ é uma esfera totalmente geodésica.

Isto completa a prova do teorema. O

4.3 Subvariedades Completas com Vetor de Curva-

tura Média Paralelo em Esferas

Em seguida, consideramos subvariedades com codimensao p > 2 e curvatura média
paralela nao nula. Em [30], Santos tratou o problema para subvariedades compactas,
obtendo um teorema de pinching sob a condicao de que o tensor de umbilicidade

satisfizesse

b 2 n(n —2) _n 2
(2—]9_1)\(1)\ + n(n—l)@m (1+ H") <0. (4.25)

Aparentemente, esta nao é uma condigio do tipo |®|? < b?, entao a construgao de um

fator conforme u, nao é evidente. No préoximo teorema, onde uma condi¢ao mais geral

é colocada é possivel chegar as conclusoes desejadas, apenas na dimensao n < 6.

Teorema 4.9. Sejam p > 2 e f: M"™ — S"? uma subvariedade completa e imersa
de dimensdo n < 6 com curvatura média paralela e diferente de zero. Suponha que a

norma do tensor de umbilicidade ® de M"™ satisfaz
(Du| < 0H|O) (4.26)
para alguma constante 6 € [0, 1], e
P2 < b2, (4.27)

onde b= b(n,p, H,0) é a raiz positiva do polinémio

1 n(n — 2)
P, r)=(2— —— )2+ ———0Hz — n(1 + H?).
paole) = (2 25 ) o+ S Dot -1+ 1

Entao ou |®| = 0 e M™ € uma esfera totalmente umbilica, ou |®| = b. Neste ltimo
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caso, ocorre uma das sequintes situacoes:

(i) 0 €(0,1), p=2 e M™ cobre um (0H) — torus
S H(ry) x S'(ry) C S;‘I(II_HQ)HQ C S"t?

com ry, ro determinado unicamente por

-1 2 _ .2
U =n A A EE =0l 2= (14 (1 P)H)
nrireo

(i) 0 =0, p=2, M"™ é pseudo-umbilical e cobre um toro minimo de Clifford em uma

hiperesfera

k n—=k
k n—=k n n
5 ( n(1+H2)> 5 ( n(1+H2)> = Stk <87

para algum k € {1,...,n—1};

(iii) 0 =0, n =2, p =3, M?* é pseudo-umbilical e cobre uma superficie de Veronese

em uma hiperesfera S‘llJrHQ C S°.

Demonstracdo. Podemos escolher um referencial ortonormal local de tal forma que
eny1 = HTH. Seguindo os calculos em [30] (Pag. 407- 411), temos

p—1 n(n —1)

%A|<I>|2 > Z|vq>ea|2—yq>|2{<2— ! )\@\2+M|¢H|—n(1+ﬂ2)}

1
# (1 2 ) 1Bl — o)

Por (4.26]), temos que
|[Pepes| = [Pr1m] < 0[P,

implicando que, |®., ., |* < 6%|®|* < 2|®|*. Entdo para p > 2, nés temos

1
(115 10 Pi2iof = o, ) 20

106
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com isso,

n\n —

1 1 n(n —
SAB)2 > Vo, [? - |® (2——)<1>2+—
D S G -

2)

> —|P)? { <2 - ﬁ) ||* + n(n—__Q)l)@HI —n(l+ Hz)}

n(n
1 n(n — 2)
- —<1>2{(2——) c1>2—n1+H2}——<1>2<1> ,
off (2 5 ) 9 ) | TR ooy
novamente por (4.26), temos —|Py| > —0H|P|, entdo
1 1 n(n —2)
—ACI>2>—¢)2{(2——><I>2—n1—|—H2}——q>29H®,
MO 2 ol { (2 5 )19~ 1) | - TP japoma

isto é,

A2 > 2|32 { (2 - %) 2 + @QHM —n(1+ H?)

n(n —1)

As raizes do polinomio P, , g ¢(x), sdo dadas por

B n(n—2)% 2p — 3 o n(n — 1
= <i\/—(n_1) 02H? + 4n (p_1>(1+H) —n(n—l)gH)2<

_ p-l (i\/M92H2+M(1+H2)—2—_

2p—3 4(n—1) p—1

Seja b a raiz positiva de P, , ¢, ou seja,

_p—1 nin—-2)2 ., (2p—3)n )
b_2p—3 (\/4(n—1)9H +pT<1+H)_2

Raciocinando como em (4.6)), podemos deduzir que, para x €
Pypo(e) < a® =07,

de onde (4.28)) pode ser escrita na forma

Alof* > =2|®F B mo(|2) = —2/0*(|2f* — b7
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n(n —1)
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).

H>.

|[Pa| —n(1+ Hg)}

} S (4.28)
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Como |®|* < b?, segue que |P|? — b? < 0, entdao para p > 2, temos

1
(or =) (2= 1) < fop =%
p_

com isso,
1
Al > ~2eP(o - 1) >~ (2- L ) (jof ~ ),
p_

isto é,
1
Al®|? > 2 (2 - —1> |D|*(b* — |®*) > 0. (4.29)
p —
Como nas segoes anteriores, vamos definir a fungao u = b* — |®|? e observar que ela

satisfaz

2 (2= 1) R o)

< 2000 - |@f),

IN

u>0 e Au= —A|D[?

ou seja,
u>0 e Au < =2|®*u  em M™.

Se u(zg) = 0 para algum zy € M", pelo principio do maximo forte, u = 0, de onde
|®|? = b2 Isso implica que todas as desigualdades envolvidas na obtencao de (4.29)

sao na verdade igualdades neste caso. Em particular,

[Pe,ii| = [Pr-1m| = 6]D].
Além disso, por (4.28) e (4.29)), temos
1 n(n — 2)
A|D|? = —2|® (2——> PP + ——=0H|®| —n(1+ H?) ; =0,
2 ||{ ST ) 90+ ] Y
isto é,
(2 - L) B2 = n(1+ H?) — MH](D%HL
p—1 n(n—1)

Temos também que,

1
(1= -27) @l lo = ) =0

108



4. Teoremas de Pinching para Subvariedades Completas na Esfera

o que implica em |®., | = 0 ( equivalentemente, § = 0) ou

1
- — =0=p=2.
p—1
Primeiro vamos considerar o caso |®.,.,| = 0 (§ = 0). Neste caso, M" é pseudo-

umbilical e (4.27]) reduz-se a

—1\*(2p-3 ~1 1+ H?
BP=p= (L p=3) = P gy = ML ED)
2p—3) p-1 2p—3 "
isto é,
’@’2 — n(l + HQ)
=1
p—1

A afirmagao agora decorre neste caso de [30] (Proposition 3.1 (ii)), isto é, para n = 2,

p = 3, M? é uma superficie de Veronese em uma hiperesfera S} 2 C S®, caso 0 = 0,

p =2, M™ é um toro minimo de Clifford em uma hiperesfera Srfillp C Sv2 |
Considere agora p =2 e 6 € (0,1). Neste caso, como e, ¢ paralelo, e, 5 também

é, pois
0= VJ_H = VL(alenH -+ a2€n+2> = G1VL€n+1 + a2vlen+2 = VL€n+2 = 0,

portanto, o fibrado normal TM* tem curvatura zero. Como na prova de [30] (Proposi-
tion 3.3), podemos, portanto, encontrar campos vetoriais normais paralelos & e & tal
que & ¢ uma direcao umbilical, isto é, ®¢, = 0.

Como temos uma direcao umbilica paralela, a imersao f é uma composi¢ao da forma
f 9109, onde go : M™ — S*! 6 uma imersao isométrica e g; : SPT! — S ¢ uma

imersao totalmente umbilica. Temos entao,
’(I)|2 = |<I)§1|2 + ‘(I)&‘Q = |(I)€1|2'
Além disso, definindo H; = g(H, &;), temos que

P =g(®,H) = g(0, Hi& + Ha6)
= g(P, Hi&) + Hag(2, &)
= g(®, H1&1) + Ha®e,
= g(®, Hi&),
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com isso e por ([(£.26)), obtemos
OH|P| = [Pu| = |9(P, Hi&1)| = [P|[Hi&i| = [Hi|[®] = |Hi| = 6H.
Como H é a norma de H, temos que
H? = ‘HP = |H.& + H2€2‘2 = H12|51‘2 + H22’f2’2 = H12 + sz-

Entao

|Hy| = 0H e H? = H} + Hj.

Note que,

1 n(n — 2
|(I)§1‘2: <2_pTl) |q)|2 - n(l‘i_HZ)—gH’q)enJrJ

n(n—1)
9 n(n — 2)
= n(l+H*) — ———=0H|P
(1 1) 2o
. 2\ n(n —2)
= n(l+ H?) —n(n—l)eH’q)&’.

Sendo & uma direcao umbilica, pela equagao de Gauss aplicada a imersao isométrica

totalmente umbilica g; : S*™! — S"™2, temos

c=1+H3,
com 1sso )
n(n —
D =n(e— 2+ 1) — =2 g, |,
vn(n—1)
pois

H}=H?—-H} =H*—-0*H*= (1-0*H".
Entdo |, | satisfaz

n(n —2)

vn(n—1)

Item (ii) do Teorema 1.5 em [I] pode ser aplicado: M™ é, portanto, localmente um

(OH) — torus em Sﬁr}l{%, com H? = (1 — 6*)H>.

Novamente, ressaltamos que tais resultados de rigidez sao baseados em [I} [7] e,

D¢, |2 + OH|®¢,| — n(c+ 0>H?) = 0.

portanto, sao locais. No entanto, os Toros de Clifford, os H-torus e a Superficie de
Veronese sao componentes conexas do conjunto zero de alguns polindmios restritos a

esfera, entao o resultado global segue como nas se¢oes anteriores.
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Se em vez disso u > 0 em M", mostramos que (M",§) com § = u*’g é compacto

para alguma constante 5 adequada. Provamos a seguinte afirmacao.

Afirmacgao 5. Para cada § > n/8, temos que
Ric +283|®%g > (n — 1)g. (4.30)

Prova da afirmacdo 5. Tendo fixado um vetor unitario X, escolha um referencial
de modo que e; = X. Sendo R o tensor de curvatura de S"*?, pela equacio de Gauss,

temos

Rij = Rij + hiphgy — hichy;,

como R;; = (n—1)6;; e h; = &% + Lhfjd;;, obtemos

1 1 1
Rij = (n—1)6;; + hiy, ((I)%’ + Ehﬁ%) - <‘I’?k + ﬁhﬁ zk) (‘I’?j + ﬁhfgékj)
@ @ 1 a L a ;O 1 [ Ne" 1 a L 1 )2
= (n—1)d;; + hi, 5 + Ehkkhll(sij — 03Py — Eq)ikhll&ﬂj - E(I)kjhll(sik - ﬁ(hu) OikOk;

« « ]' [0} « [0} 1 « « 1 « « 1 «Q
= (n- 1)513 + Dy, (I) n<hkk>26ij - (I)ikq)kj - ﬁhkkq)ij(sij - ﬁhkkq)ij(sij - ﬁ(hkk)z&'j?

tomando i = j = 1 e usando o fato de que H = +hg,, temos

- 2
Rip=n— 1+ h @8 +nH* =3 ) ($5)* = ~hiy @, — H,

a k=1

ou seja,
1
Riy=n =1+ (n —2)—hy &5, + ( =y Z 9)2. (4.31)
a k=1

Fazendo a = ¢, e b = H = %hgk na desigualdade de Young|A.2) para € > 0, temos

que

o g laf*e |b|2 H2 o
‘ R @11 | = abl < 5 + _E (@9))%,
ou seja,
hkkq)ll Z~5. "3 > (7). (4.32)

o
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Substituindo isso em (4.31]), obtemos

2

Ry > n—l—wfﬂbg~{n—mg§:@%f +(n—1H §:§:®ﬂ

«

a k=1
9 —9)e
n—1+(n—1—n% )H”—@%TL§:¢ﬁ 2;;;®ﬁ

Pelo Lema, segue que

9 9
Ry > n—L+Q%J—n2 )H%ﬁ"Q)“” )@F
g

Somando 23|®|? em ambos os lados da desigualdade, resulta em

—2 —2 —1
RH+2ﬁ|q>|22n—1+<n—1—"28 >H2—<L+m2 k)”n |B|? + 24| @[,

isto é,

9 2 9 1
Ry + 28|02 > n—1+<n—1—ﬁg—>H2+(—@l—1—(n2)§>n D2,
£ n

Agora, note que, resolvendo

n—1-1222>0,
€
208n (n—2)e
w1 1= 20,
ou seja,
n—1> n—2’
- €
28n (n—2)e
w1125

0 que equivale a

n—2 26n 2
— << —1 .
2n—1) = ~\n-—-1 n—2

Estas condigoes sao compativeis se e somente se

n—2 < 2571_1 2 7
2(n—1) ~ \n—1 n—2

equivalentemente,

—92)2
%§2ﬁn—(n—1)<:>(n—2)2§85n—4n+4<:>n2§85n,
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o que é equivalente a impor 8 > n/8, como afirmado. Com isso,
Ry + 28| >n—1,
ou seja,
Ric(X, X) + 28]®*g(X, X) > (n — 1)g(X, X),

para todo X € X(M), tal que | X|=1e S > n/8. Portanto
Ric + 2|®[’g > (n —1)g,
para cada 5 > n/8. Isto prova a afirmacao 5.

Seguindo a Observacao 4.1, podemos acoplar (4.30) com a desigualdade (4.22)), que
vale para [ satisfazendo (4.8]), isto é

um ndmero em (0,1) sen = 2,3,

L sen > 4.
n—2

Como, neste caso f > n/8, para inferir que M" é compacta, devemos ter

1

<
—n—2

(com < sen =3),

ool 3

que implica n < 4. Para chegar a conclusao para cada n < 6, em vista da Afirmacao

5, podemos aplicar o Corolario 1 de [35] para concluir que M™ é compacto desde que

4
b < sen >4,
n—1
ou seja,
n - 4
8§ n—-1
A desigualdade acima é valida se e somente se n < 6, concluindo a prova do Teorema.

]
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Apeéendice A
Resultados Basicos

Neste apendice apresentaremos resultados basicos que foram utilizados nesta dis-

sertacao.

A.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A versao geral da desigualdade de Cauchy-Schwarz é a seguinte.

Lema A.1. Para dois vetores u e v em um espaco vetorial K com produto interno,
tem-se que
[(u, 0)| < Jul]v]

onde (.,.) é o produto interno em K. Além disso, a igualdade é vélida se, e somente

se, os vetores u e v sao linearmente dependentes.

Demonstracao. Dados a,b € R e u,v € K, temos
{au — bv, au — bv) = |a|?|u|* — 2ab(u, v) + [b*|v|?.
Tomando a = |[v|* e b = (u,v), obtemos

0 < (au—bv,au—bv) = [ul*]o]* = 2’| {w, v)[* + [{u, v)]*|v]*

= ol (Jullvl* = [{u,v) ),
portanto,
[(u, v)| < Julfv].

Suponha agora que |(u,v)| = |u||v], pelo célculo acima, teremos (au — bv, au — bv) =0
quando a = |v]? e b = (u,v). Se v = 0, claramente u e v sdo linearmente dependentes.

Suponha entao v # 0. Logo, a # 0 e dal au = bv, o que implica u = gv. Assim, u e
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v sao linearmente dependentes. Por outro lado, se u e v sao linearmente dependentes,

entao existe ¢ € R tal que u = cv, com isso

[{u, v)| = lel(v, v) = |el[v]* = Jullv].

A.2 Desigualdade de Young

A seguinte desigualdade ¢é utilizada diversas vezes durante o texto.

Lema A.2. Se p e ¢ sdo nimeros reais positivos tais que 1/p+1/qg = 1 (referimos p e
g como conjugados). Entao para quaisquer a,b # 0, vale a desigualdade
a? bl
ab < — + —.
p q
Demonstracao. A prova no caso ab = 0 é trivial, entao consideramos a,b > 0. Caso

tenhamos a? = b?, usando que 1/p+ 1/q =1,

ab = a(bq)l/q — aaP!l = qP/Pgpl1 — @PO/PHL/a) — 4P — 4P <1 4 1) — a_p + g.
b q p q
Agora, para o caso a? # b, note que a fungao f(x) = e” é estritamente convexa, pois
f"(x) > 0 para todo z € R. Entao para todo t € (0,1) e todos os nimeros reais x, y,

com x # v,

flte + (1 =t)y) <tf(x) + (1 —=1)f(y).

Apliquemos isso para t = 1—1), 1—-t= %, r =Ina” e y = Inb?, teremos que

P a
6ln a 6ln b aP be

+ =—+—,
p ¢ P q

In aP 4 In b4

ab = M) — e< ) ) <

o que demonstra o resultado.

A desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma:
ab < eaf + c(e)v?

para todo € > 0. Que pode ser provado pelo seguinte:

q P
st (2)spior 3 (2) -G e
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escreva € = &P /p, ou seja £ = (ep)/P, e conclua que:

ab < ea? + b = ea? + c(e)b?.

q(ep)a/»

Em particular, ao escolhermos +/za, \/% e p = 2 temos que
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