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RESUMO

Um dos problemas contemporaneos de grande relevancia nas construgdes modernas, onde a
estabilidade e seguranca sdo essenciais, ¢ a negligéncia dos deslocamentos nos apoios. O
objetivo deste estudo ¢ destacar os efeitos da deslocabilidade das fundagdes em analises de
estruturas planas. Foram comparados os resultados de anélises de porticos simples sob diversas
condigdes, incluindo apoios indeslocaveis, apoios em molas de Winkler, deslocamentos
impostos e interagdo solo-estrutura. O trabalho ¢ uma revisdo de literatura com foco na
aplicagdo do M¢étodo Matricial dos Deslocamentos (MMD) em estruturas lineares planas,
considerando a intera¢do solo-estrutura pelo Modelo de Winkler. A pesquisa restringe-se a
linearidade fisica e geométrica, analisando deslocamentos e esfor¢os nodais. Verificou-se que
ao negligenciar os deslocamentos dos apoios, ocorrem erros de até 17,26% em reacgdes e de até
91,12% para deslocamentos. O uso de apoios em molas e um processo iterativo reduz esses
erros, situando-se entre os valores calculados com apoios indeslocéaveis e os obtidos com molas.
As solicitagdes nas extremidades das barras variaram cerca de 6,32% a 24,61% em comparagao
com os apoios indeslocaveis. Assim, a andlise destaca a importancia de considerar a
movimentagdo dos apoios, especialmente em solos deformaveis, e demonstra a eficacia do
processo iterativo na obten¢do de resultados intermedidrios entre os calculos com apoios

indeslocéveis e aqueles com base elastica.

Palavras-chave: Deslocamentos nos apoios. Interacao Solo-Estrutura (ISE). Método Matricial

dos Deslocamentos (MMD).



ABSTRACT

One of the most important contemporary problems in modern construction, where stability and
safety are essential, is the neglect of support displacements. The aim of this study is to highlight
the effects of foundation displacement on the analysis of flat structures. The results of simple
frame analyses under various conditions were compared, including indisplaceable supports,
supports on Winkler springs, imposed displacements and soil-structure interaction. The study
is a literature review focusing on the application of the Matrix Displacements Method (MDM)
to planar linear structures, considering soil-structure interaction using the Winkler Model. The
research is restricted to physical and geometric linearity, analyzing displacements and nodal
forces. It was found that neglecting support displacements results in errors of up to 17.26% in
reactions and up to 91.12% in displacements. The use of spring supports and an iterative process
reduces these errors to between the values calculated with indisplaceable supports and those
obtained with springs. The stresses at the ends of the bars varied by between 6.32% and 24.61%
compared to the immovable supports. The analysis thus highlights the importance of
considering the movement of the supports, especially in deformable soils, and demonstrates the
effectiveness of the iterative process in obtaining intermediate results between calculations with

indisplacement supports and those with an elastic base.

Keywords: Support displacements; Soil Structure Interaction (SSI); Matrix Displacements
Method (MDM).
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1. INTRODUCAO

Um dos grandes desafios atuais da engenharia de estruturas ¢ a consideracao dos efeitos
da interagdo entre o macigo de solo e a fundagao da estrutura. Quando submetido a solicitagdes
externas, o maci¢o de solo sofre deformacdes que provocam a redistribui¢do de esforgos nos
elementos estruturais apoiados sobre ele. Este mecanismo normalmente nao ¢ considerado nos
projetos estruturais, nos quais as fundagdes sao geralmente admitidas como apoiadas sobre uma
base rigida e indeslocavel.

Em projetos estruturais, a modelagem com apoios indeslocaveis ¢ essencial e muitas
vezes se apresenta como a solucdo inicial do problema, sendo a escolha 6bvia. No entanto, ¢
importante reconhecer que as fundagdes estdo sujeitas a deslocamentos e recalques
significativos, e esses aspectos sdo cruciais para o estabelecimento das condi¢des de seguranca
das estruturas. Enquanto o uso de apoios fixos pode parecer robusto, ¢ imperativo considerar as
mudangas naturais que ocorrem nas fundacdes ao longo do tempo, resultantes de variagdes no
solo, alteragdes na geometria (deformagdes), influéncias climéaticas e cargas aplicadas.

A revolucdo tecnoldgica desencadeou o surgimento de novas possibilidades na
arquitetura e na construgao civil. Impulsionado por softwares de calculo modernos, esse avango
permitiu a constru¢do de prédios de alturas impressionantes.

Em razao disso, tornou-se vidvel ndo apenas projetar edificios mais altos e amplos, mas
também garantir sua estabilidade e seguranca diante de fatores como vento, variagdes de
temperatura e deslocamentos nas fundagdes. Essa demanda por edificios mais esbeltos e altos
¢ uma resposta a necessidade urgente de acomodar uma populagdo em constante crescimento,
otimizando as 4reas disponiveis e redesenhando o horizonte das cidades.

Assim, com a ousadia e competéncia dos arquitetos e, principalmente, dos engenheiros,
sobretudo aqueles especializados em materiais e estruturas, as edificacdes estdo se tornando
cada vez mais esbeltas, o que as torna mais suscetiveis aos efeitos da movimentacao dos apoios.
Desse modo, o procedimento até recentemente satisfatoriamente utilizado para calcular os
esforcos nas fundagdes e, com base neles, projetar esses elementos estruturais de fundagao
(EEF), considerando todos os deslocamentos como nulos, ja nao ¢ adequado para a anélise da
maioria das estruturas das edificacdes modernas.

Melhor identificagdo e quantificacdo dos efeitos devidos aos deslocamentos das
fundacdes sdo possiveis com andlises que levem em conta o comportamento do solo e da
estrutura simultaneamente. Esse tipo de analise ficou conhecido na comunidade de engenheiros

estruturais como Analise de Interacdo Solo-Estrutura, AISE.
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E importante ressaltar que, ao considerar a Interagdo Solo-Estrutura (ISE), obtém-se
analises estruturais mais realistas para a verificagdo dos estados limites, com uma melhor
avaliacdo dos recalques diferenciais e absolutos das fundagdes. Isso resulta em uma avaliagdo
mais precisa dos deslocamentos e da redistribui¢do dos esfor¢os na estrutura.

Neste contexto, no presente trabalho, o autor procura apresentar um estudo comparativo
dos efeitos dos deslocamentos dos apoios na estrutura por meio de quatro procedimentos de
analise, a saber: (a) considerando os apoios como indeslocéveis, (b) considerando apoios sobre
molas de Winkler, (c) considerando deslocamentos prescritos para os apoios ¢ (d) o
procedimento que leva em conta o comportamento do solo e da estrutura simultaneamente.

Com base neste estudo comparativo, pretende-se demonstrar a importancia de abordar
com cautela a problemdtica da ISE, especialmente ao analisar e projetar estruturas para
edificacdes de alto indice de esbeltez, principalmente quando estas serdo apoiadas em solos
altamente deformaveis.

A ferramenta matematica utilizada para representar o comportamento da estrutura e do
solo ¢ a algebra matricial, com a aplicagdo do Método Matricial dos Deslocamentos (MMD)
em sua formulag¢ao linear. Por esta razao, optou-se por incluir neste Trabalho de Conclusdo de
Curso (TCC) consideragdes sobre o estado da arte relacionadas a ISE e ao MMD. Além disso,
considerou-se pertinente apresentar detalhadamente a formulagao desse método matricial, a fim

de possibilitar um melhor entendimento das analises desenvolvidas.

1.1 SOBRE O ESTADO DA ARTE

1.1.1 O ESTADO DA ARTE RELATIVO A AISE

O processo usual se resume a uma andlise inicial dos esfor¢os e deslocamentos da
superestrutura, considerando seus apoios como indeslocdveis. Nessa etapa, o carregamento
atuante ¢ analisado pelo engenheiro de fundagdes, que geralmente calcula o recalque da
estrutura considerando um ponto de referéncia em uma camada rigida e indeslocavel. Se esses
recalques estiverem dentro de valores aceitaveis, possibilita-se a elaboragdao do projeto.

A separagdo dos estudos estruturais e geotécnicos ocorre devido ao alto grau de
complexidade envolvido na avaliagdo desses fenomenos. Geralmente, o projeto geotécnico nao
leva em conta as alteragdes das tensdes geradas devido as deformacdes no solo, da mesma forma
que o projeto da superestrutura nao considera a redistribuicao dos esfor¢os gerados por esses

deslocamentos.
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O desenvolvimento de projetos estruturais sob a hipdtese de deslocamentos nos apoios
nulos e sapatas rigidas era aceitdvel até um passado recente, tendo em vista os recursos
disponiveis pelo calculista para a andlise estrutural de edificacdes considerando a
deslocabilidade dos apoios ¢ a flexibilidade das sapatas. Outro aspecto relevante que surge em
defesa deste procedimento simplificado, por vezes perigoso, € o fato de que as estruturas eram
concebidas com vigas de pequenos vaos (da ordem de 4 m) e um conjunto consideravel de
apoios (pilares), propiciando condi¢des favoraveis para garantir esfor¢os de pequena
intensidade na base desses elementos estruturais verticais. Essas edificacdes, em geral,
apresentavam alturas ndo muito elevadas, o que contribuia para a manutengdo de esforgos de
pequena intensidade e reduzida susceptibilidade aos efeitos das deformagdes e deslocamentos
dos elementos estruturais de funda¢ao, EEF.

Entretanto, esse processo simplificado apresentava falhas consideraveis. Os esforgos
iniciais da estrutura sofrem modificagcdes quando analisados considerando esses recalques, e os
novos esforgos resultantes, assim como os novos valores de recalque que surgiam, ndo eram
levados em conta no dimensionamento da estrutura. Desse modo, a estrutura, quando em
funcionamento, seria solicitada por esforgos para os quais ndo estava preparada para resistir de
forma adequada. Como consequéncia, problemas surgiram em algumas edificagdes que
apresentavam indices de esbeltez diferenciados e/ou eram apoiadas em solos muito
deformaveis.

Entdo, problemas como fissuras em vigas e pilares, perda de prumo, entre outros, que
foram verificados nas estruturas desses edificios, acenderam a luz de alerta para a engenharia
estrutural em relacdo ao problema da AISE. Em razdo desses acontecimentos, antigas hipoteses
comegaram a ser revistas, € o problema da interagdo solo-estrutura passou a ser visto sob uma
nova perspectiva.

O caminho natural para uma melhor interpretagdo da AISE, com o objetivo de aproximar
o modelo adotado da estrutura real, foi a consideracao das molas de Winkler.

No entanto, embora a utilizacdo do chamado modelo de Winkler represente um avango
teorico que contribui para a consideracdo de deslocamentos nas fundacdes das edificagdes, sua
aplicacdo se da sob a hipotese de que a resposta do solo as solicitagdes a ele transferidas através
do EEF ¢ elastica, linearmente elastica, o que nao ¢ verdade. Isso se deve ao fato de que, dessa
forma, seria possivel estabelecer algo semelhante a lei de Hooke para solicitagao axial, com o
estabelecimento de valores associados a grandeza correspondente ao modulo de deformagao
para o solo. Outro aspecto a ser considerado ¢ que apenas as molas sobre a sapata seriam

solicitadas.
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E um fato inegével que, com a concorréncia de diversos fatores favoraveis, como
materiais mais resistentes, métodos construtivos com maior alcance ¢ o uso de softwares
avangados para projetos estruturais, entre outros, temos observado nas ultimas décadas uma
proliferagao de edificagdes altas e esbeltas ao redor do mundo. Essa tendéncia, que parece estar
aqui para ficar, apresenta muitos e sérios desafios para a engenharia em geral, e, em particular,
para a engenharia civil de estruturas. Entre esses desafios, destacam-se a verificacdo da
estabilidade global, a resisténcia aos efeitos dos ventos e a resposta 8 movimentagao dos apoios.

No que diz respeito ao problema da movimentacao dos apoios e a interagdo solo-
estrutura, estdo sendo desenvolvidas formulagdes para a analise estrutural que consideram a
superestrutura, a mesoestrutura € 0 macigo de apoio como um unico sistema. A implementagao
dessas formulagdes, seja através do Método dos Elementos Finitos ou do Método dos Elementos
de Contorno, permitira incorporar os efeitos dos deslocamentos das fundagdes na avaliagao das
solicitacdes as quais a estrutura estara sujeita.

Assim, existem diferentes procedimentos de analise estrutural, a saber: (a)
procedimentos que consideram deslocamentos nulos nos apoios, como se a rigidez do macig¢o
de apoio fosse infinitamente grande; (b) procedimentos que determinam deslocamentos nos
apoios através das teorias da mecanica dos solos para impo-los a estrutura; (c) procedimentos
iterativos que utilizam as molas de Winkler para estimar as alteracdes nos deslocamentos dos
apoios e os efeitos resultantes na variagao das reagdes de apoio, nos esforcos nas extremidades
das barras e nos deslocamentos nodais, entre outros.

No que diz respeito as molas de Winkler, existem modelos matematicos que consideram
apenas um Unico parametro para definir as propriedades do material constituinte da fundagao
elastica. Nesse contexto, dois modelos podem ser citados: o proposto por Winkler e o sistema
de molas discretas, dispostas ao longo da regido de contato. Esses sdo modelos nos quais a
interagdo entre as molas ndo € considerada, e ndo ha respostas para solicitagcdes de tracao.

De acordo com Silva (2004, p. 38), estes métodos sdo considerados bastante simples
quando comparados a outros métodos de modelagem que envolvem dois pardmetros na
defini¢do do comportamento da base elastica. Exemplos desses modelos incluem o modelo de
Pasternak, o modelo de Filonenko-Borodich e o modelo de Vlasov, que de certa forma
consideram as interagdes entre as molas.

Embora a aplicagdo desses métodos de um Unico parametro seja relativamente facil de
implementar, os resultados obtidos por meio de sua aplicagdo muitas vezes nao correspondem
a realidade fisica representada matematicamente por eles. A determinagao da rigidez do solo ¢é

um parametro que requer atengdo especial devido a grande variabilidade dos tipos e
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caracteristicas do solo. Por outro lado, o entendimento de que a fundagdo se deforma apenas na
regido em que o carregamento atua, conforme Hetenyi (1946) citado por Silva (2004, p. 8), ¢

valido para muitos tipos de solos.

Figura 1 - A Curva de Deformacao da Base.

S o

L l l.;}

Fonte: Silva (1998).

(b)

O Modelo de Winkler

Prever o comportamento do solo ¢ uma tarefa complexa devido a variabilidade das suas
caracteristicas, mas, apesar de o solo ndo possuir um comportamento estritamente elastico, as

analises normalmente empregadas comparam as tensdes aplicadas com as tensdes admissiveis.

Figura 2 - Representacdo esquematica do modelo de Winkler.

q

[x]

q

e

Fonte: Silva (1998).

O modelo de Winkler admite que as deflexdes na viga sejam diretamente proporcionais

aos esfor¢os normais, podendo ser interpretadas pela seguinte equagao.
o=kd, (1.1)
Em que:

e o ¢atensdo de contato na base das fundacdes, em [F / LZ];

e K, é o modulo de reagdo vertical; pardmetro de rigidez elstica do solo, com [F / L3]
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e d, é o0 deslocamento vertical, [L]

Para a determinacdo do coeficiente de mola, considera-se o moédulo de reacdo vertical

sobre a area de atuagdo da carga.
K., =Kk,A (1.2)
Em que:

o K, coeficiente de apoio elastico vertical ou Coeficiente de mola vertical com [F / L];
e Kk, é omodulo de reagdo vertical, com [F / Ls];

Lok 2
e A ¢adrea carregada, com [L ]

Figura 3 - Coeficiente de mola (a) e Coeficiente de reacéo do solo (b).

Fonte: Antoniazzi (2011).

O modulo de reagdo vertical K, depende de diversos fatores tais como:

e Forma e dimensdes da fundagao
e Tipo de construcao;

e Mudangas de carregamento.

Em geral o coeficiente e determinado de trés maneiras:

e Ensaio de placa;
e Tabelas de valores tipicos;

e Correlagdes com o mddulo de elasticidade.
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Ensaio de placa

O ensaio de placa ¢, segundo Décourt e Quaresma Filho (1996), a maneira mais
adequada para obter as caracteristicas carga-recalque das fundagdes, porém nao possui
utilizagdo frequente devido a fatores como o alto custo e longo periodo de tempo para sua
execucdo, o que acaba por limitar a quantidade de repeticdes a numeros estatisticamente nao
significativos. Além disso, limita-se também pela necessidade de extrapolagdo dos resultados e
identificacao do conceito de ruptura.

A prova de carga em placa trata-se de um ensaio de compressao realizado diretamente
na superficie ou em determinada profundidade do terreno, por meio de uma placa metalica e
rigida, com 4rea ndo inferior a 0,5 m?. Sado aplicadas cargas verticais no centro da placa, em
estagios, medindo-se as deformagdes simultaneamente aos incrementos de carga. O ensaio
procura reproduzir o comportamento da fundacdo sob a agdo das solicitagdes provenientes da
superestrutura, sendo a cota de realizacdo do ensaio definida de acordo com as necessidades do
projeto. Os resultados sdo apresentados em forma de graficos de pressdo versus recalque.

Cintra e Albiero (1998) salientam que as provas de carga servem para, além de estimar

o recalque imediato de uma fundacio, a determinacao da taxa de trabalho do solo.
Segundo Mello e Teixeira (1968), este ensaio ¢ realizado em um modelo que procura reproduzir
o comportamento de uma fundagdo em escala quase real, onde as deformagdes do solo
subjacente a sapata podem se dar de duas formas: uma resulta da redu¢do de volume por
compressibilidade e a outra ¢ uma deformacao do tipo cisalhante, resultando em uma mudanca
de forma. A soma dessas deformagdes representa o recalque total sofrido.

O ensaio possui maior aplicabilidade em terrenos cuja deformabilidade ¢ praticamente
imediata a acdo das cargas, logo, sendo primeiramente empregado em terrenos pedregulhosos,
arenosos e silto-arenosos (em qualquer grau de saturacdo), e em segundo lugar, em terrenos

argilosos e silto-argilosos (com baixo grau de saturacao) (BARATA, 1984).

Tabelas de Valores Tipicos

Estas tabelas sdo encontradas na bibliografia e podem ser utilizadas para a estimativa
do coeficiente de mola da fundacao na auséncia de outras informagdes.

A Tabela 1 a seguir, apresenta valores padronizados para o mddulo de reacdo vertical
para diferentes caracteristicas do solo. Esses valores foram obtidos a partir de ensaios com

placas quadradas de lado L = 30 cm.
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Tabela 1 - Valores padronizados para o médulo de reacéo vertical.

Argilas Rija Muito Rija Dura

qu (Mpa) 0,1a0,2 0,2a0,4 >0,4
Faixa de valores 16.000 a 32.000 32.000 a 64.000 >64.000
Valor proposto 24.000 48.000 96.000
Areias Fofas Me(?ci);np?arzte; ¢ Compacta
Faixa de valores 6.000 a 19.000 19.000 96.000 96.000 a 320.000
Areia acima NA 13.000 42.000 160.000
Argila submersa 8.000 26.000 96.000

qu corresponde a resisténcia a compressao nao-drenada. Os resultados foram determinados por
meio de ensaios de placa; de tal modo que necessitam de corre¢do em funcéo da forma e dimenséo

da sapata.

Fonte: Terzaghi (1955).

Ja Moraes (1976), por sua vez, propde a Tabela 2 a seguir.

Tabela 2 - Valores de Ky (KN/m3).

Tipo de solo kv (KN.m®)
Turfa leve - solo pantanoso 5.000 a 10.000
Turfa pesada - solo pantanoso 10.000 a 15.000
Areia fina de praia 10.000 a 15.000
Aterro de silte, de areia e cascalho 10.000 a 20.000
Argila molhada 20.000 a 30.000
Argila Gmida 40.000 a 50.000
Argila seca 60.000 a 80.000
Argila seca endurecida 100.000

Silte compactado com areia e pedra 80.000 a 100.000
Silte compactado com areia e pedra 100.000 a 120.000
Cascalho mitdo com areia fina 80.000 a 120.000
Cascalho médio com areia fina 100.000 a 120.000
Cascalho grosso com areia grossa 120.000 a 150.000
Cascalho grosso com pouca areia 150.000 a 200.000
Cascalho grosso com pouca areia compactada 200.000 a 250.000

Fonte: Moraes (1976).
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Além da forma analitica ou teodrica para previsao de recalques imediatos de sapatas,

também ¢€ possivel o método experimental, por meio de provas de carga sobre a placa.

Correlagcoes com 0 modulo de elasticidade

A teoria da elasticidade estima o recalque imediato em argilas considerando a forma, a
rigidez e a largura das sapatas. A forma ¢ considerada através do fator de influéncia, cujos
valores estdo indicados na Tabela 3. A largura, que ¢ a menor dimensdo do quadrado, ¢
representada por B.

A sapata, que pode ser rigida ou flexivel, ¢ apoiada numa camada argilosa semi-infinita,
homogénea, com médulo de elasticidade E constante com a profundidade. A tensdo média na
interface horizontal solo-sapata é representada por o, o coeficiente de Poisson por v, e o fator

de forma por ®. Assim, o recalque imediato ¢ dado pela Eq. (1.3)

2
Recalque imediato = O—,B_(l_r j_| ; (1.3)
E
De onde obtém-se o coeficiente K, , através da Eq (1.4):

- E 1.4
% (1-v*).BlI, (149

Tabela 3 - Fator de influéncia Ip.

Sapata Flexivel Sapata Rigida
Forma Centro Canto Médio
Circular 1,00 0,64* 0,85 0,79
Quadrada 1,12 1,12 0,95 0,99
L/B=1,5 1,36 1,36 1,15
2 1,52 1,52 1,30
3 1,78 1,78 1,52
5 2,10 2,10 1,83
10 2,53 2,53 2,25
100 4,00 4,00 3,70

*Borda.
Fonte: Perloff e Baron, 1976 apud Cintra et. al. (2003).
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Pela Eq. (1.4) é possivel observar que, quanto maior for a fundacdo, (lado B), menor
sera o coeficiente kv. Além disso, quanto mais a formato da fundagao se distanciar do quadrado
ou do circulo, tendendo assim para uma forma retangular mais alongada, também sera menor o
valor de ky.

Segundo Cintra et. al. (2003), pode-se observar que o recalque no centro de uma sapata
quadrada flexivel ¢ o dobro do apresentado nos cantos. Logo, para passar a sapata flexivel para
rigida, as tensdes de contato devem se acentuar nas bordas e ser aliviadas na regido central. No
caso de areias a situagdo ¢ contraria, os recalques de uma sapata flexivel sao menores no centro
devido ao efeito de confinamento. Por isso, as tensdes de contato na base da sapata rigida devem
ser acentuadas no centro e reduzidas nas bordas.

Para os EEF que permanecem rigidos mesmo apds a deformacdo eldstica do solo, e
considerando uma variagdo linear das tensdes, segundo Scarlat (1993, p.35), ¢ possivel
substituir o conjunto de molas em cada uma das dire¢des por trés molas, uma em cada diregao,

aplicadas no centro da fundacgao.

K. Coeficiente de mola para os deslocamentos verticais;
K. Coeficiente de mola para os deslocamentos horizontais;

K., Coeficiente de mola para as rotagdes;

Com esses coeficientes de mola, os deslocamentos podem ser calculados nas direcdes
vertical, horizontal e angular, utilizando o modelo de Winkler.

F o
d, =t =" 1.5
' Kmv kvAf ( )
F o]
dy=—t-=—1 1.6
" Kmv kvAf ( )
M M
d,=—-= 1.7
’ Kmv kvAf ( )

Existem diversos trabalhos que buscam metodologias para modelar a interacdo solo-
estrutura, e entre eles, trés sdo considerados os mais originais e inovadores.

O primeiro modelo, elaborado por Mindlin (1936) e citado em Cruz (2012, p. 29), trata
0 solo como um meio homogéneo, isotrdpico e continuo, fazendo uso da teoria da elasticidade

e aplicando a lei de Hooke. Este modelo impde um conjunto de forgas aplicadas nas trés
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diregdes e, com base nas hipoteses mencionadas, gera condigdes de contorno com
deslocamentos nulos a grandes distancias.

Os modelos que empregam métodos discretos de aproximacao, especialmente o Método
dos Elementos de Contorno e o Método dos Elementos Finitos, constituem o segundo grupo. O
ultimo ¢ muito eficiente em problemas bidimensionais, porém requer um grande processamento

de dados em situacdes tridimensionais.

Figura 4 - Camadas do macico no modelo solo-estrutura.

Superficie do terreno

Macigo de solo

Camada indeslocavel

Fonte: Iwamoto (2000).

O terceiro modelo, o mais difundido e utilizado neste trabalho para representar esse
fenomeno, ¢ o modelo de Winkler (1867), que consiste na substitui¢ao do solo por um conjunto
de molas discretas. Emil Winkler foi o primeiro a formular e resolver o problema de uma viga
elastica apoiada em uma base deformavel. Este modelo de viga sobre uma fundagao elastica,
que assume uma relacdo linear entre forca e deslocamento, ¢ conhecido como fundagao de
Winkler. Normalmente, correlagdes empiricas sao usadas para determinar os coeficientes de
rigidez das molas, o que pode afetar os resultados.

A maior vantagem desse modelo ¢ a sua simplicidade e facilidade de implementacao
computacional, além de gerar resultados satisfatorios em termos de recalques, tensdes e
esfor¢os para andlises (ANTONIAZZI, 2011).

Para compreender o fendmeno de interagdo entre o solo e a estrutura, € essencial analisar
o comportamento do solo quando submetido as cargas dos edificios. De acordo com Cintra,
Aoki e Albiero (2011), durante o carregamento, ocorrem deslocamentos verticais que podem
variar de centimetros a centenas de centimetros.

Outro fator fundamental nesse processo ¢ a rigidez da estrutura, uma vez que, quanto

maior ela for, os recalques teoricos tendem a ser maiores do que aqueles que realmente ocorrem.
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Figura 5 - Viga sobre base elastica: molas de Winkler.

Fonte: Cruz e Cruz (2023).

Portanto, a previsdo do comportamento do solo representa um dos desafios na area da
mecanica dos solos. Os modelos adotados consideram trés tipos de recalques originados de
diferentes fenomenos, o que leva a mecanica dos solos a avangar tratando-os de forma separada:
o recalque imediato ou elastico, o recalque por adensamento primario € o recalque por
adensamento secundario. No caso do modelo com as molas de Winkler, os recalques elasticos
assumem uma importancia significativa. Portanto, alguns comentarios serdo feitos sobre esses

recalques.

Recalques imediatos ou elasticos

Esses recalques ocorrem predominantemente em solos arenosos € sao independentes do
tempo. Eles resultam da deformagdo quase instantanea do solo, sem que ocorra a redugao do
indice de vazios quando o carregamento ¢ aplicado.

Embora o solo ndo seja um material elastico, esse recalque pode ser modelado utilizando

a teoria da elasticidade.

1.1.2 O ESTADO DA ARTE DA ANALISE MATRICIAL DE ESTRUTURAS

1.1.2.1. Consideracdes Historicas

O método de rigidez (ou dos deslocamentos) existe hd aproximadamente 150 anos.
Navier, em 1826, foi talvez o primeiro a usa-lo. Embora seja dificil afirmar quem foi o pioneiro
na utilizag¢do do calculo matricial na analise estrutural, sabe-se que em documentos de Bendixen
(1914) e Ostenfeld (1926), citados em Cruz e Cruz (2023). Entretanto, em 1940, foram
publicados trabalhos utilizando a algebra matricial em andlises de estruturas. Devido as

dificuldades na solugao de sistemas de equacdes, a ideia nao recebeu a devida atengao.
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Somente com a chegada dos computadores, a analise matricial passou a merecer a
devida atencdo. O método dos deslocamentos foi o que melhor se adaptou ao célculo
automatico, passando, assim, a se sobrepor ao Método Matricial das Forgas (Cruz e Cruz, 2023).

Em 1954, Argyris, ligado a industria aeronautica, promoveu grande desenvolvimento e
divulgagdo dos métodos de analise estrutural através da algebra matricial nos EUA, marcando
o surgimento dos primeiros programas.

Ainda de acordo com Cruz (2023 e Cruz, p. 22), foi o brasileiro Fernando Venancio
Filho, do Instituto Tecnoldgico Aeronautico (ITA), que publicou o primeiro trabalho sobre o
tema em 1960, intitulado “Matrix analyses of plane rigid frames”, republicado em 1962 na
revista “Estrutura” nos nimeros 42 e 43, sob o titulo “Formulacdo Matricial da Hiperestatica”.

A formulagdo matricial para a andlise estrutural ¢ considerada a precursora dos grandes
métodos de analise existentes atualmente, como o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o

Método dos Elementos de Contorno (MEC).

1.1.2.2. O método

A analise de uma estrutura implica a determinagdo de todas as solicitagdes internas, das
deformacdes e dos deslocamentos resultantes da agdo dos esforgos externos que atuam sobre
ela (Cruz, 1985).

Para atingir esse objetivo, o método dos deslocamentos faz uso das equagdes de
equilibrio apos as equacdes de compatibilidade. Nesse caso, os deslocamentos nodais sdo as
incognitas cinéticas a serem determinadas inicialmente, enquanto os esfor¢os nas extremidades
das barras e as reacdes dos apoios serdo conhecidos posteriormente. Nesse método,

considerando a notagdo matricial, a equagdo principal € do tipo:

{P}=[K{D}. (1.8)

{P} ¢ o vetor dos esforgos esternos nodais;
[K] ¢ a matriz de rigidez da estrutura;

{D} ¢ o vetor dos deslocamentos nodais da estrutura

A matriz de rigidez da estrutura ¢ obtida a partir de uma soma conveniente das rigidezes

das barras referidas ao Sistema Global de Referéncia (SGR). As matrizes de rigidez das barras
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referidas ao SGR sdo aqui representadas por [K], e quando referidas ao Sistema Local de
Referéncia (SLR), por [k'].

E possivel considerar que a aplicagdo do método matricial dos deslocamentos inicia com
as equacgdes forca-deslocamentos. Resolvidas estas equagdes, obtém-se os deslocamentos
desconhecidos e, em seguida, com esses valores, calculam-se as reagdes dos apoios. Também a
partir desses deslocamentos e com as equacgdes de compatibilidade de deslocamentos, calculam-
se os esforcos nas extremidades das barras.

As equagoes forca-deslocamento, por sua vez, sdo obtidas a partir das condi¢des de
equilibrio, das equagdes de compatibilidade e dos coeficientes de rigidez da estrutura, conforme

demonstrado na Eq. (1.9).

P = K,D, +K,D, +K;.D; +...+ KD,

P, =..K,,D, +K,,D, + K,;D; +...+ K, D, (1.9)
P, =..K;,D, + K;,D, + Ki,Ds +...+ Ky Dy

em que:

P, ¢ o esforgo externo nodal na coordenada i

K; ; € o coeficiente de rigidez da estrutura ou global, que associa esfor¢o na coordenada i com

deslocamento nodal na coordenada ;.

D; ¢ o deslocamento nodal na coordenada j

Este sistema de equagdes, quando escrito na forma matricial, resulta na Eq. (1.10), que

pode ser reescrito com notagdo para coordenadas livres e coordenadas vinculadas, conforme

segue:
R I Ky Kp K Ky K Kg Ky K Ky ] D,
P Ka Ku Ky Ky Ky K Ky Ky KyllD;
P, Ka Ko Kiy Ky Ky Ky Ky Ky Ky || D
P Ki K K Ky K K Ky Ky Ky || D,
Ror=1Ks Ki Kz Ky Kgg K Ky Kgg Ky [§Ds (1.10)
Ps Keo Keo Ke Ko Kg Keg Ko Kgg Ko || Dg
P K K Ki Ky Ky K Ky Ky Ko || Dy
R Ko Ko Kg Ky K Kgg Ky Kgg Ky || Dg
R L Ko Ko Kg Ko K Kg Ky Kgg K99_ D,

ey

A
I;U_l

@]
~ X
|m_|

P
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Em que:
{P}. Esforgos externos nodais nas coordenadas ndo vinculadas (o carregamento nodal),
{P}, Esforcos externos nodais nas coordenadas vinculadas (as reagdes de apoio),
[K ].c Submatriz de rigidez global que associa o {P}. a0 {D}.,
[K]ex Submatriz de rigidez global que associa o {P}. a0 {D},,
{

[K]RC Submatriz de rigidez global que associa o

e
Pj.a0 {D}.,
2

K Jrs Submatriz de rigidez global que associa o {P}, a0 {D}

[ -
{D}. Deslocamentos nodais nas coordenadas ndo vinculadas,
{D}, Deslocamentos nodais nas coordenadas vinculadas (nos apoios),

Da solugdo da equacdo matricial Eq. (1.11), obtém-se:

{P}c = [K]cc {D}c + [K]CR {D}R (1.12)

{P}R = [K]RC {D}c + [K]RR {D}R (1.13)

O vetor {D}, pode ser considerado nulo nos casos em que as fundagdes da estrutura
ndo sejam consideradas apoiadas em base eléstica, ou seja, em base deformével. Além disso,
esse vetor pode ser considerado conhecido, pois foi definido a partir de calculos simplificados

que adotam uma estimativa de carga e uma estimativa para a rigidez (coeficiente de

adensamento) do solo.

Sendo {D}R = {O}, o calculo dos deslocamentos nodais das coordenadas nodais livres,

(isto € ndo vinculadas) ¢ feito a partir da Eq. (1.12*a”), como segue:

{Dle =[K ) {Pje (1.12°2")

{Ple =[K]ic Dl (1.13a7)

Quando os deslocamentos {D}R sao pré-definidos, com pelo menos um deles diferente
de zero, entdo o célculo do {D}C sera feito como segue:

{D}c {P}c _[K]CR {D}R

= 1.14
Kk (119
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Por fim, se a fundagdo estiver assente em base deformavel, entdo, para a consideracao
de sua deslocabilidade nas dire¢des estabelecidas pelo SGR, serdo inseridas molas nestas
coordenadas. A analise da estrutura original devera levar em conta agora a estrutura equivalente,
incluindo as barras que representardo as molas € os nos que surgirdo, como mostrado nas

Figuras de 6 a 9.

Figura 6 - Estrutura original.
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Fonte: Cruz e Cruz (2023).

Figura 7 - Molas para representar a deformabilidade do solo sob a fundacéo.
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Fonte: CRUZ (2023).

Figura 8 - Barras biarticuladas para representar as molas da Figura 7.

Fonte: Cruz (2023).
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Figura 9 - Elemento de conexao horizontal no né 4.
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Fonte: Cruz e Cruz (2023).

Na Figura 6, temos o portico a ser analisado, ¢ a representacdo esquematica indica que
0 no 4 serd considerado indeslocavel. Na Figura 7 (a), (b) e (¢), as molas indicam que agora o
n6 4, um dos dois apoios do poértico, serd analisado sob o efeito de uma base eléstica. Na Figura
7 (a), a mola horizontal ali colocada interpreta a deformabilidade da base do apoio da fundagao
na dire¢do horizontal, ou seja, do eixo X do SGR. Na Figura 7 (b), a deformabilidade
considerada ¢ na diregdo vertical, ou seja, ao longo do eixo Y do SGR. Na Figura 7 (c), a mola
¢ de rotacao, considerando a deformabilidade do maci¢o em relagao ao efeito de momento.

Na Figura 8, as molas foram substituidas por barras biarticuladas cuja rigidez axial, k,
deve ser igual ao k da mola que ela representa. A mola de rotacdo da Figura 7 (c) ¢ substituida
por um esquema representado por duas barras, também biarticuladas, uma em cada extremidade
de uma barra perfeitamente rigida que se conecta a extremidade 1 da barra (3), estando apoiada
exatamente no ponto (ou nd) 4. O apoio ali colocado € do tipo apoio fixo. A Figura 9, que repete
a Figura 8 (a), mostra o portico original com uma barra horizontal biarticulada que chega ao no
4. Esta ¢ a estrutura que sera analisada a seguir para o estabelecimento da formulagdo a ser

aplicada quando da consideracao de base(s) elastica(s).

Pl Kl,l K1,2 K1,3 K1,4 K1,5 K1,6 K K K Kl,lO Kl.ll K1,12 0 0 0 Dl

Pl |Ky K K K K K KKK K K K 0 00D,

Pl Ky, K K K K K KKK K K K 0 00D,

Pl |[K, K K K K K KKK K K K 0 0 0D,

PRl Ky K K K K K KKK K K K 0 0 0D,

PRl [Ky K K K K K KKK K K K 0 0 0D,

Pl |K K K K K K KKK K K K 0 00[0

Pzl K K K K K K KKK K K K 0 00f0

PRl | K K K K K K KKZK K K K 0 00[0 (1.15)
Po| [Kos K K K K K K K K kig+k, Kby kiy -k 0 0[|Dy '
Po| [Kuy K K K K K K K K Ky kpgy kag 0 0 0[/0

Pol |Kui K K K K K K K K Ky Kpg kg 0 0 0[]0

Pl |0 0 0 0 0 0 00 0 -k 0 0 k 00fo0

0 0o 0 0 0 0 0 000 0 0 0 0 o0o0|o0

o] | 00 0 0 0 000 O 0o 0o o0 o0o0o
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Da observagdo da Eq. (1.15), percebe-se que as duas ultimas linhas e colunas podem ser
removidas. Se a linha e a coluna 13 também forem retiradas da Eq. (1.15), resultaria na Eq.

(1.16).

P (K11 K, Kis Kiy Kis Kig K K K Ki 10 Kiin  Kigz D
Pl K,y K K K K K K K K K K K Dl
IS Kz, K K K K K K K K K K K ||
Pj K., K K K K K K K K K K K|
P, Ks;, kK K K K K K K K K K K D:
P, K, kK K K K K K K K K K K || p,
(| kK kK K K K K K KK K K K 0
Py K K K K K K K K K K K K 0 (1.16)
P, K K K K K K K K K K K K 0
Pio Kiop K K K K K K K K kjgtki ks Kase||Di
?1 Kni K K K K K K K K kyg  kpg kag|| 0
12 |Kpy K K K K K K K K kyg ke kel ©

E importante notar que na equagdo matricial, Eq. (1.16), todos os coeficientes de rigidez
sdo exatamente iguais aos que seriam obtidos para o portico original. Apenas o coeficiente k foi
alterado, pois a ele foi acrescentado o coeficiente da mola horizontal, conforme mostrado na

Eq. (1.17).

15 0 -3 -15 0 -3 0 0 0 0 0 0
0 150 0 0 -150 0 0 0 0 0 0 0
-3 0 8 3 0 4 0 0 0 0 0 0

-15 0 3 1515 0 3 -150 0 0 0 0 0
0 -150 0 0 1515 3 0 -15 3 0 0 0

[K]:102 -3 0 4 3 3 16 0 -3 4 0 0 0
0 0 0 -150 0 0 150,768 0 -192 -0768 0 192 (1.17)

0 0 0 0 -15 -3 0 1215 -3 0 -120 0

0 0 0 0 3 4 192 -3 144 -192 0 32

0 0 0 0 0 0 -0768 0 -192 0,768+10 0 -192

0 0 0 0 0 0 0 -120 0 0 120 0

0 0 0 0 0 0 192 0 32 -192 0 64

Como estamos no campo de validade da formulacdo linear do método dos
deslocamentos, a superposicao de causas e efeitos ¢ valida. Portanto, o desenvolvimento
apresentado pode ser aplicado tanto a mola vertical quanto a mola rotacional, e as conclusdes

podem ser aplicadas a matriz de rigidez de um Unico elemento de conexao.



31

[k, © 0| -k, O 0 ]
0 ka 0 — Rmy
- 0 0 k 0 0 -k
k — mZ mZ
] Kk, O 0 k, O 0 (1.18)

~k, O 0 k, O
0 0 -k, O 0k,

Dessa forma, ¢ facil perceber que ao aplicar molas na dire¢ao vertical e de rotagdo no

n6 4, os coeficientes de rigidez da estrutura, denotados por K, ,, e K,,, deveriam ser

adicionados os valores de Kmy ou Kmy € Kz ou K. Se a extremidade I do elemento de
conexao cuja rigidez ¢ dada pela Eq. (1.19) esta no n6 4 do poértico, entdo, tudo seria resolvido

ao ser somado os elementos ndo nulos da submatriz da Eq. (1.19) aos elementos K,y,, K, €

Ki21, da matriz de rigidez da estrutura.

K, 0 0
0 K, O (1.19)
0 0 K,

1.2 JUSTIFICATIVA

Os projetos de engenharia que nao consideram apoios elésticos (ou seja, que consideram
apoios inamoviveis) podem levar a interpretagdes erroneas no dimensionamento da estrutura.
Casos de edificios em Santos/SP, nos quais ocorrem fissuras e outras patologias, exemplificam
anecessidade de analisar conjuntamente as estruturas € 0 macico sobre os quais estao apoiados.

Segundo Colares (2006), citado por Pavan, Costella e Guarnieri (2014, p. 2), "Ha varios
casos de edificacdes que apresentaram deformidades ndo previstas devido a alteragdes no
comportamento mecanico idealizado na andlise estrutural." Entre essas deformidades,
destacam-se problemas graves, como fissuras em vigas e lajes, e até mesmo o esmagamento de
pilares.

Portanto, ¢ inegével a importancia de quantificar as mudancas nos esfor¢os resultantes
da aplicacdo de métodos simplificados que ndo representam adequadamente a realidade da
estrutura. E essencial continuar avancando nos estudos tedricos para aprimorar os

procedimentos de analise estrutural, especialmente no contexto da AISE.
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1 GERAL

Evidenciar os efeitos da deslocabilidade das fundagdes na variagdo das grandezas de
interesse para andlise e dimensionamento de estruturas reticuladas planas. Para alcancar esse
objetivo, serdo comparados os valores das grandezas de interesse, ou seja, dos deslocamentos
nodais, das solicitagcdes nas extremidades das barras e das reagdes de apoio resultantes de
analises de porticos planos simples sob varias condi¢des relacionadas a deslocabilidade ou nao

dos apoios.
1.3.2 ESPECIFICOS

Proceder a analise estrutural de dois pérticos planos simples considerando algumas das
possibilidades de ligagdo da fundagdo com o macico que lhe da apoio.

a) Considerando os apoios indeslocaveis;
b) Considerando os apoios sobre as molas de Winkler;
c) Considerando deslocamentos impostos aos apoios;

d) Considerando a interacdo solo estrutura, ISE.

1.3.3 0 ESCOPO DO TCC

O presente trabalho € o resultado de pesquisa bibliografica sobre o tema desenvolvida
pelo autor, com aplicagdes em porticos planos cujo material € considerado eléstico linear e o
comportamento estrutural restrito a linearidade (linearidade fisica e geométrica). Isso possibilita
a superposi¢do de causas e efeitos, bem como a andlise estrutural na configuracdo inicial
indeformada.

Dessa forma, quanto aos procedimentos para analise estrutural, a formulacdo sera
limitada a abordagem linear do Método Matricial dos Deslocamentos.

Devido a isso, o desenvolvimento abordado neste trabalho se baseard no estudo da
interacao solo-estrutura, considerando os esfor¢os e deslocamentos calculados para os pontos
nodais da estrutura analisada. Isso se aplica especialmente quando se trata de deslocamentos e
esforcos nas coordenadas vinculadas de estruturas reticuladas ou na subdivisao da estrutura em
varios elementos de barra. Em cada extremidade desses elementos, serdo analisados os efeitos

da base elastica.
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Portanto, o0 Modelo de Winkler sera considerado por meio de molas aplicadas de acordo

com as coordenadas globais da estrutura, conforme necessario em cada caso.

1.4 A ORGANIZACAO DO TRABALHO

O conteudo deste Trabalho de Conclusao de Curso esta apresentado em sete capitulos,

indicados a seguir:

Capitulo 1 —-INTRODUCAO;

Capitulo 2— O PORTICO, A DESLOCABILIDADE DOS APOIOS EO
CALCULO DAS GRANDEZAS DE INTERESSE;

Capitulo 3— ANALISE ITERATIVA COM A APLICACAO DAS MOLAS DE
WINKLER;

Capitulo 4 — ANALISE DOS RESULTADOS;

Capitulo 5 — CONCLUSOES.

No Capitulo 1, pretende-se contextualizar o trabalho no estudo da influéncia dos
deslocamentos nas solicitagdes e reacdes de apoio de estruturas (porticos planos) sob a otica da
deslocabilidade dos apoios. Apresentagdo dos objetivos, escopo € organizagao.

No Capitulo 2, serdo introduzidos os conceitos e as formulagdes que possibilitam a
realizacdo das andlises da estrutura para cada caso considerado.

O Capitulo 3 esta estruturado de modo a apresentar a andlise de estruturas sobre base
eléstico através do processo iterativos.

No Capitulo 4, serdo analisados os resultados obtidos e no Capitulo 5 e serdo

apresentadas as conclusdes.
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2. OPORTICO, A DESLOCABILIDADE DOS APOIOS E O CALCULO DAS
GRANDEZAS DE INTERESSE

Neste capitulo, inicialmente, sera feita a apresentacao do portico a ser analisado sob

cada uma das condic¢des de indeslocabilidade ou de deslocabilidade dos apoios consideradas.

2.1 O PORTICO MODELO

Figura 10 - Portico padrao, SCG, carregamento, definicao das barras, dos nés e da incidéncia de cada

uma delas.
- EN/m 12N/ m
oy IR :
(1)
(1)
. L 1
.
(a) (h) , 4 !
0 X
Fonte: Cruz e Cruz (2023).
Dados:
E =2000000kN/m? L =L,=4m | =0,0004m*
A= 0,03m2 |—3 =om

2.2 O PORTICO E OS DESLOCAMENTOS NULOS NOS APOIOS

Anélise da estrutura implementada com a formula¢do do Método Matricial dos

Deslocamentos para estruturas de comportamento linear (fisico e geométrico).

Figura 11 - Pértico padrao, com sua discretizagao.

12 EN/m

12 EN/ m

LOEN

§a B

(a)

ol

Fonte: Cruz e Cruz (2023).
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1% etapa:

Definir o Sistema Global de Referéncia (SGR), numerar os nos, identificar e numerar
as barras, bem como estabelecer a incidéncia de cada uma delas na estrutura.

A Figura 11 - "b" apresenta a representacao da estrutura discretizada, incluindo a
numerag¢ao dos nos, a identificagdo das barras com suas extremidades numeradas e a definigao

do Sistema Global de Referéncia (SGR).

28 etapa:

Determinacao das matrizes de rigidez - [k] , no Sistema Local de Referéncia (SLR), das

matrizes de rotagao - [T] , € das matrizes de incidéncia - [a] , de cada barra da estrutura.

a) As matrizes de rigidez

A matriz de rigidez da barra do portico plano é calculada conforme a expressao geral
indicada na Eqg. (3.26) do Vol. | de Cruz JMF e Cruz LC (2023), substituindo adequadamente

osvaloresde: E, L, A e |  adequadamente.

e Matriz de rigidez da barra (1), [k],, -

T 15000 0 0 -15000 0 O]

0 150 300 0 -150 300

i, - 0 300 800 0 -300 400
O~ 15000 0 0 15000 0 0 (2.1)

0 -150 —300 0 150 —300

0 300 400 0 -300 800

e Matriz de rigidez da barra (2), [kl

Considerando que a barra (2) possui 0 mesmo comprimento, material, secdo transversal

e condigdes de contorno que a barra (1), entéo:
[k](l) = [k](z) (2.2)



e Matriz de rigidez da barra (3), [k ](3)

" 12000 0
0 768
0 192

k =
[kl —12000 0
0 —768
I 0 192

b) As matrizes de rotacio

19
64

-19
32

0
2
0
0
2
0

—12000 0 0
0 -768 192

0 -1920 320
12000 0 0

0 76,8 -192
0 -192 640

36

(2.3)

A matriz de rotacdo aplicavel as grandezas da barra de portico plano em fungdo de 0 ¢é

indicada na Eq. (4.11) do Vol. I de Cruz, J.M.F e Cruz, L.C (2023).

e Matriz de rotacdo da barra (1), [T](l) com < =90°

[T ](1) =

O O O O -~ O
O O O O O B
o O O » O O
O R O O O O

m O O O O O

e Matriz de rotacdo da barra (2), [T ](2) comcx =(°

[T ](2) =

©O O O O O p
©O OO O L O
©O O O R OO
©O O R, O OO

O R OO OO

R O O O O O

e Matriz de rotagdo da barra (3), [T s

(2.4)

(2.5)

Sendo a barra (3) paralela a barra (1), e tendo aquela incidéncia crescente no mesmo

sentido desta, entdo:

[T ](1) = [T ](3)

(2.6)
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a) As matrizes de incidéncia

e Matriz de incidéncia da barra (1), [a](l)

100000000000
010000000000
1001000000000
aly={000100000000 (2.7)
000010000000
000001000000]
e Matriz de incidéncia da barra (2), [a](z)
[000100000000]
000010000000
~|000001000000O0
=10 00000100000 (2.8)
0000000100O00O
000000001000
e Matriz de incidéncia da barra (3), [a](3)
[000000000100]
000000000010
~|00000000O0O0O01
2k =10 00000100000 (2.9)
0000000100O0O
1000000001000]
3° etapa:

Calculo do vetor {p,} e {p,} de cadauma das barras da estrutura. Calcular o vetor {P,}

e montar os vetores {P} e {D}.

a) Determinagcdo do vetor {p,} de cada uma das barras

Sem cargas a0 longo das barras (1) e (3), {Pojy € {Pofy sHO nulos.

Considerando a barra (2) como uma viga biengastada, cujo carregamento esta indicado na Fig.

2.2, as reacdes dos apoios serdo os elementos do vetor {p0 }(2) . Logo:

OkN
2,4kN
1,6kNm (2.10)
OkN
2,4kN
—1,6kNm

{po }(2) =
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b) Determinacdo do vetor {p,} de cada uma das barras

Assim, {pq ) € {Pols) sd0 nulos também. Com o vetor {p,}, , e com a matriz

[T],) =[1], dada na Eq. (2.1), calcula-se o vetor {p, ),

CARSITAR o
¢) Determinagéo do vetor {P,}

O vetor {P,} pode ser obtido através do somatério: Y_[afy{p, ;. em que n € o
i=1

nimero de barras da estrutura. Devido ao fato de {po}'(l) e {po}'(g) serem nulos, entdo

{P} = [allx){ps }iz), com {p,},) dado na Eq. (2.11) e, sendo [a[,, a transposta da matriz dada

na Eq. (2.8). Logo:

P'={0 000 24 16 0 24 -16 0 0 0} (2.12)

d) Obtenc&o dos vetores {P} e {D}

R 0
P, 0
P, 0
2 D,
0 D,
P1=1 b fo)={
0 D; (213 “a™ e “b”)
0 D,
0 D,
Po 0
P, 0
R, 0
4" etapa:

Obteng¢ado da matriz de rigidez de cada uma das barras da estrutura, referidas ao sistema

global - [K], através da expressdo [k] =[TJ[K}[TT .
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e Matriz de rigidez da barra (1), no sgr, [k]l(ll)

[ 150 0 —300 -150 0 —300]

0 15000 0 0 -15000 0

], - 300 0 800 300 0 400
W~ 150 0 300 150 0 300 (2.14)

0 -15000 0 0 15000 0

|—300 0 400 300 0 800

o Matriz de rigidez da barra (2), no sgr, [kl

Para a barra (1), sendo [T ](2) = [| ] , tem-se que:

[k]zz) = [k](z) (2.15)
e Matriz de rigidez da barra (3), no sgr, [k]zs)

[ 76,8 0 -192 -76,8 0 -192]
0 12000 0 0 -12000 O

-192 0 640 192 0 320

-76,8 0 192 76,8 0 192
0 -12000 O 0 12000 0

| -192 0 320 192 0 640

k] = (2.16)

5% etapa:

Obtengdo da matriz de rigidez [K] da estrutura e montagem da equagao {P} = [K]{D}

a) Obtencao da matriz [K] , (através do procedimento pratico)

Escrevendo a matriz [K] com notagdo ao nivel de no, tem-se:
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Kih (K Kl [Kly

[K]: Kb (KL |Khs [Kls
Kk [Kk [Kh [Kks 2.17)
Kl [Klo [Kls [Kly

na qual cada elemento é uma submatriz [K]ij , Quadrada com n=3, que associa 0S
deslocamentos do n6 j aos esfor¢cos do nd i. A obtencdo da matriz [K] se dara com a
determinacéo de todas as submatizes [K]ij .

e Determinacio dos [K]; i

Conforme explicado no item 6.2, do Vol. | de CRUZ, JMF e CRUZ, L.C. (2023), tem-
se:

(Kl =kl

(Kl =Kz

K}, =[0]

[K}s =[0] [K ], = [kLagy + [k
[Kls = ka0

(K] =[0]

(Kl = kL) + [kL e

(Kl = [kLou

[K]44 = [k]::‘l(3) (2 18 6‘ bh “b” 6‘ ba “h” “1’9 (134 ’9)
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Cada [kl;e) éuma submatriz da matriz de rigidez da barra (b) definida conforme a Eq.

(3.55) e especificada nas Egs. (3.27), (3.28 — “a” ¢ “b”) ¢ (3.29) do Vol. | de CRUZ, JMF e
CRUZ, L.C. (2023).

Com a adequada substituicdo das [k]}'j(b) a partir das Egs. (2.14), (2.15) e (2.16), e

organizando-as conforme a Eq. (2.17), obtém-se, a matriz de rigidez global ou da estrutura.

(15 0-3 15 0 3 0 0 0 0 0 0

0 150 0 0 -150 O© o 0 0 0 0 0

3 0 8 -3 0 4 o 0 0 0 0 0

15 0-3155 0 3 -1 0 0 0 0 0

150 0 0155 3 0 -15 3 0 0 0

, 3 3 16 0 -3 4 0 0 0
[K]=10 150 0 0 15077 0 192 -077 0 192 (2.19)

0 -15 -3 0 1215 -3 0 -120 0
3 4 192 -3 144 -192 0 32
0 -077 0 -192 077 0 -192
0 0 -120 0 0 120 0
0 192 0 32 -192 0 64]

O O O O o o o

b) Montagem da equagéo {P}=[K}D}+{P,}

Com a utilizagdo da notag#o ao nivel de n6, a equacdo: {P}=[K]{D}+{R,} teraa

forma apresentada na Eq. (2.20).

PL) KL KL KL [KLI(DL] [®)

PLl_|IKL [kl [<Do [KL. DLl | 220
LIk KL (Kl KL Dk | ‘
Pl (KL Kl Kl KLloL) |®)

Os vetores {P}i , {D}i e {PO }i sdo, na ordem, o vetor dos esfor¢os externos nodais, o

vetor dos deslocamentos nodais e, por Ultimo, o vetor dos esforcos decorrentes das cargas

aplicadas fora dos nés, todos referentes ao ndi .

6" etapa:

Solugio da equagio {P}=[KKD}+{P,} em duas partes: sendo a primeira
P} = [K]c {D}. +{P0}C € a outra {P}R =[K]RC{D}C +{F’6}R , das quais foram excluidas
respectivamente as parcelas [K|z{D}; e [K]e{D}s , em razio dos deslocamentos das

coordenadas vinculadas serem nulos.
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Observa-se que {P}2 e {P}3 sdo as matrizes-elemento do vetor {P}C e, analogamente,
{P}, e {P}, sdo as matrizes-elemento do vetor {P}, (acontecendo de modo semelhante com

os deslocamentos e com o vetor {P, }).
Devido a isso, é necessario mover a linha correspondente ao vetor de forcas externas
{P}l (primeira linha) para a terceira linha. Para garantir que o valor do determinante da matriz

de rigidez global nao seja alterado, ¢ obrigatorio alterar a posi¢do da primeira coluna dessa

matriz, movendo-a para a terceira posi¢ao. Assim, temos:

Ph] [[Kk [Kks [KLi [KLJ[{D)] (iR
Pl _|[KE [Kks [KE [KL [[{D) ], iR,
Phl |[KL [Kl [Kl [KL |[[{DL [ R, (@.21)
Pl) UKl [Kls [Kl [KLJUDL) (R

a) Calculo dos deslocamentos nas coordenadas “livres”

Agora, resolvendo {P} =[K].c{D}. +{P,}. , tem-se:

2] [ 15150 0 300 -15000 0 01|/ D, 0
0 0 15150 300 0 -150 300|| D, 2,4
0 _ 300 300 1600 0 -300 400|| D, s 16 (2_22)
0 —-15000 0 0 150768 0 192 || D, 0
0 0 -150 -300 0 12150 -300|| D, 2,4
0 | 0 300 400 192 -300 1440_ D, -16
donde:
D, 0,013370379m
D, —0,000095582m
D,| |-0,003617718rad
D, [~ 0,013298395m (2.23)
D, —0,000280521m
D, 0,000304384rad

b) Célculo das reacdes dos apoios

Calculados os deslocamentos nodais incognitos, tornou-se possivel a solucdo da
equacao {P}R = [K]RC {D}c + {Po }R ,
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P [-150 0 -300 0 0 0] 0,013370379] (0
P, 0 -15000 0 0 0 01({-0,000095582| |0
P | 300 0 400 0 0 01//-0,003617718 . 0 (2.24)
P 0 0 -768 0 192|| 0,013298395| |0
P, 0 0 0 0 -12000 01|-0,000280521 |0
P.) | 0 0 -192 0 320)| 0,000304384 [0
donde:
P, —0,92kN
P, 1,43kN
P, 2,56kNm
P, [ | —1,08kN (2.25)
P, 3,37kN
P, 2,65kNm
7.* etapa:

Escrita das equagdes de compatibilidade de deslocamentos para cada nd; o célculo dos

deslocamentos das extremidades das barras no sgr e a obtengdo do vetor dos esfor¢cos das

extremidades das barras referido ao sistema da local - { p} .
Redacao das equagdes de compatibilidade de deslocamentos para cada n6; calculo dos

deslocamentos nas extremidades das barras no SGR; e obtencao do vetor dos esforgos nas

extremidades das barras referido ao SLR - { p} .

a) Calculo dos deslocamentos das extremidades das barras, SGR

e Da barra (1), {d }'(1) = [a](l) {D}

o
= -

Om

Om

Orad
0,013370379m (2.26)
—0,000095582m
—0,003617718rad

N -

-w
|

-0 -

Q.D_hQ_O_Q_



O O O O O o
-

AN - -

S

-

o
el

O O O O O O

0O 00 o0 o o

Q_Q.bQ_D_Q-

-w =N -

-0 -

F YU OO

(S]

N W [T

(8]

e Dabarra (2), {d }'(2) = [a](z) {D}

()

e Dabarra (3), {d }'(3) = [a] 4 {D}

(3

b) Calculo do vetor {d} de cada barra da estrutura

e Dabarra (1), {d }(1) = [T ]Il) {d }-(1)

O]

e Da barra (2),{d Yoy = [T, 1d }I(z)

@)

0,013370379m
—0,000095582m
—0,003617718rad
0,013298395m
—0,000280521m
0,000304384rad

Om

Om

Orad
0,013298395m
—0,000280521m
0,000304384rad

Oom

Om

Orad
—0,000095582m
—0,013370379m
—0,003617718rad

0,013370379m
~0,000095582m
~0,003617718rad
0,013298395m
~0,000280521m
0,000304384rad

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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N

IS

a1

Q_Q_Q_wD_Q_Q_

P
P,
Ps
P,
Ps
Ps

Py
P,
Ps
Pa
Ps
Ps

P
P,
Ps
P,
Ps
Ps

e Dabarra (3), {d }(3) =[r ]Is) {d }'(3)

(3

Om
Om
Orad

—0,000280521Im
—0,013298395m
0,000304384rad
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(2.31)

c) Calculo do vetor {p} de cada uma das barras da estrutura, através da equagéo

{p}=[kJd}+{po}.

e Dabarra (1), {p}(l) = [k](l) {d }(1) + {po }(1)

®

e Da barra (2), {p}(z) = [k](z) {d }(2)

(2)

e Da barra (3), {D}(s) = [k](s) {d }(3>

©)]

1,43kN
0,92kN
2,56kNm
—1,43kN
—0,92kN
—1,12kNm

1,08kN
1,43kN
—113kNm
—1,08kN
3,37kN
—2,75kNm

3,37kN
1,08kN
2,65kNm
—3,37kN
~1,08kN
—2,75kNm

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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2.30 PORTICO E OS DESLOCAMENTOS ELASTICOS NOS APOIOS

2.3.1 O MODELO DE WINKLER E A AME

Neste subitem, o portico modelo da Figura 11 - “a” serd submetido a analise por meio
do Método Matricial dos Deslocamentos, considerando seus apoios sobre bases elasticas (as
molas de Winkler). Assim, as trés coordenadas do n6 1 e do 4 do portico da Figura 11 - “a”
estdo sobre bases elasticas, representadas por trés molas em cada apoio, conforme indicado na

Figura 12. O objetivo é calcular os vetores dos deslocamentos e das reagdes de apoio, {D}. e

Pl

Figura 12 - O pértico da Figura 11 com trés molas no né 1 e no no 4.

4
0 ow
Fonte: Cruz e Cruz (2023).
Dados:

E = 2000000kN/m? L, =L, =4m K, =2000kN /m K, =1000kNm/rad
A=0,03m? L, =5m K, =3000kN /m | =0,0004m"*

Neste caso, € [K]CC = [K](llez) , com [K]mm), Eq. (2.35), com a qual se escreve a

equagdo {P}. —{P,}. =[K]ec {D}. com nota¢do ao nivel de coordenadas, a Eq. (2.36).

(2.35)

B w O O O o
O O O O o o

[K]=10?

O O O O o o o
O O O O o o

-150 0 0 150,77 0 192 -0,77 192

0 -15 -3 0 1215 -3 0 -120 0
3 4 192 -3 144 -192 0 32
0 -077 0 -192 077 0 -192
0 0 -120 0 0 120 0
0 19 0 32 -192 0 64]

O O O O o o o
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0 M0 0 300 10 0 30 0 0 0 0 0 O D:
0 0 1800 0 0 00 O 0 0 0 0 0 0 D,
0 30 0 B0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 D;
2 450 0 0 0 0 0 %0 0 0 0 0 0 D:
24 0 4% 300 0 0 0 0 5% 300 0 0 0 Ds
16 0 30 4 0 0 0 0 30 4 0 0 0 o | (2.36)
0 [ = 15077 0 192 768 0 192 1507 0 19 768 0 19 D;
24 0 1215 300 0 1200 0 0 1250 300 0 -12000 0 Dy
16 192 300 1440 192 0 30 192 300 1440 192 0 320 s
0 768 0 9 20068 0 192 768 0 19 2068 0 -1 Dy
0 0 12000 0 0 100 0 0 12000 0 0 15000 0 D
0 @ 0w w0 w0 120 W AR 0 160 D
E importante observar que aos elementos: K, e Ko Kene K, Ky, K, , foi

adicionado o valor do coeficiente da mola aplicada as coordenadas referidas nos indices. Assim,

aos coeficientes K, e K = acrescentou-se o valor 2000; aos K,,e K o valor 3000 e aos

1010 11117

K,;, K. . ovalor 1000. Este conjunto de a¢des e deslocamentos sera referido como do Portico

33> M212
PI1.
Igualmente importante ¢ observar que nas trés primeiras e nas trés Ultimas linhas do

vetor {P}. colocou-se o valor zero.

Da solucdo da Eq. (2.36), obtemos, na Eq. (2.37), o vetor com os deslocamentos de todas
as doze coordenadas envolvidas na estrutura em analise. Finalmente, apds conhecermos os
deslocamentos nodais, calculamos as reacdes dos apoios elasticos. Neste caso, as reagdes de
apoio sdo obtidas a partir da equagdo que representa o método dos deslocamentos, como

indicado na Eq. (2.38).

O

0,000475m
—0,000425m
—0,002290rad
0,019890m
—0,000050m
—0,004252rad
—0,019820m
—0,001468m
0,0023rad
0,000525m
—0,001175m
—0,002262rad

N

w)

N

[

(2.37)
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P =-K«D,

P, =—K,D,

P, =—K,D, (2.38)
Py =—Ky Dy

P, =-KyDy

P, =-K,D,

Com: K, =2000kN/m, K, =3000kN/m, K, =1000kNm/rad e os deslocamentos

nas coordenadas sobre base eldsticas dados na Eq. (2.37), tem-se o vetor das reagcdes nos apoios

elasticos procurados.

P, —0,95

P, 1,28

Pl ] 229 (2.39)
P,[ |-105

P, 3,52

P, 2,26

No item 2.4 serdo incluidos os valores das reagdes de apoio e dos deslocamentos nas
coordenadas livre do portico da Figura 12 obtidos com molas cujas rigidezes sdo dadas a seguir:

K, =1000kN/m , K, =1500kN/m , K, =500kNm/rad . Este conjunto de agdes e

deslocamentos sera referido como do Portico P2.

2.4 OS RESULTADOS

A seguir, os resultados da aplicagdo do MMD no portico modelo sdo apresentados em
tabelas, considerando duas condi¢des de apoios: a) apoios indeslocéaveis e b) apoios sobre base
elastica (as molas de Winkler). Os resultados obtidos para o pértico sob a condi¢do (a) estdo
dispostos em colunas ao lado dos resultados obtidos para o portico sobre base elastica, ou seja,
na condicao (b).

Tabela 4a - As reagdes dos apoios (Apoios indeslocaveis X Apoios sobre molas - P1).

Reacgoes de apoio Portico Erro
Apoios indeslocaveis Apoios deslocadveis & (%)
Horizontal no no 1 (kN) -0,92 -0,95 -3,16
Vertical no no 1 (kN) 1,43 1,28 11,72
Momento no no 1 (kNm) 2,56 2,29 11,79
Horizontal no no 4 (kN) -1,08 -1,05 2,86
Vertical no no 4 (kN) 3,37 3,52 -4,26
Momento no no 4 (kNm) 2,65 2,26 -17,26

e (%) com valores positivos significam erros a favor da seguranca nas reagoes de apoio do portico ao serem
considerados as calculadas com os apoios indeslocaveis. Valor de referéncia é o calculado no portico com
apoios deslocavelis.

Fonte: O autor.



Tabela 4b - As reacdes dos apoios (Apoios indeslocaveis X Apoios sobre molas - P2).
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Reacoes de apoio Portico Erro

Apoios indeslocdveis Apoios deslocaveis &(%)
Horizontal no né 1 (kN) -0,92 -0,94 -2,13
Vertical no noé 1 (kN) 1,43 1,16 23,27
Momento no no 1 (kNm) 2,56 2,16 18,52
Horizontal no no 4 (kN) -1,08 -1,06 1,89
Vertical no noé 4 (kN) 3,37 3,65 -8,22
Momento no no 4 (kNm) 2,65 2,20 20,45

& (%) com valores positivos significam erros a favor da seguranga nas reagdes de apoio do portico ao serem
considerados as calculadas com os apoios indeslocaveis. Valor de referéncia é o calculado no portico com

apoios deslocaveis.
Fonte: O autor.

Tabela 5a - Deslocamentos das coordenadas “livres” (Apoios indeslocaveis X Apoios sobre molas - P1).

Portico

Deslocamentos das coordenadas

livres Apoios indeslocdveis Apoios deslocaveis £ (%)
Horizontal no né 2 (m) 1,337x107 1,989 x107? -32,78
Vertical no né 2 (m) -9,556 x107° -5,000 x107° 91,12
Rotagdo no né 2 (rad) -3,612 x107 -4,252 x10°7 -15,05
Horizontal no né 3 (m) 1,330 x107 1,982 x107? -32,89
Vertical no né 3 (m) -0,2805 x1073 -1,468 x1073 -80,89
Rotagdo no né 3(rad) 3,048 x107* 2,300 x107* 56,92

& (%) com valores positivos significam que os deslocamentos maiores foram calculados com o pértico com
os apoios indeslocaveis Valor de referéncia ¢ o calculado no portico com apoios deslocaveis.

Fonte: O autor.

Tabela 5b - Deslocamentos das coordenadas “livres” (Apoios indeslocaveis X Apoios sobre molas - P2).

Portico

Deslocamentos das coordenadas

livres Apoios indeslocdaveis Apoios deslocaveis & (%)
Horizontal no né 2 (m) 1,337x107 2,520 x107? -33,70
Vertical no no 2 (m) -9.556 x107° -8,43 x107 43,33
Rotacdo no né 2 (rad) -3,612 x107 -2,520 x107? 43,33
Horizontal no no 3 (m) 1,330 x107 2,737 x107? 51,40
Vertical no né 3 (m) -0,2805 x1073 -1,468 x1073 80,89
Rotagdo no né 3(rad) 3,048 x10+7 529 x10* -42 .38

& (%) com valores positivos significam que os deslocamentos maiores foram calculados com o portico com os

apoios indeslocaveis Valor de referéncia é o calculado no portico com apoios deslocaveis.

Fonte: O autor.
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Tabela 6 - Esforcos nas extremidades das barras (Apoios indeslocaveis X Apoios deslocaveis - P1).

Esforcos nas extremidades

Barras  Extremidades Solicitacoes (Apoios (Apoios Erro
indeslocaveis) deslocaveis) &* (%)

Axial = p; (kN) 1,43 1,28 11,17

I no né 3 Cortante = p; (kN) 0,92 0,95 -3,16

0 Momento = p3 (kN)m 2,56 2,29 11,79
Axial = p4 (kN) -1,43 -1,28 11,72

I no né 1 Cortante = ps (kN) -0,92 -0,95 -3,16

Momento = ps (kNm) 1,12 1,28 -12,5

Axial = p; (kN) 1,08 1,05 2,86

Inonél Cortante = p; (kN) 1,43 1,28 11,72

2) Momento = p3 (kN)m -1,13 -1,51 25,16
Axial = p4 (kN) -1,08 -1,05 2,88

I no né 2 Cortante = ps (kN) 3,37 3,52 -4,26

Momento = ps (kN)m 2,75 -2,99 -8,03

Axial = p; (kN) 3,37 3,52 -4,26

Inono4 Cortante = p; (kN) 1,08 1,05 2,86

Momento = p3 (kN)m 2,65 2,26 17,26

3

© Axial = p4 (kN) -3,37 -3,52 -4,25
II'no né 2 Cortante = ps (kN) -1,08 -1,05 2,86

Momento = ps (kN)m 2,75 2,99 -8,03

Fonte: O autor.
O sinal positivo do erro, €, indica que, em moédulo, o valor do esfor¢co obtido para o

poértico com apoios indeslocéveis ¢ maior do que o calculado para o portico sobre apoio elastico.
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3. ANALISE ITERATIVA COM A APLICACAO DAS MOLAS DE WINKLER

3.1. O METODO

O método baseia-se em um processo iterativo. Inicialmente, na iteracdo zero, analisa-se

0 pértico considerando-o0 com base indeslocével e sapata rigida. Obtidas as rea¢fes de apoio e

conhecida a tensdo admissivel do solo - o.,, =0,2MPa, as sapatas sdo predimensionadas.

solo
Neste ponto, toda a estrutura € pré-dimensionada, uma vez que ja sdo conhecidos os esforcos
nas extremidades das barras.

Com as caracteristicas necessarias do solo, - E. . =20MPa , v=0,30 ,

solo

E . x ) . :
k, = ﬁ em que E_,, & o modulo de deformagdo do solo, v é coeficiente de Poisson,

k, é areacdo vertical do solo, B é a menor dimenséo da sapata retangular e I é o fator de forma
- s8o obtidos os coeficientes de mola - K, =k A , K, =K, supaa € COM esses valores,

determinam-se os deslocamentos a serem aplicados aos apoios na iteragdo 1. Com esses
deslocamentos, na iteragdo 2, calculam-se as novas reagdes de apoio, novos esforgos nas
extremidades das barras e seus deslocamentos.

A partir dessas novas reacdes de apoio, calculam-se outros deslocamentos nos apoios,
que, novamente, sdo impostos a estrutura, produzindo novos deslocamentos a serem utilizados
na iteracdo seguinte. Esse processo se repete até que as novas reacdes (e/ou 0S Nnovos
deslocamentos) nos apoios se tornem praticamente iguais as anteriores. Nessa condicdo, as
deformacgdes no solo convergem para determinados valores e os deslocamentos nos apoios

cessam.

3.2 APLICACAO COM O PORTICO MODELO

Neste subitem, considera-se o portico da Figura 10 com o objetivo de realizar uma AISE.
Neste contexto, o foco € o desenvolvimento e aplicagdo da formulagdo (a marcha de calculo),
sem a preocupagdo com limites praticos de deslocamentos e estabilidade/instabilidade das

barras comprimidas envolvidas.



52

Figura 10 - Pértico padrao, SCG, carregamento, definicao das
barras, dos nés e da incidéncia de cada uma delas.

lrl EN/m l]:*.' KN/ m
soky +L14d¥ll1]] apry 1LLIIL+JTTIL D
, 1 o 3
(1)
(3)
- 1 _1
.n!. 4 l
{ﬂ:l ['h} |
0 X

Fonte: Cruz e Cruz (2023).
Dados:

Tipo do solo: argila de dura para média. Das tabelas do anexo sdo definidas as caracteristicas

do solo: E,, =20MPa; o, =0,2MPa ¢ v=0,30
| =0,0004m*
E = 2000000kN /m? L, =L, =4m = Ko =K A
A= 0,03m2 L3 =5m kv = ﬁ Km@ = kv I z(A(apaata)

Para permitir a utilizagdo dos calculos previamente desenvolvidos durante a analise
deste portico no item 2.2, o carregamento da estrutura foi multiplicado por 100. Isso foi feito
para viabilizar o pré-dimensionamento das sapatas com valores mais razoaveis, uma vez que o
aumento do carregamento resultou em reagdes de apoio, deslocamentos nodais e esfor¢os nas

extremidades das barras cem vezes maiores

e Iteracdo zero: Analise do portico considerando os apoios indeslocaveis

1,337038m )
—0,009558m
—0,361772rad
~] 1,329398m (3.1)
—0,028052m
0,030438rad

N

)]

~

(o)

OO D00 DO

©
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(P,] [—920,0kN)
P, 143,2kN
J P, ) 256,5kNm [
e
P, —108KkN (3.2)
P, 336,6 KN
P,] |2,650kNm

Com base nos resultados obtidos, serdo realizados os pré-dimensionamentos das sapatas

rigidas e o célculo dos valores de:k,, de K, e K_,. Os resultados correspondentes estéo

apresentados nas Tabelas 7 e 8. Uma vez que os dados relativos as sapatas dos nos 1 e 4
permanecem inalterados ao longo das iteracfes subsequentes, a Tabela 8 serd repetida nas
demonstragdes que seguem.

e Pré-dimensionamento das sapatas
Acdao vertical
Oy, =02MPa=———"""

sapata)

Sapata do né 1
Dimensoes da sapata (m): 0,80x0,90

Sapata do n6 4
Dimensbes (m):1,50x1,70

Tabela 7 - Solicitages no solo e dimensdes das sapatas.

Sapata Nk(kN) Mk (KNm) Dimensdes da sapata (m)

N6 1 -143,3 -256,5 0,80x0,90
NG 4 -336,6 -265,0 1,50x1,70

Fonte: O Autor.

Sapata doné 1

20,000
"~ 0,91x0,80x0,99

= 27.750,03 KN/m?

K., = 27.750,03x0,80x0,90 = 19.980,02 kN/m

K,, = 27.750,03x0,80x0,90° /12 = 1348,65 kNm/rad
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Sapata do n6 4

20000
" 0,91x1,50x0,99

=14.800,01

K., =14.800,01x1,50x1,70 = 37.740,03

K., =14.800,01x1,50x1,70° /12 = 9.089,06

Tabela 8 - Coeficientes de mola vertical e de rotacao.

Sapata  k, (kN/m3  K_ (kN/m) K, (kNm/rad)

No 1 27.750,03 19.980,02 1.348,65
No 4 14.800,01 37.740,03 9.089,06

Fonte: O Autor.

Tabela 9 - Deslocamentos a serem impostos na iteragéo 1.

Sapata  peslocamento vertical (m) Rotagdo em torno do eixo Z (rad)
NoO 1 -0,007172 -0,190190

No 4 -0,008919 -0,029156

Fonte: O Autor.

e Jteracdo 1

Imposicao dos deslocamentos dos apoios calculados na iteragao zero

Tabela 10 - Solicitagdes no solo e dimensdes das sapatas.

Sapata Nk(kN) Mk (KNm) Dimensdes da sapata (m)

N6 1 133,3 190,4 0,80x0,90

NG 4 346,5 304,8 1,50x1,69

Fonte: O Autor.

Tabela 8 - Coeficientes de mola vertical e de rotacéo.

Sapata kK, (kN/m3 K,y (KN/m) Kne (KNm/rad)
N6 1 27.750,03 19980,02 1.348,65
N6 4 14.800,01 37.740,03 9.089,06

Fonte: O Autor.



Tabela 11 - Deslocamentos a serem impostos aos apoios na iteracao 2.

Sapata Deslocamento  vertical
(m)
N6 1 -0,006672 -0,141178

Rotagdo em torno do eixo Z (rad)

NG 4 -0,009181 -0,033535

Fonte: O Autor.

Iteracao 2

Imposi¢ao dos deslocamentos dos apoios calculados na iteragao 1

Tabela 12 - Solicita¢des no solo e dimensdes das sapatas.

Sapata Nk(kKN) Mk (KNm) Dimensdes da sapata (m)

No 1 135,1 2142 0,80x0,90

Né6 4 3447 282,2 1,50x1,69

Fonte: O Autor.

Tabela 8 - Coeficientes de mola vertical e de rotagé&o.

Sapata K, (kN/m3 K., (KN/m) K., (KNm/rad)
No 1 27.750,03 19980,02 1.348,65
NG 4 14.800,01 37.740,03 9.089,06

Fonte: O Autor.

Tabela 13 - Deslocamentos a serem impostos aos apoios na iteragdo 3.

Sapata  peglocamento vertical (m) Rotacdo em torno do eixo Z (rad)
N6 1 -0,006762 -0,158825
NO 4 -0,009133 -0,031048

Fonte: O Autor.
e [teracdo 3

Tabela 14 - Solicita¢des no solo e dimensdes das sapatas.

Sapata Nk(kN) Mk (KNm) Dimensoes da sapata (m)
N6 1 134,3 207,5 0,80x0,90
NG 4 346,8 280,9 1,50x1,69

Fonte: O Autor.



Tabela 8 - Coeficientes de mola vertical e de rotacéo.
Sapata kK, (KN/m3 K., (kN/m) K., (KNm/rad)

NG 1 27.750,03 19980,02 1.348,65

No 4 14.800,01 37.740,03 9.089,06

Fonte: O Autor.

Tabela 15 - Deslocamentos a serem impostos aos apoios na iteracao 4.

Sapata  peslocamento vertical (m)  Rotag&o em torno do eixo Z (rad)

No 1 -0,006722 -0,158825

NG 4 -0,009189 -0,030953

Fonte: O Autor.

e Jteracdo 4

Tabela 16 - Solicitagdes no solo e dimensdes das sapatas.

Sapata Nk(kN) Mk (KNm) Dimens0es da sapata (m)

N6 1 1345 209,5 0,80x0,90

No 4 346,3 285,9 1,50x1,69

Fonte: O Autor.

Tabela 8 - Coeficientes de mola vertical e de rotacao.

sapata  k, (kN/m3 K, (kN/m) K., (kNm/rad)

NG 1 27.750,03 19980,02 1.348,65

NG 4 14.800,01 37.740,03 9.089,06

Fonte: O Autor.

Tabela 17 - Deslocamentos a serem impostos aos apoios na iteragdo 5.

Sapata  peslocamento vertical (m) Rotag&o em torno do eixo Z (rad)

N6 1 -0,006732 -0,155340

No 4 -0,009176 -0,031455

Fonte: O Autor.

56
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Iteracao 5

Tabela 18 - Solicitacdes no solo e dimensdes das sapatas.

Sapata Nk(kN) Mk (KNm) Dimens0es da sapata (m)

NO6 1 1345 208,8 0,80x0,90
NG 4 346,4 286,0 1,50x1,69

Fonte: O Autor.

Tabela 8 - Coeficientes de mola vertical e de rotacéo.

Sapata K, (kN/m3 K., (KN/m) K., (kNm/rad)
NG 1 27.750,03 19980,02 1.348,65
NG 4 14.800,01 37.740,03 9.089,06

Fonte: O Autor.

Tabela 19 - Deslocamentos a serem impostos aos apoios na iteragéo 6.

Sapata Deslocamento vertical (m) Rotagdo em torno do eixo Z (rad)
N6 1 -0,006732 -0,154821
N6 4 -0,009178 -0,031466

Fonte: O Autor.

Sendo os deslocamentos obtidos para a iteragdo 6 praticamente iguais aos calculados

para a iteragdo 5, o processo ¢ interrompido. Pois, conclui-se que a estrutura parou. Isto € nao

ocorrem mais deslocamentos nas coordenadas dos apoios. Desse modo, os resultados podem

ser organizados em novas tabelas (Tabelas 20, 21, 22, 23 e 24) de modo a tornar possivel

algumas conclusoes.

Tabela 20 - Evolugéo dos deslocamentos vertical e angular de cada sapata em cada iteracéo.

Deslocamentos
Iteracao Vertical para baixo (m) Angular dextrogiro (rad)
N6 1(109) N6 4(10-%) N6 1(10-) N6 4(10-)

Zero 0,000 0,000 0,000 0,0000

1 7,172 8,919 1,9019 2,9156

2 6,672 9,181 1,41178 3,3535

3 6,762 9,133 1,58825 3,1048

4 6,722 9,189 1,58825 3,0953
6,732 9,176 1,5534 3,1455

6 6,732 -9,178 1,54821 3,1466

Fonte: O Autor.



58

Tabela 21 - Evolucgdo das aces vertical e angular atuantes no solo em cada iteragao.

Iteragdo Axial (Compressao) Momento (Destrogiro)
em kN em kNm

Nol No 4 No 1 No 4

Zero 143,3 336,6 256,5 265,0

1 133,3 346,5 190,4 304,8

2 135,3 344,7 214,2 282,2

3 134,3 346,8 204,5 280,9

4 134,5 346,3 209,5 285,9

5 134,5 346,4 208,8 286,0

Fonte: O Autor.

Na tabela 22 estéo os esfor¢os nas extremidades das barras obtidos para a trés situagdes
de calculo. Nas tabelas 23 e 24 que se seguem, cada uma com seis colunas, a coluna relativa ao
€ (%) expressa o erro em percentual cometido ao serem adotados os valores da quarta (apoios
indeslocaveis). Assim, 0s erros com sinal positivo sdo a favor da seguranca. O (*) indica que

os valores foram obtidos via processo iterativo.

Tabela 22 - Esfor¢os nas extremidades das barras (Ap. indesloc. X Ap. desloc.*).

Apoios
Barras Extremidades Solicitacoes
(Ap. indesloc.) (Ap. desloc.)*

Axial = p; (kN) 1,43 1,345

Inond 3 Cortante = p; (kN) 0,92 0,894

0 Momento = p3 (kN)m 2,56 2,88
Axial = p4 (kN) -1,43 -1,349
II'nono 1 Cortante = ps (kN) -0,92 -0,894

Momento = ps (kNm) 1,12 1,247

Axial = p; (kN) 1,08 1,168

Inonoél Cortante = p; (kN) 1,43 1,345
2) Momento = p3 (kN)m -1,13 -1,499
Axial = p4 (kN) -1,08 -1,168

Il nono 2 Cortante = ps (kN) 3,37 3,454

Momento = ps (kN)m =275 -2,97

Axial = p; (kN) 3,37 3,454

I no né 4 Cortante = p; (kN) 1,08 1,186

Momento = p3 (kN)m 2,65 2,26
Axial = p4 (kN) -3,37 -3,454
) II'noné 2 Cortante = ps (kN) -1,08 -1,186
Momento = ps (kN)m 2,75 2,86

Fonte: O autor.



Tabela 23 - Esfor¢os nas extremidades das barras (Apoios indeslocaveis X Apoios deslocaveis™).

Esforcos nas extremidades

Erro
Barras Extremidades Solicitagcoes
’ (Apoios (Apoios deslocaveis) * & (%)
indeslocaveis) P
Axial = p; (kN) 1,43 1,345 6,32
Cortante = p2 (kN) 0,92 0,894 2,91
Inono3
Momento = p3 (kNm) 2,56 2,88 -11,11
(1) Axial = p4 (kN) -1,43 -1,349 6,00
) Cortante = ps (kN) -0,92 -0,894 2,91
Il nono 1
Momento = ps (kNm) 1,12 1,247 -10,18
Axial = p1 (kN) 1,08 1,168 -7,53
, Cortante = p2 (kN) 1,43 1,345 6,32
Inono i
Momento = p3 (kNm) -1,13 -1,499 -24,61
2) Axial = p4 (kN) -1,08 -1,168 -7,53
, Cortante = ps (kN) 3,37 3,454 -2,49
Il nono 2
Momento = ps (kNm) -2,75 -2,97 -8,00
Axial = pi (kN) 3,37 3,454 2,49
I no né 4 Cortante = p2 (kN) 1,08 1,186 -9,81
Momento = p3 (kNm) 2,65 2,26 14,72
) Axial = p4 (kN) -3,37 -3,454 2,49
I no né 2 Cortante = ps (kN) -1,08 -1,186 -9,81
Momento = ps (kNm) 2,75 2,86 -4,00

Fonte: O autor.
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4. ANALISE DOS RESULTADOS

Das Tabelas 4a, 4b, 5a e 5b observa-se que ao serem utilizados resultados da anélise do
portico em estudo sem considerar os deslocamentos nos apoios sobre molas aceitam-se
estimativas que levam a erros consideraveis seja nas reacfes de apoio, seja nos deslocamentos
das coordenadas livres.

No que diz respeito as reacBes de apoio verticais, no caso do pdrtico referido como P.1,
tem-se: & (%) = 11,72 AFS e ¢ (%) = 17,26 CS, e para 0s momentos de engastamento: ¢ (%) =
11,79AFS e de 17,26CS. Dos resultados do pértico referido como P.2, tem-se: rea¢des verticais:
& (%) = 23,27AFS e de 8,22CS. Ja para 0s momentos: ¢ (%) = 20,45 AFS.

Quanto aos deslocamentos, no caso do portico referido como P.1, tem-se: & (%) = 91,12
AFS e & (%) = 80,89 CS, para 0s deslocamentos verticais € para as rotagoes: & (%) = 56,92AFS e
de 15,05CS. Dos resultados do pértico referido como P.2, tem-se: deslocamentos verticais: &
(%) = 80,89AFS. J4 para as rotacOes: ¢ (%) = 43,33 AFS e 42,38CS.

A Tabela 6 dos esforcos nas extremidades das barras apresenta os erros entre os valores
estimados (calculados com os apoios indeslocaveis) e os valores considerados exatos (0S
calculados com a utilizacdo de mola sob os apoios). Nela é possivel observar que os valores
estimados para os efeitos de flexdo apresentam erros que chegam a 25,16% AFS e, no caso dos
cortantes observa-se erros de até 11,72% AFS. Ja para os esforcos axiais tem-se erros de
11,72% AFS.

A Tabela 23 compara erros entre valores estimados (apoios indeslocaveis) e valores
exatos (apoios elasticos por iteracdo) para esforgos nas extremidades das barras. Nela é possivel
notar que os valores estimados para os efeitos axial tem-se erros de até 6,32% AFS e até 7,53%
CS. No caso dos cortantes observa-se erros de até 6,32% AFS e até 9,81% CS. Ja para 0s
esforgos de flexdo tem-se erros de até 14,72% AFS e de até 24,61% CS.
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5. CONCLUSOES

No presente trabalho, foi realizada uma revisdo do tema, buscando estabelecer um
Marco Teorico relacionado ao problema da anélise estrutural com interagao solo-estrutura, com
destaque para a aplicacdo das molas de Winkler. Algumas contribuigdes de autores sao
mencionadas ao longo do trabalho. A partir de um trabalho recente de Cruz e Cruz (2023), o
autor incorporou a ideia de adicionar uma barra biarticulada a estrutura original para simular a

base elastica (mola) que se deseja (ou necessita) considerar. A rigidez axial da barra EA/L ¢

igual ao chamado coeficiente de mola, k,, para molas paralelas ao eixo X do SGR (ou k.,
quando o eixo coincidir com a dire¢do horizontal), k,, para molas paralelas ao eixo Y do SGR
(ou k_, , quando o eixo Y coincidir com a diregdo vertical) ou k, , para as molas de rotagao.

A formulagdo matricial para analise de estruturas planas ¢ utilizada a partir da sua
formulacao linear.

Como o objetivo principal ¢ a solugdo de estruturas sobre base eldstica (molas de
Winkler), considerou-se importante apresentar o dito processo pratico para obtengdo da matriz

de rigidez global, [K] Sempre com a inten¢do de promover uma maior generaliza¢do na

aplicacdo da AME, a numeracao dos nos da Figura 10 foi definida de modo a tornar necessario
uma reorganizag¢ao da equacao matricial que representa matematicamente o sistema fisico em
estudo e apenas duas coordenadas em cada apoio foram consideradas: a coordenada Y e Z
referidas, respectivamente, ao SLR e ao SGR.

Foram analisadas trés estruturas, detalhando todas as etapas da AME para determinar
deslocamentos nodais e reagdes de apoio. Os resultados foram comparados com o software
Ftool, mostrando que os deslocamentos calculados sdo semelhantes, embora haja pequenas
discrepancias nas reagdes de apoio, possivelmente devido a precisdo adotada, considerando a
sensibilidade da inversdo da submatriz.

Quanto a avaliagao da variagao das solicitagdes na estrutura devido a movimentagao dos
apoios constata-se que erros consideraveis sao cometidos ao dimensionar estruturas sob a
condicdo de indeslocabilidade dos apoios principalmente nas regides de solos mais
deformaveis. Outra constatacdo que se faz ¢ que a andlise através do processo iterativo conduz
a resultados com valores que se situam em posi¢do intermediaria entre os obtidos do calculo

com apoios indeslocaveis e do calculo sobre base eldstica com o processo iterativo.
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ANEXOS

ANEXO A — TENSAO ADMISSIVEL

Tensdo
Tipo de Solo admissivel
(kg/cm?)
Rocha sd, macica, sem laminagdo ou sinal de decomposi¢do 3,0
Rochas laminadas, com pequenas fissuras, estratificadas 1,5
Rochas alteradas ou em decomposigdo ver nota
Solos granulares concrecionados - conglomerados 1,0
Solos pedregulhosos compactos a muito compactos 0,6
Solos pedregulhosos fofos 0,3
Areias muito compactas 0,5
Areias compactas 0,4
Areias medianamente compactas 0,2
Argilas duras 0,3
Argilas rijas 0,2
Argilas médias 0,1
Siltes duros (muito compactos) 0,3
Siltes rijos (compactos) 0,2
Siltes médios (medianamente compactos) 0,1

Nota: Para rochas alteradas ou em decomposicdo, tém que ser levados em conta a natureza da

rocha matriz e o grau de decomposi¢do ou alteragdo.

Fonte: NBR 6122:2019.
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ANEXO B — COEFICIENTE DE POISSON

Solo 14
Areia pouco compacta 0,2
Areia compacta 0,4
Silte 0,3-0,5
Argila saturada 0,4-0,5
Argila ndo saturada 0,1-0,3

Teixeira e Godoy (1996).
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ANEXO C - COEFICIENTES DE POISSON (UV)

Solo Coeficiente de Poisson (v)
Argila saturada 0,4-0,5
Argila ndo-saturada 0,1-0,3
Argila arenosa 0,2-0,3
Silte 0,3-0,35
Areia compacta 0,2-0,4
Areia grossa (e = 0,4 a 0,7) 0,15
Areia fina (e = 0,4 0,7) 0,25
Rocha (depende do tipo) 0,1-0,4
Concreto 015
Gelo 0,36

Corregoes empiricas - uso limitado a estudos preliminares.

Fonte: Marangon (2018).
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ANEXO D — VALORES DO MODULO DE ELASTICIDADE PARA DIFERENTES
TIPOS DE SOLO (URV)

Solo E (kgf/cm?)
1. Argila
Muito mole 3-30
Mole 20-40
Meédia 45-90
Dura 70-200
Arenosa 300-425
2. Areia
Siltosa 50-200
Fofa 100-250
Compacta 500-1000

3. Areia e Pedregulho

Compacto 800-2000
Fofo 500-1400
4. Silte 20-200

Corregoes empiricas - uso limitado a estudos preliminares.
1kN/cm? = 100Kgf/cm?.

Fonte: Marangon (2018).



