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RESUMO

FREITAS JUNIOR, C. G. de. ANALISE ESTATICA DE PORTICOS PLANOS
ATRAVES DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO; 2022, 69 pag. Trabalho
de Conclusio de Curso de Graduacdo em Engenharia Civil — Universidade Federal da

Paraiba, Jodo Pessoa. 2022.

Neste TCC ¢ apresentada uma estratégia conveniente para a montagem das matrizes de
influéncia de porticos planos, utilizando o método dos elementos de contorno. Neste caso a
representacdo integral utilizada ¢ feita utilizando solugdes fundamentais que incorporam o
efeito axial e o da flexdo em Z, em cada barra, considerando apenas a analise estatica e a
formulag¢ao conhecida como de Euler-Bernoulli. Ao final sdo analisados dois porticos planos
simples nos quais em cada apoio chega apenas uma barra. Os resultados obtidos para as reagdes
de apoio, deslocamentos no né nao vinculado e esforcos nas extremidades de cada barra
referidos ao sistema de coordenadas local unificado sdo comparados com os valores respectivos

obtidos através da analise via F-tool.

Palavras-chave: MEC, Portico plano, Estrutura reticulada, Analise estatica

ABSTRACT

FREITAS JUNIOR, C. G. de. ANALISE ESTATICA DE PORTICOS PLANOS
ATRAVES DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO; 2022, 69 pag. Trabalho
de Conclusao de Curso de Graduacio em Engenharia Civil — Universidade Federal da

Paraiba, Joao Pessoa. 2022.

This TCC presents a convenient strategy for the assembly of influence matrices of plane frames,
using the boundary element method. In this case, the integral representation used is made using
fundamental solutions that incorporate the axial effect and the Z bending effect, in each bar,
considering only the static analysis and the formulation known as Euler-Bernoulli. At the end,
two simple frames are analysed in which only one bar arrives at each support, The results
obtained for the support reactions, displacements in the unbound node and efforts at the ends
of each member referred to the unified local coordinate system are compared with the respective

values obtained through the analysis via F-tool.

Keywords: BEM, Frames, Reticulated Structure, Static analysis
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1. INTRODUCAO

Os elementos estruturais sdo formados por pegas que, em geral, possuem uma ou duas
dimensodes predominantes. Tais elementos sdo divididos em trés grupos: elementos de volume
(sapatas, blocos de fundacdo, blocos de coroamento e estacas de fundacdo), de area (lajes,
chapas e cascas) e de barras (lance de pilar e vao de vigas). O modo como estas sdo arranjadas

pode ser denominado de sistema estrutural.

Em um sistema estrutural alguns comportamentos dependem apenas do arranjo, ficando
em segundo plano o material com o qual a estrutura é feita. Além disso, expressiva ¢ a
quantidade de arranjos possiveis na concepcao de estruturas reticuladas, que sdo agrupadas
segundo o desempenho ¢ a quantidade de graus de liberdade em cada n6. Nesse contexto, t€ém-
se as treligas e os porticos entendidos como padrdes, que podem estar presentes tanto na forma
plana como também espacial. Ainda na mesma linha, as grelhas e os porticos enrijecidos, sendo

este efeito proporcionado por paredes estruturais ou nucleos.

O tema deste trabalho gira em torno apenas dos porticos planos (PP) e para que seja feita
a sua analise € necessario estudar o efeito dos esforcos axial (tracdo e/ou compressao) e flexdo,
segundo um eixo perpendicular ao plano que contém a estrutura. Essa analise, em porticos,
assim como em outras estruturas reticuladas ¢ feita, principalmente, por um de dois modelos
comumente utilizados, que diferem quanto a consideragdo da deformacdo da estrutura com o

efeito do cortante.

O modelo que desconsidera esse efeito ¢ o modelo de Euler-Bernoulli, que sera utilizado
como base no estudo aqui explanado, e fica representado, no caso da flexdo, quando
considerado o posicionamento relativo entre a normal da secdo e linha neutra se a
ortogonalidade ¢ assumida. Este modelo, destoa da realidade quando desconsidera o efeito do
cisalhamento no angulo de giro resultante, verificados em vigas sob a acdo de carregamento
quaisquer, perceptivel nos casos com moderados indices de esbeltez (A1=L/h, razdo entre o

comprimento e a altura da secdo transversal da barra). (CRUZ, 2012)

Em geral, os modelos matematicos dos problemas fisicos sdo expressos em equacdes
diferenciais e/ou integrais. Sendo uma das maneiras de construir essas equagdes, entendidas
como governantes, por meio de métodos analiticos, contudo, algumas ressalvas devem ser
dadas, com a utilizagdo exclusivamente desta técnica (analitica), em fun¢@o de estar disponivel
para poucos casos, tais como a analise de estruturas aporticadas prismaticas isoladas sob

carregamento estatico. Entretanto, quando se tem em mente estruturas mais complexas, na qual



ha interagdo de porticos com outros elementos estruturais em um edificio (tais como placas,
paredes estruturais, nucleos de rigidez, etc.), as solugdes analiticas ndo mais estdo disponiveis,
passando a exigir procedimentos aproximados, para alcancar o resultado. Esses procedimentos
caracterizam os métodos numéricos ¢ de forma mais especifica, envolvendo o conteudo do

trabalho em questdo, O Método dos Elementos de Contorno (MEC).

O processo vai partir de modelos matemadticos estabelecidos pela Teoria da Elasticidade,
para solucdo dos problemas envolvendo corpos de materiais elasticos, para isso, equacdes
diferenciais ou integrais sdo estabelecidas. Estas equagdes incorporam principios da Mecanica
do Continuo usualmente formulada na linguagem vetorial ou tensorial, que podem representar
o corpo em equilibrio parado e na configuracdo indeformada assim como em equilibrio em

movimento, sendo dividida em estatica e dinamica. (CRUZ; 2012)

A elastoestatica quando considerada as relagcdes constitutivas dos materiais e a situagao
da estrutura para verificagdo do equilibrio, tém-se a presenca de subgrupos, que sdo:
Elastoestatica linear e Elastoestatica ndo-linear. A teoria da elasticidade linear, mencionada
anteriormente, s6 pode ser aplicada e dessa forma desenvolvida, quando a linearidade fisica e
geométrica pode ser considerada, caso contrario, tal consideragdo nao pode ser feita. Cabe entdo
neste momento informar que os problemas decorrentes da Eletrodinamica e da Elastoestatica
Nao-linear estdo fora do escopo deste trabalho. Portanto, o material atendera a lei de Hooke
para tensdo normal e tensdo de cisalhamento, podendo ser analisada em sua configuracdo
indeformada, que consiste na aplicagdo da hipotese de pequenos deslocamentos e pequenas

deformacdes.
2. OBJETIVO
2.1.  OBIJETIVO GERAL

Analise estatica dos efeitos de momento fletor e do efeito axial em um portico plano,
por meio da representagdo algébrica da estrutura pelo MEC, tomando como base a teoria de
Euler-Bernoulli e atendendo a lei de Hooke linear, para tensdes normais e de cisalhamento, com
a finalidade ndo s6 de aplicacdo da sua formulagdo, como também de divulgagdo do método,

principalmente no ambiente da graduacao.
2.2.  OBIETIVO ESPECIFICO

e Apresentar os problemas real e fundamental do efeito axial e do efeito da flexdo em Z;
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e Apresentar a técnica para obtencdo da representacdo integral e da representacdo
algébrica do efeito axial e do efeito da flexdo em Z;

e Apresentar a técnica para obtencdo da representacdo algébrica no sistema de
coordenadas local unificado do efeito axial e do efeito da flexdo em Z;

e Apresentar a técnica para obtengdo do sistema algébrico no sistema de coordenadas
globais do efeito axial e do efeito da flexdo em Z;

e Apresentar a técnica para obtencdo da representacdo algébrica da estrutura (portico
plano);

e Analisar porticos planos.

3. MATERIAIS E METODOS

Tendo em vista que o trabalho envolve essencialmente uma pesquisa bibliografica, para
atingir os objetivos propostos, foi realizada uma revisdo bibliografica sendo consultados

trabalhos que tratam da analise estatica de estruturas reticuladas via MEC.

Dentre os trabalhos consultados, alguns foram selecionados de modo a possibilitar uma
vista panoramica sobre o estado da arte do tema enfocado neste TCC. Estes trabalhos sdo

comentados ou apenas citados no item 5 intitulado “Estado da arte”.

4. ORGANIZACAO DO TCC

Item 1 — INTRODUCAO

Item 2 — OBJETIVOS

Item 3 — MATERIAIS E METODOS

Item 4 — ORGANIZACAO DO TCC

Item 5 — ESTADO DA ARTE

Item 6 — SOBRE A FORMULACAO DO MEC PARA ESTRUTURAS RETICULADAS

Item 7 - OS PROBLEMAS REAL E FUNDAMENTAL, A EQUACAO INTEGRAL E
A REPRESENTACAO ALGEBRICA DO EFEITO AXIAL E DO EFEITO DA
FLEXAO

Item 8 — O SISTEMA DE REFERENCIA LOCAL UNIFICADO

Item 9 — O SISTEMA DE COORDENADAS GLOBAIS E A MATRIZ DE
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ROTACAO
Item 10 — APLICACAO
Item 11 — CONSIDERACOES FINAIS
REFERENCIAS

ANEXO

No item 1 faz-se uma abordagem relativa as estruturas reticuladas em geral e em
particular aos poérticos planas cuja solugao € um dos objetivos especificos deste TCC.

No item 2 sdo explicitados os objetivos gerais e especificos do trabalho.

Os itens 3, 4 e 5 apresentam a metodologia utilizada e a organiza¢do do TCC, fazendo
também uma abordagem relativa ao estado da arte sobre o tema.

No item 6 sdo apresentadas as etapas do desenvolvimento da teoria do MEC, algumas
fungdes especiais utilizadas, a defini¢do do elemento ponto etc.

O item 7 estd organizado de modo a apresentar o efeito axial e da flexdo em Z, os
problemas real e fundamental, a equacgdo integral e a obtencao da representagdo algébrica para
barra de portico plano.

Nos itens 8 e 9, apresentam-se, respectivamente, a obtencdo do sistema de coordenadas
locais unificadas e o sistema de coordenadas globais com a matriz de rotacao.

Enquanto o item 10 traz uma aplicagdo, o ultimo item, o 11, ¢ utilizados para as

consideragoes finais.

S. ESTADO DA ARTE

Conforme Livesley (1975), ideias presentes nos documentos de Bendixen (1914) e
Ostenfeld (1926), abordavam a utilizagdo do calculo matricial em estrutura. Contudo, ndo
recebeu a devida ateng@o na época em fungdo das dimensdes relacionadas ao sistema de
equacdes, que ao possuir grandes proporgdes demandavam bastante tempo e paciéncia, para

alcangar as devidas solugdes.

Tal atividade, por mais simples que se apresentava em relagdo a complexidade da
estrutura, proporcionava um trabalho arduo para o engenheiro calculista, que precisava
desenvolver uma grande quantidade de calculos de forma manual ou por meio do auxilio de

maquinas calculadoras simples.
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Esse empecilho perdurou por mais alguns anos, tendo os primeiros passos da utilizagdo
Matricial do Método dos Deslocamentos registrados no ano de 1944, ainda conforme Livesley
(1975), essa utilizacao, feita por Kron, detinha algumas restrigdes. Estas limitavam a analise de
estruturas simples, cuja as equagdes ndo fossem representativas numericamente € que

proporcionassem equacdo matricial com matrizes quadradas e de pequena ordem.

No entanto, com a chegada da era da informatica, em meados de 1950, e com o
entendimento da praticidade na formulagdo matricial, para a automagdo da analise estrutural,
grande foi o empenho da comunidade para o desenvolvimento das técnicas matematicas. Como
resultado, do empenho dos engenheiros, vieram o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o

Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Ao longo das ultimas décadas se observa uma evolucdo do MEC, muito em fung¢io do
aumento significativo no numero de publica¢des. Segundo (CHENG, 2005), houve um grande
aumento nessa area na década de 1990, seguida pelo comego dos anos 2000 com um nimero
entre 700 a 800 artigos publicados. Em contrapartida, o nimero de publicagdes, no mesmo
periodo, para a técnicas mais difundidas, como o Método dos Elementos Finitos e o Método

das Diferencas Finitas, giraram em torno de 5000 e 1400 publicagdes anuais, respectivamente.

Essa diferenga vai de encontro a versatilidade envolvida na aplicagdo do MEF, que se
encontra plenamente estabelecida, com aplicagdo nas mais diversas estruturas, sejam elas
reticulares e volumétricas. Bem como, nos mais diversos regimes, estaticos ou dindmicos como

bem atesta a leitura de (QUEIROZ, 2010) e (MACKERLE, 2000).

O MEC ganhou maior engajamento a partir da década de 1970, recebendo a atual
denominagdo ap6s a publicaggo do trabalho de Brebbia e Dominguez (1977). O método consiste
na utilizagdo do principio de minimizagao dos erros, podendo fazer uso, assim como no presente

trabalho, da Técnica do Residuo Ponderado.

Esta técnica, quando devidamente aplicada, proporciona as equacdes diferenciais
governantes do problema real, ou seja, o problema fisico que se deseja ter uma discretizagao,
uma maior simplificagdo. Esses modelos simplificados, que representam o problema real, em
geral sdo EDOs e EDPs, que sdo definidas em um dominio e que aguardam por suas devidas

solucoes.

As solugdes em geral ndo sdo tdo simples de serem conseguidas e muitas das vezes

indisponiveis. Sendo necessario a discretizacdo do meio continuo e sistematiza¢ao do problema
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discreto, que a partir de diversas idealizagdes e fazendo uso de um ou mais métodos numéricos
combinados, passam a fornecer equagdes algébrica passiveis de serem utilizadas para diversos

fendmenos, fornecendo valores aproximados dos estabelecidos no problema real.

6. SOBRE A FORMULACAO E A APLICACAO DO MEC EM ESTRUTURAS
RETICULADAS

6.1. OBJETIVOS DO MEC RELATIVOS A ANALISE DE ESTRUTURAS
RETICULADAS

Com a simplificagdo do problema real, resultando em modelos capazes de representar o
campo de interesse, sdo estabelecidos modelos matematicos, em geral, escritos a partir de
equagoes diferenciais definidas em um dominio, dando inicio ao desenvolvimento das equagdes

diferenciais equivalentes.

A filosofia do MEC entra com o objetivo de transformar essas EDs em equagdes integrais
(EIs), que representaram algebricamente os efeitos analisados. Para esse fim, algumas etapas

devem ser transpostas para alcangar as solugcdes numéricas, as principais sdo mostradas a seguir:

Etapa (a): A discretizacio e aproximacao da geometria e das variaveis {u} e {p}

Em se tratando de estruturas reticuladas o processo de discretizacdao pelo método dos
elementos de contorno utiliza um niimero finito de pontos de contorno, que sdo em geral os nos

da estrutura.

Etapa (b): Representacio algébrica de cada barra e da estrutura

Com a definigdo do contorno da estrutura de forma a ter um niimero n de elementos, com
uma quantidade p de pontos nodais (nés funcionais), a representacdo da integral para o

deslocamento, Eq. (6.1), ¢ dada por:

u(s)+ | py(q,9)u,(@)dT = [u;(q.)p,(@)dT + [u;(q, )b, (9)dQ ©.1)

Com esta Eq. (6.1) s@o obtidas as representagdes algébricas, uma para cada barra, ja
referidas ao sistema de coordenadas globais. Nestas equacdes devem ser impostas as condi¢oes

de compatibilidade.

Etapa (c): Sistematizacfo algébrica para todos os nés do contorno
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Resolvidas as integrais da Eq. (6.1) e escrevendo-as para pontos de colocagdo s no

contorno, tem-se:

[clv+|a fui=[e)pi+ [D)B) 62)

onde as matrizes lH J , [G]e [D] vém, respectivamente, dos somatorios das integrais sobre

cada elemento e, definidos na Eq. (6.1).

O sistema indicado na Eq. (6.2) pode ser reagrupado como:
1 jut=[clpi+ (D)) (63)
onde: [H]=[c]|A ]

Antes da solug@o do problema, condi¢des de contorno devem ser impostas na Eq. (6.3),

resultando em:

[A]{VD } = {VI } (6.4)

onde: [4] é a matriz quadrada de ordem igual a3 vezes ao numero de nds da malha, cheia e ndo
simétrica, que contém elementos das matrizes [H] e[G] devidamente trocados (troca de
colunas) para agrupar todas incégnitas do lado esquerdo da igualdade, sejam elas
deslocamentos ou forgas de superficie; {VD} ¢ o vetor das incognitas, deslocamentos e forgas
de superficies; e {VI} o vetor independente formado pela multiplicagdo dos coeficientes das
matrizes [H] e [G] relativos as componentes prescritas de deslocamentos e forgas de

superficie, somando-se, ainda, valores da parcela das for¢as de volume.

A solugdo do sistema indicado na Eq. (6.4) é simples, podendo ser representada por:

o) =4} (6.5)
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6.2. SOBRE OS ELEMENTOS DE CONTORNO E O ELEMENTO PONTO

Os elementos de contorno t€ém com relagdo ao seu corpo que contornam as dimensdes
diminuidas de uma unidade, para proporcionar compatibilidade geométrica. O que resulta em

elementos de contorno bidimensionais (2D), unidimensional (1D) e pontual (0D).

Dessa maneira ao analisar um bloco de fundacdo - figura la, por exemplo, que se
apresenta como um corpo tridimensional, ¢ a sua area superficial que serd aproximada por
elementos de superficie. Ja o contomo de uma laje delgada - figura 1b, que é representado por
uma area, a area da sua face, tem o contorno compatibilizado formado por um conjunto de
segmentos que a limitam. E por Gltimo o contorno de uma barra - figura 1c, € representado por

um par de pontos, identificando suas extremidades.

Considerando, contudo, para fins do trabalho em questdo que nas analises a serem
desenvolvidas serdo utilizados apenas elementos de contorno de poérticos planos, ou seja, 0s
pontos que definem as extremidades de cada barra, ndo serdo feitas referéncias a classificacao
dos elementos de contorno quanto as fungdes interpoladoras utilizadas para suas definigdes.

Figura 1 — (a), (b) e (¢): Corpo tridimensional; bidimensional e unidimensional com seus
respectivos contornos: bidimensional, unidimensional e com dimensio zero.

¥ N ——
X1
X3 X3
_;I _):1 _;]
X3 / X3 /
(a) (b) ()

Fonte: CRUZ, JMF; CRUZ, LC e FREITAS JUNIOR,2022 (no prelo)
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Quando o dominio do corpo é formado por um conjunto de segmentos unidimensionais
tem-se uma estrutura reticulada. Cada uma das barras de um corpo reticulado tera elementos de

contorno pontuais em suas extremidades, vide Figura 2.

O elemento entendido como Elemento Ponto (EP), surge para a discretizagdo do
contorno dos elementos de corpos reticulados. Uma vez que a dimensdo dos elementos de
contorno ¢ em uma unidade menor que a dimensdo do corpo em estudo, tendo, portanto,

dimensao zero (0D).

Uma caracteristica de se trabalhar com esse tipo de elemento gira em torno da auséncia
de pontos internos (pontos do dominio do elemento), cabendo assim a ndo utilizagao de fungdes
interpoladoras nem coordenadas homogéneas. Estas proporcionam mecanismos facilitadores
para a integrag@o numérica e para a obten¢@o das coordenadas dos deslocamentos e das forcas
superficiais, em qualquer dos pontos do elemento de contorno. Dessa maneira, as solugdes
obtidas para os n6s da malha, ou melhor, para os n6s geométricos do corpo reticulado analisado,

coincidem com os valores exatos.

Figura 2 - Estruturas de barras e o elemento de contorno 0D.

2 - 3 e | o3
12 @ 2 12 2
1)
3)
2 2
1 1l o
I l 4

Fonte: CRUZ, 2012.

O elemento de contorno (EP), Figura 2, de aplicagdo pouco comum nos livros texto
sobre 0 MEC, que em geral tratam apenas de elementos de contorno em 1D e em 2D, tem sido
utilizado raramente em trabalhos como o de Antes (2003), Antes e col. (2004), Souza ¢

Mendonga (2008), Cruz e col. (2010), Cruz (2012), etc.
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A transformacdo das equagoes integrais discretizadas ¢é feita para alcangas as equagdes
algébricas, que representam de forma aproximada o modelo. Estas sdo conseguidas por meio

da resolucao das integrais envolvidas.

As solugdes, por sua vez, sdo dificeis de serem alcangadas, dada a complexidade das
funcdes a serem integradas. Caso esse, que justifica a utilizagdo de esquemas numéricos de
integragdo, para que seja estabelecido um procedimento padrio e eficiente de obtengao dessas

matrizes [h] e [g].

6.3. AS HIPOTESES

Nesse subitem serao apresentadas as hipoteses relacionadas com: a) Geometria da barra:
permitindo a consideracdo de um objeto tridimensional, que seria uma barra, como elemento
de linha (unidimensional), como também hipdteses que garantam a manutencao da forma e das
dimensdes da secdo transversal; b) Propriedade dos materiais: compreende o comportamento

do material; c) Propriedades associadas a analise estatica.

6.3.1. Hipoteses Gerais

i) O problema tridimensional pode ser simplificado ao espaco unidimensional, desde que
a maior de suas dimensdes, que no caso € o comprimento L, seja suficiente maior que
as outras duas dimensdes do corpo, ou seja b ¢ h da segéo transversal. Como mostrado

na figura 3:

Figura 3 - Barra (elemento estrutural unidimensional).

L

Fonte: CRUZ, 2012.

i) A barra deve ter secdo transversal uniforme, ou seja, a barra deve ser prismatica;
iii)  Quando no regime estatico, as cargas devem ser aplicadas de modo que os efeitos da
energia cinética sejam despreziveis;

iv) O material deve ser homogéneo ¢ isétropo;



vi)

vii)

vii)

6.3.2.
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O material deve ser elasto-linear: a elasticidade implica que em um ciclo de carga
descarga, ndo havera deformagao residual;

A planicidade das secdes transversais deve ser mantida durante o processo de
deformacgao;

O efeito de Poisson ¢ desprezado;

Os campos de deslocamentos e deformagdes devem ser pequenos (suaves).

Hipéteses particulares (efeito da flexao)

A seguinte consideracdo diz respeito a ortogonalidade da se¢do transversal com relagdo

ao eixo longitudinal da barra, que conforme a Teoria de Euler-Bernoulli se mantém

indeforméavel, pois desconsidera o efeito do cisalhamento no angulo de giro.

7.1.

OS PROBLEMAS REAL E FUNDAMENTAL, A EQUACAO INTEGRAL E A
REPRESENTACAO ALGEBRICA DOS EFEITOS AXIAL E DA FLEXAO

O EFEITO AXIAL

Uma barra prismatica com carregamento distribuido p(x) conforme a Figura 4(a), com

sua analise € possivel escrever a equagdo diferencial governante do problema. Para tanto ¢

necessario extrair um elemento infinitesimal da barra de comprimento dx, como representado

na Figura 4(b).

7.1.1.

Figura 4 - Barra sob efeito axial

Fonte: EXTRAIDA CRUZ, 2012.

A equacio diferencial governante do efeito axial (o problema real)

Com o balanco de forcas no elemento de barra, presente na Figura 4 (b), tem-se:
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dN + p (x)dx =0 (7.1 a)
X (7.1b)
X

No qual, N ou N(x) representa o esfor¢o normal aplicado e p,.(x) = p, o carregamento aplicado.

Da relacao for¢a deformagao tem-se:

d
N=EgaZ (72)
dx

Com u (ou u(x)) retratando o deslocamento segundo eixo x da barra e as constantes E e
A, respectivamente, o médulo de elasticidade do material constituinte da barre a sua secdo

transversal.

Igualando a derivada da Eq. (7.2) com a Eq. (7.1), obtém-se a equacdo diferencial
governante do problema real em estudo, que se encontra contido no problema padro da area,

problema fundamental, tendo como dominio € e o contorno I .

2

EAd—L;erY(x) =0 (7.3)
dx ’

7.1.2. A equacgao diferencial governante do efeito axial (o problema fundamental)

Por analogia ao problema real, representado na Eq. (7.3), o equilibrio do problema

fundamental pode ser assim expresso em um dominio infinito Q" e de contorno I'*.

2 % A
EAdu (x,x):

2 —pi(x,X) (7.4)

Sendo: py(x,X) = 8(x,X) a fungdo delta de Dirac, definido no anexo deste trabalho.
Ainda, por analogia ao problema real, obtém-se a relagdo forca-deslocamento do

problema fundamental, a partir da Eq. (7.2):

N* (x, %) = EA (50 (7.5)
dx
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Uma das solugdes possiveis para a Eq. (7.4) é:

u'(x,%)=or+p (7.6)

Sendo: r = |x - fc|

Se a Eq. (7.4) for integrada no dominio e utilizada a propriedade do Delta de Dirac, tem-

S¢:

{EAM} =1 (7.7)
dx

0

As derivadas da Eq. (7.6) séo:

. R {a,sex—chO

u (x - x) = R
—a,sex—x<0
Ao serem levadas para a Eq. (7.7) resulta em EAM - EAM =-1, com
dx dx

a=-12EA. Com isso, o valor da solucdo da Eq. (7.6), fica:

u*(x—fc)z—LHﬁ (7.8)

2EA

Como o valor de § pode ser tomado arbitrariamente, lhe atribuindo valor nulo, tem-se:

1 1
u*(x,f) = —mr=m|x—2| (79)

Substituindo a Eq. (7.9) na segunda parcela da Eq. (7.5), obtém-se a expressao para a

forca normal do problema fundamental.

N*(x — %) = EAu*(x — %) = —%sgn(x—a?) (7.10)

Sendo: sgn a fungfo sinal, definido no anexo desse trabalho.
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7.1.3. A equacio Integral do efeito axial

Com o Problema de Valor de Contorno (PVC) definido pelos valores de contorno
indicados nas Egs. (7.11 (a)-(d)), para as barras representadas na Figura 4 (a) e pela Eq. (7.3).
A qual aplica-se a Técnica do Residuo Ponderado (TRP), obtendo, dessa forma a Eq. (7.12):

u(x=0)=uy

u(x=1L) =y

fr(x =0) = f;

filx =1L1) =f; (7.11 a-d)
L d?u

j [EAW + pr () Ju*(x, X)]dx =0 (7.12)
0

Sendo: u*(x,x) a fungdo ponderadora obtida justamente do problema fundamental e
que representa o deslocamento, também conhecida por fungdo peso. Com os valore de x , X e
f (x) retratando, respectivamente, a coordenada do ponto campo, do ponto fonte e as forgas de

corpo.

Integrando por partes a Eq. (7.12), tem-se:

A—(x)u (x, x) J —EA U (x,X) + p(x)u*(x,X)]dx (7.13)

Fazendo as devidas substitui¢cdes da relacdo forca-deslocamento, abordado anteriormente na

Eq. (7.2), e substituindo esses valores na Eq. (7.13), obtém-se:

du
[N (x, 2)]5 - f [ﬁzv( %, %) = (U’ (6, B)| dx = 0 (7.14)

Com a resoluc@o da integral, fazendo uso da integrag@o por partes, na Eq. (7.14) e substituindo

a Eq. (7.5), obtém-se:

L
[N(x)u*(x,%)]5 — [u(x)N*(x, )15 + f [u(x)N*(x, %) + py(xX)u*(x,2)]dx =0 (7.15)
0
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Substituindo a Eq. (7.5), na Eq. (7.4), tem-se:

* 2 %
AN iy = Ea M
dx d.

2
X

(x,%) = =6 (x,%) (7.16)

Com a aplicagdo da func¢éo delta de Dirac na Eq. (7.15), apds a apropriada substituicdo da Eq.
(7.16) na Eq. (7.15), obtém-se

()= [V 0o (e )+ e (e, ) —f[px (el (e, )= 0 (7.17)

J& para pontos colocados no dominio, tem-se:

u(%)—u(0)N"(0,%)+u(L)N"(L,%)+ N0 (0, %) - N(L)u" (L, %) - [px (x)u*(x,)?)]dx =0  (7.18)

O C—

A completa elucidacdo da equagdo integral, presente na Eq. (7.18), ¢ obtida com a
aquisic¢do das forgas de corpo, ou melhor, com a obtencdo da integral de dominio que finaliza
o primeiro membro dessa equacdo. Além desses, para a completa definicdo é necessario os

valores das solucdes fundamentais.

7.1.4. A representacio algébrica do efeito axial

Quando ¢ feita a colocagdo do ponto fonte nas extremidades da barra, ou seja, no

contorno, quando: ¥ — 0= ging(o +&) e x> L= ging(L - &), tem-se o seguinte resultado na
— —

equacao anterior (Eq. (7.18)):

Para x —>0:

u(0)=u(0)N"(0,0+ &)+ u(L)N"(L,0+ &)+ N0 (0,0 + &)~ N(L)u"(L,0+ &) =0 (7.19)

Para x > L:

u(L)=u(0)N"(0, L - &)+ u(L)N*(L,L - &)+ N(0)u" (0, L — &)~ N(L)u (L, L - &) =0 (7.20)
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Fazendo a mudanga para notagdo matricial, das duas equagdes anteriores (Eq. (7.19) e (7.20)),

tem-se:

{u(O)}J{—N*(O,0+8) N*(L,0+£)Hu(0)}_{—u*(0,0+3) u*(L,O+a)HN(0)
u(L)

w(L)| |[-N'(0,L-&) N'(L,L-¢) W (0,L-8) u(LL-¢) N(L)} (7.21)

onde as forcas de corpo sdo:
L
fu=1.0)=] p,(ou’ (x,0)dx (7.22 a)
0

fy=FL)=] p (o’ (x, L)dx (7.22b)

Por meio das Eq. (7.9) e (7.10) ¢ feito o calculo das solu¢des fundamentais, para cada uma das

extremidades, devido a aplicagdo da fonte em cada uma delas. Para isso tem-se:

a) Para a fonte na extremidade i b) Para a fonte na extremidade j
R . L
0,0 =0 7.23 0,L-¢8)=——"—=— 7.23
W' (0.0+8) (1230) W(O.L-§=7" =P, (723
R L .
LO0+&)=——-=— 7.23Db L, L-&)=0 7.23
u ( $) > EA . ( ) u( $) (7.23 1)
N (0,0+&)-1/2 (723¢) N(0,L-&)=1/2 (7.23 g)
N (LO+&E)=-1/2 (723d) N'(L,L-¢&)=-1/2 (7.23 h)

Com, o, e p_, representando simplificagdes indicadas a seguir:

1
o =L 7.24
== (7.242)
L
= 7.24 b
b= (7.24)

As forgas de corpo, sdo obtidas substituindo a Eq. (7.16) nas Eqs (7.22 a e b). Ficando com:

1

Ja= 1O =7

L p LZ
lpx (el =22 (7.25 a)

1 ¢ p.L’
Sy =f(L)=—| p,(x)|x—Ljdx == (7.25 b)
d 2EA ! 4EA
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Com a substitui¢cdo na Eq. (7.21), as igualdades indicadas nas Eq. (7.23 a-h) e Eq. (7.25 a-b),

obtém-se a seguinte representacdo algébrica do esforgo axial:

- )
u. - ax Uu. B 0 _ﬂ N f
l 2 ! — X i xi

{“J}+ o -+ {u,} B0 }{Nj}+{ﬂj} (7.26 a)
L 2 |
1 1] r L ,

wl 72 2wl T T2Ea [N

{uj}Jr 11 {“,}_ L 0 {NJ}JF{fx/} (7.26 b)
L 2 2 | 2FEA

7.2. O EFEITO DA FLEXAO EM Z

Para iniciar o estudo tem-se uma barra prismatica sob a agdo do carregamento
distribuido no plano vertical, que nesse caso se trata do plano xy conforme Fig. 5 a, sendo I, e
E, respectivamente, o momento de inércia em torno do eixo z ¢ o modulo de Yung do material.
Em posse disso ¢é possivel escrever a EDO governante do problema, necessitando, contudo, o

isolamento de um elemento da barra de comprimento dx para analise, como mostrado na Fig. 5

b.
Figura 5 - Barras submetidas a flexdo, com carregamento no plano xy.

py (x)

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

K b i
X dx

(x)
I IIIIIIII

+dVy

M +dM , (b)

dx
Fonte: ADAPTADA DE CRUZ, 2012.
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7.2.1. A equacio diferencial governante do efeito da flexdo em Z na Teoria de Euler-

Bernoulli (o problema real)

Com o balanceamento das forgas atuantes no elemento dx de barra, visto anteriormente
na Fig. 5 b, pode ser transcrito conforme a seguinte expressdo: 1, + p, (x)dx — (V,, + dV,) =

0, ou:

av.

v

dx

=—p,(x) (7.27)

Sendo: V, € o esforgo cortante em fun¢do do carregamento que € aplicado.

Com o balanceamento de momento, tendo em mente a se¢do mais a direita do elemento,

tem-se:

M, + V,dx + p, (x)dx?/2 — (M, + dM,) = 0. (7.28)

Sendo M_ o momento decorrente do carregamento que ¢ aplicado. Com isso e desconsiderando

o termo infinitesimal de ordem superior, obtém-se:

d*M
—dxzz +p,(x)=0 (7.29)

Tomando como base a teoria de Euler-Bernoulli, a qual diz que a ortogonalidade entre

a secdo transversal e o eixo longitudinal da barra é mantida, ou seja, sdo desprezadas as

deformagdes decorrentes da agdo do cortante, cuja distor¢do fisica ¢ nula, 7, = 0. Vide Fig. 6.

Figura 6 - Elemento para o estudo da flexdo no plano xy.

configuragdo indeformada configuragio deformada

Fonte: ADAPTADA DE CRUZ, 2012.
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Figura 7 - Geometria da flexao.

0

Y

Fonte: ADAPTADA DE MENDONCA, 2009.

A partir da geometria representada na Fig. 6 é possivel concluir que: ee =—yd@ e ff = pd0.

Sendo, portanto, ff =-y/p .Com isso, tem-se:

g="=-2% (7.30)

Sendo: €, a deformacdo unitaria segundo o eixo x; y a distancia da camada da barra

analisada ao eixo centroidal x, p € o raio de curvatura do eixo deformado da barra e ¢ ¢ o dngulo
de rotacdo da secdo transversal em torno do eixo z. A Eq. (7.30) relaciona a deformagéo sofrida

pela elementos da barra com a curvatura, conhecida como deformagéo-curvatura.

Com o coeficiente de Poisson, nesse caso, ¢ considerado nulo, quando se tem em mente
a deformagdo axial indicada na equacdo reoldgica conhecida como lei de Hooke linear. Esta

lo}
~  Esta

formula, quando aplicada para materiais elasticos lineares e isotropos, resulta &, =

expressao representa a lei de Hooke linear aplicavel nas andlises em 1D. que € usualmente

expressa como:

o, =Ee, (7.31)

X
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Figura 8 - Tenséo na flex@o.

y T Ox,max
(a)
MZ
Gx.max
Secao transversal

Oy max

M, > (b)
X
O.I
Ox,max

Fonte: ADAPTADA DE SCHREYER, RAMM E WAGNER, 1967.

Da equagdo de equilibrio do momento da se¢do (vide Fig. 8), M, = [ 4 0xY dA , na qual
sdo substituidas primeiramente na Eq. (7.31) e em um segundo momento na Eq. (7.30),

obtendo-se:

M, = fA E(—%) ydA (7.32)

Sendo: I, = | p y2d, o momento de inércia da segdo transversal em torno do eixo z e a

. 1 V(x . .,
curvatura do eixo deformado da barra — = () > que apoiado sobre as hipoteses de

P+ @f
pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes, fica representado da seguinte forma:

1 d*v(x) L. . ~ ey =
—= PR Com o acréscimo dessa informagdo o equilibrio do momento da segdo,
P x

representado na Eq. (7.31), passa a ser escrita como:
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M. = IE[—'—)}*({A (7.33)

De acordo com a Eq. (7.28) a derivada da Eq. (7.33) ¢ igual ao esforgo cortante aplicado na
secdo, ou seja:
d’v v,

av__ "y 7.34
dx® EI (7.34)

z

Substituindo a Eq. (7.33) na Eq. (7.29), obtém-se a Eq. (7.35), que ¢ a EDO governante do
problema real de flexdo sob a hipotese de Euler-Bernoulli.

d*v
El, py =p,(x) (7.35)

7.2.2. A equacio diferencial governante do efeito da flexdo em z na Teoria de Euler-

Bernoulli (o problema fundamental)

Por analogia a Eq. (7.35) que representa o a equacdo diferencial do problema real pode ser

escrita de forma a traduzir o problema fundamental. Assim, tem-se:

av™(x, %) B

EI
S

p; (x,x)=0 (7.36)

Da mesma forma que foi feito com a equagdo anterior outras grandezas de interesse para
o problema podem ser escritas. Com isso, fazendo uso novamente da analogia, tem-se os

seguintes resultados:

o (x5 = LD (7.37 )
dx
*3 ~
V(i) = £, D (7.37b)
dx
*) A
M (x,5) = —£1, D (7.37 ¢)

dx?
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Figura 9 - Problema fundamental.

e
=

,, p,(x.%) =5(x.X)

E, I, L>%

Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.

O problema fundamental conduzido pela Eq. (7.36) e representado, para esse estudo,
pela barra de comprimento infinito (Fig. 9) sob a acdo da for¢a concentrada p; (x,X)=9(x,x)
. Que possui os esforcos e deslocamentos observados nas se¢des definidos, na seguinte ordem:
V;(x,i) e M.(x,%); v (x,%) e €. (x,%).

Com o intuito de conseguir os resultados para a equagao fundamental do problema ¢ feito o uso
da funcdo delta de Dirac na Eq. (7.35), o que repercute na seguinte equacao:
dv (x X)

—p} (x, x)}dx = [EI %} -1=0 (7.38)

O ey

Tomando como resultado de Eq. (7.38) o polinémio indicado na Eq. (7.39), alcanga-se ao

NEl . A A
=164 ), respectivamente parax > X e X< X.

Vix—%)= Ax =3 + Bx—i +Clx—i+D (7.39)

Com a substituicdo da terceira derivacdo do polinomio da Eq. (7.38), produz a seguinte

resultado: [6A]X:L - [— 6A]X:0 =1/EI_, ou melhor:

A=1/(12ET) (7.40)
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Conforma a solugdo adotada por Antes (2003) ¢ possivel inferir que os valores das
constantes B, C e D se comportam de forma arbitraria, podendo nessa linha serem adotados
como nulos. Por conseguinte, as relagdes de interesse, que se relacionam com o problema

fundamental seriam:

oo 1 .3

v (x,.\'):ﬁx—x (7.41 a)
9 (x,%)= dv*c(;’&) =3 b{lz e~ sgn(x - %) (7.41 b)
V, (x.%)=—EI W = —%Sgn(x - %) (7.41 ¢)
M (x,%)=—EIL W = —%|x—)? (7.41 d)

Os valores das constantes em questdo A, B, C e D, podem ser conseguidas de forma
analitica, por meio de uma viga bi-apoiada com o ponto fonte simetricamente posicionado,

como mostra a Fig. 10.

Figura 10 - Viga bi-apoiada com o ponto-fonte simetricamente posicionado.

¥
a

,..
I
]
r\-.‘
-
o

X 5
.

Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.

Sendo nulos os momentos nos apoios dessa estrutura, M. (x =+L/2,%=0)=0.Porém,
como da segunda derivagdo do polindmio solucdo, Eq. (7.39), da equacdo governante da flex@o,

dv?(x,%) 1

com A=1/(12EI), obtém-se: .
dx 2FE1

|x—fc|+2B e, ainda, de acordo com a

z
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*) A
terceira relagdo da Eq. (7.414), M (x,X)=—-EI. w , entdo:
X
—EIv"(x=L,%=0)=—EI, L|L| +2B{ =0, de onde:
2EI.
L
B=——
‘ A2l (7.42)

Como a rotagdo na secdo de aplicagdo da fonte (X¥=0), Fig.7.7, é nula, ento:
1
4EI

z

¢*(x=o,£=0)=%(x=o,;e=0)= x=%=0" +2Bx—%=0[+C=0, logo:
X

C=0 (7.43)

Ja a constante D ¢ definida por meio da condicao de deslocamento nulo segundo o eixo

y, na extremidade a direita da viga que representa o problema fundamental em estudo.

Entdo sendo: v’ (x = L, X =0) = L|L|3 - L|L|2 + 0|L| + D =0, obtém-se:
12E1 . AFEI
3
_ 2L (7.44)
12E1

Em posse dos valores determinados para as constantes A, B, C e D, que abrangem a
solugdo do problema fundamental de flexdo, explicitado na Eq. (7.39) e indicados,
respectivamente, na Eq. (7.40), Eq. (7.42), Eq. (7.43) e Q. (7.44), essa solucdo pode ser assim

explicitada:

V(x, %) = L ||x=# —2|x_f‘2+2 7.45
" 12EL T (7.45)

Tem-se também, para as demais grandezas fundamentais da equacdo integral do

deslocamento, exposta a seguir:

2

@ (x,%)

zdv*(x,fc): I |x—fc
L L

) aa —%
dx 4EI. :lsgn(x g (7.462)
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dv” (x,%) 1

V, (x,%)=—EI, 5= sgn(x — %) (7.46 b)
. dv'?(x,x) L||lx-%

M (x,8)=—-E —2~ = _Z||= = 7.46
(%) dx® 2{ L } (746 )

Com a derivagio das Eq. (7.45) e (7.46 a-c), que ¢é feita em fungdo de X, é possivel

obter as grandezas fundamentais da equacdo integral de rotag@o, que estdo representadas a

seguir:
c ' E) I [x-% Jx-% .
v.(x,x)= =— -2 sgn(x — X 4
1 (x,X) P 4EL | I | | 7 | gn( ) (747 a)
e . de (x,%) L* [|x—%
L(x,x)= ——~ = -1 747D
. . 1 .
Vs (x,%)= —E o(x,Xx) (7.47 ¢)
R o 1 -
M, (x,x)= Esgn(x —X) (7.47 d)

7.2.3. A equacgao integral da flexdo em Z na teoria de Euler-Bernoulli

Representacdo do PVC indicado Fig. 11, que tem sua definicdo extraida das Eq. (7.35)
e Eq. (7.48 a-h). Na figura esté representado comprimento L, momento de inércia /, e modulo
de elasticidade, £. Na mesma, mas dessa vez observando suas extremidades i e j existe a atua¢ao

dos esforgos V', e M _, e ocorrem os deslocamentos v € ¢ .

Dito isso, as condi¢Oes de contorno sdo:

Figura 11 - Representagdo grafica do PVC.

®i My Pj sz
CI EI,L I
Vi, Vyi v, Vyj

Fonte: ADAPTADA DE CRUZ, 2012.
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a) Para a extremidade i b) Para a Extremidade j

v(x=0)=v, (748a) v(x=L)=v, (7.48 ¢)
P(x=0)=p, (748b) @x=L)=9, (7.48 1)
V,(x=0)=Vy (748¢) V,(x=L)=V, (7.48 g)
M_(x=0)=M_ (7.48d) M. (x=L)=M (7.48 h)

Com a aplicacdo da Técnica do Residuo Ponderado (TRP) na equacdo governante Eq.

(7.49) e sendo a fungdo v'(x,x) ponderadora, obtém-se:

| [EI &' () py(x)}v*(x,fc)dx=0 (7.49)
0 dx*

Com a aplicagdo da integragdo por partes da Eq. (7.49), resulta:

AP v, | f, )DL f .
EI v (x,%x)|—| EL — (X, X)dx — xp (x,X)dx=0 7.49
{ SV )M @) !pwv( ) (7.49 a)

Com a substituicdo da Eq. (3.34) nesta, obtém-se:

[ V (x)v (x, x)] _[EI dv’ (x)czz

L
— x, X)dx — j p, (o’ (x,H)dx =0 (7.50)
0

Fazendo a integracdo por partes no segundo termo da Eq. (7.50), tem-se:

[—Vy(x)v*(x,)?)]-l—[E d; (j‘) ,fc)}i ! EL d‘;x(;c)c;—i(x,)%)dx— ! P,V (,8)dx=0 (7.51)

Com a substituigdo da Eq. (3.33) e da Eq. (7.37a) na Eq. (7.51), tem-se:

v, oov @ )+ M. e+ TEI s ifv

e (x, R)dx — jp (V' (5, $)dx=0  (7.52)
dx e

Aplicando mais uma vez a integragcdo por partes, mas dessa sendo feita na terceira

parcela da Eq. (7.52), e fazendo uso como auxiliar a Eq. (7.37 b), tem-se:
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7, v D)+ [M. (009" (6, 5]~ M7 (6, $)p(x)| - j o feaicd) dv*j (x, )dx
0 dx dx

L (7.53)
- j p, (V" (x, $)dx =0

Com isso, finalmente ¢ feita a integragdo por partes da quarta parcela, presente na Eq. (7.53),

que resulta:

[— Vv, (X" (x, fc)] + [M ()" (x, fc)} - [M T(x, fc)(o(x)] + [— Vy* (x, fc)v(x)]

L *4 L
dV A * A (754)
- IEIZv(x) W (x, x)dx — J.py (xv (x,x)dx=0
0 0
Introduzindo, na Eq. (7.54) a Eq. (7.36) do problema fundamental, obtém-se:
7, v G+ (M. (09" 0, )] = [ (e 99000 |+ -7 (6, o)
f . 4 . (7.55)
- j W(x)S(x, X)dx — j P,V (x, )dx =0
0 0
Que apos a aplicagao da propriedade de filtro delta de Dirac, fica:
v@) + [, v @ D]+ ML 0" ()= [ e+ G v
(7.56)

- J. p, (X" (x,%)dx =0

O problema até entdo tem apenas uma equagdo, o que contempla apenas uma das duas
condi¢des de contorno que precisam ser satisfeitas, para que o problema esteja totalmente
estabelecido. Suprir essa necessidade € feita com a obtenc¢do da equacao integral para a rotacao

do ponto-fonte, que resultara na Eq. (7.55). Assim:

o)+ 7, v DML e @] M Be) )+ 7 )]

[ p, (o (. 8)dx =0 (7.57)

Sendo: X aparece nos indices das grandezas associadas ao problema fundamental indica

b ~ ~ * *
derivagdo em . Desse modo tem-se v, , @, , M. V. ..

X X
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Para a completa defini¢do da Eq. (7.56) e da Eq. (7.57) a altima parcela de cada uma

delas deve ser calculada, o que sera feito com a analise do problema fundamental.

7.2.4. Representaciao Algébrica do Efeito da Flexdo em Z na Teoria de Euler-Bernoulli

Com a colocagdo do ponto fonte em cada uma das extremidades da barra, que representa
justamente o contorno do corpo, que no problema em questdo foi adotado os seguintes valores

com x=0¢e x=L.

Com isso ¢ feita a substitui¢ao em cada uma das expressoes da Eq. (7.56) eda Eq. (7.57),

0 que resulta no seguinte:

W0) -7, v 0 + [ o] + M, (xe" (0

. . . (7.58)
[ o] - [ p, v (x0)dx =0
w(L) -V, ' e D)+ 7 Lv]! + ML e (v, D),

) L ) (7.59)
~[M: @ De] - [ p, @ (x.Dydx =0
0O - [V, ', 0 + [V 0@ + M. (00’ 0]

) L ) (7.60)
[ o], - [, GV (x0)dx =0
o) -V, ' D) + [ v+ M. (005 (e D),

. .t . (7.61)
~[M: @ Do) - [ p, (v (x Lydx =0

Integrando cada uma das quatro ultimas expressoes, obtém-se, na ordem:
v(0) =V, (0,00v(0)+ ¥, (L,0)W(L) + M :(0,0)p(0) — M _ (L,0)p(L)
=V, 0)v"(0,0)+V,(L)v (L,0)~M _(0)p" (0,0)+ M _(L)p"(L,0) (7.62)

—jpy (x)v" (x,0)dx =0
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V(L) =V, (0,L)v(0) + ¥, (L, L)W(L) + M (0, L)p(0) — M . (L, L)p(L)
—V, (0" (0,L)+V, (L) (L,L)— M _(0)p" (0,L)+ M _(L)p (L, L)

L (7.63)
- J. p, (x)v (x,L)dx=0
@(0) =V, (0,000(0) + V, (L,O)W(L) + M ;(0,0)p(0) = M ; (L,0)p(L)
—V,(0)v5(0,0) +V, (L) (L,0) = M (0)¢; (0,0) + M (L) (L,0) (7.64)
- I p, (x)v; (x,0)dx=0
@(L) =V, (0, LYW(0) + Vo (L, L)W(L) + M (0, L)p(0) = M _ . (L, L)p(L)
—V, O (0, L) +V, (LW (L, L) =M _(0)p(0,L) + M (L)p (L, L) (7.65)

L
- I D, (x)v; (x,L)dx=0
0

Reescrevendo as equagoes anteriores Eq. ((7.62) — (7.65)) na forma matricial, com as

devidas substitui¢des das igualdades apresentadas na Eq. (7.46 a-h) e Eq. (3.36), obtém-se:

v(0) —V;(0,0+§) M:(0,0+§) V;(L,O+§) —M:(L,0+§) v(0)
PO0)| | =V (00+8) M (0048 V) (LO+E) ~M. (LO+&) ||@(0)|
W) [TV OL-8 MIOL-8 VI (LL-&) -M.(LL-&) ||FL)|

p(L)] |-V, (0,L=&) M (0,L-¢&) V  (LL-&) —M..(L,.L-&)|(@(L)
(7.66)

v (0,0+8) 9 (0,0+&) VI(LO0+E) -9 (L0+E) [[V,(0)] (£, (0)

_| v 00+8) 0(00+8) vi(LO+E) @i (L0+E) M0 | /,(0)

-v'(0,L-&) ¢ (0,L-&) V(L L-¢&) -9 (LL-&||V,W)| |/ 1)

—V(0,L-&) ¢ (0,L—-&) v (LL-&) - (LL-&) || M©O)] |f, (L)

Os valores dos elementos das matrizes acima podem ser calculados através das

expressoes indicadas nas Eq. (7.45), Egs. (3.46 a-c) e Egs. (3.47 a-d), logo:

v 0,0+ &) =4, (7.67a) v (LO+&)=0 (7.67 i)
v (0,L—&)=0 (7.67b) v (L,L-¢&)=p,, (7.673)
9 (0,0+£)=0 (7.67¢) @ (LO+&)=-1 (7.67 k)

9 (0,L-&)=1 (7.67d) @ (L.L-&)=0 (7.671)



v (0,0+&)=0
v.(0,L-&)=-8.,
9. (0,0+&)=-p,

9:(0,L-&)=0

. 1
Vi00+8) =2

. 1
VIO0,L— &) =—
L ( %) >

M (00+&)=a,
M(0,L-&)=0

V. (0,0+&)=0

. 1
V .(0,L-¢&)=——
y,x( é:) 2
. 1
M. (0,0+&) = =

M (0,L-&)= —%

Onde:

a, =M (00+&=M(L,L-&)=
B =v(00+8)=v(LL-&)=

B =v, (LO+E)=—v (0,L-&) =

(7.67 ¢)
(7.67 1)
(7.67 g)

(7.67 h)

(7.68 a)

(7.68 b)

(7.68 ¢)
(7.68 d)

(7.68 ¢)
(7.68 1)
(7.68 g)

(7.68 h)

L
2
L3
6EI

L2
4EI

B =000+ =g (LL-E) =~

2EI

VALO+E) =,
v (LL-£)=0
0 (L0+&)=0

P (LL-&)=-p,

VIL0+ &) =—§

*] _ l
Vy (LQL_g) - _5

M (LO0+&)=0

MA(LL-$)=a,
; 1
Vi (LO0+&)=——
» 2
Vi (LL=-£)=0
: 1
Mz,;((La0+§)=5

M (L.L-&) =%
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(7.67 m)
(7.67 n)
(7.67 o)

(7.67 p)

(7.68 i)

(7.68 §)

(7.68 k)
(7.68 1)

(7.68 m)

(7.68 n)

(7.68 0)

(7.68 p)

(7.69 a)

(7.69 b)

(7.69 ¢

(7.69 d)

Chegado esse momento ¢ feita a substituicdo dos valores das Eqgs. (7.68 a-p) e das Egs.

(7.69 a-p), obtendo-se dessa maneira a representacao algébrica do efeito da flexdo em z da viga

de Euler-Bernoulli:
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v0)) [-1/2 a, 0 0 (v [-B. 0 0 B,V (0
»(0) 0 -2 0 =120 | 0 =8, B, 0 ||M(0)
vy [Tl=12 0 —1/2 —a, v 0o B, B 0 ||VD) (7.70 )
p(L)] | 0 -1/2 0 ~1/2]eL) [ B, 0 0 p,|M.(L)
vO)| [-12 @, 0 0 |(v)] [ B, 0 0 =B,|[V(0)
»(0) 0 -2 0 -1/2je0) | 0 pB, B, 0 |[M(0)
w(L) 22 0 -2 —a ||v)[ | 0 B, B 0 ||V, (7.70'b)
p(l)) | 0 -1/2 0 -1/2|le)] [-B., O 0 B, ||M.()

8. O SISTEMA DE REFERENCIA LOCAL UNIFICADO

A adequac@o rapida e segura das equagdes (e resultados) de cada uma das barras que €
desenvolvida ¢ feita por meio da unificagdo dos sistemas de referéncias locais. Estas, equagdes
e resultados, sdo obtidas através da analise do problema, que muitas das vezes estdo em outro
sistema de referéncia e necessitam que seja reescrito, levando dessa vez em conta outro

referencial.

O processo ¢ bastante simples e os resultados surgem de forma imediata, bastando para
isso que seja feita uma analise fisica do problema e sua interpretacdo no sistema de referéncia
a ser adotado. Neste trabalho ¢ feita a utilizagdo de um sistema de referéncia unificado para
cada elemento da estrutura, que precisa ser analisado. Este processo ¢ justificado pela ideia de
utilizagdo das matrizes (operadores matematicos) de mudanga de referencial de aplicacdo
corrente no método matricial dos deslocamentos para analise estrutural, MMD, e no MEF, na

soluc@o desses mesmos problemas de estruturas reticuladas, nos quais se aplica o MEC.

Para a devida notacdo as grandezas foram grafadas com uma barra, quando referidas no

sistema local de coordenadas unificado.

8.1. PROBLEMAS INDEPENDENTES

Cada representagdo algébrica dos efeitos independentes escrita com notagdo mais
concisa, no SCL, referida através da Eq. (8.1 a), sera indicada no SCLU, como mostrado na Eq.

(8.1 b):

)+ [nlui=[elip}+{r] (8.1)
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{ﬁ}+[ﬂ{ﬁ}=[§]{ﬁ}+{f} (8.1)

[f_? } =[] [A]n,] (8.22)

lgl=[n]"[g ][Ug] (8.2b)
fuy=[n, i} (8.2 ¢)

P} (8.2d)

}
=T 820

Sendo: { } [h] e [g [h] [g na ordem, o vetor dos deslocamentos nas
extremidades da barra, a matriz de influéncia dos deslocamentos e dos esforgos, nas

extremidades da barra, referidos no SCL e no SCLU. As matrizes [nh] e [ng] associam 0s

deslocamentos e esfor¢os no SCL com seus respectivos no SCLU.

8.1.1. O efeito axial

Nas imagens a seguir, que correspondem a Fig. 12 e na 13, estdo representados
respectivamente o Sistema Local de Coordenadas (SCL) utilizado na andlise do efeito axial.
Este estudo, demonstra o desempenho da barra de portico ao efeito de tragdo desenvolvido. Ja

na Fig. 13 existe o mesmo intuito, no entanto com utiliza¢@o do Sistema Local de Coordenadas

Unificado (SCLU).

Figura 12 - SCL para a avaliacdo da contribuicdo do efeito axial.

L L
: ; % :
— I, —— “— I ——
u; u;j N; . N,
Sistema Local Deslocamentos Sistema Local Esforgos

Fonte: EXTRAIDO CRUZ, 2012.
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Figura 13 - SCLU para a avaliagﬁo da contribuigéo do efeito axial.
L "\
i

L | l|'=
‘&

L
"
Ya J

X X
- | —— — N ——
u] N! N'_']
Sistema Local Esfor¢os

ﬁ 1
Sistema Local Deslocamentos
Unificado Unificado

Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.

Com a comparagdo do sentido presente em cada deslocamento e esfor¢o no SCL, com

relacdo com a diregdo positiva adotada para o eixo no SCLU, que foram devidamente

apresentadas acima, tem-se:

u| |1 0ffu,
oo ) 82
em uma notagdo mais concisa fica:
fuf=[n, i} (8.3 b)
e:
N [-1 O}|N,
N, _{O J N,- (8.4 a)
ou:
N} =[n, JV (8.4 b)

Com a substituicdo das Eq. (8.3 a) e (8.4 a) na Eq. (8.1 b) ¢ obtido o efeito axial no

SCLU:
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(8.5)

| hy h . : .
Sendo: [h]z[ﬂl 32} e [g]z{g” glz} matrizes de influéncia da representagio
&y 8n

21 22

algébrica do efeito axial referidos no SCL, que sdo integrantes da Eq. (7.26)
Dessa forma a Eq. (8.5) pode ser reescrita com a utilizacdo das matrizes: [nh] e lngJ, da

seguinte forma:

i = 2 |(u 0 - N, .
N e N A AN o
Uj o ) =B 0 j uj
! 2
ou:
0 —L N 7
U, -1 —1||u; - N. .
! _L Z + 2EA | Ly jf (8.6 b)
uj 2 —1 —1 I/Ij L O J uj

1

Sendo: o, =—le B =
2 2EA

8.1.2. O efeito da flexdao em Z

As seguintes imagens, que correspondem as Figs. 14 e 15, representam respectivamente
os Sistemas de Coordenada Local e Local Unificado, para avaliagdo da contribuicdo do efeito

de flexdo no eixo z, 0 que permitira analisar o desempenho da barra como elemento de portico.
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Figura 14 - SCL para a avaliagdo da contribuicao da flexdo em z.

Y .1"_;
| . x x
z ,// i ) ,
.'/ T Sistema Local Deslocamentos ;/ 1 T Sistema Local Esforgos a/ l
6, v .vi M, 'V, M; V,
L L | l L )
" i I i
Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.
Figura 15 - SCLU para avaliagdo da contribuigdo da flexdo em z.
.1'11 J“.*
‘ ¥ ¥
~ |y  Sistema Local Deslocamentos §. FI i7. |7 SistemaLocal Esforgos o _T
g, Unificado g 4 M Tw Unificado Mz V;
L L gL 2 J
i P |
Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.
Com a observacao das duas figuras é possivel concluir que:
e Para o deslocamento:
v, 1 0 0 OV
i |01 0 0}je,
= _ 8.7
v.[ 1o o 1 of, (8.7 a)
?, 00 0 1]\¢,
Com a comparagao da Eq. (8.7 a) com a Eq. (8.3 a), tem-se:
1 00O
[ ]_ 01 00 87b
= 001 0 (8.7b)
0 0 01
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e Para os Esforgos:

V.l 1 o o olfr,
M| 10 -1 0 0 M, .
v,["lo o -1 0|7, (8.8 )
M, 0 0 0 1 o
Com a comparacdo da Eq. (8.8 a) com a Eq. (8.4 a), tem-se:
1 0 0
(8.8 b)

I

g

—_

Il
(e}
|
—
(e}

- o O O

A Eq. (8.1 a) pode ser reescrita em coordenadas locais unificadas. Representada a seguir:

Vi 1000 hAl 1 ]:;12 ]:;13 }ALM 100 0w
. — 0100 };21 };22 };23 };24 0 1.0 0], +
‘_}/ 00 10 A31 hAsz hAss };34 0010 ‘7/
aZj 0 001 A41 hA42 A43 hA44 0001 azf
(8.9)
1 00 Ofg, &, & &)1l 0 0 0 I7yi
01 0 O0fgy &»n &5 &u||0 -1 0 0M,
0 01 O0fg; & & &40 0 -120 Vyj
0 0 0 1)gy 8o &: &4]0 0 0 1 E
hy, h, hy h, i &1 & 8u
h, h h,, h
Sendo: [n]=|"" # ' e [g]= £ 82 En Eu | ¢ matrizes de influéncia,
hy hy o hy by, 831 83 &3 8u
hy hy hy o by, 84 8n &8s 8u

referidas no SCL.

Dessa maneira, a representagao algébrica no eixo Z, para teoria de Euler-Bernoulli, pode
ser dada reformulando a equag@o anterior fazendo uso das matrizes definidas na Eq. (8.7 b) e a

(8.8 b), como indicado a seguir:
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v, 1 00 0[-1/2 a, 0 0 1 0o o0 o
. |0 100 0 -1/2 0 —1/20100@»+
v[]oo 1 0of-1/2 0 -1/2 —a,[0 0 1 0|V,
o] [0 00 1] 0 -1/2 0 ~—1/2]0 0 0 1|lo,
(8.10)
1 0 0 O] B, 0 0 -pg,1 0 0 0 z
01 00| 0 -4, —-p, 0|0 -1 0 0fM,
00100 0 -f, =B, 0 (0 0 -10)|V,
000 I|-B, O 0 p,]0 0 0 1M,
O que resulta nas seguintes expressoes:
v [-1/72 «a, 0 0 |[v Be 0 0 =BV,
. 0 -1/2 0 -1/2||%, 0 By Bo 0 ||M,
U+ b= P P _ (8.11 a)
Vj _1/2 O _1/2 _azl vj 0 ﬂzZ ﬂzl 0 I/yi
?, o -12 o0 -1/2||e] |-, 0 0 B, 4
ou,
3 2 7]
L 0 o L
_ i L 1. 6E1, AEL |
vl |12 = 0 0o [V 0 L I Vyi
_zi — — _zi Mzi
Pil, 0 -2 0 1/Lz<f _ 2B1, AEL “al o (8.11b)
R R A T R o L L Vi
) | o -2 0o -—1/2]%s P 4BL - ofL, . s
- 0 0 ——
| 4EL 2EI |
L r r L
Sendo: a_, =—, =——,pB,=——¢ =—.
a=g Fa 6EI P 4EI, P 2EI,

8.2. OS PROBLEMAS COMBINADOS

A representacgdo algébrica feita em barras de porticos, sdo inicialmente elaboradas no
SCLU, para em um segundo momento serem reescritas no Sistema de Coordenada Global

(SCQ). Para isso, ¢ feita a superposicdo dos efeitos que agem sobre a barra de portico plano,
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que ¢ justamente o efeito axial e de flexdo no plano da estrutura. Concluida essa substituicao ¢

obtida a representacdo algébrica da barra no SCLU.

Ja com relagdo a notacao da representacao algébrica no SCLU, de maneira concisa, pode

ser feita como indicado a seguir:

{ﬁhc+[5}‘@}%={§LiﬁLc (8.12a)

ec

AR RS (8.12 )

~

Onde:[h} e [g].. sio, na ordem, matrizes de influéncia de deslocamentos e a matriz de

influéncia de forgas de barra, com todos os esfor¢os combinados compativeis com o tipo de

barra.
[l ], {e}.. e {p}.. sio, respectivamente, a matriz identidade, os vetores dos deslocamentos e os

dos esforcos nodais da barra com todos os esfor¢os combinados para o caso estudado, todas

referidas ao SCLU.

As matrizes [};} e [§]

ec

sdo quadradas cuja ordem ¢ igual a quantidade de graus de

ec

liberdade considerados em cada extremidade da barra ou em cada né da estrutura. No caso, 3

por n6 em se tratando de barra de poértico plano.

8.2.1. Portico plano no SCLU

Para barra de portico plano (estruturada no plano xy e flexdo segundo o eixo z, conforme
Fig.8.5), a representacdo algébrica, para a teoria de Euler-Bernoulli, é feita a partir da
superposicao da Eq. (8.6 a ou b) e Eq. (8.11a ou b), decorrentes da avaliagdo dos efeitos axial

e de flexdo no eixo z, como indicado na Eq. (8.13).
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Figura 16 - Sistema de coordenadas local unificado de barras de pértico plano (flexdo em z).

Y
ll, E, ‘—p x : ﬁj
—*/_.f' —
% /
M3 T — M;o, T_. -
I{' - \'{ . 7 ! 1 .
. - ;
"
Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.
8.2.1.1. Pértico plano no SCLU — Modelo de Euler-Bernoulli.
1 1 i i o 0 o0 -L o o |
-~ 0 0 —— 0 0 A
2 2 i L _
0 L 0 1 0 || 0 Y; 0 0 0 57 N,
2 2 2 - : a5
! Lz o o L o L o |2
00 5 00 —=ls| L I 21 M, 013
1 1 u | 2£| 1 N, (8.13)
-~ 0 0 — 0 0% — 0 0 0 0 0 ||
2 2 V; A 2 Vs
1 1 L||_ L L =
o —— 0 0 - -= = il
5 5 Sl 0 0 o 0 i 0 ||M,
1 1
0 0 — 0 0 - L 1
0o -—— 0 0 0 —
L 2 2 | i 2[2 ]

9. O SISTEMA DE COORDENADAS GLOBAIS E A MATRIZ DE
TRANSFORMACAO

A representacdo algébrica da estrutura (portico plano) deve convenientemente acumular
contribui¢cdes dos membros para descrever o comportamento de toda estrutura. Para atingir esse
objetivo, precisamos realizar algumas transformacdes no sistema algébrico local unificado das

barras para obter o sistema algébrico global dessas mesmas barras.

Como regra geral, os campos vetoriais (esfor¢o e deslocamento) nas extremidades de
cada barra devem ser sobrepostos pela soma vetorial (magnitude e orientagdo) em seu nd
comum. Para somar algebricamente ou escalar esses vetores (apenas a magnitude), eles devem
estar sempre na mesma direcdo para que suas contribuicdes possam ser contabilizadas

corretamente.
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Para fazer isso, precisa-se garantir para cada membro que a matriz de influéncia e seu
vetor carga estdo no mesmo sistema de coordenadas. Campos em sistemas locais unificados
podem ser referenciados globalmente a partir das relagdes geométricas entre eixos de mesmo
nome nesses sistemas. Portanto, deslocamento, esforco e¢ forca externa no SCLU estdo

relacionadas com suas seguintes partes globais da seguinte forma:

fu}=[R}U} 9.1 a)
{p}=[RI{P} (9.1b)
{}ZMW4 9.1¢)

Entdo arelagdo entre matriz de influéncia local unificada (associado ao sistema centrado
no CG) quando sao trelicas e a matriz de influéncia global a partir da matriz de rotagao [R] é

definida como mostrado abaixo:

Substituindo na Eq. (8.1 b) as Egs. (9.1 a-c), obtém-se:

U+ RT [aJRYU = [R] [eIRYP}+ [RY [R)F) 92)

Comparando a Eq. (8.1 b) com a Eq. (9.2), tem-se:

|71 )= [rT |i[R] 9.3 a)
[G]=[R][¢]R] (9.3 b)
[FI=[RT {f} 93 ¢)

A matriz de transformagao para portico plano, que € utilizada na Eq. (9.2), é expressa a

seguir na Eq. (9.4):

s
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¢, C, 0 0 00
Sendo: [C]= -C, C. 0Ole [0]=|0 0 0], determinados pelos cossenos diretores da
0 0 1 0 00

barra em relagdo aos eixos do SCG (C, e C,), representados a seguir:

X, -X,
C.=Cosf, =— i (9.4 a)

C,=Cosf, = ; ! (9.4 b)

Figura 17 - Coordenadas globais 0XY e locais Oxy

Y 4

Fonte: ADAPTADA DE CRUZ, 2012.

9.1. A REPRESENTACAO ALGEBRICA DE BARRA DE PORTICO PLANO NO SCG

Com a representacdo mais explicita, analisando a nivel de extremidade da barra, a Eq.

(9.2), encontra-se:
v palen e e

Na qual:
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(9.6 a)

C, 0
-C, C, 0=
0 1

Cx
0

L ]
1
© N|aN— |

S —~|laN O

— N O ja)
I ]

_001_
a

CCxO

I

(9.6 b)

(9.6 ¢)
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(9.6 d)

S O

(9.7 a)

(9.7 b)

0

0
L
2EI
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_Ly
G, G, G| [C, —-C, 0] 2E4 . 'C. C, 0
[6hi=|G G, Gs|=|C, ¢ 0] 0 i 17G G0
Gy Gy Ggs| |0 0 1] > o o
o _ L
4EL
- .- - (9.7 ¢)
_Lcj _chc _L C
2EA 2EA 7 4EL
2
= _L 'C _LCZ L C,
2EA "7 2EA T 4EL
2 2
L e _L i 0
| 4EL 4EL |
G, Gs G| [C, -C, 0]0 2 0 [c ¢ o
[G]22: G54 Gss G56 = Cy Cx 0 6F] 0 _Cy Cx 0=
G, G, Go| |0 0 iR o, Lo o1
2FI
- _ } (9.7 d)
3 3
L e L i 0
6EI, 6EI, *
3 3
_|-£ .C L ? 0
6EI. “ "  6EL
0 0 L
2FI.

A seguir estdo apresentadas algumas notagdes que sdo utilizadas no desenvolvimento
do problema, sendo a segunda com os deslocamentos representados por “D” e os esforgos pela

letra “P”, utilizada na analise matricial das estruturas.

Ul D1 U2 D4
Uh=yvt =1D, (9.8 a) U, =17, =D, (9.8 b)
2o D)y 2l Dilg

P P,
Phi=10t =1P, (9.9 a) Pl=20,p =1P, (9.9 b)
P, £
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9.2.  REPRESENTACAO ALGEBRICA DA ESTRUTURA

Se dois ou mais elementos reticulados convergem para um mesmo nd, a continuidade
dos deslocamentos e as condi¢oes de equilibrio devem ser consideradas. No caso de uma treliga,
por exemplo, a definicdo de um no virtual nas extremidades dessas barras ¢ suficiente para

garantir o equilibrio entre os nés da estrutura.

Na discussdo sobre a montagem de um sistema global dos porticos planas, duas barras
convergentes sdo consideradas (por simplicidade e concisao). Neste caso, o n6 2 € isolado e as

vigas (1) e (2) convergentes sobre ele sdo marcadas, conforme a Figura 18.

Quando duas ou mais barras convergem no mesmo no, a compatibilidade dos
deslocamentos e as condi¢oes de equilibrio devem ser consideradas. Por simplicidade e

concisdo, dias barras convergentes, barra (1) e (2), sdo tomadas como ¢ mostrado na Figura 19.

Figura 18 - Barras de portico convergindo

2

(1) 5 4 )

Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.

As Eq. (9.10) e Eq. (9.11) indicam, na ordem, as representacdes algébricas para as barras

(1) e (2) no sistema global:

{[ ) Ju [ fu)=[an)n)+ ot ke .
[+ e Jus = o Jr i+ lew Jp) (9.10)
[ (2)] [H‘Z)] U,)= [G;?] [Gm]

{[ (z)]{U [H‘Z)]{U [Gs(? [G(z) (9.11)

Com a aplicacdo das condi¢des de compatibilidade dos deslocamentos nas se¢des a

esquerda e a direita do n6 2, apresentados anteriormente na Figura 18, tem-se:
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v, l=u,}=U,} 9.12)

Somado a isso € necessario que exista também a compatibilizacdo das condigdes de

equilibrio no no6 2, apresentado na Figura 19.

P+ RS- {Fi=10) 9.13)

Onde: {F } , 0 vetor que contém as forcas diretamente aplicadas no n6 2, estas forcas traduzem

a acdo do no na barra.

{P5} e {P4}, sdo vetores que contém os esfor¢cos a esquerda e a direita desse no,

respectivamente.

Figura 19 - Condicdo de Equilibrio no n6

N6 2

{7

1/// 3

Fonte: EXTRAIDA DE CRUZ, 2012.

Substituindo-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamento, de acordo com a Eq.
(9.12), e as condigdes de equilibrio, conforme a Eq. (9.13), nas representagdes algébricas

indicadas nas Eq. (9.10) e Eq. (9.11), o sistema algébrico da estrutura pode ser reagrupado

como:

0] [10] ) O Faefifwh) [la?] o [ [ [0zl
0] 2] o o el llee] o) [ [ [of || o
o] [#2] [52] Fo2] [ ok o o [62] [ [ fielt @14
o [m2] [H2] a2 (o |[{BY | [ [0 [62] [o] [o] ||{o}
o o o 1 e Lo [ o [ FallFE
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10. APLICACAO

Neste capitulo, sera apresentada a resolug@o via MEC de um portico plano simples com
apenas uma barra chegando em cada n6 vinculado.

O portico analisado, Fig.20, ¢ apoiado de forma que todos os deslocamentos das
extremidades de ligagdo das barras vinculadas ao apoio sejam zero. O carregamento aplicado
contém uma carga nao nodal. Ele é composto por uma carga horizontal nodal (no n6 2) e outra,
também, horizontal aplicada na metade da altura da barra (2). A validagcdo dos resultados ¢

obtida através da utilizacdo do programa Ftool.

10.1. CARACTERIZACAO DO PORTICO DA FIG. 20

A barra (1) inclinada a 45° com a horizontal (x crescente) tem comprimento igual a
5,6571 me a barra (2), 4,0 m. Ambas tém se¢@o transversal retangular de area igual a 0,20 m x
0,60 m perfazendo 0,12 m? e momento de inércia igual a 0,0036 m+. O material constituinte
tem modulo de deformag@o longitudinal igual a 2,1x109 KN/m?. A estrutura esta submetida a
acdo de duas forcas horizontais concentradas. A forca que atua no n6 2 tem intensidade igual
a 20.000kN, paralela ao eixo x com sentido positivo, enquanto a for¢a ndo nodal que também
¢ horizontal atuando em sentido negativo esta aplicada na metade da altura da barra vertical e

tem intensidade igual a 40.000 kN.

Figura 20 - Pértico




m = 20.000kNm

m = 20.000kNm

10.2. ANALISE DO PORTICO DA FIG. 20

e Dados gerais

E =2 100 000 000kN / m>
A=0,12m"

1. =0,0036m*

e Dados para a barra (1)

C,=C, =0,7071

L(1) =5,65Tm
[ C. Cy 0 0 0
—Cy c. 0 0 0
0 0 1 0 0
[R](l) =
0 0 0 C Cy
0 0 O —Cy C.
L 0 0 O 0 0

- o O O O O

[ 0,7071 10,7071 0
—-0,7071 0,7071 0
0 0
0 0
0 0
0 0

1

oS o O

0

0

0
0,7071
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m = 20.000kNm

0

0

0
0,7071

-0,7071 0,7071

0

0

(b)

(10.1 a-c)

(10.2 a-b)

(10.3)

- o O O o O




e Dados para a barra (2)
C =00
C, =10

L, =4,0m

[Cc, ¢, 0 0
~C, C, 0 0
0O 0 1 0
[R), = 0 0 0 C
0 0 0 -C,
L0 0 0 0

Do oo

O

=

(=)

—_ o O O O O

S O O O O =

- o

=

S O o O

S O o = O O

S O = O O O

S = O O O O

—_ o O O O O

e As matrizes de influéncia no SGR para cada uma das barras.

A matriz [H|" para a barra (1)

1o, Lo 1
2 272
0 % %cx 0
(] 0 0 % 0
H =
N
2 2
0 —% 0 0
0 0 ! 0
L 2
Lo o
=0 3 2
2
0 0 1
i 2]

(= S )

™ |

l\)|,_.l\.)|h4

O
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(10.4 a-c)

(10.5)

(10.6)

(10.6 a)



1y
2
1
[l =] 0 -
0 0
LI
2
[k = 0 -
0
LI
2
[l =0
0 0

6" -

x
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(10.6 b)
(10.6 c)
(10.6 d)
B L 2 _ L C L
2EA " 2EA " 4EI
2
Lo b Lo
2EA y 2EA 4ET,
2 2
— L L X 0
4EI 4L =
3 3 -
L 2 _ L CX : 0
GEI, GEI
I5 L,
- x X 0
6EI, "'  6El
. 0 L
2EI, |




Le Lee o e
6FI, 6EI, 2EA
— 5 ] 2 0 _L
6EI. “ "  GEI. " 2EA
L I’
0 Ny - y
2FI. 4EI.
_L 2 [ _ LZ C L3 2
2EA " 2EA 7 4EI. " 6EI, ’
- tce, o oo -locg
2EA 2EA 4EI 6EI .
2 2
L ¢ _ L . 0 0
| 4EI 4EI.
[1,995.10°  —1,995.10° 0
[G]) =] -1,995.10° 1,995.10° 0
0 0 3.741.107
[-5.612.10° —-5.612.10° 7.483.107
[G]) =] -5.612.10° —5.612.10° —7.483.107
~7.483.107  7.483.107 0
[-5.612.10° —5.612.10° —7.483.107
[G]) =] -5.612.10° -5.612.10° 7.483.107
7.483.107  —7.483.107 0
0 1,995.10°  —1,995.10° 0
[G])) =1 -1,995.10°  1,995.10°° 0
0 0 3,471.107
A matriz [H]* para a barra (2)
I 2 O N L 4
2 27 2 2 2
o 1 L 0 Loy o L o
2 2 2 2
[ ]() 0 0 % 0 0 —% 0 0 %
H|? = =
L0 Lo Lo | -2 0 o
2 2 27 2
o -1 o 0o 1L —écv L
2 2 2 2
o 0o -+ o o L o o -1
L 2 2 L 2

S NI= o

x>y

| —

= o N\hN

C

¥y
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(10.7)

(10.7 a)

(10.7 b)

(10.7 ¢)

(10.7 d)

(10.8)



1 0 -2
2 1
A7 =0 5 0
0 o0 1
i 2 |
_l 0 0
’ 1
()2 =[H)) = 0 =2 0
0 0 -
Lo o
2
1
[ =0 - 0
0 0 1
i 2]

A matriz [G](z) para a barra (2)

3 3
L C? __L c.cC
6EI. 6EI .
- L3 X CV L3 j
6EI ’ OFI,
0 0
G-l .
-——C! ---C,
2FA 2EA
_ L Cva _ L 2
2EA ’ 2EA
I’ I’

c,
4EI
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(10.8 a)

(10.8 b-c)

(10.8 d)

L~ L, L
2EA " 2EA 7 4EI
_ L. L. L
2EA4 2EA AEI. *
2 2
e L ¢ 0
AEI. AEI. ~
3 3 -
L o L ¢c 0
G6EI. 6EI. "’
3 3
L e L ¢ 0
6EI, GEI,
2EI, |




L_3 0 0 0 L_2
6EI. 4EI,
L
0 0 0 0 T 0
) 2EA
0 Lo L 0
B 2EI. 4EI
- 2 3
0 o L L 0
4E1, 6E1,
0 —L 0 0 0
) 2FA
L_ 0 0 0 L
| 4EI 2EI,
[LI11.10° 0 0
G =] o 0 0
0 0 2.646.107
0 0 5291.107
[G]) = 0 -7,937.10° 0
|-5.291.10” 0 0
0 0 ~5,291.107
[G]Y = 0 ~7,937.107° 0
5,291,107 0 0
[1,411.10° 0 0
G = 0 0 0
0 0 2,646.107
ap [#e] o o [Fee]lfw) 6] o o]
[H;?] o] o] o [eo]lltwl] |lee] ol o
o 2] [#2] [F62] [ fwbi=| bl o] 62
of [He] 2] Fe2] [ || | o [ 62
Lol [of fo] [ [ JURY L[] [o]
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(10.9)

(10.9 a)

(10.9 b)

(10.9 ¢)

(10.9 d)

(10.10)
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Ay ] o o FelR]R) (o
ol el o] ] [ed]|wh] |0
o] [#2] -l62] -6l [o] hiPh=110) (10.11)
o [E2] -6k -6 o) ||{PL] |1
I R (O 4 N 4 (O A 1
[-1.995.10° 1.995.10° 0 05 0 0 0 11 0
1.995-107° —1.995-10"° 0 0 -05 0 0 P, 0
0 0 -3.741.107 0 0 -05 0 Py 0
5.612:10™" 5.612.107° 7.483.107 05 0 2 0 D, 0
5.612:10™° 5.612.107" —7.483-1077 0 0.5 —2 0 Ds 0
—7.483.1077 7.483-107 0 0 0 05 0 Ds 0
0 0 0 05 0 0 -1411.107° i? = g (10.12)
0 0 0 0 —-05 0 0 8
0 0 0 0 0 -05 0 Py 0
0 0 0 05 0 2 0 Py 0
0 0 0 0 05 0 0 Py, 0
0 0 0 0 0 05 -=5291-1077 Py 0
0 0 0 0 0 0 0 Pys 0
0 0 0 0 0 o0 0 Py; 0
| 0 0 0 0 0 0 0 v | [Pass] | —20000 |
A matriz completa da Eq. (10.12) se encontra nos anexos.
[ P, | [ -4.203855-10° ]
P, —7.3059143.10°
Py —3.9722648-10"
D, 0.0003743
D. —0.000116
Dy | |—0.00167
P, 4.203855-10"
P, |=| 7.3059143-10° (10.13)
P, —5.2513922.10°
Py —4.203855+10°
B —7.3059143-10°
Pyp —1.1564028-10"
Py 4.203855-10°
P 7.3059143.10°
| Prs| | —8.4359722-107 |
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10.3. OS RESULTADOS OBTIDOS VIA MEC

As reagdes dos apoios donoé 1 e do nd 3.

P [ -420385kN

P| | —730591kN

P| |-3972,26kNm

(" 420385k (10.14)
P 7305,91kN

B |-5251,39kNm

Os deslocamentos do no 2

D, {0,0003743m
D, t=1-0,000116m (10.15)
D,| |-0,00167rad

Esforcos na extremidade 2 da barra (1)

E importante observar que os esfor¢os na extremidade dois da barra (1) sio os mesmos

esfor¢os do nod 5 referidos ao sistema local, conforme indicado na Fig. 21.

) 8138.55kN
pst =1 2193,47kN
Pe),  |—8435.97kNm

(10.16)

Figura 21 - Barra (1) e o SCLU e esforcos nas extremidades

P1

P3 LW 5
S '\/“scm
/' )
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Esfor¢os na extremidade 2 da barra (2)

Do mesmo modo ¢ importante observar que os esforcos na extremidade dois da barra

(2) sdo os mesmos esfor¢os do no 4 referidos ao sistema local, conforme indicado na Fig. 22.

P ~7305,91kN
p b =1 —420385kN (10.17)
Pe) | —11564,03kNm

Figura 22 - Barra (2) e o SCLU e esforcos nas extremidades

(2) _‘_ | SCLU

‘ P1
P3

O programa utilizado para a resolug¢do do problema foi o0 PTC mathcad prime 8. Esse,
segundo dados fornecidos pela empresa responsavel trabalha com dezesseis casas decimais, o

que proporcionou encontrar para a matriz [A]o seu determinante diferente de zero, para ser

mais exato o valor —1,802.10°" o que tornou o sistema possivel.

10.4. RESULTADOS OBTIDOS VIA F-TOOL.

As reacdes dos apoios doné 1 e do no 3.

P —4203,85kN
P, ~7305,91kN
P| |-3972,26kNm
P | | 4203.85kN (10.18)
P, 7305,91kN
B| |-525139kNm
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Os deslocamentos do n6 2

D,] [ 0,0003743m
D, t=1-0,000116m (10.19)
D,| |-0,00167rad

Esforcos na extremidade 2 da barra (1)

Pa 7305,9kN
psp =y —4203.9kN (10.20)
Pe) —8435,7kNm

Esforcos na extremidade 2 da barra (2)

Da —7305,9kN
ps =y —4203.9kN (10.21)
Ps) ) —11564,0kNm

11. CONSIDERACOES FINAIS

O presente TCC apresentou a formulagdo adequada — do efeito axial e do efeito da flexdo
em Z — ¢ importante destacar que esta ultima, a da flexdo em torno do eixo Z foi desenvolvida
pelo autor, sendo as demais partes extraidas principalmente da referéncia Cruz, 2012. Com o
objetivo principal a divulgacao do MEC aplicado as estruturas reticuladas planas no ambiente
da graduacdo no curso de engenharia civil da UFPB, considerou-se legitima a utilizagdo do
material presente na tese: CONTRIBUICAO A ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE
PORTICOS PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO, sem a continuada citagio
de fonte ou de origem dos textos e das ideias utilizadas no esfor¢o despreendido para se alcangar
o fim desejado

O estabelecimento da representagdo algébrica da estrutura e a obtencdo da equacgdo
matricial [A]{VD}= {V, }foi outro item da formulagdo que ganhou um detalhamento a parte se
considerado o constante da tese referida, ficando mais detalhada e sequenciada as etapas para
sua obtencdo como se pode constatar na solugdo do pdrtico da fig. 20.

Assim, da equagdo diferencial governante do problema real e do fundamental para os
efeitos estudados, chega-se as equagdes integrais de cuja solucdo sdo obtidas as representagdes

algébricas referidos ao sistema de coordenadas locais a serem considerados na analise de
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porticos planos. Em seguida estas representacdes sdo reescritas referidas ao chamado sistema
de coordenadas locais unificados.

Nesse momento ¢ feita a introdugdo da matriz [R], que manipula as equagdes justamente
para promover a defini¢do de um sistema mais geral em relagdo ao qual todas as grandezas de
interesse de cada uma das barras do portico estardo ao final referidas, o Sistema de Coordenadas
Global.

Posto isto, ¢ apresentada a técnica utilizada para a obtengao das matrizes de influéncia de
porticos planos, nos quais, como no caso deste trabalho, chega apenas uma barra a cada apoio.
Para mais, também, foi considerada a estrutura submetida a um carregamento nodal, seja
devido a condigdo original deste carregamento ou devido a utilizacdo do conceito de
carregamento nodal equivalente, através do qual a parcela do carregamento ndo nodal ¢
transferida para as extremidades da barra no qual atua e, portanto, sendo transformado
finalmente em um carregamento nodal. Para maiores detalhes vide por exemplo CRUZ; 2000.

A apresentacdo da formulagdo, ao término do TCC, mostrou-se apropriada pois foi
desenvolvida de maneira a mais didatica possivel e sua aplicacdo levada a efeito a partir de
varias etapas nas quais apresentam-se muitos detalhes e interpretacdes necessarias. Os valores
das grandezas calculadas a partir da estratégia aqui indicada apresentaram 6tima aproximacao
aos valores das grandezas obtidas via Ftool ou mesmo via analitica. Para comprovagao basta
comparar os resultados das reagcdes de apoio obtidos via MEC Eq. (10.14) com os valores
obtidos via F-TOOL, Eq. 10.18. A comparacdo pode continuar verificando por exemplo os
deslocamentos do no6 2, obtidos via MEC e via F-TOOL, respectivamente nas Eqs. 10.15 e

10.19 e etc.
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ANEXOS

ANEXO A1 FUNCOES ESPECIAIS UTILIZADAS NESTE TCC

Al.1 A funcio sgn

E a fungio sinal que é igual a 1 se x> %, sendo igual a -1 quando %> x.

A1.2 A funcao delta de Dirac
E a fungo sinal que é igual a 1 se x> %, sendo igual a -1 quando %> x.

O delta de Dirac (Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) fisico tedrico britanico) tem a

seguinte definicdo:

50x.5) ® se x =X
X, %) = .
’ 0, se x#X%

onde: x € o ponto de leitura do efeito (ponto campo), € X é o ponto de aplica¢do da fonte (ponto

fonte). Algumas propriedades do delta de Dirac sao:

j 5(x,$)dQ =1
Q

j u(x)3(x, £)dQ = u(%)

Q
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A1.3 Matriz resolucao

—1.995.107% 1.995.10° 0 —-05 0 0 0 0 0 0 0 0 5.612:107° 5.612.1077 —7.483.107"
1.995.107° —1.995-107° 0 0 -05 0 0 0 0 0 0 0 5.612.107° 5.612.1077 7.483.1077
0 0 —3.741.1077 0 0 -05 0 0 0 0 0 0 7.483.1077 —7.483.1077 0
5.612-107° 5.612.107° 7.483-107 0.5 0 2 0 0 0 0 0 0 -1.995-107% 1.995-107° 0
5.612-10™° 5.612.107° —7.483.1077 0 0.5 —2 0 0 0 0 0 0 1.995.107° —1.995.107° 0
—7.483.1077 7.483-1077 0 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 —3.741.1077
0 0 0 —-05 0 0 —1.411:10"°0 0 0 0 —5.291-107 0 0 0
0 0 0 0 -05 0 0 0 0 0 7.937-107° 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —-05 0 0 —2.646-1077 5.291-1077 0 0 0 0 0
0 0 0 05 0 2 0 0 5.291.1077 —1.411-107° 0 0 0 0 0
0 0 0 0 05 0 0 7.937-107° 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.5 —5.291-107" 0 0 0 0 —2.646-1077 0 0 0
0 0 0 0 0 o0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
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