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RESUMO

Andlises de flexdo, vibracdo e flambagem vém sendo feitas para melhor entender o
comportamento mecanico de problemas envolvendo placas simples e sistemas de placas
interconectadas por camadas preenchimento entre elas, devido a larga aplicacdo desses
problemas na engenharia civil, mecéanica, aeronautica e em outros campos das ciéncias
tecnoldgicas. Neste trabalho, soluces analiticas para placas duplas espessas retangulares
submetidas a cargas estaticas sdo deduzidas levando-se em conta as teorias de Kirchhoff,
Reissner e Mindlin, onde as placas sdo constituidas de material elastico-linear, isotrépico e
homogéneo e, a camada interconectante é assumida por ser uma fundacao elastica de Pasternak.
As solucdes analiticas de algumas condic¢Bes de contorno sdo deduzidas utilizando expansdes
em séries trigonométricas duplas e simples baseadas nos métodos de Navier e Levy, de acordo
com suas aplicabilidades. Além disso, o0 método de Hormander é utilizado para fazer o
desacoplamento do sistema de equacdes diferenciais parciais acopladas decorrente do método
de Levy. Exemplos de aplicagéo séo apresentados para validacdo das solugdes, que comparam
os deslocamentos e os momentos nas placas e verifica a influéncia do cortante nos
deslocamentos a medida que a espessura cresce. Além disso também é verificado a influéncia
do pardmetro de cisalhamento de Pasternak nos deslocamentos das placas. Os resultados

indicam robustez e coeréncia dos cenarios analisados.

Palavras Chaves: Placas Duplas. Pasternak. Reissner/Mindlin.



ABSTRACT

Bending, vibration and buckling analyses have been done to better understand the
mechanical behavior of problems involving both single plates and systems of plates
interconnected by layers in between them, due to the wide application of these problems in
civil, mechanical, aeronautical engineering. and in other fields of the technological sciences. In
this work, analytical solutions for rectangular double thick plates subjected to static loads are
derived according to Kirchhoff, Reissner and Mindlin’s theories, where the plates are made of
elastic-linear, isotropic and homogeneous material, and the connecting layer is assumed to be
an elastic Pasternak foundation. The analytical solutions for some boundary conditions are
obtained using double and single trigonometric series expansions based on the methods of
Navier and Levy, according to their applicability. In addition, Hormander's method is used to
decouple the system of coupled partial differential equations resulting from Levy's method.
Application examples are presented to validate the solutions, which compare the displacements
and moments in the plates and verify the influence of the shear on the displacements as the
thickness increases. In addition, the influence of the Pasternak shear parameter on the
displacements of the plates is also verified. The results indicate robustness and coherence of the

analyzed scenarios.

Keywords: Double Plates. Pasternak. Reissner/Mindlin.
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1. Introducéo

Na analise de estruturas, diversos elementos estruturais (vigas, pilares, cascas, blocos
de coroamento e fundacdes diversas) sdo alvos de estudos que buscam compreender o seu
comportamento mecanico quando submetidos a cargas de diversas fontes. Entre esses
elementos, encontram-se, também, as placas. Essas podem ser encontradas como modelos
isolados, ligados a outros tipos de estruturas, apoiados sobre uma camada elastica e, ainda,
como um sistema de placas conectadas por algum tipo de camada, seja elastica ou até mesmo

viscoelastica.

Na prética, os exemplos de aplicacdo de placas simples aparecem em estruturas civis
(edificios), navais (navios) e aeronauticas (avides) (OTA, 2016). Tratando-se da construcao
civil, pode-se citar a aplicacdo de modelos de placas simples em lajes de edificios, em tampas
de elementos de drenagem (bueiros, bocas de lobo). Em se tratando de placas duplas conectadas
por uma camada elastica, esses sistemas podem ser encontrados em viadutos, sistemas de decks,
pontes, pavimentos rigidos, galerias de drenagem, placas sanduiches, nanoplacas de grafeno
(PEREIRA, 2020) e (GBADEYAN, 2019).

As placas podem ser definidas como elementos tridimensionais, onde suas dimensoes
no plano sdo preponderantes diante de sua espessura, 0 que permite assumir uma representacao
plana para descrever o modelo, definido no plano médio da mesma. Além disso, esse elemento
possui 0 carregamento sendo necessariamente aplicado perpendicularmente ao seu plano médio
(PEREIRA, 2002 e REDDY, 2007). Quando essas placas aparecem ligadas e trabalhando
conjuntamente por meio de uma interacdo promovida através de uma camada elastica, surgem

entdo os sistemas duplos de placas elasticamente conectadas.

Para fazer o estudo do comportamento mecanico das placas existem algumas teorias que
fornecem hipéteses e que, a depender da robustez do projeto estrutural, vai ser a mais adequada
a ser utilizada. A teoria de Kirchhoff (1850), também conhecida por teoria classica, traz
hipdteses que podem ser aplicadas a placas de comportamento elastico linear, delgadas, com
pequenos deslocamentos e conservacgéo da planicidade da secdo transversal juntamente com sua
ortogonalidade com o plano médio da placa, implicando na desconsideracdo dos efeitos de
cisalhamento. A teoria classica resulta em uma equacgdo diferencial, governante, de quarta
ordem em termos de deslocamento transversal, requerendo apenas duas condi¢fes de contorno
naturais (ANDRADE, 2001). Para uma analise mais robusta onde se percebe, inclusive, os
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efeitos decorrentes do cisalhamento, pode-se citar duas teorias: a de Reissner (1945) e a de
Mindlin (1951), ambas compartilham de muita similaridade em suas hipéteses formuladoras,
diferindo no fato que enquanto Reissner trabalha com distribuicdes pré-definidas (assumidas)
de tensBes normais e tangenciais ao longo da espessura, Mindlin considera distribuicdes pré-
definidas para os deslocamentos. Ambas as teorias sdo aptas a tratar tanto problemas de placas
delgadas, como de placas espessas e em ambas se verifica um sistema de equagdes diferenciais
condensado de sexta ordem quando escrita apenas em funcdo dos deslocamentos transversais,
onde se faz necessario a aplicacdo de trés condi¢bes de contorno essenciais (CHINNABOON
etal., 2011).

Ja com relacdo as camadas elasticas, essas podem ser representadas por modelos fisico-
matematicos que podem incorporar o problema com diversos niveis de detalhamento, tais como
as abordagens do meio continuo (teoria da elasticidade) ou modelos discretos de fundacao
elastica. Dois modelos bastante utilizados para fins de modelagem de fundacéo eléstica sdo o
modelo de Winkler (1867), o qual trabalha apenas com um parametro e leva em consideracéao
a proporcionalidade entre a carga aplicada e os deslocamentos nas molas. E 0 modelo de
Pasternak (1954), mais sofisticado, que leva em consideragdo dois parametros independentes
para prever a reagdo das molas quando submetida a a¢gBes, um desses parametros € 0 mesmo do
modelo de Winkler e outro visa reproduzir os efeitos de cisalnamento entre as molas (ALTOE,
2009).

Em termos de solugbes analiticas, para esse tipo de andlise e, para placas isoladas,
existem os bem conhecidos métodos de Navier e Levy. Ambos trabalham com a formulacéo do
carregamento e dos deslocamentos e rotacfes em termos de séries trigonométricas, a primeira
sugere séries de duplos senos e/ou cossenos e a segunda propde séries simples de senos e
cossenos, Timoshenko e Woinowsky (1959). Devido, justamente, as fungdes trigonométricas
assumidas para cada caso de solucdo, a proposta de Navier é apenas aplicavel para placas
retangulares com todas as bordas simplesmente apoiadas, o que ndo permite grande
flexibilidade na elaboracédo de projetos. E a solugdo de Levy é aplicavel a placas retangulares,

com pelo menos duas bordas opostas simplesmente apoiadas, percebendo maior liberdade.

Diversos trabalhos envolvendo solugdes analiticas e numéricas ja foram publicados com
0 intuito de entender as placas simples delgadas (teoria de Kirchoff) apoiada em bases elasticas.
Em 1997, Omurtag et al. (1997), fizeram uma analise dinamica envolvendo uma placa simples
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apoiada em uma camada elastica de pasternak, onde a determinacdo das vibracGes livres foi
obtida via 0 método dos elementos finitos baseado no diferencial de Gateaux.

No que se refere a estudos envolvendo a teoria de Mindlin, pode-se citar, Shi et al.
(2017), fizeram estudos de vibrag0es livres e forgcadas em placas retangulares apoiadas em bases
elasticas de winkler ou Pasternak, para tanto foi utilizado o método que envolve as séries de
Fourier. Rajesh e Koppanati (2018) e Kim et al. (2021), trabalharam na determinacdo das
vibraces livres em placas retangulares. O primeiro, no entanto, desenvolveu um novo método
para determinar tais grandezas com um sistema composto por placa simples com espessura
moderada e se encontrava sobre uma camada elastica de Pasternak, enquanto o segundo foi
feito para placas duplas ligadas entre si por uma camada elastica, segundo o método que envolve

a auséncia de malhas.

Outro trabalho focado na determinacdo de vibracbes é apresentado por Shen et al.
(2001), o mesmo trabalhou as placas simples com todos os lados simplesmente apoiados, sendo
suportada por uma camada elastica de Pasternak e, além de considerar a influéncia do

cisalhamento, efeitos térmicos foram levados em conta.

Um outro estudo sobre placas espessas foi realizado por Nobakhti e Aghdam (2011),
fazendo uma andlise estéatica dessas placas simples sobre uma fundacdo de Pasternak, o estudo
envolveu a analise de varias condi¢es de contorno na placa. Um trabalho envolvendo o método
dos elementos de contorno para a analise do sistema duplo de placa finas conectadas por uma
camada de Winkler foi realizado por Pereira (2020) e Pereira et al. (2022), além do método
numérico, as solucdes analiticas também foram desenvolvidas, diversos casos de combinagéo
de carregamentos e condigdes de contorno foram abordados. Elias (2021), desenvolveu um
elemento finito quadrilatero para placas simples usando fundamentos da teoria de Mindlin,
baseando-se no principio variacional, onde alguns casos de condi¢des de contorno foram por
ele analisados. Outros trabalhos também envolveram a determinacdo das vibraces em placas,
a saber: Rosa e Lippiello (2008); Swamida e Kunukkasseril (1973) e (1975).

Além desses, Da Veiga et al. (2012) se envolveu em estudos baseados na teoria de
Reissner-Mindlin, onde formulou um elemento finito para estimar os momentos fletores em
placas simples engastadas. Outro estudo que considera as hipoteses de Reissner e faz o0 uso de
elementos finitos para analise de placa simples e visto em Pereira (2002). Liu et al. (2022)
elaborou um elemento finito para o estudo da flexdo em placas simples decorrentes das
hipbteses de Reissner-Mindlin. Altoé (2015), ainda trabalhando no estudo de placas simples e
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usando a metodologia de elementos de contorno, examinou as placas de Reissner, simplesmente
apoiadas e engastadas, suportadas pela base de Pasternak. Estudos de placas simples
envolvendo o método dos elementos de contorno a luz da teoria de placa de Reissner podem
ser citados, como, (RIBEIRO, 1992); (SILVA, 1996) e (ANDRADE, 2001), nos trés estudos,
as placas eram isoladas.

O estudo de placas duplas tem recebido bem menos atencdo que os problemas de placas
simples. Oniszczuk (2000), analisou as vibracgdes transversais livres em placas duplas, segundo
a proposta analitica de Navier, conectadas entre si por uma camada de Winkler. O mesmo autor,
Oniszczuk (2004), ampliou seus estudos sobre 0 mesmo sistema duplo de placas para entender
as vibragbes forcadas. Um estudo mais complexo realizado por Stojanovic et al. (2015),
direcionou-se as vibragdes naturais em sistemas de multiplas placas conectadas entre si por uma
camada elastica de Winkler, levando em conta as hipdteses da teoria classica, da teoria de
Mindlin e da teoria de Reddy e, além disso, também verificaram as cargas criticas de flambagem
nesses sistemas. Millar e David (2015), se ocuparam em entender o problema de flambagem
que envolve os sistemas de placas simplesmente apoiadas, para tal feito foi utilizado a
metodologia de elementos finitos. Nasirshoaibi e Mohammadi (2015a) e Nasirshoaibi e
Mohammadi (2015b), preocuparam-se em fazer a analise das placas duplas ligadas por uma
camada de Pasternak, extraindo resultados sobre vibragdes livres e forcadas mediante solucéo

analitica. Hedrih (2006) também estudou vibrac6es em sistemas duplos de placas de Kirchhoff.

Conforme descrito anteriormente, nota-se que por mais que existam alguns trabalhos
envolvendo placas duplas, a maioria foi direcionada para estudar problemas de vibracdo. Além
disso, a maior parte considera que as placas sdo delgadas ligadas por uma camada elastica de
Winkler. No entanto, notam-se lacunas no entendimento dos deslocamentos e rotacfes em
sistemas duplos de placas de Mindlin, Reissner e Kirchhoff ligados entre si por uma camada
elastica de Pasternak, sendo entdo a proposta deste trabalho, que é apresentar soluc6es analiticas

para esse tipo de sistema, sob certas condi¢des de carregamentos e condigdes de contorno.

2. Objetivo Geral

Deduzir solugdes analiticas para lidar com sistema de placas duplas elasticamente
conectados.

Objetivos especificos
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a) Deduzir solugdo analitica via método de Navier para sistemas de placas de
Reissner/Mindlin retangulares para casos especificos de carregamento e condi¢Bes
de contorno;

b) Deduzir solucdo analitica via método de Levy/Homander para sistemas de placas de
Reissner/Mindlin retangulares para casos especificos de carregamento e condi¢des

de contorno;

3. Fundamentacéo Tedrica

Nesta secdo, serdo discutidas e apresentadas, com brevidade, as principais formulagdes,
hipoteses, equacbes, bem como outras consideracGes acerca das teorias de placas de Kirchhoff,
Mindlin e Reissner, além do modelo de camada elastica de Pasternak e de algumas relacdes
apresentadas na teoria da elasticidade. Para mais detalhes e aprofundamento, o leitor pode
consultar os trabalhos de Kirchhoff (1850); Reissner (1945); Mindlin (1951); Timoshenko e
Goodier (1980); Ribeiro (1992); Mesquita (1998); Wang et al. (2000); Pereira (2002), Altoé
(2009) e Maciel (2020).

3.1  Equagdes Constitutivas do Estado Tridimensional

Considerando o elemento infinitesimal cubico apresentado na figura a seguir, Fig. 1, cujos
eixos coordenados sdo x,y,e z e suas dimensbes sdo dx,dy e dz, respectivamente. Nele é
possivel observar as tensfes de cisalhamento e tensdes normais com seus sentidos positivos.
Outra consideracdo importante € que os elementos estruturais estdo submetidos a pequenos

campos de deslocamentos e deformacdes.

Figura 1: Modelo Cubico Infinitesimal.

g

Oz

Fonte: Adaptado de Timoshenko e Goodier (1980)
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De acordo com Timoshenko e Goodier (1980), sabe-se que as tensdes de cisalhamento em
planos perpendiculares sdo iguais:

Txy = Tyxs Tzx = Txz s Tzy = Tyz (1a'b)

Agora, partindo da representacao que os deslocamentos axiais nos planos coordenados sdo
dados por u,v,e w para 0s eixos x,y, e z, respectivamente, as componentes de deformacao

unitéria e de distorcdo, no elemento da Fig. 1, sdo dadas pelas seguintes expressoes:

e _ ou e _0v | g_aw (2ac)
X7 9x ’ Yy T oy’ zZ7 3z
yxy—ay ox '’ Vaz = oz  ox '’ yyz—az oy

Da Lei de Hooke para materiais homogéneos, isotrépicos e elastolineares, as seguintes
relacfes constitutivas sdo validas para um elemento submetido as trés componentes de tensdo

normal:

1 1 1

E(O'x — v(ay + az)) ; & =% (o) —v(ox +0,); & =% (0, — v(ax + oy)

Ex =
(4a-c)

O aparecimento do coeficiente de Poisson (v) se deve ao fato que, se um elemento sofre
uma deformacdo em uma direcdo, nas demais direcdes deformacgdes com sinais opostos serdo

percebidas. O "E" é chamado de mddulo de elasticidade axial.

As relagdes das tensdes de cisalhamento com as correspondentes distor¢fes podem ser

escritas como:

_ Iy, _ Txz | _ tyz
Yay = ¢ Vxz = % ) Vyz = (5a-c)
E . . P ..
Onde; G = é conhecido por modulo de elasticidade transversal.

2(14+v)

3.2 Teoria Classica de Placas

A teoria classica de placas ou teoria de Kirchhoff (1850) é uma teoria desenvolvida para
tratar de problemas que envolvem placas simples delgadas. Nesta teoria, as seguintes hipbteses

séo assumidas:
a) A espessura da placa é pequena quando comparada com seu comprimento e largura;
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b) A placa se constitui de material eléstico-linear, isotrépico e homogéneo;

C) Uma linha originalmente reta e perpendicular ao plano médio da placa, continua reta e

perpendicular ao plano depois da deformacéo;
d) As componentes tangenciais sdo nulas nas superficies da placa;
e) As tensdes normais na direcdo vertical sdo desprezadas;

A hipotese "c" traz como consequéncia uma distribuicdo linear das tensdes normais ao

longo da espessura da placa, sendo essas tensdes maximas nas bordas e nulo no plano médio.

Para descrever a cinematica da placa de Kirchhoff, considere a Fig. 2, onde uma placa
de espessura "h", na sua posic¢ao indeformada (em contorno preto) e deformada (em contorno
vermelho) é apresentada. E possivel perceber que todos os pontos da secéo transversal "AB"
sofrem um deslocamento "w" e que essa se¢édo rotaciona de modo que 0s pontos A e B assumem

a posicdo A’ e B’ , sofrendo um deslocamento horizontal "v".

Uma ampliacdo da regido tracejada da Fig. 2 € mostrada na Fig. 3, para uma melhor

analise dos deslocamentos e rotagdes.

Figura 2: Modelo Cinematico de Placa Simples de Kirchhoff

Fonte: Autor (2022)

As distorcdes relacionadas a placa sao apresentadas nas Eqgs. 6:

2%w 62w) _ 2%w ow ow

yxy:_z(@ 0ydx Zaxay; )/xZ:E+9x=O; yyz=a—y+9y=0

(6a-c)
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Nota-se, pela geometria da figura, que o deslocamento "v" percebido pelo ponto B, pode

ser escrito em funcéo da distancia "z" em relagdo ao eixo central e da rotagéo "6,". O "6," por

sua vez é a tangente do angulo formado devido a rotagdo da secdo AB.

v = z0, (7)

Ainda, pode-se concluir que devido ao fato que as distorgdes nos planos “xz” ¢ “yz” serem
assumidas como nulas, 0 "6,," passa a ser o contrario da derivada do deslocamento transversal,

observar EQgs. 6b e 6c, assim a Eq. 7, pode ser reescrita como mostrado a seguir:

ow
v=2z0,=— . (8)

Figura 3: Cinemética da Placa de Kirchhoff

% 5 DEL .
/B:JB‘ —— 1 T
6,=dw/dy 7

Z
Yy y

Fonte: Autor (2022)

Por analogia ao plano "yz", o deslocamento horizontal no plano “xz” pode ser escrito por:

ow
u = —Za (9)

Substituindo as Egs. 7 e 9 nas Eqgs. 2 e 3, as deformacg6es na placa podem ser obtidas,
como mostra as Eqgs.10. E importante pontuar que devido a hip6tese "e", ndo deve existir

deformacéo na direcéo "z".

02w 22w

Ey = — Fye) ; &y = —Za—y2 ; & =0 (10a-c)

Uma vez definida as deformacdes e distor¢Oes ocasionadas pela flexdo, parte-se para a

obtencgéo dos esforc¢des internos. Para obter os momentos fletores e torcores, séo substituidas
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as Egs. (6) e (10) nas Eqgs. (4) e (5) e, apds algumas manipulagdes algébricas, basta integrar as
tensdes obtidas ao longo da espessura da placa. Assim, tem-se:

E 92w 0%w
Oy = - (—Z (axz + Va_yz)> (11)
_E 0%w 22w 12
oy =15~z (5F T v5e) (12)
2%w
Ty = —2Z 6x6yG (13)

Integrando na espessura as expressoes anteriores, resulta:

a2 a2
My =D (55 +v55) (14)
_ 2w 2%w
My = =D (G +v ) (15)
My, = My, = =D(1 —v) (axay) (16)
Sendo D = _Bn® € 0 modulo de rigidez a flexdo da placa.

12(1-v3)

Segundo Wang et al. (2000), para a teoria de Kirchhoff, a primeira variacdo do funcional
associado a placa em termos de momentos, deslocamentos e da carga externa aplicada, é dada

pela expressdo:

928w 926w

yaz

926w

dn+f Y 3y

I, My~ ——dQ+ [, 2My,——d0 — [, qgswd2 =0 17)

Seguindo com a integragdo por partes, de modo apropriado, na Eq. 17, chega-se em uma

relacdo ponderada por Sw:

0% M, %M, 9’M
fﬂ(ax2+zaay+ >+ q)éwd =0 (18)

Como a variagdo do Sw ndo pode ser zero, entdo, conclui-se que a equacao equilibrio seré:

0%My 0%Myy, =~ 0°M,, _
Py + 2 o9y + 3y7 +q=0 (19)

Aplicando as Eqgs. 14, 15 e 16 na Eqg.19. Chega-se na equacao governante do sistema em

termos de deslocamento transversal, Eq. 20.
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o*w 04w o*'w _ q

dx* 0x20y? W ) (20)

Considerando o equilibrio do elemento tridimensional devido aos esforgos internos e acdes
externas aplicadas, podem ser escritas as equacdes dos esforcos cortantes nos planos "xz" e

"yz” em termo das derivadas dos momentos, ver Eq. 21 e 22.

OM, , OMjy

="+, (21)
oM,  OMy

&= +t5 (22)

Se for feita a substituicdo das Eqs. 14, 15 e 16 nas Eqs. 21 e 22, 0s cortantes em termos

de deslocamento transversal sdo expressos:

_ 23w 23w
Qx =-D (ﬁ + 6x6y2) (23)
=-p(%y+2m) (24)
Qy - ay3 = dydx2

A representacdo dos momentos atuantes, bem como dos esforgos cortantes podem ser
visualizadas na Fig. 4.

Notar que na Eq. 20 foi desprezado o efeito da aplicagdo de momentos externos e "q"

representa uma forga externa aplicada.

Figura 4: Representacéo dos Esforgos Internos na Placa Simples

z

£
1
F
’é:)e B —Ir\ug,é;
'E
;—I
&

Fonte: Autor (2022)
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3.3 Teoria de Placas de Mindlin

A teoria de placas de Mindlin (1951) possui um maior campo de aplicacdo, ou seja, pode
ser aplicado tanto para placas delgadas como para placas espessas. Assim, como também sera
visto na proxima sec¢do, a diferenca crucial entre as hipoteses assumidas nas teorias de Mindlin
e Reissner em relacédo a de Kirchhoff, consiste na consideracdo dos efeitos de distor¢do nas

secOes transversais. Nesta teoria, as seguintes hipoteses sdo assumidas:
a) A espessura da placa é pequena quando comparada com seu comprimento e largura;
b) A placa se constitui de material elastico-linear, isotropico e homogéneo;

c) Devido aos efeitos oriundos da deformacdo por cisalhamento transversal, uma reta
inicialmente perpendicular ao plano médio da placa continua reta, porém, ndo mais

perpendicular ao plano médio da placa ap6s a sua deformacéo;
d) As componentes tangenciais sao nulas nas superficies da placa;
e) As tensdes normais na direcdo vertical sdo desprezadas.

Nesta teoria, uma distribuicdo linear das tensées normais e uma distribuicdo quadratica

das tensdes tangenciais ao longo da espessura da placa séo percebidas.

Para descrever a cinematica da placa de Mindlin, considere a Fig. 5, onde, mais uma
vez, uma placa de espessura "h", na sua posi¢do indeformada (em contorno preto) e deformada
(em contorno vermelho) € apresentada. Diferente da teoria de Kirchoff, a rotacdo final que a
secdo sofre ndo é mais decorrente apenas da flexao, ou seja, de um movimento de corpo rigido,
mas na verdade passa a ser a consideracdo simultanea da rotacdo decorrente do efeito de

distorcado e da rotacdo de corpo rigido, devido a flexdo. Veja mais detalhes.

Na Figura 6, a reta de posicdo inicial OB assume a posicdo OB’ decorrente da flexdo
(movimento de corpo rigido) e, assume a posicdo OB’ decorrente da distor¢cdo. O efeito da
distorcdo gera originalmente uma curva (OB'") ao invés da forma linear OB’, entretanto, por

simplicidade, a distorcdo média é considerada e a forma linear assumida.

Mais uma vez, as distor¢fes na placa oriundas dos efeitos de cisalhamento séo

apresentadas a seguir:

00, 0 9y) aw ow

yxy=z(ay + ) sz=a+9xi yyz=a—y+9y (25a-c)
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Figura 5: Modelo Cinematico de Placa Simples de Mindlin

Autor: Autor (2022)

Nota-se, pela geometria da Fig. 6, que o deslocamento "v", percebido pelo ponto B', pode

ser escrito em funcdo da distancia "z" em relagdo ao eixo central e da rotacdo "6,,".

v =26, (26)

Figura 6: Cinematica da Placa de Mindlin

B B” DET.2
—lr_/  —

N

Fonte: Autor (2022)

Fazendo uma analise semelhante no plano "xz" os deslocamentos horizontais podem ser

escritos por:

u=z0, (27)
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Agora, fazendo um processo semelhante ao aplicado a teoria de Kirchhoff, tem-se as
deformagdes na placa de Mindlin.

00, _ .00y

Ex =Z - ey—zay,

g, =0 (28a-c)

Segue também a obtencdo das tensGes normais e cisalhantes, como resultado das

deformac0es trazidas nas Eqs. 25 e 28, as quais sdo substituidas nas Eqs. 4 e 5 e fornecem:

o= (e v) &
0y = o (% + V%) (30)
Tyy = Z (% %) G; Ty = (Z—: + Hx) G; ;o Ty = (% + Gy) G (31a-c)

Multiplicando as expressdes anteriores e as integrando na espessura de cada elemento em

relacdo ao plano de referéncia, tem-se os momentos fletores, torgores e forgas cortantes:

M, =D (52 +vZ2) (32)
My =D (52 +vE) (33)
My = My, = 262 (324 22) (34)
Qx = kGh (3= + 6,.) (35)
Q, = kGh (";—”y” +6,) (36)

Notar que a quantidade "k" é definida como um fator de correcdo das deformacgdes de
cisalhamento atuantes na normal ao plano de referéncia e que a mesma visa corrigir a hipotese
inicial de que as tensdes cisalhantes sdo constantes ao longo da espessura da placa, algo que
ndo possui sustentagdo fisica. Quando se usa o fator de correcdo, as tensdes cisalhantes variam
ao longo da espessura de modo quadréatico, sendo maximo no plano médio e nula nas bordas.

O valor de "k" depende ndo sé da geometria da se¢do, mas também das condicdes de contorno

2
da placa, Pereira (2002) apresentou esse valor como sendo % para a placa de Mindlin.
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Agora, a intencdo € apresentar a equagdo variacional associada a teoria de placas de
Mindlin, a mesma é mostrada na sequéncia em funcdo dos momentos e deslocamentos

generalizados, bem como do carregamento externo, Wang et al. (2000). Ver Eq. 37.

[, M 22240+ [, M, 659y o+ [, My, ("’55" D2 dn + [, (66, +22)da + f, 0, (56, +
"‘””) d2— [, qéwd2 =0 (37)

Seguindo com a integragé@o por partes, de modo apropriado, na Eq. 37, chega-se em uma

relagdo ponderada por éw, 56,, 56,

I~ (s owan ]~ (i 0 Jan an, (2=, =0

(38)

Como nenhuma dessas variagdes, éw, §6,, 56, , podem ser zero, entdo, conclui-se que a

equac0es de equilibrio sera:

_90x 99y _
ax oy 1 (39a)
OM,  OMyy _

OMyy aMy

Tk oy T = (39c)

Notar que na Eq. 37 foi desprezado o efeito de aplicacdo de momentos externos e "g

representa uma forcga externa aplicada.

Finalmente, se for substituido as Egs. 32 a 36 nas Egs. 39, o sistema de equacbes
governantes da placa de Mindlin em termos dos deslocamentos e rotacfes podem ser extraidos

como seqgue:

DU (S + S5+ 52+ 52) = — (402)
D(S+ 452 ifj; + A (2 6) =0 (40b)
D(L + LN, A o) _ (2, ) = (400)
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34 Teoria de Placas de Reissner

Quando for assumido 0 modelo de Reissner (1945) para representar as placas, as hipoteses
a, b e d que aparecem nas consideracdes do modelo de Mindlin sdo mantidas. Além disso, sdo
assumidas que as tensfes normais e tangenciais ao longo da espessura variem linearmente e
quadraticamente, respectivamente. A Fig. 6, a qual representa a cinemaética da placa de Mindlin,

pode ser utilizada para a placa de Reissner sem nenhuma implicacao.

No entanto, uma observacdo crucial se faz necessaria. Enquanto no modelo do Mindlin os
deslocamentos generalizados sdo valores tomados nos pontos contidos no plano médio da placa.

Para Reissner, os deslocamentos generalizados sdo valores ponderados ao longo da espessura.

Com relacéo as tensbes normais que atuam na direcdo vertical, essas séo assumidas como
sendo:

azzig, em z=+

NS

(41)

Como consequéncia dessa hipdtese, a deformacdo na direcdo "z" ndo € mais nula. Pode-se
escrever, segundo Reissner (1947), as seguintes expressdes para as tensdes normais e

cisalhantes atuando na placa:

7= 2o (G4 v ) @)
oy = 2D (52 +v5%) (43)
=20 (- 2)) @
ey =2(52+32)6 tw=(5+6)6 .= (5+6)6 (45a-c)

Sendo, 6,; 6,; w os deslocamentos ponderados ao longo da espessura e dados por:

h h h )
6r = 12 [Phuszdz; 0y =2 [Puyzdz; w = [, [1 -(®) ]dz (46a-c)
2 2 2

Onde, u,, u, e u, sdo os deslocamentos reais nas trés direcdes, em um ponto qualquer da

placa, para uma certa altura z.
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Na andlise da placa de Reissner, um estudo envolvendo o funcional de energia associado a
placa se faz necessario. Nesse caso, é aplicado o principio variacional de modo que a energia
total do sistema seja zero, ou seja, a energia associada a placa devido ao trabalho interno menos
o0 trabalho externo das cargas deve ser nulo. Maciel (2020) traz de forma explicita essa

expressao, como segue:

[, M 22240+ [, M, 659y o+ [, My, ("’55" W) d0 + [, Qx, (86, +Z2)d2 + f, 0, (66, +
aaw) a0 - [, qwda - —fn = [M,% + M2 — 2vM M, + 2(1 + v)MZ,|dQ — Ef [5h3 1 +v(Q%4 +
Qyz) - 152_: (Mx + Mx)q] d2 =0 (47)

Onde, My, M,,,e M,,, sdo 0s momentos obtidos pela integracdo das respectivas tensdes

normais e de cisalhamento ao longo da espessura. Da mesma forma, Q,, e Q,, Sdo as forcas
cortantes obtidas pela integracdo das tensdes de cisalhamento ao longo da espessura.
Finalmente, g € a carga externa aplicada na placa. Mais detalhes dessas expressdes podem ser

vistos na dissertacdo de Maciel (2020).

Definido, acima, o funcional de energia. Depois de algumas manipulagdes envolvendo o
calculo diferencial e variacional, as equacdes de equilibrio podem ser obtidas, que por sinal séo
iguais as Egs. 39, apresentadas para a teoria de Mindlin. Podem ser obtidas, ainda, 0s momentos
e as forgas cortantes, bem como a equacdo governante para esse modelo de placa, (MACIEL,
2020).

M,=D (% + v%) + (1_1)/123—1 (48)
My =D (69y T ia?) + (1—11//)122_; (49)
My = My, = 262 (T4 22) (50)
0, —kGh(ax+9) (51)
Q, —kGh(ay+9) (52)

. 10 5 .
No caso de Reissner, 0 A% = > €0 fator k = - Restando agora escrever o sistema

governante, desprezando a existéncia de momento externo aplicado. Entéo:

0%w | 0%w | 06y 6& _
D(ﬁ+ﬁ+a+ay)— q (53a)
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026, | (1-v) 026, | (1+v) 9*6y\  kEh (ow _ aq
D(axz + 2 dy? 2 6x6y) 2(1+v) (ax Hx) - fator 0x (53b)
020y | (1-v)09%6y  (1+v) 8%6,\ _kEh (ow _ dq
D(ay2 + 2 0x2 + 2 6x6y) 2(1+v) (6_y + Hy) o fatOT'a (53C)
Onde, fator = (1_1;)/12

Nota-se que se o fator for igual a zero, as equagdes governantes de Reissner, recuperam

as equacdes governantes do modelo de Mindlin.

3.5  Fundacao de Pasternak

No modelo de fundacéo elastica de Pasternak (1954), representacdo esquematica vista na
Fig. 7, a camada se deforma segundo a mobilizacao de dois parametros independentes quando
da acdo de uma carga externa "q". Um desses parametros é conhecido por constante elastica de
Winkler, kw, e estd vinculado com a proposta de Fundacdo elastica de Winkler (1867). O
parametro "kw" esta relacionado com a carga aplicada "q" pela Eqg. 54 e no modelo de fundacao
de Winkler, os deslocamentos sdo considerados apenas em pontos logo abaixo da regido

carregada e nulo fora dessa regido de contato.

Figura 7: Representacdo Esquematica da Fundacédo de Pasternak

g

kp

T —— Ih

¥ G'J\JWT

Fonte: Autor (2022)

Para compor a fundacéo de Pasternak, um parametro adicional, kp, deve ser descrito. Esse,
por sua vez, busca traduzir os efeitos das interagcdes entre as molas que deixam de ter um
comportamento independente e, obviamente, os deslocamentos passam a ocorrer para além dos
pontos imediatamente abaixo das regides de contato. A Eq. 55 mostra como a carga externa "g"
interage com os dois pardmetros da fundacdo de Pasternak.
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q=k,w (54)

%w azw) (55)

q=kw—lky (55 +57
Sendo, "w" o deslocamento vertical da fundacdo devido a acéo da carga externa.

Observacdo relevante na Eq. 55 é que se o kp for tomado igual a zero, recai-se Eq. 54

que é justamente o modelo de Winkler.

4 Metodologia

Nesta secdo é apresentada a metodologia para obtencéo das solugc6es analiticas do problema

de placas duplas espessas.
4.1  Sistema Duplo de placas Retangulares Conectadas Elasticamente

Seja um sistema de placas duplas conectadas por meio uma camada eléstica, conforme

indicado na Fig.8.

Figura 8: Modelo de Placas Duplas Elasticamente Conectadas

J
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£

Fonte: Autor (2022)

A obtencéo das equacBes governantes para o sistema de placas indicado pode ser feita
por meio da utilizacdo do principio variacional, consistindo da minimizacdo do funcional de

energia do sistema.
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A primeira varia¢do desse funcional € apresentada na Eq. 56.

J, Map8bopd+ [, Tapd®apd + [, Qu(60, +6we)dR + [, Vo(6¢e +6v4)d2 + [ K, (w—
VSw —v)d2 + [ K, (wq— v, )8(w,q—v.0 )d2+ [ Ky(w,q— v, )(w,q— v, ) d2 —
J, 9,6wda~ [, g,6vd2 =0 (56)

Fazendo integragdes sucessivas e organizando os termos, pode-se, ao final desse

processo, chega-se em uma relagéo ponderada por éw, 66,, 56,

Jy (~Mepp +Q,)0,d2 + [, (~Topp + Ve, d2 + [, (=Q,, + K,(w—v) + K, (W~ v,,,) — g,)w d +

fn (—Va_a -K,(w—v) — Kp(w,zz— V) — g2)6v an =0 (57)

Novamente, como as variagdes éw, 66,, ¢, ndo podem ser nulas, isso implica que as

equac0es de equilibrio sdo escritas por:

—Mopp+ Q=0 (58a)
—Tapp+Va=0 (58b)
~Qua + KW =) + K,(Wqq= g ) — 9, = 0 (58¢)
Vi = KW = 0) = Ky (Wrg= Vg ) — 9, = 0 (580)

Aplicando as equacdes de momentos e esforcos cortantes, Egs. 48 a 52, nas Eqgs. 58, é
possivel obter o sistema de equacdes governante para a teoria em questdo, de forma compacta:

B B Uy f
Blfu} = ou [11 12]{ }:{1} 59
[Bl{u} = {f} B, B lu = U, (59)
Onde:
2 _ 92 2 a2 20
[al(v AR toxay aki 00 0
92 92 9
Bul=]  bi5g; a(VP-A)+bigs  —ady | [Bul={0 0 0
axdy ay ay 0 0 Ry - (ﬁ)vz
a 17} K = w
[ aAf — WY, % (s1+ V2 =Ky p1
2 12 ﬁ i _ 29
0 0 0 [az(v A3) +by - 25x3y 23—
92 92 P
[Bz1] = . R B K , [By,] =| 2 9% 0y a, (V2 —22) + b, P —az}\%a_y |
0 0 Ryz—GHV? o , o
aZ}\Z & az)\z 5 (52 + E)V - sz
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{u}=10x 8y WIT,{u}=[®x @y VI',{fi}=[0 0 —g]",{}=[0 0 —g]T,

Sendo:

B, @ SA0 as rotacdes, em x, na placa superior e inferior, respectivamente;

0y, @y sdo as rotacdes, em y, na placa superior e inferior, respectivamente;

w, v s80 0s deslocamentos transversais, em z , na placa superior e inferior, respectivamente;
g, e g, sdo os carregamentos distribuidos nas placas superior e inferior, respectivamente;
M e T sdo os momentos fletores nas placas superior e inferior, respectivamente;

Q e V sdo as forcas cortantes nas placas superior e inferior, respectivamente;

a=1,2; B =1,2. Perceba que a utilizacdo da notacdo indicial foi escolhida por questdo de

organizagdo, uma vez que as expressoes explicitas sdo muito longas.

E;hy3 E;h,3 « . x . .

;1 =——— D, =—22— 80 os modulos de flexdo das placas superior e inferior
12(1-v42) 12(1-v;2)

. . 1- 1+
respectivamente; V2(.) o operador Laplaciano: 82/0x? + 8%/dy?, a, = % b, = % a, =
Ve p =1z o (IVyizapz 0 g _Kwi o g Kwa

by = 0% s = (ON e = 12 Run = 12 @ Ry = 12

Além disso, tem-se as seguintes propriedades geométricas e fisicas para a placa superior: E;
(Médulo de elasticidade), v, (Coeficiente de Poisson), h,;(Espessura da placa), g, (Carga
aplicada na placa). Para a placa inferior, tem-se, de modo analogo, as propriedades E, (Mddulo
de elasticidade), v, (Coeficiente de Poisson), h,(Espessura da placa), g, (Carga aplicada na
placa), veja que nesse caso 0 g, € zero. Por fim, K,, € a rigidez da mola componente da camada
elastica, K, € o modulo de cisalhamento da fundacdo de Pasternak e, “a” e “b” sio as dimensdes

das placas.

4.2  Solucéo Analitica do Sistema

Nesta subsecéo sdo apresentadas as deducdes de sistemas de placas duplas pelos metodos
de Navier e Levy.

4.2.1 Método de Navier
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A solucdo analitica obtida pela abordagem de Navier € limitada as solugdes de placas
simplesmente apoiadas em todas as bordas, para tanto, equacdes de duplos senos e/ou cossenos
sdo assumidas de modo a satisfazer as condi¢des de contorno. Sendo assim, os deslocamentos,
rotaces e carregamentos das placas podem ser expandidos na forma das seguintes séries

trigonomeétricas:

W(xy) = Xi=1 Lne1 AmnSin(Xmx)sin(Yyy), (60a)
0.(x ) = Zine1 Tzt BmnSin(Xmx)cos(Yny), (60b)
By (x,y) = Xm=1Xn=1 Cmncos(XmX)sin(Ypy), (60c)
81(%,y) = Xin=1 Xn=1 GmnSIn(XpnX)sin(Yny), (60d)
V(%,Y) = Xm=12n=1 Dmnsin(Xpmx)sin(Y,y), (60e)
Ox(%,Y) = Xm=12n=1 Emnsin(Xmx)cos(Yny), (60f)
Py(x,y) = Xm=1Zn=1 Fmnc0s(Xpx)sin(Y,y), (609)
82(%,Y) = Xm=12n=1 Hnnsin(Xmx)sin(Y,y). (60h)

Sendo, X, = % ey, = n?“, "a" e "b" as dimensdes da placa, conforme indicado na Fig.

9. Os coeficientes Apnn, Bmns Cns Dmns Emn - Fmn, Gmn € Hmn devem ser determinados na
solucgéo do problema. Percebe-se que se forem utilizadas essas expansdes dadas nas Egs. 60, as
trés condicbes de contorno naturais para o caso simplesmente apoiado, w(x,y)=v(x,y)=0,
0x(x,y) = ox(x,y) =0e6,,(x,y) = @,,(x,y) =0,parax=0, x=a, y=0ey =asdo
automaticamente satisfeitas (TIMOSHENKO, 1989).

Figura 9: Modelo de Placas Duplas Elasticamente Conectadas (Solugdo de Navier).

Fonte: Autor (2022)

St _ Vi _ V2
Substituindo as Egs. 60 na Eq. 59 e sabendo que fatl = TEY e fat2 = G2

obtém-se:
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= (61)

B

C

Amn| _ XmGmnfatl YnGmnfatl Gmn XmHmnfatz  YpHmnfatz  Hmppop
E o, D, Dy D, D, D, )
F

D

Onde
I[ a;(Xm® + Y2) + 5 + by Xp? by X Yn $1Xm 1|
By =| b1 XmYn a;(Xm? 4+ Y2) +s1+b,Y,? s Y |
KD 2 2 1
$1%m s; Yy (s; + E)(Xm +Y2) + Ky
00 0 00 0
B..=[0 0 0 B =0 0 0
12 . Kp 2 2 21 e Kp 2 2
0 0 Ky —GHXn?+Y3) 0 0 —Kuz—GHXn”+Y3)
ay(Xm? + Y2) + 55 + byXp? by X Ya $2Xm
By, = b, XmYn a,(Xm” +Y2) +5; +b,Yp? $2Yn
Kp 2 2 —
$2Xm s, Yy (s, + E)(X"‘ +Y2) +Kus

As constantes dos carregamentos podem ser obtidas pela integracdo conveniente das
Egs. 60. d) e 60. h), resultando em:

G = ifob foa g1 (%, y) sin(X,x)sin(Y,y)dxdy, (62)

Hyp = ifob foa g,(%,y) sin(Xp,x)sin(Y,y)dxdy (63)

Se a carga for uniformemente distribuida, g(x,y) = Constante ou igual a g, e g, entdo:

G = nlﬁisin (?)2 sin (?)2 e Hp,= nwisin (%)2 sin (E)Z (64a-b)

Se a carga for em linha, paralela ao eixo y, uniforme e constate, g(x,y) = g;6(x, €),

i=1,2. Além disso, € ¢ a posi¢do em “x” que a carga em linha se encontra. Entdo:

Gpn = % (1- cos(mﬂ))\[% (1 —cos (erlTT[ s)) (65)

Hon = :%(1 - cos(mn))\/% (1 — cos (Zan 5)) (66)

Assim, tomando a Eg. 61, invertendo a matriz de fatores [B] e, em seguida,
multiplicando-a pelo vetor de carga, é possivel encontrar as constantes do vetor de

deslocamentos {u}. Finalmente, com essas constantes, 0s deslocamentos e as rotacdes desejadas
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podem ser encontradas a partir das Egs. 60. Na prética, a forma explicita do vetor de
deslocamentos {u} € de dificil obtencdo ja que a matriz [B] é de dimensédo 6, exigindo uma

grande capacidade de memoria e processamento dos computadores utilizados.

4.2.2 Método de Levy

No método de Levy, aplicavel apenas em placas retangulares e que necessariamente
contenham pelo menos dois lados opostos simplesmente apoiados, os deslocamentos, as

rotacdes e as cargas podem ser escritas em termos de uma serie simples de seno ou cosseno,

como segue:
WX, Y) = T, A ()sin(Xpmx) (67a)
6x(x,y) = Xim=1Bm(Y)cos(Xinx) (67b)
By(x,y) = Xim=1Cm()sin(Xmx) (67¢)
81(x,y) = Xin=1 Gm (Y)sin(Xyx) (67d)
v(x,y) = =1 D (¥)sin(Xx) (67¢)
@x(%y) = T Em(¥)cos(XpmX) (671)
Py(x,y) = Xm=1 Fn(y)sin(Xpnx) (679)
82(6y) = i1 Hn ()sin(Xpm) (67h)

As Equacdes 67 satisfazem, de forma automatica, as condi¢cdes de contorno da placa nos
lados simplesmente apoiados, ou seja, em x=0ex=a, e as funcdes

An(), Bu(®), Cu ), Din (), En(¥), Fn(y) sdo determinadas mediante a satisfagdo das

condigdes de contornoem y = ig , conforme mostrado na Fig. 10.
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Figura 10: Modelo de Placa Dupla Elasticamente Conectadas (Solucéo de Levy).

Fonte: Autor (2022).

Ao substituir as Egs. (67-a a 67-h) na Eq. (59), resulta no seguinte sistema de equacoes:

Bm

Cm
Bll BIZ] Am —
BZl B22

—XmGmfatl
mr T 0 —
Fm
Dy

Ifa1d2 — (Xm +51) biXm
Onde: Bn_i by X —

d
Sld_y

0 0 0
0 0 0
B12 - e K, 2 42
0 0 (Ruy—2)(-Xp2+ dTy)
a2 , d
a a2 Xm“ +s2) bzxmd_y
d d?
B, = —b,Xm d_y —(aXm* +52) + pe
d
S2Xm S2 d_y (s2+
Com,

2

= K, , d = K, , &
a36 = (K1 —E) —Xm +E e a63 = (Ky» _E) —Xn + =

[ Gm  —XmHmfat2
Enl ™ D1 Dy D3

dZ
—(a;Xm® +s1) + Ty

0 —Imr (68)

=

—51Xm 1
. | all al2 al3
—S; & = |—-al2 a22 a23
K a2 _ al3 —a23 a33
(Sl + D_i) (_sz + dTy) - KWIJ

0 0 0
0 0 0
BZl - Y K, 5 42
0 0 (Ruz—30(-x2+%)
_SZXm
d a44 a45 a46
szd— =|—a45 a55 a56
y a46 —a56 a66

d? -
o9 (435 e

dzy

Percebe-se, entdo, que a Eg. 67 é um sistema de equacdes diferenciais ordinarias

acopladas, o que é um fator de complexidade adicional para a constru¢do de uma solucéo
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analitica. Assim, se for aplicado um processo de transformacdo das equacgdes acopladas em
equacOes desacopladas equivalentes, pode-se atenuar as dificuldades em se obter as solugdes
do problema inicial. Desse modo, recorreu-se ao método de Hormander (1963), que € uma
técnica de desacoplamento em que uma funcdo escalar W € usada para escrever todas as

variaveis em termos de se propria.
Seja o sistema, em forma matricial, apresentado a seguir:

Onde G € o vetor das incognitas.

Para produzir o desacoplamento, Hormander escreve o vetor das incognitas em termos

de uma funcdo escalar:

G=BOT+y (70)

Onde, "B€°" ¢ a matriz de cofatores de “B”. Substituindo a Eq. 70 na Eq. 69, chega-se:

Bx (BT «y=f (71)

Pela defini¢do de matriz inversa, sabe-se que:

coT
B-1 = % ou (BT = B~1 « |B| (72)

Onde, |B| é o determinante da matriz B.
Substituindo a Eq. 72 na Eq. 71, obtém-se:

B*B™ 1« |B|*¥Y=f ou [#|B|*W¥=f (73)

Onde, I é a matriz identidade.

Assumindo que o vetor de carga é dado por: f = I * f;, € possivel substituir essa relacéo

na Eq. 73 e obter a seguinte equacdo diferencial desacoplada equivalente:
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Onde f;, € o termo do vetor de carga gque se encontra na linha i.

Nesse momento, o sistema é resolvido de modo a encontrar a fungdo "W" para
posteriormente retornar as variaveis originais do problema. Para retomar as varidveis originais

do problema, basta fazer:

G=B1x|B|*Wxn (75)

Sendo, "m" um vetor onde todos os termos s&o nulos, menos aquele correspondente a

posicao i do termo do vetor de carga considerado.

Para aplicacdo da técnica de desacoplamento na Eq. 68, ela vai ser previamente reescrita

como:
r —Xm*Gm#v
all al2 al3 0 0 0 Bm Dyr(1—v)AZ
—al2 a22 a23 o0 0 0 Cm 0
al3 —a23 a33 0 0 a36 Am| _ —Gm _
0 0 0 a44 a45 ad6 |7|E,|T| o ou BxG=f (76)
0 0 0 —a45 a55 a56 Fi, 0
0 0 a63 a46 —a56 a66 1 LD, 8

Convém notar que o modelo de placas de Mindlin exige que fat1 = 0. Ja para obtencédo
da solucéo para a placa de Reissner pode ser obtida pela superposicdo da solucéo da placa de

Mindlin e de uma solu¢do complementar:

Bm Bml BmZ
Cm le sz
Am Aml AmZ

= + 77
Em Eml Emz ( )
l:“m le l:“m2
Dm Dml Dm2

Onde o indice 2 implica na solucdo de Mindlin e o indice 1 na solugdo complementar.

Levando em conta a superposicao descrita na Eq. 77, a Eq. 76 pode ser subdividida como:
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rall  al2 al3 0 0 0 7 [Bmpy [mrGmev
Dy*(1-V)*A2
—-al2 a22 a23 o0 0 0 Con1 0
al3 -—a23 a33 0 0 R Ay
= 0
0 0 0 a44 a45 a46 |"|E., 0 (78)
0 0 0 —a45 a55 ab56 Fin1 0
0 0 K,, a46 —a56 a66 | LDl 0
rall  al2 al3 0 0 0 1 Bme1 [
—al2 a22 a23 0 0 0 Crmz 8
—~ —Gm
al3 —a23 a33 0 0 Ruwi |, [Amz|_|7; (79)
0 0 0 a44 ad5 a46 Em> 0
0 0 0 —a45 a55 ab56 Fin2 0
0 0 K,, a46 —a56 a66 | LDl 0
Desacoplando a equacdo da placa de Mindlin Eq. 79 pelo método de Hormander fica:
d12 d10 d8 d6 d4- d2 —Gm
(ttl a7y + tt2 aiy + tt3 =y + ttALdTy + tt5 oy + tt6dTy + tt7) ¥=—- (80)
Onde,
Bl=(tt1 - + 24 + 3% 4 14 4 tt5 2 + tt6-2 + tt7), W 6 a funcdo escal
| |-(tt qizy T2 g, H 8 o+t + S T + 6 oo+ tt ) é a funcdo escalar que

. . —-Gm . .
val desacoplar o sistemae W representa 0 carregamento na placa superior. Convém notar que

tt1, tt2, tt3, tt4, tt5, tt6 e tt7 sdo combinacdesdeal, a2, bl, b2, s1, s2, K1, Ky € Xm
, as quais foram aqui omitidas por serem expresses muito longas. E importante ressaltar que
esses termos sdo constantes para cada parcela da série trigonométrica, ou seja, para cada valor
de “m”. A solugdo da Eq. 80 deve ser obtida pelos métodos tradicionais de solucdo de EDO,
em duas partes, sendo uma delas a solu¢cdo da homogénea, do seu polindmio caracteristico e a

outra uma solucdo particular. Somando-se essas duas parcelas é encontrado a solugédo geral.

Uma solucdo particular pode ser obtida se for considerado que as funcdes dos
deslocamentos generalizados sdo constantes no sistema dado na Eq.68, o que leva a cancelar
todos os termos com derivadas na matriz [B] desse sistema. Depois da eliminacdo dos termos
de derivados na matriz [B] e invertendo a mesma e, finalmente, multiplicando pelo vetor de
carga do sistema das Egs. 78 e 79, € possivel encontrar uma expressao para cada funcdo, App;,
Bpm1: Cpm1s Fpm1: Epm1 € Dpm1 € Apm2, Bpm2: Cpm2: Fpm2: Epm2 € Dpmz , Onde os indices
“1” estdo relacionados a placa de Mindlin e o indice “2” ¢ a consideragdo do efeito da placa de

Reissner. como segue:
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_Cpml_
Bpml
Apml
Fpml
Epml

_mel_

_Cpmz_
Bpm2
Apmz
Fpmz
Epmz

—(Gms1(Rwz+Xm+Kp2 X2) 52+ X2 Rwa +Kp2Xm))
D1 X3 ((Rwz+Roys + X5+ (Ko + K1 ) X2 ) 51+ X2 Rows +Kpa Xy )2+ (X3 Ruwa +Kp2 Xi )51
0
(G (51 +X50) (Rwz + X7 +Kp2 Xin )52+ Xim Kw +Kp2 X
Dy X ((Rwz+Rows + X5+ (Ko + K1 ) X2 ) 51+ X2 Rows +Kpa Xy )2+ (X3 Ruwa +Kp2 Xi )51

_(Gm*(KWZ +Kp2*Xr2n)*(51 +X2)*S3)
D1X13n((Kw2 +Ryy1 + X +(Kpa+Kp1)X5)s1 +Xr2nkw1+Kp1X{‘;1)52+(X12an2 +Kp2Xm)s1
0

(Gm(Rwz+Kp2X2)(s1+X2) ((s2+X3)

_mez_

Se somar as Egs. 81 e 82, obtém-se a solugdo particular App,, Bym: Com: Fpm: Epm-

[ D1 58 (R +Rows + X5+ (Ko + K1 ) X251+ X2 Ry + K Xy )2+ (X2 R + K2 Xi )51

vlcm(((ﬁwz +X{‘,‘1+Kp2X,gn)Sl+Rw1X,2n+Kp1X{‘;l)sz+(X,2,1RW2+KP1X;‘,‘1)51)

2D1 X1 (((Ruwz+Rows + X+ (K2 +Kp1 ) X3)51+ X3 Ruys +Kp1 X5 )52+ (X3 Rz +Kp2 X5 )s1)
0
— (W1 G (Rwa+ X+ Kp2 X2 )52+ Ruwa X +Kp2 Xk
2D1X,2,1(((KW2+RW1+X.;‘;I+(Kp2+Kp1)X,2n)Sl+X,2n]A(w1 +1(plx;,*1)s2 +(X2 Ruwa+Kp2 X )s1)
(1 6mS2 (Rwz2+Kp2X3,)
2D1 X1 (((Ruwz+Rowvs + X+ (Ko +Kp1 ) X351+ X3 Ruys +Kpa X5 )52+ (X3 Rz +Kp2 X5 )s1)
0

—(V1Gm (R +Kp2 X2 (52+X5)

O polindmio caracteristico da Eg. 84 pode ser escrito como:

tt1z% + tt2z° + tt3z* + tt4z3 + tt5z% + tt6z + tt7 =

—Gm
D1tt7’

Cuja forma homogénea é:

tt1z® + tt2z° + tt3z* + ttd * z3 + tt5z2 + tt6z + tt7 = 0

sdo combinagdes de al, a2, bl, b2, s1, s2, Ky, Kwaz, Kp1, Kpz € Xm.

| 2D, %2, ((Rwz+ R + X+ (Kpa+Kpa ) X3)51+ X3 Rus +Kp1 X )52+ (X3 Rz +Kp2 X )s1) |

(81)

(82)

(83)

(84)

Como anteriormente citado, os valores dos coeficientes tt1, tt2, tt3, tt4, tt5, tté6 e tt7

Nos casos de as placas possuirem propriedades independentes, a saber: espessuras

distintas, médulos de elasticidade distintos e outras propriedades, as raizes do polinémio, Eq.84,

podem assumir valores muito elevados, seja em termo de nimeros complexos ou reais. O fato

€ que essas raizes serdo 0s argumentos da solugdo da equacao diferencial, Eq. 80, expressa em

termo de senos e cossenos hiperbolicos, que devido aos altos valores dessas raizes podem levar

a falhas na solucéo, quando essas séo aplicadas as fungdes hiperbolicas.

Ainda mais, a quantidade de raizes imaginarias ou reais que o polinémio vai assumir

depende dos valores de “m”, ou seja, para cada valor de “m” as raizes do polindmio da Eq. 84
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podem assumir diferentes natureza, por exemplo, todas sendo reais, todas sendo complexas, um
misto de reais e complexas. Dessa forma a solugdo explicita, por esse método, para a solugdo
da Eq. 80 so seria valida para certos intervalos de “m” onde as caracteristicas das raizes ndo se
alterassem. Isso demonstra a necessidade de um algoritmo que identifique as caracteristicas das
raizes do polindomio para cada valor de “m’ e entdo organize-as e, de acordo com as mesmas,

apresente a solucdo geral para a homogénea.

No entanto ao se aprofundar no estudo do comportamento das raizes da homogénea e
ap0Os um exaustivo processo de verificacOes e testes, foi possivel se constatar que, para um caso
especifico, caso esse que admite que as duas placas possuem as mesmas propriedades, 0
polindbmio da Eg. 84 pode ser fatorado explicitamente em um produto de dois polindmios

cubicos, como segue:

N3zi +M2zE +M1zi +1M =0 (85)
N7Z5 +Mez5 + N5z + 15 =0 (86)
Onde:

Mo = Xms{ + Xha;5;

N1 = (=Q2X%by) — 2X7a,)sf + (Xmbf — (Xmaf + Xmay + X))s;

N, = s2 + (X3a2 + X2a, + X2, + X2,b?)s,

n; = —(a;81)

Na = (2K + Xn + 2Kp1 X )s? + (X201 + X2) Ky + (XG + 2Ky Xk ) ay + 2Xma Ky

+ 2K, X5,

ns = (—(2X,?nb1) — (2XZa, + 2Kp1)) s?+ (Xha? + (X + 4Ky X2)ay + X + 4K, X2)
— (2a1 + 2)Ky1)s1 + (2X2b% — (2X2a2 + 2X2))Ky1 + (2Kp1 Xmb?
— 2Ky Xha? + 2Ky Xhay + 2K, X))

Ne = sZ + (Xza? + (X4 + 2Kp1)as + X2 + 2K,y — X2b7)sy + 2a,K,yy + 2Ky X202
+ 2Kp1 Ximaq + 2Kp1 X5y — 2Kp1 X3 b3?

n; = —(a;s1) — 2K,104
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Diante dos polindmios oriundos da fatoragéo, os quais estdo descritos nas Eqs.85 e 86,
a forma explicita das raizes pode ser obtida para cada polinémio, verificando, dessa forma, a
natureza de cada raiz. Foi constatado que das seis raizes dos polinbmios cubicos, essas podem

ser complexas ou reais e sdo dadas pelas seguintes expressoes:

- — nz —2,-024 27 —z, 12— /A,
21:3\/7q+\/z+3\/7q+\/z—“?3; 7y = 7y =
(87a-c)

Sendo;

nzy 3 1 1 2

—2(n) —2102D1 No —Nz2_1(m2
q ( 3 > 3n3nz M3 p ns 3 (Tl3)
A=(g)2+(£)3 4, =(z +n—2)2—4[n—1+z(z +n—2)]
2 3 1 1 N3 N3 1 n3

Para determinar as raizes (z4 zs,Z¢), do segundo polindmio cubico, ou seja, da Eq. 86

basta fazer os coeficientes Ny = N4; N1 = Ns; N2 = Ne; N3 = N7, NAS expressoes (87a-c).

E importante pontuar que a obtenc&o de raizes via a fatoracdo do polindmio da equacéo
caracteristica, Eq. 84, se fez necessario devido a pequenos ruidos obtidos quando se tentou
utilizar a fungdo “Polyroots” do software “Mathcad”, que por vezes ndo reproduzia a igualdade
das raizes tais quais foram observadas quando do tratamento de cada polinbmio cubico

individualmente.

Depois de determinada a funcdo W, basta aplicar as Egs. 79 e 81 na Eq. 75, sendo
possivel obter a Eqg. 88 a seguir, essa fornece de modo direto os valores das func@es iniciais do

problema.

B,., [ (a12a23 — a13a22)((a44a55 + a452)a66 + (ad44a562 + 2a45a46a456 — a462a55)) ] 0]
[sz —((al1a23 + a12a13)((a44a55 + a452)a66 + (a44a562 + 2a45a46a456 — a462a55)| |g
[Amz| | (a12% + al1a22)((a44a55 + a45%)a66 + (a44a56% + 2a45a46a456 — a46%a55) |1p| 1| (88)
Em2 —(a63(a45a56 — a46a55)(a12? + al1a22)) 0

Fing a63 * (a44a56 + a45a46)(a12? + al1a22) 0

Dz —(a63(al122 + al1a22)(a45? + a44a55)) 0
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Um procedimento analogo deve ser feito para o sistema da Eq. 78 associado ao problema
complementar ao de Mindlin para se obter a solucdo de Reissner. Assim, ap6s manipulactes

algébricas, os resultados para os coeficientes do problema complementar ficam:

Bunt [((a22a33 + a23?) * (a44a55 + a452))a66 + (a22a33 + a23?) * (a44a56% + 2a45a46a56 — a46%a55) — (a22a36a44a55 + a22a36a452)a63)

1 1
(a12a33 + al3a23)(a44a55 + a45%)a66 + (al2a33 + al3a23)(a44a56% + 2a45a46a56 — a462a55) — (al2a36a44a55 + al2a36a45?) |
v
|

0
0
0
0
0

—
—_—

(al2a23 — al13a22)((a44a55 + a45%)a66 + (a44a56* + 2a45a46a56 — a462a55))
—(a63(al2a23 —al3a22)(a45a56 — a46a55))
(a63(al2a23 — al13a22)(a44a56 — a45a46))
—(a63(al2a23 — al3a22)(a44a55 — a45?))

(89)

=
B
I

Assim é possivel obter as incognitas do problema original, ou seja, as incdgnitas da Eq.
77. Finalmente, aplica-se esses valores na Egs. 67 e se obtém os deslocamentos e rotacdes na

placa superior e na placa inferior.
Os coeficientes de carregamentos G, e Hy, para método de Levy, partindo-se das Egs.
67-d e 67-h, podem ser obtidos como:

Gm) =227, g1 () sin(Xpm)dx € Hi() =22 g,(x,y) sin(Xmx)dx (90a-b)

Se a carga for uniformemente distribuida, g(x,y) = Constante ou igual a g, e g, entdo:

Gm = %sin (m)z e Hy = %sin (E)Z (91a-b)

2 2

Se a carga for em linha, paralela ao eixo y, uniforme e constate, g(x,y) = g;6(x, €),

iI=1,2. Onde, € ¢é a posi¢ao em “x” que a carga em linha se encontra. Entao:

Gy = %\E (1 — cos (zane) e H,= 2%\[%(1 — cos (2%5) (92a-b)

4.2.3 Método de Hormander Aplicado ao Sistema de Placas Duplo de Kirchhoff

Para a obtencdo do sistema de equacfes governantes referentes ao problema de placas
duplas de Kirchhoff, é mostrado na Eq. 93, em notacdo indicial, a sua respectiva equagao

variacional.

J, Mijéw,;jdQ + [, T;6v,;d2 + [, Ky(W—v)§(w —v)d2 + [, K,(W,;— v, )6(W,;— v,1) d2 +
[, KoW,,=v,,)86(W,,—v,,)d2 — [, gi1dwd — [, g,6vdQ =0 (93)
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Fazendo integragdes sucessivas na Eqg. 93 e organizando os termos, pode-se, ao final
desse processo, chega-se em uma relagdo ponderada por éw, 66,, 56,

[, My + KW =v) + K, (W= v,;) — g [owdQ + [ [T, — K,(w—v) — K, (w,;— v,;) —

’ii

g9,]6vd2 =0 (94)
Novamente, como as variagbes éw e v ndo podem ser nulas, isso implica que as

equacdes de equilibrio sdo escritas por:

M;jii + K,(W—v) + Ky(W,;;— v,;;) — g1 =0 (95a)

Tijij — KwW = V) — Kpy(W,ii— v,1) — G2 (95b)

Substituindo as equacdes de momentos da teoria de Kirchhoff, Egs. 14, 15, 16 nas equacdes
de equilibrio, o sistema de equacgdes governantes de placas pode ser obtido, como apresentado
na Eq. 96 para o caso de placa simétrica.

az az 2 62 62 62 62
D,|—+—) +k,-K,|—+— K, + K\t
! (ax2 ayz) P (ax2 6y2> P (ax2 6y2) (w(x. y)) _ (gl(x, y))
9 @ 97\ ¢ *\|[\vixy) 82(xy)
S Y A Y
axt  dy? ax?  ay? ax?  ay?
(96)

Aplicando no sistema da Eq. 98, as propostas de deslocamentos generalizados de Levy, Egs.
67, o sistema anterior pode ser reescrito como:

>\’ 9° FE
D, | -X2 +—) +K,-K (—XZ +—) —K,+K (—X2 +—)
i) sonle) s (g oy ey
( 52 az) ( 52 9° )2 ( 52 az> D, () 0
-k + K |-X2 +— p,|-X2 +—) +k -k (-X2 +—
w P m ayz 2 m ayz w p m ayz

(97)

Agora é feita a aplicacdo da Eq. 97, na Eq. 74 e entdo é possivel obter a equacao diferencial
em termos da funcdo escalar W:

d d d d
(ttSdTy+tt4dTy+tt3dTy+tt2dTy+tt1)*‘P—Gm (98)

Cujo polinbmio caracteristico, resulta:
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tt5z% + tt4 * z3 + tt3z2 + tt2z + tt1 = Gm (99)

Considerando placas com propriedades iguais, as raizes, (Z,; Z,; Zs; Z, ), da homogénea
do polinbmio acima, podem ser explicitamente calculadas, as mesmas sdo apresentadas a
seguir. Nota-se, porém, que todas as quatro raizes sao funcéo de X,,, 0 qual varia com o numero
de termos da série. Ou seja, mais uma vez, a construcdo de uma solucédo geral para a homogénea
s0 seria valida para um intervalo de termos da série onde a natureza das raizes ndo mudassem.

Entdo a otimizagdo da solucdo para cada intervalo invariante da natureza das raizes foi feita em

um cadigo.
XZ
Zy =2, -
(23 = _24) = /—(ZDle+K§)+(Dlxr%l—Kp) (100)
Dy

Por outro lado, uma solucdo particular para Eq. 97, pode ser obtida pela consideracdo de
A (y) e D (y) lineares. O que cancela os termos de ordem superior da Eq. 97 e fornece entéo

as seguintes solugdes particulares:

Gm (D1 X +Kp X5 +Ky)
(Apm> _ D1 X (D1 X+ 2Kp X5 +2Ky (101)
Dypm Gm (KpX&+Kw)

D1 X (D1 X +2Kp X5 +2Ky

Finalmente, encontrada a funcdo ¥ e as constantes associadas a mesma pela imposicéo das
condic@es de contorno, retorna-se as variaveis originais, bastando para tanto aplicar a funcdo ¥
na Eqg. 75. Assim:

9% 92
Dy 55— (2D Xm? + Ky) 35 + (Du X + Kp Xin + K.y)

An(y) — y 102
(Dm(}’)) K, (%) 4 Kngn 1K, b4 ( )

Com as funcbes A,,,(y) e D,,,(v) definidas, os deslocamentos podem ser obtidos pela Egs.
67 e mais ainda, € importante notar que todo o procedimento foi realizado considerando apenas
carga aplicada na placa superior. No caso de existir carregamento na placa inferior, um

procedimento semelhante deve ser realizado e entéo, as duas solu¢des somadas.
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4.3  Condicdes de Contorno

A solucdo dos sistemas de placas, independente da teoria que esta sendo utilizada para
a sua modelagem, ¢ obtida para cada combinacdo de condicBes de contorno e carregamentos
e, de modo geral, sdo solugcbes de equacOes diferenciais, essas solucdes, por sua vez,
possuem constantes que devem ser definidas mediante a aplicacdo de condic¢des de contorno
conhecidas. Assim, é relevante ter ciéncia de quais critérios devem ser atendidos para cada
condicdo de suporte nas extremidades das placas para, por conseguinte, poder obter a
solucdo geral do caso especifico de sistema de placas para o qual o projetista ou estudioso
da &rea esté trabalhando.

A seguir, Tab. 1, é apresentado as condic¢Ges de contorno para o sistema duplos de placas
retangulares, na situacdo onde as placas possuem as quatro bordas simplesmente apoiadas
(SSSS); para a situacdo de placas com duas bordas opostas simplesmente apoiadas e duas
bordas opostas engastadas (CSCS) e, finalmente, para 0s casos onde as placas possuem duas

bordas opostas simplesmente apoiadas e duas bordas opostas livres (FSFS).

Para a solucdo de Levy, considerar a Fig. 10 e para a solucdo de Navier, considerar a
Fig. 9.

Tabela 1: CondicGes de Contorno para Placas

Solucéo Levy Navier
Condicéo de Teoria
Suporte Kirchhoff Mindlin/Reissner Kirchhoff Mindlin/Reissner
SSSS wx,y)=M,=0; wlk,y =M,=60,=0, wky=M,=0, wky) =M, =0, =0;
Paray=i§ Paray=i§ Paray=0ey=b»b Paray=0ey=»b
Cscs w(x,y)=6,=0; wxy) =6,=0,=0;
Paray=i§ Paray=i§
FSFS w(x,y) =Qy,=0; w(xy)=0Q,=0,=0;
Paray:ig Paray:ig

Fonte: Autor (2022)
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Para os sistemas duplos com camada de Pasternak, as equacfes de momentos e cortante

séo expressoes do tipo:

M, = Dy (Byx +V16y,,) + isl (103)
My = Dy (By,y +vi6yy) + 2 Zhe (104)
Ty = Do (@ + V2yy) +g“2 (105)
Ty = Dz((pyy + v,y X) + “Z:: (106)
Qx = kGyhy (T8 4 6, ) + K,y (2222 (107)
Qy = kGihy (T2 4 6, ) + K,y (2522) (108)
Ve = kGohy (P82 1 0, ) + Ky, (222) (109)
V, = kGyh, ("Vg’;” +0y) + Ky (‘”;’;”) (110)

Para o caso da teoria de Kirchhoff, o sistema duplo de placa ligado por camada de

pasternak possui as seguintes equacdes de cortante.

00 = 0n (T304 ) (M52 o
0= 0, (25524 22 i, (2222 w2
o s (P ) ks () a
= s (T ) ks () o

Onde o subindices "1e 2" fazem referéncia as placas superior e inferior

respectivamente.

5 Resultados e Discussoes

Nesta secdo sdo apresentados os estudos de validagédo das solugdes propostas a partir da
resolucéo de alguns exemplos de aplicacéo de interesse pratico. No final da secéo, sera discutido
a influéncia do cortante nos deslocamentos das placas a medida que a sua espessura aumenta,
além de verificar a influéncia do médulo de cisalhamento da camada eléstica.
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Este trabalho também teve a intencdo de abordar outras condi¢Ges de contorno, tais
como o0 caso FSFS e CSCS, porém ao analisar os resultados e comparar os valores de
deslocamentos obtidos entre a teoria de Kirchhoff e a de Mindlin e de Reissner, notou-se um

comportamento fisico incoerente, optando por deixar de fora os dados no momento.

5.1 Estudo dos Deslocamentos

Considere um sistema de placas de Kirchhoff, Mindlin e Reissner interconectadas por
uma camada elastica de Pasternak e cujas soluc¢des foram obtidas via Navier e Levy-Homander
para combinacdes de casos de carga (distribuida e constante em linha paralela ao eixo y),
conforme Fig. 11 e Fig. 12, condi¢do de contorno SSSS. Os resultados dos deslocamentos
apresentados nesta secdo, para o caso “SSSS”, sdo referentes aos pontos ao longo do eixo
central paralelo ao eixo “y” (x=0.5 ¢ x’=0,5), como pode ser visualizado nas Figs. 11 e 12,
alterando, portanto, apenas a coordenada “y”. E importante comentar que o ponto (0.5, 0.250)
na solugdo de Navier corresponde ao ponto (0.5, -0.250) na solu¢do de Levy. Porém se o sinal
negativo for omitido na coordenada da solucdo de Levy, por simplicidade de apresentacéo,
nesta situacao, isso ndo deve alterar os resultados referentes aos pontos estudados, uma vez que

as placas sdo simétricas. Dessa maneira € mostrado os valores para cada solucdo analitica.

Aplicagdo 1: Seja um sistema de placas duplo com carga uniformemente distribuida,
conforme indicado na Fig.12. O qual possui as seguintes caracteristicas: Comprimento e largura
igual a 1 m, espessura das placas hl e h2, constante da mola de ligagéo K, = 2.8 MPa e K,, =
1.5 MPa , carga distribuida aplicada na placa superior igual a q = 1 kN/m? médulo de
elasticidade E; = E, = 200 MPa e coeficiente de Poisson v; = v, = 0,3. Deseja-se avaliar 0s
deslocamentos transversais nas placas pelas abordagens de Navier e Levy, para as trés situacdes

de condiges de contorno mostradas na Fig. 11.

Os resultados para a condi¢do de apoio SSSS sdo apresentados nas Tabs. 2 e 3, para
ambas as solucGes (Navier e Levy), considerando uma placa de 5 cm e outra de 20 cm,

respectivamente.
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Figura 11: Placa Dupla Simplesmente Apoiada Sobre Carregamento Uniforme

L x

g=TKN/m?
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S TETLETELLT A

PaN paN
Fonte: Autor (2022).

Tabela 2: Deslocamentos nas placas com carga distribuida e espessura h1=h2= 0,05 m.

Deslocamentos — Placa Superior (x 104)

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 8.9825 9.0974 9.0886 0.500 8.9825 9.0974 9.0800
0.250 6.5032 6.5926 6.5863 0.250 6.5032 6.5926 6.5790
0.375 3.5976 3.6522 3.6487 0.125 3.5976 3.6522 3.6439

Deslocamentos — Placa Inferior (x 104

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 8.7619 8.8768 8.8682 0.500 8.7619 8.8768 8.8597
0.250 6.3308 6.4203 6.4140 0.250 6.3308 6.4203 6.4070
0.375 3.4927 3.5471 3.5437 0.125 3.4927 3.5471 3.5391

Fonte: Autor

Tabela 3: Deslocamentos nas placas com carga distribuida e com espessura h1=h2=0,2 m.

Deslocamentos — Placa Superior (x 10°)

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 2.0238 2.3562 2.3466 0.500 2.0238 2.3562 2.2963
0.250 1.4716 1.7377 1.7343 0.250 1.4716 1.7377 1.6902
0.375 0.8172 0.9856 0.9867 0.125 0.8172 0.9857 0.9561

Deslocamentos — Placa Inferior (x 10°)

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 7.4871 9.9106 9.8687 0.500 7.4871 9.9107 9.6473
0.250 5.3367 7.1487 7.1257 0.250 5.3367 7.1487 6.9521
0.375 2.9066 3.9473 3.9400 0.125 2.9066 3.9474 3.8343

Fonte: Autor
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Os resultados das Tabs. 2 e 3 mostram que as solugdes convergiram, para as duas
espessuras de placas, de modo geral a solugdo envolvendo as hipéteses da teoria de Reissner
apresentaram valores de deslocamentos inferiores aos obtidos a luz da teoria de Mindlin para
as duas espessuras testadas. Quando comparado os resultados do deslocamento na placa de
Reissner mediante a solucdo de Levy versus a de Navier, 0 maior erro relativo entre os
resultados obtidos foi de 0.13% para a ambas as placas de 0.05 metros e de 3,1% para a placa
superior de 0.2 metros, no ponto (x=0.5 e y=0.375 ou y=0.125), ou seja, a solucdo de Navier,
para este ponto e para a Placa de Reissner, obteve um valor de deslocamento de 0.13% menor
que o obtido via Levy para as placas de 5 cm e obteve um valor 3,1% menor que a solucdo de
Levy para a placa superior de 20 cm.

Nota-se que, como esperado, os resultados da teoria de Kirchhoff trazem deslocamentos

menores que os das demais teorias, justamente pela ndo incluséo dos efeitos de cisalhamento.

Aplicacéo 2: Seja um sistema de placas duplo com carga constante em linha, conforme

indicado na Fig.12. O qual possui as seguintes caracteristicas: Comprimento e largura igual a 2
m, espessura das placas h1 e h2, constante da mola de ligagdo K,, = 0.1 MPae K, = %V , carga

distribuida aplicada na placa superior igual a ¢ = 10 KN/m, modulo de elasticidade E; = E, =
10 GPa e coeficiente de Poisson v; =v, = 0,3. Deseja-se avaliar o0s deslocamentos

transversais nas placas pelas abordagens de Navier e Levy.

Figura 12: Placa Dupla Sobre Carregamento Constante em Linha
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Fonte: Autor (2022).
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Os resultados para a condi¢do de apoio SSSS sdo apresentados nas Tabs. 4 e 5, para
ambas as solugdes (Navier e Levy), considerando uma placa de 25 cm e outra de 8 cm,

respectivamente.

Tabela 4: Deslocamentos nas placas com carga aplicada em linha e com espessura h1=h2= 0,08 m.
Deslocamentos — Placa Superior (x 10%)

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 7.4323 7.4887 7.4848 1.000 7.4323 7.4887 7.4801
0.500 5.3599 5.4032 5.4005 0.500 5.3599 5.4032 5.3966
0.750 2.9515 2.9774 2.9759 0.250 2.9515 2.9774 2.9735

Deslocamentos — Placa Inferior (x 10°)

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 10.003 10.179 10.173 1.000 10.003 10.179 10.166
0.500 7.0888 7.2144 7.2096 0.500 7.0888 7.2144 7.2048
0.750 3.8427 3.9113 3.9087 0.250 3.8427 3.9113 3.9060

Fonte: Autor

Tabela 05: Deslocamentos nas placas com carga aplicada em linha e com espessura h1=h2= 0,25 m.
Deslocamentos — Placa Superior (x 107%)

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 2.4671 2.6529 2.6404 1.000 2.4671 2.6529 2.6250
0.500 1.7788 1.9212 1.9127 0.500 1.7788 1.9212 1.8999
0.750 0.9793 1.0642 1.0598 0.250 0.9793 1.0643 1.0515

Deslocamentos — Placa Inferior (x 10°)

Levy Navier
y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner y (m) Kirchhoff Mindlin Reissner
0.000 11.014 13.000 12.924 1.000 11.014 12.999 12.845
0.500 7.8044 9.2273 9.1738 0.500 7.8044 9.2232 9.1125
0.750 4.2305 5.0196 4.9907 0.250 4.2305 5.0056 4.9450

Fonte: Autor

Os resultados das Tabs. 4 e 5 mostram que as solu¢des também convergiram, para as
duas espessuras de placas. De um de modo geral, a solu¢do envolvendo as hipoteses da teoria
de Reissner apresentaram valores de deslocamentos inferiores aos obtidos a luz da teoria de
Mindlin. Quando comparado os resultados do deslocamento na placa de Kirchhoff mediante a
solucgéo de Levy versus a de Navier, ndo houve erro relativo para nenhuma das duas espessuras
consideradas. Além disso, quando comparado os resultados do deslocamento na placa de
Reissner mediante a solucdo de Levy versus a de Navier, 0 maior erro relativo entre os
resultados obtidos foi de 0.92% para a placa superior de espessura de 0.25 m, no ponto (x=0.5

e y=0.375, sistema de eixos de Levy), ou seja, a solugdo de Navier para este ponto e para a
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Placa de Reissner obteve um valor de deslocamento de 0.92% menor que aquele obtido via
Levy. Para esse mesmo ponto, a teoria de Mindlin apresentou maior erro relativo entre as duas

propostas de solucgéo, 0,28%.

Nota-se, novamente, que os resultados da teoria de Kirchhoff trazem deslocamentos

menores que os das demais teorias, justamente pela ndo incluséo dos efeitos de cisalhamento.

5.2 Estudo dos Momentos

Para o estudo do momento atuando ao longo das placas, sera considerado os dados dos
exemplos da aplicacdo 1 e 2, para o exemplo de aplicacdo 1, considere o caso da placa com 20
cm de espessura, onde na Fig. 13a sdo apresentados os momentos fletores nas placas superior e

(Y]

inferior na diregdo “x”, enquanto que na Fig.13b tem-se os momentos fletores na diregdo “y”,

Ja na Fig. 14a e 14b sdo mostrados os mesmos esforcos para o caso de carga em linha.
A solucdo de Levy foi utilizada para tal comparacédo e na Fig. 14a é plotado os momentos em

ambas as dire¢des da placa superior e na Fig. 14b é plotado para a placa inferior.

Figura 13: Momentos Fletores ao Longo das Placas Inferior e Superior para a carga uniformemente

distribuida: a) direcdo x, b) direcdo y.
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Fonte: Autor
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Comparando as duas abordagens tedricas de placas, 0s momentos estimados via a
proposta de Levy, para a placa de Reissner, apresentaram valores maiores que os da teoria
classica. Encontrando erros relativos entre 3% a 12%. Porém, percebe-se uma convergéncia

entre os resultados.

Figura 14: Momentos Fletores ao Longo das Placas Inferior e Superior para a carga em Linha,
Constante e Uniforme: a) direcdo x, b) direcédo
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Fonte: Autor

Em contrapartida, para o caso de carga em linha, 0S momentos possuem um
comportamento convergente, com 0s momentos nas placas de Reissner maiores que 0s da placa

de Kirchhoff, encontrando erros relativos variando de 3% a 13%.

5.3  Estudo da Influéncia da Espessura

Com o objetivo de verificar a influéncia do cortante nas placas a medida que a espessura
aumenta, foi realizado o calculo dos erros relativos entre os resultados obtidos pela abordagem
de Levy-Hormander, levando em conta as teorias de Reissner e Mindlin, que consideram efeitos

de cortante e, a teoria de Kirchhoff, que despreza esses efeitos.

Diante disto, sdo apresentados nas Fig. 15 e Fig. 16 os resultados que relacionam a
espessura versus o erro relativo das analises obtidos a partir de cada hipo6tese. Na Fig. 15a é
mostrado o erro relativo entre os resultados dos deslocamentos no centro da placa pela
abordagem de Levy quando se considera as hipoteses de Mindlin e Kirchhoff tanto na placa
superior como na placa inferior, com carga distribuida. Enquanto que na Fig. 15b sdo mostrados
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resultados analogos para os deslocamentos no centro da placa pela abordagem de Levy quando
se considera as hipdteses de Reissner e Kirchhoff, com carga distribuida.

JanaFig. 16a é mostrado o erro relativo entre os resultados dos deslocamentos no centro
da placa pela abordagem de Levy quando se considera as hipoteses de Mindlin e Kirchhoff
tanto na placa superior como na placa inferior, com carga em linha. Enquanto que na Fig. 16b
sdo mostrados resultados analogos para os deslocamentos no centro da placa pela abordagem

de Levy, quando se considera as hipdteses de Reissner e Kirchhoff com o mesmo tipo de
carregamento.

Figura 15: Espessura Versus Erro Relativo nas Placas com Carga Uniformemente Distribuida. a) Comparativo
entre Kirchhoff e Mindlin, b) Comparativo entre Kirchhoff e Reissner.
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Figura 16: Espessura Versus Erro Relativo nas Placas com Carga em Linha. a) Comparativo entre Kirchhoff e
Mindlin, b) Comparativo entre Kirchhoff e Reissner.
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Em ambas as situacdes de aplicacdo de carga, claramente, nota-se a influéncia do efeito
de cisalhamento no valor dos deslocamentos com o aumento da espessura das placas. Para o
caso de cargas distribuidas em area e placas com espessura de 0,2 m, tem-se erros relativos de
aproximadamente 16% e 32% nas placas superior e inferior, respectivamente, tanto para o caso

Mindlin-Kirchhoff, como para o caso Reissner-Kirchhoff.

Para o caso de carga em linha com placas de 25 cm de espessura, esses valores ficam,
7.53% e 18.03% para as placas superior e inferior, respectivamente, na comparacao da placa de
Mindlin e de Kirchhoff. Ja para o caso da comparagdo entre a placa de Reissner e Kirchhoff,
tem-se erros relativos de aproximadamente 7.02% e 17.34%.

Esses resultados indicam que a deformacdo por cortante em sistemas duplos de placas
segue 0 mesmo padrédo observados em placas simples, que sua influéncia se torna mais

pronunciada a medida que a placa se torna mais compacta (menor relagdo vdo/espessura).

Por mais que nédo tenha sido apresentado, neste estudo, um exemplo com uma placa
muito delgada, por exemplo 1 ou 2 cm de espessura. Nos resultados da Fig. 15 ja é perceptivel,
mesmo com 5 cm de espessura, a tendéncia que existe em as teorias de Mindlin e Reissner

recuperarem os resultados oriundos da teoria de Kirchhoff quanto mais delgada for as placas.

54 Estudo da Influéncia do Mdédulo de Pasternak

Finalmente, sera feito um estudo sobre a influéncia do segundo parametro da camada
elastica, ou seja, do modulo de cisalhamento da fundacéo elastica de Pasternak, nos valores dos
deslocamentos no ponto central das placas para as teorias de Kirchhoff e Reissner. Mais uma
vez, considerar os dados dos exemplos das aplicacdes 1 e 2. Nesse caso, 0 modulo de Pasternak
serd tomado variando desde 0,0% até 100% do valor do modulo de Winkler, variando em

intervalos de 20%, podendo essa variagao ser expressa pela seguinte relagao: K,, = % xK,, | =
0,0;0,2;0,4;0,6; 0,8 e 1. As espessuras das placas serdo, primeiro uma placa delgada com 0.05

m e depois uma placa mais espessa, com 0.2 m.

Na Fig. 17 serdo considerados o caso de carga uniformemente distribuida em area, sendo
que no gréfico da Fig. 17a serd mostrado essa influéncia para a solugcdo de Levy com placas de

0.05 m de espessura. Em contrapartida, no grafico da Fig. 17b é mostrado essa influéncia para
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as mesmas situaces, alterando a espessura para 20 cm. Uma anélise semelhante é mostrada na
Figs. 18 para carga em linha.

Figura 17: Influéncia do Mddulo de Cisalhamento da fundacdo nos deslocamentos para Carga Uniformemente
Distribuida. a) placas com h=h1=h2=0,05 m, b) placas com h=h1=h2=0,2 m.
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Figura 18: Influéncia do Mddulo de Cisalhamento da fundagéo nos deslocamentos Placas com Carga em Linha.
a) placas com h=h1=h2=0,05 m, b) placas com h=h1=h2=0,2 m.
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Fonte: Autor

Em ambos os casos de carregamento e tanto para a placa mais delgada, como para a
mais espessa, pode-se perceber que existe uma tendéncia de o médulo de cisalhamento de
Pasternak diminuir os valores de deslocamento na placa superior e aumentar o valor desses na
placa inferior.
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Devido a escala do grafico, na situacdo de carga em linha, ndo fica claro, porém, a
variacdo dos deslocamentos na placa mais delgada é insignificante com a variacdo do médulo
de Pasternak, sendo mais acentuada na placa espessa. Nessa situacdo especifica, 0s
deslocamentos da placa superior possuiram pouca variacdo, para as duas espessuras
consideradas, diferente da placa inferior. Uma possibilidade desse acontecimento pode estar
relacionada ao alto valor do modulo de elasticidade usado.

6 Concluséao

Diante dos resultados obtidos é possivel concluir que as solu¢des desenvolvidas ao
longo deste estudo representaram bem o problema, convergindo entre si para um resultado
unico, tanto em termos de momentos fletores, como em termos de deslocamentos. Porém,
percebeu-se que a as solucBes via Levy foram mais suscetiveis a perturbacGes, devido, a
necessidade de obtencdo das raizes dos polindmios caracteristicos utilizados na solugdo da
equacdo diferencial poderem apresentar erros de truncamento numérico em decorréncia da
magnitude dos argumentos das funcGes hiperbdlicas que compdem a solucdo homogénea.

Percebeu-se também a importéancia de se tomar nota sobre influéncia dos efeitos de
cisalhamento a medida que as espessuras das placas aumentam, quando comparado as teorias
que consideram o efeito de corte e aquela que suprime a0 mesmo.

Ainda, pode-se concluir que os efeitos decorrentes do médulo cisalhante da fundagéo
elastica de Pasternak, tendem a reduzir os valores dos deslocamentos nas placas superiores e
tendem a aumentar esses valores nas placas inferiores. Adicionalmente, foi observado que para
as placas mais delgadas essa reducdo ou aumento é quase desprezivel.

Por fim com esse trabalho, foi possivel entender um pouco mais do comportamento de
placas espessas interligadas por fundacdes elasticas de Pasternak, atendendo as expectativas
esperadas e 0s objetivos propostos.

Este trabalho também teve a intencdo de abordar outras condi¢des de contorno, tais
como o0 caso FSFS e CSCS, porem ao analisar os resultados e comparar os valores de
deslocamentos obtidos entre a teoria de Kirchhoff e a de Mindlin e de Reissner, notou-se um
comportamento fisico incoerente, optando por deixar de fora os dados no momento. Sendo

ainda indicado para trabalhos futuros a verificagdo das solucGes para os casos CSCS e FSFS.
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