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RESUMO

Este trabalho visa viabilizar solu¢des analiticas, via método Levy, para placas retangulares finas
submetidas a carregamento pontual e carregamento linear distribuido. Tais cargas podem
resultar em Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO) envolvendo a func¢do delta de Dirac, que
podem exigir manipulagdes adicionais para determinar as solugdes particulares. Assim, neste
trabalho sdo deduzidas solugdes de Levy tanto para placas isoladas quanto para aquelas
apoiadas em Fundagdes elésticas de Winkler e Pasternak. Além disso, as solugdes propostas sao
comparadas e validadas tanto pelo método analitico de Navier quanto pelas solu¢des numéricas

pelo método dos elementos finitos.

Palavras-chaves: Método de Levy; Delta de Dirac; Método de Navier; Winkler; Pasternak.



ABSTRACT

This work aims to enable analytical solutions, through the Levy method, for thin rectangular
plates subjected to point load and line distributed load. Such loadings can result Ordinary
Differential Equations (ODE) involving the Dirac delta function, which may require additional
manipulations to determine the particular solutions. Thus, in this work Levy solutions are
deduced for both isolated plates and those supported on Winkler and Pasternak elastic
foundations. Furthermore, the proposed solutions are compared and validated both using the

Navier analytical method and numerical solutions by the finite element method.

Key-Words: Levy method; Dirac Delta function; Navier method; Winkler; Pasternak.
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1. INTRODUCAO

Na forma que a construgao civil cresce, vé-se a demanda por estruturas mais economicas
em valor e espago, sendo necessario para alcangar isso, dimensionamentos estruturais mais
refinados. Neste contexto, as placas eldsticas surgem como elementos fundamentais em uma
vasta gama de aplicacdes. Sendo elas utilizadas em demasiado nas engenharias, como na
engenharia civil em lajes de edificios Figura 1.1 — a), fundacdes do tipo radier Figura 1.1 — b)
e pavimentos rigidos Figura 1.1 — ¢), fora diversas outras aplicagdes.

A capacidade de suportar cargas e transmitir esforcos com eficdcia, enquanto se mantém
leves e econdmicas, também faz das placas um topico de estudo indispensavel na mecanica dos
solidos. Sendo entdo importante, aprimorar a analise desses elementos estruturais, visando

garantir, de forma genuina, estruturas mais esmeradas.

Figura 1.1 — Placas na engenharia aplicada

a) Laje b) Radier
D¢ / D[: :é
d) Modelo laje e) Modelo radier f) Modelo pavimento rigido

Fonte: a) (CIMENTO ITAMBE, 2023) b) (ZAP IMOVEIS, 2015) c) (VIVA DECORA,2022) d), e), f)
(Autoral, 2024)

Desde os trabalhos pioneiros de Kirchhoff (1850), que estabeleceu as bases para a
analise classica de placas finas, até os avangos proporcionados pelo Método dos Elementos
Finitos, as solugdes para as teorias das placas elasticas tem evoluido significativamente. Este

desenvolvimento ndo apenas aprimorou nossa compreensao tedrica, mas também expandiu as
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fronteiras da andlise estrutural, permitindo a cria¢do de estruturas cada vez mais complexas e
eficientes.

As solucdes analiticas para as placas elésticas, envolvem resolver EDP (Equacgdes
Diferenciais Parciais). Sendo, atualmente, essas solugdes limitadas a casos particulares de
geometria, condi¢do de contorno e carregamento. Para o caso das placas retangulares, o método
de Navier e o método de Levy sdo os mais conhecidos para a obtengdo das solucdes analiticas.
Tendo o primeiro método a desvantagem de que todos os bordos da placa devem
obrigatoriamente estar simplesmente apoiados. J4 o método de Levy ¢ menos restritivo, tendo
em vista que apenas os dois bordos paralelos da placa retangular necessitam estar simplesmente
apoiados. Contudo, a constru¢do da solugdo do tipo Levy ¢ sensivelmente mais trabalhosa ja
que primeiro € necessario transformar o sistema original de EDPs em um sistema equivalente
de EDOs (Equagdes Diferenciais Ordindrias). Ademais, um aspecto raramente discutido na
literatura, indiferente do modelo de placas utilizado, ¢ como construir solu¢des analiticas
usando o método de Levy para cargas concentradas ou cargas em linha arbitrariamente
aplicadas no dominio da placa. Convém notar que o desenvolvimento de solugdes analiticas do
tipo Levy para placas simples ( principalmente para aqueles casos onde todos os bordos nao
estejam necessariamente simplesmente apoiados) t€m relevancia ja que muitas aplicagdes
engenharia podem ser encontradas para este fim, tais como: determinagdo de esfor¢os devido a
cargas de paredes (carga em linha) em lajes de edificios, determina¢do de superficie de
influéncia devido a cargas moveis como em lajes de pontes e pavimento rigidos rodoviarios.

Diante do exposto, torna-se notdria a necessidade de construir solugdes analiticas pelo
método de Levy para cargas pontuais e cargas lineares, a fim de contribuir para o
desenvolvimento mais refinado da andlise estrutural de placas. Assim, neste trabalho sera
apresentada um possivel caminho para solucionar os empecilhos encontrados no método de
Levy para carregamento pontual e em linha Figura 1.2.

Figura 1.2 - Carregamento em linha

a y :L\ 5y > X
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Fonte: (Autoral, 2024).

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Neste trabalho tem-se como objetivo geral discutir alguns aspectos da obtencao de
solucdes analiticas para problemas de placas delgadas submetidas a cargas pontual e distribuida
em linha. Sendo possivel, através dos resultados das solug¢des analiticas desenvolvidas, produzir
resultados mais genuinos em projetos estruturais que envolvam placas finas.

1.2.2 Objetivo especifico

a) Investigacdes de solugdes analiticas em placas retangulares simples, pelos métodos
de Navier e Levy, submetidas a cargas pontuais e distribuidas em linha segundo a teoria de
placas de Kirchhoff.

b) Estudo de solugdo analitica de cargas, pontual e distribuida em linha, em placas
delgadas apoiadas em bases de fundagdes elasticas de Winkler e Pasternak, pelo método de

Levy.
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2. REFERENCIAL TEORICO

2.1 REVISAO

Placas sdao elementos estruturais superficiais, simétricos em relagdo a seu plano médio
e sujeitos a cargas ortogonais a ele, apresentando espessura relativamente pequena em relagao
a sua largura e comprimento. S3o elementos importantissimos na engenharia, seja civil,
mecanica, aeroespacial, dentre outras. No que tange a construgao civil, as placas estdo presentes
em varios tipos de obras como edificios, pontes e pavimentos rigidos.

A analise matematica das placas pode ser feita através de diversos modelos, variando o
nivel de detalhamento, sendo os mais precisos e rigorosos baseados na teoria da elasticidade
tridimensional até descrigdes mais simplificadas como as teorias de placas.

Como afirmou Maciel (2020) “Nos modelos baseados na elasticidade, tem-se um
detalhamento minucioso das tensdes e das deformagdes tanto no interior quanto nas interfaces
do solido elastico. No entanto, esses modelos requerem um tratamento matematico mais
complexo para determinacdo da solucdo para todos os pontos do dominio 3D. Além disso,
quando a solucdo desses modelos ¢ obtida numericamente, geralmente requer um grande
numero de graus de liberdade demandando um alto custo computacional, limitando a aplicagao
desses modelos em casos especificos onde efeitos locais exijam uma representacao das tensdes
e deformacgdes de uma forma mais precisa.”

Timoshenko (1959) afirma que as placas podem ser classificadas quanto a espessura de
trés maneiras, placas delgadas com pequenos deslocamentos/rotagdes (tratadas nesse trabalho),
placas delgadas com grandes deslocamentos/rotagdes e placas incorporando deformagao por
cortante.

Placas delgadas com pequenos deslocamentos/rotagdes:

Se a deflexdo w da placa for pequena em comparagdo com sua espessura #, uma
aproximacao satisfatoria da teoria da elasticidade das placas por carregamento lateral pode ser
desenvolvida fazendo-se algumas consideracdes:

a) Nao hé deformagdo no plano médio da placa, esse plano mantém neutro durante a

flexao.

b) Pontos da placa que inicialmente estdo em um plano normal ao plano médio da

placa permanecem na superficie normal ao plano médio da placa apos a flexao.

c) A tensdo normal a dire¢do transversal da placa pode ser desprezada.
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Figura 2.1 - Placas finas com pouca deflexdo

Fonte: (Autoral, 2024)

Placas delgadas com grandes deslocamentos/rotagoes:

A primeira consideracdo ¢ satisfeita apenas se a placa flexionada gerar uma superficie
desenvolvivel. Caso contrario, a flexdo da placa ¢ acompanhada por tensdo no plano médio,
sendo que calculos mostraram que tensdes no plano médio da placa sdo despreziveis se os
deslocamentos/rotagdes da placa forem pequenos se comparado com sua espessura, caso
contrario, as tensdes complementares devem ser levadas em consideracdo na EDP (Equagao
Diferencial Parcial) das placas. Nesse caso chega-se a equacdes ndo-lineares e a solucdo do
problema vira algo bem mais complicado.

Figura 2.2 - Placas finas com muita deflexdo

b

Fonte: (Autoral, 2024)

Placas incorporando deformacgdes por cortante:

As teorias das placas delgadas supracitadas, tornam-se inaplicéveis para o caso de placas
que incorporam as deformagdes por cortante, especialmente no caso de cargas muito
concentradas. Nesse caso, a teoria das placas espessas deve ser aplicada. Essa teoria considera
o problema das placas como um problema tridimensional de elasticidade. A anélise das tensdes

vira, consequentemente, mais complexa.
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Figura 2.3 - Placas espessas

b

Fonte: (Autoral, 2024)

Todavia Martinelli (2003) classifica placas delgadas quando a razdo entre a espessura ¢
e a largura a, fica no intervalo (1/5 — 1/100). O mesmo também afirma que a depender das
propriedades do material que constitui a placa, esta pode ser ortotrdpica, com propriedades
diferentes em duas dire¢des ortogonais ou isétropa (tratadas nesse trabalho) se as propriedades
sdo iguais em todas as direcdes. Note-se que se pode construir uma placa ortdtropa com um
material iso6tropo, bastando alterar a forma da placa em duas dire¢des ortogonais: nesse caso a
ortotropia ¢ dita ortotropia de forma.

Nesse contexto, a primeira teoria confirmada para descrever o comportamento de placas
simples foi proposta por Kirchhoff (1850), no qual uma das principais consideragdes ¢ de que
a secdo transversal se mantém ortogonal ao plano médio apos a deflexao da placa, conforme
mostrado na Figura 2.4. Como consequéncia da ortogonalidade da se¢do transversal na teoria
de Kirchhoff, ndo hd como descrever os efeitos de deformacdo por esfor¢o cortante, sendo
entdo, essa solucdo limitada a placas delgadas. Ademais, foram desenvolvidas outras teorias
como de Reissner (1945), Mindlin (1951) e Reddy (1984), que ndo serdo abordadas nesse
trabalho.
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Figura 2.4 - Ortogonalidade da secdo transversal

Y

X,u

Fonte: Aratjo (2014, apud Santana, 2019)

Independente da teoria, no que tange placas retangulares, existem atualmente dois
métodos de solug¢ao bastante conhecidas no ambito académico, sendo eles o de Navier e o de
Levy. Relativo ao primeira, ¢ constituido de uma dupla série trigonométrica ponderada por
coeficiente a determinar, tem como desvantagem o fato ser restrita aos quatro bordos
simplesmente apoiados como mostrado na Figura 2.5.

Figura 2.5 - Condi¢des de contorno para placas simplesmente apoiadas

at y=0
w,= M“- - 0
h+ q ———
1 X
reT s =7 |
at x=0 | | T at x=a
wo=0 I | 5 | wo=0
M -0 7! | My =0
| |
t y=b
vy F i
wy=Myy =0

Fonte: (Reddy, 1993)

Diferente da solugdo de Navier, a solucdo de Levy trabalha apenas com uma série

trigonométrica e tem como vantagem o fato de abranger diferentes condi¢des de contorno,
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tornando-se uma solu¢do mais completa, ndo sendo limitada a condi¢do das quatro bordas
simplesmente apoiadas.

Observando a solucdo de Levy, convém notar que na literatura nao esta devidamente
documentado solugdes particulares para o caso de carregamento concentrado ou distribuida em
linha ortogonal aos bordos simplesmente apoiados. Apesar de Reddy (2007) apresentar a
solugdo para cargas concentradas, conforme mostrado na (Figura 2.6.c) e para cargas
distribuidas em linha, conforme mostrado na (Figura 2.6.d) a solucdao particular nao foi
apresentada explicitamente em seu trabalho.

Figura 2.6 - Solugdo para diferentes geometrias de cargas.

Load q(x) Coeflicients @,

Uniform load,
q9=4q0

Qn = I_;:
@ (n=1,3,5-)
Hydrostatic load,
q(z) = (qoy/b) 2
— 24 n 1
Qu =721
(b) (n=1,2,3---)
Point load,
q(x) = Qo at (z0,y0)
(C) Qn= #ﬂ sin 20
(n=1,2,3,--")
Line load, S
g(z) =qoaty=yo . . ’,
% y Qn=Fb(x — xo)sin 131
’ (n=1,2,3,--")

(Fonte: Reddy, 2007)

Vale salientar que a solugdo parcial apresentada na (Figura 2.6.c) e (Figura 2.6.d) ¢
desenvolvida paralelo as bordas obrigatoriamente simplesmente apoiadas. Nao havendo a

apresentacao para a trajetoria ortogonal as bordas obrigatoriamente simplesmente apoiadas.
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3. METODOLOGIA

3.1 PLACAS DELGADAS: EQUACAO GERAL

Como definido por Matinelli (2003), as placas sdao elementos estruturais, simétricos em
relacdo a um plano, conhecido como plano médio, cuja dimensao normal a esse plano (a
espessura) € pequena em relagcdo as demais, e que sdo solicitados por esfor¢os externos normais
a esse plano médio.

Analisando a teoria de placas de Kirchhoff (1850), convém notar a analogia entre suas
hipdteses com as hipoteses abordadas na teoria classica de vigas de Euler-Bernoulli. Seguindo
esse raciocinio, as hipdteses de Kirchhoff para placas delgadas, sdo:

- O material da placa ¢ elastico e linear.

- O material da placa ¢ homogéneo e isotropico. Sendo sua deformagdo caracterizada
pelo médulo de Young E e o coeficiente de Poisson v.

- A espessura da placa ¢ infima se comparada as suas dimensdes laterais. A tensao
normal a direcao transversal da placa pode ser negligenciada se comparada a tensdo normal no
plano da placa.

- Apds deformacdo, o plano perpendicular as fibras da placa, continua perpendicular.

- A deflexdao w da placa ¢ pequena quando comparada a sua espessura. A curvatura da
placa depois da deformacao pode ser aproximada para a segunda derivada da deflexao.

- O plano médio da placa ¢ livre de tensdes, pode-se desprezar tensdes das fibras.

- As cargas sdo aplicadas na dire¢do perpendicular ao plano médio da placa.

Figura 3.1 — Ortogonalidade da secdo transversal.

Fonte: (Autoral, 2024).

Através da Figura 3.1 sabe-se que:
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(3.1)

(3.2)

No qual u e v sdo os deslocamentos axiais nas diregdes X ¢ y, sendo as deformacdes

lineares (&y, €,,,) para essas diregdes € a distor¢ao (¥, ) descritas nas equagdes (3.3) e (3.4).

ou 0*w
ax i
Exx ov 0*w
& = —_— = -7
(Viy> 9y 0y*
y
du 4 dav 92w
—+— )
dy = ox “axay

(3.3)

Da lei de hooke, tem-se que as deformagoes lineares e distor¢ao, podem ser descritas em fungio

das tensdes normais (Gy., 0yy) € de cisalhamento (05 ).

1 —-v 0
—-v 1 0

ETransversal

gLongitudinal

Isolando as tensdes e substituido as deformagdes da equagao (3.3), tem-se:

t/2
M, = f 0,22z = 0,1
—t/2

t/2
_ 23, _
M, = f Oyyz-dz = gyl

0 0 2(1+v)

O-x X
Oyy
Oxy

9*w
e
9*w

oy

" \eg)
B Zaxay

Sabe-se que os momentos estdo em func¢ao das tensoes:

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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t/2 (3.9)
My, = My, = ft/zaxyzzdz = 0yl

Sendo 7 0o momento axial de inércia por unidade de comprimento da placa, tal qual, para

secoes retangulares:

_t? (3.10)
=17 (m°/m)

Através disso, seguem os momentos:

*w (3.11)
1 v 0 0x?
AI\/d[xx 3 v 1 0 aZW
vy |=-D 1—v z
dy
M,, 00 — 2
0xdy
Do Et? (3.12)
T 12(1 —v?)

Supondo a presenga de um carregamento q(x,y) uniformemente distribuido na placa

Figura 3.2, aplica-se o equilibrio das forgas verticais.

d d 3.13
q.dy — (qxdy + %dxdy) + qydx — (qydx + ai;dydx) —q(x,y)dxdy =0 ( )
04 aqy
- dedy - Wdydx —q(x,y)dxdy =0
Sendo assim:
04 gy (3.14)

q‘ﬁ dy



Figura 3.2 - Equilibrio das forgas verticais

{/utl.l'
qedy X

h 4
) l (q‘, + L%d.r) dy
(r/u + %:‘h/> dx

dy -

qdrdy

dy

Fonte: (Altoqi, 2022)

Aplicando e equilibrio dos momentos na dire¢ao y conforme Figura 3.3, tem-se:

am, 5
m,dy — ( o ) + myxdx — yx 3y +q,dyd
dx dx aqy dx dx
+ qydx7 —qydx -~ 3y dydx— - qudy
amx om,,
Fye 3y dydx =0

Sendo assim:

am, N om,,,
d0x dy

qx =

Aplicando o equilibrio dos momentos na dire¢ao x, tem-se:
dm, dm
_ y yx
1= dy T ox

Figura 3.3 - Equilibrio de rotagao

my, dx
Mepydy mdy

‘,>Z mydx

om,
’”v d”“d!} dx 74 (III',_,/ - ’/[1)(/1/
dy 0
% h ( om
m, + rrIl) dy
( ﬂ"i:ly> dr o4

dy
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(3.15)

(3.16)

(3.17)
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Fonte: (Altoqi, 2022)

Aplicando as equagoes (3.16) e (3.17) na equagdo (3.14), tem-se:

g= 9*m, o om,, N 2°m,, (3.18)
dx? dyox  dy*

Calculando as derivadas dos momentos da equagédo (3.11):

%*m, d*w d*w (3.19)
= P\axt T Vox7ay2

0*m o*w o*w (3.20)
Y= Do v
dy* oy* 0x20y?
IMyx ey — oy W (3.21)
dyox 0x20dy?

Colocando as derivadas das equagdes (3.19), (3.20) e (3.21) na equagdo (3.18) chega-se em:

_ D 64W+ *w D 64W+ *w D(1— ) 0*w (3.22)
1= dx* ”axzayz dy* ”axzayz v d0x?0dy?

Simplificando a equagdo (3.22) chega-se na equagdo governante (3.33)

d*w *'w  d*w (3:23)
9=>b <6x4 2 0x20y? * 6y4>

g =V*wD (3.24)

A equagdo (3.23) trata-se apenas de placas simples, para placas com base elastica de

winkler segue a equagao (3.25), sendo o k reconhecido como coeficiente da mola:

0*w o*tw  d*w (3.25)
= 2 k
g (6x4 * dx20dy? * 6y4> *

J& para as placas com base elastica de Pasternak, a equacao geral ¢ dada pela equacao

(3.26), sendo G 0 modulo de elasticidade transversal do material.

d*w o*tw  d*w *w  d0*w (3.26)
g=>D FI +Zaxzay2+ay4 +k—-G Wﬁ‘m

3.2 SOLUCAO DE NAVIER
3.2.1 DESENVOLVIMENTO DO METODO
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Na solugdo de Navier, ¢ usada dupla série trigonométrica, como mostrado na equagao
(3.15).
mtotal mtotal — iy (327)
WEY = DY A sen() sen(—>)
m=1 n=1 a
Sendo os coeficientes a e b, largura e comprimento da placa e Amn coeficiente a ser
determinado na solugao.
As expressdes para os momentos fletores podem ser obtidas substituindo-se a equagao

(3.27)(3.27) na equagdo (3.11) e resolvendo as derivadas. Desse modo, tem-se.

2 2
mtotal ntotal mn nw mmx nwy
My =0 Tt St | () + v (5) Jamsen (57)sen () s29)
=D thotal ntotal [‘V (E)Z + (E)Z] A sen (ﬂ) sen (ﬂ)
a a b mn a b (3.29)
mtotal ntotal 2
mnrm mmnx nmy
My, = -D(1 - v) [ ] A, sen (—) sen (—) (3.30)
ab a b
m=1 n=1

Mediante isso, torna-se apenas necessario encontrar o coeficiente A,,, para placas
isoladas, com base elastica de Winkler e com base elastica de Pasternak.
3.2.2 PLACAS ISOLADAS

Substitui-se a equacado (3.15) na equacdo (3.13) e resolve-se as equagdes diferenciais:

mtotal mtotal m22\ /n2m? n2m? 2 nmy (33 1)
glx,y) = Z Z ——] +2 7 b2 + b2 Amnsen( )sen(—)
Aplica-se uma nova Série de Fourier para um coeficiente Fy,,:
mtotal ntotal (3.32)

glx,y) = Z z Fn sen (?)sen (nb;y)
m=1 n=1

Igualando as duas equagdes, tem-se:
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nmwy

mmnx. nr[y mznz 2 7’!1.27'[2 7’127'[2 7’127'[2 2 mmnx
Amnsen(=)sen(=) [( 2z ) +2( 2 )(bz )+ (bz ) ]D = Fmn sen (T) sen (T) (333)

Simplificando a equagao tem-se:

_ an
(3.34)

Isolando Amn e substituindo na equacao de deslocamento, tem-se:

mtotal ntotal
mnx

w(x,y) = Z Z ( n)z]z sen ( -

m=1 n=1 ] )

)sen (ﬂ) (3.35)

O coeficiente F,,,, pode ser encontrado, mediante a equagao (3.36):

b a
4 mmx nmy
Fomn = —f f g(x,y) sen (—) sen (—) dxdy (3.36)
ab a b
00

Tratando-se de carga pontual, deve ser incluso o Delta de Dirac nas duas dire¢des:

9(x,y) = F6(x —x0)6(y — ¥o)
(3.37)

Onde F ¢ a intensidade da carga pontual e o Delta de Dirac vale:

o, X = XO
S(x — =
(x — x0) { 0, x#x (3.38)

0, Y=Y
5()’_3’0)={0’ y¢y(())

Mediante a propriedade de filtragem do Delta de Dirac, como mostrado na equagdo

(3.39):

fF(x)S(x — xo)dx = F(x,) (3.39)
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4 mnxo nmyo
Fon =—Fsen( )sen( by)

ab a (3.40)

Tratando-se de carga distribuida em linha paralela a direcdo x, deve ser incluso o Delta

de Dirac na direcao y:

3.41
9(y) = Fo(y =) (3:41)
Onde F ¢ a intensidade da for¢a distribuida em linha. Sendo assim:
8 nmwy, miy 2
Epn = %F sen( H )sen (T) (3.42)
Tabela 3.1 - Solugdo por Navier para placas isoladas
Carregamento Fon Amn
4
_bF sen (mnxo) sen (mzyo)
Pontual a
9(x,y) = F&(x —x0)6(y — ¥o) Enn
. 38 nwy Mt~ 2 mm\? nm\2]?
Distribuido bF sen( , 0) sen (T) b (T) + (T)
em linha na mrm
diregdo x 90, y) = F6(y — ¥o)

Fonte: (Autoral, 2024)

3.3.3 PLACAS DELGADAS SOBRE BASE ELASTICA DE WINKLER

Para o caso de placas sobre base elastica de Winkler, apds desenvolver a equagao (3.25)

obtém-se:
F
Amn — mn .
M\ 2 T\ 2 (3.43)
CRGIE
a b
Tabela 3.2 - Solug@o por Navier para placas apoiadas em base eléstica de Winkler.
Carregamento Fnn Amn
4
b F sen (mnxo) sen (nzy())
Pontual a a
9(x,y) = F6(x = x0)6(y = ¥o) Fonn
2
istribui 8 2 mmy? (w2
Distribuido - F sen (mzyo) sen (%) D [( 3 ) + ( b ) ] +k
em linha na mu
diregdo x 9(x,y) = F6(y —¥o)

Fonte: (Autoral, 2024)
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3.3.4 PLACAS DELGADAS SOBRE BASE DE PASTERNAK
Assim como no caso nas placas a placa de Winkler, para o caso de placas apoiadas sobre

base de Pasternak, apos desenvolver a equacao (3.26) obtém-se:

Amn = 2 (3.44)

Vale salientar que na expressao (3.44) o valor do denominador independe do
carregamento na placa, apenas das suas propriedades e das camadas que ela possa estar
sobreposta.

O valor do coeficiente Fmn, sendo este presente nas equagdes (3.40) e (3.42) ¢ um valor
dependente do carregamento. Sendo assim, pode-se considerar que a solu¢do Amn da expressao
(3.44), parcela depende do tipo de placa e outra parcela do carregamento. Como nota-se nas

tabelas (Tabela 3.1, Tabela 3.2, Tabela 3.3).

Tabela 3.3 - Solugdo por Navier para placas apoiadas em base eléstica de Pasternak

Carregamento Fon Amn

4

b F sen (mnxo) sen (mzyo)
Pontual a a

9(x,y) = F&(x — x0)8(y — ¥o) Enn
2
b 8 2 mm? (mmy? mm? - (mmy?

Distribuido —bFsen(mZyo)sen(@) D[( a ) + (b) ] +k+G[( a ) + (b)
em linha na mi 2
diregdo x 9(x,y) =F5(y — o)

Fonte: (Autoral, 2024)

3.4 SOLUCAO DE LEVY

3.4.1 DESENVOLVIMENTO DO METODO

Para o método de Levy, no presente trabalho, tem-se as seguintes consideragdes:

- Assim como no método de Navier, a solu¢ao apresentada serd para a teoria de placas
de Kirchhoff.

- A andlise serd na direcdo perpendicular as bordas obrigatoriamente simplesmente
apoiadas, como pode ser visto na (Figura 3.4.a).

- Visando aproveitar da simetria de alguns carregamentos o €ixo y coincide com o eixo

central da placa e o eixo x com uma das bordas horizontais.
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Figura 3.4 - (a) solugdo adotada no trabalho (b) solu¢do comumente adotada

bordas obrigatériamente
X iim plismente apoiadas X

________ AN

|
|
|
a al
|
|
|

L
~b/2  b/2 ~b/2  b/2

a) b)

(Fonte: (Autoral, 2024))

Para a solucao de Levy o deslocamento advém de dois tipos de solugdo, uma homogénea
que depende das condi¢des de contorno e uma solugdo particular, como prescrito na equagao

(3.45):

Diferente do método de Navier que utiliza séries duplas, o método de Levy consiste em

uma série trigonométrica simples, tendo em vista que a abordagem serd em apenas em uma

direcao:
mtotal
mix
wy, = z Ay SEN (T) (3.46)
m=1
mtotal
mix
Wp = Z Amp(y) Sen (T)
m=1

Substituindo o termo da equagao homogénea (3.46) na equagao geral (3.23) tem-se a

equacao (3.47):

% m %
o = (20 (2 2 e ) o

mmx
thzolml sen (T)) Amh(y)D

64
ay*

Ap6s as derivadas parciais, chega-se na expressao (3.48):

mtotal 3'48)
s = 3, [ 25 )+ O v sen (5 <

m=1
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Tendo em vista reduzir a extensdo das equacgdes e facilitar a compreensao da resolucao

do problema, optou-se por algumas substitui¢des:

mrm

tm =g

_ 0% Ay
=—572

Z

Sabe-se que umas das condi¢des de contorno ¢ que nas bordas simplesmente apoiadas

o deslocamento no eixo z € nulo, sendo assim:
D(z* = 2zxp + Xm) =0 (3.49)
D(z—2)(z—2,)=0

Através disso, pode-se utilizar a seguinte solugao homogénea a partir das raizes:

Ay = C1eV7Y + Ce™VAY 4 CieV%2Y + C,e™V72Y (3.50)

Convém notar que a solu¢do exponencial (3.50), embora matematicamente viavel, ndo
viabiliza a introdu¢ao de condi¢des de simetria ou anti-metria na solugdo, porque a fungao
exponencial ndo ¢ nem impar, nem par. Assim, se essas condi¢des forem de interesse, €
conveniente buscar solugdes alternativas com essas propriedades, tais como as familias de
funcdes trigonométricas hiperbodlicas. Logo, uma solugdo homogénea que acomoda simetria

e/ou anti-metria em (3.49) é:

Amnyy = Cisenh(z,y) + Cycosh(z,y) + C3senh(z,y) + Cycosh(z,y) (3.51)

Relativo a solugdo particular, tem-se que:

9= Fn)sin(tm®) (352)

4

4 dz 2 d
Fm()’) = (Xm) -2 d_yz (Xm) + d_yz; Amp(y)D

(3.53)

A equacao (3.54) pode ser descrita de forma concentrada, como:
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dZ dZ 3.54
E,(y) = (d_yz - Zl)(d_yz - ZZ)Amp(y)D ( )

Vide as propriedades das Equagdes Diferenciais Ordinarias, sabe-se que:

Fao) =~ [ " gsenCrmr)dx (355)

Sendo para cargas pontuais:

g =P8y — yo)d(x — x0)
(3.56)

2 a
Fn) =5 | PO0 = 308 = x0)senCrna)d

2
E,(y) = 55 (v — yo)Psen(xmxo)
(3.57)

2
o= —Psen(¥mxo)
a
Onde « ¢ o coeficiente de carregamento.

Para carregamento linear ortogonal as bordas obrigatoriamente simplesmente apoiadas,

tem-se:
9 =900» =)
) & (3.58)
Fn(y) = 59050’ —Yo) fo sen (Tx) dx
Sendo a integral resultada em:
a mm a mm a a a NIy 2
_ - - = (= = - 3.59
fo sen( " x) dx mncos( 7 x) {0 mn( cos(mm) + 1) mnsen( > ) (3.59)
Substituindo o resultado da equagao (3.59) na equagao (3.58), tem-se:
Fa ) = — gosen () 60y - o)
m\Y) = mn Josen 2 Y—=Yo (3.60)

= gosen (T3).

Analisando as equagdes (3.67) e (3.59), percebe-se que o problema esta em se desfazer
do Delta de Dirac. Visando solucionar isso, a metodologia adotada para esse trabalho, foi usar

a decomposicao linear da equagao.
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d? (3.61)
Hm = (d_yz - Z2> Amp(y)
d? x 3.62
(d—yz—zl)Hm=55(y—J’o) (362)
Pela equacao caracteristica, tem-se duas solugdes:
H,, = Cie VAT + C,e*V71r (3.63)
H, = Clcosh\/z_1 + C,senh,/z;r (3.64)

Onde, r = |y — y,|, para coordenada de campo y e coordenada da carga y,

Analisando as duas alternativas, pode-se presumir que a (3.63) seja a solucdo mais
eficiente, por aproveitar da simetria. Contudo, para a problematica de cargas pontuais essa
simetria ndo é aproveitada. Parafraseando a condicdo de Summerfeld, enquanto a distancia a
fonte de energia tender ao infinito, a energia no ponto analisado tendera a zero, condigdo a qual
nao ¢ atendida fisicamente pela (3.54), visto que ao r = oo, H,, — oo. Sendo assim, resta a

solucdo proposta pela (3.64), sendo essa manipulada para atender as condi¢des fisicas:

H,, =Cle_“/zr,r—> o, H, -0

Figura 3.5 - Condi¢do de Summerfeld

Fonte: (Autoral, 2024)

Portanto, a solugdo coerente ¢:

H,, = C,e~Vair (3.65)
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dHp, _sr ar 3.66
B T VReeTTg e

Visto que r ¢ uma fun¢do modular, deve-se analisa-la como uma funcgao sinal, tal qual:

dr 3.67
& = Sam0 =) (3.67)
A fungdo sinal deve ser analisada conforme o intervalo que ela esta contida:
d
Z=1 Yo<v (3.66)
Sgn(y =yo)\ g
—=-1, Yo>Y
dy
Inserindo a fungao sinal, tem-se:
dHyp, iy 3.69
= VEe Sy — y0) G (3.69)
y
Na derivada de segunda ordem, tem-se:
d2H,, d 3.70
v (zreVETSgn(y — yo)Sgn(y — o) — \/z_le‘“Z_“@Sgn(y ) (370)
Da literatura tem-se:
d 3.71
25970 = ¥0) = 28(y — yo) (371)
Yy
Seguindo as propriedades da fung¢do sinal:
Sgn(y —yo)Sgn(y —yo) =1 (3.72)
Sendo assim:
d?H (3.73)

W;n = [zye V7T — 2,6 VAT28(y — y,)]Cy

Partindo da (3.61), basta substituir a segunda derivada de H,,, para encontrar o

coeficiente Cy:



Z1C13_‘/ZT - Zle_mT25(y = Y0)C1 — Zlcle_\/zr = %5(}’ = Yo)

Dois termos anulam-se, logo a equagao se resume a:

—VZ1e VAT26(y — o) €1 = 58y = ¥o)
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(3.74)

(3.75)

A equacdo (3.75) ndo atende no intervalo y # y, e paray = y, ¢ atendida, visto que:

0, *
so-wle 315

ParaYzYo,r=Oee“/HT=1

8y —yo) x
726 = 50 —yo) D

«
_\/2_1261 )

Resultando no coeficiente:

C = 1 «
N ))
Substituindo na (3.65), tem-se:
— _E 1 e Vzir
" D2z

Mediante esses resultados, utilizando o coeficiente para outra parcela, tem-se:

d? o
d—yz—Zz Pm =55(Y—Yo)

dz
b, = (d_yz - Zl) Amp(y)

De semelhante modo a equacao (3.79):

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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o« 1
P = —_— — _\/ZT
™= T Doz, (3.81)

Subtraindo as duas parcelas, para encontrar 0 Ay (y)

d? d? (3.82)
Hm — Pm = (d—yz - Z2> Amp(y) - (d_yz - Z1> Amp(y)

Isolando, encontra-se a solugdo particular:

H, — Pm

A =T 3.83
mp(y) -z, + 2, ( )
Substituindo os valores de H,,, € Pm, tem-se:
x 1 —z1r o« 1 —Vzr (3 84)
—_—— 0 1" — (—m — —— e 2 .
L _ Vg 2Dy )
mp(y) -2z, + Z
Isolando os termos comuns, tem-se como solugdo para o coeficiente A,,:
« 1 1 (3.85)
A = - (=e VAT - —¢7VET) -
mPo) 2D(zy — z3) Wz, vz,
w=Yr_ [Clsenh(zly) + Cycosh(z,y) + C3senh(z,y) + Chcosh(z,y) — (3.86)
% lovVar _ L —ar mmx
2D(z1—22) (\/Z_le ! \/Ze ’ )] sen ( a )

Para encontrar os coeficientes da solugdo homogénea C;, C,, C3 e C,, basta analisar as
condigdes de contorno, no qual serdo diferentes a depender de como a placa estard apoiada.

conforme a Tabela 3.4.
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Tabela 3.4 - Condigdes de contorno para as bordas ndo obrigatoriamente simplesmente apoiadas

Tipo de apoio das bordas Coordenada da borda ngﬂgxode
-
. . : ;
Simplesmente apoiada 2 P _ .
(S) ( _E) dy?
©72
. =0
Engastada (x' 5) ;‘VN =
©) b =0
(—3) dy
b
Livre (x’ E) M, =0
(F) _E v, =0
(x' 2)

Fonte: (Autoral, 2024)

Convém notar, que a Tabela 3.4 contém apenas condig¢des iguais para bordas paralelas.
Entretanto, pode-se utilizar bordas paralelas apoiadas de forma diferente, basta que cada borda
utilize sua condi¢ao de contorno.

Conseguinte, a solucao homogénea vai ser igual a particular, sendo assim, pode-se isolar

os coeficientes:

€)= E)[Mm]™ (3.87)

No qual, [M] é a matriz da solu¢do homogénea, (F) é a matriz da solugdo particular e
(C) sdo os coeficientes.

Para efeito demonstrativo nesse trabalho sera mostrado o desenvolvimento dos calculos
para as bordas simplesmente apoiadas e engastadas, sendo necessario para o caso das bordas
livres a utilizagdo do esfor¢o cortante equivalente de Kirchhoff.

Todavia, sabe-se que nos bordos livres todos os esforcos internos sdo nulos, porém,
como a EDO ¢ de quarta ordem, deve-se introduzir apenas duas condi¢des de contorno. Sendo
assim, Kirchhoff formulou uma condi¢do de contorno que compatibiliza o esforgo cortante e o

momento torgor. Para tal, o momento tor¢or ¢ substituido por binarios equivalentes, os quais

geram forgas verticais de sentido contrario, cuja diferenca ¢ de aI:;y paray. (ARAUIJO, 2014,
apud SANTANA, 2019)
OM,, (3.88)

y =T Ty
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Sendo q:

oM, oM
g, = v WMy (3.89)
dy dx

Substituindo, tem-se:

_OM, _0M,, (3.90)
vy, = 3y +2 ox
Substituindo os momentos descritos na equacao (3.11) na equacao (3.90):
a (0*w  d*w 3w (3.91)
v, =-D [@(63}2 +v 6x2> +2(1 - ")—axzay]

Simplificando, tem-se a equacdo do cortante equivalente de Kirchhoff:

33w 63w] (3.92)

”y=‘D[(v‘2)W‘W

e Todas as bordas simplesmente apoiadas:
Para encontrar os coeficientes através da equacdo (3.87) necessita-se utilizar das

condi¢cdes de contorno da Tabela 3.4.

_Shl Chl _Shz Ch2
_ZIShl Z1Ch1 _Zzshz chhz

MI= 1 shy o Tchy  shy,  chy (393)
z;8hy  zichy  zysh, z,ch,
Sendo:
b
senh(z,-)
ﬁ shy
cosh(9) | [ cn, 39
senh(z,2) sha
2 ch,

cosh(z, S)

Condig¢des de contorno para solugdo particular:
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1

Gl ese] L g2

2D(z1-23) (\/__e Vzz
1 V| -2y
(e ] - el
F) = —« 2D(—z2+21) 3.95
) L] k) (395)
(= e 2l
2D(z1-22) \/_ \/Z
m (Wzze Al Vzye —vz_1|§—yo|)
42 1

e Duas bordas paralelas engastadas:

Condig¢des de contorno da solugdo homogénea:

_Shl Chl _Shz Chz
_ |Vzichy  —Vzyshy Vzpch, —zpsh, (3.96)
[M] =
shy chy sh, ch,

Vzichy  Vzishy  \zych,  \zpshy

Condig¢des de contorno para solucdo particular:

1 ( \/_|“—y(J| 1 _\/—l yol)
2D(z1—23) \/_ \/Z
[ S BV R >
(F) = —X ZD(_ZZ+Z1) (e 1| 2 Ol e 2| 2 0|)

(3.97)
1 ( —\/_|——J’0| —\/_lg—J’ol)
2D(z1-23) \/_ \/Z
b_ L
m(e—\/2_1|2 }’0| —e \/le YO|)

Resolvendo o produto de matrizes da equagao (3.87) tem-se os coeficientes, no qual sdo

colocados na equagdo geral do deslocamento gerando a nova equagdo para o deslocamento:

= th"ml [Clsenh(zly) + C,cosh(z,y) + C3senh(z,y) + Cycosh(z,y) + (3.98)
L Vo _ 1 vz
TIOE 22)( = er)] sen(Ymx)

3.4.2 PLACAS DELGADAS ISOLADAS
Vale ressaltar, que para placas isoladas, sem base eléstica, z; = z, = ), € isso ird gerar

uma singularidade na equacdo (3.85), mediante isso, deve-se aplicar a regra de I’Hopital:

d (— x/_r_ie—«/_r)
7 N7 Vzy (3.99)

d
111’1’1 (ZZ 4 Zl) (_ZZ + Zl)

lim (z, = zl)

Obtém-se:
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x e Vair 1 (3.100)

A Tabela 3.5 apresenta um resumo da solugdo particular para os dois tipos de

carregamentos desenvolvidos.

Tabela 3.5 — Solugdo particular por Levy para placas delgadas

Carga Fnoy Amp(y)
2
Pontual — Psen(xmxo) (v = yo)
< e Zr 1
LRI — —+7r
Distribuido 4D z, (\/Z )

i —goSen (m)z 6(y —yo)
em 11r~1ha na 9 > Y=o
direcdo x

Fonte: (Autoral, 2024)

Para placas isoladas a equacao homogénea segue na equacao (3.118)

Amny) = Cisenh(Vzyy) + Cycosh(Vz1y) + Csv/zyysenh(Vz,y) + (3.101)
Civzyycosh(Vz1y)

Sendo z; = y,?
Para encontrar os coeficientes através da equacdo (3.87) necessita-se utilizar das

condi¢des de contorno da Tabela 3.4.

e Todas as bordas simplesmente apoiadas:

Condigdes de contorno para solugdo homogénea:

—sh, chy Vzi 3 shy —Vz 2chy

[ ] _lehl Zlchl Zzlchl + Zl’\/ZgShl _Zzlshl + Zl\/Z_1§Chl

M| = 3.102
shy chy \/ng}ll \/ch}ll ( )

z;8hy  zychy  2zych; + zl\/z_lgsh 2z,shy + zﬂ/Zg chy

Condigdes de contorno para solugdo particular:
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L pVE|y
420 € | Ol( +|___y°|)
o —V7I| 5
(F) = —« n° 5 °|(———y0|——) (3.103)
1 V7l b_ '
421D | Ol( + | y°|
eVl “"(——y -5
e Duas bordas paralelas engastadas:
Condig¢des de contorno da solugdo homogénea:
—shy chy \/ZSShl _\/ZSChl
b b
Vzichy  —z;shy _\/2_15’11_;216'}11 \/Z_1Ch1+5215h1 (3.104)
shy chy \/ZEShl \/2_126"11
2 2
Vzichy  \zishy \/ZSh1+§Z1Ch1 \/Z_1Ch1+2215h1
Condig¢des de contorno para solugdo particular:
L V|
4-le | Ol(_+|___y°|)
—Vz1|—5=Yo| | _ P _ _
F) = - w* - R ) (3.105)
1 —yzlPyl, 1 b
e ol
e VZi[z7Yo[ (|2 _ _ 1
\ Sl

Resolvendo o produto de matrizes da equagao (3.87) tem-se os coeficientes, no qual sdo

colocados na equagao geral do deslocamento gerando a nova equacao para o deslocamento:

mtotal

w = [Clsenh(zly) + Cycosh(zyy) + C3zyysenh(z,y) + Cuzyycosh(z,y) + (3.106)
x e~Var (— + r)] sen(Ymx)

4z,D \/_

3.4.3 PLACAS DELGADAS SOBRE BASE ELASTICA DE WINCKLER
Para placas delgadas sobre base elastica de Winkler, com auxilio da equacdo geral

(3.25), tem-se:

d* d? 3.107
[D(E 2)m? & —— txm >+k]Am(y) =x (Y —Yp) ( )

o d?
Substituindo z = —; tem-se:
dy
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k 3.108
D(z% = 2xm’z + ypm* + E)Amp(y) =x §(Y - Yp) ( )

Desenvolve-se a equagdo quadratica para encontrar as raizes, utilizando a seguinte

formula:

21,2 % J4xm4 — 40, + )

1y = - (3.109)

2 |k
Zip = Xm~ L D

Figura 3.6 - Numero complexos

Im

iV(k/D) P

Re

Xm?

Fonte: (Autoral, 2024)

Tendo em vista o resultado, percebe-se a apresentagao de numeros complexos:

— 2 ; k
Z1 = Xm +1 5
J (3.110)

L
Z2 = Xm” —1 5

Das propriedades dos nimeros complexos, tem-se:

o= /a2+ﬁz (3.111)

z = pe® = pcosf + ipsend (3.112)
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z" = pe™! = p™cos (nh) + ip™sen(nf) (3.113)

Utilizando-se da equagao (3.85), sendo as raizes substituidas por (3.109). Antes disso,
deve-se simplificar a raizes com intuito de no decorrer do céalculo o termo imaginério seja
eliminado. Portanto, vamos inserir os termos p e ¢, sendo eles a representacao do termo real e

do imaginario, respectivamente.

p=+xm*+k/D
0
p=Rz= \/Ecosi

o
q = ImVz = \[psenz (3.114)

Vz = ﬁe%ei = \/Ecosg + i\/ﬁseng

Vz=p+tiq

z=(p+iq)’

Sendo assim, tem-se as raizes em fung¢do dos coeficientes real e imaginario:

z; = (p +iq)?
(3.115)
z; = (p —iq)*
Substituindo, tem-se:
4 x L i _ Y i) (3.116)

™) = 2D ((p + i9)2 — (p — i9)?) lp + ig p—iq

Sendo os coeficientes p e q:

4 9
p= ’){m4+k/Dcos§

o, 6 (3.117)
9= |Xn, +k/Dsen§

2
0 = arctg (Xik)

[

Desenvolvendo, tem-se:
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1 , )

A — —-r(p+iq) _ —T(P—lCI)]
mPO) = 8Dpqilp + iq ¢ p—iq ¢

p _ [o—T(P+iq) (p—iq) — e~ T(p-iq) (p+iq) (3.118)
mp(y) — 8Dpqi | p*— (iq)?

A 3 2ie~"P(qcos(qr) + psen(qr))
mp(y) — 8Dpqi | p? + q*

Resultando na solugdo particular A

«

mp(y)-

Amp(y) = 4_qu

(psen(r) + q cos(qr)) - (3.119)

p*+q°

Sendo utilizada a equacdo (3.120) para atender uma das condi¢des de contorno na borda

simplesmente apoiada.

2
dAmp(y) _

(3.120)

d?y N 2Dgp

(psen(qr) + q cos(gr))e™P"

Assim como no caso das placas isoladas, deve-se separar em duas solugdes, homogénea

e particular. Conforme isso, a solu¢do homogénea ¢ dada pela equagdo (3.121).

Amn(y) = Ci cosh(py) cos(qy) — Cycosh(py)sen(qy) — Czsenh(py)cos (qy) + (3.121)
Cisenh(py)sen(qy)

Tabela 3.6 - Solugdo para placas sobre base elastica Winkler

Carga Fn) Amp(y)
2
Pontual P 8y — yo)sen(mxo)
x  [(psen(gr) + q cos(qr)) -
em 11r~1ha na . —gosen(—- & =0
direcdo x

Fonte: (Autoral, 2024)
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Para encontrar os coeficientes através da equacdo (3.87) necessita-se utilizar das

condi¢cdes de contorno da Tabela 3.4.
e Todas as bordas simplesmente apoiadas:

Condigdes de contorno para solugdo homogénea:

ch.c —s.ch —sh.c sh.s
_ |A.ch.c—=B.sh.s —A.ch.s —B.sh.c —A.sh.c+ B.ch.s A.sh.s+ B.ch.c
[M] = ch-c s-ch sh-c sh-s (3.122)

A.ch.c — B.sh.s A.ch.s+ B.sh.c A.sh.c — B.ch.s A.sh.s+ B.ch.c

deCondicdes de contorno para solugao particular:

%ﬁe‘pl_g_”’l (psen (q |—§— J’o|> + qcos (q |_§ - y°|)>;

p3+q’
b
et (psen (a2 )~ aeos (a2 )
(F) = —x ol . ) ) (3.123)
e e (psen (a = 0] + acos (a = o]) )52
b
\ 2ol osen (ol ) - acos (a2~ 0])
e Duas bordas paralelas engastadas:
Condigdes de contorno para solugdo homogénea:
ch.c —s.ch —sh.c sh.s
_ |A.ch.c=B.sh.s —A.ch.s —B.sh.c —A.sh.c+B.ch.s A.sh.s+ B.ch.c
[M] = ch-c s-ch sh-c sh-s (3:124)
A.ch.c—B.sh.s A.ch.s+ B.sh.c A.sh.c—B.ch.s A.sh.s+ B.ch.c
Condig¢des de contorno para solugdo particular:
_p|l-b_ b b
pange T (psen (=5 = 3a]) + acos (a =5 - o)) e
11 —p|-2- b
. saga( el (a5 -]
) = —« . (3.125)
—pl2— b b
s o o2 <) s o)

b
11 _p|__y0| ( |b |)
——| —e 2 sen _—
D4pq< q 2 Yo

Resolvendo o produto de matrizes da equagdo (3.87) tem-se os coeficientes, no qual sdo

colocados na equagdo geral do deslocamento gerando a nova equagdo para o deslocamento:
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w = yoee [C1C05h(pY)COS(qy) + Csen(qy)cosh(py) + senh(py)cos(qy) +

senh(py) sen(qy) + 5, e PV!(psen(qly — yol) + qcos(qly — (3-126)

¥oD) 73] senCim)

3.4.4 PLACAS DELGADAS SOBRE BASE ELASTICA DE PASTERNAK

Para o caso de pavimentos, onde ha camadas responsaveis por transferir energia de uma
camada para outra, torna-se necessario a consideracdo da placa apoiada sobre base eléstica de
Pasternak. Sendo assim, deve ser considerado o pardmetro G de Pasternak, resultando na

equacdo geral (3.127).

*w o*tw  d*w *w  0*w (3.127)
9=>b <6x4 2 0x20y? * 6y4> th-G <6x2 * 6y2>

Figura 3.7 - Placa sobre base de Pasternak

[
iiii =====

Fonte: (Autoral, 2024)

Derivando a fung@o do deslocamento em fungéo do coeficiente A,y (y) tem-se:

d4 )(mzd 4 5 dz
g= D W -2 dy2 + Xm Amp(y) + kAmp(y) -G —Xm° + d_yz Amp(y)
(3.128)
4 2
g G\ d G k
D~ [E - (27 + E)d—yz 2"+ X+ | Amp )
. . dZ
Substituindo z = A,y o7
. o k 3.129
[# = (2" 45) e+ st + G + 5] =0 (3.129)

Resolvendo como uma equagao quadratica, tem-se:
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a=72z
b= 2, 0
=—@xn" + ) (3.130)
4 G 2 k
C=dm +tpXm"tp

Sendo as raizes dadas na equacao (3.131):

G 3.131
Zl,ZZXm2+E + VA ( )

G G k
Sendo A= (x> + 5)2 — (et + BXmZ +7)
Nota-se que o A pode dispor de trés situagdes diferentes, cuja essas situagdes resultam

em trés solucdes particulares e homogéneas diferentes, sendo elas:

A=0:.

Essa situac¢do implica z; , = sz + %, ou seja, z; = Z,.

Para esse caso, utiliza-se a solugdo particular utilizada em placas isoladas como descrito
na equacao (3.100) e equacao (3.101) para solugdo homogénea, alterando apenas as raizes, pelas
raizes da equacdo (3.131).

Os coeficientes da solugdo homogénea sao calculados da mesma forma que foi para as
placas isoladas, como segue nas equagdes (3.102) e (3.103) para placas com todas as bordas
simplesmente apoiadas e (3.104) e (3.105) para as bordas paralelas engastadas. Sendo o

deslocamento igual o da equacdo (3.106), alterando as raizes para as raizes da equagdo (3.131).

A> 0:.

Para esse caso, convém notar que as raizes z; € z, sao diferentes para essa situagao,
mediante isso, usa-se a equagdo (3.85) para a solucdo particular e (3.51) para a solugao
homogénea, substituindo os valores das raizes pelas raizes contidas na equagao (3.131).

Os coeficientes da solugdo homogénea sio calculados da mesma forma que foi para as
placas com base elastica de Winkler, como segue nas equagdes (3.93) e (3.95) para placas com
todas as bordas simplesmente apoiadas e (3.96) e (3.97) para as bordas paralelas engastadas.

Sendo o deslocamento igual o da equacdo (3.98), alterando as raizes para as raizes da equacao

(3.131).

A<O0:.
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Nesse caso, hd presenca dos numeros complexos, sendo assim, deve-se usar a equagao
(3.119) para a solugdo particular. Utilizando as raizes de (3.131) para calcular os novos
coeficientes reais e imaginarios, p € g, respectivamente, obtém-se a solucao particular.

Para a solugdo homogénea, assim como a particular, deve-se adotar a mesma solucao
utilizada na placa com base elastica de Winkler. Sendo assim, utiliza-se a equagdo (3.121)
utilizando as raizes da equagdo (3.131).

Os coeficientes da solugdo homogénea sao calculados da mesma forma que foi para as
placas com base elastica de Winkler, como segue nas equagdes (3.122) e (3.123) para placas
com todas as bordas simplesmente apoiadas e (3.124) e (3.125) para as bordas paralelas
engastadas. Sendo o deslocamento igual o da equacao (3.126), alterando as raizes para as raizes
da equacgao (3.131).

Em resumo, para Pasternak, encontrou-se trés solugdes particulares, dependendo do

resultado do A. Mediante isso, as solugdes estao resumidas na Tabela 3.7.

Tabela 3.7 - Solugao para placas apoiadas sobre base elastica de Pasternak

x
A A Carga pontual Distribuido em
mp() linha na dire¢do
X
G
=0 _#e_\xmzi—ﬁr(;_i_r)
= 4D (xm? + 26) G
Xm~ + 2D
X 1 o Cm? 3 5—VBr
4DVA G
. \/ (tm? + 55— VB) 2 2 mmy 2
> —Psen(Ymxo) —gosen | —
_ 1G o Um* 35V a e mr ° ( 2 )
J Otm® + 55+ VD)
<0 x [(psen(qr) + q cos(qr)) -
4Dqp P> +q°

Fonte: (Autoral, 2024)



3.5 FLUXOGRAMA
Visando facilitar a compreensdo do seguimento dos calculos, foi realizado

fluxograma, conforme expresso na Figura 3.8.
Figura 3.8 - Fluxograma do trabalho

PLACA SOLUGAO FUNDAGCAO CARREGAMENTO
PONTUAL
SIMPLES l —
PONTUAL

WINKLER |
LINEAR
PONTUAL

PASTERNAK '
LINEAR

SIMPLISMENTE
APOIADAS

PLACAS

DELGADAS
PONTUAL
EODDE smpussl
LINEAR
e
WINKLER CRERE

PONTUAL
“——— PASTERNAK l
LINEAR

SIMPLISMENTE
APOIADAS

ENGASTADAS

LIVRES

Fonte: (Autoral, 2024)
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4. RESULTADOS

Através do software Mathcadl5, foi possivel desenvolver os resultados e valida-los por
intermédio de graficos e tabelas no Excel. A principio, a solucdo foi verifica mediante
comparacdo com resultados encontrados por intermédio do MEF (Método dos Elementos
Finitos), ademais, foi analisada a velocidade de convergéncia entre a solucio proposta por Levy
e a proposta por Navier para placas simplesmente apoiadas em todas as bordas. Em seguida,
foram feitas verificagdes, através do erro relativo, para as outras condi¢des de contorno
supracitadas no trabalho. Por ultimo, foram calculadas situag¢des aplicadas da engenharia, como
o caso de cargas de paredes em lajes, radiers e cargas mdveis em pavimentos rigidos.

Os erros relativos para validacao da solucdo, foram realizados com referéncia ao MEF,
visto que o método de Navier € restrito aos bordos simplesmente apoiados. Sendo o erro relativo

calculado conforme a equacao (3.132):

MEF — Levy
MEF

(3.132)

Erro (%) = | | 100

Vale salientar que como a solugao por Levy e Navier, no trabalho, foram desenvolvidas
através de referenciais diferentes, as coordenadas em uma dire¢do serdo alteradas, conforme

vé-se na Figura 4.1.

Figura 4.1 - Referencias para o método de Levy e de Navier

a) Referencial para Navier. b) Referencial para Levy

Fonte: (Autoral, 2024)

4.1 VERIFICACOES
4.1.1 Dados de entrada
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Foi considerada uma placa unitaria, com 8 centimetros de espessura, com respeito ao
material, foi utilizado considerada uma placa de concreto armado, com médulo de Young de 28

GPa e coeficiente de Poisson de 0,2, conforme a Tabela 4.1.

Tabela 4.1— Dados da placa

a b t E v
(m) (m) (m) (kN/m?)
1 1 0,08 28x1076 0,2
Fonte: (Autoral, 2024)

Sendo o D (rigidez da placa), calculada pela equacado (3.12)

Para MEF, foi considerada uma malha com 32 partigdes. Sendo necessario, para analise
da placa submetida a cargas pontuais, considerar a localizagao da carga no né da malha. Sendo
assim, como o MEF vai ter 33 n6s ao longo de cada eixo, para verificagao do erro relativo da
solu¢do com o MEF, a solu¢ao proposta foi calculada em 33 pontos ao longo do eixo.

Considerando uma placa delgada isolada, submetida a carga pontual de 40kN, localizada
no centro da placa nas coordenadas da Tabela 4.2, realizou-se a valida¢do do método para

diferentes condigdes de contorno.

Tabela 4.2 - Coordenadas para carga pontual

Coordenadas de campo  Coordenadas da carga

X Y XC yc
Navier a/2 (3/4)b a/2 b/2
Levy a/2 b/4 a/2 0

Fonte: (Autoral, 2024)

4.1.2 Validacao por meio do MEF

Utilizando as propriedades da Tabela 4.1 realizou-se a verificagao da solu¢do, utilizando
o MEF. Relativo ao MEF, foi utilizada uma malha 32x32 e calculado segundo o método DKT
(Discrete Kirchhoff Theory), visto que o trabalho aborda placas delgadas. Para a solugdo de
Levy, foi utilizando um total de 20 ciclos, visto que mais do que isso apresenta pouca
possibilidade de alteracdo do valor até 5 casas decimais apds a virgula.

Foram gerados gréficos e tabelas contendo o deslocamento e o erro relativo, mediante
solucao de Levy e o MEF, ao longo da coordenada x adotada para placa, como visto na Figura
4.1. Esses graficos demonstram algumas situagdes de apoio, contendo a placa simplesmente

apoiada, engastada e livre.
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Para a realizacdo dos graficos foram utilizados os valores das tabelas de deslocamento,

como a placa esta submetida a situagdo de simetria, os valores sdao espalhados a partir do centro,

sendo assim as tabelas contém os valores apenas até o centro da placa, visando otimizar espago

no trabalho.

Deslocamento (mm)

Figura 4.2 - Deslocamento por Levy e por MEF na SSSS para placas isoladas

Deslocamento ao longo da direcdo x (SSSS)

0,10 020 030

0,40

X (m)

0,50

0,60

Fonte: (Autoral, 2024)

Tabela 4.3 - Deslocamento da placa isolada na condigdo SSSS

Deslocamento
(mm)

x (m) MEF LEVY
0,00 0 0
0,03 -0,02970  -0,02967
0,06 -0,05932  -0,05933
0,09 -0,08877 -0,08875
0,13 -0,11790 -0,11788
0,16 -0,14680 -0,14673
0,19 -0,17510  -0,17503
0,22 -0,20270 -0,20261
0,25 -0,22950  -0,22948
0,28 -0,25530 -0,25531
0,31 -0,27990 -0,27972
0,34 -0,30280 -0,30265
0,38 -0,32370  -0,32363
0,41 -0,34200 -0,34187
0,44 -0,35720 -0,35708
0,47 -0,36830 -0,36825
0,50 -0,37300 -0,37256

Fonte: (Autoral, 2024)
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Figura 4.3 - Erro relativo do deslocamento na condigdo SSSS para placas isoladas

Erro deslocamento (Carga pontual)
0,14%
0.12% —Erro
— Média
0,10%

0,08%
0,06% /\ /\
0,04% /\/\ . A /\/\

N iEAVRATAATE"

Erro

0,00%

0,0 1,0

X (m)

Fonte: (Autoral, 2024)

Os valores utilizados para desenvolver o grafico da Figura 4.3 seguem na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Erro relativo do deslocamento da placa isolada na condigdo SSSS

X (m) Erro Média
0,00  0,000%

0,03 0,118%

0,06  0,014%

0,09  0,017%

0,13 0,017%

0,16  0,051%

0,19  0,041%

0,22 0,044%

0,25 0,008% 0,03590%
0,28  0,003%

0,31  0,064%

0,34  0,048%

0,38  0,022%

0,41  0,039%

0,44  0,033%

0,47  0,013%

0,50 0,118%

A baixo tem-se o grafico na Figura 4.4 contendo os deslocamentos por Levy e MEF para

placas isoladas simplesmente engastadas nos dois bordos da direc¢ao x.



Deslocamento (mm)

Para a realizacdo do grafico da Figura 4.4 foram utilizados os valores da Tabela 4.5.

-0,05

-0,10

-0,15

Figura 4.4 - Deslocamento por Levy e por MEF na SCSC para placas isoladas

Deslocamento ao longo da direcdo x (SCSC)

0,00

-0,20

-0,25

x (m)

0,40

Fonte: (Autoral, 2024)

Tabela 4.5 - Deslocamento da placa isolada na condigdo SCSC

Deslocamento
(mm)

x (m) MEF LEVY

0,00 0,00000  0,00000
0,03 -0,01540 -0,01538
0,06 -0,03084 -0,03080
0,09 -0,04638  -0,04633
0,13 -0,06205 -0,06198
0,16 -0,07788 -0,07779
0,19 -0,09386 -0,09376
0,22 -0,10997 -0,10984
0,25 -0,12614  -0,12599
0,28 -0,14226  -0,14210
0,31 -0,15818 -0,15800
0,34 -0,17366  -0,17346
0,38 -0,18839 -0,18817
0,41 -0,20191 -0,20167
0,44 -0,21360  -0,21333
0,47 -0,22249  -0,22217
0,50 -0,22654  -0,22626

Fonte: (Autoral, 2024)
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Mediante os resultados obtidos pela solu¢do desenvolvida e por MEF, chegou-se ao erro

relativo, ao longo do eixo central na direcdo (x) da placa. Conforme mostrado no grafico da

Figura 4.5.
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Figura 4.5 - Erro relativo do deslocamento na condigdo SCSC para placas isoladas

Erro deslocamento (SCSC)
0,16%

0,14%
o1 [\ /\

0,10%
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0,00 0,20 0,40 x(m) 0,60 0,80 1,00

Fonte: (Autoral, 2024)

Os valores utilizados para desenvolver o grafico da Figura 4.5 seguem na Tabela 4.6.

Tabela 4.6 - Erro relativo do deslocamento da placa isolada na condigao SCSC

X (m) Erro Média
0,00  0,00000%
0,03  0,13055%
0,06  0,11220%
0,09  0,10846%
0,13 0,10830%
0,16  0,10940%
0,19  0,11091%
0,22 0,11213%
0,25 0,11416% 0,11044%
0,28  0,11528%
0,31  0,11575%
0,34 0,11683%
0,38  0,11784%
0,41  0,11990%
0,44  0,12570%
0,47  0,14347%

0,50  0,12272%
Fonte: (Autoral, 2024)

A baixo tem-se o grafico da Figura 4.6 contendo os deslocamentos por Levy e MEF para

placas sobre base de Winkler simplesmente apoiada nos quatro bordos.



Figura 4.6 - Deslocamento por Levy e por MEF na SSSS para placas em Winkler

Deslocamento ao longo da direcdo x (SSSS)
0,00 X (m)
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Fonte: (Autoral, 2024)

Para a realizacdo do gréafico da Figura 4.6 foram utilizados os valores da Tabela 4.7.

Tabela 4.7 - Deslocamento da placa em Winkler na condi¢do SSSS

Deslocamento
(mm)

x (m) MEF LEVY

0,00 0,00000  0,00000
0,03 -0,02970  -0,02969
0,06 -0,05930 -0,05929
0,09 -0,08874 -0,08872
0,13 -0,11791  -0,11788
0,16 -0,14671 -0,14667
0,19 -0,17501 -0,17496
0,22 -0,20266  -0,20260
0,25 -0,22948  -0,22942
0,28 -0,25528 -0,25520
0,31 -0,27978 -0,27970
0,34 -0,30268 -0,30259
0,38 -0,32358 -0,32348
0,41 -0,34197 -0,34185
0,44 -0,35716  -0,35703
0,47 -0,36817 -0,36799
0,50 -0,37293  -0,37280

Fonte: (Autoral, 2024)
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Mediante os resultados obtidos pela solu¢do desenvolvida e por MEF, chegou-se ao erro
relativo, ao longo do eixo central na dire¢ao (x) da placa. Conforme mostrado no grafico da

Figura 4.7.

Figura 4.7 - Erro relativo do deslocamento na condigdo SSSS para placas em Winkler

Erro deslocamento (SSSS)
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0.05% = ERRO
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> E] > t] >

X (m)

Fonte: (Autoral, 2024)

Os valores utilizados para desenvolver o grafico da Figura 4.7 seguem na Tabela 4.8.

Tabela 4.8 - Erro relativo do deslocamento da placa em Winkler na condigdao SSSS

X (m) Erro Média
0,00  0,00000%

0,03 0,03233%

0,06  0,02715%

0,09  0,02693%

0,13 0,02731%

0,16  0,02781%

0,19  0,02828%

0,22 0,02916%

0,25  0,02907% 0,02935%
0,28  0,02938%

0,31  0,02992%

0,34  0,03043%

0,38  0,03134%

0,41  0,03266%

0,44  0,03668%

0,47  0,04791%

0,50  0,03574%

Fonte: (Autoral, 2024)
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A baixo tem-se o grafico da Figura 4.8 contendo os deslocamentos por Levy e MEF

para placas sobre base de Winkler engastada nos dois bordos da direcao x.

Figura 4.8 - Deslocamento por Levy e por MEF na SCSC para placas em Winkler

Deslocamento (mm)

Para a realizacdo do grafico da Figura 4.8 foram utilizados os valores da Tabela 4.9.
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0,00

0,20 0,40 0,60 0,80

-0,25

Fonte: (Autoral, 2024)

Tabela 4.9 - Deslocamento da placa em Winkler na condi¢do SCSC

Deslocamento
(mm)

x (m) MEF LEVY

0,00 0,00000  0,00000
0,03 -0,01538 -0,01539
0,06 -0,03080 -0,03083
0,09 -0,04633  -0,04637
0,13 -0,06198 -0,06204
0,16 -0,07779  -0,07787
0,19 -0,09376  -0,09385
0,22 -0,10984 -0,10995
0,25 -0,12599 -0,12612
0,28 -0,14210 -0,14224
0,31 -0,15800 -0,15816
0,34 -0,17346  -0,17364
0,38 -0,18817 -0,18837
0,41 -0,20167 -0,20189
0,44 -0,21333  -0,21358
0,47 -0,22217 -0,22246
0,50 -0,22626  -0,22652

Fonte: (Autoral, 2024)
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Mediante os resultados obtidos pela solu¢do desenvolvida e por MEF, chegou-se ao erro

relativo, ao longo do eixo central na dire¢do (x) da placa. Conforme mostrado na Figura 4.9.

Figura 4.9 - Erro relativo do deslocamento na condigdo SCSC para placa sobre base de Winkler.

0,14%
0,12%
0,10%
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0,00%

0,00

Erro deslocamento (SCSC)
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~——— MEDIA
0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

X (m)

Fonte: (Autoral, 2024)

Os valores utilizados para desenvolver o grafico da Figura 4.9 seguem na Tabela 4.10.

Tabela 4.10 - Erro relativo do deslocamento da placa em Winkler na condigao SCSC

X (m) Erro Média
0,00  0,00000%

0,03  0,11641%

0,06  0,09837%

0,09  0,09476%

0,13 0,09454%

0,16  0,09602%

0,19  0,09781%

0,22 0,09951%

0,25 0,10159% 0,09892%
0,28  0,10275%

0,31  0,10386%

0,34  0,10544%

0,38  0,10682%

0,41  0,10914%

0,44  0,11555%

0,47  0,13332%

0,50  0,11270%

Fonte: (Autoral, 2024)
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A baixo tem-se o grafico da Figura 4.10 contendo os deslocamentos por Levy e MEF

para placas sobre base de Winkler engastada nos dois bordos da direcao x.

Figura 4.10 - Deslocamento por Levy e por MEF na SFSF para placas isoladas.
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Fonte: (Autoral, 2024)

0,80

Para a realizacdo do gréfico da Figura 4.10 foram utilizados os valores da Tabela 4.11.

Tabela 4.11 - Deslocamento da placa isolada na condi¢do SFSF

Deslocamento
(mm)

X (m) MEF LEVY

0,00 0,00000  0,00000
0,03 -0,06629  -0,06629
0,06 -0,13216  -0,13223
0,09 -0,19717  -0,19723
0,13 -0,26088  -0,26089
0,16 -0,32284  -0,32290
0,19 -0,38261 -0,38268
0,22 -0,43975  -0,43975
0,25 -0,49378  -0,49382
0,28 -0,54425 -0,54431
0,31 -0,59064  -0,59060
0,34 -0,63244  -0,63242
0,38 -0,66906 -0,66911
0,41 -0,69984  -0,69972
0,44 -0,72398 -0,72387
0,47 -0,74039  -0,74044
0,50 -0,74696  -0,74655

Fonte: (Autoral, 2024)
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Atendendo aos resultados obtidos pela solu¢do desenvolvida e por MEF, chegou-se ao

erro relativo, ao longo do eixo central na dire¢do (x) da placa. Conforme mostrado na Figura

4.11.

Figura 4.11 - Erro relativo do deslocamento na condigdo SFSF para placas isoladas.

Erro deslocamento (SFSF)
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Fonte: (Autoral, 2024)

Os valores utilizados para desenvolver o grafico da Figura 4.11 seguem na Tabela 4.12.

Tabela 4.12 - Erro relativo do deslocamento da placa isolada na condi¢ao SFSF

X (m) Erro Média
0,00 0,0000%

0,03 0,0027%

0,06 0,0498%

0,09 0,0307%

0,13 0,0065%

0,16 0,0203%

0,19 0,0178%

0,22 0,0006%

0,25 0,0068% 0,0138%
0,28 0,0105%

0,31 0,0074%

0,34 0,0032%

0,38 0,0067%

0,41 0,0166%

0,44 0,0146%

0,47 0,0063%

0,50 0,0548%

Fonte: (Autoral, 2024)
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A baixo tem-se o grafico da Figura 4.12 contendo os deslocamentos por Levy e MEF

para placa isolada engastada em um bordo e livre no outro na direcao x.

Figura 4.12 - Deslocamento na condi¢do SCSF para placas isoladas.
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0,20

-0,30

Deslocamento (mm)

-0,35

-0,40

-0,45

0,40

x (m)

0,60

Fonte: (Autoral, 2024)

0,80

Para a realizacdo do gréafico da Figura 4.12 foram utilizados os valores da Tabela 4.13.

Tabela 4.13 - Deslocamento da placa isolada na condigdo SFSC

Deslocamento
(mm)

X (m) MEF LEVY
0,00 0,00000 0
0,03 -0,03193  -0,03189
0,06 -0,06376  -0,06376
0,09 -0,09537  -0,09534
0,13 -0,12665 -0,12656
0,16 -0,15748 -0,15742
0,19 -0,18770 -0,18762
0,22 -0,21715  -0,21698
0,25 -0,24563  -0,24549
0,28 -0,27293  -0,27280
0,31 -0,29877  -0,29853
0,34 -0,32282  -0,32260
0,38 -0,34467 -0,34451
0,41 -0,36382  -0,36349
0,44 -0,37956  -0,37924
0,47 -0,39090 -0,39073
0,50 -0,39577 -0,39515

Fonte: (Autoral, 2024)
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Mediante os resultados obtidos pela solu¢do desenvolvida e por MEF, chegou-se ao erro

relativo, ao longo do eixo central na dire¢do (x) da placa. Conforme mostrado na Figura 4.13.

Figura 4.13 - Erro relativo do deslocamento na condigao SCSF para placas isoladas.
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Os valores utilizados para desenvolver o grafico da Figura 4.13 seguem na Tabela 4.14.

Tabela 4.14 - Erro relativo do deslocamento da placa isolada na condi¢cao SFSC

X (m) Erro Média
0,00 0,0000%

0,03 0,1303%

0,06 0,0019%

0,09 0,0307%

0,13 0,0733%

0,16 0,0398%

0,19 0,0405%

0,22 0,0744%

0,25 0,0561% 0,0595%
0,28 0,0459%

0,31 0,0793%

0,34 0,0686%

0,38 0,0468%

0,41 0,0898%

0,44 0,0836%

0,47 0,0422%

0,50 0,1568%

Fonte: (Autoral, 2024)
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Fazendo uso dos graficos das figuras (Figura 4.2, Figura 4.4, Figura 4.6, Figura 4.8,
Figura 4.10, Figura 4.12) percebe-se uma aparente convergéncia de valores, sendo notado nas
tabelas (Tabela 4.3, Tabela 4.5, Tabela 4.7, Tabela 4.9, Tabela 4.11, Tabela 4.13) que a maioria
dos pontos sdo iguais até a terceira casa decimal apds a virgula, sendo no meio da placa uma
diferenca um pouco mais significativa, devido ao fato de que a singularidade da analise esta
sendo feito abaixo da carga pontual.

Vide os deslocamentos pelo método de Levy e por MEF, conseguiu-se tragar os erros
relativos, conforme visto nos graficos das figuras (Figura 4.3, Figura 4.5, Figura 4.7, Figura
4.9, Figura 4.11, Figura 4.13). A partir dos erros, pode-se perceber que os valores estdo
relativamente baixos, sempre estando a baixo de 1% para todas as situagcdes. Com isso pode-se

aferir que a solugdo apresenta valores concisos € entao pode ser aplicada.

4.2.1 Velocidade de convergéncia

Tendo em vista que as solugdes, tanto de Levy quanto de Navier, sdo fundamentadas por
séries aritméticas, nota-se que quanto maior o intervalo que a série alcanga, mais o resultado
tende a encontrar um valor convergente. Nessa perspectiva, foram desenvolvidos os graficos,
através do Excel, para comparacgdo de velocidade de convergéncia de Levy e Navier para com
o MEF, sendo esse grafico composto pelo nimero de ciclos das séries nas abscissas e nas

ordenadas o deslocamento em milimetros.

Figura 4.14 - Convergéncia dos deslocamentos

2
:
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3
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[
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mtotal e ntotal

Fonte: (Autoral, 2024)



65

Nota-se a partir do Figura 4.14 que a solu¢do de Levy converge mais rapido do que
Navier, desde os primeiros ciclos. Confirmando que, além do método de Levy ser mais

irrestrito, 0 mesmo apresenta-se mais eficiente.

4.1 APLICACAO

Mediante os resultados validados, percebe-se que hé inimeras aplicagdes dessa solugao,
dentro da vasta gama de aplicagdes, notou-se a partir de testes que a placa delgada obtém
resultados semelhantes ao das vigas calculadas utilizando a equagdo da linha elastica, vide

equagdo (3.133):

< a
P T2
w = ——(4x3 — 3a%x)
48E1 a (3.133)
X > >
w = ——(4(a — x)% — 3a2(a — x))

48EI

Foi realizada a verificagdo para placas com diferentes relagdes de largura e vao (b/a),
sendo elas feitas em comparacdo com uma viga bi-apoiada, visto que a solu¢do de Levy
restringe duas bordas (b) a condigdo obrigatoriamente simplesmente apoiada. Tanto a placa
como a viga, apresentam as mesmas propriedades da Tabela 4.1, sendo apenas o vao (a) varidvel
e o coeficiente de Poisson, visto que o seu valor ¢ nulo para vigas. Relativo a carga, foi aplicada
uma carga pontual na metade do vao, com cerca de 40kN.

Mediante o calculo no software Mathcad, foi possivel desenvolver os graficos (Figura
4.15, Figura 4.16, Figura 4.17, Figura 4.18, Figura 4.19), contendo o deslocamento nas

ordenadas ¢ a razao do eixo x ¢ 0 vao (x/a) nas abcissas.
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Figura 4.15 - Comparagao para placa com razao geométrica (1/1)
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—LEVY
——EQ. LINHA ELASTICA

Tabela 4.15 - Comparacéo para placa com razdo geométrica (1/1)

x/a

EQ. LINHA

LEVY ELASTICA

0,00000
-0,22385
-0,43231
-0,60963
-0,73852
-0,79394
-0,73852
-0,60963
-0,43231
-0,22385
0,00000

0,00000
-0,20647
-0,39621
-0,55246
-0,65848
-0,69754
-0,65848
-0,55246
-0,39621
-0,20647
0,00000

0,00000
-0,22385
-0,43231
-0,60963
-0,73852
-0,79394
-0,73852
-0,60963
-0,43231
-0,22385
0,00000

Fonte: (Autoral, 2024)
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Figura 4.16 - Comparagao para placa com razao geométrica (1/2)
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———EQ. LINHA ELASTICA

Tabela 4.16 - Comparagdo para placa com razdo geométrica (1/2)

EQ. LINHA
x/a LEVY ELASTICA
0,00 0,00000 0,00000
0,10 -1,66243 -1,65179
0,20 -3,19375 -3,16964
0,30 -4,46404 -4,41964
0,40 -5,34499 -5,26786
0,50 -5,69377 -5,58036
0,60 -5,34499 -5,26786
0,70 -4,46404 -4,41964
0,80 -3,19375 -3,16964
0,90 -1,66243 -1,65179
1,00 0,00000 0,00000

Fonte: (Autoral, 2024)
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Figura 4.17 - Comparagao para placa com razao geométrica (1/3)
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Tabela 4.17 - Comparagdo para placa com razdo geométrica (1/3)

EQ. LINHA
x/a LEVY ELASTICA
0,00 0,00000 0,00000
0,10 -5,58001 -5,57478
0,20 -10,71070 -10,69750
0,30 -14,94450 -14,91630
0,40 -17,84020 -17,77900
0,50 -18,94750 -18,83370
0,60 -17,84020 -17,77900
0,70 -14,94450 -14,91630
0,80 -10,71070 -10,69750
0,90 -5,58001 -5,57478
1,00 0,00000 0,00000

Fonte: (Autoral, 2024)
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Figura 4.18 - Comparagao para placa com razao geométrica (1/4)

Comparacao p/ placa com razdo geométrica (1/4)

1

—LEVY

——EQ. LINHA ELASTICA

X (m)

Fonte: (Autoral, 2024)

Tabela 4.18 - Comparagdo para placa com razdo geométrica (1/4)

EQ. LINHA
x/a LEVY  ELASTICA
0,00 0,00000 0,00000
0,10 -1321660  -13,21430
020 2536390  -2535710
030  -3537470  -3535710
0,40 -42,18990  -42,14290
0,50 4475450  -44,64290
0,60  -42,18990  -42,14290
0,70  -3537470  -3535710
0,80  -2536390  -2535710
0,90  -1321660  -13,21430
1,00 0,00000 0,00000

Fonte: (Autoral, 2024)
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Figura 4.19 - Comparagao para placa com razao geométrica (1/5)

Comparacao p/ placa com razdo geométrica (1/5)
0,00
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-100,00 x (m)

Fonte: (Autoral, 2024)

Tabela 4.19 - Comparagdo para placa com razdo geométrica (1/5)

EQ. LINHA
x/a LEVY ELASTICA
0,00 0,00000 0,00000

0,10 -25,81010 -25,80920
0,20 -49,52910 -49,52570
0,30 -69,06780 -69,05690

0,40 -82,34630 -82,31030
0,50 -87,30170 -87,19310
0,60 -82,34630 -82,31030

0,70 -69,06780 -69,05690
0,80 -49,52910 -49,52570
0,90 -25,81010 -25,80920

1,00 0,00000 0,00000
Fonte: (Autoral, 2024)

Vale salientar, conforme os graficos (Figura 4.15, Figura 4.16, Figura 4.17, Figura 4.18,
Figura 4.19) e as tabelas (Tabela 4.15, Tabela 4.16, Tabela 4.17, Tabela 4.18, Tabela 4.19), que
os extremos da placa apresentam resultados mais proximos dos resultados fornecidos pela
equagao da linha elastica. Sendo a carga aplicada no centro da placa, semelhantemente ao caso
da validagdo, a regido de aplicacdao da carga pontual ¢ um local de singularidade, sendo assim
¢ passivel de apresentar valores um pouco mais distintos. Ademais, percebe-se que as vigas
apresentam maiores deflexdes que as placas, uma justificativa seria o fato de as vigas nao

apresentarem deformacdes transversais (v = 0), sendo assim toda a energia de deformagao ¢
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dispersa apenas longitudinalmente, aumentando a flexdo da viga. Diferente das placas, que
apresentam deformacdo transversal, aumentando assim a rigidez longitudinal da placa e,
consequentemente, reduzindo os valores de deslocamento provocados pela flexao.

Mediante os graficos e tabelas apresentados, foi calculado o erro relativo do resultado
pelo método de Levy para com o resultado pela equagdo da linha elastica. Esse erro apresenta-

se, graficamente através da Figura 4.20 e numericamente através da

Tabela 4.20.

Figura 4.20 - Erro entre o método de Levy e equagao da linha elastica para diferentes vaos

16,00%
—_1/1
14,00% —_—1/2.
12,00% —1/s.
1/4.
10,00% —1/5.

8,00%

Erro

6,00%
4,00%
2,00%

0,00% — —
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
X (m)

Fonte: (Autoral, 2024)

Tabela 4.20 - Erro entre placa e viga, para diferentes vaos

» bla 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5
0,0 0,000%  0,000%  0,000%  0,000%  0,000%
0,1 8,417%  0,645%  0,094%  0,017%  0,003%
0,2 9,113%  0,760%  0,123%  0,027%  0,007%

0,3 10,348%  1,005% 0,189% 0,050% 0,016%
0,4 12,155%  1,464% 0,344% 0,112% 0,044%
0,5 13,820%  2,032% 0,604% 0,250% 0,125%
0,6 12,155%  1,464% 0,344% 0,112% 0,044%
0,7 10,348%  1,005% 0,189% 0,050% 0,016%

0,8 9,113% 0,760% 0,123% 0,027% 0,007%
0,9 8,417% 0,645% 0,094% 0,017% 0,003%
1,0 0,000% 0,000% 0,000% 0,000% 0,000%

MEDIA 8,535% 0,889% 0,191% 0,060% 0,024%
Fonte: (Autoral, 2024)
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Sabe-se que os métodos numéricos apresentam resultados satisfatorios para a analise
estrutural de placas. Contudo, as solugdes analiticas providenciam resultados mais eficientes e
exatos, visto que ndo ocorrem mediante aproximagao.

No caso das placas delgadas, a solucdo analitica ¢ realizada através da teoria de placas
de Kirchhoff, tendo como os métodos de solugdo de Levy e Navier os mais utilizados. Sabe-se
que o método de Levy, apresenta uma grande vantagem em relacao ao método de Navier que €
a nao restricdo de todos os bordos como simplesmente apoiados. Nao obstante, Levy apresenta
dificuldades na sua solugdo quando a placa ¢ submetida a carregamento pontual e distribuido
em linha, devido a presenca do Delta de Dirac.

O desenvolvimento desse trabalho teve como caracteristica encontrar uma forma de
minguar a dificuldade existente no método de Levy para cargas pontuais e distribuidas em linha.
Sendo essa dificuldade responsavel por limitar as solu¢des analiticas para placas delgadas
submetidas a esse tipo de carregamento. Ademais, a forma de preencher essa lacuna ¢ vide a
retirada do Delta de Dirac, conforme realizado, mediante manipulagao fisica e matematica, da
equagdo (3.61) a equagao (3.84). Intrinsicamente, aplicou-se a solucao para a placa a isolada,
sobre base elastica de Winkler e sobre base elastica de Pasternak, sendo variada as condi¢des
de apoio para simplesmente apoiada, engastada e livre.

Através da solu¢do encontrada, tornou-se necessario validar os resultados e pode-se
observar conforme os graficos das figuras (Figura 4.3, Figura 4.5, Figura 4.7, Figura 4.9, Figura
4.11, Figura 4.13) que os erros mostram-se bastante satisfatérios, sendo grande parte deles
menor que 1%. Tornando-se assim valida a solug¢do proposta.

Validada a solucdo, foi possivel comprovar, mediante o grafico da Figura 4.14, que a
solucao de Levy converge mais rapido do que a solucdo via método de Navier. Sendo assim,
aprimorando a afirmativa que o método de Levy ¢ mais eficiente que o método de Navier, tendo
em vista a abrangéncia de situagdes, menor consumo de memoria de calculo e velocidade de
convergéncia dos métodos.

Notou-se conforme os resultados obtidos nos graficos (Figura 4.15, Figura 4.16, Figura
4.17, Figura 4.18, Figura 4.19) que para a relacdo largura vao de 1/2 a placa apresenta os
resultados satisfatorios, sendo o erro menor que 1%. Indo entdo em concordancia com o
parametro A, razdo entre vao maior e vao menot, apresentado por (CARVALHO, 2014) no qual
afirma que a partir de 4 igual a 2, a laje ja pode ser aproximada a uma viga e consequentemente

armada unidirecionalmente.
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Para os trabalhos futuros, sugere-se o desenvolvimento da solugdo para placas delgadas
submetidas a outras variagdes de carregamento distribuido em linha, como parcial e nao
uniforme. Além do desenvolvimento da solucao para outras teorias de placas como a de Mindlin
(1951), Reissner (1945) e Reddy (1984) que abordam placas espessas. Ademais a comparagao
entre a solucdo apresentada e a superposicdo dos métodos proposta por Boris Koyalovic (1867-

1941, apud Carvalho, 2020).
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