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RESUMO

O papel primordial da Engenharia Civil ¢ garantir, por meio da técnica, solugdes de problemas
reais da construgdo civil, com resultados que viabilizem a melhor proporc¢ao entre seguranca,
economia e eficiéncia. Nesse contexto, tendo em vista que na pratica os modelos ndo sdo ideais,
se encaixa a analise estrutural a luz da teoria da segunda ordem simplificada, considerando a
linearidade reologica (respeito a lei de Hooke) e a nao linearidade geométrica de estruturas
reticuladas planas. Esse trabalho tem por enfoque a andlise matricial de trelicas planas pelo
método dos deslocamentos (MMD), avaliando-se a contribui¢do ou ndo do termo de correcao
da rigidez devido as mudangas de coordenadas nodais [AK,] como componente da matriz de
rigidez tangente das barras [k;] e, consequentemente, da estrutura [K;]. Para tal, foram
revisadas literaturas e artigos cientificos para embasamento e exemplificagdo da teoria, e
organizado o raciocinio do seguinte modo: primeiramente foi desenvolvida uma revisao tedrica
acerca do método dos deslocamentos e sua formulacdo matricial considerando as analises
estruturais de primeira e segunda ordem, apresentando a dedugdo das matrizes que regem tais
sistemas para trelicas planas e sua eficiéncia na verificagdo de estabilidade estrutural;
posteriormente, embasado em exemplos de célculo, foi feita uma avaliagdo da possibilidade de
desconsideragdo do componente [AK,| no calculo da matriz tangente de treligas planas. Por

fim, se apresentaram os resultados e conclusoes.

Palavras-chave: Método matricial dos deslocamentos (MMD). Nao linearidade geométrica.

Matriz tangente de trelica plana.



ABSTRACT

The primary role of Civil Engineering is to guarantee, through technique, solutions to real
problems in civil construction, with results that enable the best proportion between safety,
economy and efficiency. In this context, considering that in practice the models are not ideal,
the structural analysis fits in the light of the simplified second order theory, considering the
rheological linearity (respect for Hooke's law) and the geometric non-linearity of plane
reticulated structures. This work focuses on the matrix analysis of plane trusses by the
displacement method (MMD), evaluating the contribution or not of the stiffness correction term
due to changes in nodal coordinates [AK 0] as a component of the matrix of tangent stiffness
of the bars [k _t] and, consequently, of the structure [K_T]. To this end, literature and scientific
articles were reviewed to support and exemplify the theory, and the reasoning was organized
as follows: firstly, a theoretical review was developed about the method of displacements and
its matrix formulation considering the structural analyzes of first and second order, presenting
the deduction of the matrices that govern such systems for plane trusses and their efficiency in
verifying structural stability; later, based on calculation examples, an evaluation was made of
the possibility of disregarding the component [AK 0] in the calculation of the tangent matrix

of plane trusses. Finally, the results and conclusions were presented.

Keywords: Matrix displacement method (MMD). Geometric non-linearity. Plane truss tangent

array.



NOTACOES

[ ]—Matriz

{ } —Matriz coluna ou vetor

[ *ou{ }*-Matriz transposta

[T] — Matriz de rotagao

A — Area da secéo transversal

L — Comprimento inicial

L’ — Comprimento apds deformagao

U — Energia de deformagao

E —Moddulo de elasticidade

N — Esfor¢o normal

N — Esfor¢o normal associado a P

€ — Deformacao axial

¢’ — Deformagao axial de 1* ordem

x , y — Coordenadas cartesianas (S.L.R.)

X, Y — Coordenadas cartesianas (S.G.R.)

u, v - Deslocamentos

sena - Seno do angulo a

cosa - Cosseno do angulo a

P — Carga nodal

{P} — Matriz das cargas nodais da estrutura

pX, py, m — Esforcos nas extremidades das barras

{pi} , {pxi, pyi, mi} — Matriz dos esforcos da extremidade i de uma barra (S.L.R.)
{pi}’, {pxi’, pyi’, mi’} — Matriz dos esfor¢os da extremidade i de uma barra (S.G.R.)
P — Carga nodal de referéncia

{P} — Matriz do carregamento nodal de referéncia

D — Deslocamento nodal associado ao respectivo P

{D} — Matriz dos deslocamentos nodais da estrutura

{di} , {6xi, 8yi, O1} — Matriz dos deslocamentos da extremidade i de uma barra (S.L.R.)
{di}’, {6xi1’, 8yi’, 01’} — Matriz dos deslocamentos da extremidade i de uma barra (S.G.R.)
Ko — Rigidez linear de uma estrutura com unico grau de liberdade

[k], [ko] — Matriz de rigidez linear de uma barra (S.L.R.)



[k]” , [ko] — Matriz de rigidez linear de uma barra (S.G.R.)

[Ko] — Matriz de rigidez linear da estrutura (S.G.R.)

Kg — Rigidez geométrica de uma estrutura com tnico grau de liberdade
[kg] — Matriz de rigidez geométrica de uma barra (S.L.R.)

[kg]” — Matriz de rigidez geométrica de uma barra (S.G.R.)

[Kg] — Matriz de rigidez geométrica da estrutura (S.G.R.)

Kt — Rigidez tangente de uma estrutura com unico grau de liberdade
[Kt] — Matriz de rigidez tangente da estrutura (S.G.R.)

AKo — Termo de corre¢do da rigidez da estrutura devido as mudancgas de coordenadas nodais
[Ako] — Matriz de corre¢do da rigidez de uma barra (S.L.R.)

[Ako]’ — Matriz de correcao da rigidez de uma barra (S.G.R.)

[AKo] — Matriz de correcao da rigidez da estrutura (S.G.R.)

I't — Constantes a serem determinadas
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1. INTRODUCAO

O pontapé¢ do entendimento das estruturas na Engenharia Civil se da pelo conhecimento
dos componentes abordados pela mecanica geral e pela mecanica dos solidos na construgdo
civil. Sdo estudados principalmente os seguintes elementos: vigas, porticos, grelhas e treligas —
essa ultima material de estudo desse trabalho.

As trelicas planas sdo estruturas reticuladas formadas por um conjunto de barras
articuladas conectadas nas extremidades por meio de nos rotulados, os quais recebem atuagao
direta das cargas e, em teoria, sdo ideais e ndo transmitem flexao as barras, sendo o esforgo
axial o inico existente para sua resisténcia.

Contudo, ¢ fato que na pratica a reagcdo dos apoios das estruturas as cargas aplicadas nao
¢ ideal, demandando o conhecimento ndo somente da composi¢ao da estrutura, mas também
das andlises especificas do seu comportamento, a fim de nortear e viabilizar a concep¢ao de um
projeto estrutural que atenda as condi¢des de seguranga necessarias seu uso.

Cruz (1985) afirma que ndo basta saber o que sdo treligas, mas como se comportam sob
os diferentes carregamentos e consequentes esforgos atuantes em suas diversas se¢des, tanto no
que diz respeito a aspectos matematicos que descrevem o comportamento da estrutura
(linearidade ou nao linearidade geométrica), quanto a fisicos que traduzem o comportamento
do material (linearidade ou ndo linearidade reoldgica) e € nesse contexto que se encaixa o
calculo estrutural embasado em analises de primeira e segunda ordem.

A andlise de segunda ordem ¢ comentada por Martha (2010) como um método
computacional de complexa resolugdo, porém Cruz (1985) viabiliza a introdugd@o do raciocinio
da marcha de célculo ao tratar a andlise ndo linear geométrica com a considera¢do da teoria
linear simplificada. Do mesmo modo, esses autores e dos Santos (2022) mostram resolugdes de
situagdes problema de andlises de segunda ordem em trelicas planas com resultados
satisfatorios quanto a estabilidade da estrutura e resisténcia a problemas como ponto limite e
flambagem.

Somando-se esses cendrios, ¢ possivel compreender a aplicagdo e obten¢ao da matriz
tangente de treligas planas [K7] e avaliar a viabilidade de desconsideragdo do componente dos
termos de carga do avanco da deformacao [AK|] por meio de resolucdes de problemas praticos

defendidos por Magalhaes e Avancini, de Souza (2015) e de Paula e Proenca (2015).
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2. JUSTIFICATICA

O avanco das tecnologias propicia o surgimento de empreendimentos com arquitetura
inovadora e, consequentemente, a necessidade de estruturas formadas por pegas esbeltas e/ou
definidas a fim de se vencer grandes vaos.

Nesse tocante, se inserem as trelicas, estruturas que desde marcos historicos sdo
aplicadas, por exemplo, em grandes pontes € demais situagdes propostas a substituir vigas pelo
comportamento somente com esfor¢o axial atuando. Sua composi¢do se da por barras
conectadas por rotulas, que na pratica ndo sdo ideais iniciando assim a necessidade de
abordagens de analise mais complexa da estrutura para que seja possivel obter resultados mais
proximos da realidade.

Do ponto de vista da analise estrutural, um dos principais feitos ¢ a possibilidade de
considera¢dao de pequenos deslocamentos e obediéncia a lei de Hooke a grande maioria das
estruturas por intermédio da analise de primeira ordem, a qual permite validar a hipotese do
comportamento linear (esfor¢os e deslocamentos variam linearmente as cargas de servigo
aplicadas).

Porém, através do exposto anteriormente, por existirem estruturas que na pratica sofrem
fendmenos do comportamento ndo linear, ¢ de suma importancia o seu estudo. Assim se
justifica a necessidade de complementar as resolugdes de trelicas planas a partir da resisténcia
dos materiais (analise de primeira ordem) com as consideragdes dos efeitos de segunda ordem.
Outrossim, ao se basear na teoria da segunda ordem simplificada, se considera que quanto a

reologia ha linearidade e resta somente sua verificagdo geométrica.

3. OBJETIVOS

O objetivo geral foi desenvolver comentarios sobre a influéncia da nao-linearidade
geométrica em estruturas reticuladas planas, especificamente trelicas, por intermédio do
método matricial dos deslocamentos — MMD e aplicagdo da teoria de segunda ordem
simplificada, apresentando a matriz de rigidez tangente [K7] e avaliando a possibilidade de
desconsideragdo do componente [AK,] na sua composicao.

Ja& como objetivos especificos, foram elencados os seguintes:

e Detalhar e caracterizar o que sdo trelicas planas;
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e Tecer comentdrios a respeito da lei de Hooke e definir a diferenga entre o
comportamento estrutural linear e nao linear;

e Apresentar o entendimento tedrico do método dos deslocamentos;

e Desenvolver o raciocinio do método matricial dos deslocamentos (MMD) para trelicas
planas sob a luz das analises de primeira e segunda ordem;

e Aplicar a teoria de segunda ordem simplificada a trelicas planas, apresentando a matriz
de rigidez tangente [K;] e seus componentes (sdo eles: rigidez inicial [K,], termo de
corre¢ao devido aos deslocamentos [AK,] e rigidez geométrica [K(]);

e Fazer registros sobre a verificagao de estabilidade de treligas no que tange ponto limite
e flambagem,;

e Analisar a possibilidade e fidelizar a desconsideragao do componente [AK;] no célculo
da matriz tangente de treligas planas;

e Contribuir com o entendimento pratico e simplificado da importancia da andlise

estrutural para futuros engenheiros(as) calculistas projetistas.

4. METODOLOGIA

Tendo em vista que a obtencdo do carregamento critico e consequentes deslocamentos
da estrutura, sdo de suma importancia aos calculistas estruturais, foram estudadas trelicas planas
cujo equilibrio de sua estrutura so ¢ viabilizado pela posicao deformada e, por isso, precisam
ser analisadas levando em consideracdo a andlise ndo linear e avaliados os problemas
relacionados a instabilidade (ponto limite de equilibrio e bifurcacao).

Assim sendo, a metodologia abordada foi de revisdo de livros e artigos cientificos nos
quais foram encontrados comentarios e solu¢des de problemas envolvendo a andlise matricial
ndo linear de trelicas planas por meio da aplicacdo do método dos deslocamentos, mais
especificamente no que tange a composicao da matriz de rigidez tangente e verificagdo de
estabilidade por procedimentos computacionais e iterativos.

Visando facilitar a compreensdo do conteudo explorado, esse trabalho possui o contetido
completo da revisdao bibliografica no capitulo 5, o qual foi subdividido em seis se¢cdes que
apresentam os seguintes conteudos: a primeira expde a definicdo do elemento estrutural em
estudo (treligas planas), as condi¢des basicas para a analise estrutural e tece comentarios sobre

a estaticidade de trelicas planas, seus graus de liberdade e comportamento da estrutura quanto
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a lei de Hooke e as teorias da elasticidade; a segunda revisa o entendimento do método dos
deslocamentos, mostrando também a convengdo de sinais, numeragdo de componentes € 0s
sistemas de referéncia abordados nos calculos; a terceira e a quarta esclarecem,
respectivamente, a formulagao linear e ndo linear desse método; a quinta traz a andlise de
estabilidade e instabilidade do equilibrio das estruturas quanto ao ponto limite e de flambagem;
e a sexta avalia a contribuicdo — ou ndo — do componente [AK,] na analise de segunda ordem
simplificada de trelicas planas por meio de exemplos de situagdes problema demonstrados pela
literatura. Por fim, no capitulo 6, sdo apresentados as consideragdes finais e os resultados desse

estudo, seguido, no capitulo 7, pela lista de referéncias adotadas.

5. REVISAO BIBLIOGRAFICA

5.1. ESTUDO DE TRELICAS — A ESTRUTURA A LUZ DA MECANICA GERAL,
RESISTENCIA DOS MATERIAIS E ANALISE ESTRUTURAL

5.1.1. Definicdo do elemento

Estruturas reticuladas planas s3o elementos formados por barras e cargas situadas no
mesmo plano XY, que, ao se comparar suas dimensdes, uma delas ¢ significativamente maior
que as outras — normalmente trata-se da distingdo entre a espessura versus a altura e o
comprimento da pega.

A classificacdo dos tipos de modelos se da pelo arranjo espacial do elemento e de suas
cargas, complementado pela caracterizacdo dos seus esforcos internos, direcdes dos
deslocamentos e rotacoes, tipos de apoios e simbologia (MARTHA, 2010).

Segundo Gomes (2016), dentre os diversos modelos estruturais existentes, as treligas
sdo um dos principais tipos de estruturas da engenharia civil e marcam presenga em imponentes
locais desde a Revolucao Industrial, em meados do século XIX. Sua composi¢ao € variavel de
acordo com a configuracao dos painéis, materiais e a capacidade de resistir a elevados esforcos

e grandes vaos.
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Figura 1 — Trelicas historicas: a esquerda para uso em coberturas e a direita para passagens.
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Fonte: Gomes (2016).

Conforme Filho (2014), as trelicas planas “Sao estruturas formadas por barras retas
articuladas (rotuladas) em suas extremidades, situadas num mesmo plano, com carga
preferencialmente atuando nos nos [...] de modo a formar painéis triangulares.”. Ja as trelicas
espaciais tém por diferencial a existéncia de barras além de um tnico plano.

O fato de as cargas serem consideradas como atuantes diretamente sobre os nds tem por
consequéncia a apresentacao apenas de esforcos internos axiais de tragdo ou compressao. Pois,
como no modelo ideal ndo existe aplicacdo de cargas ao longo das barras, os momentos fletores
nas rotulas de cada barra isolada sdo nulos e, assim sendo, o esfor¢o interno existente &,
necessariamente, axial (MARTHA, 2010).

Na Figura 2, ha a esquerda uma treliga formada por trés painéis triangulares e cinco (05)
nods, havendo em dois deles apoios de primeiro e segundo género, dispostos a garantir a
estabilidade da estrutura perante a agao de cargas aplicadas, através da reagdo dos apoios de
primeiro e segundo géneros existentes. Com isso, a direita, ¢ possivel visualizar a transmissao

dos esfor¢os internos axiais e suas respectivas agdes em cada uma das barras rotuladas.
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Figura 2 — Eixos globais, cargas, reagdes de apoio e esforgos internos normais de uma trelica plana.
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Fonte: West (1989 apud Martha, 2010).

Da composi¢do geral, classifica-se as barras superiores como corddo superior, as
inferiores como corddo inferior, as verticais como montante e as inclinadas como diagonais,

como ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Composicao geral de uma trelica plana.
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Fonte: Filho (2014).

Destaca-se a existéncia de dois deslocamentos e duas cargas nodais possiveis, cada um
na dire¢do dos eixos x e y, dos quais se exclui a rotacao ¢ o momento fletor (CRUZ, 1985). Isso
se da, pois os apoios em treli¢as planas, como exposto nas figuras acima, sdo de 1° ou 2° género,
j& que as ligagdes sdo articuladas, fazendo com que a estrutura reaja somente com forgas de
apoio, as quais tem equilibrio global garantido pelas equag¢des dos seus nés (MARTHA, 2010).

E afirmado por dos Santos (2022) que pelo fato dos nds serem considerados ideais, nido
ocorre essa transmissdo de esforgcos de flexdo para as barras, porém, pontua, assim como
Magalhaes e Avancini, que na pratica grande parte das treli¢as ndo possuem essas rotulas ideais,
limitando a possibilidade de giro e introduzindo flexao nas barras.

Contudo, como em grande parte dos casos os carregamentos sdo nodais, os esforcos de
flexdo que aparecem sao pequenos ou despreziveis quando comparados aos esfor¢os normais,
podendo a analise ser balizada somente quanto aos esfor¢os axiais de tracdo ou compressao
(dos SANTOS, 2022). Por outro lado, ao longo desse trabalho, serd observado que tal limitacao
se aplica somente as estruturas em que a analise de primeira ordem ja garante a estabilidade de

seus componentes, ndo abrangendo os casos reais em sua totalidade.
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5.1.2. Condicoes basicas da analise estrutural

A andlise estrutural tem por finalidade a determinacao dos esforgos internos, das reacdes
de apoio, deslocamentos, rotagdes, tensdes e deformagdes da estrutura. Para isso ¢ desenvolvido
o calculo estrutural, que tem por esséncia a compreensao das condigdes e hipoteses basicas da
das estruturas: condi¢cdes de equilibrio, de continuidade geométrica e da composicdo dos
materiais.

Entende-se por condi¢gdes de equilibrio aquelas que garantem o equilibrio estatico de
uma parte ou da estrutura por completo. Ja por condi¢des de compatibilidade entre
deslocamentos e deformacgdes, as condigdes geométricas que garantem a continuidade da
estrutura (compatibilidade interna) e compatibilidade de seus vinculos externos
(compatibilidade externa), mesmo apos sua deformacao (MARTHA, 2010). Por ultimo, mas
ndo menos importante, as condi¢des da reologia estabelecem que as relagdes da lei constitutiva
dos materiais sdo equacdes lineares que obedecem a teoria da elasticidade, tendo em vista que
as estruturas trabalham em regime eléstico-linear.

O comportamento elastico ¢ aquele em que ao descarregar a estrutura ndo ha deformacao
residual e linear aquele que apresenta proporcionalidade entre tensdes e deformagdes. Porém,
essa consideragdo exata s6 ¢ possibilitada em andlises de primeira ordem (TIMOSHENKO &
GOODIER, 1980 apud MARTHA, 2010). Tal conteudo serd mais bem detalhado na se¢ao
5.1.4. — O comportamento da estrutura — lei de Hooke e as teorias da elasticidade.

Para a determinacdo de solicitagdes internas de um conjunto de elementos estruturais
quaisquer, segundo Cruz (1985), sdo avaliados os seguintes pontos:

e Asequagdes de equilibrio dos seus nos;
= YF, = 0 - somatdrio de for¢as na direcdo horizontal igual a zero;
* Y E, = 0 - somatério de forgas na dire¢do vertical igual a zero;
= M, = 0 - somatdrio de momentos em relagdo a um ponto O igual a zero.
e As equagdes de compatibilidade entre os deslocamentos nodais da estrutura e as
extremidades das barras;
e A equacgdes da reologia do material (leis constitutivas), as quais relacionam tensdes
aplicadas e deformagdes consequentes.
Os cenarios acima elencados compdem a base dos métodos de analise estrutural. A partir

da ordem de resolucdo das equagdes, firma-se, em geral, o desenvolvimento do método das
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forcas ou do método dos deslocamentos. O segundo estd contido na metodologia do presente
trabalho e tera sua descri¢do na se¢do 5.2. — Uma revisdo do método dos deslocamentos.
Notadamente quanto a formulacao e resolugao das equacdes de equilibrio de uma trelica,
Filho (2014) e Gomes (2016), fixam que se aplica o desenvolvimento por intermédio de um dos
dois métodos especificos: método dos nés ou de Cremona e método das secdes ou de Ritter.

Contudo, o detalhamento dessas resolucdes ndo faz parte do escopo principal desse trabalho.

5.1.3. A estaticidade de trelicas planas e os graus de liberdade

Segundo Martha (2010), as estruturas lineares reticuladas planas podem ser classificadas
em hipostaticas, isostaticas e hiperestaticas. Essa classificacao ¢ definida da seguinte forma:

e Estrutura hipostatica: Nao possui estabilidade e, portanto, ndo tem nimero suficiente de
vinculos (incognitas) em relagdo as condigdes (equagdes) de equilibrio;

e [Estrutura isostatica: Estaticamente determinada, ¢ aquela em que as reagdes de apoio e
esforcos internos podem ser determinados somente avaliando as condi¢des de
equilibrio, ou seja, o nimero de vinculos externos e internos (incognitas) ¢ igual ao
nimero de condi¢des (equagdes) de equilibrio;

e Estrutura hiperestatica: Estaticamente indeterminada, ou seja, tem vinculos externos ou
internos (incégnitas) excedentes em relagdo ao nimero de condicdes (equacdes) de
equilibrio.

Tais defini¢des fisicas sdo contabilizadas pelo calculo do grau de hiperestaticidade,
também chamado de grau de indeterminagdo estatica, o qual expde a diferenca entre o nimero
de incognitas e o nimero de equagdes de equilibrio disponiveis no problema a ser desenvolvido.
Desse ponto de vista, por Filho (2014), determina-se:

N° de incognitas = N° de reagdes de apoio + N° de barras > N° incognitas = NR + NB

N° de equagdes de equilibrio = 2 x N° de n6s = N° de equagdes = 2N

Tal que:

Se NR + NB < 2N - A treli¢a ¢ hipoestatica;
Se NR + NB = 2N - A trelica ¢ isostatica;
Se NR + NB > 2N = A treliga ¢ hiperestatica.

Porém, como frisado por Martha (2010) e Gomes (2016), para os modelos isostaticos e

hiperestaticos, apesar de o calculo do grau de hiperestaticidade ser uma condi¢do necessaria

para caracterizagao do elemento quanto a estabilidade, esse nao ¢ suficiente por si s6. Isso se
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dé pois em situa¢des em que possa haver instabilidade (a exemplo de ponto limite e bifurcacdo),
se faz indispenséavel avaliar a estrutura em trés sentidos: estaticidade interior, estaticidade
exterior e estaticidade global da estrutura.

Tendo “a” como numero de incognitas, “b” como nimero de barras e “n” como niamero
de n6s, Gomes (2016) define as trés estaticidades:

e A estaticidade interior (hi) se refere a composi¢cdo de barras para a formagao dos painéis
da trelica e ¢ calculada da seguinte forma:
hi=b-(2n-3)
Tal que:
Se hi <0 - Deficiéncia de barras = A trelica ¢ interiormente hipoestatica;
Se hi = 0 = Condicao necessaria, mas insuficiente para garantir a estabilidade da trelica;
Se hi > 0 = Excesso de barras = A trelica ¢ hiperestatica.

e A estaticidade exterior (he) verifica se os apoios do sistema estao colocados de modo a
impedir movimentos de corpo rigido e restringir graus de liberdade. Calcula-se:
he=a-3

Tal que:

Se he <0 = A trelica é exteriormente hipoestatica;
Se he =0 = A treliga é exteriormente isostatica;
Se he > 0 = A trelica é exteriormente hiperestatica.
e A estaticidade global (hg) ¢ dada por:
hg=a+b-2n

Tal que:

Se hg <0 > A trelica ¢ globalmente hipoestatica;
Se hg = 0 = A trelica ¢ globalmente isostatica;
Se hg > 0 = A treliga ¢ globalmente hiperestatica.

Todavia, avaliada a configuracdo de seus painéis, pode-se distinguir o grau de
hiperestaticidade para trelicas planas comparando, como inicialmente, o nimero de incognitas
versus o numero de equagdes de equilibrio, complementado ao calculo de sua estaticidade
global, pois ¢ considerado que o equilibrio global ¢ alcangado pelo equilibrio individual dos
seus nos. Visto que ha duas equagdes de equilibrio por n6 e que as incognitas do equilibrio sdo
a soma do esfor¢o normal de cada barra as reacdes de apoio, adapta-se da formulagao inicial
(MARTHA, 2010):

g = (n° de incégnitas do problema estatico) — (n°® de equagdes de equilibrio)

Para a formulacao em conformidade com o equilibrio global:
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g = [(n® de componentes de reacdo de apoio) + (n° de barras)] — [(n® de nods) x 2]

O método dos deslocamentos ¢ aplicavel tanto para estruturas isostdticas, quanto
hiperestaticas, pois apesar de as estruturas isostaticas poderem ser resolvidas somente pela
avaliacdo do seu equilibrio e, assim, se encontrar mais rapidamente os resultados necessarios,
ha possibilidade de complementar sua andlise e estudo firmando ainda mais os valores
encontrados, bem como a teoria exposta, ao se aplicar o método dos deslocamentos e analise
de segunda ordem também.

Mas, de modo geral, isso se da principalmente para estruturas hiperestaticas, pois ¢

guiado o seguinte raciocinio:

“Para determinar os esfor¢os internos e reagdes de apoio em estruturas hiperestaticas,
€ necessario considerar, além das condigdes de equilibrio, outras condi¢des que, de
forma simplista, levam em conta a “deformabilidade” do modelo estrutural.”

(MARTHA, 2010, p. 38).

Com base nas defini¢des tedricas, fica claro que a abordagem do presente estudo se trata
de trelicas planas em que deve ser avaliado seu comportamento ndo somente quanto as
condig¢des de equilibrio, mas também as de compatibilidade geométrica e reoldgica da estrutura.
Nesse caso, sera utilizado como artificio o método dos deslocamentos, mais especificamente a
sua configuracdo para a analise matricial estrutural.

O grau de liberdade corresponde a quantidade de vetores {P} ou {D} que sdo
linearmente independentes entre si, podendo ser respectivos a avaliagdo de um n6 ou da
estrutura (grau de liberdade global) como um todo. Ou seja, se refere ao quantitativo de
deslocamentos e rotagdes nodais livres e/ou associados as restricdes de apoio.

Da-se nome de n6 a todo e qualquer ponto interessante de estudo e pertencente a
estrutura. Porém, para o calculo estrutural matricial em questdo, resume o raciocinio abordando
como nod os pontos de encontro das barras ou extremidades das barras. Assim sendo, se nomeia
grau de liberdade global ou deslocabilidade os valores de deslocamentos e rotagdes nos nds da
estrutura. Para cada no, o primeiro grau de liberdade a ser enumerado ¢ o deslocamento
horizontal, seguido do vertical e, por ultimo, a rotacdo (MARTHA, 2010).

Portanto, ¢ possivel concluir, igualmente a Cruz e Cruz (2023) que em cada n6 de uma
trelica h4 no maximo dois graus de liberdade, a depender dos seus apoios que podem ser de 1°

ou segundo género.
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Como informag¢do complementar, seguindo o raciocinio de Boldrini (1980) para a
algebra linear, em sintese a independéncia entre vetores ¢ dada quando eles ndo sdo combinacao
linear de outros, tal que, para um espago vetorial V com vl,...,vn € V e al... an constantes, a

equagdo alvl + ... +anvn=0 > al =...=an=0.

5.1.4. O comportamento da estrutura — Lei de Hooke e as teorias da elasticidade

Ao se tratar de comportamento, diz-se que uma estrutura procede de modo linear ou
nao-linear. No primeiro caso, como a propria nomenclatura infere, esforgos e deslocamentos
variam linearmente as cargas aplicadas, j4 no segundo, ha variedades geométricas (ligada a
disposi¢ao estrutural) e/ou fisicas (ligada a reologia do material).

Segundo Souza (2009 apud Magalhdes e Avancini), a andlise estrutural linear
geométrica considera que o equilibrio da estrutura se dd na posi¢dao inicial, ou seja,
indeformada, j& a andlise estrutural nao linear geométrica considera o equilibrio na posi¢ao
deslocada, ou seja, deformada.

Cunha (2017 apud Magalhaes e Avancini) complementa a respeito da linearidade fisica
do material versus essa ndo linearidade, no primeiro caso o modelo se comporta de modo
elastico, ou seja, as tensdes nao ultrapassam o limite da resisténcia ao escoamento, ja o segundo
caso apresenta um comportamento plastico (ndo linear), durante o qual o material passa a
deformar mesmo sem acréscimo de tensoes.

Cruz (1985, p. 01), ainda na introducdo da sua dissertagdo, resume os casos da seguinte

forma:

“Quando a sua disposicao ¢ tal que possibilita o aparecimento de deslocamentos que
tornam consideraveis as parcelas ndo-lineares das equagdes componentes de
deformagao-deslocamentos, observa-se a nao-linearidade geométrica. Porém, se a
reologia do material constituinte indica que a relagio tensdo e deformagio é ndo linear,

a situagdo ¢ de ndo-linearidade fisica.”.

A lei constitutiva que relaciona as tensdes normais e deformacdes normais € a conhecida
lei de Hooke (BEER & JOHNSTON, 2006; FEODOSIEV, 1977 apud MARTHA, 2010).
Segundo Timoshenko (1969) a lei de Hooke estabelece que para materiais estruturais o

alongamento das barras ¢ diretamente proporcional a forca aplicada e ao comprimento da barra,
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e inversamente proporcional a area da secdo transversal e ao modulo de elasticidade. Esse

experimento se traduz na seguinte equacao:

5= L
AE
Onde:
P = N = forca normal aplicada [kN];
L = comprimento da barra [cm];
A = area da sec¢ao transversal da barra [cm?];
E = modulo de elasticidade = constante elastica do material [GPa];
6 = encurtamento ou alongamento (deslocamento) total da barra [cm].

Seguindo o raciocinio, quando admitido que a for¢a aplicada se distribui continuamente

ao longo da area da se¢do, pode ser avaliada a intensidade desse esfor¢o, ao qual nomeamos

como normal;

O'=Z

Esse esforco o, forca por unidade de area, ¢ chamado de tensao [MPa]. Além disso, tem

o alongamento da barra por unidade de comprimento (alongamento relativo), dado por:

E=Z

€ corresponde a deformacdo a tragdo (P positivo) ou compressao (P negativo) e ¢ um
numero abstrato. A relacdo entre tensdo e deformagdo ¢ o médulo de elasticidade e com essa
relacdo ¢ estabelecido o limite linear dos materiais. Tal que:

EzgeazEs

Substituindo em fung¢do da carga P:

P=Earap=%§

Como, em calculo, para tragdo P ¢ positivo e compressio P ¢ negativo,
consequentemente, tensdes e deformagdes de tragdo sdo positivas e de compressao sdo
negativas (TIMOSHENKO, 1969).

Os elementos lineares geometricamente € com componentes reologicos que obedecem
a lei de Hooke, ou seja, elésticos, sdo descritos como respeitosos a teoria da elasticidade linear
exata. Contudo, visto que na realidade os materiais nao sdo ideais, assim como a formaliza¢ao
e funcionamento dos seus apoios, como ¢ o caso das rétulas de ligagdo entre extremidades das
barras de trelicas, se faz necessario avaliar os casos em que tal lei ndo se aplica por completo,

os quais fazem parte da teoria da elasticidade ndo linear.
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Os casos em que a hipdtese da lei de Hooke linear ndo pode ser adotada (ndo-linearidade
fisica) e/ou nem os deslocamentos desprezados (nao-linearidade geométrica), o cronograma de
resolucdes se torna consideravelmente mais complexo. No entanto, ha viés para se aplicar a
teoria da elasticidade nao linear simplificada para que sejam tracados decréscimos a tais
dificuldades.

Assim sendo, sdo elencadas as seguintes descomplicagdes para os casos enquadrados na
nao linearidade geométrica (CRUZ, 1985):

e Abordar que a relacdo tensdo versus deformacao dos materiais comuns a engenharia
civil (a exemplo o concreto) tende a ser linear sob carregamentos com combinagdes
normais;

e As consequentes deformacgdes sdo muito pequenas (em condic¢des de carregamento com
combinagdes normais);

e Os deslocamentos assumem valores muito pequenos (em condi¢des de carregamento
com combinag¢des normais).

E sabido que, dentre os esforgos, o levantado como mais critico normalmente é o
momento fletor, tendo em vista que em seu conjunto ha um efeito cortante. Com isso, dentre os
deslocamentos, fica clara a necessidade de distinguir as contribuicdes das rotagdes para as
estruturas reticuladas. Assim Cruz (1985) classifica:

e Teoria linear: Considera-se rotagdes 8 muito pequenas, cuja ordem de grandeza ¢ a das
deformacdes ¢;

e Teoria da segunda ordem simplificada: Considera-se rotagdes pequenas 6, cuja ordem

de grandeza ¢ 4/ |€];

e Teoria da segunda ordem exata: Considera-se rotacdes 6 grandes.

Vale lembrar que estruturas que obedecem a teoria de elasticidade linear sdo aquelas em
que a aplicagdo da analise estrutural de primeira ordem ja garante o equilibrio global da
estrutura na posicao indeformada. Por outro lado, as que nao funcionam no modo idealizado,
se enquadram na teoria de elasticidade nao linear e, a depender das hipdteses da questao, sao
calculadas pela teoria da segunda ordem simplificada ou pela exata, as quais tem estabilidade
garantida somente na posicdo deslocada, sendo necessario avaliar os trés componentes:
equilibrio, compatibilidade e reologia.

Com isso, ¢ possivel distinguir quatro casos de enquadramento da estrutura quanto ao
comportamento: 1* ordem elastico, 1* ordem ineléstico, 2* ordem eléstico e 2* ordem ineldstico.

Vide Figura 4.



Figura 4 — Composicao estrutural em fun¢do do modelo de andlise.
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Fonte: Adaptado de Souza (2019 apud Magalhaes e Avancini).
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Frisa-se que nesse trabalho, sdo estudadas treligas planas lineares quanto a reologia, ou

seja, obedecem a lei de Hooke (materiais eléasticos), e nao-lineares quanto ao funcionamento

geométrico, mais especificamente as estruturas que t€ém sua estabilidade na posicao deformada,

enquadrando-se na 2* ordem elastica.

5.2. UMA REVISAO DO METODO DOS DESLOCAMENTOS

5.2.1. O método

A andlise de uma estrutura hiperestatica se da por trés grupos de condi¢des: condi¢des

de equilibrio, condi¢des de compatibilidade entre deslocamentos e deformagdes, e condigdes

impostas pelas leis constitutivas dos materiais (WHITE et al., 1976 apud MARTHA, 2010).

Para isso, existem dois métodos: o método das for¢as e o método dos deslocamentos. Esse

segundo, material do presente trabalho, recebe tal nomenclatura, porque as incégnitas do

sistema sd3o as deslocabilidades, ou seja, os deslocamentos ou rotagdes.

Para a resolu¢do com esse método, ¢ considerada a seguinte ordem:

1°) Condigoes de compatibilidade entre os deslocamentos e deformagdes (continuidade

interna e respeito aos vinculos externos);

2°) Condigdes impostas pela lei constitutiva (reologia) dos materiais (lei de Hooke);
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3°) Condigdes de equilibrio.

Tal metodologia se traduz como o inverso do método das forgas, visto que se soma os
casos basicos que satisfazem a compatibilidade da estrutura original, mas nao o equilibrio, para,
posteriormente, restabelecer tais condigdes nao supridas através da superposicdo dos efeitos de
configura¢des deformadas conhecidas e tabeladas. O fato de as ultimas equagdes consolidadas
serem as de equilibrio faz com que também se dé o nome de método do equilibrio (WEST &

GESCHWINDNER, 2002 apud MARTHA, 2010).

“0O método dos deslocamentos tem como ideia basica determinar, dentro do conjunto
de solugdes em deslocamentos que satisfazem as condigdes de compatibilidade, qual
solugdo faz com que as condi¢cdes de equilibrio também sejam satisfeitas.”

(MARTHA, 2010, p. 92).

Ao se deparar com a estrutura original, desmembra-se em casos de configuracdes
deformadas elementares (solucdes basicas de estrutura cinematicamente determinada), tal que,
o caso (0) contém o efeito da solicitagao externa e nos demais, caso (1) ...caso (n), visualiza-se
uma causa isoladamente.

Em cada, apenas uma componente deslocamento ou rotagao nodal (deslocabilidade) ¢
levada em conta e as demais sdo tomadas como nula, ou seja, o efeito da solicitagdo externa
(carregamento) ¢ isolado no caso (0), o efeito da deslocabilidade Di ¢ isolado no caso (1) e
assim sucessivamente. Desse modo, ao somar os efeitos locais, obtém-se os efeitos globais
(MARTHA, 2010).

Esse principio da superposicdo dos efeitos prescreve que a superposi¢ao dos
deslocamentos provocados pelas forgas atuando isoladamente (casos das solugdes basicas) se
iguala aos deslocamentos provocados pelas forcam que atuam ao mesmo tempo (caso real)
(WHITE et al., 1976; FELTON & NELSON, 1996; WEST & GESCHWINDNER, 2002 apud
MARTHA, 2010).

Tal detalhamento pode ser melhor compreendido com o desmembramento dos sistemas
da Figura 5 e Figura 6. Na primeira imagem ¢ vista uma treli¢a plana hipergeométrica que, por
ser simétrica, nao terd movimentacao lateral do no inferior. Ja na segunda imagem, ¢ mostrada
a decomposi¢ao de um portico em casos conhecidos, validando ainda mais que o método das
forcas pode ser aplicado para diferentes tipos de estruturas reticuladas com comportamento

reoldgico linear, ndo apenas as do assunto restrito desse trabalho (treli¢as planas).
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Figura 5 — Trelica plana com indicag@o de deslocabilidades e superposicao de solucdes basicas do método dos
deslocamentos.
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Fonte: Martha (2010).

Figura 6 — Indicagdo de deslocabilidades e enumeragdo de apoios ficticios de um portico plano.
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Fonte: Adaptado de Martha (2019).
A viabilidade do método pode ser defendida pela seguinte afirmagao:

“[...] a configuracdo deformada final de uma estrutura reticulada pode ser
parametrizada pelas componentes de deslocamentos e rotacdes dos noés da estrutura.
Isso € possivel porque pode-se determinar a configuracdo deformada de uma barra a
partir dos deslocamentos e rotagdes dos nos extremos da barra e do seu carregamento.”

(MARTHA, 2010, p. 300)

Por intermédio do raciocinio exposto, de modo geral, a marcha de calculo para o método
dos deslocamentos se traduz em definir as deslocabilidades (Di) da estrutura, que serdo as
incognitas do problema, e, concomitantemente, o sistema hipergeométrico (SH), pois o MD
determina o valor que Di deve assumir para recompor o equilibrio da estrutura original sem o

apoio ficticio inserido no SH.
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Como visto nas sec¢des anteriores, as deslocabilidades correspondem a cada item de
deslocamento ou rota¢do ndo restrita por apoio em um né da estrutura na direcdo de um dos
eixos globais, isto ¢, as incognitas do problema que definem a configuragdo deformada da
estrutura. J4 o sistema hipergeométrico ¢ o nome dado ao modelo que tem todas as
deslocabilidades definidas, ou seja, a estrutura cinematicamente determinada, a partir da
original acrescentada de apoios ficticios (vinculos) (MARTHA, 2010). Por exemplo, na Figura
6 ha sete (07) deslocabilidades e o sistema hipergeométrico correspondente ¢ o da imagem a
direita da igualdade.

Vale lembrar que a enumeragdo dos apoios ficticios se dd igualmente a respectiva
deslocabilidade associada a cada um e o papel primordial do SH ¢ isolar os efeitos das
deslocabilidades da estrutura em anélise e, seja dada uma estrutura original, havera somente um
sistema hipergeométrico compativel a ela.

Em vista do exposto, ¢ possivel resumir os dizeres do método dos deslocamentos no

seguinte quadro:

Quadro 1 — Compreensao resumida do raciocinio para o método dos deslocamentos.

Método dos deslocamentos

Ideia basica:

Determinar, dentro do conjunto de solugdes em deslocamentos que satisfazem as condi¢des de compatibilidade,
qual das solugdes faz com que as condi¢des de equilibrio também sejam satisfeitas.

Metodologia:

Superpor uma série de solugdes cinematicamente determinadas (configuragdes deformadas conhecidas) que
satisfazem as condi¢des de compatibilidade da estrutura para obter uma solugao final que também satisfaz as
condi¢des de equilibrio.

Incognitas:

Deslocabilidades: componentes de deslocamentos e rotagdes nodais que definem a configuracdo deformada da
estrutura.

Numero de incognitas:

E o niimero de incognitas excedentes das equagdes de compatibilidade, denominado grau de hipergeometria.
Estrutura auxiliar utilizada nas solugdes basicas:

Sistema hipergeométrico (SH): estrutura cinematicamente determinada (estrutura com configura¢do deformada
conhecida) obtida da estrutura original pela adi¢do dos vinculos necessarios para impedir as deslocabilidades.
Essa estrutura auxiliar viola condi¢des de equilibrio da estrutura original.

Equacdes finais:

Séo equagdes de equilibrio expressas em termos das deslocabilidades. Essas equagdes recompdem as condigdes
de equilibrio violadas nas solugdes basicas.

Termos de carga das equagdes finais:

Forgas e momentos (reagcdes) nos vinculos adicionados no SH provocados pela solicitacdo externa
(carregamento).

Coecficientes das equacdes finais:

Cocficientes de rigidez: forgas ¢ momentos nos vinculos adicionados no SH para impor configuracdes
deformadas com deslocabilidades isoladas com valores unitarios.

Fonte: Adaptado de Martha (2010).
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5.2.2. Nés, convenc¢iao de sinais, numeraciao e os sistemas de referéncia local e

global (S.L.R. e S.G.R.)

Tendo em vista que para execucdo do método dos deslocamentos sdo estudados os

equilibrios dos nos nas direcdes das deslocabilidades, convém definir os nds, a convengao de

sinais adotada no método e o caminho para enumeracao das deslocabilidades, para assim dar

prosseguimento ao encaixe final com a superposicao dos efeitos dos sistemas adequados.

Define-se como no a ligagdo feita entre barras, que pode ser vinculada ou ndo, ou

extremidades livres das barras ou qualquer ponto da se¢do com desejavel estudo (CRUZ e

CRUZ, 2023). Com isso, em resumo, Martha (2010) traz o raciocinio base da quantifica¢do de

deslocabilidades ao tipo de apoio existente — ou ndo - no no analisado, tal que:

N6 livre ou de ligagao entre barras (ndo vinculado a apoio): Permite movimentacao livre
na horizontal, vertical e rotacdo, portanto havera 3 deslocabilidades associadas;

Apoio de 1° (primeiro) género: Permite um deslocamento e rotagao, portanto havera 2
deslocabilidades associadas;

Apoio de 2° (segundo) género: Permite rotacdao, portanto havera 1 deslocabilidade
associada;

Roétula: Permite rotagdo — similarmente ao comportamento de um apoio de 2° género -,
portanto haverd 1 deslocabilidade associada;

Engaste: Nao permite deslocamentos, nem rotacdo, portanto ndo ha deslocabilidade
associada.

Quanto a orientacdo dos esfor¢os, deslocamentos e rotagdes, segue a padroniza¢do da

Figura 7.
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Figura 7 — Convencao de sinais adotada para quadros planos no método dos deslocamentos.
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Fonte: Martha, 2010.

A respeito da enumeragdo dos integrantes (nds, barras, deslocabilidades, forcas
aplicadas e reagdes de apoio) de uma estrutura plana, em tese € possivel numerar como se bem
entender, entretanto, como pontuado por Cruz e Cruz (2023) se opta, no caso dos nds, por
abordar o critério que direciona a obten¢do de uma matriz de rigidez [K] mais compacta, ou
seja, com elementos nao nulos proximos da diagonal principal, facilitando a resolucdo do
sistema {P}=[K]{D}.

E possivel compreender mais facilmente da seguinte forma:

“Quando a maior diferenga entre os nlimeros que representam dois nds consecutivos
de uma estrutura for a menor possivel, entdo a numeracao considerada é a que tornara

mais compacta a matriz de rigidez da estrutura.” (CRUZ e CRUZ, 2023)

Ja quanto as barras, usualmente a enumeragdo se define com base na fun¢do ou, em
geral, da esquerda para a direita e de cima para baixo. Contudo especificamente as treligas —
material objeto do presente trabalho -, se parte do banzo inferior para o superior, em seguida
para as diagonais e montantes.

Além do exposto, sobre a enumeracdo dos grupos esforcos {P} e deslocabilidades

(deslocamentos) {D} de cada um dos nos, inicia-se dando nome ao componente horizontal, ou
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seja, paralelo ao eixo x, em seguida ao componente vertical, isto €, paralelo ao eixo y, e, por
fim, ao componente atuante ao eixo z que se refere aos momentos fletores e rotagdes
(MARTHA, 2010).

Para viabilizar célculos, da fisica a engenharia civil, h& uma primeira necessidade
indispensavel: a definicdo do referencial. Quanto a andlise matricial de estruturas, tendo em
vista a aplica¢do da superposi¢do dos efeitos, sdo definidos dois sistemas: o sistema local de
referéncia (S.L.R) e o sistema global de referéncia (S.G.R).

O primeiro (S.L.R.), também denominado sistema de referéncia da barra, tem o eixo X
coincidente ao longitudinal da barra avaliada e o eixo y ortogonal a ele, de modo que o produto
vetorial entre os versores que determinam a dire¢do dos eixos e o sentido positivo de cada um
seja positivo. Assim também se define a incidéncia das barras (maneira como ela se orienta na
estrutura, participando de sua formag¢ao) (CRUZ e CRUZ, 2023).

J& o segundo (S.G.R.), ou sistema de referéncia da estrutura, ¢ que permite escrever as
equacdes de compatibilidade e equilibrio dos nés da estrutura a um mesmo referencial. Para
1sso, hé premissas a serem garantidas na maior quantidade possivel, sao elas (CRUZ e CRUZ,
2023):

e A estrutura deve se situar no primeiro quadrante;

e Os eixos do sistema devem ser situados para permitir a maior quantidade de apoios com
pelo menos uma das coordenadas nulas;

e A direcdo dos eixos do sistema deve fazer com que a soma das barras paralelas a um e
ao outro eixo seja a maior possivel.

Cruz e Cruz (2023) ressalta que os nos sao representados por nimeros inteiros, as barras
por niimeros entre parénteses e, pelo fato dos nds pertencerem a estrutura, suas coordenadas
devem sempre ser referenciadas pelo S.G.R.

Visto que as trelicas planas lineares possuem, em cada no, a possibilidade de até quatro
componentes totais, sendo, deles duas cargas nodais {P} e dois deslocamentos {D}, com as
informagdes dadas, € possivel visualizar em resumo a Figura 8. Sobre as coordenadas nodais e

incidéncia das barras dessa treliga, foi obtido o Quadro 2.



Figura 8 — Exemplo de enumeracdo de nos, barras, esforcos nodais e deslocamentos em uma treliga plana,
segundo o S.G.R adotado.
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Fonte: Cruz e Cruz (2023).

Quadro 2 — Coordenadas nodais no S.G.R. e incidéncia das barras da treli¢a plana da Figura 8.
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COORDENADAS NODAIS
NOS EIXO "X" EIXO "Y" BARRAS| 10UI | 20UII
1 0 0 (1) No 1 N6 6
2 L) +L5) 0 Q) N6 1 N6 3
3 L(2) * cosa L(2) * sena 3) No 3 No 6
4 L(1) [L(2) + L(4)] * seno ) N6 3 N6 4
5 L(1) + [L(6) * cosa] L(6) * sena 5 No 6 No 2
6 L(1) 0 (6) N6 6 N6 5
%) N6 6 N6 4
(8) No 4 No 5
Fonte: Elaborado pela autora (2023).
53. O METODO MATRICIAL DOS DESLOCAMENTOS - ANALISE DE 1°

ORDEM

A andlise de primeira ordem considera a geometria indeformada da estrutura para
aplicacdo das condic¢des de equilibrio, tendo como base a hipotese de pequenos deslocamentos
em relagdo as dimensodes do elemento (WHITE et al., 1976; WEST & GESCHWINDNER,
2002 apud MARTHA, 2010).

Ainda inerente a defini¢do, White et al. (1976) apud Martha (2010) pontuam que a
hipotese de pequenos deslocamentos, conjuntamente a linearidade dos materiais (obediéncia a
lei de Hooke), sdo caracteristicas primordiais para utilizagao do principio da superposi¢do dos
efeitos, o qual, por conseguinte, ¢ aplicado para nos métodos basicos (1é-se lineares) da analise

de estruturas.
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A fundamentacdo do método matricial dos deslocamentos — MMD se da pela
compatibiliza¢do entre os deslocamentos nodais e o equilibrio estatico dos nds de uma estrutura
por meio da sua matriz de rigidez inicial — [K], tal que {P}=[K]{D}. Onde {P} ¢é o vetor das
cargas nodais da estrutura e {D} ¢ o vetor dos deslocamentos nodais (CRUZ, 1985).

Como introdugdo geral ao resultado desse capitulo, ¢ possivel afirmar que a
determinagdo de [K] se da pela unido de cada matriz de rigidez de barra [k]’ (matriz de rigidez
inicial das barras referenciada a estrutura, ou seja, ao S.G.R.) e que essa, por sua vez, ¢ obtida
pela transformacgao da matriz de rigidez inicial de barra [k] referenciada a barra (1é-se S.L.R.)
para ela agora referenciada a estrutura (S.G.R.). Contudo, esse raciocinio ¢ desenvolvido ao
longo dos paragrafos seguintes de modo mais minucioso, detalhista e claro.

Para as estruturas em que ¢ possivel considerar pequenos deslocamentos, a analise de
primeira ordem ja sana o problema. Porém, as estruturas em que essa hipotese ndo se aplica, a
determinag¢do da matriz de rigidez inicial [K] também se faz necessaria, porque ela entra na
resolugdo ndo linear (analise de segunda ordem) como a componentes [K,]| da matriz de rigidez
tangente da estrutura (enfoque da se¢do 5.4.).

Descrita sua importancia, sdo expostos nessa se¢do 5.3 as observagdes e estudos
necessarios para a compreensao e defini¢ao da matriz de rigidez inicial [K] de uma treliga plana.

De inicio, sao validos os seguintes lembretes guiados por Cruz (1985):

e A analise estrutural de primeira ordem admite que os deslocamentos e deformagdes sdo
muito pequenos, sendo descontabilizados o deslocamento longitudinal das barras
devido aos momentos fletores e esforgos cortantes ¢ o deslocamento lateral devido as
cargas axiais;

e A andlise estrutural de primeira ordem desconsidera a influéncia da ndo-linearidade
geométrica e/ou da reologia do material durante seu estudo;

e A avaliagdo de primeira ordem considera o carregamento, esfor¢os e deslocamentos
sempre aplicado aos nos e, em casos opostos, se aplica o carregamento equivalente;

e Estabelecido o sistema global de referéncia, translagdes e cargas concentradas sdo
positivas quando seguirem a orientagdo dos eixos de referéncia e a rotacdo € momento
quando o sentido de giro for anti-horario.

Como desenvolvido ao longo desse trabalho, a matriz coluna {P} corresponde ao
conjunto do carregamento da estrutura e a matriz coluna {D} ao conjunto deslocamento. Por

outro lado, mas de igual linha de pensamento, {p} ¢ {d} tem mesma descricdo, porém



39

referenciadas as barras. Logo, os dois primeiros e maiusculos seguem o sistema global de
referéncia (S.G.R) e os dois ultimos e mintsculos seguem o sistema local de referéncia (S.L.R).

Adiciona-se aos dois casos principais acima citados, {p}’ e {d}’ que representam,
respectivamente, os esforcos e os deslocamentos de extremidades de barras, porém
referenciados ao sistema global de referéncia. Os quais entrardo no processo de superposicao
dos efeitos durante a resolugdo do método matricial dos deslocamentos.

Por Cruz (1985), ¢ sabido que as treligas planas sdo estruturas reticuladas formadas por
barras biarticuladas que possuem carregamento nodal e, por conseguinte, transmitem apenas
forcas axiais, ou seja, ha dois graus de liberdade méximos por nd e por meio disso — tendo como
exemplo basico a trelica da Figura 9 - ¢ possivel conhecer a notagdo matricial de seus vetores

carregamento e deslocamentos.
Figura 9 — Trelica plana, seu S.G.R. e detalhamento de sua barra (a), esforgos e deslocamentos de extremidades

quanto ao S.L.R.

Pya. Dya

Pxa.Dxa

Fonte: Adaptado de Cruz (1985).

Para nos da estrutura no sistema global de referéncia — S.G.R da treliga:
{P} = {Pxa, PyAa Pyg, PyB---}
{D} = {64, 6ya, Oxp, Oyp-.-}
Para barras no sistema global de referéncia — S.G.R da treliga:
{Pa }" = {P1a> P2a--}" = {Px1, Py1, Px2s Py2 -}
{da}’ = {014, 624---}" = {0x1, 631, Ox2, Oy2 ...}
Para barras no sistema local de referéncia — S.L.R da treliga:
{Pa } = {P1a> P2a-} = {Px1, Py1, Px2s Py2 -}
{da} = {6145 024} = {01, 5y1; Ox2, 5y2 e}
Onde os indices em letra mintiscula indicam as barras, em letra maitscula os nds, em

numeros indicam os as extremidades das barras e x e y indicam o eixo associado ao elemento
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— como introduzido na se¢do 5.2.2. Com isso, temos base para compreender e aplicar o mesmo
esquema matricial em outros modelos de treligas também, assim como outras estruturas.

Ao se decidir criar a linha do tempo do método dos deslocamentos para estruturas com
comportamento linear, tém-se: [k] =2 [k]’ = [K]. De modo que inicialmente é obtida a matriz
de rigidez inicial das barras no S.L.R, posteriormente ela no S.G.R. e, por fim, a matriz de
rigidez da estrutura no S.G.R (CRUZ, 1985).

Cruz e Cruz (2023) elenca a marcha de célculo para resolugdo do método matricial dos
deslocamentos (MMD) em 7 etapas. Porém, tendo posse conjunta o estudo da sua dissertagao
(CRUZ, 1985) e aplicagdo a diferentes situagdes problemas, € possivel elencar seis (06) passos
que direcionam igualmente bem a solugdo de estruturas perante sua analise de primeira ordem.
A essas etapas, da-se os nomes listados abaixo, os quais sdao percorridos ao longo do presente
trabalho.

Segue a marcha:

1°) Desmembrando a estrutura no sistema global de referéncia (S.G.R.);

2°) Destrinchando a composi¢ao do sistema local de referéncia (S.L.R.) de cada barra,
coordenadas nodais e respectivas incidéncias;

3°) Defini¢do do sistema matricial de cada barra referenciado ao S.L.R, ou seja,
{p}=lk]{d} de cada barra;

4°) Definicao do sistema matricial de cada barra referenciado ao S.G.R, ou seja,
{p}’=[k]’{d}’ de cada barra;

5°) Definicdo do sistema matricial da estrutura referenciado ao S.G.R. pela
compatibilidade de deslocamentos, ou seja, {P}=[K]{D};

6°) Resolugdo do sistema, encontro dos deslocamentos e, consequentemente, das
reacgoes de apoio.

Lembra-se que toda deducdo do método matricial dos deslocamentos abordada nesse
estudo de primeira ondem se d4 com base no exemplo de treliga plana utilizado por Cruz (1985)

ilustrado pela Figura 8.

5.3.1. A matriz de rigidez [k] de uma barra de trelica plana (S.L.R.)

Martha (2010) explica que a matriz de rigidez inicial ou matriz de rigidez local [k] tem

como integrantes os coeficientes de rigidez locais kij, os quais sao solu¢des fundamentais para
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a analise pelo método dos deslocamentos e o caminho para obtenc¢do dos coeficientes da matriz
[K]. Segundo Cruz (1985) [k] ¢ quadrada, simétrica e de dimensdo 4 (quatro).

E possivel obter a matriz de rigidez inicial [k] de uma barra de treli¢a plana referenciada
ao sistema local de referéncia por dois caminhos: pelas equagdes forca-deslocamento ou pela
equacdo da energia de deformacdo (CRUZ, 1985). Todavia, independentemente do caminho
escolhido, a solug¢do de cada problema ¢ dada ao encontrar os valores das deslocabilidades
existentes para que cada nd fique em equilibrio completo com a resolucao do sistema final
{P}=[K]{Dj}.

Assim sendo, as segdes 5.3.1.1 e 5.3.1.2 abaixo apresentam o caminho de obtencdo da
matriz [k] de barra de trelica plana, respectivamente, através das equagdes for¢a-deslocamento
e por meio da equagdo da energia de deformacao.

Adianta-se que, como sera visto a seguir, os coeficientes de rigidez associados aos graus
de liberdade transversais sdo nulos, pois a barra de trelica s6 tem rigidez na dire¢do axial

(MARTHA, 2010).

5.3.1.1. Equacdes for¢a-deslocamento como pontos de partida

O caminho detalhado a seguir tem como referéncia a autoria de Cruz (1985).
Tomando-se a Figura 9 como exemplo fundamental e abracando a lei de Hooke (secao
2.1.4.) é facil notar que:
Px; = ~Px,

Igualmente ao baseado em Timoshenko na se¢ao 2.1.4.:

__EAS
L

P

Portanto e pela continuidade do n6 A:
EA(6y, — 0x,)

px1 = _pr = L
Matricialmente falando, sabido que {p}=[k]{d}:
Pl [EA/JL 0 —EA/L 0][%
Py.l_| o o 0 0|[%
Px, —EA/L 0 EA/L  0]|6,,
Py, 0 0 0 0 5y,

Entao:
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EA/L 0 —EA/L 0
= | O 0o 0 0
—EA/L 0 EA/L 0

0 0 0 0

5.3.1.2. Equacao da energia de deformagdo como ponto de partida

E sabido dos estudos da fisica que o conceito de energia diz respeito a capacidade de
um corpo produzir trabalho. Para a mecanica e resisténcia dos materiais, a energia de
deformacao representa a capacidade dos esfor¢os internos realizarem trabalho em virtude do
estado de deformacao da estrutura, atingido por conta das solicitagdes externas. Beer e Johnston
(1995) igualam essa energia ao trabalho realizado pelo aumento gradual de carga ao corpo. Em
um corpo eldstico isso fornece a capacidade da estrutura retornar a sua configuracio
indeformada inicial.

Segundo Beer e Johnston (1995), o trabalho de deformacao de uma barra, realizado pela
forca P gradualmente aplicada gerando deformagdo ¢ dado pela area do diagrama forga-
deslocamento entre x = 0 e X = x4, (vide grafico a esquerda na Figura 10) representado por:

Energia de deformagdo da barra=U = | Oxl P -dx

Onde P ¢ a forca aplicada dada em Newtons e x representa o deslocamento em metros.
Logo, a unidade de medida da energia de deformacao, para o Sistema Internacional de Unidades
(SI) ¢ Nm =] (joule).

E possivel prolongar a situagio lembrando que no caso da deformacdo ser linear e
eléstica (como de fato € no caso de analise de primeira ordem), o diagrama for¢a-deslocamento
parra da situagdo arbitraria para uma linha reta de equagdao P=kx, tal que k ¢ uma constante

envolvida na linearizagdo da questdo (vide grafico a direita na Figura 10).

Como exposto na se¢ao 5.1.4 balizada por Timoshenko (1969) P = %ﬁ. Visto que x em
P=kx e demP = %ﬁ tem mesmo significado, ou seja, contabilizam o deslocamento do né da

EA
barra estudada, fica claro que a constante k = -
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Figura 10 — Diagramas for¢a-deslocamento de uma barra entre x =0 e x =x_1 (a esquerda o caso arbitrario e a
direita o caso de um corpo conduzido pela lei de Hooke).

P .
P
j P=kx
p U = Area [ ] Y ——
J UB%POXI
(0} % =
lx—of Jo o

dx X| X

Fonte: Adaptado de Beer e Johnston (1995).

Com isso, ¢ possivel continuar:

U=f;clkx-dx
2
EA
U== fo

Relembrando a trelica da Figura 9, como ambos os apoios sao engastados, temos como

necessidade de continuidade o n6 A, extremidade comum a ambas as barras. Portanto:
X1 = (5x1'5x2)
x1% = (6x1'6x2)2
x,% = (8%, — 26,6, + 6%,)
U =22 (82, — 285, 8y, + 62,)
Para a andlise estrutural k corresponde ao coeficiente de rigidez da barra e,

. , . i o . EA
matricialmente falando, ¢ a matriz de rigidez inicial [k]. Assim, passando U = oL (6,%1 -

268,06y, + 6,%2) para a forma matricial, igualmente ao declarado por Cruz (1985):

EA/L 0 —EA/L 0 gxl

B 0 0 0 0%

U=1/2 {6x,, 6y,, Ox,, 6y, } —EA/L 0 EA/L 0 5x1
0

0 0 0 5y,

2

U="2 {d}*[k]{d}

Logo, [k] ¢ deduzida como:

EA/L 0 —EA/L 0
- | O 0o 0 0
—EA/L 0 EA/L 0

0 0 0 0
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5.3.2. A matriz de rotacido [T] de uma barra de trelica plana

A matriz de rotacdao [T] tem o papel de transcrever a matriz de rigidez da barra do
sistema local para o sistema global de referéncia — ou vice-versa - e leva esse nome por,
justamente, fazer a rotagdo de um sistema para o outro. A Figura 11 proporciona a visualizagao

dessa teoria.

Figura 11 — Coordenadas generalizadas globais e locais de um modelo de treliga plana.

Coordenadas Coordenadas Coordenadas
generalzadas globais generalizadas locais  generalizadas locais
no sistema global no sistema local

Fonte: Martha (2010).

Mais especificamente para a trelica plana da Figura 9, chamando de « (alfa) o angulo
entre o eixo X do sistema global e a barra, ¢ vidvel decompor os vetores forca e deslocamento
das extremidades de seus nds, tanto quanto ao sistema local de referéncia (S.L.R.)., quanto ao
sistema global de referéncia (S.G.R.). A Figura 12 proporciona a visualizagdo dessa teoria para
a extremidade 1 (um). Logo abaixo e analogamente também para a extremidade 2 (dois) da

mesma barra (a), sdo descritas as notagdes algébricas e matriciais do caso.

Figura 12 — Decomposi¢ao dos esforgos da extremidade 1 da barra da treliga da Figura 9, partindo do seu S.L.R.
ao S.G.R da estrutura.

y Y

: d
Pxi ) ) e
' x'
pysend| °¥ Py,
PxiC08

Fonte: Cruz (1985).



Para a finalidade desejada, sendo Cruz (1985) a referéncia, escreve-se:

Matricialmente:

15
px1

!

p X2
!
p'y, ]
_6’x1_
!
9 V1
S,

4
py1_

!
8%y, ]

ro_
D x1 = Px1C0OS@ — pylsena

"
D'y1 = Dx1SeNa — py1C0Sa

"
P'x2 = Px2€OS@ — pypSena

! —
D'y1 = Dx2S€Na — Py Co0Sa

cosa
sena

cosa

sena
0
0

—Ssena
cosa

—Ssena

cosa
0

0

0

0
cosa

sena

0

0
cosa

sena

0

0
—sena

cosa |

0

0
—sena

cosa |

5y, |

8]

[

8
O

2

Chamando de [T] a matriz que viabiliza essas igualdades, entdo:

[T]=

cosa
sena

0
0

—Ssena
cosa

0
0

0
0

cosa
sena

0
0

—Ssena

cosa
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Memorando-se o aprendido na secdo 5.2.2, fica clara a bonanga de anteriormente

compreender corretamente acerca do contetido coordenadas nodais e incidéncia de barras, visto

que ¢ diretamente relacionado ao procedimento de obtengao da matriz de rotagao de estruturas,

apresentada nessa se¢do para o caso das trelicas planas.

5.3.3. A matriz de rigidez [k]’ de uma barra de trelica plana (S.G.R.)

De posse da matriz de rigidez das barras segundo o sistema local de referéncia e a matriz

de rotacdo de treligas planas, ¢ conveniente agora a escrita da matriz de rigidez das barras pelo

sistema global de referéncia da estrutura. A marcha aqui descrita tem como luz o estudo de

Cruz (1985).

Sabe-se que {p}=[k]{d}, portanto, em conformidade, {p}’=[k]’{d}’. Além disso, na
se¢do anterior (5.3.2.) ficou claro que {p}’=[T]{p} e {d}’=[T]{d}, similarmente {p}=[T]*{p}’

e {d}=[T]*{d}’. Assim sendo, faz-se as substituicoes plausiveis:

{py=lk]{d}
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[T1*{p} =[K][T]*{d}’
Portanto:
{p}"=[T] [K][T]*{d}”
Visto novamente que {p}’=[k]’ {d}’:
[k]’=[T] [k][T]*

cosa —sena 0 0 EA/L 0 —EA/L O
K] = sena  cosa 0 0 [,| © 0 0 0|,
0 0  cosa —sena|*|—EA/L 0 EA/L 0
0 0 sena  cosa 0 0 0 0
cosa sena 0 0
—sena cosa 0 0
0 0 cosa sena
0 0 —sena cosa
Onde [T]* é a matriz transposta de [T], que é igual a [T]~1.
Entao:
cos’a senacosa —cos’a —senacosa
(kp=| senacosa sen‘a —senacosa  — sen‘a
—cos’a —senacosa cos’a senacosa
—senacosa —sen’a senacosa sen’a

5.3.4. A matriz de rigidez [K] de uma trelica plana (S.G.R.)

Segundo Martha (2010), os itens Kij componentes da matriz de rigidez [K] sdo definidos
como coeficientes de rigidez global, ou seja, corresponde a forca ou momento que deve atuar
na dire¢do da deslocabilidade Di para manter a estrutura do sistema hipergeométrico (SH) em
equilibrio quando ¢ imposta uma configuracdo deformada onde Dj = 1 e as demais
deslocabilidades sdo nulas. Sua unidade de medida ¢ a unidade de forca ou momento (a
depender de sua caracteristica) dividia pela unidade da deslocabilidade em questao.

Contudo, de acordo com o material das se¢cdes 5.3.1. a 5.3.3. ¢ nitido que quando
abordada a notacdo matricial para resolucdo de problemas estruturais — metodologia de
programacdo e resolucdo dos softwares de calculo — a definicdo detalhada do sistema
hipergeométrico da estrutura ¢ dispensavel, primeiramente, porque muitas vezes a deformagao
ndo ¢ fielmente conhecida, segundamente, pois o primordial ¢ conhecer os graus de liberdade
dos nds a serem avaliados.

Cruz (1985) define a rigidez da estrutura corresponde ao encontro do centro do método

dos deslocamentos. Descrita a matriz de rigidez de cada uma das barras da estrutura no S.G.R.,



47

usando as condi¢des de equilibrio dos nds e compatibilidade de deslocamentos entre nos e
extremidades das barras, Cruz e Cruz (2023) declara a matriz de rigidez da estrutura de trelicas
planas por dois modos: o procedimento formal e o procedimento pratico. Nesse trabalho sera
detalhado o segundo.

[k]'(;) ¢ a matriz de rigidez de cada barra referida ao S.G.R., com i variando de 1 ao

numero total de barras da estrutura. Essa, pode ser representada com notagdo ao nivel das
extremidades das barras (CRUZ e CRUZ, 2023).
Para simplificar o entendimento, primeiramente serd apresentada tal passagem de

representacdo para a matriz [k] de uma barra no S.L.R. Relembra-se que a nivel de no6:

EA/L 0 —EA/L 0
= | O 0o 0 0
—EA/L 0 EA/L 0

0 0 0 0

De acordo com Cruz e Cruz (2023), com notagdo ao nivel das extremidades da barra

fica:

[kl Tkl
(k] = [[k] I [k]n,u]

Onde:
_ _EA[1 0
(k1o = Kl = 2[5 o]
EA[—1 O

[k]I,II = [k]II,I = I 0 0

Assim, do mesmo raciocinio, a nivel de extremidade de barra:

[T T
Wi l[k]’u,l [k]'u,nl

Onde:
K =Tkl = cos’a senacosa
(k] = k) = 2
senacosa sen’a
Kl =Tk = —cos’a —senacosa
k] i = [k] 11 = 5
—senacosa  — sen’a

Como ja discutido, para os nos de trelicas planas existem dois graus de liberdade,
portanto, a esse nivel, a matriz de rigidez [K] da estrutura segundo o S.G.R. é composta de
submatrizes 2x2 e contém tantas linhas e colunas quantos forem os nos da trelica, com cada
componente [K]ij, 2x2, associando deslocamentos do nd j aos esfor¢os doné i (CRUZ e CRUZ,

2023). Sendo m o numero de linha, n o nimero de colunas € m = n = nlimero de nos:
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[Kli = (Kl

[ijl [ijn

Cada submatriz que compdem [K] pode ser facilmente determinada por se conhecer a

[K]=

numeragdo dos nds das barras e suas respectivas incidéncias, tal que:

[K];; associa os deslocamentos do n6 j € os esforgos do no i;

[K];j (com i=j)=X[k]'das barras que se ligam ao n i, com respectivas incidéncias no
nd ie no nod j;

[K];j (com i # j) = X[k]'das barras que ligam o0 no i ao j, com respectivas incidéncias
nondienonod j;

[K]ij (com i # j) = 0, se ndo houver barras ligando o n6 i ao j;

[K]ij (com i # j) = [k]}; (1€-se transposta de [K];;), pois a matriz [K] ¢ simétrica.

Esclarece-se a demonstragdo tomando como exemplo a trelica plana da Figura 8 e suas
respectivas coordenadas dos nos e incidéncias presentes na Quadro 2. Fica claro que os

componentes da matriz de rigidez [K] da estrutura em questao sao:

[[Kli1 [Kliz [Kliz [Klise [Klis [Klie
[K]21 [Klzz [Kl2z [Klaa [Klzs [Klze
K] = (K131 [Kls2 [Klzz [Klza [Klss [Klse
[Kla1 [Klaz [Klas [Klaa [Klss [Klae
[Kls1 [Klsz2 [Klszs [Klsa [Klss [Klse
[Kle1 [Klez [Kles [Klea [Kles [Kles

Onde, por exemplo:
(K111 = [k]1 iyt K] 12
[Kl12 = 0= [K]3,
[K]13 = [k];,II(Z) =[K]31
E assim sucessivamente para os demais componentes.
Vale ressaltar que Martha (2010) também chega a mesma conclusao da composi¢ao da
matriz de rigidez da estrutura, porém, a marcha elencada se distinta de Cruz (1985) e Cruz e
Cruz (2023), pois o passo a passo tem como foco a demonstragdo do raciocinio logico e leitura
especifica dos programas de computadores, ja as outras duas referéncias passam o contetido de
forma mais clara e de facil alusdo, sendo esse, por isso, aqui destrinchado.
Frisa-se que se porventura a matriz de rotagao [T] e, consequentemente, a matriz de
rigidez [k]’ das barras no sistema local, ndo venham facilmente a mente, ¢ possivel passarmos

da matriz [k] de maneira mais direta para a matriz [K]. Isso desde que se conheca as
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coordenadas dos nds das barras em relagao ao sistema global de referéncia S.G.R. e a incidéncia

de cada extremidade de barra (como configurado no exemplo do Quadro 2).

54. O METODO MATRICIAL DOS DESLOCAMENTOS — ANALISE DE 2°
ORDEM

A analise estrutural de segunda ordem tem como diferenca expressa em comparacao
com a de primeira ordem o fato de que considera a ndo-linearidade do comportamento da
estrutural, seja em termos do material constituinte ndo obedecer a lei de Hooke (ndo-linearidade
reoldgica), seja a impossibilidade de desprezar os deslocamentos da estrutura (ndo-linearidade
geométrica).

Aqui ¢ abordado que quanto ao material constituinte da estrutura ha linearidade, ja
quanto a geometria existe a ndo linearidade, ou seja, o material ¢ eldstico, porém ndo linear (2*
ordem eléstico). Ressalta-se que em uma analise de segunda ordem sob efeito da ndo linearidade
geométrica os deslocamentos ndo sao considerados pequenos e a condi¢ao de equilibrio entre a
forca aplicada e os esforcos das barras se d4 na configuracio deformada da estrutura
(MARTHA, 2010).

Por outro lado, o presente trabalho ¢ fundamentado em simplificagdes da teoria da
elasticidade linear que conduzem a teoria da segunda ordem simplificada, na qual os
deslocamentos, mais especificamente as rotagdes, sdo considerados pequenos — como ja
revelado na secdo 5.1.4 — tendo em vista que a inteng¢do principal € realcar o interesse em
solucdes praticas, porém significativamente mais complexas do que as que se encaixam na
abordagem apenas no tocante as condi¢des de equilibrio do corpo.

Para tal, Cruz (1985) elenca aproximagdes por intermédio das seguintes igualdades:

cosf =1
senf =tg 0 =0
cos 8 =1-(6%/2)
Sendo as duas primeiras comuns a analise de primeira ordem (teoria linear), ja a terceira

equagdo considerada para evitar € = &' quando se trata de rotagdes pequenas, cuja ordem de

grandeza ¢ /|| (teoria de segunda ordem simplificada).
Assim sendo, nas secdes abaixo serd apresentada a forma de avaliacdo das estruturas

que se equilibram na posi¢do indeformada, mais especificamente quanto a rigidez tangente, a
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qual direciona o método matricial dos deslocamentos aplicado a analises estruturais de segunda
ordem.

Lembra-se que toda deducdo do método matricial dos deslocamentos abordada nesse
estudo de segunda ondem se da com base no exemplo de trelica plana utilizado por Cruz (1985)

ilustrado pela Figura 8.

5.4.1. Apresentac¢ao da rigidez tangente K; e suas componentes

Segundo Cruz (1985), um dos pontos chaves da influéncia da consideragao ndo linear
no processo de resolucdo, ¢ o fato de que a relacdo {P} = [K]*{D} ndo ¢ mais linear,
consequentemente, a rigidez da estrutura deixa de ser constante, pois as solicitacdes e a
geometria impdem variagoes.

Nesse momento entdo se insere o conceito de matriz de rigidez instantanea ou tangente
da estrutura, nome tal, pois ela ¢ igual ao angulo formado pela tangente a curva P-D, cuja
determinagdo exata ¢ complexa, contudo, sdo utilizados processos iterativos para alcance de
resultados aproximados. Essa nova rigidez K; governara as respostas do elemento,
considerando no processo de andlise a rigidez instantanea da estrutura a mudanga de
comportamento ao passo que se incrementam as deformacdes com a crescente relagao forca-
deslocamento.

K ¢ composta de trés parcelas, sdo elas: K, 4K, e K. Desses integrantes, o primeiro
corresponde a rigidez inicial ou linear — definida na se¢do 5.3. como K -; 4K, ¢ o termo de
corre¢do das coordenadas nodais devido aos deslocamentos e K;; ¢ a rigidez geométrica, fungao
do carregamento da estrutura.

Logo, arigidez tangente de uma estrutura — igualmente para trelicas planas - no sistema
global de referéncia (S.G.R.) ¢ dada por:

Ky = Ko+ 4Ky + Kg

Cruz (1985) ilustra a igualdade acima por meio da analise de uma treli¢a plana de angulo

a pequeno (abatida) com a horizontal submetida a um carregamento P e configuragdo

deformada que induz deslocamentos e modificagcdes em «, como exposto na Figura 14.
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Figura 13 — Carregamento de trelica plana abatida (a), sua deformacdo e deslocamento devido a incrementos P+dP

(b).

Fonte: Cruz (1985).

Com o aumento de P por incrementos dP a treli¢a plana vai mudando a sua configuracao
de inicial (indeformada) para deformada. Como a forca P direciona 0 nd6 A para baixo
(deslocamento), a inclinagao a da estrutura com a horizontal vai diminuindo e 6 passa a ser o
indicador da rotagdo das barras, de modo que (@ — ) quantifica essa mudanga.

Ao se relacionar os acréscimos 6, d@ provocados por P,dP, ¢ obtida a expressao Kr =
K, + AKy + K; e comprovada sua variacdo em fun¢do do carregamento da estrutura
(TUNNER et al, 1960, apud CRUZ, 1985). Baseado nesses estudos, somados as consideragdes
do comportamento elastico, mas geometricamente nao linear, e a teoria de segunda ordem
simplificada, abaixo serdo deduzidos cada componente.

Ao se querer conectar a forca aplicada com o indicador de rotacdo de barras, se tem:

P =2Nsen(a — 0)

A respeito da deformacao:

L — Lcosa
L-L" cos (a — 0)
L L

Onde L ¢ o comprimento da barra na posicao inicial, ou seja, indeformada, e L’ ¢ seu

comprimento ap6s deformacao.

J& que ¢ considerada a linearidade reoldgica da estrutura, entdo:
N
~ EA

Tomando as duas igualdades referentes a deformagao e isolando N:

Ex

— 1 — —
N= EA—COS ) [cos(a — 0) — cosa]

Substituindo na expressao de P:

o 1
P=2 EAcos (ax—6)

A trelica em questdo tem comportamento nao linear geométrico, porém sao adotadas as

[cos(a — 6) — cosa] [sen(a — )]

simplificagdes propiciadas pela teoria de segunda ordem simplificada, listadas na se¢ao 5.4. e
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base para as abaixo descritas (esse momento ¢ o marco da passagem da analise linear exata para
a ndo linear geométrica):
@ pequeno = 6 pequeno
tgd = 6 > tg(a — 0)

(a—06)?
2

cosf = %29 cos(a —0) =
Com isso, fazendo as adaptagdes algébricas viaveis, ¢ encontrado:
P =2EAa?6 — EAG*(3a — 0)
Lembra-se que K7 ¢ o coeficiente angular da tangente a curva ndo linear P-D, portanto,
corresponde a primeira derivada de P = f(D). Logo:
g 4P _dP
dD déf
Ky =2EAa? — 3EA6(2a — 0)
K, ¢ arigidez da estrutura para a posicao indeformada, ou seja, obtida fazendo 8 = 0:
K, = 2EAa?
Substituindo @ por (a — 0) na expressio de K, é obtida a rigidez da estrutura
deformada:
Ky + AKy = 2EA(a — 8)?
Como Ky = K, + AKy + K; e N, ao se aplicar relagdes trigonométricas pode ser

definido como N = EAfa — EA6?/2:
Kg; = —2N

5.4.2. A matriz de rigidez tangente [k;] de uma barra de trelica plana (S.L.R.)

Quanto ao sistema local de referéncia, para Cruz (1985) ¢ facil expor e reafirmar que os
componentes da matriz de rigidez tangente das barras de uma trelica plana, similarmente ao
raciocinio para a estrutura, sdo: a matriz de rigidez [k,] das barras, a matriz das mudancas de
coordenadas nodais [4k,] das barras e a matriz relacionada ao nivel de solicitacao das barras
[ieg].

Logo, a matriz de rigidez tangente das barras de uma treliga plana no sistema local de
referéncia (S.L.R.) é dada por:

[kel =[kol + [Ako] + [kg].
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Da mesma maneira como listada a dedu¢do da matriz de rigidez inicial [k] na se¢do
5.3.1.2., se pode obter [kt] também através da energia de deformagdo. Entretanto, ao serem
considerados os efeitos de segunda ordem, a relacao tensdo-deformacao nao ¢ mais linear.

Assim sendo, Mallet e Margal (1968) e Martin (1971) (apud CRUZ, 1985) expde as
relacdes matematicas e fisicas até a obtencdo da matriz de rigidez tangente de uma barra no

S.L.R. da forma abaixo detalhada.

. . , 9 ~ 1 ou
Primeiramente ¢ passado de € = 7 - &, = 0u/0x para o modelo ndo linear ¢, = P

2
1/0v , ... - . - ou .
E (a) , com &, € pOSlthO para tragcao e negatlvo para compressao, onde a parcela a diz

2
. . . om e 1 (0v . N . I ~ g
respeito a contribuicdo linear e a parcela > (5) relativa a contribui¢ao nao linear decorrente da

flecha obtida pela deformacao da estrutura.

Com essa equacao, se aplica a substitui¢ao de €, ndo linear na formulagao da energia de

deformacao dada por U = E ) OL €2 dx, tal que:

U [ () 22

Matricialmente:
0 av ou
ou ov 11 0 a E
U= EAf[ ] (_0 0]+ ov 6_u+12 l)x v
ox Ox ax

ou v
Avaliando-se os itens xS o sao feitas as seguintes observagdes:

_ du _
u=1I0 + I}x%ax—l“z

_ »
v=0+ x> o 4
Sendo as condigdes de contorno:
u=24
Parax =0, { _ 5x1
v =0y
u=94
Parax=L, { _ 5x2
v =0y,
Entao:
01 =11
53/1 =13

0= + /L
53/2:['3-}' I,/L

O relacionamento dessas avaliagdes € resumido e dado matricialmente por:
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Ju 5x1
ox| _-1/L o 1/L 0 1|%n
vl 1L 0 —=1/L 0 1/L]|6,,
0x 5312

Realizando as multiplicagdes cabiveis entre matrizes, abordando a teoria de segunda

. . 62 N 67 - o
ordem simplificada, para a qual v’ = 0,0’ = ¢, — ST ¢ substituindo na equagao da

energia de deformacao, se encontra a definicdo da matriz tangente de uma barra de trelica plana

no S.G.R. da seguinte forma:

EA/L 0 —EA/L 0 0o 1 0 -1
| o o o0 o|l.mel1t 6 -1 -0
Ueel=|\_ga/L o Eaj o' T |0 -1 o 1]
o 0 0 0 1 -6 1 6

0 0 0 0

vlo 1 0 -1

Zlo o0 o o

0 -1 0 1

Ou sucintamente: [k;] = [ko] + [Ako] + [kq], onde a primeira parcela € constante e diz
respeito a matriz de rigidez inicial da barra, definida por sua analise de primeira ordem, ja os

outros dois termos sdo func¢do da posicdo deformada da barra e do esfor¢o aplicado,

respectivamente (CRUZ, 1985).

5.4.3. A matriz de rigidez tangente [k;]’ de uma barra de trelica plana (S.G.R.)

Ao desenrolar dos capitulos anteriores, ¢ evidente a necessidade de, ap6s obtida a matriz
de rigidez tangente das barras da estrutura [k,] no S.L.R., escrever a matriz de [k;]” ou seja, a
reconfiguragdo para a referéncia ndo mais no sistema local, mas sim no sistema global de
referéncia, viabilizando, a posteriori, o encontro de [Kr].

Isso ¢ possibilitado pelo uso da matriz de rotagdo [T], a mesma da anélise de primeira
ordem explicitada na secao 5.3.2. Inclusive, os passos sao iguais aos la executados. Portanto,
ao se decidir criar a linha do tempo dessa marcha de calculo, mui idéntico ao elencado para o
encontro de [K], tém-se:

[ke] > [ke]” > [Kr]

Relembra-se os passos elencados por Cruz (1985):

[kel” = [T] [ke] [T]
[ke]” = [T] ([ko]l + [Ako] + [Kg],) [T]*
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[k¢]” = [ko]” + [Ako]” + [kg ]

Por fim:
1 «a -1 —a
A I e
—a —a* a o
(-2a+a?0) (—a?—-ab+1) Qa—-a?) (a’?+ab—-1)
+@( a’—af +1) a + 6) (> +ab—1) (-2a+0)

L Qa—a?0) (a?+ab—1) (-2a+a?0) (—a’—ab+1)
(a®+ab—-1) (-2a-0) (—a?—ab +1) Qa —9)

a —-a -« a
N|— _
4N az 1 az 1
L|l—a a a —a

5.4.4. A matriz de rigidez tangente [Kr]de uma trelica plana (S.G.R.)

Obtida a matriz de rigidez tangente de cada uma das barras da estrutura referidas ao
sistema global, da igual forma que o processo de defini¢do da matriz de rigidez inicial [K] da
estrutura foi detalhada, ¢ tracado o caminho para encontro da matriz de rigidez tangente da
estrutura [Kr].

Entretanto os componentes [Kr];; que associam os deslocamentos do n6 j e os esforgos
do né 1, sao fungao das matrizes [k;]” das barras que chegam no no6 i (se 1 =j) ou das barras que
ligam o né iaond j (sei# j), sendo [K7];; = 0 (com i # j), se ndo houver barras ligando o nd
1a0].

Para a devida clareza, segue o exemplo para a trelica da Figura 8. Sabendo-se que suas
coordenadas nodais em fun¢do do S.G.R. ¢ as incidéncias das extremidades correspondem ao

mesmo descrito no Quadro 2, resulta:

[[K7]i1 [Krliz [Krlis [Krlie [Krlis  [Krlie
[Krl21  [Krlzz [Krlzs [Krlea [Krlas  [Krlae

(K] = [Krls1 [Krlzz [Krlss [Krlsa [Krlzs [Krlse
T [Krlar [Krlaz [Krlazs [Krlaa [Krlas  [Krlae
[Krls1 [Krlsz2 [Krlss [Krlsa [Krlss [Krlse
[Krler [Krlez [Krles [Krlea [Krles [Krlee

Onde, por exemplo:
[Kr]11 = [k]11(1) []11(2)
[K7]12 = 0= [Kr]34
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[Kr]i3 = [k];,u(Z) = [Kr]34

E assim sucessivamente para os demais componentes.

5.5. ANALISE DE ESTABILIDADE ESTATICA DE ESTRUTURAS

Além da hipotese de ndo-linearidade geométrica das estruturas, para encerrar a
verificagdo do estado de equilibrio de uma estrutura, se faz importante o estudo dos fenémenos
condicionantes que dividem a linha ténue entre estabilidade e instabilidade de um sistema da
engenharia civil, sdo eles: ponto limite e flambagem. Os quais sdao trechos especificos do
caminho de equilibrio, ou seja, a curva em que cada ponto pertence a uma configuracdo de
equilibrio estatico da estrutura (dos Santos, 2022).

Segundo Cruz (1985), ponto limite ¢ o estado de equilibrio que interrompe
configuragdes de caracteristicas de equilibrio estavel, sem bifurcagdo na trajetoria de equilibrio
da estrutura. J4 na flambagem tal interrupcdo advém da existéncia dessa bifurcagdo. Para
simula¢do da influéncia do exposto, avalia-se as estruturas considerando-se a possibilidade de
grandes deslocamentos e rotagdes — diferentemente do abordado para a segunda ordem
simplificada.

Para o caso da treliga abatida da Figura 14, incrementos de P,AP ao n¢ inicial A aumenta
o angulo 6, influenciador direto na quantificacdo da rotagdo da estrutura — dada por (a — )
como abordado na secdo 5.4.1. Ao atingir P,P.. ¢ 6., (ponto B, nd6 A”), a estrutura passa
bruscamente para o ponto C, nd A’’’, posi¢ao invertida e instavel devido a ter sido atingido o
ponto limite de estabilidade. De acordo com dos Santos (2022), os saltos relacionados a
instabilidade por ponto limite podem ser: de deslocamento, levando o nome de snap-through
(ponto critico com relagdo a carga), ou de forca, eis o fenomeno snap-back (ponto critico
relacionado ao deslocamento). Essas nomenclaturas também sao utilizadas no desenvolvimento

dos textos de Magalhaes e Avancini, de Souza (2015) e de Paula e Proenga (2015).
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Figura 14 — Instabilidade por ponto limite em trelica plana abatida devido ao salto na trajetdria P- 6.

—— Equilibrio Estavel
----- Equilibrio Instavel

“SALTO" ~ %

| Ocr N ] T2a e

Fonte: Adaptado de Cruz (1985).

Ja no caso da treliga ndo abatida da Figura 15 os acréscimos deslocam o né A para baixo
(n6 A’), mas com quantificagdo desconsideravel, pois a rotagdo provocada € praticamente nula.
Entretanto, ao se atingir P.., a estrutura se deforma provocando um deslocamento §,,,
estabilizando no nd A” e caracterizando assim a bifurca¢do na trajetoria de equilibrio, a qual

pode ocorrer tanto para a direita, quanto para a esquerda, como indicado no grafico.

Figura 15 — Instabilidade por flambagem em treli¢ca plana ndo abatida devido a bifurcacdo na trajetoria P-§_xA.

. Equilibrio Estave)
----- Equilibrio Instavel

B Per

4

Fonte: Adaptado de Cruz (1985).

Martha (2010, p. 99), apesar de ndo ter como enfoque os estudos de primeira ordem,
comenta a respeito da demonstragdo da resposta da analise de segunda ordem com efeito da ndo
linearidade geométrica em uma trelica isostatica composta de duas barras articuladas (vide
Figura 16) e chega a mesma conclusao do trazido ao longo dessa se¢do 5.5 e das aplicagdes de

verificagdo de estabilidade direta de treligas abatidas e ndo abatidas executadas por Cruz (1985):

“A curva carga-deslocamento para o caso da estrutura achatada (angulo 6 grande) ¢ a

que apresenta maior grau de ndo linearidade, enquanto a curva para o caso da estrutura
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alongada (angulo 8 pequeno) ¢ praticamente linear. [...] a estrutura mais alongada ¢ a

mais rigida (valor de carga mais alto para um dado valor de deslocamento.”

Figura 16 — Trelica isostatica com grandes deslocamentos e respectiva curva P-D (normalizada pelas razdes
P/EA e D/L).

N
\ je—— |- tan @ —==f= I-tan@ = 5
7 Yea

comprimento original:
1/cosé@

)

N

%L»\

efeitos de

segunda ordey

pequencs

deslocamentor
comprimento final:

1/cosa= V"(l tan@) +(1+D)?

6 = 45°

¥}

6 = 60°

0 =75°

l i
0.0 05 1.0 15 /]

Fonte: Adaptado de White et al. (1976 apud Martha, 2010).

Por isso e para isso, sdo aplicados dois tipos de verificagdao de estabilidade: a direta e a
indireta. A primeira requer a determinagdo do carregamento critico para compara-lo com o
carregamento aplicado a estrutura e se destina mais aos problemas com tendéncia a flambagem,
pois no processo — de linearizagdo incremental - ¢ dispensavel a avaliacao das solicitagdes nas
barras. A segunda analisa as fun¢des ndo lineares {P}=f{D} para o carregamento {P}
pretendido, observando a variacao das rigidezes ao longo da ocorréncia dos deslocamentos por
um processo de iteracdo que corresponde ao Método de Newton-Raphson (CRUZ, 1985).

O presente trabalho ndo visa detalhar os procedimentos de célculo de verificagdo de
estabilidade, todavia, é objetivo frisar que para os célculos diretos se {P} < {P.,.}, o estado de
equilibrio da estrutura é estavel, mas se {P} > {P..}, é instivel. Similarmente, se nas
formulacdes indiretas o processo for convergente, entdo a estrutura ¢ estavel, caso divergente,
¢ instavel. A Figura 17 e a Figura 18 ilustram, respectivamente, a aplicagdo do processo de

lineariza¢do incremental e do processo iterativo para a obtencdo da curva P-D.
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Figura 17 — Exemplo de gréafico P-D e obten¢ao da curva P-D por procedimento iterativo de verificagdo de
estabilidade direta.

p=f(D)
AP'

AP,

ar i/,

——

4D, 40, a0y 0

Fonte: Cruz (1985).

Figura 18 — Exemplo de grafico P-D e obtengdo da curva P-D pelas aproximagdes 1’ e 2’ viabilizada por
iteragdes do Método de Newton-Raphson aplicado a verificagdo de estabilidade indireta.

P ~p«f(D)
A 2

Py — ey o

|
|
|
|
1

B R SR =X S

' Dy D2 D

Fonte: Cruz (1985).

Via de regra, ¢ possivel concluir que, como a tangente de rigidez ¢ a relagdo entre carga
ou forca e deslocamento ou deflexdo, a partir do momento que o caminho atinge o primeiro
ponto limite e a tangente da trajetéria de equilibrio passa a ser negativa, a estrutura ¢

considerada instavel (dos Santos, 2022).

5.6. POSSIBILIDADE E INFLUENCIA DA DESCONSIDERACAO DE [AK,] NA
COMPOSICAO DA MATRIZ TANGENTE DE TRELICAS PLANAS [K;]

Visando validar ainda mais a aplicabilidade do estudo até aqui desenvolvido, se faz
interessante aprofundar tais conhecimentos criticamente através de exemplos praticos que

contemplem a andlise de segunda ordem simplificada de trelicas planas com utilizacao da
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matriz de rigidez tangente de sua estrutura. A busca especifica ¢ de legitimar a composi¢ao da
formulagdo de [K7] e argumentar se em algum caso ¢ possivel facilitar ainda mais os calculos
estruturais nao lineares.

Nesse sentido, o primeiro exemplo ¢ dado por Cruz (1985) ao comentar sobre detalhes
de situacdes nas quais se observa a possibilidade de ocorréncia de flambagem em treligas
planas. Segundo ele a matriz de rigidez tangente considerada nesse processo de resolu¢ao pode
ser calculada em cada posicdo deformada de interesse e, devido a isso, o que antes teria o a
marcha dada por [K;] =[K,] + [4K,] + [ K] agora pode ser dada por [K+] =[Ky] + [K¢]-

Assim, para estruturas sujeitas a flambagem, o que se faz ¢ escrever a matriz de rigidez
tangente da estrutura como soma da sua matriz de rigidez inicial e da matriz de rigidez
geométrica. Tal afirmativa ¢ legitimada também pelo caminho abordado por Venancio Filho
(1975) para a deducdo da matriz de rigidez tangente em funcdo da energia.

Em contrapartida, poderd ser necessario tragcar mais passos de resolugdo ja que cada
posi¢ao deslocada com viés de analise precisa ser avaliada cuidadosamente. Mas, encontrada e
resolvida a situagdo mais desfavordvel, solucionard o problema com mesma medida de
coeréncia em comparacao a formulacdo completa de trés componentes.

O segundo exemplo ¢ o trabalho de Magalhdes e Avancini, no qual ¢ tratada a analise
elastica de uma trelica plana e estudado o efeito da ndo linearidade geométrica para um
carregamento normal, aplicando o método de Newton-Raphson para encontro da solucao da
configuracdo deformada. A dupla utiliza a dlgebra matricial do método dos deslocamentos para
avaliag¢do de segunda ordem da trelica exemplo, abragando a configura¢do da matriz de rigidez
tangente global do elemento como a soma da matriz de rigidez global do elemento referente ao
material (aqui denominada como K, mas para eles como K,,,) com a matriz de rigidez global
do elemento referente a geometria (Kj), tal que Kr = K, + Kj.

O terceiro exemplo € o artigo “Analise nao linear geométrica de treligcas planas por meio
do método dos elementos finitos” elaborado por de Souza (2015). Pontua-se que a analise
estrutural de segunda ordem pode ser desenvolvida por diferentes métodos além do MMD e o
dos elementos finitos ¢ um deles. Entretanto, seja qual for o procedimento de calculo, haverd o
destrincho da composicao da parte da féormula que estabelece a relacao entre P e D.

Em suma, o autor de Souza (2015) utiliza o método dos elementos finitos e soluciona as
equagdes ndo lineares com o método incremental e iterativo de Newton-Paphson para
determinagdo do carregamento ultimo de colapso e sua resposta deslocamento versus forca
aplicada em trés simulagdes: o problema de treliga com uma barra e mola elastica, o problema

de trelica com duas barras e o de treliga tipo grua. Contudo, para isso, em todos os casos, a
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estruturacdo da matriz de rigidez ¢ de duas parcelas, excluindo mais uma vez o termo de
corre¢do da rigidez da estrutura, devido as mudancas nas coordenadas nodais.

O quarto exemplo ¢ o estudo desenvolvido por de Paula e Proenca (2015) da nao
linearidade geométrica em trelicas planas utilizando a formulagdo lagrangiana total, o conceito
de matriz de rigidez tangente e o procedimento incremental iterativo de Newton-Raphson para
o calculo numérico. De acordo com os escritores, para as coordenadas nodais i, cujo
deslocamento é prescrito por d, impostos & estrutura como incrementos, a variagio de
deslocamento nessa coordenada ¢ nulo para todas as iteragdes, ignorando entdo mais uma vez
[Ko]-

Pelo fato de os resultados dos métodos seguidos pelos autores dos trés diferentes artigos
cientificos explicados nos pardgrafos acima apresentarem concordancia muito boa e erros
(comparagao com resolugdes literarias pela formulacdo de Ky por trés componentes)
despreziveis, valida-se ainda mais que € possivel a desconsideracao de 4K,. Assim sendo, ¢
coerente adotar a seguinte formulagao matricial [K7] = K, + K;.

De modo geral, lembrando que [4K,] ¢ a matriz que considera as mudancas nas
coordenadas nodais ao longo do processo de deformagdo de uma estrutura e que em treligas e
porticos planos o caso critico tende a ocorrer muito proximo da posi¢do indeformada, esse
termo pode ser desconsiderado sem prejudicar significativamente a precisao da solucdo a ser

encontrada (CRUZ, 1985).

6. CONSIDERACOES FINAIS

De acordo com o exposto, as andlises ndo lineares, devido a complexidade das
resolucdes para diferentes tipos estruturais, sdo executadas computacionalmente. Contudo, a
clareza e compreensao das etapas envolvidas e teoria do processo ¢ de sumo crédito para que
os resultados dados via métodos de linearizacdo sejam avaliados de modo critico pelos
engenheiros calculistas, tendo a sensibilidade de verificar os detalhes dos materiais e
comportamentos envolvidos na estruturacdo dos modelos da construcgdo civil.

Partindo do pressuposto acima, ¢ evidente que o trabalho apresentado colaborou
positivamente na fidelizacdo da importancia da complementacao dos estudos de primeira ordem
exata com os de segunda ordem. Tal afirmacdo se deve aos comentarios desenvolvidos sobre a
influéncia da ndo-linearidade geométrica em trelicas planas elasticas (respeito a lei de Hooke),

por meio do método matricial dos deslocamentos e da teoria de segunda ordem simplificada,
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como também da dedu¢@o da composicao da matriz de rigidez tangente da estrutura [K;] no
S.G.R. com verificagdo da possibilidade de desconsideragdo do componente [AK,].

Concomitantemente, as situagdes problemas apresentadas envolvendo trelicas planas
que necessitam de avaliagdo de segunda ordem e fidelizam a viabilidade de exclusdo da matriz
de corre¢do de rigidez da estrutura [AK, ], exemplificam ainda mais a aplicabilidade do estudo
aqui apresentado, tanto em termos de conhecimento, quanto em termos praticos.

Ademais, por ter sido tragado um caminho detalhado, desde a caracterizagdo de treligas
planas a verificagdo de sua instabilidade quanto a ponto limite e flambagem, ¢ evidente que o
conteudo abordado torna mais acessivel, desperta curiosidade e contribui com o entendimento
simplificado dos conhecimentos desenvolvidos ao longo do curso e da importancia da anélise
estrutural para futuros engenheiros(as) calculistas projetistas.

Assim, se espera que ao longo do tempo haja mais estudos e artigos contendo a teoria
da andlise matricial de segunda ordem e sejam desenvolvidos novos programas de calculo
computacional aplicados a esse contetido da engenharia estrutural. De igual forma, incentiva-
se a implementacao desses aprendizados desde a graduacao, vista sua coeréncia com a realidade

do comportamento de estruturas, sejam elas trelicas ou demais modelos.
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