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Resumo

Este trabalho reune resultados bésicos da Geometria Algébrica tais como: o
teorema da dimens3o da fibra (Teorema 2.28), o lema de A Teracini (Lema 4.28)
e o teorema de F. L. Zak (Teorema 4.36) além de muitos outros, necessérios para

fornecermos a resposta que embora bem geral, é a que nos é possivel dar no

momento e no contexto a pergunta abaixo:
Que deve ocorrer & variedade secante Sec(X) de uma variedade X C P™ nao-
singular e ndo degenerada sobre um corpo algebricamente fechado de modo a

garantir que existe uma subvariedade X em P"~! isomorfa a X onde o isomorfismo,

em particular, é uma projegao linear?



Abstract

This work gathers together some basic results of Algebraic Geometry, such as
the fiber dimension theorem (theorem 2.28), A. Terracini’s lemma, (lemma 4.28)
F. L. Zak theorem (Teo 4.36) in additions to necessary results in order to give the
answer which, in spite of being more general, in the moment is the possible one '
. for us to give for the question below:

What should happen to the secante variety Sec(X) of a non~singulér and
non degenerate variety X in P" on an algebraically closed field to guarantee the

existence of a subvariety X in P*! isomorphic to X, where the isomorfism in
particular, is a linear projection?
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Introdugao

Este trabalho é constituido de quatro capitulos que, resumidamente, apresen-
tamos a seguir:

O primeiro capitulo apresenta o espago afim A™ e o espago projetivo P" sobre
um corpo K, na maioria das vezes, algebricamente fechado. Conceitua conjun-
. tos algébricos afins e projetivos e conjuntos algébricos irredutiveis; as variedades
algébricas. Este capitulo mostra também que os conjuntos algébricos afins e pro-
jetivos definem respectivamente em A™ e em P", uma topologia. A topolog_ia de
Zariski.

Nele, também se encontram casos particulares de variedades especiais da Geo-
metria Algébrica, como as variedades de Veronese v4(P") e as variedades de Segre
o(P™ x P™), e suas subvariedades.

Destacam-se a variedade de Veronese vy(P?) C P° e a variedade de Segre

o(P? x P?) C P®. Ainda neste capitulo, encontra-se a construgao das variedades
Grassmanianas G(k,n) de k-planos em P* embora utilizemos aqui apenas Grass-
manianas G(1,n) de retas de P".
+ O estudo das Grassmanianas, se inicia com a Grassmaniana G(1,3) das retas
de P, onde se mostra que G(1,3) é a quadrica ZyZs — Z1Z4 + ZoZ3 = 0 em P5.
O segundo capitulo contém estudos sobre aplicagdes regulares em variedades
algébricas afins e projetivas, sobre anéis coordenados, sobre corpos de fungoes
racionais e sobre anéis locais de variedades algébricas. Ainda se destacam 14 o
conceito de dimensao de uma variedade algébrica e o Teorema da Dimensao da
Fibra (Teo 2.28) que desempenharao papéis relevantes nesta dissertacdo. Existem
outros resultados importantes neste capitulo tais como o da proposigao (2.22) que

garante que um subconjunto fechado e préprio de uma variedade, ndo pode ter a
mesma dimensao dela.

O terceiro capftulo, comega com as variedades de incidéncia Y= = {({,p) | p €
[} C G(1,n)xP" das quais se definem as projegoes candnicas cujas fibras, desem-

penham um papel fundamental no céalculo de uma cota superior para a dimensao




de variedades muito importantes para o trabalho, as variedades secantes.

O quarto capitulo tem inicio com o estudo de nao-singularidade de uma varie-
dade algébrica arbitraria X C P, nele se garante que a dimensao dim X duma
variedade X C P™ e o minimo do conjunto D = {r € N|r = dimTpX com
pe X} .

No quarto capitulo ainda se registra o fato que a dimensao da variedade das

singularidades da intersegdo X N H, onde H C P* € um hiperplano satisfaz a
condigao

2dim X —n+2 < dimSing(X N H) < n—dimX — 2.

Por fim, trataremos do objetivo desta dissertagao, que é estudar condigoes
para que uma determinada variedade algébrica X C P" seja isomorfa a uma

subvariedade em P""1.
A intensdo fundamental deste trabalho é responder sob certas condigdes e a

medida do possivel a pergunta a seguir:
(%) Que condigdes sdo suficientes a uma variedade nao-singular e nao degene-

rada X C P" sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica nula para
que se garanta a existéncia de um ponto § € P* — X tal que a projegao

e - X
z

:) N

P
pr~t

—_ .
e
~onde @z denota a reta que passa por 8 e por z € X, seja bijetiva e que a inversa

ml: X — XCcP!

z =%

seja regular?
Ou seja, T seja um isomorfismo entre X e X.
Ou ainda, fornecer condigdes para que X seja projetavel isomorficamente sobre

sua imagem X em P"1.



O lema, a seguir, caracteriza geometricamente um isomorfismo destes. A carac-

terizagao fornecida por ele nos d4 o caminho bésico para respondermos a pergunta
acima.

Lema: Sejam X C P" com variedade nao-singular sobre o corpo K algebrica-
mente fechado e,

mg: X — X c prt
z +— fzNP?
a projegao desde o ponto §. Entao , my é um isomorfismo se, e somente se, 7y
¢ injetiva e para cada z € X, a diferencial (dm)y : ToX — Try(z)X, é injetiva
(veja [JH} - 179).
Nas hipéteses deste lema, podemos dizer que

mg: X — X CP1
z +—O0zNP?

é um isomorfismo se 0 ¢ ZY; z # y em X e, nenhuma reta Oz estd contida no
espago tangente T, X. Isto porque, se § € Ty para algum z # y em X, temos
To(z) = me(y). E, se Oz C T, X paraalgum z € X, entdo (dmg)({fz}) = GznP"?
é um ponto. Portanto, a pergunta () estard respondida para uma certa variedade
X C P", conforme no lema, se pudermos garantir que o conjunto {z € P* | z € Ty
para alguns = # y em X, ou quando 2z € Oz para algum z, com 0z C T, X}, seja
um subconjunto préprio de P".

(xx) Afirmacdo: Se X C P" é uma variedade nio-singular e nio degenerada,
entao o conjunto

D={z€P"|z2€7y; paraalgumz#yem Xouz€lC T, X ealgum z € X},

é uma variedade.
De fato:
Consideremos

S°(X) ={zg € G(1,n) |z # y; = € X}
Sec®’(X)={ze€P"|3z€ Xezz € 5°(X)}
S(X) = fecho {S°(X)} C G(1,n)

3




onde G(1,n) denota a Grassmaniana das retas de P".

Pela proposicéo (3.1), temos que a unido U ! C P", é uma variedade em
les(x)

P". Por outro lado a proposicao (4.24) nos garante que

S(X) = 5°(X)U {l € G(1,n) | 3z € X,z €l C TX},

para o caso da variedade X ser nao-singular.

Definigdo: A variedade secante denotada por Sec(X ), de uma variedade X C

P" nio-singular, é definida por Sec(X) = U [ C P". Portanto, se X satisfaz
1€S(X)

as exigéncias do lema acima, tem-se que X ¢ isomorfa a sua imagem Xept
se, e somente se, Sec(X) é uma subvariedade prépria de P".

Mas como afirmar ou negar que a variedade Sec(X) é uma subvariedade
prépria de P"?

A -proposigéo (2.22) garante que se Sec(X) for uma subvariedade prépria de
P, a dimensdo de Sec(X) é menor que n. Por outro lado a proposicio (3.7),
nos garante que a dimensdo da variedade S ec(X) é limitada superiormente por
2dim X + 1. Este resultado, por si s6, j& garante que toda curva X C P" com
n > 4, X nao-singular e ndo degenerada, é projetével isormoficamente em pa-i,
Outro exemplo de uma variedade X C P" dentro das hii)ét-eses do lema acima, é a
variedade de Segre (P2 x P7) C P?, de dimenséo igual a 9, e onde dim 5 ec(o (P2 x
P7)) < 19 < 23. Portanto o(P? x P7) é projetdvel isomorficamente em P22,
Mas o que dizer a respeito da variedade secante da Grassmaniana G(1,5) onde
G(1,5) C P¥, dimG(1,5) = 8 e 2dimG(1,5) +1 =17 > 147 Neste caso, pelo
menos para a variedade G(1,3), o resultado da proposigao (3.7) néo ajuda na
resposta que procuramos para a pergunta (%) acima.

Pensando bem, se quizermos responder a pergunta (x) sé teremos dois camin-

hos aparentemente distintos a seguir:
a) Ou mostramos que dim Sec(X) < n—1

4



b) Ou exibimos um ponto P € P* tal que P ¢ Ty V & # y em X e que PQ nao
esteja contida em T X VQ € X.

A seguir, exibiremos o teorema fundamental desta monografia, o teorema
(4.36), acompanhado de um esbogo de sua demonstragao baseada no lema (4.28)
devido a Terracini, na proposicdo (4.31) do préprio Zak e no corolério (4.35),
todos contidos neste trabalho.

Teorema (4.36). Seja X C P, variedade ndo-singular que gera P" sobre um
corpo K, algebricamente fechado de caracteristica nula que, pode ser projetada
sobre sua imagem X C P"!, entdo, a dimensdo da variedade X, é no maximo
igual a %(n - 2).

Esbocemos a demonstragio deste teorema considerando; um ponto nao-singular
z€Sec(X), T(2) ={zeP*|zme S (X)}eQ.={r € X |z€X(2)}.

Se z € Q., e H é um hiperplano de P contendo o espago tangente T;Sec(X),
temos Ty (X N H) = T»(X) pois se z € Y (z) existe y #  em X tal que ZZ = zy
e, pelo lema de Teracini, o subespago linear de P* gerado por T X e T, X esta
contido em T} Sec(X). Ou seja,

T(XNH) =To(X)NT,H =T, X NH =T, X.

Portanto, dim Tz (X N H) > dim(X N H). Ou seja, z € Sing(XNH). Mas z € Q;
e dim Q, > 2dim X —n+ 2z (proposigdo 3.1) e dim Sing(X NH) < n—dim X -2

para cada hiperplano H C P® que néo contenha X, coroldrio (4.35) portanto,

2dim X —n+2 < dimSing(X N H) < n —dim X — 2.

E dai dim X < %(n -2).8

2 L
Neste caso, o teorema de Zak ja nos garante que se dim X > g(n —2), X nao

é projetavel isomorficamente em P"~1.

Restamos agora perguntar:



i) Que variedades X C P" conforme no teorema (4.36) sdo tais que dim X <

%(n —2) e que dim Sec(X) <n—17

ii) Que variedades X C P" conforme no teorema (4.36) sdo tais que dim X =

2
—é(n —2) e que dim Sec(X) < n—17

A pergunta (i) continua em aberto. Com respeito a (ii), Zak mostrou que s
existem quatro variedades X C P™ tais que X € néo-singular e nao degenerada

em P" sobre um corpo algebricamente fechado e tais que
: 2 . ,
dimX = §(n —2) e dimSec(X) <n-—1.

De trés destas variedades, a saber: a variedade de Veronese v(P?) C P° a
variedade de Segre o(P? x P?) C P® e a Grassmaniana G(1,5) C P** das retas de
P, encontramos para cada uma delas, um ponto P € P" tal que P nao pertence
3 variedade secante de cada variedade em questdo, conforme podemos ver nas
proposicdes (3.38), (3.39) e (3.40) desta dissertagdo. A variedade e e P,

determinada por Zak, foge do contexto, em virtude disto, nao é estudada aqui.



CAPITULO 1

§1) Preliminares

Iniciaremos este trabalho apresentando os conceitos bésicos necessarios a sua
execugao. Sao eles: Os corpos, na maioria das vezes, algebricamente fechados, mas
indistintamente denotados pela letra K; o conjunto das n-uplas z = (1, Zs, ..., Tp)
de elementos do corpo K, denotado por A™(K) ou por A™ e denominado de espago
afim sobre o corpo K; o anel de polindmios a n indeterminadas com coeficientes
no corpo K, denotado por K[X;, Xs, ..., Xy,]; o conjunto de todos os zeros dum
polinémio F' em K[Xi,Xj,...,X,] denotado por Z(F); o conjunto de zeros co-

muns a uma familia Fj, Fy, ..., F;. de polindmios em K[X1,X2, ..., Xp] denotado por
-Z(F1, Py, ..., F}), onde se tem Z(Fy,...,F;) = rr] Z(F;); o conjunto de zeros co-
i=1

muns a uma familia S de polinédmios em K|[X;, Xs, ..., X,,| denotado por Z(S);
em particular, o conjunto de zeros de um polinémio em K[X;, X, ..., X,;] de grau
um, chamado de hiperplano em A™(K); conjunto de zeros de um polinémio F
em K[X;,X5], chamado de curva plana afim em A?(K); conjunto de zeros de
polinémios em K[Xj, ..., X,,] de graus dois, trés e quatro; as quédricas, as ciibicas
e as quérticas em A™(K). E por fim, os ideais do anel K[X;, X, ..., Xy].

Exemplos 1.1:

1) Se S = K [X;,Xa,...,X,] entdo Z (S) é o conjunto vazio para cada corpo
K.

2) Se S = {F,F,...,F,} entdo Z (S) é o conjunto de solugdes de um sistema

com 7 equagoes algébricas.




3) Se X = Z(y* — 2%(z + 1)) € A%(C) entao X é uma curva plana afim.

4) Embora a curva y = cos z, seja uma curva plana em IR?, nao é uma curva
plana afim em A%(R).

Definigao 1.2: Um subconjunto X de A™(K) ser4d denominado conjunto algébrico
afim, quando X for um Z(S) para algum S C K[X;3, X, ..., X,

Exemplos 1.3
1) A*(K) = Z(0)

2) O conjunto Y = {(¢,sent),t € R} ndo é um conjunto algébrico afim em
A%(R).

3) Z(y?—z*) = Z(y — 2?) U Z(y + 2?) é uma curva afim.

Proposigao 1.4: Para cada subconjunto A do espago afim A™(K), temos que:
I(A) = {F € K[X;,X5,..,X,] | F(@) = 0 Ya € A}, é um ideal do anel
K[X;,X,,...,X,], denominado ideal do conjunto A. .

Demonstragao:

Se A é vazio, entao I(A) = K[X;, Xy, ..., X,,] por vacuidade.

Se A # ¢, o polindmio nulo pertence a I(4). Se F e G estdo em I(A),
e H em K[X1,Xs,...,Xn] temos (F+G)(a) = F(a) £ G(a) =0 Ya€c Ae
(H.F)(a) = H(a).F(a) =0 VYae€A.

Ou seja, I(A) é um ideal de K[X;,Xs, ..., X,).H



Propriedades de conjuntos algébricos afins e de ideais de conjuntos
Proposigao - 1.5:

a;) Se I é o ideal gerado por S C K[Xl,Xg,'...,Xn], entdo, Z(I) = Z(S).
as) Se I C J, entdo Z(I) D Z(J).

as) Z(F,G) = Z(F)N Z(G) para dois polinémios F' e G quaisquer. Por outro
lado, Z(INUZ(J)=Z({F.G | Fel e GeJ}). Ou seja, a uniao finita

de conjuntos algébricos, em A"(K), é um conjunto algébrico em A™(K).

ay) Z(X1—a1,Xs—ag,...,Xn —an) = {(a1,ay,...,a,)}. Dal se conclui que todo
conjunto finito é algébrico.

;) SeY C X, entao I(X) C I(Y)
i2) I(3) = K[X3, Xz, -, Xn]
13) I(A™(K)) =(0) se K for infinito.

ia) I{(a1,a2,...,an)} = (X1 — a1, X2 — a3, ..., Xn — @n)

Demonstragao:
Demonstraremos, aqui, apenas as propriedades (i3) e (i4)

Provemos (i3)

Em principio, tem-se que o ideal nulo (0) C R esté contido em qualquer ideal
I num anel R.
Usaremos indugao em n.

Tomemos pois F' € I(A'(K)). Ou seja, F(z) = 0V z € AY(K). Como
o corpo K ¢ infinito, temos F' = 0 em K[X]. Portanto I(A™(K)) = (0) para
n = 1. Suponhamos que I(A"1(K)) = (0), ou seja, se Fi(a) =0V a € A" (K)
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tenha-se F' = 0 em K[X;,Xs,..., Xn_1]. Provemos que I(A"!(K)) = 0 implica
I(A™"(K)) = 0. De fato, seja

n

G(XI:X2’ "'aXn—th) = EGi(le-X?y "'yX'n—l)Xi
um elemento em I(A"”(K)). Portanto G(a1,as,...,an—1,b) = 0 para cada

) a= (alxa21"':an—1) € An_l(}'{)

e cada b no corpo K. Sendo assim, cada polinémio

Ga(Xn) = ZGi(a’ls Qg ..., a‘n—l)X:l

tem infinitos zeros em K, sendo portanto o polinémio nulo em K|[X,]. E daf
se ter que cada G; pertence ao ideal I(A"*(K)). No que resulta, G = 0 em
KX, X, ..., Xp).
Provemos agora (i)
" O ideal I do ponto (a1, as,...,a,) contém o ideal J = (X; — a1, ..., X — an),

uma vez que cada polindmio F no ideal J = (X; — a3, ..., Xn — a,) é da forma:
| B =T —ign) o Bl — ), B R[ Xy, ]

Por outro lado afirmamos: Se F(Xi, Xy, ..., X,) se anula em (a;, as, ..., a,), existem
A; € K tais que

F(X]_,Xz, ...,Xn) = Z /\i(X]_ = al)il.(X2 = 02)i2...(.Xn = an)i",

i=(i1 ,i21"-|in)

com 21+22+.+'Ln 21

Uma vez que, se definirmos

é: KX, Xa, oy Xn] — K[X1, X2, s Xo]
p(X11X2a ---:Xn) == p(Xl s al:X2 — Qg, '-')Xn - a'n)

10



temos que ¢ é um isomorfismo de anéis. Neste caso, existe G € K[X;, Xy, ..., X,]
tal que ¢(G) = F. Ou seja,

G(X1 = al,Xz — a2, ...,Xn s an) = F(Xl,Xz, ...,Xn).

Portanto, F(X1,Xs,...,X5) = Y Mi(X1 — a1)? (X — a)2...(X, — an)™. Como.

F(ay,as,...,an) = 0 tem-se que 4 + i3 + ... + 4, > 1. Mostrando-se que F €

(Xl — al,Xg — Q9, ...,Xn == an)..l

Definigao 1.6: Um subconjunto algébrico X C A™(K) diz-se redutivel quando °

existem subconjuntos nao vazios préprios e algébricos X; e X, do conjunto X tais
que X = X; U X,. Caso contrario, X é dito irredutivel.

Proposigao 1.7: Um conjunto algébrico X C A™(K) é irredutivel se, e somente

se, o ideal I{X) do conjunto X é primo.
Demonstrag3o:

Suponhamos que exista um subconjunto algébricoirredutivel X C A™(K), cujo

. ideal I(X') n8o seja primo. Tomemos F} e F, polinémios em K[X;, X, ..., X,,] tais

que F1F; esteja em I(X) e que F; ¢ I(X) para i = 1,2. Neste caso, Z(F1F;) D
Z(I(X) =X e Z(F)UZ(F,) D X. Mas, X = (XNZ(F))U(XNZ(F)) e
por hipétese, X é irredutivel. Portanto, X = (X N Z(F})) ou X = (X N Z(F)).
Ou seja, Z(F;) D X, para i = 1 ou i = 2. Logo, ou F; € I(X) ou F, € I(X).
Conseqlientemente, se X ¢ irredutivel entdo I(X) é primo.

Reciprocamente, se X = X; UXy; X; algébricos préprios, temos I(X;) 2 I(X)
para ¢ = 1,2. Tomemos F; € I(X;), ¢ = 1,2 tais que F; ¢ I(X), tendo-se
FiF, € I(X). Ou seja, se X é redutivel, I(X) nao é primo.l
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Exemplo 1.8:

1) A= Z@* — 2%, y* — 22y% + 292 — 2%) C A?(C) é um conjunto algébrico

redutivel, pois

Z(y' — a®yt — 2% + oy’ — 2®) =

=Z(y +2)UZ(Y*—z,y+2)UZ(y® —z,y — ) pois
y4—$2y2+$y2—$3= (y2_m2)(y2 +$), y4—$2= (y2+$)(y2+$) e
Z(y* — 2?,yt — 2y + ay? - 2°) = Z[(4® + 2)(4* — 2), (v® - 2?)(¥® + 7)) =
=Z@y*+2)VZ(y* —=2,(z+y)(z —y)) =

=2y’ +2)U{Z(y* +2)N[Z(z+y) U Z(z - y)]}

=Z2(*+2)U{[Z(y* +2)NZ(z+y)|U[Z(z +y) N Z(z - y)]}.

2) Z(y — %) C A%(R) é irredutivel.
3) Z(y*+ 2*) c A%(C) é redutivel, pois Z(z? +y?) = Z(z + iy) U Z(z — iy).
4) O ideal gerado pelos polindmios

F(m:y) = y4 ¥ = x2’ €
G(z,y) =y* —ay* + 2y’ — o°
em C[X, Y], néo é um ideal primo, pois Z(F,G) é redutivel em A2%(C).

A topologia de Zariski em A"(K)

Proposigao 1.9: Seja Z a familia de todos os subconjuntos algébricos de A™(K).

Entao:
7)) A™K) € Z.
Z3) O conjunto vazio ® € Z

Z3) Se (Ag) é uma familia de elementos Z entaoN A, é um elemento de Z
(o7 (o3
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Z4) Se (A;) é uma familia finita de elementos de Z, entdo, a uniso R, 4; é

1<i<m

um elemento de Z.

Demonstragao:

Z,) Veja 1.3 (1)

Zy) @ =Z(1) veja 1.3 (2)

Z3)

Afirmagdo: A intersegao Q Ay, = % (L&J Sa), para certos S, em
K[X1,Xa, ..., X

De fato, para cada conjunto algébrico A, existe S, C K[X;, X, ..., X,] tal
que A, = Z(S,). Assim, se z € Q A, entdo z € Q Z(Sa) e F(z) =0 para
cada F' em S, e para todo a. Portanto, F'(z) = 0 para todo F € y Se. Ou
seja, Q A, C Z(LaJ Se). Reciprocamente, se y € Z(%J Sa), onde Z(S,) = Aq,

femos H(y) = 0 para cada HS,. Ou seja, H(y) = 0 para cada H € S, para
todo . Portanto, y € NA, =NZ(S,) € 2.
(23 «a

Sejam Aje Aj na familia (A4;) e I = I(A,), J = I(A;) seus ideais.

1<i<m
Afirmagao: A UA, =Z({F.G|FeleGelJ}).

De fato,sex € AjUAy =z € Ajouz € Ay = F(z) =0V F € lou
Gz)=0VGeJ=zecZ({FG|FeleGEeJ}).

Reciprocamente, se y € Z({F.G | F € I e G € J}), temos (F.G)(y) = 0
para F' € I e G € J. Suponhamos que y ¢ Ay = 3 F, € I tal que
Fo(y) # 0. Mas Fo.G € JV G € J, isso implica que (Fy.G)(y) = 0. Ou
seja, G(y) =0 =y € Ap. Assim, ,,UA, =Z({F.G|FeleGeJ})é
fechado. Portanto |y A; € Z. &

1<i<m
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Definigao 1.10: Denominaremos de conjunto aberto em A™(K) todo subconjunto

A C A™(K) tal que exista um subconjunto algébrico B € Z, e que A = A"(K)—B.

Observagao 1.11: A familia de todos os subconjuntos abertos de A”(K), define
em A"(K) uma topologia, denominada Topologia de Zariski em A™(K). (Veja
proposigao 1.9). ‘

Espacgos Projetivos

Consideremos = e y pontos do espago afim A™(K), z # 0 ey # 0. Se
definirmos  ~ y quando = Ay para algum )\ # 0 em K, estabelecemos uma

relagao de equivaléncia ~ no conjunto A™*}(K) — {0}.

Definigao 1.12: Denomina-se Espa¢o Projetivo n-dimensional sobre o corpo K,

A™(K) — {0}

ao conjunto , denotado por P" ou por P*(K). Como um elemento

P de P"(K) é a classe de equivaléncia da (n+1)-upla (zo, 21, T3, ..., Z,) € A"(K),
denotamos o ponto P por [2g : 2 : ... : T,]. Cada (n 4 1)-upla representante de

sua classe de equivaléncia, denomina-se um sistema de coordenadas homogéneas

do ponto P.

Exemplos 1.13:

1) Consideremos o conjunto de todas as retas pela origem no espaco afim

A™1(K). Como os elementos deste conjunto de retas, est4 em correspondéncia
biunivoca com as classes de equivaléncia da relagao definida anteriormente

em A" (K)—{0}, podemos identificar este com o n-espago projetivo P*(K).

2) Seja V' um espago vetorial (n + 1)-dimensional sobre o corpo K. Seja
f:V — A™(K) um isomorfismo de espacos vetoriais. Se definirmos

para cada par (v,w) em V2 — {(0,0)}, a relagdo v Rw quando existe A # 0

14



s e e e e

em K tal que v = Mw, a relagao R é de equivaléncia e, a aplicagio

Vo{0} _ AM(E) - {0)

f(v)

— )

~

estabelece uma correspondéncia biunivoca entre estes conjuntos. Portanto,:

V- {0}

o3 é identificado com o n-espago projetivo sobre o corpo K, denotado

por P*(V) ou P"V.

Observagao 1.14: Consideremos a familia { U; } de subconjuntos do espago
1<i<n+1

P*(K) onde
Ui={lz1:22: ... : Tny1] eP*(K) | z: # 0}, i € {1,2,...,n+ 1}
Se definirmos as aplicagGes,

q),; AT — U,;
(@1,wsbe) ¥ [@1 5@ e 1 By 212 G52 oo 2 Gy

estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre ‘os pontos de A™ e os pontos
n+1

de cada U;. Além disto, P*(K) = U U;, mostra que, P" é coberto por n + 1
=1

conjuntos cada um dos quais podendo ser considerado como um n-espago afim.

Consideremos Ho, = P*(K) — Upy1 = {[21: T2 ¢ ... : Zp & Tpy1] | Tny = 0}
H,, ¢é denominado hiperplano no infinito. A correspondéncia
[#¢1 : 2y ...t 2y 1 0] & |21 : @9 : ... : T,] mostra que H,, pode ser identifi-

cado com P*~1. A escolha de U,;; na definigio de H,, é irrelevante, ou seja, na

realidade, podemos definir (n + 1) hiperplanos no infinito, um para cada U;.

Definicao 1.15: Um ponto P = [ag : a1 : ... : a,] € P* é dito um zero do
polinémio F(Xo, X3, ..., Xp) em K[Xo, X3, ...,X5] se F(A ag, A a1,...,) a,) =0
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para todo A # 0 no corpo K. Se P é um zero de F, dizemos que F se anula em
P, denotando isto por F(P) = 0.

Observagao 1.16: Se K é um corpo infinito e se P é um zero do polindmio
F = Fg+ Fyp1 + ... + F, € K[Xo,X3,...,Xy), onde cada F; é um polindmio
homogéneo de grau %, entdo P é também um zero de cada forma F;. Daf se’
conclui que se F' se anula em P, cada parcela homogénea de F' também se anula
em P.

Para cada subconjunto S de K[Xj, X1, ..., Xy], denota-se Z(S) o conjunto dos

pontos P € P" tais que F(P) =0 para cada F' em S.
Proposigao 1.17:
1) Se § € K[Xo,X1,...,Xn], e I = (S) é o ideal gerado por S temos:
Z(I) = Z(S).
2) Se I é o ideal gerado por Fi, Fy, ..., F,, e F; = £F;; com F}; formas de grau

j em KXo, X1, ..., Xn], (K-infinito) entao:

Z(I)=2Z({F3}); 1<i<r
Demonstfagéo:

Provemos somente (2).

Seja I = (Fy, Fy, ..., F.) com F; = LF;; (F;; formas de grau j). Se P € Z(I),
F;(P)=0Vie€{1,2,..,r} e, portanto, F;(P) = 0,1 <i <7, e cada j. Ou
seja, P € Z(Fy;).

Reciprocamente, se Q@ € Z({Fj;}), temos que F;;(Q) = 0; para todo
i € {1,2,...,r} e para cada j. Dai se ter, F;(Q) = 0V i € {1,2,..,7}. As-
sim, Z(I) = Z{F;;}).1
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- Definigao 1.18: Um subconjunto X C P" é chamado conjunto algéllJm'co pro-
jetivo, ou conjunto algébrico em P" se X é o conjunto de zeros comuns a uma

familia de formas em K[Xo, X7, X5, ..., Xy].

Exemplos 1.19:
1) Z(1) = ® é um conjunto algébrico em P".
2) Z(0) =P" é algébrico em P™ por definigao.

3) O conjunto de pontos da reta L = {[z¢ : z1 : 0 : 0] € P®} é um conjunto
algébrico em P?, onde L = Z(X,, X3).

4) O conjunto H = {[zg : 71 : 5 : 0] € P®} é um conjunto algébrico em P?,
pois H = Z(X3) & P3.

5) As imagens /\\d_as inclusdes P* < P"; k < n s@o conjuntos algébricos em
P". Se k = 1, A\ é uma reta em P*; se k = n — 1, A\ é um hiperplano em
P*. De modo geral, A\ é denominado de k-plano em P*, ou um k subespaco
linear em P™.

Definigao 1.20: Se K é um corpo infinito, um ideal I do anel K[Xj, X, ..., X,]
€ denominado tdeal homogéneo se para cada F' = X F; € I com F; formas de grau
1, temos que F; € I V i. Para cada subconjunto X do espago P", temos que o
conjunto que consiste dos polinémios no anel K[Xjp, X3, ..., Xn] que se anulam em
cada ponto de X, é um ideal do anel K[Xj, X3, ..., X,,]. Este ideal, denotado por
I(X), é denominado o ideal de X. Neste caso, pela proposicao 1.17, para cada
X C P*, oideal I(X) do conjunto X, é homogéneo.

Definicao 1.21: Um subconjunto X C P™ é redutivel quando existem subcon-
juntos algébricos préprios, nao vazios X; e X5 de X tais que X = X; U X,. Caso
contrario, X é irredutivel.
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Observagao 1.22: Pode-se mostrar que qualquer conjunto algébrico afim ou
projetivo X, pode ser expresso como uma uniao finita de subconjuntos algébricos
e irredutiveis, denominadas componentes irredutiveis X. Um subconjunto irre-

dutivel de P" é denominado uma variedade projetiva.([W.F] - 16)

Proposicao 1.23: Um subconjunto X C P™ é uma variedade projetiva se, e

somente se, seu ideal I(X), é um ideal primo.

Demonstragao:
Anéloga ao caso afim. (veja: 1.7)H

Proposigao 1.24: Se X C A"ou X C P™ é algébrico, entdo, X € solugao de um
sistema finito de equagdes algébricas.

Demonstragao:

Se X é algébrico aﬁmj;projetivo, existe S C K|[Xo,X1,..., Xy tal que
X .= Z(S). Seja I o ideal gerado por S. Como Z(S) = Z(I) e I é finitamente
gerado (teorema da base de Hilbert) e K[Xj, X3, ...,X,], é um anel noetheriano

temos:

Z(I) = Z(F, B, .., F.) = Z(S) = X

onde F; sdo os geradores de I. Ou seja, X = ﬁ Z(F;).m
=1

GRASSMANIANAS

Vimos, anteriormente, correspondéncias biunivocas entre a_colegao de subes-
pacos vetoriais de dimensao um e conjunto de pontos de espacgos projetivos. Vimos

P™ coberto pelos elementos da familia {U;} que sao cépias exatas de espagos
1<i<n+1

afins, A™.
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Podemos indagar agora, se é possivel estabelecer correspondéncias entre con-
junto de retas de um P" com subconjunto de algum P™. E, no caso afirmativo, se
tal correspondéncia se da em alguma variedade de P™.

Responderemos tal indagagao afirmativamente, para um caso simples porém
fecundo, onde mostraremos que o conjunto das retas de P* (ou 2-planos de A*) est4
em correspondéncia biunfvoca com um subconjunto de P° e, que, tal subconjunto’
é um conjunto algébrico de P°.

Antes, porém, apresentaremos alguns resultados ligados & algebra exterior,
usados na definigdo de uma Grassmaniana qualquer. Muitos destes resultados,
serao expostos sem uma demonstragao, mas todos eles se encontram em (ELL).
Sejam E e F espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K de caracteristica zero,

com dimensdes finitas e seja n = dim E.
Suponhamos definidaém E* = E x E X ... X E uma aplicacio f, k-linear e

alternada, tomando valores no espago F. A imagem f(E*), é um subespaco do

espago F' de dimensao igual ao coeficiente binomial (2)

.Para cada aplicagao f : E¥ — F, k-linear e alternada, as condigdes abaixo
sao equivalentes:

a) Existe uma base ordenada B = {ej,ey,...,e;} em E tal que os vetores

f(ej €, €5); 1< 71 <Ja<...<jr <n,formam uma base de F.
b) f(E*) gera F e dimF = (:)
c) Para cada base do espago E, vale a condigdo (a).

Uma aplicagéo f : E¥ — F k-linear e alternada que satisfaz uma (todas) as

condigGes acima, se denomina k-produto exterior em E e, neste caso, denota-se
F por A*E, f(v1,v2,...,u) por v1 A vy A ... A vk, e se denomina A\*E de uma
k-poténcia exterior do espago E. Os vetores em A* E, se denominam k-vetores.

Quando um k-vetor w € A* E é da forma w = v; Avs A ... Avg, onde cada v; é um
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fator linear, dizemos que w é totalmente decomponivel. Se v; = v; para algum
i # 7, temos ¥4 Avg A ... Avp = 0 pois f é alternada.

- Mostra-se (ELL) que v; AUaA...Av # 0 em AF E se, e somente se, vy, vy, ..., Uk
sao vetores linearmente independentes em E. Mostra-se também, ‘que se
R = {u, 0., 0F e 8 = {wl,wg,...,wk}‘sé‘o subconjuntos linearmente inde-
pendentes em E entdo R e S geram o mesmo subespaco W do espaco E se, e
somente se, V1 AV A ... AU € w1 A wé A ... A wy sao vetores linearmente depen-
dentes em AF E.I Equivalentemente, temos que dois vetores v =v; Avg A... Ay e
w = w; Awy A ... ANwg, totalmente decomponiveis sao linearmente dependentes se,
e somente se, {v1, vy, ..., Ux } € {w1,Ws, ..., Wy} constituem bases de um mesmo sub-
espago W do espago E. Usaremos estes resultados para estudar as Grassmanianas

das retas de P3.

Proposigao 1.25: O conjunto G(l 3) constituido das retas de P ou (G(2,4)

constituido dos subespagos vetoriais de dimenséo igual a dois do espago A%), é

uma quédrica em PS5,

Demonstragao:

Consideremos o espago vetorial A2(AY)* = {f : A* x A* —» K; [ bilinear e
alternada}, B = {e; s, €34} a base canénica de A* e B = {fi, fa, ..., fs}, & base

4 . 4
dual da base B em A%(A)*, z = > zie;, y = Y y;e; dois vetores em AL Seja

g Ay =) zy;fi(e;) =D _(xy: — xjy:)ei A e;. Portanto, a aplicagdo
1,J i<g
d: Atx At — AZ(AY)
(m,y) 2 Z(xtyt 1?3',1,/1 e A e '

i<j

€ uma aplicagao bilinear e alternada.
|
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Por outro lado, se tomarmos a base candnica B = {e; ey, e3e4} de A* e con-

siderarmos as imagens ®(e;,e;); 1 <4 < j < 3 temos:

D(eq,e2) = (1,0,0,0,0,0) =&  P(es,e3) =&
(e, e3) = é : D(ey,e4) = &5
D(e1,e4) = D(es, e4) = &

onde B = {&;,&,&3,&4,85,8} é a base candnica de A®. Ou seja, a aplicacdo @, é
um bi-produto exterior em A* e, ®(A* x A*) = A®. Denotemos ®(A* x A*) por
A% A% e ®(v,w) por v A w. ;

Consideremos, em seguida, o espago projetivo P(A? A*) = P5. Para cada
sistema de coordenadas homogéneas {A\(v A w), A # 0 no corpo K}, denotemos

por [v A w] o ponto de P® associado a {A\(v Aw) | A # 0, A € K} na construgao
de P°.

Definamos em seguida a aplicagao

T: G(2,4) — P(A\?AY)
44 — [v A w]

onde W = (v, w) é o subespago de A* gerado pela base {v,w}. Observemos que
se W = (p)Q) = (p’)q’) em A4 entéo, p= a‘pl . 3 bql e (PE= a'p' + b’q’ em A4 com

a,a’,b,b' no corpo K. E portanto,
pAg=ad (P AP)+ab (P Ag)+ab(gd Ap)+0(d AG)=(abl —a'b)(p' A )

pois P Ap' =¢d Aqd =0ep' ANqd = —¢ Ap' pois @ é bilinear de alternada. Ou seja,
[pAgq] =[P A¢] em P(A?A?) j& que ab' — a'b # 0. Isto mostra, que a aplicacio

U estd bem definida.
Fatos:

1) Dado o subespé.go W de A* temos W = (p,q) se, e somente se,
W = {v € A*|v divide pAq}. Isto é, W = {v € A? | existe ¢ € At e
que pAg=vA¢em \2A%}.
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2) Suponha que (W) = U(W') com W = (p,q) e W' = (¢, ¢'), tendo-se que
PAq = AP Aq) em A\ A%. Portanto, se v divide pA ¢ entdo v divide p' Aq'.

Conseqiientemente W = W’. Ou seja, ¥ é uma aplicagao injetiva.

Portanto, o conjunto G(2,4) ou (G(1,3)) estd em correspondéncia biunivoca
com um subconjunto do espaco PS.

Consideremos, em seguida, p = (ag, a1, a2, a3) e ¢ = (bo, b1, ba, b3) em A* vetores
linearmente independentes e {p, g} uma base do subespaco W de A* tendo-se:

YW) = [p A =

[aob1 — a1bo : @by — agbo : aghbs — asbo : a1by — asby : arbs — agb; : asbs — azby].
Denotemos [p A q] por [Zy: Zy: Zy: Z3 : Z4 : Zs) onde

Zo = aobl = albo,..., Zs = a2b3 = a3b2 e da.f, Zon = le4 + Z2Z3 =0.

Ou seja, \I/(G(2,4)) C Z(Z0Z5 — 721724 + Z2Z3).

Reciprocamente, se o ponto

& = [Zo 221 :29:23: 2y : Zs] € Z(Z()Z5 — 71 Zs + ZQZ3),

com Zy # 0, tomemos R = (1,0,_—Z3 _—Z'i) eS = (0,1,é é) linearmente

Zo ' 7o Zo’ Zo
independentes em A*. Portanto, existe W € G(2,4) tal que W = (R, S). Por

outro lado,

. 4y Zy Zs Z4 Z4Zl—Z3Z2
R/\S'—' l)ZO)ZOJZO)ZO) Zg

Lo s,

[P0 o' By By’ B

Ou seja, [RAS) = [Zy : Z1 : Zy : Z3 : Zs : Zs) = Z. Conseqiientemente
V(G(2,4)) = Z(ZoZs — 2174 + Z2?£.

Este exemplo, apresentado desta forma, serviu-nos como introdugéo do con-

ceito geral de Grassmaniana que se segue:
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Grassmanianas (caso geral)

Denotemos por G(k,n) o conjunto dos k-subespagos lineares do espago veto-
rial A™(K), e por G(k,V) o conjunto dos k-subespagos vetoriais de um espago"
n-dimensional V' sobre um corpo K. Suporemos definido em V* um k-produto
exterior, denotado por A e, onde se denota o espago imagem de A por A*(V). Para
cada k-subespaco W de V gerado pela base vy, vy, ..., Vg, denotaremos A (vq, vy, ..., Vk)
em A*(V) por v1 Ava A ... Avg e por [w] o ponto de P(A* V) correspondente a
v1 AUy A ... A vy na construgao de P(A* V).

Consideremos agora a aplicagao

T: Gk, V) — PAFV)
|44 — [w]

onde [w] = [V Avg A ... Ay, e W = (v, s, ....,'Uk>.

Como cada k-produto exterior A, associa k-vetores linearmente independentes
em V a um vetor nio nulo em A*V, e as imagens de duas bases {v;,vy, ..., 0},
{wy,ws, ...,w;} de um mesmo subespago W de V sio mapeados em vetores line-
armente dependentes em A* V, tem-se que a aplicagdo ¥ estd bem definida.

Além disto, para cada w = v; Avy A ... Avg em A*V, é possivel determi-
nar em V o subespago W = (v, vs,...,v) tal que ¥(W) = [w]; bastando para
isto, determinar os vetores v em V tais que w Av = 0 € A*(V). Ou seja,
W={veV| vAw=0}, onde w=v; AvgA... Avg e ¥(W) = [w]. Portanto, a
aplicacdo ¥ além de bem definida, é injetiva. Assim ¥ é uma incluséo de G(k, V)

na sua imagem ¥(G(k,V)) C P(A\* V), denominada mergulho de Plucker.

As coordenadas homogéneas no espago PV = P(A* V), denominam-se coorde-
nadas de Plucker em G(k,V).
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Sejam V espago vetorial n-dimensional e {u;, us, ..., 4, } uma base de V. Se con-

siderarmos os subespagos W de V gerado pela base {fi,fs,...,fx} onde

n
fi= Za,-juj poderemos associar ao subespago W, a matriz

i=1
a1 Q2 Qi3 ... Qin
Qg1 Q22 Q23 ... Q2pn
My =| . :
An1 Gp2 QAn3 ... GQgp

Naturalmente, corremos o risco de mudando a base de W a matriz My mudar.
Todavia, se mudarmos a base, a nova matriz obtida, difere da primeira por um
fator (matriz) k X k inversivel & esquerda. Os menores das duas matrizes em
questao sao a menos de fator constante os mesmos, coisa que nos interessa ao

méximo. As coordenadas de Plucker sao exatamente os menores maximais da
matriz My . O fator correspondente ao determinante da matriz fator k x k tratada

anteriormente, é completamente dispenséavel jé que tal fator acompanha cada

meénor da matriz My, e todos estes determinantes sao coordenadas no espago
projetivo P(A* V).
Assim, descreve-se a Grassmaniana G(k, V) como um subconjunto do espago

P\ V).

Lema 1.26: Sejam V e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo KeT : V — W

uma transformacao linear. Definamos a transpostade T"por T*: W* — V* .
g+— goT

SedimV =n e dimW = m, temos:
a) N(T*) = Apn(ImT).
b) O posto de T* é igual ao posto de 7.

c) A imagem de T" é o anulador do nicleo de 7.
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Demonstragao:

a) Seja g € N(T*) = T%g) = 0 = 0 = T'(g)(a) = (goT)(a) =
" g(T(a)) YaeV =sg=0em Im(T) = g € Ap(Im(T)).

Reciprocamente, se ¢ € Apn(Im7T), temos que g(T'(a)) =0V a € V =
T'(g)(e) = g(T()) =0V a € V. Dai, T*(9) =0 =g € N(T").

Portanto: Apn(ImT) = N(T%)

b) Se dmV = n, dmW = m, e dim(ImT) = r, temos: dim A,,(ImT) +
dim (ImT*) = dim W*. Oudim A,,(Im7T) = dim W*—dim(ImT) = m—r.

Ou seja, dim (ImT*) =m— (m—r) =7 = dimW* — dim(ImT)

c) Sejam N = N(T) e f = T*(g) para algum g € W*. Se a € N,
f(@) = T*(9)(a) = gT(a) = g(0) = 0. Ou seja, f € Apn(N) D Im(T).

£ ~ Por outro lado, dim App(N) = n — dim N = posto(T" = posto(T*). Por-
T tanto, Anpn(N) D Im(T*) e dim App(N) = dimIm(T*). Ou seja, Apn(N) =
i Im(T*). W

A seguir, apresentamos o fato por demais importante que consiste em mostrar
B que a Grassmaniana é uma sub-variedade de P(A* V).
| Pois bem, cada elemento de ¥(G (k, V')) é o correspondente em P(\* V) ao ve-
tor v1 AUy A... Avg de AF V onde {v;,,, ..., v} é uma base de um certo subespaco
V. Neste caso, somos obrigados a caracterizar em P(A* V) os pontos correspon-
dentes a vetores de A*V que sdo da forma w = v; Avs A ... Avg em NF V, uma
vez que tais elementos em P(AF V), constituem a Grassmaniana G(k, V) em si.
Da Algebra exterior, temos que um elemento w € A*V totalmente decom-

ponivel é da forma w =vA¢ ondev € Ve p € A*¥ 1V se, e somente se, wAv =0

25




em A\**1V e que o conjunto dos vetores v € V tais que w = vA¢ com ¢ € A¥1V
constitui um subespago de V' de dimensao k.

Neste caso, um elemento [w] € ¥(G(k,V)) se, e somente se, o posto da
aplicagao linear

dw): V— AV
vi— UvAwW

for igual a n — k; ou seja se, e somente se, a dimensdo do nicleo de ®(w) for
igual a k. Como o posto de ®(w), nunca é menor que n — k, podemos dizer que
[w] € G(k,V) se, e somente se, o posto de ®(w) é menor ou igual a n — k. Por

outro lado, se definirmos a aplicagao linear

A¥V — Hom(V, \**1 V)
w — O(w)

temos que as entradas da matriz ®(w) € Hom(V, \**' V), sdo coordenadas ho-
mogéneas em P(A*V).

- Agora sim, podemos dizer que G(k, V) é a subvariedade de P(A* V) definida
pelos zeros comuns aos menores (n+ 1 — k) X (n 4+ 1 — k) desta matriz.

Depois de sentir uma Grassmaniana como variedade projetiva, espera-se de
imediato, que cuidemos do seu ideal I(G(k,V)). Sabemos que dois espagos ve-
toriais da mesma dimensao sdo isomorfos, portanto V' é isomorfo ao seu dual V*
e N¥(V) isomorfo a A" *(V*). Sendo assim, o isomorfismo AF(V) 22 A" F(V*)
associa cada w € A*(V) a um tnico elemento w* € A" *(V*). Deste modo, a
aplicagao

T(w): V*—s AR
v — v Aw*
estd bem definida.
Além disto, um elemento w € G(k, V), ou seja, w totalmente decomponivel,

ou ainda, w = v; A vy A ... A vk, v; fatores lineares se, e somente se, o posto de

U(w) tem dimensdo méxima igual a k.
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Voltemos a aplicaggo @(w): V. — A¥*1(V) e a sua transposta
v —UAw

q)t(w): /\"+1_k(V*) — V*

w — w*Av*’

Pelq teorema anterior, cada w* A v* na imagem de ®*(w), anula-se no nicleo de
®(w). (Veja: 1.26b)

Por outro lado, a transposta
\I!t('w) . (/\n+1—k Vv): — An+1—k Ty (an)' ="V

é dada por ho®(w) — ¥(w)h = p. Assim, An(N¥(w)) = Im ¥¢(w). Portanto,
as imagens de ®*(w) e de Y*w) se anulam mutuamente.

Em resumo, ®*(w) € G(k,V) se, e somente se, para cada par (o, f3), o €
NFFL(V*) e B € A 1HE(V), a contragdo

Zag = ( @t(w)a’ \Ilt(w)ﬂ ) = 0.

Verifica-se que as contragdes acima sao polindmios quadréticos e homogéneos,

cujos zeros constituem a Grassmaniana G(k,V) em P(A* V). Estes polinémios,

sao denominados as relagdes de Plucker. Verifica-se também que tais polinémios

geram I(G(k,V)). (Veja: JH-65)

Notagoes e exemplos - 1.27
1) G(k,n) denota o cojunto dos k-subespagos lineares pela origem de A™(K).
2) G(k,V) denota o conjunto dos k-subespagos vetoriais do .espago V.

3) G(k,n) denota a Grassmaniana dos k-subespacos lineares de P™.

4) G(1,n) denota Grassmaniana das retas pela origem em K™.
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5) G(2,4) ~G(1,3) G P

As Grassmanianas de k-espacos afins serao denotadas com a letra G simples
e Grassmanianas de k-espagos lineares projetivos com a letra G (cheia ou

cortada).

§2) Variedades de Veronese e Segre

Vamos agora estudar dois tipos de variedades projetivas especiais a saber: as
Variedades de Veronese e as variedades de Segre.

J4 tratamos neste trabalho inlimeras vezes do conceito de variedade. Estamos
até agora, sentindo que uma variedade é o conjunto de solucdes de um deter-

minado sistema finito de equagdes algébricas. Este entender, talvez, deixe-nos
desanimados para identificarmos de modo “palpivel” uma variedade na geome-
tria em questdo, mas vamos agora mudar nossos sentimentos. Isto é, ao invés
de irmos para o lado dos sistemas de equacdes algébricas, vamos construir
ades especiais que sao de manejo relativamente simples, e ajudam-nos a estudar

variedades mais sofisticadas.
Iniciemos com as variedades de Veronese. Antes, porém, necessitamos de fazer

algumas observagoes técnicas: a primeira delas é que, a dimensao do espaco veto-
rial de todos os polinémios homogéneos de grau d nas n+1 varidveis Xo X1, ..., X,

n+d
é igual ao coeficiente binomial ( - ) Portanto, os polindmios homogéneos de

d
~graud em n+1 varidveis, sao parametrizados por um espaco projetivo de dimensao
. n+d S ) - 3
Und = p — 1. Nos espagos projetivos de dimenséao vy, 4, por necessidades

- futuras, vamos denotar as coordenadas homogéneas pelos sfmbolos Vigiy...i, Onde
o+t + ...+ =d.

- Definigao 1.28 - A aplicagido de Veronese de grau d em P", denotada por vg,

- é a aplicagao v : P" — P4 que associa a (n 4+ 1) —upla [ug : 4y : ... : Uy
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de P™ a v, g — upla, cujas coordenadas simbolizadas por v;;,. ;. s8o definidas por
Vigig.in = UG UL ... Uir com i; inteiros ndo negativos e ig + 43 + ... +in = d.
A imagem v4(IP") é denominada Variedade de Veronese. Se vér\ logo abaixo

que v4(P") é de fato uma variedade em P'»¢. Em primeiro lugar, garantimos a

boa definigdo da aplicagdo vy : P* — P4 ji que cada produto uguj'...u;r é um
mondmio de grau d nas varidveis ug, Uy, ..., Un. Além disto, vy é injetiva pois se

vgluo : Up ¢ ...t Up] = vg[wp : wy ;... Wy, temos:
(1) w=X wiVje{0,1,2..,n}

(2)  wPu..udr = dwPwd...win,

“onde i + %1 + ... + in = d. Escolhamos 0 # w, € {wowy,...,wn} em (2),

: 1,08-1 _ Yoplopd=1. ¢ yilgd = 1,,d-1
consideramos w,u; = Aw,wi ; k € {0,1,...,n}, tendo-se: uuf = Mywlwi .

Assim, Muyjw§ = Mywiwg ', no que resulta ulwy = upw,, quando wi ' # 0.

Portanto, u; = w& wg, para cada k € {0,1,2,3,...,n}. Dali, se conclui, que
. T

[to s %1 toe s Us] = [Wo s W s oon S Wy,
Observando também que

(*) Vigirig..in * Vjodr...in — Vkoky...kn * Vlgly...ln S€

im + Jjm = km +lm ; m € {0,1,2,...,,n} e denotando vjgii,..5, POr X7, vjos,. 1.
por X7, vgok,. k. por XX e vy, 4, por X%, tem-se que vy(P™) é realizada pelos
zeros dos polinémios quadraticos X7 X7 — XX X% em P4, Observando também

que a aplicagao up = Vggy o, U1 = V(d-1)10...0) U2 = V(d—-1)010...0, +++, Un = U(d—1)00...01

- inverte vy no aberto v, g00..0 # 0, concluimos que v, é localmente inversivel e por
i

isto um mergulho de P"* em P¥r4,

A fmagem vy(P") C P’~4 é denominada variedade de Veronese em PV
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Exemplos 1.29:

1) Cada aplicagdo vy: P! — P

2)

[%o : 21) — (28 : 2571y s 25222 : ... : 29

é uma aplicagdo de Veronese.

Cada variedade v4(P') C P, denomina-se curva racional normal em P9,
No caso d = 3, ainda denominamos v3(P!) de ctibica torcida em P3. Se
denotarmos vy(o : 1] por [Zp : Z : ... : Z,] temos que, para cada inteiro
1 <k <d—1, a variedade Veronese v4(P!) é realizada pelos zeros comuns

aos menores 2 X 2 da matriz:

Zik Zag-rsr --- 24 (d=k+1)x (k+1)

Isto em vista da relagdo (*) anterior. Assim, como exemplo, temos que a

imagem v3(P!) da aplicagao de Veronese

V3 . Pl —F ]Pa
[2o : @1) — [2] : 22 : 2dz1 : 2022 = [Z0: 212 2y : Za

¢ realizada pelos zeros dos menores 2 X 2 da matriz

| % Z1 Zy
Moy, ‘| % T %

2x3

Ou seja 'U3(IP1) = Z(Z()Zg == Zf) N Z(Z()Z3 == ZIZQ) N Z(Z1Z3 = Zg)

Se vg : P* — P é a aplicagido de Veronese, F' = a,-oil-,_.i" uf,"u?;’ coouln @
uma forma de grau d em P" e H ¢ a hipersuperficie Z(F), entao, v4(H) é a in-
tersecdo da  Veronese 14(P") com o hiperplano de equagdo

2 Gigiy...ip Vigiy..in, = 0 em P¥nd,
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3)

De fato, consideremos uma Veronese

vg ¢ Pr—s Plnd
[uo s ug tve t U] — [oon 2 Vigigip ¢ ol

onde Ui..i, = u§,°u‘f...uf;‘ onde, g + 4 + ... + i, = d;
F = Za,-o,-l._,-nX{P {"...X,‘;" uma forma de grau d em K[X,, X}, ..., X})] o
H a hipersuperficie H = Z(F'). Sejam entéo,

H = {[ug : uy : ..cty] € P*| T @igsy..i, uiull . uin = 0}

’Ud(H) — {[ M Uioﬁ---‘in S ] (S 'Ud(IP") I'U'ioib-.iu =

o, .i1 i 20, ,%1 i
= UGUT U, T Bigiy i Ug U - Upr = O},

Seja L = {[... : Vigig.ip ¢ -] € P4 | 3 @405,..4, Vio.in = 0}. Assim tem-se
claramente que vq(H) = v4(P™) N L.

Consideremos a Veronese

vy P2 — PS5

[zo : @1 : o] V> [2d: 22 : 22 : 307y : ToTy : T17].

Denotando-se wyzo : Z1 : Ta] por [Zo : Z; : ... : Zs|, garante-se que vy(P?) é

realizavel pelos zeros comuns aos menores 2 X 2 da matriz

Zo 2 Zy
My,@2 = | 23 Z1 Zs
Zy Zs Zy 3x3

Portanto, vy(P?) é a intersecao das quédricas

leg o Zg — 0, Z()Zg = Z42 — 0, ZsZz pr—t Z4Z5 = ()
ZOZ1 = Zg = O, Z3Z5 = le4 = 0, e ZOZ5 — ZsZ4 = 0, em PS

31




Sub-variedades de variedades de Veronese

Proposigao 1.30: Se vy : P* — PU»d ¢ a aplicagdo de Veronese, e Y é uma
sub-variedade de P, v4(Y’) é uma sub-variedade de v4(P") em PUnd,

Demonstragao:

Cada polinémio homogéneo F' de grau k nas coordenadas homogéneas Z; de
PU~d4, pode ser visto de grau d.k nas coordenadas homogéneas X; de P*, bastando
para isto substituirmos em F'(Zy, Zi,..., Zn), onde N = v, 4, cada coordenada Z;
por XX, ..., X onde ig+ i1 + ... + in = d. Como o lugar dos zeros de uma
forma F' de grau m é o lugar comum dos zeros das formas {X;F} de grau m + 1,
temos que se Y for realizada em P" pelo lugar dos zeros de polinédmios de graus m

ou menor, também sera realizada como o lugar dos zeros de polinédmios de graus
exatamente iguais a d.k para algum k > 0. Dai, segue-se que v3(Y) C PN é a

intersegdo de vy( P*) com o lugar dos zeros destes polindmios de grau k.H

Exemplos - 1.31:

1) SejaY C P? a curva Z(z3+23+23) C P? portanto, por 1.30, Y é a intersegao
das quérticas Z(z§ + 2oz} + Z0z3), Z(z125 + 2% + 2123) e Z(z923 + 2023 +
z3) em P2 Ainda por (1.30), a imagem (YY) em P° é a intersegio de
vy(P?) C P® com as quadricas

23+ ZaZy + BaBa =0

ZoZ3 + Zf + Z2Z5 =0 e
ZoZs+ 2125 + Z22 =0

2) Consideremos Y = Z(z} — 23z0) C P? e
vy : P2 — P°
i 3 Brouls of Bl oo o8 0 SHl | ol el
[wo: @y i 20] —> [25:23: 2} : adx, : 3o2? : TRy 1 Box] 2 23wy :

xla:.f,] = [Zo v Z1 : Z2 e . Zg]
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Portanto v3(Y) = Z(Z; — Zs) Nv(P?) C P°.

Variedades de Segre

A seguir vamos mergulhar P"* X P™ em algum PY de modo que se possa definir
o conceito de subvariedade de P* x P™.

Recorramos entdo aos polindmios para ver como definir um fechado no pro-
duto P* x P™. Denotemos K[X,Y] o anel K[Xo, Xy,...,Xn,Y,Y1,...,Ym] e o-
lhemos um polinémio F' em K[Xo, X1, ..., X5, Y0, Y1, ..., Y] no anel K[X][Y] ou
no anel K[Y][X]; isto é, considerando F a coeficientes no anel K[X] ou a co-
eficientes no anel K[Y]. Em seguida, defininamos o conceito de polinémios bi-
homogéneos em K[X]|[Y] de bi-grau (¢,d) quando F' for um polinémio homogéneo
de grau t nas variaveis Xy, X3, ..., X;, e homogéneo de grau d nas varidveis restantes
¥0; Y7 0005 Yo

Se um polinémio F' em K[X]|[Y] satisfaz a definigdo acima, dizemos que F' é

bi-homogéneo de bi-grau (t,d). Neste caso, explicitamente temos:

F((AXo, XX, ..., AXn); (1Yo, ¥4, voes 15¥im))
= )‘tF(XO)X) ---,Xm#Yo,#Yl)---,/iYm)
= At.u'dF’(-}{O,){l; "'1Xn)Y0)},11 ---:Ym)’

Agora sim, j4 dispomos de uma maneira de definir sub-variedades no produto

P™ x P™, bastando para isto, tomarmos as sub-variedades de P® x P™ como os
sub-conjuntos X C P" X P™ tais que existe S C K[X, Y] constituido de polinémios
bi-homogéneos em K[X,Y] eque X = {([Xo: X1:...: X,]; [Yo:Y1:..: Y] €
P*xP™| F([Xo:X1:...: X,]; [Yo:Y1:..:Yy]) =0 para cada F em S}. Neste
sentido, podemos considerar o préprio P* X P™ o fechado definido pelos zeros do
polinémio nulo em K[X,Y], e definirmos também as aplicacdes de Segre abaixo:

As aplicagbes denominadas de Segre sao aplicagdes o : P* x P™ — Pmntmin
dadas por:

of[go 5@ ot Bl [Wo 5vai oo sUml) = [o0s T, o)
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onde (i, j) percorre todos os pares com 0 <i<ne0<j<m.
A imagem o(P" x P™) C P™*™+" ¢ denominada variedade de Segre, em geral
denotada aqui por o(P" x P™).

Proposigao - 1.32: Para cada aplicagao de Segre o : P* x P™ — Pmn+min — pN
~ temos que: ’

1) o é bem definida e injetiva
2) o(P™ x P™) é uma subvariedade de PN= pmntmin,

Demonstragao:

Observando que

o([Azo: Azt .t Azn], [yo s pyn = o 2 pym]) =
= [AuoYo : AUTOY1 @ .ot AUTYL & oo : MAT0Ym)

vemos que a imagem de cada ponto de P™ X P™ pela aplicacdo o, é bem determi-
nada em P™*™+" o que equivale & boa definicio de o.
Assim, se P = [Zg : Zo1 : ... : Znm) estéd em o(P™ x P™), alguma coordenada

Zop # 0 para algum par (o,(). Assim z, # 0 e ys # 0. Por outro lado,

Qi

- considerando y; = - %= _yél’ determinamos o, Y1, ..., Ym € Zo, T1, ..., Tn.
a B

. Concluindo-se que para cada P = [Zyg : Zgy : ... : Zpm) € 0(P™ X P™), s6 existe
uma pré-imagem em P" x P™. Portanto, o é injetiva.

Por outro lado, se P = [...: X;Y; :...] € o(P* X P™), temos que P é zero do
- polinémio F', definido por:

F([Zw : ... : Zam]) = Zij Zr — Zy Zr; em PR,
Além disto, dada uma raiz Q € PV das equagdes
(*) Zij - Zr— Zy. Zpj=0 em Pmrimin
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podemos determinar P € P"* X P™ tal que o(P) = Q. De fato, se Q = [ago : a1 :
vee t Q] € P™MH™HM & uma raiz das equages (%)  ZijZu — ZuZij = 0 € aop 6

uma coordenada nao nula do ponto @, temos

Aol kg -
)
a.ag

Ay =

para todo 0 <k <n, k# feparatodol <l <m.

s a a
Tomemos entdo [To: Z1: ... 1 Tn) € [Yo : Y1 : ... : Y] Onde T = 4 | Y= ey .1}
a

af Qap
onde 0<k<n e 0<I]<m, tendo-se

o(mo:z1: i Zn),[Wo: %1 ot Ym]) = (@00 ¢ voe 2 Gij ¢ ove 2 Q) E Q.
Portanto,
P={([gosmy 2 ot Bals [y ian i3 Oml) < o(P)= Q.

Neste caso, concluimos que o(P"* x P™) é de fato uma sub-variedade de

prntmin = pN @
Exemplos - 1.33:
1) Consideremos a Segre

o: ' PlxP — P3
([zo = 1), [vo : ) —  [ZoYo : Toy1 : T1Yo T =
= [’LUQ() LWy - Wy - ’11)11] ks

=[Zo:2Z1:2y: Z3] € PP

Tendo-se
U(Pl X Pl) = Z(Zo Z3 — 7 Z2)

E bom lembrar que a veronese v3(P!) (ctbica torcida em P®) estd contida
em Z(Zy Z3 — Zy Zy) = o(P* x P') C P®. (Exemplo 1.29 (1))
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2) Consideremos o : P! X P? — P® definida por

o([zo : z1], [yo : 1 : 2]) = [Toyo : Toy1 : Toye : T1Yo : T1Y1 : T1Ya] =
=[woo:w01:w02:wlo:wu:wm]:[Zo:Zl:Z2:Z3:Z4:Z5] eps

Tendo-se

a(B' x P?) = Z(Z0Z4 — Z125) N\ Z(Z125 — ZaZs) N Z(Z0Zs — ZoZs).

Notemos que o(P! X P?) é realizada pelo lugar dos zeros dos menores 2 x 2

da matriz

Zy 7y Zy

MU(PI xP2) = 23 Z4 25

, conforme a relagao (%) da proposigao 1.32.
2x3

3) Considerando a Segre o : P? x P! — P® definada por:

o([zo: 1 : za), [Yo : y1] = [Toyo : Toy1 : T1Yo : T1ya : TaYo : Tayn] =
= [woo : Woy : Wyo : W11 : Wao : Wa1) = [20: 21 : 29 ¢ 23 24 : 2s) '

observamos que o(P? x P!) é realizada pelo lugar dos zeros comuns aos

menores 2 X 2 da matriz

Zy Zp
My@2ypy = | Zo Zs3
Za Zs 3x2

A variedade o(P? X P') C P® é chamada a Segre 3-dimensional.
Observando bem, temos que (P! x P?) e o(P?x P!) sio variedades que, embora

tenham em comum a dimenséo e as variedades secantes (conceitos posteriores),

sao duas variedades distintas, pois,
o([1:1],[1:0:0))=[1:0:0:1:0:0];
‘e, néo existe ([zq : 21 : 2,), [Y0 : v1]) € P? x P! tal que

o([Zo:21:29),[yo:3n]) =[1:0:0:1:0:0)
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4) Considere a Segre

o: P?2xP? — P8
([ﬂ?o,thvz]; [yo,yl,ys]) — [woyo T ZToY1 : ToY2 : T1Yo - Tl -
- T1Y2 - T2Yo - Tol1 : $2y2]-

Verifica-se que o(P? x P?) é realizavel pelos zeros comuns aos menores 2 X 2

TR

da matriz

Zy Zy Zy
M,@2xp2y= | Z3 Zy Zs
Ze 27 Zg

Subvariedades de Variedades Segre

Observe que se F'(Zoo, Zo1, ..., Znm) for um polinémio homogéneo de grau d
nas varidveis Zgo, ..., Znm entao, substituindo Z;; por X;X;, F se transforma num _
polindmio bi-homogéneo de bigrau (d,d) em X's e Y's.

Poderfamos ent&o definir as subvariedades de P"x P™ como sendo o lugar dos
zeros de polindmios bi-homogéneos de bigrau (d,d). Porém, como cada lugar de
zeros de um polindémio bi-homogéneo de bigrau (d, e), é também o lugar de zeros
de outro polindmio bi-homogéneo de bigrau (d',¢’) com d’ > d e ¢ > e. Assim

. podemos dizer que as subvariedades de P"x P™, é o lugar de zeros de polinémios
de qualquer bigrau.

Como exemplo de uma sub-variedade de Segre, tomemos a ciibica torcida C

em P dada por
C =Z(20Zy — Z2) N Z(Z1Z5 — Z3) N\ Z( 2023 — Z1Zs)

e a Segre O'(PIX Pl) = Z(ZOZ3 = 21Z2).
Denotemos f1 = ZoZy — Z%, fy = Z1Zs — 22, [ = ZoZs — Z12,, Q, =
Z(fl)) QZ = Z(f2); Q = Z(f)

- Tendo-se

C=Q1NQNQCQeQ=0c(P'xP).
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Obeservemos que:

QN Q2= Z(f, f2) = Z(f, fa, Zofa — Z1f) = Z(f, f2, Zaf1) =
= Z(f, f2, Z2) U Z(f, f1, f2) = Z(Za, Z3) U C e que,

QNQy=Z(f, i) = Z(f, 1, Zof — Z3f1) = Z(f, f1, Z7f2) =
= Z(f:f21Z1)UZ(flf1)f2) = Z(f,l)f2azl)UC= Z(ZO;ZI) UC

Ou seja, a intersegao das quadricas Q,Q1, Q2 cuja intersecéo realiza a ctibica C,
intersepta a variedade o(P'x P') em C unida as retas transversas Z(Z,, Zs) e

Z(Zo,Z,) em P?
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CAPITULO 2

TEOREMA DA DIMENSAO DA FIBRA

§ 1) Morfismos:

Seja X C A™(K) um conjunto algébrico afim. Uma fungao f definida em
X tomando valores no corpo K, é denominada regular no conjunto aigébrico 2 3
se existe um polinémio F' em K[X1, Xs, ..., Xn] tal que f(z) = F(z) para todo
z € X. Se f éregular em X, e f(z) = F(z) para todo z em X e algum polinémio

" F em K[X;,X,,...,X,), temos: f(z) = (F+G)(z) Vz € X eV G € I(X). -

Todavia, dado o polindémio F' € K[X;, X, ..., X,] s6 existe uma funcao regular
f tal que f(z) = F(z) para cada z € X. O conjunto constituido de todas as
fungBes regulares no fechado X C A™(K), denotado por K[X], constitui uma
algebra sobre o corpo K com respeito, as operagoes.de adigao, multiplicagao de
fungdes tomando valores no corpo e a multiplicagao de elementos do corpo por
elementos de K[X].

O anel desta dlgebra, é denominado anel coordenado do conjunto X.

Denotemos por K[I] o anel K[T1,T5,...,T,] e definamos a aplicagdo
K[T] — K[X] que associa um polindmio F' af € K[X] onde f(z) = F(z)
para cada ¢ € X. Esta aplicagao é de modo natural, um homomorfismo de anéis,
cujo nicleo consiste dos polinémios em K [T, que se anulam em X. Isto ¢, o

nicleo deste homomorfismo é o ideal I(X) da variedade X. Dai, segue-se, que

o anel K [X] é isomorfo ao quociente f(g; Este anel K [X] é, portanto, bem
determinado pelo ideal I(X).
39




Exemplo - 2.1
1) Se X é um ponto, entdo, I (X) é maximal e, portanto, K[X] um corpo.

9) Se X = A"(K), entdo I(X) = 0 e daf K[A™(K)] = K[T] = K[T\, Ty, ..., Ta].
R e JE .
3) Se X = Z (F), F irredutivel em K [T'], entao, 00 é um dominio.

Definigao - 2.2: Sejam X C A" e Y C A™ fechados. Uma aplicagio f: X =Y
seréd denominada regular, se existem m-fungGes regulares fy, fo,...frm em X tais

que f(z) = (fi(z), ..., fm(2)) para cada z € X.

Exemplo - 2.3

1) Todas as fungdes regulares e todas as transformagdes lineares sao aplicacdes

regulares.

2) a projegao f(z,y) = x determina uma aplicagdo regular da curva plana X
de equagdo zy = 1 em Al(K). '
Definigao - 2.4: Uma aplicagao regular f : X — Y de conjuntos fechados
é denominada um isomorfismo entre as variedades afins X e Y, se existe uma
aplicagdo regular g : Y — X tal que fog=1y egof =1x. Nocaso, X eY
sao ditos isomorfos, escrevendo-se X &Y.

Observagao - 2.5: Dados X C A™ e Y C A™ fechados temos X = Y se, e

somente se, K[X]| & K[Y], como k-lgebras num mesmo corpo.

- Exemplos - 2.6

1) Sejam X a curva plana X = {(z,y) € A*(R) | y = z'}, | inteiro e Y

o espago Al. Consideremos também as aplicacdes f : X—Y e
(z,9) — =

g: Y — X . Portanto X = Al
t— (t,t)
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2) A aplicagéo f(t) = (t2,t%) da reta na curva z® = 32 é regular e injetiva,

embora nao seja um isomorfismo.

Corpo de fungoes racionais. Anéis locais

(Caso afim) -
Seja X C A™(K) um conjunto algébrico irredutivel e

K[X1, X2, ..., X3

o seu anel coordenado. O corpo de fragdes do dominio K[X], denotado por K (X),
€ denominado corpo das fungdes racionais no conjunto X. Cada elemento f €
K(X), denomina-se uma fungéo racional em X. Dizemos que f € K(X) estd

definida em um ponto P € X, se existirem duas fungGes regulares a e b em K[X]
tais que f = % e b(P) # 0. O conjunto das fungdes racionais definidas em um

ponto P € X, denotado por Op(X), é um sub-anel do corpo K(X), denominado

anel local de X em P.
Consideremos em seguida, o homomorfismo

h: Op(X) — K
[ — f(P)

sobrejetor onde N(h) = {f € Op(X) | f(P) = 0}. Portanto, N(h) é constitu-
ido dos elementos em Op(X) néo inversiveis. Denotemos N(h) por Mp(X). O
adjetivo “local” usado para o anel Op(X), néo é gratuito pois em um anel R sdo

equivalentes as afirmagGes:

a) O conjunto dos elementos néo inversiveis em R, constitui um ideal de R.

b) O anel R tem um tnico ideal maximal.
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Um anel que verifica as condigdes (a) e (b) acima, denomina-se anel local.
Num anel local R, seu ideal maximal é exatamente constituidos dos elementos
nao inversiveis em R. ([WF] - 44). Sendo assim, o anel Op(X) é local e Mp(X)

é o seu ideal maximal.

Numa ilustragdo simples, podemos considérar a variedade W = Z(X) C
A%*(K) onde I(W) = (X). Neste caso, um polinémio F' € K[X,Y] na forma
F(X,Y) = Za,-inYj é tal que F(X,Y) — Qgp — amY — 0.02Y2 T e = XH(X,Y)

para um certo polinémio H € K[X,Y]. Portanto, a classe residual do polinémio
F médulo o ideal I(W), é dada por G(Y) = ago + a1 + apeY? + ...
E dai, se ter que K[X,Y] / I(W) ~ K[T'] e K(W) corpo das fungdes racionais

no conjunto W é igual ao corpo das funcdes racionais na variavel 7. Se tomarmos

P =(0,1) € Z(X) temos: Op(W) = {F € K(T) | F = g; 19 em K[T]'e g(0)

0} ¢ Mp(W) = {F € K[T] | F(P) = 0} = {g € K[T]| f(T) = T W(T), h e
KT},

Definigao - 2.7: Uma funcéo racional ¢ € K(X) é denominado regular em um

ponto z € X, se existirem duas funcdes regulares f e g em K[X] com g(z) # 0

tais que ¢(z) = M

9(z)
Proposigéd - 2.8: Uma fungéo racional ¢, que for regular em cada ponto z de

um fechado do X C A™, é uma funcéo regular em X (veja: LR - 25).

Aplicagoes Racionais

(caso afim)

Seja X C A™ um conjunto fechado irredutivel. Uma aplicagdo racional

X — A™ é dada por uma colegao de m fungdes ¢y, ¢y, ..., ¢m € K(X). Em parti-
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cular, se Y é um subconjunto fechado em A™, uma aplicagdo racional ¢ : X — Y é
uma colegao de m fungdes ¢1, @3, ..., dm € K (X) tais que (¢1(z), ¢2(2), ..., dm(z)) €
Y e que todas as fungGes ¢y, ¢o, ..., o, sejam regulares em cada ponto z € X.
~ O subconjunto de pontos de Y da forma ¢(z) = (¢1(z), ..., m(z)), para algum
z € X, denomina-se imagem de X em Y pela aplicagdo ¢, denotado por o(X).

Definicao - 2.9: Uma aplicagao racional ¢ : X — Y serd denominada um
isomorfismo birracional, se existe uma aplicagao racional ¥ : ¥ — X tais que
#(X) seja denso em Y, ¥(Y) seja denso em X, o) = 1y € ¥o¢p = 1x. Neste caso,
diz-se que X e Y sa@o birracionalmente isomorfos.

Por exemplo, sejam X = Z(Y? — X3) C A%(K), Y = AY(K),

f: X={0,00} —Y e g:Y —X-{0,0)}.
(@y) — 7 t— ()

Tendo-se

gof =1x,fog = ly, fecho{f(X)} =Y = A, fecho{g(Y)} = X—{(0,0)} = X.

Fungoes Regulares.

(caso projetivo)

Se X é uma subvariedade de P*, z € X, f(z) = ng;, com P e @ polinémios

homogéneos de mesmo grau em K[Xp, X, ..., X,] e Q(z) # 0, entao, f determina
em alguma vizinhanca de z € X uma fungéo com valores em’ K. Esta fungéao
se denomina regular em x. Uma fungdo em X que é regular em cada ponto de
z € X, é dita regular em X. Com respeito & adigao, multiplicacio usuais de

fungdes, o conjunto K[X] das fungdes regulares em X é um anel.
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Definigao - 2.10: Seja f : X — Y, Y C P™ uma aplicagao de variedades quase-
projetivas (abertos na topologia induzida). A aplicagdo f serd denominada reqular
se para cada € X e cada aberto afim U; da observagao (1.14), contendo f(z),
existe uma vizinhanca U de z tal que f(U) C U; e que a aplicagao f : U — U;
seja regular no sentido afim. ;

Corpo de fungoes racionais. Anéis locais.

(caso projetivo)

Para cada polindmio homogéneo F' no anel K[Xp,Xi,...,X,] definimos o
polinémio F, € K[X,, X3, ..., Xn—1] por

F#(X();Xl;"')Xn—l) . F(XO)XI) "')Xn-'l)l)

e, para cada polindmio F' = Fy + Fy + ... + Fy (F; - formas de grau i) em
F[Xo, X1, ..., Xn-1] definimos a forma F* em F|[X,, X3, ..., Xn-1, X,] por

o (X(),Xl, ---,Xn-l,Xn) = XgFo(Xo, ---;Xn—l) + ...+ Fd(Xo,Xl, ---,Xn-—l) =

X %
=X"F(— —).
n .Xn’ )Xn

Os processos para obtermos F, e F'*, denominam-se desomogeneizagao e ho-

mogeneizagao com respeito a variavel X,,.

Nés vimos na observagao (1.14), que P* = U U; onde cada U; é isomorfo
1<i<n+1

a A" . A nossa intengéo agora, é estabelecer ligagdes entre conjuntos algébricos
‘afins, conjuntos algébricos projetivos e definir o corpo de funcgoes racionais de uma
-variedade projetiva e os seus anéis locais. '

E Consideremos pois, X C A" um conjunto algébrico, I = I(X) seu ideal no
‘anel K[X, X1, ..., X,]. Seja I* o ideal e definido como ideal gerado pelo conjunto
{F* € K[Xo, X1,...,Xn] | F € I(X)}, onde F* é a forma obtida homogeneizando
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o polinémio F' com respeito a X,. Verifica-se que I* é um ideal homogéneo.
Denote-se Z(I*) por X* em P". Por outro lado, se X C P" é um conjunto
algébrico, define-se o ideal I, como o idel de K[X,, X},...,X,,_1] gerado pelo
conjunto {F, € K[Xo,X1,...,Xn| | F € I(X)} onde F. é o polinémio desomo-

geneizado da forma F' com respeito a X,.

Mostra-se que se X C A" ¢é algébrico, e ¢pi1 é a (n + 1)-ésima aplicagdo na

observagao (1.14), temos ¢n11(X) = X* NU, e que (X*), = X. (Ver WF - 96).

Para cada conjunto algébrico X C A" denomina-se X* C P" de fecho projetivo
de X em P*. Se X C A" é a hipersuperficie X = Z(F), tem-se que [* =
(F*) e X* = Z(F*). Porém, se I = (F,,F,,...,F,), ndo se tem em geral que
=B B e 2 ([WE] - 90). '

Consideremos em seguida, uma variedade X C P", I(X) seu ideal e denotemos
por Kx[X] o dominio K|[Xo,X3,...,Xs] / I(X) denominado anel coordenado
homogeéneo da variedade X. O corpo de fragdes do dominio Kj[X], denominado
corpo das fungdes homogéneas na variedade X.

Observe que se f e g sdo formas do mesmo grau e se g(z) # 0 temos

f(Aa) — /(2) ¥V X # 0 no corpo K. Denotemos por K(X) o subcorpo de K,[X]
g(rz)  g()

constituido dos elementos f/g tais que f e g sdo formas do mesmo grau. Cada

elemento de K (X) se denomina uma fungao racional na variedade X.
Para cada P € X C P", consideremos Op(X) = {Z € K(X) | Z = f/g e
g(P) # 0}. Mostra-se que Op(X) é um anel local e que

Mp(X) = {Z € Op(X) | Z = f/g, g(P) # Oe f(P) =0},

€ seu ideal maximal.
Tomemos, entao, X C A™ uma variedade e X* C P™ seu fecho projetivo. Se

. f € Kp[X*] é uma forma de grau d, podemos identificar f, em K[X] do seguinte

modo: consideramos uma forma F' € K[Xg,Xj,...,Xy], cujo representante da

classe de F' médulo I(X™) seja f e que f, seja um representante da classe residual
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de F, médulo o ideal I(X). Podemos também definir o isomorfismo

a: K(X*) — K[X]
fla v+ fu/g.

onde f e g sao formas do mesmo grau. Se P € X C A" podemos considerar
P € X* (via A" ~ U,) e tomar o isomorfismo induzido por a de Op(X*) em |
Op(X). Usualmente, usa-se o para identificar K(X) com K(X*) e Op(X) com
Op(X™). ‘

Por outro lado, uma forma se anula numa variedade quasi-projetiva X, quando

se anula precisamente em um aberto U da variedade quasi-projetiva X. Assim,

K(X)=K(U).
Aplicagoes Finit'a's

Definigao - 2.11: Sejam A e B anéis, A C B. Um elemento b € B é dito inteiro

sobre A se b satisfaz uma equagao da forma
™ +ad™ 1 +...+a,=0

com a; € A. O anel B é dito inteiro sobre o anel A; se cada elemento b € B, é
inteiro sobre A.

Definigao - 2.12: Uma aplicagéo regular f : X — Y é denominada finita ou
dominante, quando o anel K [X] for inteiro sobre o anel K[Y].

Exemplo - 2.13: Se f :’X — Y ¢ finita entao, cada ponto y € Y tem apenas
um nimero finito de imagens inversas.

De fato, se X C A" e ty, ty, ..., t, sdao as coordenadas em A" vistas como
fungGes regulares em X, cada t; satisfaz uma equaggo do tipo
(1) tP4+bit7 " +...+ bm;j = 0 com b; € K[Y] pois por hipétese, K[X] é inteiro
sobre K[Y]. Por outro lado, para z € f~(y) com y fixo em Y, temos
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(2) tP(z)+ blj(y)t;-"_l(:c) + ...+ bm;(y) = 0. Como na equagao (2) s6 temos um

nimero finito de raizes, concluimos que f~!(y) é um conjunto finito em X .M

Lema - 2.14: Se um anel B é um médulo finito sobre um anel A, (com elemento

unidade), entdo, aB # B para qualquer ideal préprio o do anel A. ([IR] - 48)
Teorema 2.15: Toda aplicagdo finita, é epimérfica.
Demonstragao:

Seja f : X — Y uma aplicagao finita, X e Y variedades afins e ¥y um ponto
de Y. Denotemos por m, o ideal de K[Y] que consiste das fungdes regulares
que se anulam em y € Y. Se y = (a1, a2,03,...,ay) € t, ta,...,t, 520 as funcdes
coordenadas em Y, temos my = (t; — a1, ta — as, ..., tn, —ay).

Olhemos agora as fungdes coordenadas ti, tg, ..., t, como funcdes regulares em
Y. Para cada t; € K[Y], definamos f*(t;) : X — K por f*(t;) =t; o f, tendo-se
frit)(@) = (tj0 f)(@) = a; V€ f7H(y).

As equagbes da variedade f~!(y) sao portanto f*(t;) = a,
f*(t2) = as, ..., f*(ta) = an. Por outro lado, o conjunto f~1(y) é vazio se, e
somente se, o ideal (f*(t1) — a1, f*(t2) — a2, ..., f“(tn) — ap) for igual ao anel
K[X]. Lembrando que o anel K[Y] pode ser considerado um sub-anel de K[X],

nao distinguiremos fungdes u € K[Y] de fungdes f*(u) € K[X].

Neste caso, a condigao

(f*(t1) — a1, f(t2) — a2, -, f*(ta) —an) = K[X],

e equivalente a
(tl \of al, t2 == (12, seny tn T an) == K[X]

ou equivalentemente, m,. K[X] = K[X]. Como K[X] é finito sobre K[Y], temos
que K[X] é um médulo finitamente gerado sobre K[Y], (lema 2.14). Tomando no
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lema (2.14) B = K[X] e A = K[Y], temos que o ideal m,, nao é um ideal préprio.

Ou seja, o conjunto f~!(y) nao é vazio. Ou ainda, f é epimérfica.l

Coroldrio - 2.16: Toda aplicagio finita mapeia conjuntos fechados em conjuntos
fechados.

Demonstragao:

Provemos o resultado para fechados e irredutiveis ji que todo fechado é uma
uniao de componentes irredutiveis.

Pois bem, se f : X — Y é uma aplicagao finita, e Z C X é um fechado
. irredutivel, apliquemos o teorema (2.17) & aplicagdo f = f|Z : Z — fecho{f(Z)}.
Mas f ¢ finita, e, entdo, sobrejetiva. Daf fecho f(Z) = f(Z) = f(Z) é fechado.H

Teorema 2.17: Se f: X — Y é uma aplicagdo regular entre variedades afins, se
cada ponto y € Y tem uma vizinhanga V tal que (V) =U é afim,e f: U — V
é finita, temos que f : X — Y também ¢ finita. ([IR] - 49).

Definicao - 2.18: Uma aplicagdo regular f : X — Y entre variedades quasi-
projetivas é dita finita, quando cada y € Y tem uma vizinhanga V C Y afim, tal
que, U = f~}V) é afim, e a aplicagio f : U — V ¢ finita. Se f é finita, cada
conjunto f~1(y) é finito em X para cada y em Y e, pelo teorema (2.17), cada
aplicacdo finita de variedades projetivas, é epimérfica.

O teorema (2.17) é a caracterizagdo das aplicagdes finitas.
Teorema 2.19 - (Teorema da Normalizagao): Para cada variedade irre-

dutivel e projetiva X, existe uma aplicagéo finita ¢ de X sobre um espago proje-

,. ~ tivo P™,
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Demonstragao:

Consideremos X G P", § € P* — X um ponto fixoe ¢;: X — P*!
z+— g NP1

onde z denota a reta por z e por 6. A aplicacdo ¢, é regular, e dai, a imagem .

$1(X) ser um fechado em P*~! ([IR] - 45).

Se ¢1(X) = P™1, o teorema estd provado. Se ¢;(X) G P*!, projetamos
$1(X) em P2 via ¢ : ¢1(X) — P2, Se ¢y(¢1(X)) for igual a um P™, tudo
bem, pois ¢, o ¢; é regular. Se nao, continuamos o processo com a certeza de
que, em algum momento ¢, (Pm-1(X)), € um P™ para algum 1 < m < n —1 pois
todas as imagens ¢;(X) sdo fechados, todas as projegdes sao finitas e portanto
epimérficas.ll

Este resultado também vale para aplicagGes finitas em variedades afins.

§3) Dimensao

Nosso objetivo agora, é definirmos um parametro ligado a uma variedade X
em P" que traduza por assim dizer um “tamanho” -para a variedade X; a sua
dimensao. Em primeiro lugar, exigiremos que o tal conceito apresente um com-
portamento razoavel. Por exemplo, a dimensao de X C P" deve ser menor ou
igual a n; se X é levado sobre A™ por uma aplicacao finita a dimensao de X deve
ser igual a m. Mas sera que para uma certa variedade X em P" existem duas
aplicagoes finitas uma de X em A" e outra de X em A™ com m # n? O teorema
de Normalizagao garante a existéncia, mas nao garante a unicidade da aplicagao
finita de X em A™. Todavia, se X for irredutivel e f : X — A" for uma aplicagao
finita, tem-se que o corpo das fungdes racionais K (X) é uma extensio finita do
corpo f*(K(A™")) onde f*: K(A") — K(X).

%, —>uof

Como f*(K(A")) é isomorfo ao corpo K(X;,Xs,...,X,), o grau de tran-

49



scendéncia de K(X) sobre K é igual a n. Como o grau de transcendéncia de

K(X) sobre K independe da aplicagdo f, ele é um pardmetro que sé depende da

variedade X. Neste caso, somos motivados a definir:

Definicao - 2.20: A dimensdo de uma variedade quasi-projetiva X C P"
denotada por dim(X) é definida como o grau de transcendéncia do corpo das -
- fungGes racionais K (X) sobre o corpo K. Se Y é uma subvariedade de X, a
diferenga dim X — dim Y denomina-se a co-dimensao de Y em X, denotada por
codim(Y, X).

Se X é uma variedade irredutivel e U # ¢ é um aberto de X, entdo,

K(U) = K(X) e portanto, dimU = dim X.
Exemplos - 2.21

1) dim A" = dimP" = n pois K(A™) = K(X;,...X,). além disto, se U; & A™
é um aberto bésico (Z; # 0) em P, temos n = dim A™ = dim U; = dim P,

pois P" é irredutivel.
2) Se X = Z(F(X,Y)) é uma curva plana irredutivel em A?(K), dim X = 1.
3) Se X é finito, dim X = 0. A reciproca, também’é valida.

4) Se X e Y sdo variedades em A™ e A™, respectivamente, temos

dim(X X Y) = dim X +dimY.

Proposicao - 2.22: Se Y C X entdo dimY < dimX. Se X é irredutivel e Y

- fechado em X com dimY = dim X, entao X =Y.

Demonstragao:

Sejam Y C X C A" com dim X = n. Neste caso, qualquer subconjunto do
conjunto das coordenadas ty,t,...,tx com n + 1 elementos, é algebricamente de-

pendente como elementos de K [X]. Neste caso, existe um polinémio F' # 0 tal que
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F(ti;, tiy, .-, i,.,) = 0 para cada subconjunto {ti“tiz;---)tin“} de {t1,t2,...,tn}.

Mas como
YHE X, F(ti1,ti2)---,tin+1) =0

em Y. Portanto, o grau de transcendéncia de K(Y') sobre K é menor ou igual ao
grau de transcendéncia de K (X) sobre K. Ou ainda, dimY < dim X.

Por outro lado, se dimY" = dim X, tem-se que n das N coordenadas t;,ts, ..., tx
sao algebricamente independentes como elementos em K[Y] e portanto, em K[X].
Tomemos u € K[X], u# 0 em X.

Como u depende algébricamente de n varidveis t1,ts,...,t, em X, temos que
u satisfaz uma relacao do tipo

ao(tl,tz,...,tn)ul + al(tl,tz, ...,tn)'u,"l + ...+ al(tl, ---;tn) =0 (*)

em X. Podendo-se escolher os polindmios do lado esquerdo (*) irredutiveis e
termos a; # 0. Seu = 0 em Y entdo a; = 0 em Y. Como ty,ty,...,t, sao
algebricamente independentes em Y, temos que a,(t;, ta, ...,t,) = 0 em A™, o que
contradiz o fato de a;(t1,%2,...,tn) # 0 em X. Portanto,se u =0 em Y, u =0 em
X. Como X é fechado e irredutivel, X =Y. K

Proposigao - 2.23: As componentes irredutiveis de uma hipersuperficie em A"V

ou em PV tém cada uma delas, co-dimensdo igual a um.

Demonstragao:

Sejam X = Z(F) uma hipersuperficie e F' = F}F;...F,, a decomposicdo do

polinémio F' em fatores irredutiveis.
Neste caso, X = Z(F) = Z(F1F,..F,) = U Z(F,). Cada Z(F,) é uma com-
=1

ponente irredutivel da variedade X.
Suponhamos que ¢y ocorra realmente em F; (ty,ts,...,t,) = 0, entdo vamos

mostrar que t,%y,...,ty_1 sado algebricamente dependentes em K[Z(F})]. De
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fato, seja G um polinémio tal que G(t1,ts,...,ty—1) = 0 em Z(F)); ou seja,
G € I(Z(F;)). Pelo teorema dos zeros de Hilbert, existe um inteiro m tal
que G™ = HF;; o que néo ocorre pois G nao contém a varidvel ty . E daf
dimZ(F;) > N —1. Como X G AV, temos dimZ(F;) = N — 1. Ou seja,
codim (Z(F;),AY) = 1.1 '

Proposigao - 2.24: Qualquer variedade X C A™ em que cada uma de suas
componentes irredutiveis, tenha co-dimenséo igual a um, é uma hipersuperficie.
Além do mais, o ideal I(X), é principal. ([IR] - 55).

Seguindo nosso caminho, é bom lembrar que cada variedade X C P" é uma
intersegao finita de hipersuperficies, uma vez que o ideal I(X) é finitamente gerado
em KXo, X;,...X,). Além disto, I(X) é homogéneo.

Neste caso, podemos nos perguntar se é razoavel avaliarmos dimensdes de in-
tersegdes de X com hipersuperficies em P". Isto porque, no nosso contexto atual,
as variedades mais conhecidas, do ponto de vista dimensional, sdo as hipersu-

perficies. A seguir, apresentaremos um teorema que trata destas questdes acima.

Proposigao - 2.25: Se uma forma F nao se anula em uma variedade irredutivel

X, entdo, dim(X N Z(F)) =dimX — 1.,

Demonstragao:

Sejam, entdo, X um fechado em P* e F' # 0 uma forma em X. Denotemos por
XF aintersegdo Xp = XNZ(F). Para cada componente X; de X, escolhamos um
ponto z; € X. A partir dai, construamos uma forma linear L que n&o se anule em
nenhum destes pontos z; de X. Tomando ponténcias convenientes da forma L,

podemos construir uma forma Fy que néo se anula em nenhuma.das componentes
Xide X. Assim, dim (Xp,) = dim (XNZ(Fp)) < dim X. Denotemos Xp, por X
e X por X, Apliquemos o processo acima para o fechado X, determinando

outra forma F; do mesmo grau de Fy. Seja X® = X0z (F1). Continuando
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com o processo, determinamos uma seqiiéncia de variedades e outra de formas a

saber:
X=XO>5%x"5 . 5X"* onde XtV = x¥

Como XU+ ¢ X®  dim X(+) < dim X® . Portanto, se dim X = n, temos
que X™*1 é vazio. Em outras palavras, as formas Fy, F},..., F,,, ndo se anulam .

simultaneamente em X.
Consideremos a aplicagao

®: X —P°
2 +— [Fo(x) : Fa(z) : ... : Fu(z)]:

Esta aplicagao, induz a aplicagao finita X — ®(X) ([IR] - 51, teorema 8) portanto,
K[X] é um anel inteiro sobre K[®(X)]. E daf se ter, que o grau de transcendéncia
de K(X), é igual ao grau de transcedéncia de K(®(X)) sobre K. Portanto,
dim X = dim ®(X) = n. Como ®(X) é fechado em P*, e X é irredutivel, temos
®(X) irredutivel com a mesma dimenséao de P" e portanto, ®(X) = P" (Proposicao
2.24).

Suponhamos agora que dim X® = dim Xp, < n—1. Assim X™ ¢ vazio. Em
outras palavras, as formas Fy, Fq, ..., F,;_l nao se anulam simultaneamente em X.
Portanto [0:0:...: 1] ¢ ®(X) =P". Ouseja,dim XD >n—-1=dim X -1. B
~ Coroldrio - 2.26: Se X C PV é uma variedade quasi-projetiva irredutivel n-
dimensional e Y # ® é o conjunto de zeros de m formas em X, entéo, cada uma

das componentes de Y tem dimens&o maior ou igual a n —m ( [IR] - 59).

Coroldrio - 2.27: Em P?, duas curvas quaisquer sempre se interseptam.

Demonstragao:

Sejam X = Z(F}) e Y = Z(F3) duas curvas em P2, Suponhamos X NY = &.

Neste caso, F» nao se anula em X.
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Mas pelo teorema (2.25),
dm(XNZ(F) =dmX —-1=1—1=0.

Ou seja, X N Z(F,) é finito e nao vazio.W

§3 - O teorema da dimensao da fibra

O teorema seguinte nos permite de forma indireta, calcular a dimensdo de

algumas variedades projetivas.

Teorema - 2.28 (Teorema da dimenséo da fibra): Se f: X — Y é um aplicagéo
regular de variedades irredutiveis tais que f(X) =Y, dim X = n, dimY =m
entao m < n e;

1) dimf~1(y) >n—mparacaday €Y.

2) Existe um aberto ndo vazio U C Y tal que dim f~!(y) = n — m para todo
yeU.

Demonstragao:

1) Este resultado é uma propriedade local, pois sé6 depende da aplicacio f e do
ponto y em questao, de modo que, basta mostra-lo em um aberto U C Y com
U contendo y. Pois bem, sejam V' um aberto de Y contendo o pontoy e U C
X o aberto f~!(V) (f-regular). Este aberto V pode ser a intersecao de Y
com algum dos abertos bésicos de P* definido no exemplo (2.11). Podemos
supor também que Y seja afim e contido em AY. Suponhamos construida
para a variedade Y a sequéncia Y@ YD . Y™ conforme a construida
para X no teorema (2.27). Seja Y™ = Y N Z onde Z é definida pelas

m equagoes das formas obtidas na proposigao (2.25) e y € Z. Escolhamos
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2)

U de modo que UNZNY = {y} logo podemos supor que ZNY = {y}.
Supondo Z definida pelo sistema gy = g; = ... = gm = 0, tal sistema, define
y € Y. Deste modo, em X, o sistema f*(g1) = f*(92) = ... = f*(gm) =0
define f~*(y). Por outro lado, X irredutivel e f~1(y) # ¢ sendo o lugar dos
zeros de m formas em X, temos que cada uma de suas componentes tem

dimensao maior ou igual a n — m.

Vamos substituir ¥ por um aberto afim W C Y e X pelo aberto afim
V C f~Y(W). Como V é aberto em X (variedade irredutivel) V é denso

-em f~Y(W) e f(V) é denso em W. Portanto, f determina um mergulho

f*: K[W] — K[V].

Considerando K[W] <C KI[V], temos K(W) c K(V). Sejam
K[W] = Klwy,ws,...,wm] e K[V] = K[v1,v2,...,un5]. Como dimW = m
e dimV = n, o corpo K (V) sobre K (W) tem grau de transcendéncia n—m.
Suponhamos agora que v;, s, ..., Un—m Sejam algebricamente independentes
sobre K(W) e que os v; (i =n—m+1,...,N) restantes, sejam conectados
pelas relagoes '

F;(vi, 01y e, Vpemn, W1, oo, W) = 0. (*)

Denotemos por T; a restrigao de v; a f~2(y) N V. Entdo

K(f7'(y) NV) = K[01,%, ..., 7] (**)

Olhemos agora os F; das relagdes (*), nas varidveis v;, vy, ..., Uy com coe-
ficientes nas varidveis wy,ws, ..., wyr e denotemos por Y, as subvariedades
de W definidas pelos zeros comuns aos coeficientes lideres dos polindmios
F; € K[W][V] tomados em K [W] = K|w;, ws, ..., wy]. Fagamos Yy = UY;
U=W-=Yy # ¢ pois W CY, W é aberto Yy fechado. Se y € U
nenhum dos polinémios F;(T;,T1,T3, ..., Tn-m, w1(y), ... wm(y)) é nulo. Ou

seja, todos os U; sao algebricamente dependentes em U1,73, ..., Tp—m. Ou

55



seja, dim f~!(y) < n—m. Portanto, por (1) temos dim f~!(y) = n—m para
caday e U

Proposigao - 2.29: Se f : X — Y é uma aplicagdo regular de variedades
projetivas, f(X) =Y ese Y e todas as fibras f~!(y) sdo irredutiveis e da mesma

~ certa dimens&o, entdo X é irredutivel também. (veja: [IR] - 25).
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CAPITULO 3

§-1) Variedades Secantes

Ao construirmos cada Grassmaniana G(1,7n), obtemos subvariedades em PV
n(n+ 1)
2
conjunto de P". Logo abaixo, mostraremos um resultado estabelecendo ligacGes

onde N = — 1. Cada elemento [ € G(1,n), na realidade é um sub-

entre fechados de G(1,7n) e fechados de P*. Antes, porém, vamos conceituar va-

riedades de espagos produto, por exemplo, do tipo P™ x P™ necessérias a diversas
conceituagdes futuras.

Consideremos o conjunto
> ={(,p)|pel} CcG(,n) xP" CP" x P".

Mostra-se que ¥ é uma subvariedade de G(1,n) xP*. Esta variedade, denomina-se
variedade de incidéncia ou simplesmente incidéncia.

Consideremos as aplicagGes

m: Y — G(1,n) o M2 > —Pr
(Lp) —1 Lp)—p

denominadas de primeira e segunda projecéo da incidéncia. Estas aplicacdes séo
regulares, transformando portanto subvariedades da incidéncia em subvariedades
~ de G(1,7n) e P" respectivamente. Usaremos em seguida as projegdes da incidéncia
para demonstrarmos a proposigao abaixo, cujo resultado estabelece vinculos entre

fechados de G(1,n) em PV com fechado em P,

Proposicao 3.1: Se ¢ C G(1,n) é uma subvariedade da Grassmaniana, temos

que a uniao ¥ =|J! é uma variedade de P™.
leg
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Demonstragao:

Aproveitando-nos da regularidade das projegdes m; em na incidéncia ¥,
mostraremos este fato, verificando que ¥ = 7y (77 (®)).

De fato, se z € ¥, existe ] € @ tal que'z € I. Logo (Il,z) € .. Como
my(l, ) = z tem-se que z € my(wy*(1)). Daf, resulta que, z € my(n7*(®)). Recip-
rocamente, se y € (77 '(¢)), entédo, existe z € 77 }(¢) tal que y € m(z). Como
z € 17 (¢), existe | € ¢ tal que z € 771 (l). Logo, z = (l,z) para algum z € I.
Portanto, y = my(2) = my(l,z) = z. Ou seja, y € I. Assim, y € U. W

E bom ficarmos atentos ao resultado da proposigao anterior.

Continuemos nosso trabalho a procura de subvariedades da Grassmaniana
G(1,n), ligando-as a fechados de P" via proposigio (3.1).

Seja, entdo, X C P" uma variedade. O subconjunto da Grassmaniana G(1,n)
definido por

6:(X) = {L € G(1,n) | INX # 8},

é uma subvariedade de G(1,n) pois C;(X) = m(m31(X)), onde m; e 7, repre-
sentam a primeira e a segunda projecdes candnicas na variedade de incidéncia 3.
Denomina-se C;(X) de variedade das retas incidentes a X. No caso de X e Y serem
subvariedades préprias de P", definamos j(X,Y) ={l € G(1,n) | INX # D e
INY # @} C G(1,n). Observe que, no caso em que X e Y sdo disjuntas,
IXY) =C(X)NC(Y) CG(1,n)

" Proposigao 3.2: A dimensao da variedade das retas incidentes C;(X) de uma
variedade X C P" é igual an — 1+ dim X.

Demonstragao:

Consideremos X C P" uma variedade irredutivel,

Ci(X) = {1 € G(L,n) | INX £ 4}
U={(p)|pel} cCi(X)xX cCG(1l,n) x P
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T1: VY—0C(X) ea: ¥ — X as restrigoes das projegdes candnicas
(,p) —1 Lp)—p

em v, Neste caso,

To(¥) = X e, T3 '(p) = {(l,p) € ¥ | p € I}. Sendo assim, para cada p fixo em

X, a fibra 7; (p) é isomorfa a P™! tendo portanto dimensao igual a n — 1. Pelo

teorema da dimenséo da fibra, temos que n — 1 = dim7; 1 (p) = dim ¥ — dim X.

Ou seja, dm V¥ =n — 1+ dim X.

Por outro lado, para cada reta I € C;(X), temos que 77 (1) = {I} x {{In X}.
Como néo pode acontecer | C X, acontece [ N X finito. Portanto, temos que
dim 7#7(l) = 0. Portanto, 7; é um morfismo finito.

Logo dimCy(X) =dim¥ =n—1+dimX.H

Variedades de Ligamento

Sejam X e Y variedades irredutiveis e disjuntasem P" e j: X x Y — G(1,n)
a aplicagado que mapeia cada ponto (p,q) € X X Y na reta em G(1,7n) que liga p
a q. Ou seja j([v], [w]) = [vAw]. Esta aplicagao, além de bem definida, é regular.

De modo geral, ainda que X NY # & define-se a aplicagao racional
LY & Jp—— .

que associa (p,q) € X XY aretaPg. A imagem desta aplicagao na grassmaniana,
é o fecho em G(1,n) do lugar das retas Ty comz € X ey € Y ez # y. Num
ponto p € X NY, ndo temos bem definida, uma reta / na variedade j(X,Y), pois
j(p,p) néo esté definido. Neste caso, j(X,Y) = fechoIm(j) C G(1,n).

Pela proposigéo (3.1) a unido |J [ é uma variedade em P", a qual se de-
lej(X,Y)

nomina “Variedade de Ligamento” das variedades X e Y em ge'ral, denotada por

J(X,Y).
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Exemplo 3.3: Consideremos as conicas C; e Cy no espago P* dadas por:
C1={[0:0:ws: ws: wy | w = wsws}
contida no plano
Ay wp =w; = 0eCy = {[wo : w1 : wy : 0: 0] | wi = wows }

contida no plano Ay : w3 = wy = 0. Mostraremos que a variedade de ligamento

J(C1,Cy) das conicas em questdo, é uma hipersuperficie quartica em P*.

Demonstragao:

Observe que C; N Cy = @, neste caso, J(Cy,Cy) = U l.
leIm(5)=C1(C1)NC1(C2)

Seja S = {(v; [A: p); 2) € C1 X P! X P* | Av + pz € Cy).

Sev=[0:0:vp:v3:v4) € 2=20:21:29:23:2), as equacdes de S sdo:

Avg+pzz = 0 (1)
Aug+pzg = 0 (2)
(A + pz0)? = plzoz” (3)
vi = vsu4 (4)

E claro que p3(S) = J(C1,Cy) ond p; é terceira projecao.
Para determinarmos as equagdes de J(Cj, Cy), temos que usar o processo de

‘eliminagdo. Das equages (1), (2) e (4), temos:

Nk = Nuguy = p?z32y _ (5)

- Da equagdo (3) tem-se que A\?vj + 2 a2y + p222 = p2zpz1. Ou ainda de (3) e
(5),

Przazg + 20 pvazy + p22? = pl2pz.
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Logo

2AU22zy = (2021 — 22 — 2324)-

Portanto
ANk = ,u4(2021 — z§ — 23z4)2.
Logo
4z 2324 = (2021 — 23 — 2324)”.
Ou seja,

J(Cl, Cz) = Z((Z()Zl — Zg . 2324)2 — 42’%2324) g P4. | |

Exemplo 3.4: Consideremos as cOnicas

Cs={[0:0:ws: ws: wy) € P*|wl = wows}

Cs = {[wo : w1 : wp : 0: 0] € P*|w? = wyw,}.

Usando um método andlogo ao anterior, podemos provar que J(C3, Cy) é uma
hipersuperficie ciibica em P*.

Os exemplos 3.3 e 3.4 nos mostram variedades-de ligamento J(Cy,C2) e
J(C3,C4), bem distintas para conjuntos de quddricas contidas no mesmo par
de planos. A diferenca entre estas variedades de ligamento nao se restringe ape-
nas a diferenga entre as quddricas, mas, ao fato do segundo par de quédricas ter
intersegao nao vazia.

Um caso muito especial e importante de variedades de ligamento, é o caso em
que X =Y, com X irredutivel em P". Neste caso, define-se a aplicagao racional
8: X x X —A———— G(1,n) que associa cada ponto (p,q) a reta pg € G(1,n)
que liga p a ¢; p # q. A aplicagdo s é denominada “aplicagdo das retas secantes”
da variedade X C P". O simbolo A, denota a diagonal em X x X.

O fecho de s(X x X — A) na grassmaniana G(1,n), denotado por S(X), é

a variedade denominada “variedade das retas secantes” da variedade X. Cada
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reta em S(X) é denominada de reta secante & variedade X. Devemos atentar
para o fato que uma reta [ pode estar na variedade S(X) das retas secantes &
variedade X, sem que [ seja gerada por sua intersegdo com X, pois quando se
define S(X) como o fecho em G(1,n) da imagem s(X x X — A), nela se incluem
as retas que tocam a variedade X em apenas um ponto. As retas na variedade
das retas secante S(X) que tocam X em pelo menos dois pontos, denominamos
retas secantes honestas.

Como S(X) := fecho{s(z,y) € G(1,n)|z # y} = fechos(X x X — A), S(X)

é fechado em G(1,7n). A proposigéo (3.1) garante que Sec(X) = |J [ é fechado
lesS(X)

em P". A variedade Sec(X), é denominada “variedade secante” ou variedade de

cordas da variedade X.

Observagao 3.5: A menos que a variedade X contenha retas, por exemplo X
seja um subespago linear de P*, cada fibra s7!(l) da aplicacio “retas secantes” é
finita, isto porque se I nao estd contida em X, entdo, /N X é finito. As variedades
de P" que contém todas suas retas secantes sao os subespacos lineares de P™.
Assim, dim(X N1) < dim! = 1 para cada | € S(X). Portanto

0=dims ’(!) = dim(X x X — A) — dim S(X).

Ou seja,

dim S(X) = dim(X x X — A) = 2dim X.

Por outro lado, se X ¢ irredutivel, a variedade S(X) é irredutivel pois S(X) é

imagem de uma variedade irredutivel pela aplicacdo s : X x X — A — G(1,n)

que € regular.

- Observagao 3.6: A variedade C;(X) das retas incidentes & variedade X, contém
propriamente a variedade das retas secantes S(X).

Proposigao 3.7: Se X é uma subvariedade irredutivel de P* temos que:
a) A variedade S(X) ¢ irredutivel e dim S(X) = 2dim X.
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b) A variedade secante Sec(X), é irredutivel e dim Sec(X) é no méximo igual
a 2dim X + 1.

A igualdade ocorre se, somente se, cada ponto da variedade secante, pertence

somente a um numero finito de retas secantes a X.

Demonstragao:

Consideremos em seguida, a variedade de incidéncia
Y. ={(lp) |pel} CcSX)xP"CG(,n) x P

onde a imagem de }° pela segunda projegdo m; € a variedade secante Sec(X) da
variedade X, enquanto que, a imagem m,(}") da primeira projecao é a variedade

das retas secantes S(X) da variedade X (veja proposigao 2.29). Assim, a fibra
W) ={lp)|pel}={} xIc S(X) x P"

tem dimenséo 0 + 1 = 1. Como 7; é regular, e cada fibra 77(l) é irredutivel
de mesma dimensao e S(X) irredutivel, temos que a variedade de incidéncia ¥

também é irredutivel. Além disso, pelo teorema da dimenséao da fibra, tem-se que
dim ) =dim77*(l) + dim S(X) = 1 4 2dim X.

Pelo fato de 3° C S(X) x P", temos que um ponto p € m,(Y) se, e somente se, p
estd em alguma reta secante a X. Ou seja, my(3") = Sec(X). Além do mais, para
cada p € Sec(X), temos dim 7y *(p) > 0 pois 7, *(p) # ¢.

Pelo Teorema da dimensao da fibra, temos que, existe um aberto U # ¢ em

Sec(X) tal que dim7; !(p) = dim ¥ — dim Sec(X) Vp € U. Ou seja,
dim Sec(X) = dim ) —dim ;' (p) = 2dim X + 1 — dim 7; *(p)

para cada ponto p em U. E dai, a dimensao da variedade secante de uma variedade

irredutivel X C P" pode ser no méximo igual a 2dim X + 1.
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A variedade Sec(X), por outro lado, é irredutivel pois m,(}") = Sec(X), my é
regular e Y irredutivel.

Além disto, se cada P € Sec(X) s6 pertence a um nimero finito de retas
secantes, cada fibra 7, 1(P) é finita, e dai, pelo teorema da dimensio da fibra,
existe um aberto U C Sec(X) tal que 0 = dim ¥ — dim Sec(X) ou dim Sec(X) =
dim Y = 2dim X 4+ 1. Como em geral, dim Sec(X) > 2dim X + 1 — dimm; }(P), |
temos que dim7,;'(P) = 0 quando dimSec(X) = 2dimX + 1. Ou seja,
dim Sec(X) = 2dim X + 1 se, somente se, P pertence a um niimero finito de

retas secantes & variedade X .l

Exemplo 3.8: A variedade secante da ciibica torcida vz(P') é todo P®* Em outras
palavras, a cota superior da proposigao 3.7 é a melhor possivel.

O argumento para mostrarmos este fato, é baseado no seguinte: Para cada
ponto P € P® — u3(P!), e cada ponto Q € v3(P!) a reta PQ que liga o ponto P
ao ponto Q intercepta v3(P!) em mais um ponto, R € v3(P!), R # Q. Em outras
palavras, cada reta PQ é uma reta secante a v3(P!), para cada P € P®.

Consideremos um ponto arbitrario P = [ap : a; : ap : a3] em P*, Q = [z} :
7271 : Tox? : 3] um ponto de v3(P!) e AP + u@; [A: p] € P' um ponto arbitrario

da reta PQ. Como o ideal da variedade v3(P') é gerado pelos polindmios

Fy Z0Zy — 7%,
Fy = ZyZ3— Z12,,
B = Zi%— 22

(veja exemplo 1.9), temos que AP+uQ € vs(P') se, e somente se, F;(AP+upQ) = 0,
para todo [A: p| € P! tal que AP+ pQ € v3(P?') e para todo i € {1,2,3}. Ou seja,

Fi(AP + pQ) = X (aoas — a) + Mu(ayzd — 2017327 + apzez?) =0 (1)
Fy(AP + pQ) = N (agaz — a1a9) + Au(aoa? + a3z — ayziz) — a12022) =0 (2)
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F3(AP + pQ) = M(a105 — a3) + Au(asz + 0127 — 2052531) = 0 (3)

Mas PQ Nw3(P') = Q ou PQ Nu3(P!) = P conforme g = 0 ou A = 0.

- Portanto, supondo Ay # 0 podemos ver as equagdes acima, assim:

A1+ ph) = 0 1)
AMAag +pfs) = 0 (2)
A(Aas +pfs) = 0 | (3)

Mas P ¢ v, (P') donde se conclui que ¢; # 0 para algum i € {1,2,3}. Ou seja,

/\=lﬁieR=)\P+p,Q= "ng+Q. Além do mais, R # Q e R € vg(P'),

(o4}

pois se R = Q, j seria nulo e, dai, a equagdo (i), forneceria A = 0, contra a
2

hipétese Ay # 0. Portanto a reta PQ intercepta vs(P!) em mais de um ponto,
sendo, portanto, uma reta secante. E dai, P € Sec(v3(P')) = P*.H

Exemplo 3.9: Seja C C P? a cibica torcida v3(P!). Mostremos que a imagem
* da aplicagao retas secantes s(C x C) vista em P® via mergulho de Plucker, é a

veronese v, (P?).

Sejam
s: CxC-A—G(1,3)
(p,qg) r—Pq
o morfismo retas secantes e
v: G(2,4) — P
W — [w]

o mergulho de Plucker. Consideremos

p= [wg : a:g:z;l . xomg : :B?]
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q=[U5 : vou1 : Yous : ¥3] em vy(PY),

dai,

(¥ o s)(p,q) = ¥(P7)

= (23 : 2521 : B0z} : 23] A (35 : Y31 < youd : w3l

= ([z8ybyr — 28195 * T3yoyt — zoziyp : 23Y3 — 238 :

shayou? — 20388y - 3} — 39w+ 2oay} — aueu’)

= (238 (zoy1—2130) : Toyo(23yt —2143) * (23yi +zoz1yoy1+2343) (zoyr —21%0) :
ToT1Y0Y1 (Toyr — T1%0) : 1y1(2dy} — 23Y3) : 23y} (zovn — Z1%0)]]

= [[2398 : Toyo(Toy1 + z1%0) * (23Y] + ToT1Y0y1 + 23Y3) * ToYoT1ys :

z191 (Zoy1 + T1%) : 22Y?]] = (W : wow, : WP — wows : Wows : WiW, : W)

= Vg([wo : wy : wy))

a menos de uma mudanga de base, onde

Wy = ToYo, W1 = ToY1 + T1Y0, Wo =-T1%;. W
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CAPITULO 4

§-1) Espagos tangentes afins

Este capitulo, encerra esta dissertagao apresentando a ferramenta bésica
necessdria para fornecermos condigdes suficientes a uma certa variedade X C P"
de modo a garantir que ela é isomérfica a uma outra X em P*! o que na reali-
dade, constitui o objetivo béasico deste trabalho. Este é o motivo de estudarmos
os espagos tangentes a uma variedade, o conceito de variedade nao-singular, a
ligagao entre a dimensao de uma variedade e o minimo das dimensdes de seus
espagos tangentes. A variedade secante de uma variedade X C P", ndo-singular,
apresenta propriedades especiais para cada um dos seus pontos, ela é para este
trabalho a variedade de mais destaque.

Consideremos entao uma variedade afim e irredutivel X = Z(F') definida pelos
zeros do polinémio F' € K[X1, X, ..., X»]. Seja P = (a1,as,...,an) um ponto de
X.

Definigao 4.1: O subespago linear afim denotado por TpX e definido por

F(P)(z: — a;) = 0} = VF(P)(X - P)=0

n 0
TpX = {(1’1,-’32, :Tn) € Anl.-§=:1 0X;

é denominado de espago tangente a variedade X no ponto P.

Exemplo 4.2: Se X = Z(z* — (z — 1)(y — 2)) C A%(C), temos que T(120X =
AdeTus0X = {(X,Y,2) e C®| X =1}. '

Proposigao 4.3:

Uma reta [ passando por um ponto P de uma variedade irredutivel X = Z(F),
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estd contida no espago tangente TpX se, e somente se, o ponto P é raiz miltipla
do polinémio F), restrito a reta I.

Demonstragao:

Consideremos P = (a,02,...,a,) € X, b = (by,bs,...,0,) € A™(K) el a .
reta por P e b parametrizada por (a1 + tby, ag + tby,...,an +tby), t € K. Seja
g(t) = F(ay +1tby, ag+1tbs,...,an +1b,) o polindmio restrigao de F a reta I. Neste
caso, P é raiz multipla de F' restrito a [ se, e somente se:

0 . aF
EQ(O) =0« ; 6-}Q(al + tby, ..., an +tbn)b.,; =(),

0
Ou seja ag(O) = 0 se, e somente se, a derivada direcional de F' em P na diregao

de b é nula. Portanto, P é raiz miltipla de F' restrito a [, se e somente se
2y 1O 2 09
F P 'bi =
2 ax.T (P14 = 2 55

=1

F(P)(X; —a;) =0

para todo X = (X3, Xy,...,X,,) em [.H

Definigao 4.4: Um ponto P de uma hipersuperficie X = Z(F') é nao singular,

se ai, F(P) # 0 para algum i € {1,2,...,n}. Caso contrario, P é singular;

se P é um ponto singular da variedade X = Z(F'), dizemos também que P é
uma singularidade da variedade X. Denota-se por Xpsosimg = {2 € X | z é
nao-singular} e por Xy, ou por Sing(X) o conjunto dos pontos singulares da
variedade X. ‘

Exemplo 4.5: A variedade X = Z(Z% — X% —Y?) c A3(C) s6 tem um ponto
singular que é a origem.
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Observagao 4.6: Se P € X = Z(F') é um ponto nao-singular, o posto da matriz

( 6?( F (P)) , € igual a um, ou equivalentemente, o espago tangente TpX é um
i 1xn '

subespago afim do espago A"(K) de dimensdo n — 1. Se o ponto P for singular,

TpX é n-dimensional e portanto, TpX = A™(K).

Proposigao 4.7 (Lema de Sard): Seja f : X — Y uma aplicagao regular
sobrejetiva nas variedades X e Y definidas sobre um corpo K (car(K) = 0).
Entao, existe um aberto U C Y tal que para cada ponto nao-singular P € f~1(U)N
Xnso-sing, & diferencial dfp : TpX — Trp)Y € s{ibrejetiva.

Assumiremos sem demonstragao, a proposicao anterior, pois, sua demonstragao

requer um conhecimento avangado de Geometria Algébrica (veja [RH]) no capitulo

III.10.
Lema 4.8: Se X = Z(F) é irredutivel entao o subconjunto de X constituido dos

pontos nao-singulares de X, é aberto e denso em X.

Demonstragao:

oF  OF
ax: LXK,

é fechado e X,s0sing é aberto em A™. Além disto, Xpsosing é néo vazio pois se

Seja Xging = {P € X | P é singular} = Z (F, ); portanto, X,

Xnsosing for vazio, temos X = Z(F) = Xg,,. Jé que cada derivada E5e é nula
F , . OF ke
em X temos que X, € I(X) = (F). E dai, X = H;F para alguns polinomios

H;. Mas isto, nao pode ocorrer, pois os polinémios # 0 tém graus menores

0X;
que o grau de F'. Dai, se segue, que X,z sing # ®. Como X é irredutivel, X,

é aberto e denso em X .M

ao-sing

|
Passaremos agora ao conceito de espago tangente a uma variedade afim ar-
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bitraria.
Para cada polinémio F € K[Xl,X2, ,Xn], cada ponto P = (a1, as,...,an) €

A™ denotemos por F)

F(P)(X; — a;), denominada de parte de

=1 a‘X

primeira ordem do polinémio F' no ponto P.

Definigao 4.9: Sejam X C A"(K) uma variedade e P = (ay,ay,...,a,) um de
seus pontos. Denominamos de espago tangente a X em P, denotado por TpX a
intersegao

TPX = ﬂ {(.‘171,.’)72, ZL‘n)| ZBX

FelI(X) i=1

(z: a,.)=o}= N TeZ(F).

FeI(X)

Observemos o seguinte: Se F' é um elemento do ideal I(X) da variedade X e I(X)
€ gerado pelos polindmios F}, Fy, ..., F}, temos:

. 0G;
F=3:GiFi, 5oF= Z( ax)

=1

1
Logo Bg)(:) = ZG’,( )Bg’_)((z para cada P € X, para certos G;* no anel

!
K[X1, X, ..., Xn]. Ouseja, F& = > Gi(P)F, B, — a;). Assim,

t=1

TPX = {(.’El,x2,- T I Z

=1

S F(P)ei =) =0, §=1,2,...1).

Proposigao 4.10: Para cada variedade irredutivel X C A™(K), temos que a
aplicagdo de X em IN que associa cada ponto P € X ao intéiro dim7pX em
IN, é semi-continua superiormente. Isto ¢, para cada natural 7 € IV, o conjunto

S(r)={P e X | dimTpX > r}, é fechado na variedade X.
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~ jacobiana de F, (

Demonstragao:

Suponhamos que o ideal I(X) da variedade X seja gerado pelos polindmios
F\, F;, ..., Fy,. Denotemos por J(P) a matriz Jacobiana
[a%g],lsign,lgjgm.

Consideremos a aplicaggo X — L(K",K™) onde ®(P) : K* — K™ é

P +— &(P)
definida em v € K" por J(P)w. Neste caso, temos que ®(P) é linear,
N(®(P)) = TpX e dimTpX + dimIm(®(P)) = n. Portanto, dimTpX > r

se, e somente se, n — 7 > dimIm(®(P)). Neste caso, temos que P € S(r) se, e

OF;(P

somente se, a matriz J(P) = (8—1}((—)) ;1<1<n,1<j<m,tem poston—r.
i

Ou seja, P € S(r) se e somente se os menores de ordem (n — r + 1) da matriz

OF;(P)
0X;
em questao, é uma fungdo polinomial em P, cada um destes menores tammbém

¢ uma funcgdo polinomial em P. Dali, resulta, que S(r) C X é de fato um fechado

em X.H

), anulam-se. Portanto, como cada entrada da matriz

Corolario 4.11: Para cada variedade afim X, existem um inteiro r € IN e um
subconjunto Xy C X aberto e denso em X tais que dimTpX = r para cada
P e XgedimTpX > r para todo P € X. O inteiro r é denominado “dimensao”
da variedade X e denotado por r = dim(X).

Demonstragao: Seja 7 = min{dimTpX; P € X}. Consideremos os conjuntos
S(r) eS(r+1) tendo-se S(r) ={P€X | dmTpX >r}=XeS(r+1)={Pe¢
X | dmTpX 27r+1} G X e Xo=85(r) | S(r+1)={P€ X | dimTpX =r}.
Como Xy = X | S(r+1) e S(r + 1) é fechado e préprio em X, tem-se que X, é
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aberto e néo vazio em X. Como X ¢ irredutivel, X, é aberto e denso em X. H

Em geral , seja ou ndo X nao-singular em P, temos sempre TpX C TpA™ =
K™. O espago TpX assim considerado, denomina-se espaco tangente de Zariski
a variedade X no ponto P. E bom observar também que a definicao de TpX
garante que TpX = {v € TpA" | df (v) =0V f € I(X)}.

Observagao 4.12: Para cada variedade afim e irredutivel X, a dimensio de X
definida neste capitulo, coincide com o conceito de dimens&o dado no capitulo 2.
Ou seja, tanto 14 como aqui, dim X =trdeg (K (X)) (veja [MR] - 99).

K

Definigao 4.13: Um ponto P de uma variedade X C A™ é um ponto singular,
se a dimensao do espago tangente TpX é estritamente maior que a dimensao da
variedade X.

De acordo com esta definigdo, um ponto P na hipersuperficie X = Z(F) é
singular se dimTpZ(F) > dim Z(F) = n — 1. Portanto, TpZ(F) = A™. Ou seja,
OF(P)
definigao (4.4) para hipersuperficies.

= 0 para todo 1 < 7 < n. Ou seja, a definigao (4.13) coincide com a

Estudaremos, agora, a natureza intrinseca do espago tangente TpX a uma
variedade X no ponto P.

Suponhamos que P = (a;,ay,...,a,) € X C A" e que as coordenadas euclid-
ianas de cada ponto de X, sejam denotadas por X7, Xs,..., X,,. A mudanca de
coordenadas afim X; —a;, X3 — ay, ..., X;, — a,, transforma o ponto P na origem
do novo sistema de coordenadas. Neste ponto de vista temos que TpX C A"
é um subespaco vetorial do espago K™. Denotemos por mp o ideal do ponto
P = (0,0, ...,0) no anel coordenado K[X].

Ou seja, m;.p é o ideal maximal de K[X] constituido das fungées que se anulam
em P = (0,0,...,0). Se denotarmos por Mp o ideal < X;, X3, ..., X,, > no anel

Mp

K[X,,X,,..., Xy5)], temos que mp = 100

c K[X].
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Proposigao 4.14: Nas notagdes acima, temos que, o espago dual (TpX)* do

; ., mp
espago T' X, € o espago vetorial —-.
P mp

Demonstragao:

Sejam (K™)* o dual do espago K™ e Xi, Xy, ..., X, sua base natural. Como |

P =(0,0,...,0) temos que, para cada f € K[X;,Xs,...,X,|, a parte de primeira
ordem f,(;.l), é um elemento de (K™)*. Consideremos em seguida, a aplicagao
d: Mp — (K™)* que associa cada f € Mp, a df = ,(,1), tendo-se portanto que
a aplicagao d é sobrejetora uma vez que, cada X; € Mp e {X;,X,,..., X} é

base de (K™)*. Por outro lado, N(d) = M32 ja que f,(pl) = 0 se, e somente se,
o)
0X;

f(P)=0Vie€ {1,2,3,..,n}. Equivalentemente, f € N(d) se, e somente
se, f € M3. Portanto ﬁl,; = (K™)*. Ou seja, _]VI_;; = (T A"(K))*, portanto, a
Mp Mg P
proposigao é vilida para X = A™ . Para cada inclusdo TpX — K™, existe a
restrigdo R : (K™)* — (TpX)* que asssocia uma forma linear A em sua restricéo
aTpX. )
Consideremos a aplicagéo D : Mp % (K™)* & (TpX)*, tendo-se D sobrejetora

pois 7 e d sdo sobrejetoras cujo nicleo N(D) = M2 + I(X). Assim temos,

mp .,  Mp

& (TpX) M

O fato N(D) = M3 + I(X) decorre de:

feN(D) < f}(;l) restrita a TpX é nula < f1(>1) — Zajg](-},)
J

para alguns g; € I(X) <= f — Y a,g; € M} para alguns
J
gi €I(X) < f e M:+I(X).
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mp

*
Neste caso, temos TpX = (—2-> :

mp

Espagos tangentes projetivos

Consideremos uma variedade irredutivel e projetiva X CP* e P = [ag: a; :
@y : ... : ) um de seus pontos. O espago tangente (projetivo) denotado por TpX
é o subespaco linear de P" construido da seguinte forma:
Considera-se um aberto U =~ A", com P € U C P*, em seguida, define-se o espaco
tangente afim Tp(X NU). O espago tangente projetivo, TpX, é definido como o
fecho em P™ do espago Tp(X N U).

Exemplo 4.15: Determinemos o espago projetivo tangente a uma hipersuperficie
irredutivel X = Z(F) C P" num ponto P = [ag: a; : ... : a,] da variedade X.

Em primeiro lugar, lembremos-nos que se F' é um polindmio homogéneo (forma)

8
temos 2 E—F .Z; = (grF)F. Suponhamos agora que o ponto P esteja no aberto
T =0

U:2Zy#0, U~ A™ C P". Ao denotarmos por Zy, Z1, ..., Zn, as coordenadas
homogéneas e por w; = %, i € {1,2,...,n} as coordenadas euclidianas no aberto
U, temos que X NU = Z(f) onde f(wy,ws,...,wp) = F(1,w;, ws,...,w,). Dai, se
P (Z—;,%, K ;ﬁo) € X NU, temos que o espago tangente afim

Tp(X N U) = {(wy, wy, .., wy) | j;agg) -2 -

' TP(X) — fec,'LOTp(X n U) =

| o an .
= fecho (g.}. é gﬁ) IZn: aF(l, 0/0’ & Qg aZz(P) (é - &) =0 =
Zo’ Zo, e Zo i=1 BZ, Bw,- Z() ap
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=<[Zo:le...:Zn]|i

i=1

OF (1ﬂﬂ> i
Qg Qg Zo(—i—ﬂ>=0 -
0Z;

.

( a Ay

n BF (1,a_,..., ao) A
= Z:Z:...:Zn { : (Z,—JZ)=O .
1[ 041 ] ZQBZ,- e 0

Por outro lado, o polindmio F' é homogéneo e por isto, temos -

n

|
0
Z-afFZ, = (ng)F i

=0 V14
Mas F' € I(X), portanto temos

> 2 F(P)2 2 = (grF)F(P) =0

1=0

Consequentemente,

. n aF(l)%)%)’%> a;
To(X) = [Z0: Z1: ot Zn 0 G ' do (z,--—‘z):o -
P( ) [0 1 ]l ; 6Z; ao 0

. aF(1,ﬂ,9,...,%)
..’ = [Z()ZlZn]IZaZ 820 9o Z1.=0 .

=0 i

Sendo assim, se todas as derivadas parciais do polinémio F', se anulam em P,
o espago projetivo tangente a variedade X no ponto P igual ao espago P"; se nao,
o espago tangente a X correspondente a P, é o hiperplano no espago dual (P*)*

com coordenadas correspondentes as derivadas parciais de F' em P.

Exemplo 4.16: Tomemos por exemplo a variedade X = Z (2% — 2% — 32, 22 —
z? +y?) CP*(C) e P o ponto [1:0: 1] € X. Determinemos T1.0.1)X .

Denotemos Fi(z,y,z) = 22 —2? —y? e Fy(z,y,2) = 22— 2% +y% em C[X,Y, Z].
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Consideremos em seguida, o aberto Uy C P? com Up : (Zy # 0), Uy ~ C?
tendo-se

XNUp={(1,9,2) |22=14+3y%e z2=1—9?} =
=Z(Z-1-92-1+y)=Z(F-1=9y)NZ(z—-1+72) = X; N X,.
Dal, segue-se que o espago tangente afim
T(o,1y(X NUsp) = Tio,1yX1 N T0,1) X2 =
={¥,2)|Z=1}n{(Y,2)|Z=1}={(Y,2)| Z =1}
Portanto, o espago tangente projetivo

T(l:o:l)X = fecho(T(o,l)(X Ny))={X:Y: Z||Z = X}. Bl

Projegoes

Consideremos um hiperplano P*~! C P" e # um ponto de P* — P*~!. Uma
aplicagao
figs PP~ — Pl
q — fGgN P!

onde g denota a reta por 6 e por g, denomina-se projegao desde o ponto # no

hiperplano P*~!. Em termos das coordenadas 20,2y, ..., Zn, tem-se formalmente

que m([Zo: Z1: i Zy))=[Z0: 2y ¢ et Zpa), 56 0=[0:0:...:0:1] e P14

" o hiperplano Z, = 0. Se X C P" é uma variedade e § € P* — X, consideremos a

restrigdo de my a X e denotamos my(X) por X chamando X de projegao desde o
ponto 6 da variedade X no hiperplano P*~1 ‘

Vamos verificar logo adiante que X é uma subvariedade em P! para cada
variedade X C P". Antes, porém, necessitamos do instrumento denominado

resultante de dois polinémios, o qual, responde a questao de sabermos quando
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dois polinémios na varidvel Z tém um fator em comum, no anel K[Z]. Sejam
f(Z2)=a+a1Z+..4+amZ™e g(Z) =bo+b1Z +... + b, Z™ polinémios em Z de
graus m e n respectivamente.

Exigir que f e g tenham um fator em comum equivale a exigir que exista
o polinémio A de grau m + n — 1 divisivel por f e por g. Ou ainda, que os

espagos de polindmios de grau m + n — 1 divisiveis simultaneamente por f e -

g, tenham intersecao nao trivial. Mas isto, equivale a se ter que os subespagos
W={(f,2f,..,Z"f), V= (9,29, ..., 2™ 1g) sejam tais que W NV # {0}; ou
W +V nao é soma direta em K(Z); ou f, Zf, Z%f,..., 2" *f, g, Zg, Z%g, ..., Z™ g
sao vetores linearmente dependentes. Ou seja, o determinante (m +n) X (m+n),

denotado por R(f,g) e chamado de resultante de f e g definido por:

aQp Qa1 ... Qp 0 gzl L0
0 ap a3 ... am atesE 0
0 @m-n 0 O
R(f,9)(2) = f
0 0 ag am
ba. Bii evs' bn 9 e D
0 do a3 wn B e 0
0 0 bo bn,

seja nulo.

Lema 4.17: Dois polinémios f e g em K[Z] tém um fator comum se, e somente
se a resultante R(f,g) é nula. (Veja [JH] - 36).

Se f e g séo polindmios em K[X7, Xy, ..., X,,1][X,] ainda se forma a matriz
dos coeficientes com entradas em K[X;,X,..., X, 1], cujo determinante é um

- polinémio em K[X;, X5, ..., Xn_1] denotado por R(f,g) chamado de resultante de
f e g com respeito a X,.
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Este determinante, tem a propriedade de que, para toda (n — 1)-upla y =
(¥1,92, -, Yn—1) de elementos de K, R(f,g)(y) = O se, somente se, f(y,X,) e
9(y, X,) tem uma raiz comum como polinémio em X, ou os coeficientes lideres
am(Xn) € bm(Xm) sdo nulos.

Teorema 4.18: A projegdo X da variedade X desde o ponto 6 em P*! é uma

variedade projetiva.

Demonstragao:

Suponhamos que 6 = [0:0: ... : 1]. Nesse caso, 7y é dado por

M9:[Zo: 21 Zn)| —[Z0: 21 ... i Zn-a).

Afirmagao: Dado o ponto ¢ = [Zg: Z; : ... : Zn_1] em P""1, a reta q intercepta
a variedade X se, e somente se, cada par de polinémios F' e G no ideal I(X), tem
um zero comum na reta I = 0g = {[aZy: aZ; : ... : aZ, : f]}.

Com efeito, é claro que se [ = fq intercepta X no.ponto P, F(P) =0V F €
I(X). Portanto, qualquer par de polinémios F' e G em I(X), tem um zero comum
em .

Reciprocamente, suponhamos que [N X = ®. Seja F' € I(X) tal que F se
anule num nimero finito de pontos de I. Como I N X = @, tem-se que para cada
um destes pontos existe um polindmio em [ (X) que nao se anula. Assim, podemos
construir um polinémio G € I(X) tal que néo se anule em todos eles. Portanto,
F e G, ndo possuem um zero comum em [, o que demonstra a afirmacao:

Para cada par de polinémios F' e G em I(X), consideremos a resultante
R(F,G) com respeito a Z,.

Neste caso, para cada g = [Zp: Z; : ... : Z,_1] € P*71, a seguinte sequéncia de
implicagoes:

78



s T

g€ X <= 0gN X # & <= todo par de polinémios F' e G em
I(X) possuem uma raiz comum em ! <= R(F,G) se anula em q para
todo par de polinomios F' e G em I(X).

Em outras palavras, X = Z({R(F,G) | F,G € I(X)}). ®

Observagao 4.19: O fato de my(X) = X ser uma variedade em P"! nos leva a
indagar sobre as condigOes necessirias para que uma variedade X seja isomorfi-

camente projetada em P"!. Ou seja, quando my : X — X §é bijetiva, e quando

" (dm)p : TpX — Tryp)X 6 injetiva (veja [H]-179).

Talvez, seja melhor questionarmos quando € que 7y nao € injetiva; ou seja,
quando que existem p # ¢ na variedade X tais que § € pg. Portanto,  nao

pode estar na variedade secante Sec(X) quando quisermos que 7, seja injetiva.

Em outras palavras, se Sec(X) = P*, X C P*, ndo pode ser projetada iso- -

morficamente em P"~!. Provaremos mais adiante que se dim Sec(X) < n entdo
2
dim X < g(n — 2). Podemos também, agora, perguntar, que variedades X C P",

tém variedades secantes Sec(X) & P*? Ou seja, que variedades X C P" satis-
fazem a relagdo dim(Sec(X)) < dimP* =n ?
Mostraremos que as variedades vy(P?) C P5, o(P? x P?) C P® e G(1,5) C P

2
séo tais que dim X = g(n — 2), e dim Sec(X) < n. De fato, F.L.Zak provou que

" . 2
essencialmente, essas sao as tnicas variedades X C P" com dim X = §(n —-2)e

que podem ser projetadas isomorficamente em P*~1, (i.e, dim Sec(X) < n) mas,

a demonstragao disto requer um vasto conhecimento de Teoria de Intersegao.
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§-2) Variedades das retas tangentes

Definigao 4.20: Dizemos que uma reta ! é tangente a uma variedade projetiva
nao-singular X no ponto P € X se P€lel C TpX. Se a variedade X é singular,
embora nao definamos em um ponto de X o conceito de reta tangente, chamamos

de variedade das retas tangentes, denotando por 7;(X), o fecho na Grassmaniana
G(1,n) do conjunto de retas em que cada uma delas contém o ponto P nao-singular

de X e esta contida no espago tangente correspondente TpX.

Exemplo 4.21: No exemplo 4.17, cada reta no hiperplano H = Z(Z — X),

contendo o ponto [1 : 0 : 1], é um elemento de 7;(X) onde X é variedade

CZ(22 —z? — ¢t zz — 22 + y%) C A3(C).

Proposigao 4.22: Se X C P" é uma variedade k-dimensional, irredutivel e

nao-singular, 7;(X) é de fato uma variedade e dim 7;(X) = 2dim X — 1

Demonstragao:

Consideremos a incidéncia
> ={(L,P): Pe LCTpX} CG(1,n) x X.

A projegao my : Y, — X é sobrejetiva (X é ndo-singular), e para cada P €
X, 3" (P) = {(L,P) : P € L} = P*!. Portanto, dimm;'(P) = k—1 =
dim )’ —dimX. Assim, dim) =k — 1+ k = 2k — 1. Na hipétese de X néo ser
um subespago linear de P*, cada fibra 77 *(L) = {(L,P) : P € L} definida pela

primeira projegao m; : Y, — G(1,n) sobre a incidéncia ¥ é finita uma vez que
(L,P)~L
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X nao contém L e LN X é finita. Neste caso, a projecao 7, além de finita, é tal
que m1(Y) C 71(X) uma vez que cada reta L = m;(L, P) esta contida no espago

tangente 7' X e X € nao-singular. Pelo teorema da dimensao da fibra, temos
P

0 = dim77!(L) = dim Y —dimm (¥), para uma reta L genérica. Portanto,
dimm(Y) =dim) =2k — 1.0

Observagao 4.23: Se X C P" é uma variedade, cada reta tangente a X, é uma

reta secante, no sentido de que pertence a S(X).

Proposicao 4.24: Se X C P" é uma variedade ndo-singular, temos que cada
ponto da variedade S(X) das retas secantes, é uma reta secante honesta pg ; p #

g € X ou é uma reta tangente. Isto &,
S(X)=s(X x X — A)UT(X).

Demonstragao:

Vamos exibir um conjunto de equagles para a variedade S(X) das retas se-
cantes da variedade X, e mostrarmos que de fato, em S(X) existem dois tipos de
retas secantes aquelas que sao “honestas” isto €, retas pg com p # ¢ € X e outras
que se encaixam devidamente na concepgao de retas tangentes.

Consideremos, pois, o ideal I(X) da variedade X. Suponhamos X gerado
por Fy, Fy,.., F escolhidos de modo que cada F, seja uma forma de grau igual
a d. Cada reta L de P", em um aberto U da Grassmaniana G(1,n) pode ser
representada pela matriz

10 as az...a,

01 by b3...0,

Ou também parametrizada por:
Lop:[s:t:ags+bot:...:a,8+but]; [s:t] € P
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Assim, a restrigao de cada gerador F, do ideal I(X), & reta L, é dada por:
Fo/r = Poa $® + pa(d—l)sd—ltl + <o + Pap t*

onde cada p,,, ¢ um polinémio em a’s e V's..
Seja m um inteiro convenientemente grande e S, 4 0 conjunto dos polinémios .
homogéneos de grau m—d nas variaveis Zy, Z1, ..., Z, e V; o conjunto dos polinémios

homogéneos de grau m nas varidveis s e t. Consideremos a aplicacio

¢a,b : (S —d)l — W
l
(GI; G2) seey Gl) == 21 Ga Fa / La,b

tendo-se ¢, linear e que as entradas da matriz |pap| s80 polinémios em a e b
sobre um aberto U C G(1,n). Neste caso, se L,; é uma secante “honesta”, 7g
P # q € X, todos os F, tem dois zeros distintos em comum sobre L = L, ;. Neste
caso, a imagem de ¢, estd no subespago de Vj que consiste dos polinémios que
se anulam em tais pontos.

Em particular, segue-se que para cada (a,b) tal que L, € S(X), a aplicacéo
¢ap tem posto no méximo m — 1, pois dimVy = m + 1. Ou seja, os menores
m X m da matriz ¢, vistos como fungdes regulares ém U C G(1,n), se anulam
em S(X). Ou seja, S(X) estd contida no conjunto de zeros comuns a estes
menores. Reciprocamente, seja S’ o lugar das retas L tais que a imagem de

®ap tenha co-dimensdo igual a dois para cada m. Assim, a imagem de $a,p OU
 consiste de todos os polindmios que se anulam nos pontos p e ¢ (p # ¢) ou
de polinémios que se anulam em apenas um ponto de L,; com a ordem deste
zero igual a dois. No primeiro caso, Ls; é uma reta secante “honesta” e no
segundo, é uma reta tangente isto é, L, € 7;(X). Portanto, §' = s(X x X —
A) U T;(X). Como S(X) é um fechado em S’ e, S(X) e S’ séo irredutiveis com
dimensdo dim S(X) = 2dim X. Comparando as dimensdes de S’ e S(X) temos

S=8(X)=s(X xX - A)UT(X).H
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Proposigao 4.25: Se X C P" é uma variedade nao-singular que gera P™ e 6 é
um ponto de P* — X, a projegao '

Tp: X — ]P;n—l
z+— Oz NP1

desde o ponto é um mergulho se, e somente se, § ¢ Sec(X).

Demonstragao:

Podemos supor que § = [0:0:...:0:1]. Assim

me: X — Xt
[0 woitZy] 5 [0i% we 835

e portanto

(dmg)z : ToX — Trpy X

[20: . i 2n) — [20 ¢ oo & 2]

Observe que 7y é injetiva se, e somente se, nao existem z,y € X tais que
0z NP1 =y NP, Ou seja se, e somente se, ¢ 7y Vz,y € X

Por outro lado, se (dm), é injetiva, entdo, 0z ¢ T;X pois, caso contrario,
teriamos que 0z C T,X e, nesse caso, (dm).(0z) = Oz NP1, Ou seja (dmy),
enviaria a reta 6z num ponto, contradizendo a injetividade de (dmg)s.

Reciprocamente, se 0z ¢ T,X, z € X, entdo (dm,), é injetiva , pois se
(dmg)z(y) = (dme)s(2) entéo 0,z e y sdo colineais. Portanto § € yz. Mas se
Y,z € T, X entdo Yz C T, X. Assim, § € T, X contradizendo o fato que Oz ¢ 7;.X

Em resumo, temos as seguintes equivaléncias:

g é um mergulho < 7, é injetiva e (dmp), é injetiva Vz € X (veja [JH]-14.9)

S0¢Ty Vo, ye X,z #y, el ¢ TXVzeX

& 0 ¢ Sec(X) (proposigao 4.25)
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Coroldrio 4.26: Se C C P™ é uma curva nao-singular (n > 4) entéo existe § ¢ C

tal que a projegao my desde 0, d4 um mergulho de C em P"~1,

Demonstragao:Sabemos que dim Sec(C) < 2dim(C) + 1 = 3. Logo se n > 4
entdo Sec(C) # P". Portanto, existe § € P" tal que 6 ¢ Sec(C). Pela proposigao -
(4.25), tem-se que 7y é um mergulho de C em P2,

Coroldrio 4.27: Toda curva C C P™ nao-singular, pode ser mergulhada em P2,

Demonstragao: Se n < 3 podemos considerar P* como subespago de P?, por-

tanto nao ha nada a se demonstrar.
Se n > 4, usamos o coroldrio 4.26 repetidamente e projetamos desde um ponto

até mergulhar C em P?

Lema 4.28 (A. Terracini): Consideremos uma variedade X C P" r-dimensional,
nao-singular sobre um corpo K, z e y dois pontos distintos de X e Zy a reta que

liga z a y. Entao:
a) dim(T,X NT,X) > 2dim X — dim Sec(X)

b) Se z € Ty, z # z, z # y, entdo < T, X, T, X >C T,Sec(X), onde
< T;X,T,X > denota o menor subespago de P" contendo T X e T, X.

Se car (K) = 0, entdo existe um aberto denso de X x X —A onde a igualdade se
verifica em (a) e um aberto denso na variedade secante Sec(X) onde a igualdade

se verifica em (b).
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Demonstragao:

Consideremos o conjunto
So = {(z,y,2) € (X x X — A) x P" | 2 € 77},

p: So—mXxX-—-A T: Sg— P"
@y2)— @) °  (@y2)r—z
as projecoes induzidas pelas primeira e segunda projecdes candnicas em
(X x X — A) x P", respectivamente. Observemos que a projegao p é sobreje-
tiva e que cada fibra p~!(z,y) é a reta ZTy. Pelo teorema da dimensdo da fi-
bra temos 1 = dimp~!(z,y) = dimSp — dim(X X X — A) e que dai decorre,
dimSp = dim(X x X —A)+ 1 = 2dimX + 1. Por outro lado, X x X — A §
irredutivel em P* x P" e p regular com fibras irredutiveis, de dimensao comum.

Portanto, Sy é também irredutivel.

Por outro lado, a imagem 7(S5p) é um aberto denso em Sec(X) pois a variedade
Sec(X) é irredutivel e 7(Sp) é um aberto ndo vazio em Sec(X).

Suponhamos que o ideal I(X) da variedade X seja gerado pela familia de
formas F1, Fy, ..., F;, no anel K[Xo, X3, ..., X)) e que X-C U, ~ A™ C P*. Ou seja,

nenhum ponto de X estd no hiperplano do infinito. Consideremos:

S ={(z,y,2) € (X x X — A) X P" | Fy(z) = Fuly) =0,
(y1 — 21)(2 — ;) = (21 — 21) (3s — 23);
i1 €{1,2,..,nteac{l,2,..,m}} CSy

e onde se denota z = (1,%2,...,%n), ¥ = (Y1,¥2,,Yn) € 2 = (21, 22, ..., Zn), COM
T1 # Y1 '

E bom lembrar que o aberto U, >~ A™ C P" é tomado de modo a pudermos

denotar z,y e z desta forma.
Consideremos em seguida, a familia de polinémios G;(X,Y,Z) € K[X,Y, Z]
onde X = (X;,X5,...,X,), Y = N, Ya,....Y2) e Z = (21, 2,, ..., Z,) definidos
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por G;(X,Y,Z2) = (Y1—X1)(Z; — X;) — (Z1 — X1)(Y: — X;). Neste caso, para cada

E (z,y, 2) arbitrariamente fixo em S§ temos:

3

: " OF,(x

H Tiay,2)S0 = {(fa"l:P) € A% | Z—aT() (¢ —z;) =0,
1 %

2. 9Fa(y
> 2 (-39 =0 o

" 0G; Y, = 0G; i2)
Z%z‘) (ei_mi)_*_z_a_g”yﬂ (m: — vs)
=1 z Z

=1

+28G :vy,z) Cop =)=, je{1,2,..-,n}}
i=1

Ou seja,

n OF, ('z:) foi—

Tas)S3 = {(e,1,0) € A | £ 22 (6= z) =0,

> 2= ) = 0 ¢ (s~ ) s )

+(z1 =) (& — ) + (2 — ) (M — 21) — (21 — 20) (s — ) —

(v —z:)(p1 —21) + (1 —21)(pi — 2) =0, i € {1,2,...,,n}}.
Assim, se (€,7,p) € T(z,,2)Sp, temos: e € T, X, n€ T, X e
(—z — z;)(e1 — 71) + (21 — ml)(f — ;) + (2 — z:)(m — 1) —
(21 —z1)(m — ) — (% — ) (o1 — 21) + (1 — 21) (0 — ) = 0}
§€ {1,2,:,n}

Mas z, y e z sao colineares, nos permitindo entdo tomarmos o sistema de

. coordenadas tais que z; = y; = z; = 0 para i € {2,3,...,n}. Neste sistema, as
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equacdes de T{;,,,)Sg, se tornam

(*)  (—=z)pi = (21— z1)m — (21— y1)&; § € {2,3,...,n},
junto com as equacdes de T; X que sao expressas nas coordenadas €y, €y, ..., €,, €
as equagoes de T}, X que s@o expressas nas coordenadas 7,7, ..,7,. Na hipStese
T1 # Y1, temos que, (€,7, p) € T(zy,:)S5 C A® implica:
21— Ty 21— T

= ; — € 1€12,3,..,m
5 1J1"-'01771 yl—-'Blz { }

Afirmacgao: Se o ponto (€,7,p) estd em T(z,,,)Sg, temos p €< T, X, T, X >.

De fato, se tomarmos p} = _2:1—_.1:1m S €; temos
Y1— o Y1— Ty

a = (p},p2, ..., Pn) €< T X, TyX >. Por outro lado, a reta Ty C< T X, T, X >.
Como a reta Ty é a reta {(a,0,0,...,0)}, temos a + Ty €< T X, T,X >, de
modo que a primeira coordenada pode ser modificada arbitrariamente. Dal,
(P, P2y -y Pn) + (a,0,...,0) e< T X, T,X > YVa€ K.

Se tomarmos a = p; — p}, temos de fato, p = (p1,p2, ..., Pn) €< Tz X, T, X >.
O que prova a afirmagao. Consideremos agora a hipStese adicional que z # z e

z # y. Vamos provar a reciproca da afirmagao. Ou sgja, se P €< T X, T, X >,

entdo existem ¢ € T, X e n € T, X tais que (£,7,p) € T(4y,)Ss- Para verificar
isto, observamos primeiro que se p €< Tp X, T,X > entao existem & € T, X
en € T,X tais que p; = Ae; + pun; para cada \,p € K ei € {1,2,...,n}. Se

/\=—(zl—y1)e 21— N

= entdo, tem-se que (¢',7', p) € T(z, 1Sy por ().
ey T g que (€',7',p) € T(z,5)So P ()’
Se A e p néo forem assim, tomemos (€,7, p) em < T; X, T, X > satisfazendo:
Nla—
61— = -M(fa —1z)
Ml — ‘21 )— T
g=—"NT"y. e (2,3,...,n}
z1 —( T )
Y1 —21) , .
oy LT O e fa
=" n—m3 i€ n}
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/"’(yl = -731) .o
g A s § € 12,8470 )
n 7 — T, M 4 € { }

Como z = (21,0,...,0) e y = (1,0,...,0) temos que ¢ € T,X en € T, X e de
pi = X€; + un., decorre entao que '

=X f 2= 2 (21—?/1) 21— 21 — Ty
i=— | ——— |6+ =—|—— | =-— €+ i
4 A (yl -931> A \Y1—21 ?7 Y1— 21 n —-’Eln

Ou seja,
(11 — z1)pi = — (21 — y1)& + (21 — 1) s
Portanto (€,7, p) € T(z,2)(Sg), como afirmado.
Como S5 C X x X X A™ tem-se que T(z,,,)Sq C ToX X T, X X A". Mas
Sg C A"xA"x Sec(X) e portanto, T(yy,,)S§ C A"XA"XT,Sec(X). Contudo, para
cada p €< T X, T, X > existem € € T; X e n € Ty X tais que (€,7,p) € T(z,2)Ss;
dai, se ter < T X, T,X >C T,Sec(X) o que prova (b).

E mais, se z é um ponto néo-singular da variedade Sec(X), temos:
dim(SecX) = dimT,Sec(X) > dim < T X,- T, X >
= dim T, X + dim T, X — dim(T, X N T, X) (%)
= 2dim X — dim(7, X N T, X).
Portanto, dim(7,X NT,X) > 2dim X — dim(SecX)
Suponhamos que car(K) = 0, para cada (z,y,2) € Sj, consideremos a dife-
rencial dT(zy.z) : T(z,,2)50 — TxSec(X). Como car(K) = 0, o teorema de Sard
‘garante a existéncia de um aberto e denso U C Sec(X) tal que para cada ponto

z nao-singular a diferencial d7(s,.), é sobrejetiva, para cada (z,y,2z) € 7712.

No caso afim, temos (€,7,p) € T(zy,2)S; se, e somente se, p €< T X, T, X >.
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Portanto, d7(zy,,) é sobrejetiva se, e somente se, < T, X, T, X >= T,(SecX). Mas

isto ocorre se, e somente se,
dim(T X NTyX) = 2dim X — dim(Sec(X)),

como se deduz de (x).H

A seguir definiremos duas variedades especiais associadas a uma variedade

X C P" e demonstraremos o lema 4.30 como uma aplicagao do lema de Terracini.

Definigao 4.29: Sejam X C P" uma variedade e Sec(X) a sua variedade secante.
Dado um ponto z € Sec(X) — X, define-se o cone secante 3_(z) como o fecho em
P" da uniao de todas as retas secantes a X passando por z.

Definimos também o lugar secante denotado por @, como o fecho do conjunto
de todos os pontos de X que estdo em algumas secante a X passando por 2.
Assim Q, C Y (2)N X, e Q, = ¥(2) N X para todo z em um aberto denso de
Sec(X) — X.

Lema 4.30: Seja X C P" uma variedade nao-singular. Entao, dimQ, >
2dimX + 1 — dimSec(X), dim¥(z) > 2dimX + 2 — dim Sec(X) para cada
z € Sec(X) tal que @, # ®. A igualdade se veriﬁga em um aberto denso de
Sec(X). Em particular, se dim Sec(X) =n — 1 entdo dimQ, = 2dim X —n + 2
e dim ¥ (2) = 2dim X — n + 3 para cada z em um aberto denso em SecX — X.

Demonstragao:

Seja Sy conforme lema de Terracini. De 14 temos: Sy irredutivel e, dim Sy =
2dimX + 1. Seja 7 : Sy — Sec(X), a aplicagdo induzida pela projecao X X
X — A — P". Neste caso, 7 é dominante e dim77!(z) > dim Sy — dim Sec(X) =
2dim X + 1 — dim Sec(X) para cada z € Im(7).

Observemos que para z € X, as fibras p~*(z) = {(z,y,2) € Sy | z € Ty} onde
p:Sp — X é induzida pela primeira projegdo e 77 (2) = {(z,y,2) € Sy | z € TF}.
Se denotamos por p; a restrigdo de p a fibra 771(2), sendo z fixo e arbitririo em

Sec(X), temos p; : 77!(2) — X, e p; finita. Portanto, dim77!(z) = dim Im(p;) =
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dimQ, epi’(z) =p~'(2)NT7(2) = {(z,9,2) € So | z €TY} = {y € X | z € 7T}
~ Assim,

dim @, = dim77(2) > 2dim X + 1 — dim Sec(X) e
dim @, = 2dim X + 1 — dim Sec(X)

para cada z em um aberto e denso em Sec(X), e tal que Q, # ®. Sedim Sec(X) =
n—1,dim@Q, = 2dim X —n 4 2, para todo 2z em um aberto e denso em Sec(X).
Por outro lado, 771(2) = {(z,y,2) € S | z € TY}.

Definamos a aplicagao
F: T Ha) X P — P
((z9,2);[A: p]) — Az +py

Seja w € Im(f). Como f~}(w) = {(z,y,2); [\, 1)) € 771(2) x P* | Az + py = w}
tem-se que f é finita. Por outro lado, temos que Img(f) = {w € P* | 3 (z,y) €
- X x X tal que Wz =Ty} = Y (z). Portanto,
dim } (2) = dimIm(f) = dim(771(z) x P!) =
=dim77!(2) +1> 2dimX + 1+ 1 — dim Sec(X) = 2dim X + 2 — dim Sec(X).
Se dim Sec(X) =n—1 entdo dim 3(2) = 2dimX+2—n+1=2dim X +3—n.H

Proposigao 4.31 (F. L. Zak): Seja X C P" é uma sub-variedade fechada r-
dimensional, e ndo-singular. Supondo que dim Sec(X) < n — 1, e X nao contida
em hiperplano algum. Se z é um ponto de Sec(X) — X, e H é um hiperplano tal
que H D T,Sec(X), entéo Q, C Sing(X N H). Em particular, Sing(X N H), tem

~dimensao maior ou igual a 2dim X — n + 2.

Demonstragao:

Vimos, no lema 4.30 que existe um aberto em Sec(X) — X consistindo dos

pontos nao-singulares, z tais que dim @, > 2dim X —n+2. Seja z um ponto desses
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e H um hiperplano tal que H D T,Sec(X). Pelo lema de Terracini, T, X C H

para cada = € X tal que z pertenga a uma secante de X passando por z.

Afirmagao: Se z € Q,, z €Sing(H N X). Bem, se z € Q, = fecho{a €
X | @z € fechoS(X)} existe y € X tal que z € Zy € S(X). Como Tp,(X N H) =

T XNT,H=T,XNH=T,X, implica dimT,(X N H) = dim7,X. Por outro

lado, dim(X N H) = dim(X) —1 pois X & H. Logo dimT,(X N H) =dimT, X =
dim X > dim(X NH). Neste caso,  é um ponto singular da variedade XN H. Ou
seja, @, C Sing(X N H), e daf, dim Sing(X N H) > dim @, > 2dimX —n+ 2.0

Teorema 4.32 (Conexidade): Seja P = P™*xP" x ... X P" o produto de r cépias
do espago projetivo P" e seja A a imagem da diagonal definida por um mergulho
de P* em P. Se X é uma variedade irredutivel, f : X — P um morfismo, com
dim f(X) > (r — 1)n, entdo f~1(A) é conexo. (veja [W.J] - 160).

A demonstragao deste teorema foge do objetivo desta monografia. Por isto,

nao serd incluida aqui.

Lema 4.33: Sejam X uma subvariedade fechada de P™ sobre o corpo K algebri-
camente fechado, de caracteristica arbitraria e ¥ uma subvariedade irredutivel de
X. Seja yo um ponto de Y e zp um ponto de X tal qué a reta L = Tpyp nao esteja
contida em X e @ um ponto de L — X.

Se dim X 4+ dimY > n, entéo existe y € Y tal que 0 € T, X.

Demonstragao:

Consideremos as projegoes

T: X — Pl g XXY — P %
g+— OznP~1  ° (z,y) — @znP*L, GynP1) -

Fixemos (z,w) em g(X X Y) tendo-se g} (z,w) = {(z,9) € X XY | z € 0z

e y € Ow}. Portanto, g~(2,w) tem dimensdo igual a zero, pois as retas 0z e
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* Apn-1) temos que U é fechado em X XY — A . Além disso, g 1 (Apn-1) = Ay U

0w ndo estdo contidas em X, interseptando X portanto num conjunto finito
de pontos. Daf, se ter que cada fibra de g é finita e (Teo 2.30) a existéncia de
um aberto V' C g(X,Y) tal que dimg™'(z,w) = 0 V (z,w) € V. Portanto,
dimg(X xY) =dm(X XY) = dimX +dimY > n. Assim, pelo teorema da

conexidade (4.32), temos que g~ 1(Apn-1) é conexa em X x Y. Por outro lado, se
definirmos

U={(z,y) e XxY |z #yen(z)=n(y)}
={(z,y) e X xY — A | g(z,y) € Apn-1},
temos que U # ¢ pois (29, %) € U jé que Oz¢ = Oyo. E como, U = g g(X xY)n
U.
Como g~ !(Apn-1) é conexo temos que Ay NT # .
Como (y,y) € U, provemos que § € T,X. Com efeito, seja
So={(z,y,2) € (X x X — A} x P" | 2z € 77}

entdo (y,y,z) € S se, e somente se, z € T,X (veja [RJ] - 197).

Como (y,y,0) € fecho{(z,y,0) |z #y, 0 €Ty} C Sy entdo € T, X. W

-, Teorema 4.34: Sejam X C P" uma variedade nao-singular sobre o corpo K

(alg. fechado, de caracteristica arbitriria) e H um hiperplano de P*. Entao,

Sing(X N H) tem dimensao menor ou igual a n — dim X — 1.

- Demonstragao:

Seja Y um componente irredutivel da variedade Sing(X N H ) tal que T, X C
H V y €Y. Suponhamos dimSing(X N H) > n — dim X. Consideremos zo €
X - H, Yo €Y tal que a reta L = Ty, ndo esteja contida em X. Seja § € L — X.
Como por hipétese Sing(X N H) # ¢, afirma-se: LN H = {y,}.
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De fato, L néo estd contido em H pois zo ¢ H. Entdo, LN H 74 ¢ pois
Yo € LN H ja que yy € Ty, X C H. Neste caso, LN H s6 tem um ponto. Ou seja,

{wo} = LN H. Por outro lado, pelo lema (4.30), § € T, X C H para algumy € Y,

o que contradiz a hipétese de 0 nao pertencer a H. Dali, dim Sing(X N H) <
n—dimX — 1.H '

Coroldrio 4.35 (F. L. Zak): Sejam X C P" uma variedade nao-singular e H um
hiperplano de P* que nao contém X. Se X puder ser projetada isomorficamente

sobre sua imagem X' C P*~!, temos:
dimSing(XNH)<n—-2—-dimX

Demonstragao:

Consideremos § € H — Sec(X), n: P*— P! e X' = n(X).
z — Oz NP1

Observemos que se z,y € X e m(z) = 7(y) entdo Oz NP1 = Gy N P! e daf
z =y pois 0 ¢ Sec(X). Portanto, 7 restrito a X é injetiva.
Como 7/x é finita temos dim7(X) = dim X’ = dim X. Observemos também

que 7(H) é um hiperplano em P*~1, uma vez que,

W(H)={yelP’"‘1|3m€Hco£17r(:z:)=y}
={yeP*! |3z € H tal que Iz NP ! = {y}}.

Ou seja, n(H) =P 'NH := H'.

Por outro lado, X é mapeado em X e X N H é mapeado em X NH' através de
7!'/x. Daf,

dim(X N H) = dim(X N H') e all
dim Sing(X NH') <n—1—dim(X) —1
=n—2—dimX.

obtida aplicando (Teo 4.34) & variedade X NH' C P* 1. W
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Teorema 4.36 (F.L. Zak): Seja X C P™ uma sub-variedade n&o-singular e

fechada. Se X gera P", e pode ser projetada isomorficamente sobre P*~!, entéo,

dimX < %(n— 2):

Demonstragao: .
Pelo corolario 4.35, temos que dim(Sing(X N H)) < n— dim X — 2 para cada
hiperplano H de P". Por outro lado, ji vimos que existe um hiperplano H de P*
tal que dim Sing(X N H) > 2dim X —n + 2.
Portanto, 2dimX —n + 2 < dimSing(X N H) < n —dim X — 2. E disso,
2dimX —n+2 <n—dimX — 2. Logo 3dimX < 2n — 4. Portanto, dim X <
2(n—2).1

Colordrio 4.37: Seja X uma variedade nao-singular e nao contida em
2

nenhum hiperplano de P*, com dimX = g(n —2) e dimSec(X) < n— 1.

Entdo dimSec(X) = n — 1. Em particular, dim¥(2) = 2dimX —n +3 e

dim@, = 2dim X —n + 2.

Demonstragao:
Seja 6 um ponto em P" — Sec(X).

Consideremos a projegao,

mps X — Pl
z — OznNPr1

desde o ponto 8 € P" —Sec(X). Como 6 ¢ Sec(X), m projeta X isomorficamente

na sua imagem X C P"!. Portanto,
. = S e 2
dimX =dim X = g(n -2)> g(n— 1-2).

Logo, pelo teorema (4.36), X nio pode ser mapeada isomorficamente sobre sua
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imagem em P"~1. Ou seja, Sec(X) = P!, Portanto,
dim Sec(X) = dim Sec(X) = dimP" ! =n — 1.

Por outro lado, pelo lema (4.30), temos que dim Y (2) = 2dimX —n + 3 e que
dim@, = 2dimX — n + 2 para todo z num aberto e denso U da variedade

Sec(X). 1

Proposigao 4.38: A dimens@o da variedade secante da variedade de Veronese

ve(P?), é igual a 4.

Demonstragao:

Consideremos a Veronese

vy : P? — P5
2..2.

(o : 2y 2 ] — [2d: 2} :2d: 207 : ToZs 1 T125)

Tomemos o ponto P=[0:1:0:0:1:0] € P°.
Afirmamos que P ¢ Sec(v,(P?)). De fato seja

Q = [z2: 2} : 22 : Toz1 : 20Ty ¢ 21,

um ponto arbitrdrio de vy(P?). Vamos verificar portanto que a reta PQ nao é
uma secante honesta e tao pouco uma reta tangente.

Seja entao
L="PQ = {[uzd : A+ pa? : pzl : pzomy : X + pzoTs : pa139) | [ : p] € P},
a reta que liga o ponto P ao ponto @ em P°. Consideremos os polinémios

Fi=2Z02, — 22, Fs = ZoZa— B2, Fo= ZaZs— 22
Fy = ZoZs — Z3Zy, Fs = Z3Zy — ZyZs, Fs = Z3Z5 — 2124

geradores do ideal I(vy(P?)). Portanto, um ponto

6
R = [paf: A+ pal : pay : paomy : A + paoms 1 pziy) € () Z(F)

=1
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se, e somente se,

[ pag(A + pal) — pPafa] = Maf =0 (1)
p2xd3z2 — (A2 + 20\uwozy + plxdzd) = — A2 — 2\uzoz2 = 0 (2)
(A -+ pa o} — et} = A = 0 @
pralzizy — pxozi ()N + pxozs) = AMuzoT2 = 0 (4) '
prozizl — (A + pzomo) paize = —Auziz9 = 0 (5)

| p2zozizs — (A + pa?)(\ + pzozs) = A2 + Auzozy =0 (6)

Portanto de (4) decorre (7) Auzozy = 0. Assim, se 7923 = 0 tem-se A = 0 em
(2). Por outro lado, se zozs # 0, tem-se Ay = 0 em (7). Se p = 0, terfamos
 P=[0:1:0:0:1:0] que nio estd em v,(P?). Portanto, 1 # 0 e dai A = 0.
Consequentemente, L N vy(P?) = {Q}. Restando apenas monstrar que L nao é
uma reta tangente a v2(P?) no ponto Q.

Suponhamos entao que para algum
2 oimie il . . .
Q = [z5 : 27 : 25 : TpZy : Ty : T1Ty),

a reta L = PQ) seja tangente a vy(P?). Neste caso,

L C To(va(P?) = [ To(Z(F)).

i=1
Mas,
TeX: = Z(a22 + 2220 — 22021 75) ' 1)
TQXQ = Z(x8Z2 + IB%ZQ = 2.’1?0:171Z4) (II)

TQX;; = Z(m%Zg + x%Zl - 2$1$2Z5) (IH)
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TQX4 = Z(.’IJ(Z)Z5 — Ty Z4 — $0$2Z5 = $1$2Z4) (IV)

TeXs = Z(x2Z3 + o712 — 20275 — 212974) (V)
TQX(; = Z(—.’L‘%Z,; + Tox1 25 — TpT2 2 + $1$2Z3) (VI)
Mas se R € PQ,

R = [ug} : A+ pa? : palk : pzozy : A 4 pxoxs : pi2s)

para algum [A: p] € P! e algum [zg : z; : z4] € P2

Assim temos:

i) LCToX; <= z3(\+ pa? + priz? — 2uzlz? =0
<= M=0VIeK < z,=0

ii) L CTgX;com zo =0 <= pziz? + zi(\ + pz?) — 2uziz? =
= pz3z2 + Az2 + palzl — 2uzlar2 = A2 =0V A € K <= z, = 0.

111) Lic TQXG com Tg =Ty =0 < —IB%Z4 =

< -2\ =0V X € K <= z; = 0. Portanto, nenhuma reta L = PQ
com Q € wy(P?) estéd contida no espago Tq(uz(P?)). Ou ainda, PQ ¢
Sec(va(P?)) V Q € v(P?). Daf, Sec(va(P?)) ¢ P5. Além disto, a va-

2
riedade vy(P?) apresenta dimensao igual a 2 = 5(5 — 2) e néo estd con-

tida em hiperplano algum de P°. Neste caso,, o colorario (4.37), garante
dim Sec(vz(P?) = 4.H

Proposigao 4.39: A dimensdo da variedade secante da variedade de Segre
o(P? x P?) ¢ igual a 7.
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Demonstragao:

Sabe-se que o(IP? X P?) é realizada em P® pelos zeros comuns aos menores 2 X 2

da matriz
Zo Zv 2y
M,w2xp2y= | Z3 Zs Zs
Ze Z7 Zg
Portanto,
9
a(]P’2 X ]P’2) =Z(F1,Fs,....,p) = ﬂ Z(F;)
onde
.X1 = Z(Fl) ( 78 — Z5Z7)
Xo = Z(Fy) = Z(2128 — Z2Z7)
X3 = ( ) = Z(Z Z5 == szfl)
Xy = Z(Fy) = Z(Z3Zs — ZsZs)
Xs = Z(F5) = Z(2ZoZs — ZyZs)
Xe = Z(Fs) =2Z(2ZoZ, ZgZ';)
X: = Z(F7) = Z(ZSZ7 Z4Zg)
Xg == (Fs) == Z(Z126 s Z()Z7)
Xo = Z(Fy) = Z(ZoZy — Z17Z3)

Afirmagéo: Se P=1[0:1:0:0:0:1:1:0:0] € P® entao, P ¢ Sec(c(P? x P?)).
Provaremos este fato mostrando que para cada Q € o(P? x P?), cada reta PQ

intercepta o(P? x P?) apenas no ponto @, e nenhuma desta retas, é uma reta
tangente a o(P? x P?) em Q.
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Consideremos arbitrariamente os pontos

Q = [ToYo : Toy1 : ToY2 : T1Yo : T1Y1 : T1Ya : TaYo © ToY : ToYe) em o (P? x P?)

e AP + pQ = [uzoyo : A + pToys : BToYs : UT1Yo © PET1Y1 A+ UT1Ys 1 A+ pTayo ¢

: U2y : PToTa)
com [A: p] em P! e AP + u@Q na reta PQ que liga o ponto P ao ponto Q.

n
Portanto, AP + uQ € () Xi = o(P? X P?) se, e somente se,

i=1
AZoy1 =
AUT2Yy =
A+ Augyys + Mumoy; =
A Auzoyo + Auziye =
AUZoYs =
AUToYo =
A1y =
N+ Auzayo + Muzoyr =

O IS e I I @ '@ Q O

—AUT 1Yo = .
Na hipétese A\u # 0, as equagdes (1), (2), (5), (6), (7) e (9), garantem que
Ty = 0

ToY2 =

ToY2 =

0

0

Toyo = 0

Ty = 0

z1y0 = 0
Das equagdes (3) e (4) decorre que:

ABT1Ya + AUToY1 = AUTaYo + AUT1Ys.
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Portanto, 2oy, = z2y0. E das equagdes (2) e (8) decorre z,yy = zv;.
Neste caso,

Q=[0:20y1:0:0:0: 21y : Toyp: 0: 0] =
=[0:29y0:0:0:0: Zoyo: Toyo:0:0] =
=[0:1:0:0:0:1:1:0:0] =P ¢ o(P? x P?).

Na hipétese A = 0 decorre A = 0 e PQ N (P? x P?) = {Q}. Além disto, PQ ndo

é reta tangente a o(P? x P?) em @, porque se PQ for tangente a o(P? x P?) em Q
temos

9
PQ C To(o(P? x P?)) = (| ToX: = PQ C ToX: Vi€ {1,2,...,9}.

=1

Mas,

ToXy = Z(22y2Zs — 2291 Z5 — T1Y2 27 + T1Y1 Z8) Q)
=> PQ CToX; <= Azyy; =0VIEK

ToXy = Z(29y2Z1 — 9122 — ToYaZ7 + Toy1 Zs) (i)
=>PQCTQX24=>Ax2y2=0VA§K
ToXs = Z(z1y221 — 219125 — ToY2Z4 + ToY1Zs) (iif)
= PQ C TgXs <= ANz1y2 + zoy1) =0V EK
ToX4 = Z(29y223 — T9yoZs — T1Y2Z6 + 130 Zs) (iv)
=>PQ CTQX4¢>)\($2yQ+Z‘1y2) =0V)AeK

ToXs = Z(22y220 — T2YoZ2 — ToY2Zs + ToYoZs) )
= PQ CToXs <= Azoy, =0V A€ K

ToXe = Z(z1y220 — 219022 — ToY2Zs + ToYoZs) ()
=>PQCTQX5<=>)\$0yQ=0VA€K
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ToX7 = Z(22y123 — ToyoZa — T191 Zs + T1Y0Z7) (vii)
=> PQ CToX7 <= Az1y1 =0VAEK

ToXs = Z(—22y1Z0 + T2yoZ1 + Toy1Z6 — ToYoZ7)
= PQ CTQXg — /\($2y0+$0y1) =0VAeEK

ToXy = Z(219120 — Z19Y0Z1 — Tot1 Z3 + ToyoZa) (ix)
=>PQ CTQXQ@AJleo:OVAEK

9
Neste caso, PQ C Tqo(P? x P?) = [ ToX; se, e somente se,

$=1

ALy =
ATyys =
AT1Ys + AToyy =
AZToYs + AT1yy =
AToyy =
AToyo =
AzTiy1 =
AToYo + AToy:r = (viii

Vk (ix

o O O O O o o o o

ATy =

Das equagdes (iii), (iv), (viii) decorre:

AZ1yp =0
AZoy1 =0
/\$2y0 =0

Neste caso, o ponto @ teria todas coordenas nulas. O que nao pode ocorrer.
Ou seja, a reta PQ néo ests contida em Tq(o(P? x P?)). Daf se ter dim Sec(o (P? x
2

P?)) < 7. Como dimo(P2xP?) =4 = §(

8—2) e o(P?xP?) n3o se encontra imersa
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em hiperplano algum em PP, temos pelo corolario (4.37) que dim Sec(o(P?xP?)) =
7.1

Proposicao 4.40: A dimenséo da variedade secante da variedade Grassmaniana
G(1,5), é igual 13.

102



Demonstragao:

Consideremos o ponto P={1:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1:1:0:0]

em P, Vamos mostrar que nenhuma reta incidente a G(1,5) passando por P,

estd na variedade das retas secantes S(G(1,5)). Mostrando-se assim, que P ¢
Sec(G(1,5)); isto é, dimSec(G(1,5)) < 13.
Pois bem, das relagdes de Plucker, decorre que o ideal I(G(1,5)) é gerado pela

15
familia {F;}1<ic15 de polindmios a seguir, e que G(1,5) = (") X; onde:

B
K =
Xy =
Xg ==
Xg =
K, =
%y,
A
Xy =
X0 =
Xu =
X1 =

Seja entdo Q = [wp : wy :

i=1
Z(ZoZo + ZsZy — Z1Zg) = Z(Fy)
Z(ZoZro + ZsZs — Z1Z7) = Z(F3)
Z(ZoZv1 + ZsZy — Z1Z8) = Z(F3)
Z(Z1Z12 + Z9Z3 — ZyZvo) = Z(Fy)
27 Fisk Bo T~ Tl Y= HE)
2(Zo S+ ZaTs— ZaZr) = Z(FY)
Z(ZoZys + Z6Z4 — ZyZ3) = Z(FY)
Z(ZoZra + Z72Z4 — Z3Zg) = Z(Fy)
Z(Z1Z14 + Z10Zy — Z3Z11) = Z(Fy)
Z(ZaZna + Z1aZs — Z3Z13) = Z(Fio)
Z(ZsZha + ZoZy — ZsZ10) = Z(Fn1)
Z(ZsZhs + ZgZg — ZeZ11) = Z(Fia)
Z(Z5Z14 + ZvoZs — Z7Zy) = Z(F13)
Z(ZeZha + Z1228 — Z7Z13) = Z(F1a) -
Z(ZoZhs + Z12Zn — Z10Z13) = Z(Fis)

W P W3 1 Wy @ Ws @ Wg: Wy : Wg: Wy : Wy : Wy - Wyg &

w13 : Wy4) um ponto arbitrério de G(1,5) e R = AP + @, [A: u] € P!, um ponto
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da reta PQ que liga o ponto P ao ponto Q.
Assim, R = AP + p@ € G(1,5) se, e somente se:

Apwg = 0 (1
AMpwy = 0 (2
N+ Ap(wo+wy) = 0 (3)
Mw; = 0 (4)
Aw, = 0 (5)
b E Ap(wo +wrp) = 0 (6)
Apwg = 0 (7)
Mawy = 0 8)
Aws = 0 9)
Awy = 0 (10)
Apws = 0 (11)
Apwg = 0 (12)
Apwr = 0 (13)
Mws = 0 (14)
A+ Ap(wy +wig) = 0 (15)

Neste caso, basta considerarmos o caso Az # O poisse A\=0, R=P. E,se pu =0,
R = Q. Por outro lado,as equagdes (3), (6), e (15), nos fornece wy = wy; = wyy

na hipétese A\ # 0. E, neste caso,
Q=[w:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:wp:wp:0:0]=P.

contradizendo a escolha de P ¢ G(1,5)
Portanto P nao pertence a nenhuma reta ”secante honesta ” de G(1, 5). Prove-

mos agora que P nao pertence a nenhuma reta tangente a G(1,5).
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15
Como TqG(1,5) = (| TeX; e ToX; é dado por:

i=1

TQXl = Z
ToX: =2

WoZy + WeZo + Ws Ly + wels — w12 — wsZI)
woZ10 + W10Z0 + Ws Z3 + w3 Zs — w1 Z7 — wr Z,)
TQX3 =7 ’UJoZn -+ ’U)uZo -+ 'w5Z4 -+ ‘LU4Z5 = ‘LU1Z3 = ngl)
TQX4 =7z w1212 + w1221 -+ ’lU9Z3 + ’LU3Z9 = 'leZm = w10Z2)
ToXs = Z(w1Z13 + w1321 + weZy + waZy — weZy1 — W112)
ToXe = Z(woZ12 + wi2Zp + weZ3 + w3 Zs — WeZy — Wy Zs)
ToX7 = Z(woZ1s + wi3Zo + WeZy + Wy Zg — WaZy — Wy Zs)
TQXS = Z(’U)QZ14 - 'U)14Z0 - 'LU7Z4 - 'LU4Z7 B 'U)3Z8 = w8Z3)
ToXe = Z (w1214 + w1aZ1 + w1024 + Wy Z10 — W3 211 — w11 Z3)
ToX10 = Z(waZ14 + w142y + w1224 + waZ12 — w3 Z13 — w13 Z3)
ToX1 = Z(wsZ12 + w12 Zs + we Z7 + w7 Zg — weZ10 — W10Z6)
TQXm = Z(‘LU5Z13 + w13 Zs + Wy Ly + wgZg — we 1y — wuZa)
ToXi3 = Z(wsZ14 + w1425 + wi0Zs + wsZ10 — W7 211 — W11 27)

(

(

ToX1s = Z(weZ1a + w1426 + w1228 + w19 — Wr 213 — w13 Z7)
ToX1s = Z(weZ14 + w1429 + w12 211 + w1212 — W10Z13 — W13Z10)

temos que AP + u@ € ToG(1,5) V[ : u] € P! se, e somente se,

Awg =

Ay =

Mwo +wyy) =
Aw, =

Ay =

AMwo +wyp) =
Az =

Ay =

/\'11)3 =

Q O & 0 O O o QO QO O

/\11)4 =

105




Aws = 0 (11)

Awg = 0 " (12)

Aw; = 0 (13)

Awg = 0 (14)
AMwpp+wpp) = 0 (15)

Das equagdes (3), (6) e (15) tem-se que wy = wy; = wyy. Portanto
Q=[w:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:wp:wp:0:0=P

Como P ¢ G(1,5), tem-se que AP + uQ € ToG(1,5) se, e somente se, A = 0. Ou
seja, P néo pertence a nenhuma reta tangente a G(1,5). -

Portanto, P ¢ Sec(G(1,5)). Logo, dimSec(G(1,5) < 13. Como G(1,5) é ndo
degenerada em P! e dimG(1,5) = §(14 — 2), tem-se, pelo coroldrio 4.37, que
- dimSec(G(1,5)) = 13.1
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