Bruno Cartaxo Brunet Vilar

O Principio de Fermat e a Geometria da Luz

Joao Pessoa - PB
2024



Bruno Cartaxo Brunet Vilar

O Principio de Fermat e a Geometria da Luz

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de Pés-Graduacao Stricto Sensu em
Fisica da Universidade Federal da Paraiba,
como parte dos requisitos para obten¢ao do
titulo de Mestre em Fisica, na area de Gravi-
tacao e Cosmologia.

Universidade Federal da Paraiba — UFPB
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza — CCEN

Departamento de Fisica — DF

Orientador: Prof. Dr. Carlos Augusto Romero Filho

Joao Pessoa - PB
2024



Cat al ogacdo na publicacao
Secdo de Catal ogacdo e C assificacéo

V697p Vilar, Bruno Cartaxo Brunet.
O Principio de Fermat e a Geonetria da Luz / Bruno
Cartaxo Brunet Vilar. - Joao Pessoa, 2024.
74 f. o i0l.

Ori entacgdo: Carlos Augusto Ronmero fil ho.
Di ssertacdo (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Geonetria da luz. 2. Principio de Fermat. 3.

Anal ogi a 6ptico-necénica. |. Ronero filho, Carlos
Augusto. 11. Titulo.
UFPB/ BC CDU 514. 8(043)

El aborado por ANNA REG NA DA Sl LVA RIBEI RO - CRB-15/24




E g

L

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés-Graduacio Stricto Sensu em Fisica

Ata da Sessao Publica da Defesa de dissertagao de Mestrado
do aluno Bruno Cartaxo Brunet Vilar, candidato ao Titulo
de Mestre em Fisica na Area de Concentragio Gravitagdo e
Cosmologia.

Aos vinte e cinco dias do més de julho do ano de dois mil e vinte e quatro, as 16h00, na sala 201,
reuniram-se os membros da Banca Examinadora constituida para avaliar a dissertagdo de Mestrado,
na area de Gravitagdo e Cosmologia, de Bruno Cartaxo Brunet Vilar. A Banca Examinadora foi
composta pelos(as) professores(as) doutores(as): Carlos Augusto Romero Filho (UFPB), orientador
e presidente da banca examinadora, Valdir Barbosa Bezerra (UFPB) e Henrique Pereira de Oliveira
(UERJ). Dando inicio aos trabalhos, o Prof. Carlos Augusto Romero Filho comunicou aos presentes
a finalidade da reunido. A seguir, passou a palavra para o candidato para que o mesmo fizesse,
oralmente, a exposi¢ao da pesquisa de dissertagdo intitulada “O principio de Fermat e a Geometria
da Luz”. Concluida a exposigdo, o candidato foi arguido pela Banca Examinadora, que emitiu o
parecer “aprovado”. Assim sendo, deve a Universidade Federal da Paraiba expedir o respectivo
diploma de Mestre em Fisica na forma da lei. E para constar, Ana Beatriz Candido Vieira,
Assistente em Administragdo, redigiu a presente ata que vai assinada pelos membros da Banca

Examinadora. Joao Pessoa, Paraiba, 25 de julho de 2024.

Prof. Dr. Carlos Augusto Romero Filho
Orientador - PPGF/UFPB

_ 74 L.L{.c..dikf AL -c,"' 75
@%@;l‘ﬁ rbo czgg\. Prof. Dr. Henrigie Pefeira-de Olveira

PPGF/UFPB /UERJ




Bruno Cartaxo Brunet Vilar

O Principio de Fermat e a Geometria da Luz

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de Pés-Graduagao Stricto Sensu em
Fisica da Universidade Federal da Paraiba,
como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de Mestre em Fisica, na area de Gravi-
tacao e Cosmologia.



Dedico esse trabalho ao meu avé Brunet Crisanto(in memoriam).



Agradecimentos

Agradeco a Deus por sua presenga na minha vida.

Agradeco aos meus pais (Flavia Cartaxo e Antonio Vilar) e minha irma (Béarbara

T. Brunet) por todo carinho e dedicagao.

A minha mae minha eterna gratiddo, minha amiga, minha companheira nessa

jornada. "Te amo mais que o infinito".

Minha av6 (Honorina Maria Cartaxo) por esses anos de dedicagdo, cuidado e

carinho, garatidao eterna.

Ao meu orientador Dr. Carlos Augusto Romero Filho, pelos ensinamentos, dedicagao

e oportunidade para participar da sua equipe. Grato por tudo grande professor.

A CAPES e ao programa de pés-graduacgao em Fisica por me motivarem a seguir a

carreira académica.

Mencao honrosa aos meus amigos Joao Marcos, que me ajudou em parte da correcao;
Pedro Martins, que me deu a receita para meus remédios; e José Hugo Mascena, que me

ajudou a abrir equagoes dos artigos.



Nobody ever figures out what life is all about,
and it doesn’t matter. Fxplore the world.
Nearly everything is really interesting

if you go into it deeply enough.

(Richard P. Feynman)



Resumo

Nesta dissertacao, consideramos inicialmente o principio de Fermat, o qual descreve com
simplicidade e precisao alguns processos Opticos, tais como a reflexao e refracao da luz.
Mostramos como o principio de Fermat, que é valido no limite em que a éptica fisica pode
ser aproximada pela éptica geométrica, é o ponto de partida para estabelecer uma analogia
entre a 6ptica e a mecanica. Consideramos esta analogia em dois regimes: newtoniano e
relativistico. Revisitamos, também, alguns dos mais importantes principios variacionais da
mecanica. Destacamos, por fim, como a presenga de um meio refrativo conduz, através d

principio de Fermat, a uma “geometria da luz”.

Palavras-chave: Principio de Fermat, Geometria da luz, Analogia 6ptico-mecénica.



Abstract

In this dissertation, we initially consider Fermat’s principle, which describes some optical
processes such as the reflection and refraction of light with simplicity and precision. We
show how Fermat’s principle, valid in the limit where physical optics can be approximated
by geometrical optics, is the starting point for establishing an analogy between optics
and mechanics. We consider this analogy in two regimes: Newtonian and relativistic. We
also revisit some of the most important variational principles in mechanics. Finally, we
highlight how the presence of a refractive medium leads, through Fermat’s principle, to a

'geometry of light."

Keywords: Fermat’s principle, Geometry of light, Optical-mechanical analogy.
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1 Introducao

Esta dissertacao versa sobre o principio de Fermat, considerado o primeiro principio
variacional a ser aplicado a fisica, dando também origem a um novo ramo da matematica:
o calculo das variagoes. Embora tenha sido formulado no contexto da optica geométrica
em 1662, quando ainda se desconhecia por completo a natureza eletromagnética da luz, o
principio de Fermat inspirou diretamente Johann Bernoulli, em 1696 a propor e resolver o
famoso problema da braquistocrona. (LEMOS| 2013)) Dessa maneira, podemos dizer que as
ideias de Fermat foram precursores dos varios principios variacionais da mecanica classica
a partir dos trabalhos de Maupertuis (1744), Euler (1750), Lagrange (1760), Hamilton
(1833), Jacobi (1884), sem mencionar a importante influéncia desses desenvolvimentos
que inspiraram Dirac (1933) e Feymann (1984), na formulagao da mecénica quantica em

termos de integrais de trajetoria.

Sabemos que a partir do principio de Fermat podemos deduzir as conhecidas leis
da reflexao e refracao da luz, leis empiricas conhecidas muito antes do advento da éptica

fisica, fundamentada inteiramente nas equagoes de Maxwell do eletromagnetismo.

O principio de Fermat conduz, talvez um tanto surpreendentemente, ao estabeleci-
mento de uma analogia fascinante entre a 6ptica e a mecanica classica, mais especificamente
a um certo tipo de equivaléncia formal entre raios opticos e a trajetoria de particulas
(EVANS; ROSENQUIST), 1986)).

Um outro tipo de analogia entre a Optica e a mecéanica reapareceu surpreenden-
temente na formulagao de Hamilton-Jacobi da mecénica, em que o movimento de uma
particula pode ser representado como uma onda. A equacao da onda que esta associada
ao movimento da particula é muito similar, embora nao seja idéntica, a equagao de Schro-
dinger, que foi bastante inspirada pela conjectura de Hamilton da existéncia de uma onda
associada a uma particula (LEMOS| 2013)(SPIVAK] 2010).

O elemento fundamental de ligagdo entre as descrigdes do movimento de particulas
e raios de luz estd no fato de que nos meios mais refrativos considerados o indice de
refragdo n é variavel, sendo representado por uma funcao escalar n = n(z,y, 2). E esta
caracteristica do meio que nos permite interpretar n, ou, mais precisamente, n?, como
definindo uma “energia potencial 6ptica”, a qual estd associada uma “forca” responsavel

por curvar os raios luminosos no meio.

Uma interpretacao geométrica do principio de Fermat esté no fato de que n pode ser
visto formalmente como definindo uma transformacao conforme da métrica euclidiana, que
descreve o espaco fisico, levando a uma geometria espacial riemanniana. As trajetérias dos

raios luminosos correspondem, entao, as geodésicas desse novo espaco, cujas propriedades
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geométricas sdo dadas por esta “métrica de Fermat”, constituindo, assim uma “geometria

da luz”(LEONHARDT; PHILBIN| [2010).

O principio de Fermat, como é formulado usualmente, tem sua validade limitada a
uma aproximacao, a saber, o limite em que a 6ptica fisica pode ser modelada pela optica
geométrica. Sabemos que isto acontece apenas para os casos em que o comprimento da
onda eletromagnética ¢ muito menor do que o comprimento caracteristico do aparato
considerado, como, por exemplo, quando consideramos fendas no caso da difracao. Sendo
assim, podemos indagar como seria a forma do principio de Fermat em contextos mais
gerais, como na teoria da relatividade, em que a geometria do espago-tempo ¢é descrita por
uma métrica pseudo-riemanniana. Ora, como estamos considerando a propagacao da luz
num meio material, e nao no vacuo, entao devemos usar os métodos da relatividade geral,
ou seja, temos que adotar o formalismo geométrico adaptado para o espaco-tempo curvo
(LEONHARDT; PHILBIN]| 2010) (LANDAU; LIFSHITZ, 1975)). Nesse caso, o indice de
refracdo aparece como parte do tensor métrico[(LANDAU; LIFSHITZ, [1975)(FELICE,
1971)]. A demonstragao de que o principio de Fermat é valido num espago-tempo curvo foi
feita pela primeira vez por Weyl em 1917 e considera apenas um espaco tempo estatico, isto
é, que possui um vetor de Killing do tipo tempo %. O fato de que a trajetéria da luz segue
uma curva, que minimiza o tempo de chegada medido pelos relégios de um referencial
cujas linhas de universo de seus observadores sao as curvas integrais de %, ¢ obtido
simplesmente a partir do postulado da relatividade, que afirma que, no espago-tempo, a
luz segue geodésicas nulas(WEYL| [1917)(NITYANANDA; SAMUEL; 1992) (ADLER et
al., 11965) (LEVI-CIVITA] 1918)].

Embora a generalizacao completa do principio de Fermat nao tenha sido possivel
para um espacgo-tempo qualquer, independentemente da existéncia de um vetor de Killing
do tipo-tempo. De qualquer maneira, nos casos possiveis temos uma belissima conexao
entre a Optica geométrica, a mecanica classica e o movimento geodésico da luz num

espago-tempo curvo.

Finalmente, podemos dizer que o estabelecimento dessa conexao entre trés areas
aparentemente independentes da fisica s6 foi possivel apds um importante resultado obtido
por Plebanski (PLEBANSKI]| |1960). De fato, em 1960 este fisico polonés mostrou que
num espacgo-tempo dotado de um tensor métrico g.g, as equagoes de Maxwell podem ser
reescritas como se o espaco-tempo fosse o espaco-tempo de Minkowski e houvesse um
meio Optico com certas equacoes constitutivas, de maneira que o campo gravitacional se

comportasse como um meio éptico.

Esta dissertacao esta organizada como se segue. No capitulo 2, revisitamos alguns
topicos do eletromagnetismo incluindo a propagacao de ondas eletromagnéticas na presenca
de um meio, examinando com certo detalhe o fendmeno de reflexao e transmissao. No

capitulo seguinte, deduzimos a equacao da eikonal e obtemos, como limite da optica
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ondulatéria a éptica geométrica. O principio de Fermat é discutido no final do capitulo 3.
No capitulo 4, fazemos uma revisao dos principais principios variacionais da mecénica,
tendo em vista uma aplicacao destes principios a analogia entre a éptica geométrica e a
mecanica classica. Os capitulos 5 e 6 constituem o cerne desta dissertagdo. No primeiro,
desenvolvemos o arcabougo tedrico que permite tragar uma analogia da trajetéria da luz
num meio refrativo com o movimento de particulas na mecanica classica. No capitulo 6,
mostramos como ¢é possivel estender o principio de Fermat para o espaco-tempo curvo,
no contexto da teoria da relatividade geral. Concluimos, no capitulo 7, com algumas

consideracoes finais e perspectivas de uma futura pesquisa neste tema.
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2 A teoria das ondas e sua aplicacao ao ele-

tromagnetismo.

Para compreender o comportamento da luz, é essencial considera-la como uma
onda, em conformidade com as equacoes de Maxwell. Estas equagoes descrevem a dinamica
dos campos elétricos e magnéticos e sao fundamentais para a teoria do eletromagnetismo.
Nesse caso, a luz é abordada no contexto da Optica fisica. Através dessa abordagem,

explicaremos alguns dos diversos fenomenos épticos, nesse capitulo usaremos bastante as
referéncias (GRIFFITHS| 2021) e (MACHADO, 2014).

2.1 Ondas mecanicas.

Na optica fisica, o comportamento da luz é explicado por meio da teoria ondulatéria
e do eletromagnetismo, permitindo-nos descrever a luz em termos das equagoes de onda do

campo elétrico e do campo magnético. Comecemos por definir oque é uma onda mecanica.

Uma onda mecanica é um distirbio em um meio continuo que se propaga com uma
forma e uma velocidade constante H Um exemplo é uma corda sujeita a um pulso em uma
de suas extremidades. Para representar o deslocamento desta onda num ponto z, em um

tempo ¢ usaremos a funcao f(z,t). Apés um deslocamento vt para a direita, temos

f(z,t) = f(z —vt,0) = g(z — vt), (2.1)

onde f(z,0) é o formato inicial da onda. A fungdo f(z,t), deve satisfazer a equagao

2f 102

92 o (2.2)

Esta equacao pode ser obtida por meio da segunda lei de Newton. De acordo com

a figura abaixo (|1}, vemos que a componente z da forga em um segmento de corda é:

AF = Tsenb' — Tsenf. (2.3)

Com os angulos sendo pequenos o suficiente, podemos fazer a seguinte aproximacao

senf) = tan 6. (2.4)
Substituindo (2.4)) em (2.1]), obtemos

1

Estamos aqui, desconsiderando os meios em que ocorrem absorcao e dispersao.
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Figura 1 — Segmento de corda sujeito as tensoes T',.
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Fonte: (GRIFFITHS) 2021)

~ : ~ 7 Of Of  \ w0 f
AF = T(tanb’ — tanh) = T(az P 5 ) = T822 Az. (2.5)
De acordo com a segunda Lei de Newton
0 f
AF = u(Az) (2.6)

o2’
onde i é a densidade de massa por unidade de comprimento da corda, obtemos uma
equacgao da forma de ([2.2)

0? 0?
>f _ ﬁif’ (2.7)
0z2 T ot?
em que o fator u/T se relaciona com a velocidade da onda v por meio de
T
v=4]—. 2.8
. (2.8)
Uma solucao que satisfaz essa equagao de onda é a funcao
f(z,t) = Acos[k(z — vt) + ¢] (2.9)

onde, A é a amplitude; o argumento do co é a fase, que é zero em z = vt — %. Logo
d/k é o desvio da origem até o maximo central; § a constante de fase (com valores entre
0 <9 < 27); e, por fim, k£ o nimero de onda. O cosseno completa um ciclo quando z

avanga 27 /k, de onde segue a definicdo do comprimento de onda

A= (2.10)

Portanto a velocidade da onda é dada por

2 A funcdo também pode ser o sen, levando-se em conta que o cos estéd defasado 5rad em relacio a ele.
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Figura 2 — Representacao de uma onda senoidal e seus respectivos parametros.
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Fote: (GRIFFITHS, [2021)

A 27
V= —

T kT
onde T', nesse caso, é o periodo da onda. Desse modo, como a frequéncia v é o inverso do

(2.11)

periodo, temos

1 kv v
V—T—%—X. (2.12)

Uma outra forma de escrever (2.9) é:

f(z,t) = Acos(kz — wt + 9), (2.13)

onde

w = 2w = kv, (2.14)

é a frequéncia angular da onda. Em (2.13)) a onda estd se movendo para a direita. Se a
onda estivesse indo para a esquerda, ocorreria uma mudanga nos sinais de wt e . Nesse
caso, como o cosseno ¢ uma funcao par, a diferenca entre uma onda se propagando para a

direita ou para a esquerda esta no sinal de k.

Para facilitar os calculos da secao seguinte, referente as ondas eletromagnéticas, é
conveniente introduzir a notagdo complexa. Utilizando a formula de Euler, a fungao f(z,t)

pode ser escrita como

f(z,t) = Re[Aeikz—wito], (2.15)

com Re representando a parte real da funcdo complexa
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f(z,t) = Aetkb=—vt), (2.16)

Basta se extrair a parte real dessa equacao para se obter a expressao fisica da funcao de
onda. Vale mencionar que a solugao geral da equacao (2.2)) pode ser expressa como uma

superposicao de Fourier,

f(z,t) = /Aei(kz_Wt)dk, (2.17)
onde A e w sdo funcoes de k.

Uma onda se propagando em uma corda é o que chamamos de onda transversal,
ou seja, o deslocamento na corda ¢é perpendicular a dire¢do de propagagao, figura . Ja a
propagacao do som no ar ¢ uma onda longitudinal, o deslocamento é paralelo a direcao de
propagacao com as particulas de ar oscilando para trés e para frente, um movimento de

compressao e descompressao.

Figura 3 — Onda longitudinal: a onda se propaga no mesmo sentido do deslocamento.

Wave Motion
I' Il
|| ||||||

f NI
A

44— Particle Motion

Wiwn

Fonte:https://frazerphysics.blogspot.com/2011/03/32-longitudinal-and-transverse-
waves.html

Levando-se em conta a polarizagao, o sentido de vibragao da onda descrita pela
equagao (2.16)), propagando-se ao longo de z com deslocamento em z toma a forma

f(z,1) = Ae'b=—vtg (2.18)

Para generalizar, introduzimos o vetor propagacao k, logo

f(r,t) = Ae’kr—vtg (2.19)

representa uma onda se propagando em r com uma polarizacao em n. Para o caso de
ondas transversais, o produto interno k - ii é nulo, indicando que a dire¢do de polarizacao

¢é perpendicular a dire¢ao de propagacao da onda.

2.2 Ondas eletromagnéticas

Durante muito tempo a eletricidade e o magnetismo eram vistos como tépicos

separados, até que James Clerk Maxwell conseguiu unifica-los a partir de quatro equagoes
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diferenciais, criando entao a teoria do eletromagnetismo. Como veremos, essas equagoes
admitem ondas como solugoes. Maxwell a acreditava que os campos elétricos e magnéticos
se propagavam através de um éter, ideia essa abandonada depois do adventoo da teoria da
relatividade em 1905.

As equagdes de Maxwell para regioes sem carga ou corrente sao:

V-E=0, (2.20)
V-B=0, (2.21)
] o
VxB= Moeo?;. (2.23)

Ao aplicarmos o operador rotacional na ultima equacgao, temos

V x (V X B) = V(V . B) — V2B =V x (,U()EQ%I?), (224)

usando (2.21)) e (2.22)), obtemos uma equagao que nao depende do campo elétrico:

0’B
2R —
V B = MQEOW. (225)
De maneira analoga, para o campo elétrico
VX(VXE):V(V-E)—VE:VX(W), (2.26)
0 que nos leva a
O’E
2 _
V°E = /,L()E()w (227)

Essas sao as equagdes de onda do campo magnético e do campo elétrico. Além
disso, por ([2.8), identificamos a velocidade da onda eletromagnética no vacuo como sendo

dada por

1
V €olo

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo, lembrando que ¢, e oy sao as contantes de

v = =c, (2.28)

permissividade elétrica e permissividade magnética no vacuo, respectivamente. Isso implica

que a luz é uma onda eletromagnética, estabelecendo as equacoes de Maxwell como o
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fundamento tedrico da éptica. Porém no caso da propagacao de ondas na presenca da

matéria,

o= . (2.29)

Isto nos leva a escrever

: (2.30)

em que n é o indice de refracdo do meio, a razao entre a velocidade da luz no vacuo e sua

velocidade em determinado meio material, ou seja,

i (2.31)

€oMo

Como n > 1 vemos que a luz viaja com velocidade menor em meios que nao sao o vacuo.

n

2.3 Reflexao e transmissao

Usando a notagao dada por ([2.16)), os campos elétrico e magnético se propagando

ao longo do eixo z, sao:

E = Eje!h=vt), (2.32)
B = Bye!k¥wb) (2.33)

por simplicidade, estamos considerando ondas monocromaticas, isto é, de mesma frequéncia.
Além disso, as ondas acima sdo ondas planas, pois seus campos sao uniformes em qualquer
) )

plano perpendicular a z.

Pelas equagoes de Maxwell (2.20) e (2.21)), podemos mostrar facilmente que as
ondas eletromagnéticas (2.32) e (2.33]) sdo transversais. Por outro lado de (2.22)) ou ([2.23)),

podemos mostrar que

.k 5

Assim, a parte real da amplitude de E e B nos da

k 1
By = —~Ey = -E,, (2.35)
w C

Para o fendmeno de reflexao e transmissao, consideramos que a separac¢ao entre
dois meios diferentes se da no plano xy, e que a onda incidente é normal a este plano,

conforme representado na figura abaixo.
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Figura 4 — Representacao de ondas planas: seus campos sdo uniformes em todo plano
perpendicular a direcao de propagacao.

ElE
4 .

Fonte: (GRIFFITHS, 2021)

Figura 5 — Interface separando dois meios distintos, 1 e 2, caracterizados pelas grandezas
e e. O campo eletromagnético esta incidindo com um angulo normal.

My

KA

a.
B,

by

Fonte: (MACHADO); 2014))

Consideremos o aqui o campo elétrico incidente dado por
EZ‘(Z, t) = E()i&i(klz_wt)f(. (236)

Logo, neste caso a onda estd indo da esquerda para a direita. Usando a relacao (2.35), o

campo magnético incidente ﬁcaE|

3 Aqui ¢ é substituido pela velocidade do meio, j& que ndo estamos no vacuo.
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- 1 ~ .
BZ(Z,t) = EEOiel(klz—Wt)y‘ (237)

Na interface uma parte da onda sera refletida, dada peas equagoes

E, = Ey. el vy, (2.38)

~ 1 -~
B, = —— Fyel“hi=mvtly (2.39)

em que o sinal de menos se deve ao fato da onda refletida estar se propagando para a

esquerda. Ja a parte transmitida sera descrita pelas equagoes

Et = EOtei(kQZ_wt)}A(, (240)
» L i(koz—wit\ g
Bt = 7E0t6 2 )y (241)
Vg

Admitimos que as condigdes de contorno na interface, sao

6 Ef = e,BF, (2.42)
Bi = By, (2.43)
E) = B}, (2.44)

1 — 1 —

—B| = —B), (2.45)

1 H2

em z = (. Como a incidéncia é normal ao plano, nao ha componentes perpendiculares, s6
sendo necessario usar (2.44) e (2.45)), o que leva respectivamente as equagoes,

EOi + EOT == Eot, (246)
¢ 11 1 11
—(—Ey — —Ey,) = ——Ey,. (2.47)
M1 U1 U1 H2 V2
Definindo
o = U1M17 (248)
Va2 U2

e com o uso de ([2.30]) temos:
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o= 2 (2.49)
UaYE)

Assim, (2.47)) pode ser expressa na forma

Eﬂi - Eor = &Eot- (250)

Basta agora resolver o sistema dado pelas equacdes ([2.46) e (2.50). E plausivel
escrever a onda refletida e transmitida em funcao da onda incidente, lembrando que quere-
mos saber o comportamento destas e também pelo fato de em uma medicao laboratorial o

valor da onda incidente ja ser conhecido. A solucao do sistema é

l—a -

FEop = ——FEo; 2.51
‘ l+a "’ (2.51)
e
o (2.52)
T 1ta '
Para a situacao em que a permeabilidade magnética é préxima ao seu valor no
VACUO

M1 = K2 = o, (2.53)
o valor de «, dado por (2.48)), fica
a=2="2 (2.54)
) ni

Deste modo, as ondas refletida e transmitida sao dadas por

Vg — V1 ~

0 (%) + (%1 0 ( )
2
~ () ~
E _— . 2-56
0 V2 + U1 O ( )

Com a velocidade de propagacdo do meio 2 sendo menor que aquela no meio

1, ocorre uma inversao de fase na onda refletida, ja que teremos um sinal negativo na

expressao, ([2.55)). As equagdes (2.55) e (2.56|) também descrevem o comportamento de

ondas em uma corda, podendo se chegar a elas usando (2.16)) e as condigdes de contorno.

A energia total armazenada em um campo eletromagnético tem duas contribuicdes:

uma devida ao trabalho necessario para montar um sistema de cargas estaticas
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Wp = %0 / B2V, (2.57)

e outra, devida ao trabalho necessario para manter uma corrente contraria a forca eletro-

motriz

1
- [ B? 2.
Wo =5 / dv, (2.58)

sendo estas integracgoes efetuadas em todo o volume V. Entao a energia total, por unidade

de volume, é

1 1

Usando ([2.35]) e lembrando que agora estamos lidando com a fung¢do de onda real, a energia
corresponde aff]

u = eE? = eFjcos*(kz — wt + 6). (2.60)

O fluxo da densidade de energia por unidade de tempo e de area transportada pelo

campo ¢ determinado pelo vetor de Poynting

§-Yexh. (2.61)
14

A luz apresenta um grande periodo de oscila¢des, sendo entao mais interessante

saber o valor médio do vetor de Poynting,

1
[ =<8 >= 5evEg, (2.62)

onde [ representa a intensidade. Para saber o quanto da onda sofre reflexdo e transmissao,

tem-se que calcular os coeficientes de reflexao e transmissao

[7« V2 — V1.9 It 41)362
s = .
[i Vg + U Il €11 (’UQ + U1)2

(2.63)

Uma forma mais conveniente de escrever estes coeficientes é expressa-los em fungao
de n. Usando a definigao de «, (2.54)) e lembrando da aproximacao considerada, n = ,/é,

estes ficam

4 Como a propagacido das ondas que estamos lidando ndo se d4 no vicuo, os coeficientes nao tem o

indice zero.
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R— (M2 o Amny (2.64)
sl + Mo (m -+ n2)2

Estes coeficientes representam fragoes relacionadas a onda incidente; portanto R + 71" = 1.

Caso a onda esteja incidindo no plano, com um angulo ¢ diferente de zero, teremos

uma incidéncia obliqua @

Figura 6 — A interface estd separando dois meios distintos, 1 e 2, caracterizados pelas
grandezas u e €; logo cada meio tem seu respectivo niimero de onda. O campo
eletromagnético estd incidindo com um angulo obliquo.

Iy

+" interface

Fonte: (MACHADO), 2014))

Nessa situagao, usaremos o vetor propagacao, as equacoes do campo elétrico e campo

magnético incidentes, que, com essa notacao sao dadas por

Ei(r,t) = Byeltar—ut), Bi(z,t) = —(k; x E)), (2.65)

U1

dando origem, respectivamente, as ondas refletidas e transmitidas

E,(r,t) = Egelkrrvt), B,(r,t) = —(k, x E,), (2.66)
U1

. N . 1 .

Et(I‘,t) == EOteZ(kt'T—U)t), Bt(r7 t) = 7(kt X Et) (267)
(%

As equagoes (2.42) a (2.45)), podem ser escritas na forma simplificada
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()ei(ki.r_wt) + ()ei(kr-l‘—wt) _ ()ei(k.r—wt)’ (268)

onde os termos em parénteses devem ser preenchidos por cada condi¢gao de contorno

adequada.

As condigoes de contorno devem ser validas para todo z,y e t; logo as exponenciais
devem ser iguais, quando z = 0. Os expoentes de (2.68)) ja sao iguais em rela¢do ao tempo.

Para serem iguais em relagdo as coordenadas espaciais, em z = 0, deve-se ter

ki.-r=k,-r=k;-r. (2.69)
Em x = 0, temos
yki, = yk,, = ykt,, (2.70)
ou seja,
ki, = k., = kt,,. (2.71)

Analogamente, em y = 0, teremos

ki, = ky, = ki, (2.72)

x

Portanto, fica nitido que os vetores k;, k, e k; estao contidos no mesmo plano, o
plano de incidéncia, que também contém o vetor normal ao plano, sendo # o angulo entre

os vetores de k e o vetor normal ao plano. Assim,

k;isen; = k,.sen0, = k;senb,. (2.73)

Agora usaremos o fato de que a frequéncia da onda nao muda ao sofrer reflexao ou
transmissao. Por meio de ([2.14]), obtemos

w = kv, = k,v; = kivs. (2.74)
Isolando k, segue
() nq
U1 %)

Substituindo esses valores em (2.73)), obtemos a lei de Snell

nysend; = nysenb;. (2.76)

Ja para a onda refletida, teremos

senb; = senb,, (2.77)
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implicando

sendo esta a lei da reflexao. Essas leis voltarao a serem discutidas na se¢ao de optica

geométrica.

Duas situagoes de grande importancia correspondem ao campo elétrico paralelo ao
plano de incidéncia ou perpendicular, figuras e ; pois uma onda polarizada em uma

direcao, pode ser decomposta em ondas polarizadas em x e em y. Para o primeiro caso,

Figura 7 — Campo elétrico paralelo ao plano de incidéncia.

by

My,

interface

Fonte: (MACHADO, 2014))

De forma analoga ao caso anterior, usaremos as condigoes contorno para obter as
expressoes das ondas refletida e transmitida. Como foi discutido em (2.68)) as exponenciais
se cancelam, e pela primeira condigao (2.42)), temos

61(—E0isen9i + Ersenér) = —eQEOtsenHt. (2.79)

Vale lembrar que o versor normal ao plano, aponta para fora dele. Usando a lei da reflexao

e a lei de Snell, reescrevemos a equacao acima como

e1(—FEo,senb; + Ey senf;) = EEoltsenei. (2.80)
o
Logo
By, — Eo, = X R, (2.81)
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Assim, eliminamos os €’s e dos n’s, por meio de (2.29) e (2.30)). Dessa forma

V11

Eoi - EOT = 7E0t‘ (282)
Va2
Novamente, definimos o como
o= (2.83)
Vg b2
de onde obtém-se
EOZ- — EOT = CYEOt. (284)

A segunda condigao de contorno, (2.43)), resulta em zero, pois o campo magnético

nao é paralelo ao plano. Ja para (2.44)), teremos, temos

E’Oicosgi + EOTCOSQT = Eotcosgt. (2.85)

Novamente, usando a lei da lei da reflexao (6; = 6,)

cosb; ~

Fy + Ey. = —2E,,. 2.
Definindo 4
cosb;
_ 2.87
ficamos com
Bo, + By, = BEq, (2.89)

A dltima condi¢do de contorno resultaria na equagao (2.84]), com procedimento

analogo ao que foi feito para o caso da incidéncia normal. Entao, é suficiente resolver o
sistema de equagoes dadas por (2.84)) e ([2.88]), cujas solucoes sao

N B—a -~
Ey, = E, 2.89
e AL (2.89)
(§
Fo = —> F (2.90)
Ot_/B—i—Oé 07;' .

Essas duas solugoes sao as equacgoes de Fresnel. Outro par de equacoes é obtido para
o caso, em que E é perpendicular ao plano de incidéncia, esta situacao sera examinada mais
adiante. Analisando essas duas equagdes, vé-se que para [ < « a onda refletida é defasada

em 180° em relacao a onda incidente. Ja a onda transmitida, esta se encontra sempre em
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fase. A partir da defini¢ao ([2.87)), fica clara a dependéncia entre 6; e as amplitudes das
ondas transmitidas e refletidas. Usando a lei de Snell, (2.76]), 5 torna-se

T = sen20, 1 — (21)2sen?0;
5= sents _ v 2 . (2.91)

cosb; cosb;

Para recuperar o resultado da incidéncia normal, basta tomar 6; = 0. Outro caso
limite é quando 6; = 90°; nesse caso, a onda sofrera apenas reflexao total, sem transmissao.
Da mesma forma, assim como podemos ter apenas reflexdao, também podemos somente ter
o fendmeno de transmissao. Isso ocorre quando S = «, conforme . Logo, através de
(12.91))

ni\2 9 ny\2 2
o Lo G)senls 1 () sen’0p (2.92)
0520 1 —sen2lp

onde fp é o angulo de Brewster. Resolvendo-se para senfl, achamos

a?—1
(P

Define-se o angulo de Brewster como sendo o valor de # no qual toda a onda é transmitida,

sen’0p = (2.93)
o que ocorre quando o campo € paralelo ao plano de incidéncia.

Destes resultados, pode-se calcular o valor da intensidade. Como o vetor de onda

nesse caso tem duas componentes, o vetor de Poynting serd dado por

S=S8-12, (2.94)
com as intensidades sendo
1 2
Ii = 561?]1E0i608(91', (295)
1 2
I, = §€1U1E0T0039r7 (2.96)
¢ 1
I, = ielnggtcosﬁt. (2.97)

Por fim, basta calcular os coeficientes de reflexao e transmissao. Com o auxilio das

equagoes (2.89) e (2.90)), segue que

- B —a,
R_(ﬁ—i—a) , (2.98)
T:ﬂ (2.99)
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onde novamente, R + T'=1. Resta agora tratar do caso do campo elétrico perpendicular ao

plano.

Figura 8 — Campo elétrico perpendicular ao plano de incidéncia.

x
% auu El .Iu 2 £2
> & ORNO)
> >
5’ T > 5’
a :
0, i >
: 6, B,
|y z
8, i
% I
=> 0o
g k interface
g

Fonte: (MACHADO, 2014))

O campo E nao tem nenhuma componente em z, e assim (2.42) nao fornece

nenhuma informacao. Ja de (2.43)), temos

1 ~ - 1 .
—(senb,; By, + senb, Ey,) = —senb,Ey,. (2.100)
U1 Vg

Usando a lei da reflexdo e a lei de Snell, a equacao é reescrita como

v1ny ~

Eo, + By, = ——E,. (2.101)
VoMo
Para simplificar, da equacao (2.30)), segue
Eo, + Eo, = E,, (2.102)

que pode também ser obtida pela condigdo de contorno ([2.44)). Por fim, resta a condicao

(2.45)), que nos fornece,

(—cosl; By, + cosb,Fy,) = — cost, E, . (2.103)

V11 Va2

Usando as definigoes (2.48) e (2.87)), juntamente com (2.78)); obtém-se

Eoi = EoraﬁEot. (2104)
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Resolvendo o sistema de equacoes ([2.102)) e (2.104)), obtemos as outras duas equagoes

de Fresnel:

. 1-aB . . 2
by, = ——Ey, Ey, = Ey,. 2.105
OT 1—'—@/6 017 Ot 1+aﬁ Oz ( )

A resolucao das equagoes para os vetores de Poyting sdo analogas as anteriores,

sendo seus coeficientes dados por

1—ap
1+ ap

4o
(1+aB)?

Ao contrario do caso anterior, quando #; = fg aqui existe uma onda refletida.

R = ( )’ T = (2.106)

2.4 Absorcao

Na obtencao dos coeficientes de reflexao e transmissao nao precisamos nos preocupar
com a polarizagao do dielétrico, nem, do meio I nem do meio II. No entanto, ao buscarmos
determinar a absorcao do meio, devemos leva-la em conta. A polarizacao é o fenémeno
que ocorre quando um material dielétrico sofre a influéncia de um campo eletromagnético.
Nesse processo, os atomos ou moléculas do material adquirem um momento de dipolo
induzido. Um dipolo consiste em um par de cargas iguais e opostas separadas por uma

distancia.

Figura 9 — Modelo primitivo de um dtomo neutro. Quando um campo elétrico externo é
aplicado, a distribuicao das cargas é alterada, criando um momento de dipolo
induzido. As moléculas apresentam um momento de dipolo. Nesse caso, o campo
faz a molécula sofre um torque.

/ ‘.
+q s -8

‘ _EJI

—if E

Fonte: (GRIFFITHS| 2021)

A polarizacao serda denotada por P, que representa o momento de dipolo por
unidade de volume. O material polarizado tera uma densidade de carga p no seu interior
e uma densidade ¢ na sua superficie. Assim, percebemos que as equagoes de Maxwell
na matéria sao alteradas, pois precisam levar em consideragao essas densidades de carga.

Nesse caso, consideraremos a equagao de onda do campo elétrico sendo dado por.
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OE P
VQE = M060W + Mow, (2107)
cujas solugoes sao
P = Pyelkr—vt) (2.108)
E = Eje'kr—wt) (2.109)

Como nao vamos lidar com campos elétricos de alta intensidade, é plausivel
considerar que as frequéncias de P e E sdo iguais (WARE; PEATROSS, 2015). No entanto,
isso nao implica necessariamente que estejam sempre em fase entre si. Nesse limite, boa

parte dos dielétricos tem a sua polarizagao descrita por

P(w) = eox(w)E(w). (2.110)

onde y representa a susceptibilidade elétrica do meio, a qual depende das caracteristicas
microscopicas deste. Ele é o responsavel pela possibilidade de E e P estarem fora de fase,
razao pela qual x deve ser complexo. O campo E é o campo total, ou seja, tanto o campo
gerado por cargas livres quanto pelos dipolos do dielétrico devem ser levados em conta.

No nosso caso, s6 temos a contribuicao dos dipolos.

Substituindo (2.108)) e (2.109) em ([2.107)), obtemos:

kQEOei(kr—wt) + EOIquZEOei(k‘r—wt) + quQf)Oei(k-r—wt) =0. (2111)

Essa equagao, juntamente com (2.110]), fornece a relacao de dispersao de um

dielétrico

k? = eopo[l + x(w)|w?. (2.112)

Extraindo a raiz e lembrando de (2.28)), ela se torna

k= %y/l%—X(w). (2.113)

Devido ao fato de x ser complexo, definimos o indice de refragao complexo:

N(w) = n(w) +ir(w) = /1 + x(w). (2.114)

Logo, o vetor de onda pode ser expresso como:

- N
p=Y (2.115)
C
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Substituindo em ([2.109)), obtém-se uma nova equacao para o campo elétrico:

E = Epe e ei(merut) (2.116)

A parte real do indice de refracao estd relacionada com as oscilagoes da onda,
enquanto a parte imaginaria esta relacionada com a absorcao, o que faz sentido devido
& presenca da exponencial e—¢ . Comparando com o formato geral da funcdo de onda,
recuperamos o resultado

v=—. (2.117)
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3 Transicao da optica fisica para a geomé-

trica.

Em certas situacoes, especialmente quando lidamos com fenémenos em escalas
macroscopicas, é razoavel descrever o comportamento da luz através da éptica geométrica.
Essa abordagem simplifica a andlise ao considerar a luz como raios que seguem trajetorias
definidas, em vez de tratar suas propriedades ondulatérias. Nesse caso, a equacao da eikonal,
responsavel por descrever o trajeto luminoso, toma uma forma bastante simplificada, de

onde ¢é possivel deduzir o principio de Fermat, que é a base dessa dissertacao.

3.1 Equacao da eikonal

Para tracarmos o caminho percorrido por um raio de luz, podemos usar a Lei de Snell
(2.76)), embora isto constitua uma simplificacao. Em situagoes em que a luz se curva, como
por exemplo, formacoes de miragens nas estradas, onde, devido as diferentes temperaturas

entre as regioes por onde a luz passa, tem-se um indice de refracgao nao-homogéneo.

Figura 10 — Gragas as diferentes temperaturas entre a estrada e o ar acima dela, o indice de
refragdo acaba por ficar nao-homogéneo. Desta forma a luz se curva, formando
o que chamamos de miragem.

Fonte: (ZHOU et al 2011)

Em situagbes como essa, recorremos a equacao de eikonal, uma equagao diferencial

parcial nao linear de primeira ordem. Para obté-la partimos da equacao de onda

0’E
V?E = jip€0——, 3.1
Ho€o GIE (3.1)
admitindo que o fendmeno da absorcao seja desprezivel; portando, desconsideramos o
termo com P de (2.107)). Substituindo a expressao do campo elétrico (2.116)f°| e efetuando

as derivadas temporais, a equagao é expressa como:

5 Lembrando de desconsiderar a exponencial devido & absorcao
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V2E(r,t) + WE(r, t) = 0. (3.2)

Nessa situacao o material é ndo-homogéneo, e por isso ha uma dependéncia de n em fungao
da posigao. Como uma solugao tentativa, consideramos (WARE; PEATROSS] 2015)

E(r,t) = Eo(r)erofE)-wil (3.3)
onde a constante kg se refere ao nimero de onda no vacuo
w27

fp= — = . 4
0 C )\0 (3 )

Embora (3.3]) se assemelhe com uma onda plana, na verdade nao o é, devido a fungao

escalar R(r), que considera frentes de ondas curvas ou distorcidas. Logo, substituindo essa

solugao na equacao de onda, temos

1 . ) . .

ﬁvz [Eo(r)eFoRm=wll 4 n2(p)|Ey(r)e*fE) = (3.5)
0

Ao calcularmos o laplaciano desta equagao para a componente , obtemos a seguinte

equagao para o gradiente:

V[Eo (r)e0Bm)] = [V Ey, (r)]e® 0BT 4 ik Fo, (r) [V R(r)]etto R, (3.6)

Tomando a divergéncia da expressao acima, temos

V2 [Eiy (r) ™) = e 0RO T2 Eoy (1) — kg Bou (1) [VR(x)] - [VR(r)]

. (3.7)
+ ko Eo (r) [V R(r)] + 2iko[V Eq,] - [VR(r)]}.

Para as demais componentes, o laplaciano torna-se

[VR@%VR@)—m&ﬂﬂEdﬂzﬁlEmﬂ+k;YﬂR@%%;iﬁV&Mﬂ-VR@)
+;M§VE%&yV%m0+i;iVEMQ-VR@)

(3.8)

Essa equacgao aparenta ser bem intimidadora, mas o que queremos extrair dela é
uma aproximacao que nos leve ao principio de Fermat. Todos os calculos anteriores foram
realizadas no contexto da optica fisica; agora estamos interessados na éptica geométrica.
Para isso, fazemos a aproximagao eikonal, que consiste em tomar pequenos comprimentos

de onda, isto é
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1_ A

T — 0. (3.9)

Por conta disto, a difragdo, um fendémeno, representado pela figura ((11) que ocorre

quando a luz atravessa algum obstaculo, é desprezivel
Figura 11 — A frente de onda, ao se aproximar da abertura, sofre o fenémeno de difragao.
Na primeira situacao o comprimento de onda e a largura da fenda nao sao tao

diferentes. No segundo caso, o comprimento de onda ¢é maior, fazendo com
que a difracao seja mais perceptivel, ja que houve uma maior alteracao na

forma da frente de onda onda .

Nesse caso, todos os termos do lado direito da equagao (3.8]), vao para zero. Logo,

Fonte:(GEEKSFORGEEKS| 2024)

[VR(r)- VR(r) = [n(r)]?] =0, (3.10)

o que também pode ser escrito da seguinte forma:
VR(7) = n(r)s(r), (3.11)

que representa a equacao da eikonal, onde § é o vetor unitario que aponta na direcao VR,

a direcao normal a frente de onda.

3.2 Optica geométrica

Fenomenos 6pticos também podem ser estudados por meio de conceitos geométricos.
Nessa abordagem, a luz é tratada como um raio luminoso. Na visao de Newton os raios
luminosos consistem em por¢oes minimas da luz, que acabam por formar o feixe luminoso,
levando a acreditar que a luz é uma particula. Mas, é bem dificil dar uma explicacao

satisfatoria dos fendmenos da reflexao e da refracao nesta interpretagdo. Como pode parte
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das particulas sofrerem reflexdo e outras refracdo?. O que acontece com a luz ao entrar
em um outro meio?. Seguindo esta linha de raciocinio de Newton, chega-se ao resultado

erroneo de que a velocidade da luz é maior na adgua do que no ar (NUSSENZVEIG/ [2014).

Nao ha dificuldades e nem resultados errados para essas perguntas ao considerar-se
a luz como uma onda. Uma interpretagao rival a de Newton foi proposta por Huygens
em 1678, que consiste em tomar todo ponto de uma frente de onda como uma fonte para
ondas secundérias, esfericamente simétricas; assim a soma de todas as ondas esféricas

resulta em uma nova frente de onda.

Figura 12 — Cada ponto da frente de onda funciona como uma fonte. Apéds ter percorrido
uma distancia vAt, uma nova frente de onda é gerada devido as contribuigoes
das ondas esféricas.

Fonte: (FRAZER| [2014)

Foi s6 em 1801 que a teoria ondulatéria ganhou mais reconhecimento, gracas aos
experimentos de interferéncia e difracao realizados por Thomas Young e Augustin Fresnel.
A conciliacao do carater corpuscular e ondulatério da luz, ou a dualidade da luz, s6 ocorreu
em 1905 com a explicacao do efeito fotoelétrico, quando Einstein estendeu a hipotese dos
quanta de Max Planck para incluir os fétons nela (NUSSENZVEIG] 2014).

Os principios da 6ptica geométrica dizem respeito a trajetéria retilinea da luz
(no véacuo), a reflexdo e a refragdo. Da propagagao retilinea, temos as propriedades de
reversibilidade dos raios luminosos, isto é, a trajetoria da luz é a mesma ao se inverter o
sentido de sua propagacao, e a independéncia dos raios, ou seja, raios luminosos mantém

sua trajetéria mesmo quando se cruzam.

As leis da reflexao e refracao, figura , sao descritas respectivamente, pelas
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equagoes ja obtidas, e . A lei da reflexdo é mais simples e facilmente aceitavel,
tanto que era conhecida desde a Grécia antiga: o raio refletido permanece no plano de
incidéncia, e os angulos 6; e 6, sdo iguais. A lei da refragao so foi descoberta em 1621
por Willebrord Snell, afirmando que o raio refratado também permanecem no plano
de incidéncia. Relembramos que as equacoes que descrevem a reflexao e refragdo sao,

respectivamente

0, =0,, nysenb; = nasent,. (3.12)

Figura 13 — O raio incidente forma um um angulo 6;, tendo valor igual ao refletido, 6,.
Parte do raio é refratada por um angulo #;, ao passar para um meio com
indice de refracao diferente.

Fonte: (VAUGHAN| 2014)

Quando ny > ny, o raio transmitido se afasta da normal; logo, para n; < ny ele
se aproxima. Assim como na figura ({10f), também temos uma “miragem” criada, por um
objeto dentro da agua: um observador, fora dela, ird4 ver uma imagem deslocada em relagao

a real posi¢do do objeto, sendo este o fendmeno éptico mais simplesﬁ

6 Por estarmos considerando um meio homogéneo, ndo temos a distorcdo do objeto.
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3.3 Principio de Fermat

Em janeiro de 1662, Pierre de Fermat, cientista amador, enviou uma carta ao
médico e filésofo, Marin Curean de la Chamber. Nessa carta, ele estabeleceu o que ficaria
conhecido como o Principio de Fermat, o qual afirma que o caminho percorrido pela a luz
entre os pontos A e B é aquele que leva menos temp(ﬂ (LEONHARDT; PHILBIN]| 2010).
Para obter este resultado, aplicamos o rotacional em ambos os membros da equacao da

eikonal

V x [n(r)8(7)] = V x [VR(r)] = 0. (3.13)

Em seguida, integramos esta equagao sobre uma superficie aberta de drea A e aplicamos o
Teorema de Stokes (STEWART) 2013)):

/A Y x [n(r)3(r)]da = 7{0 n(r)8(r) - dé = 0 (3.14)

Como a integracao ao longo dessa curva fechada é sempre zero, podemos faze-la do

ponto A até B ao longo de um caminho e de B a A ao longo de outro, chegando a integral

" ns - de 3.15
/Ans-. (3.15)

O fator cosseno, do angulo # entre S e dl, pode ser desconsiderado, se tomarmos um caminho
de A para B paralelo a §, ou seja cos(f) = 1, ja que se trata do caminho percorrido pela

luz.

Definindo s como o comprimento do caminho éptico, o Principio de Fermat, toma

a forma

s = /ndl, (3.16)

onde dl é o comprimento infinitesimal ao longo do caminho geométrico, isto é

dl = \Jda? + dy? + dz2. (3.17)

O caminho seguido pela luz é tal que a equacao [3.16] é extremizada; dessa forma, obtém-se
o caminho que leva menos tempo para ser percorrido. Para maior clareza, consideremos a

seguinte imagem

7 O que é equivalente ao caminho de menor comprimento.
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Figura 14 — Nessa configuracao, observamos que, pelos angulos formados com a
normal,ny > ny. Dentre os varios trajetos possiveis entre os dois meios re-
frativos (linhas tracejadas), a luz segue aquele que leva o menor tempo,
representado pela linha vermelha

Fonte: (LEONHARDT; PHILBIN;| [2010)

Nela, temos dois meios 6pticos, um com indice de refragdo n; e outro com ns, sendo
ng > n;. Ha uma infinidade de caminhos que a luz pode seguir, estando representados
pelas linhas tracejadas. O caminho percorrido pela luz, mostrado pela linha vermelha, é
aquele em que estabelece um equilibrio entre as distancias percorridas pelas luz nesses
diferentes meios. Por exemplo, na trajetéria a direta da linha vermelha, vemos que o
raio luminoso percorre uma distancia menor em no, onde a velocidade da luz é menor,
resultando em uma diminui¢do no tempo de percurso. Contudo, neste caso, a luz tem que
percorrer uma distancia maior em n;. Uma situacao analoga ocorre com os caminhos a
esquerda: neles, o intervalo de tempo na regiao n; sera menor, mas na regia de ns a luz

percorrerda uma distancia maior, onde a velocidade de propagacao ¢ mais lenta.

A grande diferenca entre o trabalho de Fermat e os demais é a introducao do indice
de refragao no comprimento do caminho 6ptico, ja que tanto Cureau, como o matematico
grego Heron, tinham como o caminho percorrido pela luz o caminho geométrico. Vale
mencionar que o mateméatico arabe Ibn al-Haytam havia antecipado o Principio de Fermat
em seu livro de optica, escrito de 1011 a 1021, sendo ele um dos grandes responséaveis por
explicar o funcionamento da visao, em termos matematicos (LEONHARDT; PHILBIN;
2010).

A equacao da eikonal e o principio de Fermat sao uma generalizacao da lei de Snell,

ja que a trajetoria curva seguida pela luz pode ser vista como sucessivas aplicagoes de

[@2.76).

Para recuperarmos ([2.76)) a partir de (3.16) é suficiente considerarmos algum

trajeto entre dois meios, da figura acima, que é equivalente a imagem . Adotando as
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Figura 15 — A luz passa por diferentes camadas de materiais,i.e diferentes indices de refra-
cdo. Em cada interface pode-se aplicar a lei de Snell, obtendo-se a trajetoria
da luz.

Fonte: (ZILIO| [2009)

coordenadas (xg,0) para a interface, o comprimento 6ptico obtido é

s:nl\/(xo—x1)2+y%+n2\/(x2—x0)2+y§. (3.18)

Para extremizar esta funcao derivamos s em relagdo a x( e igualamos a zero:

0s
_o 1
0 0 (3.19)

Ou seja, dado os pontos (x1,y1) e (z2,y2) e os respectivos indices de refracao, queremos

saber em qual ponto da interface o comprimento 6ptico é minimo, resultando em

ni(zo — 1) _ na (9 — o) (3.20)
\/(330—331)2+3/% \/($2—$0)2+y%’
Da figura , vemos que
(2o = @1) = sendb;, (3.21)
\/(950 — 1)+ yi
enquanto que
(2 = 20) = senb,. (3.22)

\/(552 — 20)? + ¥3
Assim, obtemos a lei de Snell. Antes de procedermos com demais calculos em relagao

ao principio de Fermat, uma breve explicacao do formalismo matematico necessario sera

apresentado.
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4 Fundamentos e formalismo do calculo va-

riacional

Os principios da minima ac¢ao remontam a antiguidade. Por exemplo, os egipcios,
usavam cordas para medir a distancia entre dois pontos, resultando no caminho que
minimiza a distancia entre esses pontos. H4 “principios” que nao tém uma fundamentacao
analitica, como a analise de Galileu para o problema da braquistécrona. Por conta disso,

nao focaremos nessas abordagens.

O primeiro principio do calculo das variagoes foi o de Fermat (1657). Foi através
deste que John Bernoulli encontrou uma solucao para o problema da braquistécrona.
Posteriormente, Maupertuis (1744) desenvolveu um principio que, diferentemente dos

demais que serao abordados, exige uma variagdo com relacao ao tempo.

Foi s6 com o aperfeicoamento das técnicas de Newton que surgiram os principios
que formam um dos pilares da mecanica classica, sendo estes desenvolvidos por Euler e
Lagrange, respectivamente, nos anos 1744 e 1760, e posteriormente por Hamilton e Jacobi
em 1835 e 1837(GOLDSTINE, 2012). A seguir, abordaremos alguns principios variacionais,
baseando-nos em (LEMOS, 2013)), e optaremos por uma ordem diferente da histérica, para

melhor clareza e fluidez das ideias desenvolvidas.

4.1 Equacao de Euler

O célculo das variacoes objetiva determinar os extremos de um funcional. Este
associa um numero real a cada funcao de uma certa classe de fung¢oes. Podemos entao

dizer dizer que temos uma funcao de funcgoes.

Para ficar mais claro, tomemos dois pontos distintos no plano (z1,y1) e (z2,y2),
com x5 > z7 e y(x) uma curva que liga esses pontos. No plano, o comprimento de arco

infinitesimal é

ds = +/dx? + dy?. 4.1
Yy

Como y pode ser escrito como uma funcao de = essaa parametrizagao leva a

dy 2
ds =41 — | dx. 4.2
s + (dx) T (4.2)

Integrando ds ao longo da curva o comprimento de arco entre esses pontos serd dado por
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S = / J1 1 y/(2)2de. (4.3)

Vemos assim que S é um funcional de y, pois para cada funcao continuamente diferenciavel

y(z) corresponde um nimero real, que é o comprimento de arco.

De forma mais geral, um funcional é representado por

T2
$= [ @),y 2, (4.4)

x1
sendo f uma funcao conhecida. Desejamos encontrar, entre todas as curvas continuas e
diferencidveis y(z) que passam pelos pontos fixos (x1,71) e (22, y2), aquela que extremiza
S. No caso, do Principio de Fermat, o funcional a ser minimizado, seré aquele definido

pela equagao (3.16)).

Supondo y(x) como a curva que extremiza S, definimos todas as curvas vizinhas ¥

como

y(z) = y(x) + en(z), (4.5)
onde € é um parametro real arbitrario e n é uma funcao continua, responsavel pelas

variagoes na curva y(z). Para a curva y também passar pelos pontos extremos (z1,y;) e

(x2,y2), n(x) deve se anular em x = 1 e = x4, isto é,

n(x1) = n(zz) = 0. (4.6)
O funcional para y serd uma funcao de €, ®(e),
) = 5= [ f(§).7 @), 2)dr. (4.7)

Quando € = 0 teremos UM extremo da curva. Logo, uma condicdo necessaria para a

extremizacao de S é

d® e (0f 0y Of 0F
de) 550 Toanae ) =Y 4,
( de >EO /ac1 (ay 86 + 8]]’ 36 > 0 ( 8)
Como
ay B 37(@/ -
oe " 5 = (4.9)
temos
dd T2 af af .
de) TR =0. 4.1
(%) = [ (G ) ae=o a0

Seria interessante ter uma equagao sem a dependéncia de 7, pois ela é uma funcao arbitraria.

Isso pode ser obtido através de uma integracao por partes:
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w2 df o Of L, [ of e od (0f
o oy gyl L <8y>d I, i <6y> 1

j& que o primeiro termo se anula devido a condigao (4.6]). Consequentemente (4.10]) torna-se

w2 |Jdf d [0f

- - — dx = 0. 4.12

/m [ay (3@/)]77 ’ 12

Usando o Lema Fundamental do Célculo das variagdes , (STEWART) [2013)),

obtemos a Equacao de Euler

of d (0f

L2 =0 4.13

oy dx <8y’ ) ’ (4.13)

permitindo calcular os extremos de uma curvar a partir de uma equagao diferencial de
segunda ordem. Uma condigdo necessaria para a extremizagao de um funcional, ®(€) é

que sua variagao < @ seja nula para um 7 arbitrario.

Uma outra forma de representar a variagdo ¢ pela notagao dy = en. Decorrendo de

(#.5)

y=y+dy, (4.14)
substituindo em (4.10))
dd 0 f (‘9 f
5 _ / de = 0. 41
5= (de)_o m(a oy )I 0 (4.15)
em 0y’ usamos a propriedade de que a 0y = %((51/). Analogamente, efetuando uma

integracao por partes, conseguimos-nos livrar da derivada 1/

58 = / ly— (25)1 Syda = 0. (4.16)

4.2 Equacoes de Euler-Lagrange

A obtencao das equagoes de Euler-Lagrange, também podem ser feitas por meio
do Principio de D’Alembert (GOLDSTEIN; TWERSKY] [1952), mas esta deducao envolve
mais sutilezas e é consideravelmente mais extensa. O resultado que iremos utilizar, deste
principio, é a expressao da langrangiana L. = K — V| sendo K a energia cinética e V a
potencial. Partindo da equacao , basta uma mudanca de varidveis para obtermos as

equagoes de Euler-Langrange. As mudancas sao

x —t, Yy —q Yy —q f— L, (4.17)
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onde t se refere ao tempo e g sdo as coordenadas generalizadas. E assim podemos escrever

Bl o} (4.18)

Caso estejamos lidando com n graus liberdade, as equacoes se tornam

doL oL
dtdg; Oq

i=1,..n. (4.19)

valendo lembrar que os ¢}s sdo independentes entre si.

Desta maneira, obtemos as equagoes de Euler-Lagrange, as quais constituem um
formalismo bastante poderoso para a descricao de sistemas mecanicos. Portanto, para
achar as equacoes de movimento, basta obter a lagrangiane e substitui-la em . Em
sistemas mais complexos, como o péndulo duplo, por exemplo, este método é muito mais
acessivel do que a obtencao através da segunda Lei de Newton, que envolve equagoes

vetoriais.

4.3 Equacoes candnicas de Hamilton.

Uma alternativa para encontrar as equagoes de movimento é dada pela formulacgao
hamiltoniana. Nela, ao invés de trabalhar com ¢; trabalharemos com o momento candnico

conjugado p;, definindo como sendo

oL
T 0
Note que para que possamos resolver a equacao de Euler para as velocidades generalizadas,
a matriz hessiana(LEMOS| 2013)

Di (4.20)

0*L
= 4.21
WZ] aqlaq]7 ( )

deve ser nao-singular. A obtencao de uma fungao cujas variaveis dependentes sejam
qi e p;, ¢é feita por intermédio da transformada de Legendre(GOLDSTEIN; TWERSKY],

1952). Assim, definimos a fung¢ao hamiltoniana como

n=1

onde as velocidades generalizadas devem estar escritas na forma ¢; = f;(q, p,t) para que

H esteja na forma desejada.

A diferenciacao da hamiltoniana nos dara as equagoes de movimento. Diferenciando

H<q7 b, t)a temos
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" (OH OH OH
g~ (O, [ 0H, N\, OH, 4.2
d ; ( o0 dg; + o, dpz> + o dt (4.23)

Fazendo o mesmo procedimento em (4.22)), temos
" " (OL oL oL
;(qpﬂ? Gi) {;(aqquraqiq)Jrat } (4.24)

Comparando estas duas equagoes, juntamente com (4.20]), chegamos as equagoes

canonicas de Hamilton,

OH
. _ 4.2
i o (4.25)
¢ OH
= o 4.2
p 0 (4.26)

Comparando com o formalismo lagrangiano, agora precisamos resolver duas equa-
¢oes, mas, em contrapartida elas sdo de primeira ordem. Outra diferenga é que o par (g, p)

é independente, ja que ndo existe uma conexao entre eles, diferentemente de (¢, ). Na

comparacao entre as equagoes (4.23)) e (4.24) também obtemos

OH 0L
ot ot
Voltando para (4.22)), caso a langrangiana tenha a energia cinética K como quadratica

(4.27)

nas velocidades e V' independente do tempo, o segundo termo pode ser escrito como

> G:0L)0G =Y 40K /94 = 2K. (4.28)

i=1

Substituindo esse resultado em (4.22)), chegamos a

H=K+V. (4.29)

Logo, nesses casos a hamiltoniana é interpretada como a energia total do sistema mecanico.

4.4 O Principio de Maupertuis.

Diferentemente da mecanica lagrangiana, aqui a variacao considerada é feita em

relacao ao tempo. Ela serd denotada por A, e pode ser ilustrada pela imagem abaixo:

Essa variagao é definida como
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Figura 16 — A variacao no Principio de Maupertuis é feita em relacao ao tempo, deslocando
a curva por uma quantidade At.

qil

Aglr))

Loy "t
Fonte: (LEMOS, [2013)
' =t+At=t+eX(ff (4.30)
e
(1) = ai(t) + Aqi(t) = qi(t) + eni(t). (4.31)
onde X e 7 sao fungoes arbitrarias. Desse modo,
At =t —t=eX(t), (4.32)
Agi(t) = q;(t) — qi(t) = eni(1), (4.33)

com € um parametro infinitesimal. Este principio determina o caminho da trajetéria, mas
sua solugao nao é representada em funcao do tempo, a hamiltoniana é conservada e nao

depende explicitamente do tempo, e por fim, suas configuragdes iniciais e finais sao fixas:

Agi(t) = Ag(ts). (4.34)

Outra diferenca estda na chamada agao reduzida.

to
I= / dtS" pid. (4.35)
t1 i

8 Com X(t) = 0 retornamos a Equacdo de Euler.
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O termo dentro do somatério vem da transformacao de Legendre na lagrangiana. Assim

podemos reescrever I na forma

to to
]:/(L+H)dt: Ldt + H(ty — ty). (4.36)
t1 t1

Efetuando a variacao A, temos

to
A=A / Ldt + H(Aty — Aty). (4.37)

t1

A integral vai permanecer invariante sob essas transformacoes de coordenadas (4.30)) e

[{E31), se

Al = j {L <q/(t’), dqc;s’) : t’) dt — L <q(t), dzzit)’ t) } dt = 0. (4.38)

Para os termos de primeira ordem em ¢, temos o seguinte

dat’ .
- -1 X 4.39
7 + eX, ( )
dt 1 :
@:(1—1—6)() =1—eX, (4.40)
e
dq; dt oy . .
ndar (1 —eX)(¢ +€en) = ¢+ €G (4.41)

com ¢; =1 — ¢; X.
Substituindo os resultados acima em A7 (4.38))

to to
Al = /L(q Fen, g+ eC,t+eX)(1+ eX)dt — /L(q, g, 1)dt
t1 t1

ta
oL oL oL -
i 4

oL oL oL :
:e/{z [%nﬁa%gl +(,%X+LX}dt:O,

conduzindo & uma condic¢ao dada pelo teorema de Noether (LEMOS, [2013))

oL . E)L] oL

it X —X = 4.4
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fornecendo assim, numa condigao necessaria e suficiente para que a acao seja invariante
pelas transformagoes. Reescrevendo abaixo as equacoes, e - do formalismo

hamiltoniano, temos

oL
H = i— — L 4.44
>4 9 (4.44)

e

dH oL
— = ——. 4.45
dt ot ( )

Substituindo em (4.43]), obtemos
d (0L oL dH

i— | A + g HX — 7X = =0. 4.46
Zlndt (aqﬁ"aqi) } (4.46)

Este resultado nos permite calcular variacao de L:

7 Pd oL
A / Ldt = / it (2 5 A = HAMYdr = (3 pildg; — HAY), (4.47)
t1 t1 i
e, portanto,
A / Ldt = —H(Aty — At). (4.48)

Levando em conta a (4.37) chegamos ao Principio de Maupertuis:

to
Al = A / dtS " pigi =0 (4.49)
t

Dentre todos os caminhos possiveis entre duas configuracoes fixas, o “escolhido”
sera aquele que minimiza a ac¢ao reduzida. Quando as equagoes que definem as coordenadas

generalizadas nao dependem explicitamente do tempo, ou seja,

Lq = fa(q17 q2, Q’n)7 (450)
entao,
Ofa
P, = — i, 4.51
! Z Iqk o ( )
e assim a energia cinética
1
K =23 "mg(i2 + 92 + 22). (4.52)
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pode ser escrita da seguinte maneira:

1 .
K= > ai(q)dide, (4.53)
i,k

onde os termos a;;, sao fungoes das coordenadas. Para uma energia potencial V' independente

da velocidade, as equagoes de Euler-Lagrange, nos fornecem

: 0K
quz‘ = anq.‘ = 2K, (4.54)

resultando em

to
A / Kdt = 0. (4.55)
t1

Se K for uma constante, o caminho percorrido é aquele que leva o menor tempo, sendo

justamente esta a ideia central do principio de Fermat, que inspirou Maupertuis.

4.5 O Principio de Jacobi

Nessa secao iremos discutir o chamado Principio de Jacobi. Revendo a se¢ao anterior
vemos que o termo a;; de (4.53)), lembra bastante uma métrica. Podemos, entao, definir a

distancia infinitesimal entre dois pontos neste espaco das configuracoes por:

dp® = Z ai(q)dg;dgy. (4.56)
ik

Agora, substituindo (4.56]) em (4.53]), obtemos

(4.57)

fazendo que o Principio de Maupertuis assuma a seguinte forma:

P2
A / VE —Vdp = 0. (4.58)
p1

Sendo este o principio de Jacobi, é nitida a semelhanca com o Principio de Fermat.
No caso da particula livre, V' = 0, obtemos a equacgao da reta. Se considerarmos apenas

uma particula, dp acaba por ser proporcional a distancia em trés dimensoes.



53

5 O principio de Fermat na mecanica new-

toniana.

Como vimos, o principio de Fermat afirma que o caminho percorrido pela luz é aquele
com menor comprimento. Utilizando os calculos variacionais descritos no capitulo anterior,
podemos deduzir uma equagao de movimento para o raio luminoso. Este método revela
uma profunda analogia entre a éptica e a mecanica classica, permitindo que problemas
mecanicos sejam tratados utilizando um formalismo éptico, reforcando a interconectividade

das diversas areas da fisica.

5.1 Analogia Newtoniana

No Principio de Fermat, se parametrizarmos a curva seguida pelo raio luminoso

por um parametro A, entao escrevemos

5= /nd (Zi)Q + (Zi)Q + <Zi>2dA, (5.1)

s=[n

Com o intuito de achar uma equagcao diferencial para a trajetéria da luz, faremos

isto é,

d\. (5.2)

dr
d\

uso do calculo variacional apresentado no capitulo anterior. Optando pelo uso da notacao

presente em (4.15)), a variacdo do funcional acima resulta em

5/71— dr+n<6

dr

A expressao da variacao infinitesimal em r é dada por

dr

d\ = [571

r=r+Jr, (5.4)

onde novamente estamos tomando dr = 0 para os extremos da curva. Feitas essas conside-

ragoes, calculamos agora cada variagao de (j5.3)), obtendo para o primeiro termo
on(r) =n(r) —n(r) = (n(r) + Vn - dr) — n(r) = Vn(r) - or, (5.5)

no qual fizemos uma expansao de Taylor em dr até a primeira ordem.

J& para o segundo termo, temos
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dr d(r + dr) dr
o|—|=|—|— |- 5.6
d\ ' d\ d\ (56)
Fazendo a substituicao j—f\ =ue dfﬁr) = v, entdo o primeiro termo de ([5.6) fica
lu+v|=vVu2+2u-v+o2 (5.7)

Como a expansdo é em v, podemos desprezar o termo v2. Efetuando a expansio de Taylor

em torno de r = 0, encontramos

1 2u u-v
utvlrRvit+22u-velul+ - | —m— v |ul+ ——. 5.8
Y g || v 6

Com esse resultado, a equagao ((5.6)) torna-se

dr
d\
onde representamos a derivada em A por ’. A substitui¢ao de (5.5)) e (5.9) em ([5.3]) nos da

finalmente

dr | dor
. \ax " ax

5|00 Ah ) (5.9)
oy

id

Assim como no caso em que obtivemos a Equacao de Euler, vamos efetuar uma

’oos
/ (Vn ol + M0 ) )\ = 0. (5.10)

integral por partes no segundo termo e como o termo de fronteira é zero, obtemos

/ [(Vn)|r’ — ddA (ﬁ:’/)] -or'dA = 0. (5.11)

E assim encontramos a equacao diferencial da trajetoria que extremiza a agao:

(Vn)|r'| = ddA (”r> . (5.12)

[r']

Podemos simplificar a equagao acima tomando a parametrizacao dA = %, onde n é o

indice de refracdo no meio e s o comprimento de arco da trajetoria; como, por definicao,

temos % = 1, entao podemos escrever que
dr dr

Logo a equacao da trajetéria do raio nessa parametrizacao ¢

r’ =V (f) , (5.14)
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equacao que apresenta uma forma bastante similar a segunda Lei de Newton

d*r

Dessa forma estabelecemos uma analogia entra a Optica e a mecanica classica.

Para ficar mais clara a analogia, construiremos uma tabela que relaciona as grandezas da

mecanica com as da éptica, ao comparar ((5.14) e (5.15)).

Quantidade Mecanica Optica
Posicao r(t) r(\)
“Tempo” t A

“Velocidade” % =1 % ZE !

“Energia potencial” U(r) %(r)
“Massa” m 1
“R . inéti 99 T — m dr 2 1 | dr 2

nergia cinética = |5 5 ‘d—

3 . 99 dr 2 1 | dr 2 n2(r) _
Energia Total e ‘% +U | 3|ox| — — 0

Tabela 1 — Correspondéncia entre quantidades da mecanica com as da 6ptica.

Enquanto que as grandezas mecanicas estao associadas ao movimento de uma
particula, no caso éptico elas podem ser interpretas como descrevendo um pulso de luz. A
grande diferenca entre as grandezas da tabela, se da por conta das diferentes parametri-
zacgoes, numa é o parametro tempo t e na outra A\, um pardmetro que tem dimensao de

comprimento. Por conta disso, boa parte das grandezas épticas sdo adimensionais.

Vamos agora relacionar ¢ com A

dr dr| dt cdt
Portanto temos a relagao
c
d\ = ﬁdt' (5.17)

Ao tomar a constante aditiva “da energia potencial éptica” como sendo nula, a
energia total sempre serd zero. Isso ocorre porque a “velocidade”, 1/, é determinada pelo
indice de refragdo do material. Assim vemos que hd um grau de liberdade a menos, em
comparagao com o caso classico, em que se pode escolher tanto a posicao como a velocidade

inicial para uma particula.
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5.2 A Lei de Snell

Aqui iremos reobter a lei de Snell por meio da analogia newtoniana acima. Con-
sideramos duas regioes, regiao 1 e regiao 2, conforme apresentado na figura (17]), que
apresentam respectivamente indices de fracao n; e ny. A escolha do sistema de coordenadas

é feita de modo que o eixo coordenado x se encontre na interface.

Figura 17 — Representacao da Lei de Snell na analogia newtoniana. O indice de refragao,
para os dois meios, nao varia na direcao x.

Fonte: (EVANS; ROSENQUIST, |1986)

Esses indices de refracao nao variam na direcao x, variam apenas na direcao y. A

componente x de acordo com ([5.14)), fornece a seguinte equagao

d?*z

— =0. 5.18

¥ (5.18)
Por conta disso, dz/d)\ é uma constante de movimento e apresenta o mesmo valor

para os dois meios, diferentemente da componente y, ja que sua “velocidade” varia. Assim,

temos um caso bastante parecido com o movimento em queda livre na mecénica classica.

Igualando as “velocidades” em z, devido a constancia dessas componentes, obtemos
) b

dr dr
o\ 1 senf; = i\ 2 senbs. (5.19)
Ja da parametrizacao ((5.13). chegamos a
nisenf; = nasenbfs, (5.20)

que é exatamente o que expressa a lei de Snell
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5.3 0O Oscilador harménico

O potencial do oscilador harmoénico é um dos potenciais mais importantes da
mecanica classica. Buscaremos a trajetoria da luz associada a este potencial. Pela Lei de
Hooke

U= k% (5.21)

Para a “energia potencial” éptica, conforme a tabela ([1)) , representar este potencial

mecanico, devemos ter

n=v2-—r? (5.22)

com k = 1. Aqui fazemos uso da notacdo complexa, z = x + iy. Devido ao fato de o
movimento se dar no plano, por causa da conservacao de momento angular, podemos
descreve-lo com as coordenadas x e y. (A vantagem dos nimeros complexos é que eles

possuem interpretagao geométrica; o modulo dele nos fornece o raio, e o dngulo do ponto

em z, na coordenada z, é dado por arg(z).) Substituindo ([5.22)) em ([5.14}), temos a equagao

d*z
cuja solucao geral é
z = e"*(Acos\ + iBsen)). (5.24)

As constantes de ([5.24]) tém um significado geométrico, a descrevendo rotagoes da trajetoria,

enquanto que A e B estdo relacionadas com a aplitude do movimento.

Com a = 0, ou seja, sem rotacoes, obtemos a equacao da elipse,

22 2
Ve + 5= 1, (5.25)
ao fazermos uso da definigao de z em ([5.24)). As constantes, A e B, representam o semi-eixo

maior e menor da elipse, levando a distancia focal f = /A2 — B2,

No caso em que « # 0, essas constantes nao sao totalmente independentes. Usando

a parametrizagao ((5.13]) em (5.22)), obtemos a relagao:

v? =2 —1? (5.26)

Da solugao (5.24]), temos tanto o comprimento da elipse, como a velocidade associada

a ela:
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r? = A%cos®\ + B?sen’), v? = |2 = A%sen®\ + B%cos®\. (5.27)

d\
Substituindo essas expressoes em (|5.24)), temos a condic¢ao

A+ B? =2, (5.28)

que também pode ser escrita da seguinte forma:

A+iB = +/2e" (5.29)

com v sendo um nimero real. Desta condicao, ((5.27)) fica

r? = |z =14 (A* — 1)cos(2)). (5.30)
Quando cos(2A\) = 0, a elipse ird interceptar o circulo unitério. Os zeros da fungao
cos(2X\)ocorrem em
1.
Am = — =)=, 5.31
(m—5)7 (5.31)

onde m é um ntmero inteiro. Para m = 1, em (5.24)), temos

e
A\ A=

ilat) — (5.32)

Zl)\=)\1 =€

Figura 18 — As elipses representam a trajetoria percorrida pela luz, com um indice de
refragao que corresponde ao potencial de Hooke, na mecanica classica. Elas se
encontram na circunferéncia de raio unitaria, onde tem-se n =1 .

Fonte: (LEONHARDT; PHILBIN; [2010)
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Um fato bastante importante sobre ([5.22) é a sua aplicagao. As lentes de Lunenburg
sao lentes esféricas que apresentam um indice de refracao igual a 1 na borda; ja no seu

interior, n varia de acordo com a equacgao

n=4/2—r2/rs, (5.33)

onde aqui 7y indica o raio da lente. Logo (5.22) representa uma lente com raio unitério.

Esse instrumento 6ptico foca todos os raios de luz, paralelos, em um mesmo ponto.

Figura 19 — Representacao da lente de Lunemburg.

Fonte: (LEONHARDT; PHILBIN] 2010)

Por concisao, manteremos a notacao complexa. Um raio paralelo é descrito por

z = €i90(>\ — )\0) + 20, (534)

sendo 6y, A\g e 2y constantes. Para ver que realmente se trata da equagao de uma reta,

basta fazer a sua derivada em relagao ao parametro A:

de _ e = constante. (5.35)
d\

Como mencionado, a borda da lente apresenta um indice de refragao igual ao do
vacuo; desta forma o raio de luz nao é refratado. Ao entrar na lente, os raios tém suas
trajetorias dadas por segmentos de elipses, como discutido anteriormente. Para a trajetéria
ser continua, basta igualar as equagoes e , sendo, entao, necessario um ajuste
em zg € Ao para que essas equagoes se interceptem para um mesmo parametro A. Por fim, a

equacao (p.32]) retrata o fato de que todos esses raios vao ser focados em um tnico ponto.
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5.4 Orbitas circulares.

Nessa secao usaremos a analogia newtoniana para analisar a possibilidade do
aparecimento de érbitas circulares (EVANS; ROSENQUIST) [1986). Naturalmente, estamos
supondo que n é radialmente simétrico, n = n(r). Nesse contexto, é importante definir o

“momento angular éptico”,

dr
L= —. 5.36
rx (5.36)

Assim como na mecénica classica, é facil ver que L é uma quantidade conservada. Nesse
caso, 0 movimento se dard num plano, o que sugere trabalhar com coordenadas polares.

Nessas coordenadas, entao, podemos escrever

do
L= rzﬁ =20, (5.37)

Para obter um movimento circular, cuja forga centripeta ¢ dada por —muv?/r, a

“segunda lei de Newton”, (|5.14]), nos da

2
—1 |dr 1 .dn?
o= =22 5.38
ro|d\ 2 dr’ (5.38)
que podemos simplificar com o auxilio da parametrizacao ([5.13)), fornecendo
—d d
—— (5.39)
r n
Integrando a equagao acima, chegamos a
k
= -, 5.40
=" (5.40)
sendo k uma constante de integracio. Logo, a “energia potencial” é U = —k?/2r?, origi-

nando uma “forga” F = —VU/dr = —k?/r3.

No caso optico, as orbitas circulares s6 serao possiveis para uma forga proporcional
a r3, diferentemente da mecanica cldssica, onde qualquer forca central, sendo ela estavel
ou nao, permite orbitas circulares. Essa diferenca se deve ao fato da “velocidade” ser

determinada pelo indice de refracao, como discutido anteriormente.

A velocidade da luz no meio em que n = k/r, é

(5.41)

e, como sao Orbitas circulares, o seu comprimento ¢ igual a 27r. Desta forma, o periodo

sera:



Capitulo 5. O principio de Fermat na mecinica newtoniana. 61

omr 2k
=2 (5.42)
v C

sendo independente do raio da érbita.

Consideremos agora casos mais gerais do movimento, para quando n = % Os
calculos sao bem parecidos com o movimento de particulas sob acao de um campo central.

Nesse caso o analogo da equacao da energia é

1 1
E:iﬂ—imzo, (5.43)

a transformacao em coordenadas polares faz-se mediante mediante a substituicao

do A
= of —0. 5.44
v =of + TN (5.44)
A equacao da energia passa a ser
r? 4+ 1r20”% —n? = 0. (5.45)

Expressando esta equacao em termos do “momento angular” (5.37)), achamos

12 1/2
r = <n2 — ) : (5.46)

e, usando a regra da cadeia,

_drdo_ dr
T dody e’

/
r

(5.47)

obtemos a integral

Ld
/M:/;NM—;YW (5.48)

r2

faltando apenas escrever a dependéncia de n com r, conforme (5.40)). Logo,

r Ldr
Qlewﬁ—nwm+@* (5.49)
Escolhendo a constante 6, 6y, de tal maneira que # = 0 quando r = 1, temos
k2 — 2 1/2
T = roexp <<L)9> : (5.50)

A equacao acima pode ser simplificada, utilizando a férmula de Bouguer, que
consistem em tomar a forma escalar de ([5.36)). Assim,
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d
L= résena = rnsena. (5.51)
No caso abordado, n = %, ou seja,
L = rongsena = ksena. (5.52)
Substituindo em ([5.50)), chegamos a
k2(1 — 2 1/2& k2 2 1/29
r= rpoe;cp(( (1= sen’a)) )= roexp(%) = roexp(fcota). (5.53)

ksena ksena

Sendo [ o angulo complementar de «, a equagao pode ser escrita em termos da

tangente de f3, isto é,

r = roexp(0tgp). (5.54)
No intervalo 0 < § < 7/2 a tangente é positiva, e 0 movimento descreve uma espiral em
expansao; o intervalo negativo, —mw/2 < < 0, resulta num colapso em espiral. J& para
recuperar o resultado anterior, basta tomar 5 = 0 levando em r = ry.

Um outro caso bastante importante é o da gravitacao universal. Como a forca tem

2

a forma r~2, o potencial é U = £. Logo,
'

2k
n=(—)"2 (5.55)
r
Do resultado anterior, (5.48]), segue-se que
r Ldr
f= /TO e (5.56)
e pela mudanca de variavel u = %, temos
Ldu
0 = / . 5.57
(L2u? — 2ku)'/? (5:57)
Finalmente o resultado obtido é
L2
S — 5.58
" k(1 + cosb) (5.58)

Na mecanica classica tem-se trés tipos de érbitas, a hiperbdlica, a parabdlica e a

eliptica. Da equagao (5.58]), vemos que o caso 6ptico s6 é possivel a trajetéria parabdlica.
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6 O principio de Fermat na relatividade ge-

ral

Na relatividade geral, a trajetéria da luz é regida pela curvatura do espago-tempo.
No entanto, por conta do indice de refracao e sua relacao com a mecanica classica, veremos
que é possivel fazer uma funcao escalar n(r) descrever a propagacao da luz, levando a uma

generalizagao dos principios mencionados anteriormente.

6.1 O indice de refracao na relatividade

Da mesma forma que um indice de refracao pode ser identificado como um potencial,
também pode ser visto como desempenhando a func¢ao de uma métrica, sendo o caminho
percorrido pela luz determinado pela curvatura do espago-tempo. Nesse caso é natural ver

a equacao da geodésica como um equivalente a eikonal.

Na deducao da equagao da eikonal, no capitulo 3, partimos de resultados obtidos
pelas equacoes de Maxwell. Podemos reproduzir esse resultado usando a notagao covariante,
como mostrado por (FEDOROV et al., 2023)), chegando-se ao resultado

g7 0udu = €7 p;; = n?, (6.1)

sendo ¢g* a métrica do espago. J& u, €7 e p;; sdo respectivamente os andlogos a R(r), € e
1, usados anteriormente. Fica assim evidente a semelhanca, entre as equagoes da eikonal,

nesses dois casos.

Como mostrado por (XUE-JUN; CHONG-MING, [1988) a equagao classica da
eikonal pode ser usada no problema de geodésicas nulas. Ha trés tipos de intervalos para
um elemento de linha: o intervalo de tipo tempo ocorre quando a variacao do tempo domina
sobre as variagdes espaciais, sendo descrito por ds? < (f] De forma anéloga, o intervalo de
tipo espaco é caracterizado por ds? > 0, e o intervalo de tipo luz, onde o deslocamento no

espaco-tempo ocorre a velocidade da luz, ¢ ds?> = 0, sendo esta a geodésica nula.

No entanto, existe uma forma mais sutil de demonstrar a equivaléncia entre a
eikonal e a geodésica nula. Seguindo os passos de (ADLER et al.; |1965)), come¢amos com
um elemento de linha que é independente do tempo, e parametrizado por \. Logo, a

variacao da lagrangiana tem a forma
5 / L(x, i, £)d\ = 0. (6.2)

[remos, agora, considerar o seguinte elemento de linha:

9 Nesta dissertagao, estamo usando a assinatura(— -+ —H—) para o espaco-tempo
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ds® = A?dt* + ggdatda®. (6.3)

Parametrizando a curva por A, temos que

A dz' dat
ds? — A22 [ & i —— = 6.4
T (dA) TIRIN N (64)
Definindo a lagrangiana
dt\’ dz' da*
L =A%~ o —— .
‘ <d>\> IR N (6.5)
considere a agao

S = /L(xi,j;i,i)dA, (6.6)

ao longo de um caminho arbitrario no espaco-tempo infinitesimalmente, préximo a uma
curva nula, passando pelos mesmos pontos P; e P, no espago tridimensional. A condi¢ao
de curva nula, é dada por L(z?,i%,{) = 0. Existem muitas curvas nao-estacionarias(
nao-extremizantes) entre Py e P, onde as condigbes sao validas. Por outro lado, elas
podem comegar em diferentes momentos ¢t; em P; e terminar em diferentes momentos t,
em P». A possibilidade de considerar diferentes instantes t; e to esta presente no principio

de Maupertuis.

E evidente que a acao é zero para todas as trajetorias, ja que em se tratando
de curvas nulas o integrando é zero. No estando, isso nao nos impede de calcular a integral
proxima a geodésica em primeira ordem, que nao vai ser necessariamente zero, ja que

se refere apenas as trajetérias que tém pontos em comum no espago e no tempo. Variando

, obtemos

VA oL . oL . . OL
5S(Iz7i‘l,t) :/[W5I1+W5xz+&

Integrando por partes o segundo e terceiro termo do integrando, obtemos

oL ™" ToL . ™" OL d (0L\] .. d (0L
sfran={Geo] o+ e (o () o () oo
(6.8)

Os termos de fronteira de z* sdao zero, uma vez que z* estd fixado nas extremidades. J4 o

5151 dA. (6.7)

primeiro termo da integral é zero por causa das equagoes de Euler-Lagrange na geodésica
nula. Pelo fato de t ser uma coordenada ciclica, temos uma lei de conservacao. De fato,

segue
oL

o =0, (6.9)

entao



Capitulo 6. O principio de Fermat na relatividade geral 65

oL _
ot

sendo K uma constante. Levando tudo isso em conta, a equacao resulta em

K, (6.10)

5/Ld)\ — K[6t)> = K6T, (6.11)

uma equagao idéntica a de Maupertuis (4.55), que relaciona o principio de Fermat e a

equacao da geodésica da luz no espaco-tempo.

Por conta disso, é possivel identificar formalmente o espago-tempo curvo como
equivalente a um meio 6ptico e encontrar a trajetéria da luz por ; como apresentado
em (NANDI; ISLAM] 2009) e (EVANS; NANDI; ISLAM] 1996). Em um espago isotropico
(um espago no qual as coordenadas espaciais tem a forma mais préxima possivel da métrica

euclidiana) sem dependéncia temporal explicita, definimos o elemento de linha

ds® = g, dX"dX" = —Q*(X', X2, X?)(dX?)*+0 (X, X2, X?)[(dX)*+(dX?)*+(dX?)?],
(6.12)

sendo 2 e ® fungoes isotropicas. Optaremos por adotar coordenadas esféricas para evitar

a notacao de coordenadas X*, o que serd bastante 1til, especialmente considerando que

trabalharemos com métricas de simetria esférica. Com essa ressalva, escrevemos
ds® = —Q2(r)cadt* + @ (r)[dr® +r°d0* +r’sen®0d¢®] = —Q*(v)chdt* +@2(r)|dr|?, (6.13)

co representa a velocidade da luz no vacuo, enquanto r denota as coordenadas espaciais.

Para curvas do tipo luz, ds?> = 0, a equagao ([6.13)), nos d4
Q*(r)cidt* = ®2(r)|dr|*. (6.14)

Ao extrair a raiz quadrada e isolar as diferenciais, obtemos a velocidade da luz em um

sistema de coordenadas isotrépicas:

—| = ¢o®(r)Q(r). (6.15)

n="2=[Q@r)dr)] (6.16)

6.2 A métrica de Schwarzschild

Devido ao grande sucesso da métrica de Schwarzschild em descrever buracos negros,

o avanco do periélio de Merctrio, o desvio gravitacional da luz, entre outros fenémenos,
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buscaremos encontrar o indice de refragao associado a esse espago-tempo, usando ([6.16)), e

também as suas érbitas. Nas coordenadas (7,6, p,t), a métrica tem a forma
2 2m\ 59 2m\Th e o 2
ds® = — (1—)0 dt* + (1—) dr* + 7 (d* + sin® 0.dg®) . (6.17)
T T

Por outro lado, em coordenadas isotropicas o elemento de linha deve ficar na forma
(D’INVEMO 1992)

ds®* = —A%(r)dt* + B(r)d¥?, (6.18)
em que dX? é dado por
d¥? = dr?® + r*(d6* + sen*dp?), (6.19)
representando a métrica euclidiana da se¢ao espacial t = constante.

Comparando (6.17) e , a parte temporal leva em

A2 — (1 - Qm) , (6.20)

T

ja o termo radial e angular sao, respectivamente,

d—2
By =7 e Blr?=-—"_ (6.21)
dividindo essas duas ultimas equacgoes, chegamos em
d dr
o T (6.22)

r VR omr

Inr =In (f mm T 2m)> + InC, (6.23)

Integrando, tem-se

m

sendo C' uma constante de integra¢do. Tomando C' = m/2, obtemos

T:(f—m—l— F(F—2m)>’ (6.24)

levando em
7 m\® 6.25
= 1 — . .
rer < + 27") ( )

Com esse resultado, podemos escrever a métrica de Schwarzschild nas variaveis de

(6.13)), identificando

Fergl=r (1 + m>2, (6.26)
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e assim,
m\ —2
=(14— : 6.27
¢ ( * 27’> ( )
Para a parte temporal basta substituir (6.25)), obtendo-se
A—ﬂ)—(1+"§_1@ 7”) (6.28)
o 2r 2r) '

Com todas essas substituigdoes em maos, o elemento de linha isotrépico fica na
forma (/6.13]). Agora é possivel achar a expressao para o comportamento 6ptico associado

a esse elemento de linha, através de ((6.16)):

n=2=0 ¢! (6.29)
&

(B (-2)" (3
(0D

Como mencionado na se¢ao anterior, a 6rbita que a luz segue no espago-tempo é

também dada pela analogia newtoniana, isto é,

"=V <n22> : (6.32)

Para a métrica de Schwarzschild, que possui simetria esférica, podemos escrever (6.32)) em

coordenadas polares ao escolher 6 fixo, § = m/2, sem perda de generalidade. Portanto a

integral de (6.32)) no plano, é

2 122 — n2(r) = 0, (6.33)

Como n nao é fungdo de ¢, a quantidade r?¢’ (momento angular) é conservada. Como
mostrado por ([5.37)), deste modo

h = constante = 1y’ (6.34)

Podemos simplificar (6.33)), tomando 7 = u~!. Assim derivando essa substitui¢ao por u,

achamos

dr  du™! 9

i = —u 2, 6.35

du du “ ( )
Escrevendo a derivada ' como d/d\, conforme definido no capitulo 5, e usando as nova

variavel u, (6.33) fica
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_ du du dg&
4 2
u 7)\ 7)\ + th —n"=0 (636)

dividindo a equacio por h™2 = u*(d\/dp)?, chegamos &

du\?
u® + (w) —n’h 2 =0. (6.37)
Com a nova variavel u, 7 = u™!, as equacoes (6.26)), (6.27) e (6.28)) ficam respecti-
vamente
u = up(u), (6.38)
-2
o(u) = (1 + ”;“) , (6.39)
© —1
Qu) = (1 + ";f”) (1 - ﬂ;‘) . (6.40)

Fazendo a substituicao para u, as duas tltimas equagoes, levam em

. —\1/274
(@) = [1 + (1 22mu) ] | (6.41)
Q?(u) = 1 — 2ma. (6.42)
Derivando , achamos a diferencial
du = ¢(u)du + d(z(;)du (6.43)
[ mu, mu\ ~3
= | - <1 + 2) ] du (6.44)
[ mu mu\ 2
= |1~ (1+”;“)1 (1 + 2) du (6.45)
[14 2% —mu
= (1 — W;u) <1 + ?) o(u)du (6.47)
= Q(u)p(u)du. (6.48)

Com o intuito de obter a equacao (6.37) nas coordenadas antigas, u, vamos usar

equagoes (6.38) e (6.48)). Desse modo, temos

_\ —2
up 2+ ¢ 202 <d“> —n?h 2 =0. (6.49)
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Dividindo por n? = Q72(u)¢(u)~2, e levando em conta (6.31]), achamos

402 (u) + (ZZ)Q _n2—. (6.50)

A partir de (6.42)), obtemos uma equagao apenas na coordenada u:

u® + (ZZ) —2mu® —h™ 2 =0. (6.51)
Finalmente, derivando em respeito a ¢, obtemos
du du\ (d*u du
20— +2(— | | 5 | —6mu*— = 52
udg0+ (dgo) (dgﬂ) 6mu o 0, (6.52)

que, simplificando, nos da uma equacao idéntica a equacao da érbita da luz no espago-tempo
de Schwarzschild:
_d*u _
i+ —— — 3mu’ = 0. (6.53)
dip
Concluimos, entao, que é possivel descrever a trajetéria da geodésica nula através
de uma funcao escalar n(r). Dessa forma, a curvatura do espago-tempo e a curvatura de um
raio luminoso devido a presenca de um meio com indice re refragao variavel, apresentam

um interessante analogia.

6.3 Equacgoes de movimento para particulas.

No capitulo 5, apresentamos a equivaléncia entre problemas da mecanica classica e
a Optica. Pela se¢do anterior, vemos que essa equivaléncia também é valida para o espaco-
tempo. No entanto isso foi feito para a trajetéria da luz. Agora queremos saber se existe

uma analogia entre o principio de Fermat e o movimento de particulas no espaco-tempo.

Fazendo a variagdo no elemento de linha (6.13]), com as coordenadas (x2,t2) €

(x1,t1) fixadas, chegamos a

x9,t x9,t
5/ s = 5/ TR0 — o 2drY) 2 = 0. (6.54)

1,01 1,61

Escrevendo ® como fungdo de n e Q, por meio de (6.16]), temos

T2,t2 To,to Qd 2 To,ta 2 271/
5/ Qa2 de)? = 5 [ Qeglar— "2 5/ Qcq [1 _ ] dt

2
1,t1 z1,t1 (&) 1,t1 Co
(6.55)

Como apresentando anteriormente no capitulo 4, o termo do integrando pode ser

visto formalmente como a lagrangiana (ADLER et al [1965),
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2,2
L=-aq1- "2 (6.56)

Co
onde o fator —¢; foi colocado por conveniéncia. Calculando o momento candnico, tem-se

aL 2,,2
) 0

onde, ¢; representa as coordenadas espaciais. A hamiltoniana, é, portanto,

3
H = Zpiqz' - L
i=0

3 2, 27-1/2 2,271/2
) ven VN
=>_Qn’q; ll ~ ] + 50 [1 - 2]
i=0

0 0 (6.58)
v2n?2 —-1/2 v2n?2 1/2 ’
:Qn202[1— 5 ] —}-039[1— 5 ]
€o Co
o2l 0202 —1/2
= Qc} 2
Expressando em termos dos momentos canonicos, a equac¢ao acima se torna,
p2 1/2
H=2 |0+~ . 6.59
o+ 2 (6.59

Com essas equagoes obtidas, (6.56]) e (6.59), conseguimos encontrar as equagoes
de movimento. Devido as semelhancas entre o principio de Fermat e o de Mapertuis,

podemos usar a acao reduzida para generalizar a ideia de Fermat. Da agao reduzida e

, segue—sem.

3 v2n2 —-1/2
5/(Zpi:'v,~)dt - 5/n%29 [1 Sl ] dt = 0. (6.60)
=1

Co
Por estarmos usando a agao reduzida, a Hamiltoniana é constante em todas as trajetorias.

Com isso em mente, a equagao acima pode ser escrita em termos de ([6.58)). Desse modo

5/n21)2dt = 5/n2vdl. (6.61)

Temos o principio de Maupertuis para a mecanica classica, o de Fermat para a
Optica e, agora o principio variacional , obtido por (EVANS; NANDI; ISLAM| [1996)).
Tanto o principio de Fermat como o principio de Maupertuis sao casos particulares de
(6.61)). De fato, a velocidade da luz é v = 0; substituindo esse valor em chegamos
ao principio de Fermat. Agora, para obter o principio de Maupertuis, notamos que n estd
relacionada com a curvatura do espago-tempo. Para um espaco plano, a curvatura é zero,

0 que equivale a n = 1, reobtemos o principio de Maupertuis.

10 Optaremos por manter a nocio §, mas é importante lembrar que, nesse caso, estamos lidando com
uma variacao em t
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6.4 Equacoes de movimento generalizadas.

Da mesma maneira que efetuamos uma variacao no principio de Fermat para achar

uma equacao de movimento, faremos o mesmo para ((6.61)). Parametrizando por A, temos

5/nzv

onde |dr/d\| = | f’:l(d%‘/d}\)Q]l/Q-

dr
—0 62
d)\d)\ 0 (6.62)

Escrevendo a variacao para cada termo, a equacao fica

dr
— 1 dd\. 6.63
= (6.63)

d\ = / [6(n?0)] ‘3; d\ + / (n%)(é‘g\ YA + / v

dr
dA

) / n*v
De maneira analoga a feita no capitulo 5, vamos levar o caminho real, r, em r. Com isso

para o primeiro termo de (6.63)), obtemos

§(n*v) = V(n*v) - dr. (6.64)
Agora, para o segundo termo
dr dr dor|r | dr | dd\
DD | O (6.65)

Com essas equagoes, (6.63)) toma a forma

5/n2v d)\:/

Procedendo com uma integracdo por partes e usando a condi¢cdo que Jor é zero nas

e doe
d\ d\

dr
d\

dr

\Y% (n%) 01 4+ nv N

dr
o\ ] dA. (6.66)

extremidades da curva, obtemos

dr
dA

dr
dA

\% (n%) _ 4 n*v h ar) _ 0 (6.67)
d\ dA ’ '
uma equacao diferencial que descreve a equacao de movimento para uma particula. Para

deixa-la de uma forma compacta precisamos definir a parametrizacao, da mesma forma

que fizemos para a analogia newtoniana com ([5.13)). Definindo

dr

— | = 2
= (6.68)

Com esse resultado, a equacao (6.67) passa a ser

d’r 1
= V(§n4vz). (6.69)
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O lado esquerdo representa uma “forca”, com m = 1 e o lado direito uma “energia potencial”

In*v2. Assim como mostrado na tabela (1)), a energia total também é zero nessa situacao.
Essa equacao pode ser tanto usada para a luz como para particulas, a diferenca esta na
velocidade, para a luz sabemos que

== 6.70
v="2 (6.70)

ja para particulas temos pela equacao ((6.58))

1 — 402/ 512
- .

(6.71)

V= (g

Em suma, para uma dada métrica expressa em coordenadas isotropicas, podemos
associar um indice de refragdo e, com isso, achar as equagoes de movimento, tanto para a
luz quanto para as particulas, através de uma generalizacao da interconectividade entre a

mecanica classica e a Optica geométrica.
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7 Conclusao e consideracoes finais

Nesta dissertacao abordamos um principio fundamental da éptica geométrica, o
principio de Fermat, reconhecidamente conhecido como o primeiro de todos os principios
variacionais da fisica, e considerado como sendo o primeiro passo para o desenvolvimento
do célculo variacional. Depois de fazer uma revisao de alguns topicos que fundamentam o
principio de Fermat, nos debrugamos sobre a fascinante analogia que, via este principio, é

possivel estabelecer entre a 6ptica, a mecanica e a relatividade geral.

A elaboracao desta dissertagdo nos despertou o interesse em prosseguir com novos

desenvolvimentos sobre esse tema. Podemos resumir essas novas ideias nos seguintes itens:

I) Examinar os casos bem mais complexos em que o meio refrativo é anisotrépico.
Nossa primeira conjectura aqui é que a geometria riemanniana nao contém os graus de
liberdade extras que a anisotropia exige. Assim, uma primeira tentativa seria examinar
a possibilidade de formular o principio de Fermat numa geometria mais geral, sendo a

geometria de Finsler.

II) Examinar, usando as equagoes de Einstein, qual deve ser a natureza da fonte

da gravitagao e sua identificagdo com possiveis meios refrativos.

IIT) Examinar o principio de Fermat no contexto cosmolégico e seu papel na

descricao o fendmeno das lentes gravitacionais.
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