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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a estabilidade e a controlabilidade exata de um sis-
tema Timoshenko. Na primeira parte do trabalho, consideramos o sistema Timoshenko
com apenas um amortecimento fracionario de contorno. Primeiro mostramos que o
sistema é fortemente estdvel, mas nao uniformemente estavel. Na segunda parte, es-
tudamos a controlabilidade exata do sistema Timoshenko com apenas um controle
na fronteira. Usando argumentos de analise nao-harmonica e o Método da Unicidade
Hilbertiana (HUM), provamos que o sistema é exatamente controldvel em espagos apro-

priados.

Palavras-chave: 7



Abstract

In this dissertation, we study the stability and exact controllability of a Timoshenko
system. In the first part of the work, we consider the Timoshenko system with only one
boundary fractional damping. We first show that the system is strongly stable, but not
uniformly stable. In the second part, we study the boundary exact controllability of the
Timoshenko system with only one control. Using non-harmonic analysis arguments and
the Hilbert Uniqueness Method (HUM), we prove that the system is exactly controllable

in appropriate spaces.

Keywords: 7
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Introducao

Em 1921, o engenheiro mecanico ucraniano Stephen Prokofievich Timoshenko de-
senvolveu em [26] um modelo para a vibragdes transversais em vigas planas sem a

presenca de mecanismos dissipativos de acordo com o seguinte sistema:

{ ppie = (K(pr — ), em (0,L) xRy, (1)

Lt = (ET0,), — K(py — ), em (0,L) x R,

em que ¢ é o deslocamento transversal do feixe e 1) é o angulo de rotacao do filamento
do feixe. Os coeficientes p, I,, E, I e K sao, respectivamente, a densidade (a massa por
unidade de comprimento), o momento polar de inércia de uma de uma segao transversal,
moduo de elasticidade de Young, momento de inércia de uma secao transversal e o
modulo de cisalhamento.

Esta dissertagao estd baseada no trabalho de Akil et al. [1], no qual foi provado que
o sistema de Timoshenko tem uma taxa de decaimento polinomial e que é exatamente
controldvel em espagos apropriados. Para mantermos a mesma estrutura de [1], vamos

reescrever o sistema de Timoshenko como

{ aug — (uz +y), =0, (z,t) € (0,1) x Ry )

bytt _yxx+c(ux+y) = 0. (Iat) € (071) X R-‘r

com as seguintes condicoes iniciais

(u(x, O),ut(x,O),y(x,O),yt(x, O)) = (UO(I)’ut(x)ayo(x)’yt(x))7 YIS (Ov 1)' (3)

Notemos que, por (1.1)) os coeficientes a,b e ¢ sdo constantes positivas e, mais

P p

—, b=——ec=—.
K’ EI ET
destes coeficientes sobre a estabilidade e controlabilidade para o sistema mencionado.

Na primeira parte deste trabalho, estudaremos a estabilidade do o sistema —

precisamente, a = Gostariamos de entender, qual é a influéncia

com apenas um amortecimento fronteira, ou seja, sujeito as seguintes condigoes:

w(0,t) =y, (0,t) =y, (L, t) =0 e wu,(1,t)+y(1,t)+~vdi"u(1,t) =0, teR. (4)



Aqui, os coeficientes 7, v, a s@o estritamente positivos em (0,1). O calculo fracionério
inclui vérias extensoes da definicao usual de derivadas de inteiros para ordem real,
incluindo a derivada da Caputo, a derivada de Riemann-Lioville, a derivada de Riesz e

a derivada de Weyl. Nesta dissertacao, consideramos a derivada fracionaria de Caputo

(D) = d"w(t) = ; /1(75 _ S)faefn(tfs)d_w(s)ds (5)

! r'il—a)f ds ’
Na segunda parte desta dissertacao, estudaremos a controlabilidade exata na fron-
teira do sistema de Timoshenko — com apenas um controle de associado a primeira

equacao, isto é, sujeito as seguintes condicoes de fronteira
w(0,t) = y.(0,t) = y.(0,8) =0 e wu(l,t) =0(t), teRy, (6)

Em (6), a funcdo v = v(t) é o controle. Em [24] podemos ser encontr vérias re-
feréncias para a descricao matamatica das derivadas fracionarias. A ordem fraciondria
ou, em geral, do tipo de convolucao nao é apenas importante do ponto de vista tedrico,
mas tembém para aplicacoes que surgem naturalmente na fisica, quimica, fendmenos
biolégicos, ecolégicos, ver, por exemplo, [19]. Eles sdo usados para descrever proprie-
dades hereditarias de varios materiais e processos, por exemplo, na viscoelasticidade,
devido a natureza da microestrutura do material, tanto o sélido elastico quanto o fluido
viscoso como qualidades de resposta estao envolvidos. A resposta viscoelastica ocorre
em uma variedade de materiais, como solos, concretos, borrachas, cartilagem, tecido
biolégico, vidros e polimeros (ver [7]). No nosso caso, a dissipagao fracionarias descreve
um amortecimento visco eslatico de limite ativo projetado com a finalidade de reduzir
as vibragoes (ver [18]).

Agora iremos mencionar alguns resultados relacionados com a estabilidade do sis-
tema de Timoshenko. Kim e Renardy em [13] consideraram o sistema (1) com dois
controles de fronteira e estabeleceram um resultado de decaimento exponencial para
o sistema (1) com condigbes de Dirichlet homogénea e duas dissipagoes distribuidas
internamente. Soufyane e Wehb, em [25], mostraram que o sistema de Timoshenko (1)
com uma lei de dissipacao distribuida internamente é exponencialmente estavel se, e
somente se, as velocidades de propagacao das ondas sao iguais. Munoz-Rivera e Rack,
em [20], estudaram um sistema nao linear de Timoshenko com condigoes de contorno
homogeéneas. Eles mostraram que a solugao do sistema decai exponencialmente se, e
somente se, as velocidades de propagacao da onda sao iguais. Caso contrario, ape-
nas a estabilidade polinomial é valida. Alabau-Boussoira [4] estendeu os resultados de
[20] considerando dissipa¢ao nao linear. Ammar-Khodja et al., em [5], consideram o

sistema linear de Timoshenko com um termo de memoria sob condigoes de contorno



homogéneas. Foi estabelecido a estabilidade uniforme se, e somente se, as velocidades
das ondas forem iguais. Em [9] Benaissa e Benazzouz consideraram o sistema (2) -(3)

com duas condigoes de contorno de controle dinamico do tipo derivada fracionaria.

u(0,t) = y(0,t) =0 teRy,
matg (L, t) + (uy +y) (L, t) = —=d;""u(L,t) teR,, (7)
Moy (L, t) + y. (L, t) = —d;""y(L, t) teR,,

em que my e my sao constantes positivas. Eles mostraram que o sistema (2)-(3), (7)) nao
¢ uniformemente estavel por andlise espectral. Assim, usando a teoria de semigrupos
de operadores lineares e um resultado obtido por Borichev e Tomilov, eles estabeleceram
uma taxa de decaimento de energia polinomial do tipo t s,

Na primeira parte desta dissertacao, estudamos a estabilidade do sistema Timoshenko
(2)-(3) com uma derivada fracionéria . Mostramos que a energia do sistema —
tem uma taxa de decaimento polinomial. Além disso, em alguns casos, obtemos um
polinomio de 6tima ordem de estabilidade.

Passamos agora ao segundo conjunto de resultados do artigo, que aborda as questoes

de controlabilidade do sistema de Timoshenko com controle na fronteira, Zhang e Hu,
em [27], estudaram, usando o método da unicidade Hilbertiana (HUM), introduzido por
J-L. Lions (ver [15]) a controlabilidade exata de um sistema de Timoshenko com con-
troles dinamicos. Em [6], Araruna e Zuazua analisaram como as propriedades de con-
trolabilidade para (1) depedem do médulo K. Em particular, sob algumas suposigoes
sobre as condicoes iniciais, eles provaram que a propriedade de controlabilidade exata
do sistema Kirchhoff é obtida como um limite quando K — co.
Na segunda parte desta dissertacao, estudaremos a controlabilidade exata na fronteira
do sistema de Timoshenko (2))-(3) com condigoes de contorno @, enquanto as ondas
se propagam com velocidades iguais ou diferentes. Para este fim, usaremos o HUM,
que transforma o problema de controlabilidade para o sistema em encontrar uma desi-
gualdade de observabilidade para um sistema adjunto. Enta desigualdade, por sua vez,
sera obtida por meio de uma andlise espectral e teoremas do tipo Ingham.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: Na Secao 2, estudamos a boa
colocagao e a estabilidade sistema de Timoshenko (2)-(3). Mais precisamente, pro-
vamos a estabilidade do sistema na falta de compacidade do resolvente do gerador,
mostramos que o sistema Timoshenko (2)-(3) com condi¢ées de contorno (), é nao
uniformemente estavel quando as velocidades de propagacao das ondas sao iguais ou
diferentes. Provamos ainda a estabilidade polinomial do sistema, com uma rapida taxa
de decaimento polinomial quando as ondas se propagam com velocidades iguais. Na

Segao 3, estudamos a controlabilidade exata do sistema de Timoshenko (2)-(3) com



condicoes de contorno (@ Por meio de uma analise espectral do sistema, provamos
sua controlabilidade exata quando as ondas se propagam com a mesma velocidade e

com diferentes velocidades.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo enunciaremos algumas defini¢oes e resultados, que serao usados ao

decorrer deste trabalho.

1.1 Semigrupos

Definigao 1.1.1. Uma familia T'(t) de operadores lineares limitados no espago de

Banach X, é chamado semigrupo fortemente continuo ou Cy-semigrupo se
(a) T(0) =1, (I é o operador identidade);
(b) T(s+1t)=T(s)T(t), Vt,s > 0;
(c) Para todo x € X, T'(t)x é continua em t sobre [0, cc].

Definicao 1.1.2. Seja {T'(t)}+>0 um Cy-semigrupo de X. O gerador infinitesimal do

semigrupo é um operador linear A : D(A) — X em que

D(A) = {u € X; lim% existe}

t—0

T(tu —u

Au = lim , u€ D(A)

t—0

Teorema 1.1.3. Assumiremos que A; é o gerador do Cy-semigrupo de contragao

(e'1);50 no espaco de Hilbert H; se
(a) A; nao possui autovalores imagindrios puros;
(b) o(Ay) NiR é enumeravel, onde o(A;), denota o espectro de A,

entdo o Co-semigrupo (e''1);>o é fortemente estavel.
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Demonstracao. Ver [§]. O

Definigao 1.1.4. Considere o operador A; : D(A) — H;, em que H; é um espaco de

Banach. O Cyp-semigrupo (e'1);>¢ é dito

(a) Fortemente estavel se

lim || agm, =0, Va, € Hy.
t—-+oo

(b) Exponencialmente (ou uniformemente) estavel se houver duas constantes positi-

vas M e € tais que

||6tA1{L'()||H1 S M€_€t|lI0||H1, \V/t > O, \VliCo c Hl.

(¢) Polinomialmente estavel se houver duas constantes positivas ¢ e « tais que

||6tA1[L’0”H1 S Ct_aHAlZL'()HHl, \V/t > O, VIO & D(Al)
Teorema 1.1.5. Sejam {Ti(t)},., e {T2(t)},5, dois Cp-semigrupos, com o mesmo
gerador infinitesimal A. Entdo {T1()},5, e {T2(t)},5, sdo idénticos.
Demonstragao. Ver [12]. O

Corolério 1.1.6. Se {T'(t)},, ¢ um Cy-semigrupo cujo o gerador infinitesimal A ¢

limitado, entdo T'(t) = e,
Demonstragao. Ver [12]. O

Definigao 1.1.7. Seja X um espago de Banach. Um operador A : D(A) — X diz-se

dissipativo se
|lu—AAul| > ||lul|, Yue DA, VA>0.

Definicao 1.1.8. Seja X um espago de Banach. Um operador A em X diz-se m-

dissipativo se
(a) A é dissipativo;
(b) paratodo A >0e f € X, existe u € D (A) tal que u — NAu = f.

Teorema 1.1.9. Seja X um espaco de Hilbert, entdao A é dissipativo em X se, e

somente se, (Au,u) < 0 para todo u € D(A).

Demonstragao. Ver [12]. O
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Definicao 1.1.10. Um operador densamente definido entre os espacos de Banach X
e Y é uma transformacao linear T': D — Y, onde D é um subespaco denso de X. Em

particular, quando X =Y, diz-se que T é um operador densamente definido em X.

Teorema 1.1.11. (Lumer-Phillips) Um operador densamente definido A : D(A) C
E — F é o gerador de um Cy-semigrupo de contracao se, e somente se, A é m-

dissipativo.
Demonstragao. Ver [12]. O

Proposicao 1.1.12. Seja T'(t) um Cp-semigrupo, com gerador infinitesimal A. Se

Re(X\) > w(A), entdao A estd no conjunto resolvente p(A), com

1 tA1
t—oo t

Demonstragao. Ver [12]. O

Teorema 1.1.13. (Hille-Yosida) Um operador linear nao limitado A é o gerador infi-

nitesimal de um semigrupo de contracao T'(t), com ¢t > 0 se, e somente se,

(a) A é um operador fechado e D(A) = X;
(b) Para cada A > 0, a aplicacdo (M — A)~! existe e ¢ um operador linear limitado,

com

1AM = A)7H| <

> =

Demonstragao. Ver [12]. O

1.2 Expansao assintdtica
Definicao 1.2.1. Considere as seguintes convencoes:

(a) Escrevemos f = O(g), com z — x, desde que exista uma constante ¢ tal que

|f(@)] < clg(z)]

para todo x suficientemente préximo de z.

(b) Escrevemos f = o(g), com = — xg, desde que
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(¢) Escrevemos f(z) ~ g(x), com x — xy, quando

lim —= = 1.

(=)
g

Definicao 1.2.2. Uma sequéncia de fungoes ¢, : R — R é dita assintética, com

r — T, quando

Pn+1 = 0(Pn),

para todo n € N. Além disso, considere

F@) ~ > andn(z). (1.1)
n=1
Se, para cada n € N,

F@) = angn(@) = o(én),

entao (1.1)) é a expansao assintdtica de f com respeito a (¢,), com x — .

1.3 Resultados complementares

Teorema 1.3.1. Suponha que A; é o gerador de um semigrupo fortemente continuo
de contracoes (etAl)t>0 em H;. Se o(A;)NiR = (), entao para [ > 0 fixado, as condigoes

seguintes sao equivalentes:
(a) sup [|(iAL — A) Y|z = O (1A[')
tAq1 C 2
(b) ”6 Uv()”H1 S t_%HUOHD(Al)’ Vit> 0, U() S D(Al), c>0.

Demonstragao. Ver [§]. O

Teorema 1.3.2. (Khintchine) Seja ¥ : R>; — R.y um funcional continuo tal que

x + 22U (z) é ndo crescente. Entdo, o conjunto

kT={£€R;

_P
gq

< U(q), para infinitos racionais ]—9}
q

tem medida de Lebesgue nula se a soma Z qV(q) converge e tem medida de Lebesgue
q=1
completa.

Demonstragao. Ver [11]. O
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Teorema 1.3.3. Seja T" um operador fechado em um conjunto X tal que o resolvente
R()) existe e é compacto. Entao, o espectro de T consiste inteiramente de autovalores

isolados com multiplicidade finita.
Demonstragao. Ver [10]. O

Definigao 1.3.4. Uma sequéncia de vetores (z,),eny em um espaco de Hilbert H, é

chamado sequéncia de Riesz se houver constantes 0 < ¢; < ¢y tais que

= (Z |an|2> <l Zanwnw < e (Z |an|2> - (1.2)

neN neN neN

Uma sequéncia de Riesz (z,) é chamada base de Riesz se Span(z,) = H.

Definigao 1.3.5. Denotamos por D a densidade superior da sequéncia (\,),, que

serd definido pela férmula
DT = lim n(r)
r—00 T ’

em que Nt (r) denota o maior ntimero de termos da sequéncia ), contida em um

intervalo de comprimento r.

Teorema 1.3.6. Seja uma sequéncia crescente (A, ), de nimeros reais satisfazendo
)\n+1_)\n277 VTLEN,

com v > 0. Entao, as estimativas

/I FOR =3 ba?

em que,
F&) = bue™' b, €C
sao validas se |I| > 2r D" e ndo sao vélidas se |I| < 2rD™.
Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.3.7. Dada uma sequéncia crescente (), de nimeros reais satisfazendo
)\nJrM_)\nZM’Y, Vn €N

Fixando 0 < 4 < ~ abitrariamente e introduzindo a sequéncia (e,) como descrito

acima. Se

F#) =) anen(t), a, €C,

neN
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em que,

entao
QZU@WﬁXEZMAﬁ

para cada intervalo I de comprimento |I| > 27y. As constantes correspondentes ¢; e
cz de ((1.2) dependem M, ~,~" e do intervalo I.

Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.3.8. Sejam (z,), ¢ (y,), bases de Riesz dos espagos de Hilbert X e Y,
respectivamente, e (f,)n € (gn)n sSequéncias de Bessel dos conjuntos X e Y, respectiva-

mente. Defina

D= {(x,y) = n(Tn, Gn) + Bn(fr, Yn); Z<|O‘n‘2 + |Bn|2) < OO} .

Entao, D =X x Y.
Demonstragao. Ver [17T]. O

Teorema 1.3.9. (Liouville) Seja £ uma raiz real de um polinémio inteiro irredutivel

P(z) de grau n > 2. Entdo, existe uma constante positiva ¢;(§) tal que

F_p'>q@>
q

qTL

Y

, . p
para todo niimero racional —.
q

Demonstragao. Ver [11]. O

Teorema 1.3.10. (Dirichlet) Sejam £ e @ nimeros reais, com ) > 1. Entao, existe

um numero racional ]2, com 1 < g <@, tal que
q

_p_ b
’5 Q‘<QQ’

p . . - . ~ . . . . . D, .
Além disso, se £ é irracional, entao existe uma infinidade de racionais = tais que
q

1
< —.

b
‘5 q| ¢

Demonstragao. Ver [11]. O

10
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Teorema 1.3.11. Seja a € (0,1) e u(é) = |§|% uma funcao definida em quase todos

os numeros reais. A relagao entre o dominio V' e o contradominio O do seguinte sistema

W(E,0) + (€ + (&, 1) —~ V(D) =0, (6,0) ER xRy,
w(f,O) =0, £€R
0(1) - K(0) [ n(ew(é. 0 =0, teR

R

é dado por O = I'™™"V, em que

Lt —7)e =) sen(am)
'yl () = ( V(r)d kla) = ——
e ) = [ v ba) = X
Além disso, a partir das equagoes acima, tem-se claramente
DY = [ DV
Demonstragao. Ver [1§]. O

Teorema 1.3.12. (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F' dois espagos de Banach
eT : F — F um operador linear continuo e bijetivo. Entao, existe uma constante ¢ > 0
tal que

Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).

Demonstragao. Ver [10]. O

Definig¢ao 1.3.13. Uma sequéncia (x,,),en 1o espago normado X é chamada de Cauchy

quando para cada ¢ > 0, existe N € N tal que ||z, — z,|| < € para todo n,m > N

Definicao 1.3.14. O espaco X é dito de Banach se é completo, isto €, se toda sequéncia
de Cauchy em X é convergente em X. Além disso, X ¢é dito espaco de Hilbert quando

¢ um espago vetorial com produto interno (-, -) e completo com respeito a norma || - || =
1

<.’.>§,

Teorema 1.3.15. (Lax-Milgram) Seja H um espaco de Banach e a(u,v) uma forma

bilinear, continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um tinico u € H tal que
a(u,v) = (p,v), Yve H.

Além disso, se a é simétrica, entao u é caracterizada pela propriedade

weH e %a(u,u) ~lpu) = min{%(v,v) - (go,v)}.

veH
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1. Preliminares

Demonstragao. Ver [10]. O

Corolario 1.3.16. Sejam FE e F' espagos de Banach e seja T': F — F um operador

linear continuo e bijetivo. Entdo, 7' : F' — E é continuo.
Demonstragao. Ver [10]. O

Teorema 1.3.17. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q2) e g € LY(2) com p e ¢
satisfazendo 1 < p,q < oo e -~ + = = 1. Entdo, fg € L'(Q) e
q

p
/Q F@)g(@)lde < | Fllzellglze.

Demonstragao. Ver [10]. O

Teorema 1.3.18. (Desigualdade de Young) Se a > 0, b > 0e 1 < p,q < 0o, com

1 1 N
-+ — =1, entao
p q

1 1
ab < —af 4+ —b1.
p q
Demonstragao. 7 O

Definicao 1.3.19. Sejam F, F' espacos vetoriais normados. Dizemos que uma aplicagao

linear T': E — F' é fechada se seu grafico
G(T)={(z,Tx); z € E}

¢é fechado em F x F.

Teorema 1.3.20. (Teorema do Gréfico Fechado) Sejam E e F' espagos de Banach e
T : E — F uma aplicacao linear fechada. Entao, T" é limitado.

Demonstragao. Ver [10]. O

12



Capitulo 2

Estabilidade do sistema de
Timoshenko com derivada

fracionaria

2.1 Modelo estendido e boa colocacao

Inicialmente, por meio do Teorema [1.3.11], iremos reescrever o nosso sistema de

Timoshenko — com condicgoes de froteira da seguinte forma

auy — (ugy +y), =0, (x,t) € (0,1) x Ry,
bytt — Yzz + C(ux +y) - O, ($,t> € (0, 1) X ]RJH
we (&) + (E+n)w(&t) —u (L)u) =0, (&t) €RxR,,

com as seguintes condicoes de fronteira:

ug (1,1) +y (L) +vk(a) [ p(w(&t)dE =0, teRy,

{u(O,t)yI(O,t)yI(l,t)O teRy,
R

e as seguintes condigoes iniciais:

<u<$’ O)? ut(xv 0)7 y(x, 0)7 yt(ma O)a w(xv O)) = (UO(ZL’), ul(x)a yo(IL’), yl(x)a O)a

em que k (o) = m sen (ar) e pu (&) =| ¢ ]%, com « € (0,1).

13
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

A energia do sistema, dada por

1 /[t k(«
B0 =5 [ (alu b [P fuaty P e o P a2 [ et P ag
o R
satisfaz

Ei (t) = —vk (a) /R (52 + T]) widé < 0.

ou seja, ele é nao crescente em relacao ao tempo ¢.

Seja Hy o espago de energia finito dado por
H, = H; (0,1) x L*(0,1) x H} (0,1) x L*(R),

emque H; (0,1) = {ue H" (0,1),u(0) =0} e H} (0,1) = {uGHl(O,l),/ludx:0}.

Definiremos o produto interno de H; por

(U, @)y, = /01 (av¢+ betax + (up +y) (6 + ) + c—lyg@x) dr+vk () /}Rw (&) wy (&) d¢

para todo U = (u,v,y,z,w) e & = (¢,p,v,x,w1) em Hy, e usaremos || - ||y, para
denotar a norma em H;.

Agora definiremos o operador A; em H; por:

AU = (U, a (U’z + y)x 2 bilyzm —b7'e (uw + y) T (52 + 77) w <€> +v (1> © (£>)
com dominio

( D(A) ={U = (u,v,y,z,w)}

u,y € H*(0,1),v € HL (0,1),2 € H*(0,1),y, € HL(0,1),
—(E+n)w+o@)u@),lEwE) e L (R),

ur (1) 4y ()7 (0) [ p(©)w(e)ds =0

R

\

Se U = (u, uy, y, yr,w) satisfaz as condigoes (2.1)-(2.5), entao o sistema de Timoshenko

pode ser escrito da seguinte forma

(2.4)

{ U (x,t) = AU (z,t),
U($’ O) = UO (l’) = (U'O (:B) y U1 (27) » Yo (ZL‘) » Y1 (I‘) 70)

Sabendo disso, temos o seguinte resultado

Teorema 2.1.1. Para cada Uy € Hy, o problema ([2.1))- (2.3) admite uma tnica solucao
U e C(Ry; Hp). Além disso, se Uy € D (A;), entdao U € C (Ry; D (A))NCH (Ry; Hy).

14



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

Demonstra¢ao. Primeiramente devemos mostrar que o operador ilimitado A; é m-
dissipativo no espago de energia H;. De fato, para U = (u,v,y, z,w) € D (A;), temos
que a parte real do produto (A4;U,U)y, é dada por:

1
Re(AU,U)y, = / v (g +y), 40 2 (07 e — b e (ue + )+ (us + y) (vp + 2)+¢ ypzpde
0

k() /R (€ ) e o (1) (€) wil

Analisando a primeira integral do lado direito da igualdade anterior

1
/ (Vg + VYo + € 2Yge — 2Us — 2Y + Uy + U + YUy + Y2 + ¢ Ypz,) d
0

Observemos que

/()1<vum)dx = vug (1) — (vug) (0) — /01 VU d,

1 1
/ nydx = vy (1) — vy (0) - / nydl’
0 0

e
/1 c  2yedr = ¢ (2y, (1,1) — 2y, (0,1)) — ¢ /1 Ze Yz
0 0
Portanto,
1
/0 (Vitgs + VY + €= 12Yge — 2Uy — 2Y + Uy + UpZ + YU + Y2 + € Yp2y) =
= vu, (1) — vu, (0) + vy (1) — vy (0)

e,

Re(AU,U)y, = v (1) (ur (D) 4+y (1) + 7k (a) /R,uwd§> — vk (a) /}R (& +n)w’d¢ <0,

implicando que A; é m-dissipativo.
Para F' = (f1, fa, f3, 1, f5) € Hi, vamos mostrar que existe U = (u,v,y,z,w) €
D (Ay), tal que
U—-AU=F.

Isto equivale a mostrar que

_ _ _ @ u@p@)  AD)pE)
v=u—fi, z=y— [, w<€)_1+£2+7}+1+£2+77 s (2.5)

15



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

av — (uz +y), = a(f1 + f2) (2.6)

by_ymx+c(ux+y):b(f3+f4)7 (27)

com as seguintes condigoes de froteira:

w(0) =0, uy(1)+y(1) = —7k(a) / pd€ gy (0) =4 (1) = 0. (28)

Seja (p,1)) € Hi (0,1) x H!(0,1). Multiplicando (2.6) e (2.7) por @ e ¢ !4, res-
pectivamente, integrando em (0,1), usando integracao por partes e as condigdes de
contorno em (2.8)), nés obtemos

1 1
/ (@ — Pigs — Pys) di = a / (i + f2) B
0 0

, 1
[ 0T = by o= [ (ot )T
; 0

Observe que

1 1
/ Butgads = Pu, (1) — g (0) — / B, usd,
0 0
1_ 1
/ Byndz = By (1) — 7y (0) / . ydr,
0 0

1 — —

0

/Oluxwx—@um Tu (0) - /Ouwxdx.

Portanto,

/0 (aup + be™ 'yt + (ue +y) (B, + ) + ¢ yatd,) da — (Pug) (1) — (By) (1)

1
:/ a(fi+ fo)@+bct (fs + f1) d.
0

16



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

Temos também a seguinte igualdade:

—(ua) ()~ (@) (1) = B(1)7k () / idé

s [ B© uu© A0
- S"<1)7k(0‘)/R<1+§2+n+1+§2+n+1+§2+n)df

Logo,
a((u,y), (@, ¥) =L(p,v), (2.9)

em que,

a((u,y),(p, 1)) = /0 (au + b 'y + (ue +y) (B, + ¥) + ¢ yath,) dot+ (2.10)

+u (1)@ (1) M (n, @)

e
L(p) = / Q(fi4 )Pt be (fo+ f)Bde — 3 (1) f1 (1) My (a)  (211)
o My (1, @) = 7k (@) / Mg
L r1+n+E&
e

2

M; (n,a) = vk (@)/ﬂkﬁdﬁ

Devido a e e usando o fato de que M, (n,\) > 0, temos que a é
bilinear, continua e coerciva em (Hj (0,1) x H} (0, 1))2, e L é linear em (H; (0,1) x
H! (0,1). Entao usando o Teorema 1.16 de Lax-Milgram, deduzimos que existe (u,y) €
(H7 (0,1) x H!(0,1) solucdo tinica do problema . Portanto, por , U =
(u,v,y, z,w) satisfaz (I — A;)U = F. O

Nosso principal resultado nesta parte é o seguinte teorema.

t>0 €

fortemente estavel em H;, no sentido que tlim e Uy, = 0 para todo Uy € Hy se
—00

Teorema 2.1.2. Assuma que 17 > 0, entao o semigrupo de contragao (etAl)

(@m? —bm32) (bm? —m3)

7 a(a+0b) (m?2 +m3)

s le,mg €7 (212)

Para a prova do Teorema 2.2 ultilizaremos os Lemas a seguir.

17



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

Lema 2.1.3. Assuma que n > 0 e [2.12] seja satisfeita, entao
Ker (iA] — A;) ={0}, VAeR

Demonstragao. Sejam U € D (Ay) e A € R tais que

AU =i)U.
Isto é equivalente a
v =1id\u, z=1i\y, (2.13)
(1) (€) — (€2 4+ +i0) w(€) =0, (2.14)
aXu+ (uz +y), =0, (2.15)
A2 Y + Yuw — ¢ (up +y) = 0. (2.16)

Note que Re(idu,u) = 0, pois dado u € C com u = a + bi, teremos

u(idu) = (a—bi)(—=Ab+ Aai)
= —a\b+ \a®i + \%i + bla
= )\ (a2 + b2) 1.

Portanto,
0 = Re(U,i\U) = Re(u, Aju) = —~k (a)/ (&% +n) |w/|*dé.
R

Podemos, entao, deduzir que w = 0.
Usando (2.14)) e o fato que U € D (4;), segue que

u(0) =Au(l) =u, (1) +y (1) =y, (0) =y, (1) = 0. (2.17)
Se A = 0, entao, por (2.15)),
(up +y) =K, com K eR.

Mas u, (1) +y (1) = 0, logo (u; +y) = 0. Temos também por que Yz = 0,
implicando em y, ser constante. Porém v, (0) = y, (1) = 0, assim, y serd constante.
Pelo fato que y € H; (0,1), entdo y = 0. Dai, u, = 0 decorrendo em u = 0.

Se X\ # 0, entao

Yz = _a)\Qu — Ugy

18



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

e
(b)\2 — c) Y= —Ypo + ClUy = AN’ Uy + Uggy + CUy
= Upgze + (a4 ) A2 Upy + a)? (b)\2 — c) u=20

como Y, = —a\*u — Uy, € por (2.17)

w(0) =u (1) =ty (0) =ty (1) =0
sabemos também por calculos anteriores que

(DA = ¢) y = aX’uy + Uggw + Uy

= (b)\2 — c) Y — gy + bN*uy = aX?uy + Ugpe + DA Uy

= (a)\2 + b)\2) Uz (1) 4 Upey (1) = 0.

Portanto,

w(0) =u (1) =ty (0) = gy (1) = 0,= (aX* + bA?) uy (1) + Uy (1) = 0. (2.19)

Se (2.12) for satisfeita, entao usando as condigoes de fronteira (2.19)), é facil concluir
que u = 0 ¢ a unica solugao de ([2.18)), consequentemente U = 0.

De fato, o polinémio caracteristico do sistema (2.20) é

P(r) ="+ (a + b)A\*r* + aX?(bA\* — ¢).

Dai, fazendo y = A%, temos
Po(z) = x* + (a + b)\*x + ar*(bA* — ¢)

e as duas raizes x; e Yo distintas de Py, sao dadas por

—(a+b)A? — /(a — b)2A* + dac)? —(a+b)A2+ y/(a — b)2\* + dac\?
y X2 = .
2 2

X1 =

Observe que x; < 0, e o sinal de y, depende do valor de A\* em relacao cb™' Caso 1.
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

A\ < ¢b~ L. Entéo y, > 0, definimos

m=+V—X1 € T2=+/X2-

Entao o polinomio P tem as seguintes raizes iry, —iry,ro, —79 € a solucao do sistema
(2.20) é dada por:

u(x) = cysen(riz) + cacos(rox) + cgsenh(rox) + cycosh(rax)
onde, ¢; € C,Vj =1, ...,4. Observe que
Ugr (7) = —ricisen(riz) — ricacos(riz) + riczsenh(rax) + racacosh(ra).
Fazendo x = 0 em u(x) e uy,(x), usando a condigao de froteira (2.19)), obtemos
2 2. _ _
—TriC2 + TiC4 = C2 +cq4 = 0.

Mas 7 + 75 # 0, logo ¢y = ¢4 = 0. Além disso, de (2.19)) fazendo z = 1 e usando o fato
que senh(ry) # 0, temos

c3 =0, csen(ry) =0, ccos(ry) =0.

Portanto, ¢; = 0 e o sistema ([2.18)-(2.19)) admite somente a solugao solugao nula.

Caso 2. Mcb™'. Neste caso, y2 = 0. Com isso

1 =+v/—x1=+\cba+D)

e, entdo, P tem duas raizes iry, —ir;. Portanto, a solugao geral de (2.18]) é dada
por

u(z) = c1sen(riz) + cacos(rix) + ez + ey,

o que implica

Uge (T) = —1icisen(r1x) — ricycos(rir).

Fazendo x = 0 e aplicando (2.19)), temos que ¢y = ¢4 = 0. Além disso, da condicao de
fronteira (2.19)), ao fazer x = 1, temos

c3 =0, cysen(r;) =0.

Assuma que sen(ry) = 0. Segue-se que
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

VebHa+b) =r; =mym, com my € N*.

Portanto, considerando my = 0, tem-se

_ bmim
a+b’
o que contradiz a condigao (2.12)). Com isso, sen(r1) # 0, o que implica ¢; = 0 e u = 0.
Caso 3. A* > ¢b!: Entdo y2 < 0 e temos

Tm=v—X1 € T2=+v—X2:
Entao o polinomio P possui as seguintes raizes distintas iry, —iry, irg, —ire. A solugao
de (2.18) ¢é dada por

u(x) = cysen(riz) + cocos(riz) + czsen(rox) + cqcos(rax).

Da mesma forma feita nos casos anterioes, consideraremos z = 0 e usaremos a condigao
(2.19)). com isso, c; = ¢4 = 0. Assuma agora que sen(ry) = 0 e sen(ry) = 0. Segue-se
que

rE=mqmT € To=mom, M1, My € N,

Das igualdades acima temos

7‘% + 7‘% — (m% + m%)WQ = (a+ b))\2 e r%r% = m%m%w‘l = a/\2(b)\2 —c).

Portanto,
o e (am? b (omd — amd)e?
a+b a(a+b)(m? + m3) ’
o que contradiz (2.12). Portanto, sen(ry) # 0 e sen(rz) # 0. Usando (2.19) com x =1
concluimos que u = 0, logo U =0 O]

Lema 2.1.4. Assuma que 1 = 0, entao o operador —A; nao é inversivel, e consequen-

temente 0 € o (4;)

Demonstragao. Seja F = (sen(z),0,0,0,0) € H;p, e assuma que existe um U =
(u,v,y,2,w) € D(A;) tal que —A,U = F. segue-se que v = —sen(z) em (0,1) e
2w (&) +sen (1) u(€) = 0. Assim
o) = O

= sen (1) J¢ T
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

Podemos, entdo, deduzir que w (¢) ndo estd em L?(R), contradizendo a hipétese de

U e D(A;). Logo —A; nao ¢ inversivel. O

Lema 2.1.5. Assuma que (2.12) seja satisfeita e que qualquer (n,A) € R} x R ou
(n,A) € {0} x R*, entdo para cada F = (F}, ) € (L* (0, 1))2, sistema

Nu+a ' (u,+y), =F
Ny 4+ b e — b (up +y) = F (2.20)
u(0) =y, (0) =y, (1) =0,— (u(1) +y (1)) = L (\,n, @) u (1)

onde

I (A1, a) = idvk (@) / 18 de

RIANTE + 7
Adimite uma unica solucéo forte (u,y) € (H*(0,1) N H} (0,1))x (H*(0,1) N H} (0,1)),
Demonstragao. Note que a € (0,1), com as condigbes do lema acima, é facil verificar

que
|I1| <oo e Re(l)>0

De fato, observe que

+o00 £2a—1 1 5204—1 +o00 5204—1
d¢ < d d.
| vt et e
notemos que

1
£2a71d£ < 400.

1 5204—1 1
d - -
/0 V(& +n?) + A2 = VIR + A2 Jo

Além disso,

+oo €2a—1 +oo £2a—1
d¢ < d
/1 (€2 +n2) + 22 < = /1 £? ¢

Como «a € (0,1), entao

e, portanto, |I;| < oo

22



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

Faremos a demonstracao em dois casos

Caso 1: n > 0e A =0. O sistema (2.16) tem a seguinte maneira:

- (uaz + y)x = —CLF1
— My + (up +y) = —bc FY (2.21)
u(0) =y, (0) =y, (1) =u, (1) +y (1) =0

Seja (¢,v) € H; (0,1) x H} (0,1). Multiplicando a primeira e a segunda equacdo de

(2.21) por B e 9 respectivamente, e integrando por partes em (0,1), temos

1 1 1 1
/ (uz +y) (¢ + )dz + ¢ / Yobpdr = —a/ Fipdr — be™? / Fypdr  (2.22)
0 0 0 0

Usando o teorema de Lax-Milgram, deduzimos que existe uma tnica solucao para
o problema ([2.22). Portanto aplicando a regularidade eliptica cléssica, deduzimos que
o sistema (2.21)) tem uma solugao forte tnica.

Caso 2: 7 > 0 e A € R*. Primeirament,e vamos definir o operador ilimitado £ por

D(‘C) = {(u,v) € V(O7 1) » Yo (O) = Yz (1) =0,—- (u:c (1) +y(1)) =1 ()"naa)u(l)}

LU)=(—a (e +1)y, =0 Yoo + b (us +y)), YU = (u,y) € D(L).
Para cada G = (G1,Gs) € (L*(0, 1))2, considere o seguinte sistema:

_a_l (uac =+ y);p = Gl
b Y b (up +y) = Gy (2.23)
u(0) =y, (0) =y (1) = — (us (1) +y (1)) = L (A, m,0) u (1)

Seja (p,v) € H; (0,1) x H! (0,1). Multiplicando a primeira e a segunda equacao de

(2.23) por ap e bc 4 respectivamente, e integrando em (0, 1), obtemos

23



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

/o (uz +y) (o + )dx + ¢ /0 Yelbpdr + Iy (N, ) u (1) B (1) (2.24)

1 1
= a/ G @dx + be™? / Gothdx
0 0

Da mesma forma feita anteriormente, a parte esquerda da equacao ¢ uma forma
bilinear, continua e coerciva em (Hj (0,1) x H, (0, 1))2 e o lado direito é uma forma
linear continua em (H} (0,1) x H} (0, 1))2. Entéao, usando o teorema de Lax-milgram,
deduzimos que existe (u,y) € H} x H}(0,1) solugdo tinica do problema , e que
o sistema tem uma tnica solugao forte (u,y) € D (L) . Além disso, temos

| (u, ) HH;(o,l)xH;(o,l) < c[[ (G1,Gy) HL2(0,1)><L2(0,1)

Segue-se da desiguldade acima, que H; (0,1) x H} (0,1) é compacto em L*(0,1) x
L*(0,1) , e que o operador £ serd compacto em L*(0,1) x L* (0, 1). Logo aplicando

L7 em (2.20) obtemos
(VL' =1 U=CLF (2.25)

em que u = (u,y) e F' = (F}, F,). Conseguentemente, pela desigualdade de Frendholm,
provar a existencia da solucao 1’ se reduz a provar que ker (/\2[,’1 —1 ) = {0}.
De fato, se (¢, x) € ker (\’L7" — I), entdo > (¢, x) — L (¢, x) = 0, segue-se

aX’¢+ (¢ + x) =0,
b A + ¢ Xaw — (0 + x) =0, (2.26)
qb(O) = Xz (0) = Xz (1) =0,— <¢m (1) +X (1>) =1 (/\77]70‘) ¢(1> .

Multiplicando a primeira e segunda equacdo por —¢ e —Y, respectivamente, e inte-

grando em (0, 1), segue que

1 1 1 1
—a)\2/ ]¢]2dx—bclA2/ \X|2dx+/ ]¢x+x\2dx+c—1/ IXe|Pdz+1 (N, n,a) |6 (1) |* = 0.
0 0 0 0
Tomando a parte imaginéaria da igualdade acima

(& +n)p’(6)

(& +n)+ A .

0=1Im (I (\m,0) ¢ (1)) = Mk <O‘)/R
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

2
Mas / (E+ 77 5 # 0, logo ¢ (1) = 0. Entao o sistema tem a seguinte forma.

aX’¢ + (¢ +x) =0
bcil)\QX + 071Xxx - ((bx + X) =0 (227)
¢(0) =Xz (0) = xo (1) = — (62 (1) + x (1)) =0

E facil ver que, se (¢, x) é uma solucao para l} entao o vetor V' = (¢, iAo, x, i\, 0)
pertence D (A;), e i\V — A1V = 0. Portanto V' € ker {iA\] — A;}. Usando o lema 2.1,
V =0, ou seja, a igualdade ([2.25)) tem solucao tnica, devido a alternativa de Fredholm,

e com isso, o sistema ([2.20)) possui solucao unica. O

Lema 2.1.6. Considere (n,)) € R: x R ou (n,A) € {0} x R* entdo i\ — A; ¢é

sobrejetivo.

Demonstracao. Seja F' = (fi1, fo, f3, f1, [5) € Hy.. Iremos procurar um U = (u,v,y, z,w) €
D (A;) solugao de
(AU — AU = F.

Esta igualdade é equivalente ao seguinte sistema.

v=1i\u— f1,z2 =1i\y — fs, (2.28)

B () HE L AORE
w(f)_l)\u(l)i)\+§2+n e ot ery (2.29)
N4a ! (up +y), = —fo— i\, (2.30)
Ny 4+ b e F b (ug +y) = —f — 4 —i)\fs, (2.31)

com as seguintes condicoes de fronteira:

- (u:t (1) +y (1>> = [1 ()\Jla@) u(l) +[2 ()‘777704) fl (1) +[3 (f57 >\,77704) 7“(0) = (2'32)

em que I; foi definido anteriormente,

[2 ()\a n, Oé) = _7k (Oé)/ ﬂd&

R(Z)\+£2+n
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Is(\m, o, f5) = vk (o) /R (zﬂx\(i)%

Seja (p,1) € (H*(0,1) N H(0,1)) x (H*(0,1) N H!(0,1)) tal que,

d.

©(0) = (1) =1, (0) =1 (1) =0

— (e () +9 (1)) =L(\na) fi(1)+I3(A\nafs).

Considere x = u — ¢ e ( =y — 1. Substituindo em (2.30)), 2.30 e (2.32)), obtemos

Nx+a (Xa +C), = =N —a " (o +9), — fa—iAfL € L*(0,1),
NCHb " =0 e (e +0)

= A2 — by + bl (0 F ) — f1—iNfs € L2(0,1),

X (0) = ¢ (0) =G (1) =0, — (e (1) +¢ (1)) = Lix (1).

(2.33)

Usando o Lema 2.3, o sistema (2.33)) possui uma unica solucao (x,¢) € (H*(0,1) N

H;(0,1)) x (H*(0,1) N H}(0,1)). Portanto, o sistema (2.28) - (2.31)) admite solucio
(u,v) = (X + ¢, ¢+ ) € (H*(0,1) N H(0,1)) x (H*(0,1) N H,(0,1)). a

Voltemos, agora, para a prova do Teorema 2.2: Usando o Lema [2.1.3, concluimos
que A; ndo possui autovalores imaginérios puros. De acordo com os lemas [2.1.3] [2.1.4]
, e com ajuda do Teorema do Grafico Fechado (Teorema , deduzimos que
o(A) NiR = {0} se n > 0 e o (A;) NiR{0} se n = 0. Aplicando o teorema [1.1.3]

chegamos na conclusao da nossa demonstracao.

2.2 Falta de estabilidade exponencial

Teorema 2.2.1. O semigrupo semigrupo gerado por A; nao é exponencialmente estavel

no espaco de energia H;

Primeiramente lembremos as seguintes definigdes da ordem de crecimento w(A;) e
do limite espectral s(A;) de A;:

loglle" ]

t—o0

Pelo Teorema de Hille-Yosida (Teorema [1.1.13), vemos que s(A4;) < w(A;). Pelos re-

sultados anteriores, mostramos que Re(A;U,U) < 0. Logo, s(A;) < 0 e o teorema

s(Ay) = sup{Re(A\); A € o(Ay)}.

seguiria se a desiguldade anterior se manter. Portanto equivale a mostrar a existéncia
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

de uma sequéncia de autovalores de A; cujas as partes reais tendem a zero. Para isso,

precisamos estudar o comportamento assintotico do espectro de Aj.

Proposigao 2.2.2. Existe ny € N suficientemente grande e duas sequéncias (A1, )n>n,
e (A2n)n>n, de autovalores de A; satisfazendo o seguinte comportamento assintético:
Caso 1 Se a # b, entao

_i(2n+ 1m) inm

Ao +o(l) e Ayu=—=+o0(1), V|n| > ne. (2.34)

" ava

Caso 2 Se a = b e \/c # kn,k € Z*, entao

iz, /(1= cos(y)(—sen (%)) + icos ()

Va N GERToE

+o(n~ ), V|n| > ng, (2.35)

i@n+ U inm (L= cos(v/o)(—sen () + icos (%2)

Aop = + + +o(n~ ), V|n| > no.
2, 2\/5 \/a ZW ( ) | | 0
(2.36)
Caso 3sea=be/c=2km k€ Z, entdo
inm ic ic? vc3(icos (22) — sen (Z2)))
)\ L, = - 2 2 O -5 v >
1, Ja + SVanr  128/arn? + 556 —a1+a(n7r)5*a +O(n"7),V|n| > no,
(2.37)
Moy = i(2n+ 1)m N a(—sen (%)) — icos (%) | (2.39)
2y/a Valte(nr)i-e
Caso 3sea=be c= (2k+ 1)m, k € Z*, entao
N — int  o—sen (%)) —icos (%) (2.30)
" Va Vate(nm)l-a :
N — i(2n+ D)7 ic ic ic(4n* —c) ic(4n® = 3) L (240

! Ja_ 8Jant  16yamn® T 128amnd | 256arnd
v (icos (%) — sen (%)))

256V alte(nmr)d—

Demonstra¢ao. Como A; é dissipativo, fixemos ay > 0 pequeno o suficiente e estudare-

+0(n™).

mos o comportamento assitético dos autovalores A de A; na faixa s = {A € C; —ap < Re(\) < 0}.

Primeiro, vamos determinar a fungao caracteristica satisfeita pelos autovalores proprios
de A;. Para isto, seja A € C* um autovalor de A; e seja U = (u, \u, y,u,w) € D(A;)

um autovetor tal que ||U||g, = 1. Entdo o problema do autovalor correspondente é

27



2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

dado por

2a—1

Au()[€]"=

Eini A Ugg — AN U+ Yy = 0, —ClUy + Ygu — (DA + )y =0

2a—1
W0) = 4u(0) = (1) = 0.0(1) + (1) 4 Mokeu(t) [ e =
Isto equivale
Upzze — (@ + D)X Uyy + aX*(BA? + c)u = 0,
1(0) = uy(0) = 0, uzz(1) — aX?u(1) =0,
Ugza (1) — (@ + D)X ug (1) — (bA? + ) — (bA* + ) Mk (a / L =0

(2.41)

O polinémio caracteristico
Q(r) = r* — (a 4+ b)A*r? + a)*(bA + c).

Note que, se (a —b)*\? # 4ac Q admite quatro raizes distintas. Em caso de velocidade
da propagacao da onda igual ou seja, a = b isso é automaticamente verdadeiro. No caso
de diferentes velocidades de propagacao da onda, isso novamente € valido considerando
A grande o suficiente. Portanto, as quatro raizes distintas de @ sao dadas por ri(A),
ro(N), r3(A) = —ri(A) e r4(A) = —r1(N), em que

M) = %\/(a +0) + /(a0 — dacx?, (2.42)

ro(A) = %\/(&4— b) — /(a+ b)? — dac)?.

A solucao geral de (2.43) é dada por:
u(x) = cysenh(riz) + casenh(rax) 4+ czcosh(rix) + cycosh(rax).

Usando a condigao de fronteira em ([2.41]) e fazendo x = 0, entdo c3 = ¢4 = 0 para

um A\ suficientemente grande. Além disso, fazendo x = 1 as condigoes de fronteira em

(2.41)) podem ser expressas por:
Mc=0

em que,

M:< f(r)senh(r) F(ra)cosh(ra) )
g(r1)cosh(ry) + Rysenh(ry) g(re)cosh(ry) + Rysenh(rs)
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com
firy=r*—aX, g(r)=(*—(a+b)\)r, (2.43)
) |€|2a 1
Ry = —(bA* 4+ o) \vk(« /§2+77+)\

O determinate det(M) é dado por
det(M) = (f(r1) — f(r2))Rasenh(ry)senh(rs)

+f(r1)g(r2) Rysenh(ry)cosh(rs) — f(ra)g(r1)senh(rs)cosh(ry).

Dessa forma, o sistema ([2.41)) admite uma soluc¢ao nao trivial se, e somente se, det(M) =

0, Em seguida, usando a expansao assintdtica no det(M), obtemos que as raizes do

det(M) sao dadas como em ([2.34)), se a # b, e dadas como em ([2.35))-(2.40), sea = b. [

Prova do Teorema 2.2.1t Usando a proposicao anterior, A; tem dois ramos de au-
tovalores, com esses autovalores adimitindo parte real tendendo a zero. Portanto, a
energia correspondente ao primeiro e ao segundo ramo de autovalores nao tem de-
caimento exponencial. Logo, a energia do sistema - nao tem decaimento

exponencial, tanto no caso de a = b, quantou no caso de a # b.

2.3 Estabilidade polinomial

tAl)

No caso em que (e nao ¢ exponencialmente estdavel, procuramos uma taxa

>0
de decaimento polinomial. os resultados sao reunidos nos dois teoremas a seguir.

Teorema 2.3.1. Assuma que n > 0,a = b e que a condigao (2.12)) seja valida, entao
existe ¢ > 0 tal que, para cada Uy € D(A;), a energia do sistema (2.1)) - (2.3) tem uma

taxa de decaimento polinomial ideal do tipo ™7 i.e,

C
E\t) < o5 ey 10ollDa (2.44)
em que,
2
——— se V2c#kr,VkeN
() = 1 a
5o se \/ﬁczkoﬂ,ko eN

Teorema 2.3.2. Assuma que 7 > 0,a # b e a condicao (2.12)) seja vélida. entao para

quase todos os ndmeros reais v2ba™!, existe ¢ > 0 tal que, para cada Uy € D(Ay),
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teremos o
Ei(t) < ﬁ_%HUOH?)(AQ'

Como o(A;) NiR = (), para provar os teoremas - [2.3.2 usaremos o Teorema

1.3.1] Para isto, precisamos mostrar que
sup||(GIA — A1) oy = O (JAI')

2
emque, | =——,sea=bel=5—asea#b.
7(a)

Para isto, vamos provar por absurdo. Supondo que exista
{()\m Un) = ()\m Uns Yny Zny Wn>}nz1 CRx D(Al)a

com A > vVbele

A = 400, ||Upnllm, =1,

tal que

)\ZTL(Z)\nUn - AlUn) = (fl,rm f2,n7 f3,n7 f4,n7 fS,n) — 0.

Isto equivale a

IApUy — Uy = iy
ar2uy, + [(Un)z + Ynlw = hap
A Yn — 2n = N3y,
DAZYn = (Yn)aa = han
(A + E2 +0)w(E) — idun (D) p(€) = hsp

tal que,

{ )\izhl,n = fl,n7 )\lnh'2,n = _a(f2,n + i)\nfl,n)u )‘ZnhB,n

M han = =b(fan +idfan), Mohsn = fsn(€) — frap(€)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
(2.49)
(2.50)
(2.51)

(2.52)

A seguir, vamos provar que na condigao (2.45)) e (2.46)), obtem-se também que
|Unll, = o(1), alcangando assim a contradigdo desejada. Para melhor entendimento,
dividimos a prova em varios lemas. Primeiramente de (2.48]) e (2.50) observamos que
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AU hy+v
A th + 2

lull < (Al + [l )IAT.

u

Assim existe uma constante ¢ positiva tal que

lull < e[A™,

de forma analoga, existe uma constante ¢y tal que

lyll < col A7

Portanto,
lull =0\ e lyll=00). (2.53)

Por outro lado, para todo [ > 0, tomando o produto interno de (2.47) com U € Hy, e

entao usando o fato de que U ¢é uniformemente limitado em Hy, obtemos

/R (€ + 1) |w(©)Pde = oY) (2.54)

Lema 2.3.3. Seja [ > 0. Temos

I+a—1
2

N~

uz(1) +y(D = 0o(Az) e [Au(l)] =o(A"=7) (2.55)

Demonstragao. Pela condigao de fronteira (2.2)), segue que

us(1) + y(1) = —7k(a) / ()t ).

Usando a desigualdade de Cauchy-Shariwz, obtemos

et 4001 980 | £ 37) ([ +n)|w(§)|2>é.

Como p?(€)(&* 4+ 1)~ € L' (R), entdo usando (2.54) e a desigualdade acima, temos

< lim

) Co fR + )|2d§ 0
A—+00 )\*é A—+00 A~ ’

w\~
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e, portanto

(1) + (D] =0 (A7)
De

Na(DIEE < (O + € + (] + X 5] + A AW

Multiplicando a desigualdade acima por (A + &%+ n)|¢|, integrando em R em relacdo a

¢ e aplicando a desigualdade de cauchy-scwarz, obtemos

(DI < ( / \sw@)ﬁdsf I 3! ( / rf5<s>12d5)513 PRI (256)

em que,

_ gl _ 1 i € ?
Il“</R (A+£2+n)2d£>’ = (Lazar) o= (Lorar)

Nao é dificil ver que

2 gty \/? 1 VT o1
L= = —df, L=, L= ——— (257
1 ()\+77)2/0 1+ 555)? ook 200+m)i 0 4 () 297

(A+m)

e

Além disso, I; pode ser simplificado pela definicao de uma nova forma varidvel y =

1—1—%. Substituindo & por (y—l)%(n+/\)% em (12.57)) e usando o fato y_2(y—1)%_i €
n

L'(1, +00), temos

N

o s [P (y—1)273 o
I =(n+\)%" / Mdy — (A )i (2.58)
1

y2

com ¢; sendo uma constante positiva. Usando (2.57)) e (2.58) em ([2.56)) e, em seguida,

usando (2.47), (2.54) e o fato de que [ fi(1)] < |[fillz101) = o(1) deduzimos que

Au(1)] < \/gmo ()\_%> + 4m0 ()\_l) +o0 ()\_Z) )

l+a—1 al)_l—l—a—l

Como « € (0,1) e I > 0, temos min . Consequente-

I+ —
2 ot 2 2
mente, da desigualdade anterior, obtemos a segunda estimativa assintética de ([2.55).

Assim, a prova do lema esta completa. n
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Lema 2.3.4. Seja [ > 0. Temos

1
/ (a|/\u|2—|—bc_1 + | Mul* + |um|2+c_1|yx|2) dz
0
= aldu(1)]? + be Hug (1)]* + be Ay (1) (2.59)
+o(1) + o (A7) Re { (1)} + o (A™") Re {\y(1)}
Demonstragao. Multiplicando (2.49) por 2z1,, temos

20aN Uy + 20T gyt + 20Yyll, = —AN"'a (22 folly + iXfizuy)

o que implica,

el duf

It I + 221ty = —A"la (22 foll, + iNfrau,) .

Integrando a expressao acima em (0,1) e observando que

I TIE 1 1 1
a)\Q/ x [u dr = (:L‘UQ —/ \u]2dx) ar? = a|\2u (1) — a/ |u|?da,

segue que,

1 1
—a / |\ul*dx — uZdr + 2Re {/ xyxﬂmdx} + a| u(1)]2 + |ug(1)]?
0 0

= —2)\"'Re {/01 @ folipda — i/ol[fl + 2(f1)z) Nudx + ¢f1(1)m(1)} . (2.60)

Agora usando o fato que f; — 0 em H}(0,1) efy — 0 em L?*(0, 1), temos

/ (& o, |dz = o(1), / (fu+ 2@l = o), 1AM < [ ill o) = o(1).
" ’ (2.61)

substituindo (2.61]) em (2.60)), obtemos

a /01 uf2dz — /01 o 2z + 2Re {/leyxﬂzdx} + (D) + Jua(D) 2.62)
— oA Y)(L+ Re {a(D)A}).

Da mesma forma, multiplicando a igualdade(2.51) por 2¢™'a7,,

2bc NeyT, + 26 Waaly — 2UaYe — 297, = —2X"'be @ f47, + iAT f37,)
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Integrando a igualdade acima em (0,1) e usando o fato y,(0) = y,(1) =0

1 1 1 1
bc_l/ |\y|*dz — ¢ / |y |*dx — 2Re {/ xumgxdac} — / ly|2de =
0 0 0 0

= —2X7'bc'Re {/0 xfyy,dr + i/o (fs +x(f3)z) A\ydx + ifg(l))\y(l)} :

Usando o fato de f3 — 0 em H}(0,1), fs — 0 em L*(0,1), \y,y, sdo limitados em
L'(0,1) e [lyl = O(A™"), segue que

1 1 !
pe! / \y|2dx — cl/ ly.|2dz — 2Re {/ :cux%d:c} +bcH Ay (1)[12.63)
0 0 0
= o)+ oA HRe {MF(1)},

0 que prova o resultado. O

Lema 2.3.5. Seja [ > 0. Temos os dois seguintes casos:

Caso 1: Se a = b, entao

Ita+1

oA =2 ), se Ve # kr,Vk €N

ly(1)] = as: (2.64)
oA , seexistir kg € N;\/c = kom

Caso 2: Sea # b, el =5 — «, entdo para quase todos os numeros reais vVba=1 # 1,
temos

[Ay(1)] = o(1) (2.65)

Demonstragdo. SejaY = (u,us,y,y,)" entdo por (2.50) e (2.52) podemos escrever

Y, =BY +G (2.66)
em que,
0 1 0 0 0
5 —aX 0 0 -1 oo —a) " (fo + i f1)
0 0 0 1 0
0 ¢ c—b\ 0 —bATH(fs Fidnfs)

Pelas férmulas da variagoes das constantes, a solugao de (2.66]) é
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Portanto 1
By (1) — / B G(2)dz = Y(0). (2.67)

Por outro lado, de (2.55)

_l4a+1
2

v(1) = (o) —y(1) +or 7 y(1)0) (2.68)

Y(0) = (0 u,(0) y(0) 0)".
Os valores proprios i da matriz B sao as raizes do seguinte polinomio caracteristico:
P(p) = p* + (a +b)Np® + ar* (DA — o),

com A > Vbcl. Este polinomio, tem quatro raizes imaginarias puras e distintas:

Uy, —Upy, Lo, —tlle, €m que L € i sao dadas por

A A
py = 5\/a+b— Vi(a—b)2 +4ach=2 e py = 5\/a+b+ V(@ —b)2+ dach—2.
(2.69)
Uma vez que os valores proprios de B sao simples, entao B é uma matriz diagona-

lizavel e para todo z € R, temos

eP* = (i (Z))1§i§4,1§j§4 (2.70)
( (uA? — pi3)cos(p12) — (aX? — pi3)cos(pa2
en(z) = 2 2
Ky — M2

_ 13(aN’ — p3)cos(pnz) — p3(aX® — pf)cos(paz
ar(pips3)

622(2’)

_ 13(aN’ — p3)cos(pez) — pi5(aN® — pi)cos(p 2

| s 2(2) ; esa(2)ean(z) + e33(2) — enn(2)
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( cos(p2z) — cos(p2z) [ e (2) (a\? — pi3)(aN’ — p3)ea(2)
eule) = i G v T
sen(psz) — puysen(py 2z al? — 12 (aX? — ud)e
en(2) = —aX’es(2), eau(z) = pasenii 3 Z; L )v €42 = ( Ml)cg)\z e
1= 5
aX? — u2)sen(uz) — a? — u2)sen(usyz
e1alz) = pia ( 143) (;112&2 itz/;) p1)sen(piz )7 en(2) = —aders
1 5
 pua(usen(pa) — ppsen(nz)) | aXaX? — gd)aX? - pd)ens(2)

e13(2) = , esi(z) =

, Mj(uf — 43) . pips L )
_ a(aA” — p3)sen(pz) — pa(ad® — py))sen(p2) _ Mipsesa(z)
e34( ) 643(2) =5

\ - pa iz (i — pi3) ’ aX?

Agora, usando ([2.47)), (2.70)), expansao assintética e integracdo por partes, verificar que
! T
—/ e P*G(z)dz = (o(A71),0(A7"), oA 1), 0(A = 1)) . (2.71)
0

A seguir, substituindo (2.68)), (2.70) e (2.71) em (2.67)), e usando o fato de que
. (l+a+1 1 l+a+1
min { ——, [+ =,[+ 1] = ————, temos

2 2 2

sen(pl)p; — Sin(m)my(l) _ O()\_H—&T_H) (2.72)
H1 — M3

fi2(aX® — p3)sen(pz) — p(aX* — pi)sen ()

AMpd — p13) ' (2.73)

Vamos, agora, distinguir dois casos.

Caso 1: Assuma que ¢ = b. Usando a expansao assintética em ([2.69)) temos

B Ve e /e 3
= VoA = S/ 1oz TOXT)
(2.74)

_ Ve ¢ cy/c -3
= VbA+ >~ 30 oo T OO,

Substituindo a expressao acima em (2.72)) e (2.73)

_ 4o+l _l4a+1
2 2

y(1)3 = oA"55) e y(1) Sy = o(A~F) (2.75)

em que,
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Ji = (1 _ (e£16)c ) sen(\/_)cos(\/_/\) \/6(4608(\/76) i \/Esen(\/?z))sen(\/g)\)

128b\ 8v/bA
g (1 (et 16)c (c+16)c cos(i)sen(\/_)\) \/E(4sen(§)+\/Ecos(\/?é))cos(\/g)\)
? 128b)2 2 8VbA
Caso 1.1: Se nio existir & € N tal que /c = k, entao]sen(\/_)| > 01 > 0e
|cos(\/76)| > [y > 0, assim, por ([2.75) temos
(cos(VDA) + OA Ny (1) = o(A~"2)
(2.76)
(sen(vVBA) + ON My(1) = o(A~ 2.

De fato, primeiramente observe que
ON?) = fu, com n— o0

Entao existe ¢ > 0 tal que f, < Mas,

c
A3
c c
)\3 )\ . Entao f, < " e, portanto, f, = O(A™'). Sabemos também que existe
n
co > 0 tal que

Ve(deos( 20) - \/Esen(‘/?a))sen(\/g)\
8vh

< Cp.

Logo,
\/5(4003(‘/76) + \/Esen(\/?é))sen(\/g)\
8VhA

— o\,

Portanto, de ([2.75)), temos
(c+16)c Ve B Es)
((1 TV sen(-— 5 )cos(\/_)\) + 0N ) y(l) =0 ()\ > .
Como sen (\é_) # 0, entao

(cos(VBA) + O(A"))y(1) = o (xf’*é“) .
De maneira anéloga,

(sen(VEX) + OOyl = o (457
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Assim decorre de (2.76)), que (2.64) é satisfeita.
Caso 1.2: Assuma que /¢ = kgm. Temos assim, dois casos: quando v/c = 2kom e
quando v/c = (2ky+1)7. Uma vez que o argumento dos casos é totalmente semelhante,
mostraremos apenas um deles.

Assuma que /¢ = 2kom, entdo sen (\/75) = 0| e cos (g) = 1. Segue de ([2.75

que

(—sen(VoX) + O(A"2))y(1) = o (A‘L> (2.77)
<sen(\/5)\) — 8\;5)\608(\/5)\) + O(A2)> y(1)=o0 </\’HQTA) : (2.78)

Somando as duas igualdades acima, temos
(cos(VBA) + OA")y(1) = o (x*) . (2.79)
Assim, de e , temos

Caso 2: Assuma que a 7£ b. Usando a expansao assintotica em (2.69)), temos

Vac - ac -3
= a\ + a b))\+0(>\ 3 e gy = \/_)\+—b+0(/\ ). (2.80)

Usando (2.80) em (2.72)) e (2.73)), obtemos

(\/ab__lsen (\/5/\ 3 \/ECZ))A) sen (\/_)\ - —C)A> + O(A‘2> Ay(1)

2vb(a — b
— 0 (ﬁ*“%) (2.81)
(sen <\/5A - 2\[(@6_ 0 ) O()\‘Q)) Ay(1) = o (A—7> L (282)
Somando e , encontramos
(sen (\/a)\ + %)) Ay(1) = (A‘M> : (2.83)

Seja | =5 — a. De (2.46)), (2.55) e (2.59), temos |Ay(1)] = O(1). Nosso objetivo é
mostrar que |Ay(1)| = o(1). Suponha que exista duas constantes co > ¢; > 0 tais que

¢ < Ay(1)] < ez, Entio de £82) e [£33), segue que
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

sen (\/5)\ - m) — o\ e sen (\/E)\ + %) = o(\1). (2.84)

Da equagao ([2.84)), existem n, m € Z tais que
nm ac mm c

= %—1—%((1—_8)))\—{—0()\_1) e \= % — m‘f‘O()\_l) (285)

1
Subtraindo a segunda equacao da primeira de (2.85) e usando o fato de que Y=

1
\/5 + i;, temos
mm . m

n
— ba—! =

(2.86)

Do Teorema 1.4, temos que para quase todos os ntmeros reais (, existem infinitos

inteiros n, m tais que

n 1
- — _ 2.87
’C m‘ m2ln|m| (2.87)
Considere ( = Vba~!, entao
c(CC+1) o(1) ‘ n ‘ 1
= — _ 2.
‘2(((2 — D)m2m? i m? m ¢ < m2in|m/| (288)
Como m ~ Cy|A| para uma constante Cy, entdao por ([2.88|)
c(C?+1) 1
_ 1 =o(1
‘2«@ e T >‘ < ] ~ W
e C2 1
+
1
o que é um absurdo. Portanto |)\y( )| = 0(1). O

Vamos agora estabelecer as provas dos principais teoremas desta secao, teoremas
24¢e25
Etapa 1. A estimativa do decaimento de energia: Nos distiguimos dois casos.
Caso 1: Nao existe k € N, tal que /¢ = km. Seja | = 1 — a, entdo de e

obtemos que

ua ()] = 0(1),  [Au(l)] = o(1), [Ay(1)|o(1) (2.89)
De fato, de
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

Nu(1)] = o (x**) = o(\%) = o(1).
Agora, de (2.64), [y(1)] = o(A="F") = o(A )

= lim A\y(1) =0

n—oo

= [Ay(1)] = o(1).

Usando ([2.55) novamente, temos

ua(1) + y(1)] =0 (A7)

o que implica
lim |u,(1) +y(1)| = 0.

n—oo

Como |[Ay(1)| = o(1), entao lim |u,(1)| = 0. Assim, |u,(1)] = o(1).

Inserindo (2.89) em ([2.59)), temos que ||U||z, = o(1) 0 que contradiz (2.46]). Assim
(2.45) ¢ satisfeita com [ =1 — . Logo, a prova é concluida aplicando o teorema 1.6

Caso 2: Existe ko € N tal que v/c = kom. Sejal = 5— q, entao de (2.55) e (2.64) temos

uz(1)] = o(1),  Au(l)] = o(1), |Ay(1)] = o(1) (2.90)

Utilizando (2.90) em (2.59), temos ||U|| g, = o(1) o que contradiz (2.46)).
Etapa 2: A otimalidade: Para a otimalidade de ([2.44)), considere ¢ > 0 e, para

ng < n, definamos
l—a—e¢ se Ve & nN,
S=4¢ 5—a—e¢ se Ve € 27N,
5—a—e¢ se yee (2N+1)r

Mo se JegaN,
An =194 Ain, se Ve € 2nN,
Aan, se Vee (2N+1)r.

Em que (A1) e (A2,) sdo autovalores de A;. Além disso, seja U, € D(A;) a

autofuncao normalizada correspondente a \,,. Apresentamos a seguinte sequéncia:

B =1m(N\,), |n| >ng
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2. Estabilidade do sistema de Timoshenko com derivada fracionaria

Portanto, (iI8,+ A1)U, = (il 5+ \)U,, = Re(An)Uy, V|n| > ng. Consequentemente,
da Proposigao 2.1 (caso 2,3 e 4) obtemos

Cin ' fo(n™11), se Ve & N,
(118, + AU, = Con™ " 4 o(n™°), se Ve € 2nN,
Can T +o(n "), se +/c€ (2N + 1),

Em que C, Cy, C5 sdo nimeros reais diferentes de zero. Portanto, para todo |n| > ng
existe ¢ > 0 tal que

B2 + AUl ~ =
Assim, deduzimos que lim 3;||(¢1 3, + A1)U,||m, = 0. Finalmente gragas ao Teorema
1.6, a taxa de decaimento de energia nao pode ter t%, portanto a estimativa é
otima.
Prova do teorema 2.5: Para quase todo niimero real \/ba_—l, seja [ = 5 — «, entao

de (2.55)) e (2.65)) obtemos

ua(1)] = o(1),  [Au(1)] = o(1), [Ay(1)] = o(1). (2.91)

Substituindo (2.91) em (2.59)), teremos ||U|| g, = o(1), o que contradiz (2.46)). o resul-

tado segue do Teorema 1.6
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Capitulo 3

Controlabilidade exata do sistema

de Timoshenko

Nesta secao estudaremos a controlabilidade exata na fronteira para o sistema de
Timoshenko - com as condicoes de contorno @ Para um dado 7" > 0 e dado
iniciais (ug, u1, Yo, y1) pertencentes a um espago adequado, o objetivo desta segao é
encontrar um controle adequado v tal que a solugao do nosso sistema de Timoshenko

([2)-(3) com as condigées de contorno (@] ¢ conduzidas a zero no nosso tempo T, i.e.,

wz,T) = uy(z,T) =y(x,T) =y (2, T) =0

3.1 Analise espectral para o sistema Timoshenko
homogéneo

O objetivo desta secao é calcular os autovalores e os autovetores associados ao

seguinte sistema de Timoshenko homogéneo:

aPse — (pr + @D)a: = 0(1‘,t) € (07 1) X Ry,

by — Pug + C(pr + w) = O(m’t) € (07 1) X Ry,

©(0,7) = ¢(1,1) = ¥3(0,7) = o (1,8) = 0,1 € Ry
(QD("L‘?O)v¢t<x’0)7¢(x70)7¢t<x70)) = (900(%)7¢1(x)7¢0(x)7¢1(x)) T € (07 1)

(3.1)

A energia do sistema (3.1]) é dada por

1 1 1 1
Eo(t) = a / oi?de + bt / e de + / (00 + OPda + ¢ / [y e
0 0 0 0
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

e satisfaz
Eé(t) =0

o que implica Es(t) = FE5(0), Vt € R, isto é, ela é conservada. Vamos agora definir

o espaco de energia H, por:
Hy = H}(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0.1)

Com o produto interno definido por

1

1 PR 1 e - = e
(D, D1) g, :a/o gpladx+bc_1/0 wlwldx—i-/ﬂ (goz+1/1)(goz+w)dx+c_1/ 19,0, dx

0

~

Para todo @ = (¢, g1, %, ¢1), 81 = (B, 31,9, ¢1) € Hy. usamos ||U||, para denotar a
norma correspondente ao produto interno.

Definamos o operador linear ilimitado Ay em Hy por

AQ(Soa P1, @b» ¢1) = (gpla a_1<90x + ¢)x7 ¢1> b_lwxx - b_lc(gpx + @D))

D(Ay) = {(b = (0, 01,%,91) € Ha; 0,9 € Hz(o’ 1); 01,9 € H&?% € Hi((),l)}

O sistema ((3.1)) pode ser reescrito da seguinte forma:

Dy (x,t) = AsP(x,t
t($7 ) 2 (l’, )7 (32)
(I)(LU, 0) = (I)(),
em que Oy = (po(z), p1(z),vYo(x),11(x)). Com calculos semelhantes aos feitos no

segundo capitulo desta dissertagao, temos que As é um operador m — dissipativo
em H,, entdao pelo teorema de Lumer Philips’s, As é o gerador infinitesimal de um
Cy — semigrupo de contracoes e2 em H,. Portanto o problema (3.1 estd bem posto

e temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.1. Para cada &g € Ho, o sistema (3.2)) admite uma unica solugao fraca
d € C° (R, Hy) tal que

12|, = [[Pollm,  VEER

Além disso, se &y € D(Az), entdo o problema (3.2) admite uma tnica solucao forte
® € C”(R,; D(A) NCH (Ry; Hy)
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Uma vez que A, é um operador fechado com um resolvente compacto, seu espectro
0(Ay) consiste inteiramente de autovalores com multiplicidade finitas (ver Teorema
além disso, nao é dificil verificar que 0 € o(As)

Vamos agora estudar o espectro do sistema . Seja A € C um autovalor do
operador Ay e E = (¢, A\p, ¥, \p) € D(A2) um autovetor correspondente. Usando o
fato que Re(N)||E||7, = (AsE, E)y, = 0 e considerando A = iu, com p € R*, entao o

problema de autovalor correspondente é dado por

©(0) = o(1) = ¥,(0) = ¢, (1) = 0.
Para algumas constantes 3,0 € C*, seja
o(x) = Bsen(nmx) e Y(x) = dcos(nmx) (3.4)
uma solucao de . Segue que
(ap? — (nm)) — ()3 = 0 .
—c(nm)B + (bu?) — (nm)* —¢)§ = 0, .
que é equivalente a
a— pu* — (nm)? —nm By (O
—c(nm) bp? — (nm)? — ¢ 4] 0/
Assim, o sistema tem solugao nao trivial se, e somente se,
abu* — ((a + b)(nm)? + ac)p® + (nm)* =0 (3.6)

Observagao 1. Se a solucao (p, ) de (3.4) é dada por e"*(ay, az), entao

r? 4 ap? r ar y (0 (3.7)
—cr r? +bu? —c Qo 0 .
Temos que o sistema (3.7) admite uma solugao diferente de zero se, e somente se,
r* + (a+ b)p*r® + ap® (b — ) = 0.

Resolvendo a equacao acima, obtemos

ri=Ixil e 73 =|xo
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

em que,

—(a+b)u* — \/(a — b)2u* + dacu? oo —(a+b)u? + /(a — b)2ut + dacy?

X1 = 5 X2 = 5

Observe que, de (3.3), temos 1, = —p. — ap’p e
(bILLQ - CW = CPr — Yoz = Pz + Pazz + a/LQSOx-

Logo,
Puzaz + (@ + bt 2055 + ap®(bp® — c)p =0

e, pelas condigoes de fronteira, temos também

©(0) = p(1) = Yz (0) = @az(1) = 0.
Portanto, da mesma forma de como foi feito no capitulo 2, temos o seguinte sistema.

Pozax T ((I + b),u 20,5 + G[L2(b,u2 — C)QO =0
(aX* + bA") (1) + Paaa(1) = 0 (3.8)
©(0) = (1) = ©12(0) = (1) = 0

Tomando,
(am? — bm3)(bm3 — bm3)m>

T Rt g

\V/ml, me € 7. (39)

Entao como foi feito no capitulo 2. Se a condicao (3.9)) for satisfeita, entdo o sistema
(3.8)) s6 possui solugao trivial, logo, a solugao do sistema (3.3)), é exclusivamente escrita

conforme definida em (3.4)).

3.2 Observabilidade e controlabilidade exata com

condicoes de ondas de velocidades iguais

Nesta parte, iremos assumir que as ondas se propagam com a mesma velocidade, ou
seja, estudaremos a controlabilidade exata para o sistema de Timoshenko — com
condigoes de contorno @, considerando a = b. Para este objetivo, primeiro provaremos

o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1. Assumamos que 7 > 4v/a,a = b, e que a condicio (3.9) seja ver-
dadeira, entdo para toda solugdo ® = (py;,1,1;) que resolvem o problema (3.1),

existe uma constante positiva [y, dependendo apenas, de a, b, c de modo que a seguinte
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

desigualdade direta seja valida:

T
A|%ﬂxwwm¢stmW%wh%wm;. (3.10)

Além disso, existe uma constante positiva l; < ly, dependendo apenas a, b, ¢, tal que
segue as seguintes deisgualdades de observabilidade:

Caso 1: Se nao existir ¥ € N* tal que \/c = kr, entao

T
hwmwwmwgsé|%@w+quﬁ (3.11)

Caso 2: Se existir kg € N* tal que v/c = ko, entdo existe um espaco de Hilbert D,
definido por

D = {CDO = Z(Oél,nEl,n + a2,nE2,n)n2; g p0g, € C, Z(’al,n|2 + ‘042,n’2) < OO} )

n#0 n#0
(3.12)
equipado com a norma ||®g||p = Z(|a17"|2 + | |?), tal que a seguinte desigualdade
n#0
seja valida
T
o o1l < [ lea(d, )+ 001, 0) P (313)
0

Em que E, e E,,, sao as auto funcoes do operador A,.
Para a prova do Teorema |3.2.1| usaremos os resultados subsequentes.

Proposigao 3.2.2. Assuma que a = b e a condicao (3.9)) seja valida. Entao os auto-

valores de A tem o seguinte comportamento assintético.

inmt  iy/c ic _ int iy/c ic _
My = On™3) e Aoy = — O(n™3), (3.14
= e T avans (O ¢ hn = TE g Er g O, (3.14)

com as seguintes autofuncoes correspondentes.

o1a(z) = w, Y1 = %ﬂ:)\ﬁ + O(n"?)cos(nmz), (3.15)
Pon(x) = _sen(nmz) + O(n"?)sen(nmz), Yon(r) = M. (3.16)

Venm nm
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Demonstragao. Assuma que a = b. Resolvendo (3.6)), obtemos

) 2(nm)? + ¢ + /4c(nm)? + 2 ) 2(nm)? + ¢ — /4c(nm)? + ¢2

_ _ 1

Usando a expansao assintética em (3.17)), obtemos (3.14). Agora, para A = Ay, temos

Assim, de (3.5))

o Bulas,) - (m))
1,n nm )

mas note que
2
9 nmw 4/c c 3
= (— 0]
Hin (\/a * a7zt sam T O ))

Portanto,

5= YE L O,

nm
obtemos assim as autofuncoes correspondentes (3.15). De forma similar, para g,
temos
1 (mr)(ng —1
bom=—,  fon = =
nm apie, — (nm) Vvenm

em ([3.5]), obtendo assim as autofucoes de(3.16) O

+0(n™?)

Observagao 2. Se a = b, entdao da equacao (3.17) podemos facilmente verificar que
os autovalores A;, e Mg, sao simples e diferentes de zero. Em seguida, definimos as

fungoes préprias do operador A, como
El,n = (Spl,na /\1,n801,n7 wl,na Al,nwl,n)a EQ,n = (QOQ,n) )‘Q,nw?,na ¢2,na >\2,n’€/}2,n)~

A partir das expansoes assintdticas (3.14)-(3.16)), podemos facilmente provar que { £y n, E2p },,cp
forma uma base de Riesz no espaco de energia finita Hs. Nos distinguimos diferen-

tes tipos de desigualdades de observabilidade dependendo das constantes a,b,c. Na
verdade, veremos na proposi¢ao seguinte que, se nao houver inteiros k£ € N tais que
Ve = km, entdo os autovalores satisfazem uma condicdo de gap uniforme. Nesse caso.
vamos aplicar o teorema de ingham usual, a fim de obter a observabilidade. No caso
em que existe ko € N tal que \/c = ko, entdo os autovalores do mesmo ramo satisfa-

zem uma condicao de intervalos uniformes, enquanto em ramos diferentes eles podem
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

ser assintGticamente préximos a uma taxa de ordem n~2. Assim, o teorema usual de
Ingham usado no caso que y/c # km, nao é mais vélido e, portanto, usaremos um

teorema tipo Igham mais geral, que admite autovalores assintoticamente préximos.

Proposicao 3.2.3. Assuma que a = b e (3.9)) seja valida, entao existem duas constan-
tes v > 0,n¢ > 0, dependendo apenas de a, b, ¢ tal que

{ A1, 1 Y, A, 21| v, Vn| # [m| (3.18)

|)\1,m - )\2,n| Z 2’77 \V/|’I'L|, |m| S no

Além disso, temos os seguintes casos:
Caso 1: Se nfo existirem inteiros k € N tal que v/c = k7, entdo existe uma constante
~4 > 0, dependendo de a,b e ¢, tal que, os dois ramos de autovalores de A, satisfazem

uma condic¢ao uniforme de gap

7 =inf A — Agul >0 (3.19)

Caso 2: Se existe ky € NT tal que /c = kom, entdo existe constantes as > a; > 0,
dependendo de a,b e ¢, tais que para todo |m|,|n| > ng, com ny grande o suficiente,
temos

|>\1,m — >\2,n| Z ozlm_Z e |)\1,m - )\2,n| Z ozln_2 (320)

e existem uma infinidade de inteiros m,n tais que
A = Aon] <@om™ e [Arm — Aol < aan™> (3.21)

Demonstragao. Primeiramente que de (3.17)) e do fato que todos os autovalores Aj ,,, A2 5,

serem simples, temos ((3.18)).
Caso 1: Se nao existir um k € Z tal que v/c = kx. de (3.14)), temos

(n—m)r /e cm—cn 3 _3
o cm — en 22
A1 — Aoml T + Ja + 8 anmn +0(n™°)+0(m™) (3.22)

Vale lembrar que se f = O(n™?) entdo f = O(n™'), portanto

A = Aoan| = Va|(m(n —m) + ) + O(n™' + O(m ™)

como |m(m —n) ++/c| >0, Vn,m € N*. Entdo |[r(m —n) +c| # O(n™') e
|m(m —n) 4+ /c| # O(m™") assim,

A1 — )\2m|—\/_| m) ++/c) + O(n _I—I—O(m_l)‘ Vn,m e N

48



3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Portanto (3.19) é satisfeita.
Caso 2: Existe kg € N tal que /¢ = kym. Logo,

ko (1 1
Al — Aop| = Va=lm \m —n + ko + go <E - ﬁ) +0(n ) +0(m™?) (3.23)

Vamos separar em dois casos.
1. Se m —n + ko # 0, entdo existe o > 0 tal que |m — n + ko| > o} > 0, portanto de
B23)

Mm — Aom| > a1 > an™?

o que prova ([3.20))
2. Se m —n+ ko # 0, entao de (3.23) obtemos

k3 1
Mo — dan| = Va | 2—— + 0(n73)| > -2,
| A1, on| =Va Tl 8n(n—k0)+ (n™2)| > aqn
Além disso, se m —n + kg = 0, entao
k3 1
M — dap| = Valn| 22— -3
A 2n| “ 8 m(m + ko) +0(m™)
= Valm {O(m_Q) +O0(m™?)|
= O(m™?)

Dai,para um m € N suficientemente grande, vai existir um «ay > 0 tal que

Mo — Aon| < agm™2

assim, provando (3.20)).

Além disso, se m —n + ky = 0, entao por (3.23), nao ¢é dificil ver que (3.21)) é

satisfeita, o que prova nossa proposicao. O

Proposicao 3.2.4. Assuma a = b e a condigao (3.9) seja valida, se existir kg € N tal
que \/ ko = kom, entdo podemos ajustar os autovalores em uma sequéncia (A, ), tal que

(Im\,), é estritamente crescente. Se
0 < ImA,i1 —ImA, <7, (3.24)

Entao,

ImX\, —Im\,_1 >~ e ImA, o —ImAi,1 > (3.25)
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Dizemos que ImA,, Im\,,, é uma cadeia de expoentes proximos em relagao a v de

comprimento 2.

Demonstracao. Como existe um kg € N tal que v/c = kom, uma vez que os autovalores
do mesmo ramo satisfazem uma condigao de gap uniforme, entao de deduzimos
que A\, A1 pertencem a ramos diferentes. Se A\, e \,_; pertencem ao mesmo ramo
de autovalores, entao de , temos que Im\, —imM\,_1 > 27. Assim, obtemos a
primeira afirmacao de . Se A\,—1 € A\p11 sao do mesmo ramo, neste caso, de ,

temos o seguinte

[m)\n+1 — )\n—l > 2’}/

Da desigualdade acima e (3.24]), temos
ImA, — A1 = (ImApg1 — A1) — (ImAyg — Ay) > 27—y =7,

provando a primeira parte de (3.25)). Para segunda parte usamos os mesmos argumen-
tos. O

Observacao 3. Na sequéncia, escrevemos A < B, ou A ~ Bem vez de c;A < B < A

para brevidade, se nao precisarmos usar explicitamente as constantes ¢y, cs.

Ainda antes da demonstracao do principal teorema desta secao, observemos que,

sendo

cos(nm)y/c

e + O(n"*)cos(nn)

(#10)2(1) +1,n(1) = cos(nr)

temos

Ve

(1o (1) )] = 14 Y 00 < |14+ Y

c k
§‘1+—+—2‘§11+\fc+k1
nmw n

De maneira semelhante, obtemos

|(2,0)n(1) + thon(L)] =< [1+ Ve + k.

Portanto,

= [(@10)n(1) + 10D = O(1) e [(2n)n(1) + Y2n(1)] = O(1) (3.26)

Demonstracao. Estamos, agora, a voltar a prova do Teorema [3.2.1] Dados quaisquer

valores iniciais ®, € Hs, tal como ®¢ = (o, 1,%0,¥1) = Z(al,nEl,n + 9B n),

neN
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

entao a solugao do nosso problema (3.2)) pode ser escrita como

(I)(t) = (50(75)7 th(t% w@)? %(ﬂ) = Z(O‘l,nEl,neml’nt + a2,nE2,n€iu2’nt)

neN
Portanto
pa(L,8) + (1, 1) = f1(t) + f2(t) (3.27)
em que,
filt) = ZN a1n((P1n)z(1) + Pra(1))e !

Fo(t) = ann((020)s(1) + ton (1)),

neN

As igualdades acima sao validas, pois

El,n - (SOL'm )\1,n801,m wl,na Al,n¢1,n)

E2,n = (902,717 )‘Q,nQDQ,na ¢2,n7 /\2,n¢2,n)'

Uma vez que os autovalores satisfazem uma condicao de intervalos uniformes, aplicando

o teorema usual de Ingham (Teorema [1.3.6)), obtemos

/

/IMWWNEJMMWMMD+%AWR

0

neN
(3.28)
T
/ [fa(O)Pdt ~ Y Jasn((@an)e(1) + on(1)]
\ 0 neN
A desigualdade de Young e (3.27)) nos fornece a desigualdade
T T T
[ leosoaopase [Cnwrae [Cnor 629)
0 0 0

a qual combinada com ({3.28)) implica em

/ (L )+ (L 1)PdE ~ Y~ (Jara((@10)e (1) + ra(D)F + lazn((@2n)e (1) + ¢2a(1))

0 neN

(3.30)
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Logo, por (3.26) e [3.30] podemos deduzir que

T
/ (1, 1) + (L, 1)t~ S (Jornl? + fanal?) = [Bol2,

0 neN

Caso 1: Nio existe k € N tal que v/c = kn. Consideremos dados iniciais ®, € Ho,
tais que
(I)O - (Sp(b P1, w(]? 1/}1) = Z(al,nEl,n + a2,nE2,n)

neN

Entao a solugao do sistema (3.2]) pode ser escrita como

Cb(t) - (‘P(t)a (pt<t>7 ¢(t)’ ¢t(t)) = Z(O‘LnEl,ne/\l’nt + OéQVnEQVHG/\Q’"t).

neN

Portanto,

pa(1, )+ (1,8) = Z(O‘Ln((@l,n%(l) FP1a(1)eM 4 (a1n((92,n)e (1) F2n(1))e*2).

neN

e assim,
0. (1,1) +(1,t) ~ Z(al’neh,nt + appent),

Dessa forma, segue do Teorema de Ingham (Teorema [1.3.6]) que as sequéncias formam
uma base de Riesz em L*(0,1) sempre que T > 27D", em que D é a densidade

, : : : 2
superior da sequéncia (\,),. Para ser mais preciso, D™ = =+/a. Portanto,
T

T
/0 po(Lot) + (L )Pdt ~ Y (ara(annl + lazal?) ~ DI,

neN

Caso 2: Existe kginN tal que \/c = kom. Dado quaisquer valores iniciais ®, € Hs, tais

que @ = (@0, 1, %o, 1) = Z(O‘LnELn + (342771132771)7”L27 consequentemente a solucao de

n

(13.2)) é dada por

(1) = (p(1), 21(t), (1), (1)) = Y (1 nErae™ ™ + agnEz e )0’

neN

Portanto,

ea (L, 1) +(1,1) = Z(al,n((@l,n)z(1)+¢1,n<1))€/\1’nt+(0¢1,n((902771)36(1)—!—1#27”(1))6)‘2’“)712

(3.31)
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Agora, organizamos os dois ramos dos autovalores (A1,)n, (A2,), €m uma sequéncia
(An)n, tal que a sequéncia (Im\,), ¢ estritamente crescente. Da proposicao (3.2.4),
toda a cadeia ImM,, ImA, 1 de expoentes proximos em relacao a v e de comprimento 2.
Além disso, denotaremos por a,, os coeficientes de e*! ou 2! em . Considere
A e B definidos como

A={nez; (324 évalido}

B=7Z\{n,n+1 tal que ne A}.
Entao podemos rescrever (3.31)) como

o (1,t) +(1,t) = Zan ’\”—l—Zan At )‘"“t)

neB neA

6)\n+1t _ e)mt
= Z ane’ + Z ((a'n + an+1)€>\"t + (Ang1 — /\n)anﬂm)

neB neA
Assim,
Pa (1 t + w 1 t Z an€ )\n =+ Z an + anJrl Ant + (An+1 - >\n>a’n+1€n+1<t))
neB neA

em que,

e)\n+1t _ eAnt

Cntl — YV
" )\n—i—l_)\n

Segue do teorema (1.3.6)), que as sequéncias (e*') ¢, (€™, €y 1(t))nea formam uma
base de Riesz em L?(0,T), sempre que 7' > 2rD" = 4+/a. Logo,

T
| 0Lt + 0,0t~ 3 a4 3l awial? + D = Mol (332)
0

neB neA

Por outro lado, de ({3.21]), obtemos

a 2 a
|an+an+1|2+|)\n+1_An|2|an+1|2 Z (’ TL’ + ‘ n+1‘ )

Inserindo a desigualdade acima em ([3.32)) obtemos

' (1,t 1,t)[2dt anl® anl® | Jansal Yy 5 laal
’@x 7)+w(7 | NZ|TL|4+OZ |n’4+‘n_'_1’4 _12 n4'

0 neB
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Voltando as notacoes anteriores, obtemos

/0 oo (1,) + (1L, 0)1dt > 1Y (Jonn(Prn)e(1) + Yia(D)” + lazn(Pan)e(1) + thon(1)]?

neN

> 1Y (ol + lazal?) = L@

neN
]

No caso em que nao existe um inteiro k tal que /¢ = km, a desigualdade de
observabilidade é verdadeira no espaco de energia H,. Caso contrario, no caso em que
existe ko € N tal que /c = kom, a desigualdade se mantém no espaco D.

O objetivo da proxima parte é obter a observabilidade ou controlabilidade exata

em espacos funcionais usuais.

3.2.1 Desigualdade de observabilidade em espagos usuais

Usando as expansodes assintdticas (3.15)) e (3.16[), obtemos

B (o) — ( (seni:z;rx)) isen\(/gmn)) | (\/Ecosfrnﬂ:c), i cc\o/%(mmc))

By = (furgh) = (<cos£:7rx’ z’cos\(/%wx)) ’ (_ sez(;zx) | iser\z/(g:x))) .

Para cada s > 0, definimos 0 espaco

X, = {@,@) :zﬁm}, 1@ D) = 3|6

n#0 n#0
Corolario 3.2.5. Assuma que a = b, /c = ko7 e a condicao (3.9) seja valida. Entdo,

temos

D:XQXXQ

Demonstrag¢do. Temos, claramente, que (nx,,), e (n*y,), sao base de Riesz em X5 x X,
Por outro lado, temos que (n?f,), e (n?gy, ), sdo sequéncia de Bessel em X, x X,. Entdo

o resultado segue do Teorema 1.8 O]

Agora, para qualquer s > 0, definimos

{f Z senmrx}, Hf

neN

%/s - Z ||,

n
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Assim, com o espaco pivo LQ(O, 1), temos X, = V{ x V| entao, segue-se que
D=V xV]x V] xVj.

De fato, Afirmagao: V;, = H}
Para provar esta afirmacio, devemos lembrar que H; pode ser dado da seguinte maneira

H) = {f = Zansen(nﬂx); Z |an|*n? < oo}

em que, HfH?{é = Z |la,|?n?. Agora vamos considerar f € Vi, assim,

n

f= Z %sen(mm)

(0%
= 1l = D[22
n

2
n2:E a2 < oo
n

= f € H,.
Agora, dado f € Hj :, entdo

f= Z apsen(nmz.

neN

an
Fazendo a,, = —, teremos
n

||f||V1 = Z |an|2 = Zn2a,n2 < 00
n

neN
= fel.
De maneira analoga temos V, = HZ. Portanto,
‘/1/ — Hfl e ‘/2I — H72

E como sabemos,

2
Vi=H'= {f = Zansen(mm:); Z ‘C:J < oo}

neN neN

e
- , [bn]*
Vi=H *= {f = ansen(mrx), Z < oo}
Assim, é facil ver Xy =V x VJ

25



3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Temos o seguinte resultado de observabilidade.

Teorema 3.2.6. Assuma que a = b,\/c = kom e a condicio (3.9) seja vélida. Se
T > 4+/a, entdao existe uma constante c; > 0 tal que a seguinte desigualdade de

verdadeira.

T
/ |90x(1at) + w(lat)|2dt S C3||(900a 90177%7@/11)”%{27
0

Para toda solucao ® = (p, ¢y, 1, 1) que resolve o problema de Cauchy homogéneo

(3.1). Além disso, existe uma constante 0 < ¢4 < c3, tal que

04”(@07 ©1, ¢07 ¢1)||%/1’><V2’><V1’><V2'

Antes de enuciar o préximo resultado, faremos algumas consideragoes. Seja (¢, ¢, ¥, 1)
solucdo de (3.1) e v € L*(0,T). Depois de multiplicar a primeira e segunda equacio de
(1.1) por p e ¢ 11 respectivamente, e usando integracao por partes na sua soma sobre
(0,1) x (0,¢), obtemos

a/o u(x, t)p(x, t)dx + be™ /Oyt(x,t)a(:p,t)dx

—a /Olu(x,t)@(x t)dr — bt /ly(x )@, dx

1

=a | u(z,0)p(x,0)dx +bc ™ | y(x ,0)dz

S—
o\

1 1
—a/ u(xO)@t(dex—bcl/y:c()wtxO)
0 0

_ /01 (02 (1,8) + (1, v(t)dt (3.33)

Apresentamos a forma linear L, por

1
Li(®0) = ((auy, —aug, be 1, —bc_lyo),CID()>H£”H2 — / (pz(1,8) + (1, t)v(t)dt
0

De ([3.33) obtemos uma formulagao fraca do sistema de Timoshenko - com a

fronteira @

((aug(z,t), —au(z, t),be yy (2, t), —be ™ y(a,6)) () g, = Li(Po), VP € Hy
(3.34)
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Teorema 3.2.7. Assuma que a = b, \/c = kom, T > 4y/a e a condicao (H) seja valida,
entdo para todo valor inicial Uy = (ug, u1, %o, y1) € X = L*(0,1)x H~1(0,1)x L*(0, 1) x
(H!(0,1)) e para todo v € L*(0,T), o sistema de Timoshenko (?2) - com condigao

de fronteira @ admite uma tnica solucao fraca
U(ZE, t) = (U’a Uty Y, yt) € CO([Ov T]7 X)a

no sentido de que a equagao variacional (3.34)) é satisfeita para todo ® € Hy. Além
disso, a aplicacdo linear (Uy,v) — U é continuo de X x L*(0,T) em X

Demonstragdo. Para cada T > 4+/a fixado, usando a desigualdade de observabilidade
direta (3.9), deduzimos que

1Ll sy < e[[vll 20,0y + Uollx) ¥t € [0,T],

em que ¢ > 0. Assim, a forma linear L, é limitada em H,. Além disso, segue do

teorema 3.1 que o operador linear
O(t) — Dy
¢ um isormorfismo de H, sobre si mesmo. Portanto, a forma linear
O(t) — Li(Po)

também ¢ limitado em Hjy. Usando o Teorema da Representacao de Riesz, para cada
0 <t < T, existe um unico elemento (awu(t), —au(t),bc 'y, (t), bc 'y(t)) € Hj com
condicao

Li(®0) = ((auy(t), —au(t), be  y(t), be ty(t)), D(t)) my, 11, - (3.35)

Fazendo
de (3.35)), deduzimos que U(t) satisfaz o problema (3.34) para todo ¢t € [0,7]. Além

disso,

1U@)]]x = (au(t), —au(t), be™ yu(t), be™ "y (t)) [l
= Millegmr < c(l[vll2or + [Uollx), vt €[0,T],

57



3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

o que implica na continuidade da aplicacoes linear (Uy,v) — U. O

Agora iremos usar o HUM para estabelecer a controlabilidade exata para o sistema
de Timoshenko com condigoes de fronteiras @ E interessante notar que a obser-
vabilidade do sistema (3.1) sugere a observabilidade do sistema com as contigoes

de contorno @ Temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.8. Assuma que a = b, T > 4y/a e a condicdo (3.9) seja valida
(1) Se nao existe k € N tal que v/c = km, seja

(uo, u1, Yo, 1) € X = L*(0,1) x H*(0,1) x L*(0,1) x (H}(0,1)".

(2) Se existir ky € N tal que v/c = komr, seja (ug, uy, Yo, y1) € Vo x Vi x Vo x V1,
entdo existe v € L?*(0,T) tal que a solucdo do sistema de Timoshenko com as

condigoes de contorno @ satisfaz
w(z,T) =w(z,T)=y(x,T) =y (x,T) =0, Ve (0,1)

Demonstracdo. Assuma que a = b, T > 4+/a e a condicdo (3.9) seja vélida. Podemos
dividir a prova em dois casos: Quando v/c # km, Vk € N e quando v/c = kor (ko € N).

Sendo a prova em ambos os casos semelhantes, faremos apenas um deles.

Suponha que /¢ = kom, k € N. Seja 5 = (g, ¢1,%0,%1) € Hy e considerando
O = (p, ¢, 1Y,1) € Hy a solugao associada do sistema (3.1]). Devido a desigualdade

(13.13]), podemos definir uma norma em Hy por

[®ollr = </OT o (1,) + @D(l,t)lzdt)%

Denotemos por F' o complemento de H, por esta norma. Devido a desigualdade de

observabilidade F' é um espaco de Hilbert. Logo, temos as seguintes imersoes continuas.

HyCFCD=V/xV{x V] xVj.
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Ao escolher o controle V(t) = ¢, (1,t) + (1, 1), resolveremos o seguinte problema

/

axi — (Xe + ()2 =0, (z,t) € (0,1) x Ry,
bGit — Cow + Xz +¢) =0, (z,t) € (0,1) x Ry,
x(0,1) = G(0,t) = G(1,t) =0, teRy,

X(L1,t) = —pu(1, ) — (1,1, teRy,

X, T) = xu(2,T) = ¢(2,T) = ¢(2,T) =0, € (0,1).

\

Pelo Teorema |3.2.7], o problema acima admite uma tunica solugao por transposicao

na classe .

(¢ xe: G, G) € C7 ([0, T (£2(0,1) x H~(0,1))%) .

Definamos o operador A : Hy — H., por
Ao, 1, %0, 11) = (p1xe(0), —px(0), p2G(0), —p26(0))

Da equagao ([3.35) do Teorema [3.2.7] teremos

(Ao, Do)y = / (oL, 1)+ (1,1 (Ba(1, ) + D(1, 1)

= <(I)07 6O>F

®y, @y € Hy, onde (-,-)r serd o produto escalar associado a norma || - || . Portanto,
[(ADg, o)| < [|Pol|r||Pollr, VPo,Po € Ha

Como H; é denso em F', o operador A pode ser estendido para um operador continuo

de F para F'. Em particular, temos

[(ADg, Do) v 1| < ||| £l|Pollr, VDo, P € F

(AD, $O>F’,F = [|®]|%, VP, € F

Portanto,

(Aq)(), EI\)O) — <ACI)0, EI\)O>F’7F

é continua e coerciva. Assim, pelo Teorema de Lax-Milgram(Teorema [1.3.15] para cada
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

P, € F', existe um tnico &y € F, tal que
<Aq)0, (/ISO>F - <A(I)6, &\)>F’,F7

para todo deF Portanto, para cada ®; € F’, existe uma tnica ®y €, tal que
APy = &;. Como A ¢é bijetiva e continua, pelo teorema da aplicagao aberta, temos
que A : F' — F é um isomorfismo. Em particular, para todo (ui,ug,y1,Y0) €

Vi X Vo x Vi x V3 C F', existe um tinico elemneto (¢, ¢1,%0,11) € F, tal que,

Alpo, p1,t0,¥1) = (ax(0), —az(0), be'¢(0), —be™'¢(0))

= (uh Uo, Y1, yO)

De acordo com a unicidade do nosso problema, temos

u(z, T) = u(z,T) =y(z,T) = y(x,T) =0

3.3 Observabilidade e controlabilidade exata quando

as velocidades de propagacao sao diferentes

Proposicao 3.3.1. Assuma que a # b e a condic¢ao (H) seja valida. Entao os autova-

lores de A; tem o seguinte comportamento assintotico:

inm in/ac _ inm in/ac _
A = —= — +0(n* Ao = —= — +0(n™*), (3.36
b va  2(a—b)mn () e e, Vb 2Vb(a — b)mn (7). (3:36)

com as respectivas autofungoes correspondentes:

sen(nmx) ac cos(nmx

Yon(x) = BT Yy n(x) = _W + O(n ") cos(nmz), (3.37)
Gon(T) = % +O(nYsen(nrz), Yon(z) = w (3.38)

Demonstragao. Por (3.6)) e usando o fato que a # b, temos
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

»  (a+b)(nm)? L& (a—b)(mr)Q\/l 2ac(a+b N (ac)?

Pin = 2ab 2b 2ab (a—b)%2(nm)?2  (a—b)?
(3.39)
,»  (a+b)(nm)? ¢ (a—b)(nm)? 2ac(a + b (ac)?
Ben = 2ab T 2ab \/1 (a—0)2(nw)?  (a—0b)*

Usando a expansao assintética em (3.39)), obtemos (3.36]). Fazendo A = Aq,,, temos

_ 2 _
Bl,n = ia 51,n = 517”(&'“17” <n7T) ) = ac + O(TL_4).

nm nw (a — b)n2m?
Em (3.5)), obtendo as autofungoes correspondentes (3.37). Da mesma maneira, para

A = g, temos

1 (nm)ds, b 4
T b aps, —n?n?  (a —b)n?n? +0(n™)
Em (3.5)), obtendo as autofungoes correspondentes (3.38|) ]

Proposicao 3.3.2. Assuma que a # b e a condigao (3.9)) seja vélida. Entao existe

uma constante v > 0, dependendo de a, b e c, tal que
[Ajm = Aun| <2y = j #1 (3.40)

Além disso, existem constantes ay > a7 > 0 dependendo de a, b, ¢ tal que
1) Se a~'b é um niimero racional diferente de p_2 para todo inteiro p, ¢, entao para todo
q

Iml,[n| > No, temos
|/\1,m — /\2,n| Z a1|m|_1 € |)\1,m — )‘2,n| Z 041|7’L|_1. (341)
Além disso, existem infinitos inteiros m,n tais que

|/\1,m — /\2,n| S a2|m|_1 e |)\1,m — )‘2,n| S 042|7’L|_1. (342)

2
2) Se a'b = p_g # 1, para alguns inteiros py, qo, entao para todo |m|, |n| > Ny, temos
o

’)\1,m - )\2,n| > Oll|m|_1 e ’)\Lm — )\2,n| > 041|n|_1. (343)
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Além disso, existem uma infinidade de inteiros m, n tais que
Am — Azn| < a2|m|_1 e [ Aim— Aan| < agln| ™t (3.44)
3) Para quase todos irracionais positivos a 'b e todo |n|,|m| > Ny, temos
Mam = Xan| = ar(m|in®im))™" e |Aim — Aan| > ar(In|in?|n])~". (3.45)
Além disso, existem uma infinidade de inteiros m,n tal que
Mo — Aon] < aa(Im|inlm])™ e [ Aim — dan| < al|n|in|n]) ™" (3.46)

Demonstracao. A afirmagao (3.40) segue diretamente de (3.39)) e do fato de que todos
os valores préprios sao simples. Agora usando (3.36]), temos

Moan — Ao mmvb—nmy/a —vaben —acm  O(m™3)  O(n™3)
m Vav'b av/b(a — b)nm? m m

(3.47)

- Vbolr ‘\/ ba—1 — ﬁ‘ + O(aa b7 C) 4 O(a, b, C)
m

m? |mn|

1
Se |[Vba—l — £| > §vba—1, entdo as estimativas (3.41)), (3.43)) e (3.45) decorrem
m

. . . . , . n
de maneira igual ao ocorrido na proposigao 3.2. Caso contrério, se |[Vba™! — —| <
m

5\/ ba~1,, entdo m ~ n e da igualdade acima, temos

)\1,m - )\2,11
m

S ‘\/ba—l - ﬁ( +O(m™?) (3.48)
m
Portanto, é suficiente considerar o termo principal de (3.48)).

. - Do , . . Lo A
1. Seja ba~' = == um ntimero racional reduzido. Logo, Vba~! é raiz do polinémio

qo
2

inteiro goz? — po. Desde ba™" # p_2 para todo inteiro p, ¢, entdo o polinémio goz? — py
q

é irredutivel. Isso significa que Vba~—! é um numero algébrico quadrético. Gragas ao
Teorema de Liouville (Teorema [1.3.9] ), existe uma constante a; > 0, dependendo de

ba~!, tal que para todo |n|,|m| > Ny, temos
n _
[Vba=! — —| > aym 2
m
Por outro lado, como Vba~! é um numero irracional, usando o teorema classico de
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Dirichlet (Teorema [1.3.10} existe uma infinidade de inteiros m,n tais que

|[Vba=! — 2\ <m™?2
m

2. Seja Vba~! = @, um numero racional reduzido. Retonando a (|3.47)), obtemos
do

™
|Mm—Amk=;Vﬁﬂmm—n%H%mmF5+0WWﬂ
0

Se n # kqo ou m # kpg, para todo k € Zx, entao da desigualdade acima, obtemos

(3.38). Caso contrario, se n = kqy e m = kpg, entao

(pO\/B _\/qaib\/m + O(/Cil)

|)\1,m - )\Z,n’ =

Vab Vb

b—qo\/a))k
Como‘(pm/_ ) W‘ >a1>0,pOisa7éb:>\/5\/—i7é\/E:>\/a%o#\/l_).
0
Logo, obtemos (3.43)).

Por outro lado, tomando m = qok e n = pok, k € Z*, temos
An = Azn| = O(Im| ™) + O(|n| ™) < ag|m|™

3. Seja ba™! ¢ Q. Em primeiro lugar a partir do teorema de khintchine sobre
a aproximacao Diofantina, para quase todos os nimeros irracionais vVba~!, existem

apenas uma finidade de inteiros m, n tais que

)b— %‘ < (m2(In|m|)?)~!

Portanto, segue de l} que para quase todos os nimeros irracionais v ba~!, existem

uma constante a; > 0 e Ny € N, tais que, para todo |m|, |n| > Ny,

Mm— A
‘M oy (mPIn?|m|)?.
m

E por ultimo, utilizando novamente o teorema de Khintchine, existe uma infinidade de

inteiros m,n > 0 tais que

‘vba—l - ﬁ’ < (mPIn|m|)™*
m

Terminando a demonstracao da proposicao.
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Similar a proposigao temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.3.3. Assuma a = b e a condigao (H) seja valida, se existir kg € N tal
que / ko = ko, entao ajustando os ramos dos autovalores em uma sequéncia (\,), tal

que (ImA,), é estritamente crescente. Se
0 < Imhq — ImA, <7, (3.49)

Entao,

Im\, —ImX\,_1 >~ e Im\, o —ImA\, 1 >7

De ([3.37))-(3.38]) temos o seguinte

sen(nmx
prale) = "L (01,)ul) = cos(nra)
nm
) b
sen(nmx
Yan(z) = W +nrO(n~*)sen(nrx)
bcos(nmx) )
= (pon).(z) = @ bnr + nrO(n™")cos(nmx)
Logo,
(Pra)e(1) + ()] = |41+ 2 + O™
Pi,n 1,n - (CL _ b)n27r2
<14 +ac d
- (a —b)n?r2|  nt
= o10)2(1) +Y1,(1) = O(1)
Por outro lado,
+b +1
1 | = + -4 —
eaneD) +0aaD] = | nrO( ) +
< +b n mk +1
- (a —b)nm n=3 nw
1 +b wk +1
n \|(a—0)7 n=2 s

= p2n)z(1) + Yan(l) = O(n%)-
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Portanto temos o seguinte

= 010)a(1) + V1a(1) = O(1) € = @20)a(1) + ¥2a(1) = O(n") (3.50)

Agora definimos os seguintes espacos espectrais poderados.

Lh:: {q%)::zgz(aLnEhﬂz+'a2nnﬁbm)n;almaa2m,E(Cajzz(kyLnF‘+|anyw < OO}
n#0 n#0

(S

Dy = {(IDO = Z(al,nEl,n + g By )nln®|nl; ay ,, oz, € C, Z:(|041,n|2 + |agn?) < oo}
n#0 n#£0

o fator In*|n| em D, serd omitido para |n| = 1. Como o sistema {E},, E2,}, oy

¢ uma base de Riesz no espaco de energia H,, temos que os espacos D; e Dy sao

obviamente um espaco de Hilbert T" equipado respectivamente com as normas

1Pollpy = [ (launl? +lazal? e [®ollo, = D (laral? + |azal?
n#0 n#0

Na verdade, para obter a observabilidade, precisamos usar uma norma mais fraca
para a segunda equagdo, a fim de que (p2,).(1) + 12,(1) tem a mesma ordem que
(p1.0)z(1) + 11 ,(1). Por esta razao, multiplicamos o vetor préprio Es,, por n em D e

D5. Agora estamos prontos para provar nossas desigualdades de observabilidade.

Teorema 3.3.4. Assuma que a # b, a condicao (H) seja valida e T > 2(v/a + Vb).
Entao para toda solucao ® = (i, ¢4, 1,1;) que resolve o problema (3.1])-(?7?), entao

existe uma constante [y > 0 tal que a seguinte desigualdade direta é vélida:

T
/0 o1, 8) + (L, D2t < ol (9o 1, o) I, (3.51)

Além disso, existe uma constante 0 < [; < [y dependendo de a,b e ¢ tal que segue

as desigualdades de observabilidade
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

Caso 1: Se ¢ 'b é um ndmero racional entao

T
(00 1, o, )5, < / (L 1) + (L, 6)Pdt (3.52)

Caso 2: para quase todos os nimeros irracionais a b, temos

T
L1190, 1, Do, 0|, < / (oa (L 1) + (1, )Pt (3.53)

Demonstragao. A prova de (3.51]) é semelhante ao que foi feito na segao 3.2

Caso 1: Seja ¢~ 'b um nimero racional. Considere o valor inicial ®, = E (oq nErp +

n#0
as,nEs ,)n € Dy, usando a propriedades de Riesz a solugao de (3.1)-(?7) é dada por.

(QO(ZL‘, t)’ Cpt(‘% t)v ¢($7 t)7 ¢t(x7 t)) = Z(al,nEl,ne)\l’nt + 0‘2,nnE2,n€)\2’nt)n-
n#0

Portanto, temos

oL, 0401, 1) = 3 (010((910)e(DFt1a(1)M 0, (92)o (1) F (1)),
" (3.54)

Igual foi feito na segdo 3.2. Juntaremos os dois ramos de autovalores A1 ,)nz0, A2.n)ns£0
em uma sequéncia (ImA,),zo € estritamente crescente. Da proposicao , segue-se
que toda cadeia ImA\,, \,11 de expoentes proximos em relagao a v é de comprimento
2. Entao, denotamos o conjunto A de inteiros n € Z tal que a condicao seja

valida, e B = Z\ {n,n+ 1;n € A}. Denotamos por a,, os coeficientes antes chamados
de Mt ou e*»' em (3.54). Logo

Pz (1 t +¢ 1 t Zan Ant =+ Z Qp, +an+1 Ant + (An+1 - )\n>an+1€n+1<t))

neB neA

6)\n+1t o 6)\nt
)\n—f—l - /\n
Do Teorema m, as sequencias (eA”t, €"+1<t))ne 4 formam uma base de Riesz em
L2(0,T), desde que T > 2(v/a + V/b). Assim, segue-se que.

tal que, €,11(t) =

T
/ 0oL, 0) + 0(L Ot ~ 3 Jaal” + 3 (an + ansa? + Part — Aal2lansa]) (3.55)
0

neB neA

De acordo com (3.41)) e (3.43) da proposicao |3.3.2] implica que

66



3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

|an + ang1|* 4 A1 — AnPPlanga? > 1 [ ” n |an1?
B In2  |n+ 1

Inserindo a desigualdade acima em (3.55)) e retornando as notagoes anteriores, obtemos

/Tl (1,t) + (1, ¢)|*dt > I Z |a Z |an]? |ans1]?
0 P\l 5 el 1 —~ |n|2 |7’L+1|2

neB

th

nel

Portanto, da desigualdade acima e de (3.50))
T
| ettty + v
0

>0y (lena((prn)e(D) + LiaD + lazan((9an)e(1) + an(1))
n#0

> 1) (Jaial® + lazal?) = Lol
n#0

Assim, obtendo a desigualdade (3.52)).

Caso 2: para quase todo nimero irracional a~'b. Dado um valor inicial ®,D,, com

Dy = Z(al,nEl,n + aQ,nnEg,n)nanW, entao a solucao de —(??) pode ser escrita

n#0
CcCOomo

(QO(.T, t)? QOt(ilf, t)a w(aja t)> lﬁt(% t)) = Z(Oél,nEl,ne)\lynt + OéQ,nnEZne)\Q’nt)nln’n’
n#0

Portanto,

0. (1, 1)+ (1,t) = Z(al,n((wl,n)x(l)"i"wl,n(1))6>\1’nt+0‘27nn((@27n)z<1)+w27n<1))e/\2’nt)nlnz n|
n#0
(3.56)

de maneira similar ao caso 1,

/ 2a(L0)+ 0L OPAE ~ 3 lanl+ 37 (Jan + a2+ s = MlPlanal?) (3.57)

neB neA

onde denotamos por a,, o coeficiente antes chamado de e*! ¢ e*2!. Em ([3.56)), usando
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

(3.45)) da proposicao (3.15]), obtemos

|an|2 |an+1|2 )

2 2
| + Gnp1|” + [ Anp "=k (|n|2ln4|n| |n 4+ 1]2In*|n + lvert

Inserindo a desigualdade acima em (3.57)), obtemos

|an‘2

T
|t oopi = 0y e
0 nez

2In4|n|
> 1) (Jarn((@1)a(1) +1a (D) + lazun((@zn)e(1) + on(1)]?)
n#0

Inserindo (3.50) na desigualdade acima, obtemos a desigualdade (3.52)). A prova do

teorema estd completa. O

Os espagos espectrais Dy e Dy sao meio dos autovalores (E4,)nz0€(E2n)nz0, que

podem ser escritos por

Ern = (Tn, gn) = ((56”(””) , ”e“(””) , (Mcos(mm), Mcos(mm)))

nw Va n? n

Bun = g (22222 e (0(00) ) OB 1)

Para cada s > 0 definimos os espagcos

Ts = {9/57 J) = Zﬁnnsxn} ) ”(9/57 {ﬂ\)

a2c5 = Z wnP
n

z, = {@, )= Zﬁnnsmmm} @ )3, = 1847
Corolario 3.3.5. Assuma que a # b e a condigao (H) seja valida. Portanto,
D1 =T X Ty € DQ = /33\1 X :/U\Q. (358)

Além disso, para qualquer s > 0 definimos os espagos

v, = {f - Za%} 71, = 3 e’

n>0
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3. Controlabilidade exata do sistema de Timoshenko

%s = Z | |*.

n>0

. sen(nmx
Us = {f = ;anm} ;s

Como L?(0,1) é o espaco pivo, entdo de maneira andloga a secio 3.2, teremos z, =

/ IS A ~
Vg X Vg e Ty =V,_; XV, Logo, segue-se

Dy =y x v X v] X vy eDgy =71, X U] X Uy X UyX
Além disso, teremos também que

Dy = L*0,1) x H(0,1) x H*(0,1) x H%(0,1)

em que os espacos de controle sao H'(0,1) x L*(0,1) x H*(0,1) x H'(0,1).

Semelhante a secao 3.2 do teorema 3.4, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.6. Assuma que a # b, T > 2(v/a + \/1_7) e a condicao (H) seja vélida

1) Se a~'b é racional, seja
(to,u1, 30, 31) € V1 X v X 02 X vy

2) Para quase todo nimero irracional a™'b, seja (ug, u1, Yo, y1) € D1 X To X Uy X Uy
Entdo existe v € L*(0,T) tal que a solucdo do sistema de Timoshenko , com

condicoes de fronteira @ satisfaz as condigoes finais nulas

wz,T) =wu(zx,T) =y(x,T) =y (x,T) =0, Vze(0,1)
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