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Resumo

A presente tese é dedicada ao estudo da Teoria Gravitacional Invariante de Weyl, uma mo-

dificação e reinterpretação da teoria original proposta por Hermann Weyl. Inicialmente,

apresentamos de forma detalhada a construção da teoria de Weyl. Em seguida, desenvolve-

mos uma formulação invariante de gauge para a teoria unificada de Weyl. Essa formulação

consiste em uma proposta que torna tanto o tensor métrico quanto o campo de Weyl grande-

zas invariantes sob transformações de gauge. Com isso, é possível construir uma definição de

tempo-próprio invariante de gauge, além de possibilitar descrever o acoplamento dos campos

geométricos com a matéria. Dessa forma, obtemos uma nova teoria alternativa da gravita-

ção. Um aspecto importante enfatizado na tese é que a 1-forma geométrica de Weyl pode

ser formalmente interpretada como um campo vetorial massivo, o que nos remete à teoria

proposta em 1936 pelo físico romeno Alexandru Proca, que pretendia descrever a interação

e a dinâmica de bósons massivos de spin-1. Como aplicação das equações de campo da te-

oria invariante de Weyl, investigamos uma solução no regime de campo fraco. Além disso,

estudamos em detalhes a propagação de ondas gravitacionais nessa nova teoria de gravidade

modificada. Por fim, propomos uma abordagem alternativa para o problema da origem da

matéria escura. Mostramos que, para valores apropriados do parâmetro livre do modelo ado-

tado, o campo de Weyl, durante a era dominada pela matéria, apresenta o comportamento

esperado para um candidato à matéria escura.

Palavras-chave: Teoria de Weyl, Invariância de gauge, Campo vetorial massivo, Ondas

gravitacionais, Matéria escura.
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Abstract

The present thesis is dedicated to the study of the Weyl Invariant Gravitational Theory, a

modification and reinterpretation of the original theory proposed by Hermann Weyl. Initially,

we present in detail the construction of Weyl’s theory. Next, we develop a gauge-invariant for-

mulation for the unified theory of Weyl. This formulation consists of a proposal that renders

both the metric tensor and the Weyl field invariant quantities under gauge transformations.

With this, it is possible to construct a gauge-invariant proper time definition, in addition to

allowing the description of the coupling between geometric fields and matter. In this way,

we obtain a new alternative theory of gravitation. An important aspect emphasized in the

thesis is that the Weyl geometric 1-form can be formally interpreted as a massive vector

field, which refers us to the theory proposed in 1936 by the Romanian physicist Alexandru

Proca, who aimed to describe the interaction and dynamics of massive spin-1 bosons. As

an application of the field equations of the Weyl invariant theory, we investigate a solution

in the weak-field regime. Furthermore, we study in detail the propagation of gravitational

waves in this new modified theory of gravity. Finally, we propose an alternative approach to

the problem of the origin of dark matter. We show that, for appropriate values of the free

parameter of the adopted model, the Weyl field, during the matter-dominated, era, exhibits

the expected behavior for a dark matter candidate.

Keywords: Weyl theory, Gauge invariance, Massive vector field, Gravitational waves, Dark

matter.
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Introdução

A teoria da Relatividade Geral, formulada por Albert Einstein em 1915, é uma das

teorias de maior sucesso na física moderna. Nessa teoria, Einstein conseguiu descrever a

interação gravitacional sob uma perspectiva inteiramente geométrica, associando o potencial

gravitacional ao tensor métrico gαβ. A ideia de que a gravidade é uma manifestação da

modificação da geometria do espaço-tempo, devido à presença de matéria e energia, permitiu

substituir o conceito newtoniano de uma força gravitacional atuando sobre uma partícula livre

por uma descrição em que a trajetória dessa partícula é uma geodésica em uma geometria

riemanniana [1, 2, 4].

Uma célebre citação que sintetiza de maneira brilhante a relação entre matéria, energia

e geometria é a do físico americano John A. Wheeler:

O espaço-tempo diz à matéria como se mover, e a matéria diz ao espaço-tempo

como se curvar. – Wheeler, J. A. [5]

Essa ideia é ilustrada na Figura 1, em um desenho feito pelo próprio Wheeler. Vale

notar que, nessa afirmação, obviamente "matéria"engloba a energia, já que, como sabemos da

relatividade especial, massa e energia são equivalentes. Assim, tanto massa quanto energia

devem causar curvatura do espaço-tempo [7].

1 de 117



Introdução 2 de 117

Figura 1: "A matéria (a grande pedra) diz ao espaço-tempo como se curvar; o espaço-
tempo diz à matéria (a pedrinha) como se mover"(tradução livre). Fonte: WHEELER, J.
A.; FORD, K. [6], 1998, p. 272.

A dinâmica dessa interação é determinada por um sistema de equações de campo,

conhecidas como equações de Einstein, que estabelecem uma relação entre a curvatura, re-

presentada pelo tensor de Ricci Rαβ, e o conteúdo material e energético, descrito pelo tensor

momento-energia Tαβ, na forma:

Rαβ −
1

2
Rgαβ = −κTαβ. (1)

onde κ = 8πG/c4 é uma constante de acoplamento gravitacional.

Isso só foi possível graças ao princípio da equivalência, introduzido por Einstein, se-

gundo o qual os efeitos de um campo gravitacional são localmente equivalentes aos efeitos

produzidos por um referencial uniformemente acelerado. Essa ideia levou à generalização

da Relatividade Especial, que, mais tarde, culminou na formulação da teoria da gravitação

de Einstein, a famosa Relatividade Geral. Sobre esse princípio, em uma palestra realizada

na Universidade de Kyoto, no Japão, em 1922, Einstein referiu-se a essa ideia como sendo -

"a ideia mais feliz de minha vida" [1]. Esta hipótese levou à generalização do princípio da

relatividade, passando a englobar também a classe de referenciais não inerciais. A formulação

matemática correspondente a isso é o que se costuma chamar de princípio da covariância

geral, que pode ser entendida como significando que as equações da Física devem ter uma

forma tensorial, o que garante a sua invariância sob qualquer transformação de coordenadas
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[9].

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein tem sido extraordinariamente bem-sucedida

em suas previsões e testes observacionais. As primeiras confirmações vieram com a explicação

do deslocamento anômalo do periélio da órbita de Mercúrio e, em seguida, com a deflexão

da luz por corpos massivos, observada por Arthur Eddington e colaboradores [10] durante

o eclipse solar de 1919 em expedições realizadas em Sobral, no Ceará, e na ilha do Príncipe,

na costa da África 1. Outros testes confirmaram previsões adicionais da Relatividade Geral,

como o fenômeno das lentes gravitacionais, o desvio gravitacional para o vermelho e a di-

latação temporal gravitacional, observada em experimentos com relógios atômicos [11–17].

Além disso, uma das previsões mais formidáveis da teoria da Relatividade Geral, também

confirmada, é a existência de buracos negros. Sua comprovação marcante se deu em 2019

com a divulgação da imagem capturada pela colaboração Event Horizon Telescope do buraco

negro supermassivo do centro da galáxia elíptica conhecida como M87 [18]. Para maiores

detalhes sobre os testes da Relatividade Geral, veja especificamente [13,15].

Outra previsão importante da Relatividade Geral é a existência de ondas gravita-

cionais. Einstein mostrou que as equações do campo gravitacional podem ser linearizadas

quando admitimos pequenas perturbações da métrica de Minkowski, resultando em ondas

que se propagam à velocidade da luz. A primeira detecção direta dessas ondas ocorreu em

2015, quando o observatório LIGO registrou um sinal de ondas gravitacionais produzidas

pela fusão de dois buracos negros, evento denominado GW150914 [19]. Posteriormente,

em 2017, a rede de detectores LIGO-Virgo observou o evento denominado GW170817 [20],

consistente com a fusão de duas estrelas de nêutrons. Observações quase simultâneas da

emissão de raios gama (GRB 170817A) foram obtidas por telescópios ópticos apontados na

mesma direção do evento GW170817 [21]. Essa coincidência quase exata no tempo de che-

gada das ondas gravitacionais e eletromagnéticas foi interpretada como evidência de que a

velocidade de propagação das ondas gravitacionais é a mesma que a velocidade da luz. Além

de impulsionar o estudo dos multimensageiros.

Ao estudar a dinâmica do Universo em larga escala, utilizando como base conceitual
1Ressaltamos aqui a importância da expedição realizada em Sobral para essa comprovação, fato que

marcou a história da ciência e de todos os físicos brasileiros.
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a teoria da Relatividade Geral e o chamado princípio cosmológico2, Einstein deu início ao es-

tudo da cosmologia moderna [4]. O primeiro modelo cosmológico, proposto por ele, descrevia

um Universo estático. Esse modelo o levou a modificar suas equações de campo, introduzindo

uma constante fundamental representada pela letra grega Λ, a qual seria responsável por um

efeito repulsivo que equilibraria a gravidade, mantendo o Universo estático [22–25]. Assim,

as equações de campo passaram a ser escritas como:

Rαβ −
1

2
Rgαβ +Λgαβ = −κTαβ. (2)

A constante Λ, denominada constante cosmológica, possui dimensões de comprimento−2.

O modelo cosmológico proposto por Einstein estava em conformidade com as ideias da época.

Por outro lado, era instável sob pequenas perturbações [2]. Posteriormente, Hubble obser-

vou, em 1929, que o Universo encontra-se em expansão [26], em concordância com os modelos

cosmológicos propostos por Friedmann e Eddington-Lemaître [27–29].

Atualmente, o modelo cosmológico padrão, conhecido como ΛCDM, pressupõe a exis-

tência de duas componentes exóticas que preenchem o Universo, denominadas de energia

escura e matéria escura. Segundo observações recentes [30], essas componentes exóticas cor-

respondem aproximadamente a 95,1% da densidade total de energia do Universo, com cerca

de 68,6% composta por energia escura e 26,5% por matéria escura [32]. Assim, apenas 4,9%

é atribuído à matéria bariônica que conhecemos.

O modelo mais simples para explicar a energia escura consiste na constante cosmoló-

gica Λ, que atua como um fluido de pressão negativa responsável pela expansão acelerada do

Universo [33]. Por outro lado, o problema desse modelo está na discrepância entre o valor

estimado dessa constante pela física de partículas e seu valor observado, que corresponde a

uma diferença de aproximadamente 120 ordens de grandeza [32,34,35].

Já a matéria escura praticamente não interage com a radiação eletromagnética, sendo

sua existência inferida apenas a partir dos efeitos gravitacionais que causa, os quais não

podem ser explicados pela relatividade geral, tendo em vista que as equações de Einstein
2Esse princípio postula a homogeneidade e isotropia do Universo em larga escala [139].
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envolvem o tensor momento-energia associado à matéria bariônica comum. Muitas tentativas

de explicar a matéria escura surgiram nas últimas duas décadas, entre elas, podemos citar

WIMPs, buracos negros primordiais e áxions. Em particular, alguns físicos têm argumentado

a favor de modificações da teoria padrão de Einstein [37–39,43].

Nesta perspectiva, destacamos a Teoria Invariante de Weyl [9, 44, 45] como uma

proposta alternativa da gravitação. Essa teoria consiste em uma modificação e reinterpretação

da teoria original de Weyl, seguindo estritamente o Princípio de Invariância de Gauge.

Em 1918, o matemático alemão Hermann Weyl propôs uma modificação da geome-

tria do espaço-tempo com o objetivo de unificar o eletromagnetismo e a gravitação em uma

única estrutura geométrica. Essa modificação permitia a variação do comprimento de vetores

durante o transporte paralelo e uma possível maneira de geometrização do campo eletromag-

nético. Weyl acrescentou um grau de liberdade a mais à geometria riemanniana, dotando

o espaço-tempo de uma nova grandeza geométrica além do tensor métrico. Essa grandeza

consiste em um campo de 1-forma, diretamente relacionado com a lei de transporte paralelo

de vetores. Por outro lado, Einstein identificou uma consequência indesejável dessa proposta,

associada à não invariância do comprimento, concluindo que a teoria de Weyl estava em con-

tradição com os dados experimentais da época. Essa consequência ficou conhecida como “o

segundo efeito do relógio”3 [46].

Revisitando a teoria de Weyl, apresentamos uma proposta para tornar tanto o tensor

métrico quanto o campo de Weyl grandezas invariantes em relação a transformações de

gauge [9,44,45], desenvolvendo, assim, uma formulação invariante de gauge da teoria unificada

de Weyl. Essa formulação nos permite construir uma definição de tempo-próprio invariante

de gauge, resolvendo o problema do segundo efeito do relógio. Além disso, ela possibilita a

descrição do acoplamento dos campos geométricos com a matéria. É importante ressaltar

que, de acordo com essa nova formulação, a 1-forma geométrica de Weyl pode ser formalmente

interpretada como um campo vetorial massivo, cuja dinâmica é dada pelas chamadas equações

de Proca [47].

Este trabalho tem como principal objetivo desenvolver uma discussão aprofundada
3Sabemos hoje que, na verdade, a existência desse efeito não pode ser garantida dentro do limite de

precisão dos instrumentos de medida atuais [67].
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sobre a Teoria Invariante de Weyl, apresentando-a como uma nova teoria alternativa à rela-

tividade geral.

A presente tese está organizada em cinco capítulos. No Capítulo 1, apresentamos

de forma detalhada a maneira como a teoria e a geometria de Weyl foram construídas. O

Capítulo 2 é dedicado ao desenvolvimento da Teoria Invariante de Weyl, no qual propomos

uma definição para o tempo-próprio invariante de gauge e descrevemos as equações de campo

completas, considerando o acoplamento com a matéria. Além disso, mostramos que a 1-forma

geométrica de Weyl pode ser formalmente interpretada como um campo vetorial massivo.

No Capítulo 3, apresentamos uma possível solução das equações de campo no regime de

campo fraco, considerando uma distribuição estática e esfericamente simétrica na ausência

de matéria. O Capítulo 4 trata da propagação de ondas gravitacionais no contexto da Teoria

Gravitacional Invariante de Weyl, no qual derivamos uma versão linearizada das equações

de campo. No Capítulo 5, propomos uma abordagem alternativa para investigar o problema

da matéria escura, apresentando o campo geométrico de Weyl como um potencial candidato.

Por fim, nas conclusões, esboçamos os principais resultados obtidos.



CAPÍTULO 1

Teoria unificada de Weyl

Na teoria da Relatividade Geral, Einstein formulou uma descrição geométrica da gra-

vitação, na qual o espaço-tempo é descrito por uma geometria riemanniana, caracterizada

por um tensor métrico gµν [52, 53]. Uma característica importante dessa geometria é que,

ao se transportar paralelamente um vetor ao longo de uma curva fechada, sua direção é al-

terada, enquanto seu comprimento é preservado. Isso, por outro lado, difere do que ocorre

na geometria euclidiana, onde tanto a direção quanto a norma do vetor são preservadas sob

transporte paralelo.

Pouco tempo após a formulação da Relatividade Geral, o matemático alemão Hermann

Weyl propôs uma teoria mais geral, com o objetivo de unificar a gravitação e o eletromagne-

tismo em uma mesma estrutura geométrica [48]. Essa nova estrutura concebida por Weyl

se constitui numa generalização da geometria riemanniana, acrescentando um novo ente ge-

ométrico, isto é, um campo de 1-formas σ, cujas propriedades são muito semelhantes às do

quadripotencial eletromagnético [9].

7 de 117
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1.1 Geometria de Weyl

A geometria de Weyl pressupõe uma generalização do conceito de transporte paralelo

de vetores. Nesta estrutura, ao realizarmos o transporte paralelo de um vetor ao longo de

uma curva fechada, a sua norma não é mais preservada.

Para ilustrar esse efeito, consideramos a situação apresentada na Figura 1.1. Observe

que, após o transporte paralelo do vetor V ao longo de uma curva fechada, o vetor resultante,

representado por VW , apresenta alterações tanto em sua direção quanto em sua norma [49].

Isso, em contraposição ao que ocorre na geometria riemanniana, onde apenas a direção do

vetor é modificada, resultando, neste caso, no vetor VR.

Figura 1.1: Transporte paralelo de um vetor V ao longo de uma curva fechada. Fonte:
SANOMIYA, T. [49], 2020, p. 67.

Portanto, segundo Weyl, tanto a direção quanto a norma de um vetor transportado

paralelamente deixam de ser invariantes. Essa característica permitiu que Weyl introduzisse

o eletromagnetismo a partir de uma perspectiva inteiramente geométrica e o fez em um

contexto de unificação com o campo gravitacional [9].

Na geometria riemanniana, o postulado sobre o transporte paralelo está associado à

chamada condição de compatibilidade entre a conexão e a métrica [52,54]. Já na geometria

de Weyl, a versão correspondente dessa condição pode ser enunciada da seguinte forma:

Definição 1.1.1. Seja M uma variedade diferenciável dotada de uma conexão afim ∇, um

tensor métrico g e um campo de 1-forma σ, globalmente definido sobre M . Diz-se que a
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conexão ∇ é compatível com g se satisfaz a seguinte condição:

V [g(U,W )] = g(∇VU,W ) + g(U,∇VW ) + σ(V )g(U,W ), (1.1)

onde o campo de 1-forma σ é denominado campo de Weyl, e V,U,W são campos vetoriais

arbitrários definidos sobre M . [49,55].

É interessante notar que, quando o campo de Weyl se anula sobre a variedade M ,

recuperamos imediatamente a condição de compatibilidade riemanniana. Por esse motivo, a

definição acima pode ser interpretada como uma generalização da condição de compatibili-

dade riemanniana.

Naturalmente, trata-se de uma versão mais geral do teorema de Levi-Civita para a

geometria de Weyl. Sabemos que na geometria riemanniana, esse teorema garante a existência

de uma única conexão dada em termos da métrica e de suas derivadas. A extensão desse

teorema para a geometria de Weyl é:

Teorema de Levi-Civita estendido. Em uma variedade diferenciável M , dotada de uma

métrica g e um campo de 1-forma diferenciável σ definido sobre M , existe uma única conexão

afim ∇, tal que [49,56]:

(a) ∇ é simétrica;

(b) ∇ obedece a condição de compatibilidade de Weyl.

Podemos demonstrar a unicidade da conexão ∇ a partir da condição de compatibili-

dade de Weyl (1.1). Fazendo permutações cíclicas dos campos vetoriais V , U e W , obtemos

as seguintes expressões:

V [g(U,W )] = g(∇VU,W ) + g(U,∇VW ) + σ(V )g(U,W ), (1.2)

W [g(V,U)] = g(∇WV,U) + g(V,∇WU) + σ(W )g(V,U), (1.3)

U[g(W,V )] = g(∇UW,V ) + g(W,∇UV ) + σ(U)g(W,V ). (1.4)



Teoria unificada de Weyl 10 de 117

Somando as equações (1.2) e (1.3) e subtraindo (1.4), obtemos:

V [g(U,W )] +W [g(V,U)] −U[g(W,V )] = g(∇VU,W ) + g(U,∇VW ) + σ(V )g(U,W )

+ g(∇WV,U) + g(V,∇WU) + σ(W )g(V,U)

− g(∇UW,V ) − g(W,∇UV ) − σ(U)g(W,V )

(1.5)

Usando o item (a), a simetria da conexão, temos que 1:

∇VU −∇UV = [V,U] Ô⇒ ∇VU = ∇UV + [V,U] (1.6)

Assim, podemos escrever:

g(∇VU,W ) = g(∇UV,W ) + g([V,U],W ) (1.7)

g(∇WV,U) = g(∇VW,U) + g([W,V ], U]), (1.8)

g(∇UW,V ) = g(∇WU,V ) − g([W,U], V ). (1.9)

Nesta última relação, consideramos a mudança de sinal segundo a identidade [U,W ] =

−[W,U]. Com isso, o lado direito da expressão 1.5 pode ser reescrito como:

= [(∇UV,W ) + g([V,U],W ) + g(U,∇VW ) + σ(V )g(U,W )]

+[g(∇VW,U) + g([W,V ], U]) + g(V,∇WU) + σ(W )g(V,U)] (1.10)

−g(∇WU,V ) + g([W,U], V ) − g(W,∇UV ) − σ(U)g(W,V ), (1.11)

Observe que, usando a simetria da métrica g, isto é, g(∇WU,V ) = g(V,∇WU), po-

demos cancelar alguns termos. Com isso, isolando o termo g(∇VW,U), obtemos a seguinte

expressão:
1Isso significa que estamos admitindo que a conexão não possui torção [52].
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g(∇VW,U) =
1

2
{V [g(U,W )] +W [g(V,U)] −U[g(W,V )] − g([V,U],W ) − g([W,V ], U)

−g([W,U], V ) + σ(U)g(W,V ) − σ(V )g(U,W ) − σ(W )g(V,U)} , (1.12)

Essa expressão corresponde a uma extensão da relação conhecida como fórmula de

Koszul [52], mostrando que a conexão é unicamente determinada pela métrica g e pelo

campo σ. Portanto, se existe, será única. Em outras palavras, isso revela que a conexão é

compatível com a métrica e com o campo de Weyl, além de ser sem torção.

Para provar a existência, definamos ∇ a partir da expressão (1.1). Escolhendo um

sistema de coordenadas locais xα, com α = 1, ..., n, pode-se mostrar que a condição de com-

patibilidade de Weyl pode ser expressa da seguinte forma [56]:

∇γgµν = σγgµν (1.13)

É imediato ver que, quando σγ = 0, essa condição se reduz à condição de compatibili-

dade riemanniana, a qual postula que a derivada covariante da métrica g seja identicamente

nula, ou seja, ∇γgµν = 0.

Expandindo (1.13), podemos escrever:

gµν σγ = gµν,γ − gην Γη
µγ − gµη Γη

νγ (1.14)

onde o símbolo ","representa a derivada parcial 2 . Fazendo uma permutação cíclica dos

índices, obtemos três equações, que são:

(i) gµν σγ = gµν,γ − gην Γη
µγ − gµη Γη

νγ

(ii) gγµ σν = gγµ,ν − gηµ Γη
γν − gγη Γη

µν

2Ao longo da presente tese, adotamos a notação padrão da literatura, em que “ ,” indica derivada parcial
∂µ, enquanto “;” representa a derivada covariante ∇µ.
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(iii) gνγ σµ = gνγ,µ − gηγ Γη
νµ − gνη Γη

γµ

Fazendo (i) + (ii) - (iii) e considerando a simetria da métrica e da conexão pela troca

de índices, vamos obter:

(gµν σγ + gγµ σν − gνγ σµ) = (gµν,γ + gγµ,ν − gνγ,µ) − 2 gµη Γη
νγ

Multiplicando essa equação por gµα e contraindo µ, tem-se:

δαη Γ
η
νγ =

1

2
gµα (gµν,γ + gγµ,ν − gνγ,µ) −

1

2
gµα (gµν σγ + gγµ σν − gνγ σµ)

Portanto, os coeficientes da conexão de Weyl, em um sistema de coordenadas, são

dados por:

Γα
νγ = {ανγ} −

1

2
gµα (gµν σγ + gγµ σν − gνγ σµ) (1.15)

onde {ανγ} = 1
2g

µα (gµν,γ + gγµ,ν − gνγ,µ), são conhecidos como símbolos de Christoffel de segundo

tipo. Observe que a conexão de Weyl se reduz naturalmente á conexão riemanniana quando

o campo de 1-formas σ é nulo.

Pode-se verificar que (1.15) satisfaz as propriedades de uma conexão afim e as propri-

edades de simetria e compatibilidade [49,52].

1.2 Transformações de calibre

As propriedades do campo σα levaram Weyl a interpretá-lo como sendo o quadripo-

tencial eletromagnético Aα. Dessa forma, para a formulação de uma teoria consistente com

o eletromagnetismo, ou seja, que obedeça à Invariância de Calibre, é natural exigir que σα

se transforme da mesma maneira que o potencial eletromagnético, isto é, segundo a transfor-

mação de calibre Aα → A
′α = Aα + ∂αf . Assim, a teoria na totalidade deve ser invariante sob

tal transformação.
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Weyl descobriu que, ao introduzir a transformação conforme,

gαβ = ef(x)gαβ, (1.16)

onde f(x) é uma função arbitrária definida sobre M , e exigir que a condição de compatibili-

dade (1.13) seja invariante, o campo σα deve transformar-se como o potencial eletromagnético.

Para demonstrar isso, substituímos (1.16) em:

∇µgαβ = σµgαβ. (1.17)

:

Desenvolvendo o lado esquerdo dessa expressão, temos:

∇µ(ef(x)gαβ) = ∇µ(ef(x))gαβ + ef(x)∇µgαβ = ∂µf(x)ef(x)gαβ + ef(x)σµgαβ. (1.18)

Agora, igualando com o lado direito de (1.17), obtemos:

∂µf(x)ef(x)gαβ + ef(x)gαβσµ = gαβσµ = ef(x)gαβσµ. (1.19)

Cancelando o fator comum ef(x)gαβ, temos que:

σµ = σµ + f(x),µ (1.20)

ou seja, de fato, o campo σµ se transformará conforme o potencial eletromagnético para que

a condição de compatibilidade de Weyl seja invariante sob a transformação conforme de gαβ.

O conjunto de transformações (1.16) e (1.20), chamadas de transformações de Weyl

ou transformações de calibre3, é de fundamental importância na geometria de Weyl [9]. Essa

nova simetria foi chamada por Weyl de “simetria de calibre”, e sua descoberta é atualmente

considerada pelos historiadores como o nascimento das teorias de calibre modernas [57, 58,

137].
3Ou ainda, como é mais comum na literatura, transformações de gauge.



Teoria unificada de Weyl 14 de 117

1.2.1 Invariantes na geometria de Weyl

A formulação da teoria de Weyl tem como princípio fundamental a invariância das

quantidades físicas e geométricas sob as transformações de Weyl apresentadas acima, ou seja,

consistentes com o Princípio de Invariância de Gauge4 postulado por Weyl [57]. Assim, é

importante definirmos aqui as grandezas invariantes de calibre, indispensáveis em sua teoria

para a geometrização do eletromagnetismo.

É fácil ver que a conexão de Weyl descrita em (1.15) é invariante sob tais transforma-

ções. Podemos demonstrar isso, substituindo as transformações ḡµν = efgµν e σ̄µ = σµ + f,µ
em:

Γ̄α
βγ =

1

2
ḡλα (ḡβλ,γ + ḡλγ,β − ḡγβ,λ) −

1

2
(δαβ σ̄γ + δαγ σ̄β − ḡβγσ̄α)

onde, obtemos:

Γ̄α
βγ = Γα

βγ +
1

2
(δαβf,γ + δαγ f,β − gλαgγβf,λ) −

1

2
(δαβf,γ + δαγ f,β − gγβgλαf,λ).

Como os dois últimos termos se anulam, concluímos que:

Γ̄α
βγ = Γα

βγ. (1.21)

Assim, como a conexão de Weyl é invariante de calibre, o tensor de curvatura Rα
βγη

e o tensor de Ricci Rβη, que dependem apenas da conexão e de suas derivadas, também são

invariantes de calibre.

Por outro lado, o escalar de curvatura R definido por uma contração com a métrica

g, não é invariante, já que,

R̄ = ḡβηR̄βη = e−fgβηR̄βη = e−fR (1.22)

Para facilitar a identificação das quantidades invariantes de calibre, Weyl introduziu o

conceito de peso de um tensor em relação às transformações de calibre (ou de Weyl) [49,50].
4Esse princípio afirma que todas as grandezas físicas devem ser invariantes sob as transformações de gauge.
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De modo geral, um tensor ξα...β tem peso n se a seguinte transformação é válida:

ξ
α...β = enf(x)ξα...β. (1.23)

Segundo essa definição, um tensor de peso nulo (n = 0) é invariante sob transformações

de Weyl.

É imediato observar que o tensor métrico gµν , ao ser submetido a uma transformação

de Weyl, possui peso n = 1. Por outro lado, é possível atribuir um peso à densidade tensorial
√−g.

O determinante da métrica, no caso de uma matriz quadrada com n linhas, obedece

à seguinte transformação:

ḡ = enfg (1.24)

Portanto, o determinante g tem peso n em relação à transformação de calibre (1.16),

sendo n a dimensão da variedade.

Se considerarmos o fator de densidade tensorial
√−g para um espaço-tempo quadri-

dimensional (n = 4), verifica-se que ele possui peso 2 sob uma transformação de calibre, ou

seja:
√
−ḡ = e2f

√
−g. (1.25)

É interessante notar que podemos construir uma quantidade invariante de calibre

utilizando a densidade tensorial
√−g. A partir do escalar de curvatura de Weyl R, é possível

formar uma grandeza invariante de calibre considerando a seguinte expressão:

R2√−g (1.26)

Portanto, o conceito de peso desempenha um papel importante na geometria de Weyl,

pois indica quais quantidades são invariantes de Weyl.



Teoria unificada de Weyl 16 de 117

1.3 Geometria de Weyl integrável

A geometria de Weyl é caracterizada pela condição de não-metricidade (1.13), a qual

implica que, no transporte paralelo ao longo de um caminho, o comprimento de um vetor

arbitrário varia [2].

Segundo Weyl, a variação das componentes e do comprimento de um vetor V , trans-

portado paralelamente, ocorre da seguinte forma [56]:

dV α = Γα
µβdx

µV β. (1.27)

dL = σµdxµL (1.28)

onde V α representa as componentes do vetor V e L o seu comprimento. Observe que o

campo de Weyl σ altera o comprimento do vetor, desempenhando, de certa forma, o papel de

uma conexão para o comprimento. Esta propriedade possui consequências indesejáveis, pelo

fato de que qualquer medida de comprimento dependeria da trajetória anterior do aparelho

de medida, o que levou ao abandono da proposta original de Weyl de geometrização do

eletromagnetismo. Por outro lado, existe um caso particular em que essa dificuldade pode

ser eliminada [2].

Integrando a equação (1.28) ao longo de uma curva fechada, obtemos:

L = L0 exp(∮ σµdx
µ ) , (1.29)

onde L0 é o comprimento inicial. Utilizando o teorema de Stokes, temos que:

L = L0 exp(∫
s
(σµ, ν − σν, µ)dxµ ∧ dxν ) (1.30)

Quando o rotacional de σµ é nulo em toda parte, ou seja,

(σµ, ν − σν, µ) = 0, (1.31)
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então o comprimento do vetor não muda, isto é, L = L0. Neste caso, podemos afirmar que

existe pelo menos uma função escalar ϕ tal que σµ = ∂µϕ = ϕ, µ.

Essa escolha, σ = dϕ para a forma do campo de Weyl, caracteriza a chamada geometria

de Weyl integrável. Esse caso, corresponde a dizer que, pelo Lema de Poincaré, a 1-forma

σ é uma 1-forma exata [9, 55, 59]. Tal estrutura geométrica é utilizada na geometrização

de um campo escalar e, nesse contexto, é conhecida como espaço-tempo de Weyl integrável

(WIST)5.

1.4 Geometria de Weyl não-integrável

Naturalmente, podemos definir uma 2-forma F = 2dσ,6, de maneira análoga à definição

do tensor campo eletromagnético, cujas componentes são dadas por:

Fµν = σµ, ν − σν, µ. (1.32)

Assim, a partir de (1.30), temos que:

L = L0 exp(∫
s
Fµν dx

µ ∧ dxν ) (1.33)

Portanto, a presença do campo Fµν altera o comprimento do vetor. Weyl interpre-

tou geometricamente Fµν como uma espécie de curvatura, a que ele chamou de "curvatura

de comprimento"(Streckenkrümmung), em contraste com a curvatura de direção (Richtungs-

krümmung), associada ao tensor de Riemann [9].

Assim, o caso em que Fµν é não-nulo caracteriza a chamada geometria de Weyl não-

integrável.
5Para mais detalhes sobre o espaço-tempo de Weyl integrável (WIST), ver [60–63] e [65].
6Onde dσ representa a derivada exterior da 1-forma σ.
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1.4.1 Propriedades do tensor Fµν

O campo tensorial Fµν possui algumas propriedades importantes, as quais apresenta-

mos a seguir:

(1) Fµν é antissimétrico:

Fµν = −Fνµ (1.34)

Demonstração: Da expressão (1.32) é imediato ver que:

Fµν = σµ,ν − σν,µ = −(σν,µ − σµ,ν) = −Fνµ.

(2) Fµν obedece à identidade:

{Fαβ,γ} = 0; (1.35)

Demonstração: De fato:

{Fαβ,γ} =
1

6
(Fαβ,γ − Fβα,γ + Fγα,β − Fαγ,β + Fβγ,α − Fγβ,α) =

1

3
(Fαβ,γ + Fγα,β + Fβγ,α)

= 1

3
(σα,β,γ − σβ,α,γ + σγ,α,β − σα,γ,β + σβ,γ,α − σγ,β,α) = 0.

(3) Fµν é invariante sob transformações de Weyl:

F̄µν = Fµν , (1.36)

Demonstração: Considere:

F µν = σµ,ν − σν,µ.
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Utilizando a transformação de calibre para o campo de Weyl, (1.20), obtemos:

F µν = (σµ + f,µ),ν − (σν + f,ν),µ = σµ,ν − σν,µ = Fµν .

É interessante notar que, a forma contravariante do campo tensorial Fµν é não inva-

riante de calibre [9]. Podemos verificar isso facilmente considerando as transformação de

calibre de gµν :

F
αβ = gαµgβνFµν = e−2fgαµgβνFµν . ∶

Portanto, Fαβ tem peso n = −2. Por outro lado, podemos construir um tensor invari-

ante multiplicando Fαβ pela densidade tensorial
√−g, isto é:

Fαβ√−g (1.37)

1.5 O eletromagnetismo na geometria de Weyl

É extremamente fascinante a forma natural com que o formalismo do eletromagne-

tismo é incorporado à geometria de Weyl. Nesta teoria, o tensor Fµν definido em (1.32) pode

ser naturalmente interpretado como o tensor campo eletromagnético, enquanto o campo σµ

corresponde ao quadripotencial eletromagnético.

Essa interpretação permite obter, de maneira análoga ao eletromagnetismo clássico, o

primeiro par das equações de Maxwell a partir da identidade:

{Fαβ, γ} = 0 . (1.38)

O segundo par das equações de Maxwell aparece nesta teoria na forma [49,50]:

Fαβ
,β = J α (1.39)
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onde definimos,

Fαβ =
√
−g Fαβ e J α = (

√
−g Fαβ);β.

Essas expressões representam densidades tensoriais de peso zero na teoria de Weyl.

Nesse contexto, J α em (1.39) representa a densidade de corrente, de modo análogo ao que

se tem no eletromagnetismo.

Buscaremos agora descrever a interação entre os campos eletromagnético e gravita-

cional na teoria de Weyl. Para isso, é necessário determinar as equações de campo nesta

teoria.

Para descrever o eletromagnetismo no contexto da relatividade geral, Einstein propôs

a seguinte ação:

S = ∫ [R +
1

16π
FαβF

αβ]
√
−g d4x. (1.40)

Por outro lado, essa ação não pode ser utilizada na teoria de Weyl, pois o termo R
√−g

tem peso 1 sob uma mudança de calibre, ou seja, não é invariante de calibre.

A forma mais simples que se aproxima dessa ação e que satisfaz a condição de invari-

ância de calibre é:

S = ∫ [R2 + ωFαβF
αβ]
√
−g d4x. (1.41)

onde ω é uma constante arbitrária e R o escalar de curvatura calculado com a conexão de

Weyl. Para encontrarmos as equações de campo, realizamos a variação dessa ação em relação

à métrica gαβ e ao campo σα de maneira independente.

Considerando a variação da ação S, temos:

δS = δ∫ [R2 + ωFαβF
αβ]
√
−g d4x = 0 (1.42)



Teoria unificada de Weyl 21 de 117

Aqui, realizaremos o cálculo por partes. Para o primeiro termo, obtemos:

δ(R2√−g) = 2RδR
√
−g +R2δ(

√
−g)

Essa expressão pode ser reescrita da seguinte forma:

δ(R2√−g) = 2Rδ(R
√
−g) − 2R2δ(

√
−g) +R2δ(

√
−g)

Portanto,

⇒ δ(R2√−g) = 2Rδ(R
√
−g) −R2δ(

√
−g) (1.43)

Substituindo a equação (1.43) em (1.42), obtemos:

δS = ∫ [2Rδ(R
√
−g) −R2δ(

√
−g) + ωδ(FαβF

αβ)]
√
−g d4x = 0 (1.44)

Para simplificar essa ação, Weyl propôs a adoção do chamado gauge natural (ou gauge

de Weyl), no qual o escalar de curvatura R é considerado constante localmente 7. Ou seja:

R = Λ (1.45)

sendo Λ uma constante que corresponde à curvatura do espaço8 [50]. Podemos, então, rees-

crever a equação (1.44) no gauge natural, na forma:

δS = ∫ [2Λδ(R
√
−g) −Λ2δ(

√
−g) + ωδ(FαβF

αβ)]
√
−g d4x = 0

Ou ainda,
7Esse gauge, em particular, introduz a constante Λ nas equações de campo, interpretada como a constante

cosmológica que surge aqui de forma natural e, por esse motivo, é conhecido como gauge natural.
8Em geral, δR ≠ 0 e por esse motivo o gauge natural só pode ser aplicado após a variação, e não antes.
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δS = δ∫ [ R −
Λ

2
+ ω

2Λ
FαβF

αβ ]
√
−g d4x = 0. ∶ (1.46)

Antes de efetuarmos a variação dessa ação em relação ao campo métrico gαβ e ao

campo σα, é necessário substituir a forma explícita do escalar de curvatura de Weyl, R, o

qual é definido a partir da conexão de Weyl e, portanto, está diretamente relacionado com o

campo σα.

A definição riemanniana do escalar de curvatura é:

R̃ = gβλΓα
βα,λ − (gβλΓα

βλ),α + g
βλΓτ

βαΓ
α
τλ − gβλΓτ

βλΓ
α
τα, (1.47)

onde estamos representando as quantidades riemannianas com “∼”. Para expressar R na

geometria de Weyl, é necessário reescrever os elementos da equação (1.47) em termos da

conexão de Weyl (1.15). Como o escalar de curvatura R é uma quantidade escalar e, portanto,

invariante sob mudanças de coordenadas, podemos adotar, para simplificar os cálculos, um

sistema de coordenadas geodésico riemanniano [49,50], no qual os símbolos de Christoffel se

anulam em um ponto. Nesse sistema, a conexão de Weyl assume a forma:

Γα
βγ = −

1

2
(δαβσγ + δαγ σβ − gβγσα) (1.48)

Portanto, para o primeiro termo da equação (1.47), temos:

Γα
βα = (δαβσα + δαασβ − gβασα) = −1

2
(σβ + nσβ − σβ)

Γα
βα = −

n

2
σβ (1.49)

sendo n a dimensão da variedade. Já o termo entre parênteses na expressão (1.47)) pode ser

reescrito como:

gβλΓα
βλ = −

1
2g

βλ(δαβσλ + δαλσβ − gβλσα) = −1
2(σα + σα − nσα),
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gβλΓα
βλ =

1

2
(n − 2)σα. (1.50)

O termo gβλΓτ
βαΓ

α
τλ da expressão (1.47) pode ser reescrito como:

gβλΓτ
βαΓ

α
τλ =

1

4
gβλ(δτβσα + δτασβ − gβαστ)(δατ σλ + δαλστ − gτλσα)

= 1

4
gβλ(δαβσασλ + δτβδαλσαστ − gβλσασα + nσβσλ + δτλστσβ − gαλσβσα

−gβτστσλ − gβλστστ + gβαgτλστσα).

Logo,

gβλΓτ
βαΓ

α
τλ = −

1

4
(n − 2)σασα. (1.51)

Analogamente, o último termo da expressão (1.47) pode ser reescrito como:

gβλΓτ
βλΓ

α
τα = −

1

4
n(n − 2)σασα (1.52)

Portanto, ao substituirmos as equações (1.49)–(1.52) em (1.47), considerando a ge-

ometria de Weyl, e lembrando que as derivadas dos símbolos de Christoffel não se anulam

neste sistema de coordenadas, obtemos a seguinte forma para o escalar de curvatura:

R = gβλ (Γ̃α
βα −

n

2
σβ)

, λ

− (gβλΓ̃α
βλ +

1

2
(n − 2)σα)

, α

− 1

4
(n − 2)σασα + 1

4
n(n − 2)σασα

Portanto,

R = R̃ + 1

4
(n − 1)(n − 2)σασα − (n − 1)√−g

(
√
−gσα),α. (1.53)

onde, no último termo, acrescentamos o fator
√−g de maneira a ter uma expressão escalar,

uma vez que (√−g), α = 0. Como estamos trabalhando com uma variedade quadridimensional

(n = 4), a expressão (1.53) assume a forma:
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R = R̃ + 3

2
σασ

α − 3
√−g

(
√
−gσα),α. (1.54)

Podemos ainda reescrever o último termo em termos da quadridivergência riemanniana

do vetor contravariante σα, ou seja:

∇̃ασ
α = 1
√−g

(
√
−g σα), α (1.55)

Assim, temos:

R = R̃ + 3

2
σασ

α − 3∇̃ασ
α. (1.56)

Como todos os termos de (1.56) são escalares, essa expressão é válida em qualquer

sistema de coordenadas, e não apenas naquele que foi adotado para a demonstração.

Finalmente, substituindo a expressão do escalar de curvatura (1.56) em (1.46), obte-

mos:

δ∫ (R̃ +
3

2
σασ

α − Λ

2
+ ω

2Λ
FµνF

µν)
√
−gd4x = 0. (1.57)

onde o termo ∫ δ(
√−gσα),α d4x foi descartado por se tratar de um termo de fronteira.

A partir da expressão (1.57), podemos obter as equações de campo da teoria de Weyl

por meio de duas variações independentes, uma em relação ao campo de Weyl σµ e outra em

relação ao campo métrico gµν .

1.5.1 Equações de campo no gauge natural

Primeiro, consideramos a variação da expressão (1.57) em relação ao campo de Weyl.

Para isso, é necessário determinar a forma das variações dos termos (σασα
√−g) e (FαβFαβ

√−g),

que são os únicos termos que dependem de σµ.
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A variação do primeiro termo resulta em:

δ(σασα√−g) = 2
√
−g σαδ(σα). (1.58)

Por outro lado, a variação do segundo termo pode ser obtida considerando a forma:

δ(FαβF
αβ√−g) =

√
−gFαβδ(Fαβ) +

√
−gFαβδ(Fαβ). (1.59)

Utilizando a relação Fαβδ(Fαβ) = Fαβδ(Fαβ), obtemos:

δ(FαβF
αβ√−g) = 2

√
−gFαβδ(Fαβ) = 2

√
−gFαβ[ (δσα), β − (δσβ), α]

⇒ δ(FαβF
αβ√−g) = 4

√
−gFαβ [(δσα), β (1.60)

Essa expressão pode ser reescrita da seguinte forma:

δ(FαβF
αβ√−g) = (4

√
−gFαβδσα), β − 4(

√
−gFαβ), βδσα (1.61)

Substituindo (1.58) e (1.61) na variação da ação (1.57), obtemos:

∫ [3
√
−g σαδσα +

ω

2Λ
(4
√
−gFαβδσα), β −

2ω

Λ
(
√
−gFαβ), β δσα ] d4x = 0 (1.62)

Note que os termos R̃ e Λ/2 não aparecem nessa variação, pois não dependem de

σµ. Além disso, o segundo termo dentro da integral corresponde a um termo de fronteira e,

portanto, não contribui para a variação da ação. Assim, essa expressão se reduz a seguinte

forma:

∫ [ 3
√
−g σα − 2ω

Λ
(
√
−gFαβ), β ] δσα d4x = 0. (1.63)



Teoria unificada de Weyl 26 de 117

Como a variação δσα é arbitrária, obtemos a seguinte equação de campo:

(
√
−gFαβ), β =

3Λ

2ω

√
−g σα . (1.64)

Analisemos agora a variação da ação (1.57) em relação ao campo métrico, considerando

individualmente cada termo da ação. Começamos pelo termo R̃
√−g.

Utilizando a identidade δ
√−g = −1

2

√−g gαβ δgαβ, obtemos:

δ(R̃
√
−g) = δ(R̃)

√
−g + R̃δ(

√
−g) = δ(Ṙαβg

αβ)
√
−g + R̃δ(

√
−g)

= (R̃αβ −
1

2
R̃gαβ)

√
−gδ(gαβ) + δ(R̃αβ)gαβ

√
−g (1.65)

Esse resultado é o mesmo encontrado na Relatividade Geral. Agora, vamos analisar

os termos adicionais que envolvem o campo de Weyl. Para o termo σασα
√−g, temos:

δ(σασα√−g) = δ(σασβgαβ)
√
−g + σµσµδ(

√
−g) = σασβ

√
−gδ(gαβ) − 1

2
σµσ

µgαβ
√
−gδ(gαβ)

= (σασβ −
1

2
σµσ

µgαβ)
√
−gδ(gαβ) (1.66)

Para o termo δ(FαβFαβ
√−g), temos:

δ(FαβF
αβ√−g) = FµνF

µνδ(
√
−g) + FαβFµν

√
−gδ(gαµgβν) (1.67)

= −1
2

√
−ggαβδ(gαβ)FµνF

µν +
√
−gFαβFµνg

βνδ(gαµ) +
√
−gFαβFµνg

αµδ(gβν)

= −1
2

√
−ggαβδ(gαβ)FµνF

µν +
√
−gFαµFβνg

µνδ(gαβ) +
√
−gFνβFµαg

νµδ(gβα).

= −2(gµνFαµFνβ +
1

4
gαβFµνF

µν)
√
−gδ(gαβ). (1.68)

Portanto,

δ(FαβF
αβ√−g) = −2Tαβ

√
−gδ(gαβ) (1.69)
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onde Tαβ = gµνFαµFνβ + 1
4gαβFµνF µν pode ser identificado como o tensor momento-energia

associado ao campo de Weyl. Substituindo as expressões (1.65), (1.66) e (1.69) em (1.57),

vamos obter:

δS = ∫ [R̃αβ −
1

2
R̃gαβ +

3

2
(σασβ −

1

2
σµσ

µgαβ) +
Λ

4
gαβ −

ω

Λ
Tαβ]

√
−gδ(gαβ)d4x

onde utilizamos o resultado conhecido da relatividade geral de que ∫ gαβ
√−gδR̃αβd4x = 0

[49, 50]. Assim, dado que a variação δ(gαβ) é arbitrária, obtemos como resultado final a

seguinte equação de campo:

R̃αβ −
1

2
R̃gαβ +

3

2
(σασβ −

1

2
σµσ

µgαβ) +
Λ

4
gαβ =

ω

Λ
Tαβ (1.70)

Aqui, a constante Λ pode ser entendida como sendo a constante cosmológica, que

surge de forma natural. Note que, se o campo de Weyl é nulo, ou seja, σµ = 0, recupera-se

imediatamente a equação dde campo da Relatividade Geral com constante cosmológica, para

o caso de espaço-tempo vazio, isto é:

R̃αβ −
1

2
R̃gαβ +

Λ

4
gαβ = 0, (1.71)

Portanto, as equações de campo da Teoria Unificada de Weyl são:

R̃αβ −
1

2
R̃gαβ +

3

2
(σασβ −

1

2
σµσ

µgαβ) +
Λ

4
gαβ =

ω

Λ
Tαβ (1.72)

(
√
−gFαβ), β =

3Λ

2ω

√
−g σα . (1.73)

É importante ressaltar que essas equações são válidas apenas no gauge natural, em

que R = Λ.
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1.5.2 Gauge de Lorentz

Observe que, aplicando o operador ∂α em ambos os lados da equação (1.73), temos:

∂α∂β(
√
−gFαβ) = 3Λ

2ω
∂α(
√
−g σα). (1.74)

Como Fαβ é antissimétrico e ∂α∂β é simétrico nos índices, o lado esquerdo da equação

anula-se. Assim, obtemos a identidade:

∂α(
√
−g σα) = 0, (1.75)

que pode ser reescrita de forma equivalente à condição de divergência nula para σα:

1
√−g

∂α(
√
−g σα) = 0⇒ ∇̃ασ

α = 0, (1.76)

Essa expressão mostra que o campo de Weyl satisfaz uma condição análoga ao cha-

mado gauge de Lorentz. Note que essa condição não é imposta por uma escolha de gauge,

mas surge naturalmente da própria dinâmica do campo.

1.5.3 Equações de campo em um gauge qualquer

Podemos reescrever as equações de campo de forma que elas sejam válidas em qualquer

gauge. Para isso, precisamos determinar qual deve ser a transformação de gauge necessária

para passarmos do gauge onde R = Λ, isto é, (M,g, σ,R = Λ), para um gauge arbitrário

(M, ḡ, σ̄, R̄) [49].

Considere as transformações de Weyl:

gαβ = ef(x)ḡαβ,

σµ = σ̄µ + f(x), µ,
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Pela definição do escalar de curvatura, temos:

R = gαβRαβ = e−f ḡαβR̄αβ = e−f R̄⇒ R = e−f R̄

Portanto,

ef = R̄
Λ

(1.77)

onde utilizamos a transformação da métrica inversa gαβe−f ḡαβ e o fato do tensor de Ricci na

geometria de Weyl ser invariante de calibre, isto é, Rαβ = R̄αβ.

Substituindo (1.77) nas transformações de Weyl, podemos reescrevê-las como:

gαβ =
R̄

Λ
ḡαβ (1.78)

σµ = σ̄µ +
1

R̄
∂µR̄ (1.79)

Agora, aplicando essas transformações aos termos
√−g σα e

√−g Fαβ que aparecem

na equação (1.73), obtemos:

√
−ggαµσµ =

√
−ḡe2fe−f ḡαµ [σ̄µ +

1

R̄
∂µR̄] =

√
−ḡef ḡαµ [σ̄µ +

1

R̄
∂µR̄]

= R̄
Λ

√
−ḡḡαµ [σ̄µ +

1

R̄
∂µR̄] (1.80)

Lembrando que
√
−ḡF̄µν =

√−gFµν , temos:

(
√
−gFαβ)

,β
= (
√
−ḡF̄αβ)

,β
. (1.81)

Portanto, substituindo (1.80) e (1.81) em (1.73), teremos:

(
√
−ḡ F̄αβ), β =

3

2ω

√
−ḡ ḡαµ [R̄σ̄µ + ∂µR̄] (1.82)

Essa é a equação para o campo σ̄µ, válida em qualquer gauge. Vale destacar que uma

forma equivalente dessa equação já havia sido obtida por Weyl em 1918 [50].
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Analogamente, pode-se escrever a equação para o campo métrico gµν em uma forma

válida para qualquer escolha de gauge. Para isso, reescrevemos convenientemente a equação

(1.72) em termos das quantidades invariantes sob transformações de Weyl, como o tensor

Rµν de Weyl.

O tensor de Ricci weyliano pode ser decomposto da seguinte forma [9,59]:

R(αβ) = R̃αβ −
1

2
(∇̃βσα + ∇̃ασβ + gαβ∇̃µσ

µ) − 1

2
(σασβ − gαβσµσµ) (1.83)

onde R(αβ) representa a parte simétrica do tensor Rαβ de Weyl 9 Feitas essas considerações,

podemos reescrever o tensor de Ricci riemanniano como:

R̃αβ = R(αβ) +
1

2
(∇̃βσα + ∇̃ασβ + gαβ∇̃µσ

µ) + 1

2
(σασβ − gαβσµσµ), (1.84)

Contraindo (1.84)) com gαβ, obtemos:

R̃ = R − 3

2
σµσ

µ + 3∇̃µσ
µ, (1.85)

Observe que a expressão do escalar de curvatura é a mesma obtida em (1.56) pelo

método de coordenadas geodésicas. As expressões (1.84) e (1.85) podem ser simplificadas ao

considerar o seguinte resultado:

∇̃ασ
α = 0, (1.86)

Como discutido anteriormente, essa condição aparece naturalmente quando tomamos

a derivada em relação à xα em ambos os lados da equação para o campo σα no gauge natural,

a saber, (1.76). Com essas considerações, as expressões (1.84) e (1.85) são simplificadas,

assumindo as formas:

R̃αβ = R(αβ) +
1

2
(∇̃βσα + ∇̃ασβ) +

1

2
(σασβ − gαβσµσµ), (1.87)

9Isto é R(αβ) = 1
2
(Rαβ +Rβα).
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R̃ = R − 3

2
σµσ

µ. (1.88)

Substituindo (1.87) e (1.88) na equação de campo gravitacional no gauge natural

(1.72), temos:

R(αβ) +
1

2
(∇̃βσα + ∇̃ασβ) +

1

2
(σασβ − gαβσµσµ) − 1

2
(R − 3

2
σµσ

µ)gαβ

+3
2
(σασβ −

1

2
gαβσ

µσµ) + Λ

4
gαβ =

ω

Λ
Tαβ (1.89)

Agora, substituindo a derivada covariante riemanniana pela derivada covariante wey-

liana, definida por:

∇ασβ = ∇̃ασβ + σασβ −
1

2
gαβσµσµ

Desse modo, podemos reescrever (1.89) como:

R(αβ) −
1

2
gαβR +

Λ

4
gαβ +

1

2
(∇βσα +∇ασβ) + σασβ =

ω

Λ
Tαβ (1.90)

Aplicando as transformações (1.78) e (1.79) em (1.90), teremos:

R̄(αβ) −
1

2
ḡαβR̄ +

Λ

4
(R̄
Λ
ḡαβ) +

1

2
[∇β (σ̄α +

1

R̄
∂αR̄) + ∇α (σ̄β +

1

R̄
∂βR̄)]

+(σ̄α +
1

R̄
∂αR̄)(σ̄β +

1

R̄
∂βR̄) =

ω

Λ
(Λ
R̄
T̄αβ) , (1.91)

onde Tαβ = e−f T̄αβ = Λ
R̄
T̄αβ. Finalmente, ao expandirmos os termos do lado esquerdo da

equação, obtemos a seguinte expressão:

[R̄(αβ) −
1

4
ḡαβR̄] +

1

2
(∇βσ̄α +∇ασ̄β) +

1

R̄
∇(β∇α)R̄ + σ̄ασ̄β

+ 1
R̄
(σ̄α∂βR̄ + σ̄β∂αR̄) =

ω

R̄
T̄αβ (1.92)
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Essa expressão pode ser escrita de forma mais compacta como:

R̄ [R̄(αβ) −
1

4
ḡαβR̄] +M(αβ) = ωT̄αβ (1.93)

onde definimos o tensor simétrico M(αβ) por:

M(αβ) = ∇(β∇α)R̄ +
1

2
R̄(∇βσ̄α +∇β∇αR̄) + R̄σ̄ασ̄β + (σ̄α∂βR̄ + σ̄β∂αR̄), (1.94)

A equação (1.93) corresponde à equação para o campo métrico na teoria de Weyl, e é

válida para qualquer escolha de gauge.

Portanto, as equações de campo da teoria de Weyl, válidas para qualquer gauge, são:

(
√
−ḡ F̄αβ), β =

3

2ω

√
−ḡ ḡαµ [R̄σ̄µ + ∂µR̄] (1.95)

R̄ [R̄(αβ) −
1

4
ḡαβR̄] +M(αβ) = ωT̄αβ (1.96)

Pode-se demonstrar que essas equações de campo se reduzem às equações da Relati-

vidade Geral ao se considerar um gauge em que o campo de Weyl σ é nulo. Neste gauge, da

equação (1.83), temos:

R(αβ) = R̃αβ

Além disso, segue que F̄αβ = 0 e, assim, da equação (1.95), temos que:

∂µR = 0⇒ R = R̃ = Λ = Constante (1.97)

Como R̄ é constante, o termo M(αβ) em (1.94) se anula, assim como o termo T̄αβ.
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Consequentemente, a equação (1.96) admite duas soluções possíveis:

(i) R̃ = 0 (1.98)

(ii) R̃(αβ) =
1

4
gαβΛ (1.99)

A primeira solução indica que as equações de Weyl correspondem exatamente às equa-

ções de Einstein no vazio, isto é, R̃αβ = 0. Por outro lado, a segunda solução descreve espaços

com curvatura de Ricci constante. Neste caso, para Λ > 0, o espaço-tempo é identificado

como sendo o espaço de Sitter. Dessa forma, a Relatividade Geral é obtida da teoria de Weyl

para o caso particular que corresponde ao gauge em que σα é nulo. Além disso, note que, na

teoria de Weyl, a constante cosmológica surge naturalmente nas equações de campo.

1.6 O segundo efeito do relógio

A teoria original de Weyl, como vimos, propõe uma possível maneira de unificar o

eletromagnetismo e a gravitação através de uma modificação da geometria do espaço-tempo

[9]. Tal modificação permite a variação do comprimento de vetores ao serem transportados

paralelamente. Einstein logo identificou uma consequência indesejável dessa proposta, asso-

ciada à não invariância do comprimento. Essa consequência ficou conhecida como “o segundo

efeito do relógio” [46].

Para entender melhor isto, considere o caso particular de um campo gravitacional es-

tático com simetria radial, assumindo também que o campo de Weyl presente é independente

do tempo e possui a mesma simetria radial. Nesse caso, a única componente diferente de zero

do campo σ é σ0 = φ(r⃗). Em seguida, considere um relógio em repouso no instante x0 = 0.

Para esse relógio em repouso, o tempo próprio entre dois eventos infinitamente próximos

coincide com a seguinte quantidade [50]:

dτ = 1

c
L , (1.100)

onde L =
√
g(V,V ). Por outro lado, na teoria de Weyl, de acordo com (1.29), após um tempo
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x0 = ct teremos:

L = L0 exp(∫
x0

0
σ0 dt) (1.101)

onde L0 é o comprimento inicial. No momento x0 = 0, associamos o comprimento inicial L0

ao período inicial τ0. Assim, no decorrer do tempo x0 = ct o período do relógio será dado por:

τ = τ0 exp(∫
x0

0
σ0 dx

0) ⇒ τ = τ0 exp(φt) (1.102)

Esse resultado mostra, em particular, que se tivéssemos dois relógios atómicos idên-

ticos10, localizados em regiões onde o campo de Weyl assume valores distintos, mediriam

diferentes tempos próprios ao longo do tempo, mesmo que tenham sido sincronizados em

um instante inicial. Isso implica que a frequência da radiação emitida, ou seja, as linhas

espectrais, dependeriam da localização e da história passada dos átomos, o que contradiz o

fato de que o espectro atômico é bem definido. Com isso, Einstein concluiu que a teoria de

Weyl estava em contradição com os dados experimentais da época. [50].

Para ilustrar esse ponto, considere dois relógios c1 e c2 sincronizados no ponto P ,

como mostra a figura 1.2. Eles seguem juntos ao longo da linha de Universo de P até Q.

A partir de Q, eles seguem por trajetórias distintas até R, sendo que ao longo do caminho

de um deles o campo de Weyl é diferente de zero. Ao se reencontrarem em R, os relógios

indicarão tempos próprios diferentes. Mesmo após seguirem juntos de R a S, os dois relógios

continuarão marcando o tempo com uma variação devido à influência do campo de Weyl ao

longo do caminho distinto percorrido por um deles.

A objeção feita por Einstein é fundamentada na ideia de associar o período de um

relógio, isto é, seu "tique-taque", ao comprimento L =
√
g(V,V ) de um certo vetor γ do

tipo-tempo. Além disso, assume-se que um relógio viajando ao longo de uma curva α = α(λ)

mede um tempo próprio ∆τ dado pela expressão riemanniana:

∆τ = 1

c ∫
[g(V,V )]1/2dλ = 1

c ∫
[gµνV µV ν]1/2dλ, (1.103)

10Como é bem estabelecido, o “tique-taque” de um relógio atômico corresponde à frequência da radiação
emitida na transição entre estados atômicos específicos.
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Figura 1.2: O segundo efeito do relógio. Fonte: Adaptação de LOBO, I.P.; ROMERO, C.
[67], 2018, p. 308.

onde V é o vetor tangente à linha de Universo do relógio e c a velocidade da luz. No

entanto, tanto essa definição de tempo próprio quanto o comprimento L =
√
g(V,V ) não são

invariantes sob transformações de Weyl, ou seja, não satisfazem o princípio da invariância de

calibre. Por esse motivo, pode-se argumentar que são incompatíveis com a teoria de Weyl.

No próximo capítulo, portanto, apresentamos uma definição de tempo próprio compa-

tível com a teoria de Weyl e descrevemos uma possível modificação e reeinterpretação dessa

teoria11.

11Uma abordagem detalhada sobre a geometria de Weyl pode ser encontrada em [68].



CAPÍTULO 2

Teoria Gravitacional Invariante de Weyl

Como discutido anteriormente, a formulação original da teoria unificada de Weyl,

apesar de sua elegância matemática, apresenta limitações conceituais importantes. Uma

análise cuidadosa revela que essa teoria não fornece uma descrição da interação da gravitação

e do campo eletromagnético com a matéria [45]. Em outras palavras, pode-se dizer que a

formulação original de Weyl estava, de certo modo, incompleta.

Neste sentido, apresentamos aqui uma discussão de uma possível modificação e rein-

terpretação da teoria, com o objetivo de torná-la mais completa e compatível com o espírito

e filosofia de Weyl. Essa modificação consiste em uma proposta que torna tanto o ten-

sor métrico quanto o campo de Weyl grandezas invariantes em relação a transformações de

gauge [9, 44], desenvolvendo, assim, uma formulação invariante de gauge da teoria unificada

de Weyl. Dessa forma, obtemos uma nova teoria alternativa da gravitação.
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2.1 O tempo próprio na teoria de Weyl

É importante destacar algumas considerações fundamentais para uma definição de

tempo próprio ∆τ que seja compatível com a teoria de Weyl. Essa definição deve satisfazer

as seguintes condições [69]:

(i) ∆τ deve ser invariante sob as transformações de Weyl;

(ii) ∆τ deve depender tanto da métrica gµν quanto do campo de gauge σµ;

(iii) No limite em que σµ = 0, ∆τ deve se reduzir à expressão dada por (1.103);

(iv) A definição de ∆τ deve ser escrita na forma:

∆τ = ∫ F(V, g, σ)dλ,

sendo F uma função homogênea de primeiro grau em V , garantindo a invariância sob

reparametrizações [70].

Uma definição de tempo próprio consistente com essas condições pode ser construída

a partir de uma formulação axiomática do espaço-tempo.

Na abordagem axiomática proposta por Ehlers, Pirani e Schild [72], a estrutura do

espaço-tempo é construída com base no movimento de partículas livres e pelas trajetórias dos

raios luminosos. A partir desses princípios, mostra-se que a geometria resultante não é rie-

manniana, mas sim weyliana, caracterizada pelo tripleto (M,g, σ), onde M é uma variedade

diferenciável, g uma métrica semi-riemanniana, e σ um campo de 1-forma definido sobre M .

Para que essa estrutura represente um espaço-tempo de Weyl, assume-se que M é dotada de

uma conexão ∇, sem torção, que satisfaz a condição de compatibilidade:

∇g = g ⊗ σ, (2.1)

Nesta estrutura, o movimento de uma partícula livre é descrito por uma curva γ(u)

que corresponde a uma pre-geodésica se:
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Dγ′(u)
du

= f(γ(u))γ′(u). (2.2)

Assim, se γ(τ) é uma curva tipo-tempo que representa o movimento de uma partícula

livre sob a ação da gravidade, ela será reparametrizada pelo tempo próprio se, e somente se,

g (γ′(τ), Dγ
′(τ)
dτ

) = 0. (2.3)

ou seja, ela obedece a uma condição de ortogonalidade entre o vetor tangente e sua derivada

covariante ao longo da curva, a qual é invariante sob transformações de Weyl 1. Isso conduz

à definição de um relógio padrão:

Definição 2.1.1. Uma curva tipo-tempo γ ∶ T ↦M , u↦ γ(u), é chamada de relógio padrão

se Dγ′

du é ortogonal a γ′(u).

Sem entrar nos detalhes da dedução, é possível mostrar que qualquer curva tipo-

tempo γ(t) pode ser reparametrizada em um relógio padrão, ou seja, de modo a satisfazer

essa condição. A reparametrização de γ que torna (2.2) uma geodésica é o que chamamos de

tempo próprio.

Considerando γ̃′ como sendo a reparametrização de γ′, de modo que:

γ′(t) = dµ
dt
γ̃′(µ), (2.4)

e utilizando a condição de compatibilidade de Weyl, pode-se então escrever, a partir de (2.3),

a expressão geral para o tempo próprio entre os instantes t0 e t:

∆τ(t) =
dτ(t0)

dt√
−g(γ′(t0), γ′(t0))

∫
t

t0
e−

1
2 ∫

u
t0

σ(γ′(s))ds√−g(γ′(u), γ′(u)), du. (2.5)

Essa expressão é invariante sob transformações de Weyl e depende tanto da métrica

g quanto do campo de Weyl σ. No caso em que σ = 0, recupera-se a expressão riemanniana

do tempo próprio (1.103).
1Para mais detalhes ver [71]
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Na verdade, essa definição de tempo próprio já havia sido proposta por Perlick [76] e,

posteriormente, demonstrou-se que existia uma relação entre a sua definição e a abordagem

axiomática introduzida por Ehlers, Pirani e Schild.2.

Vale destacar que, embora a definição de tempo próprio de Perlick seja invariante sob

transformações de Weyl, ela não elimina o chamado “segundo efeito do relógio”, ou seja, a

passagem do tempo em um relógio local ainda depende da trajetória seguida pelo observador.

Por outro lado, sabemos hoje que, na verdade, a existência desse efeito não pode ser garantida

dentro do limite de precisão dos instrumentos de medida atuais [67].

Outra definição de tempo próprio, que também satisfaz as condições acima, aparece

no contexto da teoria escalar-tensorial geométrica. Nesse caso, a estrutura geométrica cor-

responde a uma variedade de Weyl integrável, na qual σ = dϕ, conhecida como espaço-tempo

de Weyl integrável (WIST).

A definição invariante de tempo próprio nesta estrutura WIST é expressa por:

∆τ = ∫
b

a
(e−

ϕ
2 gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
)

1
2

dλ, (2.6)

onde se adota a métrica invariante ḡµν = e−
ϕ
2 gµν .

2.2 Tempo próprio invariante e o acoplamento com a ma-

téria

Seguindo rigorosamente o Princípio de Invariância de Gauge, definimos um novo tensor

métrico no gauge R = Λ. Essa métrica possibilita um procedimento invariante para considerar

o acoplamento entre a geometria e a matéria.

Seja M = {M(g,∇, σ)} o conjunto de todas as variedades de Weyl, em que todas as

variedades M estão relacionadas por uma transformação conforme. Assim, duas variedades

M = (g,∇, σ) e M̄ = (ḡ,∇, σ̄) pertencentes aM estão relacionadas por:
2Para mais detalhes sobre está relação, ver [71].
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ḡµν = efgµν , (2.7)

σ̄µ = σµ + ∂µf.

Adotando o gauge natural de Weyl em M̄ teremos,

R̄ = ḡµνR̄µν = Λ

Assim, utilizando o fato de que Rµν é um invariante de gauge e a expressão (2.7),

obtemos:

e−f = Λ

R
. (2.8)

Com isso, podemos definir um novo tensor métrico invariante sob transformações de

Weyl, dado por:

γµν =
R

Λ
gµν , (2.9)

onde Λ > 0. Para verificar que essa métrica efetiva é invariante sob transformações de Weyl,

considere:

γ̄µν =
R̄

Λ
ḡµν . (2.10)

Substituindo R̄ = ḡµνR̄µν = ḡµνRµν = e−fR e utilizando (2.7), obtemos:

γ̄µν =
R̄

Λ
ḡµν =

e−fR

Λ
⋅ efgµν =

R

Λ
gµν = γµν .

Dessa forma, todas as quantidades construídas a partir dessa nova métrica também

serão invariantes sob transformações de gauge.

De posse dessa métrica invariante γµν , podemos agora definir um tempo próprio inva-

riante de gauge análogo à definição riemanniana (1.103), ou seja:
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∆τ = 1

c ∫
γ[(V,V )]1/2dλ. (2.11)

Além disso, podemos derivar as equações de campo completas no contexto da Teo-

ria Invariante de Weyl. Para isso, consideramos a definição de uma ação invariante para

descrever a interação com a matéria. Isso é realizado por meio da definição invariante do

tensor momento-energia da matéria, utilizando o procedimento padrão da relatividade geral.

Portanto, definimos a seguinte variação da ação da matéria:

δS(m) = δ (χ∫
√
∣γ∣LM(ψ,∇ψ)d4x) = χ∫

√
∣γ∣T (m)αβ δγαβd4x, (2.12)

onde LM denota a densidade lagrangiana da matéria, ψ representa os campos de matéria, ∇

é o operador de derivada covariante em relação a γµν , e χ é uma constante de acoplamento. É

importante observar que a forma de LM(ψ,∇ψ) é derivada da aplicação do mesmo princípio

de mínima ação adotado na relatividade geral.

De maneira semelhante, podemos definir uma 1-forma invariante para o campo de

Weyl, dada por:

ξ = σ + d(lnR). (2.13)

Para demonstrar que essa 1-forma é invariante de Weyl substituindo R = e−f(x)R e

σα = σα + f(x),α na expressão:

ξα = σα + (lnR),α (2.14)

Desenvolvendo o lado direito dessa expressão, temos:

= σα + f(x),α +[ln (e−f(x)R)],α = σα + (lnR),α

Portanto, a 1-forma ξ definida em (2.13) é invariante sob transformações de Weyl.

ξα = ξα
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2.2.1 Equações de Campo completas

Pelas considerações feitas acima, a variação da ação total ST , será dada por:

δST = δ∫ [R2 + ω

2Λ
FαβF

αβ − Λ

2
]
√
∣γ∣d4x + δ∫ χLM(ψ,∇ψ)

√
∣γ∣ d4x (2.15)

Ao realizarmos o cálculo por partes e aplicar o gauge de Weyl (R = Λ) 3 a expressão

acima é reescrita como:

δST = 2Λδ∫ [R −
Λ

2
+ ω

2Λ
FαβF

αβ + χ

2Λ
LM]

√
−g d4x

Seguindo o mesmo procedimento que realizamos anteriormente, ao substituirmos o es-

calar de curvatura R de Weyl (expresso em termos do escalar riemanniano R̃) e descartarmos

os termos de fronteira, obtemos:

δST = 2Λδ∫ [R̃ +
3

2
σασ

α − Λ

2
+ ω

2Λ
FαβF

αβ + χ

2Λ
LM]

√
−g d4x

A variação dessa ação em relação à métrica gµν e ao campo σα, impondo δST = 0, leva

às equações de campo completas:

R̃αβ −
1

2
R̃gαβ +

Λ

4
gαβ =

ω

Λ
Tαβ − κT (m)αβ , (2.16)

1
√−g

(
√
−gFαβ),β =

3Λ

2ω
σα (2.17)

onde identificamos Tαβ = gµνFαµFνβ + 1
4gαβFµνF µν − 3Λ

2ω
(σασβ − 1

2gαβσµσ
µ) como o tensor

momento-energia do campo de Weyl, T (m)αβ é o tensor momento-energia da matéria e κ = χ
2Λ

como sendo uma constante de acoplamento.
3Observe que, neste gauge, a métrica invariant γµν e a 1-forma ξα assumem respectivamente, as formas

gµν e σα.
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2.2.2 A geometrização do campo de Proca

A teoria original de Weyl tinha como objetivo principal a unificação do eletromagne-

tismo com a gravitação em uma única estrutura geométrica. Sua elegante proposta permitia

incorporar o eletromagnetismo por meio da identificação do campo σµ com o quadripotencial

eletromagnético Aµ.

No entanto, analisando as equações de campo, nota-se que as equações (2.16) e (2.17)

revelam diferenças conceituais em relação às equações de Maxwell. A equação (2.17), em

particular, indica que o campo σµ atua como sendo sua própria fonte, ao contrário das

equações de Maxwell em que a fonte consiste na quadricorrente elétrica Jµ. Além disso, a

equação (2.16) possui termos não lineares em σ, característica típica de teorias não lineares

da eletrodinâmica.

Outro ponto importante é que não temos uma equação que descreva o movimento de

partículas carregadas. Na teoria de Weyl, as únicas curvas invariantes sob as transformações

de Weyl são as geodésicas afins, as quais não trazem nenhuma informação quanto ao movi-

mento de partículas que são influenciadas tanto pelo campo gravitacional quanto pelo campo

eletromagnético, que seria o análogo à equação contendo a força de Lorentz.

Por outro lado, ao analisar a ação de Weyl no gauge natural (R = Λ), escrita como:

S = ∫ d4x,
√
−g (R̃ + ω

2Λ
FµνF

µν + 3

2
σµσ

µ − Λ

2
) . (2.18)

nota-se que essa expressão é notavelmente semelhante à da ação do campo de Proca no espaço-

tempo curvo com constante cosmológica [89]. A equação de Proca descreve a dinâmica de

um bóson massivo de spin-1 [91]. A equação de Proca no espaço-tempo curvo e na ausência

de fonte é expressa como [94]:

∇µF
µν + µ2σν = 0, (2.19)

ou, de forma equivalente,
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1
√−g

∂µ (
√
−gF µν) + µ2σν = 0. (2.20)

A lagrangiana de matéria que descreve a dinâmica de um campo vetorial massivo no

espaço-tempo curvo é dada por:

L = − 1

16π
gµαgνβFµνFαβ +

1

8π
µ2σµσνg

µν , (2.21)

onde,

Fµν = ∇µσν −∇νσµ. (2.22)

Essa lagrangiana de matéria é semelhante à lagrangiana de Maxwell, a menos do

último termo que introduz uma massa efetiva µ para o fóton [92].

Nota-se diretamente que a equação para o campo de Weyl, dada por (2.17) é for-

malmente equivalente à equação de Proca no vácuo. Além disso, percebemos que o tensor

momento-energia do campo de Weyl também possui uma estrutura equivalente à do campo

de Proca.

Nesse sentido, propomos interpretar o campo de Weyl não como um campo eletro-

magnético geométrico, como originalmente proposto por Weyl, mas sim como um campo de

Proca geométrico. Assim, a teoria invariante de Weyl pode ser compreendida como uma teoria

de gravidade modificada que incorpora um campo vetorial massivo de natureza puramente

geométrica. Doravante, passaremos a nos referir a essa teoria como Teoria Gravitacional

Invariante de Weyl.

Ao compararmos a equação (2.17) com a equação de Proca (2.20), é possível identificar

diretamente o termo de massa:

m2 = − 3Λ
2ω

(2.23)

Neste caso, é necessário que (3Λ2ω ) seja negativo, pois o termo m2 na equação de Proca
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está relacionado à massa real do campo. Assim, admitindo Λ > 0 (uma vez que estamos

interpretando Λ como uma constante cosmológica positiva), concluímos que o parâmetro ω

deve ser necessariamente negativo (ω < 0). Portanto, para que o campo de Weyl possa ser

interpretado como um campo vetorial massivo, isto é, um campo de Proca geométrico, é

necessário que ω < 0. Caso contrário, com ω > 0, resultaria em uma massa imaginária, como

explorado por [93].

A partir deste ponto, expressaremos as equações de campo da Teoria Gravitacional

Invariante de Weyl incluindo o termo m2 explicitamente, o qual é interpretado aqui como

sendo a contribuição associada à massa do campo de Weyl. Assim, as equações de campo

completas da teoria passam a ser escritas como:

R̃αβ −
1

2
gαβR̃ +

Λ

4
gαβ =

ω

Λ
T
(P )
αβ − κT

(m)
αβ (2.24)

1
√−g

∂β(
√
−gFαβ) = −m2σα, (2.25)

com T
(P )
αβ = gµνFαµFνβ + 1

4gαβFµνF µν +m2 (σασβ − 1
2gαβσ

µσµ) .

2.3 As geodésicas de Weyl

Na relatividade geral, a trajetória das partículas, ou seja, a equação geodésica, pode

ser obtida diretamente da extremização do funcional de tempo próprio, dado por (1.103). No

entanto, na teoria de Weyl o movimento das partículas livres não coincide com as geodésicas

afins de Weyl (ou autoparalelas). Em outras palavras, na teoria de Weyl, o movimento das

partículas não pode, em princípio, ser deduzido de um processo variacional [49].

Esse problema é conhecido na literatura como o problema variacional inverso do cál-

culo das variações [80], em que, dado um sistema de equações diferenciais, investiga-se se

esse conjunto pode ser obtido a partir das equações de Euler-Lagrange para algum funcional

lagrangiano.
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Seja a lagrangiana de um determinado sistema, dada por:

L(x1, ..., xn, ẋ1, ..., ẋn, t)

então, as equações de movimento do mesmo podem ser obtidas através das equações de

Euler-Lagrange. Por outro lado, dado um conjunto de equações de movimento, nem sempre

é possível encontrar uma lagrangiana que as originou por um processo variacional [49].

Em 1887, Helmholtz [81] provou que, se tivermos um sistema de n equações diferenciais

de segunda ordem, escritas na forma geral:

Fµ = (ẍ, ẋ, x) = 0, (2.26)

com µ = 1, ..., n, esse sistema de equações só pode ser derivado de um funcional lagrangiano

L se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

∂Fµ

∂ẍν
= ∂Fν

∂ẍµ
(2.27)

∂Fµ

∂ẋν
+ ∂Fν

∂ẋµ
= 2 d

dt
(
∂Fµ

∂ẍν
) (2.28)

∂Fµ

∂xν
− ∂Fν

∂xµ
= 1

2

d

dt
(
∂Fµ

∂ẋν
− ∂Fν

∂ẋµ
) (2.29)

Esse conjunto de equações é conhecido como as condições de Helmholtz [80, 82].

2.3.1 Condições de Helmholtz na geometria de Weyl

Na relatividade geral, o espaço-tempo é descrito por uma geometria riemanniana, na

qual as partículas livres seguem geodésicas. Nesse contexto, as equações geodésicas podem

ser diretamente obtidas da variação do funcional,

L =
√
gµν(x)ẋµẋν , (2.30)
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onde ẋµ e ẋν são os vetores tangentes à trajetória da partícula. A equação geodésica resultante

da variação tem a seguinte forma:

ẍα + Γ̃α
µν ẋ

µẋν = 0. (2.31)

onde Γ̃α
µν são os símbolos de Christoffel associados à métrica riemanniana.

Sem entrar em detalhes, é possível demonstrar que a equação (2.31) satisfaz as condi-

ções de Helmholtz. Isso significa que existe um funcional lagrangiano L tal que as equações

de Euler-Lagrange de L correspondem ao conjunto de equações (2.31) [49]. De fato, é bem

conhecido que na relatividade geral as equações geodésicas podem ser obtidas diretamente

da extremização do funcional (2.30).

Com isso, é razoável pensar que na geometria de Weyl, sendo uma generalização da

geometria riemanniana, o movimento de partículas livres também corresponda às geodésicas

afins (ou autoparalelas de Weyl) e que as mesmas podem ser obtidas diretamente de um

princípio variacional.

Na geometria de Weyl, as equações geodésicas afins são dadas por:

ẍα + Γα
βλẋ

βẋλ = 0, (2.32)

onde as componentes da conexão Γα
βλ de Weyl são dadas por:

Γα
βλ = {αβλ} −

1

2
gαν (gνβσλ + gνλσβ − gβλσν) (2.33)

Para verificar se (2.32) satisfaz as condições de Helmhotz, devemos inicialmente reescrevê-

la na forma covariante [80]. Para isso, multiplicamos ambos os lados de (2.32) pelo fator

ϕ(x)gµα, onde ϕ(x) é uma função arbitrária. Assim, a equação geodésica assume a forma:

Fµ = ϕ(x)gµα (ẍα + Γα
βλẋ

βẋλ) . (2.34)
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Calculando a derivada de Fµ em relação a ẍν , obtemos:

∂Fµ

∂ẍν
= ϕgµν (2.35)

Como o tensor métrico gµν é simétrico, concluímos que a primeira condição de Helmholtz

(2.27) é automaticamente satisfeita.

Para a condição (2.28), temos que:

∂Fµ

∂ẋν
= 2ϕgµαΓα

βν ẋ
β = 2ϕẋβ [gµα{αβν} −

1

2
gµα (δαβσν + δαν σβ − gνβσα)] (2.36)

o que resulta em,

∂Fµ

∂ẋν
= ϕẋβ (∂βgµν + ∂νgµβ − ∂µgβν − gµβσν − gµνσβ + gβνσµ) . (2.37)

De maneira análoga, obtemos:

∂Fν

∂ẋµ
= ϕẋβ (∂βgµν + ∂µgνβ − ∂νgβµ − gνβσµ − gµνσβ + gβµσν) . (2.38)

Somando (2.37) e (2.38), tem-se:

∂Fµ

∂ẋν
+ ∂Fν

∂ẋµ
= 2ϕẋβ (∂βgµν − gµνσβ) . (2.39)

Por outro lado, temos

d

dt
(
∂Fµ

∂ẍν
) = ẋβ ∂

∂xβ
(ϕgµν) = ẋβ (gµν∂βϕ + ϕ∂βgµν) . (2.40)

Substituindo (2.39) e (2.40) na condição de Helmholtz (2.28), obtemos a seguinte

relação:

σβ = −∂β lnϕ = ∂βφ, (2.41)

com φ = − lnϕ. A condição (2.41) significa que σ é uma 1-forma exata, ou seja, σ = dφ.
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Portanto, as condições de Helmholtz só são satisfeitas se a geometria for Weyl inte-

grável. Isso implica que não é possível derivar as equações de movimento de partículas livres

a partir de um princípio variacional se não estivermos em uma geometria de Weyl integrável.

Esse resultado traduz a observação feita por Weyl de que: “[a geodésica] não pode, é

claro, ser interpretada como a linha de menor comprimento porque o conceito de comprimento

ao longo de uma curva não tem significado” [66]. Em outras palavras, a segunda definição

da geodésica, como sendo uma linha entre dois pontos de menor comprimento, que é usada

na geometria riemanniana, não pode mais ser considerada na geometria de Weyl, pois o

comprimento de uma curva não é uma quantidade invariante de gauge.

2.4 Equação de conservação do tensor momento-energia

Sabemos que todas as fontes de matéria nas equações de campo de Einstein satisfazem

automaticamente a equação:

∇βT
αβ
(m) = 0, (2.42)

que é uma consequência direta da segunda identidade de Bianchi. Essa é, na verdade, a equa-

ção de conservação do tensor momento-energia da matéria. É possível demonstrar que essa

equação especifica equações únicas de movimento para uma partícula em um campo gravita-

cional, e que a trajetória resultante corresponde a uma geodésica da métrica correspondente

[3].

Na Teoria Invariante de Weyl, a equação (2.42) também deve ser satisfeita. Isso requer

que:

∇βT
αβ
(P ) = 0, (2.43)

Para verificar essa propriedade, tomemos a derivada covariante riemanniana do tensor

momento-energia associado ao campo de Weyl Tαβ
(P ):

∇βT
αβ
(P ) = ∇β [FανF β

ν +
1

4
gαβFµνF

µν +m2 (σασβ − 1

2
gαβσµσ

µ)] . (2.44)
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Expandindo os termos e utilizando diretamente a condição de Lorenz ∇µσµ = 0, obte-

mos:

∇βT
αβ
(P ) = F

αν∇βF
β
ν + F β

ν ∇βF
αν + 1

4
gαβ∇β(FµνF

µν) +m2 (σβ∇βσ
α + σα∇βσ

β − 1

2
gαβ∇β(σµσµ)) .

= Fαν∇β (F β
ν ) + Fνµ [Fαν;µ + 1

2
F νµ;α] +m2σµ (∇µσ

α −∇ασµ)

Como Fαν é um tensor antissimétrico, o segundo termo pode ser anulado utilizando

a identidade de Bianchi:

Fνµ [Fαν;µ + 1

2
F νµ;α] = 1

2
Fνµ [F µv;α + Fαµ;ν + F να;µ] = 0

Assim, a derivada covariante do tensor momento-energia se reduz à seguinte forma:

∇βT
αβ
(P ) = F

α
µ [∇βF

µβ +m2σµ] . (2.45)

Note que a expressão entre colchetes é exatamente a equação do campo de Weyl (2.25),

logo:

∇βT
αβ
(P ) = 0. (2.46)

Portanto, a equação de conservação do tensor momento-energia de matéria é satis-

feita. Assim, quando aplicada a uma distribuição de poeira, isto é, Tαβ
(m) = ρUαUβ, onde

Uα é o quadrivetor velocidade, essa equação implica que cada partícula que compõe o fluido

segue uma geodésica riemanniana. Dessa forma, postulamos que, na Teoria Gravitacional

Invariante de Weyl, as partículas livres seguem geodésicas riemannianas, da mesma forma

que na relatividade geral.

Deve-se notar que tanto o tensor momento-energia do campo de Proca geométrico,

T
(P )
αβ , quanto o tensor da matéria, T (m)αβ , são conservados separadamente, o que significa que

o campo de Proca não interage diretamente com a matéria. Este simples fato sugere que o

campo de Proca geométrico pode ser um possível candidato à matéria escura.



CAPÍTULO 3

Solução das equações de campo da Teoria Gravitacional Invariante de

Weyl

A primeira solução exata das equações de campo da teoria da gravitação formulada

por Einstein foi apresentada pelo alemão Karl Schwarzschild [101], em 1916, no contexto

de um campo gravitacional no vácuo associado a uma distribuição de massa esfericamente

simétrica. Essa solução possui importantes aplicações, como, por exemplo, na descrição

do movimento planetário em torno do Sol. Posteriormente, extensões dessa solução foram

obtidas, como a solução de Hans Reissner e Gunnar Nordström [102,103] que descreve uma

distribuição de massa eletricamente carregada. Essa solução é conhecida como métrica de

Reissner-Nordström.

No presente trabalho, as equações de campo obtidas da Teoria Gravitacional Invari-

ante de Weyl possuem uma estrutura formalmente análoga àquelas que descrevem o sistema

Einstein-Proca na relatividade geral. Em outras palavras, a dinâmica que obtemos é equiva-

lente àquela que caracteriza o campo gravitacional na presença de um campo vetorial massivo.

Esse sistema, conhecido como Einstein-Proca, tem sido objeto de notável atenção na litera-
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tura recente [105–111], tanto pelo interesse em suas soluções quanto por suas potenciais

aplicações, principalmente em contextos cosmológicos [43].

No capítulo anterior, desenvolvemos os principais aspectos da Teoria Gravitacional

Invariante de Weyl, bem como as respectivas equações de campo. Neste capítulo, encontramos

uma possível solução dessas equações, assumindo uma distribuição estática e esfericamente

simétrica, de modo análogo à solução de Schwarzschild na relatividade geral 1.

No regime de vácuo, ou seja, onde o tensor momento-energia da matéria T (m)αβ é nulo,

a equação de campo métrica se reduz à forma:

R̃αβ −
1

2
gαβR̃ +

Λ

4
gαβ =

ω

Λ
T
(P )
αβ , (3.1)

onde, T (P )αβ = FαµF
µ
β +

1
4gαβFµνF µν +m2 (σασβ − 1

2gαβσ
µσµ). A presença desse tensor sugere

que o campo de Weyl atua como uma fonte de curvatura, mesmo na ausência de matéria. De

fato, ao contrair essa equação com a métrica inversa gαβ, obtemos a expressão para o escalar

de curvatura:

R̃ = Λ − ω
Λ
T (P ). (3.2)

onde T (P ) = gαβT (P )αβ é o traço do tensor momento-energia associado ao campo. Isso evidencia

que o campo de Weyl modifica a curvatura do espaço-tempo.

Substituindo a expressão para o escalar de curvatura, dada em (3.2), na equação de

campo (3.1), podemos reescrevê-la convenientemente na forma:

R̃αβ =
Λ

4
gαβ +

ω

Λ
(T (P )αβ −

1

2
gαβT

(P )) (3.3)

Esta será a equação métrica com a qual trabalharemos ao longo deste capítulo. Além

dessa, é necessário considerar a equação para o campo de Weyl σα, dada por:

∂β(
√
−gFαβ) = −m2√−g, σα. (3.4)

1Resultado a ser submetido para publicação.
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Portanto, o sistema de equações que vamos analisar é constituído pelas equações (3.3)

e (3.4), que descrevem a dinâmica do campo métrico e do campo de Weyl, respectivamente.

3.1 Solução com simetria esférica

Para o caso de uma distribuição estática e com simetria esférica, de modo análogo

à solução de Schwarzschild, o elemento de linha é convenientemente expresso da seguinte

forma:

ds2 = eνdt2 − eλdr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdϕ2, (3.5)

onde ν = ν(r) e λ = λ(r).

Por outro lado, diferentemente do caso da solução de Schwarzschild, o sistema aqui

considerado inclui a presença do campo de Weyl, σα, de natureza puramente geométrica.

Como a simetria esférica e estática é herdada pelo campo σα, ele será estático e dependerá

apenas da coordenada radial r, isto é:

σα = (φ(r),0,0,0). (3.6)

Devido à simetria do sistema, as únicas componentes do tensor Fαβ não-nulas são

F10 = −∂rσ0 = −φ′(r), onde o apóstrofo ( ′ ) indica a derivada em relação à coordenada radial

r. É importante destacar, neste ponto, a semelhança formal do campo de Weyl com o

quadripotencial eletromagnético. Assim, podemos fazer a seguinte identificação:

E(r) = −φ′(r) (3.7)

Portanto, utilizando a definição do tensor Fµν , dada por Fαβ = ∂βσα − ∂ασβ, obtém-se

a seguinte representação matricial:
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Fµν = E(r)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

; F µν = E(r)
e(ν+λ)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(3.8)

Da equação do campo de Weyl, temos:

∂1 (
√
−gF 01) = −m2√−gg00σ0 (3.9)

Sendo,

g = −r4 sin2 θ eν+λ ⇒
√
−g = r2 sin θ e

ν+λ
2 (3.10)

Portanto, a equação (3.9) pode ser expressa como:

−∂1 [r2 sin θ e−
ν+λ
2 E(r)] +m2r2 sin θ e

λ−ν
2 σ0 = 0. (3.11)

Desenvolvendo essa expressão, podemos reescrever a equação para o campo de Weyl

na forma:

σ′′0 + (
2

r
− ν

′

2
− λ

′

2
)σ′0 −m2eλσ0 = 0. (3.12)

Agora, para resolver o sistema de equações (3.3), é necessário calcular as componentes

do tensor de Ricci a partir do elemento de linha (3.5), cujos resultados já são bem conhecidos,

a saber:

R̃00 = eν−λ [−
ν′′

2
+ λ

′ν′

4
− ν

′2

4
− ν

′

r
] (3.13)

R̃11 = [
ν′′

2
− λ

′ν′

4
+ ν

′2

4
− λ

′

r
] (3.14)
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R̃22 = e−λ [1 +
rν′

2
− rλ

′

2
] − 1 (3.15)

R̃33 = (sin2 θ)R̃22 (3.16)

Feito isso, é necessário também determinar as componentes não-nulas do tensor momento-

energia associado ao campo de Weyl, dadas por:

T00 =
e−λ

2
σ′20 +

m2

2
σ2
0 (3.17)

T11 = −
e−ν

2
σ′20 +

m2

2
eλ−νσ2

0 (3.18)

T22 =
r2

2
e−(ν+λ)σ

′2
0 +

r2

2
m2σ2

0e
−ν . (3.19)

E, finalmente,

T33 = (sin2 θ)T22. (3.20)

Podemos representar o tensor momento-energia associado ao campo de Weyl na forma

matricial:

Tαβ =
σ
′2
0

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

e−λ 0 0 0

0 −e−ν 0 0

0 0 r2e−(ν+λ) 0

0 0 0 r2 sin2 θe−(ν+λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

+

+ m2σ2
0

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0

0 eλ−ν 0 0

0 0 r2e−ν 0

0 0 0 r2 sin2 θe−ν

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(3.21)

O traço desse tensor será, então:
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T = −m2σ2
0e
−ν (3.22)

Finalmente, podemos analisar o sistema de equações (3.3). Notamos que as equações

não triviais correspondem aos casos em que os índices assumem os valores α = β = 0,1,2,3,

sendo:

eν−λ [−ν
′′

2
+ λ

′ν′

4
− ν

′2

4
− ν

′

r
] − Λ

4
eν = ω

Λ
[e
−λ

2
σ′20 +m2σ2

0] (3.23)

[ν
′′

2
− λ

′ν′

4
+ ν

′2

4
− λ

′

r
] + Λ

4
eλ = −ω

Λ

e−ν

2
σ′20 (3.24)

e−λ [1 + rν
′

2
− rλ

′

2
] − 1 − r2Λ

4
= ω
Λ

r2

2
e−(ν+λ)σ′20 (3.25)

onde omitimos a equação para α = β = 3, uma vez que esta é idêntica à equação (3.24), a

menos de uma constante.

Se multiplicarmos a equação (3.23) por e−ν+λ e somarmos com (3.24), vamos obter:

(ν
′

r
+ λ

′

r
) = −ω

Λ
m2σ2

0e
−ν+λ, (3.26)

Da qual podemos obter:

λ′ = −ω
Λ
rm2σ2

0e
−ν+λ − ν′. (3.27)

Por outro lado, da equação (3.25) podemos definir uma expressão para eλ apenas em

termos de ν e σ. Multiplicando a equação (3.25) por eλ, obtemos:

1 + rν
′

2
− rλ

′

2
− eλ − r2Λ

4
eλ = ω

Λ

r2

2
e−νσ′20 (3.28)

Substituindo agora a expressão de λ′ dada por (3.27), e após algumas manipulações

algébricas, obtemos:
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eλ [1 + r2Λ
4
− ω
Λ

r2

2
e−νσ2

0] = 1 + rν′ −
ω

Λ

r2

2
e−νσ′20 (3.29)

Portanto, isolando eλ, temos que:

eλ =
1 + rν′ − ω

Λ
r2

2 e
−νσ′20

1 + r2 Λ4 −
ω
Λ

r2

2 e
−νσ2

0

(3.30)

Por fim, substituindo as expressões de eλ e λ′ nas equações (3.24) e (3.12), podemos

reescrevê-las, respectivamente, nas seguintes formas:

ν′′ + ν′2 + 2ν′

r
= −ω

Λ
e−νσ′20 + [(2 +

rν′

2
)ω
Λ
m2σ2

0e
−ν + Λ

2
]
⎛
⎝
1 + rν′ − ω

Λ
r2

2 e
−νσ

′2
0

1 + r2 Λ4 −
ω
Λ

r2

2 e
−νσ2

0

⎞
⎠

(3.31)

σ′′0 +
2

r
σ′20 +m2σ0 (

ω

2Λ
rσ0σ

′
0e
−ν − 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 + rν′ − ω
Λ

r2

2 e
−νσ

′2
0

1 + r2 Λ4 −
ω
Λ

r2

2 e
−νσ2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= 0. (3.32)

Assim, obtemos um sistema de equações diferenciais não lineares e acopladas para as

funções desconhecidas ν e σ0. Esse sistema de equações corresponde ao sistema de equações

de Einstein-Proca 2 [111] com constante cosmológica.

Como o sistema de equações resultante é não linear e acoplado, uma solução analítica

seria extremamente difícil de obter. Por essa razão, na seção seguinte, buscaremos encontrar

uma solução aproximada para o problema.

3.2 Solução aproximada no regime de campo fraco

Neste estudo, admitimos a métrica com simetria esférica na forma aproximada:

ds2 = (1 + εν)dt2 − (1 + ελ)dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdϕ2, (3.33)
2Vale ressaltar que, até o presente momento, uma solução exata para o sistema Einstein-Proca ainda não

foi encontrada.
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onde ν e λ são funções de r e ε≪ 1.

A partir desse elemento de linha, podemos calcular as componentes do tensor de Ricci

riemanniano. Considerando apenas os termos de primeira ordem em ε, as componentes não-

nulas do tensor de Ricci são:

R̃00 = −
ε

2
ν′′ − ε

r
ν′, (3.34)

R̃11 =
ε

2
ν′′ − ε

r
λ′, (3.35)

R̃22 =
1

2
rεν′ − 1

2
rελ′ − ελ, (3.36)

R̃33 = (sin2 θ)R̃22. (3.37)

Observe que todas as componentes do tensor de Ricci são de ordem ε para essa métrica

aproximada. Portanto, pela equação de campo (3.3), assumimos que a constante cosmológica

Λ e o tensor momento-energia T (P )αβ também devem ser de ordem ε. Isso implica que o campo

de Weyl deve possuir um valor pequeno, da ordem de
√
ε. Dessa forma, devido à simetria

esférica e estática da métrica, o campo σ pode ser escrito na forma:

σµ = (
√
εφ(r),0,0,0) (3.38)

Assim, todas as componentes do tensor momento-energia associado ao campo de Weyl

serão de ordem ε.

Pelas considerações apresentadas acima, a única componente não-trivial da equação

de campo (3.4), será para α = 0 e β = 1. Portanto:

∂1(
√
−g F 01 ) = −m2 σ0√−g. (3.39)
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Dada a forma da métrica, é possível ver facilmente que, na aproximação de primeira

ordem em ε, temos:

√
−g = r2 sin θ [1 + ε

2
(ν + λ)] (3.40)

Assim, a equação do campo σ fica:

− d
dr
(r2 sin θ [1 + ε

2
(ν + λ)]

√
εφ′(r) [1 − ε(λ + ν)]) = −m2r2 sin θ [1 + ε

2
(ν + λ)] (1−εν)

√
εφ(r),

É importante ressaltar que, para manter o termo de massa do campo de Weyl, (uma vez

que assumimos que Λ é da ordem de ε em é proporcional a Λ/∣ω∣ ), admitimos que o parâmetro

livre ω possui uma magnitude adequada para calibrar a pequenez de Λ, assegurando assim

a consistência da expressão para a massa. Portanto, desprezando os termos de ordem ε3/2,

por serem de ordem superior a ε e, consequentemente, irrelevantes nesta aproximação, a

expressão acima é reescrita como:

− d
dr
(r2
√
εφ′(r)) = −m2r2

√
εφ(r),

e, finalmente:

φ′′(r) + 2

r
φ′(r) −m2φ(r) = 0,

cuja solução é dada na forma:

φ(r) = C1

r
e−mr + C2

r
emr.

Definindo as constantes como sendo C2 = 0 e C1 = qg, onde qg é uma espécie de carga

geométrica, obtemos para o campo de Weyl a expressão final:

φ(r) =
qg
r
e−mr. (3.41)
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Podemos observar que o campo de Weyl apresenta um comportamento idêntico ao

potencial de Yukawa, semelhante ao campo de Proca na Relatividade Geral. Por fim, o

potencial vetor de Weyl, na aproximação de campo fraco, será dado por:

σµ =
√
ε
qg
r
e−mr δ0µ. (3.42)

Agora, vamos analisar a equação (3.3) para essa aproximação. Para isso, é necessário

determinar as componentes não-nulas do tensor momento-energia de Weyl nessa aproximação

de campo fraco.

As componentes não-nulas do tensor momento-energia de Weyl são dadas por:

T00 =
1

2
εφ′(r)2 + m

2

2
εφ(r)2,

T11 = −
1

2
εφ′(r)2 + m

2

2
εφ(r)2,

T22 =
1

2
r2 εφ′(r)2 + m

2

2
ε r2φ(r)2 ,

T33 = sin2 θT22.

Assim, a partir da equação de campo (3.3) obtemos para os casos α = β = 0 e α = β = 1,

respectivamente, as seguintes equações:3

−ν
′′ε

2
− ν

′ε

r
= Λ

4
+ ω
Λ
( 1

2
εφ′(r)2 + m

2

2
εφ(r)2 + m

2

2
εφ(r)2) (3.43)

ν′′ε

2
− λ

′ε

r
= −Λ

4
+ ω
Λ
(− 1

2
εφ′(r)2 + m

2

2
εφ(r)2 − m

2

2
εφ(r)2) , (3.44)

3Lembrando que assumimos que Λ é da ordem de ε.
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Somando essas equações, obtemos:

−ε
r
ν′ − ε

r
λ′ = ω

Λ
m2εφ(r)2

da qual podemos extrair a seguinte relação para a função ν(r) da métrica:

ν′ = −λ′ − ω
Λ
m2rφ(r)2 (3.45)

Agora, a equação remanescente de (3.3) para o caso α = β = 2, é:

1

2
rν′ε − 1

2
rλ′ε − λε = −Λ

4
r2 + ω

Λ

1

2
r2εφ′(r)2

Substituindo nesta equação a expressão anteriormente obtida para ν′, dada por (3.45),

obtemos:

−rλ′ε − λε − ω

2Λ
m2r2εφ(r)2 = −Λ

4
r2 + ω

2Λ
r2εφ′(r)2,

Por fim, encontramos a seguinte equação para a função λ(r) da métrica:

−(rλ)′ = − Λ
4ε
r2 + ω

2Λ

q2g
r2
e−2mr + ω

Λ
m
q2g
r
e−2mr + ω

Λ
m2q2ge

−2mr

Integrando ambos os lados dessa equação em relação a r, obtemos a seguinte solução

para a função métrica λ:

λ(r) = C3

r
+ Λ

12ε
r2 + ω

Λ

q2g
r2
e−2mr + ω

2Λ
m
q2g
r
e−2mr (3.46)

onde C3 é uma constante de integração. Dessa forma, ao utilizarmos a relação (3.45), a

função métrica ν(r) será dada por:

ν(r) = −C3

r
− Λ

12ε
r2 − ω

Λ

q2g
r2
e−2mr − ω

2Λ
m
q2g
r
e−2mr − ω

Λ
m2q2g ∫

e−2mr

r
dr (3.47)
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ou, de forma equivalente,

ν(r) = −C3

r
− Λ

12ε
r2 − ω

Λ

q2g
r2
e−2mr + ω

2Λ
mq2g ∫

e−2mr

r2
dr

Logo, a solução no regime de campo fraco, considerando a aproximação de primeira

ordem em ε, na Teoria Invariante de Weyl, é dada por:

ds2 = (1 −
2mg

r
− Λ

12
r2 − εω

Λ

q2g
r2
e−2mr − εω

2Λ
m
q2g
r
e−2mr − εω

Λ
m2q2g ∫

∞

r

e−2mr

r
dr)dt2

− (1 +
2mg

r
+ Λ

12
r2 + εω

Λ

q2g
r2
e−2mr + εω

2Λ
m
q2g
r
e−2mr) dr2

− r2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2) (3.48)

onde identificamos C3 = 2mg

ε , sendo mg a massa geométrica e m corresponde ao que interpre-

tamos como o termo referente à massa do campo de Weyl.

Ao considerarmos Λ = 0, esse resultado torna-se equivalente à solução aproximada

obtida por [111] por meio de análise perturbativa no contexto da Relatividade Geral, ao

estudar a dinâmica do espaço-tempo determinada pela presença de um campo de Proca.

Além disso, esse resultado também é semelhante ao obtido por [110], que analisou os efeitos

de um campo de Proca na dinâmica do espaço-tempo Reissner–Nordström-de Sitter. Aqui,

diferentemente, o campo vetorial massivo é geométrico. Dessa forma, nota-se uma forte

semelhança entre o campo de Weyl e o que poderíamos chamar de campo de Proca geométrico.

Neste sentido, podemos dizer que, de certo modo, o campo de Weyl na Teoria Invariante de

Weyl efetivamente se comporta como um campo de Proca geométrico.

Para o caso em que a massa m do campo de Weyl é muito pequena 4, sendo m ∼
√
ε, é

imediato perceber que o potencial vetor de Weyl assume a forma do potencial Coulombiano

para a ordem do campo
√
ε, isto é:

4Sendo m2 = 3Λ
2 ∣ω∣ , onde assumimos que Λ ∼ ε, podemos considerar o caso em que m é da ordem de

√
ε,

deixando ω livre.
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σµ =
√
ε
qg
r
δ0µ.

Além disso, a solução para a métrica, assumindo que m ∼
√
ε e desprezando os termos

de ordem superior a ε, se reduz à forma:

ds2 = (1 −
2mg

r
− Λ

12
r2 − εω

2Λ

q2g
r2
) dt2 − (1 +

2mg

r
+ Λ

12
r2 + εω

2Λ

q2g
r2
) dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θ dϕ2

(3.49)

que corresponde à soluç ao que se conhece na literatura como espaço-tempo de Reissner-

Nordström-de Sitter [99].

Para recuperar a solução de Schwarzschild-de Sitter, poderíamos admitir que a carga

qg seja nula ou suficientemente pequena, de modo que seu quadrado possa ser desprezado.

Além disso, note que no limite assintótico em que r →∞, o espaço-tempo tende naturalmente

ao espaço-tempo de Sitter.



CAPÍTULO 4

Ondas gravitacionais na Teoria Gravitacional Invariante de Weyl

As ondas gravitacionais foram previstas teoricamente por Einstein em 1918, a partir

da análise de uma versão linearizada das equações de campo da Relatividade Geral [114].

Um tratamento mais completo e matematicamente rigoroso do assunto foi desenvolvido pos-

teriormente por Choquet-Bruhat, na década de 1950, fundamentando-se nos conceitos de

hiperbolicidade global, estabelecidos por Leray [115].

Neste capítulo, buscamos investigar a propagação de ondas gravitacionais no contexto

da Teoria Gravitacional Invariante de Weyl, derivando uma versão linearizada das equações

de campo [116].

4.1 Equações de campo linearizadas

Adotamos aqui um tratamento baseado na aproximação de campo fraco, em que a

métrica do espaço-tempo é expressa como uma perturbação de primeira ordem da métrica

de Minkowski em torno de um pequeno parâmetro adimensional ε, isto é:

64 de 117
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gαβ = ηαβ + εhαβ, (4.1)

onde ηαβ = diag(1,−1,−1,−1) é a métrica de Minkowski e hαβ é um campo tensorial simétrico.

Nessa aproximação, manteremos apenas os termos de primeira ordem em ε. Como veremos,

a linearização das equações de campo, por meio dessa aproximação, leva a equações de onda

para os campos gµν e σµ.

Um cálculo direto fornece as expressões linearizadas para a conexão de Levi-Civita

Γ̃α
βγ, o tensor de Ricci R̃αβ e o escalar de Ricci R̃.

Para a conexão riemanniana, obtemos:

Γ̃α
βγ =

1

2
ε (hαβ ,γ + hαγ , β − hβγ ,

α) , (4.2)

Adotando a seguinte convenção para o tensor de Riemann:

R̃α
βγη = Γα

γβ,η − Γα
ηβ,γ + Γα

δηΓ
δ
γβ − Γα

δγΓ
δ
ηβ, (4.3)

obtemos, consequentemente, as seguintes expressões linearizadas para o tensor de Ricci e

para o escalar de Ricci:

R̃αβ =
1

2
ε (◻hαβ + h , αβ − hγα , βγ − hγβ ,αγ) , (4.4)

R̃ = 1

2
ε (◻h − hγβ , βγ) , (4.5)

onde ◻ = ηαβ∂α∂β é o operador D’Alembertiano definido no espaço-tempo de Minkowski.

Nesta aproximação, os índices são levantados e abaixados utilizando a métrica ηαβ [50].

Neste ponto, vamos relembrar alguns aspectos fundamentais da abordagem de apro-

ximação de campo fraco. Sob uma transformação de coordenadas infinitesimal do tipo:

xα = xα + ε ξα(x) (4.6)
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é fácil demonstrar que o tensor métrico se transforma como:

gαβ = ηαβ + εhαβ − εξα,β − εξβ,α, (4.7)

levando à seguinte lei de transformação para a perturbação métrica hαβ:

hαβ = hαβ − ξα,β − ξβ,α , (4.8)

Essa transformação é conhecida na literatura como uma transformação de calibre,

onde as funções ξα são arbitrárias. Um ponto importante a ser destacado é que o tensor de

curvatura R̃αβγη, o tensor de Ricci R̃αβ (4.4) e o escalar de curvatura R̃ (4.5) são invariantes

de calibre. Isso significa que suas formas não se alteram sob a transformação infinitesimal de

coordenadas descrita por (4.6).

Introduzimos agora um novo tensor, ψαβ, definido por:

ψαβ = hαβ −
1

2
ηαβh, (4.9)

Esse tensor, conhecido como tensor de perturbação métrico de traço reverso, é bas-

tante útil, pois permite eliminar termos que envolvem o traço de hαβ nas expressões de (4.4)

e (4.5). O tensor de Ricci, o escalar de curvatura e o tensor de Einstein, escritos em termos

de ψαβ tornam-se, respectivamente:

R̃αβ =
1

2
ε (◻hαβ − ψγ

α , βγ − ψγ
β ,αγ) , (4.10)

R̃ = 1

2
ε (◻h − 2ψγβ

, βγ) . (4.11)

G̃αβ =
1

2
ε (◻hαβ+ηαβψγδ

,γδ − ψ
γ
α , βγ − ψγ

β ,αγ) (4.12)

onde G̃αβ = R̃αβ− 1
2gαβR̃. Por outro lado, no estudo das ondas gravitacionais, é comum adotar
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o chamado gauge de Einstein (ou gauge de Donder)1 [4]. Esse gauge permite simplificar

consideravelmente as equações de campo linearizadas, sendo ele definido pela condição:

∂αψ
α
β = 0, (4.13)

Aplicando (4.13), em (4.10) e (4.11), obtemos:

R̃αβ =
1

2
ε ◻ hαβ, R̃ = 1

2
ε ◻ h. (4.14)

Portanto, teremos:

1

2
ε ◻ ψαβ = −

Λ

4
ηαβ +

ω

Λ
T
(P )
αβ − κT

(m)
αβ (4.15)

Considerando a transformação de coordenadas infinitesimal dada por (4.6), a quanti-

dade ψα
β transforma-se da seguinte forma:

∂αψ
α
β = ∂αψα

β − ◻ξβ = 0. (4.16)

Assim, a condição do gauge de Einstein (4.13) é preservada sob transformações de

coordenadas do tipo (4.6), desde que ξβ satisfaça a equação de onda homogênea:

◻ξβ = 0. (4.17)

4.1.1 A equação linearizada do campo métrico

Para que a equação de campo (4.15) seja consistente, o lado direito da igualdade deve

apresentar a mesma ordem de aproximação assumida para o campo métrico. Neste caso,

consideramos que o campo de Weyl seja dado por:
1Também chamado de gauge de Lorentz.
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σα =
√
εAα, (4.18)

o que garante que os componentes do tensor momento-energia associado ao campo de Weyl

T
(P )
αβ sejam da ordem de ε. Além disso, para simplificar a análise da equação de campo,

assumiremos que a constante cosmológica é um termo de ordem superior em ε e, portanto,

pode ser desprezada nesta aproximação. Assim, a equação do campo métrico (4.15) torna-se
2:

◻ψαβ = 2
ω

Λ
θ
(P )
αβ − 2κT

(m)
αβ , (4.19)

onde θ(P )αβ representa a forma linearizada do tensor momento-energia T (P )αβ após a substituição

de (4.18).

A equação (4.19) descreve como as perturbações do campo métrico ψαβ se propagam no

espaço-tempo. É importante observar a presença do termo representando o tensor momento-

energia do campo de Weyl em sua forma linearizada θ(P )αβ , que também é responsável pelas

perturbações gravitacionais. Em outras palavras, mesmo no caso em que a matéria está

ausente, permanece o tensor momento-energia do campo de Weyl que atua como fonte do

campo métrico. Se o campo de Weyl for zero e a constante cosmológica for mantida, a equação

(4.19) se reduz à conhecida equação linearizada de Einstein com constante cosmológica (caso

estudado por [117] e [118]).

4.1.2 A equação linearizada do campo de Weyl

A equação do Campo de Weyl (2.25), no regime de campo fraco, assume a forma:

(1 − εh
2
){∂β∂βσα − ∂α∂βσβ + ∂β [

εh

2
(∂βσα − ∂ασβ)]} = −m2σα.

Por outro lado, não é difícil verificar que, na aproximação de ordem inferior em ε,

a “condição de Lorenz ” para o campo de Weyl, isto é, ∂βσβ = 0, é satisfeita. Além disso,
2Por conveniência, absorvemos o parâmetro ε redefinindo ψαβ → εψαβ .
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nesta aproximação de campo fraco, o campo de Weyl é dado por (4.18), o que leva à seguinte

equação:

◻Aα +m2Aα = 0, (4.20)

onde ◻ = ηµβ∂µ∂β = ∂2

∂t2 − ∇2 é, novamente, o operador d’Alembertiano no espaço-tempo

de Minkowski3. Essa equação revela que, no regime de campo fraco, o campo de Weyl se

comporta como uma onda massiva no vácuo, análoga às ondas descritas pela teoria de Proca

e, portanto, não se propaga com a velocidade da luz. Pode-se especular que essas ondas

tenham sido geradas durante o período inflacionário e que, por analogia com a radiação

cósmica de fundo, espera-se que elas permeiem o Universo.

Portanto, segundo a Teoria Gravitacional Invariante de Weyl, as equações linearizadas

(4.19) e (4.20) tomadas em conjunto descrevem a propagação de perturbações na geometria

do espaço-tempo.

4.2 Solução da equação do campo de Weyl

Na seção anterior, obtivemos as equações (4.19) e (4.20), resultantes da linearização

das equações de campo da Teoria Gravitacional Invariante de Weyl. Neste ponto, buscamos

encontrar soluções para essas equações, bem como discutir possíveis interpretações físicas.

Começamos com a equação (4.20), que descreve a dinâmica do campo de Weyl. A

solução geral dessa equação é bem conhecida e pode ser expressa como uma superposição de

ondas planas:

Aα(xµ) = 1

2π4 ∫
∞

−∞
Aα(kµ)eikµx

µ

d4k (4.21)

onde Aα representa a amplitude associada a cada onda caracterizada pelo vetor de onda

kα = (ω0,
Ð→
k ), que descreve a direção de propagação e a frequência da onda.

Seguindo o procedimento usual, substituímos a solução (4.21) na equação (4.20), ob-
3Aqui, estamos adotando c = 1.
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tendo a relação de dispersão kαkα =m2, ou seja,

−ω2
0 + k2 +m2 = 0, (4.22)

onde denotamos k = ∣
Ð→
k ∣. Para um pacote de ondas de Weyl, a velocidade de fase de cada

onda será dada por:

vf =
ω0

k
= (1 − m

2

ω2
0

)
− 1

2

,

enquanto a velocidade de grupo, ou seja, a velocidade com que o envelope se propaga, será

dada por:

vg =
dω0

dk
= (1 − m

2

ω2
0

)
1
2

.

As equações acima fornecem as expressões para a velocidade de fase e a velocidade de

grupo em termos da frequência angular ω0, da velocidade da luz (aqui adotada como c = 1) e

da massa m do campo de Weyl. Note que, assim como na teoria de Proca, essas velocidades

são diferentes. À medida que a frequência angular aumenta, a velocidade de fase também

aumenta, enquanto a velocidade de grupo diminui. Isso implica que teremos dispersão do

pacote de ondas.

Essas equações mostram também que essas ondas de Weyl se propagam com uma

velocidade menor que a da luz. Por outro lado, uma onda com uma frequência muito alta

tende a se propagar com uma velocidade próxima à velocidade da luz.

4.2.1 Polarização das ondas de Weyl

Na teoria de Proca, as ondas admitem, além das polarizações transversais, uma po-

larização longitudinal. Isto difere do eletromagnetismo de Maxwell, que, devido à liberdade

de gauge e à ausência de massa do campo, admite apenas dois estados de polarização trans-

versal. A presença do termo de massa na lagrangiana de Proca quebra a invariância por

transformações de gauge, o que impede a eliminação da componente longitudinal por uma
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escolha de calibre [89, 119].

Analisemos agora as possíveis polarizações para as ondas associadas ao campo de

Weyl. Considere uma onda plana de Weyl propagando-se na direção z. O vetor de onda é

dado por:

kµ = (ω,0,0, k) ⇒ kµ = (ω,0,0,−k).

onde identificamos k3 apenas como k. A partir da equação de movimento, obtemos a condição:

∂µA
µ = 0 (4.23)

onde Aµ representa o vetor de polarização. Assim, temos:

∂µA
µ = kµAµ = ωA0 − kA3 = 0,

⇒A0 = k
ω
A3. (4.24)

Usando a relação de dispersão k2 = ω2 −m2, obtemos:

A0 = ±
√

1 − m
2

ω2
A3.

Essa relação mostra que a componente A0 e a componente longitudinal A3 não são

independentes, o que implica na eliminação de um grau de liberdade do campo. Assim, as

componentes que possuem significado físico são as componentes transversais A1 e A2, e a

componente longitudinal A3.

Portanto, as ondas associadas ao campo de Weyl, assim como as ondas da teoria de

Proca, apresentam dois modos de polarização transversais, oscilando nas direções perpendi-

culares à propagação x e y, e um modo longitudinal, oscilando na direção z de propagação

da onda [120].
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4.3 Solução da equação do campo métrico no vácuo

Nesta seção, investigamos a propagação das perturbações do campo gravitacional no

vácuo, ou seja, na ausência de matéria que, neste caso, é dada pela equação:

◻ψαβ = 2
ω

Λ
θ
(P )
αβ , (4.25)

onde θ(P )αβ é o tensor momento-energia do campo de Weyl Aα que aparece aqui como uma fonte

de perturbação da métrica. Por outro lado, como discutido anteriormente, o campo de Weyl

Aα se propaga como ondas dispersivas no espaço-tempo. A origem dessas ondas poderia ser

atribuída ao campo que gerou a inflação, portanto, de certa forma, seria apropriado chamá-

las de "ondas primordiais de Weyl". Em analogia com a radiação cósmica de fundo, essas

ondas de Weyl devem permear todo o Universo.

Nesta seção, consideramos um modelo bastante simplificado no qual essas "ondas

primordiais de Weyl"poderiam gerar uma perturbação no campo métrico. Consideramos,

então, uma solução particular da equação (4.20) em que o campo de Weyl corresponde a

uma onda plana:

Aα = ξα cos(kρxρ), (4.26)

onde a condição de Lorenz ∂αAα = 0 implica que kαξα = 0, ou seja, isso significa que o vetor

de polarização ξα do campo de Weyl é ortogonal ao vetor de onda.

O tensor momento-energia para a primeira ordem em ε, é dado por:

θ
(P )
αβ = FαµF

µ
β +

1

4
ηαβFµνF

µν +m2 (AαAβ −
1

2
ηαβA

µAµ) , (4.27)

sendo Fαµ = (∂µAα − ∂αAµ). Da expressão (4.26), obtemos para o tensor momento-energia

linearizado θ(P )αβ associado à onda plana de Weyl, a seguinte expressão:

θ
(P )
αβ = −

1

2
kαkβξµξ

µ + cos(2kρxρ) [
1

2
kαkβξµξ

µ +m2 (ξαξβ −
1

2
ηαβξµξ

µ)] .
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onde utilizamos a relação de dispersão kαkα =m2 e a condição de Lorenz kαξα = 0 para obter

esse resultado. Além disso, com essas considerações, é fácil verificar que esse tensor satisfaz

a condição de divergência nula, isto é:

∂αθ
α(P )
β = ∂α {−

1

2
kαkβξµξ

µ + cos(2kρxρ) [
1

2
kαkβξµξ

µ +m2 (ξαξβ −
1

2
δαβ ξµξ

µ)]}

= [−m2kβξµξ
µ +m2kαδ

α
β ξµξ

µ] sin(2kρxρ)

∂αθ
α(P )
β = 0

A expressão para o tensor θ(P )αβ pode ser escrita de maneira compacta como:

θ
(P )
αβ = −

1

2
kαkβξµξ

µ + 1

2
Mαβ cos(2kρxρ), (4.28)

onde definimos Mαβ = kαkβξµξµ + 2m2 (ξαξβ − 1
2ηαβξµξ

µ).

Portanto, a equação para o campo métrico torna-se:

◻ψαβ = −
ω

Λ
kαkβξ

2 + ω
Λ
Mαβ cos(2kρxρ).

A solução geral desta equação pode ser separada em três componentes:

ψαβ = ψ(H)αβ + ψ
(P1)
αβ + ψ(P2)

αβ , (4.29)

onde ψ(H)αβ é a solução da equação homogênea, ψ(P1)
αβ é uma solução particular da equação

associada ao termo constante ω
Λkαkβξ

2 e ψ(P2)
αβ resolve a equação associada ao termo oscilante

ω
ΛMαβ cos(2kρxρ). Em outras palavras, estamos considerando separadamente as seguintes

três equações:

◻ψ(H)αβ = 0, (4.30)

◻ψ(P1)
αβ = −ω

Λ
kαkβξ

2, (4.31)
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◻ψ(P2)
αβ = ω

Λ
Mαβ cos(2kρxρ). (4.32)

A equação homogênea (4.30) descreve a propagação de ondas gravitacionais no vácuo.

Uma solução clássica para essa equação é:

ψ
(H)
αβ = Sαβ cos(kµxµ) (4.33)

onde kµ = (ω0, ki) é o quadrivetor de onda, que obedece à relação de dispersão kαk
α = 0. Essa

solução pode descrever a propagação de ondas gravitacionais no vácuo produzidas por uma

fonte astrofísica, como, por exemplo, um sistema binário composto por estrelas massivas.

Os efeitos diretos da onda plana de Weyl na geometria são obtidos pelas equações

(4.31) e (4.32). Uma solução para (4.31), que satisfaz a condição de gauge de Einstein, é

dada por:

ψ
(P1)
αβ = −ω

Λ
kαkβ (

(ξµxµ)2
2
) , (4.34)

onde usamos a relação ξαkα = 0 para garantir a consistência com a condição de Lorenz.

Finalmente, a solução para (4.32), pode ser escrita como:

ψ
(P2)
αβ = Cαβ cos(2kρxρ), (4.35)

onde Cαβ = −ω
Λ

Mαβ

4m2 . Como m2 = −3Λ
2ω , essa expressão pode ser reescrita da seguinte forma:

ψ
(P2)
αβ = 3

8m4
Mαβ cos(2kρxρ).

Portanto, a solução geral (4.29) será dada por:

ψαβ = Sαβ cos(kµxµ) +
3

4m2
kαkβ (ξµxµ)2 +

3

8m4
Mαβ cos(2kρxρ),

lembrando que Mαβ = kαkβξ2 + 2m2 (ξαξβ − 1
2ηαβξ

2).
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Note que os termos oscilatórios nesta solução possuem frequências diferentes. Esse

comportamento é esperado, pois correspondem a fontes distintas. O primeiro termo oscila-

tório está associado a fontes astrofísicas clássicas, enquanto o segundo decorre das oscilações

do campo de Weyl.

Além disso, observe que o gauge de Einstein implica que:

∂αψ
α
β = ∂α {Sα

β cos(kµxµ) +
3

4m2
kαkβ (ξµxµ)2 +

3

8m4
Mα

β cos(2kρxρ)} = 0,

Expandindo essa derivada e utilizando as relações kαkα = m2 e kαξα = 0, conclui-se

que:

kαS
α
β = 0 (4.36)

Esse resultado mostra que o primeiro termo da solução satisfaz a condição de trans-

versalidade, uma característica típica das ondas gravitacionais na relatividade geral.

Sendo ψ o traço de ψαβ, temos que:

ψ = S cos(kµxµ) +
3

4
(ξµxµ)2 −

3

8m2
ξ2 cos(2kρxρ), (4.37)

Assim, a perturbação na métrica expressa em termos do tensor hαβ = ψαβ − 1
2ηαβψ, é

dada por:

hαβ = ζαβ cos(kµxµ) +
3

8m2
kαkβ(ξµxµ)2 +

3

8m4
Dαβ cos(2kρxρ), (4.38)

onde definimos:

ζαβ = (Sαβ −
1

2
ηαβS) (4.39)

Dαβ = [kαkβξ2 +m2 (2ξαξβ −
1

2
ηαβξ

2)] (4.40)

Os termos adicionais na perturbação da métrica hαβ estão associados à presença da
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onda plana do campo de Weyl. Em outras palavras, eles mostram como as ondas de Weyl,

neste modelo simplificado, influenciam a geometria do espaço-tempo. Cabe investigar se o

termo oscilante associado ao campo de Weyl poderia produzir uma radiação gravitacional.

Apesar da simplicidade do modelo adotado, ele pode servir de base para o desenvolvimento

de estudos futuros.



CAPÍTULO 5

O campo geométrico de Weyl-Proca como um candidato à matéria

escura

O modelo cosmológico padrão, chamado de ΛCDM1, pressupõe a existência de duas

componentes exóticas que preenchem o Universo, denominadas de energia escura e matéria

escura [129]. Estimativas, com base em dados recentes, indicam que aproximadamente 68,6%

da densidade de energia do Universo é atribuída à energia escura e cerca de 26,5% à matéria

escura. Apenas 4,9% da densidade de energia do Universo é composta de matéria bariônica

[30].

A origem da chamada matéria escura tem sido o foco de muitas pesquisas em cosmo-

logia teórica e astrofísica. Essa matéria misteriosa praticamente não interage com a radiação

eletromagnética, tendo sua existência inferida apenas por meio dos efeitos gravitacionais

que causa. Esses efeitos não podem ser explicados satisfatoriamente pela relatividade geral.

Nesse sentido, diversas propostas têm sido formuladas para explicar a natureza da maté-

ria escura, que vão desde partículas massivas que interagem fracamente (WIMPs), buracos
1Onde CDM significa matéria escura fria e Λ se refere à constante cosmológica.
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negros primordiais, áxions, fótons escuros e também extensões da relatividade geral, como

teorias de gravidade modificada. Em particular, modelos recentes consideram a possibilidade

de descrever a matéria escura por meio do campo vetorial massivo de Proca [43,130–136].

Neste contexto, a Teoria Gravitacional Invariante de Weyl, discutida ao longo deste

trabalho, permite desenvolver modelos que abordam o problema da matéria escura de uma

maneira puramente geométrica. Como discutido anteriormente, a 1-forma geométrica de

Weyl se comporta efetivamente como um campo de Proca geométrico.

Assim, neste capítulo propomos uma abordagem alternativa para investigar o pro-

blema da matéria escura, apresentando o campo geométrico de Weyl como um potencial

candidato. Para isso, assumimos a existência de um gás de partículas Weyl–Proca em um

estado de condensado análogo ao de Bose–Einstein e investigamos seu comportamento em

um cenário cosmológico [137].

5.1 O campo de Weyl no contexto cosmológico

Considere a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) em termos do tempo

conforme η, para um Universo com seções espaciais planas k = 0:

ds2 = a2(η) (dη2 − dΣ2) . (5.1)

Relembrando, a dinâmica do campo de Weyl σ é dada pela equação:

∂µ (
√
−g F νµ) = −m2√−g σv, (5.2)

onde, para (5.1), podemos escrever:

F µν = gµαgνβFαβ =
1

a4
ηµαηνβFαβ =

1

a4
ηµαηνβ (∂βσα − ∂ασβ) , (5.3)

sendo ηµα a métrica de Minkowski. Como
√−g = a4, a equação de campo (5.2) pode ser
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reescrita como:

∂ν (ηµα∂µσα) − ◻σν =m2a2σν . (5.4)

em que ◻ ≡ ηµν∂µ∂ν é o operador d’Alembert no espaço plano.

Multiplicando a equação (5.4) por ηνβ∂β, obtemos a relação:

ηνβ∂βσν = −2σ0
a′

a
= −2Hσ0. (5.5)

onde H (η) = a′/a é o parâmetro de Hubble em função do tempo conforme η, e o apóstrofo

( ′ ) indica derivada em relação a essa coordenada temporal. Usando o resultado (5.5) na

equação (5.4), encontramos a expressão final:

2∂ν (σ0
a′

a
) + ◻σν = −m2a2σν . (5.6)

Essa equação descreve a dinâmica do campo de Weyl em um contexto cosmológico.

5.2 Solução particular: o condensado de Bose-Einstein

Considerando a homogeneidade e isotropia do Universo em grandes escalas, vamos

supor uma solução cosmológica na qual o campo de Weyl depende apenas da coordenada

temporal η. Feitas essas considerações, da equação de campo (5.2), para ν = 0, obtemos:

m2√−g σ0 = 0

Portanto, a componente temporal do campo é nula (σ0 = 0), já que o campo possui

uma massa não nula. Assim, a equação (5.6) se reduz à seguinte equação para as componentes

espaciais do campo de Weyl:

∂2σi(η)
∂η2

= −m2a2σi(η), (5.7)

Note que essa equação é semelhante à equação de Schrödinger para um oscilador
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harmônico quântico. Assim, para resolvê-la, podemos adotar o método proposto por G.

Wentzel, H. A. Kramers e L. Brillouin, conhecido como aproximação WKB [138].

Consideramos uma solução particular na qual admitimos que os modos de Fourier

das funções dependentes do tempo σi representam um gás de partículas de Weyl-Proca com

momento nulo no sistema de coordenadas co-móveis. Como o campo de Weyl não está

diretamente acoplado à matéria, o gás não está em equilíbrio térmico com a matéria bariônica.

Assim, podemos assumir que o gás é constituído por partículas livres encontradas no estado

fundamental, ou seja, sem energia cinética. Este é um estado acessível ao sistema, pois

este campo é macroscópico e, portanto, as partículas associadas podem ser encontradas em

repouso em um determinado referencial. Portanto, nesse estado, essas partículas formam

uma espécie de condensado, análogo ao condensado de Bose-Einstein que consiste em um

estado em que um grande número de bósons ocupa o mesmo estado quântico fundamental.

Partindo dessa suposição, escrevemos o campo de Weyl como:

σj = bj(η)eiθ(η) (5.8)

onde a solução do campo de Weyl corresponde à parte real dessa função complexa.

Substituindo (5.8) em (5.7), obtemos:

(b′′ − bθ′2) + i (θ′′b + 2b′θ′) = −m2a2b. (5.9)

onde o apóstrofo ( ′ ) indica derivada em relação ao tempo conforme η. Aqui, omitimos o

índice j por simplificação da notação. Considerando que a amplitude b e a fase θ são funções

reais, a equação acima pode ser dividida em duas equações independentes:

b′′ − bθ′2 = −m2a2b, (5.10)

θ′′b + 2b′θ′ = 0. (5.11)

Adotando a aproximação WKB, onde assumimos que a amplitude b(η) varia mais

lentamente do que a oscilação da fase θ(η), ou seja:
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∣b′′/b∣ ≪ θ′2 (5.12)

Assim, a equação (5.10) se reduz a:

θ′2 =m2a2, (5.13)

cuja solução é dada por:

θ(η) =m∫ adη =mt, (5.14)

onde t é o tempo cosmológico (dt = adη). Substituindo (5.14) na equação (5.11), obtemos:

b′

b
= −1

2

θ′′

θ′

logo,

b(η) = B

a1/2
, (5.15)

onde B é uma constante de integração. Portanto, a solução segundo o método de aproximação

WKB é dada por:

σWKB
j =

mCj

a1/2
exp(im∫ adη) , (5.16)

onde Cj é uma constante complexa adimensional arbitrária, e o fator m foi adicionado para

garantir a dimensão correta do campo. Nas próximas seções, investigaremos o comportamento

dessa solução particular no contexto cosmológico.

5.2.1 A condição WKB

Nesta seção, verificamos a condição sob a qual a aproximação WKB é válida. Consi-

derando a condição:

(b′′/b) << θ′2 (5.17)
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ao calcularmos o lado esquerdo desta desigualdade, utilizando a expressão obtida para a

amplitude b(η) na equação (5.15), obtemos:

b′′

b
= −1

2

a′′

a
+ 3

4
(a
′

a
)
2

Por outro lado, da equação (5.14), temos que θ′ = ma. Portanto, a condição (5.17)

exige que:

∣−1
2

a′′

a
+ 3

4
(a
′

a
)
2

∣ <<m2a2 (5.18)

No caso de um Universo dominado por matéria, com seção espacial plana (k = 0),

onde o fator de escala é dado por a(η) = a∗η2 [139], a condição (5.18) implica que:

∣− 1

η2
+ 3

4
(2
η
)
2

∣ ≪m2a2∗η
4

2

η2
≪m2a2∗η

4

ou seja,

η̄3 ≫
√
2

ma∗
(5.19)

Portanto, a condição WKB é satisfeita para tempos conformes superiores a
√
2/(ma∗).

Podemos reescrever essa condição de validade da aproximação WKB (5.18) em termos do

tempo cosmológico t. Como dt = adη, temos:

a′ = dt
dη
ȧ = aȧ (5.20)

e,

a′′ = aȧ2 + a2ä (5.21)

onde o ponto denota a derivada em relação ao tempo cosmológico t. Assim, a condição (5.18)

pode ser expressa como:

∣1
4
ȧ2 − 1

2
a ä∣ ≪m2a2 (5.22)
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ou, de forma equivalente:

1

4
∣H2 − 2 ä

a
∣ ≪m2, (5.23)

onde H = ȧ/a é o parâmetro de Hubble em termos do tempo cosmológico t.

Portanto, a restrição para a massa geométrica depende da época inicial a partir da

qual desejamos que a aproximação WKB seja válida. Aqui, examinamos a era dominada

por matéria. Nessa era, das equações de Friedmann para um Universo espacialmente plano,

temos que ä/a = −H2/2 e H é uma função decrescente no tempo. Assim, para que a solução

WKB seja válida desde o início da era da matéria até os dias atuais, a massa deve satisfazer:

m≫H (5.24)

Para fazer uma estimativa desse limite inferior para a massa m, examinando a era

dominada por matéria, onde o conteúdo do Universo em escala cosmológica é modelado

como um fluido de poeira. Sob essa condição, o parâmetro de Hubble em função do redshift

é dado por H(z) ≃H0(1 + z)3/2.

Considerando o redshift do início da era dominada por matéria, zm ∼ 3400, e tomando

o valor atual do parâmetro de Hubble como H0 = 70km/s/Mpc ≈ 10−18 s−1, obtemos:

H(zm) ≃H0(1 + zm)3/2 ≈ 10−13 s−1.

Portanto, a restrição para m não é muito rigorosa, ou seja, a massa não precisa ser

extremamente grande. Em unidades de energia, deveríamos ter:

m≫ h̵ × 10−13 s−1 ≈ 10−28eV/c2, (5.25)

onde usamos h̵ ≃ 6.58 × 10−16 eV·s.

Como vimos anteriormente, a fase θ(η) da solução oscila com uma frequência propor-

cional à massa m. Assim, a condição WKB implica que essa frequência de oscilação deve ser
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no mínimo 106 vezes maior que a taxa de expansão atual do Universo H0.

5.3 O tensor eletromagnético para a solução particular

Com a solução obtida na seção anterior pelo método WKB, podemos agora calcu-

lar o tensor eletromagnético Fαβ, o qual será importante na próxima seção ao estudarmos

as componentes do tensor momento-energia. Devido à condição de que o campo depende

apenas da coordenada temporal, as únicas componentes não-nulas de Fµν correspondem aos

componentes do campo elétrico, Ei = F0i. Assim, utilizando a solução (5.16), encontramos:

Ej = [−
1

2

a′

a
+ ima]

mCj

a1/2
exp(im∫ adη) , (5.26)

ou, equivalentemente,

Ej = [−
1

2

a′

a
+ ima]σj. (5.27)

Note que, considerando a condição m≫H, que é equivalente a ma≫ a′/a, a expressão

acima se simplifica para:

Ej ≈maσj, (5.28)

onde o número imaginário foi absorvido por uma redefinição da constante Cj. Por outro

lado, na próxima seção precisaremos avaliar especificamente E2. Assim, antes de aplicar essa

simplificação, é importante calcularmos detalhadamente a intensidade do campo elétrico.

Para isso, consideramos a parte real do campo Ej, dada por:

Ej = −
mCj

a1/2
[1
2

a′

a
cos θ(η) +ma sin θ(η)] , (5.29)

onde θ(η) inclui uma fase constante absorvida da constante complexa original Cj, que, por

sua vez, agora é apenas um número real.
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Portanto, o quadrado do campo elétrico é dado por:

E2
j =

m2C2
j

a
[1
4
(a
′

a
)
2

cos2 θ(η) +m2a2 sin2 θ(η) + a′m cos θ(η) sin θ(η)] . (5.30)

Para o campo σj, considerando apenas a parte real, obtemos:

σj =
Cjm

a1/2
cos θ(η) (5.31)

Assim, o quadrado do campo é dado por:

σ2
j =

C2
jm

2

a
cos2 θ(η) (5.32)

Observe que as grandezas E2
j e σ2

j oscilam com uma frequência proporcional a m,

que, como discutido anteriormente, é muito maior do que a taxa de expansão H do Universo

durante a era dominada pela matéria (5.24). Assim, a influência desses campos na evolução

cósmica depende basicamente de seus valores médios no tempo. Calculamos a média temporal

dessas expressões em um intervalo correspondente a várias oscilações completas da fase θ,

que corresponde a um intervalo de tempo muito pequeno. Nesse intervalo, o fator de escala

a e suas derivadas permanecem praticamente constantes. Portanto, de (5.30), ao se tomar a

média temporal, obtemos:

⟨E2
j ⟩ =

m2C2
j

2a
[1
4
(a
′

a
)
2

+m2a2] , (5.33)

ou, de forma equivalente,

⟨E2
j ⟩ =

C2
j am

4

2
[1 + 1

4

H2

m2
] , (5.34)

onde H é o parâmetro de Hubble em termos do tempo cosmológico t. Para o campo σ2
j , o

seu valor médio, neste intervalo, é dado por:

⟨σ2
j ⟩ =

C2
jm

2

2a
. (5.35)
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Com base nesses resultados, podemos agora analisar a distribuição de energia, pressão

e tensão associadas ao campo de Weyl no estado condensado.

5.4 O tensor momento-energia para a solução particular

Em cosmologia, a história do Universo é caracterizada por diferentes eras, cada uma

associada a uma distribuição particular de matéria-energia predominante. Essa componente

dominante, naquele período, é a principal responsável pela curvatura do espaço-tempo. Em

particular, durante a era dominada por matéria, a distribuição energética do Universo era

bem descrita por um fluido de poeira, que tem como principal característica a ausência de

pressão.

De modo geral, a distribuição de energia de um fluido é representada pelo tensor

momento-energia Tαβ. A decomposição desse tensor por um observador com velocidade

própria V µ é caracterizada pelas seguintes componentes [2]:

1. Densidade de energia do fluido:

ρ = TαβV αV β;

2. Pressão isotrópica do fluido:

p = −1
3
Tαβh

αβ,

3. Vetor de fluxo de energia:

qµ = −hαµTαβV β;

4. Pressão anisotrópica e tensor de estresse:

πµν = Tαβhαµhβν + phµν .

onde

hαβ = gαβ − V αV β, πµν = πνµ , πµνV
µ = 0.

Aqui, hαβ é o tensor de projeção no subespaço ortogonal à quadrivelocidade V α asso-
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ciada ao observador. Neste ponto, buscamos analisar se o tensor momento-energia associado

à solução particular do campo de Weyl pode ser interpretado como o de um fluido de poeira

para um observador co-móvel e verificar em que condições essa solução pode ser considerada

um possível candidato à matéria escura.

O tensor momento-energia do campo de Weyl pode ser escrito como a soma de dois

tensores:

T
(P )
αβ = T

EM
αβ +m2θαβ, (5.36)

onde TEM
µν é formalmente idêntico ao tensor momento-energia simétrico do campo eletromag-

nético, e θµν representa o termo adicional associado à massa do campo.

Para o tensor eletromagnético, escrito em termos da coordenada de tempo conforme,

temos:

TEM
αβ =

1

a2
(ηλµFαµFλβ +

1

4
ηαβη

µληνκFµνFλκ) . (5.37)

Já o tensor adicional associado à massa do campo é dado por:

θαβ = [σασβ −
1

2
ηαβ(ηµνσµσν)] (5.38)

Antes de calcularmos cada uma das partes do tensor momento-energia associado à

solução particular do campo de Weyl, dado em (5.36), é importante observar que esse tensor

tem dimensão de (comprimento)−4 e, portanto, a densidade de energia associada, a pressão

e o estresse terão essa mesma dimensão. Assim, para compará-las com os dados disponíveis

sobre a densidade de matéria escura, é necessário realizar uma conversão apropriada para as

unidades dessas quantidades. Essa conversão será feita apenas na próxima seção.
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5.4.1 A densidade de energia

A densidade de energia desse fluido, conforme medida por um observador em movi-

mento com quadrivelocidade V µ = 1
aδ

µ
0 neste sistema de coordenadas, é dada por:

ρW = T (P )αβ V αV β (5.39)

Vamos calcular separadamente cada uma das contribuições para a densidade de energia

associada aos tensores TEM
αβ e θαβ, que compõem o tensor momento-energia de Weyl. Para o

componente TEM
µν , a densidade é dada por ρEM = TEM

αβ V αV β. Assim, temos:

ρEM =
1

a2
T00

ρEM =
1

a4
(ηλµF0λFµ0 +

1

4
ηµληνκFµνFλκ)

ρEM =
1

a4
(δijFi0Fj0 +

1

4
ηµληνκFµνFλκ)

ρEM =
1

2a4
(E2 +B2)

Agora, a contribuição da densidade de energia associada ao termo de massa é dada

por ρm = θαβV αV β. Logo, obtemos:

ρm =
1

a2
θ00

ρm =
1

a2
σ0σ0 −

1

2a2
(σ0σ0 − σjσj)

ρm =
1

2a2
(σ2

0 +∑σ2
j ) .

Somando as duas contribuições, obtemos a densidade de energia do tensor momento-

energia de Weyl:

ρW = ρEM +m2ρm

ρW =
1

2a4
(E2 +B2) + m

2

2a2
(σ2

0 +∑σ2
j )
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Para a solução particular em que o campo de Weyl depende apenas do tempo t, a

densidade de energia pode ser escrita em termos do campo elétrico e do campo de Weyl da

seguinte forma:

ρW =
1

2a4
E2 + m

2

2a2
σ2, (5.40)

onde E2 = ∑E2
j e σ2 = ∑σ2

j .

Tomando a média temporal e utilizando as expressões (5.34) e (5.35), obtemos:

⟨ρW ⟩ =
m4C2

2a3
[1 + 1

8
H2/m2] , (5.41)

onde C2 = C2
1 +C2

2 +C2
3 . Note que, na era dominada por matéria, em que a condição m≫H

é satisfeita, temos:

⟨ρW ⟩ ∼
m4

2a3
C2 ∝ a−3 (5.42)

o que corresponde à densidade de energia característica da matéria não relativística em um

Universo em expansão. Portanto, o campo de Weyl neste estado de condensado apresenta

o comportamento esperado para a matéria escura durante essa era, pelo menos na ordem

abaixo de H2/m2.

5.4.2 A pressão isotrópica

A pressão isotrópica é obtida a partir do tensor momento-energia (5.36), pela definição:

pW = −
1

3
T P
αβ(gαβ − V αV β)

Para o componente TEM
αβ , a pressão é dada por pEM = −1

3T
EM
αβ (gαβ − V αV β). Assim,

obtemos:

pEM =
1

3

1

2a4
(E2 +B2) , (5.43)
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Agora, para determinar a contribuição da pressão associada ao tensor θαβ, é necessário

calcular o traço do tensor θαβ:

θ = θαβgαβ =
1

a2
ηαβ [σασβ −

1

2
ηαβ (ηµνσµσν)] = −

1

a2
(ηµνσµσν) =

1

a2
(−σ2

0 +∑σ2
i ) . (5.44)

Portanto, para o termo de massa, obtemos:

pm = −
1

3a2
[(−σ2

0 +∑σ2
i ) −

1

2
(σ2

0 +∑σ2
i )] , (5.45)

pm =
1

2a2
[σ2

0 −
1

3
∑σ2

i ] . (5.46)

Assim, a pressão isotrópica total associada à solução particular é dada por:

pW =
1

3

1

2a4
E2 − 1

3

m2

2a2
σ2. (5.47)

Calculando a média temporal dessa grandeza, encontramos:

⟨pW ⟩ =
1

3

1

2a4
⟨E2⟩ − 1

3

m2

2a2
⟨σ2⟩

= 1

6
( 1
a4
C2am4

2
[1 + 1

4

H2

m2
] − m

4

a2
C2

2a
)

= 1

24
(C

2m4

2a3
) [H2/m2] (5.48)

Logo, a pressão do condensado é dada por:

⟨pW ⟩ =
1

24
(C

2m4

2a3
) [H2/m2] . (5.49)

Portanto, em comparação com a densidade de energia obtida em (5.42), temos:



O campo geométrico de Weyl-Proca como um candidato à matéria escura 91 de 117

⟨pW ⟩
⟨ρW ⟩

= 1

24
[H2/m2] .

Considerando a condição m≫H, podemos verificar que, neste estado de condensado,

o campo de Weyl não gera pressão significativa. Em outras palavras, o campo de Weyl

satisfaz uma equação de estado característica de um fluido de Poeira, como se espera de um

candidato à matéria escura.

⟨pW ⟩
⟨ρW ⟩

∼ 0

5.4.3 O fluxo de energia

Analisemos agora as componentes não diagonais de T (P )µν , considerando a solução par-

ticular em que o campo de Weyl depende apenas do tempo η. Pelas considerações feitas, é

imediato ver que T (P )i0 = 0. Isso significa que, no estado condensado do campo de Weyl, não

há fluxo de energia em relação aos observadores co-móveis, ou seja:

qµ = 0 (5.50)

5.4.4 O tensor de estresse e a pressão anisotrópica

Considerando agora o tensor πµν , que contém informações sobre a pressão anisotrópica

e o estresse de cisalhamento do fluido. Esse tensor é definido por:

πµν = T (P )αβ hαµh
β
ν + phµν . (5.51)

Para a métrica de FRW, nas coordenadas padrão, temos hij = δij para as componentes
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espaciais-espaciais, e hµ0 = 0 para as componentes mistas. Assim, temos:

πµ0 = π0µ = 0,

πij = T (P )ij − p (a2δij) . (5.52)

Tensão de cisalhamento

Primeiro, consideremos as componentes espaciais do tensor (5.52) para o caso em que

i ≠ j. Neste caso, temos:

πij = T (P )ij (5.53)

onde o tensor momento-energia assume a forma T (P )ij = gλµFiλFµj +m2σiσj. Como o campo

de Weyl depende apenas do tempo, temos:

T
(P )
ij = −g00Fi0Fj0 +m2σiσj,

isto é,

T
(P )
ij = − 1

a2
EiEj +m2σiσj. (5.54)

A média temporal dessa expressão é dada por:

⟨T (P )ij ⟩ = −
1

a2
⟨EiEj⟩ +m2 ⟨σiσj⟩ , (5.55)

Vamos analisar a média temporal de cada termo separadamente. Começamos com o

produto das componentes do campo "elétrico"de Weyl em direções diferentes. A partir da

expressão para o campo elétrico (5.29), obtemos:

EiEj =
m2CiCj

a
[1
2

a′

a
cos θi(η) +ma sin θi(η)] [

1

2

a′

a
cos θj(η) +ma sin θj(η)] , (5.56)
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Essa expressão tem a seguinte média no tempo:

⟨EiEj⟩ =
m2CiCj

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
4
(a′
a
)2 ⟨cos θi cos θj⟩ + 1

2a
′m ⟨cos θi sin θj⟩+

+1
2a
′m ⟨sin θi cos θj⟩ +m2a2 ⟨sin θi sin θj⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(5.57)

Por sua vez, a média no tempo do produto dos componentes do campo de Weyl em

diferentes direções, utilizando (5.31), é:

⟨σiσj⟩ =
m2CiCj

a
⟨cos θi cos θj⟩ . (5.58)

Aqui, vamos calcular explicitamente a média das funções trigonométricas. Escrevendo

cos θi cos θj = cos(wt + ϕi) cos(wt + ϕj) e utilizando a identidade trigonométrica cos(A +B) =

[cosA cosB − sinA sinB], obtemos:

cos θi cos θj = cos(wt + ϕi) cos(wt + ϕj)

= (coswt cosϕi − sinwt sinϕi) (coswt cosϕj − sinwt sinϕj)

= cos2wt cosϕi cosϕj + sin2wt sinϕi sinϕj − coswt sinwt (cosϕi sinϕj + sinϕi cosϕj)

= cos2wt cosϕi cosϕj + sin2wt sinϕi sinϕj − coswt sinwt sin (ϕi + ϕj)

Assim, ao fazer a média temporal sobre um período completo, obtemos:

⟨cos θi cos θj⟩ =
1

2
cosϕi cosϕj +

1

2
sinϕi sinϕj

= 1

2
cos(ϕi − ϕj)

Agora, consideremos:

sin θi sin θj = sin(wt + ϕi) sin(wt + ϕj)

= (sinwt cosϕi + coswt sinϕi)(sinwt cosϕj + coswt sinϕj)

= sin2wt cosϕi cosϕj + cos2wt sinϕi sinϕj + coswt sinwt(cosϕi sinϕj + sinϕi cosϕj)
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Fazendo a média no tempo:

⟨sin θi sin θj⟩ =
1

2
cos (ϕi − ϕj) (5.59)

Para cos θi sin θj, temos :

cos θi sin θj = cos (wt + ϕi) sin (wt + ϕj)

= (coswt cosϕi − sinwt sinϕi) (sinwt cosϕj + coswt sinϕj)

= cos2wt cosϕi sinϕj − sin2wt sinϕi cosϕj + coswt sinwt (cosϕi cosϕj − sinϕi sinϕj)

Portanto, a média temporal é:

⟨cos θi sin θj⟩ =
1

2
cosϕi sinϕj −

1

2
sinϕi cosϕj

⟨cos θi sin θj⟩ =
1

2
sin (ϕi − ϕj) (5.60)

De maneira semelhante, para sin θi cos θj, temos:

⟨sin θi cos θj⟩ = −
1

2
sin (ϕi − ϕj) (5.61)

Utilizando estes resultados, podemos reescrever (5.57) e (5.58) como:

⟨EiEj⟩ =
m2CiCj

a
[1
4
(a
′

a
)
2

+m2a2] 1
2
cos(ϕi − ϕj), (5.62)

⟨σiσj⟩ =
m2CiCj

a

1

2
cos(ϕi − ϕj). (5.63)

Portanto, substituindo (5.62) e (5.63) em (5.55), obtemos a seguinte forma para o

tensor de anisotropia:

⟨πij⟩ = −
m2CiCj

a3
[1
4
(a
′

a
)
2

+m2a2] 1
2
cos(ϕi − ϕj) +

m4CiCj

a

1

2
cos(ϕi − ϕj). (5.64)
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Podemos reescrever (5.64), lembrando que a′ = ȧa, como:

⟨πij⟩ = −
m4CiCj

2a3
[1
4
ȧ2 cos δϕij] ,

⟨πij⟩ = −
m4CiCj

2a
[1
4
(H
m
)
2

cos δϕij] , (5.65)

onde escrevemos δϕij = ϕi − ϕj e H = ȧ/a é o parâmetro de Hubble.

A tensão de cisalhamento medida pelos observadores comóveis é obtida a partir do

tensor πij pela contração com os vetores espaciais eI = eµI ∂µ =
1
aδ

µ
I ∂µ da tétrada associado ao

observador co-móvel. Assim, os elementos não diagonais (I ≠ J) são dados por:

πIJ = πijeiIe
j
J = −

m4CICJ

2a3
[1
4
(H
m
)
2

cos δϕIJ] (5.66)

Agora, comparamos o estresse de cisalhamento com a densidade de energia do campo

de Weyl no estado de condensado. Das equações (5.42) e (5.66), obtemos:

∣πIJ ∣
⟨ρW ⟩

≃ CICJ

C2
[1
4
(H
m
)
2

cos δϕIJ] . (5.67)

De acordo com esse resultado, o estresse de cisalhamento é máximo se as oscilações do

campo de Weyl ao longo de direções ortogonais estiverem em fase, ou seja, quando (ϕI = ϕJ).

Um estresse não-nulo poderia ser um desafio potencial para o modelo, uma vez que esse tipo

de estresse alimenta o cisalhamento do fluido cosmológico, induzindo, consequentemente,

desvios de uma evolução isotrópica. Por outro lado, a condição m ≫ H pode atenuar o

problema na era dominada por matéria.

Podemos destacar aqui duas outras possibilidades nas quais o estresse de cisalhamento

será zero [137]. A primeira consiste em considerar que o condensado pode ser encontrado

em um estado não polarizado. Neste caso, tratando σµ como um campo quântico, podemos

assumir que ele esteja em um estado com número bem definido de partículas com momento

nulo, igualmente distribuídas nos três modos de polarização desse campo massivo. Ou seja, se

n for o número total de partículas, então, nesta solução, um terço delas (n/3) está oscilando

em cada uma das três direções espaciais (I = 1,2 e 3). Assim, como cada modo possui um
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número bem definido de partículas, o estado correspondente pode ser representado por um

fasor clássico com módulo bem definido CI (proporcional a
√
(n/3) + 1/2) e fase aleatória ϕI ,

uniformemente distribuída entre 0 e 2π (ver [142]). Em outras palavras, a fase é indetermi-

nada quando o estado tem um número bem definido de partículas. Dessa forma, a média das

componentes não dimensionais do tensor de estresse é nula, o que significa que, nesse estado,

o condensado não tem estresse de cisalhamento.

Outra possibilidade para eliminar a polarização do condensado é considerar que as

partículas de Weyl–Proca com momento nulo estão em um estado quase-clássico, produzido

por processos aleatórios em um intervalo finito do Universo primordial. Nesse cenário, é

razoável assumir a hipótese de fases aleatórias, ou seja, que as fases do campo que descreve

os modos produzidos em instantes diferentes não possuem correlação entre si. Assim, o estado

do campo de Weyl pode ser descrito como uma mistura incoerente de modos de momento

nulo com fases diferentes. Sob essa suposição, a média no ensemble correspondente satisfaz:

⟨πIJ⟩ = 0,

para I ≠ J .

Pressão anisotrópica

Analisemos agora os elementos diagonais do tensor πij, que nos fornecem a pressão

anisotrópica do fluido. Neste caso, o tensor (5.52), para i = j, é escrito como:

πii = T (P )ii − pa2 (5.68)

sendo as componentes diagonais do tensor momento-energia de Weyl dadas por:

T
(P )
ii = − 1

a2
E2

i +
1

2a2
E2 +m2 [σ2

i −
1

2
σ2]

A média temporal dessa expressão é:
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⟨T (P )ii ⟩ = −
1

a2
⟨E2

i ⟩ +
1

2a2
⟨E2⟩ +m2 [⟨σ2

i ⟩ −
1

2
⟨σ2⟩] ,

Sendo,

⟨E2
i ⟩ =

C2
i am

4

2
[1 + 1

4
(H
m
)
2

] ;

⟨E2⟩ = C
2am4

2
[1 + 1

4
(H
m
)
2

] ;

⟨σ2
i ⟩ =

m2C2
i

2a
;

e,

⟨σ2⟩ = m
2C2

2a
.

onde C2 = C2
1+C2

2+C2
3 é a soma dos quadrados das constantes reais associadas às componentes

do campo de Weyl, e C2
i representa o quadrado da constante associada à componente i.

Assim, obtemos:

⟨T (P )ii ⟩ = −
1

a

C2
i m

4

2
[1 + 1

4
(H
m
)
2

] + 1

2a

C2m4

2
[1 + 1

4
(H
m
)
2

] +m2 [
m2C2

i

2a
− 1

2

m2C2
i

2a
]

= −
C2

im
4

a

1

8
[H

2

m2
] + C

2m4

2a

1

8
[H

2

m2
]

que resultando em,

⟨T (P )ii ⟩ = (−C2
i +

C2

2
)m

4

8a
[H

2

m2
]

Agora, considerando a expressão (5.49) para a pressão isotrópica do condensado, os

elementos diagonais do tensor (5.68) são dados por:

⟨πii⟩ = (−C2
i +

C2

2
)m

4

8a
[H

2

m2
] − C

2

3

m4

8a
[H

2

m2
]

Portanto,
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⟨πii⟩ = (−C2
i +

C2

6
)m

2

8a
[H

2

m2
] (5.69)

Para determinar a pressão anisotrópica medida pelos observadores co-móveis, utiliza-

mos novamente os vetores espaciais de projeção eI = eµI ∂µ =
1
aδ

µ
I ∂µ. Assim, as componentes

do tensor πij, para I = J são dadas por:

⟨π(I)(I)⟩ = πii
1

a2
δiI = (−C2

i +
C2

6
) m

2

8a3
[H

2

m2
]

Comparando a pressão anisotrópica com a densidade de energia do campo de Weyl

no estado de condensado (5.42), obtemos:

⟨π(I)(I)⟩
⟨ρW ⟩

≃ (−
C2

I

C2
+ 1

3
) 1
8
[H

2

m2
] .

Note que a pressão anisotrópica é atenuada pelo fator H2/m2 na era dominada por

matéria. Além disso, se tivermos o mesmo número de partículas em cada modo, ou seja,

C2
I = C2/3 então, o condensado não tem pressão anisotrópica e, portanto, será exatamente

compatível com o modelo cosmológico padrão em todas as épocas de evolução do Uni-

verso [137].

5.5 Massa e abundância das partículas de Weyl-Proca

Se o campo de Weyl for capaz de explicar o efeito gravitacional atribuído à componente

de matéria escura do Universo em escala cosmológica, é de se esperar que a sua densidade de

energia seja igual à densidade observada de matéria escura, ou seja:

ρW = ρDM

Para fazer essa comparação, é necessário, primeiramente, converter o tensor T (P )αβ para

as dimensões apropriadas, utilizando a seguinte transformação:
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T̄
(P )
αβ = −

1

κ

ω

Λ
T
(P )
αβ =

c4

8πG

3

2m2
T
(P )
αβ ,

Assim, de acordo com a equação (5.42), a densidade de energia do campo de Weyl no

presente momento é dada por:

⟨ρ̄W ⟩ =
3

2

c4

8πG

m2C2

2a30
. (5.70)

Dividindo essa expressão pela densidade crítica no presente momento (ρc,0 = 3H2
0 c

2

8πG ),

obtemos o parâmetro de densidade do campo Weyl no estado de condensado:

ΩW,0 =
m2c2C2

4a30H
2
0

, (5.71)

onde, H0 está em unidades de s−1. Se o condensado Weyl corresponder à totalidade da

matéria escura do Universo, então ΩW,0 deve ser igual ao parâmetro de densidade da matéria

escura, cujo valor presente é ΩDM,0 = 0.264.

ΩW,0 = ΩDM,0

Essa suposição, evidentemente, impõe restrições para a massa e a constante C2. A

amplitude C2 está relacionada à abundância de partículas de Weyl-Proca produzidas no

Universo primordial. Naturalmente, essa abundância depende do mecanismo responsável

pela geração dessas partículas. É importante fazer uma estimativa dessa quantidade em

trabalhos futuros.



Conclusões

A teoria de gravitação tratada neste trabalho consiste em uma modificação e reinter-

pretação da teoria unificada de Weyl. Em sua proposta original, Weyl desenvolveu aquela

que representa a primeira tentativa de unificação relativista da gravitação com o eletromag-

netismo, a qual deu origem às modernas teorias gauge [58]. Por outro lado, como discutido

anteriormente, devido à objeção levantada por Einstein, a sua elegante proposta não teve seu

mérito reconhecido até recentemente.

Revisitando a teoria de Weyl, desenvolvemos uma nova versão, mas em conformidade

com o espírito e filosofia inicial de Weyl, a qual denominamos Teoria Gravitacional Invari-

ante de Weyl. Nesta nova versão, é possível implementar o acoplamento da geometria com a

matéria, levando ao conjunto completo de equações de campo. Como vimos, isso é realizado

utilizando um novo conceito de métrica invariante. Além disso, argumentamos que a eletro-

dinâmica obtida originalmente por Weyl não coincide com a eletrodinâmica de Maxwell, mas

sim uma eletrodinâmica de Proca, na qual o campo vetorial massivo passa a ser entendido

como possuindo uma natureza puramente geométrica.

Investigamos, como uma aplicação das equações de campo da Teoria Gravitacional

Invariante de Weyl, uma solução aproximada no regime de campo fraco, que apresenta uma

grande semelhança com o estudo realizado por [110] ao investigar a interação gravitacional
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do campo de Proca no espaço-tempo de Reissner-Nordström-de Sitter. Portanto, de certa

forma, podemos dizer que a 1-forma de Weyl efetivamente se comporta como um campo de

Proca. Em outras palavras, a descrição do campo de Proca geométrico na teoria invariante de

Weyl mostra-se, de certo modo, consistente com a teoria de Proca no contexto da relatividade

geral. O grande diferencial é que, neste caso, esse campo passa a ter uma origem puramente

geométrica.

Seguindo ainda a perspectiva de análise de campo fraco, investigamos a propagação

de ondas gravitacionais no contexto dessa nova teoria de gravidade modificada. No âmbito

dessa teoria, as equações linearizadas (4.19) e (4.20), tomadas em conjunto, descrevem a

propagação de perturbações na geometria do espaço-tempo. Em particular, a equação (4.20)

revela que, no regime de campo fraco, o campo de Weyl se comporta como uma onda de

Proca que se propaga livremente. Esse campo não interage diretamente com os campos da

matéria, exceto gravitacionalmente e de maneira indireta, deixando um traço na métrica via

equação de campo (4.19). Assim, uma possível maneira de detectar esse campo seria por

meio do estudo do seu efeito gravitacional (semelhante à matéria escura). Esse efeito pode

ser melhor compreendido em análises futuras da equação (4.19), dada a presença do tensor

momento-energia de Weyl que funciona como uma fonte para as perturbações do campo

métrico, mesmo no vazio.

Gostaríamos de ressaltar que, no contexto da teoria aqui examinada, a detecção quase

simultânea de ondas gravitacionais e ondas de Weyl-Proca não ocorreria, em princípio, a

menos que houvesse frequências muito grandes destas últimas. Isso se deve ao fato de que

as ondas do tipo Proca não se propagam à velocidade da luz, devido à presença do termo de

massa em sua equação de movimento.

Deve-se notar também que tanto o tensor momento-energia T (P )αβ do campo de Weyl-

Proca quanto o tensor momento-energia da matéria T (m)αβ são conservados separadamente, o

que significa que o campo de Weyl-Proca não interage com a matéria. Esta é uma caracte-

rística interessante para um candidato à matéria escura.

Nesta perspectiva, por fim, investigamos as condições sob as quais o campo de Weyl

poderia ser responsável pela matéria escura observada no Universo. Para isso, assumimos
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a existência de um gás de partículas de Weyl-Proca em um estado de condensado de Bose-

Einstein e investigamos seu comportamento em larga escala. Os resultados obtidos mostram

que o modelo com a presença do campo Weyl é compatível com o modelo cosmológico padrão

até a ordem de H2/m2 na era dominada por matéria.

Verificamos que, para uma massa suficientemente alta, o estresse de cisalhamento e

a pressão anisotrópica tornam-se desprezíveis, mesmo quando o campo está em um estado

clássico com polarização bem definida, sendo compatível com o baixo grau de anisotropia

observado na radiação cósmica de fundo (CMB), δT /T ∼ 10−5 [139]. Além disso, encontra-

mos que, sob a condição m≫ H, o condensado de Weyl-Proca se comporta como um fluido

sem pressão, como se espera de um candidato à matéria escura. Por outro lado, a suposição

de que o condensado de Weyl-Proca corresponde a todo o conteúdo de matéria escura do

Universo impõe restrições para essa proposta. Nesse caso, é necessário que a massa e a am-

plitude presente do campo satisfaçam determinadas condições. A amplitude está relacionada

à abundância das partículas de Weyl-Proca produzidas no Universo primordial, que, por sua

vez, está conectada com o processo de geração das partículas Weyl nas primeiras fases do

Universo. Estimar essas quantidades constitui um aspecto importante para esta proposta,

exigindo, portanto, investigações adicionais.
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