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Resumo

Neste trabalho, consideramos alguns problemas relacionados aos germes de aplica-
ções de gráfico refletido f , de (Cn,0) em (Cn+1,0). Uma aplicação de gráfico refletido
é um caso particular de aplicação de reflexão, definida como a composição entre a apli-
cação de órbita de um grupo de reflexão G sobre Cn+1 com um mergulho de Cn em
Cn+1. Apresentamos, neste trabalho, uma descrição da matriz de apresentação de f⋆On
como um On+1-módulo via f , em termos da ação do grupo de reflexão G associado.
Como consequência, fornecemos também uma equação para a imagem de f , novamente
em função da ação de G. Além disso, apresentamos limites superior e inferior para a
multiplicidade da imagem de f , acompanhados de algumas aplicações. Por fim, intro-
duzimos uma nova classe de germes de aplicações, denominada “germes de aplicações
2m-diedrais” e, aplicamos os resultados obtidos para estudar esta classe de aplicações.

Palavras-chave: Aplicação de reflexão. Grupo de reflexão. Matriz de apresentação.



Abstract

In this work, we consider some problems related to germs of reflected graph maps
f , from (Cn,0) to (Cn+1,0). A reflected graph map is a particular case of a reflection
map, defined as the composition of the map induced by the action of a reflection group
G on Cn+1 with an embedding of Cn into Cn+1. In this work, we present a description of
the presentation matrix of f⋆On as an On+1-module via f , in terms of the action of the
associated reflection group G. As a consequence, we also provide a defining equation
for the image of f , again in terms of the action of G. Moreover, we present upper
and lower bounds for the multiplicity of the image of f , along with some applications.
Finally, we introduce a new class of map germs, called “2m-dihedral map germs” and
we apply the results obtained to study this class of maps.

Keywords: Reflection map. Reflection group. Presentation matrix.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• G denota um grupo de reflexão;

• x = (x1, ..., xn) denota as variáveis na fonte;

• X = (X1, ...,Xn, Z) denota as variáveis na meta;

• S ∶= C[x1, ..., xn];

• ρ denota um mergulho;

• w1, ...,wn denota os polinômios invariantes geradores da álgebra de invariantes de
G;

• w = (w1, ...,wn) é a aplicação de órbita de G;

• F = ⟨w1, ...,wn⟩ é o ideal gerado pelos invariantes do grupo G;

• di denota os graus dos polinômios invariantes wi;

• g1, g2, ..., gd denota os elementos de G, onde g1 = Id, isto é, g1 é a matriz identi-
dade;

• ζ é um raiz m-ésima primitiva da unidade;

• λ = (α −ZId) denota a matriz de apresentação de f⋆On como um On+1-módulo;

• E denota a matriz de autovetores associada a α;

• A denota a matriz de autovalores associada a α;

• AZ ∶= (A −ZId);

• F (X , Z) denota uma equação para a imagem de uma aplicação de gráfico refle-
tido;

• LHi
denota a equação de um hiperplano refletor Hi de G;

xi



• hi ∶= gi●h denota a ação de gi ∈ G sobre um polinômio h;

• qd−k são polinômios simétricos nas variáveis h1, h2, ..., hd, onde hi ∶= gi●h;

• D(f) denota o espaço de pontos duplos de f ;

xii



Introdução

Neste trabalho, investigamos alguns problemas relacionados a aplicações de refle-
xão de Cn em Cn+1. Essas aplicações surgiram recentemente na literatura e têm se
mostrado um tema promissor dentro da teoria de singularidades, apresentando propri-
edades interessantes e problemas desafiadores a serem explorados. As aplicações de
reflexão foram introduzidos por Peñafort Sanchis em [34], onde são discutidos diversos
problemas relevantes, como a Conjectura de Lê, cruzamentos normais e obstruções para
determinação A-finita e A-estabilidade. Além disso, essas aplicações foram utilizadas
para construir o primeiro contraexemplo conhecido para a conjectura de Ruas ([38],
veja também [44]). Para compreender o que é uma aplicação de reflexão, começaremos
introduzindo brevemente alguns conceitos e notações preliminares.

Seja GL(Cp) o grupo de todas as transformações lineares invertíveis de Cp em Cp

(conhecido como grupo linear geral) e, U(Cp) o grupo dos automorfismos unitários
de Cp. Uma reflexão em Cp é uma aplicação linear g ∶ Cp Ð→ Cp que é unitária,
possui ordem finita (como elemento de GL(Cp)) e cujo conjunto de pontos fixados
pela ação de g tem dimensão p − 1. Um subgrupo finito G de U(Cp) é chamado de
grupo de reflexão unitário se é gerado por reflexões. Os grupos cíclicos Zd e os grupos
diedrais D2m são exemplos típicos de grupos de reflexão (desde que considerados com
representações apropriadas emGL(Cp)). Há uma teoria vasta e bem desenvolvida sobre
grupos de reflexão, mas neste trabalho abordaremos apenas os conceitos necessários
para a obtenção dos resultados. Uma referência geral sobre o tema é [20] (veja também
[17]), onde o leitor poderá encontrar uma descrição detalhada dos grupos de reflexão,
bem como a classificação dos grupos de reflexão irredutíveis, realizada por Shephard e
Todd em 1954 (veja [42]). Em poucas palavras, uma aplicação de reflexão f ∶ Cn Ð→ Cp

é definida por Peñafort Sanchis em [34] simplesmente como a composição da aplicação
de órbita w ∶ Cp Ð→ Cp de um grupo G com um mergulho ρ ∶ Cn ↪ Cp, ou seja, f = w○ρ
(veja Figura 1).
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Figura 1: A singularidade C5 vista como uma aplicação de reflexão

Destacamos que, de acordo com Peñafort Sanchis, a formulação precisa da definição
de aplicação de reflexão é atribuída a Fernández de Bobadilla. Uma aplicação de gráfico
refletido é um caso particular de aplicação de reflexão. Esse tipo de aplicação também
foi introduzido por Peñafort Sanchis em [34] e desempenha um papel fundamental na
teoria das aplicações de reflexão. Por exemplo, Peñafort Sanchis demonstra que, sob
certas hipóteses, todo germe de aplicação de reflexão é A-equivalente a um germe de
aplicação de gráfico refletido (veja [34, Prop. 3.2]).

Seja h ∶ Cp Ð→ Cr uma aplicação holomorfa qualquer e G um grupo de reflexão
agindo sobre Cp. Em poucas palavras, uma aplicação de gráfico refletido (w,h) ∶
Cp Ð→ Cp+r é a aplicação de reflexão obtida a partir do mergulho dado pelo gráfico de
h, isto é, x z→ (x,h(x)), fazendo com que a ação de G seja sobre Cp ×Cr, agindo de
forma trivial no segundo fator.

O objetivo deste trabalho é estudar alguns problemas relacionados a germes de
aplicações de gráfico refletido de (Cn,0) para (Cn+1,0), onde h é um germe de aplicação
de (Cn,0) para (C,0).

Para fundamentar a compreensão dos problemas abordados, o Capítulo 1 deste
trabalho apresenta os principais conceitos e definições relacionados à teoria de singula-
ridades, topologia e geometria algébrica, que serão necessários ao longo dos próximos
capítulos. No Capítulo 2, abordaremos os grupos e aplicações de reflexão. Antes de
introduzirmos os problemas centrais deste estudo, analisaremos alguns casos históricos
relevantes.

A classe mais simples de exemplos de aplicações de gráfico refletido são as aplicações
de dobra (fold maps). Um exemplo clássico de aplicações de dobra é a singularidade
C5 da lista de Mond (veja [31]), definida por f(x, y) = (x, y2, xy3 − x5y) (veja a Figura
1). Historicamente, as aplicações de dobra são os primeiros exemplos de aplicações de
reflexão encontrados na literatura. Os pioneiros no estudo desse tema foram Bruce,
em 1984 (veja [1]) e, Mond, em 1985 (veja [30]). Um germe de aplicação de dobra
f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) é um germe de aplicação de gráfico refletido no qual ρ ∶ (C2,0) ↪
(C3,0) é dado por ρ(x, y) = (x, y, h(x, y)) e w ∶ (C3,0) Ð→ (C3,0) é a aplicação órbita
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do grupo G0 ×Z2 ×G0 ≃ Z2, onde G0 é o grupo trivial, e w(x, y,Z) = (x, y2, Z).
Mais tarde, em 2008, Marar e Nuño-Ballesteros introduziram, em [24], as aplicações

de dobra dupla (double fold maps). Essas aplicações são semelhantes as aplicações de
dobra, mas, nessa classe, a aplicação de órbita w correspondente ao grupo Z2 × Z2, é
w(x, y,Z) = (x2, y2, Z) e a aplicação f = w○ρ assume a forma f(x, y) = (x2, y2, h(x, y)).
Um estudo detalhado sobre as aplicações de dobra dupla pode ser encontrado em [35]
(veja também [39]). Um exemplo típico de germe de aplicação de dobra dupla é dado
por f(x, y) = (x2, y2, x3 + y3 + xy) (veja a Figura 2).

Figura 2: Aplicação de reflexão f(x, y) = (x2, y2, x3 + y3 + xy).

Note que a imagem da aplicação f acima é uma superfície singular em C3. Se
(X,Y,Z) denota um sistema de coordenadas em C3, então uma equação que define a
imagem de f é:

X2Y 2−2XY Z2+Z4−2X4Y −2XY 4−8X2Y 2Z−2X3Z2−2Y 3Z2+X6−2X3Y 3+Y 6 = 0. (1)

Vale destacar que determinar uma equação para a imagem de um germe de aplicação
não é, em geral, uma tarefa simples. Nesse contexto, seja G um grupo de reflexão
agindo em Cn ×C de forma trivial no segundo fator, por meio da aplicação de órbita
w = (w1, ...,wn, Z). Seja h ∶ (Cn,0) → (C,0) uma função holomorfa. Considere um
germe de aplicação de gráfico refletido

f ∶ (Cn,0) → (Cn+1,0), f(x) = (w1(x), ...,wn(x), h(x)),

onde x = (x1, x2, . . . , xn). A ação de G em Cn ×C induz, por sua vez, uma ação no anel
dos polinômios C[X1, . . . ,Xn, Z]. Dessa forma, uma pergunta natural que surge nesse
contexto é:

Questão 1: Como podemos descrever uma equação para a imagem de

um germe de aplicação de gráfico refletido f de (Cn,0) em (Cn+1,0) em

termos da ação de G sobre h?
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Antes de tratarmos uma estratégia para resolver a Questão 1, faremos uma breve
descrição do estado da arte relacionado a esse problema. Quando n = 2, uma equação
para a imagem de uma aplicação de reflexão é descrita em [2] no caso do grupo cíclico
Zd (com d ≤ 4) e para o grupo Z2 ×Z2. Em [44, Cap. 4] são considerados os casos dos
grupos Z2 × Z3, Z3 × Z5 e Z4. No entanto, apesar de equações para a imagem serem
descritas nesses trabalhos, nenhum dos métodos utiliza de forma explícita a ação do
grupo G sobre h para a descrição de tal equação.

Também no caso em que n = 2, Marar e Nuño-Ballesteros apresentam uma equação
para a imagem de f no caso do grupo Z2×Z2 (veja a demonstração de [24, Prop. 3.1]). A
técnica utilizada por eles consiste em considerar o fato de que podemos considerar f∗On
como um On+1-módulo, via f , onde On denota o anel de séries convergentes em uma
vizinhança da origem em Cn. Em seguida, utilizando o algoritmo de Mond-Pellikaan
(veja [29]), determinam uma matriz de apresentação para f∗O2 e, então, encontram
uma equação para a imagem como o ideal de Fitting F0 de f∗O2, que é, nesse caso,
simplesmente o determinante da matriz de apresentação de f∗O2. Por exemplo, uma
matriz de apresentação para f∗O2, onde f é definida por f(x, y) = (x2, y2, x3 + y3 + xy)
(em relação à base 1, x, y, xy) é dada por

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z X Y 1

X2 −Z X Y

Y 2 Y −Z X

XY Y 2 X2 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Note que a equação para f = (x2, y2, x3 + y3 + xy) descrita na Equação 1 é precisa-
mente o determinante da matriz M acima. Assim, uma questão natural nesse contexto
é:

Questão 2: Seja f(x) = (w(x), h(x)) um germe de aplicação de gráfico

refletido, como na Questão 1. Como podemos descrever a matriz de

apresentação para f∗On em termos da ação de G sobre h?

Note que encontrar a matriz de apresentação para f∗On pode não ser uma tarefa
simples. Para os cálculos, pode-se utilizar o software Singular [7] e a implementação
do algoritmo de Mond e Pellikaan fornecida por Hernandes, Miranda e Peñafort Sanchis
em [16]. No entanto, dependendo da complexidade de f , mesmo com o auxílio de um
computador, os cálculos podem levar dias e, em alguns casos, não podem ser concluídos
devido à limitação de memória do sistema. Este é o caso, por exemplo, de aplicações
cujas funções coordenadas possuem uma multiplicidade elevada.

As respostas para ambas as questões (1 e 2) são apresentadas no Capítulo 3 deste
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trabalho. Para a Questão 2, descrevemos a matriz de apresentação de f∗On essencial-
mente como o produto de três matrizes, cujas entradas dependem da ação de G sobre
h (veja Teorema 3.2). Ressaltamos que um fato importante de se obter uma matriz
de apresentação de f∗On é o fato de que os ideais de Fitting fornecem uma estrutura
analítica conveniente não apenas para a imagem de f , mas também para a imagem dos
pontos múltiplos (na fonte) Dk(f) de f (veja [29]).

Para a Questão 1, consideramos um grupo de reflexão G de ordem d e uma aplica-
ção de gráfico refletido f(x) = (w(x), h(x)) conforme descrito anteriormente. Assim,
apresentamos o seguinte resultado (veja Teorema 3.6).

Teorema 1 Uma equação F = 0 para a imagem de f(x) = (w(x), h(x)) (dada pelo
ideal de Fitting F0 da matriz de apresentação f∗On) é fornecida pela seguinte soma
alternada:

F (X1, ...,Xn, Z) = Zd −Qd−1Z
d−1 +Qd−2Z

d−2 +⋯ + (−1)d−1Q1Z + (−1)dQ0. (2)

A descrição de Qd−k no Teorema 1 é dada em termos do polinômio G-invariante
qd−k(x1, ..., xn) o qual pode ser visto como um polinômio simétrico nas variáveis
h1, h2, ..., hd, onde hi denota a ação do elemento gi de G sobre h (veja Lema 3.5).
Ressaltamos que outra forma de se obter uma equação para a imagem de uma apli-
cação de reflexão foi apresentada recentemente em [3], utilizando seções da aplicação
órbita, técnica esta distinta da utilizada neste trabalho.

Como corolário do Teorema 1, no Capítulo 4 obtemos uma estimativa superior
para a multiplicidade de f , onde f é um germe de aplicação de gráfico refletido. Mais
precisamente, escrevemos:

F = Fm + Fm+1 +⋯ + Fk +⋯

onde cada Fk é um polinômio homogêneo de grau k e Fm ≠ 0. O inteiro m é chamado
de multiplicidade de V(F ) na origem e é denotado por m(V(F ),0). Se X = V(F ),
então m(X,0) é definida como sendo m(V(F ),0). Note que, pela Equação (2) no
Teorema 1 obtemos como corolário que m(f(Cn),0) ≤ d, onde d é a ordem do grupo de
reflexão G. Agora, considere um germe de aplicação de reflexão (não necessariamente
de gráfico refletido) f ∶ (Cn,0) → (Cn+1,0). Uma pergunta natural é

Questão 3: Qual pode ser o maior valor da multiplicidade da imagem de

f? Em outras palavras, existe um limite superior para a multiplicidade

da imagem de uma aplicação de reflexão?
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No Capítulo 4 deste trabalho, apresentamos uma resposta para a Questão 3. Or-
denando os graus na forma d1 ≤ d2 ≤ ⋯ ≤ dn+1, mostramos (veja Teorema 4.2) que

d1d2 ⋅ ... ⋅ dn ≤m(f(Cn),0) ≤ d2d3 ⋅ ... ⋅ dn+1.

Ainda no Capítulo 4, como uma aplicação dos resultados obtidos neste trabalho, no
caso de germes de aplicações de gráfico refletido, apresentamos uma nova demonstração
de uma equação que define a hipersuperfície de pontos duplos de f , originalmente obtida
por Borges Zampiva, Peñafort Sanchis, Oréfice Okamoto e Tomazella em [3, Teo. 5.2].

Em [24, Teo. 3.4], Marar e Nuño-Ballesteros trabalhando com aplicações de reflexão
com o grupo de reflexão Z2 × Z2 mostraram que não existem germes de aplicações de
dobra dupla finitamente determinados e quasihomogêneos (com pesos distintos). No
Capítulo 4 estendemos esse resultado para o grupo Zr × Zs, com r, s ≥ 2 (veja Lema
4.6).

Posteriormente, estudamos a existência de aplicações f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) fi-
nitamente determinadas de coposto 1, com n ≥ 3. Finalmente, na última seção do
Capítulo 4 discutimos sobre a topologia de um par de componentes de identificação
e construímos um exemplo de aplicação que não é A-equivalente a uma aplicação de
reflexão.

No Capítulo 5 introduzimos uma nova classe de germes de aplicações, denominada
“germes de aplicações 2m-diedrais”. Apresentamos explicitamente a matriz de apre-
sentação de f∗O2, bem como uma equação para a imagem de um germe de aplicação
6-diedral e uma equação para a curva de pontos duplos associada a essa classe de apli-
cações (veja Proposição 5.2). Além disso, incluímos a matriz de apresentação para a
aplicação 8-diedral e exemplificamos aplicações finitamente determinadas dentro dessa
classe. Concluímos este capítulo com uma breve discussão sobre possíveis desenvolvi-
mentos futuros.

Encerramos este trabalho com dois apêndices, A e B. No Apêndice A, descrevemos
os geradores e as aplicações de órbita dos grupos de reflexão, nomeadamente, Zn ×Zm,
D2m e Gi com i = 4,5, ...,22. Esses grupos pertencem à classificação de Shephard e
Todd (veja [42]). Por fim, no Apêndice B, com base nas matrizes apresentadas no
Apêndice A, apresentamos uma implementação dos resultados obtidos no Singular.

Os resultados desta tese foram apresentados em dois artigos [11] e [12], dos quais o
primeiro foi submetido para publicação e o segundo está em desenvolvimento.
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Capítulo 1

Resultados preliminares

Neste capítulo relataremos conceitos e resultados básicos que serão utilizados ao
longo dos próximos capítulos. Dentre eles, destacamos: a noção de germe de uma
aplicação f entre espaços topológicos e o algoritmo do Mond e Pellikaan para construção
de uma matriz de apresentação, ferramenta essencial no Capítulo 3, onde construiremos
uma matriz de apresentação (veja Teorema 3.2) para germes de aplicações de gráfico
refletido (veja Definição 2.6). Além disso, introduziremos conceitos e resultados sobre
o espaço de pontos duplos que serão relevantes para uma das aplicações discutidas
no Capítulo 4 (veja Proposição 4.3). As principais referências que fundamentam este
capítulo são [28], [29] e [31].

Cabe ressaltar que assumiremos que o leitor tenha familiaridade com noções básicas
de topologia, geometria algébrica e teoria das singularidades.

1.1 Germes de espaços analíticos

Para compreendermos melhor as propriedades locais de aplicações entre espaços
topológicos, vamos introduzir a noção de germe de uma aplicação f ∶ X Ð→ Y , consi-
derando um subconjunto S ⊂X. Como referência, seguimos [28].

Definição 1.1. Sejam X,Y espaços topológicos e seja S ⊂X.

1. Sejam f1 ∶ U Ð→ Y e f2 ∶ V Ð→ Y aplicações, onde U e V são vizinhanças abertas
de S em X. Dizemos que f1 e f2 possuem o mesmo germe em S, se existe um
vizinhança W ⊂ U ∩ V de S em X tal que f1 e f2 coincidem em W , isto é,
f1 ∣W= f2 ∣W .

2. Dizemos que dois subconjuntos X1 e X2 tem o mesmo germe em S se existe uma
vizinhança U de S em X tal que X1 ∩U =X2 ∩U . Um germe de um subconjunto
de X em S é uma classe de equivalência de subconjuntos sob esta relação.

7
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3. Denotamos um germe em S de uma aplicação f ∶ U Ð→ Y por

f ∶ (X,S) ou

(Y,T ), se f(S) ⊂ T ⊂ Y

Y

Dado um germe de aplicação f ∶ (X,S) Ð→ Y , cada aplicação f ∶ U Ð→ Y da
classe de equivalência correspondente é chamado um representante. Analoga-
mente, o germe em S de um subconjunto X1 de X é denotado por (X1, S) e
cada X1 da classe de equivalência correspondente é chamado um representante
do germe conjunto.

Apresentamos a seguir um teorema clássico frequentemente utilizado na teoria de
singularidades e, pode ser encontrado, por exemplo, em [15].

Teorema 1.1. O anel On dos germes de funções holomorfas de n variáveis na ori-
gem é isomorfo ao anel de séries complexas de potências convergentes em n variáveis
C{x1, ..., xn} centradas na origem.

Outra noção fundamental na teoria de singularidades é o conceito de espaço analí-
tico.

Definição 1.2. Sejam U ⊂ Cn, onde U é uma vizinhança aberta de 0 em Cn.

(a) Um espaço analítico é um conjunto fechado X ⊂ U com a propriedade de que
para todo ponto p ∈ U , existe uma vizinhança aberta Up de p em U e um número
finito de funções holomorfas fp1 , ..., fpk definidas em Up tais que

X ∩Up ∶= {x ∈ Up ∶ fp1(x) = ⋯ = fpk(x) = 0}.

Usamos a notação V(fp1 , ..., fpk) ∶= {x ∈ Up ∶ fp1(x) = ⋯ = fpk(x) = 0}, para
denotar os conjunto de zeros de fp1 , ..., fpk em Up.

(b) Seja I = (f1, ..., fs) ⊂ On um ideal, onde cada fi está definida em U . Definimos o
germe de espaço analítico (X,0) como

(X,0) ∶= (V(I),0).

Note que (V(I),0) = ⋂si=1(V(fi),0) = ⋂si=1({p ∈ U ∣ fi(p) = 0},0).

8
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(c) Seja (X,0) ⊂ (Cn,0) um germe de espaço analítico. Definimos o ideal I(X,0) de
(X,0) como

I(X) ∶= {f ∈ On ∣ (X,0) ⊂ (V(f),0)}.

(d) Dizemos que um germe de espaço analítico (X,0) é irredutível quando para quais-
quer germes de espaços analíticos (X1,0) e (X2,0) tais que X = X1⋃X2, então
X =X1 ou X =X2.

Proposição 1.2. ([18]) Seja (X,0) um germe de espaço analítico, então existem um
inteiro positivo r e X1, ...,Xr germes de espaços analíticos irredutíveis em torno de 0,
com Xi não contido em Xj, para todo i ≠ j, tais que X = X1⋃⋯⋃Xp. Os germes
de espaço analítico (Xi,0) são unicamente determinados, a menos da ordem, e são
chamados de componentes irredutíveis de (X,0).

Exemplo 1.1. Considere os germes de espaço analítico (X1,0) = V(xy) e (X2,0) =
V(x2 − y3) onde (x, y) é o sistema de coordenadas canônico de C2. O germe X1 é um
germe de espaço analítico formado por duas retas que se intersectam na origem e X2 é
conhecido como a cúspide. As componentes irredutíveis de X1 são V(x) e V(y).

x

y

V (xy)

Não irredutível

x

y

V (x2 − y3)

Irredutível

Figura 1.1: Germes de espaços analíticos V(xy) e V(x2 − y3).

Definição 1.3. Sejam (X,0) = V(I) ⊂ (Cn,0) e (Y,0) ⊂ (Cm,0) germes de espaços
analíticos.

(a) Dizemos que g ∶ (X,0) Ð→ (C,0) é um germe de função analítica se para algum
representante g ∶ AÐ→ C (que em geral, por abuso de notação também é chamado
de g), tem-se que g é a restrição de alguma aplicação analítica g ∶ Cn Ð→ C ao
conjunto aberto A.

9
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(b) Dizemos que φ = (f1, ..., fm) ∶ (X,0) Ð→ (Y,0) é um germe de aplicação analítica
se cada fi é um germe de função analítica. A aplicação φ ∶ (X,0) Ð→ (Y,0) é
chamada de isomorfismo se φ possui uma inversa analítica.

(c) Definimos o anel local de funções sobre (X,0) como

OX ∶= On/I.

(d) Definimos o germe de espaço analítico reduzido (Xred,0) como o germe dado por
(Xred,0) ∶=V(

√
I). Assim, o anel local de funções sobre (Xred,0) é dado por

OXred
∶= On/

√
I.

Definição 1.4. Seja φ ∶ (X,0) Ð→ (Y,0) uma aplicação entre germes de espaços
analíticos. Dizemos que φ é finita se existe um representante de φ que é uma aplicação
fechada e tal que para cada y ∈ Y , o conjunto φ−1(y) tem cardinalidade finita.

Exemplo 1.2. Considere a aplicação φ ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) definida por

φ(x, y) = (x, y2, xy).

Para verificar que φ é um germe de aplicação finita, é suficiente mostrar que o conjunto
φ−1(0,0,0) = {(0,0)} (localmente) (veja [18, Seção 3.4]). De fato,

φ−1(0,0,0) = {(x, y) ∈ C2 ∣x = 0, y2 = 0, xy = 0} = {(0,0)},

o que implica que φ é finita, pois φ−1(0,0,0) contém apenas a origem. Por outro lado,
consideremos a aplicação ψ ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) dada por

ψ(x, y) = (x,xy2, xy).

Neste caso

ψ−1(0,0,0) = {(x, y) ∈ C2 ∣x = 0, xy2 = 0, xy = 0} = {(0, y) ∈ C2},

assim ψ−1(0,0,0) = V(x), corresponde ao eixo y, o qual possui uma infinidade de
pontos. Assim, ψ não é um germe de aplicação finita.

1.2 Teoria de Singularidades

Nesta seção, daremos continuidade ao estudo dos germes de espaços analíticos, apre-
sentando definições fundamentais para a caracterização da A-equivalência entre dois
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germes. Também abordaremos os critérios que permitem identificar quando um germe
de aplicação é A-finitamente determinado. Posteriormente, enunciaremos o Teorema
do Critério geométrico de Mather-Gaffney, o qual fornece um critério geométrico para
a noção de determinação finita. Por fim, apresentamos a definição de pontos triplos e
do guarda-chuva de Whitney, além de discutir como esses invariantes analíticos podem
ser calculados.

Definição 1.5. (a) O grupo A é o grupo dos pares de germes de difeomorfismo
(φ,ψ), tais que φ ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn,0) e ψ ∶ (Cp,0) Ð→ (Cp,0).

(b) Dois germes f1, f2 ∶ (Cn,0) Ð→ (Cp,0) são A-equivalentes se existem germes de
difeomorfismos φ ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn,0) e ψ ∶ (Cp,0) Ð→ (Cp,0) tais que, o seguinte
diagrama

φ ψ

f1

f2

(Cn,0) (Cp,0)

(Cn,0) (Cp,0)

comuta.

Definição 1.6. (a) Dizemos que duas aplicações f1, f2 ∶ Cn Ð→ Cp tem o mesmo
k-jato em um ponto x ∈ Cn se f1(x) = f2(x) e as expansões em séries de Taylor
até ordem k (para algum sistema de coordenadas locais) jkf1(x) e jkf2(x) de f1
e f2 no ponto x coincidem.

(b) Um germe de aplicação f1 ∶ (Cn,0) Ð→ (Cp,0) é k-determinado se dado qualquer
germe f2 ∶ (Cn,0) Ð→ (Cp,0) com o mesmo k-jato de f em 0 ∈ Cn, tem-se que f2
é A-equivalente a f1. Um germe de aplicação é A-finitamente determinado se é
k-determinado para algum k.

Definição 1.7. Um desdobramento de um multigerme f ∶ (Cn, S) Ð→ (Cp,0) é um
multigerme

F ∶ (Cn ×Cr, S × {0}) Ð→ (Cp ×Cr,0)

da forma F (x, s) = (fs(x), s), com f0(x) = f(x). Dois desdobramentos F1 e F2 são
A-equivalentes se existem desdobramentos das aplicações identidades sobre Cn e Cp

Φ ∶ (Cn ×Cr, S × {0}) Ð→ (Cn ×Cr, S × {0})

11
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e
Ψ ∶ (Cp ×Cr,0) Ð→ (Cp ×Cr,0)

tais que o seguinte diagrama

Φ Ψ

F1

F2

(Cn ×Cr, S × {0}) (Cp ×Cr,0)

(Cn ×Cr, S × {0}) (Cp ×Cr,0)

comuta.

Definição 1.8. (a) Dizemos que um desdobramento F de f é trivial se F é A-
equivalente ao desdobramento constante I(x, s) = (f(x), s).

(b) Um multigerme f ∶ (Cn, S) Ð→ (Cp,0) é estável se todo desdobramento de f é
trivial.

(c) Uma aplicação finita f ∶ Cn Ð→ Cp é A-estável, se para todo y ∈ Cp, o multigerme
de f em f−1(y) é estável.

Finalmente, estamos em condições de enunciar um resultado clássico da teoria das
singularidades, o qual estabelece um critério geométrico fundamental para a caracteri-
zação da determinação finita.

Teorema 1.3. (Critério geométrico de Mather-Gaffney) Um germe de aplicação f ∶
(Cn,0) Ð→ (Cp,0) é finitamente determinado se, e somente se, para todo representante
f (de f) existe uma vizinhança U de 0 em Cn e uma vizinhança V de 0 em Cp, com
f(U) ⊂ V , tal que para todo y ∈ V − {0}, o conjunto S = f−1(y) ∩ ∑(f) é finito e
f ∶ (Cn, S) Ð→ (Cp, y) é estável, em que ∑(f) denota o conjunto singular de f .

Considere f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação finita. Pelo resultado de
Whitney [46], as singularidades estáveis nessas dimensões são guarda-chuva de Whitney,
pontos triplos e pontos duplos transversais (veja a Figura 1.2).
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A seguir, apresentamos a definição dos invariantes C(f) e T (f) utilizando uma
estabilização da aplicação f . A definição precisa de estabilização pode ser consultada
em [28, Definição 5.7].

Definição 1.9. Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação finitamente de-
terminado. Seja F (x, s) = (fs(x), s) uma estabilização de um germe de aplicação
f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) finitamente determinado e seja F ∶ U × T Ð→ C3 × T um bom
representante de F no sentido de [23], onde U e T são vizinhanças abertas de 0 em C2

e C, respectivamente, definimos

C(f) =#{guarda-chuvas de Whitney de fs} e T (f) =#{pontos triplos de fs}

para s ≠ 0.

A seguir, apresentamos o cálculo dos invariantes C(f) e T (f). O resultado utilizado
para esse fim pode ser encontrado em [32, Lema 2.4] e [29, Teorema 4.3].

Teorema 1.4. Os invariantes analíticos C(f) e T (f) podem ser calculados da seguinte
forma

C(f) = dimC
O2

Rf
e T (f) = dimC

O3

F2(f)
,

onde Rf é o ideal gerado pelos menores 2×2 da matriz jacobiana de f , conhecido como
ideal de ramificação de f e F2(f) denota o segundo ideal de Fitting de f∗O2, como um
O3-módulo via f (veja Seção 1.3 a seguir).

Exemplo 1.3. Considere o germe de aplicação f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) dado por

f(x, y) = (x, y2, x3y + y5).
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Temos que

C(f) = dimC
C{x, y}

⟨2y, x3 + 5y4,6x2y2⟩ = dimC
C{x}
⟨x3⟩ = 3.

Agora pelo algoritmo de Mond e Pellikaan, temos que a matriz de f⋆O2 é

λ[X,Y,Z] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−Z Y 2 +X3

Y 3 +X3Y −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Assim,
T (f) = dimC

O3

F2(f)
= dimC

O3

O3

= 0.

Portanto, concluímos que C(f) = 3 e T (f) = 0.

1.3 O algoritmo de Mond e Pellikaan

Esta seção tem como objetivo principal apresentar o algoritmo de Mond e Pellikaan,
utilizado para construir uma matriz de apresentação para germes de aplicações finitas.
Tal construção será fundamental para os resultados desenvolvidos no Capítulo 3, em
especial no Teorema 3.2, onde descrevemos uma matriz de apresentação para aplicações
de gráfico refletido, em termos da ação de um grupo de reflexão. Também faremos uma
breve definição dos ideais de Fitting [9]. As definições e conceitos abordados nesta seção
podem ser encontrados em [29] (veja também [28]).

Inicialmente, definimos o que é uma apresentação de um módulo.

Definição 1.10. Sejam R um anel e B um R-módulo. Uma apresentação de B é uma
sequência exata

Rh λÐ→ Rq ψÐ→ B Ð→ 0

de R-módulos. Quando esta sequência existe, dizemos que λ é uma matriz de apresen-
tação do módulo e o módulo B é dito módulo de apresentação finita.

Daremos início à construção da matriz de apresentação, conforme a referência [29]
(veja também [16]). Seja (X ,0) um germe de espaço Cohen-Macaulay (veja Seção 6.5
em [18]) de dimensão n, e seja

f ∶ (X ,0) Ð→ (Cn+1,0)

uma aplicação que satisfaz a seguinte condição adicional: seja f̃ ∶ (X ,0) Ð→ (Cn,0) o
germe obtido pela composição de f com a projeção (Cn+1,0) Ð→ (Cn,0) que ignora
a última coordenada; com isso, f̃ se torna um germe de aplicação finita (algo que é
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sempre possível graças ao Teorema da normalização de Noether (veja [8]), após uma
mudança de coordenadas).

Seja A = C[X,Z]⟨X,Z⟩ a localização no ideal maximal na origem do anel de polinô-
mios nas n + 1 variáveis X = X1,X2, ...,Xn e Z. Denotamos por Ã = C[X]⟨X⟩ e por
B = (C[x]/I)⟨x⟩, onde (X ,0) = V(I), com variáveis x = x1, ..., xℓ e assumimos que B é
um anel Cohen-Macaulay de dimensão n. A aplicação

Φ ∶ AÐ→ B

é um morfismo de anel local dado por Xi z→ fi, i = 1, ..., n e Z z→ fn+1 para algum
polinômio fj ∈ C[x]. Escreva

Φ̃ ∶ ÃÐ→ B

para o morfismo restrito e, suponha que B é minimamente gerado por r1, ..., rd como um
Ã-módulo. Como B é gerado por r1, ..., rd então existe αi,j ∈ Ã, 1 ≤ i, j ≤ d, satisfazendo
as equações

Zri =
h

∑
j−1
αi,jrj, para todo 1 ≤ i ≤ h. (1.1)

Seja λ ∶ Ad Ð→ Ad dado pela multiplicação pela matriz λ cujas entradas são

λi,j = αi,j − δi,jZ.

onde δi,j representa a função delta de Kronecker.
Se ψ ∶ Ad Ð→ B é o epimorfismo dado por ei Ð→ ri, onde ei ∈ Ad é o elemento cuja

única entrada diferente de zero é a da posição i, cujo valor é 1, então Im(λ) ⊆Ker(ψ)
segue da Equação (1.1). Mond e Pellikaan mostraram que, de fato, a sequência

Ah
λÐ→ Ah

ψÐ→ B Ð→ 0

é exata. Portanto, a matriz

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1,1 −Z α1,1 α1,2 ⋯ α1,d

α2,1 α2,2 −Z α2,3 ⋯ α2,d

α3,1 α3,2 α3,3 −Z ⋯ α3,d

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
αd,1 αd,2 αd,3 ⋯ αd,d −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
é uma matriz de apresentação para B.

A próxima definição é de grande importância para este trabalho, pois trata da noção
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dos ideais de Fitting [9].

Definição 1.11. Seja, R um anel e B um R-módulo finitamente apresentado (R um
anel comutativo com unidade) e seja

Rh λÐ→ Rq ψÐ→ B Ð→ 0

uma apresentação (ou seja, exata). O k-ésimo ideal fitting de B, Fk(B), é definido
como o ideal em R gerado por todos os (q − k) × (q − k) menores da matriz λ, para
q > k, k ≥ q − h. Fk(B) é definido como igual a R, para k ≥ q, e 0 para k < q − h.

Para ilustrar o algoritmo de Mond e Pellikaan, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.4. Considere f uma aplicação de (C2,0) em (C3,0) dada por

f(x, y) = (x2, y2, x3 + y3 + xy).

Seja A = C[X,Y,Z]⟨X,Y,Z⟩, Ã = C[X,Y ]⟨X,y⟩ e por B = C[x, y]⟨x,y⟩ e, considere o homo-
morfismos de aneis AÐ→ B dado por X z→ x2, Y z→ y2 e Z z→ x3 + y3 + xy.

Segue do Teorema da preparação de Weierstrass (veja Seção 3.2 em [18]) que O2

é um O3-módulo finito via f⋆. Assim, as classes de 1 = r1, x = r2, y = r3, xy = r4 em
C{x, y}
⟨x2, y2⟩ também geram f⋆O2 como um O3-módulo via f⋆. Considere w = (x2, y2),
assim segue da Equação 1.1 que

Zr1 = (x3 + y3 + xy) ⋅ 1 = 0 ⋅ r1 + x2 ⋅ r2 + y2 ⋅ r3 + xy ⋅ r4.
Zr2 = (x3 + y3 + xy) ⋅ x = x4 ⋅ r1 + 0 ⋅ r2 + x2 ⋅ r3 + y2 ⋅ r4.
Zr3 = (x3 + y3 + xy) ⋅ y = y4 ⋅ r1 + y2 ⋅ r2 + 0 ⋅ r3 + x2 ⋅ r4.
Zr4 = (x3 + y3 + xy) ⋅ xy = x2y2 ⋅ r1 + y4 ⋅ r2 + x4 ⋅ r3 + 0 ⋅ r4.

Assim, obtemos que

λ[X,Y,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z X Y 1

X2 −Z X Y

Y 2 Y −Z X

XY Y 2 X2 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

é uma matriz de apresentação de f⋆O2.
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1.4 O espaço dos pontos duplos

Nesta seção, com base em [31], descrevemos o conjunto de pontos duplos do germe
de aplicação f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cp,0), com n < p. Também apresentamos a definição de
componente de dobra e de identificação da curva de pontos duplos D(f) associadas a
uma aplicação f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0).

Seja f ∶ U Ð→ Cp uma aplicação holomorfa, onde U ⊂ Cn é um subconjunto aberto
e n < p. A seguir, definimos o conjunto de pontos duplos de f , denotado por D2(f).
Denotamos por ∆n e ∆p as diagonais de Cn ×Cn e Cp ×Cp, respectivamente, e pelos
ideais que definem esses esquemas, In, Ip. Escrevemos os pontos de Cn×Cn como pares
(x,x′). É claro que para cada i = 1, ..., p, temos

fi(x) − fi(x′) ∈ In,

assim existem αi,j, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n, tais que numa vizinhança de cada ponto em
U ×U ,

fi(x) − fi(x′) = ∑αi,j(x − x′)(xj − x′j).

Se f(x) = f(x′) e x ≠ x′, então claramente todo menor n × n da matriz α = [αi,j]
deve anular-se em (x,x′). Denotamos por Rn(α) o ideal em OC2n gerado pelos menores
n × n da matriz α.

Com base nas observações anteriores, podemos agora formalizar a definição do
espaço de pontos duplos de uma aplicação holomorfa.

Definição 1.12. Seja f ∶ U Ð→ Cp como acima. O espaço de pontos duplos de f é o
espaço complexo dado por

D2(f) =V((f × f)∗Ip +Rn(α)).

Note que, para um ponto (x, x′) fora da diagonal ∆n, o ideal

I2(f) = ((f × f)∗Ip +Rn(α)

é gerado pelas funções fi(x) − fi(x′). Além disso, a restrição de I2(f) à diagonal ∆n

coincide com o ideal gerado pelos menores n × n da matriz Jacobiana de f . Assim,
a interseção ∆n ∩D2(f) corresponde ao conjunto singular de f . Vejamos a Definição
1.13 do espaço de pontos duplos D2(f) no contexto de germes de aplicação.

Definição 1.13. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cp,0) um germe de aplicação finito, onde n ≤ p.
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(a) Vamos denotar por Ip e Rn(α) os talos do feixe em 0 de Ip e Rn(α). Tomando um
representante de f definimos o espaço de pontos duplos do germe de aplicação f como
o germe do espaço complexo

D2(f) ∶=V((f × f)∗Ip +Rn(α)).

(b) A projeção π ∶ (D2(f),0) Ð→ (Cn,0), dada por (x,x′) z→ x, é finita. O espaço
de pontos duplos D(f) é definido como a imagem de π com a estrutura analítica dada
pelo ideal de 0-Fitting de π∗OD2(f) (veja Definição 1.11), ou seja,

D(f) ∶=V(F0(π∗OD2(f))).

Quando consideramos f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) um germe de aplicação finita, ge-
nericamente 1-a-1, tem-se de acordo com [25], que D2(f) é Cohen-Macaulay e possui
dimensão n − 1. Além disso, D(f) é reduzido se, e somente se, D2(f) for reduzido e a
projeção p1 ∶D2(f) Ð→ (Cn,0) for genericamente 1-a-1.

Apresentamos agora um resultado fundamental para a determinação da equação da
hipersuperfície de pontos duplos de germes de aplicações finitos, conforme [36] (veja
também [2]).

Teorema 1.5. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) um germe de aplicação finito, de modo
que a imagem de f seja uma hipersuperfície com equação definidora dada pelos zeros
de F ∶ (Cn+1,0) Ð→ (C,0). Suponha ainda que f seja uma imersão de um subconjunto
de Cn de codimensão 2. Então, para algum germe de função holomorfa λ ∶ (Cn,0) Ð→
(C,0) temos λ∆i = ± ∂F∂xi (f), onde ∆i é o determinante da matriz obtida pela exclusão
da i−ésima linha da matriz Jacobiana f . Além disso, λ(x, y) = 0 é uma equação
definidora da hipersuperfície de pontos duplos D(f) ⊂ Cn.

Note que, pelo Teorema 1.5 se f é uma aplicação de gráfico refletido, então ∆i

coincide com o determinante da matriz jacobiana da aplicação de órbita. Agora consi-
dere Dk(f) o espaço de pontos múltiplos de f . Observamos, a partir do Corolário 1.6
(Teorema 9.5, [28]) que existe uma relação importante entre esses espaços quando f é
um germe de coposto 1 e A-finitamente determinado.

Corolário 1.6. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cp,0) um germe de aplicação finito de coposto 1.
Então os itens a seguir são equivalentes:

1. f é A-finitamente determinado.

2. Dk(f) é uma intersecção completa com singularidade isolada (ICIS) de dimensão
p − k(p − n), ou vazia, para todos os k tais que p − k(p − n) ≥ 0, e consiste no
máximo em {0} se p − k(p − n) < 0.
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1. Resultados preliminares

Apresentamos a seguir a definição de componente de dobra e de identificação da
curva de pontos duplos D(f) associadas a uma aplicação f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0), onde
f é um germe finitamente determinado. Essa definição foi introduzida por Silva em
[44].

Definição 1.14. Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação finitamente deter-
minado e considere a componente irredutível D(f)j da curva de pontos duplos D(f)
de f .

(a) Se a restrição f ∣D(f)j ∶D(f)j Ð→ C3 é uma aplicação genericamente 1-a-1, então
D(f)j é uma componente de identificação de D(f).

(b) Se a restrição f ∣D(f)j ∶D(f)j Ð→ C3 é uma aplicação genericamente 2-a-1, então
D(f)j é uma componente de dobra de D(f).

Em geral, note que se D(f)j ⊂ D(f) é de identificação, então existe D(f)i ⊂ D(f)
com i ≠ j que é também de identificação tal que f(D(f)i) = f(D(f)j), já que a restrição
de f a D(f) é genericamente 2-a-1.

Exemplo 1.5. Considere o germe de aplicação f dado por f(x, y) = (x, y2, x3y −xy5).
A curva de pontos duplos D(f) possui três componente irredutíveis, que são

D(f)1 =V(x), D(f)2 =V(x − y2) e D(f)3 =V(x + y2).

Note que D(f)1 é uma componente de dobra, enquanto D(f)2 e D(f)3 são componente
de identificação. Além disso,

f(D(f)1) =V(Z,X) e f(D(f)2) = f(D(f)3) =V(Z,X2 − Y 2).

Veja a seguinte ilustração.

Figura 1.2: Ilustração geométrica da imagem das componentes da D(f)
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Capítulo 2

Grupos e aplicações de reflexão

Neste capítulo, apresentamos a definição de grupos de reflexão, bem como os prin-
cipais resultados da teoria das aplicações de reflexão. Os conceitos e definições aqui
introduzidos são fundamentais para o desenvolvimento e a compreensão dos conteúdos
abordados nos capítulos seguintes. As principais referências que norteiam este capítulo
são [20] e [34], também utilizamos em menor grau a referência [40], [17], [19] e [14].

Iniciaremos com a definição de uma forma hermitiana definida positiva (também
conhecida como produto interno) em um espaço vetorial de dimensão finita sobre o
corpo dos números complexos C. Essa definição servirá de base para introduzirmos os
grupos de reflexão unitários, que são grupos gerados por reflexões unitárias.

Formas hermitianas

Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo dos complexos C. Recor-
damos ao leitor que uma forma hermitiana em V é uma aplicação

⟨−,−⟩ ∶ V × V Ð→ C

tal que
⟨v1 + v2,w⟩ = ⟨v1,w⟩ + ⟨v2,w⟩
⟨av,w⟩ = a ⟨v,w⟩
⟨v, aw⟩ = a ⟨v,w⟩
⟨v,w⟩ = ⟨w, v⟩

para todo v,w, v1, v2 ∈ V e a ∈ C. A forma hermitiana é positiva definida se ⟨v, v⟩ ≥ 0 e
⟨v, v⟩ = 0 se, e somente se v = 0.

Uma forma hermitiana positiva definida é também conhecida como um produto
interno. Por exemplo, se V tem uma base {e1, ..., en}, podemos definir uma forma
hermitiana positiva definida em V por

⟨u, v⟩ ∶= u1v1 + u2v2 +⋯ + unvn
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2. Grupos e aplicações de reflexão

onde u = u1e1 + u2e2 +⋯ + unen e v = v1e1 + v2e2 +⋯ + vnen.
Relembramos que uma base {e1, ..., en} para V é ortogonal se ⟨ei, ej⟩ = 0 para todo

i ≠ j e é ortonormal de adicionarmos a hipótese de que ⟨ei, ei⟩ = 1 para todo i.
Seja GL(V ) o grupo de todas as transformações lineares invertíveis em V . Um

subgrupo G de GL(V ) deixa a forma ⟨−,−⟩ invariante se

⟨g●v, g●w⟩ = ⟨v,w⟩ para todo g ∈ G e para todo v,w ∈ V .

Também dizemos que ⟨−,−⟩ é uma forma G-invariante. E, ainda que g ∈ GL(V ) é
unitário (ou uma isometria). Veremos no lema a seguir a relação entre um subgrupo
finito de GL(V ) e a existência de uma forma G-invariante.

Lema 2.1. [20, Lemma 1.3]. Se G é um subgrupo finito de GL(V ), então existe uma
forma hermitiana definida positiva G-invariante em V .

Seja M a matriz associada a g ∈ GL(V ) com respeito a uma base ortonormal de
V . Então g é unitário se, e somente se, M é uma matriz unitária, isto é, satisfaz
MM

t = Id, onde M
t
denota a transposta conjugada de M e Id, a matriz identidade.

Introduziremos agora a definição e alguns exemplos de grupos de reflexão.

2.1 Grupos de reflexão

Considere GL(Cp) o grupo de todas as transformações lineares invertíveis de Cp.
Seja Id o elemento identidade de GL(Cp). Uma representação linear de dimensão p de
um grupo G (onde o espaço de representação é GL(Cp)) é um homomorfismo

ψ ∶ GÐ→ GL(Cp).

Se ψ é uma representação de G, dizemos que G age em GL(Cp), e chamamos Cp de um
G-módulo. Dizemos que duas representações ψ ∶ G Ð→ GL(Cp) e φ ∶ G Ð→ GL(Cp),
ambas de dimensão p são ditas equivalentes, se existe uma matriz invertível r ∈ GL(Cp),
tal que, para todo g ∈ G

φ(g) = r−1ψ(g)r.

Para o leitor interessado na teoria de representações de grupos, recomendamos a exce-
lente referência [40].

A ação de um elemento g ∈ G sobre um vetor v ∈ Cp é definida por

gv ∶= ψ(g)v

e, usualmente, denotamos essa ação por g●v. Para g ∈ GL(Cp), definimos
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2. Grupos e aplicações de reflexão

Fixg ∶= {v ∈ Cp ∣ g●v = v},

isto é, Fixg é o conjunto dos pontos de Cp fixados pela ação de g.

Apresentamos a seguir a definição de uma reflexão em Cp.

Definição 2.1. Uma reflexão em Cp é uma aplicação linear g ∶ Cp Ð→ Cp, satisfazendo:

(i) g é unitária.

(ii) g tem ordem finita.

(iii) dimFix g = p − 1.

Considere U(Cp) o grupo de automorfismos unitários de Cp.

Definição 2.2. Um subgrupo finito G de U(Cp) é dito ser um grupo de reflexão se for
gerado por reflexões.

Se g é uma reflexão, o subespaço H ∶= Fixg é um hiperplano, chamado de hiper-
plano refletor de g.

Definição 2.3. Considere G um grupo de reflexão agindo em V e H1, ...,Hℓ seus
hiperplanos refletores. Definimos o posto de um grupo de reflexão como a dimensão do
complemento ortogonal do subespaço dos pontos fixados por G. Ou seja, dados ri ∈H⊥i
não nulos para todo i = 1, ..., ℓ, o posto de G é a dimensão do subespaço gerado por
r1, r2, ..., rℓ.

Corolário 2.2. [20, Corolário 1.26] Se V é um G-módulo irredutível1 e se (−,−) e
[−,−] são formas hermitianas G-invariante definidas positivas, então para algum nú-
mero complexo c > 0 temos (u, v) = c[u, v] para todo u, v ∈ V .

Observação 2.1. A frase “G é um grupo de reflexão unitário em V ”, indicará que G é
um grupo finito, gerado por reflexões em V . Do Lema 2.1, existe uma forma hermitiana
G-invariante positiva definida em V e segue do Corolário 2.2, que esta forma é única a
menos de uma constante positiva c.

É importante mencionar que a hipótese de queG seja finito na Definição 2.2 de fato é
necessária. Isto é, um subgrupo G de U(Cp) gerado por reflexões não é necessariamente
finito. Por exemplo, considere o grupo G = ⟨gk;k ≥ 2⟩, onde

gk =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 e
2πi
k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

1Um G-submódulo de V é um subespaço vetorial U tal que g●u ∈ U para todo g ∈ G e todo u ∈ U .
O G-módulo V é irredutível se 0 e V são seus únicos G-submódulos.
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2. Grupos e aplicações de reflexão

G é um subgrupo infinito de U(Cp) que é gerado por reflexões.
Vejamos a seguir um exemplo legítimo de um grupo de reflexão em GL(C2).

Exemplo 2.1. Considere as seguintes matrizes

g2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Note que g2 e g3 são reflexões de ordem 2 e geram um grupo de ordem 4, a saber, o
grupo Z2 ×Z2:

Id =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Observe que a ação de um grupo G em Cp induz naturalmente uma ação de G em
polinômios, como veremos na próxima definição.

Definição 2.4. Sejam g ∈ GL(Cp) e P ∈ S ∶= C[X1,X2, ...,Xp] um polinômio, definimos
a ação de g em P por

(g●P )(v) ∶= P (g−1(v)), para todo v ∈ Cp.

Exemplo 2.2. Considere S ∶= C[X1,X2], P =X i
1X

j
2 e

g =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1
0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

então a ação de g em S é dada por

g●(X i
1X

j
2) = P

⎛
⎝
g−1
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

X1

X2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
= P
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1
0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

X1

X2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
= P
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

X1 −X2

X2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
.

Portanto, g●(X i
1X

j
2) = (X1 −X2)iXj

2 .

Dizemos que P ∈ S é G-invariante se g●P = P para todo g ∈ G. A álgebra de
invariantes de G é a álgebra das funções polinomiais G-invariantes, isto é, denotado
por J ,

J ∶= SG = {P ∈ S ∣ g●P = P para todo g ∈ G}.

Agora, consideremos no exemplo a seguir, um grupo finito que não é um grupo de
reflexão, seja qual for a representação que consideremos em GL(Cp).
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2. Grupos e aplicações de reflexão

Exemplo 2.3. Considere o grupo dos quatérnios Q8, cujo geradores são

g2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

i 0

0 −i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Note que os polinômios x4 + y4 e x2y2 são invariantes sob a ação de Q8 e, geram a
álgebra de polinômios Q8-invariantes. Uma forma de obter polinômios invariantes para
um determinado grupo finitamente gerado (não necessariamente um grupo de reflexão)
é utilizar os programas Magma ou Singular (veja Apêndice A.2). Suponha que Q8 seja
um grupo de reflexão. Pelo Corolário 3.27 de [20], temos:

8 = ∣Q8∣ = dimC
C{x, y}

⟨x4 + y4, x2y2⟩ = 16,

o que é uma contradição. Portanto, Q8 não é um grupo de reflexão.
Outra forma de justificar que o grupo Q8 não é um grupo de reflexão é por meio

da classificação de grupos de reflexão de Shephard e Todd (veja [20] Teo. 8.29 e Teo.
1.27). Entre os grupos listados nessa classificação, observamos que Q8 não pode ser
nenhum dos grupos denotados por Gi (veja Apêndice A), pois o grupo de menor ordem
nessa família é o G4 que possui ordem 24.

Dessa forma, resta considerar se Q8 poderia ser um produto direto de grupos do
tipo G(m,p,n) (onde m,n e p são inteiros positivos com p ∣m). Como Q8 não é um
produto direto não trivial, a única possibilidade seria ele coincidir com algum grupo
G(m,p,n).

A ordem de G(m,p,n) é dada por
mn ⋅ n!
p

. Como Q8 tem ordem 8, deve-se ter

mn ⋅ n!
p
= 8, o que implica que n! ∣8. Assim, consideramos as possíveis opções para n:

● Para n = 1, obtemos o grupo cíclico de ordem m/p;

● Para n = 2, temos que
m2

p
= 4, o que admite duas soluções: G(2,1,2) e G(4,4,2).

No entanto, ambos os grupos são isomorfos ao grupo diedral de ordem 8 (veja
Exemplo 2.11 em [20]), e, portanto, não são isomorfos a Q8.

O Lema a seguir nos dá uma maneira de obter a ação de uma reflexão de G em um
elemento S e pode ser encontrado em [20, Lemma 3.17].

Lema 2.3. Se g é uma reflexão em GL(Cp) e se H ∶= Fixg é seu hiperplano refletor
(com H =KerLH), então para todo P ∈ S existe Q ∈ S tal que

g●P = P +LHQ.

Essa é uma ação linear que preserva o grau e a estrutura algébrica de S.

24



2. Grupos e aplicações de reflexão

Exemplo 2.4. Considere o grupo G = Z2×Z2, visto no Exemplo 2.1 e, P = x5−y3+xy.
Considere g2 o seguinte elemento do grupo

g2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Observe que g2 é um elemento de G que é reflexão. Assim, segue do Lema 2.3 que

g2●(x5 + y3 − xy) = x5 − y3 + xy + y ⋅Q.

Donde concluímos que Q = 2(y2 − x) ∈ S.

Segue do Lema 2.3 que se g é uma reflexão, então
P − g●P
LH

= −Q ∈ S. Assim,
podemos considerar o operador ∆gi ∶ S Ð→ S dado por

∆gi(P ) =
P − gi●P
LH

onde gi é uma reflexão de G. Este operador é também conhecido como Operador De-
mazure.

Considere agora o operador Av ∶ S Ð→ J , dado por

Av(P ) ∶= 1

∣G∣ (∑g∈G
g●P) . (2.1)

Este operador é também conhecido como Operador de Reynolds. É fácil ver que
Av(P ) ∈ J e que Av(P ) ou é 0 ou tem o mesmo grau de P . Além disso, para P ∈ J
temos Av(P ) = P e portanto Av2 = Av. Assim, Av é uma projeção de S em J . Na
verdade, uma afirmação um pouco mais forte é verdadeira, a saber, para P ∈ J e Q ∈ S
temos Av(PQ) = PAv(Q), assim Av é um homomorfismo de J-módulos.

Vejamos dois exemplos, no primeiro Av(P ) = 0 e no segundo Av(P ) ≠ 0.

Exemplo 2.5. Considere o grupo G = Z4 e P = xy + xy3 + y6. Os elementos do grupo
Z4 podem ser representados pelas seguintes matrizes

Id =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Observe que g−12 = g3 e g−14 = g4. Daí, g2●(P ) = P (g3(v)), g3●(P ) = P (g2(v)) e
g4●(P ) = P (g4(v)). Assim, fazendo a ação de cada elemento de G em P , temos
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2. Grupos e aplicações de reflexão

Id●(P ) = P (x, y) = xy + xy3 + y6

g2●(P ) = P (x, iy) = ixy − ixy3 − y6

g3●(P ) = P (x,−iy) = −ixy + ixy3 − y6

g4●(P ) = P (x,−y) = −xy − xy3 + y6

Assim, Av(P ) = 1

4
⋅ 0 = 0.

Exemplo 2.6. Considere o grupo G = D6 e P = x + x2 + y + y2 + y3. Considere os
seguintes elementos de D6:

Id =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ 0

0 ζ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ2 0

0 ζ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

g5 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 ζ

ζ2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g6 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 ζ2

ζ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Onde ζ = e 2πi
3 e ζ2 + ζ + 1 = 0, isto é, ζ é uma raiz primitiva da unidade de ordem 3.

Assim, fazendo a ação de cada elemento de G em P , temos

Id●P = x + x2 + y + y2 + y3.
g2●P = y + y2 + x + x2 + x3.
g3●P = w2x +wx2 +wy +w2y2 + y3.
g4●P = wx +w2x2 +w2y +wy2 + y3.
g5●P = wy +w2y2 +w2x +wx2 + x3.
g6●P = w2y +wy2 +wx +w2x2 + x3.

Daí, Av(P ) ∶= 1

6
(3x3 + 3y3) = 1

2
(x3 + y3). Onde x3+y3 é um dos polinômios invariantes

do grupo D6.

Agora observemos que para todo l, temos que o polinômio

Pl = (g1●P )l + (g2●P )l +⋯ + (gd●P )l (2.2)

é invariante. De fato, observe que para cada i ∈ {1, ..., d},

(gi●P )l = (gi●P ) ⋅ (gi●P )⋯(gi●P )´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
l−vezes

= gi●P ⋅ P⋯P´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
l−vezes

= gi●P l.
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2. Grupos e aplicações de reflexão

Assim, o polinômio da Equação (2.2) é igual ao polinômio

g1●P
l + g2●P l +⋯ + gd●P l. (2.3)

Portanto, Pl ∈ J .
Antes de introduzirmos a definição de aplicação de gráfico refletido, precisamos

definir a aplicação de órbita de um grupo G agindo em Cp.

Aplicação de órbita

Como foi mencionado em [34] a aplicação de órbita w de um grupo G agindo em
Cp determina uma maneira de “dobrar” Cp, colando uma órbita de G a um ponto.

Na Figura 2.1, apresentamos uma ilustração geométrica da aplicação de órbita,
utilizando como exemplo o grupo Z2 ×Z2. Ao tomarmos a imagem inversa w−1(w(v)),
obtemos a órbita de G em v. Denotamos essa órbita pelo conjunto Gv ∶= {g●v ∣ g ∈ G}.

● ●

●●

●

w

Idv = v
w(v)

w−1(w(v))

g2v

g3vg4v

Figura 2.1: Ilustração da aplicação de órbita de um grupo de reflexão.

Se G é um grupo de reflexão agindo sobre Cp então pelo Teorema de Shephard-
Todd (veja [42]) a álgebra das funções polinomiais G-invariantes J pode ser gerada por
p polinômios homogêneos.

Definição 2.5. A aplicação de órbita de um grupo de reflexão G é uma aplicação
w ∶ Cp Ð→ Cp, cujas funções coordenadas são polinômios homogêneos w1,w2, ...,wp em
S que geram J . Os graus d1,⋯, dp de G são os graus de w1,w2,⋯,wp, respectivamente.

A aplicação w é única a menos de transformações polinomiais invertíveis na meta
(veja Exemplo 2.8). Como trabalhamos com objetos que são invariantes sob tais trans-
formações, a escolha de w não importa. Desta forma, podemos por abuso de notação
chamar w de “a aplicação de órbita” de G. Além disso, é bem conhecido que os graus
de G não dependem da escolha do conjunto de geradores w1,⋯,wp para J .
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2. Grupos e aplicações de reflexão

Exemplo 2.7. Considere os geradores do grupo diedral D2m em GL(C2),

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

e
2πi
m 0

0 e−
2πi
m

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

A aplicação de órbita w ∶ C2 Ð→ C2 de D2m é dada por

(x, y) z→ (xm + ym, xy).

Exemplo 2.8. Considere no exemplo anterior m = 4, ou seja, o grupo diedral D8 em
GL(C2) gerado pelas seguintes matrizes

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

e
πi
2 0

0 e−
πi
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

cuja aplicação de reflexão é dada por w(x, y) = (x4 + y4, xy).
Podemos obter outra representação para o grupo D8, a qual denotaremos por D′8,

que é expressa por meio dos elementos a seguir (veja Exemplo 2.2, em [3])

Id =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g5 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1
−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

g6 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1
1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g7 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g8 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

A aplicação de órbita para o grupo diedral de ordem 8 com a representação acima
(D′8) é dada por w(x, y) = (x2 + y2, x2y2). As duas representações de D8 são represen-
tações equivalentes. De fato, considere a matriz r ∈ GL(C2)

r =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−i 1

1 −i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

é fácil verificar que g = r−1gir para todo g ∈ D8 e todo gi ∈ D′8.

Um dos resultados mais importantes sobre a aplicação de órbita é o Teorema de
Noether [33], o qual nos permite concluir que o conjunto w−1(w(v)) é a órbita de G
em v, i.e, o conjunto Gv ∶= {g●v ∣ g ∈ G}.

Teorema 2.4. [Noether] Para qualquer v ∈ Cp, w−1(w(v)) = Gv.

Observação 2.2. É importante mencionar que a definição de grupo de reflexão leva
em consideração a representação de G em GL(Cp). Isto é, não podemos dizer, por
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2. Grupos e aplicações de reflexão

exemplo, que o grupo cíclico Zd é de reflexão sem exibir uma representação de Zd em
GL(Cp) que o torna um grupo com tal propriedade. Por exemplo, o grupo cíclico Zd
gerado pela matriz

K =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 e
2πi
d

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

é um grupo de reflexão, visto que K é uma reflexão. Por outro lado, o grupo gerado
pela matriz

K
′ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e
2πi
d 0

0 (e 2πi
d )

k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

com mdc(k, d) = 1, é isomorfo a Zd, isto é; ⟨K ′⟩ ⊂ GL(C2) é uma outra representação
de Zd em GL(C2). Contudo, ele não é gerado por reflexões, portanto, ⟨K ′⟩ ≃ Zd não é
um grupo de reflexão.

Seja G um grupo de reflexão agindo em Cp. Para i = 1, ..., ℓ, denotamos por
Fix gi ∶= Hi todos os hiperplanos refletores de G, onde gi é uma reflexão de G. Seja
ei a ordem do grupo cíclico que fixa Hi e seja LH1 , ..., LHℓ

as formas lineares tais que
Hi ∶= KerLHi

. Uma relação importante entre a aplicação de órbita e as equações dos
hiperplanos refletores de G é dada pela proposição a seguir.

Proposição 2.5. [20, Th. 9.8] Para alguma constante não nula c temos que

det(jac(w)) = c
ℓ

∏
i=1
Lei−1Hi

,

onde jac(w) denota a matriz jacobiana da aplicação de órbita.

Observe que já definimos grupos de reflexão e aplicação de órbita de um grupo de
reflexão G agindo em Cp, ou seja, temos todos os ingredientes necessários para definir
o que são as aplicações de reflexão e seu caso particular que são aplicações de gráfico
refletido, nosso principal objeto de estudo.

2.2 Aplicações de reflexão

Definição 2.6. Seja G um grupo de reflexão agindo em Cp.

(a) Uma aplicação f ∶ Cn Ð→ Cp é dita de reflexão se f for dada pela composição de
um mergulho ρ ∶ Cn ↪ Cp com a aplicação de órbita w ∶ Cp Ð→ Cp de G, i.e., f = w ○ ρ.

(b) A aplicação de gráfico refletido é a aplicação (w,h) ∶ Cp Ð→ Cp+r, dada por f(x) =
(w(x), h(x)), com h ∶ Cp Ð→ Cr uma aplicação holomorfa.
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2. Grupos e aplicações de reflexão

A aplicação de gráfico refletido f = (w,h) é a aplicação obtida tomando como
mergulho o gráfico de h, dado por x z→ (x, h(x)), e deixando G agir em Cp × Cr,
trivialmente no segundo fator (uma extensão trivial da ação para Cp+r). Ao longo
deste trabalho vamos considerar aplicações de gráfico refletido somente no caso onde
r = 1 e p = n.

Exemplo 2.9. Considere a representação do grupo Z2 ⊂ GL(C2) dada por

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

A aplicação de órbita desse grupo é dada por w(x, y) = (x, y2). Assim, a aplicação f
de (C2,0) em (C3,0) dada por

f(x, y) = (x, y2, xy3 − x5y)

é um exemplo de aplicação de gráfico refletido, onde h(x, y) = xy3 − x5y.

Exemplo 2.10. Considere a representação do grupo de reflexão Z2 × Z2 ⊂ GL(C2)
dada por

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

A aplicação de órbita desse grupo é dada por w(x, y) = (x2, y2). Assim, a aplicação f
de (C2,0) em (C3,0) dada por

f(x, y) = (x2, y2, x3 + y3 + xy)

é um exemplo de aplicação de gráfico refletido, onde h(x, y) = x3 + y3 + xy.

2.3 Teorema de Gutkin

Esta subseção tem como objetivo apresentar o Teorema de Gutkin, que desempenha
um papel fundamental na demonstração de um dos principais resultados deste traba-
lho (veja Teorema 3.2). Nesse resultado, expressamos a matriz de apresentação para
aplicações de gráfico refletido f = (w,h) de (Cn,0) em (Cn+1,0), em termos da ação
do grupo de reflexão G sobre h.

Para introduzir o Teorema de Gutkin, apresentaremos algumas ferramentas preli-
minares necessárias. Seja S = C[x1, x2, ..., xn] e seja F = ⟨w1, ...,wn⟩ o ideal gerado
pelos polinômios invariantes básicos do grupo de reflexão G.
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2. Grupos e aplicações de reflexão

Suponha que ∣G∣ = d. Considere os polinômios homogêneos r1, r2, ..., rk cujos resí-
duos módulo F formam uma base para o quociente S/F . O corolário a seguir garante
que k = d.

Corolário 2.6. [20, Corolário 3.27] dimC S/F = ∣G∣.

Lema 2.7. [20, Lema 3.28] Sejam r1, r2, ..., rd polinômios homogêneos cujos resíduos
módulo F formam uma base para S/F . Então todo polinômio P ∈ S tem uma expressão
única da forma

P ∶= U1r1 +U2r2 +⋯ +Udrd, (2.4)

onde Ui ∈ J para todo i.

Assim, podemos escrever qualquer elemento em S como na expressão (2.4) acima.
Consideremos a seguinte matriz E com entradas dada pela ação do grupo G sobre

r1, r2, ..., rd, isto é,

E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g1●r1 g2●r1 ⋯ gd●r1

g1●r2 g2●r2 ⋯ gd●r2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
g1●rd−1 g2●rd−1 ⋯ gd●rd−1

g1●rd g2●rd ⋯ gd●rd

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
onde, g1, g2, ..., gd são elementos do grupo G. Denote det(E) = ∏M . Vejamos no
teorema a seguir uma expressão para o determinante de E em termos das equações dos
hiperplanos.

Teorema 2.8. [20, Teorema 10.13] (Teorema de Gutkin) Para qualquer G-módulo
M existe uma constante não nula c tal que ∏M = c∏ℓ

i=1L
C(H,M)
Hi

, onde C(H,M) =
1

2
∣G∣(ei − 1).

Portanto, o Teorema de Gutkin nos permite concluir que o determinante da matriz
E é expresso em termos das equações dos hiperplanos. Isto será útil no Teorema 3.2
deste trabalho.

Exemplo 2.11. Considere o grupo de reflexão G = Z3 ⊂ GL(C2). A aplicação de
órbita w ∶ C2 Ð→ C2 de Z3 é dada por w(x, y) = (x, y3). Assim, r1 = 1, r2 = y e r3 = y2.

Os elementos de Z3 em GL(C2) são dados pelas três matrizes a seguir

g1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

onde, ζ = e 2πi
3 . Considere a seguinte matriz
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2. Grupos e aplicações de reflexão

E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1

y ζy ζ2y

y2 ζ2y2 ζy2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

No Capítulo 3 deste trabalho, veremos que esta matriz está relacionada com a
matriz de apresentação de uma aplicação finita f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0). Também iremos
utilizar o Teorema de Gutkin fortemente para calcular determinantes de matrizes dessa
forma. Por exemplo,

det(E) = (−6ζ − 3)y3.

Vale ressaltar que neste exemplo não é difícil calcular o determinante de E, visto
que a matriz é de ordem 3 × 3, mas nos casos em que a ordem de E é extremamente
grande, o Teorema de Gutkin se mostra de grande importância.
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Capítulo 3

Matriz de apresentação e a equação

da imagem

Neste capítulo, descrevemos a matriz de apresentação de f∗On como um On+1-
módulo, via composição com f , onde f é um germe de aplicação de gráfico refletido
f ∶ (Cn,0) → (Cn+1,0), dado por f(x) = (w(x), h(x)). Notamos que nossa maneira
de construir a matriz de apresentação de f∗On depende apenas da ação de G sobre h.
Além disso, apresentamos uma equação para a imagem do germe de aplicação de gráfico
refletido f = (w,h), de (Cn,0) para (Cn+1,0), expressa em termos da ação do grupo de
reflexão G sobre h. Descrevemos os principais resultados deste capítulo também em
[11].

Antes de introduzir estes resultados, vamos introduzir algumas notações. Seja
G = {g1,⋯, gd} um grupo de reflexão de ordem d agindo em Cn. Adotaremos a notação
(w1,w2, ...,wn, Z) = (w, Z) para a aplicação de órbita de G agindo em Cn+1 = Cn × C
(trivialmente no segundo fator), (X1,⋯,Xn, Z) = (X, Z) para as coordenadas de Cn+1

(meta) e x = (x1, x2, ..., xn) para as coordenadas de Cn (fonte). Denotamos por R o
conjunto de todas as reflexões em G.

3.1 A matriz de apresentação para aplicações de grá-

fico refletido

Recapitulamos que um germe de aplicação de gráfico refletido f ∶ (Cn,0) → (Cn+1,0),
f(x) = (w(x), h(x)), é obtido como a composição f = w ○ ρ, onde ρ é um mergulho
(x, h(x)) e w é a aplicação de órbita de G. Denote Y = ρ(Cn) e X = w(Y).

Note que X = f(Cn) = V(F (X, Z)), onde F (X, Z) é uma equação para a imagem
de f que é obtida como o determinante da matriz de apresentação de f∗On. Neste
contexto, é clara a existência de uma equação para (Y ,0) que é
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3. Matriz de apresentação e a equação da imagem

Z − h(X1,⋯,Xn) = 0.

Pelo Teorema de Noether (veja Teorema 2.4) temos que w−1(w(Y)) =
d

⋃
i=1
gi●Y , i.e., a pré-

imagem de X por w consiste na órbita de Y sobre a ação de G. Defina Ỹ ∶= w−1(w(Y)).
Mostraremos no seguinte lema que uma equação para Ỹ é dada por

(Z − g1●h(X)) ⋅ (Z − g2●h(X))⋯(Z − gd●h(X)) = 0 (3.1)

O seguinte lema será uma ferramenta fundamental para provar o Teorema 3.6, onde
apresentaremos uma equação para a imagem de f . Mostraremos também que a equação
Ỹ descrita em (3.1) coincide com o pullback da equação definidora F (X,Z) de (X ,0)
por w, que será denotado por F (w1,⋯,wn, Z) = F (w, Z).

Lema 3.1. Com as notações anteriores, seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0), f(x) = (w(x), h(x))
um germe de aplicação de gráfico refletido, então Ỹ = w−1(w(Y)) =V(F (w, Z)). Além
disso,

F (w, Z) =
d

∏
k=1
(Z − gk●(h(x))) . (3.2)

Demonstração. Note que (X ,0) ⊂ (Cn+1,0) é definido por uma única equação (o de-
terminante da matriz de apresentação λ[X, Z] de f∗On como um On+1-módulo via f).
Observe que Ỹ é também definida por uma única equação. Desde que F (X, Z) é uma
equação para X , segue que o pullback F (w, Z) de F (X, Z) por w nos fornece uma
equação para w−1(w(Y)). Vamos mostrar que F (w, Z) pode ser fatorada como em
(3.2).

Segue do Corolário 2.6 que

dimC
C{x1, x2, ..., xn}
⟨w1,w2, ...,wn⟩

= ∣G∣ = d.

Sejam 1 = r1, r2, ..., rd os geradores de
C{x}
⟨w⟩ como um C-espaço vetorial. Segue do

Lema 2.7 que existem p1, p2,⋯, pd em C{x} tais que

h ∶= r1p1(w) + r2p2(w) + ... + rdpd(w),

Note que pi(w) = pi(w1,⋯,wn) são unicamente determinados por h e a aplicação de
órbita w. Agora seguiremos o algoritmo de Mond-Pellikaan (veja Seção 1.3) para
construir uma matriz de apresentação λ[X, Z] de f∗On como um On+1-módulo via f .
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Vamos primeiro considerar a matriz

α[X] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1,1 α1,1 α1,2 ⋯ α1,d

α2,1 α2,2 α2,3 ⋯ α2,d

α3,1 α3,2 α3,3 ⋯ α3,d

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
αd,1 αd,2 αd,3 ⋯ αd,d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦d×d

,

onde αi,j(X) ∈ C{X} e satisfaz a relação

ri ⋅ h =
d

∑
j=1
(αi,j(w)) ⋅ rj, com i = 1,⋯, d. (3.3)

Observe que αi,j são unicamente determinados por h e w. Assim, a matriz de
apresentação λ[X, Z] de f∗On tem entradas da forma

λi,j(X, Z) = αi,j(X) se i ≠ j e λi,i(X, Z) = αi,i(X) −Z.

Em outras palavras,

λ[X, Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1,1 −Z α1,2 α1,3 ⋯ α1,d

α2,1 α2,2 −Z α2,3 ⋯ α2,d

α3,1 α3,2 α3,3 −Z ⋯ α3,d

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
αd,1 αd,2 αd,3 ⋯ αd,d −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Definida a matriz de apresentação λ[X, Z] de acordo com o algoritmo de Mond-
Pellikaan, agora gostaríamos de fatorar F (w, Z) como em (3.2). Substituindo X por
w em λ[X, Z] e α[X], obtemos as matrizes λ[w, Z] e α[w], i.e., λ[w, Z] (α[w], res-
pectivamente) é o pullback de λ[X, Z] (α[X], respectivamente) por w. Claramente, o
determinante de λ[w, Z] é igual a F (w, Z).

Seja K ∶= Frac(C{x}) e considere α[w] como uma matriz com entradas em K.
Note que λ[w, Z] = (α[w] − ZId), onde Id é a matriz identidade. Portanto, F (w, Z)
é precisamente o polinômio característico de α[w]. Vamos encontrar os autovalores
de α[w]. Considere Id = g1, g2, ..., gd os elementos do grupo de reflexão G. Para todo
i = 1,⋯, d obtemos de (3.3) que

αi,1(w) ⋅ r1 +⋯ + αi,d(w) ⋅ rd = h ⋅ ri. (3.4)

Note que αi,j(w) = αi,j(w1,⋯,wn) é invariante sob a ação de G para todo i, j ∈
{1, ..., n}. Assim, aplicando a ação de gk ∈ G em (3.4), obtemos que
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αi,1(w) ⋅ gk●(r1) +⋯ + αi,d(w) ⋅ gk●(rd) = gk●(h) ⋅ gk●(ri)

donde concluímos que

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1,1 α1,2 α1,3 ⋯ α1,d

α2,1 α2,2 α2,3 ⋯ α2,d

α3,1 α3,2 α3,3 ⋯ α3,d

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
αd,1 αd,2 αd,3 ⋯ αd,d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

gk●(r1)
gk●(r2)
gk●(r3)
⋮

gk●(rd)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= gk●(h)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

gk●(r1)
gk●(r2)
gk●(r3)
⋮

gk●(rd)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Desta forma, para todo k = 1,⋯, d temos que (gk●(r1), gk●(r2), ..., gk●(rd)) é um
autovetor de α[w] com respectivo autovalor gk●(h).

Considere a matriz E onde as colunas são os autovetores (gk●(r1), gk●(r2), ..., gk●(rd)),
i.e.

E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g1●r1 g2●r1 ⋯ gd●r1

g1●r2 g2●r2 ⋯ gd●r2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
g1●rd−1 g2●rd−1 ⋯ gd●rd−1

g1●rd g2●rd ⋯ gd●rd

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Segue do Teorema 2.8 (Gutkin), (onde a matriz Ai,j na Definição 10.6 de [20] é a

matriz E em nosso cenário) que o determinante de E é um polinômio não nulo. Con-
sequentemente, o conjunto dos autovetores são linearmente independentes. Portanto,

detλ[w, Z] ∶= F (w, Z) =
d

∏
k=1
(Z − gk●(h(x))) (3.5)

o que completa a prova.

Observação 3.1. (a) Seja λ[X, Z] a matriz de apresentação de f∗On como um On+1-
módulo e λ[w, Z] como no Lema 3.1. Com as notações anteriores considere as matrizes
E e A a seguir

E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g1●r1 g2●r1 ⋯ gd●r1

g1●r2 g2●r2 ⋯ gd●r2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
g1●rd−1 g2●rd−1 ⋯ gd●rd−1

g1●rd g2●rd ⋯ gd●rd

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g1●h 0 0 ⋯ 0

0 g2●h 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 0

0 0 0 ⋯ gd●h

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Como mencionado na demonstração do Lema 3.1, note que E é a matriz dos au-
tovetores de λ[w,0]. Os elementos que aparecem na diagonal da matriz A são os
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3. Matriz de apresentação e a equação da imagem

autovalores de λ[w,0].

(b)Na sequência, dada uma matrizM = (mi,j(w1, ...,wn)) onde cadami,j ∈ C[w1, ...,wn]
é G-invariante, denotaremos w∗(M) a matriz obtida ao realizar a mudança de wi para
Xi em mi,j, isto é, w∗(M) = (mi,j(X1, ...,Xn)). Note que w∗ realiza exatamente o
oposto, isto é, w∗(mi,j(X1, ...,Xn)) = (mi,j(w1, ...,wn)). Isso motiva o seguinte resul-
tado.

Teorema 3.2. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0), f(x) = w(x, h(x)), um germe de aplica-
ção de gráfico refletido. Considere as matrizes E e A na Observação 3.1 e a matriz
AZ ∶= (A −ZId). A matriz de apresentação λ[X, Z] de f∗On como um On+1-módulo é
dada por:

λ[X, Z] = w∗(E ⋅AZ ⋅E−1).

Demonstração. Do Lema 3.1 temos que E−1λ[w,0]E = A. Em outras palavras, a
matriz E diagonaliza a matriz λ[w,0]. Assim,

λ[w, Z] = EAE−1 −ZId = E(A −ZId)E−1 = E ⋅AZ ⋅E−1.

Agora o resultado segue do fato que w∗(λ[w, Z]) = λ[X, Z].

Definição 3.1. O quociente On/(w1,⋯,wn) é chamado de álgebra coinvariante do
grupo de reflexão G (veja [20, Ch. 3, Sec. 6]).

Outro espaço importante na teoria dos grupos de reflexão é o espaço H das funções
analíticas G-harmônicas (ver [20, Def. 9.35]). Para os propósitos deste trabalho, desta-
camos o fato de que H é isomorfo (como um G-módulo) à álgebra dos coinvariantes de
G. Assim, no que segue, podemos identificar H com On/(w1,⋯,wn) como G-módulos.

Note que na prova do Lema 3.1 obtemos que o determinante da matriz E é diferente
de zero. Na verdade, podemos dizer mais sobre o determinante da matriz E. Primeiro,
vamos estabelecer alguma notação. Considere um grupo de reflexão G de ordem d

agindo em Cn×C (trivialmente no segundo fator). Denote por H1,⋯,Hl os hiperplanos
refletores (distintos) de G. Seja LHi

uma forma linear de Cn+1 para C tal que Hi =
V(LHi

) para todo i. Seja rHi
o gerador do grupo cíclico que fixa Hi e denote a ordem

de rHi
por ei. A proposição a seguir nos dá uma expressão para o determinante de E.

Proposição 3.3. Sejam G um grupo de reflexão finito e f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) uma
aplicação de gráfico refletido, então para alguma constante não nula c, temos

det(E) = c
ℓ

∏
i=1
LHi

∣G∣(ei−1)/2.
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Demonstração. Considere a álgebra coinvariante On/(w1,⋯,wn) de G. Por [20, Cor.
3.29] temos que

On/(w1,⋯,wn) ≃ Cd,

as C-espaço vetorial, onde d ∶= ∣G∣. Seja r1, r2,⋯, rd uma base da álgebra dos coinva-
riantes, em que usualmente se toma r1 = 1. Por [20, Prop. 3.2] podemos ver M ∶= Cd

como um G-módulo, onde a representação de G em Cd ≃ On/(w1,⋯,wn) é a represen-
tação regular (veja [40, Sec. 1.2] para a definição de uma representação regular de um
grupo finito). Considere a base canônica

{eg1 , eg2 ,⋯, egd}

de Cd indexado pelos elementos de G. O dual M∗ = HomC(M,C) tem base dual
{y1,⋯, yd} onde yj ∶= egj é o funcional linear de Cd para C definido por yj(egk) =
δjk (símbolo de Kronecker). Por [20, Cor. 9.37] temos que H é isomorfo à álgebra
coinvariante de G (as G-módulos). Além disso, há um isomorfismo canônico

(H ⊗M∗)G ≅ HomCG(M,H),

enviando ∑ℓAℓ ⊗ ϕℓ para o operador linear v ↦ ∑ℓ ϕℓ(v)Aℓ (veja [20, Lema 10.2(ii)]).
Agora construa explicitamente d morfismos φk ∈ HomCG(M,H) (um para cada k =
1, . . . , d) como segue:

φk ∶M Ð→H, φk(eg) ∶= g ⋅ rk.

Note que para g, g′ ∈ G temos que

φk(g′ ⋅ eg) = φk(eg′g) = (g′g) ⋅ rk = g′ ⋅ (g ⋅ rk) = g′ ⋅ φk(eg).

Assim φk ∈ HomCG(M,H). Portanto, φ1, . . . , φd gera o espaço HomCG(M,H). Re-
tornando ao lado do tensor, a imagem corresponde a um elemento. uk ∈ (H ⊗M∗)G:

uk =
d

∑
j=1
Akj ⊗ yj, where Akj ∈ H.

Pela definição da correspondência,

Akj = φk(egj) = gj ⋅ rk.

Assim, obtemos que:
Akj = gj ⋅ rk, 1 ≤ k, j ≤ d. (3.6)
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Assim, neste contexto, a matriz E em Observação 3.1(b) coincide exatamente com
a matriz Akj em (3.6) (ver também [20, Def. 10.6]). Lembre-se de que A é o conjunto
de hiperplanos Fix g, onde g é uma reflexão em G. O Teorema de Gutkin [20, Th.
10.13] afirma que existe uma constante c ≠ 0 tal que

det(E) = c ⋅ ∏
Fix g∈A

L
C(Fix g,M)
g .

Aqui, C(Fixg,M) é determinado pela restrição deM ao estabilizador cíclico GFix g.
Para a representação regular, obtém-se que:

C(Fixg,M) = ∣G∣ ⋅ (ord(g) − 1
2

) ,

(veja por exemplo a prova de [20, Th. 10.13]), isso completa a prova.

Corolário 3.4. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0), f(x) = (w(x), h(x)), um germe de
aplicação de gráfico refletido. Então

λ[X, Z] = w∗ ( 1

∏ℓ
i=1Li

∣G∣(ei−1)/2
E ⋅AZ ⋅Adj(E))

onde Adj(E) denota a matriz adjunta de E (a transposta da matriz dos cofatores de
E).

Exemplo 3.1. Vamos considerar G = Z2 × Z2. Considere um germe de aplicação de
dobra dupla f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) dado por (x, y) z→ (x2, y2, h(x, y)). Podemos
escrever h(x, y) = xp1 + yp2 + xyp3, onde pi = pi(x2, y2). Note que

r1 = 1, r2 = x, r3 = y e r4 = xy

geram C[x, y]/(x2, y2) como um C-espaço vetorial complexo. As matrizes E, AZ e
Adj(E) são

E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1

x −x x −x
y y −y −y
xy −xy −xy xy

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Adj(E) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4x2y2 4xy2 4x2y 4xy

4x2y2 −4xy2 4x2y −4xy
4x2y2 4xy2 −4x2y −4xy
4x2y2 −4xy2 −4x2y 4xy

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

e

AZ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h1 −Z 0 0 0

0 h2 −Z 0 0

0 0 h3 −Z 0

0 0 0 h4 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
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onde
h1 = xp1 + yp2 + xyp3
h2 = −xp1 + yp2 − xyp3
h3 = xp1 − yp2 − xyp3
h4 = −xp1 − yp2 + xyp3

O grupo Z2×Z2 tem dois hiperplanos refletores dados por LH1 = V (x) e LH2 = V (y).
Todas as reflexões de G tem ordem 2, portanto e1 = e2 = 2. Segue da Proposição 3.3
que det(E) = cx2y2 para alguma constante c. Na verdade, det(E) = 16x2y2.

Fazendo o produto E ⋅AZ ⋅Adj(E) e multiplicando as entradas da matriz resultante
por 1/16x2y2 obtemos a seguinte matriz

λ[w,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3

x2p1 −Z x2p3 p2

y2p2 y2p3 −Z p1

x2y2p3 y2p2 x2p1 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Agora, fazendo a mudança de variáveis de x2 por X e y2 por Y em λ[w,Z] obtemos a
matriz de apresentação

λ[X,Y,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3

Xp1 −Z Xp3 p2

Y p2 Y p3 −Z p1

XY p3 Y p2 Xp1 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

que é exatamente a mesma matriz λ[X,Y,Z] que aparece em [24].

3.2 Uma equação para a imagem

Apresentaremos agora uma equação que define a imagem de um germe de aplicações
de gráfico refletido f = (w,h), de (Cn,0) para (Cn+1,0), expressa em termos da ação
do grupo de reflexão G sobre h. Antes de enunciar esse resultado, introduziremos um
exemplo motivador.

Considere o grupo de reflexão G = Z4 agindo em C3 ≃ C × C × C (trivialmente no
primeiro e terceiro fator) com aplicação de órbita w = (x, y4, Z). Seja f um germe de
aplicação de gráfico refletido de (C2,0) em (C3,0), dado por

f(x, y) = (x, y4, yp1 + y2p2 + y3p3),

onde pi = pi(x, y4). Note que r1 = 1, r2 = y, r3 = y2 and r4 = y3 geram C[x, y]/(x, y4)
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como C-espaço vetorial. Aplicando o Teorema 3.2 obtemos uma matriz de apresentação
de f∗O2 como um O3-módulo via f dado por

λ[X,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3

Y p3 −Z p1 p2

Y p2 Y p3 −Z p1

Y p1 Y p2 Y p3 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Portanto, calculando o determinante de λ[X,Z], uma equação definidora para a
imagem de f é dada por

F (X,Y,Z) = Z4 +Q2Z2 −Q1Z +Q0

onde
Q2 = −4Y p1p3 − 2Y p22.
Q1 = 4Y p21p2 + 4Y 2p2p23.

Q0 = Y 2(p42 − 4p1p22p3 + 2p21p23) − Y 3p43 − Y p41.

Agora, defina qi(x, y) ∶= w∗(Qi) = Qi(x, y4). Assim obtemos que

q2(x, y) = −4y4p1p3 − 2y4p22.
q1(x, y) = 4y4p21p2 + 4y8p2p23.
q0(x, y) = y8(p42 − 4p1p22p3 + 2p21p23) − y12p43 − y4p41.

onde agora temos pi = pi(x, y4).
Um fato curioso é que podemos expressar cada qi em termos de polinômios simé-

tricos nas “variáveis” hi, mais precisamente:

q2(x, y) = h1h2 + h1h3 + h1h4 + h2h3 + h3h4.
q1(x, y) = h1h2h3 + h1h2h4 + h1h3h4 + h2h3h4.
q0(x, y) = h1h2h3h4.

onde, hi = gi●(xp1 + y2p2 + y3p3), mais precisamente,

h1 = yp1 + y2p2 + y3p3
h2 = −yp1 + y2p2 − y3p3
h3 = iyp1 − y2p2 − iy3p3
h4 = −iyp1 − y2p2 + iy3p3

Observe que em particular, os polinômios qi são invariantes sob a ação de G. Mos-
traremos na próxima seção que esse mesmo comportamento acontece para qualquer
germe de aplicação de gráfico refletido.
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3.2.1 A imagem de uma aplicação de gráfico refletido

Estamos agora em condições de apresentar uma equação para a imagem de uma
aplicação de gráfico refletido.

Lema 3.5. Sejam G um grupo de reflexão e h um polinômio em S = C[x1, x2, ..., xn].
Seja d a ordem de G e denote por g1 = Id, g2, ..., gd os elementos de G. Denote hi ∶= gi●h,
isto é, hi é definida pela ação de gi em h. Então para todo k ∈ {1,2, ..., d} o polinômio

qd−k ∶= ∑
i1<i2<⋯<ik

hi1hi2⋯hik

é invariante sob a ação de G. Em particular, qd−k ∈ C[w1,⋯,wd].

Demonstração. Considere hi ∶= gi●h e para todo k ∈ {1,2, ..., d} o polinômio

qd−k ∶= ∑
i1<i2<⋯<ik

hi1hi2⋯hik .

Observe que, ao tratarmos os hi como variáveis, os polinômios qd−k se apresentam como
polinômios simétricos nessas variáveis. Para todo l ≥ 1 considere a soma das potências
de polinômios simétricosml = h1l+h2l+⋯+hdl ∈ S. Considere o anel A ∶= C[h1, h2, ..., hd]
e seja Sym(A) o conjunto dos polinômios simétricos nas variáveis h1, h2, ..., hd. Note
que por definição qd−k ∈ Sym(A) para cada k. O Teorema fundamental dos polinômios
simétricos afirma que qualquer polinômio simétrico em h1, ..., hd pode ser expresso
como uma expressão polinomial com coeficientes racionais nos polinômios simétricos
de soma de potências m1,⋯,md. Em outras palavras, os m′ls são os geradores da
álgebra polinomial simétrica Sym(A), ou seja,

Sym(A) = C[m1, ...,md].

Desde que qd−k ∈ Sym(A), existe Qd−k ∈ C[m1,m2, ...,md], tal que
qd−k = Qd−k(m1,m2, ...,md). Do operador de Reynolds (veja Equação 2.1, na Seção
2.1), segue que cada mi é invariante sob a ação de G. Portanto, qd−k é também invari-
ante sob a ação de G.

Agora, desde que cada qd−k é invariante sob a ação de G, i.e, podemos pensar
qd−k(w1,⋯,wd) em C[w1,⋯,wd]. Portanto, tudo o que precisamos fazer agora é sim-
plesmente trocar a “variável” wi pela nova Xi, e assim como na Observação 3.1 item
(b), denotaremos esta mudança por w∗(qd−k(w1,⋯,wd)) ∶= Qd−k(X1,⋯,Xd). Agora
podemos apresentar uma equação para a imagem de um germe de aplicação de gráfico
refletido.
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Teorema 3.6. Seja G um grupo de reflexão de ordem d. Seja f = (w1,w2, ...,wn, h)
um germe de aplicação de gráfico refletido de (Cn,0) para (Cn+1,0). A imagem de f é
dada como o conjunto dos zeros de F (que é o determinante da matriz de apresentação
f∗(On)) onde F é descrito como a seguinte soma alternada

F (X1, ...,Xn, Z) = Zd −Qd−1Z
d−1 +Qd−2Z

d−2 +⋯ + (−1)d−1Q1Z + (−1)dQ0, (3.7)

onde Qd−k = qd−k(X1, ...,Xn), e qd−k é descrito no Lema 3.5.

Demonstração. Considere a imagem de f dada pelo conjunto dos zeros de F (X, Z),
onde F denota o determinante da matriz de apresentação λ[X, Z] de f∗On como um
On+1-módulo via f . Considere o pullback F (w, Z) de F (X, Z) por w. Segue do Lema
3.1 que

F (w, Z) =
d

∏
k=1
(Z − gk●(h(x))) . (3.8)

Considerando hk ∶= gk●h como no Lema 3.5, temos que

F (w, Z) = (Z − h1)(Z − h2)⋯(Z − hd). (3.9)

Expandindo a expressão (3.9) obtemos que

F (w, Z) = Zd − qd−1Zd−1 + qd−2Zd−2 +⋯ + (−1)d−1q1Z + (−1)dq0.

Como os polinômios qd−k são invariantes, podemos definir
Qd−k(X1,⋯,Xd) ∶= w∗(qd−k(w1,⋯,wd)), portanto

F (X, Z) = Zd −Qd−1Z
d−1 +Qd−2Z

d−2 +⋯ + (−1)d−1Q1Z + (−1)dQ0, (3.10)

como desejado.

Observação 3.2. Note que

det(λ[w,Z]) = det(α −ZId) = F (w,Z).

Da álgebra linear obtemos que

det(α −ZId) = (−1)dZd + (−1)d−1Tr(α)Zd−1 +⋯ + det(α). (3.11)

Note que de (3.11) e (3.10) podemos concluir que

Tr(α) = −(h1 + h2 +⋯ + hd) e det(α) = (−1)dh1h2 ⋅ ... ⋅ h2.
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Ao considerarmos G como sendo o grupo de reflexão Zd1 × Zd2 , segue de [44] (veja
Proposição 4.29) que a soma dos elementos da diagonal principal da matriz α é igual
a zero. Consequentemente,

0 = α1,1 + α2,2 +⋯ + αd,d = Tr(α) = −(h1 +⋯ + hd)

Assim, qd−1 = 0, quando G é Zd1 ×Zd2 .

Observação 3.3. Sejam h1, ..., hd variáveis. Considerando as notações do Lema 3.5, e
que mℓ(h1, ..., hd) é a ℓ-ésima soma de potência, isto é,

mℓ =
d

∑
i=1
hℓi = h1l + h2l +⋯ + hdl, ∀ ℓ ≥ 1, (3.12)

e para k ≥ 0, qd−k(h1, ..., hd) é o polinômio simétrico elementar

qk(x, y) = 0, ∀k > d
qd(x, y) = 1

qd−1(x, y) = h1 + h2 +⋯ + hd.
qd−2(x, y) = ∑1≤i≤j≤d hihj.

⋮ = ⋮
q0(x, y) = h1h2⋯hd.

Então podemos usar as identidades de Newton que são definidas por

kqd−k(h1, ..., hd) =
k

∑
i=1
(−1)i−1qd−k+i(h1, ..., hd)mi(h1, ..., hd),

onde d ≥ k ≥ 1. No exemplo a seguir, veremos como reescrever qd−k em termos dos
polinômios mℓ’s considerando o grupo G = Z4, introduzido no início desta seção.

De (3.12), segue que

q3 = m1

2q2 = q3m1 −m2

3q1 = q2m1 − q3m2 +m3

4q0 = q1m1 − q2m2 + q3m3 −m4

Da Observação 3.2 temos que m1 = 0, consequentemente q3 = 0. Então,

q3 = 0, q2 = −
m2

2
, q1 =

m3

3
and q0 =

m2
2

8
− m4

4
.
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Daí,
q3 = 0

q2 = −2y4p22 − 4y4p1p3
q1 = 4y4p21p2 + 4y8p2p23
q0 = −y4p41 + y8p42 − 4y8p1p22p3 + 2y8p21p23 − y12p43.

Agora trocando y4 por Y obtemos que os Q′is são exatamente os polinômios expres-
sados no exemplo dado no início desta seção.

Exemplo 3.2. (Grupo Z2 × Z2). Considere um germe de aplicação de dobra dupla
f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) dado por (x, y) Ð→ (x2, y2, x3 + y5 + xy). Segue do Teorema 3.6
que a imagem de f é da forma

f(C2) = Z4 −Q3Z
3 +Q2Z

2 −Q1Z +Q0,

como
h1 = x3 + y5 + xy
h2 = −x3 + y5 − xy
h3 = x3 − y5 − xy
h4 = −x3 − y5 + xy

segue da Observação 3.2 que q3 = 0, e do Lema 3.5 que

q2 = −2x2y2 − 2x6 − 2y10

q1 = 8x4y6

q0 = x4y4 − 2x8y2 + x12 − 2x2y12 − 2x6y10 + y20

Assim, uma equação para a imagem dessa aplicação é

f(C2) = Z4+(−2XY −2X3−2Y 5)Z2−(8X2Y 3)Z+X2Y 2−2X4Y +X6−2XY 6−2X3Y 5+Y 10.

Figura 3.1: Ilustração da imagem da aplicação f(x, y) = (x2, y2, x3 + y5 + xy).
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Capítulo 4

Cota para a multiplicidade e

aplicações

Neste capítulo descrevemos uma cota para a multiplicidade da imagem de aplicações
de reflexão e também apresentamos algumas aplicações dos resultados dos capítulos an-
teriores. Na primeira parte, apresentamos um limite superior (e também inferior) para
a multiplicidade da imagem de uma aplicação de reflexão (em geral, não necessaria-
mente uma aplicação de gráfico refletido) genericamente 1-a-1 de (Cn,0) em (Cn+1,0)
(veja Teorema 4.2). Na segunda parte, descrevemos uma equação para o espaço de pon-
tos duplos D(f) na fonte em termos da ação de G sobre h. Recentemente, a equação
para D(f) foi apresentada por Borges Zampiva, Peñafort Sanchis, Oréfice Okamoto e
Tomazella em um contexto mais geral (veja [3, Th. 5.2]). No caso de germes de aplica-
ções de gráfico refletido, aplicaremos o Lema 3.1 para apresentar uma prova alternativa
da equação apresentada em [3].

Na terceira parte, estendemos um resultado dado por Marar e Nuño-Ballesteros
(veja [24, Th. 3.4]) sobre a não existência de germes de aplicações de reflexão fini-
tamente determinados quasihomogêneos (com pesos distintos), para alguns grupos de
reflexão (veja Teorema 4.6). Na quarta parte, estudamos a existência de aplicações
f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) finitamente determinadas de coposto 1, com n ≥ 3. Final-
mente, na última parte discutimos sobre a topologia de um par de componentes de
identificação e construímos um exemplo de aplicação que não é A-equivalente a uma
aplicação de reflexão. Descrevemos também boa parte desses resultados em [12].

4.1 Multiplicidade

Iniciaremos essa subseção relembrando a noção de multiplicidade, e para maiores
detalhes deixamos como sugestão o livro de Chirka [6]. Assim, considere um germe de
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4. Cota para a multiplicidade e aplicações

função analítica F ∶ (Cn+1,0) Ð→ (C,0) reduzido na origem com F ≠ 0. Seja (V(F ),0)
o germe do conjunto dos zeros de F na origem. Escreva

F = Fm + Fm+1 +⋯ + Fk +⋯

onde cada Fk é um polinômio homogêneo de grau k e Fm ≠ 0. O inteiro m é cha-
mado de multiplicidade de V(F ) em 0 e é denotado por m(V(F ),0). Claramente a
multiplicidade de m(V(F ),0) é maior ou igual a 1. Uma propriedade importante da
multiplicidade é que m(V(F ),0) = 1 se e somente se (V(F ),0) é não singular.

Uma vez que temos a noção de multiplicidade em mãos, considere um germe de
aplicação de reflexão f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0). Se f = (w, h) é um germe de aplicação
de gráfico refletido singular genericamente 1-a-1, então pelo Teorema 3.6 temos que

F (X, Z) = Zd −Qd−1Z
d−1 +Qd−2Z

d−2 +⋯ + (−1)d−1Q1Z + (−1)dQ0 (4.1)

é uma equação para a imagem de f , i.e, f(Cn) = V(F ). Se f é genericamente 1-a-1,
temos que F é reduzida (veja [29, Prop. 3.1]). Consequentemente, obtemos que

2 ≤m(f(Cn),0) ≤ d = ∣G∣. (4.2)

Além disso, se f é um germe de aplicação de reflexão (não necessariamente um germe
de aplicação de gráfico refletido), não está claro quão grande pode ser a multiplicidade
da imagem. Apresentaremos no Teorema 4.2 um limite superior (e também um limite
inferior) que generaliza o dado em (4.2). Primeiro, vamos apresentar um lema auxiliar.

Relembrando a notação, se f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0), f = w ○ ρ é uma aplicação
de reflexão, então ρ ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) denota um mergulho e w = (w1,⋯,wn+1)
denota a aplicação de órbita do grupo de reflexão G de ordem d. A imagem de ρ

é denotada por (Y ,0) = (ρ(Cn),0), a imagem de f (e também w) é denotada por
(X ,0) = (w(Y),0) = (f(Cn),0). Denotamos o grau de uma aplicação g por deg(g).

Observação 4.1. Sejam (X,0) e (Y,0) germes de conjuntos analíticos irredutíveis.
Seja f ∶ (X,0) → (Y,0) um germe de aplicação analítica finita e sobrejetiva. Denotamos
o grau de uma aplicação f por deg(f). Em termos gerais, o grau de f é o número de
pré-imagens de um valor genérico na imagem de f . A definição precisa é dada, por
exemplo, em [28, Def. D.2]. Um fato importante sobre o conceito de grau de uma
aplicação é sua propriedade multiplicativa. Suponha que g ∶ (Y,0) → (W,0) seja um
germe de aplicação analítica finita e sobrejetiva, onde (W,0) é um conjunto analítico
irredutível, então, deg(g ○ f) = deg(g) ⋅ deg(f).

Suponha que (X,0) seja de dimensão n e (X,0) ⊂ (Cn+1,0). Sejam l1, l2,⋯, ln ∶
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4. Cota para a multiplicidade e aplicações

(Cn+1,0) Ð→ (C,0) formas lineares genéricas (reduzidas). Seja π ∶ (X,0) → (Cn,0),
π = (l1,⋯, ln), a restrição a X da projeção linear (genérica) π de Cn+1 em Cn. Aqui,
“projeção linear genérica” significa que Ker(π) ∶= π−1(0) é uma reta genérica em Cn+1

tal que Ker(π) ∩X = 0.
Para um x genérico suficientemente próximo de 0, π−1(x) é um subespaço paralelo a

Ker(π) que intersecta X em um número finito de pontos; esse número é precisamente
m(X,0) (veja, por exemplo, [28, Sec. D.3]). Em outras palavras, a multiplicidade
pode ser vista como o número de interseção local em 0 de X com uma reta genérica
em Cn+1. Notamos que esse número de interseção local é independente da escolha da
reta genérica (veja [28, Sec. D.3]).

Lema 4.1. Considere um germe de aplicação de reflexão f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0),
f = w ○ ρ. Como na Observação 4.1, seja π = (l1, ..., ln) uma projeção linear genérica
de (Cn+1,0) para (Cn,0). Considere a imagem de f com a estrutura de Fitting, isto
é, (f(Cn),0) = (V(F0(f∗On)),0) e L ∶ (Cn+1,0) Ð→ (C,0) um função analítica (não
singular) tal que (ρ(Cn),0) = (V(L),0). Se f é genericamente 1-a-1 então

m(f(Cn),0) = dimC
On+1

⟨L, l1 ○w, ..., ln ○w⟩
.

Demonstração. Seja π ∶ (Cn+1,0) Ð→ (Cn,0) uma projeção linear genérica, π(x, xn+1) =
(l1(x, xn+1), ..., ln(x, xn+1)). Segue da Observação 4.1 que

deg(π ○w∣Y) = deg(w∣Y) ⋅ deg(π∣X ) e m(f(Cn),0) = deg(π∣X ).

Além disso,

1 = deg(f) = deg(ρ ○w∣Y) = deg(ρ) ⋅ deg(w∣Y) = deg(w∣Y).

Consequentemente, deg(π ○ w∣Y) = deg(π∣X ). Portanto, m(f(Cn)red) = deg(π ○ w∣Y).
Finalmente, de [28] temos que

deg(π ○w∣Y) = dimC
OY,0

⟨l1(w), ..., ln(w)⟩
= dimC

On+1
⟨L, l1 ○w, ..., ln ○w⟩

. (4.3)

o que conclui a prova.

Sejam (Y1,0),⋯, (Yn+1,0) germes de hipersuperfícies em (Cn+1,0). Sejam L1,⋯, Ln+1
germes de funções analíticas de (Cn+1,0) para (C,0) tais que (Yi,0) = (V(Li),0). De-
notamos a multiplicidade de interseção de (Y1,0),⋯, (Yn+1,0) em 0 por i(Y1,⋯,Yn+1).
Se a interseção (Y1,0) ∩ ⋯ ∩ (Yn+1,0) for apenas a origem, então a multiplicidade de
interseção é um número finito e pode ser calculada por (veja [10])
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4. Cota para a multiplicidade e aplicações

i(Y1,⋯,Yn+1) = dimC
On+1

⟨L1, L2, ..., Ln+1⟩

Observação 4.2. Observamos que a multiplicidade de interseção de n hipersuperfícies
é maior ou igual ao produto de suas multiplicidades, ou seja,

i(Y1,⋯,Yn+1) ≥m(Y1,0) ⋅m(Y2,0)⋯m(Yn+1,0) (4.4)

com igualdade se e somente se a interseção (Y1,0) ∩ ⋯ ∩ (Yn+1,0) for transversal, ou
seja, a interseção dos cones tangentes de (Yj,0) também for apenas a origem. Veja [10,
Ch. 7] para detalhes sobre a multiplicidade de interseção de hipersuperfícies.

Teorema 4.2. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0), f = w ○ ρ, um germe de aplicação de
reflexão genericamente 1-a-1, G um grupo de reflexão agindo em Cn+1. Sejam d1 ≤
d2 ≤ ⋯ ≤ dn+1 os graus de G. Então,

d1d2 ⋅ ... ⋅ dn ≤m(f(Cn),0) ≤ d2d3 ⋅ ... ⋅ dn+1 ≤ ∣G∣. (4.5)

Demonstração. Denote por (X) = (X1, ...,Xn+1) as coordenadas de Cn+1 (na meta de
f).

Seja L ∶ (Cn+1,0) Ð→ (C,0) uma função analítica não singular (reduzida) tal que
(ρ(Cn),0) = (V(L),0). Temos que ρ ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) e w ∶ (Cn+1,0) Ð→
(Cn+1,0), com w = (w1,⋯,wn+1). Para evitar confusão com a notação, sejam (x) =
(x1, ..., xn) as coordenadas de Cn (na fonte de ρ), (y) = (y1, ..., yn+1) as coordenadas de
Cn+1 (na fonte de w, equivalentemente na meta de ρ). Seja π ∶ (Cn+1,0) Ð→ (Cn,0)
uma projeção linear genérica,

π(X) = (l1(X), ..., ln(X)),

no sentido de Observação 4.1, onde para i = 1,⋯, n, li(X) ∶= bi,1X1 + bi,2X2 + ⋯ +
bi,n+1Xn+1, bi,j ∈ C, e

Ker(π) ∩ f(Cn) = {0}.

Assim, li ○w = ∑n+1j=1 bi,jwj. Pela genericidade de π, podemos assumir que todas as bi,j
são constantes complexas não nulas. Pelo Lema 4.1, temos que

m(f(Cn),0) = dimC
On+1

⟨L, ∑n+1j=1 b1,jwj, ∑n+1j=1 b2,jwj, ... , ∑n+1j=1 bn,jwj⟩
. (4.6)

Após equivalências no anel quociente em (4.6) e pela genericidade de π, podemos
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encontrar constantes complexas não nulas b̃i,j tais que

m(f(Cn),0) = dimC
On+1

⟨L, ∑n+1j=1 b̃1,jwj, ∑n+1j=2 b̃2,jwj, ∑n+1j=3 b̃3,jwj, ... , ∑n+1j=n b̃n,jwj⟩
. (4.7)

Observe que o lado direito de (4.7) pode ser visto como uma multiplicidade de
interseção de n+1 hipersuperfícies em Cn+1. Usando a notação Y = V (L), obtemos que

m(f(Cn),0) = i(Y ,V(
n+1
∑
j=1

b̃1,jwj) , V(
n+1
∑
j=2

b̃2,jwj) , ... , V(
n+1
∑
j=n

b̃n,jwj)) . (4.8)

Note que di = m(V(wi),0) por definição e m(Y ,0) = 1. Por (4.4) na Observação
4.2 e (4.8) concluímos que

m(f(Cn),0) ≥ d1d2 ⋅ ... ⋅ dn.

Agora, precisamos obter um limite superior para a multiplicidade da imagem de f .
Como w é finito, então On+1/⟨w1(y),⋯,wn+1(y)⟩ < ∞. Portanto, se yi é um fator de wj,
então yi não é um fator de ws para todo s ≠ j. Após uma mudança de coordenadas em
(Cn+1,0), podemos assumir sem perda de generalidade que yn+1 não divide w2,⋯,wn+1.
Como ρ é um mergulho, podemos escrever ρ como

ρ(x) = (l̂1(x) + g1(x), l̂2(x) + g2(x), ⋯, l̂n+1(x) + gn+1(x)),

onde gi ∈ m2, para todo i = 1,⋯, n + 1, m denota o dieal maximal de C{x} e l̂i(x) =
ai,1x1 + ⋯ + ai,nxn. Note que os n + 1 vetores vj ∶= (a1,j,⋯, an+1,j) em Cn+1 (com
j = 1,⋯, n + 1) gera o espaço tangente de (Y ,0) (na verdade, apenas n vetores são
necessários). Até uma mudança de coordenadas em Cn+1, podemos assumir que

ρ(x) = (x1 + g1(x), x2 + g2(x), ..., xn + gn(x), l̂n+1(x) + gn+1(x)), (4.9)

e portanto,

f(x) = (w1(x1 + g1(x),⋯, l̂n+1(x) + gn+1(x)),⋯, wn+1(x1 + g1(x), ..., l̂n+1(x) + gn+1(x))).
(4.10)

Observe que em (4.9) yn+1 (a última coordenada de Cn+1) não é afetada pela úl-
tima mudança de coordenada. Portanto, ainda podemos assumir que yn+1 não divide
w2,⋯,wn+1. Seja π1 ∶ (Cn+1,0) Ð→ (Cn,0) a projeção linear definida por

π1(X1,X2,⋯,Xn+1) = (X2,⋯,Xn+1).

Afirmação: O germe de aplicação (π1 ○ f) ∶ (Cn,0) → (Cn,0) é finito.
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Por (4.10) e [28, Th. D.5], é suficiente mostrar que

C{x1,⋯, xn}
⟨ w2(x1 + g1(x),⋯, l̂n+1(x) + gn+1(x)),⋯, wn+1(x1 + g1(x), ⋯, l̂n+1(x) + gn+1(x)) ⟩

(4.11)
é um espaço vetorial de dimensão finita sobre C.

Note que o anel quociente em (4.11) é isomorfo ao seguinte anel quociente.

C{x1,⋯, xn, u}
⟨ l̂n+1(x) + gn+1(x) − u,w2(x1,⋯, xn, u) + ... , ..., wn+1(x1,⋯, xn, u) + ... ⟩

(4.12)

onde ... que aparece em wi(x1, x2,⋯, xn, u) + ... consiste em termos de grau maior que
o grau de wi. Em outras palavras, wi(x1, x2,⋯, xn, u) + ... é apenas a expansão de
wi(x1 + g1(x),⋯, xn + gn(x), u), e u é uma nova variável.

Como o anel On + 1/⟨w2(y),⋯,wn+1(y)⟩ é puro (trata-se de um anel de Cohen-
Macaulay), obtemos que os divisores de zero de

R ∶= C{x1,⋯, xn, u}
⟨ w2(x1,⋯, xn, u) , ⋯, wn+1(x1,⋯, xn, u) ⟩

. (4.13)

são precisamente os elementos na união de primos minimal de R.
Como yn+1 não divide wi(y1,⋯, yn, yn+1) para todo i ≠ 1, então u não divide

wi(x1,⋯, xn, u) para todo i ≠ 1. Assim, u não pode estar contido em nenhum primo
minimal de R. Segue que u não é um divisor de zero de R. Por uma versão adequada
do Teorema do Ideal Principal de Krull, obtemos que

R

⟨u⟩ ≃
C{x1,⋯, xn, u}

⟨ u,w2(x1,⋯, xn, u) , ⋯, wn+1(x1,⋯, xn, u) ⟩
. (4.14)

tem dimensão zero, portanto é um espaço vetorial de dimensão finita sobre C. Isso
implica que a interseção em (4.12) (e também em (4.11)) é transversal. Pela Observação
4.2, concluímos que a dimensão, como espaço vetorial sobre C, do anel quociente em
(4.11) é precisamente d2 ⋅ d3⋯dn+1, o que prova a afirmação.

Para concluir a demonstração, no algoritmo de Mond-Pellikaan (ver Seção 2.2),
considere a projeção π1 acima. Pelo enunciado, temos que π1 ○ f é finito. Assim, a
matriz de apresentação λ de f∗(On) em relação a π1 tem a seguinte forma:

λ[X1,⋯,Xn+1] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1,1 −X1 α1,2 α1,3 ⋯ α1,d′

α2,1 α2,2 −X1 α2,3 ⋯ α2,d′

α3,1 α3,2 α3,3 −X1 ⋯ α3,d′

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
αd′,1 αd′,2 αd′,3 ⋯ αd′,d′ −X1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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onde αi,j ∈ C{X2,⋯,Xn+1} e d′ = d2 ⋅ d3⋯dn+1.
Como consequência, obtemos que o termo Xd′

1 aparece na equação definidora de
f(Cn) dada pelo determinante de λ. Portanto, m(f(Cn),0) ≤ d2⋯dn+1. A última
desigualdade em (4.5) decorre do fato de que d1 ⋅ d2⋯dn+1 = ∣G∣, uma vez que G é um
grupo de reflexão ([42], veja também [20, Th. 4.19]).

Observação 4.3. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) um germe de aplicação de gráfico
refletido com respeito ao grupo de reflexão G agindo em Cn+1 = Cn × C. Como G

age trivialmente no segundo fator, a aplicação de órbita w ∶ (Cn+1,0) → (Cn+1,0) é
w(y) = (w1(y),⋯,wn(y), yn+1). Em outras palavras, se d1,⋯, dn+1 são os graus de G,
então dn+1 = 1. Após uma reordenação dos graus restantes de G, podemos assumir que
d1 ≤ d2 ≤ ⋯ ≤ dn. Do Teorema 4.2 obtemos que

d1d2 ⋅ ... ⋅ dn−1 ≤m(f(Cn),0) ≤ d1 ⋅ ... ⋅ dn = d = ∣G∣.

Ao trabalhar com uma aplicação de gráfico refletido, para evitar notações desnecessá-
rias, podemos pensar em G agindo de forma não trivial apenas em Cn (o primeiro fator
de Cn ×C, e não em todos os Cn+1). Nesse caso, podemos considerar apenas d1,⋯, dn
como “graus não triviais” de G e ignorar o grau dn+1 = 1. Sempre que não houver perigo
de confundir a notação, usaremos essa simplificação.

A seguir, veremos exemplos de aplicações de reflexão nas quais a multiplicidade
atinge sua cota inferior e superior.

Exemplo 4.1. Considere G = Z3 ×Z5 ×Z2 e o germe de aplicação f definido por

f(x, y) = (x3, y5, (x − 2y)2(x − 3y)2(x − 5y)2(x − 7y)2)

A equação da imagem de f é dada pelos zeros de F (X,Y,Z), onde

F (X,Y,Z) = −Z15 − 855510XY Z14 − 305608201815X2Y 2Z13 + 5X8Z12 + ...

Onde, “+ . . .” refere-se aos termos de maior grau que a multiplicidade. Como a
multiplicidade da imagem de f é dada pelo menor expoente em F (X,Y,Z), obtemos

m(f(C2),0) = 15,

que coincide exatamente com o valor da cota superior.

Vejamos, a seguir, um exemplo no qual a cota inferior também é atingida.
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Exemplo 4.2. Considere o germe de aplicação f definido por

f(x, y) = (x3, y5, (x − 2y)2).

Note que f é uma aplicação de reflexão com grupo Z3 ×Z5 ×Z2. A equação da imagem
de f é dada pelos zeros de F (X,Y,Z), onde

F (X,Y,Z) = −Z15 + 5X2Z12 − 6720XY Z11 + 3072Y 2Z10 − 10XZ9 −
103680X3Y Z8 − 7219200X2Y 2Z7 + 10X6Z6 − 23920640XY 3Z6 − 124992X5Y Z5 −
3145728Y 4Z5 + 16481280X4Y 2Z4 − 5X8Z3 − 269025280X3Y 3Z3 − 13440X7Y Z2 +
1226833920X2Y 4Z2 − 168960X6Y 2Z − 2013265920XY 5Z + X10 − 65536X5Y 3 +
1073741824Y 6.

Assim, m(f(C2),0) = 6, que é exatamente o valor da cota inferior.

4.2 Espaço de pontos duplos

Quando estudamos uma aplicação finita f de (Cn,0) em (Cp,0) com n ≤ p, os
espaços de pontos múltiplos de f desempenham um papel importante no estudo de sua
geometria. Quando f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) é uma aplicação de gráfico refletido, uma
primeira questão natural é se podemos descrever uma equação para o espaço de pontos
duplos D(f) na fonte em termos da ação de G sobre h.

Recentemente, Borges Zampiva, Peñafort Sanchis, Oréfice Okamoto e Tomazella
apresentaram uma resposta a esta questão em um contexto mais geral. Eles apresentam
uma equação para D(f) que depende apenas da ação de G sobre h (veja [3, Th. 5.2]).
No caso de germes de aplicações de gráfico refletido, como nossa segunda aplicação,
aplicaremos o Lema 3.1 para apresentar uma prova alternativa do resultado apresentado
em [3].

Lembramos que R denota o conjunto de todas as reflexões de G e ∆gk denota o
operador Demazure (veja a Seção 2.1).

Proposição 4.3. ([3]) Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0), f(x) = (w(x), h(x)) um germe
de aplicação de gráfico refletido, então

D(f) =V
⎛
⎝
(∏
gk∈R

∆gk(h))
⎛
⎝ ∏Id≠gk∉R

(h − gk●h)
⎞
⎠
⎞
⎠
. (4.15)

Demonstração. Denote por g1 = Id, g2,⋯, gd os elementos de G. Do Teorema 3.6 obte-
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mos que uma equação para a imagem de f é dada por

F (X, Z) = Zd −Qd−1Z
d−1 +Qd−2Z

d−2 +⋯ + (−1)d−1Q1Z + (−1)dQ0. (4.16)

Note que substituir X por w em (4.16) e então derivar a expressão resultante com
relação à variável Z é equivalente a derivar (4.16) com relação à variável Z e então
substituir X por w, ou seja, a ordem de execução dessas operações não importa. Pelo
Lema 3.1 temos que

F (w, Z) =
d

∏
k=1
(Z − gk●(h(x))) .

Portanto,

∂F (w, Z)
∂Z

= ∂ (Z − g1●h(x))
∂Z

[
d

∏
k=2
(Z − gk●(h(x)))]+(Z − g1●h(x))

∂ [∏d
k=2 (Z − gk●(h(x)))]

∂Z
,

Note que g1●h(x) = h(x), substituindo Z por h obtemos que

∂F (w, h)
∂Z

= (1 − h(x)) [
d

∏
k=2
(h(x) − gk●(h(x)))] . (4.17)

Por [36] (veja também [2, Prop. 2.5]) obtemos que

(D(f),0) = (V(∏
d
k=2 (h(x) − gk●h(x))
det(Jac(w)) ) ,0) .

Sejam H1,H2, ...,Hl os hiperplanos refletores de G, Fixg, onde g percorre as refle-
xões de G. Para cada i, seja ei a ordem do grupo cíclico GHi

, fixando Hi pontualmente
e sejam LH1 , LH2 , ..., LHl

formas lineares tais que Hi =KerLHi
. Temos que

∏gk∈R (h(x) − gk●h(x))
det(Jac(w)) = ∏gk∈R (h(x) − gk●h(x))

c∏ℓ
i=1L

ei−1
Hi

= ∏
gk∈R

∆gk(h).

onde R denota o conjunto de todas as reflexões de G (ver por exemplo [20, Lema 9.7]).
Portanto,

D(f) =V
⎛
⎝
(∏
gk∈R

∆gk(h))
⎛
⎝ ∏Id≠gk∉R

(h − gk●h)
⎞
⎠
⎞
⎠
,

o que conclui a prova.

Exemplo 4.3. Considere G = Z2 ×Z2 e f(x, y) = (x2, y2, h(x, y)), onde

h(x, y) = xp1(x2, y2) + yp2(x2, y2) + xyp3(x2, y2).

Note que os elementos de Z2 ×Z2 podem ser representado em GL2(C) pelas seguintes
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matrizes

Id =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Portanto, obtemos que

h(x, y) − g2●h(x, y) = 2(xp1 + yp2).
h(x, y) − g3●h(x, y) = 2y(p2 + xp3).
h(x, y) − g4●h(x, y) = 2x(p1 + yp3).

Note que det(Jac(x2, y2)) = 4xy. Assim, da Proposição 4.3, obtemos que

D(f) =V((yp3 + p1)(xp3 + p2)(xp1 + yp2)). (4.18)

Observamos que a equação que aparece em (4.18) para D(f) é exatamente a mesma
apresentada em [24, Prop. 3.1].

Corolário 4.4. Com a notação usada na Proposição 4.3, seja f = (w , h) um germe de
aplicação de gráfico refletido (Cn,0) to (Cn+1,0). Suponha que h é regular, isto é,

h(x) = a1x1 + a2x2 +⋯ + anxn +R(x),

com m(R(x),0) > 1 ou R = 0. Seja H o hiperplano definido por H ∶= V(∑ni=1 aixi).
Suponha que, para toda reflexão g ∈ G, H não seja o hiperplano de reflexão de g

(equivalentemente H ∩ (V (Jac(w))) ≠H como conjunto). Então,

D(f) =V
⎛
⎝ ∏
gk∉R, gk≠Id

(h(x) − gk●h(x))
⎞
⎠
.

Demonstração. Pela Proposição 4.3 temos que

D(f) =V
⎛
⎝
(∏
gk∈R

∆gk(h(x)))
⎛
⎝ ∏
gk∉R, gk≠Id

(h(x)) − gk●h(x)))
⎞
⎠
⎞
⎠
. (4.19)

Precisamos apenas mostrar que ∆g(h(x)) é um elemento invertível no anel de séries
analíticas C{x} para todo g ∈ R. Se g ∈ R e Fixg é o seu hiperplano de reflexão, com
Fixg = KerLg, então, pela definição do operador de Demazure e pelo Lema 2.3,
obtemos que

∆g(h(x)) =
h(x) − g●h(x)

Lg
= Q(x), (4.20)

para algum Q(x) ∈ C{x}.
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A ação de G em C{x} tem a propriedade de que se P ∈ C{x} é homogêneo de grau
d, então g●P também é homogêneo de grau d (veja [20, Ch. 3, Sec. 2]). Além disso,
recorde que g●(P1 + P2) = g●(P1) + g●(P2) para todo P1, P2 ∈ C{x}. Pela hipótese, H
não é um hiperplano de g. Portanto,

g●(a1x1 + a2x2 +⋯ + anxn) ≠ a1x1 + a2x2 +⋯ + anxn,

ou seja, a equação definidora de H não é invariante sob a ação de g. Desta forma,
podemos escrever

h(x) − g●h(x) = b1x1 + b2x2 +⋯ + bnxn +Q′(x),

onde m(Q′(x),0) > 1 ou Q′ = 0. Além disso, bi ∈ C para todo i, com pelo menos um bi

sendo diferente de zero.
Por (4.20), temos que Lg (que é uma forma linear) divide h(x)−g●h(x). Isso implica

que Q(0) ≠ 0 e, portanto, Q(x) deve necessariamente ser um elemento invertível em
C{x}.

Exemplo 4.4. Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação de gráfico refletido,
dado por

f(x, y) = (x2, y2, x − 3y + y3).

Usando a notação do Exemplo 4.3, pelo Corolário 4.4 obtemos que

D(f) =V(h(x, y) − g2●h(x, y))) =V (x − 3y + y3) .

Note que neste caso, como o coposto de f é 1, não precisamos considerar todos
os elementos de G para calcular uma equação para D(f), apenas aqueles que não são
reflexões (excluindo, é claro, a identidade do grupo).

Considere Dgi uma compontente da D(f). Se gi não é reflexão, então

Dgi =V(h − gi●h).

Analogamente, se gi é reflexão então

Dgi =V(h − gi●h
LHgi

).

No resultado a seguir, sugerido por Peñafort Sanchis bem como passos da demons-
tração, veremos que se Dgi ⊂D(f), então f(Dgi) = f(Dg−1i

).
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Proposição 4.5. Seja f uma aplicação de gráfico refletido de (Cn,0) em (Cn+1,0),
então

f(Dgi) = f(Dg−1i
).

Demonstração. Vamos separar a prova em dois casos. O primeiro em que gi não é
reflexão e o segundo em que gi é reflexão.

Caso 1: gi não é reflexão.

Seja gi um elemento de G, se gi não é reflexão temos f(Dgi) = f(V(h−gi●h,Z−h)).
Observe que

V(h − gi●h,Z − h) = gi●V(h − g−1i ●h,Z − h).

Assim, f(Dgi) = f(gi●(Dg−1i
)).

Sendo f uma aplicação de reflexão segue que

w(Dgi) = f(Dgi) = f(gi●(Dg−1i
)) = w(gi●(Dg−1i

)).

Assim, para provarmos obtemos que f(Dgi) = f(Dg−1i
), basta provar que f(gi●(Dg−1i

)) =
f(Dg−1i

).
Do Teorema de Noether (veja Teorema 2.4) segue que

w−1(w(gi●(Dg−1i
))) = Ggi●(Dg−1

i
) = ⋃ gj●(gi●(Dg−1i

)) = ⋃ gk●Dg−1i
= GD

g−1
i

,

isto é as órbitas de G em Dg−1i
e em gi●(Dg−1i

) coincidem. E, como w é sobrejetiva segue
w(gi●(Dg−1i

)) = w(Dg−1i
). Portanto,

f(Dgi) = w(Dgi) = w(gi●Dg−1i
) = w(Dg−1i

) = f(Dg−1i
).

Caso 2: gi é reflexão.

Note que

f(Dgi) =V(h − gi●h
LHgi

, Z − h) = gi●V
⎛
⎝
h − g−1i ●h
LH

g−1
i

, Z − h
⎞
⎠
= f(gi●(Dg−1i

)).

De fato, temos que gi●(Fixgi) = (Fixgi) e, desde que LHgi
= LHgi

−1 , segue a igual-
dade acima. Procedendo de maneira análoga ao caso 1, segue do Teorema de Noether
que

w−1(w(gi●(Dg−1i
)) = Ggi●(Dg−1

i
) = GD

g−1
i

,
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assim, w(gi●(Dg−1i
)) = w(Dg−1i

). Portanto,

f(Dgi) = w(Dgi) = w(gi●Dg−1i
) = w(Dg−1i

) = f(Dg−1i
)

como queríamos.

Exemplo 4.5. Considere o grupo G = Z4. Observe que os elementos de Z4 podem ser
representados em GL2(C) pelas seguintes matrizes

Id =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

onde ζ é uma raiz 4-primitiva da unidade e g2, g3, g4 são reflexões. Considere f uma
aplicação de gráfico refletido de (C2,0) em (C3,0) dada por f(x, y) = (x, y4, h(x, y))
onde

h = yp1(x, y4) + y2p2(x, y4) + y3p3(x, y4).

Por simplificação, utilizaremos que

Igi = ⟨
h − gi●h
LHgi

, Z − h⟩ .

Daí,

Ig2 = ⟨Z − yp1 − y2p2 − y3p3, (1 − ζ3)p1 + (1 − ζ2)yp2 + (1 − ζ)y2p3⟩ .
Ig3 = ⟨Z − yp1 − y2p2 − y3p3, (1 − ζ2)p1 + (1 − ζ2)y2p3⟩ .
Ig4 = ⟨Z − yp1 − y2p2 − y3p3, (1 − ζ)p1 + (1 − ζ2)yp2 + (1 − ζ3)y2p3⟩ .

Observe que ⋃4
k=1 gk●V(Igi) =V(⋂4

k=1 Igi), calculando ⋂4
k=1 Igi , obtemos

⋂ gi●Ig2 = ⟨p21 + y4p23 + 2Zp2, Z2 + y4p22 − 2y4p1p3⟩
⋂ gi●Ig3 = ⟨p1p2 +Zp3, p21 − y4p23, Zp1 + y4p2p3, Z2 − y4p22⟩ .
⋂ gi●Ig4 = ⟨p21 + y4p23 + 2Zp2, Z2 + y4p22 − 2y4p1p3⟩ .

Note que g2 = g−14 e que ⋂ gi●Ig2 = ⋂ gi●Ig4 . Assim,

4

⋃
k=1

gk●V(Ig2) =V(
4

⋂
k=1

Ig2) =V(
4

⋂
k=1

Ig4) =
4

⋃
k=1

gk●V(Ig4).

Daí, f(Ig2) = f(Ig4), ou seja, a imagem pela f das componentes da D(f) que são dadas
pelas ações de g2 e g4 são iguais, isso segue da Proposição 4.5 visto que g2 = g−14 . Por
outro lado, como g3 = g−13 , a imagem f(Ig3) não é igual a nenhuma outra imagem de
Igi com i ≠ 3.
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4.3 Germes de aplicações de reflexão quase homogê-

neos

Outra aplicação dos nossos resultados é sobre germes de aplicações quase ho-
mogêneos. Um polinômio p(x1,⋯, xn) é quase homogêneo se existem inteiros posi-
tivos b1,⋯, bn, com mdc(b1, ..., bn) = 1 e um inteiro d tal que p(kb1x1,⋯, kbnxx) =
kdp(x1,⋯, xn). O número bi é chamado de peso da variável xi e d é chamado de
grau pesado de p. Neste caso, dizemos que p é do tipo (d; b1,⋯, bn). Esta definição
se estende aos germes de aplicações polinomiais f ∶ (Cn,0) → (Cp,0) apenas exigindo
que cada função de coordenadas fi seja quase homogênea do tipo (di; b1,⋯, bn), para
pesos fixos b1,⋯, bn. Em particular, para um germe de aplicação quase homogêneo
f ∶ (C2,0) → (C3,0) dizemos que ele é quase homogêneo do tipo (d1, d2, d3; b1, b2).

Marar e Nuño-Ballesteros estudaram em [24] o caso onde f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0)
é um germe de aplicação de coposto 2 quase homogêneo e finitamente determinado.
Eles mencionam que a mera existência desse tipo de aplicação é uma surpresa. De
fato, os três adjetivos criam restrições tremendas e encontrar exemplos é uma tarefa
difícil. Eles mostraram que se f = (x2, y2, h(x, y)) é finitamente determinado e quase
homogêneo, então f é de fato homogêneo, ou seja, b1 = b2 = 1 (veja [24, Th. 3.4]). Em
particular, se b1 = b2 = 1, de fato não há germe de aplicação de dobra dupla quase homo-
gêneo finitamente determinado com pesos distintos. Por outro lado, existem exemplos
na literatura de germes de aplicação de gráfico refletido homogêneos finitamente de-
terminados (onde b1 = b2 = 1), veja por exemplo [24, Exemplo 3.6] e [34, Exemplo 16].
Assim, podemos considerar a seguinte questão:

Questão: Existe algum germe de aplicação de gráfico refletido f = (w1,w2, h) de
(C2,0) para (C3,0) de coposto 2 tal que f seja finitamente determinado, quase ho-
mogêneo e com pesos distintos?

Como as funções coordenadas w1 e w2 para a aplicação de órbita w = (w1,w2)
de G são sempre homogêneas (veja [20, Ch. 9]), nos restringiremos a estudar esta
questão apenas para o grupo Zr ×Zs, onde a aplicação de órbita w = (xr, ys) de Zr ×Zs
pode ser considerada também como uma aplicação quase homogênea. Se f(x, y) =
(xr, ys, h(x, y)), então a hipótese de coposto 2 implica que r, s ≥ 2 e h ∈ m2, onde m

denota o ideal maximal de O2. O lema a seguir pode ser visto como uma extensão
de [24, Th. 3.4] para o grupo de reflexão Zr × Zs. Consideraremos Zr × Zs como um
subgrupo de GL2(C) gerado pelas reflexões
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R
′ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

θ 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, S

′ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ξ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

onde θ (respectivamente ξ) é uma raiz r-primitiva da unidade (respectivamente, s-
primitiva).

Denote os elementos de Zr×Zs por gi,j onde i ∈ {1,⋯, r} e j ∈ {1,⋯, s}, com g1,1 = Id,
a matriz identidade. Note que após uma eventual reordenação dos índices i, j temos
que gi,j●(x, y) = (θix, ξjy).

Teorema 4.6. Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação de gráfico refletido
dado por f(x, y) = (xr, ys, h(x, y)) com r, s ≥ 2. Se f é quase homogêneo e finitamente
determinado, então f é homogêneo.

Demonstração. O caso em que r, s = 2 foi considerado em [24, Th. 3.4]. Portanto,
podemos supor que (r, s) ≠ (2,2). Denote o peso de x por a e o peso de y por b. Por
hipótese, temos que f é quase homogêneo, portanto, podemos escrever h na forma

h(x, y) = xαyβ(ck(xb)k + ck−1(xb)k−1ya +⋯ + c1xb(ya)k−1 + c0(ya)k) (4.21)

para alguns inteiros não negativos α,β, k, onde c0,⋯, ck ∈ C e c0, ck ≠ 0. Mostraremos
que α,β = 0.

Suponha que β ≠ 0, então a restrição de f a V(y) é r-a-1 (veja [38, Lema 6.1]).
Como f é finitamente determinado, segue-se que 1 ≤ r ≤ 2. Se supusermos que α ≠ 0,
obtemos com um argumento semelhante que 1 ≤ s ≤ 2. Portanto, se r, s ≥ 3 então
α = β = 0. Vamos considerar os seguintes casos restantes:

Caso a.1: r = 2 e s ≥ 3.

Como s ≥ 3, temos que α = 0. Suponha que β ≥ 1, então pela Proposição 4.3 e pela
Equação (4.21) obtemos que

D(f) =V(yβ(2s−1)−(s−1)λ1(x, y))

para algum λ1(x, y) em O2. Agora, note que 3 ≤ βs+β(s−1)−(s−1) = β(2s−1)−(s−1).
Portanto, D(f) não é reduzida, assim segue por [25, Cor. 3.5] que f não é finitamente
determinada, uma contradição. Consequentemente, obtemos que β = 0.
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Caso a.2: s = 2 e r ≥ 3. A prova deste caso é semelhante à dada para mostrar o Caso
a.1.

Finalmente, mostraremos que os pesos de f são iguais, ou seja, a = b = 1. Pela
Proposição 4.3 e 4.21 novamente obtemos

D(f) =V(xb(r−1)−(r−1)ya(s−1)−(s−1)λ2(x, y))

para algum λ2(x, y) em O2. Portanto, como f é finitamente determinado, segue que

0 ≤ (r − 1)(b − 1) ≤ 1 e 0 ≤ (s − 1)(a − 1) ≤ 1. (4.22)

De (4.22), obtemos que se r ≥ 3 então b = 1. Por outro lado, se s ≥ 3 então obtemos
que a = 1. Portanto, se r, s ≥ 3 então a = b = 1. Vamos considerar os seguintes casos
restantes:

Caso b.1: r = 2 e s ≥ 3.
Note que neste caso f = (f1, f2, f3) = (x2, ys, ck(xb)k + ⋯ + c0(ya)k) com c0, ck ≠ 0.

De (4.22) obtemos que a = 1 e 1 ≤ b ≤ 2. Suponha que b = 2, então o grau ponderado
de f1, f2 e f3 são 2,2s e 2k. Segue de [27] que o número C(f) de guarda-chuvas de
Whitney de f é dado por

C(f) = 1

2
((2s − 1)(2k − 2) + (2s − 1)) . (4.23)

Note que C(f) não é um número inteiro, já que o numerador de (4.23) é um número
inteiro ímpar. Em particular, isso implica que f não é finitamente determinado, uma
contradição. Portanto, obtemos que a = b = 1.

Caso b.2: s = 2 e r ≥ 3. A prova deste caso é semelhante à dada para mostrar o Caso
b.1.

Notamos que para o grupo Z1 × Zd, onde Z1 denota o grupo trivial, não é difícil
encontrar germes de aplicações finitamente determinados quase homogêneos que não
são homogêneos. Por exemplo, f(x, y) = (x, y4, y6 + xy) é um exemplo de um germe
de aplicação finitamente determinado de coposto 1 que é quase homogêneo do tipo
(5,4,6; 1,5), isto é, com pesos distintos.
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4.4 Sobre a existência de aplicações de gráfico refle-

tido finitamente determinadas de coposto 1 com

p = n + 1
Em ([34], Th. 8.5) Peñafort Sanchis provou que para p < 2n−1 não existem germes

de aplicações de reflexão finitamente determinados f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cp,0) de coposto
≥ 2, e todos os germes de aplicações essenciais finitamente determinados de coposto 1

são as aplicações de dobra. Peñafort Sanchis também provou que f é uma aplicação de
reflexão essencial se, e somente se é A-equivalente a uma aplicação de gráfico refletido
com h ∈m2, onde m2 é o quadrado do ideal maximal de On.

Nesta seção, provaremos que se G ≠ Z2 ou G ≠ Z2×Z2, então não existem aplicações
de gráfico refletido finitamente determinadas f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) de coposto 1, com
n ≥ 3. Antes de apresentar a prova deste resultado, demonstraremos que se G ≠ Zn e
G ≠ Z2 ×Z2, então existem g2, g3 ∈ G, tais que g2, g3 ≠ Id não são reflexões de G.

Lema 4.7. Seja G um grupo de reflexão tal que G ≠ Zn e G ≠ Z2 ×Z2. Então existem
g2, g3 ∈ G tais que g2, g3 ≠ Id e g2, g3 não são reflexões de G.

Demonstração. Da teoria de classificação de grupos finitos, podemos assumir que
∣G∣ ≥ 5, uma vez que Z2, Z3 e Z4 são cíclicos e G ≠ Z2 × Z2. Já que G ≠ Zn, pela
classificação de Shephard e Todd para grupos de reflexão (veja Cap. 8 em [20]), segue
que o posto de G é maior ou igual a 2. Logo, se d1, d2, ..., dn são os graus de G, existem
di, dj com i ≠ j tais que di, dj ≥ 2. Segue de ([42], veja também Teorema 4.14 de [20])
que o número de reflexões R de G é dado por

R =
n

∑
i=1
(di − 1) ≥ 2. (4.24)

Assim, ∣G∣ − R ≥ 3, portanto ∣G ∖ {Id}∣ − R ≥ 2, como queríamos demonstrar.

No Corolário 4.4, demonstramos que, no caso em que h é regular, os pontos duplos
das aplicações de gráfico refletido dependem unicamente dos elementos de G ∖ Id que
não são reflexões.

Note que, se g2, g3 ≠ Id não são reflexões em G, então existem, no mínimo, dois
elementos f1, f2 ∈ C{x} tais que

D(f) ⊃V(f1 ⋅ f2).

Portanto, segue do Lema 4.7 que se G ≠ Zn e G ≠ Z2 × Z2, o conjunto D(f) não é
irredutível.

62



4. Cota para a multiplicidade e aplicações

Tendo estabelecido o resultado anterior, estamos agora em posição de apresentar a
seguinte Proposição.

Proposição 4.8. Seja f ∶ (Cn,0) Ð→ (Cn+1,0) um germe de aplicação de gráfico
refletido de coposto 1, com n ≥ 3. Se G ≠ Z2 ou G ≠ Z2 ×Z2, então f não é finitamente
determinada.

Demonstração. Suponha que f seja finitamente determinada. Assim, como f tem
coposto 1, segue do Corolário 1.6 que D2(f) é uma ICIS (interseção completa com
singularidade isolada) de dimensão n − 1. Portanto, D2(f) é Cohen-Macaulay, assim
satisfaz o critério de Serre Sn−1 (veja [41], Teorema IV.D.11). Como n ≥ 3, em particular
satisfaz o critério S2. E, por D2(f) ter singularidade isolada satisfaz o critério de Serre
R1.

Agora, como D2(f) satisfaz S2 e R1, então D2(f) é um espaço analítico normal e,
sendo um espaço analítico normal é portanto irredutível (veja [18] ou [15]).

Por outro lado, existe uma projeção p1 ∶D2(f) Ð→D(f) que é genericamente 1-a-1.
O que implica que D(f) é irredutível.

Se G = Zn, então f é essencial e portanto G = Z2 (veja [34], Th. 8.5). Podemos
supor então que G ≠ Z2 e G ≠ Z2×Z2. Assim, pelo Lema 4.7 existem g2, g3 ∈ G tais que
g2, g3 ≠ Id e g2, g3 não são reflexões de G, o que implica que D2(f) (e também D(f))
não são irredutíveis, uma contradição.

Portanto, concluímos que se G ≠ Z2 ou G ≠ Z2 × Z2, então f não é finitamente
determinada.

Exemplo 4.6. Considere f ∶ (C3,0) Ð→ (C4,0) dada por

f(x, y, z) = (x2, y2, x + 2y, y + 3z).

Note que D2(f) é suave de dimensão 2 e D3(f) = D4(f) = ∅. Então, pelo Corolário
1.6 segue que f é finitamente determinada (mais do que isso, f é estável).

4.5 A topologia de um par de componentes de iden-

tificação

Vamos relembrar a definição de componente de identificação. Considere f um
germe de aplicação de (C2,0) em (C3,0) finitamente determinado. Denotemos por
D(f)1, D(f)2, . . . , D(f)r as componentes irredutíveis da curva de pontos duplos D(f)
de f . Suponha que (D(f)i,D(f)j) é um par de componente de identificação, ou seja,
f(D(f)i) = f(D(f)j).
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Se f é uma aplicação de reflexão finitamente determinada e (D(f)i,D(f)j) é um par
de componente de identificação, então D(f)i e D(f)j têm a mesma topologia [3, Prop.
4.14], no sentido de que D(f)i e D(f)j possuem os mesmos expoentes característicos
e multiplicidades de interseção (veja [13], Cap. 1, seção 3.4).

Não é dificíl demonstrar que se f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) é finitamente determinada, de
coposto 1 e quase homogênea (não necessariamente uma aplicação de reflexão), então
a mesma propriedade ocorre para um par de identificação de componentes de D(f)
(veja Lema 3.7 em [43]).

Isto leva à seguinte questão:

Questão: Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação finitamente

determinado com pelo menos um par de componentes de identificação

(D(f)i,D(f)j) de D(f). É verdade que as curvas planas D(f)i e D(f)j

tem a mesma topologia?

No Exemplo a seguir, veremos que a resposta para essa questão é negativa, em
geral.

Exemplo 4.7. Considere a aplicação f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) definida por

f(x, y) = (x − x2 + y3 − y4, xy,−x3 + xy3 + x2y4 − y7).

A curva de pontos duplos D(f) de f possui um par de componentes de identificação
(D(f)1,D(f)2) tal que D(f)1 é singular e D(f)2 é suave.

Seja f uma aplicação definida por

f(x, y) = (x − x2 + y3 − y4, xy,−x3 + xy3 + x2y4 − y7).

Utilizando a biblioteca presmatrix.lib no programa Singular (veja [37]), obtemos que a
equação da D(f) tem a seguinte fatoração

D(f)1 =V(−x2 + y3)
D(f)2 =V(−x + y4)
D(f)3 =V(−x+ x2 + 3xy − 3x2y − y3 − x4 + 3x3y − 4x2y2 + y4 + x5 + 4x3y2 + x2y3 − 3xy4 −
4x4y2 − 3x3y3 + 3xy5 + 2x3y4 + 4x2y5 +xy6 +x4y4 − 4x2y6 − 2xy7 + 2x2y7 −x2y8 − y10 + y11)
D(f)4 ∪D(f)5 =
V(x2 − 3x3y − xy4 + 4x4y2 + x7 + x2y5 − 6x5y3 + y8 + 4x3y6 − 3xy9 + 2x4y7 − 2x2y10 + y13)

Portanto, segue de [25] que f é finitamente determinada. Vamos mostrar que duas
dessas componentes são de identificação, nomeadamente D(f)1 e D(f)2. Considere
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ψ(t) = (t3, t2) e φ(t) = (t4, t) como parametrizações deD(f)1 eD(f)2, respectivamente.
Note que

f(D(f)1) = (t3 − t8, t5,0) = f(D(f)2).

Assim, D(f)1 e D(f)2 constituem um par de componentes de identificação D(f).
Finalmente, observe que D(f)1 corresponde a uma curva singular, enquanto D(f)2 é
uma curva suave, conforme ilustrado a seguir.

x

y

V (x2 − y3)

x

y

V (x − y4)

Portanto, concluímos que f possui um par de componentes de identificação, a saber,
(D(f)1,D(f)2), sendo que D(f)1 é singular e D(f)2 é suave. Em particular D(f)1 e
D(f)2 não têm a mesma topologia.

Observe que esse exemplo será útil para construirmos uma aplicação que não é de
reflexão.

4.5.1 Exemplo de aplicação que não é A-equivalente a uma apli-

cação de reflexão

Np Exemplo 4.7, apresentamos uma aplicação cujas componentes de identificação
possuem topologias distintas. Contudo, vale ressaltar que não foi especificado se tal
aplicação é do tipo reflexão. Uma questão que pode surgir, à luz da teoria exposta neste
trabalho, é a seguinte: “Existe alguma aplicação f de (C2,0) em (C3,0) finitamente
determinada, que não seja A-equivalente a uma aplicação de reflexão? ”

Como já mencionamos anteriormente, na literatura, sabe-se, por exemplo, que se f
for uma aplicação de reflexão e, se caso D(f)i e D(f)j formarem um par de componen-
tes de identificação, então D(f)i e D(f)j possuem a mesma topologia [3, Prop. 4.14].
Portanto, obtemos como corolário da Proposição 4.7 uma resposta para a pergunta
acima.
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Corolário 4.9. Considere a aplicação f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) definida pela mesma
expressão apresentada no Exemplo 4.7, ou seja, f é dada por

f(x, y) = (x − x2 + y3 − y4, xy,−x3 + xy3 + x2y4 − y7).

Portanto, f é uma aplicação finitamente determinada que não é A-equivalente a ne-
nhuma aplicação de reflexão.

Demonstração. O resultado segue do Exemplo 4.7 e [3, Prop. 4.14].
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Capítulo 5

Germes de aplicação diedral

Inspirados no trabalho de Marar e Nuño-Ballesteros em [24], onde foram introdu-
zidos os germes de aplicações de dobra dupla, nesta seção introduzimos o conceito de
“germe de aplicação diedral ”. Esses germes correspondem a aplicações de gráfico re-
fletido cujo grupo de reflexão agindo em C2 é o grupo diedral de ordem 2m, o qual
denotamos por D2m. Consideraremos os geradores do grupo diedral D2m em GL(C2)
conforme descrito no Exemplo 2.7, isto é,

g2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ 0

0 ζm−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (5.1)

onde ζ = e 2πi
m é uma raiz m-ésima primitiva da unidade.

Observe que D2m com a representação dada em (5.1) acima, é de fato um grupo
de reflexão isomorfo a D2m. A aplicação de órbita associada à ação de D2m em C2 é
dada por w(x, y) = (xm + ym, xy). O grupo D2m possui m reflexões, cujos hiperplanos
refletores são:

LH1 = x − y, LH2 = x − ζy, ..., LHm−1 = x − ζm−2y e LHm = x − ζm−1y.

Dizemos que um germe de aplicação f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) é um germe de aplicação
2m-diedral, ou simplesmente um “germe de aplicação diedral ”, se for um germe de
aplicação de gráfico refletido, dado da seguinte forma:

f(x, y) = (xm + ym, xy, h(x, y)).

Note que r1 = 1, r2 = x, r3 = x2,⋯, rm = xm−1 e rm+k = yk com k ∈ {1, ...,m} é uma base
para O2/(xm+ym, xy) como um C-espaço vetorial. Fazendo mudanças nas coordenadas
e usando o teorema da preparação de Malgrange, podemos escrever h na forma
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h(x, y) =
m−1
∑
j=1

xjpj +
m

∑
k=1

ykpm−1+k

onde pi = pi(xm + ym, xy) e h(0,0) = 0.
A seguir, veremos como determinar a matriz de apresentação de f⋆O2 para qualquer

germe de aplicação diedral.

5.1 A matriz de apresentação de f⋆O2 para germes de

aplicação diedral

Em 2008, Marar e Nuño-Ballesteros apresentaram a matriz de apresentação de
f⋆O2 para as aplicações de dobra dupla, expressa em termos dos polinômios pi(x2, y2)
(veja [24], Proposição 3.1). Posteriormente, em 2017, Silva estudou aplicações da
forma f(x, y) = (xn, ym, h(x, y)) e também descreveu a matriz de f⋆O2 utilizando os
polinômios pi(xn, ym) (veja [44], Proposição 4.29). Nesta seção apresentamos uma
descrição para a matriz de apresentação de f⋆O2, onde f é um germe de aplicação
diedral.

Recorde que, se f é um germe de aplicação diedral, então f é definida por

f(x, y) = (xm + ym, xy, h(x, y)),

onde
h(x, y) =

m−1
∑
j=1

xjpj +
m

∑
k=1

ykpm−1+k

e pi = pi(xm +ym, xy). A seguir, utilizaremos o Teorema 3.2 para descrever a matriz de
apresentação de f⋆O2,

Proposição 5.1. Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação diedral-D2m.
Então uma matriz de apresentação de f∗(O2) como um O3-módulo é dado por

λ[X,Y,Z] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A1[X,Y ] − IdZ A2

A3 A4[X,Y ] − IdZ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Onde

A1[X,Y ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 p1 p2 ⋯ pm−2 pm−1
pm−1X + pmY 0 p1 ⋯ pm−3 pm−2

pm−2X + pm+1Y 2 pm−1X + pmY 0 ⋯ pm−4 pm−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

p2X + p2m−3Ym−2 p3X + p2m−4Ym−3 p4X + p2m−5Ym−4 ⋯ 0 p1

p1X + p2m−2Ym−1 p2X + p2m−3Ym−2 p3X + p2m−4Ym−3 ⋯ pm−1X + pmY 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦m×m
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A2[X,Y ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

pm pm+1 pm+2 ⋯ pd−3 pd−2 pd−1
pm+1Y pm+2Y pm+3Y ⋯ pd−2Y pd−1Y −pm−1
pm+2Y 2 pm+3Y 2 pm+4Y 2 ⋯ pd−1Y 2 −pm−1Y −pm−2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

pd−2Ym−2 pd−1Ym−2 −pm−1Ym−2 ⋯ −p4Y 2 −p3xy −p2
pd−1Ym−1 −pm−1Ym−2 −pm−2Ym−3 ⋯ −p3Y 2 −p2Y −p1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦m×m

A3[X,Y ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p1Y p2Y p3Y ⋯ pm−2Y pm−1Y pd−1Y
p2Y

2 p3Y
2 p4Y

2 ⋯ pm−1Y 2 −pd−1Y 2 −pd−2Y
p3Y

3 p4Y
3 p5Y

3 ⋯ −pd−1Y 3 −pd−2Y 2 −pd−3Y
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

pm−1Ym−1 −pd−1Ym−1 −pd−2Ym−2 ⋯ −pm+3Y 3 −pm+2Y 2 −pm+1Y
−pd−1Ym −pd−2Ym−1 −pd−3Ym−2 ⋯ −pm+2Y 3 −pm+1Y 2 −pmY

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦m×m

A4[X,Y ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

pd−1X pm ⋯ pd−1 pd−2
p1Y + pd−2X pd−1X ⋯ pd−2 pd−3
p2Y

2 + pd−3X p1Y + pd−2X ⋯ pd−3 pd−4
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

pm−2Ym−2 + pm+1X pm−3Ym−3 + pm+2X ⋯ pd−1X pm

pm−1Ym−1 + pm+2X pm−2Ym−2 + pm+1X ⋯ p1Y + pd−2X pd−1X

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦m×m

com pi = pi(X,Y ).

Demonstração. Seguindo a notação da Observação 3.1, podemos escrever a matriz de
autovetores E para qualquer germe de aplicação diedral da seguinte forma

E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 ⋯ 1 1 ⋯ 1

x y ζx ζ2x ⋯ ζm−1x ζy ⋯ ζm−1y
x2 y2 ζ2x2 ζ4x2 ⋯ ζ2(m−1)x2 ζ2y2 ⋯ ζ2(m−1)y2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xm−2 ym−2 ζm−2xm−2 ζ2(m−2)xm−2 ⋯ ζ(m−1)(m−2)xm−2 ζm−2ym−2 ⋯ ζ(m−1)(m−2)ym−2

xm−1 ym−1 ζm−1xm−1 ζ2(m−1)xm−1 ⋯ ζ(m−1)
2
xm−1 ζm−1ym−1 ⋯ ζ(m−1)

2
ym−1

y x ζm−1y ζm−2y ⋯ ζy ζm−1x ⋯ ζx

y2 x2 ζ2(m−1)y2 ζ2(m−2)y2 ⋯ ζ2y2 ζ2(m−1)x2 ⋯ ζ2x2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ym−1 xm−1 ζ(m−1)

2
ym−1 ζ(m−2)(m−1)ym−1 ⋯ ζm−1ym−1 ζ(m−1)

2
xm−1 ⋯ ζm−1xm−1

ym xm ym ym ⋯ ym xm ⋯ xm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

onde ζ é uma raiz m-ésima da unidade. Sua matriz inversa matriz é expressa como
E−1 = 1

m(xm − ym)E1, onde E1 é a matriz:
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E1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xm xm−1 xm−2 ⋯ x −ym−1 ⋯ −y −1

−ym −ym−1 −ym−2 ⋯ −y xm−1 ⋯ x 1

xm ζm−1xm−1 ζm−2xm−2 ⋯ ζx −ζ(m−1)
2

ym−1 ⋯ −ζm−1y −1

xm ζ2(m−1)xm−1 ζ2(m−2)xm−2 ⋯ ζ2x −ζ(m−1)(m−2)ym−1 ⋯ −ζm−2y −1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

xm ζ(m−1)
2

xm−1 ζ(m−1)(m−2)xm−2 ⋯ ζm−1x −ζm−1ym−1 ⋯ −ζy −1

−ym −ζm−1ym−1 −ζm−2ym−2 ⋯ −ζy ζ(m−1)
2

xm−1 ⋯ ζm−1x 1

−ym −ζ2(m−1)ym−1 −ζ2(m−2)ym−2 ⋯ −ζ2y ζ(m−1)(m−2)xm−1 ⋯ ζm−2x 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

−ym −ζ(m−1)
2

ym−1 −ζ(m−1)(m−2)ym−2 ⋯ −ζm−1y ζm−1xm−1 ⋯ ζx 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Considere a matriz de autovalores A descrita na Observação 3.1. Segue do Teorema

3.2, que λ[w,0] = E ⋅A ⋅E−1. Assim, realizando produtos dessas matrizes, obtemos que

E ⋅A ⋅E−1 = 1

m(xm − ym)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A1 A2

A3 A4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
onde, A1,A2,A3 e A4 são as matrizes (de ordem m ×m) a seguir

A1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xmu0 − ymv0 xm−1um−1 − ym−1vm−1 ⋯ x2u2 − y2v2 xu1 − yv1
xm+1u1 − ym+1v1 xmu0 − ymv0 ⋯ x3u3 − y3v3 x2u2 − y2v2
xm+2u2 − ym+2v2 xm+1u1 − ym+1v1 ⋯ x4u4 − y4v4 x3u3 − y3v3

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
x2m−2um−2 − y2m−2vm−2 x2m−3um−3 − y2m−3vm−3 ⋯ xmu0 − ymv0 xm−1u1 − ym−1v1
x2m−1um−1 − y2m−1vm−1 x2m−2um−2 − y2m−2vm−2 ⋯ xm+1u1 − ym+1v1 xmu0 − ymv0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

A2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xm−1v1 − ym−1u1 xm−2v2 − ym−2u2 ⋯ xvm−1 − yum−1 v0 − u0

yxm−1v2 − xym−1u2 yxm−2v3 − xym−2u3 ⋯ yxv0 − xyu0 yv1 − xu1

y2xm−1v3 − x2ym−1u3 y2xm−2v4 − x2ym−2u4 ⋯ y2xv1 − x2yu1 y2v2 − x2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
ym−2xm−1vm−1 − xm−2ym1um−1 ym−2xm−2v0 − xm−2ym2u0 ⋯ ym−2xvm−3 − xm−2yum−3 ym−2vm−2 − xm−2um−2

ym−1xm−1v0 − xm−1ym−1u0 ym−1xm−2v1 − xm−1ym−2u1 ⋯ ym−1xvm−2 − xm−1yum−2 ym−1vm−1 − xm−1um−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

A3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

yxmum−1 − xymvm−1 yxm−1um−2 − xym−1vm−2 ⋯ yx2u1 − xy2v1 yxu0 − xyv0
y2xmum−2 − x2ymvm−2 y2xm−1um−3 − x2ym−1vm−3 ⋯ y2x2u0 − x2y2v0 y2xum−1 − x2yvm−1
y3xmum−3 − x3ymvm−3 y3xm−1um−4 − x3ym−1vm−4 ⋯ y3x2um−1 − x2y2vm−1 y3xum−2 − x3yvm−2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
ym−1xmu1 − xm−1ymv1 ym−1xm−1u0 − xm−1ym−1v0 ⋯ ym−1x2u3 − xm−1y2v3 ym−1xu2 − xm−1yv2
ymxmu0 − xmymv0 ymxm−1um−1 − xmym−1vm−1 ⋯ ymx2u2 − xmy2v2 ymxu1 − xmyv1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e

A4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xmv0 − ymu0 xm−1v1 − ym−1u1 ⋯ x2vm−2 − y2um−2 xvm−1 − yum−1
xm+1vm−1 − ym+1um−1 xmv0 − ymu0 ⋯ x3vm−3 − y3um−3 x2vm−2 − y2um−2
xm+2vm−2 − ym+2um−2 xm+1vm−1 − ym+1um−1 ⋯ x4vm−4 − y4um−4 x3vm−3 − y3um−3

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
x2m−2v2 − y2m−2u2 x2m−3v3 − y2m−3u3 ⋯ xmv0 − ymu0 xm−1v1 − ym−1u1
x2m−1v1 − y2(m−1)u0 x2m−2v2 − x2m−2u2 ⋯ xm+1vm−1 − ym+1um−1 xmv0 − ymu0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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onde,

u0 = h1 + h3 + h4 +⋯hm + hm+1
v0 = h2 + hm+2 + hm+3 +⋯ + hd−1 + hd
u1 = h1 + ζh3 + ζ2h4 +⋯ζm−2hm + ζm−1hm+1
v1 = h2 + ζhm+2 + ζ2hm+3 +⋯ζm−2hd−1 + ζm−1hd
u2 = h1 + ζ2h3 + ζ4h4 +⋯ζ2(m−2)hm + ζ2(m−1)hm+1
v2 = h2 + ζ2hm+2 + ζ4hm+3 +⋯ζ2(m−2)hd−1 + ζ2(m−1)hd
⋮

uj = h1 + ζjh3 + ζ2jh4 +⋯ζ(m−2)jhm + ζ(m−1)jhm+1
vj = h2 + ζjhm+2 + ζ2jhm+3 +⋯ζ(m−2)jhd−1 + ζ(m−1)jhd
⋮

um−1 = h1 + ζm−1h3 + ζ2(m−1)h4 +⋯ + ζ(m−2)(m−1)hm + ζ(m−1)2hm+1
vm−1 = h2 + ζm−1hm+2 + ζ2(m−1)hm+3 +⋯ζ(m−2)(m−1)hd−1 + ζ(m−1)2hd

Fazendo as substituições dos polinômios hi nas equações uk e vk com k ∈ {0, ...,m−1}
acima, obtemos que

u0 = mympd−1

v0 = mxmpd−1

u1 = mxm−1pm−1 +mypm
v1 = mym−1pm−1 +mxpm
u2 = mxm−2pm−2 +my2pm+1
v2 = mym−2pm−2 +mx2pm+1
⋮

uj = mxm−jpm−j +myjpm−1+j, com 1 ≤ j ≤m − 1.
vj = mym−jpm−j +mxjpm−1+j
⋮

um−1 = mxp1 +mym−1pd−2
vm−1 = myp1 +mxm−1pd−2

Substituindo uk e vk nas matrizes Ai[w1,w2], obtemos

A1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 p1 ⋯ pm−2 pm−1
pm−1(xm + ym) + pmxy 0 ⋯ pm−3 pm−2

pm−2(xm + ym) + pm+1x2y2 pm−1(xm + ym) + pmxy ⋯ pm−4 pm−3
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

p2(xm + ym) + p2m−3xm−2ym−2 p3(xm + ym) + p2m−4xm−3ym−3 ⋯ 0 p1

p1(xm + ym) + p2m−2xm−1ym−1 p2(xm + ym) + p2m−3xm−2ym−2 ⋯ pm−1(xm + ym) + pmxy 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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A2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

pm pm+1 pm+2 ⋯ pd−3 pd−2 pd−1
pm+1xy pm+2xy pm+3xy ⋯ pd−2xy pd−1xy −pm−1
pm+2x2y2 pm+3x2y2 pm+4x2y2 ⋯ pd−1x2y2 −pm−1xy −pm−2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
pd−2xm−2ym−2 pd−1xm−2ym−2 −pm−1xm−3ym−3 ⋯ −p4x2y2 −p3xy −p2
pd−1xm−1ym−1 −pm−1xm−2ym−2 −pm−2xm−3ym−3 ⋯ −p3x2y2 −p2xy −p1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

A3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p1xy p2xy p3xy ⋯ pm−2xy pm−1xy −pd−1xy
p2x

2y2 p3x
2y2 p4x

2y2 ⋯ pm−1x2y2 −pd−1x2y2 −pd−2xy
p3x

3y3 p4x
3y3 p5x

3y3 ⋯ −pd−1x3y3 −pd−2x2y2 −pd−3xy
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

pm−1xm−1ym−1 −pd−1xm−1ym−1 −pd−2xm−2ym−2 ⋯ −pm+3x3y3 −pm+2x2y2 −pm+1xy
−pd−1xmym −pd−2xm−1ym−1 −pd−3xm−2ym−2 ⋯ −pm+2x3y3 −pm+1x2y2 −pmxy

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

A4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

pd−1(xm + ym) pm ⋯ pd−1 pd−2

p1xy + pd−2(xm + ym) pd−1(xm + ym) ⋯ pd−2 pd−3

p2x
2y2 + pd−3(xm + ym) p1xy + pd−2(xm + ym) ⋯ pd−3 pd−4

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
pm−2x

m−2ym−2 + pm+1(xm + ym) pm−3x
m−3ym−3 + pm+2(xm + ym) ⋯ pd−1(xm + ym) pm

pm−1x
m−1ym−1 + pm+2(xm + ym) pm−2x

m−2ym−2 + pm+1(xm + ym) ⋯ p1xy + pd−2(xm + ym) pd−1(xm + ym)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Considere o homomorfismo de anéis C[X,Y ] Ð→ C[x, y] dado por X z→ xm + ym,
Y z→ xy. Vamos trocar xm + ym por X e xy por Y em Ai[w1,w2]. Assim, obtemos
que a matriz λ[X,Y,0] é tal que

λ[X,Y,0] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A1[X,Y ] A2[X,Y ]
A3[X,Y ] A4[X,Y ]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

Por fim, para obtermos f⋆O2 faremos λ[X,Y,0] − IdZ . Portanto, a matriz de apre-
sentação de f⋆O2 é dada da seguinte forma

λ[X,Y,Z] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A1[X,Y ] − IdZ A2

A3 A4[X,Y ] − IdZ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

como desejado.

Exemplo 5.1. Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação, dado por

f(x, y) = (x4 + y4, xy, h(x, y)), (5.2)

onde h(x, y) = xp1 + x2p2 + x3p3 + yp4 + y2p5 + y3p6 + y4p7 e pi = pi(x4 + y4, xy).
Segue da Proposição 5.1, que a matriz de apresentação de f∗(O2) como um O3-
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módulo é dada por

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

B1 −Z p1 p2 p5Y p6Y p7Y −p3
B2 B1 −Z p1 p6Y 2 p7Y 2 −p3Y −p2
B3 B2 B1 −Z p7Y 3 −p3Y 2 −p2Y −p1
p1Y p2Y p3Y −p7Y p7X −Z p4 p5 p6

p2Y 2 p3Y 2 −p7Y 2 −p6Y B4 p7X −Z p4 p5

p3Y 3 −p7Y 3 −p6Y 2 −p5Y B5 B4 p7X −Z p4

−p7Y 4 −p6Y 3 −p5Y 2 −p4Y B6 B5 B4 p7X −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

onde
B1 = p3X + p4Y
B2 = p2X + p5Y 2

B3 = p1X + p6Y 3

B4 = p1Y + p6X
B5 = p2Y 2 + p5X
B6 = p3Y 3 + p4X

Como aplicação dos resultados dos capítulos anteriores, apresentaremos a seguir um
breve estudo sobre a aplicação 6-diedral, no qual calculamos a matriz de apresentação
de f∗O2 como um O3-módulo, uma equação para a imagem de f , uma equação para o
espaço de pontos duplos de f e estimativas superior e inferior para a multiplicidade de
f .

5.2 Um estudo sobre a aplicação 6-diedral

Consideremos a seguinte representação em GL(C2) do grupo diedral D6:

g1 = Id =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ2 0

0 ζ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ 0

0 ζ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

g5 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 ζ

ζ2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, g6 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 ζ2

ζ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

onde ζ = e 2πi
3 .

A aplicação de órbita para o grupo D6 agindo em C2 é w(x, y) = (x3 + y3, xy).
Assim, a aplicação de gráfico refletido f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) para o grupo diedral D6

é dado por f(x, y) = (x3 + y3, xy, h(x, y)), onde h(x, y) = xp1 + x2p2 + yp3 + y2p4 + y3p5.
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Note que
h1 ∶= g1●h = h.

h2 ∶= g2●h = yp1 + y2p2 + xp3 + x2p4 + x3p5.
h3 ∶= g3●h = ζxp1 + ζ2x2p2 + ζ2yp3 + ζy2p4 + y3p5.
h4 ∶= g4●h = ζ2xp1 + ζx2p2 + ζyp3 + ζ2y2p4 + y3p5.
h5 ∶= g5●h = ζyp1 + ζ2y2p2 + ζ2xp3 + ζx2p4 + x3p5.
h6 ∶= g6●h = ζ2yp1 + ζy2p2 + ζxp3 + ζ2x2p4 + x3p5.

Lembre-se do Lema 3.5, que nos permite definir

q5(xy, x3 + y3) ∶= h1 + h2 + h3 + h4 + h5 + h6.

q4(xy, x3 + y3) ∶= h1h2 + h1h3 + h1h4 + ⋯ + h5h6.

q3(xy, x3 + y3) ∶= h1h2h3 + h1h2h4 + ⋯ + h4h5h6.

q2(xy, x3 + y3) ∶= h1h2h3h4 + h1h2h3h5 +⋯ + h3h4h5h6.
q1(xy, x3 + y3) ∶= h1h2h3h4h5 + h1h2h3h4h6 + ⋯ + h2h3h4h5h6.

q0(xy, x3 + y3) ∶= h1h2h3h4h5h6.

Proposição 5.2. Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de aplicação 6-diedral e escreva
f na forma

f(x, y) = (x3 + y3, xy, xp1 + x2p2 + yp3 + y2p4 + y3p5).

onde pi = pi(x3 + y3, xy). Então

(a) A matriz de apresentação de f∗O2 como um O3-módulo via f é dada por

λ[X,Y,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3 p4 p5

p2X + p3Y −Z p1 p4Y p5Y −p2

p1X + p4Y
2 p2X + p3Y −Z p5Y

2
−p2Y −p1

p1Y p2Y −p5Y p5X −Z p3 p4

p2Y
2

−p5Y
2

−p4Y p4X + p1Y p5X −Z p3

−p5Y
3

−p4Y
2

−p3Y p3X + p2Y
2 p4X + p1Y p5X −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

onde pi = pi(X,Y ).

(b) Uma equação para a imagem de f é

F (X,Y,Z) = Z6 −Q5Z
5 +Q4Z

4 −Q3Z
3 +Q2Z

2 −Q1Z +Q0.

onde Q6−k(X,Y ) ∶= w∗(q6−k(x3 + y3, xy)), i.e, simplesmente trocamos as “vari-
áveis” x3 + y3 e xy pelas variáveis X e Y em q6−k descritas logo acima desta
proposição.
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(c) Uma equação para a curva de pontos duplos D(f) de f é

D(f) =V (f1f2f3)

onde

f1 = −p1 + p3 − p2x + p4x − p2y + p4y + p5x2 + p5xy + p5y2.
f2 = p21 + p1p3 + p23 + 2p1p2x + p2p3x + p1p4x − p3p4x − p1p2y + p2p3y + p1p4y

+2p3p4y + p22x2 + p2p4x2 + p24x2 − 2p1p5x2 − p3p5x2 − p22xy − p2p4xy − p24xy
+p1p5xy − p3p5xy + p22y2 + p2p4y2 + p24y2 + p1p5y2 + 2p3p5y2 − 2p2p5x3 − p4p5x3

+2p2p5x2y + p4p5x2y − p2p5xy2 − 2p4p5xy2 + p2p5y3 + 2p4p5y3 + p52x4

−p52x3y − p52xy3 + p25y4.
f3 = p21x

2 + p1p3xy + p23y2 + p1p2x3 + 2p2p3x2y + 2p1p4xy2 + p3p4y3 + p22x4 + p2p4x2y2

+p24y4.

(d) A multiplicidade da imagem de f satisfaz

2 ≤m(f(C2,0)) ≤ 6.

Demonstração. Segue da Proposição 5.1 que a matriz de apresentação de f∗(O2) como
um O3-módulo via f é dada por

λ[X,Y,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3 p4 p5

p2X + p3Y −Z p1 p4Y p5Y −p2
p1X + p4Y 2 p2X + p3Y −Z p5Y 2 −p2Y −p1

p1Y p2Y −p5Y p5X −Z p3 p4

p2Y 2 −p5Y 2 −p4Y p4X + p1Y p5X −Z p3

−p5Y 3 −p4Y 2 −p3Y p3X + p2Y 2 p4X + p1Y p5X −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

como queríamos.

(b) Segue pelo Teorema 3.6. Para provar (c), podemos aplicar a Proposição 4.3 para
obter

D(f) =V((h − g2●h)(h − g3●h)(h − g4●h)(h − g5●h)(h − g6●h)
3(x − y)(x − ζy)(x − ζ2y) ) .

Note que
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h − g2●h = (y − x)(−p1 + p3 − p2(x + y) + p4(x + y) + p5(x2 + xy + y2)).
h − g3●h = p1(x − ζx) + p2(x2 − ζ2x2) + p3(y − ζ2y) + p4(y2 − ζy2).
h − g4●h = p1(x − ζ2x) + p2(x2 − ζx2) + p3(y − ζy) + p4(y2 − ζ2y2).
h − g5●h = p1(x − ζy) + p2(x2 − ζ2y2) + p3(y − ζ2x) + p4(y2 − ζx2) + p5(y3 − x3).
h − g6●h = p1(x − ζ2y) + p2(x2 − ζy2) + p3(y − ζx) + p4(y2 − ζ2x2) + p5(y3 − x3).

Portanto, um cálculo mostra que D(f) = V (f1f2f3). A prova de (d) segue pelo
Corolário 4.3.

Observação 5.1. Um cálculo direto (mas tedioso) pode ser feito para apresentar ex-
plicitamente os coeficientes de Q′is na Proposição 5.2(b). Por exemplo,

q5 = h1 + h2 + h3 + h4 + h5 + h6 = 3p5(x3 + y3), e
q4 = −6xyp1p3 − 3p1p2(x3 + y3) − 3p3p4(x3 + y3) − 6x2y2p2p4 + 3p25(x3 + y3)2 + 3p25x3y3

portanto Q5(X,Y ) = 3Xp5 e Q4(X,Y ) = −6Y p1p3−3Xp1p2−3Xp3p4−6Y 2p2p4+3X2p25+
3Y 3p25. Da mesma forma, obtemos de q3, q2, q1 e q0 que

Q3(X,Y ) = −X(−p31−p33−Xp32−Xp34+9Xp1p2p5+3Xp3p4p5−X2p35)−XY (−3p22p3−
3p1p24+12p1p3p5+12Y 2p2p4p5−6Y 2p35)−Y 2(−6p2p23−6p21p4+2Y p32+2Y p34−12Y p1p2p5+
12Y p3p4p5).

Q2(X,Y ) = 9XY p21p2p3+9Y 2p21p
2
3+9X2p1p2p3p4+9XY p1p23p4+3X2p31p5+9Y 3p21p

2
2+

9XY 2p1p22p4+9XY 2p2p3p24+9Y 3p23p
2
4−6Y 3p31p5+3X3p32p5+9X2Y p22p3p5+9XY 2p2p23p5+

6Y 3p33p5+9XY 2p21p4p5−9X3p1p2p25−9X2Y p1p3p25+9Y 4p22p
2
4−9XY 3p32p5−18Y 4p22p3p5+

18Y 4p1p24p5+3XY 3p34p5+18XY 3p1p2p25−9X2Y 2p2p4p25−18XY 3p3p4p25+3X2Y 3p45+3Y 6p45.

Q1(X,Y ) = −[3XY p41p3+3X2p1p2p33+3XY p1p43+3X2p31p3p4+6Y 3p41p2+3X2Y p1p32p3+
18XY 2p1p22p

2
3 + 12Y 3p1p2p33 + 12XY 2p31p2p4 + 12Y 3p31p3p4 + 3X3p32p3p4 + 9X2Y p22p

2
3p4 +

12XY 2p2p33p4 + 6Y 3p43p4 + 9X2Y p21p2p
2
4 + 18XY 2p21p3p

2
4 + 3X3p1p2p34 + 3X2Y p1p3p34

−9X2Y p21p2p3p5−9XY 2p21p
2
3p5−9X3p1p2p3p4p5−9X2Y p1p23p4p5−3X3p31p

2
5+3XY 3p1p42+

12Y 4p1p32p3 + 3X2Y 2p42p4 + 12Y 4p1p3p34 + 3X2Y 2p2p44 + 3XY 3p3p44 − 9XY 3p21p
2
2p5

−9X2Y 2p1p22p4p5−9X2Y 2p2p3p24p5−9XY 3p23p
2
4p5+9XY 3p31p

2
5−3X4p32p

2
5−9X3Y p22p3p

2
5−

9X2Y 2p2p23p
2
5−3XY 3p33p

2
5−9X2Y 2p21p4p

2
5+3X4p1p2p35+3X3Y p1p3p35−6Y 5p42p4−6Y 5p2p44−

9XY 4p22p
2
4p5+12X2Y 3p32p

2
5+27XY 4p22p3p

2
5−9XY 4p1p24p

2
5−3X2Y 3p1p2p35+3X3Y 2p2p4p35+

3X2Y 3p3p4p35 − 6Y 6p32p
2
5 − 6Y 6p34p

2
5 − 12Y 6p1p2p35 + 12Y 6p3p4p35 − 3XY 6p55 + 18Y 5p2p23p

2
5 +

18Y 5p21p4p
2
5].
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e
Q0(X,Y ) =X2p31p

3
3+Y 3p61+3XY 2p31p2p

2
3−2Y 3p31p

3
3+X3p32p

3
3+3X2Y p22p

4
3+3XY 2p2p53+

Y 3p63 + 3XY 2p51p4 + 3XY 2p21p
3
3p4 + 3X2Y p41p

2
4 +X3p31p

3
4 − 3X2Y p41p3p5 − 3X3p31p3p4p5 +

XY 3p31p
3
2+6Y 4p31p

2
2p3+3X2Y 2p42p

2
3+6XY 3p32p

3
3+3Y 4p22p

4
3+3X2Y 2p21p

3
2p4+9XY 3p21p

2
2p3p4+

18Y 4p21p2p
2
3p4 + 3Y 4p41p

2
4 + 3X3Y p1p32p

2
4 + 9X2Y 2p1p22p3p

2
4 + 9XY 3p1p2p23p

2
4 + 6Y 4p1p33p

2
4 +

6XY 3p31p
3
4+X4p32p

3
4+3X3Y p22p3p

3
4+3X2Y 2p2p23p

3
4+XY 3p33p

3
4+3X2Y 2p21p

4
4−3XY 3p41p2p5+

6Y 4p41p3p5 − 3X3Y p1p32p3p5 − 9X2Y 2p1p22p
2
3p5 − 12XY 3p1p2p33p5 − 6Y 4p1p43p5

− 3X2Y 2p31p2p4p5 − 3X4p32p3p4p5 − 9X3Y p22p
2
3p4p5 − 9X2Y 2p2p33p4p5 − 3XY 3p43p4p5

−9X2Y 2p21p3p
2
4p5+X4p31p

3
5+3XY 4p52p3+3Y 5p42p

2
3−6Y 5p21p

3
2p4−9XY 4p1p32p

2
4−18Y 5p1p22p3p

2
4−

4X2Y 3p32p
3
4−9XY 4p22p3p

3
4−6Y 5p2p23p

3
4+3Y 5p21p

4
4+3XY 4p1p54−3X2Y 3p1p42p5−12Y 5p31p2p4p5−

3X3Y 2p42p4p5 + 3X2Y 3p32p3p4p5 + 18XY 4p22p
2
3p4p5 + 12Y 5p2p33p4p5 − 18XY 4p21p2p

2
4p5 −

3X2Y 3p1p2p34p5 − 12XY 4p1p3p34p5 + 9XY 4p21p2p3p
2
5 + 9Y 5p21p

2
3p

2
5 + 9X2Y 3p1p2p3p4p25

+ 9XY 4p1p23p4p
2
5 − 4X2Y 3p31p

3
5 + X5p32p

3
5 + 3X4Y p22p3p

3
5 + 3X3Y 2p2p23p

3
5 + X2Y 3p33p

3
5 +

3X3Y 2p21p4p
3
5 + Y 6p62 + 2Y 6p32p

3
4 + Y 6p64 + 6Y 6p1p42p5 + 9XY 5p42p4p5 + 12Y 6p32p3p4p5

−12Y 6p1p2p34p5−3XY 5p2p44p5−6Y 6p3p44p5+9Y 6p21p
2
2p

2
5+9XY 5p1p22p4p

2
5+9XY 5p2p3p24p

2
5+

9Y 6p23p
2
4p

2
5+2Y 6p31p

3
5−5X3Y 3p32p

3
5−12X2Y 4p22p3p

3
5−9XY 5p2p23p

3
5−2Y 6p33p

3
5−9XY 5p21p4p

3
5+

3X2Y 4p1p24p
3
5 − 3X3Y 3p1p2p45 − 3X2Y 4p1p3p45 + 9Y 7p22p

2
4p

2
5 + 5XY 6p32p

3
5 + 6Y 7p22p3p

3
5 −

6Y 7p1p24p
3
5+XY 6p34p

3
5+9XY 6p1p2p45+6Y 7p1p3p45−3X2Y 5p2p4p45−3XY 6p3p4p45+6Y 8p2p4p45+

Y 9p65.

5.3 Matriz de apresentação para a aplicação 8-diedral

No Capítulo 2 deste trabalho, vimos que é possível obter mais de uma representação
para um mesmo grupo. Para ilustrar isso, nesta seção mostraremos que diferentes
representações de um mesmo grupo de reflexão podem levar a matrizes de apresentação
distintas.

Faremos isso por meio de um exemplo com o grupo diedral D8, utilizando as duas
representações apresentadas no Exemplo 2.8. Para tanto, considere a aplicação 8-
diedral f de (C2,0) em (C3,0) definida por

f(x, y) = (x4 + y4, xy, xp1 + x2p2 + x3p3 + yp4 + y2p5 + y3p6 + y4p7),

onde pi = pi(x4+y4, xy). Segue do Exemplo 5.1 que a matriz de apresentação de f∗(O2)
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5. Germes de aplicação diedral

como um O3-módulo é dada por

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

B1 −Z p1 p2 p5Y p6Y p7Y −p3
B2 B1 −Z p1 p6Y 2 p7Y 2 −p3Y −p2
B3 B2 B1 −Z p7Y 3 −p3Y 2 −p2Y −p1
p1Y p2Y p3Y −p7Y p7X −Z p4 p5 p6

p2Y 2 p3Y 2 −p7Y 2 −p6Y B4 p7X −Z p4 p5

p3Y 3 −p7Y 3 −p6Y 2 −p5Y B5 B4 p7X −Z p4

−p7Y 4 −p6Y 3 −p5Y 2 −p4Y B6 B5 B4 p7X −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

onde
B1 = p3X + p4Y
B2 = p2X + p5Y 2

B3 = p1X + p6Y 3

B4 = p1Y + p6X
B5 = p2Y 2 + p5X
B6 = p3Y 3 + p4X

Agora vamos construir a matriz de apresentação com a representação de D′8, a qual
a aplicação de órbita é dado por w = (x2 + y2, x2y2) (veja [3]).

Considere o germe de aplicação ψ ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) dado por

ψ(x, y) = (x2 + y2, x2y2, xp1 + yp2 + xyp3 + y2p4 + xy2p5 + y3p6 + xy3p7), (5.3)

onde pi = pi(x2 + y2, x2y2).
A matriz de apresentação de ψ∗O2 como um O3-módulo é dada por

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

Xp1 + Y p5 −Z Xp3 + Y p7 p2 −p1 p4 −p3 p6

−Y p6 −Y p7 −Z p1 p2 +Xp6 p3 +Xp7 p4 p5

Y p3 −Y p6 Xp1 + Y p5 −Z Y p7 p2 +Xp6 −p1 p4

−Y p4 −Y p5 −Y p6 −Y p7 p4X −Z p1 +Xp5 p2 +Xp6 p3 +Xp7
Y p1 −Y p4 Y p3 −Y p6 Y p5 p4X −Z Y p7 p2 +Xp6
S1 S2 −Y p4 −Y p5 S3 S4 p4X −Z p1 + Y p5
−Y 2p7 S1 Y p1 −Y p4 −S2 S3 Y p5 p4X −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

onde
S1 = −Y p2 −XY p6
S2 = −Y p3 −XY p7
S3 = Y p2 + (X2 − Y )p6
S4 = Y p3 + (X2 − Y )p7

Concluímos, portanto, com este exemplo, que a matriz de apresentação de f⋆On de-
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5. Germes de aplicação diedral

pende da representação escolhida para o grupo G. No entanto, vale a pena ressaltar que
os ideias de Fitting, em particular F0(f⋆O2), não dependem da matriz de apresentação
considerada.

5.4 Germes de aplicação diedral finitamente determi-

nados

No contexto de aplicações de reflexão, Peñafort Sanchis, em [34], demonstrou que,
para inteirosmi coprimos dois a dois, os seguintes germes são finitamente determinados:

x z→ (xm1 , xm2).
(x1, x2) z→ (xm1

1 , xm2
2 , (x1 + x2)m3).

(x1, x2) z→ (xm1
1 , xm2

2 , (x1 + x2)m3 , (x1 − x2)m4).
(x1, x2, x3) z→ (xm1

1 , xm2
2 , xm3

3 , (x1 + x2 + x3)m4 , (x1 − x2 + 2x3)m5 , (x1 + 2x2 − x3)m6).

Nesta seção, apresentaremos uma nova classe de aplicações de reflexão que são finita-
mente determinadas. Essencialmente, provaremos que, se f(x, y) = (xm+ym, xy, h(x, y))
é um germe de aplicação diedral com m ímpar e h(x, y) = (ax+ by)k, sendo a e b gené-
ricos, então f é finitamente determinada se, e somente se, m e k são coprimos.

Para isso, considere f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um “germe de aplicação diedral ” dado
da seguinte forma

f(x, y) = (xm + ym, xy, (ax + by)k).

Como f é uma aplicação de gráfico refletido, a curva de pontos duplos é dada da
seguinte forma

D(f) =V
⎛
⎝

∏2m
j=2 (h(x, y) − gj●h(x, y))

(x − y)(x − ζy)(x − ζ2y) ⋅ ... ⋅ (x − ζm−1y)
⎞
⎠
.

Sejam ηr com r ∈ {2,3, ...,2m} as componentes de D(f).

● Considere j ∈ {1,2, ...,m−1}. Sejam ηj+1 as componentes deD(f) cujos elementos
gj ∈ G, ao agirem sobre (ax + by)k, não são reflexões. Então:

ηj+1 = (ax + by)k − (aζjx + bζm−jy)k

● Considere agora as componentes ηj+m e η2m, correspondentes aos elementos de
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5. Germes de aplicação diedral

gj ∈ G que, ao agirem sobre (ax + by)k são reflexões. Assim, temos:

ηj+m =
(ax + by)k − (aζjy + bζm−jx)k

(x − ζjy) .

e
η2m =

(ax + by)k − (ay + bx)k
(x − y) .

Agora considere os seguintes polinômios

q1 = ax + by
qj+1 = aζjx + bζm−jy
qj+m = aζjy + bζm−jx
q2m = ay + bx,

e seja ξ = e 2πi
k uma raiz k-ésima primitiva da unidade. Assim,

ηj+1 = (q1 − qj+1)(q1 − ξqj+1)(q1 − ξ2qj+1) ⋅ ... ⋅ (q1 − ξk−2qj+1)(q1 − ξk−1qj+1)

ηj+m = (q1 − qj+m)(q1 − ξqj+m)(q1 − ξ
2qj+m) ⋅ ... ⋅ (q1 − ξk−2qj+m)(q1 − ξk−1qj+m)
(x − ζjy)

η2m = (q1 − q2m)(q1 − ξq2m)(q1 − ξ
2q2m) ⋅ ... ⋅ (q1 − ξk−2q2m)(q1 − ξk−1q2m)
(x − y)

Observe que

q1 − qj+m = (ax + by) − (aζjy + bζm−jx) = a(x − ζjy) − bζm−j(x − ζjy).

Dessa forma, q1 − qj+m = (a − bζm−j)(x − ζjy). E, q1 − q2m = (a − b)(x − y). Então,

ηj+1 = (q1 − qj+1)(q1 − ξqj+1)(q1 − ξ2qj+1) ⋅ ... ⋅ (q1 − ξk−2qj+1)(q1 − ξk−1qj+1)

ηj+m = (q1 − ξqj+m)(q1 − ξ2qj+m) ⋅ ... ⋅ (q1 − ξk−2qj+m)(q1 − ξk−1qj+m)

η2m = (q1 − ξq2m)(q1 − ξ2q2m) ⋅ ... ⋅ (q1 − ξk−2q2m)(q1 − ξk−1q2m)

A observação a seguir mostra que, se m é par e h = (ax+by)k, então existem germes
finitamente determinados apenas para k = 1.

Observação 5.2. Considere f(x, y) = (xm + ym, xy, (ax+ by)k). Note que, se m é par,
existe um elemento g do grupo diedral D2m, tal que g●(x, y) = (ζ

m
2 x, ζ

m
2 y), onde ζ é
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uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Logo:

h(x, y) − g●h(x, y) = (ax + by)k − ζ
mk
2 (ax + by)k.

Desde que ζm = 1, segue que ζ
m
2 = −1. Assim,

h(x, y) − g●h(x, y) = (ax + by)k − (−1)k(ax + by)k.

Se k é par, segue que h(x, y) − g●h(x, y) = 0. Logo f não é finitamente determinada.
Suponha que k seja ímpar, então

h(x, y) − g●h(x, y) = 2(ax + by)k.

Portanto, se k > 1, f não é finitamente determinada

Vejamos agora, no resultado a seguir, que se f é um germe de aplicação 2m-diedral
finitamente determinada com m ímpar, então m e k são coprimos.

Proposição 5.3. Seja f(x, y) = (xm + ym, xy, (ax + by)k) um germe de aplicação 2m-
diedral m ímpar. Se f é finitamente determinada, então m e k são coprimos.

Demonstração. Suponha que m e k não sejam coprimos. Então, existe um inteiro c > 1
tal que c ∣ m e c ∣ k. Consequentemente, existem inteiros positivos m1 e k1 tais que
m = cm1 e k = ck1. Observe que:

ξk1 = (e 2πi
k )

k1
= (e

2πi
ck1 )

k1
= e 2πi

c = (e
2πi
cm1 )

m1

= (e 2πi
m )

m1

= ζm1 . (5.4)

Assim, existe um fator em fj+1 com j =m1, tal que

q1 − ξk1qm1+1 = (ax + by) − ζm1(aζm1x + bζm−m1y) = x(a − aζ2m1).

Desde que m é ímpar segue que c ≠ 2. Então, temos que c > 2, consequentemente
2m1 ∈ {0,1, ...,m − 1} e da igualdade em (5.4) segue que ω2k1 = ζ2m1 . Assim, existe um
fator em fj+1 com j = 2m1, tal que

q1 − ξ2k1q2m1+1 = (ax + by) − ζ2m1(aζ2m1x + bζm−2m1y) = x(a − aζ4m1).

Daí, obtemos que

(q1 − ζm1qm1+1) (q1 − ζ2m1q2m1+1) = x2(a − ζ2m1)(a − ζ4m1)

O que implica que f não é finitamente determinada. Portanto, se f é finitamente
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determinada, então k e m são coprimos.

Proposição 5.4. Seja f(x, y) = (xm + ym, xy, (ax + by)k) um germe de aplicação 2m-
diedral, com m ímpar e a, b genéricos. Se m e k são coprimos, então f é finitamente
determinada.

Demonstração. Suponha que f não é finitamente determinada e que m e k são copri-
mos. Suponha ainda que m = cm1 com c > 1. Então, temos três casos para analisar:
● Caso 1: podem existir c1, c2 ∈ C − {0} tais que

q1 − ξsqr1 = xc1 e q1 − ξrqr2 = xc2,

isto é, existem pelo menos dois fatores em D(f) que compartilham um termo em
comum.
● Caso 2: q1 = ξsqr com r ∈ {2,3, ...,2m}; isto é, ∏2m

r=2 fr = 0.
● Caso 3: (q1 − ξs1qr1) = (q1 − ξs2qr2), com r1, r2 ≠ 1. Isto é, existem pelo menos

dois fatores iguais em D(f).

Vamos para o Caso 1: Como f não é finitamente determinada podem existir
η1, η2 ∈ C − {0} tal que

q1 − ξsqr1 = xc1 e q1 − ξrqr2 = xc2.

• (1.1) Se s = 0, temos

ax + by − (ay + bx) = xc1 Ô⇒ a = b

ax + by − (aζjy + bζm−jx) = xc1 Ô⇒ b = ζja

ax + by − (aζjx + bζm−jy) = xc1 Ô⇒ ζm−j = 1 (contradição!)

• (1.2) Se s ≠ 0, temos

ax + by − ξs(ay + bx) = xc1 Ô⇒ b = ξsa

ax + by − ξs(aζjy + bζm−jx) = xc1 Ô⇒ b = ξsζja

ax + by − ξs(aζjx + bζm−jy) = xc1 Ô⇒ ξs = ζj

Em particular, se j =m1, da última implicação temos que ξs = ζm1 . E, dado que
m = cm1, com m ímpar e c > 1, segue que 2m1 ∈ {1,2, ...,m}, consequentemente,
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temos que ω2s = ζ2m1 . Agora, observe que

(e 2πi
k )

s
= ξs = ζm1 = (e

2πi
cm1 )

m1

= e 2πi
c . (5.5)

Donde concluímos que k = cs. Isso implica que m e k não são coprimos (contra-
dição!).

Faremos agora o Caso 2. Suponha que q1 = wsqr com r ∈ {2,3, ...,2m}.

• (2.1) se qr é dado pela ação de um elemento do grupo que não é reflexão, temos
que

ax + by = ξs(aζrx + bζm−ry) Ô⇒ x(a − aξsζr) + y(b − bξsζm−r) = 0

daí, ξsζr = 1 e ξsζm−r = 1. Assim,

ax + by = ξs(aζrx + bζm−ry) Ô⇒ ξs = ζm−r e ξs = ζr (contradição!)

• (2.2) se qr é dado pela ação de um elemento do grupo que é reflexão, temos que

ax + by = ξs(aζry + bζm−rx) ou ax + by = ξs(ay + bx).

Assim,

Se ax + by = ξs(aζry + bζm−rx) Ô⇒ a = bζm−r e ξs = −1.

Se ax + by = ξs(ay + bx) Ô⇒ a = −b e ξs = −1.

Por fim, vamos analisar o Caso 3. Suponha que

(q1 − ξs1qr1) = (q1 − ξs2qr2).

Isso implica que ξs1qr1 = ξr2qr2 , e, portanto qr1 = ξr2−r1qr2 . Seja s2 − s1 = s. Iremos
considerar três subcasos
● Caso 3.1: s = 0;
● Caso 3.2 s ≠ 0 e qj+1 = ξsqr2 ;
● Caso 3.3 s ≠ 0 e qj+m = ξsqr2 .

● Caso 3.1: Suponha que se s = 0, então s2 = s1. Nesse caso temos que qr1 = qr2 , o
que implica

gr1●(ax + by) = gr2●(ax + by).
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Contudo, r1 ≠ r2, caso contrário, isso indicaria que a componente fr1 aparece
mais de uma vez em D(f).

Se aζr1x + bζm−r1y = aζr2x + bζm−r2y Ô⇒ r1 = r2 (contradição!)

Se aζr1y + bζm−r1x = aζr2y + bζm−r2x Ô⇒ r1 = r2 (contradição!)

Se aζr1x + bζm−r1y = aζr2y + bζm−r2x Ô⇒ b = aζr1+r2

Se aζr1x + bζm−r1y = ay + bx Ô⇒ b = aζr1

Se aζr1y + bζm−r1x = ay + bx Ô⇒ ζr1 = 1 e ζm−r1 = 1 (contradição!)

● Caso 3.2: qj+1 = ξsqr2 ; isto é, (aζjx + bζm−jy) = ξsqr2 .

Se qr2 = aζr2x + bζm−r2y Ô⇒ ξs = 1 e j = r2 (contradição, visto que ξs ≠ 1)

Se qr2 = aζr2y + bζm−r2x Ô⇒ ξs = −1 e b = −aζj+r2

se qr2 = ay + bx Ô⇒ ξs = −1 e b = −aζj

● Caso 3.3: qj+m = wsqr2 ; isto é, (aζjy + bζm−jx) = ξsqr2 .

Se qr2 = aζr2x + bζm−r2y Ô⇒ ξs = −1 e b = −aζj+r2

Se qr2 = aζr2y + bζm−r2x Ô⇒ ξs = 1 e j = r2 (contradição, visto que ξs ≠ 1)

Se qr2 = ay + bx Ô⇒ ξs − ζj e ξs = ζm−j (contradição!)

Portanto, concluímos que, se f é uma aplicação 2m-diedral com m ímpar e, se h =
(ax+ by)k, com a e b genéricos e m coprimo com k, então f é finitamente determinada.

Proposição 5.5. Seja f(x, y) = (xm + ym, xy, (ax + by)k) um germe de aplicação 2m-
diedral, comm ímpar e a, b genéricos. Então, f é finitamente determinada se, e somente
se, m e k são coprimos.

Demonstração. Segue das Proposições (5.3) e (5.4).

Exemplo 5.2. Considere o germe de aplicação diedral f de (C2,0) para (C3,0) dado
por

f(x, y) = (x3 + y3, xy, (2x − 3y)2).

Segue do Proposição 5.5 que f é finitamente determinado. Uma equação para a
curva de pontos duplos de f é

84



5. Germes de aplicação diedral

D(f) =V ((x + y)(x2 − xy + y2)(4x2 − 6xy + 9y2)(4x2 + 6xy + 9y2)) .

E, a equação da imagem é

F (X,Y,Z) = Z6 + 72Y Z5 + 1944Y 2Z4 + (25778Y 3 − 793X2)Z3 + (193176Y 4 −
28548X2Y )Z2 + (793800Y 5 − 256932X2Y 2)Z + 46656X4 + 1500625Y 6 − 529200X2Y 3

5.5 Problemas de pesquisa futuros

Esta seção é dedicada à discussão de problemas de pesquisa futuros. O primeiro
problema a ser abordado diz respeito à matriz de apresentação apresentada no Capítulo
3 (veja Teorema 3.2). Considera-se, aqui, a possibilidade de estender esse resultado para
aplicações de reflexão mais gerais, bem como para casos em que f seja uma aplicação
de reflexão de (Cn,0) em (Cp,0) satisfazendo p > (n+1). O segundo problema consiste
em determinar equações que descrevam o ideal de Fitting F1 em termos da ação do
grupo.

A seguir, faremos breves comentários sobre o que a literatura atual apresenta a
respeito desses problemas.

Problema 1: Matriz de apresentação para aplicações de reflexão

de (Cn,0) em (Cp,0) satisfazendo p > n + 1

Tendo em vista o Teorema 3.2, Peñafort Sanchis, Oréfice Okamoto e Tomazella
propuseram estendê-lo para o caso de aplicações de reflexão em geral. Vamos apresentar
o que encontramos na literatura.

Denote S para (X ×C, (x0,0)) e T para (Cn+1,0). Considere F ∶ (S,0) Ð→ (T,0)
finita com OS livre sobre OT e seja F ∶ S Ð→ T um representante. Para b ∈ OS, seja
[b]GG a matriz do endomorfismo OT -linear de OS dada pela multiplicação por b.
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Lema 5.6. ([28], Lema 11.6) Seja b ∈ OS. Suponha que y0 ∈ T é um valor regular de
F e seja x0, ..., xm sua pré imagem em S. Então, b(x0), ..., b(xm) são autovalores da
matriz [b]GG(y0).

Em poucas palavras, a ideia consiste em utilizar o Lema 5.6 para provar que os
autovalores para as aplicações de reflexão são dados em termos da ação do grupo.
Então a prova seria análoga a demonstração do Teorema 3.2.

Para o caso de determinar uma matriz de apresentação para aplicações de (Cn,0)
em (Cp,0), com p > n, existe um generalização feita por Silva, Miranda e Peñafort
Sanchis do algoritmo de Mond e Pellikaan ainda não publicada. As ideias assim que
disponíveis podem ser úteis para tratar o problema em que p > n + 1.

Problema 2: Determinar o ideal de Fitting F1 em termos da ação

do grupo de reflexão

Considere o grupo de reflexão G = Z3 agindo em C2 ×C (trivialmente no segundo
fator) com aplicação de órbita w = (x, y3, z). Seja f ∶ (C2,0) Ð→ (C3,0) um germe de
aplicação de gráfico refletido, dado por

f(x, y) = (x, y3, yp1 + y2p2),

onde pi = pi(x, y3). Note que r1 = 1, r2 = y e r3 = y2 geram C[x, y]/(x, y3) como
C-espaço vetorial. Aplicando o Teorema 3.2 obtemos uma matriz de apresentação de
f∗(O2) como um O3-módulo via f dado por

λ[X,Y,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2

Y p2 −Z p1

Y p1 Y p2 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Note que, o ideal de Fitting F1 é dado pelos menores 2 × 2 da matriz λ[X,Y,Z], ou
seja,

F1(X,Y,Z) = ⟨p21 +Zp2, Zp1 + Y p22, Z2 − Y p1p2⟩ . (5.6)

Considere o homomorfismos de anéis C[X,Y,Z] Ð→ C[x, y] dado porX z→ x, Y z→ y3

e Z z→ yp1 + y2p2. Temos que

f⋆F1 = ⟨p21 + yp1p2 + y2p22, yp21 + y2p1p2 + y3p22, y2p21 + y3p1p2 + y4p42⟩ .
= ⟨p21 + yp1p2 + y2p22, y(p21 + yp1p2 + y2p22), y2(p21 + yp1p2 + y2p22)⟩ .
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Ao considerarmos γ = p21 + yp1p2 + y2p22, temos:

f⋆F1 = ⟨1 ⋅ γ, y ⋅ γ, y2 ⋅ γ⟩ = ⟨r1 ⋅ γ, r2 ⋅ γ, r3 ⋅ γ⟩ .

Uma questão natural que surge é:

Pergunta 1: É possível determinar γ em termos da ação do grupo sobre

h?

A resposta é: sim! De fato, γ corresponde à equação que descreve os pontos duplos
de f , isto é,

D(f) =V((h − g2●h)(h − g3●h)
y2

) =V(p21 + yp1p2 + y2p22)

Fazendo uma análise do grupo cíclico Zd, surge naturalmente o seguinte problema.

Pergunta 2: Seja f uma aplicação finita definida por (x, y) z→
(x, yd, h(x, y)). Então, f⋆F1 é dada por

f⋆F1 = ⟨r1 ⋅ γ, r2 ⋅ γ, ..., rd ⋅ γ⟩ , (5.7)

onde γ é uma equação para a curva de pontos duplos de f e r1 = 1,

r2 = y, r3 = y2,..., rd = yd−1?

Vejamos, agora, o que já foi estabelecido na literatura a respeito desse problema.
Em [28], encontramos o seguinte corolário, que afirma que f⋆F1(f) é um ideal principal
em OX,x0 .

Corolário 5.7. ([28], Corolário 11.9) Seja f ∶ (X,x0) Ð→ (Cn+1,0) finita e generica-
mente 1-a-1, onde (X,x0) é um espaço de germe de Gorenstein de dimensão n. Então
f⋆F1(f) é um ideal principal em OX,x0 .

É importante ressaltar que na prova do Corolário 5.7 a matriz de apresentação λ de
f⋆O2 deve ser uma matriz simétrica. Essa exigência não é uma obstrução forte, veja o
teorema a seguir.

Teorema 5.8. ([28], Teorema 11.8) Suponha que (X,x0) é um espaço de germe de
Cohen-Macaulay e, f ∶ (X,x0) Ð→ (Cn+1,0) é uma aplicação finita de dimensão n.
Se (X,x0) é um anel Gorenstein, então (X,x0) admite uma matriz de apresentação
simétrica sobre On+1.
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Sabemos que f⋆F1(f) é gerado por f⋆(γ). Com a demonstração do Corolário 5.7,
podemos afirmar algo mais: na verdade f⋆F1(f) é gerado por f⋆(r1γ), f⋆(r2γ),...,
f⋆(rdγ), sendo λ uma matriz simétrica. Observe também que, no exemplo dado no
início desta seção, ao trocar a primeira e a terceira linha, obtemos uma matriz simétrica.
Vejamos:

λ[X,Y,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Z p1 p2

Y p2 −Z p1

Y p1 Y p2 −Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Ô⇒ λ[X,Y,Z] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Y p1 Y p2 −Z
Y p2 −Z p1

−Z p1 p2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

De maneira geral, para qualquer grupo cíclico, é possível realizar uma troca adequada
de linhas de modo que a matriz associada a λ se torne simétrica. Isso nos conduz a
uma nova pergunta: o que acontece quando o grupo de reflexão não é um grupo cíclico?
Por exemplo, no caso do grupo diedral D6, será que o mesmo procedimento ainda nos
permite obter uma matriz de apresentação simétrica?

Na Proposição 5.2 deste trabalho, obtemos uma matriz de apresentação para a
aplicação 6-diedral. Ao analisá-la, observamos que, diferentemente do caso do grupo
cíclico, não é tão direto obter uma matriz simétrica utilizando as mesmas operações
aplicadas anteriormente. Diante disso, surge um outra pergunta:

Pergunta 3: Seja f uma aplicação de gráfico refletido de (Cn,0) em

(Cn+1,0). Como podemos obter uma matriz de apresentação λ de f⋆On
como um On+1-módulo via f em termos da ação do grupo de forma que

λ seja simétrica?

Na literatura temos o seguinte resultado:

Teorema 5.9. ([28], Teorema 11.6) Seja f ∶ (X,x0) Ð→ (Cn+1,0) finita, onde (X,x0)
é uma interseção completa de dimensão n. Então a matriz de apresentação λ de OX,x
sobre On+1 pode ser escolhida simétrica.

Esse resultado nos permite concluir que sempre é possível obter uma matriz simé-
trica. Assim, uma possível direção a seguir é tentar escrever as matrizes E e AZ do
Teorema 3.2, de forma que a matriz λ resultante seja simétrica. O que, à primeira
vista, não parece ser uma tarefa trivial.
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Apêndice A

Geradores e aplicações de órbita para

grupos de reflexão

Neste apêndice, descrevemos os geradores e as aplicações de órbita dos grupos
Zn × Zm, D2m e os grupos Gi com i ∈ {4,5, ...,22}. Esses grupos fazem parte da
classificação de Shephard e Todd. Adotamos a notação ζkj , para indicar que ζ é uma
raiz primitiva j-ésima da unidade, elevada à potência k.

A.1 Geradores dos grupos Zn ×Zm, D2m e G′is

Grupo Zn ×Zm

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζmr 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζnr

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

onde r =mmc(n,m).

Grupo D2m

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 ζm

ζm−1m 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G4

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 + ζ12 + 1 ζ212 + ζ12 − 1
−ζ212 + ζ12 + 1 −ζ212 − ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 + ζ12 + 1 −ζ212 − ζ12 + 1
ζ212 − ζ12 − 1 −ζ212 − ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Grupo G5

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 + ζ12 + 1 ζ212 + ζ12 − 1
−ζ212 + ζ12 + 1 −ζ212 − ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 − ζ12 + 1 ζ212 + ζ12 − 1
−ζ212 + ζ12 + 1 −ζ212 + ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G6

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 + ζ12 + 1 ζ212 + ζ12 − 1
−ζ212 + ζ12 + 1 −ζ212 − ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G7

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 + ζ12 + 1 ζ212 + ζ12 − 1
−ζ212 + ζ12 + 1 −ζ212 − ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 − ζ12 + 1 −ζ212 − ζ12 + 1
ζ212 − ζ12 − 1 −ζ212 + ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G8

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 + ζ4 −1 + ζ4
−1 + ζ4 1 + ζ4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G9

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ8 + ζ78 −ζ8 − ζ78
−ζ8 − ζ78 −ζ8 − ζ78

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ28

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G10

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ212 + ζ12 + 1 ζ212 + ζ12 − 1
−ζ212 + ζ12 + 1 −ζ212 − ζ12 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 + ζ312 −1 + ζ312
−1 + ζ312 1 + ζ312

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Grupo G11

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 ζ624

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ324 + ζ2124 −ζ324 − ζ2124
−ζ324 − ζ2124 −ζ324 − ζ2124

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ424 + ζ224 + 1 ζ424 + ζ224 − 1
−ζ424 + ζ224 + 1 −ζ424 − ζ224 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G12

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ8 + ζ78 −ζ8 − ζ78
−ζ8 − ζ78 −ζ8 − ζ78

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ8 + ζ78 ζ8 + ζ78
ζ8 + ζ78 −ζ8 − ζ78

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 ζ8

−ζ38 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G13

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ8 + ζ78 −ζ8 − ζ78
−ζ8 − ζ78 −ζ8 − ζ78

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 ζ8

−ζ38 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G14

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ424 + ζ224 + 1 ζ424 + ζ224 − 1
−ζ424 + ζ224 + 1 −ζ424 − ζ224 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ324 + ζ2124 ζ324 + ζ2124
ζ324 + ζ2124 −ζ324 − ζ2124

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G15

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ424 + ζ224 + 1 ζ424 + ζ224 − 1
−ζ424 + ζ224 + 1 −ζ424 − ζ224 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ324 + ζ2124 −ζ324 − ζ2124
−ζ324 − ζ2124 −ζ324 − ζ2124

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G16

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ620 − ζ320 + 1 −ζ420 + ζ220
ζ420 − ζ220 −ζ620 + ζ320 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ620 − ζ320 + 1 ζ420 − ζ220
−ζ420 + ζ220 −ζ620 + ζ320 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G17

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ620 − ζ320 + 1 −ζ420 + ζ220
ζ420 − ζ220 −ζ620 + ζ320 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Grupo G18

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ1860 − ζ960 + 1 −ζ1260 + ζ660
ζ1260 − ζ660 −ζ1860 + ζ960 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ1560 + ζ1060 + ζ560 −ζ1560 + ζ1060 + ζ560
−ζ1560 − ζ1060 + ζ560 ζ1560 + ζ1060 − ζ560

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G19

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ1060 + ζ560 + 1 ζ1060 + ζ560 − 1
−ζ1060 + ζ560 + 1 −ζ1060 − ζ560 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ1860 − ζ926 + 1 −ζ1260 + ζ660
ζ1260 − ζ660 −ζ1860 + ζ960 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G20

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ1060 + ζ560 + 1 ζ1060 + ζ560 − 1
−ζ1060 + ζ560 + 1 −ζ1060 − ζ560 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ1560 − ζ1360 + ζ1160 − ζ1060 + ζ960 + ζ760 + ζ560 − ζ60 + 1 −ζ1560 − ζ1360 + ζ1160 + ζ960 + ζ760 − ζ60
−ζ1560 − ζ1360 + ζ1160 + ζ960 + ζ760 − ζ60 ζ1560 + ζ1360 − ζ1160 − ζ1060 − ζ960 − ζ760 − ζ560 + ζ60 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G21

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ1560 − ζ1360 + ζ1160 − ζ1060 + ζ960 + ζ760 + ζ560 − ζ60 + 1 −ζ1560 − ζ1360 + ζ1160 + ζ960 + ζ760 − ζ60
−ζ1560 − ζ1360 + ζ1160 + ζ960 + ζ760 − ζ60 ζ1560 + ζ1360 − ζ1160 − ζ1060 − ζ960 − ζ760 − ζ560 + ζ60 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Grupo G22

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−ζ620 + ζ420 + 1 ζ720 − ζ520 + ζ320 + 1
−ζ720 + ζ520 − ζ320 + 1 ζ620 − ζ420 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.
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A.2 Obtendo polinômios invariantes usando os pro-

gramas Magma e Singular

No Capítulo 2 deste trabalho, observamos que um mesmo grupo de reflexão pode
admitir diferentes representações. Com o auxílio do programa Magma ([4]; veja tam-
bém [5]), é possível obter outro conjunto de geradores para esses grupos. A título de
curiosidade, faremos aqui um breve comentário sobre como o Magma pode ser uti-
lizado para encontrar tais geradores alternativos. Para isso, tomaremos o grupo G4

como exemplo.
Na interface do Magma (veja [21]), digitamos o seguinte código para obter um con-

junto de geradores para o grupo G4:

G:=ShephardTodd(4);
G;
S:=[g : g in G];

Ao submeter esse código, obtemos um conjunto de geradores para o grupo G4,
apresentado da seguinte forma:

MatrixGroup(2, Cyclotomic Field of order 3 and degree 2) Generators:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ζ3 0

−ζ3 − 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 ζ3 + 1
0 ζ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Também é possível obter os polinômios invariantes do grupo G4 a partir desses
geradores. Para isso, utilizamos o seguinte código:

G:=ShephardTodd(4);
R:=InvariantRing(G);
InvariantsOfDegree(R,4);

O primeiro “4” em ShephardTodd(4) refere-se ao índice do grupo Gi na lista de
Shephard e Todd, ou seja, ao grupo G4. Já o segundo “4” corresponde ao grau do
polinômio invariante que estamos consultando.

Resultando em:

x4 + 1

3
(8ζ3 + 4)x3y − 2x2y2 +

1

3
(−8ζ3 − 4)xy3 + y4

Calculando agora o polinômio invariante de grau 6, obtemos:
InvariantsOfDegree(R,6);
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x6 + (4ζ3 + 2)x5y − 5x4y2 − 5x2y4 + (−4ζ3 − 2)xy5 + y6.

Portanto, o Magma mostra-se uma ferramenta útil para, de forma prática, obter os
geradores dos grupos de reflexão Gi e seus respectivos polinômios invariantes.

Cabe destacar que também é possível utilizar o programa Singular para determinar
os polinômios invariantes do grupo G4, por meio da biblioteca finvar.lib. A seguir,
apresentamos dois exemplos: o primeiro referente ao grupo G4 e o segundo ao grupo
G8.

Inicialmente, carregamos a biblioteca finvar.lib, e em seguida definimos o anel e o
polinômio minimal.

> ring r=(0,a),(x,y),ds;
> minpoly=rootofUnity(12);

Agora precisamos explicitar os geradores do grupo G4 que são dados por:

> matrix r1[2][2]=(-a2+a+1)/2,(a2+a-1)/2,(-a2+a+1)/2,(-a2-a+1)/2;
> matrix r2[2][2]=(-a2+a+1)/2,(-a2-a+1)/2,(a2-a-1)/2,(-a2-a+1)/2;

Por fim, escrevemos o seguinte comando

list L=primary_invariants(r1,r2);

O qual nos fornece três entradas, mas apenas o L[1] apresenta os polinômios inva-
riantes do grupo, que são::

L[1];
_[1,1]=x4+(4a2-2)*x2y2+y4
_[1,2]=x5y-xy5

Portanto, x4 + (4a2 − 2)x2y2 + y4 e x5y − xy5 são polinômios invariantes do grupo
G4. De maneira análoga, podemos aplicar o mesmo procedimento para qualquer outro
grupo. A seguir, ilustramos o caso do grupo G8.

ring r=(0,a),(x,y),ds;
minpoly=rootofUnity(4);
matrix j1[2][2]=1,0,0,a;
matrix j2[2][2]=(1+a)/2,(-1+a)/2,(-1+a)/2,(1+a)/2;
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list L=primary_invariants(j1,j2);
L[1];
_[1,1]=x8+14*x4y4+y8
_[1,2]=x12-33*x8y4-33*x4y8+y12

Portanto, x8+14x4y4+y8 e x12−33x8y4−33x4y8+y12 são polinômios invariantes do
grupo G8. Dessa forma, concluímos que os programas Magma e Singular se mostram
ferramentas úteis para a obtenção dos polinômios invariantes de um grupo. Dando
continuidade, na próxima seção apresentamos duas tabelas que contêm as aplicações
de órbita e as ordens dos grupos de reflexão abordados nesta seção.

A.3 Aplicações de órbita

Nesta seção, nas tabelas A.1 e A.2, descrevemos as aplicações de órbita dos grupos
de reflexão de posto 2, a saber: Zn × Zm, D2m e os grupos Gi com i ∈ {4,5, . . . ,22}.
Esses grupos pertencem à classificação de Shephard-Todd.

Na tabela (A.1), apresentamos as aplicações de órbita correspondentes aos grupos
Zn ×Zm, D2m e Gi com i ∈ {4,5, ...,14,15}.

Tabela A.1: Aplicação de órbita dos grupos de reflexão.
Grupo Aplicação de órbita Ordem

Zn ×Zm (xn, ym) mn

D2m (xy, xm + ym) 2m

G4 (x4 + 2i
√
3x2y2 + y4, x5y − xy5) 24

G5 ((x4 + 2i
√
3x2y2 + y4)3, x5y − xy5) 72

G6 (x4 + 2i
√
3x2y2 + y4, (x5y − xy5)2) 48

G7 ((x4 + 2i
√
3x2y2 + y4)3, (x5y − xy5)2) 144

G8 (x8 + 14x4y4 + y8, x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12) 96

G9 (x8 + 14x4y4 + y8, (x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12)2) 192

G10 ((x8 + 14x4y4 + y8)3, x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12) 288

G11 ((x8 + 14x4y4 + y8)3, (x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12)2) 576

G12 (x5y − xy5, x8 + 14x4y4 + y8) 48

G13 ((x5y − xy5)2, x8 + 14x4y4 + y8) 96

G14 (x5y − xy5, (x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12)2) 144

G15 ((x5y − xy5)2, (x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12)2) 288
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Agora, na Tabela A.2, descrevemos as aplicações de órbita dos grupos Gi com
i ∈ {16,17, ...,21,22}. Para isso consideramos os seguintes polinômios:

f ∶= x12 + 22√
5
x10y2 − 33x8y 44√

5
x6y6 − 33x4y8 + 22√

5
x2y10+y

12
,

h ∶= x20 − 38

3

√
5x18y2 − 19x16y4 − 152

√
5x14y6 − 494x12y8 + 988

3

√
5x10y10

−494x8y12 − 152
√
5x6y14 − 19x4y16 − 38

3

√
5x2y18 + y20.

e

t ∶= x29y − 116

9
√
5
x27y3 + 1769

25
x25y5 + 464√

5
x23y7 + 2001

5
x21y9 − 2668

3
√
5
x19y11 + 12673

5
x17y13

−12673
5

x13y17 + 2668

3
√
5
x11y19 − 2001√

5
x9y21 − 464√

5
x7y23 − 1769

25
x5y25 + 116

9
√
5
x3y27 − xy29.

Assim,

Tabela A.2: Aplicação de órbita dos grupos de reflexão.

Grupo Aplicação de órbita Ordem

G16 (h, t) 600

G17 (h, t2) 1200

G18 (h3, t) 1800

G19 (h3, t2) 3600

G20 (f, t) 360

G21 (f, t2) 720

G22 (f, h) 240

Para maiores detalhes sobre as aplicações de órbita de grupos de reflexão, consulte
[20].
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Apêndice B

Biblioteca no Singular para aplicações

de reflexão

Neste apêndice, apresentamos uma biblioteca que está em desenvolvimento no pro-
grama Singular para calcular a curva dos pontos duplos de aplicações de gráfico refletido
de (C2,0) para (C3,0). Agradecemos ao professor Dr. Aldício Miranda pela ajuda no
desenvolvimento dessa biblioteca no singular.

Vamos considerar o grupo G6, com o objetivo de ilustrar o funcionamento do código.
Inicialmente, é necessário carregar algumas bibliotecas do Singular, a saber: finvar.lib,
poly.lib, hnoether.lib e ring.lib. Recordemos que os geradores do grupoG6 são expressos
em termos de uma raiz primitiva 12ª da unidade. Por esse motivo, é preciso também
incluir seu polinômio minimal. De modo geral, isso pode ser feito com o comando
minpoly=rootofUnity(a), onde a representa uma raiz primitiva a-ésima da unidade.
No caso do G6, temos a = 12.

proc DfG6(poly h)

option(noredefine);

LIB "finvar.lib";

LIB "polylib.lib";

LIB "hnoether.lib";

LIB "ring.lib";

string RingNameUser=nameof(basering);

execute("int E=ord\_test("+RingNameUser+")");

if (E!=-1)

\{
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print("//No local order ring!"); mensagem de erro se o anel não for

local.

\}

execute("setring "+RingNameUser);

ring r1=(0,a),(x,y),ds;

minpoly = rootofUnity(12);

Dando continuidade à construção do ambiente no Singular, após definir o anel e
o polinômio minimal, passamos à inserção dos geradores do grupo G6. Vale lembrar
que, na equação dos pontos duplos, é necessário considerar todos os elementos do
grupo, exceto a matriz identidade. Para isso, solicitamos ao Singular que gere todos
os elementos do grupo por meio do comando list g=group_reynolds(A,B), onde A e B
são os geradores do grupo G6.

\noindent matrix A[2][2]=(1+a-a2)/2, (-1+a+a2)/2,(1+a-a2)/2,(1-a-a2)/2;

matrix B[2][2]=1,0,0,-1;

list g=group\_reynolds(A,B);

Em seguida, é necessário remover a matriz identidade da lista de elementos do
grupo. Para isso, utilizamos os seguintes comandos:

list g1=delete(g,1);

int sg1 = size(g1);

matrix Matrix\_Id2[2][2]=1,0,0,1;

list G;

for(int k=1; k <= sg1; k++)

\{

if (g1[k]==Matrix\_Id2)

\{

G=delete(g1,k);

\}

\}

Agora, é necessário definir um novo anel, no qual possamos descrever a ação do
grupo G sobre o polinômio h.
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ring r2=(0,a),(x,y,u,v),ds;

minpoly = rootofUnity(12);

\noindent execute("poly h= imap("+RingNameUser+",h)");

list G=imap(r1,G);

int sG = size(G);

matrix V[2][1]=u,v;

poly haux=subst(h,x,u,y,v);

for(int i=1; i <=sG; i++)

\{

matrix GiV=G[i]*V;

poly h(i)=subst(h,x,GiV[1,1],y,GiV[2,1]);

poly hk(i)=haux-h(i);

\}

poly aux =1; poly Prod;

for(int i=1; i <= sG; i++)

\{

Prod = (h-h(i))*aux;

aux = Prod;

\}

Por fim, substituímos em Prod as variáveis u e v por x e y. Em seguida, criamos
um novo anel e formamos o quociente desse novo Prod pelo jacobiano da aplicação de
órbita. Vejamos:

ideal Df1=subst(Prod,u,x,v,y);

ring RDf=(0,a),(x,y),ds;

minpoly = rootofUnity(12);

ideal Df1=imap(r2,Df1);

ideal jac = x13y+(-8a2+4)*x11y3-11*x9y5+11*x5y9+(8a2-4)*x3y11-xy13;
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ideal Df= quotient(Df1,jac);

print("");

print("//The defining equation of D(f), where

$f(x,y)=((x5y-xy5)^2, x4+(4a2-2)*(x2y2)+y4, h(x,y))$, is given by:");

print("");

print(Df);

print("");

print("//The factorization of the equation of D(f) is:");

print("");

factorize(Df[1]);

execute("setring "+RingNameUser);

//volta para o anel definido inicialmente pelo usuário

exportto(Top,RingNameUser);

A seguir, apresentaremos um exemplo utilizando a biblioteca construída.

Exemplo B.1. No prompt do Singular, digitamos a biblioteca, ou seja, LIB “G6example.lib”;
Após carregar o pacote colocamos os seguintes comandos:
ring r=0,(x,y),ds;
DfG6(x+2y);

Assim, obtemos uma equação para a curva de pontos duplos D(f) de f .
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E também a fatoração da D(f).

A livraria para a matriz de apresentação, baseada nos resultados deste trabalho,
está em desenvolvimento em colaboração com Peñafort Sanchis, Aldício Miranda e
demais colaboradores.
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