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Resumo

Neste trabalho, consideramos alguns problemas relacionados aos germes de aplica-
¢oes de grafico refletido f, de (C*,0) em (C"*1,0). Uma aplicagao de grafico refletido
é um caso particular de aplicacao de reflexao, definida como a composicao entre a apli-
cagao de orbita de um grupo de reflexdo G sobre C**! com um mergulho de C* em
Cr+l. Apresentamos, neste trabalho, uma descrigao da matriz de apresentagao de f,O,,
como um O,,;-moédulo via f, em termos da acao do grupo de reflexao GG associado.
Como consequéncia, fornecemos também uma equacao para a imagem de f, novamente
em funcao da acao de GG. Além disso, apresentamos limites superior e inferior para a
multiplicidade da imagem de f, acompanhados de algumas aplicagoes. Por fim, intro-
duzimos uma nova classe de germes de aplicacoes, denominada “germes de aplicagoes

2m-diedrais” e, aplicamos os resultados obtidos para estudar esta classe de aplicagoes.

Palavras-chave: Aplicacao de reflexdao. Grupo de reflexdao. Matriz de apresentacao.



Abstract

In this work, we consider some problems related to germs of reflected graph maps
f, from (C" 0) to (C"*1,0). A reflected graph map is a particular case of a reflection
map, defined as the composition of the map induced by the action of a reflection group
G on C"*! with an embedding of C™ into C**!. In this work, we present a description of
the presentation matrix of f,O,, as an O, ,1-module via f, in terms of the action of the
associated reflection group G. As a consequence, we also provide a defining equation
for the image of f, again in terms of the action of G. Moreover, we present upper
and lower bounds for the multiplicity of the image of f, along with some applications.
Finally, we introduce a new class of map germs, called “2m-dihedral map germs” and

we apply the results obtained to study this class of maps.

Keywords: Reflection map. Reflection group. Presentation matrix.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

G denota um grupo de reflexao;

x = (z1,...,2,) denota as variaveis na fonte;

X = (Xy,..., X,,, Z) denota as variaveis na meta;
S = Clxy, ..., Tn;

p denota um mergulho;

wy, ..., w, denota os polindmios invariantes geradores da algebra de invariantes de

G;

w = (w1, ...,w,) € a aplicacao de orbita de G}

F = (wy,...,w,) é o ideal gerado pelos invariantes do grupo G;
d; denota os graus dos polindmios invariantes w;;

g1, 92, ..., ¢ denota os elementos de G, onde g; = Id, isto é, g; é a matriz identi-
dade;

¢ é um raiz m-ésima primitiva da unidade;

A = (a— ZId) denota a matriz de apresentagao de f,O,, como um O,,;-mddulo;
E denota a matriz de autovetores associada a «;

A denota a matriz de autovalores associada a «;

Ay = (A-ZId);

F(X,Z) denota uma equacgao para a imagem de uma aplicagao de grafico refle-
tido;

Ly, denota a equagao de um hiperplano refletor H; de G;

X1



e h;:=g;,h denota a agao de g; € G sobre um polinémio h;
® (4 sao polindmios simétricos nas variaveis hq, hs, ..., hq, onde h; := g; h;

e D(f) denota o espago de pontos duplos de f;

xii



Introducao

Neste trabalho, investigamos alguns problemas relacionados a aplicagoes de refle-
xao de C" em Cn*!. Essas aplicacoes surgiram recentemente na literatura e tém se
mostrado um tema promissor dentro da teoria de singularidades, apresentando propri-
edades interessantes e problemas desafiadores a serem explorados. As aplica¢oes de
reflexdo foram introduzidos por Penafort Sanchis em [34], onde sao discutidos diversos
problemas relevantes, como a Conjectura de Lé, cruzamentos normais e obstrugoes para
determinacao A-finita e A-estabilidade. Além disso, essas aplicacoes foram utilizadas
para construir o primeiro contraexemplo conhecido para a conjectura de Ruas ([38],
veja também [44]). Para compreender o que é uma aplicacao de reflexao, comegaremos
introduzindo brevemente alguns conceitos e notacoes preliminares.

Seja GL(CP) o grupo de todas as transformagoes lineares invertiveis de C? em CP
(conhecido como grupo linear geral) e, U(CP) o grupo dos automorfismos unitarios
de Cr. Uma reflexao em CP é uma aplicagao linear g : C» — CP que é unitaria,
possui ordem finita (como elemento de GL(CP)) e cujo conjunto de pontos fixados
pela acao de g tem dimensao p — 1. Um subgrupo finito G de U(CP) é chamado de
grupo de reflexao unitario se é gerado por reflexoes. Os grupos ciclicos Zg e os grupos
diedrais Dy, sdo exemplos tipicos de grupos de reflexado (desde que considerados com
representagoes apropriadas em G L(CP)). Ha uma teoria vasta e bem desenvolvida sobre
grupos de reflexao, mas neste trabalho abordaremos apenas os conceitos necessérios
para a obtencao dos resultados. Uma referéncia geral sobre o tema ¢ [20] (veja também
[17]), onde o leitor podera encontrar uma descri¢ao detalhada dos grupos de reflexao,
bem como a classificacao dos grupos de reflexao irredutiveis, realizada por Shephard e
Todd em 1954 (veja [42]). Em poucas palavras, uma aplicacao de reflexao f: C* — Cr
é definida por Penafort Sanchis em [34] simplesmente como a composi¢ao da aplicagao
de orbita w : C» — CP de um grupo G com um mergulho p: C* - CP, ou seja, f =wop

(veja Figura [1]).



f=wop

Figura 1: A singularidade C5 vista como uma aplicacao de reflexao

Destacamos que, de acordo com Penafort Sanchis, a formulacao precisa da defini¢ao
de aplicagao de reflexao é atribuida a Fernandez de Bobadilla. Uma aplicacao de grafico
refletido é um caso particular de aplicagao de reflexdao. Esse tipo de aplicacao também
foi introduzido por Penafort Sanchis em [34] e desempenha um papel fundamental na
teoria das aplicagoes de reflexao. Por exemplo, Penafort Sanchis demonstra que, sob
certas hipoteses, todo germe de aplicagao de reflexao é A-equivalente a um germe de
aplicagao de grafico refletido (veja [34, Prop. 3.2]).

Seja h : C» — C" uma aplicagao holomorfa qualquer e G um grupo de reflexao
agindo sobre CP. Em poucas palavras, uma aplicagdo de grafico refletido (w,h) :
Cr — Cr*" ¢ a aplicagao de reflexao obtida a partir do mergulho dado pelo grafico de
h, isto é, x — (x,h(x)), fazendo com que a ac¢do de G seja sobre CP x C", agindo de
forma trivial no segundo fator.

O objetivo deste trabalho é estudar alguns problemas relacionados a germes de
aplicagoes de gréfico refletido de (C",0) para (C™*1,0), onde h é um germe de aplicacdo
de (C",0) para (C,0).

Para fundamentar a compreensao dos problemas abordados, o Capitulo 1 deste
trabalho apresenta os principais conceitos e defini¢oes relacionados a teoria de singula-
ridades, topologia e geometria algébrica, que serao necessérios ao longo dos proximos
capitulos. No Capitulo 2, abordaremos os grupos e aplicacoes de reflexao. Antes de
introduzirmos os problemas centrais deste estudo, analisaremos alguns casos histéricos
relevantes.

A classe mais simples de exemplos de aplicagoes de grafico refletido sao as aplicagoes
de dobra (fold maps). Um exemplo classico de aplicagbes de dobra ¢ a singularidade
C5 da lista de Mond (veja [31]), definida por f(z,y) = (z,y?, zy> — 25y) (veja a Figura
1]). Historicamente, as aplicagdes de dobra s@o os primeiros exemplos de aplicagoes de
reflexao encontrados na literatura. Os pioneiros no estudo desse tema foram Bruce,
em 1984 (veja [I]) e, Mond, em 1985 (veja [30]). Um germe de aplicagdo de dobra
f:(C%,0) — (C3,0) é um germe de aplicagao de grafico refletido no qual p: (C2,0) -
(C3,0) é dado por p(z,y) = (z,y,h(x,y)) e w: (C3,0) — (C3,0) ¢é a aplicagao orbita



do grupo Gg x Zy x G ~ Zs, onde Gy é o grupo trivial, e w(z,y, Z) = (z,y?, Z).

Mais tarde, em 2008, Marar e Nutnio-Ballesteros introduziram, em [24], as aplicagoes
de dobra dupla (double fold maps). Essas aplicagoes sao semelhantes as aplicagoes de
dobra, mas, nessa classe, a aplicacao de oérbita w correspondente ao grupo Zo x Zs, €
w(x,y,Z) = (22,9, Z) e a aplicacdo f = wop assume a forma f(z,y) = (22,42, h(zx,y)).
Um estudo detalhado sobre as aplicagoes de dobra dupla pode ser encontrado em [35]
(veja também [39]). Um exemplo tipico de germe de aplicagao de dobra dupla é dado

por f(z,y) = (22, 4% 23 +y> + xy) (veja a Figura .

f=wop

Figura 2: Aplicagao de reflexao f(x,y) = (22,92, 23 + 3 + xy).

Note que a imagem da aplicacdo f acima ¢ uma superficie singular em C3. Se
(X,Y,Z) denota um sistema de coordenadas em C3, entdo uma equagao que define a

imagem de f é:
X2Y?22XY 72+ 242X Y -2 XY *-8X?Y? Z-2X3 72 -2Y3 72+ X6 -2X3YV3+Y® = 0. (1)

Vale destacar que determinar uma equagao para a imagem de um germe de aplicagao
nao é, em geral, uma tarefa simples. Nesse contexto, seja G um grupo de reflexao
agindo em C" x C de forma trivial no segundo fator, por meio da aplicagao de orbita
w = (wy,...,w,, Z). Seja h: (C",0) - (C,0) uma fungao holomorfa. Considere um

germe de aplicagao de grafico refletido

f:(C0) = (C4,0), f(2) = (wi(), .., wa (), h(z)),

onde = (x1,22,...,%,). A acgao de G em C" x C induz, por sua vez, uma agao no anel
dos polinémios C[ X1, ..., X,,, Z]. Dessa forma, uma pergunta natural que surge nesse

contexto é:

Questao 1: Como podemos descrever uma equagao para a imagem de
um germe de aplicacao de grafico refletido f de (C",0) em (C"1,0) em

termos da agao de G sobre h?



Antes de tratarmos uma estratégia para resolver a Questao 1, faremos uma breve
descricao do estado da arte relacionado a esse problema. Quando n = 2, uma equacao
para a imagem de uma aplicagao de reflexao é descrita em [2] no caso do grupo ciclico
Zgq (com d <4) e para o grupo Zg x Zy. Em [44, Cap. 4] s@o considerados os casos dos
grupos Zs x Zs, 43 x Zs e Z4. No entanto, apesar de equacoes para a imagem serem
descritas nesses trabalhos, nenhum dos métodos utiliza de forma explicita a acao do
grupo G sobre h para a descrigao de tal equagao.

Também no caso em que n = 2, Marar e Nuno-Ballesteros apresentam uma equagao
para a imagem de f no caso do grupo ZsxZs (veja a demonstracao de [24, Prop. 3.1]). A
técnica utilizada por eles consiste em considerar o fato de que podemos considerar f, O,
como um O,,1-mddulo, via f, onde O, denota o anel de séries convergentes em uma
vizinhanga da origem em C”. Em seguida, utilizando o algoritmo de Mond-Pellikaan
(veja [29]), determinam uma matriz de apresentagao para f,Os e, entdo, encontram
uma equagao para a imagem como o ideal de Fitting Fy de f.Os, que é, nesse caso,
simplesmente o determinante da matriz de apresentacao de f.0,. Por exemplo, uma
matriz de apresentagao para f,Os, onde f é definida por f(x,y) = (22,92, 23 + y> + zy)

(em relagao a base 1,z,y,zy) é dada por

[ 7 X v 1
X2 -7 X Y
Y2 Yy -Z X
XY v? X* -z

Note que a equacao para f = (22,42, 23 + y3 + xy) descrita na Equacao 1| é precisa-
mente o determinante da matriz M acima. Assim, uma questao natural nesse contexto

é:

Questao 2: Seja f(z) = (w(x),h(x)) um germe de aplicagao de grafico
refletido, como na Questao 1. Como podemos descrever a matriz de

apresentacao para f,0, em termos da agao de G sobre h?

Note que encontrar a matriz de apresentacao para f,O, pode nao ser uma tarefa
simples. Para os célculos, pode-se utilizar o software SINGULAR [7] e a implementagao
do algoritmo de Mond e Pellikaan fornecida por Hernandes, Miranda e Penafort Sanchis
em [16]. No entanto, dependendo da complexidade de f, mesmo com o auxilio de um
computador, os calculos podem levar dias e, em alguns casos, nao podem ser concluidos
devido a limitacao de memoria do sistema. Este é o caso, por exemplo, de aplicagoes
cujas fungoes coordenadas possuem uma multiplicidade elevada.

As respostas para ambas as questoes (1 e 2) s@o apresentadas no Capitulo 3 deste



trabalho. Para a Questao 2, descrevemos a matriz de apresentacao de f,0,, essencial-
mente como o produto de trés matrizes, cujas entradas dependem da agao de G sobre
h (veja Teorema . Ressaltamos que um fato importante de se obter uma matriz
de apresentacao de f,0,, é o fato de que os ideais de Fitting fornecem uma estrutura
analitica conveniente nao apenas para a imagem de f, mas também para a imagem dos
pontos multiplos (na fonte) D*(f) de f (veja [29]).

Para a Questao 1, consideramos um grupo de reflexao G de ordem d e uma aplica-
gao de grafico refletido f(x) = (w(x),h(x)) conforme descrito anteriormente. Assim,

apresentamos o seguinte resultado (veja Teorema [3.6)).

Teorema 1 Uma equacao F =0 para a imagem de f(x) = (w(z),h(x)) (dada pelo
ideal de Fitting Fo da matriz de apresentacao f.O,) é fornecida pela sequinte soma

alternada:
F(Xl, "'7Xn7 Z) = Zd - Qd_lZd’l + Qd_22d72 + -+ (—1)d71le + (—1)dQ0. (2)

A descricao de Q4 no Teorema 1 é dada em termos do polinémio G-invariante
qa-r(r1,...,2,) 0o qual pode ser visto como um polinémio simétrico nas variaveis
hi,ha,...,hg, onde h; denota a acao do elemento g; de G sobre h (veja Lema .
Ressaltamos que outra forma de se obter uma equagao para a imagem de uma apli-
cagao de reflexao foi apresentada recentemente em [3], utilizando se¢oes da aplicagao
orbita, técnica esta distinta da utilizada neste trabalho.

Como corolario do Teorema 1, no Capitulo 4 obtemos uma estimativa superior
para a multiplicidade de f, onde f é um germe de aplicacao de gréafico refletido. Mais

precisamente, escrevemos:
F=F,+F,q++F+-

onde cada Fj, é um polindomio homogéneo de grau k e F,, # 0. O inteiro m é chamado
de multiplicidade de V(F') na origem e é denotado por m(V(F'),0). Se X = V(F),
entdo m(X,0) ¢ definida como sendo m(V(F'),0). Note que, pela Equacao 1no
Teorema 1 obtemos como corolario que m(f(Cn"),0) < d, onde d é a ordem do grupo de
reflexdo G. Agora, considere um germe de aplicagao de reflexdo (ndo necessariamente
de gréafico refletido) f: (C"* 0) — (C**1,0). Uma pergunta natural é

Questao 3: Qual pode ser o maior valor da multiplicidade da imagem de
f?7 Em outras palavras, existe um limite superior para a multiplicidade

da imagem de uma aplicagao de reflexao?



No Capitulo 4 deste trabalho, apresentamos uma resposta para a Questao 3. Or-

denando os graus na forma d; < dy < -+ < d,,41, mostramos (veja Teorema [4.2)) que
dldg P dn < m(f((C”), O) < d2d3 et dn+1-

Ainda no Capitulo 4, como uma aplicagao dos resultados obtidos neste trabalho, no
caso de germes de aplicagoes de grafico refletido, apresentamos uma nova demonstracao
de uma equagao que define a hipersuperficie de pontos duplos de f, originalmente obtida
por Borges Zampiva, Peniafort Sanchis, Oréfice Okamoto e Tomazella em [3, Teo. 5.2].

Em [24, Teo. 3.4], Marar e Nuno-Ballesteros trabalhando com aplicagoes de reflexao
com o grupo de reflexao Zs x Zy mostraram que nao existem germes de aplicagoes de
dobra dupla finitamente determinados e quasihomogéneos (com pesos distintos). No
Capitulo 4 estendemos esse resultado para o grupo Z, x Zg, com r,s > 2 (veja Lema
1),

Posteriormente, estudamos a existéncia de aplicagoes f : (C* 0) — (C"*1,0) fi-
nitamente determinadas de coposto 1, com n > 3. Finalmente, na tltima secao do
Capitulo 4 discutimos sobre a topologia de um par de componentes de identificacao
e construimos um exemplo de aplicagao que nao é A-equivalente a uma aplicacdo de
reflexao.

No Capitulo 5 introduzimos uma nova classe de germes de aplicagoes, denominada
“germes de aplicagoes 2m-diedrais”. Apresentamos explicitamente a matriz de apre-
sentacao de f,0,, bem como uma equagao para a imagem de um germe de aplicagao
6-diedral e uma equacao para a curva de pontos duplos associada a essa classe de apli-
cagoes (veja Proposigao . Além disso, incluimos a matriz de apresentacao para a
aplicacao 8-diedral e exemplificamos aplicagoes finitamente determinadas dentro dessa
classe. Concluimos este capitulo com uma breve discussao sobre possiveis desenvolvi-
mentos futuros.

Encerramos este trabalho com dois apéndices, A e B. No Apéndice A, descrevemos
os geradores e as aplicacoes de 6rbita dos grupos de reflexao, nomeadamente, Z,, x Z,,,
Dy, e G com ¢ = 4,5,...,22. Esses grupos pertencem a classificagdo de Shephard e
Todd (veja [42]). Por fim, no Apéndice B, com base nas matrizes apresentadas no
Apéndice A, apresentamos uma implementagao dos resultados obtidos no Singular.

Os resultados desta tese foram apresentados em dois artigos [11] e [12], dos quais o

primeiro foi submetido para publicacao e o segundo esta em desenvolvimento.



Capitulo 1
Resultados preliminares

Neste capitulo relataremos conceitos e resultados basicos que serao utilizados ao
longo dos proximos capitulos. Dentre eles, destacamos: a nocao de germe de uma
aplicacao f entre espacos topolédgicos e o algoritmo do Mond e Pellikaan para construgao
de uma matriz de apresentacao, ferramenta essencial no Capitulo 3, onde construiremos
uma matriz de apresentacao (veja Teorema para germes de aplicacoes de grafico
refletido (veja Definigao [2.6). Além disso, introduziremos conceitos e resultados sobre
o espago de pontos duplos que serao relevantes para uma das aplicagoes discutidas
no Capitulo 4 (veja Proposic¢ao . As principais referéncias que fundamentam este
capitulo sao [28], [29] e [31].

Cabe ressaltar que assumiremos que o leitor tenha familiaridade com no¢oes béasicas

de topologia, geometria algébrica e teoria das singularidades.

1.1 Germes de espacos analiticos

Para compreendermos melhor as propriedades locais de aplicagoes entre espacgos
topologicos, vamos introduzir a nocao de germe de uma aplicacao f: X — Y, consi-

derando um subconjunto S ¢ X. Como referéncia, seguimos [28].

Definicao 1.1. Sejam X, Y espacgos topologicos e seja S c X.

1. Sejam f1: U — Y e fo: V — Y aplicagoes, onde U e V sao vizinhancas abertas
de S em X. Dizemos que f; e fo possuem o mesmo germe em S, se existe um

vizinhanga W c UnV de S em X tal que f; e fy coincidem em W, isto é,
filw= falw.

2. Dizemos que dois subconjuntos X; e X5 tem o mesmo germe em S se existe uma
vizinhanga U de S em X tal que X;nU = XonU. Um germe de um subconjunto

de X em S é uma classe de equivaléncia de subconjuntos sob esta relagao.

7
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3. Denotamos um germe em S de uma aplicacao f:U — Y por

y
£:(X,5) /ou

\ (Y,T), se f(S)cTcY

Dado um germe de aplicacao f : (X,S) — Y, cada aplicagao f : U — Y da
classe de equivaléncia correspondente é chamado um representante. Analoga-
mente, o germe em S de um subconjunto X; de X é denotado por (X1,5) e
cada X, da classe de equivaléncia correspondente é chamado um representante

do germe conjunto.

Apresentamos a seguir um teorema cléssico frequentemente utilizado na teoria de

singularidades e, pode ser encontrado, por exemplo, em [15].

Teorema 1.1. O anel O,, dos germes de func¢oes holomorfas de n varidveis na ori-
gem € isomorfo ao anel de séries complexas de poténcias convergentes em n varidveis

C{x1,....,xn} centradas na origem.

Outra nocao fundamental na teoria de singularidades é o conceito de espago anali-

tico.
Definicao 1.2. Sejam U c C*, onde U é uma vizinhanga aberta de 0 em C".

(a) Um espago analitico ¢ um conjunto fechado X c U com a propriedade de que
para todo ponto p € U, existe uma vizinhanga aberta U, de p em U e um ntimero

finito de funcoes holomorfas f,, ..., f,, definidas em U, tais que
XnUp={zelUp,: fp,(x) == fp(z) = 0}.

Usamos a notagdo V(fp,, ..., f.) = {x € U, : fp,(x) = - = f,. () = 0}, para

denotar os conjunto de zeros de f,,, ..., fp, em U,,.

(b) Seja I =(f1,...,fs) c O, um ideal, onde cada f; esta definida em U. Definimos o

germe de espago analitico (X, 0) como
(X,0) = (V(I),0).

Note que (V(1),0) = M. (V(f),0) =N ({p e U fi(p) = 0},0).
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(¢) Seja (X,0) c (C",0) um germe de espago analitico. Definimos o ideal I(X,0) de
(X,0) como
I(X):={f e On|(X,0) c (V([),0)}.

(d) Dizemos que um germe de espaco analitico (X, 0) é irredutivel quando para quais-
quer germes de espacos analiticos (X7,0) e (X3,0) tais que X = X; U X5, entdo
X = X1 ou X = XQ.

Proposigao 1.2. ([18]) Seja (X,0) um germe de espago analitico, entao existem um
inteiro positivo r e X1, ..., X, germes de espagos analiticos irredutiveis em torno de 0,
com X; nao contido em X, para todo 7 # j, tais que X = X;U---UX,. Os germes
de espaco analitico (X;,0) sdo unicamente determinados, a menos da ordem, e sdo

chamados de componentes irredutiveis de (X, 0).

Exemplo 1.1. Considere os germes de espago analitico (X1,0) = V(zy) e (X3,0) =
V(22 -y3) onde (z,y) é o sistema de coordenadas canénico de C2. O germe X; é um
germe de espago analitico formado por duas retas que se intersectam na origem e X, ¢é

conhecido como a cuspide. As componentes irredutiveis de X; sdo V(z) e V(y).

v V(1)

N3ao irredutivel Irredutivel

Figura 1.1: Germes de espacos analiticos V(zy) e V(22 —y3).

Definicao 1.3. Sejam (X,0) = V(I) c (C*,0) e (Y,0) c (C™,0) germes de espagos

analiticos.

(a) Dizemos que g: (X,0) — (C,0) é um germe de func¢do analitica se para algum
representante g : A — C (que em geral, por abuso de notagao também é chamado
de g), tem-se que g é a restri¢cdo de alguma aplica¢do analitica g : C* — C ao

conjunto aberto A.
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(b) Dizemos que ¢ = (f1,..., fm) : (X,0) — (Y, 0) é um germe de aplicagao analitica
se cada f; ¢ um germe de fungao analitica. A aplicagao ¢ : (X,0) — (Y,0) é

chamada de isomorfismo se ¢ possui uma inversa analitica.

(¢) Definimos o anel local de fungoes sobre (X, 0) como

OX = On/I

(d) Definimos o germe de espago analitico reduzido (X,.4,0) como o germe dado por
(Xrea,0) := V(VI). Assim, o anel local de funcoes sobre (X,eq,0) € dado por

Ox.., =0, VT

red *

Definigao 1.4. Seja ¢ : (X,0) — (Y,0) uma aplicagdo entre germes de espacos
analiticos. Dizemos que  é finita se existe um representante de ¢ que é uma aplicagao

fechada e tal que para cada y € Y, o conjunto ¢~!(y) tem cardinalidade finita.
Exemplo 1.2. Considere a aplicacao ¢ : (C2,0) — (C3,0) definida por

o(z,y) = (2, 9%, 1Y)

Para verificar que ¢ é um germe de aplicagao finita, é suficiente mostrar que o conjunto
©71(0,0,0) = {(0,0)} (localmente) (veja [I8, Segao 3.4]). De fato,

©71(0,0,0) = {(z,y) e C* |z =0, y* = 0, zy = 0} = {(0,0)},

o que implica que ¢ é finita, pois ¢1(0,0,0) contém apenas a origem. Por outro lado,

consideremos a aplicagao ¢ : (C2,0) — (C3,0) dada por
b(x,y) = (2,29, xy).
Neste caso
$71(0,0,0) = {(z,y) e C*[x =0, 2y* = 0, 2y = 0} = {(0,y) € C?},

assim 171(0,0,0) = V(x), corresponde ao eixo y, o qual possui uma infinidade de

pontos. Assim, 1 nao é um germe de aplicagao finita.

1.2 Teoria de Singularidades

Nesta sec¢ao, daremos continuidade ao estudo dos germes de espagos analiticos, apre-

sentando defini¢oes fundamentais para a caracterizacao da A-equivaléncia entre dois
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germes. Também abordaremos os critérios que permitem identificar quando um germe
de aplicacao é A-finitamente determinado. Posteriormente, enunciaremos o Teorema,
do Critério geométrico de Mather-Gaffney, o qual fornece um critério geométrico para
a nocao de determinacao finita. Por fim, apresentamos a definicao de pontos triplos e
do guarda-chuva de Whitney, além de discutir como esses invariantes analiticos podem

ser calculados.

Definigao 1.5. (a) O grupo A é o grupo dos pares de germes de difeomorfismo
(.4), tais que ¢ (C7,0) — (C7,0) e 3 : (C7,0) — (T2, 0).

(b) Dois germes fi, fo: (C*,0) — (CP,0) sao A-equivalentes se existem germes de

difeomorfismos ¢ : (C*,0) — (C",0) e ¢ : (CP,0) — (CP,0) tais que, o seguinte

diagrama
J1
(C",0) ——— (C7,0)
® (%
P
((Cn’ 0) —_— ((Cp’ 0)
comuta.

Definigao 1.6. (a) Dizemos que duas aplicagoes fi, fo : C* — CP tem o mesmo
k-jato em um ponto x € C" se fi(x) = fo(x) e as expansoes em séries de Taylor
até ordem k (para algum sistema de coordenadas locais) j* fi(x) e j* fo(x) de f

e fy no ponto x coincidem.

(b) Um germe de aplicacao f;: (C",0) — (CP,0) é k-determinado se dado qualquer
germe fy: (C",0) — (CP,0) com o mesmo k-jato de f em 0 € C", tem-se que fo
é A-equivalente a f;. Um germe de aplicagao é A-finitamente determinado se é

k-determinado para algum k.

Definigao 1.7. Um desdobramento de um multigerme f : (C*,S) — (CP,0) é um

multigerme

F:(C"xCr,Sx{0}) — (C*xC",0)

da forma F(x,s) = (fs(x),s), com fo(x) = f(x). Dois desdobramentos F; e F» s@o

A-equivalentes se existem desdobramentos das aplicagoes identidades sobre C" e CP

O:(C"xCr,Sx{0}) — (C"xC", S x{0})

11



1. Resultados preliminares

U:(CPxCr0)— (CPxC",0)
tais que o seguinte diagrama

F
(C"xC", 8 x {0}) ——L— (CPxC",0)

F
(C"xC", 8 x {0}) ————— (CPxC",0)

comuta.

Definicao 1.8. (a) Dizemos que um desdobramento F' de f ¢ trivial se F' é A-

equivalente ao desdobramento constante I(x,s) = (f(z),s).

(b) Um multigerme f : (C,S) — (Cr,0) & estavel se todo desdobramento de f ¢

trivial.

(¢) Uma aplicagao finita f : C* — CP é A-estavel, se para todo y € CP, o multigerme
de fem f~1(y) é estavel.

Finalmente, estamos em condigoes de enunciar um resultado classico da teoria das
singularidades, o qual estabelece um critério geométrico fundamental para a caracteri-

zagao da determinagao finita.

Teorema 1.3. (Critério geométrico de Mather-Gaffney) Um germe de aplicagio f :
(C",0) — (Cr,0) € finitamente determinado se, e somente se, para todo representante
f (de f) existe uma vizinhang¢a U de 0 em C" e uma vizinhanga V de 0 em CP, com
f(U) c V, tal que para todo y € V = {0}, o conjunto S = f~1(y) n X(f) € finito e
f:(C",S)— (Cr,y) € estavel, em que Y(f) denota o conjunto singular de f.

Considere f: (C2,0) — (C3,0) um germe de aplicagao finita. Pelo resultado de
Whitney [46], as singularidades estaveis nessas dimensoes sao guarda-chuva de Whitney,

pontos triplos e pontos duplos transversais (veja a Figura .
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Guarda-chuva de Whitney Pontos triplos Pontos duplos transversais

A seguir, apresentamos a definigao dos invariantes C'(f) e T'(f) utilizando uma
estabilizacao da aplicacao f. A definicao precisa de estabilizacao pode ser consultada
em [28), Definigao 5.7].

Definigao 1.9. Seja f : (C?,0) — (C3,0) um germe de aplicagao finitamente de-
terminado. Seja F(z,s) = (fs(x),s) uma estabilizacdo de um germe de aplicagao
f:(C2,0) — (C3,0) finitamente determinado e seja F': U x T — C? x T' um bom
representante de F' no sentido de 23], onde U e T sao vizinhangas abertas de 0 em C?

e C, respectivamente, definimos
C(f) = #{guarda-chuvas de Whitney de f,} e T(f)=#{pontos triplos de fs}
para s # 0.

A seguir, apresentamos o calculo dos invariantes C'(f) e T'(f). O resultado utilizado

para esse fim pode ser encontrado em [32, Lema 2.4] e [29, Teorema 4.3].

Teorema 1.4. Os invariantes analiticos C(f) e T(f) podem ser calculados da sequinte

forma

C(f)=dimc—== e T(f)zdim(c%,

onde Rf € o ideal gerado pelos menores 2x2 da matriz jacobiana de f, conhecido como
ideal de ramifica¢ao de f e Fo(f) denota o sequndo ideal de Fitting de f,Os, como um
Os-mddulo via f (veja Segao 1.3 a sequir).

Exemplo 1.3. Considere o germe de aplicagao f: (C?,0) — (C3,0) dado por

f(x,y) = (z,9%, 23y + y°).
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Temos que

Cir.y)  dime S8 g

C =di
() = dime o oyt 6y~ e Ty

Agora pelo algoritmo de Mond e Pellikaan, temos que a matriz de f,O, é

-Z Y2+ X3
AX,Y,Z]=| .
Y3+ X3Y -7
Assim, o o
T(f) = dim 2 = dime =2 = 0.
(f) A0 o,

Portanto, concluimos que C(f)=3e T(f) =0.

1.3 O algoritmo de Mond e Pellikaan

Esta secao tem como objetivo principal apresentar o algoritmo de Mond e Pellikaan,
utilizado para construir uma matriz de apresentacao para germes de aplicagoes finitas.
Tal construgao sera fundamental para os resultados desenvolvidos no Capitulo 3, em
especial no Teorema 3.2} onde descrevemos uma matriz de apresentagao para aplicagoes
de grafico refletido, em termos da agao de um grupo de reflexdo. Também faremos uma
breve definigao dos ideais de Fitting [9]. As defini¢oes e conceitos abordados nesta segao
podem ser encontrados em [29] (veja também [28]).

Inicialmente, definimos o que é uma apresentacao de um modulo.

Definicao 1.10. Sejam R um anel e B um R-mo6dulo. Uma apresentagao de B é uma
sequéncia exata
RM A R1 Y B0

de R-modulos. Quando esta sequéncia existe, dizemos que A é uma matriz de apresen-

tagao do modulo e o mdédulo B é dito modulo de apresentagao finita.

Daremos inicio & constru¢ao da matriz de apresentagao, conforme a referéncia [29]
(veja também [16]). Seja (X,0) um germe de espago Cohen-Macaulay (veja Segao 6.5

em [18]) de dimensao n, e seja
f : (X,O) - (Cn+170)
uma aplicacio que satisfaz a seguinte condicio adicional: seja f : (X,0) — (C",0) o

germe obtido pela composi¢ao de f com a projegao (C**!,0) — (C",0) que ignora

a ultima coordenada; com isso, f se torna um germe de aplicagao finita (algo que é

14



1. Resultados preliminares

sempre possivel gracas ao Teorema da normalizagdo de Noether (veja [8]), apés uma
mudanga de coordenadas).

Seja A = C[X, Z](x, z) a localizagao no ideal maximal na origem do anel de polino-
mios nas n + 1 variaveis X = X, Xo,..., X,, e Z. Denotamos por A= (C[X](X> e por
B = (C[x]/I)z), onde (X,0) = V(I), com varidveis x = x1, ..., 2, e assumimos que B ¢é

um anel Cohen-Macaulay de dimensao n. A aplicacao
P:A— B

¢ um morfismo de anel local dado por X; — f;, i=1,...n e Z > f,;1 para algum
polinémio f; € C[z]. Escreva

P:A— B
para o morfismo restrito e, suponha que B é minimamente gerado por 7y, ..., 74 como um
A-modulo. Como B é gerado por 11, ...,1q entao existe q; ; € A 1< i, < d, satisfazendo
as equacoes

h
Zr; =Y ;;r;, para todo 1 <i<h. (1.1)
i1

Seja A : A4 — A4 dado pela multiplicacao pela matriz A cujas entradas sao
)\’i,j = QG4 — 6i,jZ-

onde J; ; representa a fungao delta de Kronecker.
Se 1 : A — B é o epimorfismo dado por e; — 7;, onde e; € A% é o0 elemento cuja
tnica entrada diferente de zero é a da posicao i, cujo valor é 1, entdao Im(\) € Ker (1))

segue da Equacao (|1.1). Mond e Pellikaan mostraram que, de fato, a sequéncia

A

A 24 Yo B

¢ exata. Portanto, a matriz

11— Z a1 Qyo 1.4

Qg1 Qg9 — Z Qg3 - Q2 d

A= 31 Q32 (33— Z a3 d
| Qg1 Qg2 Qg3 0 Ogd— Z ]

¢ uma matriz de apresentagao para B.

A préxima definicao é de grande importancia para este trabalho, pois trata da nocao
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dos ideais de Fitting [9).

Definigao 1.11. Seja, R um anel e B um R-mdédulo finitamente apresentado (R um

anel comutativo com unidade) e seja
h_A 4
R'"— R — B—0

uma apresentagao (ou seja, exata). O k-ésimo ideal fitting de B, Fi(B), ¢ definido
como o ideal em R gerado por todos os (¢ — k) x (¢ — k) menores da matriz \, para

q>k, k>q-h. Fr(B) é definido como igual a R, para k > q, e 0 para k < q - h.
Para ilustrar o algoritmo de Mond e Pellikaan, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.4. Considere f uma aplicacao de (C2?,0) em (C3,0) dada por
f(x.y) = (@% 9% 2% + y° + ay).

Seja A=C[X,Y, Z](xv,2), A=C[X, Y](x,) € por B = C[x,y]my) e, considere o homo-

morfismos de aneis A — B dado por X +— 22, Y +— 2 e Z — 23 + 93 + 2y.

Segue do Teorema da preparacao de Weierstrass (veja Segao 3.2 em [I8]) que O,

é um Oz-modulo finito via f*. Assim, as classes de 1 = r,x = 19,y = 13,2y = r4 em
C{z,y}

(2%,9)
assim segue da Equacao que

também geram f*Oy como um Oz-modulo via f*. Considere w = (22,y?),

Zry= (3 +y3 +ay)-1 0-r+a2-rg+y? r3+ay-714

4

Zro= (23 +y3+y) -2

atory +0-ry+ 2% rg+y? vy

Zry= (23 +y3 +ay) -y ytori+y?-rg+0-rg+ 221y

Zry=(3+y3+ay) -y = 222 -ri+y*-ro+at-rg+0-1y

Assim, obtemos que

-z X Y 1
X2 -Z X Y
Y2 vy -Z X
XYy Y2 X2 -Z

ALXY, Z] =

¢ uma matriz de apresentagao de f,O,.
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1.4 O espaco dos pontos duplos

Nesta se¢ao, com base em [31], descrevemos o conjunto de pontos duplos do germe
de aplicagao f: (C",0) — (Cr,0), com n < p. Também apresentamos a defini¢ao de
componente de dobra e de identificacdo da curva de pontos duplos D(f) associadas a
uma aplicagao f:(C2,0) — (C3,0).

Seja f: U — CP uma aplicacao holomorfa, onde U c C™ é um subconjunto aberto
e n < p. A seguir, definimos o conjunto de pontos duplos de f, denotado por D?(f).
Denotamos por A,, e A, as diagonais de C" x C" e CP x CP, respectivamente, e pelos
ideais que definem esses esquemas, Z,,, Z,. Escrevemos os pontos de C"xC" como pares

(z,2"). E claro que para cada i = 1,..., p, temos

fix) = fi(2") € Lo,

assim existem «;j, 1 <i < p, 1 <j < n, tais que numa vizinhanca de cada ponto em
UxU,
filx) = fi(z") = Zam(w - a')(z; - x}).

Se f(x) = f(2') e x # a', entdo claramente todo menor n x n da matriz a = [o; ;]
deve anular-se em (x,z’). Denotamos por R,,(«) o ideal em Ocz» gerado pelos menores
n x n da matriz a.

Com base nas observacoes anteriores, podemos agora formalizar a definicao do

espago de pontos duplos de uma aplicagao holomorfa.

Definicao 1.12. Seja f: U — CP como acima. O espaco de pontos duplos de f é o

espago complexo dado por

D*(f) = V((f x /)L, + Ru(e)).

Note que, para um ponto (z,z’) fora da diagonal A,,, o ideal

2(f) = ((f % )Ly + Ru(e)

é gerado pelas fungoes f;(x) — fi(x’). Além disso, a restrigdo de Z?(f) a diagonal A,
coincide com o ideal gerado pelos menores n x n da matriz Jacobiana de f. Assim,
a intersegdo A,, n D?(f) corresponde ao conjunto singular de f. Vejamos a Defini¢ao
do espaco de pontos duplos D?(f) no contexto de germes de aplicagao.

Definigao 1.13. Seja f: (C",0) — (CP,0) um germe de aplicagao finito, onde n < p.
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(a) Vamos denotar por I, e R, () os talos do feixe em 0 de Z, e R,,(«). Tomando um
representante de f definimos o espago de pontos duplos do germe de aplicagao f como

o germe do espago complexo

D*(f) =V ((f x [)" L+ Ru(a)).

(b) A projecao m : (D*(f),0) — (C",0), dada por (z,z') —> z, é finita. O espaco
de pontos duplos D(f) é definido como a imagem de 7 com a estrutura analitica dada
pelo ideal de 0-Fitting de 7.Op2(s) (veja Definicao [L.11]), ou seja,

D(f) =V (Fo(m.Op2(p))).

Quando consideramos f : (C* 0) — (C"*1,0) um germe de aplicagao finita, ge-
nericamente 1-a-1, tem-se de acordo com [25], que D?(f) é Cohen-Macaulay e possui
dimensao n — 1. Além disso, D(f) é reduzido se, e somente se, D?(f) for reduzido e a
projegao p; : D?(f) — (C",0) for genericamente 1-a-1.

Apresentamos agora um resultado fundamental para a determinacgao da equacgao da
hipersuperficie de pontos duplos de germes de aplicagoes finitos, conforme [36] (veja
também [2]).

Teorema 1.5. Seja f: (C*,0) — (C**1,0) um germe de aplicagio finito, de modo
que a tmagem de [ seja uma hipersuperficie com equacao definidora dada pelos zeros
de F: (C"1.0) — (C,0). Suponha ainda que f seja uma imersao de um subconjunto
de C™ de codimensao 2. Entao, para algum germe de fun¢ao holomorfa A : (C",0) —
(C,0) temos AA; = ig_i(f)’ onde A; € o determinante da matriz obtida pela exclusao
da i—ésima linha da matriz Jacobiana f. Além disso, A(z,y) = 0 € uma equagdo

definidora da hipersuperficie de pontos duplos D(f) c C".

Note que, pelo Teorema [I.5 se f é uma aplicagdo de grafico refletido, entao A;
coincide com o determinante da matriz jacobiana da aplicacao de érbita. Agora consi-
dere D*(f) o espago de pontos miltiplos de f. Observamos, a partir do Coroléario
(Teorema 9.5, [28]) que existe uma relagao importante entre esses espacos quando f é

um germe de coposto 1 e A-finitamente determinado.

Corolario 1.6. Seja f: (C",0) — (CP,0) um germe de aplicagao finito de coposto 1.

Entao os itens a seguir sao equivalentes:

1. f é A-finitamente determinado.

2. D*(f) é uma intersec¢ao completa com singularidade isolada (ICIS) de dimensao
p—k(p-n), ou vazia, para todos os k tais que p — k(p —n) > 0, e consiste no

maximo em {0} se p—k(p-n) <0.
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1. Resultados preliminares

Apresentamos a seguir a definicao de componente de dobra e de identificacao da
curva de pontos duplos D(f) associadas a uma aplicagao f: (C2,0) — (C3,0), onde

f & um germe finitamente determinado. Essa definigao foi introduzida por Silva em
[44].
Definigao 1.14. Seja f: (C?,0) — (C3,0) um germe de aplicagao finitamente deter-
minado e considere a componente irredutivel D(f)? da curva de pontos duplos D(f)
de f.

(a) Se a restrigao f |p(pyit D(f)? — C? ¢ uma aplicacdo genericamente 1-a-1, entao

D(f)? é uma componente de identificagao de D(f).

(b) Se arestrigao f |p(pyi: D(f)? —> C? é uma aplicagao genericamente 2-a-1, entao
D(f)? é uma componente de dobra de D(f).

Em geral, note que se D(f)J c D(f) é de identificagao, entao existe D(f) c D(f)
com i # j que ¢ também de identificacao tal que f(D(f)?) = f(D(f)7), ja que a restri¢ao
de f a D(f) é genericamente 2-a-1.

Exemplo 1.5. Considere o germe de aplicacao f dado por f(x,y) = (z,y?, 23y — zy°).

A curva de pontos duplos D( f) possui trés componente irredutiveis, que sao

D(f)' =V(z), D(f)*=V(z-y*) e D(f)*=V(z+y).

Note que D(f)! é uma componente de dobra, enquanto D(f)? e D(f)3 s@o componente

de identificacao. Além disso,

F(D(NHY) =V(Z,X) e [(D(f)?) = [(D(f)?) = V(Z, X2 -Y?).

Veja a seguinte ilustracao.

DY) = AU

Figura 1.2: Tlustracao geométrica da imagem das componentes da D( f)
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Capitulo 2
Grupos e aplicacoes de reflexao

Neste capitulo, apresentamos a definicao de grupos de reflexao, bem como os prin-
cipais resultados da teoria das aplicagoes de reflexao. Os conceitos e defini¢oes aqui
introduzidos sao fundamentais para o desenvolvimento e a compreensao dos contetdos
abordados nos capitulos seguintes. As principais referéncias que norteiam este capitulo
sao [20] e [34], também utilizamos em menor grau a referéncia [40], [I7], [19] e [14].

Iniciaremos com a definigdo de uma forma hermitiana definida positiva (também
conhecida como produto interno) em um espago vetorial de dimensao finita sobre o
corpo dos numeros complexos C. Essa defini¢ao servira de base para introduzirmos os

grupos de reflexao unitarios, que sao grupos gerados por reflexoes unitérias.

Formas hermitianas

Seja V' um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo dos complexos C. Recor-

damos ao leitor que uma forma hermitiana em V' é uma aplicacao

(-,=):VxV —C

tal que
(v +vo,w) = (v1,w)+ (vg, w)
(av,w) = a(v,w)
(v,aw) = a(v,w)
(v,w) = (w,v)

para todo v, w,v1,v3 € V e a € C. A forma hermitiana é positiva definida se (v,v) >0 e
(v,v) =0 se, e somente se v = 0.

Uma forma hermitiana positiva definida é também conhecida como um produto
interno. Por exemplo, se V' tem uma base {ei,...,e,}, podemos definir uma forma

hermitiana positiva definida em V' por

(u,v) = Uy 0] + UgTs + -+ + Up Uy
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

onde ©w = uje; + Ug€g + -+ + Upepy € V=V1€1 + Vgly + -+ + UpCp.

Relembramos que uma base {es, ..., e, } para V é ortogonal se (e;,e;) = 0 para todo
i #j e é ortonormal de adicionarmos a hipotese de que (e;, e;) = 1 para todo .

Seja GL(V') o grupo de todas as transformagoes lineares invertiveis em V. Um

subgrupo G de GL(V') deixa a forma (-, -) invariante se
(gev, gew) = (v, w) para todo g € G e para todo v,w e V.

Também dizemos que (—,-) é uma forma G-invariante. E, ainda que g € GL(V') ¢
unitario (ou uma isometria). Veremos no lema a seguir a relagdo entre um subgrupo

finito de GL(V') e a existéncia de uma forma G-invariante.

Lema 2.1. |20, Lemma 1.3]. Se G é um subgrupo finito de GL(V'), entao existe uma

forma hermitiana definida positiva G-invariante em V.

Seja M a matriz associada a g € GL(V') com respeito a uma base ortonormal de
V. Entao g é unitario se, e somente se, M é uma matriz unitaria, isto é, satisfaz
—t —t . o :
MM =1Id, onde M denota a transposta conjugada de M e Id, a matriz identidade.

Introduziremos agora a defini¢ao e alguns exemplos de grupos de reflexao.

2.1 Grupos de reflexao

Considere GL(CP) o grupo de todas as transformagdes lineares invertiveis de CP.
Seja Id o elemento identidade de GL(Cr). Uma representacao linear de dimenséo p de

um grupo G (onde o espago de representacao é GL(CP)) é um homomorfismo
b1 G —> GL(CP).

Se 1 & uma representagao de GG, dizemos que G age em GL(CP), e chamamos CP de um
G-moédulo. Dizemos que duas representacoes ¢ : G — GL(CP) e ¢ : G — GL(CP),
ambas de dimensao p sao ditas equivalentes, se existe uma matriz invertivel r € GL(CP),

tal que, para todo g € G

w(g) =r~1(g)r.

Para o leitor interessado na teoria de representacoes de grupos, recomendamos a exce-
lente referéncia [40)].

A agao de um elemento g € G sobre um vetor v € CP é definida por

g = (g)u

e, usualmente, denotamos essa agao por g,v. Para g € GL(CP), definimos
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

Fixg:={veCP|gov =0},

isto é, Fix g é o conjunto dos pontos de C? fixados pela acao de g.

Apresentamos a seguir a definicao de uma reflexao em CP.
Definicao 2.1. Uma reflexao em CP é uma aplicacao linear g : C» — CP, satisfazendo:
(i) g é unitaria.
(i1) g tem ordem finita.
(iti) dim Fiz g=p-1.
Considere U(CP) o grupo de automorfismos unitarios de CP.

Definigao 2.2. Um subgrupo finito G de U(CP) ¢é dito ser um grupo de reflexao se for

gerado por reflexoes.

Se g é uma reflexao, o subespaco H := Fix g ¢ um hiperplano, chamado de hiper-

plano refletor de g.

Definicao 2.3. Considere G um grupo de reflexao agindo em V e Hy,..., H; seus
hiperplanos refletores. Definimos o posto de um grupo de reflexao como a dimensao do
complemento ortogonal do subespago dos pontos fixados por G. Ou seja, dados r; € H};*
nao nulos para todo 7 = 1,...,¢, o posto de GG é a dimensao do subespacgo gerado por

T1,72,...,Ty.

Corolario 2.2. [20, Corolario 1.26] Se V' é um G-médulo irredutivell] e se (-, -) e
[-,—] s@o formas hermitianas G-invariante definidas positivas, entao para algum nt-

mero complexo ¢ >0 temos (u,v) = c[u,v] para todo u,v e V.

Observagao 2.1. A frase “G é um grupo de reflexao unitario em V7, indicara que G é
um grupo finito, gerado por reflexoes em V. Do Lema[2.1], existe uma forma hermitiana
G-invariante positiva definida em V' e segue do Corolério 2.2 que esta forma ¢ tnica a

menos de uma constante positiva c.

E importante mencionar que a hipotese de que G seja finito na Deﬁnigéode fato é
necessaria. Isto é, um subgrupo G de U(CP) gerado por reflexdes nao é necessariamente

finito. Por exemplo, considere o grupo G = (gx; k > 2), onde

1 0
0 e |

'Um G-submoédulo de V' é um subespaco vetorial U tal que gou € U para todo g € G e todo u € U.
O G-modulo V é irredutivel se 0 e V s@o seus tnicos G-submodulos.

gk =
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

G é um subgrupo infinito de U(CP) que é gerado por reflexoes.

Vejamos a seguir um exemplo legitimo de um grupo de reflexao em GL(C?).

Exemplo 2.1. Considere as seguintes matrizes

1 0 -1 0
= e =
g2 0 -1 g3 0 1

Note que g e g3 sao reflexdes de ordem 2 e geram um grupo de ordem 4, a saber, o
grupo Zg x Zs:

[t 10 1 0 10
= , = 5 = € = .
0 1 N I S G I

Observe que a acao de um grupo G em C? induz naturalmente uma ac¢ao de G em

polindmios, como veremos na préxima definicao.

Definigao 2.4. Sejam g € GL(CP) e P € S := C[ X1, X5, ..., X,,] um polindmio, definimos

a acao de g em P por
(goP)(v) := P(g7*(v)), para todo v € CP.

Exemplo 2.2. Considere S := C[ X, X5], P = X{Xg e

11 P R
= e = s
I 0 1 I 0 1

entao a acao de g em S é dada por

(X1 X)) - P(g* [ff D - P([é 11] | L}; ]) ] P([XXXD

Portanto, go(XiX7]) = (X, - X5)X].

Dizemos que P € S é G-invariante se g,P = P para todo g € G. A é&lgebra de
invariantes de G' é a algebra das fungoes polinomiais G-invariantes, isto €, denotado

por J,
J:=5¢={PeS|g.P =P para todo g € G}.

Agora, consideremos no exemplo a seguir, um grupo finito que nao é um grupo de

reflexdo, seja qual for a representagao que consideremos em GL(CP).
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

Exemplo 2.3. Considere o grupo dos quatérnios (Jg, cujo geradores sao

i 0 0 1
= e = .
i S

Note que os polindomios x4 + y* e z2y? sado invariantes sob a acao de Qg e, geram a
algebra de polindmios (Jg-invariantes. Uma forma de obter polindmios invariantes para
um determinado grupo finitamente gerado (nao necessariamente um grupo de reflexao)
é utilizar os programas Magma ou Singular (veja Apéndice A.2). Suponha que Qg seja
um grupo de reflexdo. Pelo Corolario 3.27 de [20], temos:

C{z,y}

8 = Q4| = dimg ——2 7S
Qs = dime (zt + 1y, 22y?)

= 16,

o que é uma contradigao. Portanto, (g nao é um grupo de reflexao.

Outra forma de justificar que o grupo (Jg nao é um grupo de reflexao é por meio
da classificagdo de grupos de reflexdo de Shephard e Todd (veja [20] Teo. 8.29 e Teo.
1.27). Entre os grupos listados nessa classificacao, observamos que ()3 nao pode ser
nenhum dos grupos denotados por G; (veja Apéndice A), pois o grupo de menor ordem
nessa familia é o G4 que possui ordem 24.

Dessa forma, resta considerar se (Jg poderia ser um produto direto de grupos do
tipo G(m,p,n) (onde m,n e p sdo inteiros positivos com p|m). Como Qg ndo é um
produto direto nao trivial, a tnica possibilidade seria ele coincidir com algum grupo

G(m,p,n).

n.ml

A ordem de G(m,p,n) é dada por m Como )g tem ordem &, deve-se ter

m"-n!

=8, o0 que implica que n!|8. Assim, consideramos as possiveis opgoes para n:

e Para n =1, obtemos o grupo ciclico de ordem m/p;

2
e Paran =2, temos que m 4, 0 que admite duas solugoes: G(2,1,2) e G(4,4,2).
p

No entanto, ambos os grupos sao isomorfos ao grupo diedral de ordem 8 (veja

Exemplo 2.11 em [20]), e, portanto, nao sdo isomorfos a Qs.

O Lema a seguir nos da uma maneira de obter a agao de uma reflexao de G em um

elemento S e pode ser encontrado em [20, Lemma 3.17].

Lema 2.3. Se g é uma reflexdo em GL(CP) e se H := Fix g é seu hiperplano refletor

(com H = Ker Ly), entao para todo P € S existe @) € S tal que
goP =P+ LyQ.

Essa é uma acao linear que preserva o grau e a estrutura algébrica de S.
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

Exemplo 2.4. Considere o grupo G = Zy x Zs, visto no Exemplo[2.1]e, P = 2° -3 +zy.

Considere gy o seguinte elemento do grupo

1 0
g2 = .
“lo 41
Observe que go ¢ um elemento de G que ¢ reflexao. Assim, segue do Lema [2.3] que

G+ —ay) =2 - +ay+y-Q.

Donde concluimos que @ =2(y?-z) € S.
P-g,P

H

Segue do Lema que se g ¢ uma reflexao, entao = —-Q € S. Assim,

podemos considerar o operador Ay, : S — S dado por

P-g; P

AQZ(P) = LH

onde g; ¢ uma reflexao de GG. Este operador é também conhecido como Operador De-

mazure.

Considere agora o operador Av: S — J, dado por

Av(P) = (z g.P) | (2.1)
Gl \ s

Este operador é também conhecido como Operador de Reynolds. E facil ver que
Av(P) € J e que Av(P) ou é 0 ou tem o mesmo grau de P. Além disso, para P € J
temos Av(P) = P e portanto Av? = Av. Assim, Av é uma projecao de S em J. Na
verdade, uma afirmagao um pouco mais forte é verdadeira, a saber, para Pe Je Q€ S
temos Av(PQ) = PAv(Q), assim Av ¢ um homomorfismo de J-modulos.

Vejamos dois exemplos, no primeiro Av(P) =0 e no segundo Av(P) # 0.

Exemplo 2.5. Considere o grupo G =Z4 e P = xy + zy® + y°. Os elementos do grupo
Z4 podem ser representados pelas seguintes matrizes

P Ll 2 I ) I
017.92 0 —i » 93 0 i » 94 0 -1 .

Observe que g;! = g3 e g;* = gs. Dai, g2,(P) = P(g3(v)), g3.(P) = P(g2(v)) e
91s(P) = P(g4(v)). Assim, fazendo a ac¢ao de cada elemento de G em P, temos
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

Id,(P) = P(z,y) = 2y + x> + ¢/°
924(P) = P(,1y) = izy —izy® - y°
g3o(P) = P(x,—iy) = —izy +ixy’® — y°
91s(P) = P(z,~y) = —zy -2y’ +y°
Assim, Av(P) = i -0=0.

Exemplo 2.6. Considere o grupo G = Dg e P = x + 22 +y +y? + y3. Considere os

seguintes elementos de Dg:

ool o] e o] [0
- 0 1 v 92 = hl 0 93 = 0 CQ 194 = 0 C )

o ¢l Jo ¢
gs = _CQ 0 y g6 = C_ 0 .

Onde ¢ = e e (?+(+1=0, isto ¢, ( é uma raiz primitiva da unidade de ordem 3.

Assim, fazendo a agao de cada elemento de G em P, temos

Id,P = z+22+y+y?+y3.

¢ P = y+y+ax+a?+ad

g3, P = wizr+wr? +wy+wiy? +y3.
g1 P = wx+wx? + wy + wy? + y3.
g5, P = wy+wy? +wr +wr? + 3.
gs P = w?y+wy?+wr+w?a? + 3.

1 . . I, . . -
Dai, Av(P) := G (323 + 3y3) = 5 (2 +y?). Onde 23 +y3 é um dos polinémios invariantes

do grupo Dsg.
Agora observemos que para todo [, temos que o polindémio
Bi=(g1.P) + (g2 P)' + -+ (gau P)’ (2.2)

é invariante. De fato, observe que para cada i € {1,...,d},

(gz‘.P)l = (9iP) - (9iaP)-(9i P) =gz‘.P'P"'P=9i.Pl~

l-vezes

l-vezes
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

Assim, o polinémio da Equagao (2.2)) é igual ao polindémio
G P+ oo P+ + g P (2.3)

Portanto, P € J.
Antes de introduzirmos a definicao de aplicacao de grafico refletido, precisamos

definir a aplicacao de 6rbita de um grupo G agindo em CP.

Aplicacao de oérbita

Como foi mencionado em [34] a aplicagao de 6rbita w de um grupo G agindo em
Cr determina uma maneira de “dobrar” CP, colando uma érbita de G a um ponto.

Na Figura [2.1] apresentamos uma ilustragao geométrica da aplicacao de orbita,
utilizando como exemplo o grupo Zs x Zy. Ao tomarmos a imagem inversa w=(w(v)),

obtemos a o6rbita de G em v. Denotamos essa orbita pelo conjunto G, := {g.v | g € G}.

w
-7 B
/l) 7 U /7 7/
94y v 933 o
/
————————— feeee— wgv) e
ITdv=v + gov ,
[ ] I/ ,,,,,,,,, s
e /
LI -
w (w(v
1

Figura 2.1: ITlustracao da aplicacao de orbita de um grupo de reflexao.

Se G é um grupo de reflexao agindo sobre CP entao pelo Teorema de Shephard-
Todd (veja [42]) a algebra das fungoes polinomiais G-invariantes J pode ser gerada por

p polindbmios homogéneos.

Definigao 2.5. A aplicagao de orbita de um grupo de reflexdao G é uma aplicagao
w : CP — CP, cujas funcoes coordenadas sao polindmios homogéneos wy, ws, ..., w, em

S que geram J. Os graus d;,-+-,d, de GG sdo os graus de wy, wy, -+, w,, respectivamente.
9 )y Yp bl 9 9 P

A aplicagdo w é tnica a menos de transformagoes polinomiais invertiveis na meta
(veja Exemplo . Como trabalhamos com objetos que sao invariantes sob tais trans-
formacoes, a escolha de w nao importa. Desta forma, podemos por abuso de notagao
chamar w de “a aplicagao de orbita” de GG. Além disso, é bem conhecido que os graus

de G nao dependem da escolha do conjunto de geradores wy, -+, w, para J.
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

Exemplo 2.7. Considere os geradores do grupo diedral Dy, em GL(C?),

0 1 o 0
e 5= ‘ 2mi | -
1 0 0 e m

A aplicacao de orbita w: C> — C? de D, é dada por

R:

(z,y) — (2™ +y™, xy).

Exemplo 2.8. Considere no exemplo anterior m = 4, ou seja, o grupo diedral Dg em

G L(C?) gerado pelas seguintes matrizes

0 1 5 0
€ S = ¢ s ’
1 0 0 e =2

cuja aplicagao de reflexao é dada por w(z,y) = (z* + y*, xy).

R =

Podemos obter outra representacao para o grupo Dg, a qual denotaremos por Dy,

que é expressa por meio dos elementos a seguir (veja Exemplo 2.2, em [3])

| o 1 o]  Jo1 |10 | o
0 1 y 92 0 -1 y 93 10 y 94 0 1 y G5 1 07

fo 1] -1 0 | o1
96—1(];97—0_1798—_10‘

A aplicacao de orbita para o grupo diedral de ordem 8 com a representacao acima
(D}) é dada por w(x,y) = (22 + y?,2%y?). As duas representagdes de Dg sdo represen-

tagdes equivalentes. De fato, considere a matriz r € GL(C?)

¢ facil verificar que g = r~1g;r para todo g € Dg e todo g; € Dj.

Um dos resultados mais importantes sobre a aplicacao de érbita é o Teorema de
Noether [33], o qual nos permite concluir que o conjunto w=!(w(v)) é a orbita de G

em v, i.e, o conjunto G, := {g.v | g € G}.
Teorema 2.4. [Noether| Para qualquer v e CP, w(w(v)) = G,.

Observacao 2.2. E importante mencionar que a definicdo de grupo de reflexdo leva

em consideragdo a representacao de G em GL(CP). Isto é, ndo podemos dizer, por
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

exemplo, que o grupo ciclico Z; é de reflexao sem exibir uma representacao de Z,; em

GL(Cr) que o torna um grupo com tal propriedade. Por exemplo, o grupo ciclico Z,

1 0
K = 27mi .

é um grupo de reflexao, visto que K é uma reflexao. Por outro lado, o grupo gerado

gerado pela matriz

pela matriz

0 (e%)k ’

com mdc(k,d) =1, é isomorfo a Z,, isto é; (K') c GL(C?) é uma outra representagao
de Z4 em GL(C?). Contudo, ele ndo é gerado por reflexées, portanto, (K') ~ Z; nao é

um grupo de reflexao.

Seja G um grupo de reflexao agindo em CP. Para i = 1,....¢, denotamos por
Fix g; := H; todos os hiperplanos refletores de G, onde g; é uma reflexao de G. Seja
e; a ordem do grupo ciclico que fixa H; e seja Ly, ..., Ly, as formas lineares tais que
H; = Ker Ly,. Uma relagao importante entre a aplicacao de érbita e as equacoes dos

hiperplanos refletores de GG é dada pela proposicao a seguir.
Proposigao 2.5. [20, Th. 9.8] Para alguma constante nao nula ¢ temos que

4
det(jac(w)) =[] Ly,
=1

onde jac(w) denota a matriz jacobiana da aplicacao de orbita.

Observe que ja definimos grupos de reflexao e aplicagao de érbita de um grupo de
reflexao GG agindo em CP, ou seja, temos todos os ingredientes necesséarios para definir
o que sao as aplicagoes de reflexao e seu caso particular que sao aplicagoes de grafico

refletido, nosso principal objeto de estudo.

2.2 Aplicacoes de reflexao

Definicao 2.6. Seja G um grupo de reflexao agindo em CP.

(a) Uma aplicagao f: C* — Cr ¢é dita de reflexao se f for dada pela composi¢ao de

um mergulho p: C* - CP com a aplicagao de érbita w: C» — CP de G, i.e., f =wop.

(b) A aplicacao de grafico refletido ¢ a aplicagao (w, h) : C» — Cr*"  dada por f(x) =

(w(x),h(x)), com h:CP — C" uma aplicagao holomorfa.
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

A aplicagao de grafico refletido f = (w,h) é a aplicagdo obtida tomando como
mergulho o grafico de h, dado por x — (x,h(x)), e deixando G agir em CP x C,
trivialmente no segundo fator (uma extensao trivial da acao para CP*"). Ao longo
deste trabalho vamos considerar aplicagoes de grafico refletido somente no caso onde

r=1lep=n.

Exemplo 2.9. Considere a representagao do grupo Zy ¢ GL(C?) dada por

EH Rt

A aplicac@o de orbita desse grupo ¢ dada por w(x,y) = (z,y?). Assim, a aplicacdo f
de (C2,0) em (C3,0) dada por

f(ma y) = (l', y27 .I’y3 - x5y)
¢ um exemplo de aplicacao de grafico refletido, onde h(z,y) = zy® - xy.

Exemplo 2.10. Considere a representagdo do grupo de reflexdo Zs x Zy ¢ GL(C?)

E R R R |

A aplicagao de orbita desse grupo é dada por w(x,y) = (22,y?). Assim, a aplicacao f
de (C2%,0) em (C3,0) dada por

dada por

f(z,y) = (2%, v, 2% + y* + ay)

é um exemplo de aplicacao de grafico refletido, onde h(x,y) = x3 + y> + zy.

2.3 Teorema de Gutkin

Esta subsecao tem como objetivo apresentar o Teorema de Gutkin, que desempenha
um papel fundamental na demonstracao de um dos principais resultados deste traba-
lho (veja Teorema . Nesse resultado, expressamos a matriz de apresentacao para
aplicagoes de grafico refletido f = (w,h) de (C",0) em (C"*',0), em termos da acao
do grupo de reflexao G sobre h.

Para introduzir o Teorema de Gutkin, apresentaremos algumas ferramentas preli-
minares necessarias. Seja S = Clxy,Za,...,x,] e seja F' = (wy,...,w,) o ideal gerado

pelos polinémios invariantes bésicos do grupo de reflexao G.
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

Suponha que |G| = d. Considere os polinémios homogéneos ry,rs, ..., 7 cujos resi-
duos modulo F' formam uma base para o quociente S/F. O coroléario a seguir garante

que k =d.
Corolario 2.6. [20, Corolario 3.27| dim¢ S/F = |G].

Lema 2.7. |20, Lema 3.28] Sejam 7,73, ...,74 polinémios homogéneos cujos residuos
modulo F formam uma base para S/F. Entao todo polinémio P € S tem uma expressao

nica da forma
P:=Uiri +Usrg + -+ + Uygry, (2'4)

onde U; € J para todo 1.

Assim, podemos escrever qualquer elemento em S como na expressao (2.4)) acima.
Consideremos a seguinte matriz £ com entradas dada pela agao do grupo G sobre

T1,72,...,Tq, isto €,

g1 92s71 0 GdaT1
g1e72 92472 0 GdeT2
E =
J1eTd-1 G92e7d-1 = YGdeTd-1
| 91e7d G24Td GdeTd |

onde, ¢1,92,-..,94 sao elementos do grupo G. Denote det(E) = [1). Vejamos no
teorema a seguir uma expressao para o determinante de E em termos das equagoes dos

hiperplanos.

Teorema 2.8. [20, Teorema 10.13] (Teorema de Gutkin) Para qualquer G-mddulo

M existe uma constante nio nula ¢ tal que [1 = c¢IIi, LZEH’M), onde C(H,M) =
1
§|G|(€i -1).

Portanto, o Teorema de Gutkin nos permite concluir que o determinante da matriz

E & expresso em termos das equacoes dos hiperplanos. Isto sera ttil no Teorema (3.2
deste trabalho.

Exemplo 2.11. Considere o grupo de reflexdo G = Z3z ¢ GL(C?). A aplicacao de
orbita w : C2 — C? de Z3 é dada por w(z,y) = (x,y?). Assim, r; = 1,19 =y e r3 = y.

Os elementos de Z3 em GL(C?) sao dados pelas trés matrizes a seguir
27
3

_10 _10 _10
91—01792—0Ceg3—0<,27

onde, ( = e 3 . Considere a seguinte matriz
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2. Grupos e aplicagoes de reflexao

1 1 1
E=ly ¢ ¢yl
y: Cy? (y?

No Capitulo 3 deste trabalho, veremos que esta matriz estéd relacionada com a
matriz de apresentagdo de uma aplicagao finita f : (C?,0) — (C3,0). Também iremos
utilizar o Teorema de Gutkin fortemente para calcular determinantes de matrizes dessa

forma. Por exemplo,
det(E) = (-6¢ - 3)y3.

Vale ressaltar que neste exemplo nao é dificil calcular o determinante de F, visto
que a matriz é de ordem 3 x 3, mas nos casos em que a ordem de E é extremamente

grande, o Teorema de Gutkin se mostra de grande importancia.
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Capitulo 3

Matriz de apresentacao e a equacao

da imagem

Neste capitulo, descrevemos a matriz de apresentacao de f,0, como um O,,-
modulo, via composicao com f, onde f é um germe de aplicacao de grafico refletido
f:(C"0) - (C1,0), dado por f(x) = (w(x),h(x)). Notamos que nossa maneira
de construir a matriz de apresentagao de f,0, depende apenas da agao de GG sobre h.
Além disso, apresentamos uma equagcao para a imagem do germe de aplicacao de grafico
refletido f = (w, h), de (C",0) para (C**1,0), expressa em termos da a¢ao do grupo de
reflexao G sobre h. Descrevemos os principais resultados deste capitulo também em
[11].

Antes de introduzir estes resultados, vamos introduzir algumas notagoes. Seja
G ={g1, -, 94} um grupo de reflexao de ordem d agindo em C". Adotaremos a notagao
(w1, wa, ..., w,, Z) = (w, Z) para a aplicagao de orbita de G agindo em C™*! = C" x C
(trivialmente no segundo fator), (Xi,---, X,,, Z) = (X, Z) para as coordenadas de C"*!
(meta) e & = (x1,9,...,x,) para as coordenadas de C" (fonte). Denotamos por R o

conjunto de todas as reflexoes em G.

3.1 A matriz de apresentacao para aplicagoes de gra-

fico refletido

Recapitulamos que um germe de aplicagao de grafico refletido f : (C*,0) - (C*1,0),
f(x) = (w(x),h(x)), é obtido como a composi¢ao f = w o p, onde p é um mergulho
(x,h(z)) e w & a aplicacdo de orbita de G. Denote Y = p(C"*) e X = w()).

Note que X = f(C") = V(F(X,Z)), onde F(X,Z) é uma equagao para a imagem
de f que é obtida como o determinante da matriz de apresentagao de f,0,,. Neste

contexto, é clara a existéncia de uma equacao para (),0) que é
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

Z-h(X1, X,) = 0.

d
Pelo Teorema de Noether (veja Teorema temos que w™H(w(Y)) = Jgi Y, i.e., a pré-

i=1
imagem de X' por w consiste na 6rbita de ) sobre a acio de G. Defina Y := w=1(w())).

Mostraremos no seguinte lema que uma equagao para Y ¢ dada por
(Z = g1 (X)) - (Z = g2, h(X))-+(Z = ga,h( X)) = 0 (3.1)

O seguinte lema serd uma ferramenta fundamental para provar o Teorema [3.6] onde
apresentaremos uma equagao para a imagem de f. Mostraremos também que a equagao
Y descrita em 1) coincide com o pullback da equagao definidora F'(X, Z) de (X,0)
por w, que serd denotado por F(wy,-, w,, Z) = F(w, 7).

Lema 3.1. Com as notagoes anteriores, seja f : (C?,0) — (C™*1,0), f(x) = (w(z), h(x))
um germe de aplicacéo de grafico refletido, entdo Y = w=(w(Y)) = V(F(w, Z)). Além

disso,

d
F(w,Z)=g(Z—9k.(h(w)))- (3.2)

Demonstragao. Note que (X,0) c (C**1,0) é definido por uma tunica equagao (o de-
terminante da matriz de apresentagao A[ X, Z] de f.O,, como um O,,,;-médulo via f).
Observe que Y é também definida por uma tnica equacio. Desde que F(X,Z) é uma
equagao para X, segue que o pullback F(w,Z) de F(X,Z) por w nos fornece uma
equacao para w~'(w())). Vamos mostrar que F(w,Z) pode ser fatorada como em

%)
Segue do Corolario que

dime C{x1, 29, ..., 2} 16l =d.
<w1,w2,...,wn)
C{=}

Sejam 1 = rq,79,...,74 0s geradores de como um C-espago vetorial. Segue do

(w)
Lema que existem pq,pa, -+, pg em C{x} tais que

h = rip1(w) + ropa(w) + ... + rapa(w),

Note que p;(w) = p;(w1,---,w,) sdo unicamente determinados por h e a aplicagdo de
orbita w. Agora seguiremos o algoritmo de Mond-Pellikaan (veja Segdo |1.3)) para

construir uma matriz de apresentagao A\[ X, Z] de f.O,, como um O, ;-mo6dulo via f.
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

Vamos primeiro considerar a matriz

Q11 Q11 Qg 0 Qig
Qg1 Qg9 Qg3 -+ Qa4
alX] = Q31 Q32 Q33 -+ Q34 )
| Q41 Qd2 Q43 0 Qqdd diva
onde «; j(X) e C{X} e satisfaz a relagao
d
rich=> (aij(w))-r;, com i=1--d. (3.3)
j=1

Observe que «;; sao unicamente determinados por h e w. Assim, a matriz de

apresentacao A\[ X, Z] de f.O, tem entradas da forma

)\@j(.X, Z) = Oéi’j(X) se 7 ij e )\i,i(-Xu Z) = Oém‘(X) -Z.

Em outras palavras,

Q11— Z 19 13 - a1.d
Qg1 Q29— Z Qg3 - Q9 q
ANX, Z] = a1 3o Q33—2 - asq |
| Qg1 Qg2 Qg3 =+ Q4dq— Z )

Definida a matriz de apresentagdo A[ X, Z] de acordo com o algoritmo de Mond-
Pellikaan, agora gostariamos de fatorar F'(w,Z) como em . Substituindo X por
wem A X, Z] e o[ X], obtemos as matrizes \[w, Z] e a[w], i.e., \[w, Z] (a[w], res-
pectivamente) é o pullback de \[ X, Z] (a[ X], respectivamente) por w. Claramente, o
determinante de A[w, Z] é igual a F(w, Z).

Seja K := Frac(C{z}) e considere a[w] como uma matriz com entradas em K.
Note que AMw, Z] = (a[w] — ZId), onde Id é a matriz identidade. Portanto, F'(w, Z)
¢ precisamente o polindmio caracteristico de af[w]. Vamos encontrar os autovalores
de a[w]. Considere Id = g1, go, ..., g4 0s elementos do grupo de reflexdo G. Para todo
t=1,---,d obtemos de (3.3)) que

aip(w) - ry++aia(w) rg=h-rg. (3.4)

Note que «;;(w) = a; j(wq, -+, w,) é invariante sob a agdo de G para todo i,j €

{1,...,n}. Assim, aplicando a agao de g, € G em (3.4, obtemos que
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

i1 (W) - Gro(r1) + -+ + @i a(W) - Gro(ra) = Gra(h) - Gro(73)

donde concluimos que

Desta forma, para todo k

= 1,--,d temos que (gro(71), 9ka(r2), s gra(ra)) € um

Q11 Q12 Q013 1.4 gk.(ﬁ) gk.(ﬁ)
Qg1 Qg2 (g3 a2 4 gk.(TQ) 9k.(7”2)
Q31 Q39 (33 Q3.4 gk.(T3) = gk.(h) gk.(7”3)

| Q41 Q42 (g3 Gga | | Jre(Ta) ) | Ire(Ta) |

autovetor de afw] com respectivo autovalor gi,(h).

Considere a matriz E onde as colunas sao os autovetores (gie(71), Gke (72), -, Gre(Td) ),

le. ) )
J14T1 92471 JdeT1
J1e72 92472 JdeT2
E =
J1eTd-1 G24Td-1 JdeTd-1
| Y1474 924Td 9deTd |

Segue do Teorema [2.8] (Gutkin), (onde a matriz A;; na Defini¢ao 10.6 de [20] ¢ a
matriz £ em nosso cenério) que o determinante de £ é um polinémio nao nulo. Con-

sequentemente, o conjunto dos autovetores sao linearmente independentes. Portanto,

det Nw, Z] = F(w, Z) = ;ﬁ (Z - gra(h(2))) (3.5)

o que completa a prova. [

Observagao 3.1. (a) Seja A[ X, Z] a matriz de apresentagao de f,O,, como um O,,,1-
modulo e A[w, Z] como no Lema[3.1] Com as notagoes anteriores considere as matrizes

E e A a seguir

J1s71 G24T1 9deT1 g 0 0 - 0
g1aT2 g2472 GdeT2 0  g2.h O
E= e A= . )
g1eTd-1 924Td-1 9deTd-1 0 O 0 - 0
| J1e7d 92474 9deTd | | gaol |

Como mencionado na demonstragdo do Lema [3.1] note que E é a matriz dos au-

tovetores de A[w,0]. Os elementos que aparecem na diagonal da matriz A sdo os
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

autovalores de A[w,0].

(b) Na sequéncia, dada uma matriz M = (m; ;(w, ..., w,)) onde cadam; j; € Clwy, ..., w,, ]
¢ G-invariante, denotaremos w* (M) a matriz obtida ao realizar a mudanca de w; para
X; em m,j, isto &, w*(M) = (m;;(Xi,...,X,)). Note que w, realiza exatamente o
oposto, isto é, w.(m;;(X1,..., X)) = (my;(ws,...,w,)). Isso motiva o seguinte resul-
tado.

Teorema 3.2. Seja f: (C",0) — (C"*1,0), f(z) = w(x, h(x)), um germe de aplica-
cao de grdifico refletido. Considere as matrizes E e A na Observacao e a matriz
Ay = (A-ZId). A matriz de apresenta¢io N[ X, Z] de f.O,, como um O,,1-mddulo é
dada por:

A[X,Z]=w*(E-Az-E™).

Demonstracao. Do Lema temos que E-'A\[w,0]E = A. Em outras palavras, a

matriz £ diagonaliza a matriz A[w, 0]. Assim,
Nw,Z]= EAE - ZId=E(A- ZId)E = E- Ay - B\,

Agora o resultado segue do fato que w*(A[w, Z]) = A[ X, Z]. "

Definicao 3.1. O quociente O, /(wy,---,w,) é chamado de dlgebra coinvariante do

grupo de reflexdo G (veja |20, Ch. 3, Sec. 6]).

Outro espaco importante na teoria dos grupos de reflexao é o espaco ‘H das funcoes
analiticas G-harmonicas (ver [20, Def. 9.35]). Para os propositos deste trabalho, desta-
camos o fato de que H ¢é isomorfo (como um G-modulo) & algebra dos coinvariantes de
G. Assim, no que segue, podemos identificar H com O, /(w, -, w,) como G-mo6dulos.

Note que na prova do Lema [3.1] obtemos que o determinante da matriz £ é diferente
de zero. Na verdade, podemos dizer mais sobre o determinante da matriz £. Primeiro,
vamos estabelecer alguma notacao. Considere um grupo de reflexao G de ordem d
agindo em C" xC (trivialmente no segundo fator). Denote por Hy,---, H; os hiperplanos
refletores (distintos) de G. Seja Ly, uma forma linear de C**! para C tal que H; =
V(Lpg,) para todo i. Seja rpy, o gerador do grupo ciclico que fixa H; e denote a ordem

de ry, por e;. A proposicao a seguir nos da uma expressao para o determinante de E.

Proposicao 3.3. Sejam G um grupo de reflexao finito e f: (C*,0) — (C"*1,0) uma

aplicacao de grafico refletido, entao para alguma constante nao nula ¢, temos

¢
det(FE) = CHLHJG‘(&L_D/Q'

i=1
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

Demonstragao. Considere a algebra coinvariante O,,/(wy, -, w,) de G. Por [20, Cor.

3.29] temos que
On/(wh ) wn) = Cd?

as C-espaco vetorial, onde d := |G|. Seja ry,rs,-+, 74 uma base da algebra dos coinva-
riantes, em que usualmente se toma r; = 1. Por [20, Prop. 3.2| podemos ver M := C¢
como um G-modulo, onde a representacao de G em C? ~ O, /(wy, -+, w,) é a represen-
tagao regular (veja [40], Sec. 1.2] para a definicdo de uma representagao regular de um

grupo finito). Considere a base candnica

{69176927 Y egd}

de C? indexado pelos elementos de G. O dual M* = Homc(M,C) tem base dual
{y1,-,ya} onde y; = €% ¢ o funcional linear de C? para C definido por y;(eg) =
d;r (simbolo de Kronecker). Por [20, Cor. 9.37| temos que #H ¢é isomorfo a algebra

coinvariante de G (as G-modulos). Além disso, had um isomorfismo candénico
(He M*) = Homea(M,H),

enviando Y., Ay ® ¢, para o operador linear v — Y, ¢p(v) A, (veja [20, Lema 10.2(ii)]).
Agora construa explicitamente d morfismos ¢ € Homeg(M,H) (um para cada k =
1,...,d) como segue:

or: M —H, or(eg) =g-rp.

Note que para g, ¢’ € G temos que

oe(g' -eq) = rlegy) = (9'9) e =9"-(g-1%) = 9" - wr(ey).

Assim ¢y, € Homeg(M,H). Portanto, ¢1, ..., ¢4 gera o espago Homeg (M, H). Re-

tornando ao lado do tensor, a imagem corresponde a um elemento. uy € (H ® M*)¢:

d
Uy, = ZAkj ®y;, where Ap;eH.

j=1

Pela definicao da correspondéncia,

Akj = pr(eg;) = gj i

Assim, obtemos que:
Akj:gj'rka lﬁk,jﬁd. (36)
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

Assim, neste contexto, a matriz E em Observagao [3.1[(b) coincide exatamente com
a matriz Ag; em (3.6) (ver também [20, Def. 10.6]). Lembre-se de que A é o conjunto
de hiperplanos Fiz g, onde g é uma reflexdo em G. O Teorema de Gutkin [20, Th.

10.13] afirma que existe uma constante ¢ # 0 tal que

det(E)=c- [] [EFmeM),

Fix ge A
Aqui, C(Fiz g, M) é determinado pela restricao de M ao estabilizador ciclico Gy 4.

Para a representagao regular, obtém-se que:

C(Firg M) = o] (1D,

(veja por exemplo a prova de [20, Th. 10.13]), isso completa a prova. [

Corolario 3.4. Seja f : (C*,0) — (C"*1,0), f(z) = (w(z),h(x)), um germe de

aplicacao de grafico refletido. Entao

1
Hlf . Li|G\(6¢—1)/2

1=

A[X, Z] :w*( E-AZ-Adj(E))

onde Adj(FE) denota a matriz adjunta de E (a transposta da matriz dos cofatores de

Exemplo 3.1. Vamos considerar G = Zs x Zs. Considere um germe de aplicagao de
dobra dupla f : (C2,0) — (C3,0) dado por (z,y) — (22,4% h(x,y)). Podemos
escrever h(x,y) = xp1 + ype + vyps, onde p; = p;(x?,3?). Note que

rm=1ro=x,r3=yery=ay

geram C[z,y]/(2?,y?) como um C-espago vetorial complexo. As matrizes F, Ay e

Adj(E) sao
(11 1 1] —4x2y2 dry?  4x?y  dxy ]
g.|* =T % =@ Adj(E) - 4r2y? —dxy?  dx?y  —dxy |
y oy -y -y dr?y®  dxy?  -dr?y -Ary
|2y -y -wy wy | 42?y? —dxy® —da’y  Axy |
e _ -
hy -2 0 0 0
0 hy -2 0 0
Ag = ’
0 0 hs—Z 0
|0 0 0 hi-Z|
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

onde
hi = xpi+yps+Yps

hy = —xp1+yps — TYps
hs = xpi —yps — xYps
hy = —xp;—yps+xYps

O grupo Zs xZs tem dois hiperplanos refletores dados por Ly, =V (x) e Ly, =V (y).
Todas as reflexdes de G tem ordem 2, portanto e; = e; = 2. Segue da Proposigao [3.3
que det(E) = cx?y? para alguma constante c. Na verdade, det(E) = 16x2y2.

Fazendo o produto E- Ay - Adj(FE) e multiplicando as entradas da matriz resultante

por 1/16x%y? obtemos a seguinte matriz

-Z yai P2 p3
x%p; -7 x*p3s po
v’p2  Yps ~Z ¢
| 2%y?ps yPp2 2Ppr —Z

Mw, Z] =

Agora, fazendo a mudanga de variaveis de z2? por X e y? por Y em A\ w, Z] obtemos a

matriz de apresentacao

-7 N P2 Y25
Xp -Z Xps  p2
Ypo Yps -2 m

_X Yps Ypo Xpi -2

A[X,Y, Z] =

que é exatamente a mesma matriz A\[ XY, Z] que aparece em [24].

3.2 Uma equacao para a imagem

Apresentaremos agora uma equacgao que define a imagem de um germe de aplicagoes
de grafico refletido f = (w,h), de (C",0) para (C"*! 0), expressa em termos da acao
do grupo de reflexao G sobre h. Antes de enunciar esse resultado, introduziremos um
exemplo motivador.

Considere o grupo de reflexdo G = Z4 agindo em C3? ~ C x C x C (trivialmente no
primeiro e terceiro fator) com aplicagao de orbita w = (z,y*, Z). Seja f um germe de
aplicacao de grafico refletido de (C2,0) em (C3,0), dado por

f(z,y) = (z,y*, yp1 + ¥*p2 + ¥°p3),

onde p; = pi(z,y*). Note que 7 = 1, 75 =y, 73 = y* and rq = y3 geram Clz, y]/(z,y*)

40



3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

como C-espago vetorial. Aplicando o Teorema [3.2] obtemos uma matriz de apresentagao

de f,Oy como um O3-modulo via f dado por

-Z m D2 Y25
] - Yps -2 p1 Do
) Ypo Yps -2 p
Ypi Yp2 Yps -2

A[X, Z

Portanto, calculando o determinante de A[X, 7], uma equagao definidora para a

imagem de f é dada por

F(X,Y,Z) =7+ Q2% -1 Z + Qo

onde
Q2 = —4Ypips - 2YP%-
Q1 = 4Ypfp2 + 4Y2p2p§.
Qo = Y2(p3—4p1pips + 2pip3) - Y3ps - Ypi.

Agora, defina ¢;(x,y) = w.(Q;) = Q:(x,y*). Assim obtemos que

w(r,y) = -4y*pips - 2y*p3.
a(z,y) = 4y*pips + 4y*paps.
qo(x,y) = y3(ph—4pipips +2p2p2) — y'2ps — y'pl.

onde agora temos p; = p;(z,y*).
Um fato curioso é que podemos expressar cada ¢; em termos de polindémios simé-

tricos nas “variaveis” h;, mais precisamente:

QQ(J], y) ]’Llhg + h1h3 + h1h4 + h2h3 + h3h4.
ql(:v,y) = hlhghg +h1h2h4+h1h3h4+h2h3h4.
qO(l’,y) = h1h2h3h4.

onde, h; = g;o(xp1 + y?p2 + y3p3), mais precisamente,

hi = yp1+y*pa+y3ps

he = —yp1 +y2p2—y3ps
hs = 1Wyp1 — 92292 - iy3p3
hy = —iypr —y*ps +iy3ps

Observe que em particular, os polindémios ¢; sao invariantes sob a agao de GG. Mos-
traremos na proxima segao que esse mesmo comportamento acontece para qualquer

germe de aplicagao de grafico refletido.
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

3.2.1 A imagem de uma aplicagao de grafico refletido

Estamos agora em condicoes de apresentar uma equagao para a imagem de uma

aplicacao de gréfico refletido.

Lema 3.5. Sejam G um grupo de reflexdo e h um polinémio em S = Clzy, z2, ..., T, .
Seja d a ordem de G e denote por g1 = Id, go, ..., g4 0s elementos de G. Denote h; := g;, h,
isto é, h; é definida pela agao de g; em h. Entao para todo k€ {1,2,...,d} o polindémio

qd-k = Z hiy hig-hi,

11<i2< <}
¢ invariante sob a agao de G. Em particular, ¢4, € Clwy, -, wy].

Demonstragao. Considere h; := g;,h e para todo k € {1,2,...,d} o polindmio

qd-k = Z hi1 hlzhlk
11<12<-++<tf
Observe que, ao tratarmos os h; como variaveis, os polindmios ¢q4_; se apresentam como
polinémios simétricos nessas varidveis. Para todo [ > 1 considere a soma das poténcias
de polinémios simétricos m; = hy'+ho'+--+hy' € S. Considere o anel A := C[hy, ho, ..., hy]
e seja Sym(A) o conjunto dos polinémios simétricos nas variaveis hi, ho, ..., hg. Note
que por defini¢ao qq_x € Sym(A) para cada k. O Teorema fundamental dos polindémios
simétricos afirma que qualquer polindmio simétrico em hq, ..., hy pode ser expresso
como uma expressao polinomial com coeficientes racionais nos polinémios simétricos
de soma de poténcias my,--,my. Em outras palavras, os m;s sao os geradores da

algebra polinomial simétrica Sym(A), ou seja,
Sym(A) = C[ml, ...,md].

Desde que ¢4 € Sym(A), existe Quqr € Clmy,ma,...,my], tal que
Ga-r = Qa-r(mi,ma,...,mq). Do operador de Reynolds (veja Equacdo 2.1 na Secdo
, segue que cada m; é invariante sob a agao de GG. Portanto, g4_, ¢ também invari-

ante sob a acao de G. [

Agora, desde que cada gy, é invariante sob a acdao de G, i.e, podemos pensar
Ga—r(wy, -, wy) em Clwy, -, wy]. Portanto, tudo o que precisamos fazer agora é sim-
plesmente trocar a “variavel” w; pela nova X;, e assim como na Observacao item
(b), denotaremos esta mudanga por w*(qg_x (w1, -, wq)) = Qur(Xy, -+, Xy4). Agora
podemos apresentar uma equagao para a imagem de um germe de aplicacao de grafico

refletido.
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

Teorema 3.6. Seja G um grupo de reflexao de ordem d. Seja f = (wy,ws,...,wy, h)
um germe de aplica¢ao de grifico refletido de (C™,0) para (C™*1,0). A imagem de f ¢é
dada como o conjunto dos zeros de F' (que é o determinante da matriz de apresenta¢io

f+(Oy)) onde F € descrito como a sequinte soma alternada
F(X1,, X0, Z) = 2% = Qua Z + Quea Z972 + - + (1) Q1 Z + (-1)'Q0,  (3.7)

onde Qa-r = qa—r(X1,...,Xn), € qa_x € descrito no Lema .

Demonstragao. Considere a imagem de f dada pelo conjunto dos zeros de F(X,7),

onde F' denota o determinante da matriz de apresentagao \[ X, Z] de f.O, como um
O,+1-modulo via f. Considere o pullback F'(w,Z) de F(X,Z) por w. Segue do Lema

3.1 que ;
F(w,Z)=]£Il(Z—gk.(h(w)))- (3:8)

Considerando hy, := gr,h como no Lema [3.5] temos que

F(w, Z) =(Z - m)(Z = ha)(Z = hq). (3.9)

Expandindo a expressao (3.9)) obtemos que
F(w,Z2)=2% qq1 2% + qo 2% + -+ (-1)T 1 Z + (-1)4gp.

Como 0s polinémios Qd—k Sao invariantes, podemos definir

Qa-r(X1, -+, Xa) = w*(qa-x(w1, -+, wq)), portanto
F(X, Z) = Zd - Qd_lZd‘l + Qd_gzd_2 + e+ (—1)d_1Q12 + (—1)dQ0, (310)

como desejado. [

Observagao 3.2. Note que
det(Nw, Z]) = det(a— Z1d) = F(w, Z).
Da algebra linear obtemos que
det(a— ZId) = (-1)2Z%+ (-1)¥ ' Tr(a) ZT! + - + det(a). (3.11)
Note que de (3.11)) e podemos concluir que

Tr(a) =—=(hy + hy + -+ hg) e det(a) = (=1)%hyhy - ... - ho.
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

Ao considerarmos G' como sendo o grupo de reflexdo Zg, x Zg,, segue de [44] (veja
Proposigao 4.29) que a soma dos elementos da diagonal principal da matriz « é igual

a zero. Consequentemente,
0= 11 + Q22 + -0+ Qqq = TT’(O&) = —(hl + -+ hd)

Assim, qg4-1 =0, quando G é Zg, x Zg,.

Observagao 3.3. Sejam hyq, ..., hq variaveis. Considerando as notagoes do Lema 3.5 e

que my(hq, ..., hq) é a (-ésima soma de poténcia, isto é,
d
me=Y hi=hy' +hy'+ v by VO, (3.12)
i=1

e para k>0, qg_r(h1, ..., hq) é o polindmio simétrico elementar

Qk(x7y) = 07 Vk>d
Qd(x7y) =1
qd_l(x,y) = h1+h2+"'+hd.
qa2(x,y) = 21gi§jsd hih;.
qo(z,y) = hihg-hq.

Entao podemos usar as identidades de Newton que sao definidas por

k
kqd*k(hla a3 hd) = Z(_1)1_1Qd7k+i(h17 ) hd)mi(h17 ) h‘d)?
=1

onde d > k > 1. No exemplo a seguir, veremos como reescrever ¢4 em termos dos

polindémios my’s considerando o grupo G = Z,, introduzido no inicio desta se¢ao.
De (B12), segue que

g3 = My
22 = gqzmi—my
31 = gamy —qzma+ms
4q0 = qumi—gama +qzmgz—my

Da Observacao temos que m = 0, consequentemente g3 = 0. Entao,

mo m m% my

:0 = —— :—3 d = — = —,
q3 y 42 2,611 3 and qo 3 1
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3. Matriz de apresentacao e a equagao da imagem

Dali,
g3 = 0
@2 = —2y'p;-4y'pips
G = 4y'pips + 4yBpaps
Qo = ~y'pi+ysps —dyPpipips + 2y8pips — yps.

4 / = e A s
Agora trocando y* por Y obtemos que os ()}s sao exatamente os polinomios expres-

sados no exemplo dado no inicio desta secao.

Exemplo 3.2. (Grupo Zsy x Zs). Considere um germe de aplicagdo de dobra dupla
f:(C%,0) — (C3,0) dado por (z,y) — (22,y2,2° + y® + 2y). Segue do Teorema [3.6]

que a imagem de f é da forma

f(C?) = Z% - Q32° + Q2% = 1 Z + Qo,

como
hy = x3+yd+uay

hy = -x3+yd -y
hy = a° -y —wy

hy = -23-yS+ay

segue da Observacao [3.2] que ¢3 = 0, e do Lema [3.5] que

G = —2x%y? - 226 -2yt0
@ = SxtyP
Qo = xiyt—2r8y2 + 212 — 2212 — 26y10 4 420

Assim, uma equacao para a imagem dessa aplicacao é

F(C?) = Z44+(-2XY -2X3-2Y®) 22— (8X2Y®) Z+ X2V 2-2X4Y + X0-2X Y62 X3y 54 Y10,

Figura 3.1: Tlustragao da imagem da aplicagao f(x,y) = (22,92, 23 + y° + zy).
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Capitulo 4

Cota para a multiplicidade e

aplicacoes

Neste capitulo descrevemos uma cota para a multiplicidade da imagem de aplicagoes
de reflexao e também apresentamos algumas aplicacoes dos resultados dos capitulos an-
teriores. Na primeira parte, apresentamos um limite superior (e também inferior) para
a multiplicidade da imagem de uma aplica¢ao de reflexdo (em geral, ndo necessaria-
mente uma aplica¢ao de grafico refletido) genericamente 1-a-1 de (C",0) em (C"+,0)
(veja Teorema[t.2)). Na segunda parte, descrevemos uma equagao para o espago de pon-
tos duplos D(f) na fonte em termos da a¢ao de G sobre h. Recentemente, a equacao
para D(f) foi apresentada por Borges Zampiva, Penafort Sanchis, Oréfice Okamoto e
Tomazella em um contexto mais geral (veja [3, Th. 5.2|). No caso de germes de aplica-
goes de grafico refletido, aplicaremos o Lema [3.1] para apresentar uma prova alternativa
da equagao apresentada em [3].

Na terceira parte, estendemos um resultado dado por Marar e Nuno-Ballesteros
(veja |24, Th. 3.4]) sobre a nado existéncia de germes de aplicagoes de reflexdo fini-
tamente determinados quasihomogéneos (com pesos distintos), para alguns grupos de
reflexdo (veja Teorema . Na quarta parte, estudamos a existéncia de aplicacoes
f:(C"0) — (C"1 0) finitamente determinadas de coposto 1, com n > 3. Final-
mente, na ultima parte discutimos sobre a topologia de um par de componentes de
identificagdo e construimos um exemplo de aplicacao que nao é A-equivalente a uma

aplicac@o de reflexdo. Descrevemos também boa parte desses resultados em [12].

4.1 Multiplicidade

Iniciaremos essa subsecao relembrando a no¢ao de multiplicidade, e para maiores

detalhes deixamos como sugestao o livro de Chirka [6]. Assim, considere um germe de
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4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

fungao analitica F': (C"*1,0) — (C,0) reduzido na origem com F' # 0. Seja (V(F),0)

o germe do conjunto dos zeros de F' na origem. Escreva
F=F,+F,a++F,+-

onde cada Fj é um polinomio homogéneo de grau k e F,, # 0. O inteiro m é cha-
mado de multiplicidade de V(F') em 0 e é denotado por m(V(F'),0). Claramente a
multiplicidade de m(V(F"),0) é maior ou igual a 1. Uma propriedade importante da
multiplicidade é que m(V(F),0) =1 se e somente se (V(F'),0) é nao singular.

Uma vez que temos a no¢ao de multiplicidade em maos, considere um germe de
aplicagao de reflexao f: (C",0) — (C"*1,0). Se f = (w,h) ¢ um germe de aplica¢ao

de grafico refletido singular genericamente 1-a-1, entao pelo Teorema temos que

F(X,2)=2%-Qq1 2% + QqoZ%2 + -+ (-1)¥20Q1 Z + (-1)4Qy (4.1)

é uma equagao para a imagem de f, i.e, f(C") = V(F). Se f é genericamente 1-a-1,

temos que F é reduzida (veja [29, Prop. 3.1]). Consequentemente, obtemos que
2<m(f(C),0)<d=|G|. (4.2)

Além disso, se f é um germe de aplicacdo de reflexdo (ndo necessariamente um germe
de aplicacao de grafico refletido), ndo esta claro quao grande pode ser a multiplicidade
da imagem. Apresentaremos no Teorema um limite superior (e também um limite
inferior) que generaliza o dado em . Primeiro, vamos apresentar um lema auxiliar.
Relembrando a notagao, se f : (C*,0) — (C"*1,0), f = wo p é uma aplicagao
de reflexao, entdao p : (C*,0) — (C*1,0) denota um mergulho e w = (wy, -+, Wy41)
denota a aplicacao de oOrbita do grupo de reflexao G de ordem d. A imagem de p
¢ denotada por (),0) = (p(C"),0), a imagem de f (e também w) ¢é denotada por
(X,0) = (w(¥),0) = (f(C"),0). Denotamos o grau de uma aplicacao g por deg(g).

Observagao 4.1. Sejam (X,0) e (Y,0) germes de conjuntos analiticos irredutiveis.
Seja f: (X,0) - (Y,0) um germe de aplicagao analitica finita e sobrejetiva. Denotamos
o grau de uma aplicagao f por deg(f). Em termos gerais, o grau de f é o numero de
pré-imagens de um valor genérico na imagem de f. A definicdo precisa é dada, por
exemplo, em [28, Def. D.2]. Um fato importante sobre o conceito de grau de uma
aplicagao é sua propriedade multiplicativa. Suponha que ¢ : (Y,0) — (W,0) seja um
germe de aplica¢ao analitica finita e sobrejetiva, onde (W,0) é um conjunto analitico
irredutivel, entdo, deg(go f) = deg(g) - deg(f).

Suponha que (X,0) seja de dimensao n e (X,0) c (C*1,0). Sejam Iy,ly, 1, :
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4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

(C*10) — (C,0) formas lineares genéricas (reduzidas). Seja 7 : (X,0) — (C,0),
7= (I3, 1,), a restrigao a X da projecao linear (genérica) m de C**! em C". Aqui,
“projecao linear genérica” significa que Ker(m) := 771(0) é uma reta genérica em Cr+!
tal que Ker(m)nX =0.

Para um z genérico suficientemente proximo de 0, 771 (x) é um subespago paralelo a
Ker(m) que intersecta X em um ntmero finito de pontos; esse niimero é precisamente
m(X,0) (veja, por exemplo, [28, Sec. D.3]). Em outras palavras, a multiplicidade
pode ser vista como o nimero de interse¢ao local em 0 de X com uma reta genérica
em C"*1. Notamos que esse numero de intersecao local ¢ independente da escolha da

reta genérica (veja [28, Sec. D.3|).

Lema 4.1. Considere um germe de aplicagao de reflexao f : (C*,0) — (C"*1,0),
f=wop. Como na Observagao [4.1] seja 7 = (I1,...,1,) uma projegao linear genérica
de (C**1,0) para (C",0). Considere a imagem de f com a estrutura de Fitting, isto
¢, (f(C),0) = (V(Fo(f:0,)),0) e L: (C*10) — (C,0) um fungao analitica (ndo
singular) tal que (p(C"),0) = (V(L),0). Se f é genericamente 1-a-1 entao

On+1

(L,lyow,....l,ow)

Demonstracao. Seja: (C**1 0) — (C",0) uma projecao linear genérica, m(&, T,41) =
(li(x, zps1), ooy ln(, x041)). Segue da Observagao que

deg(mowy,) = deg(wy,) -deg(m,) e m(f(C"),0)=deg(m,).

Além disso,

1=deg(f) =deg(powy,) = deg(p) - deg(wy,) = deg(wy,,).

Consequentemente, deg(m o w),,) = deg(m, ). Portanto, m(f(C"),ca) = deg(m o wy,).

Finalmente, de [28] temos que

Oy,() :dim@ 0n+1
(li(w), ..., Ly (w)) (Ll ow,....l,ow)

o que conclui a prova. [

deg(mowy,) = dimg (4.3)

Sejam ()1,0), -, (Vns1,0) germes de hipersuperficies em (C"*1,0). Sejam Ly, -+, Ly
germes de fungoes analiticas de (C**1,0) para (C,0) tais que (Y;,0) = (V(L;),0). De-
notamos a multiplicidade de intersegao de (J1,0), -, (Vns1,0) em 0 por i¢(V1, -, Vuys1)-
Se a interse¢ao (V1,0) NN (Yns1,0) for apenas a origem, entdao a multiplicidade de

interse¢ao é um namero finito e pode ser calculada por (veja [10])
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4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

On+1

?:(y17“'7yn+1) = dlm(C <L L L )
1y 4425 ooy Lin+1

Observagao 4.2. Observamos que a multiplicidade de intersecao de n hipersuperficies

é maior ou igual ao produto de suas multiplicidades, ou seja,

(Vs Vier) 2m(V1,0) - m(Va,0)--m(Vns1,0) (4.4)

com igualdade se e somente se a intersecao (V1,0) Nn--- N (Vps1,0) for transversal, ou
seja, a intersecao dos cones tangentes de ();,0) também for apenas a origem. Veja [10)

Ch. 7] para detalhes sobre a multiplicidade de intersegao de hipersuperficies.

Teorema 4.2. Seja f : (C*,0) — (C**1.0), f = wo p, um germe de aplicagdo de
reflexao genericamente 1-a-1, G um grupo de reflexao agindo em C™*'. Sejam d; <

dy <+ <dyiq 0s graus de G. Entao,

Demonstracao. Denote por (X) = (X1,..., X;,41) as coordenadas de C"*! (na meta de
.

Seja L : (C"*1,0) — (C,0) uma funcao analitica nao singular (reduzida) tal que
(p(C™),0) = (V(L),0). Temos que p : (C*,0) — (C"1.0) e w : (C*1,0) —
(C+1)0), com w = (wy,-,wpe1). Para evitar confusdo com a notagdo, sejam (x) =
(z1,...,2,) as coordenadas de C" (na fonte de p), (y) = (y1, ..., Yn+1) as coordenadas de
Cr*1 (na fonte de w, equivalentemente na meta de p). Seja 7 : (C**1 0) — (C»,0)

uma projecao linear genérica,
m(X) = (LL(X),....1.(X)),

no sentido de Observacao , onde para ¢ = 1,---,n, [;(X) = b1 X1 + b2 Xo + -+ +
bi,n+1Xn+17 bi,j €C, e

Ker(m)n f(C") ={0}.

Assim, [; ow = Z;‘Ill b; jw;. Pela genericidade de 7, podemos assumir que todas as b; ;

sdo constantes complexas nao nulas. Pelo Lema [4.1], temos que

On+1

n+1 n+1 n+1 :
<L, Zj=1 bij]’, Zj=1 b27j’LUj, ey ijl bnd'w]')

m(f(C"),0) = dimc¢

(4.6)

Apos equivaléncias no anel quociente em (4.6) e pela genericidade de 7, podemos
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encontrar constantes complexas nao nulas b; ; tais que

On+1

n+l 1 n+l i n+lg n+l 1
(L7 Zj:l bl,jwja ijz b2,jwj7 ijg b3,jwja ey ijn bn,jwj>

m(f(C"),0) = dimc - (4.7)

Observe que o lado direito de (4.7) pode ser visto como uma multiplicidade de

intersegao de n+ 1 hipersuperficies em C**!. Usando a notac¢ao ) = V(L), obtemos que

m(f(C”),O):i(y,V(gb’;jwj), V(nzlz;;jwj) - v(gb’;jwj)). (4.8)

Note que d; = m(V(w;),0) por definicdo e m(),0) = 1. Por (4.4) na Observagao
e (4.8)) concluimos que

Agora, precisamos obter um limite superior para a multiplicidade da imagem de f.
Como w & finito, entao O,.1/(w1(Y), -, wnr1(y)) < co. Portanto, se y; ¢ um fator de wy,
entao y; nao é um fator de wy para todo s # j. Apés uma mudanga de coordenadas em
(C™*1)0), podemos assumir sem perda de generalidade que ¥,,,1 nao divide wag, -+, Wy 1.

Como p é um mergulho, podemos escrever p como

p() = (h(2) + 91 (@), 2() + g2(2), -+, L1 () + g (2)),
onde g; € m?, para todo 7 = 1,---;n + 1, m denota o dieal maximal de C{z} e ZZ(X) =
;11 + - + a;nT,. Note que os n+ 1 vetores v; = (a1, ans1,;) em C* (com
j =1, n+1) gera o espago tangente de (),0) (na verdade, apenas n vetores sao

necesséarios). Até uma mudanca de coordenadas em C"*!| podemos assumir que

p(2) = (21 + 91(2), 22+ 92(2), oy Tn+ Ga(@), Lt (2) + guii (@), (4.9)

e portanto,

F(@) = (wi(21+ g1(2), -+ T (3) + o1 (7)), -+, o1 (21 + G1(2), o Lt () + g1 (2))).
(4.10)

Observe que em Yn+1 (a ultima coordenada de C"*1) nao é afetada pela ul-
tima mudanga de coordenada. Portanto, ainda podemos assumir que y,,; nao divide

Wa, -+ Wyt Seja mp : (C**10) — (C™,0) a projecao linear definida por
7rl(X17X27"'aXn+l) = (X27”'7Xn+1)-

Afirmagao: O germe de aplicagao (710 f): (C*,0) - (C",0) é finito.
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Por (4.10)) e [28, Th. D.5], é suficiente mostrar que

Clzy, @0}
( w2($1 + gl(m)a "'7Zn+1(x) +gn+1(m))7"'7 wn+1(x1 +gl($)7 "'7[n+l($) +9n+1(-’1?)) )
(4.11)
é um espaco vetorial de dimensao finita sobre C.
Note que o anel quociente em (4.11]) é isomorfo ao seguinte anel quociente.
C o T,
_ {xla )y L u} (412>
( ln+1(w) +gn+1(w) - uawZ(xla "'7xn7u) toeee, wn+1(];17"'7'xn7u) t.. >

onde ... que aparece em w;(xy, Ta, ", Tp,u) + ... consiste em termos de grau maior que
o grau de w;. Em outras palavras, w;(x1,Z2,,T,,u) + ... € apenas a expansao de
wi(z1 + g1(x), -, Ty + gn(x),u), € u € uma nova variavel.

Como o anel On + 1/{ws(y), -, wn1(y)) é puro (trata-se de um anel de Cohen-

Macaulay), obtemos que os divisores de zero de

(C{:L‘h T, U}

((wo(z1, Ty tt) 5 o Wyt (T, Ty 1) )

R =

(4.13)

sao precisamente os elementos na uniao de primos minimal de R.

Como 9,1 nao divide w;(y1, ", Yn,Yns1) para todo i # 1, entdo u nao divide
w;(xy, Ty, u) para todo i # 1. Assim, u nao pode estar contido em nenhum primo
minimal de R. Segue que u nao é um divisor de zero de R. Por uma versao adequada
do Teorema do Ideal Principal de Krull, obtemos que

R C{zy, -, Tp,u}

— . 4.14
@)~ Canwnlon,ama) oy ooz a) ) (4.14)

tem dimensao zero, portanto é um espago vetorial de dimensao finita sobre C. Isso
implica que a interse¢ao em (e também em (4.11))) é transversal. Pela Observagao
4.2 concluimos que a dimensdo, como espago vetorial sobre C, do anel quociente em
(4.11]) é precisamente ds - d3---d,+1, 0 que prova a afirmacao.

Para concluir a demonstragao, no algoritmo de Mond-Pellikaan (ver Secao 2.2),
considere a projecao m; acima. Pelo enunciado, temos que 7 o f € finito. Assim, a

matriz de apresentagao A de f.(0,) em relacao a m; tem a seguinte forma:

11— X1 a2 Q13 - Qaq

Qg1 Qg9 — X1 Qg3 - Qg qr

)\[Xb ) Xn+1] = a3 Q3o Q33— Xy o Qg qr
Qg1 Qg 2 gz - Qg g —Xq
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4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

onde a; ; € C{ Xy, -, Xpi1} e d' =dy - ds---dps1.

Como consequéncia, obtemos que o termo X{l' aparece na equacao definidora de
f(C") dada pelo determinante de . Portanto, m(f(C"),0) < dy-+d,y1. A tultima
desigualdade em decorre do fato de que d; - dy---dpy1 = |G|, uma vez que G é um
grupo de reflexdo ([42], veja também [20, Th. 4.19]). "

Observagao 4.3. Seja f : (C*,0) — (C"*1,0) um germe de aplicacdo de grafico
refletido com respeito ao grupo de reflexdo G agindo em C**! = C* x C. Como G
age trivialmente no segundo fator, a aplicagdo de orbita w : (C**1,0) - (C**1,0) é
w(y) = (w1(y), - wn(¥), Yns1). Em outras palavras, se dy, -, d,41 sdo os graus de G,
entao d,,1 = 1. Apds uma reordenagao dos graus restantes de G, podemos assumir que
dy <dy <--<d,. Do Teorema obtemos que

dyds - ... dn_y <m(f(C"),0) <d; -...-d, =d =|G].

Ao trabalhar com uma aplicagao de gréafico refletido, para evitar notacoes desnecessa-
rias, podemos pensar em G agindo de forma nao trivial apenas em C" (o primeiro fator
de C" x C, e ndo em todos os C"*!). Nesse caso, podemos considerar apenas dy, -, d,
como “‘graus nao triviais” de G e ignorar o grau d,,,; = 1. Sempre que nao houver perigo

de confundir a notagao, usaremos essa simplificagao.

A seguir, veremos exemplos de aplicagoes de reflexdo nas quais a multiplicidade

atinge sua cota inferior e superior.

Exemplo 4.1. Considere G = Z3 x Zs x Zs € o germe de aplicagao f definido por

f(@,y) = (@°,9°, (x - 2y)*(z - 3y)* (z - 5y)*(= - Ty)?)

A equagao da imagem de f é dada pelos zeros de F'(X,Y,Z), onde
F(X,Y,Z)=-7Z'-855510XY Z!4 - 305608201815X2Y2 713 + 5 X8 712 + .

Onde, “+...” refere-se aos termos de maior grau que a multiplicidade. Como a

multiplicidade da imagem de f é dada pelo menor expoente em F(X,Y,Z7), obtemos
m(f(C?),0) =15,
que coincide exatamente com o valor da cota superior.

Vejamos, a seguir, um exemplo no qual a cota inferior também é atingida.
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Exemplo 4.2. Considere o germe de aplicacao f definido por

f(may) = (‘rgvysv (3j - 2y)2)

Note que f é uma aplicacao de reflexao com grupo Zs x Zs x Zo. A equacao da imagem
de f é dada pelos zeros de F(X,Y,Z), onde

F(X,)Y,Z) = -=-Z% + 5X?2712 - 6720XYZ' + 3072Y2Z10 - 10XZ9 -
103680X3Y Z8 — 7219200X2Y2Z7 + 10X 626 — 23920640 X Y376 — 124992 X°Y 75 —
3145728Y 475 + 16481280 X4Y2Z4 -5 X873 - 269025280 X3Y 323 - 13440X7Y Z? +
1226833920X2Y 422 — 168960X°Y 27 — 2013265920XY>Z + X190 — 65536 X°Y3 +
1073741824Y°S.

Assim, m(f(C?),0) =6, que é exatamente o valor da cota inferior.

4.2 Espaco de pontos duplos

Quando estudamos uma aplicac¢do finita f de (C*,0) em (CP,0) com n < p, o0s
espacos de pontos miltiplos de f desempenham um papel importante no estudo de sua
geometria. Quando f: (C",0) — (C"*1,0) é uma aplicagao de grafico refletido, uma
primeira questao natural é se podemos descrever uma equagao para o espaco de pontos
duplos D(f) na fonte em termos da ac¢do de G sobre h.

Recentemente, Borges Zampiva, Penafort Sanchis, Oréfice Okamoto e Tomazella
apresentaram uma resposta a esta questao em um contexto mais geral. Eles apresentam
uma equagao para D(f) que depende apenas da agao de G sobre h (veja [3, Th. 5.2]).
No caso de germes de aplicagoes de gréfico refletido, como nossa segunda aplicacao,
aplicaremos o Lema[3.1] para apresentar uma prova alternativa do resultado apresentado
em [3].

Lembramos que R denota o conjunto de todas as reflexées de G' e A, denota o

operador Demazure (veja a Secao [2.1)).

Proposigao 4.3. (|3]) Seja f: (C*,0) — (C1,0), f(z) = (w(x),h(x)) um germe

de aplicagao de grifico refletido, entao

D(f)zV((HAgm))( 8 <h—gk.h>)). (4.15)

greR Id#gréR

Demonstracao. Denote por g1 = Id, go,++, g4 0s elementos de G. Do Teorema |3.6| obte-
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mos que uma equacao para a imagem de f é dada por
F(X,2)=7% Qg1 2% + QqoZ%? + -+ (-1)¥1Q1 Z + (-1)7Q,. (4.16)

Note que substituir X por w em (4.16) e entdo derivar a expressao resultante com
relagao a variavel Z é equivalente a derivar (4.16) com relacao a variavel Z e entao

substituir X por w, ou seja, a ordem de execugao dessas operacoes nao importa. Pelo
Lema [3.1] temos que

F(w, Z) = H (Z = gro(h())) .

Portanto,

8F(8’Lg, Z) _ o(Z —ag;h(m)) lH (Z - gk.(h(m)))]+(z - g1.h(x))

k=2

O[Mi-2 (Z = gra(h(2)))]
07 ’

Note que g1, h(x) = h(x), substituindo Z por h obtemos que

PR - (1o | [T @) - (i) | i

Por [36] (veja também [2, Prop. 2.5]) obtemos que

B Hizz(h(f’f‘)—gk.h(ﬂf))) )
(D(),0) = (V( det(Jac(w)) 0

Sejam Hy, H,, ..., H; os hiperplanos refletores de GG, Fixg, onde g percorre as refle-
xoes de (G. Para cada i, seja e; a ordem do grupo ciclico Gp,, fixando H; pontualmente

e sejam Ly, , Lpy,,..., Ly, formas lineares tais que H; = KerLy,. Temos que

HngR (h($) —gk.h($)) _ HngR (h(iE) —gk.h(w)) B
det(Jac(w)) B CHle Li};l = QEIR Ay, (h).

onde R denota o conjunto de todas as reflexdes de G (ver por exemplo |20, Lema 9.7]).

D(f) - v(( HRAgk(h)) (Mnmw—gk.h))),

o que conclui a prova. [

Portanto,

Exemplo 4.3. Considere G =7y x Zy e f(x,y) = (22,92 h(z,y)), onde

h(z,y) = api(a®,y°) + ypa(2®,9°) + zyps(2®,y°).
Note que os elementos de Zy x Zy podem ser representado em G Lo(C) pelas seguintes
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matrizes

1 0 -1 0
Id= ) g2 = ;
01 0 -1

Portanto, obtemos que

h(x7 y) - gg.h(.’E, y)
h(z,y) = gz h(x,y)
h(l‘, y) - g4.h(l’, y)

2(zp1 +ypa).
2y(p2 + zps3).
2x(p1 +yps3).

Note que det(Jac(z?,y?)) = 4zy. Assim, da Proposicao [£.3] obtemos que

D(f) =V ((yps +p1)(xps + p2)(xp1 + yp2))- (4.18)

Observamos que a equagao que aparece em (|4.18)) para D(f) é exatamente a mesma

apresentada em |24, Prop. 3.1].

Corolario 4.4. Com a notagao usada na Proposigao , seja f = (w,h) um germe de
aplicacao de grafico refletido (C",0) to (C™*' 0). Suponha que h é regular, isto &,

h(x) = ayxy + asxy + -+ + apz, + R(x),

com m(R(x),0) > 1 ou R =0. Seja H o hiperplano definido por H := V(X1 a;z;).
Suponha que, para toda reflexao g € G, H nao seja o hiperplano de reflexao de ¢

(equivalentemente H n (V' (Jac(w))) # H como conjunto). Entao,

D(f)=V( [ (h(X)—gk.h(X)))-

k¥R, gr+ld

Demonstracao. Pela Proposicao temos que

D(f) :V(( I1 Agk(h(ﬂﬁ)))( [ (h(w))—gk.h(w)))))- (4.19)

gr€R 9eER, gr+ld
Precisamos apenas mostrar que A, (h(z)) é um elemento invertivel no anel de séries
analiticas C{zx} para todo g€ R. Se g € R e Fix g é o seu hiperplano de reflexao, com

Firg = Ker Lg, entao, pela definicdo do operador de Demazure e pelo Lema [2.3]

obtemos que
h(z) - guh()

A,(h(z)) =

Q(x), (4.20)

g

para algum Q(x) € C{x}.
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A agdo de G em C{z} tem a propriedade de que se P € C{x} é homogéneo de grau
d, entdo g, P também é homogéneo de grau d (veja |20, Ch. 3, Sec. 2|). Além disso,
recorde que go( Py + P2) = go(P1) + go(P2) para todo Pj, P, € C{z}. Pela hipotese, H

nao ¢ um hiperplano de g. Portanto,
Go(A1T1 + Qoo + -+ + Ay Ty) # A1T1 + A2To + -+ + ATy,

ou seja, a equagao definidora de H nao é invariante sob a acao de g. Desta forma,

podemos escrever
h(.’l;‘) - g.h(.’l,') = bllL'l + bg[L’Q + -0+ bnxn + Q’($)7

onde m(Q'(x),0) > 1 ou Q' =0. Além disso, b; € C para todo i, com pelo menos um b;
sendo diferente de zero.

Por (4.20)), temos que L, (que ¢ uma forma linear) divide h(x)-goh (). Isso implica
que Q(0) # 0 e, portanto, Q(x) deve necessariamente ser um elemento invertivel em

C{z}. n

Exemplo 4.4. Seja f: (C2?,0) — (C3,0) um germe de aplicacao de grafico refletido,
dado por

f(x,y) = (I27927x_3y+313)'

Usando a notacao do Exemplo pelo Corolario [£.4 obtemos que

D(f)=V(h(z,y) - ga.h(x,9))) = V (2 =3y +4°) .

Note que neste caso, como o coposto de f é 1, nao precisamos considerar todos
os elementos de GG para calcular uma equagao para D( f), apenas aqueles que nao sao

reflexdes (excluindo, é claro, a identidade do grupo).
Considere D,, uma compontente da D(f). Se g; ndo é reflexao, entao
Dgi = V(h - gz.h)

Analogamente, se g; é reflexao entao

No resultado a seguir, sugerido por Penafort Sanchis bem como passos da demons-
tracdo, veremos que se Dy, ¢ D(f), entao f(Dy,) = f(D,).
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Proposigao 4.5. Seja f uma aplicacao de grafico refletido de (C*,0) em (C"*!,0),
entao

f(Dgz) = f(Dgi*l)'

Demonstracao. Vamos separar a prova em dois casos. O primeiro em que g; nao é

reflexao e o segundo em que g; é reflexao.

Caso 1: g; nao é reflexao.
Seja g; um elemento de G, se g; nao é reflexao temos f(Dy,) = f(V(h-gi h, Z-h)).
Observe que
V(h=gih,Z=h) =g V(h=g;' h,Z ~h).

ASSima f(Dgz) = f(gzo(Dgl‘l))
Sendo f uma aplicacao de reflexao segue que

w(Dy,) = f(Dg,) = f(gie(Dyg-1)) = w(gia(Dyr1)).

Assim, para provarmos obtemos que f(Dy,) = f(D,~1), basta provar que f(g;,(D,1)) =

f (Dgi’l)’
Do Teorema de Noether (veja Teorema segue que

w_l(w(gio(Dggl))) = ng'.(Dg'—l) = Ug].(glo(Dg;l)) = ng’ngi’l = GDg_—17

isto & as 6rbitas de G em D 1 e em g;,(D,-1) coincidem. E, como w é sobrejetiva segue
w(gie(Dy-1)) =w(D,-1). Portanto,

f(Dgz) = w(Dgz) = w(gingi‘l) = w(Dgi‘l) = f(Dgi‘l)'

Caso 2: g; é reflexao.

Note que

. h—aolh
f(Dg»:v(thl.h,Z_h):gi.V(%,Z—h)=f(gi.<Dg;1>).

Hy, Hy

De fato, temos que g;,(F'iz g;) = (Fliz g;) e, desde que Ly, = Ly, _,, segue a igual-
dade acima. Procedendo de maneira analoga ao caso 1, segue do Teorema de Noether

que

w! (w(gio(Dgi’l)) = Ggi.(Dg_—l) = GDg__17
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assim, w(g;,(Dy-1)) = w(D,-1). Portanto,

f(Dg;) =w(Dy,) = w(gi.Dgi—l) = w(Dgi‘l) = f(Dg;I)

como queriamos. [

Exemplo 4.5. Considere o grupo G = Z4. Observe que os elementos de Z, podem ser

representados em G Lo(C) pelas seguintes matrizes

]d_lo _10 _10 _10
—01 792—0C ,93—0§2 694—0C3,

onde ( é uma raiz 4-primitiva da unidade e gs, g3, g4 sao reflexdes. Considere f uma
aplicagao de gréafico refletido de (C2,0) em (C3,0) dada por f(x,y) = (x,y* h(z,y))
onde

h=ypi1(z,y*) +y?pa(z,y*) + y°ps(z,y*).

Por simplificagao, utilizaremos que

Dai,

I, (Z —ypr = P2 — ¥Pp3, (1= C)p1 + (1 = (H)yp2 + (1 - ()y?ps) -
Iy, (Z =yp1 = ¥?p2 — ¥Pp3, (1= C)p1 + (1= ()y?ps) .
I, = (Z-yp1—9y?p2—3ps, (L= QOpr + (1 = )ypa + (1 - ¢3)y2ps) -

Observe que Uj_; gxa V(1y,) = V(Mo 1y,), calculando Nj_; I,,, obtemos

NGidy, = (3 +y*p3+2Zps, Z2 + y*pd — 2y pips)
NGislys = (P12 + Zps, P — y*p3, Zp1 + y*paps, Z2 — y*p3) .
NGy, = (D3 +y*p3+22ps, Z2 + y*p3 - 2y*pips) -

Note que go = g;* e que Ngioly, =N Gisly,. Assim,

U gV (L)) = V( m 1,,) = V( m 1) = U 9V ().

Dai, f(1,,) = f({y,), ou seja, a imagem pela f das componentes da D(f) que sdo dadas
pelas acoes de go e g4 sao iguais, isso segue da Proposicao visto que ¢s = g;'. Por
outro lado, como g3 = g3', a imagem f(I,,) ndo é igual a nenhuma outra imagem de

I, com i # 3.

o8



4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

4.3 Germes de aplicacoes de reflexao quase homogé-

neos

Outra aplicacao dos nossos resultados é sobre germes de aplicagoes quase ho-
mogéneos. Um polinémio p(xq,-,x,) é quase homogéneo se existem inteiros posi-
tivos by, -, by, com mde(by,...,b,) = 1 e um inteiro d tal que p(kb1xy, - kbrx,) =
kip(xy, -, 2,). O ntmero b; é chamado de peso da variavel x; e d é chamado de
grau pesado de p. Neste caso, dizemos que p é do tipo (d;by,--+,b,). Esta defini¢ao
se estende aos germes de aplica¢oes polinomiais f : (C",0) — (CP,0) apenas exigindo
que cada funcdo de coordenadas f; seja quase homogénea do tipo (d;;by,-+,b,), para
pesos fixos by,---,b,. Em particular, para um germe de aplicacao quase homogéneo
f:(C2,0) > (C3,0) dizemos que ele é quase homogéneo do tipo (dy,ds,ds; by, bs).

Marar e Nuno-Ballesteros estudaram em [24] o caso onde f : (C2,0) — (C3,0)
¢ um germe de aplicacao de coposto 2 quase homogéneo e finitamente determinado.
Eles mencionam que a mera existéncia desse tipo de aplicacao é uma surpresa. De
fato, os trés adjetivos criam restrigoes tremendas e encontrar exemplos é uma tarefa
dificil. Eles mostraram que se f = (22,92 h(z,y)) é finitamente determinado e quase
homogéneo, entao f é de fato homogéneo, ou seja, by = by = 1 (veja [24, Th. 3.4]). Em
particular, se by = by = 1, de fato nao ha germe de aplicagao de dobra dupla quase homo-
géneo finitamente determinado com pesos distintos. Por outro lado, existem exemplos
na literatura de germes de aplicacao de grafico refletido homogéneos finitamente de-
terminados (onde by = by = 1), veja por exemplo [24, Exemplo 3.6] e [34, Exemplo 16].

Assim, podemos considerar a seguinte questao:

Questao: FEziste algum germe de aplicagao de grifico refletido f = (wy, w9, h) de
(C2,0) para (C3,0) de coposto 2 tal que f seja finitamente determinado, quase ho-

mogéneo e com pesos distintos?

Como as fungoes coordenadas w; e wy para a aplicacao de orbita w = (wy,ws)
de G sao sempre homogéneas (veja [20, Ch. 9]), nos restringiremos a estudar esta
questao apenas para o grupo Z, x Zg, onde a aplicagao de o6rbita w = (", y*) de Z, x Zs
pode ser considerada também como uma aplicagdo quase homogénea. Se f(x,y) =
(z7,y%, h(z,y)), entdo a hipotese de coposto 2 implica que r,s > 2 e h € m?, onde m
denota o ideal maximal de O,. O lema a seguir pode ser visto como uma extensao
de |24, Th. 3.4] para o grupo de reflexao Z, x Zs. Consideraremos Z, x Zs como um

subgrupo de GL,(C) gerado pelas reflexoes
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g
01 0 ¢

onde 0 (respectivamente £) é uma raiz r-primitiva da unidade (respectivamente, s-

primitiva).

Denote os elementos de Z, xZg por g; jondei € {1,---,r} eje{1,--, s}, com gy 1 = Id,
a matriz identidade. Note que apds uma eventual reordenacao dos indices 7,; temos

que g’i,j.(x7y) = (81x7§]y)

Teorema 4.6. Seja f: (C%,0) — (C3,0) um germe de aplica¢ao de grdfico refletido
dado por f(z,y) = (x",y*, h(x,y)) com r,s >2. Se f é quase homogéneo e finitamente

determinado, entao f € homogéneo.

Demonstragao. O caso em que r,s = 2 foi considerado em [24, Th. 3.4]. Portanto,
podemos supor que (r,s) # (2,2). Denote o peso de x por a e o peso de y por b. Por

hipotese, temos que f é quase homogéneo, portanto, podemos escrever h na forma
h(z,y) = wayﬁ(ck(xb)k + Gt (@)t 4 e () + co(y)) (4.21)

para alguns inteiros nao negativos «, 3, k, onde cg, -+, cx € C e ¢g, ¢, # 0. Mostraremos

que «, 5 =0.

Suponha que  # 0, entdo a restrigao de f a V(y) é r-a-1 (veja [38, Lema 6.1]).

Como f é finitamente determinado, segue-se que 1 < r < 2. Se supusermos que « # 0,

obtemos com um argumento semelhante que 1 < s < 2. Portanto, se r,s > 3 entao

a = =0. Vamos considerar os seguintes casos restantes:
Caso a.l: r=2¢ s> 3.
Como s > 3, temos que « = 0. Suponha que 8 > 1, entao pela Proposicao 4.3] e pela
Equagao (4.21)) obtemos que
D(f)=V(y?C-(D) (2,y))

para algum A\ (x,y) em Oy. Agora, note que 3 < Ss+5(s—1)-(s—1) = B(2s-1)—(s-1).
Portanto, D(f) nao é reduzida, assim segue por |25, Cor. 3.5] que f nao é finitamente

determinada, uma contradi¢ao. Consequentemente, obtemos que S = 0.
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Caso a.2: s=2er>3. A prova deste caso é semelhante & dada para mostrar o Caso

a.l.

Finalmente, mostraremos que os pesos de f sao iguais, ou seja, a = b = 1. Pela

Proposigao 1.3 e novamente obtemos
D(f) =V (attD-(=Dyals-h=(s=D )\ (2, y))

para algum Ay(z,y) em Oy. Portanto, como f é finitamente determinado, segue que
0<(r-1)(b-1)<1 e 0<(s-1)(a-1)<1. (4.22)

De (4.22)), obtemos que se r > 3 entdao b = 1. Por outro lado, se s > 3 entdo obtemos
que a = 1. Portanto, se r,s > 3 entao a = b = 1. Vamos considerar os seguintes casos

restantes:

Caso b.1: r=2es2>3.

Note que neste caso f = (f1, fa, f3) = (22, 9%, ci(2®)* + - + ¢o(y*)*) com co, ¢y, # 0.
De (4.22) obtemos que a =1 e 1 <b< 2. Suponha que b = 2, entao o grau ponderado
de fi, fo e f3 s@o 2,2s e 2k. Segue de [27] que o nimero C'(f) de guarda-chuvas de
Whitney de f é dado por

C(f) = %((25—1)(2k—2)+(25—1)). (4.93)

Note que C'(f) ndo é um ndmero inteiro, ja que o numerador de (4.23) é um namero
inteiro impar. Em particular, isso implica que f nao é finitamente determinado, uma

contradicao. Portanto, obtemos que a =b=1.

Caso b.2: s=2er>3. A prova deste caso é semelhante a dada para mostrar o Caso
b.1. [

Notamos que para o grupo Z; x Zg, onde Z; denota o grupo trivial, nao é dificil
encontrar germes de aplica¢oes finitamente determinados quase homogéneos que nao
sao homogeéneos. Por exemplo, f(z,y) = (x,y* ¥+ xy) é um exemplo de um germe
de aplicacao finitamente determinado de coposto 1 que é quase homogéneo do tipo

(5,4,6;1,5), isto é, com pesos distintos.
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4.4 Sobre a existéncia de aplicacoes de grafico refle-
tido finitamente determinadas de coposto 1 com
p=n+1

Em ([34], Th. 8.5) Penafort Sanchis provou que para p < 2n—1 nao existem germes
de aplicagoes de reflexao finitamente determinados f : (C*,0) — (Cr,0) de coposto
> 2, e todos os germes de aplicagoes essenciais finitamente determinados de coposto 1
sao as aplicacoes de dobra. Penafort Sanchis também provou que f é uma aplicagao de
reflexao essencial se, e somente se é A-equivalente a uma aplicacao de grafico refletido
com h € m2, onde m? é o quadrado do ideal maximal de O,,.

Nesta secao, provaremos que se G # Zo ou G # Zo x Z, entao nao existem aplicagoes
de grafico refletido finitamente determinadas f : (C*,0) — (C"*1,0) de coposto 1, com
n > 3. Antes de apresentar a prova deste resultado, demonstraremos que se G # Z,, e

G # Zs x 7o, entao existem g, g3 € G, tais que gs, g3 # Id nao sao reflexoes de G.

Lema 4.7. Seja G um grupo de reflexao tal que G # Z,, e G # Zs x Z5. Entao existem
92,93 € G tais que g9, 93 # Id e go, g3 nao sao reflexoes de G.

Demonstragcao. Da teoria de classificacao de grupos finitos, podemos assumir que
|G| > 5, uma vez que Zy, Zs e Z, sao ciclicos e G # Zy x Zy. Ja que G # Z,, pela
classificagao de Shephard e Todd para grupos de reflexao (veja Cap. 8 em [20]), segue
que o posto de G é maior ou igual a 2. Logo, se dy,ds, ..., d, sdo os graus de GG, existem
d;, d;j com i # j tais que d;, d; > 2. Segue de ([42], veja também Teorema 4.14 de [20])

que o numero de reflexoes R de G é dado por
R=>(d-1)>2. (4.24)
i=1

Assim, |G| - R > 3, portanto |G~ {Id}| - R > 2, como queriamos demonstrar. "

No Corolario demonstramos que, no caso em que h é regular, os pontos duplos
das aplicagoes de grafico refletido dependem unicamente dos elementos de G \ Id que
nao sao reflexoes.

Note que, se g¢2,93 # Id nao sao reflexoes em G, entao existem, no minimo, dois

elementos fi, fo € C{x} tais que

D(f)>V(fi-f2).

Portanto, segue do Lema que se G #Z,, e G # Zy x 73, o conjunto D(f) nédo é

irredutivel.
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Tendo estabelecido o resultado anterior, estamos agora em posicao de apresentar a

seguinte Proposicao.

Proposicao 4.8. Seja f : (C",0) — (C"*1,0) um germe de aplicagao de grafico
refletido de coposto 1, com n > 3. Se G # Zs ou G # Zs x Zs, entao f nao ¢é finitamente

determinada.

Demonstracao. Suponha que f seja finitamente determinada. Assim, como f tem
coposto 1, segue do Corolario que D?(f) é uma ICIS (interse¢ao completa com
singularidade isolada) de dimensao n — 1. Portanto, D?(f) é Cohen-Macaulay, assim
satisfaz o critério de Serre S,,_1 (veja [41], Teorema IV.D.11). Como n > 3, em particular
satisfaz o critério Sy. E, por D?(f) ter singularidade isolada satisfaz o critério de Serre
R;.

Agora, como D?(f) satisfaz Sy e Ry, entao D?(f) é um espago analitico normal e,
sendo um espago analitico normal é portanto irredutivel (veja [18] ou [15]).

Por outro lado, existe uma projegao p; : D?(f) — D(f) que é genericamente 1-a-1.
O que implica que D(f) é irredutivel.

Se G = Zy, entao f é essencial e portanto G' = Zy (veja [34], Th. 8.5). Podemos
supor entao que G # Zy e G # 7y x Zo. Assim, pelo Lema [4.7 existem g9, g3 € G tais que
92,93 # 1d e g9, g3 ndo sdo reflexdes de G, o que implica que D?(f) (e também D(f))
nao sao irredutiveis, uma contradicao.

Portanto, concluimos que se G # Zs ou G # Zo x Zs, entao f nao é finitamente

determinada. -

Exemplo 4.6. Considere f: (C3,0) — (C*,0) dada por

f(z,y,2) = (2, y* 2 + 2y, y + 3z2).

Note que D?(f) é suave de dimensao 2 e D3(f) = D*(f) = @. Entao, pelo Corolério
segue que f ¢ finitamente determinada (mais do que isso, f é estavel).

4.5 A topologia de um par de componentes de iden-
tificacao

Vamos relembrar a definicao de componente de identificagao. Considere f um
germe de aplicagao de (C2%,0) em (C3,0) finitamente determinado. Denotemos por
D(f)Y, D(f)?,..., D(f)" as componentes irredutiveis da curva de pontos duplos D(f)
de f. Suponha que (D(f)!, D(f)7) é um par de componente de identificagao, ou seja,
F(D(f)") = F(D(f)).
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4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

Se f é uma aplicacao de reflexao finitamente determinada e (D(f)¢, D(f)7) é um par
de componente de identifica¢ao, entdo D(f)? e D(f)’ tém a mesma topologia [3], Prop.
4.14], no sentido de que D(f)? e D(f)’ possuem os mesmos expoentes caracteristicos
e multiplicidades de interse¢ao (veja [13], Cap. 1, se¢ao 3.4).

Nao é dificil demonstrar que se f: (C2,0) — (C3,0) é finitamente determinada, de
coposto 1 e quase homogénea (ndo necessariamente uma aplicagao de reflexao), entao
a mesma propriedade ocorre para um par de identificacdo de componentes de D(f)
(veja Lema 3.7 em [43]).

Isto leva a seguinte questao:

Questao: Seja f:(C2%,0) — (C3,0) um germe de aplicacao finitamente
determinado com pelo menos um par de componentes de identificagao
(D(f)t,D(f)?) de D(f). E verdade que as curvas planas D(f)! e D(f)i

tem a mesma topologia?

No Exemplo a seguir, veremos que a resposta para essa questao ¢ negativa, em

geral.

Exemplo 4.7. Considere a aplica¢ao f: (C?,0) — (C3,0) definida por

flzy)=(z-2*+y° —y' oy, -2 + 2y’ + 2%y* - y").

A curva de pontos duplos D(f) de f possui um par de componentes de identifica¢ao
(D(f)', D(f)?) tal que D(f)' é singular e D(f)? é suave.

Seja f uma aplicacao definida por
flz,y) = (x -2 +y° —y 2y, —2® + 2y’ + 2%y" —y7).

Utilizando a biblioteca presmatrix.lib no programa Singular (veja [37]), obtemos que a

equacao da D(f) tem a seguinte fatoragao

D(f)t=V(-2*+y?)

D(f)*=V(-z+y?)

D(f)? =V (-x+a?+3xy - 322y —y® — 2t + 323y — 4a2y? + y* + 2° + 4ay? + 22> - wy* -
dxty? = 3x3y3 + 3xyd + 223yt + da?yd + xyb + vtyt — 4a?yS - 2xy” + 222y7 — 22y8 — yl0 + y1)
D(f)*uD(f)*=

V(2?2 - 3z3y — xyt + daty? + 27 + 22yd — 625y3 + y8 + 4a3y - 3wy® + 22ty" - 222y10 + y13)

Portanto, segue de [25] que f ¢ finitamente determinada. Vamos mostrar que duas

dessas componentes s@o de identificagdo, nomeadamente D(f)! e D(f)?. Considere
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4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

W(t) = (t3,t%) e p(t) = (t*,t) como parametrizagoes de D(f)! e D(f)?, respectivamente.
Note que
FD(f)) = (£ =15,1°,0) = F(D(f)?).

Assim, D(f)! e D(f)? constituem um par de componentes de identificacdo D(f).
Finalmente, observe que D(f)! corresponde a uma curva singular, enquanto D(f)? é

uma curva suave, conforme ilustrado a seguir.
V(z? - y%) V(z-y)

Y Y

Portanto, concluimos que f possui um par de componentes de identificacao, a saber,
(D(f)',D(f)?), sendo que D(f)! é singular e D(f)? é suave. Em particular D(f)! e

D(f)? ndo tém a mesma topologia.

Observe que esse exemplo serd tutil para construirmos uma aplicacao que nao é de

reflexao.

4.5.1 Exemplo de aplicacao que nao é A-equivalente a uma apli-

cagao de reflexao

Np Exemplo apresentamos uma aplicagao cujas componentes de identificacao
possuem topologias distintas. Contudo, vale ressaltar que nao foi especificado se tal
aplicacao é do tipo reflexao. Uma questao que pode surgir, a luz da teoria exposta neste
trabalho, é a seguinte: “Friste alguma aplicagao f de (C%,0) em (C3,0) finitamente
determinada, que nao seja A-equivalente a uma aplicagdo de reflexao?”

Como ja mencionamos anteriormente, na literatura, sabe-se, por exemplo, que se f
for uma aplicagao de reflexao e, se caso D(f)? e D(f)7 formarem um par de componen-
tes de identificacdo, entao D(f)" e D(f)’ possuem a mesma topologia [3, Prop. 4.14].
Portanto, obtemos como corolario da Proposicao 4.7| uma resposta para a pergunta

acima.
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4. Cota para a multiplicidade e aplicagoes

Corolario 4.9. Considere a aplicagao f : (C2,0) — (C3,0) definida pela mesma

expressao apresentada no Exemplo [4.7, ou seja, f é dada por

f(wy) = (@ -a?+y° -yt wy, —2® + 2y’ + 2?y* —y").

Portanto, f é uma aplicacao finitamente determinada que nao é A-equivalente a ne-

nhuma aplicacao de reflexao.

Demonstragao. O resultado segue do Exemplo e [3] Prop. 4.14]. [
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Capitulo 5
Germes de aplicacao diedral

Inspirados no trabalho de Marar e Nuno-Ballesteros em [24], onde foram introdu-
zidos os germes de aplicacoes de dobra dupla, nesta secao introduzimos o conceito de
“germe de aplicacao diedral”. Esses germes correspondem a aplicagoes de grafico re-
fletido cujo grupo de reflexdo agindo em C? é o grupo diedral de ordem 2m, o qual
denotamos por Dsy,,. Consideraremos os geradores do grupo diedral Dy, em GL(C?)

conforme descrito no Exemplo [2.7] isto é,

101 RS 0
92—[1 0] € 93—[0 Cm_l]a (5.1)

onde ( = e ¢ uma raiz m-ésima primitiva da unidade.

Observe que D,,, com a representacao dada em acima, é de fato um grupo
de reflexao isomorfo a D,,,. A aplicacao de orbita associada a acao de D,,, em C? ¢
dada por w(z,y) = (z™ +y™, xy). O grupo Dy, possui m reflexdes, cujos hiperplanos

refletores sdo:
LH1 =Tr-Y, LH2 =T - Cy7 ceey LHm—l =T - Cm—2y € LHm =T - Cm—ly‘

Dizemos que um germe de aplicagao f: (C?,0) — (C3,0) é um germe de aplicagao
2m-diedral, ou simplesmente um “germe de aplica¢ao diedral”; se for um germe de

aplicacao de grafico refletido, dado da seguinte forma:

f($ay) = (Im +y", xy, h(:)s,y))
Note que r1 = 1,19 = x,r3 = 22,1 = 2™ € rppy = y* com k€ {1,...,m} é uma base

para Os/(z™+y™, xy) como um C-espago vetorial. Fazendo mudangas nas coordenadas

e usando o teorema da preparagao de Malgrange, podemos escrever h na forma
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5. Germes de aplicagao diedral

m—1 m
Mz, y)= > a/p;+ Y Y Pmcsk
j=1 k=1

onde p; = p;(z™ + y™, xy) e h(0,0) = 0.
A seguir, veremos como determinar a matriz de apresentagao de f,(Os para qualquer

germe de aplicacao diedral.

5.1 A matriz de apresentacao de f,0, para germes de
aplicacao diedral

Em 2008, Marar e Nuno-Ballesteros apresentaram a matriz de apresentacao de
f+Os para as aplicagoes de dobra dupla, expressa em termos dos polindémios p;(z?,y?)
(veja [24], Proposigao 3.1). Posteriormente, em 2017, Silva estudou aplicagoes da
forma f(z,y) = (z",y™, h(x,y)) e também descreveu a matriz de f,O, utilizando os
polinomios p;(z",y™) (veja [44], Proposicao 4.29). Nesta se¢do apresentamos uma
descrigao para a matriz de apresentacao de f,(0,, onde f é um germe de aplicagao
diedral.

Recorde que, se f é um germe de aplicagao diedral, entao f é definida por

f(x,y) = (@™ +y™, 2y, h(z,y)),

onde

m—1 m
Mz, y)= > a/p;+ Y Y Pmetek
j=1 k=1

e p; = pi(x™+y™, xy). A seguir, utilizaremos o Teorema para descrever a matriz de

apresentacgao de f,O,,

Proposi¢ao 5.1. Seja f : (C2,0) — (C3,0) um germe de aplicagdo diedral-Ds,.

Entao uma matriz de apresentacao de f,(Os) como um Os-modulo é dado por

A XY ] - 1dy A
9 2
XY, 7] = .
Ay AdX, Y]~ 1dy
Onde
0 p1 P2 Pm-2 Pm-1
Pm-1X +pmY 0 p1 Pm-3 Pm-2
Pm-2X +Pm+1Y2 Pm-1X +pmY 0 Pm-4 Pm-3
Al [X’ Y] = : : : . : :
p2X +p2m-3Y™ 2 p3X +pom-aY™?  paX +pom sY ™ 0 p1
[ P1X +p2m—2Y™ " paX 4 pom-3Y ™% paX +pogmoaY P pmaX+pnY 0 |
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5. Germes de aplicagao diedral

Pm P+l Pm+2 Pd-3 Pd-2
Pm+1Y Pm+2Y Pm+3Y pa—2Y  pg1Y
2 2 2 2
Pm+2Y Pm+3Y Pm+aY Pd-1Y
AQ [X, Y] — m+' m+. m+ .
Pa—2Y™ 2 paY™2 —pp Y2 -psY? —p3Ty
| Pa 1 Y™ —pm Y2 —pp a3 -p3Y?  -p2Y
pY p2Y p3Y Pm-2Y Pm-1Y
p2Y? p3Y? paY? Pm-1Y?  —pg_1Y?
3 3 3 3 2
p3Y paY psY -pa-1Y —pag-2Y
A3 [X7 Y] = . . . . .
Pl Y™ —pg YL —py oY “Pm+3Y?  —pme2Y?
| —pa- 1Y —pg2Y™! —pgsY™? “pms2Y?  —pra1Y?
pa-1X Pm. Pd-1
p1Y +pgoX Pa-1X Pd-2
2
p2Y“ + pi-3X p1Y +pa-2X Pd-3
A4 [X, Y] = . . )
Pm-2Y™ 24 pmi1 X Pm-3Y "3 P X Pa-1X
_p'mﬁl}/’mi1 + pm+2X p'm,72Ym72 + pm+1X

com p; = p;(X,Y).

“Pm-1

Pd-1

—Pm-1 Y “—Pm-2

—p2
—p1

pa-1Y
-pa-2Y
-pa-3Y

“Pm+1Y
_me

Pd-2
Pa-3
Pd-4

Pm

P1Y +pg2X  pag-1X |

mxm

mxm

Demonstragao. Seguindo a notagdo da Observagao [3.1] podemos escrever a matriz de

autovetores E para qualquer germe de aplicacao diedral da seguinte forma

[ 1 1 1 1
T Y Cx Cx
22 y? 22 ¢ha?
m—2 ym72 <m721,'rn72 <-2('m,72)xm72

E = | zm1 ym—l Cm—lxm—l C2(m—1)xm—l
Y @ ¢y ¢ty
y2 22 <2(mfl)y2 <2(m72)y2
ym—l L1 C(m—1)2ym—1 C(m—?)(m—l)ym—l
y™ o y™ y™

1
Cm_lx
CQ(m—l)xQ

C(mfl)(m72)xm72
C(m,—l)2 M-l
¢y
¢y?

Cm—lym—l

m

)

1

Cy
¢y?

<m72ymf2

Cm—lym—l

gm—lm

CZ(mfl)mQ

C(m—l)me—l

xT

m

1

¢mly
C2m=1),2

C(mfl)(mf2)ym72
2
C(m—l) ym—l
Cz

C2l,2
Cm—lxm—l

xm

onde ¢ ¢é uma raiz m-ésima da unidade. Sua matriz inversa matriz é expressa como

1

FE1, onde E; é a matriz:
m(x™ - y™)

El=
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™ xm—l xm—Q x _ym—l -y -1
_ym _ym—l _ym—Q —y Im_l T 1
M Cm—lxm—l Cm—me—Z (ZL’ _C(m—1)2ym—1 _(m—ly -1
™ CQ(m—l)xm—l C2(m—2)xm—2 C2$ _C(m—l)(m—2)ym—1 _é—m—Zy -1
El - ™ C(m—l)zxm,—l C(m—l)(m—Z)[Em—Q Cm_ll’ _Cm—lym—l _Cy -1
2
_ym _é—m—lym—l _Cm—2ym—2 _Cy C(m—l) -1 Cm—lx 1
_ym _C2(m—1)ym—1 _CQ(m—Z)ym—Z _C2y C(m—l)(m—2)xm—1 Cm—2x 1
~_yrn _C(m—l)Qym—l _C(m—l)(m—Q)ym—Q _Cm—ly Cm—lxm—l CI 1 |

Considere a matriz de autovalores A descrita na Observagao[3.I] Segue do Teorema

, que A\[w,0] = E-A-E~'. Assim, realizando produtos dessas matrizes, obtemos que

1 Al AQ

E-A-F - — -
m(z™-y™) | A Ay

onde, Ay, Ay, A3 e Ay sdo as matrizes (de ordem m x m) a seguir

™ uog -y vo ™ Y —y™ oy z2us — y2vo TU] — Yu1
x*m+1u1 _ yn'H-IU1 xmuO _ meO I3U3 _ ySUS IZ’UQ _ y2v2
A B zm+2u27ym+2,u2 zm+1u1 7ym+1,v1 x4u47y4v4 x3u37y3v3
1= . . . . )
x2m72um_2 _ y2m72vm_2 1‘,2777.73u’m_'3 _ y2m73vm—3 xmuo _ meO wmflul _ ymflvl
~x2m—1um_1 _ me—l,vm_1 x2m—2um_2 _ y2m—2,um_2 xm+1u1 _ ym+1,v1 xmuO _ meO
mm_lvl —ym_lul mm_zvg —ym_2u2 TUm—1 — YUpm—1 v — UQ
yz™ oy — 2y ug yz™ 2 -2y 2ug YTvg — TYUQ Yyv —zu
A _ 2a Loy — 22y g e 20, — 22y 20y y2avg - alyuy y2vg — 29
2 = : : : :
g2y, gme2ymy Y2 M 200 M2y M2y g 2y MRy g2y a2y
Yyl gmetymel melyme2,_amelyme2y 0 ymelg o amely syl gLy
[ m _ m m—1 _ m—1 . 2 _ 2 _ T
YT " Um-1 —TY " Um-1 yx Um-2 —2Y Um-2 o yrTuy —xYy~v1 Yyxuo — rYvo
2 2 2 -1 2 -1 2,2 2,2 2 2
Y r " Uum—2 — Y Vm-2 YT Um-3 — Y Vm-3 - Yy xug - r7Y“vo Y TUM-1 = TTYVUm-1
. P . 1 . 1 3 92 2 9 P p
A _ y5xmum_3 - xdymvm—B y‘;l’m Um—4 — xdym Um-—4 ydx Um-1 =T Y Um-1 ydxum—Q - Idyvm—Z
3~ . . . .
ymflxmul _‘,E'rnflyvn,u1 y’rnflr'rnflu0 _mmflymflvo y'mfleuB —$m71y2U3 ymflxu2 _szlyv2
Yy Mug - My Y™ o1 — 2™y oo o y"@ug — 2y y"rur —a"yvr |
€
[ m _am m—1 _,m-1 2 _ 2 _ T
Vo —Y U0 z v1 Y ul T"Vm-2 —Y " Um-2 TUm-1 — YUm-1
+1 +1 3 3 2 2
e R T TV | v -y uo T2Vm-3 = Y Um-3 TTVm-2 — Y Um-2
+2 +2 +1 +1 4 4
A, = | T Py P @ ey =y 2 0m g — Y s 2303 — Y3 um-3
4 = . . .
1.2m—2,02 _ y2m—2u2 $2m—3v3 _ y2m—3u3 wm,vo _ ymuO mm—l,v1 _ ym—lu1
| £U2m71’01 _y2(mfl)u0 112m72’02 _I2m72u2 l‘erl’Umfl _ym+1um71 ™y — y™ug
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5. Germes de aplicagao diedral

onde,

Fazendo as substituigoes dos polindémios h; nas equagoes uy, € v com k € {0, ...

Up
Vo
Uy
U1
Uz

V2

= hi+hg+hg+-hpy+hpa

= ho+hpmso+ hpas + -+ ha1 + hy

= Dy + Chg + CPhy + (2R, + (P h

= ho+ Chimsa + Chipyg + (" 2ha1 + (™ Thy

= D+ Chy + Chy + Dy + DB

= hy+ Gl + (g + -2 D hg g + DRy

= hy+hg+ (% hy+---(m=2ip, 4+ ((m-Dip,
= Dy + Tz + (P haps + -2y + ((M~Dihy

= hy+ (g + DBy e 1 (=D gy c(mmP g
= Bo+ (" M hgs + O Dy g 4 (DD oy 4+ (D

acima, obtemos que

Uy = MY"Pd-1
Vo = Mx™pg
Uy = miUm_le—l +MYPm
v = MYy Py + MIpy,
Uy = MI 2Py g+ MY P
Uy = MY EPyg + MT* P
wj = MT"Ipy,_j+mypy_14+, com 1<j<m-1.
Vi = MY P+ MBI Py
Up-1 = MITPL+MY™ 1 pg_s
U1 = Mypy +ma™ pg_o

Substituindo uy e vy, nas matrizes A;[ws,ws], obtemos

0 pP1 Pm-2

Pm-1(z™ +y™) + pmay 0 Pm-3

pr—2(x™ +y™) + pme13%y? Pm-1 (2™ +y™) + pmay Pm-a
p2(xm Jrym)er2m_3$m—2ym—2 p3($m Jrym)+p2m_4xm—3ym—?) 0

m-1, m-1 m-2, m-2

| p1(z™ +y™) + Pam—22™ Ty p2(z™ +y™) + pam-gz™ %y o pmo1 (2™ Y™ + pmay
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5. Germes de aplicagao diedral

Pm Pm+1 Pm+2
Pm+1TY Pm+2TY Pm+3TY
2, 2 2, 2 2 2
A _ Pm+227Y Pm+327Y Pm+427Y
2~ . . .
-2, m-2 -2, m-2 -3, m-3
pa—2x™ Y™ pa-1z" 7Y™ ~Pm-12" Y™
-1, m-1 —2, m-2 -3, m-3
| Pa—12™ Y™ —Pm-12™ Y™ —pm-2x™ Y™
p1xy p2xy p3xy
pazy? p3z’y? paz’y?
3,3 3,3 3,3
/4 p3Ty pazTTy psxyY
3 = . . .
-1, m-1 -1, m-1 —2 m-2
P12 Y™ —pa-12™ Y™ —pa—2z™ Y™
-1, m-1 —2, m-2
-pa-12"y"™ —pa—2z™ Y™ —pa-3z™ Y™
pd—l(-”)m + ym) Pm
p1ay +pg_z(c™ +y"") pa-1(z™ +y™)
A4 _ p2x?y® + pg_z (=™ +y™) p1ay +pg-2(c™ +y"")
P22y 2 4 pr 1 (@™ +Y™) B3z Sy S 4 prsa 2™+ y™)

-1 -1
Pm-12" Ty

+pm2(c™ +y™)

m-2, m-2

Pm-2 y +pm+1 (™ +

y™)

Pd-3 Pd-2
Pa-2TY  Pd-1TY
Pa-17%y?  —pm-17Y
-paz?y?  —pawy
-p3z?y?  -pamy
e Pm-1TY
pm-122y? —pa1a?y?
-pa-123y>  —pa_ox?y?
“Pma3r3y® —pmiaz?y?
“Pm+223Y> —pmi13?y?
Pd-1
Pd-2

Pd-3

pa-1 (™ +y")
pray +pg_o(z™ +y"™)

Pd-1
“Pm-1

—Pm-2

—p2
—p1

—Pd-1%Y
—Pd-27Y
—Pd-37Y

—Pm+12Y

—PmTyY |

Pd-2
Pd-3
Pd-4

Pm
pa-1(z™ +y™)

Considere o homomorfismo de anéis C[X,Y ] — C[x,y] dado por X —— ™ + y™,

Y — zy. Vamos trocar x™ + y™ por X e xy por Y em A;[wy,ws]. Assim, obtemos

que a matriz A[X,Y,0] é tal que

A[X,Y,0] =

A[X)Y]

A [ XY
As[X, Y] AfX Y]

Y

Por fim, para obtermos f,O, faremos A\[X,Y,0] - Idy. Portanto, a matriz de apre-

sentacao de f,0y é dada da seguinte forma

AX,Y, Z] =

como desejado.

AX,Y] - Idy
Az

Ay

AX,Y]-1dy

Y

Exemplo 5.1. Seja f:(C2,0) — (C3,0) um germe de aplicac¢ao, dado por

f(z,y) = (@ +y*, 2y, h(z,y)),

(5.2)

onde h(z,y) = xp1 + 2°p2 + T%ps + ypa + y*ps + y’pe + y'pr € p; = pi(zt + y*, xy).
Segue da Proposicao [5.1] que a matriz de apresentacdo de f.(02) como um Os-
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modulo é dada por

-7 P P2 p3 P4 Ps Pe pr
By -Z jZ) P2 psY peY prY —Ds3
By B, -Z  p opeY? piY? o -pY —P2
B3 By By -Z prY? ~p3Y? —-p2Y —P1
mY p2Y pY  -prY ;X -Z P4 Ps Ps
pY?  p3sY? -prY? —pgY By prX-Z P4 D5
psY?  —prY3 —pgY? —psY  Bj By  piX-2Z Pa
_—P7y4 -peY? —psY? —piY Bg Bs By prX -7 |
onde

By = p3X +psY By = piY +psX

By = poX+psY? B; = pY?+pX

By = pi X +pgY? Bs = p3Y3+pX

Como aplicagao dos resultados dos capitulos anteriores, apresentaremos a seguir um
breve estudo sobre a aplicacao 6-diedral, no qual calculamos a matriz de apresentacao
de f.Os como um O3-modulo, uma equacao para a imagem de f, uma equacao para o
espago de pontos duplos de f e estimativas superior e inferior para a multiplicidade de

f.

5.2 Um estudo sobre a aplicacao 6-diedral

Consideremos a seguinte representagao em G L(C?) do grupo diedral Dg:

Id- 1 0 ~ 0 1 ~ 2 0 ~ ¢ 0
g1 = = 01 y g2 = 10 y 93 = 0 ¢ y 94 = 0 CQ )
10 ¢ |0 ¢
gs = (2 0 y 96 = ¢ 0 .

A aplicagao de orbita para o grupo Dg agindo em C2? é w(z,y) = (23 + 3, xy).

2mi

onde ( =e3 .

Assim, a aplicagao de grafico refletido f: (C2,0) — (C3,0) para o grupo diedral Dg
¢ dado por f(z,y) = (#* +y* zy, h(x,y)), onde h(z,y) = xp1 + 2°p2 + yps + y*pa + ¥°ps.
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5. Germes de aplicagao diedral

Note que

hy:=gi,h = h.

ho = gash = yp1+y?pa +aps + 2?py + 2°ps.
hs=gs,h = Capr+ CCa?py + Cyps + Cy’pa + y°ps.
hai=gah = CPwpr+Ca?py+ Cyps + Cy’pa+ y°ps.
hs = gs,h = Cypr+ (PyPp2 + CCaps + (rPpy + 23ps.
he = gssh = CPyp1 + Cy’pa + Cxps + CPa?py + 2°ps.

Lembre-se do Lema [3.5 que nos permite definir

gs(xy, 2 +y3):=hi+ ho+ hs+ hy+ hs+ he.

qi(zy, 23+ y3) := hiho + hihs+ hihy+ -+ hshe.

q3(xy, 23 +y3) := hihohs + hihohy + -+ hyhshg.

@ (zy, 23 + y3) = hyhohshgy + hihaohshs + - + hahyhshg.

q1(xy, 23+ y3) := hihahshahs + hihahshyhe + -+ hohshyhshe.
qo(zy, x° + y3) = hihohshyhshe.

Proposigao 5.2. Seja f: (C?,0) — (C3,0) um germe de aplicagao 6-diedral e escreva
f na forma

f(z,y) = (2 + 93, 2y, ap +2%ps + yps + y*pa + y°ps).
onde p; = p;(x® +y3, zy). Entao

(a) A matriz de apresentacao de f.Oy como um Os-modulo via f é dada por

[z P1 P2 D3 P4 ps |
p2X +p3Y -Z P1 paY psY —p2
ALX,Y, 7] = X +psY? ppX +psY  -Z psY? -p2Y -p1
mY p2Y -psY  psX-Z p3 P4
p2Y? -psY?  —paY paX+plY  psX-Z p3
—psY? -paY?  -pY psX +pY? puX+plY psX -7 |

onde p; = p;(X,Y).

(b) Uma equacgdo para a imagem de f é

F(X7Y72) =Z° —Q5Z5 +Q4Z4—Q3Z3 +Q222 - Q17 + Qo.

onde Q¢_1(X,Y) == w*(gs_r (23 + y3,xy)), i.e, simplesmente trocamos as “vari-
aveis” a3 + y? e xy pelas varidveis X e Y em ¢g_; descritas logo acima desta

proposicao.
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(¢) Uma equagao para a curva de pontos duplos D(f) de f é

D(f) = V(f1f2f3)

onde

Ji = —D1+ D3~ DoT + Pat — Py + Pay + P51 + ps1Y + Psy*

fo = Pl +Dpips + D5+ 2p1pok + Paps + PLP4T — P3PaT — PLP2Y + P2D3Y + PLPaY
+2p3pay + p%xQ + popar? + P?;»’UQ = 2p1p50? = p3psa? - p%sty — P2paxyY — pi:cy
+P1P5TY — P3PsTY + D3y + Papay? + iy + pipsy? + 2pspsy? — 2papsa® — papsa®
+2pops %Y + PapsT?Y — PapsTY? — 2papsTY? + Papsy® + 2papsy® + psZat
—ps2ady — ps?ay® + piy’.

fs = pla? + pipswy + p3y? + pipea® + 2papsa?y + 2p1pawy? + Pspay® + paat + papary?

+plyt.
(d) A multiplicidade da imagem de f satisfaz
2<m(f(C2%,0)) <6.

Demonstracao. Segue da Proposicao que a matriz de apresentacao de f.(Os) como

um Oz-modulo via f é dada por

[ -Z b1 b2 b3 2 Y2 ]
p2X +p3Y -7 D1 paY psY —p2
AX,Y, Z] = X +paY? pu X +psY -2 psY? -p2Y N
Y p2Y -psY psX -2 b3 Pa
paY? -psY?  —piY puX+plY  psX-Z 3
-psY? paY?  —p3Y psX +paY? puX+pY psX-Z |

Ccomo queriamos.

(b) Segue pelo Teorema [3.6] Para provar (c), podemos aplicar a Proposigao para
obter

D(f)=V ( (h = g2.h)(h = g3.h) (h = ga,h) (h — g5, h) (h - gb’.h)) .

3@ -y)(x-Cy)(z-Cy)
Note que
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h=gah = (y-2)(=p1+ps—pa(x+y) +pa(z +y) + ps(2* + 2y + 3?)).
h=gsh = pi(z-Cr)+pa(a?® - Ca?) + p3(y - CPy) + pa(y? - Cy?).

h=gih = pi(z—=Cx)+pa(2® - C2?) + pa(y — Cy) + pa(y® - C*y?).

h=gssh = pi(z—-Cy)+pa(2? = y?) +ps(y — (2) + pa(y? - C2?) + ps(y?® — 2?).
h=gssh = pi(z=Cy) +pa(2? = Cy?) + pa(y - Cx) + pa(y? - (22?) + p5(y® - 7).

Portanto, um célculo mostra que D(f) = V (fifaf3). A prova de (d) segue pelo
Corolario (4.3l -

Observagao 5.1. Um célculo direto (mas tedioso) pode ser feito para apresentar ex-

plicitamente os coeficientes de Qs na Proposicao (b) Por exemplo,

Gs = h1+ho+hg+hy+hs+hg=3ps(x3+13), e
qa = =62yp1ps — 3p1p2 (23 + ) = 3pspa(ad + y) — 622y papy + 3p2 (23 + y3)% + 3p2ady?

portanto Q5(X,Y) =3Xps e Qu(X,Y) = —6Y p1p3—3X p1p2—3X p3ps—6Y 2popy+3X 2p2 +

3Y3p2. Da mesma forma, obtemos de gs, g2, ¢1 € go que

Q3(X,)Y) = =X (-p3 - p3 - Xp3 - Xp3+9Xp1paps + 3X pspaps — X?p3) - XY (-3p3ps —
3p1p3 + 12p1paps + 12Y 2papaps — 6Y 2pE) = Y2(=6pap? — 6p2ps + 2Y p3 +2Y p3 — 12Y pipops +
12Y p3paps).

Q2(X,Y) = 9XY pipaps +9Y 2p2p3 + 9X2p1popspa + XY p1pips +3X 2pips + 9Y 3pip3 +
XY 2p1p3pa+9XY 2papspi +9Y 3p3pt — 6Y 3pips + 3 X3 pips + 9X2Y pipsps + 9X Y 2pypips +
6Y 3p3ps + 9XY 2pipaps — 9X 3p1papt - 9X2Y pipap? + 9Y *p3p: - 9IX Y 3pips — 18Y 4p3psps +
18Y 4p1paps+3X Y 3pips + 18 X Y 3p1pap2—9X2Y 2popap2 —18 X Y3 papyp?+3X2Y 3pi+3Y Opi.

Q1(X,Y)=-[3X Ypilps +3X 2p1p2p§ +3X Yplpé +3X 2}7‘;)]33294 +6y3pilp2 +3X 2Yp1p§p3 +
18XY 2pyp3p3 + 12Y 3p1pophy + 12X Y 2pipops + 12Y3pipspy + 3X3p3psps + 9X2Y pap3ps +
12XY 2pypipy + 6Y3papy + 9X2Y pipopi + 18XY2pipsp; + 3X3pipop} + 3X2Y pipsp
-9X ZYP%]?2P3P5 -9X YZP%P%Z?E) —9X3p1papspaps —9X 2Yp1p§p4p5 -3X 3p‘z’]’§ +3X nglp% +
12Y*pipsps + 3X2Y2pops + 12Ypipspi + 3X2Y2pop} + 3XY3pspy — 9XY3pipsps
~9X2Y 2P p3paps = 9X2Y 2 popspips — 9IXY 3 p3pips + 9X Y 3pip2 - 3X p3pZ — 9X3Y pipsps —
9X2Y 2pop3p —3X Y 3pipZ —9X2Y 2pipapi +3 X p1papi+3X3Y p1pspi—6Y 5 pyps—6Y Spopi—
IX Y 4p2paps+12X2Y 3p3p2+ 27X Y 4 papsp —9X Y 4 p1pipt -3 X 2Y 3p1papi +3X3Y 2popapi +
3X2Y 3pspapi — 6Y Sp3pz — 6Y Spip2 — 12Y p1popd + 12Y Spapap? — 3XY Opl + 18Y Spypip? +
18Y 5pipyp?].
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Qo(X,Y) = X2p3p3+Y3pS+3 XY 2p3pop2—2Y 3p3p3+ X3p3p3 +3X2Y pipa+3X Y 2pop+
V3PS + 3XY 2pips + 3XY 2pipips + 3X2Y pipi + X3pips — 3X2Y pipsps — 3X3pipspaps +
XY3p3p3+6Y 4p3paps+3X2Y 2papa+6 X Y 3p3p3+3Y 4p2pi+3 X 2Y 2p2 pdp,+9X Y 3 plpapsps+
18Y *pipapspa + 3Y pips + 3X3Y pipsps + 9X2Y 2p1p3psps + 9XY 3pipopips + 6Y *pipip] +
6 XY 3p3p3+ X4p3p3+3X3Y papsps +3X2Y 2popipd+ XY 3p3p3+3X2Y 2pipi -3 X Y 3pipaps +
6Y*pipsps — 3X3Ypipipsps — 9X2Y2pipipips — 12XY3pipopips — 6Ypipips
— 3X2Y2pipopaps — 3Xp3pspaps — IX3Y papipaps — 9X2Y 2 popipaps — 3XY 3pipuaps
~9X Y 2P pspips+ X pipe+3 X Y 4 pips+3Y S pops—6Y S pipspa—9 XY 4 p1p3p —18Y Ppipspsp; -
AX2Y3p3pi-9XY 4 p3pspi—6Y Spapipi+3Y Ppipi+3X Y Apipi-3 X2V 3p1pips—12Y pipapaps—
3X3Y2pipaps + 3X2Y3p3pspaps + 18X Y 4 p3p3paps + 12V popipaps — 18X Y 4pipapips —
3X2Y3pipapips — 12XY4pipspips + 9XYpipopsps + Y pipip? + 9X2Y3pipopspap?
+ XY pipap? — AX2Y3p3p + XOp3pd + 3XAY p2pspd + 3X3Y 2popipd + X2Y3p3pd +
3X3Y2pipap? + YOp§ + 2YSpipt + YOp§ + 6YCpipsps + 9X Y pipaps + 12YSpipspaps
—12Y Cp1 popiips =3 XY P popips —6Y Spapips +9Y Spip3p2 +9XY 5 p1 p3papt +9XY S popspipd +
Y Sp2pap2+2Y Sp3pd -5 X3Y 3p3pd—12 X 2Y 4p2pspd -9 X Y S pop2pd—2Y S p3pd -9 X Y pip,pd+
3XZY A pipipE — 3X3Y3pipaps — 3X2Y Ypipsps + 9Y papip: + 5XYOpipd + 6Y "p3pspd —
6Y "p1pipi+ XY S pip2+9X Y S p1 papi+6Y "p1psps—3 X 2Y S popaps—3 XY S pspapi+6Y Epapaps+
Y9ps.

5.3 Matriz de apresentacao para a aplicacao 8-diedral

No Capitulo 2 deste trabalho, vimos que é possivel obter mais de uma representagao
para um mesmo grupo. Para ilustrar isso, nesta se¢ao mostraremos que diferentes
representagoes de um mesmo grupo de reflexao podem levar a matrizes de apresentagao
distintas.

Faremos isso por meio de um exemplo com o grupo diedral Dg, utilizando as duas
representagoes apresentadas no Exemplo 2.8 Para tanto, considere a aplicagao 8-
diedral f de (C2,0) em (C3,0) definida por

f(z,y) = (2 +y*, 2y, xpr + 22ps + 2°ps + ypa + ¥2ps + U6 + ¥ pr),

onde p; = p;(z*+y*, xy). Segue do Exemplo 5.1 que a matriz de apresentacao de f,(O-)

7
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como um O3-moédulo é dada por

[ -7 P P2 p3 P4 Ps Pe pr ]
By -Z jZ) P2 psY peY prY —Ds3
By B, -Z  p opeY? piY? o -pY —P2
B3 By By -Z prY? ~p3Y? —-p2Y —P1
mY p2Y pY  -prY ;X -Z P4 Ps Ps
pY?  p3sY? -prY? —pgY By prX-Z P4 D5
psY?  —prY3 —pgY? —psY  Bj By  piX-2Z Pa
_—P7y4 -peY? —psY? —piY Bg Bs By prX -7 |
onde
By = psX +psY By = piY +psX
By = poX+psY? B; = pY?+pX
By = pi X +pgY? Bs = p3Y3+pX

Agora vamos construir a matriz de apresenta¢ao com a representacao de Dj, a qual
a aplicagao de orbita ¢ dado por w = (22 + y2, 22y?) (veja [3]).

Considere o germe de aplicagao ¢ : (C?,0) — (C3,0) dado por

U(x,y) = (2% +y?, Y%, ap1 + ypa + xyps + y?pa+ 2y’ps + y>ps + 2y°pr), (5.3)
onde p; = p;(x? + y?, x%y?).
A matriz de apresentacao de 1,05 como um Oz-moddulo é dada por
[ -z p1 P2 P3 P4 s Pe pr
Xpi+Yps -Z  Xps+Ypr  po -1 P4 —D3 D6
-Yps -Ypr = p1 pet+Xps p3+ Xpr Pa Ps
Yps -Yps Xp1+Yps -2 Ypr p2+ Xps —P1 Pa
Ypso  Yps  Ype  Ypr puX-Z pi+Xps po+Xps ps+Xpr
Yp -Yps Yps -Yps  Yps  paX-Z  Ypr  pa+Xps
S1 Sy -Ypy -Yps S3 Sy paX-Z p1+Yps
| Y2y S1 Ypi -Yps =5 S3 Yps paX -2
onde
S1 = -Ypa-XYps
Sy = —Yp3-XYp;
Sz = Ypa+ (X?2-Y)ps
Sy = Yps+(X?-Y)pr

Concluimos, portanto, com este exemplo, que a matriz de apresentacao de f,O,, de-
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pende da representacao escolhida para o grupo G. No entanto, vale a pena ressaltar que
os ideias de Fitting, em particular Fy(f.Oz), ndo dependem da matriz de apresentacao

considerada.

5.4 Germes de aplicacao diedral finitamente determi-

nados

No contexto de aplicagdes de reflexdao, Penafort Sanchis, em [34], demonstrou que,

para inteiros m; coprimos dois a dois, os seguintes germes sao finitamente determinados:

r —> (z™ xm2),
(z1,29) +— (2", 23, (21 +22)™).
(v1,22) = (21", 252, (21 +22)™3, (21 — 29)™).

(z1,22,23) > (2", 252,252, (21 + 2o + x3)™, (21 — To + 223)™5, (21 + 229 — T3)™0).

Nesta se¢ao, apresentaremos uma nova classe de aplicagoes de reflexao que sao finita-
mente determinadas. Essencialmente, provaremos que, se f(x,y) = (z™+y™, zy, h(z,y))
¢ um germe de aplicagdao diedral com m fmpar e h(z,y) = (az +by)*, sendo a e b gené-
ricos, entao f é finitamente determinada se, e somente se, m e k sao coprimos.

Para isso, considere f : (C2,0) — (C3,0) um “germe de aplica¢ao diedral” dado
da seguinte forma

f(z,y) = (@™ +y™, zy, (ax+by)*).

Como f é uma aplicacao de grafico refletido, a curva de pontos duplos é dada da

seguinte forma

I15% (h(2,y) - g5,h(x,y)) ) ‘

D(f) :V((g;—y)(x—Cy)($—C2y) ce (=M ly)

Sejam 7, com r € {2,3,...,2m} as componentes de D(f).

e Considere j € {1,2,...,m—1}. Sejam 7;,; as componentes de D( f) cujos elementos

gj € G, ao agirem sobre (ax + by)*, ndo sao reflexées. Entao:
nis1 = (ax + by)* = (allz + b Ty)k

e Considere agora as componentes 7., € Ty, correspondentes aos elementos de
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gj € G que, ao agirem sobre (ax + by)* sao reflexdes. Assim, temos:

_ (ax +by)k - (ally + b Ix)*

Nj+m = ;
o (- y)
e

(az + by)*F - (ay + bx)*
2m = .

(z-y)

Agora considere os seguintes polindémios
g = axr+by

gj+=1 = allz+b(" Ty
Gjsm = ally+b(m Iy

Gom = ay+ bl’,

e seja £ =e* uma raiz k-ésima primitiva da unidade. Assim,

Nj+1 = (Ch - Qj+1)(6h - §Qj+1)(fh - §2q3‘+1) Tt (fh - fk_QQj+1)(q1 - fk_1Qj+1)
(@ = gen) (@ = €q5em) (@ = E50m) - - (@1 = 72 ¢50m) (@1 = €71 Gjum)
Nj+m = -
(z - (y)
o = (@1 = @2m) (1 = Eom) (@1 = E2Gom) - - (@1 = EF2qom ) (@1 — EF 1 qom)

(r-y)

Observe que
@1 = Gjm = (ax +by) = (al’y + 6" x) = a(z -~ y) = b (x - (y).

Dessa forma, q1 — 4j+m = (a - bC'm—j)(x - ij) E7 q1 —4om = (Cl - b)(x - y) Entéoa

nj+1 (1 = @) (@ = Eqe) (@1 = &2q51) - - (@1 = §F72q501) (@1 = € gj11)

Njem = (@1 = &£Qjem) (@1 = E2jem) - (@1 = fk_QQj+m)((J1 - fk_l%'ﬂn)

(@1 = €qam) (1 = §2qom) - (@1 = §F2q2m ) (@1 = € qom)

Tom

A observagao a seguir mostra que, se m é par e h = (ax +by)*, entao existem germes

finitamente determinados apenas para k = 1.

Observagao 5.2. Considere f(z,y) = (z™ +y™, zy, (az + by)*). Note que, se m é par,
existe um elemento g do grupo diedral Ds,, tal que g.(z,y) = ((Zx,(%y), onde ¢ é
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uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Logo:

h(z,y) - goh(z,y) = (az + by)* = % (az + by)*.

Desde que (™ =1, segue que (2 = —1. Assim,

Wz, y) = goh(z,y) = (az + by)* = (-1)*(az + by)*.

Se k é par, segue que h(z,y) — goh(z,y) = 0. Logo f nado é finitamente determinada.

Suponha que k seja impar, entao

h(z,y) - goh(z,y) = 2(ax + by)*.

Portanto, se k> 1, f nao é finitamente determinada

Vejamos agora, no resultado a seguir, que se f ¢ um germe de aplicagao 2m-diedral

finitamente determinada com m impar, entao m e k sao coprimos.

Proposicao 5.3. Seja f(x,y) = (2™ + y™, zy, (ax + by)*) um germe de aplicagdo 2m-

diedral m impar. Se f é finitamente determinada, entao m e k sao coprimos.

Demonstracao. Suponha que m e k nao sejam coprimos. Entao, existe um inteiro ¢ > 1
tal que ¢ | m e ¢ | k. Consequentemente, existem inteiros positivos m; e k; tais que

m =cmy e k = cky. Observe que:

ek (e%)‘“ _ (65::;)’“ S el B 5 ey (5.4)

Assim, existe um fator em f;,; com j =m, tal que

1 = M gy 1 = (az + y) = ™ (aC™x + T My) = 2(a - al®™).

Desde que m ¢ impar segue que ¢ # 2. Entao, temos que ¢ > 2, consequentemente
2my €{0,1,...,m -1} e da igualdade em (5.4)) segue que w?*1 = (™. Assim, existe um

fator em f;.1 com j = 2m,, tal que
1 = M oy = (az +by) = ™ (al®™a + (™M y) = 2(a - alt™).
Dai, obtemos que
(1 =™ my+1) (Q1 = M onya1) = 22 (a = ™) (a - M)

O que implica que f nao é finitamente determinada. Portanto, se f é finitamente

81



5. Germes de aplicagao diedral

determinada, entao k e m sao coprimos. [

Proposicao 5.4. Seja f(x,y) = (2™ + y™, zy, (ax + by)*) um germe de aplicagdo 2m-
diedral, com m impar e a,b genéricos. Se m e k sao coprimos, entao f é finitamente

determinada.

Demonstracao. Suponha que f nao é finitamente determinada e que m e k sao copri-
mos. Suponha ainda que m = c¢m; com ¢ > 1. Entao, temos trés casos para analisar:

e Caso 1: podem existir ¢, ¢y € C— {0} tais que

@ -§q, =xcr e q—E&q, =20,

isto é, existem pelo menos dois fatores em D(f) que compartilham um termo em
comum.

e Caso 2: q; = &5, com 7€ {2,3,...,2m}; isto &, [T f. = 0.

e Caso 3: (¢1 - &%q,) = (1 — £°2qy,), com 71,79 # 1. Isto é, existem pelo menos

dois fatores iguais em D(f).

Vamos para o Caso 1: Como f nao é finitamente determinada podem existir

i, 12 € C {0} tal que
N =&, =xc1 e G =& Gy =T
e (1.1) Se s =0, temos

ax +by — (ay + bx) = xcy — a=b
ax + by — (ally+b(mJz) =20y — b=_la

ar +by — (allx +b(™Iy) =x¢c; = (™7 =1 (contradigao!)

e (1.2) Se s #0, temos

ax +by — & (ay + bx) = xcy - b=¢&%a
ax +by - & (aliy+b(mix) =xcy = b=E&Ca
ax +by - & (alix + b(mIy) =xc; — £5=(J

Em particular, se j = m;, da tltima implicagao temos que &5 = (™. E, dado que

m = cmy, com m impar e ¢ > 1, segue que 2m; € {1,2,...,m}, consequentemente,
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temos que w?s = (?™. Agora, observe que
)

27 2mi )m1 27

(e g )S = ="M= (ecml =ec. (5.5)

Donde concluimos que k = ¢s. Isso implica que m e k nao sdo coprimos (contra-
digao!).

Faremos agora o Caso 2. Suponha que ¢; = w®q, com r € {2,3,...,2m}.

e (2.1) se ¢, ¢ dado pela agao de um elemento do grupo que nao ¢ reflexdo, temos
que
az +by = & (ag"z + b "y) = x(a—ag’¢") +y(b-bE ™) = 0

dai, £&5¢" =1 e &5¢m " =1. Assim,

ax +by =& (almr +b(mTy) = =" e & =(" (contradi¢ao!)

e (2.2) se ¢, ¢ dado pela agdo de um elemento do grupo que é reflexdo, temos que
ar +by =& (al"y + b "x) ou az+by=E,(ay +br).
Assim,
Se ax +by =& (aC"y +b(mTr) = a=b{"T" e =-1.

Se az + by = & (ay + bx) — a=-be& =-1.

Por fim, vamos analisar o Caso 3. Suponha que

(ql - fslqu) = (ql - £s2q7“2)'

Isso implica que &£51q,, = £™q,.,, €, portanto ¢,, = £ "¢,,. Seja sy —s1 = 5. Iremos
considerar trés subcasos

e Caso 3.1: s=0;

e Caso 3.2 s #0 e gj.1 = £5ry;

e Caso 3.3 s#0 e gjim = £y,

e Caso 3.1: Suponha que se s =0, entao so = s7. Nesse caso temos que ¢, = gy,, O

que implica

Grio(ax +by) = gry, (az + by).
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5. Germes de aplicagao diedral

Contudo, 7, # ry, caso contrario, isso indicaria que a componente f, aparece

mais de uma vez em D(f).

Se a(™x +b("™ "y = al"x + b(MT2y = r1 =19 (contradigao!)
Se almy + b(m g = a2y + b(M T2y —> r1 =719 (contradigao!)
Se a™x + by = a2y + (M T2y —> b=agmi"
Se al™x +b(™ 1y = ay + bx — b=acm
—

Se almy + b(™ "z = ay + bx ¢ =1e ™" =1 (contradigao!)

o Caso 3.2: gj.1 = £°¢y,; isto é, (aliz + b Ty) = E3¢,,.

Se ¢, = al™x + b(™ 2y — £ =1e j=ry (contradi¢do, visto que £* # 1)
Se ¢, = a(Py +b(" 2y = £ =-1eb=—ali*

se qr, = ay + bx — Es=-1leb=—all

e Caso 3.3: gj.m = Wqy,; isto &, (ally +b(™Ix) = £3¢,,.

Se ¢, =a(?x +b(M Ty —> & =-1eb=-a(i*
Se ¢, =aC?y+b(m2x = &5 =1e j=ry (contradi¢do, visto que £* # 1)

Se g, = ay +bx - &5 —(J e &5 = (™7 (contradigao!)

Portanto, concluimos que, se f é uma aplicagao 2m-diedral com m impar e, se h =
(ax +by)*, com a e b genéricos e m coprimo com k, entao f ¢ finitamente determinada.

Proposicao 5.5. Seja f(z,y) = (x™ +y™, zy, (ax + by)*) um germe de aplicagao 2m-
diedral, com m fmpar e a, b genéricos. Entao, f é finitamente determinada se, e somente

se, m e k sao coprimos.

Demonstracao. Segue das Proposicoes (5.3)) e (5.4)). n

Exemplo 5.2. Considere o germe de aplicagao diedral f de (C2,0) para (C3,0) dado

por
f(x,y) = (& + P, 2y, (22 - 3y)?).

Segue do Proposicao que f é finitamente determinado. Uma equagao para a

curva de pontos duplos de f é
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5. Germes de aplicagao diedral

D(f) = V((xjty)(x2 —xy +y?)(4a? - 62y + 9y?) (42% + 62y + 9y2)).

f=wop

E, a equagao da imagem ¢é

F(X,Y,Z)=26+72Y 25 + 1944Y2 24 + (25778Y3 — 793X?2) Z3 + (193176Y 4 —
28548 X2Y) 22 + (793800Y 5 — 256932X2Y2) Z + 46656 X+ + 1500625Y 6 — 529200.X Y3

5.5 Problemas de pesquisa futuros

Esta secao é dedicada a discussao de problemas de pesquisa futuros. O primeiro
problema a ser abordado diz respeito a matriz de apresentacao apresentada no Capitulo
3 (veja Teorema. Considera-se, aqui, a possibilidade de estender esse resultado para
aplicacoes de reflexao mais gerais, bem como para casos em que f seja uma aplicagao
de reflexdo de (C",0) em (CP,0) satisfazendo p > (n+1). O segundo problema consiste
em determinar equacgoes que descrevam o ideal de Fitting F; em termos da acao do
grupo.

A seguir, faremos breves comentarios sobre o que a literatura atual apresenta a

respeito desses problemas.

Problema 1: Matriz de apresentacao para aplicagoes de reflexao

de (C",0) em (Cr,0) satisfazendo p>n+1

Tendo em vista o Teorema (3.2 Penafort Sanchis, Oréfice Okamoto e Tomazella
propuseram estendé-lo para o caso de aplicagoes de reflexao em geral. Vamos apresentar
o que encontramos na literatura.

Denote S para (X x C, (z0,0)) e T para (C**1,0). Considere F': (S,0) — (7,0)
finita com Og livre sobre Or e seja F': S — T um representante. Para b € Og, seja

[0]§ a matriz do endomorfismo Op-linear de Og dada pela multiplicagao por b.
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5. Germes de aplicagao diedral

Lema 5.6. ([28], Lema 11.6) Seja b € Og. Suponha que yy € 7' é um valor regular de
F e seja x, ..., %, sua pré imagem em S. Entao, b(xg),...,b(x,,) sdo autovalores da
matriz [b]%(yo).

Em poucas palavras, a ideia consiste em utilizar o Lema para provar que os
autovalores para as aplicacoes de reflexdao sao dados em termos da agao do grupo.
Entao a prova seria analoga a demonstragao do Teorema [3.2]

Para o caso de determinar uma matriz de apresentacao para aplica¢oes de (C",0)
em (CP,0), com p > n, existe um generalizacao feita por Silva, Miranda e Penafort
Sanchis do algoritmo de Mond e Pellikaan ainda nao publicada. As ideias assim que

disponiveis podem ser tuteis para tratar o problema em que p >n + 1.

Problema 2: Determinar o ideal de Fitting F; em termos da acao
do grupo de reflexao
Considere o grupo de reflexdo G = Zs3 agindo em C? x C (trivialmente no segundo

fator) com aplicacao de orbita w = (z,y3,2). Seja f: (C2,0) — (C3,0) um germe de

aplicacao de grafico refletido, dado por

f(z,y) = (2, v, yp1 + y*p2),

onde p; = pi(x,y?). Note que r1 = 1, 1 = y e r3 = y? geram Clz,y]/(z,y?) como
C-espaco vetorial. Aplicando o Teorema obtemos uma matriz de apresentacao de

f+(O2) como um O3-moddulo via f dado por

-Z p b2
AMXY, Z)=|Yp, -Z p
Ypr Ypo -7

Note que, o ideal de Fitting F; é dado pelos menores 2 x 2 da matriz A\[X,Y, Z], ou
seja,
FUX,Y,Z) = (pl + Zps, Zpy + Y D3, Z2 - Y pips) . (5.6)

Considere o homomorfismos de anéis C[ X, Y, Z] — C[x,y] dado por X — 2, Y > ¢3

e Z — yp1 + y*py. Temos que

foF1 = (D] +ypipe + 203, ypt + v pipe + Y203, Y201 + yipipe + yips)
= (P} +ypipe + v?p3, y(D? + ypip2 + ¥203), y2 (P} + ypip2 + y?p3)) -
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5. Germes de aplicagao diedral

Ao considerarmos 7 = p? + yp1p2 + y*p3, temos:
LF =1y y-vy% ) = (rvre s 9)
Uma questao natural que surge é:

Pergunta 1: E possivel determinar v em termos da agdo do grupo sobre
h?

A resposta é: sim! De fato, v corresponde a equagao que descreve os pontos duplos
de f, isto é,

(h - 92.h)(h - 93.h))

D(f) =V( = V(p? + ypip2 + y*p3)

Fazendo uma analise do grupo ciclico Z4, surge naturalmente o seguinte problema.

Pergunta 2: Seja f uma aplicagdo finita definida por (z,y) —
(z,y% h(z,y)). Entdo, f.F; é dada por

f*]:l:(7“1'”)/,7'2"}/,...,7“51")/>, (57)

onde v é uma equagao para a curva de pontos duplos de f e r =1,

_ — a2 _ -1
T2 =Y, T3 =Y geeey 7ﬁcl—yd i

Vejamos, agora, o que ja foi estabelecido na literatura a respeito desse problema.
Em [28], encontramos o seguinte corolario, que afirma que f,F;(f) é um ideal principal

em Ox 4.

Corolario 5.7. (|28], Corolario 11.9) Seja f : (X, z9) — (C"*1,0) finita e generica-
mente 1-a-1, onde (X, xy) é um espago de germe de Gorenstein de dimensao n. Entdo

f-F1(f) € um ideal principal em Ox 4.

E importante ressaltar que na prova do Corolario a matriz de apresentacao A de
f+Os deve ser uma matriz simétrica. Essa exigéncia nao é uma obstrucgao forte, veja o

teorema a seguir.

Teorema 5.8. ([28], Teorema 11.8) Suponha que (X,z) é um espago de germe de
Cohen-Macaulay e, [ : (X, z9) — (C"1,0) € uma aplicagio finita de dimensao n.
Se (X, xq) € um anel Gorenstein, entao (X,x¢) admite uma matriz de apresentagao

simétrica sobre O,,.1.
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5. Germes de aplicagao diedral

Sabemos que f,F;(f) ¢ gerado por f.(v). Com a demonstragao do Corolério 5.7,
podemos afirmar algo mais: na verdade f,Fi(f) é gerado por f.(r17v), fe(r27),...,
f«(rqy), sendo A uma matriz simétrica. Observe também que, no exemplo dado no

inicio desta secao, ao trocar a primeira e a terceira linha, obtemos uma matriz simétrica.

Vejamos:
-Z p1 pe Ypr Ypo -Z
ANXY,Z]=|Yp, -Z p |=AMXY.Z]=|Ypy -Z pm
Ypl ng -Z -Z b1 P2

De maneira geral, para qualquer grupo ciclico, é possivel realizar uma troca adequada
de linhas de modo que a matriz associada a A se torne simétrica. Isso nos conduz a
uma nova pergunta: o que acontece quando o grupo de reflexao nao é um grupo ciclico?
Por exemplo, no caso do grupo diedral Dg, serd que o mesmo procedimento ainda nos
permite obter uma matriz de apresentagao simétrica?

Na Proposicao deste trabalho, obtemos uma matriz de apresentacao para a
aplicacao 6-diedral. Ao analisa-la, observamos que, diferentemente do caso do grupo
ciclico, nao é tao direto obter uma matriz simétrica utilizando as mesmas operagoes

aplicadas anteriormente. Diante disso, surge um outra pergunta:

Pergunta 3: Seja f uma aplicagao de grafico refletido de (C",0) em
(C™*10). Como podemos obter uma matriz de apresentacao \ de f.0,
como um 0,,;-médulo via f em termos da acao do grupo de forma que

A seja simétrica?

Na literatura temos o seguinte resultado:

Teorema 5.9. ([28/, Teorema 11.6) Seja f: (X, z9) — (C™10) finita, onde (X, xq)
¢ uma intersecao completa de dimensao n. Entao a matriz de apresentagcao A de Ox

sobre 0,1 pode ser escolhida simétrica.

Esse resultado nos permite concluir que sempre é possivel obter uma matriz simé-
trica. Assim, uma possivel direcao a seguir é tentar escrever as matrizes £ e Az do
Teorema [3.2) de forma que a matriz A resultante seja simétrica. O que, a primeira

vista, nao parece ser uma tarefa trivial.
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Apéndice A

Geradores e aplicacoes de 6rbita para

grupos de reflexao

Neste apéndice, descrevemos os geradores e as aplicacoes de orbita dos grupos
Zy, X Loppy, Do, € 0s grupos G; com i € {4,5,...,22}. Esses grupos fazem parte da
classificacao de Shephard e Todd. Adotamos a notacao CJ’? , para indicar que ( é uma

raiz primitiva j-ésima da unidade, elevada a poténcia k.

A.1 Geradores dos grupos Z, x Zy,, Dy, e G's

Grupo Z, x Ly,
¢reool 1 o
0 1|fo ¢ |
Grupo D,

0 1 0 (o
10| |¢nt o |

Grupo G4

onde r = mme(n, m).

1[-Co+Ge+l (H+Ca-1 [ 1|-(H+Ga+1 —(f-C+l
20+ Co+l =B —Co+l | 2| -Co-1 -+l
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A. Geradores e aplicagoes de orbita para grupos de reflexao

Grupo Gs

1‘(122+C12+1 G+ Ga-1 1‘C§2‘C12+1 (B +Ga-1
2=+ o+l (B -Ca+l "2 (3 +Ca+1l (G +Ca+1

Grupo G

10| 1f=CH+Ce+l (Hh+G2-1
0 1] 2[-Ch+Co+l ~Ch-Covl

Grupo Gy

0 -1]2 G+ Ca+l (4 -Ca+l

1 (3 -Ce+1l - -Ca+1l
21 3 -Ca2-1 -G +Catl

[1 0]1[—4122+<12+1 4122+¢12—1]

Grupo Gy
Lo 1fi+a -1+
0 G| 2]-1+¢ 1+¢ |
Grupo Gy
1[C8+C§ —Cs—C§:| [1 0]‘
21-G-¢ G- ][0 @
Grupo GlO

1‘(122"‘(12"'1 6122+C12_1 1 1+Ci%2 _1+C§2
2 G+ G2+l —( -G+l "2 -1+¢ 1+¢,
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Grupo G,

21-CL+G+1 -G -G +1

[1 ] 1[<24+< ~(5, - 1[_C§4+C224+1 G tG3y-1 ]
0 C24 2 C24_ 22i _@0’4_ ’

Grupo Gy
1[<8+C§ —cs—gg]glcswg <8+cg] 1[0 gg]
2-G-¢ G- | 2[G+d G- 2]-¢ o
Grupo Gi3
1 1<s+<8 G- 1[0 G
0 -1 2[~G-¢ G- ] 2[-¢ o]
Grupo G4

1 “Cut G+l G+ (-1 1 Gat i G+ G
2 ’ 3

G+ G+l GGl | 2|Gi+ G -G
Grupo Gjy;
L o1 “Cut G+l GGyl 1 Gut @i G- G
0 1] 2|-Gu+Gy+1 ~Gu-Gy+1 ] 2|-G -G G- Gl
Grupo Gig

1 [_Cgo —Go+l G+ ] 1 [_CQGO —(p+1 G30 ~ G0 ]
2 ’ '

30 — G2 —C+ ¢+ 1 ~Co+Co G+l +l

Grupo Gy7

|:1 ] 1[ Go—Go+1 G+ ]
0 -1] 2] Goy-Go ~Coo + G+ 1
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Grupo Gig
18 _ +9 12, ~6 15, ~10 o /5 15, ~10 4 /5
1{=Goo =G+ 1 —Cao + Ceo 11 -Geo +Ge0 +Se0 —Ceo * Seo + Seo
12 6 18 9 ! 15 10 5 15 10 5 ’
2 60— C60 i+ Gt 1| 2] =G - G0 + ¢ Cad + Gao — Cho

Grupo Gig

[1 o] 1l-£+<&+1 $+g&—1]

0 1] 2[-qr el -G+l
1{%—@+1 —%w&]
2l R e Re
Grupo Gy

1f£+%+1 gw&ﬁ]

10, /5 10 _ 5
2 —Coo TG0+ 1 —Cgo —Coo+1
15 _ ~13 , ~11 _ +10 , +9 7 5 15 _ ~13 , ~11 , +9 7
1[_ 60 ~ S60 T G60 ~ G60 T Seo + Géo T Ggo — oo + 1 ~Ceo ~ Ge0  Seo + Seo T o ~ Ceo ]
15 13, 11, /9 o /7 15, A13 _ A11 _ /10 _ 9 _ 7 _ 5 :
2 ~Ce0 ~ 60 + C60 + Coo + Céo — 6o 60 + Gao — S0 — C60 — Ceo — Geo — Ceo * Ceo + 1
Grupo G9;
[1 O]
0 -1
15 ~13 , 11 _ 10 . 9 o /T o /5 15 ~13 , A1, +9 | /7
1[‘ 60 ~ S60 T S60 ~ S60 + Seo + Géo T Ggo — oo + 1 ~Geo ~ G60 T Se0 T Seo T G0 ~ Ceo ]
15 13 11 9 7 15 13 11 10 9 7 5 )
2 ~Co0 — 6o + Ceo + Coo + Céo — oo 60 + Gao — G0 — S0 — Ceo — Géo — Ceo * Ceo + 1
Grupo Gy

b o)

1[ ~C3o+ G + 1 €270_€250+C§0+1]
5 :

~Co0+Coo— oo+ 1 (50— Coo— 1
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A.2 Obtendo polinémios invariantes usando os pro-

gramas Magma e Singular

No Capitulo 2 deste trabalho, observamos que um mesmo grupo de reflexao pode
admitir diferentes representagoes. Com o auxilio do programa Magma ([4]; veja tam-
bém [5]), é possivel obter outro conjunto de geradores para esses grupos. A titulo de
curiosidade, faremos aqui um breve comentario sobre como o Magma pode ser uti-
lizado para encontrar tais geradores alternativos. Para isso, tomaremos o grupo Gy
como exemplo.

Na interface do Magma (veja [21]), digitamos o seguinte codigo para obter um con-

junto de geradores para o grupo Gy:

G:=ShephardTodd(4);
G;
S:=[g : g in G;

Ao submeter esse codigo, obtemos um conjunto de geradores para o grupo Gy,

apresentado da seguinte forma:

MatrixGroup(2, Cyclotomic Field of order 3 and degree 2) Generators:

B0
~G-1 110 ¢

Também ¢é possivel obter os polindémios invariantes do grupo (G4 a partir desses

geradores. Para isso, utilizamos o seguinte codigo:

G:=ShephardTodd(4);
R:=InvariantRing(G);
InvariantsOfDegree(R,4);

O primeiro “4” em ShephardTodd(4) refere-se ao indice do grupo G; na lista de
Shephard e Todd, ou seja, ao grupo G4. Ja o segundo “4” corresponde ao grau do
polinémio invariante que estamos consultando.

Resultando em:
1 1
x4+ §(8§3 +4)z3y - 222y% + 5(—8(3 - )y + yt

Calculando agora o polindmio invariante de grau 6, obtemos:
InvariantsOfDegree(R,6);
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a8+ (4¢ + 2)2dy - baty? - ba?yt + (-4 — 2)xy® + yb.

Portanto, o Magma mostra-se uma ferramenta 1til para, de forma pratica, obter os
geradores dos grupos de reflexao G; e seus respectivos polindmios invariantes.

Cabe destacar que também é possivel utilizar o programa Singular para determinar
os polinémios invariantes do grupo G4, por meio da biblioteca finvar.lib. A seguir,
apresentamos dois exemplos: o primeiro referente ao grupo G4 e o segundo ao grupo
Gg.

Inicialmente, carregamos a biblioteca finvar.lib, e em seguida definimos o anel e o

polindmio minimal.

> ring r=(0,a),(x,y),ds;
> minpoly=rootofUnity(12);

Agora precisamos explicitar os geradores do grupo G4 que sao dados por:

> matrix r1[2][2]=(-a2+a+1)/2,(a2+a-1)/2,(-a24+a+1)/2,(-a2-a+1) /2;
- matrix 12[2][2]=(-a2+a1)/2,(-a2-a +1)/2,(a2-a-1)/2,(-a2-a+ 1) /2;

Por fim, escrevemos o seguinte comando

list L=primary invariants(rl,r2);

O qual nos fornece trés entradas, mas apenas o L|1] apresenta os polinémios inva-

riantes do grupo, que sao::

L[1];
1, 1]=x4+(4a2-2)*x2y2+y4
_[172] :X5Y'Xy5

Portanto, x4 + (4a? — 2)22y? + y* e x5y — xy® sdo polindmios invariantes do grupo
(4. De maneira analoga, podemos aplicar o mesmo procedimento para qualquer outro

grupo. A seguir, ilustramos o caso do grupo Gs.

ring r=(0,a),(x,y),ds;

minpoly=rootofUnity(4);

matrix j1[2][2]=1,0,0,a;

matrix j2[2|[2]|=(1+a)/2,(-1+a)/2,(-1+a)/2,(1+a)/2;
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list L=primary invariants(j1,j2);
L[1];

_[1,1]=x8+14*x4y4-+y8
_[1,2]=x12-33*x8y4-33*x4y8+y12

Portanto, 28 + 14x%y* + 98 e 212 - 3328y* - 332%y® + y'2 sdo polindmios invariantes do
grupo Gg. Dessa forma, concluimos que os programas Magma e Singular se mostram
ferramentas tteis para a obtencao dos polinémios invariantes de um grupo. Dando
continuidade, na proxima secao apresentamos duas tabelas que contém as aplicagoes

de orbita e as ordens dos grupos de reflexao abordados nesta se¢ao.

A.3 Aplicacoes de 6rbita

Nesta se¢ao, nas tabelas e[A.2] descrevemos as aplicagoes de orbita dos grupos
de reflexdo de posto 2, a saber: Z, x Z,, Da,, e os grupos G; com i € {4,5,...,22}.
Esses grupos pertencem a classificacao de Shephard-Todd.

Na tabela , apresentamos as aplicacoes de orbita correspondentes aos grupos
Ly X Loy, Do € Gy com i€ {4,5,....,14,15}.

Tabela A.1: Aplicacao de d6rbita dos grupos de reflexao.

Grupo Aplicagao de orbita Ordem

Ly, % Loy, (z", y™) mn
Do, (zy, 2™+ y™) 2m
Gy (2 + 203222 + 4, 2By — 1) 24
Gs ((2* + 2iv/322y? + y*)3, 25y — zyP) 72
G (24 + 2i7/3a2y? + 4, (25y — xy°)?) 48
G~ (x4 + 2iv/322y2 + y1)3, (2By — 2y°)?) 144
Gs (28 + 1oty + 8, 212 - 3328y* — 33248 + y12) 96
Gy (28 + 1daty* + ¢8, (12 — 3328y* - 33x4y® + y'2)?) 192
G1o ((2® + 1ty + 48)3, 212 = 3328yt — 3324y + y12) 288
Gn ((28 + Mdaty* + y®)3, (12 = 3328y* - 33x4y8 + y'2)?) 576
G1o (zdy — P, 28 + 1daty* + y®) 48
G13 ((xPy —xyd)?, 28 + Mdaty* + y®) 96
Gy (xPy — xy?, (21? — 3328y* — 33x4y® + y12)?) 144
Gis ((2Py — 2y°)?, (212 — 3328y — 33x4y® + y12)?) 288
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Agora, na Tabela [A.2] descrevemos as aplicagoes de orbita dos grupos G; com

i€{16,17,...,21,22}. Para isso consideramos os seguintes polinomios:

f=xl2+ Exmgﬂ _ 33x8yﬂx6y6 — 33x48 + %xzymwm?

V5 V5

h = 120 1_8\/556181/2 — 1921694 — 152\/5x14y6 — 49421298 + g\/gxloyw

38
~49438912 — 152/5a6y14 — 192416 — 3\/51‘21/18 + 420,

(§]
i a2y Ex??yg . @x%gﬁ N @mmy? + 2001x21y9 _ @xlgyn + 12673$17y13
/5 25 V5 5 35 g
_12673$13y17 . @xﬂyw ~ 200133%21 ~ @$7y23 B 1769$5y25 . Exgyw oy
- Vi 75 NG 25 9v/5 '

Assim,

Tabela A.2: Aplicagao de orbita dos grupos de reflexao.

Grupo | Aplicacao de orbita | Ordem
Gie (h,t) 600
Gir (h,t?) 1200
Gis (h3,t) 1800
G1o (h3,t?) 3600
G (f,t) 360
Ga (f,t?) 720
G (f,h) 240

Para maiores detalhes sobre as aplicagoes de orbita de grupos de reflexao, consulte
[20].
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Apéndice B

Biblioteca no Singular para aplicacoes

de reflexao

Neste apéndice, apresentamos uma biblioteca que estd em desenvolvimento no pro-
grama Singular para calcular a curva dos pontos duplos de aplicagoes de grafico refletido
de (C2,0) para (C3,0). Agradecemos ao professor Dr. Aldicio Miranda pela ajuda no
desenvolvimento dessa biblioteca no singular.

Vamos considerar o grupo G4, com o objetivo de ilustrar o funcionamento do codigo.
Inicialmente, é necesséario carregar algumas bibliotecas do Singular, a saber: finvar.lib,
poly.lib, hnoether.lib e ring.lib. Recordemos que os geradores do grupo G sao expressos
em termos de uma raiz primitiva 12% da unidade. Por esse motivo, é preciso também
incluir seu polinémio minimal. De modo geral, isso pode ser feito com o comando
minpoly=rootofUnity(a), onde a representa uma raiz primitiva a-ésima da unidade.

No caso do Gg, temos a = 12.

proc DfG6(poly h)

option(noredefine);

LIB "finvar.lib";

LIB "polylib.lib";

LIB "hnoether.lib";

LIB "ring.lib";

string RingNameUser=nameof (basering) ;

execute("int E=ord\_test("+RingNameUser+")");

if (E!'=-1)
\{
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Dando continuidade & construcao do ambiente no Singular, apos definir o anel e
o polindmio minimal, passamos & inser¢ao dos geradores do grupo Gg. Vale lembrar
que, na equagao dos pontos duplos, é necesséario considerar todos os elementos do
grupo, exceto a matriz identidade. Para isso, solicitamos ao Singular que gere todos
os elementos do grupo por meio do comando list g=group reynolds(A,B), onde A ¢ B

sao os geradores do grupo Gg.

Em seguida, é necessario remover a matriz identidade da lista de elementos do

grupo. Para isso, utilizamos os seguintes comandos:

Agora, é necessario definir um novo anel, no qual possamos descrever a acao do

grupo G sobre o polindémio h.
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Por fim, substituimos em Prod as varidveis v e v por x e y. Em seguida, criamos

um novo anel e formamos o quociente desse novo Prod pelo jacobiano da aplicacao de

orbita. Vejamos:
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ideal Df= quotient(Df1, jac);

I)I'i1113 (IIII) ;

print("//The defining equation of D(f), where

$f (x,y)=((x5y-xy5) "2, x4+(4a2-2)*(x2y2)+y4, h(x,y))$, is given by:");

P)I‘illt)("") 0
print (Df);
I)I'i1113 (llll) ;

print("//The factorization of the equation of D(f) is:");

P)I‘illt)("") 0

factorize(Df[1]);

execute("setring "+RingNameUser) ;

//volta para o anel definido inicialmente pelo usudrio

exportto(Top,RingNameUser) ;

A seguir, apresentaremos um exemplo utilizando a biblioteca construida.

Exemplo B.1. No prompt do Singular, digitamos a biblioteca, ou seja, LIB “G6example.lib”;

Apos carregar o pacote colocamos os seguintes comandos:

ring r=0,(x,y
DIG6(x+2y);

),ds;

Milena Gama@DESKTOP-QRGJIOLB
$ singular

SINGULAR / Development
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  wversion 4.3.0
0<
by: wW. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Jan 2022

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern
> LIB "Gbexample.1ib"

// ** loaded /usr/Tocal/bin/.

> ring r=0,(x,y),ds;

> DFGB(x+2Vy);

W
%
%
drde
%
drde
%
dede
ik
dede
ik
W
%
W
%
%
drde
%

loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded
loaded

/usr/Tocal/bin/.
/fusr/Tocal/bin/.
/Jusr/Tocal/bin/.
fusr/Tocal/bin/.
/usr/Tocal/bin/.
fusr/Tocal/bin/.
/usr/Tocal/bin/.
/fusr/Tocal/bin/.
/usr/Tocal/bin/.
/fusr/Tocal/bin/.
fusr/Tocal/bin/.
/usr/Tocal/bin/.
/fusr/Tocal/bin/.
/usr/Tocal/bin/.
/fusr/Tocal/bin/.
/Jusr/Tocal/bin/.
fusr/Tocal/bin/.
/usr/Tocal/bin/.

./share/singular/LIB/G6example. 1ib (2024-12-22,3")

./share/singular/LIB/finvar.1ib (4.3.0.1,Feb_2022)
./share/singular/LIB/algebra.1ib (4.2.0.1,Mar_2021)
./share/singular/LIB/ring.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/primdec. 1ib (4.2.1.1,3ul_2021)
./share/singular/LIB/absfact.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/triang. 1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/random.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/polylib.1ib (4.2.0.0,Dec_2020)
./share/singular/LIB/inout.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/general.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/elim.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/matrix.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/nctools.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/polylib.1ib (4.2.0.0,Dec_2020)
./share/singular/LIB/hnoether.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/sing.1ib (4.2.0.2,May_2021)
./share/singular/LIB/primitiv.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)
./share/singular/LIB/ring.1ib (4.1.2.0,Feb_2019)

obtemos uma equagao para a curva de pontos duplos D(f) de f.
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//The defining equation of D(f), where f(x,y)=((x5y-xy5)A2, x4+(4a2-2)*(x2y2)+y4, h(x,y)), 1is gi
ven by:

49665417931935*x33+(-391459426375680a2+1301605049190186) *x32y+(-9712401879818568a2+1503043026880
0884)*x31y2+(-98125143021488688a2+97401317080751928) *x30y3+(-601187333869377664a2+38981911347552
4559)*x29y4+(-2669216066683283712a2+966032081076522170) *x28y5+(-9337977713346047648a2+1183650110
309444352)*x27y6+(-24585947056585879616a2-331027029017694080) *x26y7+(-35069119372579158272a2+292
6538668403497203)*x25y8+(64459823644212785664a2+51490130077250639426) *x24y9+(6509292369674621593
20a2+195045738500496236388) *x23y10+(2602263019412574597648a2+137323276317455289624) *x22y11+(7102
252514497520794240a2-1827212743633771420877)*x21y12+(13962725870664239339776a2-10243271879876054
168718)*x20y13+(17786161896925903710208a2-31700271369581056866128) *x19y14+(429738097731970239360
0a2-66990178947808159480352) *x18y15+(-45280436798399269524992a2-95375226932625320094723) *x17y16+
(-131900576595590903348224a2-65198271070656696202626) *x16y17+(-202129151647194683732760a2+809844
23039268231174524)*x15y18+(-132294542037129193298704a2+337367505411505875024104) *x14y19+ (2150240
51538192881802368a2+574386226612891034448381)*x13y20+(860116570059599712938240a2+580885596574167
047220686)*x12y21+(1604719190827652624603424a2+230893451227339930278912)*x11y22+(210147648541630
3651337280a2-361448395333580645443584)*x10y23+(2093806868616268999180032a2-884507216122854194878
847)*x9y24+(1618632804105571157705216a2-1068903512493071024925834) *x8y25+(9641571428330153399389
52a2-892383662589858671428180) *x7y26+(429341632666782934059824a2-549079923113405770543416) *x6y27
+(133229271134065777828224a2-250676957362347856028735) *x5y28+(23558181025032892786432a2-83043731
608131831417722)*x4y29+(-95960151883005769344a2-18994038825871295530416) *x3y30+(-112680936374897
5316736a2-2738588562639027749472)*x2y31+(-239425935912347258880a2-207909421105132058832) *xy32+(-
17148595610992435200a2-5095658071757092320) *y33

E também a fatoragao da D(f).

//The factorization of the equation of D(f) is:

[1]:

_[1]1=49665417931935
_[2]=x-3%y
_[3]=x+1/3%y
_[4]=x+(84/97a3-83/97a2-17 /97 a+78/97 )%y
_[5]=x+(2a3+a2-5a+4)*y
_[6]=x+(3/5a3+4/5)*y
_[71=x+(4/3a3-5/3a2+7/3a-2/3)%y
_[8]=x+(2a3)*y
_[9]=x+(48/37a3-31/37a2-1/37a+60/37 )%y
_[10]=x+(52/97a3-41,/97a2-29/97a+118/97 )y
_[11]=x+(12/13a3+7/13a2+17 /13a+24/13)*y
_[12]=x+(-4/3a3+1/3a2+5/3a-2/3) %y
_[13]=x+(-16/13a3+31/13a2-1/13a-20/13)*y
_[14]=x+(54/169a3+95/169a2-59,/169a+12/169) *y
_[15]=x+(126/169a3+109,/169a2-25/16%9a+28,/169) *y
_[16]=x+(2a3-5a2+a+4)*y
_[17]=x+(36/37a3-23/37a2-47 /37a-8/37)%y
_[18]=x+(-36/37a3-23/37a2+47/37a-8/37 )%y
_[19]=x+(-2a3-5a2-a+4)*y
_[20]=x+(-126/169a3+109/169a2+25/169a+28/169)*y
_[21]=x+(-54/169a3+95/169a2+59,/169a+12/169) %y
_[22]=x+(16/13a3+31/13a2+1/13a-20/13)*y
_[23]=x+(4/3a3+1/3a2-5/3a-2/3)%y
_[24]=x+(-12/13a3+7/13a2-17 /13a+24/13)*y
_[25]=x+(-52/97a3-41/97a2+29/97a+118/97 ) *y
_[26]=x+(-48/37a3-31/37a2+1/37a+60/37)*y
_[27]=x+(-2a3)*y
_[28]=x+(-4/3a3-5/3a2-7/3a-2/3)*y
_[29]=x+(-3/5a3+4/5) %y
_[30]=x+(-2a3+a2+5a+d)*y
_[31]=x+(-84,/97a3-83/97a2+17/97a+78,/97 )y
_[32]=x+2%y

[2]:

i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,1,2,1,1,2,1,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,3

A livraria para a matriz de apresentacao, baseada nos resultados deste trabalho,

estd em desenvolvimento em colaboracao com Penafort Sanchis, Aldicio Miranda e

demais colaboradores.
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