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Resumo

Neste trabalho, apresentamos variagoes de trés desigualdades classicas e investigamos
as constantes e expoentes 6timos envolvidos. No Capitulo 1, provamos uma versao
multilinear da desigualdade de Bohnenblust—Hille para indices uniformemente limita-
dos; no Capitulo 2, demonstramos desigualdades de Hardy—Littlewood para formas
m-lineares 1" : £, x---x{, — Knocaso1/pi+---+1/p, > 1, que até entdo nunca
havia sido investigado por questoes técnicas. Finalmente, no Capitulo 3, apresentamos

variacoes da desigualdade multipla de Khinchin.

Palavras-chave: Desigualdades de Bohnenblust—Hille; Desigualdades de Hardy—
Littlewood; Desigualdades de Khinchin; Operadores multiplo somantes; Formas multi-

lineares.
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Abstract

In this work we present variations of three classical inequalities and we investigate the
corresponding optimal constants and exponents. In Chapter 1 we prove a multilinear
version of the Bohnenblust—Hille inequality for uniformly bounded indexes; In Chapter
2 we prove Hardy-Littlewood like inequalities for m-linear forms 7" : ¢, x ---x{, —
K in the case 1/p; + -+ + 1/p,y > 1, which until then have never been investigated for
technical reasons. Finally, in Chapter 3 we present variations of the multiple Khinchin

inequality.

Keywords: Bohnenblust—Hille inequalities; Hardy—Littlewood inequalities; Khinchin

inequalities; Multiple summing operators; Multilinear forms.
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Introducao

Em 1923, A. Khinchin [46] provou que existe uma constante C' > 0 tal que, para

todo inteiro positivo n e qualquer sequéncia de escalares (a;)2,, tem-se

() e

0

n

Z ri(t)ai

=1

dt, (1)

onde 7; : [0,1] — R sdo as chamadas fun¢oes de Rademacher, r;(t) := sign (sin 2'rt).
Essa desigualdade, que surgiu no campo da Probabilidade e possui aplicacdes em Ana-
lise, ficou conhecida como desigualdade ({1, ¢5) de Khinchin (|19 p. 21]).

Dois anos depois, J. E. Littlewood [19, p. 23], possivelmente desconhecendo o
artigo de Khinchin, provou desigualdades semelhantes (veja [49] e [5I]). Dentre elas,
sua desigualdade (¢, ¢3), que garante a existéncia de uma constante C' > 0 tal que

n 2

) (Z |T(€z‘»€j)\2> <C-|T], (2

=1

~—

para toda forma bilinear 7" : (7 x ¢ — K e todo inteiro positivo n.

A partir da desigualdade ({1, /) de Khinchin e, aparentemente, desconhecendo
a desigualdade apresentada em 1930 por Littlewood, W. Orlicz |19, p. 24|, em 1933,
provou sua desigualdade (5, (1), a qual afirma que existe uma constante C' > 0 satis-

fazendo

> (Z |T(€z»6j)\) <C-|T], (3)

j=1 \i=1
para toda forma bilinear 7" : ¢ x {2 — K e todo inteiro positivo n. Sabe-se que as
desigualdades , e sao equivalentes, ou seja, é possivel provar uma assumindo
qualquer outra verdadeira (veja [I9 p. 25]).



Em 1930, respondendo a um questionamento do seu professor P. J. Daniell sobre

a existéncia de certas fungdes de variagao limitada, Littlewood [50] provou que

(Z IT(euej)|§> < V2|1, (4)

ij=1
para toda forma bilinear T": £, x ¢, — K e todo inteiro positivo n. Essa desigualdade
ficou conhecida como a desigualdade 4/3 de Littlewood. Acima, o expoente 4/3 é 6timo,
isto &, se r < 4/3, entdo nao existe constante C, sem depender de n, que satisfaga a
desigualdade 1

n ;

(Z \T<€u€j)!T> <,
ij=1

para toda forma bilinear 7': (% x {2, — K e todo inteiro positivo n. Sabe-se que
V2 ¢ a constante 6tima no caso real (veja [38]) mas o valor exato da melhor constante
satisfazendo ainda é um problema aberto no caso complexo. Aparentemente, o
melhor que se sabe a respeito da constante 6tima do caso complexo é que ela pertence
ao intervalo [1,2/+/7] (veja [79], por exemplo).

No ano seguinte, com o objetivo de resolver o problema da convergéncia absoluta
de Bohr (confira [35] para mais detalhes), H. F. Bohnenblust e E. C. Hille [21] gene-
ralizaram a desigualdade 4/3 de Littlewood para formas multilineares, provando que
existe uma constante 6tima Bﬁ‘;ﬂf > 1 tal que

m+1

n 2m
( Z |T(6i17"'7€i7n) 'm+1> S Bﬂrél,l;}lt HTH ) (5)

1 im=1

para toda forma m-linear T": ¢ x---x /{2 — Ke todo inteiro positivo n; e que o0 expo-

2m
m+1

A desigualdade em ficou conhecida como a desigualdade de Bohnenblust—Hille e

ente é 6timo no mesmo sentido que o expoente da desigualdade 4/3 de Littlewood.

possui sua versao polinomial, que também foi provada em [2I]. Além das diversas apli-
cacoes das estimativas de B(rcrf‘;,it em Analise, tais como Teoria dos Operadores, Analise
Harménica, Analise Complexa, Analise de Fourier e Teoria Analitica dos Numeros
(veja [34] e suas referéncias), o crescimento exato das constantes Bg's' é importante
em Teoria de Informagao Quéntica (veja, por exemplo, [50]).

. . . m+1 _m—1
Originalmente, Bohnenblust e Hille mostraram que Bgﬁ < mﬁ2T; outras

limitacoes superiores foram obtidas em [31], [45] e [79]. Em 2012, foi mostrado em



[39] que as constantes Otimas tem, no maximo, crescimento subexponencial. No ano
seguinte, em [62], foi provado que essa estimativa é subpolinomial. As melhores cotas

superiores de BEPW' conhecidas até hoje foram apresentadas em 2014 no artigo [17],

, M

onde foi provada a existéncia de uma constante C' > 0 tal que

mult 1—y mult 2-log2—n
B, <Cm'z e By <Cm 2,

sendo 7 a constante de Euler-Mascheroni. Mais precisamente, foi provado em [17] que
m 1 5
—=<]
Bt < Ilr (2 - —,>
! 112 ;

B]gl,;lrlf < HZ%%Q’ quando 2<m <13,

j=2
m F<§ _ l) 2-2j
446381 _m 3 -
Bﬁ{?%t < 2755440 2 (Tj s quando m > 14.
’ m
j=14

No caso complexo, temos conhecimento apenas da estimativa inferior trivial BRI > 1.

Até 2014, as melhores cotas inferiores para o caso real também eram as triviais. No

1

entanto, em [38], foi mostrado que Bﬁf‘;}f > 217w, Essas sdo as melhores limitacoes
inferiores que se conhece; em [71, Universality Conjecture|, foi conjecturado que as
constantes otimas no caso real sio exatamente 2!~ m. Observe que encontrar a constante
6tima Bkﬁﬁt da desigualdade de Bohnenblust—Hille ¢ equivalente a resolver, para

cada n inteiro positivo, o seguinte problema de otimizacao:

m—+1

Bim' (n) = sup (Z \T(em...,eim>rﬂl> 7 (6)

TEBL(mgg,o>

i1 yeenrim =1
onde L(™{2)) é o conjunto das formas m-lineares T : (7, x --- x {7 — R. Nesse caso,
Bt = sup,, Bg'wt(n).

Como aplica¢ao do Teorema de Krein-Milman (veja, por exemplo, [81, Chapter
8]), o supremo em (@ pode ser tomado apenas no conjunto ext(Bgmem )) dos pontos ex-
tremos da bola By mn ), que é um conjunto finito (veja [30, Theorem 15]). Dessa forma,
o problema de encontrar as constantes 6timas da desigualdade de Bohnenblust—Hille
pode ser resolvido estudando a geometria da bola Brmen ) e seus respectivos pontos

extremos. Em [30, p. 12|, foi apresentado um algoritmo que permite encontrar todos os



pontos do conjunto ext(Bgmn )), solucionando assim, pelo menos formalmente, o pro-
blema das constantes da desigualdade de Bohnenblust—Hille para o caso real truncado.
Posteriormente, em [85], esse algoritmo foi implementado no Software Mathematica por
F. Vieira Costa Junior, inclusive, para o caso particular m = n = 3, foi corroborada a
conjectura universal de [71], p. 4].

Em 1934, G. H. Hardy e Littlewood [44] forneceram uma versao da desigualdade
4/3 de Littlewood, trocando-se os espacos ¢, x {7 por y x £y, para certos valores de
p,q € (1,00]. Eles provaram que se 0 < %+% < %, entao existe uma constante C’Eq >1

satisfazendo

(Z T (i, e5)**(5+4)

1,j=1

< T,

Sl

para toda forma bilinear T': £ X £ — K e todo inteiro positivo n; e o0 expoente

1

5 < % + é < 1 foi provada a existéncia de

— A4 ___ & 6timo. Ja para o caso em que
3—2(1+1)

P q
uma constante ng > 1 tal que

n o N\ Gr)
(1.1
(Z T (es, €;)] (”+q)> < Dy, IIT1l,

ij=1
para toda forma bilinear T': £} x ¢ — K e todo inteiro positivo n. Assim como
anteriormente, o expoente ﬁ também é 6timo.

Em 1981, T. Praciano—Pereira [77] generalizou uma das desigualdades de Hardy—
Littlewood para o caso multilinear, provando que: se m > 1, p = (p1,...,Pm) €

(L,oo]™e 0 < < %, entao existe uma constante 6tima Cﬂip > 1 que satisfaz

1
P
m+172| %|

n 2m 2m
( Z |T(6i1a'~~>€im> m+12’p|> S OBfL,pHT”7 (7)

i1y tm=1

para toda forma m-linear T": £ x --- x £ — K e todo inteiro positivo n. Observe
que escolhendo p; = - - - = p,, = > a desigualdade de Bohnenblust—Hille é recuperada.

Os valores exatos das constantes C}f;p ainda sao desconhecidos. Esses valores e o

comportamento assintético da sequéncia (Cﬂip);’le possuem aplicagoes em Matematica
e em Fisica (veja [56]). Em [77], Praciano—Pereira mostrou que CX = < (v2)m~1,
Alguns trabalhos foram desenvolvidos com o objetivo de melhorar essas estimativas.

Em 2014, foi mostrado, em |13, Theorem 1.1}, que C}ip < (U(K))z(m_l)%’(Bﬁgﬂlt)l_zlﬂ,



onde o(R) = v/2 e ¢(C) = %r; essa & a melhor cota superior que se sabe. Em [11],
Theorem 1.2|, foi mostrado que, no caso real e quando p; = -+ = p,, = p, se tem
C}fl,p > 1 (veja também [24]); para os outros casos, aparentemente, nao se conhece
limitagoes inferiores diferentes das triviais, isto é, C}fhp > 1.

A outra desigualdade de Hardy-Littlewood s6 foi generalizada em 2016 por V.
Dimant e P. Sevilla—Peris [37]. Eles provaram que para m > 1, p = (p1,...,pm) €

(1,00]™ e

% < ‘%‘ < 1, existe uma constante 6tima D}fw > 1 satisfazendo

n 1 1-|3|
-1
( S I T(ens . el |p|> < DE_||T|I, (8)

i1y =1
para toda forma m-linear 7" : £ x --- x £y — K e todo inteiro positivo n. Além
disso, Dﬁp < (v/2)™1. Descobrir estimativas melhores para as constantes em (8 tem
chamado a atencao de alguns pesquisadores (veja [9], [27] e [59]). Em [4, Theorem
3.3, estabeleceu-se que D, & < 9m=1(1-[3]) (veja também [9, Theorem 2.2| para um

< 1, ainda nao

resultado mais geral). Para p = (p1,...,pm) € (1,00]™ tal que 5 < %
se conhecem cotas inferiores diferentes das triviais D,Hf;,p > 1. No caso particular em
que 1 < p; < 2, para algum i € {1,...,m}, foi mostrado, em [9, Corollary 2.3], que
DY » = 1; um caso mais restrito ja tinha sido provado em [14, Theorem 3.2]. Em [27],

foi provado que DX < DK

m?pl m7p2

sempre que m < p; < py < 2m e que Dy, < DE
desde que m+ 1 < p < 2m.

Os expoentes das desigualdades de Hardy-Littlewood em @) e em sao 6timos
no sentido que se os diminuirmos, nao existira desigualdade de modo que a constante
nao dependa de n. No entanto, olhando essas desigualdades sob o ponto de vista
dos operadores miltiplo somantes, como no [72, Theorem 3.2| (essencialmente provado
em [74, Corollary 3.20]), podemos analisd-las em uma nova vertente, explorando os
expoentes no sentido anisotropico, isto é, variantes com expoentes associados a cada
indice eventualmente diferentes. Em 2017, com a publicacao dos artigos [7], [14], [16]
e [72], novos teoremas de inclusdao para operadores multiplo somantes vieram a tona
e contribufram para um melhor entendimento das desigualdades de Hardy—Littlewood
(veja, por exemplo, [27] e [59] e suas referéncias).

Em todas as desigualdades apresentadas é natural avaliar a otimalidade dos re-

sultados sob dois aspectos: os expoentes e as constantes. No caso dos expoentes, existe



ainda a Otica relacionada a busca de expoentes mistos (ndo necessariamente iguais)
6timos e suas respectivas melhores constantes. De modo geral, este trabalho investiga
a otimalidade em diferentes perspectivas: no Capitulo 1, as constantes de variantes
das desigualdades de Bohnenblust-Hille multilinear e polinomial; no Capitulo 2, os

expoentes mistos de desigualdades de Hardy-Littlewood para o caso (até entdao nao

investigado) > 1 e, no Capitulo 3, as constantes de desigualdades do tipo Khinchin

1
P
e do tipo Kahane.

Além das desigualdades classicas de Bohnenblust—Hille para polinémios e formas
multilineares, alguns autores tém estudado essas desigualdades para algumas classes
restritas. Por exemplo, a desigualdade de Bohnenblust—Hille multilinear para formas
unimodulares (quando os coeficientes sdo 1) foi estudada por D. Pellegrino e E. Tei-
xeira em [71] e a desigualdade de Bohnenblust-Hille para polinémios com indices em
cada monomio uniformemente limitados foi estudada por D. Carando, A. Defant e
Sevilla—Peris em [20] e, posteriormente, por M. Maia, T. Nogueira e Pellegrino em [53].

No Capitulo 1, revisitaremos as desigualdades multilineares e polinomiais de
Bohnenblust—Hille e provaremos algumas novas propriedades, principalmente consi-
derando classes restritas de formas multilineares e de polinémios. Nosso principal
resultado deste capitulo ¢ uma versao multilinear de um teorema devido a Maia, No-
gueira e Pellegrino [53]. Mais precisamente:

Teorema 1 Sejam m e M inteiros positivos, com M < m. Entao existe uma constante

universal ny > 1 tal que

m—+1
2m
2m
> T(€irs oy € )| < T,
card{i,....im } <M
. , P . BR c
para toda forma m-linear continua T': co X --- X ¢g —> K. Além disso, se B,, ,; € a

constante otima do caso real, entdo

. . =R . —R M+1
2 < hmmemM < hmsumeM <M 2“, se M > 3,

m—ro0

m—ro0
V2 < liminf?i u < limsup?i v < V8, se M =2.
m—>00 ' m—s00 ’

O contetudo deste capitulo foi publicado em

e D. Paulino, D. Pellegrino, J. Santos, Remarks on the Bohnenblust—Hille inequa-
lities. Port. Math. 76 (2020), no. 3—4, 395-406.
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Como ¢é conhecido, existe uma forte relacdo entre as desigualdades de
Hardy-Littlewood /Bohnenblust-Hille e a teoria dos operadores multiplo somantes. Sa-
bemos que as primeiras podem ser interpretadas como resultados de inclusao da dltima,
veja [72, Theorem 3.2|, por exemplo. Olhando sob essa perspectiva, a desigualdade 4/3
de Littlewood pode ser vista como o inicio da teoria dos operadores multiplo somantes.

A nocao de operadores lineares absolutamente somantes teve inicio com os traba-
lhos de A. Grothendieck na década de 1950. Posteriormente, A. Pietsch [75] introduziu
o conceito de operador absolutamente p-somante e B. Mitiagin e A. Pelczynski [55]
generalizaram a defini¢io para operadores absolutamente (r,p)-somantes. Em 1968,
E. Lindenstrauss e Pelczyniski [48] reescreveram o Résumé de Grothendieck de uma
forma mais compreensivel, contribuindo para deixar os operadores somantes em desta-
que. Desde entao, o tema tem constituido um vasto campo de pesquisa em Teoria de
Espacos de Banach. Uma das mais relevantes extensoes dos operadores absolutamente
somantes para o contexto multilinear é a nocao de operadores miiltiplo somantes, in-
troduzida, independentemente, em 2003,/2004 por M. C. Matos e D. Pérez-Garcia (veja
[54] e [78]). Para outros conceitos relacionados, indicamos [23].

Além do proprio interesse na teoria dos operadores miltiplo somantes, resulta-
dos de inclusao e de coincidéncia tém fortes aplicacoes nas desigualdades de Hardy—
Littlewood; em [27], por exemplo, foi mostrado que a desigualdade de Dimant e
Sevilla—Peris é uma consequéncia da desigualdade @ de Praciano—Pereira. No Capi-
tulo 2, inspirado no resultado de inclusao para operadores multiplo somantes de N.
Albuquerque e L. Rezende |7, Theorem 3|, provaremos uma versdo mais geral desse

teorema, o qual pode ser assim enunciado:

Teorema 2 (Teorema de Inclusado estendido) Sejam m wm inteiro positivo, r €

[1,00] e p,q,s € [1,00]™ tais que qx > px, para k =2 ..., m. Seq > p; e

SRR

r P q

ou seq >p1 e
el la
Z_|= ~1>0
r P q

entao

(o) (X1, X ¥V C IR ) (X X V),



para quaisquer espacos de Banach X4, ..., X,,,Y, com

1 ‘ 1 1 ‘ 1
Sk Q> T P Zk’
para k=1,...,m; e o operador inclusao tem norma 1.

Como corolario do Teorema de Inclusao estendido, provaremos uma desigualdade
de Hardy-Littlewood no sentido anisotropico para o caso p = m (que chamaremos de
caso critico) e, usando uma técnica diferente e o resultado principal de [7], provaremos
um resultado analogo, mas com expoentes e constantes melhores. Nosso resultado

principal do Capitulo 2 é:

Teorema 3 Para todo m > 2, temos

Sm—1 Sn 2

n n Y s3
m—=2
sup [ > | D] T (e L <2 T, (9)
Isasn \ 201 im=1
para toda forma m-linear T': 0 x --- x £ — K e todo inteiro positivo n, com
2m(m — 1)
Sp = ————————
" omk—2k+2°
para k = 2,...,m. Além disso, a norma do supremo nao pode ser trocada por uma

p-norma (com p < o0), S5 = m € dlimo e, para m > 2, 0s erpoentes otimos Sy

satisfazendo (@ sao tais que
m

>
e EoT

O teorema anterior foi o primeiro a apresentar uma desigualdade de Hardy-

Littlewood para formas m-lineares T": £ x --- x £ — K quando

1 1

—+--+—2>1 (10)
b1 Pm

Esse caso (que sera chamado de supercritico) foi ignorado no passado por razoes téc-

nicas e possui muitos problemas a serem resolvidos. Até entdo, os pesquisadores se

detiveram a investigar as desigualdades de Hardy—Littlewood somente para formas

m-lineares definidas em espagos £ X --- x £} satisfazendo

1 1
— b — <L (11)
y4! Pm



Neste capitulo, apresentaremos também resultados que permitem associar desigualda-
des de Hardy-Littlewood para espacos do tipo com outras para espacos satisfa-
zendo e vice-versa. Com isso, apresentaremos algumas desigualdades de Hardy—

Littlewood no caso supercritico. Dentre os resultados, provaremos:

Teorema 4 Sejam m > 2 inteiro, p € (1,2m], k := min{z € {0,1,...,m —1} : p >
m—zxz}teA={ie{l,....,m—1}:i < k}. Entao existe uma constante C > 1 (nao
dependendo de n) tal que

n q

sup § ’T(ejm"'aejm)’q < CHTH7
Jii€A \ .
.]k+17"'7jm_1

para toda forma m-linear T : {7 x - - x £ — K e todo inteiro positivo n, se, e somente

se,
p

p—(m—k)

Além disso, nenhum supremo pode ser melhorado.

q=

Ainda no Capitulo 2, apresentaremos condicoes necessarias e suficientes para os
expoentes satisfazendo o Teorema |3[ quando m = 3 , mais precisamente:

Corolario 1 Para toda forma 3-linear T : 05 x (5 x {3 — K e todo inteiro positivo

n, existe uma constante C' > 1 (nao dependendo de n) tal que

1
a2 4L q1

z”: Zn: (i IT (es,, €y, €i3)|q3) h <C|T|

i1=1 \i2=1 \iz=1
se, e somente se, qg = 00, g2 > 3, q3 > 3/2 € qi2+i < %,

Analisaremos também a constante do corolario anterior quando consideramos expoentes
que nao satisfazem as condi¢oes 6timas. Os resultados principais do Capitulo 2 podem

ser encontrados também nos artigos:

e D. Paulino, Critical Hardy-Littlewood inequality for multilinear forms. Rend.
Circ. Mat. Palermo, I1. 69 (2020), 369-380.

o D. Ninez—Alarcon, D. Paulino, D. Pellegrino, Super-critical Hardy—Littlewood

inequalities for multilinear forms. An. Acad. Brasil. Ciénc., to appear.



E indiscutivel a importancia da desigualdade de Khinchin no estudo das desigual-
dades de Bohnenblust-Hille e Hardy-Littlewood; os artigos [4], [13], [30], [35], [59], [67]
e [71] sao alguns dos muitos trabalhos que evidenciam tal relevancia. A desigualdade
de Khinchin foi obtida em 1923 por Khinchin [46] e garante que, para qualquer p > 0,

existem constantes A,, B, > 0 tais que

1

A <§;a2> < /

0

n p

Z r; (75)(1Z

=1

g n 3
dt| <B, (Z |ai|2> , (12)
=1

para toda sequéncia de escalares (a;);_, e todo inteiro positivo n. Acima,
r; + [0,1] — R sdo as chamadas fungoes de Rademacher, onde 7;(t) := sign (sin 2'rt).
Em [82] foi provado por Szarek que A; = (\/5)_1 é otima, solucionando um problema
de longa data colocado por Littlewood [43|. Mais tarde, U. Haagerup em [42] sim-
plificou a abordagem de S. Szarek e forneceu as constantes 6timas para p # 1 (veja
também [47], [83)] e [86]).

A desigualdade também apresenta versao para somas multiplas. O caso
bilinear real pode ser encontrado em [52, Chapter IX, Problem 3.6 e o caso complexo
em [32L p. 455|. Os trabalhos desenvolvidos em [I3, Theorem 1.1] e em [35] sdo
exemplos da utilidade e aplicabilidade da versao miltipla da desigualdade de Khinchin:

para quaisquer inteiros positivos m,n e escalares a;, .., t1,...,%4m = 1,...,n, temos
1
n 2
2
( > aiinl ) (13)

i1yeeyim=1
. :
dty--- dtm) .

<A ( /
[071}'m

Ao Capitulo 3, reservaremos algumas abordagens referentes a desigualdade de

n

Z Qi i Tin (81) = i (B

i1 eim=1

Khinchin miltipla, apresentaremos variantes da desigualdade em quando troca-
mos a norma {5 do lado esquerdo por uma norma ¢,, com 0 < r < 2 e, posteriormente,
com r > 2. Nessa perspectiva, investigaremos as constantes dessas nossas versoes e
apresentaremos resultados analogos considerando a desigualdade de Kahane [36, The-
orem 11.1, p. 211|. Dentre outros resultados, provaremos o seguinte:

n

Teorema 5 Sejam m e n inteiros positivos e (ailwim) uma sequéncia de es-

ilv---vimzl

10



calares reais. Se r € (0,2), entdo existe uma constante Cy,,, > 0 tal que

1
n T
( > ai... z'm|r>
01yeeytm=1
< Co G0 ([
[0,1]™

€ 0 expoente m (l — l) € otimo.
r 2

n

D i im0 ()

i1yeim=1

. :
dty--- dtm>

O contetdo deste capitulo foi publicado em

e D. Pellegrino, D. Santos, J. Santos, Optimal blow up rate for the constants of
Khinchin type inequalities. Quaest. Math. 41 (2018), no. 3, 303-318.
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Notacao e terminologia

Nesta tese, K denotaréa o corpo dos niimeros reais (R) ou dos niimeros complexos
(C). As letras X e Y, com ou sem indices, representarao espagos de Banach sobre o
corpo K. O dual topologico de X e sua bola unitaria fechada serao denotados, respec-
tivamente, por X* e By~. Para p € [1,00]™ e para cada k € {1,...,m}, seguiremos a

notacao usual e definiremos

1 1 1
— = __l_..._f__‘
>k Dk Pm

p

Quando k = 1, escreveremos ‘%) para representar ‘%) . E, aqui, estamos adotando a
>1

convencgao é =0 e r* denotara o conjugado de r, o qual é definido por
—=1-=.
r* T

O conjunto de todas as sequéncias = := (z;)52,, com x; € X, tais que

ol = (Z ||xi|rp>p < oo (14

é chamado espaco das sequéncias p-somaveis em X e serd representado por £,(X), e o

conjunto de todas as sequéncias z := (z;)%,, com z; € X, tais que

P

][, == sup (ZI@(%)VD) < 00 (15)
PEBx- \ =1

é chamado espaco das sequéncias fracamente p-soméaveis em X e serd representado por
£y (X), com p € [1,00). Sabemos que £,(X) (resp. £;(X)) é um espago de Banach com
a norma definida pela expressao (resp. ) O espaco de todas as sequéncias



r = (x;)32,, com z; € X, limitadas sera representado por {(X), o qual é de Banach

com a chamada “norma do supremo”
[2]|oo := sup |||
(2

No caso em que X = K, usaremos apenas {,, (resp. £,;’) em vez de {,(K) (resp. £;'(X)),
p € [1,00), e l para representar (o, (X). A notagao (] representard o espago K" com
a norma definida em , se 1 < p < oo, ou com a norma do supremo, se p = o0.

Por ¢y denotaremos o espago de todas as sequéncias reais (a;)32, tais que
jli_r)noo a; = 0, o qual é de Banach munido com a norma do supremo. O espago ve-
torial de todas as transformagoes 7' : X; X --- x X,, — Y lineares e continuas sera

denotado por £(X1,...,X,n;Y) e munido com a norma do supremo, definida por
11| = sup{lT (@1, ..., )| 25 € Byyyi = 1,...,m};

tornando-se, assim, de Banach. Para mais detalhes sobre a teoria de operadores mul-
tilineares em espagos de Banach indicamos [57]. Para maior comodidade do leitor,
lembramos também que o dual topologico de ¢y, denotado por (cg)”, é isometricamente
isomorfo ao espaco das sequéncias absolutamente somaveis ¢, e, para p € (1,00), {, &
isometricamente isomorfo a (¢,)* (veja [22]).

Seguindo as notagoes de [44], os espagos £, X -+ X £, . com P = (p1,...,Pm) €

1

[1, 00]™, serdao descritos como espacos do tipo «, quando o = 1; ou do tipo 3, quando

< 1.

1
P

A cardinalidade de um conjunto X serd representada por card(X). Usaremos
também a notagao |z | para representar o maior inteiro menor do que ou igual a z, i.e.,
|z] =max{n € Z | n < z}.

Uma funcao P : ¢y — K é um polindmio m-homogéneo continuo quando existe

uma forma m-linear continua P: ¢y X --- X ¢g — K tal que P(z) = P(x, ..., x) para
todo = € ¢y. Para uma sequéncia a = («;)2; em N U {0} definimos |a| := > a; e
também z® := [[, z7". Usaremos a notacdo c,(P) para representar o coeficiente do

monomio r.
Para r,p > 1, um operador linear 7' : X — Y ¢é dito absolutamente (r;p)-

somante se existe uma constante C' > 0 tal que

1

(_Z T (%)II’”) <c (@)l

13



para todo inteiro positivo n e para toda sequéncia (z;)52, em £(X).
E conveniente relembrar a versio anisotropica de operadores multiplo somantes
(os conceitos bésicos desta teoria sao esbogados em [8]): para r,p € [1,00]™, um

operador m-linear 7" : X; x --- x X,,, — Y & multiplo (r;p)-somante se existe uma

constante C' > 0 tal que para toda sequéncia z\9) := (m@

i Jijen,j =1,...,m, vale que

1
r =
"Tm—1 -1 1

21 G0 ol YN
im=1

i1=1

S
M)

, (16)

o
j=1

(),
7 /=1

para todo inteiro positivo n. Quando r; = oo, consideramos a norma do supremo em

w,pj

vez da respectiva norma ¢,.. A classe dos operadores miltiplo (r; p)-somantes ¢ um
espaco de Banach com a norma definida pelo infimo de todas as constantes satisfazendo
(16). Seguindo as convencoes usuais, o espaco de tais operadores serd denotado por

Hm

(r,p)(Xl, ooy X3 Y). Quando r; = -+ =1, = 1, escrevemos (r;p) em vez de (r;p).

Durante todo o texto, Bﬁg}‘}f e Bﬂiiln representarao as constantes 6timas das de-
sigualdades de Bohnenblust-Hille para formas m-lineares T : ¢y X -+ X ¢g — K
e para polinémios m-homogéneos P : ¢y — K, respectivamente. J& a notacao

Dﬁlflvp,q indicard a constante 6tima da desigualdade de Hardy—Littlewood para formas

T : 4l x x4, — Kquando 5 <

1

< 1 e para expoentes q = (q1,. -, Gm)-

1

Trocaremos DX por CX _  quando 0 < < 5. Usaremos simplesmente DY,

m,p,q m,p,q 2
-1
quando ¢4 = -+ = ¢, = (1 — i ) e DY, quando, além disso, py = -+ = pp = p.
K . _ . _ _ 2m K : :
Analogamente, usaremos Cy, , quando ¢ = -+ = g, = P e Cp, , se, além disso,
P
pr="""=pn=p.
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Capitulo 1

Desigualdades de Bohnenblust—Hille

Neste capitulo, revisitaremos as desigualdades multilineares e polinomiais de
Bohnenblust—Hille e provaremos novas propriedades. O capitulo esta dividido em trés
secoes. Na secao 1, apresentaremos resultados ja obtidos sobre essas desigualdades
para formas e polindmios com alguma restricao e provaremos uma relacao entre as
constantes Otimas das desigualdades de Bohnenblust—Hille polinomial e multilinear.
Na se¢do 2, imitaremos a prova do [53, Theorem 1.2| para apresentarmos um resultado
mais geral da desigualdade de Bohnenblust—Hille para polinémios uniformemente limi-
tados. Na secao 3, apresentaremos o nosso resultado principal do capitulo: uma versao
multilinear de um resultado devido a Maia, Nogueira e Pellegrino [53]. Este capitulo é

essencialmente o artigo

[65] D. Paulino, D. Pellegrino, J. Santos, Remarks on the Bohnenblust—Hille
inequalities. Port. Math. 76 (2019), 395-406.

1.1 Observagoes sobre desigualdades de Bohnenblust—

Hille com restricoes

A desigualdade 4/3 de Littlewood [50], provada em 1930, afirma que

(Z IT(ei,ej)|§> < V2|1, (1.1)

4,j=1



para toda forma bilinear continua 7 ¢y X ¢¢ — K; e o expoente 4/3 é 6timo. No
caso real, a constante /2 & 6tima (veja [38]). A desigualdade (1.1)) foi talvez um dos
principais pilares do inicio de muitas outras importantes para formas multilineares, tais
como a desigualdade de Bohnenblust—Hille [21], de 1931. Em notagbes modernas, ela

afirma que para todo m inteiro positivo, existe uma constante 6tima Bﬁg‘;ﬂf > 1 tal que

m—+1

(o) 2m
2m_ mu
( > |T<ez-1,---,eim>|m+l> < BT (1.2)

11, ytm=1

para toda forma m-linear continua 7T": ¢y X - - - X ¢g — K. Além disso, o expoente nzl—Tl
PR . ~ mult m4l m—1
é 6timo, ou seja, nao pode ser trocado por um valor menor, e Bt < m2m 272 .

Essa desigualdade surgiu com o intuito de resolver o Problema da Convergéncia
Absoluta de Bohr, que consiste, basicamente, em determinar a largura méxima L de
uma faixa vertical do plano complexo, na qual a série de Dirichlet ) a,-n~* converge
uniformemente, mas nao absolutamente. Em 1913, Bohr ja tinha provado que L <
1/2. Em 1931, Bohnenblust e Hille, a partir de sua desigualdade, mostraram que
L = 1/2. Para detalhes historicos a respeito do problema, e algumas demonstragoes
da desigualdade de Bohnenblust-Hille, indicamos [35].

Alguns anos depois, outras estimativas superiores foram obtidas para a constante
Bt de , por exemplo: [31] (1973), [45] (1978) e [79] (1995). Na tltima década,
varios trabalhos buscaram melhorar essas estimativas ou até mesmo descobrir o com-
portamento assintotico da sequéncia (Bg's'),, tais como, [17], [58] e [69]. Em [39]
(2012) foi mostrado que as constantes 6timas tém no maximo crescimento subexpo-
nencial. No ano seguinte, houve grande avango nessa dire¢do quando [62] mostraram
que essa estimativa é subpolinomial. Os valores exatos das constantes Bﬁfj ainda sao
desconhecidos e bastante importantes para aplicagoes no campo da Fisica e da Ma-
teméatica, como em Anélise Combinatoria e Teoria da Informacao Quantica, algumas
dessas aplicabilidades podem ser encontradas em [10], [I5] e [56] e suas referéncias.

No caso complexo, temos conhecimento apenas da estimativa inferior trivial
B&‘#f > 1. Até 2014, as melhores cotas inferiores para o caso real também eram as
triviais, no entanto, em [38|, foi mostrado que Bﬁ;ﬂf > 21=% . Desde entao, nao houve
melhoria nessas limitacoes inferiores. J& as menores cotas superiores para as cons-

tantes da desigualdade de Bohnenblust—Hille multilinear foram obtidas por Bayart,
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Pellegrino e Seoane-Septlveda em [17, Corollaries 3.2 e 3.3|, onde foi provado que

existe uma constante C' > 0 que satisfaz

2—log2—~

BR < OmT e BMUb<optTE (1.3)

m - — m . —

onde v é a constante de Euler-Mascheroni. E bem sabido que a constante C' = 1,3 sa-
tisfaz 1} (veja [29]); numericamente, 1_77 ~(,211392 ¢ 2_10# ~ 0, 36482. Avancos
recentes sugerem que as estimativas acima estao longe de serem 6timas; conjectura-se
que para escalares reais, as constantes 6timas sao surpreendentemente Bﬁ‘#f = 2l-1/m
e, no caso complexo, por vezes, conjectura-se que as constantes Otimas sao as trivi-
ais (veja |85] e suas referéncias). Em [30], a partir do estudo da geometria da bola
Bpr(men ) e dos seus respectivos pontos extremos, foi apresentado um algoritmo que per-
mite resolver, ao menos formalmente, o problema das constantes 6timas no caso real
truncado.

A versao polinomial da desigualdade de Bohnenblust-Hille, também apresentada

em [2I], em notagoes atuais, afirma que existe uma constante 6tima Bﬂi?}n > 1 tal que

m—+1
2m
2m
£ pol
> [calP)|m < Byl Pl
|lal=m
para todo poliné6mio m-homogéneo continuo P : ¢g — K, e o expoente WZL—Z’:l é otimo.

Obter limitagoes para as constantes Bﬂi?;q também tem chamado a atencao de alguns

pesquisadores. Em 2011, Defant et al. [33] provaram que

. 1 m—1
B < 2% (1 + —) Vm

m—1

e isso implica que existe C' > 1 tal que B(E(;ln < O™, para todo m. Em 2014, [I7,
Corollaries 5.3 e 5.4], foi provado que, para qualquer € > 0, existe k > 0 tal que, para
todo m > 1,

B <k (l+e)".
E essa nova estimativa foi usada, ainda em [I7, section 6|, para mostrar que o com-
portamento assintético exato do raio de Bohr m-dimensional é %. No caso real,
veja [25], temos

B, < (2+¢)",
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para qualquer € > 0. Em relac@o as estimativas inferiores, sabemos (veja [25] e [60])

que

1 233\
B > (142" > 1 e BY > <\—\/g> > (L17)™

Observando as limitacoes superiores para as desigualdades de Bohnenblust—Hille
polinomial e multilinear, parece natural esperar que B‘““lllt < BpOl para todo m. No
entanto, as melhores limitacoes inferiores para Bpm sdo quase as triviais (veja [60])

1 s .
km Dd0 € tdo evidente. De fato, ndo

e, nessa perspectiva, a desigualdade Bmult < B
encontramos nenhuma informacao na literatura nessa direcao e, por isso, apresenta-
remos uma prova de que a constante multilinear 6tima é dominada pela a constante

polinomial.

Proposicao 1.1.1 A constante dtima da desiqualdade de Bohnenblust—Hille multili-
near € menor que ou igual a constante otima da desiqualdade de Bohnenblust—Hille
polinomial, isto €,

Bmult < Bpo1 '+ bara todo m.

Demonstracao. SejaT': ¢yx---xcg — K uma forma m-linear continua. Escreva N =
N; U---UN,, como uma uniao disjunta, de modo que card(N) = card(N,), para cada

r=1,...,m. Sejamo; : N — N;, 7 =1,...,m, bijecoes. Defina T : cgx---xXcg — K

B () @)) =T () o (@0) )

Note que T3 tem os mesmos coeficientes de T e, portanto, ||T1|| = || T||. Agora, considere
o polinomio P : ¢y — K, definido por P(z) = T (x,...,z). Observe que || P|| < ||71]-

Entao

m—+41 m+1

( > |T<ez-1,---,ez-m>|wﬂ“1> :< > \T1<eh,...,eim>rm%)

i1yeim=1 i1eeyim=1

m—+1
2m

- X ety

la=m
1
< Bl P

1
< BT

Logo B! < BpOl para todo m. |
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Observacao 1.1.2 O mesmo argumento usado na prova da Proposicao pode ser
usado para mostrar que um fendémeno similar acontece com as desiqualdades de Hardy—
Littlewood.

Além das desigualdades classicas de Bohnenblust—Hille para polinémios e formas
multilineares, alguns autores tém estudado essas desigualdades para classes restritas.
Por exemplo, a desigualdade de Bohnenblust—Hille multilinear para formas unimodu-
lares (quando os coeficientes sao +1) foi estudada por Pellegrino e Teixeira em [71].

Um resultado fundamental sobre formas multilineares unimodulares ¢ a desigualdade

de Kahane-Salem-Zygmund (KSZ):

Teorema 1.1.3 (veja [70, Theorem 1.1]) Sejam m e n inteiros positivos. FExistem
uma constante universal C,, > 0, dependendo somente de m, e uma forma m-linear

Tt co X - x cg — K do tipo

T (20, ..., 2M) = Z j:zi(ll)-~zi(s)

)

i1yeesim=1

tais que
+1

Tl < Ch - ne .
Uma vez que a forma dada pela desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund é

unimodular, podemos facilmente provar que o expoente 6timo da desigualdade de

Bohnenblust—Hille

m—+1

oo 9 2m
( Z ’T<€i17"'7€im) m+l> < B]I%};rlthTH

i1yeim=1

restrita as formas unimodulares também é i—Tl

Versoes polinomiais da desigualdade de KSZ sao consequéncias naturais da res-
pectiva versao multilinear; contudo os coeficientes nao sao mais unimodulares (veja
[20, Theorem 4]). Uma versao polinomial do Teorema para polindémios com

coeficientes {0, —1, 1}, foi recentemente apresentada por [84]:

Teorema 1.1.4 (veja [8), Theorem 2.3]) Sejam m e n inteiros positivos. FEzistem

uma constante C,, > 0 e um polindmio m-homogéneo P, : co — K da forma

o
Pm(x) = Z 5i1,...,imxi1 e xima

i1yeim=1
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com O;,._in, € {0,1,—1}, tais que

+1

| Pl < Cman

card{o;, . i, # 0} =n".

Como consequéncia, quase imediata, do resultado acima, o expoente TS—TI da

desigualdade de Bohnenblust—Hille

m—+41
2m

2m_ o
> lealP)]mi < Byl Pl

laj=m
restrita aos polinémios com coeficientes {0, —1, 1} é 6timo.

Outras desigualdades de Bohnenblust—Hille com restricoes foram estudadas por
Carando, Defant e Sevilla-Peris em [26] e por Maia, Nogueira e Pellegrino em [53].
Eles investigaram a desigualdade de Bohnenblust—Hille para polinémios com indices
em cada monomio uniformemente limitados.

Para inteiros positivos m e M, com M < m, definimos

w(a) = card{i : o; # 0}

At = {a : |a] = m, w(a) < M.

Em [53] foi provado que para quaisquer inteiros positivos m e M, com M < m,

existe uma constante k;; > 1 tal que

m—+1
2m

Y lealP)me < kmllPll, (1.4)

aCEAN,m

para todo polin6mio m-homogéneo continuo P : ¢g — C, ou seja, é possivel obter

uma, constante universal que nao depende do valor de m.

1.2 Desigualdade de Bohnenblust—Hille polinomial com

restricoes

Observando a prova da desigualdade ([1.4]) em [53], notamos que a constante kj; é

2M

obtida como uma consequéncia da desigualdade mais forte com expoente ;775 em vez
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2m : 2M .
de =2%. Uma pergunta natural ¢ se podemos melhorar o expoente 7775. O proximo

resultado d&4 uma limitacao inferior para o expoente 6timo.

Proposicao 1.2.1 Sejam m e M inteiros positivos, com M < m, e seja r € (0,00).

Se existe uma constante kS, (nao dependendo de m) tal que

T

Y lea(P) ] < KGIPI,

aeA]ﬂ,m

2(M—1)

para todo polinémio m-homogéneo continuo P : cy — C, entdo r > ==

Demonstracao. Seja P : ¢g — C um polindémio (M — 1)-homogéneo continuo.

m—M+1 P

Defina o polinomio m-homogéneo P; : ¢ — C por Pi(z) = ] (x). Note que

cada monoémio de P; tem no maximo M indices distintos e que || P;|| < || P]|. Portanto

T [

Yool ] = X el | <GNP <KL

|a\:M—1 OfeAJW,m
Uma vez que essa desigualdade vale para todo polindémio (M — 1)-homogéneo continuo

P : ¢g — C, concluimos da otimalidade do expoente % da desigualdade de

Bohnenblust-Hille (para polinémio (M — 1)-homogéneo) que r > % |

Finalizaremos esta se¢ao imitando a prova da demonstragao de ([1.4]) em [53] para

obtermos um resultado mais geral:

Proposicao 1.2.2 Sejam m, M e k inteiros positivos, com M < k < m. Entao existe
uma constante \g > 0 (nao dependendo de m) tal que

mM+k
2mM

m M
ST Jea(P)|HiE < Ao - 1P,

OCGA]V[’m

para todo polindémio m-homogéneo continuo P : ¢y — C.

Demonstracao. Seja P : ¢y — C um polinémio m-homogéneo continuo. Da prova

de [25, Proposition 4.1] e da prova de [53, Theorem 1.2|, sabemos que

2

Y. lePP] <P (1.5)

a€Apm

M+1
oM

M+1
oM m+ M —1\ M m)! m
> Jeal(P)|r §< ) .—(L —Cy-e™|P|. (1.6)

m B1)

OéEA]\/[’m,
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Considere 8 = %, com M <k < m. Entao

- + +
oM
Sy 2 m 2M m 2 2mM

1 0 1-0 k M+1 _m-k 1 mM+k

Portanto
2mM

TT Mtk
Pela desigualdade de Holder interpolativa (Teorema no apéndice) e pelas desigual-

dades (1.5)) e ([1.6), temos

Lo ek 171
, 2M_
Yol | < Y lea(P)[r : > lealP)P
a€Anm a€Arm a€Apm
[ (m 4+ M -1\ 5" ! "
m — m)!
<" )T G| P
| (15719
M — 1\ ‘St k
_(m+ M- 2m m! Ly
()T ] e
!
Pela formula de Stirling, sabemos que
|
lim ——— 1.
m—00 v/ 2Tm (%)
Assim, podemos provar que
_ k
k ™
! " 2mm (=)™
lim [ mn M] = lim <6)m 7
m—s00 (LMJ‘) M—>300 < QW% (ﬁ)ﬁ)

T e | () (2) (B)

= M. m'—>°° m—
Ao (V2T
. k. ML .
E como mhglw(\/ 2mm)m = mllnoo (y/2r2) ™ =1, concluimos que
k
' m
mll WAJ = M*
m—r0o0 m
(L)
Temos também i)
M—1 2mM k.
lim (m+ ) = lim Cf =1,
m—00 m m—00



portanto existe uma constante Ag s tal que

mM+k
2mM

2mM

> lea(P)

a€AN,m

finalizando a prova. [ |

Observacao 1.2.3 Considerando m suficientemente grande no teorema anterior, po-
demos considerar M\ = €* - M*. Particularmente, quando k = M, temos o resultado
principal de [53]. Note ainda que r < j—fl para todo k > M.

1.3 Desigualdade de Bohnenblust—Hille multilinear com

restricoes

O proximo teorema é um tipo de versao multilinear do resultado principal de [53];
como veremos, diferentemente do caso polinomial, o nosso também tem interesse no

caso real.

Teorema 1.3.1 Sejam m e M inteiros positivos, com M < m. FEntao existe uma

constante Ny > 1 (ndo dependendo de m) tal que

m+1
2m
2m_
Z |T<ei17"'7eim)|m+1 < nMHTHv (17)
card{ii,....im }<M
. . P . BR p
para toda forma m-linear continua T: co X -+ x cg —> K. Além disso, se B,, \; € a

constante otima no caso real, entdao

.. ;R : —R M1
2 <liminf B, ,, <limsup B,, ,, <M 2+1, se M > 3,

m—r0o0 m 300

V2 <lminf By, , < limsup By, oy < V5, se M =2,

m—>00

Observacao 1.3.2 F interessante observar que o resultado acima estd intimamente
ligado ao resultado principal de [3], mas enquanto em [J] as constantes sao contrativas
quando M estd fito e m — 00, em nosso teorema, para escalares reais, as constantes

nao convergem para 1.

Vamos iniciar estabelecendo algumas notagoes. Seja n um inteiro positivo. De

agora em diante, e’ denotara a n-upla (e;, ..., ¢;) e, de modo mais geral, se ny,...,ng
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sao inteiros positivos tais que ny + --- + nE = m, entao (6?11, . ,er) representa a
m~upla

(61‘1 y LN €y ey gy TR €Z'k).
A seguinte desigualdade de Bohnenblust—Hille por blocos, recentemente provada

em [3], desempenha um papel fundamental na prova do Teorema m

Teorema 1.3.3 (veja [3, Theorem 3.1]) Sejam m, M, ny,...,ny inteiros positivos
tais que M < m e ny + --- 4+ ny = m. FEntao, para toda forma m-linear continua

T:cg X+ - xXcg—K,

M+1
o 2M
ni ny 1»21%1 mult
Z ‘T (eil""’e’iM)‘ < Bg'm|IT]-
i1yenring =1
. . IM - ey-
Além disso, o expoente aia1 € otimo.

Necessitaremos também da seguinte consequéncia da desigualdade de Khinchin:

Lema 1.3.4 (veja [71, p. 14]) Para toda forma m-linear continua T : ¢y X+ -+ X cg —>

K, temos

1
oo 2

Y. Tl ) <ITI.

i1yeyim=1

Para provarmos a primeira parte do Teorema [1.3.1] usaremos o Teorema [1.3.3] o
Lema (que é valido para K =R ou C) e um argumento de interpolagao. Para
analisarmos a constante quando m — oo, usaremos formas m-lineares especificas, que
ja foram usadas em outros trabalhos, como em [71].

Prova do Teorema Seja T : ¢y X -+ X ¢g — K uma forma m-linear

continua. Agora, para cada escolha de iy,...,4, € {1,..., M}, considere a soma
oo
2M
. . M+1
§ |T(6Ji17"'7ejim)| .
JigreesJim =1

Observe que

M oo
2M 2M
E . |37 § . , M1
‘T(ezla s 762m> 1 < ‘T(eﬁl ey e]im)‘
card{it,....im } <M i1 eim=1 \ iy i =1

Pelo Teoremall.3.3] (que também é valido se os indices iguais nao estao necessariamente

juntos), temos

2M
S e S (B Ty

card{ii,....im }<M 11,0 yim=1
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— M (B T

Portanto

M+1
2M

S Tlense )| < M™% BEWY|T. (1.8)

card{ii,....im }<M

Aplicando o Lema [1.3.4] concluimos que

> T(es,,. .. e)| g( > ]T(eil,...,eim)\2> <|IT|I. (1.9

card{i,....im } <M

N[

1yeim=1

Seja 0 = M /m. Note que

- = — + =
2M
M+1 2

1 0 1-6 M M—|—1+m—]\/[ 1 m+1
m 2M m 2 2m

Assim, usando a desigualdade de Hélder interpolativa (Teoremano apéndice), com
0 = M/m, e as desigualdades (1.8)) e (1.9]), obtemos

m—+1

2m
S T, e,

card{i1,....im } <M

2M
< > T(es,,. .., e )| : > T(es,, ... e )|
card{ii,....im }<M card{ii,....im }<M
m 6
< (M5 gT) - (i
M
=M (B 7).
Por (|1.3)) utilizando C' = 1,3, segue que
m+1
2m
m M
ST Ter e )| < M (1,3M05%) 7|

card{i1,....im } <M

0,365M | M+1

= (1,3)m MW 7).

. =R . . . .
Seja B,, 5, a constante 6tima da desigualdade 1} para escalares reais. Consi-

dere, assim como em [71], p. 15|, a forma bilinear T5 : ¢ X ¢g — R,

TQ(% y) = 211 + T1Y2 + T2Y1 — T2Ya.
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Para m = 3, considere T3 : ¢y X ¢ X ¢cg — R,

Ts(x,y,2) = (21 + 22) (@191 + T1Y2 + Toy1 — T2y2)

+ (21 — 22)(z3y1 + T3y2 + TaY1 — TaYa).

Observe que T3 tem no méaximo trés indices distintos em cada mondémio e que ||T3|| = 4.

Para m = 4, defina a forma T} : ¢g X ¢ X ¢g X ¢cg — R,

Ty(w,y,z,w) = (w1 +wa)((21 + 22)(T1Y1 + T1Y2 + Tay1 — Taya)
+ (21 — 22)(@3y1 + T3y2 + Talr — TaYa))
+ (w1 — w2)((21 + 22)(T5y1 + T5Y2 + Tey1 — Tey2)
(

+ (21 — 22)(z7y1 + T7y2 + TsY1 — TsYa)).

Assim como anteriormente, 7 tem no méximo trés indices em cada monomio. Note
que ||Ty]| = 8. E, de maneira geral, defina, por inducao, a forma m-linear T, : ¢y X
- X g — R,
T (x(l), . ,x(m)) = ( (m) 4 x(m)> Tt (x(l), . ,x(m_l)) +

(m§ ™ xé”“) Ty (BT"%(”), 2. ,w—w) ,

com B2" i ¢y — ¢, dada por B2 (93(1)) = (93;},)1,1+1,x;2,1+2,...). Note que
cada monomio de T, tem no méaximo trés indices distintos, que ||T;,] = 2™ e que

m+41

> 2m am 2 1 7”+1 (m—1)(m+1)
Z |Tm(6217 ct 76i'rn) et (2 (m )) = 2 m :

1 im=1

Portanto, considerando essa forma 7T, em (1.7, temos

(m—1)(m+1)

27m S nM2m71’

ou seja,
—1)
v = .
Assim
—R (m-1)
B, =2 ™, para todo M > 3,
e, portanto,

lim inf B, mM = 2, 8¢ M > 3.

m—-00
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Vamos agora analisar o caso M = 2. Se m é par, consideramos a forma m-linear

dada por
m/2
R, ($(1)’ N ,m(m)) _ H <x§2k71)x§2k) I $§2k71)$§2k) X x;akq)xgzk) B xéQk—l)xé%)) .
k=1

Podemos facilmente provar que

| Ronl| = 272,

Como R,, tem precisamente 4”/? monémios, substituindo R,, em ([1.7), concluimos

que

3

+

=

+

—

+
—
w[3

Entao ny > 27 e
11133?01-‘?&2 > V2. (1.10)

Quando m é impar, consideramos a forma m-linear dada por

Am(x(l), o ,x(m)) _ xgm)_ (w(qu)xg%) I xg%q){ﬁgzk) I mgqu)xgzk) _ zéqu)ggézk)) '

Podemos provar que

m—1
2

[Am|l =2

E, como A,, tem exatamente 4(™~1/2 mon6mios, substituindo A,, em 1} concluimos

que
m—+1

(4'";1>W _gme) g _gmt o ot

Entao ny > 2% e

liminf By, |, > V2. (1.11)
k— o0 ’
Logo, de (1.10) e de (1.11)), temos

lim inf?ﬁz > V2.

m——>00

E natural imaginar até que ponto o Teorema pode ser aprimorado. Apresen-

taremos abaixo alguns problemas em aberto que surgem do nosso principal resultado:

. . . . . r5C . —C
Problema 1.3.5 Quais sao as estimativas de liminf B, ,, e limsup B, ;¢
m—00 ’ m—so00 ’

o » —R
Problema 1.3.6 Quais sao os valores dtimos do caso real para a constante B, 5, ¢
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O Problema pode ser muito complicado. Alguns problemas intermediarios

Sao:

o oy .. .—R : —R
Problema 1.3.7 Quais sao os valores dtimos de liminf B, ,, e limsup B, ¢
m—>00 m—s00

Problema 1.3.8 E possivel melhorar (assintoticamente falando) a estimativa superior
M+1
M=%
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Capitulo 2

Desigualdades de Hardy—Littlewood

As desigualdades de Hardy-Littlewood para formas m-lineares T' : £ X --- X

¢, ~— K foram investigadas somente para o caso do tipo f3, isto ¢, quando

1 1
— 4k — <1
b1 Pm
Neste capitulo, trataremos do outro caso (tipo «), ou seja, quando

1 1
e — > 1 (2.1)
P1 Pm

Até entao, por motivos técnicos, nao existia desigualdade de Hardy—Littlewood nesse
cenario. No entanto, considerando um ambiente anisotropico, ou seja, com expoentes
nao necessariamente iguais, percebemos que o caso de espacos satisfazendo é
admissivel.

O capitulo estd dividido em duas secoes. Na primeira delas, apresentaremos
uma ampliacao do teorema de inclusao para operadores multiplo somantes provado
em |7, Theorem 3| e demonstraremos desigualdades de Hardy-Littlewood no sentido
anisotropico para formas m-lineares 7" : (7' x --- x (' — K, que chamaremos de
caso critico. A desigualdade de Hardy—Littlewood que apresentaremos é a primeira a

investigar o caso p < m. O conteido desta secao foi publicado no artigo:

[64] D. Paulino, Critical Hardy-Littlewood inequality for multilinear forms.
Rend. Circ. Mat. Palermo, II. 69 (2020), 369-380.



Na segunda se¢do, continuando o trabalho de [64], investigaremos desigualdades
de Hardy-Littlewood para formas definidas em espacos satisfazendo (2.1)) (tipo «).
Essas desigualdades serao chamadas de supercriticas e obtidas a partir de outras desi-
gualdades de Hardy—Littlewood classicas (tipo ). Com efeito, nesta se¢ao provaremos
dois lemas que permitem, sob certas condigoes, obter uma desigualdade de Hardy—
Littlewood para formas em espacos do tipo « a partir de outra para formas em espacos
do tipo [ - e vice-versa. Usando esses lemas, apresentaremos também a solucao final
a respeito dos expoentes do caso 3-linear critico. Os resultados desta se¢ao podem

também ser encontrados no artigo:

[61] D. Nunez—Alarcon, D. Paulino, D. Pellegrino, Super-critical Hardy—
Littlewood inequalities for multilinear forms. An. Acad. Brasil. Ciénc., to

appear.

2.1 Desigualdades criticas de Hardy—Littlewood

As desigualdades de Hardy-Littlewood para formas bilineares foram obtidas em
1934 por Hardy e Littlewood [44] como uma generalizagao natural da desigualdade 4/3
de Littlewood [50] de 1930, considerando formas T : ty x 7 — K, para certos valores
de p,q € (1,00], em vez de formas T : (2 x (7 — K. Os resultados de [44], em
uma apresentagao moderna e um pouco mais geral, podem ser resumidos pelos dois
teoremas seguintes:

Teorema 2.1.1 (veja [63] e [14, Theorem 3.2]) Sejam a,b € (0,00), ¢ € (1,2] e

p € (2,00], com % + é < 1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) FEzxiste uma constante C > 1 (ndo dependendo de n) tal que

b

Z (Z |T(ei17 6i2)|a> < C ”TH s

i1=1 \i2=1

Qo

para toda forma bilinear T : ) x £y — K e todo inteiro positivo n.

(b) Os expoentes a,b satisfazem



Além disso, a constante C' =1 € dtima.

Teorema 2.1.2 (veja [72, Theorem 5.1]) Sejam a,b € (0,00) e p,q € [2,00], com

% + % < 1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) FEzxiste uma constante C > 1 (ndo dependendo de n) tal que

b

b\ %
> (Z ‘T(eiu%ﬂa) <y,

i1=1 \ig=1
para toda forma bilinear T : ) x £; — K e todo inteiro positivo n.

(b) Os expoentes a,b satisfazem

q 1
(a,b) € [—,oo) X | ——F—,
—1 1 1
! 1= (3+1)
¢ 1 1 3 1 1
ShZ <2 (242 2.2
A <p+q) (2:2)

Como ([2.2)) é trivialmente verificada sob as condi¢des do Teorema[2.1.1) podemos

unificar os dois teoremas acima do seguinte modo:

Teorema 2.1.3 Sejam a,b € (0,00), ¢ € (1,00] e p € [2,00], com i +§ < 1. As
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) Eziste uma constante C' > 1 (ndao dependendo de n) tal que

b

Z (Z |T(6,‘1, ei2)|a> < C ”TH ;

i1=1 \i2=1

Qo

para toda forma bilinear T : ) x £y — K e todo inteiro positivo n.

(b) Os expoentes a,b satisfazem

1
(a,b) € [Ll,oo) X |
! - (3+4)
e
1+1<3 1+1
a b~ 2 p q)
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No contexto multilinear, considerando p; = --- = p,, = p, a desigualdade de
Hardy-Littlewood /Praciano—Pereira [77] pode ser escrita como: dadosm > 1ep > 2m,

existe uma constante CJ; > 1 tal que

pmtp—2m
n 2mp 2mp -
( Z ’T(eilv T 7€im)|pm+p_2m> < Cm,pHTHa (23)
T genes im=1
para toda forma m-linear 7' : £ x --- X £7 — K e todo inteiro positivo n. Observe

que o caso p = oo é exatamente a desigualdade de Bohnenblust-Hille. A desigualdade
de Hardy-Littlewood /Dimant-Sevilla-Peris [37] afirma que para m > 1 inteiro e m <

p < 2m, existe uma constante D}, > 1 tal que

p—m

( Z |T(ei17'-'7€im)|p_m> < DE,pHTH? (24)

i1 peyim=1

para toda forma m-linear T": £ x --- x £7 — K e todo inteiro positivo n.
Essas desigualdades para formas m-lineares T': £} X --- x {7 — K foram inves-
tigadas somente para o caso p > m (tipo (), pois, no caso p < m, a existéncia de uma

constante C' > 0 (sem depender de n) que satisfaca

( 2. ’T(ein"'aeim)‘q)qSCHT”’ (2.5)

i1y =1
para toda forma m-linear T' : £} x --- x £} — K e todo inteiro positivo n, implica
q = oo. Com efeito, para cada inteiro positivo n, consideremos a forma m-linear
Ty by x - x €y — K, definida por

n

Ty (a0, 2™y = 32 )

i=1
Como p < m, dado x € £}, temos ||z, < |[z[|, (veja Proposicao no apéndice).
Assim, usando a desigualdade de Hoder (Teorema no apéndice), segue que

IT.| = sup |Tn (x(l),...,x(m))’

||x<k>||p§1, k=1,...,m

= sup x; xz
”z(k)H <1, k=1,....m | j=1
r
< sup o xgm)’

Hx(k) “pgl, k=1,...,m ;=1
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IN

sup
Hgg(k)“mgl, k=1,...m j—1

O .xgm>(

1 1

< sup (zn: xz(l)‘m> " ‘ <zn: xl(m)‘m> m
m \=1 =1

Ha:<k>]|m§1, k=1,...,
o 1 o ”»
Substituindo a forma T}, em 1) obtemos ne < C, para todo inteiro positivo n. Logo

= 1.

q = oo e somos obrigados a usar a norma do supremo em , o que torna o casop < m
desinteressante (por ser trivial). No entanto, se mudarmos o ponto de vista e em vez
de expoentes iguais (g, . . ., q) considerarmos expoentes mistos (qi, - . . , ¢ ), percebemos
que o preco a se pagar quando p < m nao é tao alto quanto se imaginava. Mais
precisamente, em vez de considerarmos todos os expoentes iguais a infinito basta termos
alguns, a depender do valor de p. Informacoes ainda mais precisas serao abordadas
neste capitulo.

Como sabemos, os expoentes das desigualdades de Hardy-Littlewood em
e em sao 6timos quando exigimos que todos os expoentes sejam iguais, isto &,
a constante passa a depender de n quando se considera expoentes menores, no en-
tanto, nao sao 6timos quando permitimos somas mistas do lado esquerdo. Em [6], a
versao anisotropica da desigualdade de Hardy-Littlewood /Praciano—Pereira foi final-

mente estabelecida (veja também [80, Theorem 1.2] para uma versao completa quando

Teorema 2.1.4 (veja [0, Theorem 1.2]) Sejam py, ..., pm € [2,00] tais que

1 1 1
__|_..._|__§_
p1 Pm 2
€
1
Q17"'7QW€ 1 1 72
1= (R4t b

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) Ezxiste uma constante C > 1 (ndo dependendo de n) tal que

1
9N g

Z ---(ZIT(%--weiT,L)I"’") t <1,

=1
para toda forma m-linear T : £} X --- x {5 — K e todo inteiro positivo n.
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(b) A desigualdade

¢ satisfeita.

A versao anisotropica da desigualdade de Hardy-Littlewood/Dimant—Sevilla—

Peris ainda nao estd totalmente completa, mas em [14] foi dada a seguinte resposta

parcial (que também generaliza o Teorema [2.1.1]):

Teorema 2.1.5 (veja [T], Theorem 3.2]) Sejam m > 2 wum inteiro, q1,...,qm €
(07 00)7 P1;-- -, Pm—1 € (2700] € Pm € (172]7 com

1 1

— o+ — <1

P Pm

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Eziste uma constante C' > 1 (ndo dependendo de n) tal que

) ”'(Z\T(eiu--weimﬂqm) <a|Tl,
i=1 im=1
para toda forma m-linear T : £ X --- x {5 — K e todo inteiro positivo n.
(b) Os expoentes qu, . .., qn satisfazem
Q= ! G2 = ! ,---,qu;.
e M e

Além disso, a constante détima é C' = 1.

Assim como foi mencionado, nesta secao, apresentaremos desigualdades de Hardy—
Littlewood no sentido anisotrépico quando p = m. Até entdo, por se pensar esse caso
somente com os expoentes iguais, tinhamos conhecimento apenas da desigualdade abso-
lutamente trivial (podemos dizer quase uma tautologia): para qualquer inteiro positivo

m temos

sup  |T(esy, - e,) < T

1<ip,.im<n

para toda forma m-linear 7" : £} x --- x £}' — K e todo inteiro positivo n.
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E sabido que existe uma intima relacio entre as desigualdades de Hardy-
Littlewood /Bohnenblust-Hille e a teoria dos operadores multiplo somantes, mais preci-
samente, as primeiras podem ser interpretadas como resultados de inclusao da tdltima.
O proximo resultado, essencialmente provado em [74, Corollary 3.20], traz os detalhes

dessa interpretacao:

Teorema 2.1.6 (veja [72, Theorem 3.2]) Sejam (p1,...,pm) € [L,00]™ e qi,y ..., qm €

(0,00]. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) Eziste uma constante C' > 1 (ndao dependendo de n) tal que

9m—1 o q1

q) <71,

5 ...(Zmeh,...,eim)

i1=1 im=1
para toda forma m-linear T : £ x --- x 7 — K e todo inteiro positivo n.

(b) Para quaisquer espagos de Banach X1, ..., X,,,Y, temos

L(Xy,..., X Y)=1" (X1,..., X Y).

(q1sesGmiDT 5 sDi)

Observacdo 2.1.7 Usando o Teorema[2.1.6, podemos concluir, considerando p = 2m
na desigualdade 7 que todo operador linear continuo T : X1 X --- x X,, — Y

definido entre espagos de Banach é maltiplo (2,...,2;(2m)*, ..., (2m)*)-somante.

O seguinte teorema de inclusao foi essencial para provarmos a desigualdade de
Hardy-Littlewood para o caso critico e, posteriormente, estendermos para outros es-

pacos do tipo a:

Teorema 2.1.8 (veja [7, Theorem 3]) Sejam m um inteiro positivo, r € [1,00) e

S,p,q € [1,00)™ tais que qx > py, para k=1,...,m, e

-~ lsl [
- —|= —| >0
r P q
Entao
H?;f;p)(Xl, X Y) C H?;‘;q)(Xl, s X Y),
para quaisquer espacos de Banach X4, ..., X,,,Y, com
1 ‘1 1 ‘ 1
Sk Q> T |y Zk’
para cada k € {1,...,m}; e o operador inclusao tem norma 1.
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A prova é técnica, como esperado, e uma das principais ferramentas é a seguinte
desigualdade de Minkowski (veja [40), Corollary 5.4.2|):

Desigualdade de Minkowski: Para quaisquer 0 < p < ¢ < oo e para qualquer

n

matriz escalar (a;); ;_,, temos
o\ L oy L
n n 2\ ¢ n n 9\ P
> () ) < (S ] 20
1=1 7=1 7=1 =1

No entanto, é simples verificar que essa desigualdade ¢ também valida para ¢ = oo,

trocando a norma /¢, pela norma do supremo. Basta notar que

n N n N
su ai;lP] < ( sup |a;. ) )
1§z‘£n <;| il ) > (; 1§i£n| il

Usando esse fato e imitando a prova do Teorema em [7], podemos fornecer

a seguinte melhoria:

Teorema 2.1.9 (Teorema de Inclusao estendido) Sejam m um inteiro positivo,

r€[l,00) ep,q,s € [1,00|" tais que qx > p, para k =2,...,m. Seq > p; e

1 1 1
——|=|+|=|>0
r p q
ou se qy > py e
el h
S ==+ =] >0,
r p q
entao
Hz’;gp)(Xl, X Y) C H?;;q)(Xl, s X Y),
para quaisquer espacos de Banach Xq,...,X,,,Y, com
1 ‘1 1 } 1
Sk Q> T P Zk’
para cada k € {1,...,m}; e o operador inclusao tem norma 1.
Demonstragao. Se supusermos q; > p; e
1 1 1
o
r p q

precisamos apenas seguir a prova de [7, Theorem 3|, observando que nao ha problema
técnico em considerar p,q,s € [1,00]™ e visto que (2.6) é valida para ¢ = oco. Desse

modo, vamos supor q; > p; €



Por razoes 6bvias, vamos lidar somente com o caso

Seja
T € H(’I‘ p)(Xl, P ,Xm,Y)

e considere q = (p1,¢2,q3, - - -, Gm). Note que

1 1 1 1 1 1
—+=+l——]=———>0,
p q q1 q1 y4i q1

pois g1 > py €

Portanto, pela hipotese e pelo Teorema [2.1.8

Telle (X, .., Xp;Y),

com
11 ’1 ’1
Sk r Pl>g q 2k7
isto é, 5, = s, para k =2,...,m, e §; = So. Assim, existe C' > 0 tal que

s —= s
Sm—1 *2 2 2

n S 83
(Z T(m?,xﬁ?,...,xﬁ?) m) (2.7)
= 1 o= 1

im=1

m n W\ "
s¢ 1;[ >Zk=1 w7qk> ‘ (a:“ )i1:1 w,p17
para quaisquer xgk), . ,x%k) € Xy, k=1,...,m. Fixemos as sequéncias (xg))?zzl, R
(xﬁjjj));?mzl em Xo,...,X,,, respectivamente, e consideremos o operador linear continuo
Ty : X1 — ls,,...5,m)(Y), definido por

Ti(x) = (T (w, xEQ), . ,955::)))
iyerim=1
Pela desigualdade ,
T1 € Wisgip) (X15 Csays) (V) -

Agora, pelo Teorema de Inclusdo (Teorema no apéndice), sabemos que
Th € Mgy (X13 sy, (Y)), Para todo t > s, satisfazendo

1 1 1 1
— < = (2.8)
P S22 q1 i
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Como t = s, satisfaz a desigualdade (2.8)), 77 € (s,:4,)(X1; €(ss,....5m) (Y)) €, portanto,

(=),
Zl i1=1

. Logo T e I? _\(X4,..., X,,;Y). [ |

s;
Wk (s;a)

Além do proprio interesse na teoria dos operadores miltiplo somantes, resulta-

1

(Sl @)) <
i1=1

(I(k))n

ix Jig=1

)
w,q1

com C; =C - ﬁ
k=2

dos de inclusao e de coincidéncia tém fortes aplicacoes nas desigualdades de Hardy—
Littlewood, por exemplo, como foi mostrado em [27], a desigualdade de Dimant
e Sevilla-Peris é uma consequéncia da desigualdade de Praciano—Pereira. De
fato, fazendo p = 2m na desigualdade , obtemos que todo operador m-linear é
(2; (2m)*)-somante (veja Teorema [2.1.6). Pelo Teorema de Inclusdo (A.1]no apéndice),
concluimos que todo operador m-linear é (%Lm;p*)—somante, comm < p < 2m, e isso
implica exatamente (veja Teorema a desigualdade .

Como corolario do Teorema (de inclusao) podemos provar a seguinte desi-

gualdade critica de Hardy—Littlewood:

Corolario 2.1.10 Para todo m > 2 inteiro, temos

Sm—1

n n S 53
m—1
sup [ > [ DD 1T (e e < 2" ||T],
Isiisn \ ;21 im=1

para toda forma m-linear T': 07 x --- x £ — K e todo inteiro positivo n, com

2m
Sp=——, k=2,...,m.

TR

Demonstracao. Pelo Observacao [2.1.7, sabemos que toda forma m-linear continua é

miltiplo (2; (2m)* ..., (2m)")-somante com constante 2™z . Sejam
p=(2m)*,...,(2m)") e q=(m",...,m*).

Note que

1 1 1
2

n _‘ 0
q
Assim, pelo Teorema [2.1.9] concluimos que toda forma m-linear continua é multiplo
(s; q)-somante, com

1

Sk

1
q

1 1

p

>k >k



Como, em €2, |(€);_ll,,.- = 1 (veja Proposicao no apéndice), segue que

’ " BN
m—1
sup [ Y | (DT (e < 2" ||,
Isiisn |21 im=1
para toda forma m-linear 7" : (7' x --- x £} — K e todo inteiro positivo n, com
s =2m/(k — 1), para todo k =2,...,m. [ |

Se fixarmos uma entrada e, ao invés de trabalharmos com formas m-lineares,
optarmos por formas (m — 1)-lineares, podemos usar o Teorema m para melhorar o

corolario anterior. O resultado principal desta secao afirma que:

Teorema 2.1.11 Para todo m > 2 inteiro, temos

Sm—1 Sa S2
n sSm

n °3
Sm m—2
sup | ) ...<Z|T(ei1,...,eim)] ) <25 T, (2.9
i9=1

1<ii<n =1

para toda forma m-linear T : £} x --- x £ — K e todo inteiro positivo n, com

2m(m — 1)
Sp = ——— =2,.
Nk —2k+ 2 ’

Além disso, a norma do supremo nao pode ser trocada por uma p-norma, com p < 00,

co, M.

So =m € dtimo e, para m > 2, 0s expoentes otimos s satisfazendo sao tais que

m
>—" k=3,...,m.
Sk_k_17 9 ,

Demonstragdo. Vamos fixar uma das variaveis (digamos a primeira) e trabalhar
com as formas multilineares de Xy x --- x X, em K. Da desigualdade de Hardy—
Littlewood para formas (m — 1)-lineares, sabemos que, para qualquer vetor fixado
a; € X1, T(ay,,...,-) ¢ maltiplo (2; (2(m —1))*,...,(2(m — 1))")-somante (veja Ob-
servagao . Entao

1
n ) - 2 2 m
sup ( > \T(:c;%...,xﬁm?)() <c|r) 11
ia,. =

xgl) ‘Sl
1

)
w,(2m—2)*

(+7),
%) =1

para toda forma m-linear continua de X; x --- x X,, em K e

ceim=

(m—1)—1
2

C=2
Fixemos a; em X e consideremos a forma (m — 1)-linear
T:=T(ay,-...,).
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Sabemos que T & (2; (2(m —1))",...,(2(m — 1))*)—somante e queremos um resultado
do tipo (t;m*,...,m*)-somante para T (veja Teorema [2.1.6). Como

Sy emony e

1 ’1‘ '1‘ 1 m—1 m—1
+ p—

podemos aplicar o Teorema para a forma 7. Logo, T é multiplo (t;m*,...,m*)-

somante, com
I m-1)—-k+1 1 (m-1)—-k+1

tr m* 2 (2(m —1))" "’

.,m — 1, ou seja,

para todo k =1, ..

_ 2m(m—1)
 m+mk — 2k

Assim, concluimos que

tm—2

(S )

12:1 im=1 "

(=),
S =1

<2 |7 i
k=2

Portanto

3
VR
~
—
=
oy
sRA
V)
s&
e
N
§&~
L
~_—
33
N

m

para todo a; fixado. Em outras palavras,

sup (Z ’T( o Z()) m)
o= 1 im=1
(o),
) i=1

<

)
w,m*

para
2m(m — 1)
mk — 2k + 2

e toda forma m-linear de X; x --- x X,, em K. E a prova esta concluida, pois, em ¢/’

S =1tp—1 =

()il .e = 1 (Proposigao no apéndice). Vamos agora provar as estimativas
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dos expoentes 6timos. Consideremos 715, ,,, : £ x --- x £}' — K dada por

m

T (W, 2™ = sz(»l) g™,

=1
Note que
”Tn,m” =1L
Assim, se existe C' tal que
1
> (Z Tym (€3y5 - - €0) ™ < CTuml
i1=1 im=1
entao
o <C

e, como n é arbitrario, isso significa que s; nao pode ser um niimero real positivo. Logo

. " N
sup [ Yo DT (i) <C|T|,  (2.10)
Isiisn \ ;5 im—1
para toda forma m-linear 7" : £} x --- x {I' — K. Vamos agora estimar os outros

expoentes. Consideremos
Tn m—1($(1)a s 7l'(m)) = zgl)zl'EZ) e x(m)

Note que

”Tn,m—l” =n'/m.
Substituindo T;, ,,—1 em (2.10), temos

nl/sg S C?’Ll/m,

para todo n e, portanto,

Para lidar com s3, consideramos

Tomes (@, .. 2™) = 2{Va? (le@ N x<m)> |

Uma vez que

HTn,m—?H = n%,
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substituindo 7}, ,,—2 em (22.10]), obtemos
n1/53 < Cn?/m)

para todo n, e assim

m
5325

Seguindo essa linha, mostra-se que

E

para todo k = 3,...,m. [ |
Como consequéncia, podemos dar uma prova alternativa quando p = ¢ = 2 do

caso critico apresentado em |72 Proposition 6.3]:
Corolario 2.1.12 Sejam a,b € (0,00|. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Existe uma constante C' (nao dependendo de n) tal que

1
b\ b
a

5 (z |T<ei,ej>|a) <o,

i=1 \j=1

para toda forma bilinear T': U5 x {5 — K e todo inteiro positivo n.

(b) Os expoentes a,b satisfazem

b=o0 ea>2.

Além disso, a constante dtima é C' = 1.

2.2 Desigualdades supercriticas de Hardy—Littlewood

Na secao anterior, apresentamos [64] o primeiro trabalho que abordou desigual-
dades de Hardy-Littlewood para formas m-lineares T': £} x --- x £; — K definidas

em espacos do tipo «, isto é, quando
1
e > (2.11)

Como vimos, foi mostrado que:
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Teorema 2.2.1 (veja [64], Theorem 1]) Para todo m > 2 inteiro, temos

59 1
Sm—1 53 52

) <2"7||T||, (2.12)

sup Z ...<Z|T(€i17-~;6im)
ia—1

1<i1<n =1

para toda forma m-linear T : £ x --- x {1 — K e todo inteiro positivo n, com

2m(m — 1)
Tk —2k+2 SR

Além disso, a norma do supremo nao pode ser trocada por uma p-norma, com p < 00,
Sog =m € otimo e, quando m > 2, 0s expoentes otimos s satisfazendo $a0 tais

que
m

>
TR

O Teorema [2.2.1| & chamado de critico porque trata de espacos satisfazendo uma
condicao especial de . Esse caso geral, como mencionado no inicio do capitulo,
serd chamado de supercritico. Nesta secao, apresentaremos desigualdades de Hardy—
Littlewood supercriticas (caso supercritico). Iniciaremos provando dois lemas simples,
embora muito tteis, que serao usados no restante do capitulo.

Para S = {s1,...,s,} C {1,...,m}, definimos

S:={1,....m}\ S

e a notacao ig significara (is,,...,4s,). Sep = (p1,...,Pm) € (0,00 e S = {s1,..., s},
definimos

1 1 1

p S p31 psk

Nesta secao, a frase “nenhum supremo pode ser melhorado” significa que nenhuma
das normas do supremo pode ser trocada por uma p-norma, com p < 00, sem que a
constante dependa de n.

Os lemas afirmam que:

Lema 2.2.2 Sejam k € {1,....,m} ep=(p1,-..,pm) € [1,00]™. Se existe uma cons-
tante C' > 1 (nao dependendo de n) tal que

dm—1
am

" <c|r,

Z Z Z ‘T<eisl7"'761'5m)
i, =1

s9 Sm

43



para toda forma m-linear T : KZSI X - x Ly — K e todo inteiro positivo n, entdo

1

kL1 7
dm—1 9k+1
n n n am ht2
dm
S DR §:]A(ei5k+l,...,ei5m) <o,
i1 =1 \ iy, =1 iy, =1

para toda forma (m — k)-linear A: €ZSk X - x Aty — K e todo inteiro positivo n.

+1

Demonstracao. Para simplificar a notagdo, podemos supor (sq,...,s,) = (1,...,m).

Por hipotese, existe uma constante C' > 1 tal que

oy L
dm—1 AN ¢

a2
n n am

DN DD DD A CHNC L <c|1],
i =1

i1=1 \ i,=1

para toda forma m-linear T': {3 x --- x {3 — K. Dada uma forma (m — k)-linear
A: €;‘k+1 X o x £y — K, definimos a forma m-linear T': £} x --- x {5 — K|
D (2 m)\ _ ,.(1) (k) k+1 k+2 m
T(x( ) @l )) =y - A(x( ) a2 g )).
E facil provar que ||T'|| = ||A ; entdo, pela hipotese acima, existe uma constante C' > 1
tal que
1
Uetl\ T
4 —1 otz I+1
n n n q am
g g E ’A<6i8k+17...,62‘5m)
inp1=1 \ i, =1 iy =1
9k+1 q !
I9m—1 Ttz k+1
n n n q am
_ E : § : § : (1) (k) "
= sup e’ e A(6i8k+17...,€i5m)
YT, omy ipp1=1 iy =1 i, =1
1
Im—1 Z’;I; dk+1
n n n am
dm
= sup E E E |T(ei1,...,ez~5m)‘
Y Tmy =1\ 4y =1 iy =1
1
9m—1 % 1
n n n am
E § § dm
S e |T(€i17"'76i'm)
=1 \ iy=1 =1
<C|T|
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= Al

Lema 2.2.3 Sejamk € {1,...,m},S ={s1,...,sx} C{1,...,m} ep=(p1,...,0m) €
[1,00]™. Se existe uma constante C' > 1 (ndao dependendo de n) tal que

1
a1 a1
dk—1 a2 q1
n n 9k

S DD A, e < oAl
i, =1

i =1 \ iz, =1

para toda forma k-linear A: ﬁgﬂ X oo X K;Lk — K e todo inteiro positivo n, entao

a1\ =

9k—1 9 q1
n n n 9k
sup [ > | D0 [ DD 1T (e e, )™ <,
15| sy =1\ i, =1 i, =1
para toda forma m-linear T: €3 x --- x £ ~— K e todo inteiro positivo n. Além
disso, se
‘ 1
—| <1
Pls
e, para todo j € §,
1
‘_ Z 17
Plsugs
nenhum supremo pode ser melhorado.
Demonstragao. Para simplificar a notagao, podemos supor (sy,...,s,) = (1,...,k).

Vamos fixar as tultimas m — k variaveis e trabalhar com a forma k-linear A: é;}l X oo X

E;}k — K. Como

q
dk—1 o q1
a,

3 Z'“(Z’A@w“"eik”%) < CA]|

i1=1 \ip=1 ix=1

para toda forma k-linear A: £} X --- X () — K, sabemos que existe uma constante

C > 1 tal que, para quaisquer vetores fixados €ipyrr - -1 Cipyy LEMOS

q
9k—1 -\ 1
9k

n n

DD DD T, e )™
ig, =1

Qs =1 \ ig,=
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Y

SCHT(, 7'76ik+17"’76im)

para toda forma m-linear T': £ x---x () — K. Entdo existe uma constante C' > 1

tal que
a1 o\ @
n n n *
T DY DR B S TARIC
's b5y =1\ s, = bsp =
< Csup||T (- s Caparoeees€in) |
ig
<c|T,

para toda forma m-linear T: £} X --- X £} — K e todo inteiro positivo n.
Agora vamos provar que nenhuma norma do supremo pode ser trocada por uma
r-norma, com r < oo. De fato, nesse caso temos m — k supremos, dos quais nenhum

pode ser melhorado. Caso contrério, haveria j € §7 r € (0,00) e C' > 1 tais que

LA
dk—1 e q1
n n n 9k

sup | > | D | D ZJT(en,...,eimr‘“ <ol
gy =

1 —

soiy | =1 | is,=1 \ iy, =

para toda forma m-linear T': 6;‘1 X - x Ly — K e todo inteiro positivo n. Usando

o Lema [2.2.2] isso implicaria a existéncia de uma constante C' > 1 tal que

q r T

n n n

SIS Y- |Ales, eq, e, )™ <ClAl,
is, =1

ij=1 \isy=1 \ iy, =1

para toda forma (k 4 1)-linear A: £) x £ x---x ty,, — Ke todo inteiro positivo n.
Counsidere ¢ = max{q,...,qx, v}, pela monotonicidade da norma ¢,, concluimos que

existe uma constante C' > 1 tal que

n

> |Ale e e )|t < CHALL
iy onrisy =1
para toda forma (k + 1)-linear A: £ x €7 X --- X (5., — Kee todo inteiro positivo

> 1. |

n. Mas isso é impossivel devido a hipotese >
Su{s}

1
p
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Como uma primeira ilustracao natural da utilidade dos lemas acima, apresenta-

remos uma prova alternativa de [72, Proposition 6.3|: se ¢ € (1, 00|, sabemos que

(Z |T<ej>\“> <|7)

para toda forma linear T': £ — K se, e somente se, a > q%l. Assim, para a,b € (0, 0o]

e p,q € (1,00] tais que i + é > 1, aplicamos o Lema e o Lema para obter:

Proposicao 2.2.4 (veja [72, Proposition 6.3]) Sejam a,b € (0,00] e p,q € (1,00] tais
que %4—% > 1. Temos

Qo
S

> (L) ) <im

i=1

para toda forma bilinear T': £ x {7 — K e todo inteiro positivo n se, e somente se,
0s expoentes a,b satisfazem

b=oc0 e CLZL.
qg—1

A Figura abaixo elucida as informacoes até entao conhecidas sobre as con-
dicoes Otimas para os expoentes das desigualdades de Hardy—Littlewood para formas

T : 4y x £y — K de acordo com os valores de p e g.

Figura 2.1: Caso bilinear.

q i
i

9 |
1,1 _
2 + a _ 1 .........

1 .

0 1 2 p

Teorema R.1.3l Desconhecido Proposigao 2.2

Fonte: Autoria propria.
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2.2.1 O caso trilinear

Usando o Teorema [2.1.11| para formas 3-lineares, obtemos

a2

Sup Z (Z ’T (eimeigaeis)’%) < \/§HTH , (213)

1<i1<n is=1

ig=1
para toda forma 3-linear T': /5 x {3 x {4 — K e todo inteiro positivo n, com g2 = 3 e
g3 = 12/5. Além disso, q; = 00 e g2 = 3 sdo 6timos e o expoente 6timo g3 satisfazendo
é tal que g3 > 3/2. Nesta subsecao, apresentaremos as condi¢oes 6timas para os
expoentes nesse caso.

Como consequéncia do Lema e do Lema provaremos a seguir uma
caracterizacao das desigualdades de Hardy-Littlewood para formas 3-lineares em um
caso especifico de espacgos do tipo «.

Proposicao 2.2.5 Sejam q1,q2,q3 € (0,00], p,r € (1,00] e q € [2, 0] tais que %—i—% <

1le % + é + % > 1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) Existe uma constante C' > 1 (nao dependendo de n) tal que

a2 o a1
a3

> Z(Ziﬂem%eisﬂ%) <c|1],
i1=1 \io=1 \iz=1

para toda forma 3-linear T': £ x £} x £ — K e todo inteiro positivo n.

(b) Os expoentes qi, qa, q3 satisfazem

1 r
q1 =00, q2 = T B2
1= (5+14)
e
1 1 3 1 1
—+—<-—(-+-).
q2 g3 2 q T

Demonstracao. Como %%— L <1, pelo Teorema , existe uma constante C' > 1
tal que

a2

Z (Z ‘A <€j27€j3)‘q3) <C HAH )

Jje=1 \js=1

para toda forma bilinear A: £ X (' — K e todo inteiro positivo n, se, e somente se,

©>—F——. @5
1-(1+1) r—1



1 1 3 1 1
—+—=<—-—=-4+-].
q2 q3 2 q r

Combinando essa equivaléncia com o fato de que é + % <le % + % + % > 1, podemos
usar o Lema e o Lema [2.2.3| para concluir a prova. |

Como corolario da proposicao anterior, obtemos:

Corolario 2.2.6 Seja 2 < p < 3. FEziste uma constante C > 1 (nao dependendo de n)
tal que

q 1
a2 L q1

Z Z (Z ‘T (eilv Cigs eis)‘%) < C HTH )

i1=1 \iz=1 \ig=1
para toda forma 3-linear T': £ x 7 x £ — K e todo inteiro positivo n, se, e somente

_ > P > Pl L3 2
S€, 41 007(]2_10,2; Q3_p,16q2+q3_2 P

Observacao 2.2.7 Quando escolhemos p = 3 no Coroldrio obtemos a carateri-

zacao completa do Teorema |2.1.11| critico para formas 3-lineares.

As condicoes 6timas dos expoentes do corolario anterior significam que se consi-
derarmos valores ¢;, g2 ou g3 que nao as satisfazem, com certeza a constante dependera
de n. A seguir, analisaremos as contantes do Corolario [2.2.6| nesse contexto, ou seja,
quando consideramos expoentes ndo admissiveis. A figura[2.2|facilitara o entendimento
da prova.

Proposicdo 2.2.8 Sejam ri,rq,73 expoentes nao admissiveis do Coroldrio [2.2.6. E
considere as regioes indicadas na figura de acordo com os wvalores de r9 e r3: Ry
(vermelho), Rs (laranja), Ry (amarelo) e Ry (verde). Entao:

(1) Se (rq,73) estd em Ry ou Ry, entdo existe uma constante C' > 1 (ndo dependendo
de n e nem de ny) tal que

N
|

T
ni n

n 3 1 1,1 3 2
S (DT e e <C-nft-ntn G007,
k=1

i=1 \ j=1 \k=

para toda forma 3-linear T : (71 x {7 x £ — K e quaisquer inteiros positivos n e

nyi. Além disso, o expoente de n € dtimo e, se ny < n, o expoente de ny € dtimo.

(i1) Se (rq,73) estd em Rs, entdao existe uma constante C > 1 (nao dependendo de n

e nem de ny) tal que

T2 P 1

ni n n s T2 1 1 (1)
ST (S 1T eregen)” <Conltonn 7|7,

i=1 \ j=1 \k=1

49



Figura 2.2: Caso 3-linear critico.

3
Ry
1 1 3 2
2 QT2
D R; . ’
p*i R, Rs
1 P/ 2p T2
p—2 p—2

Expoentes admissiveis para o caso 3-linear

Fonte: Autoria propria.

para toda forma 3-linear T : €31 x L7 X £ — K e quaisquer inteiros positivos n e

ny. Além disso, o expoente de n é dtimo e, se ny < n, o erpoente de ny € dtimo.

(i1i) Se (ro,73) estd em Ry, entao existe uma constante C' > 1 (nao dependendo de n

e nem de ny) tal que

o\ I\ i
ni n n T3 2 1 ) (r—2)
> Z(Z\T<ei,ej,ek>r3) <Conjinn T,
i=1 \ j=1 \k=1

para toda forma 3-linear T : €31 x L7 X £ — K e quaisquer inteiros positivos n e

nyi. Além disso, o expoente de n € dtimo e, se ny < n, o expoente de ny € dtimo.

Demonstracao. (i) Assuma que (79, 73) esta na regido Ry. Seja 6 > 0 tal que

1+1 3
2

2
T3 0 p'

Pela desigualdade de Hoélder para somas mistas (Teorema no apéndice), se

1,1 _ 1 5
8+6—T2,enta0

9 — 1

Z Z <Z T (5, €5, 6k)|r3> k

i=1 \ j=1 \k=1
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Seja A, : £ x £y — K a forma dada pela desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund do
Teoremano apéndice e defina S, : 71 x (7 x {7 — K por Sy, (z,y,2) = 21-An(y, 2).
Note que [|S,|| = ||An||. Sejam ¢,¢; > 0 tais que

2\ =\ 1

ni T3 "2
>3 (Z T (e, 5, ) < C|T|| -’ - i, (2.14)

i=1 \ j=1

para toda forma 3-linear T": £ x {7 X £ — K, todo inteiro positivo n e todo inteiro
positivo n;. Substituindo S,, em (2.14), obtemos
2

141 3_2
7‘2+’7‘3 <O 2 p nt-ntll‘

Como n é arbitrario, concluimos que ¢t > % + % — <% - %) Para a otimalidade de ¢4,

vamos definir a forma T,,, : (7 x £ x {) — K, dada por

Tll I’ yv E x]y]Z]

Observe que ||T,, ]| < 1. Substituindo a forma 7}, na desigualdade (2.14)), obtemos
nl” <C-nt n , para todo n;. Logo t; >
Agora, vamos considerar que (79, 73) estd na regido Rs. Sejam sp, s9 > 0 tais que

n 1 1 1 n 1
— €& —=——+—.
51 T2 prQ 52

1

rs

1
2

-1
Usando mais uma vez a desigualdade de Holder para somas mistas (Teorema no

apéndice), temos

1 —_—

. — ™
ni % "2 !
T3
E E E T (e;,€;,er)|
i=1 j=1 =
1
2p 2 1
-2 \ 522 sa\ =2\ 71
2 ny n n 51 2
<su g E T (ei, €5, ex)| T X E E |1]°
j=1 \k=1 i=1 \ j=1 \k=1

ol



1 1,1

< C|T|| - ny* -ni s
L a1 (3 2
e AR e )
Para mostrar a otimalidade dos expoentes é s6 repetir o que fizemos no caso de (ry, r
p p q T3
pertencer a regiao R;.

(77) Pela desigualdade de Holder para somas mistas (Teorema no apéndice),

se —— + % = Ti, entao
p—1 3

r2 Iy 1
ni n n 3
(DT(e@-,ej,ek)r“)
i=1 \ j=1 \k=1
N\ H
< sup (Z T (i e, em—l) x sup<2 T (e:¢5, ek>|‘5>
) j=1 k—1 =1 J k=1

1 1_(p=1)

=T ng s

Considere a forma A, : (7' x {7 x {7 — K dada por

n

An(xa Y, Z) = T11 Z Zj-

J=1

p—1
p

Note que ||A,|| = n"7 . Substituindo A, em (2.14), obtemos

1 p—1
nis <Cn v -n'-nll.

(

—1 . .
Portanto, como vale para todo n, t > % — pT). Assim como no caso anterior, mostra-se

a otimalidade do expoente de n; considerando a forma
ni

To (x,y,2) = ijyjzj.
j=1

(ii7) Novamente, pela desigualdade de Hélder, dado § > 0 tal que —— +

p—2

=
3
N

temos

1
ro\ 2\ 1

n n 3\ 2
(Z IT (s, ej7ek>|”>
=1 =1 k=1

J]=

3
o

02
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Para provar que o expoente de n é 6timo, considere a forma dada por

An(xa Y, Z) =T Z Yjzj-
j=1

(p—2)

Note que ||A,|| =n" 7 . Substituindo A,, em (2.14), obtemos

ou seja, t > % — }%. A prova da otimalidade do expoente de n; é igual aos casos

anteriores. [ |

2.2.2 O caso m-linear

Agora usaremos os Lemas e para obter versoes de desigualdades de
Hardy-Littlewood para formas m-lineares no contexto supercritico. Nosso principal

resultado desta secao é o préximo teorema.

Teorema 2.2.9 Sejam m > 2 um inteiro, p € (1,2m/, k := min{z € {0,1,...,m—1}:
p>m—zazleA={ie{l,....,m—1}:i0 < k}. Entio existe uma constante C > 1
(nao dependendo de n) tal que

n q

sup § ’T(ejw"'aejm)’q < CHTH>
Jii€A \ .
jk+17"'7jm_1

para toda forma m-linear T : {7 x - - x £ — K e todo inteiro positivo n, se, e somente

se,
p

p—(m—k)

Além disso, nenhum supremo pode ser melhorado.

q=

Demonstracao. O caso k = 0 é exatamente a desigualdade de Dimant e Sevilla—Peris
(2.4), entao podemos assumir k > 1. Como p € (m — k,m — k + 1], temos
1 1 1
<

S — <
m—k+1 " p m—k
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e, portanto,

m—k m—k
< <1
m—k+1 P
Por outro lado
1§m——k+1‘
p

Por (2.4]), existe uma constante C' > 1 tal que

Q=

n

Z T(ejrrs---ne5)|" | <CITY,

jk+1’“'>jm:1

para toda forma (m — k)-linear T': £ x --- x £ — K e para todo inteiro positivo n,

se, e somente se,

__r

p—(m—k)

Aplicando essa equivaléncia e 0 LemaR2.2.3/com S = {k+1,k+2,...,m} C {1,...,m},

q=
obtemos que se

entao

sup > T(egemve )t < CIT.

Tt Tk jk+17""jm:1

Reciprocamente, usando o Lema concluimos que se vale a desigualdade

n q

sup Z |T<ej1"">€jm)|q < CHTH )

Toendl \ Gt seeim=1

entdo nenhum supremo pode ser melhorado. Pela desigualdade em ([2.4)) para formas

(m — k)-lineares, concluimos que

p

qu—(m—k)'

A seguir, apresentaremos uma versao supercritica do Teorema [2.1.5}

Teorema 2.2.10 Sejam m > 2 inteiro, k € {1,....m—1}, q¢1,...,qmn € (0,00],
D1, Pk € [1,00], Dk+1s5--->Pm—1 € (2700] € Pm € (]-aQ] tais que

1
+--+—<1
Pr+1 Pm
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1 1 1
— bt — > 1,
Pj  Pr+1 Pm
para todo j € {1,...,k}. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) Eziste uma constante C' > 1 (nao dependendo de n) tal que

Zn: i---<i|T(eil,...,eim)|qm> <o,

i1=1 \iz=1 im=1
para toda forma m-linear T : £ X --- x €5 — K e todo inteiro positivo n.

(b) Os expoentes satisfazem

G =""=q =X €q =

Além disso, a constante dtima é C' = 1.

Demonstragdo. Assuma que vale (a), o Lema m garante que nenhum supremo

pode ser melhorado. Usando o Lema existe uma constante C' > 1 tal que

9k+1
dk+2

_1
9k+1

Im—1
am

q’") < ClA]l,

Z Z ..-(Z‘A(eikﬂ,.--,@z‘m)

ik+1:1 ik+2:1 ’Lm:].

para toda forma (m — k)-linear A: £ =~ x --- x () ~— K e todo n. Aplicando o

Teorema para formas (m — k)-lineares, concluimos que

parat=k—+1,...,m.

Reciprocamente, pelo Teorema [2.1.5] existe C' > 1 tal que

dk41
dk+2

S ---(Z\A(eiﬂl,---,eim)!qﬂ o <oy,

ipp1=1 \ipyo=1 im=1

9k+1

para toda forma (m — k)-linear A: (7 x---x () — Ke todo inteiro positivo n. A

conclusdo do item (a) segue do Lema [2.2.3] |

Analogamente, conseguimos apresentar a versao supercritica do Teorema

%)



Teorema 2.2.11 Sejam py,...,px € [1,2] € Pei1,. .., pm € [2,00] tais que

1 1
Pk+1 Pm
e
1 1 1
— >
Pj  Pr+1 Pm
para todo j € {1,...,k}, e sejam
1
k+1;-- -5 q9m € 1 1 72
1_<pk+1+”.+ﬁ>

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) Eziste uma constante C' > 1 (nao dependendo de n) tal que

q
Im—1 o q1

i "'<i|T(6i1w"7€im)|qm> " <71,

i1=1 im=1

para toda forma m-linear T : £ x --- x 7 — K e todo inteiro positivo n.

(b)) g =+ =q = e a desigualdade
1 1 —k 1 1 1
_+..+_§(m )+ _( +...+_>
Qo1 Im 2 Plt1 Pm

€ verificada.

Demonstragao. Assuma que vale (a), o Lema afirma que nenhum supremo pode
ser melhorado, isto é, ¢ = -+ = g, = co. Agora, o Lema garante a existéncia de

uma constante C' > 1 tal que

1

Utl\ gy

Qg2

Z Z (Z ‘A(eikﬂ,...,eim){q’") " <A,

ik+1:1 ik+2:1 ’lm:].

Im—1

para toda forma (m — k)-linear A: £7 ~x --- x {3 — K e todo inteiro positivo n.
Pelo Teoremapara formas (m—k)-lineares T': ) x---x{; — K, concluimos
que
1 1 m—k)+1 1 1
o )
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Reciprocamente, pelo Teorema [2.1.4] existe C' > 1 tal que

9k+1
Ak+2

n

2.

igr1=1

n

ig42=1

(Z ‘A(eik+1, ey
im=1

-linear A : /®
Pk+1

item (a) é consequéncia do Lema 2.2.3]

para toda forma (m — k)

1
Pk+1

O proximo resultado mostra que a condicao z% + + -+
J

j€{1,...,k}, pode ser evitada:

Teorema 2.2.12 Sejam py,...,pr € [1,2] € Py, ...

1 1 1
Dk+1 Pm 2
e sejam
1
Qk+17-“7qm€ 1 1 72 )
)
com
1 1 (m—k)+1 1 1
— 44— = _ _
Qr+1 Im 2 Dhk+1 DPm

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Eziste uma constante C' > 1 (nao dependendo de n) tal que

1

9k+1

< ClA]l,

X - x Ly — K e todo n. Finalmente, o

i > 1, para todo

, Dm € [2,00] tais que

)

9m—1 E q1
n n qm
Z ’ (Z |T (6117 7€im) qm> <C ||T|| )
=1 b=
para toda forma m-linear T : £y x --- x £ — K e todo inteiro positivo n.

= Q.

b) & =k

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que vale (a) e g, < co. Nesse caso, o Lema

garante a existéncia de uma constante C tal que

dk

dm—1

n n am Ik+1
> (o (2 o) <cin
ix=1 im=1
para toda forma (m — k + 1)-linear T': (7 x --- x {3 — K e todo inteiro positivo

n. Para cada forma (m — k + 1)-linear T': £ x---x {7 — K, definimos uma forma
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(m — k + 1)-linear A com a mesma lei de T', mas com dominio 5 X £, X - x (] .

Assim, existe uma constante C' tal que

g —

9m—1

n n am qurl
3] BN >{TTORRE R 215)
ip=1 im=1
. . e\ T\
= Z "'<Z|T(ei17"-7eim>|qm>
ir=1 im=1

< |7
< C A,

para toda forma (m —k + 1)-linear A : €3 x €3 x---x £y — K e todo n, e os

expoentes satisfazem

1 1 1 1 (m—k)+1 1 1
Gk  Qr+1 m Gk 2 D41 Drm
(m—Fk)+1 1 1
2 Pik+1 Pm
(m—k+1)+1 1 1 1
= — =+ +o+—).
2 2 Prk+1 Pm

Por outro lado, substituindo a forma unimodular (m — k + 1)-linear da desigual-

dade Kahane-Salem-Zygmund (do Teorema no apéndice) em (2.15)), obtemos
(m—k+H)+1 (1, 1 1
ni""""‘rﬁ S C . Cm ‘n 2 (§+pk1+1 pin) .

Como isso ¢ valido para todo n, concluimos que

1 1 (m—k+1)+1 1 1 1
i dm 2 2 Pes Pm
e isso € uma contradicao. Logo ¢z = oco. Finalmente, o fatode ¢y = --- = qx_1 = 0 é

uma consequéncia do Lema m, pois, como p1,...,px € [1,2],

1 1 1 1
—+—+ ++— 21,
P;j Pk Pkl Pm
para todo j € {1,...,.k —1}.
A outra implicacao é consequéncia do Teorema e do Lema [2.2.3 |

Vale ressaltar que os teoremas acima sao independentes, ou seja, um teorema

nao implica o outro. Por exemplo, se m =4, k =2, p1 = py = 2 e p3 = pgs = 8§,
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nada podemos concluir pelo Teorema [2.2.11 No entanto, usando o Teorema [2.2.12
concluimos que se ¢3,qs € [4/3,2] e qig + qi4 = %, entao existe uma constante C' > 1

(ndo dependendo de n) tal que

Z <Z |T(6i1,...,€i4)|q4> SCHTH?

i1=1 i4=1

para toda forma 4-linear 1" : £5 x {5 x {g x {g — K e todo inteiro positivo n, se, e
somente se, g = go = 00. Por outro lado, escolhendo m =4,k = 1,p; = 3/2,py = p3 =
e =9, = q3 = q4 = 2, usando o Teorema [2.2.12] nao podemos garantir que existe
desigualdade de Hardy—Littlewood para esses expoentes. Contudo, usando o Teorema

2.2.11] concluimos que existe uma constante C' > 1 (nao dependendo de n) tal que

sup Z Z (Z |T (eip €igy Cizs €i4)|q4> S C ||TH 5

Isiisn \ 29 \is=1 \ia=1

para toda forma 4-linear 7" : £5 x {y x 5 x ¢y — K e todo inteiro positivo n.
Em [7], como consequéncia de um resultado de inclusdo para operadores multiplo

somantes foi provado:

Teorema 2.2.13 (veja [7, Corollary 2]) Sejam m inteiro positivo e py,...,pm €
(1,2m], com pil +- 4 me < 1. Entao

dm—1

Z "'<Z|T(6i1,~-,€im)|qm> t <2z I,

i1=1 im=1

para toda forma m-linear T : £ x --- x €5 — K e todo inteiro positivo n, com

1 1 (m—i+1) (1 1
— =t =+ — ],

qi 2 2m Di Pm

para todo i =1,...,m.

Agora, uma versao supercritica do Teorema [2.2.13] com condicoes sobre os expo-

entes 6timos, pode ser enunciada:

Teorema 2.2.14 Sejam m > 2 inteiro, k € {1,...,m — 1}, p1,...,px € [1,00] e
Dk+1s---5Pm € (172(m - k)] tais que
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para todo j € {1,...,k}. Entao

n n qT(;L ! E “
2| (Z T (e, .,ejm>|qm> <237, (210
j1=1 szl
para toda forma m-linear T : (3 X --- x {7 — K e todo inteiro positivo n, com
g = +"=(qg=00¢€
L_ 1, (m—i+]) (1+ . 1)
g 2 2(m—k) pi Pm)
para todo 1 =k +1,...,m. Além disso, g1 = --- = q, = 00 $40 Otimos e 08 expoentes
otimos q; satisfazendo sao tais que
1
4 > 1 Li=k+1,...,m, (2.17)
1= (f e+ )
e satisfazem a desigualdade
1 1 m—Fk)+1 1 1
LRI Y ) —( +---+—). (2.18)
Q1 Im 2 P+1 Pm
Demonstracao. Pelo Teorema [2.2.13] temos
. . N A
2| (Z T (i) ) <2737, (2.19)
ipp1=1 im=1
para toda forma (m — k)-linear T : lp oy X o x Ly - — K e todo inteiro positivo n,

co1m

qi 2 2(m—k) Di Pm

para todo i = k+1,...,m. Usando o Lema obtemos a desigualdade (2.16)) e que

11 (m—i—i—l)_(l 1)’

0s expoentes ¢; = -+ = gy = o0 ndo podem ser melhorados. Agora, pelo [I4, Lemma

3.1] ou imitando a prova do Teorema [2.1.11] obtemos

,i=k+1,...,m.



Provaremos agora que os expoentes satisfazem a desigualdade (2.18]). Observe que, se
k #m—1, entdo existe i € {k+1,...,m} tal que p; > 2, uma vez Tﬁ+-~'+ﬁ < 1.
Assim, substituindo a forma da desigualdade Kahane-Salem—Zigmund (Teorema
no apéndice) em (2.19), obtemos

1 1 (m=-k)+1_(_ 1 ., ., 1
7, Ue+1 trtan <n ° <p’“+1 pm)'

Como n é arbitrario, concluimos que

1 1 (m—k)+1 1 1
— .+ =< — I
Qk+1 Gm 2 Dk+1 Dm

No caso em que £k = m — 1, as condicoes e sao equivalentes e nao ha o
que fazer. [ |

Observe que fazendo k = 1e p; = -+ = p,, = m no Teorema [2.2.14) obtemos
como corolario a seguinte versao mais forte do nosso teorema critico (veja Teorema

D 1.11):

Corolario 2.2.15 Para todo m > 2 inteiro, temos

Sm—1 Sa 82

sp |3 ...<Z|T(ei1,...,e,~m)\8m> o < 2™ |7, (2.20)

<n< . ;
Isiisn | G,—1 im=1

para toda forma m-linear T : (], x --- x £)) — K e todo inteiro positivo n, com
2m(m — 1)
Sp=———>—, k=2,...,m.
YT mk — 2k 42

Além disso, s1 = 00 € S5 = m sao dtimos e, para m > 2, 0s erpoentes otimos Sy

satisfazendo $Go tais que

m 1 _m (m-1)
> —— k=2, Lom_(m-b :
p2 o k=2..m e 2;%__2 — (2.21)

Como consequéncia do Corolario concluimos que para m > 2 nao existe
desigualdade de Hardy-Littlewood para formas m-lineares 7" : ¢ x --- x {7 — K
com expoentes (oo, m,m/2,...,m/(m —1)).

Finalizaremos este capitulo com alguns problemas sobre as desigualdades de

Hardy—-Littlewood criticas e supercriticas:

Problema 2.2.16 Quais sdo os expoentes dtimos da desigualdade do Coroldrio
22137
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Problema 2.2.17 As condi¢oes em dos expoentes satisfazendo a desigualdade

sao otimas?

Um problema ainda mais geral pode ser assim enunciado:
Problema 2.2.18 As condigées e do Teorema [2.2.14| sdo Jtimas?

Ainda nao temos resposta para o problema anterior no caso geral. Entretanto,
pelo Corolario [2.2.6, sabemos que, para m = 3, k =1 e 2 < p < 3, a resposta para
o Problema ¢ positiva. E a respeito desse caso particular, alguns perguntas

surgem:

Problema 2.2.19 Quais sio as constantes otimas do Coroldrio [2.2.07 Existem p €

(2,3] e expoentes admissiveis qo,qs para 0s quais a constante V2 € dtima?
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Capitulo 3

Desigualdades de Khinchin

A desigualdade de Khinchin foi formulada em 1923 por Khinchin [46] para estimar
o comportamento assintotico de certos experimentos aleatérios. O seguinte exemplo
fornece uma ilustragao do seu alcance. Suponha que se tenha n nimeros reais aq, . .., a,
e uma moeda honesta. Apos jogar a moeda, escolhe-se a; = ay, se aparecer cara,
ou escolhe-se a; = —ay, se aparecer coroa. Jogando a moeda novamente, escolhe-se
as = aq + aq, se aparecer cara, ou escolhe-se g = a; — aq, se aparecer coroa. Depois

de ter lancado a moeda k vezes, o proximo lancamento resultara no nimero
Qpt1 1= Qf + g1,

se aparecer cara, ou em
Q41 = O — Qf41,

se aparecer coroa. Concluidas as n etapas, qual deve ser o valor esperado de

zn: :I:ak
k=1

A desigualdade de Khinchin, em algum sentido, resolve esse problema, uma vez que

| = ?

fornece limitacoes inferiores e superiores para esse valor esperado, dependendo so-
mente dos nimeros reais aq, ..., a,. Hoje em dia, ela ¢ uma ferramenta probabilistica
muito importante, com profundas aplicacoes em Anélise Matemética. Em particular,
como vimos nos primeiros capitulos, ela é fundamental no estudo das desigualdades de

Bohnenblust—Hille e Hardy-Littlewood; os artigos [4], [13], [30], [35], [59], [67] e [7T]



sao alguns dos muitos que evidenciam essas aplicagoes. A desigualdade de Khinchin

afirma que para qualquer p > 0 existem constantes A,, B, > 0 tais que
Z r; (t)al
i=1

n % 1 p % n %
a () </ 0] <n,(wr)
=1 0 i=1

para toda sequéncia de escalares (a;);_, e todo inteiro positivo n. Acima,

(r; : [0,1] — R);2, & uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identi-

camente distribuidas definidas por
ri(t) := sign (sin 2'rt) ,
chamadas funcoes de Rademacher. Veja abaixo (Figura os graficos de 1,79 € 73:

Figura 3.1: Graficos das primeiras funcoes de Rademacher

™ (t) T2 (t) r3 (t)
11— 1— — 1 - — -
0 1 t 0 1 t 0 1 t
~1 — 1] — — S

Fonte: Autoria propria.

Como as constantes 6timas A, e B, sao as mesmas para escalares reais e comple-
xos (veja [32L Ex. 26.9, p. 361|), é suficiente trabalharmos com escalares reais. Em [82]
foi provado por Szarek que A; = (\/5)_1 ¢ 6tima, solucionando um problema de longa
data colocado por Littlewood [43]. Mais tarde, Haagerup [42] simplificou a abordagem
de Szarek e forneceu as constantes 6timas para p # 1 (veja também [47], [83] e [86]).

Ele provou que as constantes 6timas A, e B, da desigualdade de Khinchin sao

11
23 P, se pc (Oap(ﬂ?
1
A = 2%'<ML\/%)/2)>F’ se p € (po,2);
1, se p € [2,00);
e
1, se p € (0,2];
B, =

™

1
23 . (W)p, se p € (2,00);
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onde I representa a Fun¢io Gama e py é o ntimero real pertencendo ao intervalo (1,2)
que cumpre I'((po + 1)/2) = \/7/2 (sabe-se que py = 1,84742).

A desigualdade de Khinchin é também valida, e util, para somas miltiplas (veja
[76]). E bem conhecido que independentemente da escolha dos inteiros positivos m,n

e dos escalares a;, .., %1,.-.,0m =1,...,1,

< Z |ai1,...,z‘m|2> (3.1)

i1yeim=1
P v
dty--- dtm> .

n

Z Wiy, Tiy (T1) * i (En)

i1 peim=1

<am(
[0,1]™

Ressaltamos que, mesmo no caso simples m = 2, a sequéncia de variaveis alea-

torias (r;-r; : [0,1]* — ]R);X;.:l nao é independente (veja [66, p. 142]). Com efeito,
sejam r;; = r; - 7; e A a medida de Lebesgue nos borelianos de [0,1]%. Considere as

variaveis aleatorias 711, 12,721 € 9. Note que

A (1)) - Ariz (1) - Alra' (1)) - Alrgy (—1)) =

No entanto,

Ay (1) N7y (1) Ny (1) Ny (=1)) = A(0) = 0.

Este capitulo esta dividido em duas secoes, nas quais exploraremos as desigual-
dades miltiplas de Khinchin e de Kahane. Na secao 1, apresentaremos variagoes da
desigualdade de Khinchin multipla. Mais especificamente, analisaremos o comporta-
mento da constante quando escolhemos uma norma ¢,, com r < 2, no lado esquerdo da
desigualdade e exibiremos a constante 6tima quando mudamos por uma norma
(., com r > 2. Na secao 2, veremos que existem resultados analogos aos apresentados
na secao 1 para espagos de cotipo 2 e, nesse contexto, apresentaremos desigualdades

do tipo Kahane. O contetdo deste capitulo é essencialmente o artigo

[68] D. Pellegrino, D. Santos, J. Santos, Optimal blow up rate for the cons-
tants of Khinchin type inequalities. Quaest. Math. 41 (2018), no. 3,
303-318.
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3.1 Constantes de desigualdades do tipo Khinchin

Nesta se¢ao, investigaremos as constantes em (3.1]), & medida que n cresce, quando
a norma fo no lado esquerdo é substituida por uma norma /., com 0 < r < 2, e
apresentaremos a constante 6tima quando trocamos por uma norma f,., com r > 2.

Comecamos com o seguinte resultado:

n A -
im) uma sequéncia de

i1eim=1

Teorema 3.1.1 Sejam m,n inteiros positivos e (a;,

-----

escalares reais. Se r € (0,2), entdo eriste uma constante Cy,,, > 0 tal que

1
n T
T
§ : |a117~-~71m‘
i1yeeyim=1

< Cpyn(31) /
(0,1]™

e 0 expoente m (% — %) € otimo.

ilv---vimzl

A principal tecnicidade na prova do resultado acima aparece na busca da otimali-
dade do expoente. Para essa tarefa usaremos, entre outros resultados, uma ferramenta
probabilistica poderosa chamada desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund:
Teorema 3.1.2 (veja [70, Theorem 1.1]) Sejam m e n inteiros positivos. FEzistem

uma constante universal C,, > 0, dependendo somente de m, e uma forma m-linear
Tm: co X -+ X cg — R do tipo

im

TnL,n(Z(l), o ,Z(m)) _ Z izz‘(ll) M)

tais que
+1

| Tl < Cun ™.

Como sera visto, provaremos a otimalidade do expoente de n no Teorema |3.1.1

considerando, para todo i,,,1,

(Im+1)

1yeeeslm m+1,n (6i17 e 7eim+1) .

A prova do Teorema Inicialmente, vamos mostrar que existem um expoente

tm, > 0 e uma constante (), , > 0 tais que

( > ’%,..A,z‘mfr> ’" (3.2)

i1 peim=1
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n

Z iy (t1) = T, (B iy i

i1 eyim=1

S Cm,pntm,r /
[0,1]™

para qualquer sequéncia (a;,.. ;..)

P 1/p
dty - dtm> ,

. _. e todo inteiro positivo n.
im=1

n
Ulyeeny

Seja s > 0 tal que % = % + % Pela desigualdade de Hélder como no Teorema
(apéndice) e pela desigualdade de Khinchin como em ({3.1)), para p = 1, temos

n
T
§ |aZ1 ----- Zm|
i1 eim=1

n
< < Z |ai17...,z’m\2>
T1yeeytm=1
Ty (tl) T (tm)ail,...,im

n
</
(03] 141 =1

_ oz m(i-1) /
[0,1]™

Agora mostraremos que a melhor estimativa para o expoente t¢,,, em (3.2), no

Sim

N|=

‘ ( - 1 >
’i,...,’im 1

dtl---dtm) ns

n

Z iy (t1) -+ Ti () @iy i

7;17-"71'771:1

dty - - dt,,.

caso p = 1, é precisamente m (% — %) . De fato, seja T},,4+1,, a forma (m+ 1)-linear dada

pela desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund (Teorema [3.1.2)). Entéao

Z ( Z ‘Tm—i-l,n (eip s 76im+1) r)

imi1=1 \i1,im=1
n n
< Z Cm,pntm " / Z i (t1> T, (tm)Tm—l—l,n (61'1, ey eimﬂ) dtl tee dtm
img1=1 O™ |4y im=1
n n n
= Cpn™r / Z Tm+17n<z T (t1)ei, -, Z i, (tm)€i, eimH) dty---dt,,.
04m; =1 i1=1 im=1

Lembrando que o funcional linear T, 1, (Zzzl Tiy(t1)€is -y D i 1 i (b)) €i s ) é

absolutamente (1;1)-somante, com norma l-somante igual & norma do supremo (veja

Proposicao no apéndice), e que vale a dualidade (¢y)" = ¢1, temos

n n n
/ Z Tm+1,n (Z Ty (tl)eil, ey Z Tim, (tm)eim, e’im+1> dtl ce dtm
0.4™ ;  1=1 =1 im=1
n n n
< sup Tntim Z riy(t1)eigs -, Z Tig (bm)€ipn s - sup Z |0 (€irsn) |
t1,....tm€[0,1] =1 im= SDEB(CO)* im1=1
n n
= sup Tontin Z iy (t1) ey, - -, Z i (tm) €0y -
tl,...,tWG[O,l] i1=1 Im=




n n
< sup | Tosaall Zﬁ‘l(tl)eil Z Tipa (U ) €3
tl,...,tmé[o,l} =1 i im=1 o
= HTerl,nH )
pois

n

sup Z }gp(e%+1)| =1.

PEB(e)* 4, p1=1

Por outro lado,

n n
T m
E E ‘Terl,n (eil,...,eimﬂ) =n-nr.

tm+1=1 \%1,...,im=1

Assim

m m—+2
n1+r S Cmmntm”cmﬂn 2,

para todo n. Como n ¢é arbitrario, temos

t > 1 1
mr>ml-—=1].
’ ro 2

Pela desigualdade de Khinchin Muiltipla [76, p. 701] deduzimos que, para quaisquer

p,q > 0 e todo inteiro positivo m, existe uma constante C, ,, > 0 tal que
n
Z Wiy Ty (1) * T (U

P v
(f )
[071]771 11 4eeytm =1
‘ @
< Coupa / dty - - dty,
[071]'m,

e, assim, concluimos que o expoente 6timo t,,, independe do valor de p, finalizando a

n

iy, Tiy (E1) * =+ T (Em)

ilv---ﬂ'm:l

demonstracao. [ |

Observagao 3.1.3 Se r; € (0,2), para todo j = 1,...,m, usando a desigualdade de
Hélder mista (veja Teorema no apéndice) e repetindo os argumentos da prova do
Teorema podemos provar que existe uma constante Cy, , > 0 tal que

T —— \ T
1 2\ T2 !

n n n ey "3
DS (Zr|)

i1=1 \ i2=1 im=1

< Cm,p‘n< ;n:l%j)_% (/
[0,1]™

e que o expoente (Z?_l %) — I ¢ dtimo.
- J

n

Z Ty (tl) T (tm)ai1,...,im

i1 peim=1

P 1/p
dty--- dtm>

2
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Sabe-se, pela monotonicidade da norma ¢,, que se considerarmos um ntimero r,

n % n
( 5 ||> s( 5 ||)
i1, sim=1 i1,eyim=1

Portanto, existe uma desigualdade de Khinchin multipla como em (3.1}, quando se

com r > 2, entao

N|=

considera no lado esquerdo a norma ¢,, com r > 2, em vez da norma {5, possivelmente
a constante nesse novo caso serd melhor que A;™. No proximo resultado, exibiremos
a constante 6tima quando r > 2 e p = 1. Mais precisamente, provaremos que:

n

Proposigao 3.1.4 Sejam m e n inteiros positivos e seja (a;, . i,,) uma sequén-

U150 m=1
cia de escalares reais. Se r € [2,00), entao

1
(5 wr) <2

21 4eeesbm =1

n

> ri(t) i ()i | At db,

1peim=1

. . mo o, .
e a estimativa 2+ € otima.

Para a prova da otimalidade da Proposicao [3.1.4] precisaremos das formas m-
lineares R, : ¢ X -+ X ¢cg — R definidas indutivamente do seguinte modo: para

m = 2, definimos

R, (x(l),x@)) _ $§1)$g2) + xgl)xgm + xgl)x?) . :vél):véz)-

Definimos Rj3, a partir da Ry, por

Ry (20,2 2@ = (:cil) e )) ( @56 | @3 | 0,®) _xg)xgi%))

+ (xgl) _ x§1)> (ng)xég) + x(Q) (3) + x(Q) (3) _ xf)xf’)) ‘
E, de maneira geral, uma vez definida R,, 1, definimos R, por

R, (a:(l), e ,ac(m)) = (xﬁl) + x§1)> R, (x(Q), e ,x(m))

+ (xgl) — x;1)> R,._1 (Bzm_2 (x(2)) ,...,B2m_2 (x(m))> ,

L —2 . . .
onde B?" " (x1, 29, 13,...) := (Tgm-241, Tam-249, Tam—243, ... ), para mais detalhes indi-

camos [67]. Na demonstragao usaremos, para todo i,,1,

(fm+1) _
CLZ17 —Rm+1 (€i17...,6im+1) .

Jim
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22m—2

Observe (veja [67]) que cada R, é composta por precisamente monomios e que

IRl =277

Note também que cada R,, tem exatamente 2™~ ! mondmios envolvendo cada uma das
2m=1 primeiras coordenadas da altima variavel z("™).
Finalmente, necessitaremos de uma versao com “indices multiplos” do Principio

de Contragao, cuja prova serd apresentada em seguida por questao de completude.

Lema 3.1.5 Para quaisquer m e n inteiros positivos e vetores y;, . ;. no espago de

m

Banach'Y, t1,...,i, = 1,...,n, temos

cmax iy || < / > () i (bn)Yir, || Aty d,

kk=1,7,;n [071]"” il,---yi'mzl
Demonstragao. Para o caso m = 1, considere p =1, A= {1} e B={l,...,n} em
[36, Theorem 12.2]. Assim

/ Z riy (t1)yi || by < / Z riy (0, || dta,
011 |[7ery CRA | et
e isso implica que
A A ) SERCO P
[0,1] ||, =1

O mesmo argumento vale quando se escolhe A = {2},..., A = {n} e, portanto,

n

Z Ty (tl)yn

i1=1

dty.

max [lyl < /
1171,...771 [0’1]

Vamos supor, como hipo6tese de inducgao, que o resultado é valido para m — 1. Temos
Tiy (t1) - i (6 Yis i

/[0,1]m i1serrim=1
Zﬁ'l(tl) < Z Tip(t2) - 7, (tm>yzlzm)

1
B /[;)11}7%1 /0 i1=1

Pelo caso m = 1, temos

n

dt - dt, (3.3)

dt1> dty - - - dt,,.

i25eim=1

n

Z Tiy(t2) * Ty (b)) Yiy i

12, ytm =1

(3.4)

max
i1=1,...,n




Por (3.3)) e (3.4), concluimos que

Jo

Z Ty (81) Ty (b ) Yiy i

U1 yeeeytm=1

dty - --dt,,

> [ max DT () ), | deed
[071]m71 11=1,...,n =1

- / > rlta)ri (b )Yir,i | dba e b,
[0,1]m—1 i1

para todo iy = 1,...,n. Pela hip6tese de indugao, temos

/[()J]ml

e, como isso é valido para todo 7; = 1,...,n, a prova esta concluida. [ |

n

> ri(ta) i (b)Y i

1250 im=1

dty - - - dt,, > max ||?lezm||
ig=1,...,n
k=2,...,m

Demonstracao da Proposicao Vamos denotar por C,. a constante 6tima

satisfazendo
n % n
( Z ’ail,...7im|r> <C, / Z iy (t1) = Ty (b ) iy i | b1+ - dln,
i1yeenrim=1 O™ 141, im=1

77777

Pela desigualdade de Holder como no Teorema (apéndice), se 0 € (0,1) e

u, s,t € [1, 00| satisfazem

1 0 1-0

u s t
entao

n n 6 n 1-0
1(ai)izilly, < [1(ai)izy Iy, 1(@i)izy lly, - (3.5)

Seja 0 = % Como

1 0 1-0

ro 2 oo

por (3.5)), temos

1-0

n % n
< > \ail,...,z’mV) S( > |az'1,...,z'm|2> | max fai, i, . (36)
1r=1,....,n
i1

i1yesim=1 k=1,...m

[ SIS

yeeytm =1

Por 1} lembrando que A4; = (\/ﬁ)fl, concluimos que

n 1/2
[071}7n

i1,eim=1

n

Z riy(t1) - iy, () @iy i | ity -+ - dty,

i1 peim=1

(3.7)
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e, do Lema temos

max |a;,, i, | <
zkzl,...,n [0,1]777.

k=1,....m

n

Z iy (t1) = Ty, (b ) iy i,

B1yeeytm=1

Portanto, combinando (3.6)), (3.7)) e (3.8), segue que

1
n T
r m
( 3 ||> <27 |
i1yeeeyim=1 [0,1]™

Agora vamos provar que a constante 2+ & 6tima. Seja R, a forma (m+1)-linear

dty--dtn.  (3.8)

n

Z i (t1) - Ti () Qi i

i1 peim=1

dty - - - dt,,.

definida no inicio da secao. Como o funcional linear

2m 27"
R (Z riy(t1)e€iys - Z Tim (tm)€is )

i1=1 im=1
é absolutamente (1; 1)-somante, com norma 1-somante igual & norma do supremo (veja

Proposicao no apéndice), temos

2m 2m %
r
E ( g ‘Rm-i-l (6i17€i2""7€im+1>| >

ima1=1 \i1,..sim=1
2m 2m
S Z C’r/ Z Til(tl)"'rim(tm)Rm—l-l (eil,eiQ,...,eim+l) dtldtm
Im+1=1 [0’1]m 11 5eeytm =1
2m 2m om
=G, / Z Rm‘H (Z Ty (tl)eim SRR Z Vi (tm)eima eim_H) dty---dty,
[0,1]™ imt1=1 ii=1 im=1

om 2m 2m
< Or sup Rm-i-l (Z T4y (tl)eilv SRR Z Vi (tm)eim’ ) sSup Z ‘@(Gim+1)|
tl,“,tme[o,l] i1=1 im=1 wEB(CO)*im+1:1
2m am
<Coosup Rt l[|| D (t)en || o | Do rin (e,
t1,..,tm €[0,1] =1 o im=1 co
<2™C,,
Jj& que
2m

||Rm+1|| =2" e sup Z ‘90 (eim+1)} =L

QOEB(CO)* im+1:1
Por outro lado, como R,,;; tem exatamente 2™ monomios envolvendo cada uma das

2™ primeiras coordenadas da tltima variavel, para cada i,,+1 € {1,...,2™}, temos

2m
T m
( E |Rm+1 (eil,eiz,...,eierl)‘ ) =2 y

i1seim=1
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j& que a soma acima tem exatamente 2™ termos e cada um deles tem modulo 1. Como

R,,+1 tem um total de 2™ mondmios, finalmente obtemos

2m 2m % )
Z ( Z ‘Rm—&—l (€Z‘1,€Z‘2,...7€Z‘m+1){r> :2m(2m);
1

im+1=1 0150yt =1

Assim

M. 2% < 2™(,

e concluimos que

completando a prova. [ |

3.2 Constantes de desigualdades do tipo Kahane

Nesta secao, apresentaremos uma versao do Teorema |3.1.1| para espacos de cotipo
2 e uma versao da Proposicao para espacos de Hilbert.

Sejam 2 < ¢ < oo e s > 0. Um espago de Banach Y tem cotipo ¢ (indicamos [36,
Chapter 11] e [78] para mais detalhes e propriedades) se existe uma constante C' > 0 tal

que, independentemente da escolha de uma quantidade finita de vetores y1,...,y, € Y,
1

<Z Ika||q> q <C (/[0 . dt) N (3.9)

Quando s = ¢, a menor de todas as constantes satisfazendo (3.9) serd denotada por

n

Z Tk(t)yk-

k=1

c,(Y). A desigualdade de Kahane abaixo mostra que a escolha de s ndo ¢é relevante,

modulo a constante envolvidas:

Teorema 3.2.1 (veja [36, Theorem 11.1]) Sep,q € (0,00), entdo existe uma constante
K, 4 > 0 para a qual vale

¢ N7 AN
/ i) <K [ it
[0,1] [0,1]

independentemente da escolha do espaco de Banach Y, do inteiro positivo n e dos

n

Z 7% (t) Y

n

Z 7k (t) Yk

vetores Yi,...,Yn € Y.

De agora em diante, K, , denotara a constante 6tima da desigualdade de Kahane.
Como acontece para a desigualdade de Khinchin, também temos uma tipo Kahane para

indices miltiplos, a chamada desigualdade de Kahane—Khinchin multipla:
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Teorema 3.2.2 (veja [1l ou [76, p. 702]) Sejam p,q € (0,00). Entao

; :
(/. o)

: :
< K" (/{Ol]m dtl---dtm> ,

para todo espago de Banach Y e toda sequéncia (yi, . i, )" _,emY.

U1yeenlm

Z yzl, ,zmrzl tl) i (tm>

YiroorsimTin (T1) =+ T, (tm)

i1yeim=1

77777

O resultado seguinte mostra como espagos de cotipo ¢ se comportam com somas

em multiplos indices, conhecido como a desigualdade de cotipo multipla:

n

Teorema 3.2.3 (veja [78, Lemma 3.9]) Seja’Y um espago de cotipo q. Se (yi, . 4,.)

m ilv---vi'mzl

€ uma matriz em Y, entdo

n 1/q
( 5 uyh,...,@-muq)

i1,..,im=1

q 1/q
< (V)™ (/ dty - - ~dtm) .

Pela desigualdade de cotipo multipla (Teorema [3.2.3) e pela desigualdade de
Kahane—Khinchin multipla (Teorema [3.2.2]), sabemos que

n 1/q
( > Wirin Hq> (3.10)
i1 j

para todo s > 0.
Nosso proximo resultado mostra como é o crescimento da constante resultante

Z yll, Jm/r.ll tl) rlm(tm)

015y =1

Z Yiv,ooim i (t1) - 74, ()

015yt =1

quando consideramos espacos de cotipo 2 e trocamos a norma ¢, por uma norma /¢,

r < 2, no lado esquerdo da desigualdade (3.10)).

Teorema 3.2.4 Sejam Y # {0} um espago de cotipo 2 e p € (0,00). Ser € (0,2) e

(yilv"'vi"rb)z,...,im:l ¢ uma matriz em Y, entao existe uma constante c,,, > 0 tal que

n 1/r
( 5 H%,A..,Z-mw)
i1esim=1
’ :
dtl---dtm> ,

< ey (2H) /
[0,1]™

€ 0 expoente m (l — l) € otimo.
r 2

Z Yit,eooyim T (t1) -+ 74, (tm)

11 ymenstm =1
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Demonstracao. A prova ¢ analoga a do Teorema Seja s > 0 tal que L = £ 41
pela desigualdade de Holder (Teorema no apéndice), temos

n % n % n s
2
( 3 uyh,...,@-mw) g( 5 uyh,...,imu) ( 3 ms)
i1yeensim=1 i1eensim=1 i1 sim=1

. n 3
= p(3-2) . < Z HyuzmHQ) .
i1

Usando o fato de Y ter cotipo 2 e a desigualdade de Kahane-Khinchin multipla, segue

|

que
1
r

< Z ||yz1zm||r> (3.11)

1yeim=1
n

Z Til (tl) e rim (tm)yil ----- im

i1 yeenim=1

< oo (V) K™ (5 73) / dty - dt,.

[0,1]

Para provar a otimalidade do expoente m (% — %) , vamos supor que

1
( Z Hy“ ----- inb||r> S cmnt/
[0,1]™

il,...7im:1

n

iy (81) = i (b ) Yir i || A1 -+ d,

il,...7im:1
para certos ¢,, > 0 e t > 0. Considere a forma (m + 1)-linear 7,,.;, dada pela desi-

gualdade de Kahane-Salem-Zygmund (Teorema [3.1.2)) e defina

(fmt1) _
Yitorsim — Tm+17n(6i17 s 76im+1)y7

para y € Y fixado com |ly| = 1. Pela dualidade (cy)* = ¢; e usando o fato de que o

funcional linear W, 11, := Tpi1m (Zzzl iy (t1)€is -y 2 1 i (b)) €4 ) ¢ absoluta-

mente (1; 1)-somante, com norma 1-somante igual & norma do supremo (veja Proposi¢ao

no apéndice), temos

1

n n ) r r
(5 )
imp1=1 \it,im=1
n n )
3 ’””/ ST ()i )yl | dt -y,
im41=1 [0’1]m 01 yeeyim=1
n n
D I A D SR E I R O | KA
imp1=1 O™ |4y . im=1
n n n
= Cmnt/ Z Tm—‘rl,n (Z Ty (tl)eil, ceey Z Tim (tm)eimu e’im+1 dtl NN dtm
[0’1}m im+1=1 i1=1 tm=1

)



n

<cnnt  sup  |[Wpiiall - sup Z ‘cp <6im+1)‘

t1,.-.,tm€[0,1} SOEB(CO)* imt1=1
E sz elm

E Tzl tl ezl
im=1

S Cmnt sup HTerl nH
1 i1=1

t1,...,tm€[0

€] &)

t m—+2
S CmM Km—i—ln 2,

pois

Logo

m m—+2
nttr < ' Kpn™ 2,

para todo n. Como n é arbitrario, temos

t> 1 1
ml-——=1.
- ro 2

Pelo Teorema [3.2.2] sabemos que a mesma estimativa vale quando mudamos a norma-

Ly em (3.11) por qualquer norma-L,,. [ |

Observacao 3.2.5 Um resultado similar ao apresentado na Observag¢ao vale

para esse caso de espacos de cotipo 2.

Quando Y é um espaco de Hilbert podemos provar um resultado semelhante ao

da Proposicao [3.1.4}

Teorema 3.2.6 Sejam m e n inteiros positivos e (Yi,, i, )5

tm/ig,im

_, uma sequéncia em
um espaco de Hilbert Y. Se r € [2,00), entdo
1

( Z ||yi1,..,7im r> SQT/
RIS [0,1]m

yeenytm=1

n

> )i, (b)Y

ilr”vi’m:l

dty - - dt,,

m v 7’ -
e a constante 2+ € otima.

Demonstragdo. A prova é semelhante a demonstracao da Proposi¢ao Seja

r > 2. Vamos denotar por C, a constante 6tima satisfazendo

( 5 uyz-l,u.,z-mw) e
i1

para toda sequéncia de vetores (yilp~~7im>i1

n

Z iy (t1) iy (b ) Yir i

B1yeeeytm=1

S5

dty - - dt,,

0,1]

n
; —1 em Y e para qualquer n. Sabe-se

que K15 = v2 e o(Y) = 1 (veja [A7] e [36, Corollary 11.8]). Seja ¢ = 2. Usando a
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desigualdade de Holder interpolativa (TeoremafA.4no apéndice), a desigualdade (3.10)

e o Lema [B.1.5 concluimos que

1
n T
I I
Yityesim
ilv---vimzl

iy (t1) -+ Tiy (B ) Yir i

g 1-6
2
< ( 1Y ecion | ) : lmaXnHylh im |
i1,..tm=1 k—l,’ ,;71
n 0
- ( s | S5 et )
[o I | P

1-6
dty - -- dtm)

dty - --dty,

[0 gm

'Lm—l

g /
[071}”1

m.o, , . .
Agora vamos provar que a constante 2+ é 6tima. Sejam

Z Tiy (tl) T, (tm)yil,...ﬂ'm

i1 im=1

yl(?jﬂ:llr)n = Rm+1(6i1’ s 76im+1)y7
onde y € Y é um vetor fixado com |ly|| = 1 e R,,41 ¢ a forma usada na Proposi¢ao

3.1.4. Usando a dualidade (cp)" = ¢4, temos

1
i ( 22: ‘y(lm+1) ‘)T
15eeim

imp1=1 \i1,mmim=
gm gm
S Z Cr/ Z ’r’il(tl)"'rz‘nl(tm)Rm+1 (€i1;€i27---aeim+1) dtldtm
ima1=1 O™ |41, im=1
om om gm
= Cr / Z Rm+1 (Z Ty (t1>6i17 RN Z i (tm)eima Gim+1> dtl PN dtm
03] 1=1 =1 im=1
gm gm gm
<C, sup Z R (Z riy(t1)eis -, Z Pig (bm)€ipn eim+1>
totm€[01] g =1 im=1
gm om gm
<C, sup Ry Z i (t1)ei, - -, Z i (tm)e€in s ||| sup Z ¢ (€insi) |
b tm €[0,1] i1=1 im=1 PEB img1=1
gm gm
<G osup (Rt (tr)es, > i (tm)ei,
t1,..,tm€[0,1] =1 im=1
co co
< 2mC,.

7



Como observado na prova da Proposicao [3.1.4] em R,,.; h& exatamente 2™ monémios

envolvendo cada uma das 2™ primeiras coordenadas da sua tltima varidvel. Assim,

2m 2m T

Z Z HRm+1 (€i176i27"'>€im+1)y”7' =2". (2m) :

Z'"H»l:l 015yt =1

S =

Logo
2m. 2% < 2mC,
e concluimos que
C, =27,
finalizando a prova. n
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Apéndice A
Resultados auxiliares

Este apéndice ¢ destinado a apresentar resultados usados nas demonstracao dos
nossos teoremas e que preferimos nao colocar no corpo do texto. Também apresenta-

remos resultados folcléricos que tornarao o texto mais autossuficiente.

A.1 Resultados classicos

O teorema de inclusao a seguir é muito usado como ferramenta na prova de
resultados de inclusao e de coincidéncia. Um exemplo é o nosso teorema de inclusao

estendido, demonstrado no Capitulo 2.

Teorema A.1 (veja [36, Theorem 10.4]) Sejam s >1r e g > p. Se

11 1 1
S’

p o q
entao todo operador linear absolutamente (r; p)-somante é também absolutamente (s; q)-

somante.

A desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund (KSZ) fornece formas multilineares
com coeficientes =1 e com normas relativamente pequenas. Essa desigualdade possui
varias aplicacoes, sendo muito tutil para certos problemas de otimalidade, como, por
exemplo, os expoentes 6timos das desigualdades de Hardy—Littlewood e Bohnenblust—
Hille. Em algumas ocasioes na tese, usamos a seguinte versao da KSZ, recentemente

provada em [70]:



Teorema A.2 (veja [70, Theorem 1.1]) Sejam m e n inteiros positivos e sejam

D1y Pm € [1,00]. Entao existem uma constante universal C' (dependendo somente de
m), uma escolha de sinais €; = £1 e uma forma m-linear A, , : 6;‘1 X oo X f;m — K
do tipo .
Amyn(z(l), 2™y = Z j:zi(ll) e z§;”),
i1y =1
tais que

| Apun]] < € - sty i etz =5, 0F,

5 ; 1 n 1 1 Lo
Além disso, o expoente e T >k max{z — -, 0} ¢ dtimo.

A desigualdade de Holder foi apresentada em [18] para espagos L, e, desde entdo,
algumas versoes surgiram. Apresentamos a seguir duas delas e recomendamos [5] para

mais detalhes historicos, outras versoes e aplicacoes.

Teorema A.3 (veja [J] e [I8]) Sejam m, n e N inteiros positivos e sejam

r=(re,. ), @) = (1), gm(1), - g(N) = (@(N), - gm(N)) € (0, 00]™
tais que

- 4 ie€{1,2,...,m},

L
¢(N)’

e seja ag, = (a%)senm, k = 1,..., N, uma matriz escalar. Entdo

N N
[T+ <T]ll2xllew-
k=1 k=1

Em particular, se r,q(1),...,q(N) € [1,00)™, temos

r

n n T EANE
1 N |T™m
E e E |ai e ai
i1=1 im=1
r (k) 1
a1 k
am—1(k) a2 (k) o)
N n n (k) am (k)
k|dm
<TI0 || 22 Jail
k=1 i1=1 im=1

Para um ntimero positivo 6, definiremos a’ := (a{);jeny=. Nao é dificil ver que
1a°(lq/0 = [lallg:

onde q/0 := (q1/0,...,q./9).
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Teorema A.4 (veja [J] e [18]) Sejam m,n e N inteiros positivos, v, q(1),...,q(N) €
(0,00|™ e sejam 0y,...,0n € [0,1] tais que by +---+ 0y =1 ¢

1 0, On
T Qi(l) Qz‘(N)

Entao, para toda matriz escalar a := (a;)ienm, temos

N
0
lall, < TT llallg-
k=1

1=1,...,m.

Em particular, se r,q(1),...,q(N) € [1,00)™, a desigualdade acima pode ser reescrita
. i\
n n Wl 2 !
Tm
E N E ' ay
i=1 im=1
- 1 9k
(k) :
P AR
N n qgm (k)
= H § : < E |az|qm(k )
k=1 11=1 im=1

A.2 Resultados de apoio

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados folcloricos muito usados em traba-
lhos nessa linha de pesquisa. Apresentaremos a prova porque nao achamos referéncia

com a demonstracao detalhada.

Proposicao A.1 Todo funcional linear f : X — K € (1,1)-somante e sua norma

(1,1)-somante coincide com a norma do supremo.

Demonstracao. Queremos mostrar que existe C' > 0 tal

n
1@ < C- @)yl (A1)
i=1
para todo n inteiro positivo e quaisquer zq,...,x, vetores em X. Se f = 0 a desi-

gualdade acima é claramente satisfeita. Vamos assumir entao f # 0. Observe que

(L/IL£1) - f € Bx+. Assim

S < (Z“” & )

i=1 PEBx- \ =1
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o que implica

Zlf z)l < £l Sup (Z!w (i ) = 1A o) izl

Logo f é (1,1)-somante e || f||1,1) < || fllsup- Por outro lado, seja € X e considere

ry=---=ux, =z em (A.1). Assim

IIf(@)] <C-|z||, para todo x € X,

e, portanto, ||f|l«wp < C, para todo C satisfazendo (A.1). Logo || fllswp < [[flla,1) ©
concluimos que || f|sup = || f]l(1,1)- |

O proximo resultado, embora simples, foi muito atil em vérias ocasioes:

Proposigao A.2 (Inclusdao em espacos (,) Se 1 < p < g < oo, entio ¢, C {, e

- llg < - Ml

Demonstracao. Seja a := (a;)72, € ¢,. Como

1
oo P
laj| < (Z ]ai\p> = ||a]|,, paratodo j=1,2,... (A.2)
i=1
0 caso ¢ = oo ¢ imediato e consideraremos g < co. Note que, para todo 7 =1,2,...
|aj|* = la;[” - |aj|*™" < [ay[” - Hqu P

Assim, somando em j, cada membro da desigualdade acima, obtemos

oo o0
D lal” < llallg™ - Y lagl” = flall.
j=1 j=1

Logo,

1

o
(Z Iaj\q> < flafl, < oo
j=1

Proposigao A.3 Em (,, tem-se ||(&;)!||wm = 1, sempre que p > m.

Demonstracao. Como p > m, entao p* < m*. Assim

0 2 P (Zw»w*)m

PEB ) \ =1
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1
=

Prop@ n . P
5 sw (Z (e ? )

PEBp)x \ =1
dualidade
= sup [l
PEB g,
= 1.

Considerando o funcional ¢((x;),;) = x1, mostra-se a outra desigualdade.
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