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Resumo

Neste trabalho, fizemos um estudo sobre regularidade de solugoes de equacoes di-
ferenciais parciais de segunda ordem. Mais precisamente, na obtencao de estimativas
universais de regularidade C*%, conhecidas como estimativas de Schauder. Dividimos
o trabalho em trés partes: na primeira parte, estudamos resultados de solucoes C** de
Equagoes de Poisson que sao a-Hoélder continuas. Na segunda, estudamos a regulari-
dade C?“ de um operador linear eliptico de segunda ordem, com coeficientes C, por
meio de uma estimativa interior. Por 1ltimo, estudamos a regularidade C?® de solucoes

no sentido de viscosidade para equagoes de segunda ordem totalmente nao-lineares.

Palavras-chave: Estimativas de Schauder, Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas,

Solugoes de Viscosidade, Equagoes Totalmente Nao-Lineares.



Abstract

In this work, we study regularity of solutions of second order PDE’s. More precisely,
we study universal C** regularity estimates of solutions, which are also known as
Schauder estimates. We divide the thesis in three parts: in the first part, we study
results of C%% solutions of Poisson Equations which are a-priori a-Hélder continuous.
In the second part, we study C*® regularity of solutions of linear second order elliptic
PDE’s, with C* coefficients, through an interior estimate. Finally, we study the C?*

regularity of viscosity solutions of fully non-linear second order elliptic PDE’s.

Keywords: Schauder Estimates, Partial Differential Equations, Viscosity Solutions,

Fully non-linear Equations.
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Notacoes

Abaixo, listamos algumas notagoes utilizadas na dissertacgao.

e ¢, denota o i-ésimo vetor da base canonica do R";

e u; = D;u denota a i-ésima derivada parcial da funcao u;

e u;; = D;ju denota a i-ésima derivada parcial da fungao Dju;

e D%y denota a matriz hessiana da funcao u;

e |y| = n denota o multi-indice de D7u, onde v = (71,...,7,) € N,
n

o tr A =) a; denota o traco da matriz A = (a;;);

=1

o tr(AB) = Zn: a;;b;; ou simplesmente a;;b;; denota o trago da matriz AB;
ij=1

e B,.(z) denota a bola de centro z € R" e raio r;

e B, denota a bola de centro 0 € R” e raio r;

e | B;| denota o volume de By;

o (', (1, (s, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;

e | - | denota a norma euclidiana do R™;

n

e a-b= > a;b; ousimplesmente a;b; denota o produto interno de a = (ay, . ..

i=1

eb=(br,...,bn);:



° ][ f representa a integral média de f sobre €2, onde, por definicao, tem-se
Q

fo=m

e f x g denota a convolucao das funcoes f e g, dada por

fgla) = / f(x —)g(y)dy:

o ||-|zr() ou ||-||zr, com 1 < p < 00, denotam a norma do espago LP(£), isto é,
1
P
sy = | [1-7])
Q

* el @) = flullez + 2 1Dl 2

o H':= W2 representa o Espaco de Sobolev associado a norma

1/2

||u||W1v2(B1) = Z / |D7u|2dx
B1

lv1<2

X1



Introducao

A busca por regularidade de uma solucao nos diz o quao suave ela é, usando ingredi-
entes universais como dimensao, estrutura do dominio e da equacao. O nosso trabalho
busca estudar algumas ferramentas da Teoria de Schauder, que formam um conjunto
de resultados, elaborados por Juliusz Schauder (1934 - 1937), cujo objetivo é a busca
de regularidade de solucoes de Equacoes Diferenciais Parciais.

Com base nisso, estudamos inicialmente as Equagoes de Poisson Au = f em um
dominio Q@ C R"™. Motivado por isso e embasado nas notas [16], o Capitulo 1 se
concentra no uso da Teoria de Schauder através do seguinte resultado: dada uma
funcao f a-Holder continua, as solucoes classicas da equacao Au = f sao de classe
CIQOCO‘ Isso quer dizer — em outras palavras — que se o traco da matriz Hessiana de
uma funcao u for a-Holder continua, entao cada entrada dessa matriz é uma funcao
localmente a-Holder continua. Isso se configura da seguinte maneira: seja D?u a matriz

hessiana de u
Up -+ Uln

D?u =
Up1 = Unn

entao, temos

n
Au = ZU“ c(C* = U5 € CQJViaj <n.
=1

Dito isso, fazemos a demonstragao desse resultado de trés formas: a primeira é pelo
Principio do Méaximo, cujo foco é o uso do Principio do Maximo forte; a segunda forma
é feita a partir do Método de Energia, que se utiliza da teoria de solugoes fracas de
EDP’s; por ultimo, o Método de Compacidade, em que por meio de sequéncias usamos
a compacidade do problema para provar o teorema.

Por se tratar de um trabalho cujo foco central é o estudo de estimativas C*%, nos
Capitulos 2 e 3 abordamos esse tema para operadores mais gerais. No Capitulo 2,
em particular, estudamos essas estimativas de um operador linear eliptico de segunda
ordem com coeficientes de primeira e segunda ordem. Isso foi feito a partir do chamado

Teorema de Estimativa Interior de Schauder, o qual exprime uma desigualdade envol-



vendo a norma C?® de uma funcao u em B; e a norma C%* do operador em questao
e da norma L* de u, ambos em Bs.

Ainda sobre o Capitulo 2, a prova do teorema nele contido é feita de uma forma
mais moderna, em termos de técnicas mais acessiveis. Historicamente, assim como
feito no livro [I], Estimativas de Schauder sao feitas tendo como base a utiliza¢ao do
chamado Potencial Newtoniano u = I' x f. O teorema foi escrito originalmente no
artigo [12], e reescrito com essas adaptagoes nas notas [5].

Por fim, no Capitulo 3, na mesma perspectiva do Capitulo 2, apresentamos as es-
timativas %%, s6 que dessa vez em solucoes de viscosidade em equacdes totalmente
nao-lineares de segunda ordem uniformemente elipticas. Baseado no livro [9], estuda-
mos equagoes totalmente nao-lineares, da forma F : Sym(N) — R, F(D?u(z)) = f(z),
para obtermos tal regularidade de solucoes no sentido de viscosidade.

No texto, a menos que seja mencionado o contrario, tratamos de solucoes classicas
de EDP’s.



Capitulo 1
O caso Laplaciano

Fundamentado principalmente por [16], o objetivo deste capitulo é mostrar através

da Teoria de Schauder o seguinte resultado: se u é solugao de

—Au=f em By,

. , ~ . 2
com f a-Holder continua, entdo u é localmente C**, denotado por C; 7,

isto é, para
todos 1 <4, j < n, temos que u;; ¢ a-Holder continua.

Isso foi feito, primeiramente, com o Principio do Maximo Aproximado; em seguida,
fizemos uso do Método de Energia; por tultimo, o Método de Compacidade, que é
muito 1util no capitulo seguinte, onde usamos a compacidade conseguimos regularidade
C?“ para operadores uniformemente elipticos lineares, e nao somente para solucoes C?
definidas em um dominio 2 C R™.

O nosso estudo, nessa dissertacao, é focado em estimativas locais; mais precisamente

estamos preocupados com estimativas num subdominio de €2, digamos B, C {2 C R".

1.1 O Principio do Maximo Aproximado

Ao estudarmos Equagoes Diferenciais Parciais, € comum comegarmos com este que é
um resultado classico, cuja utilizacao e consequéncias atreladas sao iniimeras; estamos
falando do Principio do Mdximo. O qual afirma que dada uma funcao u € C?*(B;) N

C?(B,), subharmonica em By, isto é, Au > 0 em By, vale a seguinte estimativa:

sup u < sup u.
B B

Antes de comecarmos com os resultados dessa secdo, concentremo-nos em algumas

defini¢oes que sao necessarias no decorrer do texto.



1. O caso Laplaciano

Definicao 1.1. Uma funcao f : R* — R é dita a-Holder continua, quando é valido

que

|fla := sup @) = /)l < +o0.

zAYyER" |z — y|*

Definigao 1.2. Dizemos que u é C%%(Q2) em zy € €2, quando que existe um polindémio

de segunda ordem da forma
1 T
P(z) = §(x —x0)" A(x — xo) + B(x — z9) + C,

tal que
u(x) — P(x)| < Dz — xo**,

para |z — 29| < 1. No caso afirmativo, A, B e C representam, respectivamente, as

seguintes matrizes n x n: D*u(wq), Du(zo) e u(zo)

Considerando o tratamento de solugoes C?(B;) e os respectivos laplacianos, obte-

mos, como consequeéncia do principio do maximo, o seguinte resultado:

Lema 1.1. Suponha que u : Q2 C R" — R, com u € C*(Q), ¢ solugao da equagao
—Au=f em B;C.

Entao é valida a seguinte estimativa:

| 2

u(x) < supu +

sup f, Vo € Bj. (1.1)
0B, Bi

Demonstracao. A fim de usarmos o Principio do Médximo, considere a funcao

v: QCcR* — R

x — v(z) :=u(r) —supu —

Note que v é subharmonica. De fato,

Av(z) = A(u—supu—l_—wsupf) (z)

0B 2n B,

= Au(z)— A (1_—|'|2sup f) (x)

2n B

- s (54

= Au(z) + sup f.
By

4



1. O caso Laplaciano

Por hipétese, —Au(x) = f(x),Vx € By. Dali,

Av(z) = —f(x) +sup(f) >0,

By

pois sup f > f(z),Vx € B;. Portanto, v é subharmonica em B; C Q@ C R". Agora,
B1

aplicando o Principio do Méximo em v, obtemos

supv < supv,

B 0By
0 que acarreta
1—|af?
u(z) —supu — sup f <supv = 0.
8B1 n B1 BBl
Portanto,
1—|zf?

u(z) < supu+

sup f.
9B, 2n B

[]

Como corolario, obtemos o seguinte resultado, que é de suma importancia para a

demonstracao do lema que antecede o principal resultado nessa secao.

Corolério 1.2. Suponha que u € C*(Q) é uma solugao de
—Au=f em B;C.

Entao
1
lw|| Lo )y < |||l (om)) + %HfHLOO(Bl)-

Demonstragdo. Aplicando o Lema[l.1]na fun¢do g(z) = —u(z), como —Au = f, segue

que —Ag = —A(—u) = —f em Bj. A partir disso garantimos a seguinte estimativa:
1—|zf?
9(x) < sup g+ —7 = sup(—f).
8B1 n Bl
Isso infere que
(2) < —infu— 2 g g
—u(r) < —infu — inf f.
T 0B 2n By
Equivalentemente,
: — |z]? .
> inf ff.
u(z) > é%1u+ i f
A partir disso, temos
1—|af? 1—|af?
u(z) < supu + su e wu(z)>infu+ inf
()_aBE) Blpf ()_831 2n Blf

5



1. O caso Laplaciano

Dali,

1— |z
u(z) < supu+ ————sup f
0B, 2n B

1
< Nullz<@m,) + %Hf”Loo(Bl)-

Além disso, como inf(p) > inf(—|p|) = —sup(|p|), temos que

1—|z|*. 1—|af?
> — 0o _—_— oo .
- 1]1311f(f) > —||ul| @By o [ fllzoe (1)

Portanto,
1
1wl ooy < lullzoc@m,) + %Hf”LOO(Bl)

[]

Mais precisamente, este corolario afirma que a solucao dessa equacao na norma L>
é controlada por um multiplo da norma L*° do seu laplaciano e a norma L* no seu
bordo.

Lema 1.3. Fixado um 0 < a < 1, existem constantes universais Cy, A e ¢y, com

0 < X\ < 1, tais que, para qualquer funcao f e u solugao de
—Au=f em By,
com |[ul| oo () < 1e || fllre(s) < €0, existe um polinomio de segunda ordem da forma.

1
P(z) = ExTAI + Bx + C,

tal que
lu(z) — P(x)] < A***, para |z| <X e |A|+|B|+|C| < Cp.

Em outras palavras, u é C** em 0.

Antes de demonstrar o lema, vejamos algumas consideragoes. O resultado principal
dessa secao estd atrelado & busca de regularidade C?. De fato, por consequéncia
da definicao, temos que uma funcao C?®, depois de subtraida de um polindmio de

2T, Na prdtica, isso se torna muito trabalhoso e

segunda ordem, decai como C|z
torna a busca por esse polinomio mais dificil. Para contornar esse problema, vamos
usar uma técnica muito importante da Analise Moderna. Ao invés de demonstrarmos

infinitas desigualdades, vamos mostrar essas desigualdades em bolas com raios dispostos

6



1. O caso Laplaciano

em série geométrica, também chamada de bolas diddicas. Para ilustrar isso, segue a

proposicao:
Proposicao 1.4. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Para todo x € B;
u(x) — P(x)] < Clz**.

2. Para cada k € {0,1,...},

lu(z) — P(z)] < CA¥H9) vz € By: tal que |z| < A

Demonstra¢ao. Suponhamos queé valida. Se tomarmos |z| < \¥, parak € {0,1,...

segue que |z|?+® < A\FCH+) | Daf,
lu(z) — P(z)] < Clz+* < CNFEH),

Portanto, |u(z) — P(z)] < CAFC+) para k= 0,1,..., e |z] < A,
Reciprocamente, supondo que [2 é valida, dado = € By, existe k € N tal que

ML <zl < M X e (0,1).
Com isso, obtemos

lu(z) — P(z)| < C\F(ta)

C)\k(Q—i—a) )\2+a

)\2+a
)\(k+1)(2+a)
- o
)\2+o¢
|x’2+a
S C )\2+a
S Cl|$|2+a,
C
onde 01 = W > 0.

2

]

A afirmacao [2] significa que o polinomio de Taylor de u, que é de segunda ordem,

é exatamente igual a P na origem. A partir da validade dessa equivaléncia, é mais

pratico e ttil demonstrarmos a segunda afirmacao para a primeira ser obtida como

consequéncia. Na pratica, provamos [2| da seguinte forma: vamos mostrar que para



1. O caso Laplaciano

cada k =0,1,..., existe um polinomio de segundo grau Py, tal que
lu(z) — Pp(z)] < CNCH) - com x| < AP,
Além disso, P, decai da seguinte forma:
|Pe(z) — Py (z)] < 20N para |z < K.

Dito isto, seguimos com a prova do Lema.

Demonstragao do Lema[1.3 Considere h : Q@ C R™ — R uma fungdo harmonica tal

que h = u na fronteira de By C ). Agora defina g := u — h, e veja que

—-Ag = f em B
g = 0 sobre 0B;.

Daf, pelo pelo Coroldrio [I.2], obtemos,

1
g9l By — 19|l @B1) < %Hf”LOO(Bl)-

Por outro lado, note que como ||g||z<@p,) = 0, ¢ vélido que

1
[u(z) = h(@)] = 1g(2)] < llgllz=m) < 5l Fll=(m0)-
Pelo Principio do Méximo, segue que

|h| < sup |h| =sup |h| =sup|u| <1, pois |u] <1.
B1 0B1 0B,

Agora, tomando o Polinémio de Talyor de h na origem, obtemos

Pz) = %xTDQh(O)x + Dh(0)z + h(0)

que é um polinomio de segunda ordem, harmonico e com coeficientes limitados.
A seguinte proposigao é imprescindivel para a nossa prova e demais resultados

posteriores. Ela exprime uma estimativa da derivada de funcoes harmonicas.

Proposigao 1.5. Sob as hipéteses feitas acima, h satisfaz a seguinte estimativa
s
n(x) - Pa)| < Slaf’, Ve By,

Demonstracao. De fato, como h é hamonica, por resultados da teoria de fungoes



1. O caso Laplaciano

hamonicas, h é analitica; mais especificamente, encontramos esse resultado em [[2],
Teorema 10, p. 31]. Com isso, fazendo a expansao de Taylor de h, depois de subtraida

do polinomio de segunda ordem P, obtemos

1 C
Ih(a) = P(a)| < glaf* sup [V°h| < Tlal’, Vo€ By

By ()
uma vez que é vélido supp, () [V*h| < C. O
2
Dando prosseguimento a prova do Lema, observe que
u(z) = P(z)| = [u(x) = h(z) + h(z) — P(x)]
< u(z) = h(z)| + |h(z) — P(z)|

1 C
< gmsup|F(@)] + ol

Posto isso, basta tomarmos A suficientemente pequeno de modo que

%]a:\?’ < %)\2“‘, para |z| <\,
e tomando ¢ tal que
1 1 2+«
%SEF\JC(SCN S5 0S5
Por fim, obtemos
lu(z) — P(z)| < ,\22+04 + ? =\t

A limitacao da soma dos coeficientes de P, segue do fato de cada parcela ser limitada,
fato demonstrado mais geralmente para fungdes harmoénicas em [[4], Proposi¢ao 1.13,

p. 5], o que conclui a prova. ]
Finalmente, podemos provar o teorema principal:

Teorema 1.6. Suponha que u € C?*(Q) € solucao de
—Au=f em B;Cf.

Além disso, suponha que f é a-Holder continua em 0. Entao u é C*® em 0. Mais

precisamente, u € tal que
u(x) — P(x)| < DJz[**

onde

1
P(zx) = ixTAx + Bx + C,



1. O caso Laplaciano

para |x| universalmente pequeno, com

D] < Co (|flc(0) + [ £(0)] + ull(s))

| Al + B[ +C] < Co (| flca(0) + [ £O)] + [ufl Le(my)) +
em que Cy € uma constante universal que depende apenas da dimensao.

Demonstracao. Primeiramente iremos discutir acerca da normalizacao das estimativas.

De fato, podemos assumir sem perda de generalidade que f(0) = 0. Caso contrério,

seja v(zr) = u(x) — &S)WP Entao,
Av = A (u) — %2)|x|2>
= Au-— %:?A(mz)
= Au— %2)271
= fx) = f(0).

Essa igualdade garante que as estimativas de v podem ser importadas para u. Dando
prosseguimento, assumindo que [|u||go(p,) < 1 e |f|a(0) < €, onde € é a constante do

Lemal|l.3| considere
u(z)

1wl Lo (yy + | floa (0)

v(x) =€

que satisfaz,

u
|v]| Lo (By) = Sup |€o
B0 el ey + 1 fle= (0)

— €0
Nl gy + [fle(0)

Além disso, lembra que, por definicao

Av Au.

|Av|ce(0) = sup

/<1 ||

Dessa forma, temos que ||v||z(p,) < 1 e |Av]4(0) < €. Por conseguinte, o argumento

por inducao: existem polindomios harmonicos

1

10



1. O caso Laplaciano

tais que
u(z) — Py(a)] < NETO o] < AF

Ak — Apsa| < ON
By — Biya| < CAMOFD
1O — Crga| < CNFleF2),

Com isso, se k = 0, cai exatamente na normalizacao sobre u como comentada acima. Se
k =1, temos o caso do Lema [1.3. Prosseguindo o argumento indutivo, se supusermos
que a afimagao é valida para k, vejamos que também é valida para k + 1. Para isso,
considere o seguinte reescalonamento

u— P)(\Fx
w(w) = ( )\k(;)-c(x) :

A partir disso, é valido que

Aw=A (M) N (u(A’“@) N (Pku'f:c)) _ N f)

Ne2+a) \F(2ta) A\E(2+a) A\k(2+a) T ke

pois, por hipétese de inducao, Py, é harmonico. Além disso,

(u _ Pk)(kka:) A\r(2+a) .
2\k(2+a)

jw(@)| =

Pelo o que acabamos de provar sobre w, podemos evidentemente usar o Lema [1.3] no

qual garante a existéncia de um polindbmio harmonico P com coeficientes limitados

satisfazendo,
w(z) — P(x)] < A7 Ja| <A,
e | (32)
x
sup ——— < [f[c=(0) < €.
al<t A

Podemos agora fazer a seguinte majoragao

(u — Pp)(\rx)

|w(x) - P(ZE)| = \e(2+a)

_ P(x) S /\a+2

|u()\kﬂf) . Pk()\kl") . )\k(a+2)P<x)| < )\(2+a)(k+1)’

11



1. O caso Laplaciano

0 que acarreta em

s
u(x) _ Pk(l’) _ )\k(a+2)P <F>‘ < )\(2+a)(k+1)'

x
Ao tomarmos Pyyi(x) = Py(z) + A+t p <F>, o argumento de indugdo esta fi-
nalizado. Por fim, note que A, By e C}, possivelmente ao longo de subsequéncias,

convergem respectivamente para A, By € Cs. Além do mais, o polindmio limite

1
Po(x) = QxTAoo:c + Boox + Co,

cumpre
| Pe(2) — Poo()] < ONEF 2] < AP

Consequentemente para A¥1 < |z| < M\ segue que,

() = Poo()] < fu(e) = Be(x)] + [ Pe(2) = Poo()]

< )\k(2+oc) + C‘l’|2+a

_ L)\(?—&-a)(lﬁ—l) + C|ZL”2+Q

/\2+a
’$‘2+a

W + C|x|2+o¢

1
— |:L‘|2+a (W +C> .

IN

1.2 O Método de Energia

Nesta secao, com uma nova perspectiva, tratamos do mesmo problema fazendo uso
do Método de Energia. Abordamos aqui solucoes de equacoes diferenciais no sentido
fraco. Para isto, consideramos uma caracterizacao para func¢oes a-Holder num sentido
de integrais, o qual descrevemos no decorrer da secao. Assim como feito na secao
anterior, iniciamos com alguns resultados necessarios para a obtencao do resultado
principal.

Antes de comecarmos com os resultados propriamente ditos, faz sentido aqui de-
finirmos o que vem a ser uma solugao fraca de uma EDP. Isso se faz necessario em

virtude do Método de Energia, que tem como natureza as solucoes fracas.

12



1. O caso Laplaciano

Definigao 1.3. Considere a seguinte equagao
—Dj(ay(x)Diu) + c(x)u = f(z).
Dizemos que u € H'(Q) é solucio fraca da EDP acima se satisfaz
/QaijDiuDj + cup = /Qfgo, Y € Hy(Q).

Mais geralmente, assumimos que

1. O coeficiente a;; € L*>(£2) é uniformemente eliptico, isto é, para alguma constante

positiva A\ é valido
aij(2)8:& > NEP, Vo e, e R

2. O coeficiente c € L3(Q) e f € L%(Q)

Definicao 1.4. Diremos que f é a-Holder continua na origem no sentido L2, quando

e 0= Oiﬁaﬂ f, 150 = SOF <o

onde f(0) é definido como f(0) := lim,_,q f.
By

Definicao 1.5. Dizemos que u é C*“ na origem na semi-norma H', sempre que

[u] g1.2+a (0) := 171312f OS<I;EI e \/][ IV (u Py(x)) [* < +o0,

onde P é o conjunto dos polinomios de segunda ordem.

Agora fornecemos uma estimativa do tipo Caccioppoli para solugoes fracas do Pro-
blema de Dirichlet.

Lema 1.7. Suponha que u € H'(Q) N C?*() é solugao fraca de

—Au = f em DB
uw = 0 sobre 0B;.

Entao a seguinte estimativa ¢ valida

/ Vul> <C [ f2
B1 By

13



1. O caso Laplaciano

Demonstracdo. Inicialmente, observe que

/B1 f2=/Bl(AU)2=/B iuum

Lij=1

Dai, usando o Teorema de Green e o fato que u = 0 sobre 0By, conseguimos

n n n
/ E Uiy = —/ E Uity :/ E Uiyl :/
B B

1 j=1 1j=1 B j=1 B

/ = / D2,
B1 B1

A Desigualdade de Poincaré e o fato de Du € H', nos garantem a estimativa

/ Dul? < c/ D22,
Bl Bl

Por fim, usando (1.2)) e ([1.3)), obtemos

/ |Dul* <C [ f
Bl Bl

| D?ul?.
1

Portanto,

(1.2)

]

Lema 1.8. Fixado um 0 < a < 1, existem constantes universais Cy, A e €y, com

0 < A < 1, tais que para

2 2
f < €
B1

][ [Vul> <1,
By

—Au=f em DBy,

e u solucao de

existe um polinomio harmonico de segunda ordem

1
P(z) = §xTAx + Bx + C,

tal que
v][ Vu— P2 < X para 4]+ |B|+|C| < Co,
By

onde Cj é uma constante universal.
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1. O caso Laplaciano

Demonstragdo. Considere v € H'(2) solugao fraca de

—Av = f em B
v = 0 sobre 0B;.

Neste caso, estamos nas condicoes do lema anterior, o qual vai assegurar

[iwe<c[ pec[ e (1.4)
B1

B1 Bl

Por conseguinte, defina h = u — v. Desse modo h é harmonica. De fato, Ah =

A(u—v) = Au — Av = 0. Além disso, veja que

/ |Vh|* < 2/ qu]2+2/ (Vo|? < 2\311+20/ |fI°. (1.5)
B B B1 B1

Com efeito, pela identidade do paralelogramo, obtemos
IVu — Vol + [Vu+ Vo|* = 2 (|Vul]* + [Vo]?)
dai, por |Vu + Vu|? > 0, segue que
|Vu — Vo> < 2|Vul? + 2|Vl

Por hipétese, ][ |Vul? < 1. Isso junto com (T.4), implica que (L.5) é valido. Em

B
seguida, considere P o Polinémio de Taylor de ordem dois de h em 0. Dai,

/\2][ V(u—-P)* < 2/\2][ |V(u—h)|2+2A2][ IV (h—P)?
B, B, B,

— 2>\2][ |Vv|2+2)\2][ IV (h—P)?
B, B

IA

w2 By le [ £+ 2)\2|BA]1/ Y (h—P)P. (16)
B1 B)\
Por outro lado, pela Proposigao [1.5] tem-se
IV (h— P)| < Cola|’. (1.7)

Portanto, de (1.6 e (1.7), obtemos

AQJ[ IV (u— P)|? <2\ "Cel 4 20O\ | By|.
B

15
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O lema fica provado, quando tomamos A e ¢; suficientemente pequenos de modo que a

desigualdade desejada seja obtida. Mais precisamente, tomamos A tal que

/\2(2+a)
2X2C\9|B,| < 5

e € tal que
)\2(2+a)
X2 eg <

O

O préximo resultado tem semelhanga com o Teoremall.6] fornecendo a regularidade

C?2 de uma solucao de —Au = f em B;. A principal diferenca, neste caso, é que
> s Y

estamos lidando com a funcao f a-Holder continua em 0 no sentido L? e u ser C*“ no

0 na semi-norma H!.

Teorema 1.9. Suponha que u é solucao fraca de
—Au=f em B

e que f seja a-Holder continua na origem no sentido L*. Entdo u é C*® na origem

na semi-norma H'. Além disso, os coeficientes de Py e [u]p1.2+a(0) sdo limitados por

[fleza(0) e ( / | |Vu|2>é como
[u] 1240 (0) < C ([f]@,am) T ( / | |Vu|2dx) §> |

Demonstragdo. O argumento também é semelhante ao do Teorema [I.6] Sé que nesse
caso, estamos lidando com a solugao fraca da equacao, com isso, buscaremos a regu-
laridade C** no sentido fraco, como na Definicao . A normalizagao pode ser feita

como segue, isto é, tomando [f],2.(0) pequeno e

][ |Vul|?dr < 1.
B

Para provarmos o resultado, usaremos o argumento indutivo. Mais precisamente, su-
pomos que existem polinomios harmonicos

1

satisfazendo
2 f V= R < e
B,k

A

16



1. O caso Laplaciano

onde
|Ay — Apr| S OXN e | By, — Big| < ONFFD,

Inicialmente, para k = 0, é o caso de normalizagao como feito no Teoremal[l.6] Se k =1
calmos no caso do lema anterior. Em seguida, prosseguindo o argumento indutivo,

supomos que tal afirmacao é vélida para k, e consideramos o reescalonamento

(u— Pp)(N'z)

w(r) = N2 +a)
Dessa forma, obtemos
)\k
Vw = I - ?) e |Vw|*dz < 1.
A B,

Estamos agora sob as hipéteses do lema anterior, o qual, nesse caso, garante a existéncia

de um polinomio P com coeficientes limitados, tal que
)\2][ |v(w_ P)|2 S )\2(2+a)’
B

desde que

Ji 'f(i—)' < ([fleza(0)) < &

Por conseguinte, para concluirmos o argumento indutivo

AQJ{B v ((u—Pk)()\kx) _p)

2\k(2+a)
A

2
< A2(2—i-oz)7

fazemos o seguinte:

)\2][
B,k

A

2
< )\2(2—}—(1)

u(Nex) — Pp(New) — A\RCHa) p
\ 2\k(2+a)

22 o a

= m]{% |V (u(N\oz) — Py(Af) — AFET) p) |7 < N2 F)
e - ket p (V)] < 2tk @te)
- fBAk+1 ’V <U($) Fule) =2 F (Ak))‘ <A '

A conclusao se d4 ao tomarmos

Pi1(x) := P(z) + AFCTp (%) ;

para que consigamos a validade da afirmacao referida para k+ 1. Por fim, note que Ay

17



1. O caso Laplaciano

e By, possivelmente ao longo de subsequéncias, convergem para A, e B, respectiva-

mente. Segue que o polinomio

1
P(x) = §a7TAoox + By

cumpre

)\2kf |V(Pk _ Poo)|2 < C«)\Qk(?-{-a).
B,k

A
Consequentemente, se considerarmos \**! < r < M\ e usarmos novamente a identidade

do paralelogramo, temos que

24 V- P)P < % |V(u—Pk)|2—|—2r2][ V(P — P

B, B, :

< 2f Vu-R)P+2f [V(R-PF
By By

< (1 + C)/\2k(2+a)

_1+C \2(k+1)(2+a)

O \2(2+9)

< 1+C 2(2+a)

— 2@+

1.3 O Método de Compacidade

Dando prosseguimento, os proximos resultados trazem a tona o Método de compa-
cidade, também chamado de método indireto ou método blow-up. A vantagem desse
método em relagao ao Principio do Maximo e ao método de Energia, é que ele nao

requer solubilidade do Problema de Dirichlet.

Lema 1.10. (Estimativa do tipo Caccioppoli) Suponha que u € C?(Q) satisfaz
—Au=f em B;CQ.
Entao para toda funcao suave n com suporte compacto em By, é vélido que
/ n*|Vul*dx §/ n2f2dx+/ (4|Vn|? + n*)ulda.
B B By

Demonstracao. O presente resultado é um tipo de desigualdade de Caccioppoli. A

prova se dd, considerando a equacao inicial, e multiplicando por n?u em ambos os

18



1. O caso Laplaciano

lados da igualdade,
/ nu(—Au)dr = / nufdz.
B1 Bl

Em seguida, por integracao por partes, obtemos

/ nzu(—Au):—/ 772u8iiu:/ 772]Vu12+2/ nVn - uVu,
B1 B1 Bl Bl

e entao,

/n2uf: n2|Vu|2+2/ nVn - uVu,
B1 B1

By

que é equivalente a

/ 772\Vu\2:/ nQuf—Z/ nVn - uVu.
B1 B B

Usando a Desigualdade de Young, conseguimos a seguinte estimativa

1 1 1
/ n2uf—2/ nVn-uVu < —/ n2f2+—/ 7]2u2+—/ P IVul>+2 [ |Vn|*u?,
B1 B1 2 B1 2 Bl 2 Bl Bl

aplicando na desigualdade acima e cancelando a parcela 5 / n?|Vu|?, chegamos ao
B

resultado. 1 [

Teorema 1.11. Para todo € > 0, existe um § = 6(e) > 0, tal que para toda solugao

fraca de
—Au=f em B

com

][ wldr <1 e dex < 52,
Bl Bl

ezxiste uma funcao harmonica h tal que

/ u— B2 < e
Bij2

Demonstragao. Diferentemente dos argumentos anteriores, vamos provar tal afirmagcao
por contradicao. E tal técnica enfatizarda o Método de Compacidade. Com efeito, negar
a afirmacao do teorema, é equivalente a afirmar que exitem ey > 0 e sequéncias (U, )nen
e (f)nen, satisfazendo

_Aun = f n;

][ wlidr < 1
B1
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1
f|ﬁﬁmg—, (1.8)
B n

mas de tal forma que para qualquer funcao harmonica h em B /,, tem-se
/ lu, — h|? > . (1.9)
Byja

Uma vez que u, é solugao fraca de —Awu,, = f,, podemos usar o lema anterior, con-

siderando 7 € C°°(B;) de suporte compacto, tal que n = 1 em Bjj,. Assim, segue

/ |Vu,|* < C.
By 2

De fato, o Lema [1.10| garante, no nosso caso, que

/ |Vu,|?de < dex+/ u?dx
Bis Bi/s By /2

que

1

< —+1
n

< C

Mais precisamente, a desigualdade acima afirma que a integral da norma ao qua-
drado do gradiente de u,,, dividido por | By 5|, é limitada. Podemos entao garantir que

nessas condicoes a sequéncia (uy,)nen, possui uma subsequéncia u,, , tal qual cumpre
Up, — u fracamente em H1<B1/2)

Up, — u fortemente em LZ(Bl/Q).

Estes dois fatos sendo justificados a seguir: inicialmente, por / |Vu,|*dz < C, temos
By /2
que, por H; ser reflerivo, u, é limitada em H'(B /2), logo possui uma subsequéncia

convergindo fracamente em H'(B; ;). Para o segundo, note que por [[2], Teorema 1, p.

272] H' é imerso compactamente em L?) isso nos garante que a aplicacdo identidade
it H' — L?

é compacta. Dessa forma, u,, — u fortemente em L*(B; /2); uma vez que aplicacoes
compactas tornam sequéncias fracas em sequencias fortes. Efetivamente, sao esses dois

fatos que justificam o nome do método.

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que u, nessas condigoes, ¢ harmonica em B/, para

que ocorra uma contradigao em funcao de (1.9). De fato, dada uma funcao teste

20



1. O caso Laplaciano

¢ € C§°(By)2), é vélido que

/ V- Vu, = / @ fndx
By 2 B2

donde, fazendo n tender a infinito, por (|1.8)), nds temos

/ V- -Vu=0.
By /o

Portanto u ¢ harmonica em Bj /s, o que ¢ uma contradigao, como querfamos. O
Lema 1.12. Fixado 0 < a < 1, existem constantes Cy, A e d, com 0 < A< 1ed >0,
tais que para qualquer funcao f e solucao de

—Au=f em B
com

][ wldr <1 e f2dx < 62,
B1 Bl

existe um polinémio harmonico de ordem dois da forma

1
P(zx) = §xTAx +Bx+C

tal que
f ’u_ P|2 < )\2(2+oz)'
By

Além disso,
Al + B+ |C| < Gy,

onde Cy é uma constante universal.

Demonstracao. Pelo resultado anterior, sob nossas hipdteses, existe uma funcao harmonica

][ lu — h|? < €,
By 2

em que € < 1. Consequentemente,

h que satisfaz

][ yh|2§2][ \u|2+2][ lu — h|* < 2|By| 4 26 < 2(|By| + 1).
By 2 By 2 By 2
Usando estimativas sobre fungdes harmonicas, obtemos

IV2h(z)]? < C+ |ul* <C, Va € Byu0).

By
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Dessa forma, considere o Polinomio de Taylor de segunda ordem de h em 0
1
P(z) = §xTD2h(0)x + Dh(0)x + h(0),
para que pela Proposigao [1.5| consigamos

|(h — P)(x)] < Colal|?,¥a € By4(0).

Portanto, para cada 0 < A < i, temos que

][ |u — P)*dr < 2][ \u—h|2dx+2][ |h — P|*dx
B B B

= < 1)\2(2+o¢)’
Bl ~ 2
e A tal que
1
202)\6 < _)\2(2+a).
R
As limitacGes das constantes se da pelo fato de P ser harmonico. O]

Teorema 1.13. Fizado um 0 < « < 1, existe uma constante Cy tal que para toda
solugao fraca u de

—Au=f em B,

para [f]z2..(0) < oo, existe um polinomio de sequnda ordem P(x) = sa7 Az + Bz + C,
tal que
|u . P|2 < 01T2(2+a),
By

onde a constante Cy depende de / wdz e [f]r2e(0). Mais que isso, € vdlido que
By

—AP = f(0)

2+ |AP + |BP + |CP < G, ([ﬂ@,a(of 5o+ | uzdx) |
By

onde f(0) € definido como em[1.4)
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Demonstracao. A normalizacao pode ser feita como antes, isto €, fazendo

f(()) < (50 € [f]LZ,a (0) S (50.

][ wldr < 1.
B1

Por indugao, suponha que existem polindmios harmonicos,

E, também,

1

tais que
][ |U . Pk|2 < )\2k(2+a),
B

Ak

satisfazendo

|Ap — Apa| < ON
By, — Bjya| < OAFHD
1O — Crga| < CNFleF2),

Fazendo k = 0, é o caso das condicoes sobre u. Se k = 1, cai exatamente no lema

anterior. Assumindo tal afirmacao valida para k, considere o seguinte reescalonamento

(u — B)(\Fx)
U)(.Z') = W

Com isso, temos que

k
—Aw = f(\ ) e ][ w?dr < 1.
B1

Entao, aplicando o lema anterior, existe um polinomio harmonico P o qual possui

coeficientes limitados, tal que
f |’LU _P|2 < )\2(2+o¢)
By

provido de

k 2
][ |f<)\)‘2a€)| S [f]£27a(0)2 S 52‘
By
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Assim, podemos majorar da seguinte maneira,

f.

u(New) — Pp(\ex) — NG+ p
M\e(2+a)

2

(u — Pp)(\rx)

\k(2+a) - P

2
< \22H)

f.

2
][ ‘u(m) — Pk(x) — /\k(2+a)p (%)‘ < )\2(k+1)(2+a)‘
By k1

O que prova que a afirmacao é valida para k + 1, escrevendo
N x
Poii(z) = Py(w) + Ao p (F) .

Por fim, veja novamente que as sequéncias Ay, By e C) convergem, possivelmente ao

longo de subsequéncias, para A, B € Cs, respectivamente. Dessa forma, o polinémio

1

satisfaz
|Pp(z) — Pa(z)] < ONFCH),

para qualquer que seja o x tal que |x| < M. Consequentemente, uma vez que para

AL < < NP tem-se

| Pi(z) — Poo ()]

2 2 2
} @) = et < 2 f futw) - R@P o [

IN
N

u(z) = Po(@)* +2 1 |Pi(z) — P(x)]”

B, B,

< (1 + C))\2k(2+a)
1+C 2(2+a)
< \2@ra) ;
e assim o resultado esta provado. O

1.4 Estimativas de Schauder via Propriedades do

tipo Liouville

Esta secao se resume em dois resultados, os quais serao imprescindiveis no proximo

capitulo. De fato, o primeiro deles mostra uma estimativa da Hessiana através da
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norma semi-norma | - |ca, tal qual no laplaciano, na mesma semi-norma. O segundo,
garante que uma fun¢ao harmonica é um polinomio quadratico, desde que a mesma,

na norma L*(B,), seja limitada para todo r > 0.
Teorema 1.14 (Estimativa Fundamental de Schauder em R"™). Dada uma fung¢do
u € C**(R"), existe uma constante C = C(a,n) tal que

|D2U|Ca S ClAu|Ca (110)
onde « representa a constante de Holder, na semi-norma |- |ce € n € a dimensdo do
dominio de u.

Vamos demonstrar essa afirmagao usando o seguinte resultado:

Lema 1.15 (Resultado do tipo Liouville). Sejam C,e > 0 constantes. Se u é uma

funcao harmonica que cumpre

sup |u| < Cr*=¢
Br(330)

para todo r > 0, entao v é um polindmio quadratico.

Demonstragao. Por hipétese, u é harmonica, o que acarreta por [[2], Teorema 7, p. 29],

a seguinte estimativa da derivada

Ch
1D u@o)| < el o), (1.11)

ou alternativamente, em [[4], Proposi¢ao 1.13, p. 5], a estimativa

nkek1k!
———— max |ul,

D7 <
‘ u<x0)‘ - rk B(zo,r)

para todo multi-indice v com |y| = k. Ao usarmos a hipé6tese de limitacdo da norma

L*> em B(xg,r) e (1.11), obtemos

| D u(m)| < Crk e O

rk+n o rktnte=3"

Entéao fazendo r — oo, para k > 2, temos que Du(zy) = 0. Portanto u é um polinomio

quadratico. O

Demonstracao do Teorema|1.14] Fazemos a prova por contradicao. Com efeito, negar

tal afirmacao é equivalente a dizer que existe uma sequéncia u;, € C?(R") satisfazendo

|D2uk|0a > k|Auk|Ca
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para todo k € N. Em seguida, trocando uy por Agug, donde A, = |D?u|s, podemos

entao assumir que
|ID?uglce =1 e |Auglea < k71 (1.12)

uma vez que
|D2()\kuk)|ca = \)\kD2uk|Ca = ’)\kHDZUk’Ca = ’DQUk‘ai’DQUk‘Ca =1.
Com isso, obtemos

o [PP0s(o) = D)

TAYER? |x - y|a

Isso significa, por definicao de supremo, que dado € > 0, existem z. e y. € R” tais que

| D?ur(e) — D*u(ye)|

1l—€e<
‘xe—yﬁ|a

Agora, fazendo z. = xp + hre; e y. = xp, tome € > 0 de modo que

|D2uk(xk + hkel) - D2uk(xk)| > 1

T > (1.13)
k

Note que este denominador foi obtido através do fato de e; ser um vetor do R", unitario,
de modo que é a direcao da derivada, a qual cumpre a estimativa acima. Mais precisa-
mente, isso significa que existem i, j,1 € {1,...,n}, tais que para todo k € N, existem

xr € R™ e hy, > 0, satisfazendo

|D12]Uk<17k + hkel) — D%Uk(xkzﬂ
hi;

1
> —
— 2n3

Agora, fazendo uma mudanca de z; para a origem e adequando hj, de maneira apro-

priada, consideremos a seguinte func¢ao
() = hi, > “up(zp + hg).
Usando ((1.12)) e (1.13]) em 1y, segue que é valido
- ~ _ - - 1
|D2uk|ca =1, |Auklca <k ! e |D22]uk(€l) — D%uk(0)| > 2—713 (114)

De fato, a primeira igualdade é obtida através do calculo da segunda derivada de uy e

a semi-norma | - |4, isto é

Duy(z) = h,;Q_athuk(azk + hpx) = h;l_o‘Duk(mk + hyx),

26



1. O caso Laplaciano

D*uy(x) = by, he D*up(zx + hiw) = by, D?up (g + ).

Com isso, segue que

|h;aD2uk(xk + hk‘)|ca
|h,;aD2uk(xk + hkl‘) - h];aDzuk(l‘k + hky)|

sup
rAYER™ |LE - y|a

sup |hlza(D2uk(l‘k + hkl‘) — D2uk(xk + hky))|
r#YyeR™ |I‘ - y|a

sup |D2uk(xk + hkl’) — DQUk(.Ik + hky)l
TAYyER™ ’hkx - hky|&
|D2uk|C’O‘
1.

Seguindo o mesmo raciocinio, conseguimos a primeira desigualdade fazendo

para entao obtermos

| Atig|ca

~ " 9%
Auy(z) = h® 8m»k (xr + hyx)
i=1 v

o= 0P
=1

= hy*Aug(x, + hyx),

|h,;o‘Auk(1:k + hk')|ca
\hy, “Aug(zg + hex) — by, “Aug(zg + hiy)|

sup
rF#yeR™ |$ - y|a

sup \hy, “(Aug(xp + hpx) — Aug(xy + hiy))|
rF#yeR” ’.I' - y’a

sup |Aug(zr + hipx) — Aug (s + hiy)|
z#yeRn |hex — hiy|®
|Auk|(;a
kL
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1. O caso Laplaciano

Por fim, a ultima desigualdade

|Di2jak(el) - D?ﬁk(oﬂ = ’h];aDizjuk(xk + hyer) — h];aDinuk(«xk)’

= |h,;°‘(D12]uk(xk + hkel) - ijuk(ka

hi

> —.
- 2n3

Dando prosseguimento a prova, considere, nesse caso, uma nova funcao u, definida por

ug(x) = ug(z) — P(x),
onde P ¢é um polinomio de segunda ordem da seguinte forma
P(x) = Tx(0) + Diip(0) + %ﬂp?ak(O)x.
Com essas hipdteses, note que u;, satisfaz
ux(0) =0, Du(0)=0 e D%u(0)=0.
Com efeito, a primeira igualdade segue do fato de

u(0) = ux(0) — P(0)
= (0) — (@(0) + Di(0)0 + 07 D% 0)0
= ﬁk(O) - ak(())
= 0.

A segunda, segue de
Dy, (0) = D(u(0) = P(0)) = Dug(0) — DP(0) =0,
onde usamos que DP(0) = Dug(0). E por tdltimo,

D?,(0) = D((0) — P(0)) = D (0) — D*P(0) =0,

pois é vélido que D*P(0) = D?*u;(0). Além disso, essa fungao cumpre ((1.13)), como

fizemos acima. Por compacidade, do mesmo modo como feito na se¢ao anterior, garan-

timos, a menos de uma subsequéncia, que se deve ter uy — u, de modo que u €
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1. O caso Laplaciano

Perceba que esse limite possui as seguintes propriedades

=
)
N
£
Q
Q
IN
=

5. Au = 0;
6. ij(el) 7é 0.

Sendo esta ultima propriedade fundamental para o nosso argumento, em virtude do
uso do Lema [1.15| em u para garantirmos que ele é um polinomio de segunda ordem,

fazendo com que D?u seja constante, o que contradiz o fato de D?j(el) # 0. n
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Capitulo 2

Operadores Lineares

Uniformemente Elipticos

Apés os resultados que tinham como objetivo buscar regularidade C%® de solucoes,
o capitulo anterior foi finalizado com resultados referentes as estimativas de Liouville
que nos deram ferramentas necessarias para este capitulo, cujo objetivo é mostrar uma
estimativa para um operador eliptico - mais geral - em termos das normas C%¢, C® e
L*> num dominio suave 2 C R™. Fazemos isso embasado em [5].

Primeiramente apresentamos algumas defini¢oes para nossa discussao, a saber, o
operador a ser tratado, bem como suas propriedades. Em seguida, enunciamos e de-
monstramos dois lemas os quais sao base do teorema central desse capitulo - denomi-
nado Estimativa Interior de Schauder.

No nosso caso, estudamos resultados de fungoes definidas num dominio suave 2 C
R"™, isto é, um subconjunto limitado e conexo do R™ com fronteira suave. Considere o

seguinte operador na forma nao-divergente.
Lu(z) :== aij(aj)D?ju(x) + b'(z)Dyu(z) + c(x)u(z) para z € Q, (2.1)

em que u € C*(Q) e a’,b" e ¢ sdo fungoes C*(2), com a € (0,1) sendo a constante de

Holder. Isso significa que
la?]lca),  0'llcac)s  llelleam) < A, (2.2)

para alguma constante A > 0. Além disso, adicionamos a hipétese de que esse operador

seja uniformemente eliptico, ou seja, L satisfaz

aij(x)gigj > MEP?, Vo e Q6 e R, (2.3)
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

onde A\ é uma contante positiva.

Agora definimos algumas normas que sao tteis no decorrer do capitulo. A primeira
é estabelecida em funcdes C**, para que em particular possamos manusear a norma de
fungoes C?* - objeto fundamental deste trabalho. A norma C*%(Q), para todo inteiro
k>0eac(0,1),¢é definida como

[ullgraqo) = Z [ D7l Lo () + Z | D7ulce.

IvI<k lv|=k

Outra norma, nado menos importante, é a norma || - ||ox, definida por

1fllor@) = Z 1D fl oo (-

IvI<k
A seguir, os lemas fundamentais do teorema principal.

Lema 2.1. Dada v € C*%(R"), existe uma constante C;, dependendo de «a,n e ), tal
que

|D*v]o < Cila” D).

Demonstracao. Fazendo uma mudanca de coordenadas linear
T:R"—R"

tal que (TAT ') é uma matriz diagonal; onde A = (a/) é uma matriz simétrica positiva
definida com autovalores limitados entre A e A7'.
Escrevendo 'V = (TAT 1), note que a afirmagao seguinte é verificada
AFIRMACAO: Para toda v € C>*(R"), existe uma constante C; = C(a, n, \), tal
que |D*v], < C|Tl,.

De fato, considerando a aplicagao

S:R" - R"”

X
VT

dai, veja que para w = v(Sx) e usando o Teorema [1.14} concluimos a demonstragao da

€T; —

afirmacgao.

Em seguida, note que |T'v|, < |Av|,, onde

Av = i AijDi]‘U e I'v= i annv

ij=1 ij=1
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

Com efeito, observe que

[Po(z) — Tu(y)|

Tols = sup
atyeRn |7 —y[*
L'0; — 10y
o I = Tow)
z£YERN |z —y|*
tr(I';0; — 10y
gy (T~ D))
r£yeR” |{L‘ - y|a

Denotando M = D?v(z) — D*v(y), veja que
tr(CM) = tr(TAT*M) = tr(AM)

uma vez que tais matrizes sao simétricas. Visto isso, temos que

tr(I;0; —I';0; tr(CM
wp 1O TA0E) TR _ ()
zAYyeR? |z — y|« TAyeR" |z — y|*
tr(AM
o LA

zAYER" |z —yl|*

| tr(A;; Dijv(z) — A Dijo(y))|

r#yEeR™ |‘T - y|a
< sup |AijDijv(x) — AizDiju(y)|
T ofyern |z —yl|*
= |Avl,.

Com isso, segue que
|D?*v], < C1|T0], = O] Av),.

O

Lema 2.2. Dada u € C%*%(R"), existe uma constante C3 dependendo de n,a, A e A

tal que
[ulloza(syy < Cs ([ Lullcasy) + lullezsy) -

Demonstragio. Considere zg € By = B1(0) e v € C**(B,(x0)), com p < 1. Considere

também o operador L da hipdtese do teorema com os coeficientes fixos, isto é

0" (o) D2v = Lv — (a¥ — a¥(2)) D30 — b Dyv — cv.
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

O que segue é valido e pode ser provado facilmente

9l < [1flloe@mlgla + [ Flallgll oo @n,

para todas f,g € C*(R") = C%(R"). De posse desse resultado, utilizando-o na

igualdade acima, segue que
(@ —a" (20))D}vla < [la7 —a™ (z0) || Lo (B, (20)) | Div]a +a” —a” (x0) ol 7] Lo (5, (w0)-
Agora usando a hipétese na desigualdade acima, obtemos

[(a¥ — a"(x0)) D*v]o < Ap®|D}vla + A D*0|| (B, (0 (2.5)

sendo a primeira parcela do lado direito justificada pelo seguinte: dados z € B,(z) e

a € (0,1), temos que

1
ozl <p & > -
|z — ol ~ p

1 1

s — >

|z — zo|* T p*

o la7(@) = a¥(zo)] _ |a¥(x) = a¥(z0)|
P> — |Q?—.T0|a

And |aij($) - aij(x0)| < pa ‘.Z' _ xo‘a < pa|aij|a-
Dai,
la*? = a” (zo) [l z=(B, @0 < P7a”]a
< p%A
pois [|a”||ca(B, ) = [167]|Lo(B,@)) + |a”]a < A, 0 que nos traz [a¥], < A. E a

segunda, pelo que segue

|a” () = a" (x0) — (a”(y) — a” (wo))|

la” () — a”(x0)|a = xi;le%n |z —yl|*
a(z) — a¥
-
= |a"|4
< A
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

1
Em seguida, escolhendo um p suficientemente pequeno tal que CiAp® < 2 segue do

Lemae de (2.5) que
|Dz-2jv|a < C’1|aiijjv|a
= <‘Lv — (a¥ = aY(x0))D}v — b'Dyv — cv‘o)
< O (|Lv|a + (a7 - aij(xo))ijv]a + V0o + |cv]a)
2 i Lo
< Cy (Lol + A D?0|| oo (B, @o)) + [0'V]a + |cv]a) + 5| Dijvla-

1172 :
Dessa forma, passando o termo i\Dijv\a para o lado esquerdo, podemos garantir a

existéncia de uma constante Co = Cy(n, a, A, A) tal que
D30l < Co (|Lv]a + 1 D*0l| 1B, o)) + 10l 22 (B,w0)) -

Observe que as duas ultimas parcelas do lado direito formam uma norma equivalente

a norma [|v||c2(B,(z0)), sSendo esta, por definicdo, da seguinte forma

ollcB,@on = Y 1D 0l B0 = 1Dl 0 (8, o)y + | D0l o (8, o) + 10| 2 (5, (o)
IvI<k

Acoplando esse fato a desigualdade acima, obtemos
1D%0]a < Co (|Loa + lolleaa, o) - (26)

Como tal estimativa é vélida para qualquer funcao v € C%%(R"), podemos aplicar a
fungdo v = &u, em que u é uma fungao C**(R") e ¢ é uma funcao corte definida de
maneira apropriada. Uma vez que B; é compacta, podemos assim por meio de uma
cobertura aberta, de bolas Bj/s(x;), conseguir uma subcobertura finita dessas bolas em

By. Em outras palavras, existem
{z1,...,2m} € B3/5(0) tais que U Bs)a(x:) D By
i=1
Dessa forma, pela Particao da Unidade, existe

m

{&}, tal que & €CX(By(xm)), Y &=1, 0<&<1LVe=1,...,m.
k=1
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

Assim, para todo k =1,...,m, tem-se

|D?ulcas,@y) < C (|Lulces, @) + ulloas, @)

< C(||Lullcas,) + lullc2(s,)) -

Mas como

|D2u|ca(31 Z D U|CQ(BP (z1))
k=1

que por sua vez, pela desigualdade anterior,
Z | D*ulca(p,(r)) < On (| Lulloa sy + lullexs,)) -

Agora, somando Cn/||u||r~(p,) em ambos os lados da desigualdade, conseguimos
| D*ulca(sy) + Cnllull L (s,) < Cn (| Lullco sy + [ulloasy + lullze(s))

donde
| D*u|ca(sy) + Cnllull s,y < |D*uloas,) + Cnllull=(s,).-

Portanto,
| D?ul e,y + CnllullL(s,) < Cn (|| Lullcasy) + ullc2s,) + lulli=(s,)) -

Usando o fato de [Ju]|c2.« ser equivalente & al|u||p= + b]D?ul,, com a e b constantes

positivas, temos que

ullczapy < |D*ulcas) + OnllullLe(s,)
< Oy (| Lullcas,) + llullc2sy)

para alguma constante C5 = C3(n, a, A, A).

A seguir, a Estimativa Interior de Schauder.

Teorema 2.3 (Estimativa Interior de Schauder). Seja L é um operador diferencial
linear de sequnda ordem da forma em §2 = By satisfazendo a continuidade Holder
como em e a elipticidade uniforme (2.3)). Entao existe uma constante C' =
C(n,a, A\, A) tal que

ullcza(sy) < C (|| Lullcosy) + llullLes,)) -
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

Demonstragao. Pelo Lemal2.2] veja que para chegarmos na desigualdade desejada resta
apenas substituirmos, no lado direito, a norma C? pela norma L*. E para isto, recor-

reremos a desigualdade de interpolagao a seguir (ver em [[1], Lema 6.32, p. 130])

[ollc2m) < ellvllczeas) + Cellvlle s, (2.7)

que é valida para qualquer funcao v € C%%(B;) e qualquer ¢ > 0, donde C, é uma

constante que depende de n e a. A fim do uso de tal desigualdade, considere o niimero

Q := sup d(x,aBQ)Q\D2u(x)],

€ B2

o qual estd bem definido em virtude de u € C?%(By) e que por x € Bs, temos que
0 < d(z,0B) <2 para que 0 < d(x,0B,)? < 4.
Dado z¢ € Bs, arbitrario, considere p = %d(mo, 0B,) tal qual satisfaz 0 < p < % < 1.

Agora, consideramos a funcao
u(x) = u(xg + px), x € Bsy.

a qual é solucao de

Liu(z) = p*Lu(zo + pz)
onde o operador L é definido como

L = a"(xo + px) D3, + pb'(wo + px) + pPe(wo + pa).
Com efeito, se considerarmos o operador L e aplicarmos a u(zo + px), conseguimos
Lu(zo+px) = a” (xo+ px) D} u(zo+ pa) +b' (20 + p) Diu(xo+ p) + (w0 + pr)u(o + px)

para que

p*Lu(xo + px) = p*a” (x0 + px) D u(zo + px) + p?b' (20 + px)Diu(zo + p)
+  pPe(zo + pr)u(zo + pr).
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

Por outro lado, veja que
Li(x)
= a"(xo + px) D}u(x) + pb (xo + px)Dit(x) + p*c(xo + pr)u(z)
= (0 + px)D}ju(zo + px) + pb' (0 + px) Diu(xo + pr) + p°c(o + pr)u(zo + px)
— Pai (o + pr) Dyulae + pa) + PV (o + pr) Do + pi) + el + pa)uan + pr)
= p° (aY (20 + px)Dju(xo + px) + V' (20 + pr) Dyu(zo + p) + c(x0 + pr)ulze + pz)) -

e entdo obtemos a igualdade Lii(x) = p?Lu(xzo+ pzx). Portanto, considerando que p < 1

e que u € C**(By), juntamente com o Lema , temos que

IN

[Allczamy < C (||Lﬂ|!ca<32> + il
Pl Lu(zo + pa)||ca(sy) + lu(zo + p)llc2(s,))

= C5 (p°|| Lullco(Bsy o)) + 1ullc2(Bayize))

IN

= C5 (P Lullco(Bay wo)) + Null oo (Bap(ao)) + P I1D?u| L0 (Bop(ao)) )

Cy (I Lullca(py) + [lull Lo my) + 7 D*ul| Lo (84, (20))) - (2.8)

Tudo isso foi feito, para que escolhendo € = min{1, _1} > (), possamos inferir que

118

1
§d(fco,aB2)2|D2U(:vo)l < P |1D?ull oo (8, (a0))

= HD26|’L°°(31)7
onde é obtida através da definicao de p, e a igualdade é justificada por
1D%| Lo (8y) = | D*ul@o + p2) || Lo (1) = p* [ D*ul@o + px) || L2 m1) = P°[|1D*ut]| Lo (8, (0))

pois o + px € B,(xp), sempre que x € By. Em seguida, usando ([2.7) em || D*@l| 0 (5,),
segue que

|1 Dt (1) < €llt]lc2am) + Celltl|zoo ),

em virtude de

[ullczs,) < elltllczam) + Celltll Lo (sy)-

Por definicao da norma C?, temos que

@ oo (y) + 1D oo (y) + | DU oo (y) < €llUllczacmy) + Cellt]| oo sy),
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

isto é,

ID%| oy < ellllozam,y + Cellill oz — @l Le(myy = | Dl o)

< ellullcres) + Cellt]| L s,)-
Dai, pela estimativa ({2.8]), obtemos,

elltllcza(m,) + Cellt]| oo (s,

IN

eCs (|| Lullco(py) + |ull Loo(a) + P21 D?ull Lo (Bap(ao))) + Celltt]| oo 1)

= €03/ Lullco(n,) + €Cs|ull oo (my) + €C30% || D*wl| oo (Bay (wo)) + Celltl| oo (1)

IN

Cs| Lul|co(y) + Csllu] Lo (m,) + €C3p7 || D*ul| oo By, (wo)) + Cellll Loo(my)

IA

Cy (I Lullco(py) + Il (my)) + €C5p7|| D*ul| oo By (w0))
+ Ce (I1Lullcasy) + lull Lo (,))

= (Cs+ C) (I[Lullen By + lullz=(s,) + €Csp® [ Dl 123 (w0

IN

(Cs+Co) (I Dallonin) + (o) + 156
Ao final, conseguimos a seguinte desigualdade
1 91 9 1
§d($07332) |D*u(z0)| < (Cs+ Co) (| Lullcesy) + Il s,)) + 1_8Q’
a qual é equivalente a
2d(x0, 8B2)*| D*u(w0)| < 18(Cs + Co) (|| Lullca(sy) + [[ullLe(sy)) + @

isto é
d(zo, 0Bs)*| D*u(wo)| < 18(Cs + C.) (|| Lullca(py) + [Jull Lo (s,)) -

Portanto,
Q < 18(Cs+ Co) ([ Lulloasy) + [lullr=(s,)) -

Uma vez que xg € By é, arbitrario, temos que

1
3 Sup D% £ Q < 18(Ca+ C) (ILullona + llullm=can) (2.9)
rEL3)/2

sendo a primeira desigualdade justificada da seguinte maneira: dado x € Bs/s, ¢ valido
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2. Operadores Lineares Uniformemente Elipticos

que
1 1 ,
1
& Z|D2u| < d(z,0B,)?|D?ul
1
& sup - |D%ul < sup d(z,0By)?|D*ul
z€B3 /2 z€B3 /2
1
& = sup |D*u| < sup d(x,0B,)?|D?ul,
4 2eBy)s ©E€By )y
como
sup d(x7832)2|D2u| S sup d(fL‘7aBz)2|D2U,| = Qa
IEB3/2 IEBQ
segue que

1
7 sup |[D*u| < Q.
4 IEBg/g

Agora, considerando o Lema inferimos que

lullozecy < € (| Lullcnm, ) + lullczm,n ) -

Em seguida, note que

IN

lullexoy < C (Nullzesy + 1D%ullies, )

C (Nullzmy + 11Dl 1oay ) )

IN

dai, por (2.9)), segue que
[ulle2(s,,5) < C (Iull ooy + 1 Lulloe(sy)) -

Como

IN

[ullc2(sy),)

C (llull ooy + 1 Lullco(sy)) »

|ullc2(m))

IA

o teorema esta provado.
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Capitulo 3

Operadores Uniformemente

Elipticos Totalmente Nao-Lineares

Nosso objetivo neste capitulo é abordar as estimativas C*“ para solucdes no sentido
de viscosidade, a qual abordamos a seguir. Estudamos estimativas de regularidade
dessas solugoes em equagoes totalmente nao-lineares de segunda ordem uniformemente
elipticas. Embasado em [9], estudamos a regularidade de solugoes de viscosidade de

equacoes da forma
F(D*u(x)) = f(z), (3.1)

onde u e f sdao fungoes definidas num dominio 2 C R™, e F(M) é uma fungao com
valores reais definida em S, que é o espaco real n x n das matrizes simétricas. Vamos

assumir que F' é uniformemente eliptica, isto é,

Definicao 3.1. Dizemos que F' é uniformemente eliptica se existem duas constantes
positivas A < A, chamadas de constantes de elipticidade, tais que para toda matriz
M € S é valido

M|N|| < F(M + N)—F(M) <A|N|, VN >0.

Aqui N > 0 significa que (Nz,z) > 0,Vx € R", isto é, representa uma matrix

simétrica ndo-negativa definida. Além disso, || M|| denota a seguinte norma

[[M]] := sup |Mz].
|z|=1
Portanto ||N]| é igual ao maximo autovalor de N, desde que N > 0. Dessa forma,
a equacao da forma (3.1)) nas condi¢oes que foram mencionadas, é chamada equagao
totalmente nao-linear de segunda ordem uniformemente eliptica. Nessas condigoes,

Au = tr(D?u) é um caso particular, onde, para este caso A = A = 1.
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3. Operadores Uniformemente Elipticos Totalmente Nao-Lineares

Definicao 3.2. Dizemos que F possui estimativas C*® a priori, se existem constantes
Aece,com0<\<1ec >0, tais que para cada matriz simétrica M e wg € C(0By),
com F(M) = 0, existe

w € C*(By) N C(By) NC**(By )
satisfazendo

F(D*w+M) = 0 em B

w = wy sobre 0B

[wllozas, 0 < cellw|lpe(s,)-

Pela Proposicao podemos observar que o Laplaciano satisfaz as condicoes da de-

finicao [3.2

3.1 Solucgoes de Viscosidade

Relembremos que uma fungao definida em 2 tem méaximo local em xy € Q (respec-
tivamente minimo local) sempre que v(z) < v(xg), para todo z numa vizinanga de x

(respectivamente v(z) > v(xg)).

Definicao 3.3. Uma fungao continua u em €2 é dita subsolugao de viscosidade de (i3.1)
em €2, quando ¢ vélida a seguinte condigao: se xg € Qe p € C*(Q) e u— p tem méximo
local em g, entao

F(D*p(x0)) = f (o). (3.2)

Respectivamente, definimos supersolugao de viscosidade.

Definicao 3.4. Uma func¢ao continua u em ) é dita supersolucao de viscosidade de
(3.1) em Q, quando ¢ vélida a seguinte condigao: se o € Q e p € C*(Q) e u —  tem
minimo local em z, entao

F(D*p(x0)) < f(o). (3-3)

Dizemos que u é solugao de viscosidade de (3.1)) quando satisfaz (3.2)) e (3.3]). Dessa

forma, em particular, se u € C?, a solucio coincide no sentido cldssico.

3.2 Regularidade C*“ de Solugoes de Viscosidade

O seguinte lema é uma consequéncia direta do Lema 7.9 em [9].
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3. Operadores Uniformemente Elipticos Totalmente Nao-Lineares

Lema 3.1. Considere uma solugao de viscosidade de
F(D*u) = f, em By

tal que [|ul] g < 1. Além disso, assuma que F(D?*w) = 0 tem estimativas C'?

Bg /=)
interior. Entao existe h € C*(Bg, ;) tal que

Hthl»l(BGﬁ) < c(n)ece

ot = hll ey < CUS iy o (3.4)

onde C é uma constante que depende de n, A\, A, c,.

Lema 3.2. Suponha que F' é um operador uniformemente eliptico tal que F(0) =

f(0) = 0, que possui estimativas C*“ a priori, e que u é solugao de viscosidade de
F(D*u)=f em B,

com ||ul|ze(p,) < 1. Entdo existem uma constante 0 < p < 1, dependendo apenas de

n,\, A, c.,& e & e uma sequéncia polinomial
L 7
Pk(x) = Ak + Bkl’ + 5.%‘ Ck.T?

tal que, para todo inteiro k > 0,

F(Cy) =0, (3.5)
lu = Pillzo(s 4y < @ (3.6)

€
Ak = Ak |+ 5" Bk = Bpoa| + 1"V C = Cra || < 13¢u™ DB (3.7)

onde Py = P_; =0.

Demonstragao. Inicialmente, tome p suficientemente pequeno de modo que

1 7 _
(0% < _ < _ 2 (0% < a' .
N T (3.8)
Tome também € € (0, 1), tal que
20" < cou®te, (3.9)
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3. Operadores Uniformemente Elipticos Totalmente Nao-Lineares

em que C' é a constante em (3.4), no lema anterior. Além disso, tome § > 0 tal que
2(1 + 26¢.)c(n)d = e,

¢(n) sendo uma constante que depende apenas de n. Como queremos mostrar que o
resultado é valido para todo inteiro k > 0, inicialmente note que para k = 0, o lema ¢
valido pois

Ph=P,1=0, F0)=0 e |lullzem) <1

Agora, indutivamente, suponha que o lema é valido para k£ < i. Nosso objetivo entao
¢é provar que o resultado é valido para kK = ¢ + 1, com ¢ > 0. Para isso, considere o

seguinte reescalonamento

Note que a fungao v satisfaz
P F (e D*u(y) 4+ Ci) = = f(u'y).
Com isso, temos que F;(D*v(y)) = fi(y) em By, onde
Fi(M) =y~ (F(1'*M + C;) — F(Cy)),
fily) = n7 (f(u'y) — F(C)) -
De fato,

F(D*(y)) = p ' (F(u"*D*(y) + C;) — F(C)))
= T f(W'y)
= fz(y>

Note que F;(D?*w) = 0 tem estimativas C?% interiores, pois, pela definigao da F}, temos

que isso é equivalente a
F(D*(pw) + C;) = 0.

Com isso, temos também que F(C;) = 0. Por outro lado, observe que

1fi)] < = (1 f(1'y)])
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3. Operadores Uniformemente Elipticos Totalmente Nao-Lineares

para que como consequeéncia

IA

B f n,)
c¢(n)d(1+ 1+ 26¢.)

1 ill 2o (1)

IN

IN

€.
Com isso, o Lema nos dé a existéncia de uma h € C?(Bs/) que satisfaz

||U — h”Loo( ) S Ce S 2Ck.

By

Na verdade, mais precisamente, o lema garante que existe h € C?(Bs /1) tal que

||?J—h||Loo( ) S CE,

B3y

mas
[o = hllzee(Bs0) < 10 = hll=(B, 0)-
Ainda sobre o Lema [3.1] pela sua prova (ver [[9], p. 67]), h satisfaz
E(D2h) = 0 em B7/8
h = wv sobre 0Byys.

Consequentemente,
F(W*D*h+C;) =0 em Bys.

Por nossa hipétese sobre estimativas interiores C*%, temos que

N

1Pllcza(B. ) < [1Pllc2acs, o)

IN

CeHUHL"O(ang)

IN

Ce.

Isso assegura, por (3.8) e (3.9)), que para o seguinte polinémio de segundo grau

P(y) = h(0) + Dh(O)y + 54" D*h(0)y.

ocorra que

_ 16\, 4
b= Plimmy < e () w*

< 28c
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3. Operadores Uniformemente Elipticos Totalmente Nao-Lineares

Reescalonando novamente, obtemos
‘u(x) _ PZ<I) _ /Lz’(2+a)p(lu7ix)| < u(i+1)(2+a)'

Dessa forma, nosso argumento de inducao fica concluido para k = i+ 1, primeiramente

para ({3.6]), definindo
Pioa(s) = Pi(a) + 52 Plu'z).

Em seguida para (3.5), segue do fato de Cy,y = C; + u®D?h(0), o qual traz por
consequéncia junto com (3.10) que

F(Ci—i-l) - 0
Por fim, (3.7) segue do fato de (3.11]) e da seguinte estimativa

|Ais1 — A+ 1By — Bi| + p*||Cia — G

< 2 (|h(0)] + | DA(0)| + || D2A(0)]))
| 16 (16)°

< P (14— + =

< u Ce < + - + ( 7 ) )

< 13CeMi(2+a)'

]

Lema 3.3. Sob as mesmas hipdtes do lema anterior e supondo que existe uma constante

suficientemente pequena 0 > 0, que depende apenas de n, \, A, c., @ e o tal que

1/n
(][ IfI") <org, Vr <. (3.12)
B'r

Existe um polinomio de segundo grau P tal que

|u— P||goep,) < Cr*te, vr<1, (3.13)

|DP(0)| + [|D*P|| < C, (3.14)
para alguma constante C' > 0, tal que C'= C(n, A\, A, ¢, @, a).

Demonstragao. Observe primeiro que, pelo lema anterior, { P }ren converge uniforme-
mente em B; para um polinomio de segunda ordem P, o qual satisfaz (3.14]) pelo fato

de ser harmonico.
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3. Operadores Uniformemente Elipticos Totalmente Nao-Lineares

A desigualdade (3.13)) ¢ obtida notando que para todo inteiro k& > 0, tem-se

HU_PHLOO(BHk) = “u_Pk_'—Pk_PHLOO(BHk)
< ||U_Pk||L°°(BMk) + ”Pk:_PHLOO(B#k)
< u=Billz=@, + Y 12— Pl
i=k+1
. 1
< M) 4 Z (|Az — Aia| + 1" Bi — Bioa| + 5,“%”07; — Cz'—l”)
i=k+1
< pMere) 4 Z ('u(i—l)(Q-i-oz) 4 gk plmnete) | MZkMoz(i—l))
i=k+1
< C[Lk(2+a).

O

O proximo teorema é a jungao dos lemas anteriores dessa secao, o qual vai garantir a

regularidade C*® de solucao de viscosidade, isto é, o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.4. Considere F' e f como no Lema ambas continuas com constantes
de elipticidade \ e A. Nessas condigoes, assuma ainda que 0 < a < &, rog > 0, C; > 0,
Cy > 0,

1/n
(][ |f|”) < Corg 1, Vr <, (3.15)
By

e que u seja solugao de viscosidade de
F(D*u)=f em B,

Entdo u é C** na origem, isto €, existe um polinomio de sequndo grau P tal que

||u — P”LO"(BT(O)) S 037”0—(2—1—&)7024_&’ Vr S 1, (316)
ro| DP(0)| + 15| D*P| < Cs, (3.17)
C3 < C ([Jul| e (B, ) + r5(C2 + 1)) (3.18)
€
r = 0_17”07 (319)

onde C' > 1 depende apenas de n, \, \, c.,a,a e CY.

Demonstracao. Provaremos esse teorema usando o Lema [3.3[ por meio de um reescalo-
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3. Operadores Uniformemente Elipticos Totalmente Nao-Lineares

namento. Com efeito, para u em questao, considere

Hy) e TE)  rtu(r)
el +571G, K

yeBla

se K > 1. Caso contrario, considere u(y) = r, *u(r1y). No primeiro caso (se K > 1), é

valido que
1

L PD(r) = T s

=T

Veja que ||@]|p=z,) < 1. Em seguida, vamos as conclusoes do teorema. Se r; < 79

é tomado de modo que Ciry%r; < ¢, obtemos ([3.19). As estimativas (3.16)), (3.17)) e
(3.18) sdo obtidas por meio do reescalonamento de u e do uso do Lema [3.3] ]
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