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À minha famı́lia...



Agradecimentos

Primeiramente, agradeço a Deus pelo dom da vida, assim como pela oportunidade,

sabedoria e conhecimento – sem Ele nada faria sentido.
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À minha querida Princesa, Jáfia Gileane, pela contribuição incomensurável, em ter-

mos de companheirismo, insistência e amor, fundamentais para que minha caminhada

se tornasse mais leve e tranquila, sou muito grato.

Não poderia deixar de mencionar os amigos e colegas que conheci no Departamento
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Resumo

Neste trabalho, fizemos um estudo sobre regularidade de soluções de equações di-

ferenciais parciais de segunda ordem. Mais precisamente, na obtenção de estimativas

universais de regularidade C2,α, conhecidas como estimativas de Schauder. Dividimos

o trabalho em três partes: na primeira parte, estudamos resultados de soluções C2,α de

Equações de Poisson que são α-Hölder cont́ınuas. Na segunda, estudamos a regulari-

dade C2,α de um operador linear eĺıptico de segunda ordem, com coeficientes Cα, por

meio de uma estimativa interior. Por último, estudamos a regularidade C2,α de soluções

no sentido de viscosidade para equações de segunda ordem totalmente não-lineares.

Palavras-chave: Estimativas de Schauder, Equações Diferenciais Parciais Eĺıpticas,

Soluções de Viscosidade, Equações Totalmente Não-Lineares.



Abstract

In this work, we study regularity of solutions of second order PDE’s. More precisely,

we study universal C2,α regularity estimates of solutions, which are also known as

Schauder estimates. We divide the thesis in three parts: in the first part, we study

results of C2,α solutions of Poisson Equations which are a-priori α-Hölder continuous.

In the second part, we study C2,α regularity of solutions of linear second order elliptic

PDE’s, with Cα coefficients, through an interior estimate. Finally, we study the C2,α

regularity of viscosity solutions of fully non-linear second order elliptic PDE’s.

Keywords: Schauder Estimates, Partial Differential Equations, Viscosity Solutions,

Fully non-linear Equations.
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Notações

Abaixo, listamos algumas notações utilizadas na dissertação.

• ei denota o i-ésimo vetor da base canônica do Rn;

• ui = Diu denota a i-ésima derivada parcial da função u;

• uij = Diju denota a i-ésima derivada parcial da função Dju;

• D2u denota a matriz hessiana da função u;

• |γ| = n denota o multi-́ındice de Dγu, onde γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Nn;

• trA =
n∑
i=1

aii denota o traço da matriz A = (aij);

• tr(AB) =
n∑

i,j=1

aijbij ou simplesmente aijbij denota o traço da matriz AB;

• Br(x) denota a bola de centro x ∈ Rn e raio r;

• Br denota a bola de centro 0 ∈ Rn e raio r;

• |B1| denota o volume de B1;

• C, C1, C2, . . . denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;

• | · | denota a norma euclidiana do Rn;

• a · b =
n∑
i=1

aibi ou simplesmente aibi denota o produto interno de a = (a1, . . . , an)

e b = (b1, . . . , bn);

x



•
 

Ω

f representa a integral média de f sobre Ω, onde, por definição, tem-se

 
Ω

f :=
1

|Ω|

�
Ω

f ;

• f ∗ g denota a convolução das funções f e g, dada por

f ∗ g(x) =

�
Ω

f(x− y)g(y)dy;

• ‖·‖Lp(Ω) ou ‖·‖Lp , com 1 ≤ p <∞, denotam a norma do espaço Lp(Ω), isto é,

‖·‖Lp(Ω) =

�
Ω

| · |p
 1

p

;

• ‖u‖H1(Ω) = ‖u‖L2 +
n∑
i=1

‖Diu‖L2 .

• H1 := W 1,2 representa o Espaço de Sobolev associado à norma

‖u‖W 1,2(B1) :=

∑
|γ|≤2

�
B1

|Dγu|2dx

1/2

.
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Introdução

A busca por regularidade de uma solução nos diz o quão suave ela é, usando ingredi-

entes universais como dimensão, estrutura do domı́nio e da equação. O nosso trabalho

busca estudar algumas ferramentas da Teoria de Schauder, que formam um conjunto

de resultados, elaborados por Juliusz Schauder (1934 - 1937), cujo objetivo é a busca

de regularidade de soluções de Equações Diferenciais Parciais.

Com base nisso, estudamos inicialmente as Equações de Poisson ∆u = f em um

domı́nio Ω ⊂ Rn. Motivado por isso e embasado nas notas [16], o Caṕıtulo 1 se

concentra no uso da Teoria de Schauder através do seguinte resultado: dada uma

função f α-Hölder cont́ınua, as soluções clássicas da equação ∆u = f são de classe

C2,α
loc . Isso quer dizer – em outras palavras – que se o traço da matriz Hessiana de

uma função u for α-Hölder cont́ınua, então cada entrada dessa matriz é uma função

localmente α-Hölder cont́ınua. Isso se configura da seguinte maneira: seja D2u a matriz

hessiana de u

D2u =


u11 · · · u1n

...
. . .

...

un1 · · · unn


então, temos

∆u =
n∑
i=1

uii ∈ Cα =⇒ uij ∈ Cα,∀i, j ≤ n.

Dito isso, fazemos a demonstração desse resultado de três formas: a primeira é pelo

Prinćıpio do Máximo, cujo foco é o uso do Prinćıpio do Máximo forte; a segunda forma

é feita a partir do Método de Energia, que se utiliza da teoria de soluções fracas de

EDP’s; por último, o Método de Compacidade, em que por meio de sequências usamos

a compacidade do problema para provar o teorema.

Por se tratar de um trabalho cujo foco central é o estudo de estimativas C2,α, nos

Caṕıtulos 2 e 3 abordamos esse tema para operadores mais gerais. No Caṕıtulo 2,

em particular, estudamos essas estimativas de um operador linear eĺıptico de segunda

ordem com coeficientes de primeira e segunda ordem. Isso foi feito a partir do chamado

Teorema de Estimativa Interior de Schauder, o qual exprime uma desigualdade envol-

1



vendo a norma C2,α de uma função u em B1 e a norma C0,α do operador em questão

e da norma L∞ de u, ambos em B2.

Ainda sobre o Caṕıtulo 2, a prova do teorema nele contido é feita de uma forma

mais moderna, em termos de técnicas mais acesśıveis. Historicamente, assim como

feito no livro [1], Estimativas de Schauder são feitas tendo como base a utilização do

chamado Potencial Newtoniano u = Γ ∗ f . O teorema foi escrito originalmente no

artigo [12], e reescrito com essas adaptações nas notas [5].

Por fim, no Caṕıtulo 3, na mesma perspectiva do Caṕıtulo 2, apresentamos as es-

timativas C2,α, só que dessa vez em soluções de viscosidade em equações totalmente

não-lineares de segunda ordem uniformemente eĺıpticas. Baseado no livro [9], estuda-

mos equações totalmente não-lineares, da forma F : Sym(N)→ R, F (D2u(x)) = f(x),

para obtermos tal regularidade de soluções no sentido de viscosidade.

No texto, a menos que seja mencionado o contrário, tratamos de soluções clássicas

de EDP’s.
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Caṕıtulo 1

O caso Laplaciano

Fundamentado principalmente por [16], o objetivo deste caṕıtulo é mostrar através

da Teoria de Schauder o seguinte resultado: se u é solução de

−∆u = f em B1,

com f α-Hölder cont́ınua, então u é localmente C2,α, denotado por C2,α
loc , isto é, para

todos 1 ≤ i, j ≤ n, temos que uij é α-Hölder cont́ınua.

Isso foi feito, primeiramente, com o Prinćıpio do Máximo Aproximado; em seguida,

fizemos uso do Método de Energia; por último, o Método de Compacidade, que é

muito útil no caṕıtulo seguinte, onde usamos a compacidade conseguimos regularidade

C2,α para operadores uniformemente eĺıpticos lineares, e não somente para soluções C2

definidas em um domı́nio Ω ⊂ Rn.

O nosso estudo, nessa dissertação, é focado em estimativas locais; mais precisamente

estamos preocupados com estimativas num subdomı́nio de Ω, digamos Br ⊂ Ω ⊂ Rn.

1.1 O Prinćıpio do Máximo Aproximado

Ao estudarmos Equações Diferenciais Parciais, é comum começarmos com este que é

um resultado clássico, cuja utilização e consequências atreladas são inúmeras; estamos

falando do Prinćıpio do Máximo. O qual afirma que dada uma função u ∈ C2(B1) ∩
C2(B̄1), subharmônica em B1, isto é, ∆u ≥ 0 em B1, vale a seguinte estimativa:

sup
B1

u ≤ sup
∂B1

u.

Antes de começarmos com os resultados dessa seção, concentremo-nos em algumas

definições que são necessárias no decorrer do texto.
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1. O caso Laplaciano

Definição 1.1. Uma função f : Rn → R é dita α-Hölder cont́ınua, quando é válido

que

|f |α := sup
x 6=y∈Rn

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

< +∞.

Definição 1.2. Dizemos que u é C2,α(Ω) em x0 ∈ Ω, quando que existe um polinômio

de segunda ordem da forma

P (x) =
1

2
(x− x0)TA(x− x0) +B(x− x0) + C,

tal que

|u(x)− P (x)| ≤ D|x− x0|2+α,

para |x − x0| ≤ 1. No caso afirmativo, A,B e C representam, respectivamente, as

seguintes matrizes n× n: D2u(x0), Du(x0) e u(x0)

Considerando o tratamento de soluções C2(B1) e os respectivos laplacianos, obte-

mos, como consequência do prinćıpio do máximo, o seguinte resultado:

Lema 1.1. Suponha que u : Ω ⊂ Rn → R, com u ∈ C2(Ω), é solução da equação

−∆u = f em B1 ⊂ Ω.

Então é válida a seguinte estimativa:

u(x) ≤ sup
∂B1

u+
1− |x|2

2n
sup
B1

f, ∀x ∈ B1. (1.1)

Demonstração. A fim de usarmos o Prinćıpio do Máximo, considere a função

v : Ω ⊂ Rn → R

x 7→ v(x) := u(x)− sup
∂B1

u− 1− |x|2

2n
sup
B1

f.

Note que v é subharmônica. De fato,

∆v(x) = ∆

(
u− sup

∂B1

u− 1− | · |2

2n
sup
B1

f

)
(x)

= ∆u(x)−∆

(
1− | · |2

2n
sup
B1

f

)
(x)

= ∆u(x)− sup
B1

f ·∆
(

1− | · |2

2n

)
(x)

= ∆u(x) + sup
B1

f.

4



1. O caso Laplaciano

Por hipótese, −∆u(x) = f(x),∀x ∈ B1. Dáı,

∆v(x) = −f(x) + sup
B1

(f) ≥ 0,

pois sup
B1

f ≥ f(x),∀x ∈ B1. Portanto, v é subharmônica em B1 ⊂ Ω ⊂ Rn. Agora,

aplicando o Prinćıpio do Máximo em v, obtemos

sup
B1

v ≤ sup
∂B1

v,

o que acarreta

u(x)− sup
∂B1

u− 1− |x|2

2n
sup
B1

f ≤ sup
∂B1

v = 0.

Portanto,

u(x) ≤ sup
∂B1

u+
1− |x|2

2n
sup
B1

f.

Como corolário, obtemos o seguinte resultado, que é de suma importância para a

demonstração do lema que antecede o principal resultado nessa seção.

Corolário 1.2. Suponha que u ∈ C2(Ω) é uma solução de

−∆u = f em B1 ⊂ Ω.

Então

‖u‖L∞(B1) ≤ ‖u‖L∞(∂B1) +
1

2n
‖f‖L∞(B1).

Demonstração. Aplicando o Lema 1.1 na função g(x) = −u(x), como −∆u = f , segue

que −∆g = −∆(−u) = −f em B1. A partir disso garantimos a seguinte estimativa:

g(x) ≤ sup
∂B1

g +
1− |x|2

2n
sup
B1

(−f).

Isso infere que

−u(x) ≤ − inf
∂B1

u− 1− |x|2

2n
inf
B1

f.

Equivalentemente,

u(x) ≥ inf
∂B1

u+
1− |x|2

2n
inf
B1

f.

A partir disso, temos

u(x) ≤ sup
∂B1

u+
1− |x|2

2n
sup
B1

f e u(x) ≥ inf
∂B1

u+
1− |x|2

2n
inf
B1

f.

5



1. O caso Laplaciano

Dáı,

u(x) ≤ sup
∂B1

u+
1− |x|2

2n
sup
B1

f

≤ ‖u‖L∞(∂B1) +
1

2n
‖f‖L∞(B1).

Além disso, como inf(ϕ) ≥ inf(−|ϕ|) = − sup(|ϕ|), temos que

u(x) ≥ inf
∂B1

u+
1− |x|2

2n
inf
B1

(f) ≥ −‖u‖L∞(∂B1) −
1− |x|2

2n
‖f‖L∞(B1).

Portanto,

‖u‖L∞(B1) ≤ ‖u‖L∞(∂B1) +
1

2n
‖f‖L∞(B1)

Mais precisamente, este corolário afirma que a solução dessa equação na norma L∞

é controlada por um múltiplo da norma L∞ do seu laplaciano e a norma L∞ no seu

bordo.

Lema 1.3. Fixado um 0 < α < 1, existem constantes universais C0, λ e ε0, com

0 < λ < 1, tais que, para qualquer função f e u solução de

−∆u = f em B1,

com ‖u‖L∞(B1) ≤ 1 e ‖f‖L∞(B1) ≤ ε0, existe um polinômio de segunda ordem da forma.

P (x) =
1

2
xTAx+Bx+ C,

tal que

|u(x)− P (x)| ≤ λ2+α, para |x| ≤ λ e |A|+ |B|+ |C| ≤ C0.

Em outras palavras, u é C2,α em 0.

Antes de demonstrar o lema, vejamos algumas considerações. O resultado principal

dessa seção está atrelado à busca de regularidade C2,α. De fato, por consequência

da definição, temos que uma função C2,α, depois de subtráıda de um polinômio de

segunda ordem, decai como C|x|2+α. Na prática, isso se torna muito trabalhoso e

torna a busca por esse polinômio mais dif́ıcil. Para contornar esse problema, vamos

usar uma técnica muito importante da Análise Moderna. Ao invés de demonstrarmos

infinitas desigualdades, vamos mostrar essas desigualdades em bolas com raios dispostos

6



1. O caso Laplaciano

em série geométrica, também chamada de bolas diádicas. Para ilustrar isso, segue a

proposição:

Proposição 1.4. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Para todo x ∈ B1

|u(x)− P (x)| ≤ C|x|2+α.

2. Para cada k ∈ {0, 1, . . . },

|u(x)− P (x)| ≤ Cλk(2+α), ∀x ∈ B1; tal que |x| ≤ λ.

Demonstração. Suponhamos que 1 é válida. Se tomarmos |x| ≤ λk, para k ∈ {0, 1, . . . },
segue que |x|2+α ≤ λk(2+α). Dáı,

|u(x)− P (x)| ≤ C|x|2+α ≤ Cλk(2+α).

Portanto, |u(x)− P (x)| ≤ Cλk(2+α) para k = 0, 1, . . . , e |x| ≤ λk.

Reciprocamente, supondo que 2 é válida, dado x ∈ B1, existe k ∈ N tal que

λk+1 ≤ |x| ≤ λk, λ ∈ (0, 1).

Com isso, obtemos

|u(x)− P (x)| ≤ Cλk(2+α)

= Cλk(2+α)λ
2+α

λ2+α

= C
λ(k+1)(2+α)

λ2+α

≤ C
|x|2+α

λ2+α

≤ C1|x|2+α,

onde C1 :=
C

λ2+α
> 0.

A afirmação 2 significa que o polinômio de Taylor de u, que é de segunda ordem,

é exatamente igual a P na origem. A partir da validade dessa equivalência, é mais

prático e útil demonstrarmos a segunda afirmação para a primeira ser obtida como

consequência. Na prática, provamos 2 da seguinte forma: vamos mostrar que para

7



1. O caso Laplaciano

cada k = 0, 1, . . . , existe um polinômio de segundo grau Pk, tal que

|u(x)− Pk(x)| ≤ Cλk(2+α), com |x| ≤ λk.

Além disso, Pk decai da seguinte forma:

|Pk(x)− Pk−1(x)| ≤ 2Cλk(2+α), para |x| ≤ λk.

Dito isto, seguimos com a prova do Lema.

Demonstração do Lema 1.3. Considere h : Ω ⊂ Rn → R uma função harmônica tal

que h = u na fronteira de B1 ⊂ Ω. Agora defina g := u− h, e veja que −∆g = f em B1

g = 0 sobre ∂B1.

Dáı, pelo pelo Corolário 1.2, obtemos,

‖g‖L∞(B1) − ‖g‖L∞(∂B1) ≤
1

2n
‖f‖L∞(B1).

Por outro lado, note que como ‖g‖L∞(∂B1) = 0, é válido que

|u(x)− h(x)| = |g(x)| ≤ ‖g‖L∞(B1) ≤
1

2n
‖f‖L∞(B1).

Pelo Prinćıpio do Máximo, segue que

|h| ≤ sup
B1

|h| = sup
∂B1

|h| = sup
∂B1

|u| ≤ 1, pois |u| ≤ 1.

Agora, tomando o Polinômio de Talyor de h na origem, obtemos

P (x) =
1

2
xTD2h(0)x+Dh(0)x+ h(0)

que é um polinômio de segunda ordem, harmônico e com coeficientes limitados.

A seguinte proposição é imprescind́ıvel para a nossa prova e demais resultados

posteriores. Ela exprime uma estimativa da derivada de funções harmônicas.

Proposição 1.5. Sob as hipóteses feitas acima, h satisfaz a seguinte estimativa

|h(x)− P (x)| ≤ C

6
|x|3, ∀x ∈ B 1

2
.

Demonstração. De fato, como h é hamônica, por resultados da teoria de funções

8



1. O caso Laplaciano

hamônicas, h é anaĺıtica; mais especificamente, encontramos esse resultado em [[2],

Teorema 10, p. 31]. Com isso, fazendo a expansão de Taylor de h, depois de subtráıda

do polinômio de segunda ordem P , obtemos

|h(x)− P (x)| ≤ 1

6
|x|3 sup

B 1
2

(x)

|∇3h| ≤ C

6
|x|3, ∀x ∈ B 1

2
;

uma vez que é válido supB 1
2

(x) |∇3h| ≤ C.

Dando prosseguimento a prova do Lema, observe que

|u(x)− P (x)| = |u(x)− h(x) + h(x)− P (x)|

≤ |u(x)− h(x)|+ |h(x)− P (x)|

≤ 1

2n
sup
B1

|f(x)|+ C

6
|x|3.

Posto isso, basta tomarmos λ suficientemente pequeno de modo que

C

6
|x|3 ≤ 1

2
λ2+α, para |x| ≤ λ,

e tomando ε0 tal que
1

2n
sup
B1

|f(x)| ≤ 1

2n
ε0 ≤

λ2+α

2
.

Por fim, obtemos

|u(x)− P (x)| ≤ λ2+α

2
+
λ2+α

2
= λ2+α.

A limitação da soma dos coeficientes de P , segue do fato de cada parcela ser limitada,

fato demonstrado mais geralmente para funções harmônicas em [[4], Proposição 1.13,

p. 5], o que conclui a prova.

Finalmente, podemos provar o teorema principal:

Teorema 1.6. Suponha que u ∈ C2(Ω) é solução de

−∆u = f em B1 ⊂ Ω.

Além disso, suponha que f é α-Hölder cont́ınua em 0. Então u é C2,α em 0. Mais

precisamente, u é tal que

|u(x)− P (x)| ≤ D|x|2+α

onde

P (x) =
1

2
xTAx+Bx+ C,

9



1. O caso Laplaciano

para |x| universalmente pequeno, com

|D| ≤ C0

(
|f |Cα(0) + |f(0)|+ ‖u‖L∞(B1)

)
e

|A|+ |B|+ |C| ≤ C0

(
|f |Cα(0) + |f(0)|+ ‖u‖L∞(B1)

)
,

em que C0 é uma constante universal que depende apenas da dimensão.

Demonstração. Primeiramente iremos discutir acerca da normalização das estimativas.

De fato, podemos assumir sem perda de generalidade que f(0) = 0. Caso contrário,

seja v(x) = u(x)− f(0)

2n
|x|2. Então,

∆v = ∆

(
u)− f(0)

2n
|x|2
)

= ∆u− f(0)

2n
∆(|x|2)

= ∆u− f(0)

2n
2n

= f(x)− f(0).

Essa igualdade garante que as estimativas de v podem ser importadas para u. Dando

prosseguimento, assumindo que ‖u‖L∞(B1) ≤ 1 e |f |α(0) ≤ ε0, onde ε0 é a constante do

Lema 1.3, considere

v(x) = ε0
u(x)

‖u‖L∞(B1) + |f |Cα(0)
,

que satisfaz,

‖v‖L∞(B1) = sup
B1

∣∣∣∣ε0 u

‖u‖L∞(B1) + |f |Cα(0)

∣∣∣∣
e

∆v =
ε0

‖u‖L∞(B1) + [f ]Cα(0)
∆u.

Além disso, lembra que, por definição

|∆v|Cα(0) = sup
|x|≤1

|∆v(x)−∆v(0)|
|x|α

.

Dessa forma, temos que ‖v‖L∞(B1) ≤ 1 e |∆v|α(0) ≤ ε0. Por conseguinte, o argumento

por indução: existem polinômios harmônicos

Pk(x) =
1

2
xTAkx+Bkx+ Ck,

10



1. O caso Laplaciano

tais que

|u(x)− Pk(x)| ≤ λk(2+α) |x| ≤ λk

e

|Ak − Ak+1| ≤ Cλkα

|Bk −Bk+1| ≤ Cλk(α+1)

|Ck − Ck+1| ≤ Cλk(α+2).

Com isso, se k = 0, cai exatamente na normalização sobre u como comentada acima. Se

k = 1, temos o caso do Lema 1.3. Prosseguindo o argumento indutivo, se supusermos

que a afimação é válida para k, vejamos que também é válida para k + 1. Para isso,

considere o seguinte reescalonamento

w(x) =
(u− Pk)(λkx)

λk(2+α)
.

A partir disso, é válido que

∆w = ∆

(
(u− Pk)(λkx)

λk(2+α)

)
= ∆

(
u(λkx)

λk(2+α)

)
−∆

(
Pk(λ

kx)

λk(2+α)

)
=
λ2kf(λkx)

λk(2+α)
=
f(λkx)

λkα
,

pois, por hipótese de indução, Pk é harmônico. Além disso,

|w(x)| =
∣∣∣∣(u− Pk)(λkx)

λk(2+α)

∣∣∣∣ ≤ λk(2+α)

λk(2+α)
= 1, ∀x ∈ B1.

Pelo o que acabamos de provar sobre w, podemos evidentemente usar o Lema 1.3, no

qual garante a existência de um polinômio harmônico P com coeficientes limitados

satisfazendo,

|w(x)− P (x)| ≤ λ2+α, |x| ≤ λ,

onde

sup
|x|≤1

|f(λkx)|
λαk

≤ |f |Cα(0) ≤ ε0.

Podemos agora fazer a seguinte majoração

|w(x)− P (x)| =
∣∣∣∣(u− Pk)(λkx)

λk(2+α)
− P (x)

∣∣∣∣ ≤ λα+2

e

|u(λkx)− Pk(λkx)− λk(α+2)P (x)| ≤ λ(2+α)(k+1),

11



1. O caso Laplaciano

o que acarreta em ∣∣∣u(x)− Pk(x)− λk(α+2)P
( x
λk

)∣∣∣ ≤ λ(2+α)(k+1).

Ao tomarmos Pk+1(x) = Pk(x) + λk(α+2)P
( x
λk

)
, o argumento de indução está fi-

nalizado. Por fim, note que Ak, Bk e Ck, possivelmente ao longo de subsequências,

convergem respectivamente para A∞, B∞ e C∞. Além do mais, o polinômio limite

P∞(x) =
1

2
xTA∞x+B∞x+ C∞,

cumpre

|Pk(x)− P∞(x)| ≤ Cλk(2+α), |x| ≤ λk.

Consequentemente para λk+1 ≤ |x| ≤ λk, segue que,

|u(x)− P∞(x)| ≤ |u(x)− Pk(x)|+ |Pk(x)− P∞(x)|

≤ λk(2+α) + C|x|2+α

=
1

λ2+α
λ(2+α)(k+1) + C|x|2+α

≤ |x|2+α

λ2+α
+ C|x|2+α

= |x|2+α

(
1

λ2+α
+ C

)
.

1.2 O Método de Energia

Nesta seção, com uma nova perspectiva, tratamos do mesmo problema fazendo uso

do Método de Energia. Abordamos aqui soluções de equações diferenciais no sentido

fraco. Para isto, consideramos uma caracterização para funções α-Hölder num sentido

de integrais, o qual descrevemos no decorrer da seção. Assim como feito na seção

anterior, iniciamos com alguns resultados necessários para a obtenção do resultado

principal.

Antes de começarmos com os resultados propriamente ditos, faz sentido aqui de-

finirmos o que vem a ser uma solução fraca de uma EDP. Isso se faz necessário em

virtude do Método de Energia, que tem como natureza as soluções fracas.

12



1. O caso Laplaciano

Definição 1.3. Considere a seguinte equação

−Dj(aij(x)Diu) + c(x)u = f(x).

Dizemos que u ∈ H1(Ω) é solução fraca da EDP acima se satisfaz

�
Ω

aijDiuDj + cuϕ =

�
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Mais geralmente, assumimos que

1. O coeficiente aij ∈ L∞(Ω) é uniformemente eĺıptico, isto é, para alguma constante

positiva λ é válido

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn;

2. O coeficiente c ∈ Ln
2 (Ω) e f ∈ L

2n
n+2 (Ω).

Definição 1.4. Diremos que f é α-Hölder cont́ınua na origem no sentido L2, quando

[f ]L2,α(0) := sup
0<r≤1

1

rα

√ 
Br

|f(x)− f(0)|2 < +∞,

onde f(0) é definido como f(0) := limr→0

 
Br

f .

Definição 1.5. Dizemos que u é C2,α na origem na semi-norma H1, sempre que

[u]H1,2+α(0) := inf
P2

sup
0<r≤1

1

r1+α

√ 
Br

|∇ (u(x)− P2(x)) |2 < +∞,

onde P2 é o conjunto dos polinômios de segunda ordem.

Agora fornecemos uma estimativa do tipo Caccioppoli para soluções fracas do Pro-

blema de Dirichlet.

Lema 1.7. Suponha que u ∈ H1(Ω) ∩ C2(Ω) é solução fraca de −∆u = f em B1

u = 0 sobre ∂B1.

Então a seguinte estimativa é válida

�
B1

|∇u|2 ≤ C

�
B1

f 2.

13



1. O caso Laplaciano

Demonstração. Inicialmente, observe que

�
B1

f 2 =

�
B1

(∆u)2 =

�
B1

n∑
i,j=1

uiiujj.

Dáı, usando o Teorema de Green e o fato que u = 0 sobre ∂B1, conseguimos

�
B1

n∑
i,j=1

uiiujj = −
�
B1

n∑
i,j=1

ujiiuj =

�
B1

n∑
i,j=1

uijuij =

�
B1

|D2u|2.

Portanto, �
B1

f 2 =

�
B1

|D2u|2. (1.2)

A Desigualdade de Poincaré e o fato de Du ∈ H1, nos garantem a estimativa

�
B1

|Du|2 ≤ C

�
B1

|D2u|2. (1.3)

Por fim, usando (1.2) e (1.3), obtemos

�
B1

|Du|2 ≤ C

�
B1

f 2.

Lema 1.8. Fixado um 0 < α < 1, existem constantes universais C0, λ e ε0, com

0 < λ < 1, tais que para  
B1

f 2 ≤ ε20

e  
B1

|∇u|2 ≤ 1,

e u solução de

−∆u = f em B1,

existe um polinômio harmônico de segunda ordem

P (x) =
1

2
xTAx+Bx+ C,

tal que

λ2

 
B1

|∇u− P |2 ≤ λ2(2+α), para |A|+ |B|+ |C| ≤ C0,

onde C0 é uma constante universal.
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1. O caso Laplaciano

Demonstração. Considere v ∈ H1(Ω) solução fraca de −∆v = f em B1

v = 0 sobre ∂B1.

Neste caso, estamos nas condições do lema anterior, o qual vai assegurar

�
B1

|∇v|2 ≤ C

�
B1

f 2 = C

�
B1

|f |2. (1.4)

Por conseguinte, defina h = u − v. Desse modo h é harmônica. De fato, ∆h =

∆(u− v) = ∆u−∆v = 0. Além disso, veja que

�
B1

|∇h|2 ≤ 2

�
B1

|∇u|2 + 2

�
B1

|∇v|2 ≤ 2|B1|+ 2C

�
B1

|f |2. (1.5)

Com efeito, pela identidade do paralelogramo, obtemos

|∇u−∇v|2 + |∇u+∇v|2 = 2
(
|∇u|2 + |∇v|2

)
,

dáı, por |∇u+∇v|2 ≥ 0, segue que

|∇u−∇v|2 ≤ 2|∇u|2 + 2|∇v|2.

Por hipótese,

 
B1

|∇u|2 ≤ 1. Isso junto com (1.4), implica que (1.5) é válido. Em

seguida, considere P o Polinômio de Taylor de ordem dois de h em 0. Dáı,

λ2

 
Bλ

|∇ (u− P ) |2 ≤ 2λ2

 
Bλ

|∇ (u− h) |2 + 2λ2

 
Bλ

|∇ (h− P ) |2

= 2λ2

 
Bλ

|∇v|2 + 2λ2

 
Bλ

|∇ (h− P ) |2

≤ 2λ2|Bλ|−1C

�
B1

f 2 + 2λ2|Bλ|−1

�
Bλ

|∇ (h− P ) |2. (1.6)

Por outro lado, pela Proposição 1.5, tem-se

|∇ (h− P ) | ≤ C0|x|3. (1.7)

Portanto, de (1.6) e (1.7), obtemos

λ2

 
Bλ

|∇ (u− P ) |2 ≤ 2λ2−nCε20 + 2λ2Cλ6|Bλ|.
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1. O caso Laplaciano

O lema fica provado, quando tomamos λ e ε0 suficientemente pequenos de modo que a

desigualdade desejada seja obtida. Mais precisamente, tomamos λ tal que

2λ2Cλ6|Bλ| ≤
λ2(2+α)

2
,

e ε0 tal que

2λ2−nCε20 ≤
λ2(2+α)

2
.

O próximo resultado tem semelhança com o Teorema 1.6, fornecendo a regularidade

C2,α de uma solução de −∆u = f em B1. A principal diferença, neste caso, é que

estamos lidando com a função f α-Hölder cont́ınua em 0 no sentido L2 e u ser C2,α no

0 na semi-norma H1.

Teorema 1.9. Suponha que u é solução fraca de

−∆u = f em B1

e que f seja α-Hölder cont́ınua na origem no sentido L2. Então u é C2,α na origem

na semi-norma H1. Além disso, os coeficientes de P2 e [u]H1,2+α(0) são limitados por

[f ]L2,α(0) e

(�
B1

|∇u|2
) 1

2

como

[u]H1,2+α(0) ≤ C

(
[f ]L2,α(0) +

(�
B1

|∇u|2dx
) 1

2

)
.

Demonstração. O argumento também é semelhante ao do Teorema 1.6. Só que nesse

caso, estamos lidando com a solução fraca da equação, com isso, buscaremos a regu-

laridade C2,α no sentido fraco, como na Definição 1.5. A normalização pode ser feita

como segue, isto é, tomando [f ]L2,α(0) pequeno e

 
B1

|∇u|2dx ≤ 1.

Para provarmos o resultado, usaremos o argumento indutivo. Mais precisamente, su-

pomos que existem polinômios harmônicos

Pk(x) =
1

2
xTAkx+Bkx+ Ck,

satisfazendo

λ2k

 
B
λk

|∇(u− Pk)|2 ≤ λ2k(2+α),
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onde

|Ak − Ak+1| ≤ Cλkα e |Bk −Bk+1| ≤ Cλk(α+1).

Inicialmente, para k = 0, é o caso de normalização como feito no Teorema 1.6. Se k = 1

cáımos no caso do lema anterior. Em seguida, prosseguindo o argumento indutivo,

supomos que tal afirmação é válida para k, e consideramos o reescalonamento

w(x) =
(u− Pk)(λkx)

λk(2+α)
.

Dessa forma, obtemos

∇w =
f(λkx)

λkα
e

 
B1

|∇w|2dx ≤ 1.

Estamos agora sob as hipóteses do lema anterior, o qual, nesse caso, garante a existência

de um polinômio P com coeficientes limitados, tal que

λ2

 
Bλ

|∇(w − P )|2 ≤ λ2(2+α),

desde que  
B1

|f(λkx)|2

λkα
≤ ([f ]L2,α(0))2 ≤ ε20.

Por conseguinte, para concluirmos o argumento indutivo

λ2

 
B
λk

∣∣∣∣∇((u− Pk)(λkx)

λk(2+α)
− p
)∣∣∣∣2 ≤ λ2(2+α),

fazemos o seguinte:

λ2

 
B
λk

∣∣∣∣∇(u(λkx)− Pk(λkx)− λk(2+α)P

λk(2+α)

)∣∣∣∣2 ≤ λ2(2+α)

⇔ λ2

λk(2+α)

 
B
λk

∣∣∇ (u(λkx)− Pk(λkx)− λk(2+α)P
)∣∣2 ≤ λ2(2+α)

⇔ λ2(k+1)

 
B
λk+1

∣∣∣∇(u(x)− Pk(x)− λk(2+α)P
( x
λk

))∣∣∣2 ≤ λ2(k+1)(2+α).

A conclusão se dá ao tomarmos

Pk+1(x) := Pk(x) + λk(2+α)P
( x
λk

)
,

para que consigamos a validade da afirmação referida para k+ 1. Por fim, note que Ak

17
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e Bk, possivelmente ao longo de subsequências, convergem para A∞ e B∞, respectiva-

mente. Segue que o polinômio

P∞(x) =
1

2
xTA∞x+B∞x

cumpre

λ2k

 
B
λk

|∇(Pk − P∞)|2 ≤ Cλ2k(2+α).

Consequentemente, se considerarmos λk+1 ≤ r ≤ λk, e usarmos novamente a identidade

do paralelogramo, temos que

r2

 
Br

|∇(u− P )|2 ≤ 2r2

 
Br

|∇(u− Pk)|2 + 2r2

 
Br

|∇(Pk − P )|2

≤ 2

 
B
λk

|∇(u− Pk)|2 + 2

 
B
λk

|∇(Pk − P )|2

≤ (1 + C)λ2k(2+α)

=
1 + C

λ2(2+α)
λ2(k+1)(2+α)

≤ 1 + C

λ2(2+α)
r2(2+α).

1.3 O Método de Compacidade

Dando prosseguimento, os próximos resultados trazem à tona o Método de compa-

cidade, também chamado de método indireto ou método blow-up. A vantagem desse

método em relação ao Prinćıpio do Máximo e ao método de Energia, é que ele não

requer solubilidade do Problema de Dirichlet.

Lema 1.10. (Estimativa do tipo Caccioppoli) Suponha que u ∈ C2(Ω) satisfaz

−∆u = f em B1 ⊂ Ω.

Então para toda função suave η com suporte compacto em B1, é válido que

�
B1

η2|∇u|2dx ≤
�
B1

η2f 2dx+

�
B1

(4|∇η|2 + η2)u2dx.

Demonstração. O presente resultado é um tipo de desigualdade de Caccioppoli. A

prova se dá, considerando a equação inicial, e multiplicando por η2u em ambos os
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1. O caso Laplaciano

lados da igualdade, �
B1

η2u(−∆u)dx =

�
B1

η2ufdx.

Em seguida, por integração por partes, obtemos

�
B1

η2u(−∆u) = −
�
B1

η2u∂iiu =

�
B1

η2|∇u|2 + 2

�
B1

η∇η · u∇u,

e então, �
B1

η2uf =

�
B1

η2|∇u|2 + 2

�
B1

η∇η · u∇u,

que é equivalente a

�
B1

η2|∇u|2 =

�
B1

η2uf − 2

�
B1

η∇η · u∇u.

Usando a Desigualdade de Young, conseguimos a seguinte estimativa

�
B1

η2uf − 2

�
B1

η∇η · u∇u ≤ 1

2

�
B1

η2f 2 +
1

2

�
B1

η2u2 +
1

2

�
B1

η2|∇u|2 + 2

�
B1

|∇η|2u2,

aplicando na desigualdade acima e cancelando a parcela
1

2

�
B1

η2|∇u|2, chegamos ao

resultado.

Teorema 1.11. Para todo ε > 0, existe um δ = δ(ε) > 0, tal que para toda solução

fraca de

−∆u = f em B1

com  
B1

u2dx ≤ 1 e

 
B1

f 2dx ≤ δ2,

existe uma função harmônica h tal que

�
B1/2

|u− h|2 ≤ ε2.

Demonstração. Diferentemente dos argumentos anteriores, vamos provar tal afirmação

por contradição. E tal técnica enfatizará o Método de Compacidade. Com efeito, negar

a afirmação do teorema, é equivalente a afirmar que exitem ε0 > 0 e sequências (un)n∈N

e (f)n∈N, satisfazendo

−∆un = fn; 
B1

u2dx ≤ 1
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e  
B1

|fn|2dx ≤
1

n
, (1.8)

mas de tal forma que para qualquer função harmônica h em B1/2, tem-se

�
B1/2

|un − h|2 ≥ ε20. (1.9)

Uma vez que un é solução fraca de −∆un = fn, podemos usar o lema anterior, con-

siderando η ∈ C∞(B1) de suporte compacto, tal que η ≡ 1 em B1/2. Assim, segue

que �
B1/2

|∇un|2 ≤ C.

De fato, o Lema 1.10 garante, no nosso caso, que

�
B1/2

|∇un|2dx ≤
�
B1/2

f 2dx+

�
B1/2

u2dx

≤ 1

n
+ 1

≤ C.

Mais precisamente, a desigualdade acima afirma que a integral da norma ao qua-

drado do gradiente de un, dividido por |B1/2|, é limitada. Podemos então garantir que

nessas condições a sequência (un)n∈N, possui uma subsequência unk , tal qual cumpre

unk → u fracamente em H1(B1/2)

unk → u fortemente em L2(B1/2).

Estes dois fatos sendo justificados a seguir: inicialmente, por

�
B1/2

|∇un|2dx ≤ C, temos

que, por H1 ser reflexivo, un é limitada em H1(B1/2), logo possui uma subsequência

convergindo fracamente em H1(B1/2). Para o segundo, note que por [[2], Teorema 1, p.

272] H1 é imerso compactamente em L2, isso nos garante que a aplicação identidade

i : H1 → L2

é compacta. Dessa forma, unk → u fortemente em L2(B1/2); uma vez que aplicações

compactas tornam sequências fracas em sequências fortes. Efetivamente, são esses dois

fatos que justificam o nome do método.

Nosso objetivo agora é mostrar que u, nessas condições, é harmônica em B1/2, para

que ocorra uma contradição em função de (1.9). De fato, dada uma função teste
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ϕ ∈ C∞0 (B1/2), é válido que

�
B1/2

∇ϕ · ∇un =

�
B1/2

ϕfndx

donde, fazendo n tender a infinito, por (1.8), nós temos

�
B1/2

∇ϕ · ∇u = 0.

Portanto u é harmônica em B1/2, o que é uma contradição, como queŕıamos.

Lema 1.12. Fixado 0 < α < 1, existem constantes C0, λ e δ, com 0 < λ < 1 e δ > 0,

tais que para qualquer função f e solução de

−∆u = f em B1

com  
B1

u2dx ≤ 1 e

 
B1

f 2dx ≤ δ2,

existe um polinômio harmônico de ordem dois da forma

P (x) =
1

2
xTAx+Bx+ C

tal que  
B1

|u− P |2 ≤ λ2(2+α).

Além disso,

|A|+ |B|+ |C| ≤ C0,

onde C0 é uma constante universal.

Demonstração. Pelo resultado anterior, sob nossas hipóteses, existe uma função harmônica

h que satisfaz  
B1/2

|u− h|2 ≤ ε2,

em que ε < 1. Consequentemente,

 
B1/2

|h|2 ≤ 2

 
B1/2

|u|2 + 2

 
B1/2

|u− h|2 ≤ 2|B1|+ 2ε2 ≤ 2(|B1|+ 1).

Usando estimativas sobre funções harmônicas, obtemos

|∇2h(x)|2 ≤ C

 
B1

|u|2 ≤ C, ∀x ∈ B1/4(0).
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1. O caso Laplaciano

Dessa forma, considere o Polinômio de Taylor de segunda ordem de h em 0

P (x) =
1

2
xTD2h(0)x+Dh(0)x+ h(0),

para que pela Proposição 1.5 consigamos

|(h− P )(x)| ≤ C0|x|3,∀x ∈ B1/4(0).

Portanto, para cada 0 < λ < 1
4
, temos que

 
Bλ

|u− P |2dx ≤ 2

 
Bλ

|u− h|2dx+ 2

 
Bλ

|h− P |2dx

≤ 2ε2

|Bλ|
+ 2C2

0λ
6.

E então, tomando δ = δ(ε) tal que ε cumpra

2ε2

|Bλ|
≤ 1

2
λ2(2+α),

e λ tal que

2C2
0λ

6 ≤ 1

2
λ2(2+α).

As limitações das constantes se dá pelo fato de P ser harmônico.

Teorema 1.13. Fixado um 0 < α < 1, existe uma constante C0 tal que para toda

solução fraca u de

−∆u = f em B1,

para [f ]L2,α(0) <∞, existe um polinômio de segunda ordem P (x) = 1
2
xTAx+Bx+C,

tal que  
Br

|u− P |2 ≤ C1r
2(2+α),

onde a constante C1 depende de

�
B1

u2dx e [f ]L2,α(0). Mais que isso, é válido que

−∆P = f(0)

e

C2
1 + |A|2 + |B|2 + |C|2 ≤ C0

(
[f ]L2,α(0)2 + |f(0|2 +

�
B1

u2dx

)
,

onde f(0) é definido como em 1.4.
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1. O caso Laplaciano

Demonstração. A normalização pode ser feita como antes, isto é, fazendo

f(0) < δ0 e [f ]L2,α(0) ≤ δ0.

E, também,  
B1

u2dx ≤ 1.

Por indução, suponha que existem polinômios harmônicos,

Pk(x) =
1

2
xTAkx+Bkx+ Ck

tais que  
B
λk

|u− Pk|2 ≤ λ2k(2+α),

satisfazendo

|Ak − Ak+1| ≤ Cλkα

|Bk −Bk+1| ≤ Cλk(α+1)

|Ck − Ck+1| ≤ Cλk(α+2).

Fazendo k = 0, é o caso das condições sobre u. Se k = 1, cai exatamente no lema

anterior. Assumindo tal afirmação válida para k, considere o seguinte reescalonamento

w(x) =
(u− Pk)(λkx)

λk(2+α)
.

Com isso, temos que

−∆w =
f(λkx)

λkα
e

 
B1

w2dx ≤ 1.

Então, aplicando o lema anterior, existe um polinômio harmônico P o qual possui

coeficientes limitados, tal que

 
Bλ

|w − P |2 ≤ λ2(2+α)

provido de  
B1

|f(λkx)|2

λ2αk
≤ [f ]L2,α(0)2 ≤ δ2.
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1. O caso Laplaciano

Assim, podemos majorar da seguinte maneira,

 
Bλ

∣∣∣∣(u− Pk)(λkx)

λk(2+α)
− P

∣∣∣∣2 ≤ λ2(2+α)

 
Bλ

∣∣∣∣u(λkx)− Pk(λkx)− λk(2+α)P

λk(2+α)

∣∣∣∣2 ≤ λ2(2+α)

 
B
λk+1

∣∣∣u(x)− Pk(x)− λk(2+α)P
( x
λk

)∣∣∣2 ≤ λ2(k+1)(2+α).

O que prova que a afirmação é válida para k + 1, escrevendo

Pk+1(x) = Pk(x) + λk(2+α)P
( x
λk

)
.

Por fim, veja novamente que as sequências Ak, Bk e Ck convergem, possivelmente ao

longo de subsequências, para A∞, B∞ e C∞, respectivamente. Dessa forma, o polinômio

P∞(x) =
1

2
xTA∞x+B∞x+ C∞,

satisfaz

|Pk(x)− P∞(x)| ≤ Cλk(2+α),

para qualquer que seja o x tal que |x| ≤ λk. Consequentemente, uma vez que para

λk+1 ≤ r ≤ λk, tem-se

 
Br

|u(x)− P∞(x)|2 ≤ 2

 
Br

|u(x)− Pk(x)|2 +
2

|Br|

�
Br

|Pk(x)− P∞(x)|2

≤ 2

 
Br

|u(x)− Pk(x)|2 + 2

 
Br

|Pk(x)− P (x)|2

≤ (1 + C)λ2k(2+α)

≤ 1 + C

λ2(2+α)
r2(2+α),

e assim o resultado está provado.

1.4 Estimativas de Schauder via Propriedades do

tipo Liouville

Esta seção se resume em dois resultados, os quais serão imprescind́ıveis no próximo

caṕıtulo. De fato, o primeiro deles mostra uma estimativa da Hessiana através da
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1. O caso Laplaciano

norma semi-norma | · |Cα , tal qual no laplaciano, na mesma semi-norma. O segundo,

garante que uma função harmônica é um polinômio quadrático, desde que a mesma,

na norma L∞(Br), seja limitada para todo r > 0.

Teorema 1.14 (Estimativa Fundamental de Schauder em Rn). Dada uma função

u ∈ C2,α(Rn), existe uma constante C = C(α, n) tal que

|D2u|Cα ≤ C|∆u|Cα (1.10)

onde α representa a constante de Hölder, na semi-norma | · |Cα e n é a dimensão do

domı́nio de u.

Vamos demonstrar essa afirmação usando o seguinte resultado:

Lema 1.15 (Resultado do tipo Liouville). Sejam C, ε > 0 constantes. Se u é uma

função harmônica que cumpre

sup
Br(x0)

|u| ≤ Cr3−ε

para todo r > 0, então u é um polinômio quadrático.

Demonstração. Por hipótese, u é harmônica, o que acarreta por [[2], Teorema 7, p. 29],

a seguinte estimativa da derivada

|Dγu(x0)| ≤ Ck
rk+n
‖u‖L1(B(x0,r)), (1.11)

ou alternativamente, em [[4], Proposição 1.13, p. 5], a estimativa

|Dγu(x0)| ≤ nkek−1k!

rk
max
B(x0,r)

|u|,

para todo multi-́ındice γ com |γ| = k. Ao usarmos a hipótese de limitação da norma

L∞ em B(x0, r) e (1.11), obtemos

|Dγu(x0)| ≤ Ck
rk+n

Cr3−ε =
C1

rk+n+ε−3
.

Então fazendo r →∞, para k > 2, temos que Dγu(x0) = 0. Portanto u é um polinômio

quadrático.

Demonstração do Teorema 1.14. Fazemos a prova por contradição. Com efeito, negar

tal afirmação é equivalente a dizer que existe uma sequência uk ∈ C2,α(Rn) satisfazendo

|D2uk|Cα > k|∆uk|Cα
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1. O caso Laplaciano

para todo k ∈ N. Em seguida, trocando uk por λkuk, donde λk = |D2uk|−1
Cα , podemos

então assumir que

|D2uk|Cα = 1 e |∆uk|Cα < k−1 (1.12)

uma vez que

|D2(λkuk)|Cα = |λkD2uk|Cα = |λk||D2uk|Cα = |D2uk|−1
Cα|D

2uk|Cα = 1.

Com isso, obtemos

sup
x 6=y∈Rn

|D2uk(x)−D2uk(y)|
|x− y|α

= 1.

Isso significa, por definição de supremo, que dado ε > 0, existem xε e yε ∈ Rn tais que

1− ε < |D
2uk(xε)−D2uk(yε)|
|xε − yε|α

.

Agora, fazendo xε = xk + hkel e yε = xk, tome ε > 0 de modo que

|D2uk(xk + hkel)−D2uk(xk)|
hαk

≥ 1

2n3
. (1.13)

Note que este denominador foi obtido através do fato de el ser um vetor do Rn, unitário,

de modo que é a direção da derivada, a qual cumpre a estimativa acima. Mais precisa-

mente, isso significa que existem i, j, l ∈ {1, . . . , n}, tais que para todo k ∈ N, existem

xk ∈ Rn e hk > 0, satisfazendo

|D2
ijuk(xk + hkel)−D2

ijuk(xk)|
hαk

≥ 1

2n3
.

Agora, fazendo uma mudança de xk para a origem e adequando hk de maneira apro-

priada, consideremos a seguinte função

ũk(x) = h−2−α
k uk(xk + hkx).

Usando (1.12) e (1.13) em ũk, segue que é válido

|D2ũk|Cα = 1, |∆ũk|Cα < k−1 e |D2
ijũk(el)−D2

ijũk(0)| ≥ 1

2n3
. (1.14)

De fato, a primeira igualdade é obtida através do cálculo da segunda derivada de ũk e

a semi-norma | · |α, isto é

Dũk(x) = h−2−α
k hkDuk(xk + hkx) = h−1−α

k Duk(xk + hkx),
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1. O caso Laplaciano

D2ũk(x) = h−1−α
k hkD

2uk(xk + hkx) = h−αk D2uk(xk + hkx).

Com isso, segue que

|D2ũk|Cα = |h−αk D2uk(xk + hk·)|Cα

= sup
x 6=y∈Rn

|h−αk D2uk(xk + hkx)− h−αk D2uk(xk + hky)|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

|h−αk (D2uk(xk + hkx)−D2uk(xk + hky))|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

|D2uk(xk + hkx)−D2uk(xk + hky)|
|hkx− hky|α

= |D2uk|Cα

= 1.

Seguindo o mesmo racioćınio, conseguimos a primeira desigualdade fazendo

∆ũk(x) =
n∑
i=1

h−αk
∂2uk
∂xi

(xk + hkx)

= h−αk

n∑
i=1

∂2uk
∂xi

(xk + hkx)

= h−αk ∆uk(xk + hkx),

para então obtermos

|∆ũk|Cα = |h−αk ∆uk(xk + hk·)|Cα

= sup
x 6=y∈Rn

|h−αk ∆uk(xk + hkx)− h−αk ∆uk(xk + hky)|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

|h−αk (∆uk(xk + hkx)−∆uk(xk + hky))|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

|∆uk(xk + hkx)−∆uk(xk + hky)|
|hkx− hky|α

= |∆uk|Cα

< k−1.
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Por fim, a última desigualdade

|D2
ijũk(el)−D2

ijũk(0)| = |h−αk D2
ijuk(xk + hkel)− h−αk D2

ijuk(xk)|

= |h−αk (D2
ijuk(xk + hkel)−D2

ijuk(xk))|

=
|D2

ijuk(xk + hkel)−D2
ijuk(xk)|

hαk

≥ 1

2n3
.

Dando prosseguimento a prova, considere, nesse caso, uma nova função ūk definida por

ūk(x) = ũk(x)− P (x),

onde P é um polinômio de segunda ordem da seguinte forma

P (x) := ũk(0) +Dũk(0)x+
1

2
xTD2ũk(0)x.

Com essas hipóteses, note que ūk satisfaz

ūk(0) = 0, Dūk(0) = 0 e D2ūk(0) = 0.

Com efeito, a primeira igualdade segue do fato de

ūk(0) = ũk(0)− P (0)

= ũk(0)− (ũk(0) +Dũk(0)0 +
1

2
0TD2ũk(0)0

= ũk(0)− ũk(0)

= 0.

A segunda, segue de

Dūk(0) = D(ũk(0)− P (0)) = Dũk(0)−DP (0) = 0,

onde usamos que DP (0) = Dũk(0). E por último,

D2ūk(0) = D2(ũk(0)− P (0)) = D2ũk(0)−D2P (0) = 0,

pois é válido que D2P (0) = D2ũk(0). Além disso, essa função cumpre (1.13), como

fizemos acima. Por compacidade, do mesmo modo como feito na seção anterior, garan-

timos, a menos de uma subsequência, que se deve ter uk → u, de modo que u ∈ C2
loc.
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1. O caso Laplaciano

Perceba que esse limite possui as seguintes propriedades

1. u(0) = 0;

2. Du(0) = 0;

3. D2u(0) = 0;

4. |D2u|Cα ≤ 1;

5. ∆u = 0;

6. D2
ij(el) 6= 0.

Sendo esta última propriedade fundamental para o nosso argumento, em virtude do

uso do Lema 1.15 em u para garantirmos que ele é um polinômio de segunda ordem,

fazendo com que D2u seja constante, o que contradiz o fato de D2
ij(el) 6= 0.
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Caṕıtulo 2

Operadores Lineares

Uniformemente Eĺıpticos

Após os resultados que tinham como objetivo buscar regularidade C2,α de soluções,

o caṕıtulo anterior foi finalizado com resultados referentes às estimativas de Liouville

que nos deram ferramentas necessárias para este caṕıtulo, cujo objetivo é mostrar uma

estimativa para um operador eĺıptico - mais geral - em termos das normas C2,α, Cα e

L∞ num domı́nio suave Ω ⊂ Rn. Fazemos isso embasado em [5].

Primeiramente apresentamos algumas definições para nossa discussão, a saber, o

operador a ser tratado, bem como suas propriedades. Em seguida, enunciamos e de-

monstramos dois lemas os quais são base do teorema central desse caṕıtulo - denomi-

nado Estimativa Interior de Schauder.

No nosso caso, estudamos resultados de funções definidas num domı́nio suave Ω ⊂
Rn, isto é, um subconjunto limitado e conexo do Rn com fronteira suave. Considere o

seguinte operador na forma não-divergente.

Lu(x) := aij(x)D2
iju(x) + bi(x)Diu(x) + c(x)u(x) para x ∈ Ω, (2.1)

em que u ∈ C2(Ω) e aij, bi e c são funções Cα(Ω), com α ∈ (0, 1) sendo a constante de

Hölder. Isso significa que

‖aij‖Cα(Ω), ‖bi‖Cα(Ω), ‖c‖Cα(Ω) ≤ Λ, (2.2)

para alguma constante Λ > 0. Além disso, adicionamos a hipótese de que esse operador

seja uniformemente eĺıptico, ou seja, L satisfaz

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, (2.3)
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2. Operadores Lineares Uniformemente Eĺıpticos

onde λ é uma contante positiva.

Agora definimos algumas normas que são úteis no decorrer do caṕıtulo. A primeira

é estabelecida em funções Ck,α, para que em particular possamos manusear a norma de

funções C2,α - objeto fundamental deste trabalho. A norma Ck,α(Ω), para todo inteiro

k ≥ 0 e α ∈ (0, 1), é definida como

‖u‖Ck,α(Ω) :=
∑
|γ|≤k

‖Dγu‖L∞(Ω) +
∑
|γ|=k

|Dγu|Cα .

Outra norma, não menos importante, é a norma ‖ · ‖Ck , definida por

‖f‖Ck(Ω) :=
∑
|γ|≤k

‖Dγf‖L∞(Ω).

A seguir, os lemas fundamentais do teorema principal.

Lema 2.1. Dada v ∈ C2,α(Rn), existe uma constante C1, dependendo de α, n e λ, tal

que

|D2v|α ≤ C1|aijD2
ijv|α.

Demonstração. Fazendo uma mudança de coordenadas linear

T : Rn → Rn

tal que (TAT−1) é uma matriz diagonal; onde A = (aij) é uma matriz simétrica positiva

definida com autovalores limitados entre λ e λ−1.

Escrevendo Γij = (TAT−1), note que a afirmação seguinte é verificada

AFIRMAÇÃO: Para toda v ∈ C2,α(Rn), existe uma constante C1 = C1(α, n, λ), tal

que |D2v|α ≤ C|Γv|α.

De fato, considerando a aplicação

S : Rn → Rn

xi 7→
xi√
Γi

dáı, veja que para w = v(Sx) e usando o Teorema 1.14, conclúımos a demonstração da

afirmação.

Em seguida, note que |Γv|α ≤ |Av|α, onde

Av =
n∑

i,j=1

AijDijv e Γv =
n∑

i,j=1

Γi∂iiv.
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Com efeito, observe que

|Γv|α = sup
x 6=y∈Rn

|Γv(x)− Γv(y)|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

|Γi∂iiv(x)− Γi∂iiv(y)|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

| tr(Γi∂iiv(x)− Γi∂iiv(y))|
|x− y|α

.

Denotando M = D2v(x)−D2v(y), veja que

tr(ΓM) = tr(TAT−1M) = tr(AM)

uma vez que tais matrizes são simétricas. Visto isso, temos que

sup
x 6=y∈Rn

| tr(Γi∂iiv(x)− Γi∂iiv(y))|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

| tr(ΓM)|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

| tr(AM)|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

| tr(AijDijv(x)− AijDijv(y))|
|x− y|α

≤ sup
x 6=y∈Rn

|AijDijv(x)− AijDijv(y)|
|x− y|α

= |Av|α.

Com isso, segue que

|D2v|α ≤ C1|Γv|α = C1|Av|α.

Lema 2.2. Dada u ∈ C2,α(Rn), existe uma constante C3 dependendo de n, α, λ e Λ

tal que

‖u‖C2,α(B1) ≤ C3

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖C2(B2)

)
.

Demonstração. Considere x0 ∈ B1 = B1(0) e v ∈ C2,α(Bρ(x0)), com ρ < 1. Considere

também o operador L da hipótese do teorema com os coeficientes fixos, isto é

aij(x0)D2
ijv = Lv − (aij − aij(x0))D2

ijv − biDiv − cv. (2.4)
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O que segue é válido e pode ser provado facilmente

|fg|α ≤ ‖f‖L∞(Rn)|g|α + |f |α‖g‖L∞(Rn),

para todas f, g ∈ Cα(Rn) = C0,α(Rn). De posse desse resultado, utilizando-o na

igualdade acima, segue que

|(aij−aij(x0))D2
ijv|α ≤ ‖aij−aij(x0)‖L∞(Bρ(x0))|D2

ijv|α+|aij−aij(x0)|α‖D2
ijv‖L∞(Bρ(x0)).

Agora usando a hipótese (2.2) na desigualdade acima, obtemos

|(aij − aij(x0))D2v|α ≤ Λρα|D2
ijv|α + Λ‖D2v‖L(Bρ(x0)), (2.5)

sendo a primeira parcela do lado direito justificada pelo seguinte: dados x ∈ Bρ(x0) e

α ∈ (0, 1), temos que

|x− x0| ≤ ρ ⇔ 1

|x− x0|
≥ 1

ρ

⇔ 1

|x− x0|α
≥ 1

ρα

⇔ |aij(x)− aij(x0)|
ρα

≤ |a
ij(x)− aij(x0)|
|x− x0|α

⇔ |aij(x)− aij(x0)| ≤ ρα
|aij(x)− aij(x0)|
|x− x0|α

≤ ρα|aij|α.

Dáı,

‖aij − aij(x0)‖L∞(Bρ(x0)) ≤ ρα|aij|α
≤ ραΛ

pois ‖aij‖Cα(Bρ(x0)) = ‖aij‖L∞(Bρ(x0)) + |aij|α ≤ Λ, o que nos traz |aij|α ≤ Λ. E a

segunda, pelo que segue

|aij(x)− aij(x0)|α = sup
x 6=y∈Rn

|aij(x)− aij(x0)− (aij(y)− aij(x0))|
|x− y|α

= sup
x 6=y∈Rn

|aij(x)− aij(y)|
|x− y|α

= |aij|α

≤ Λ.
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Em seguida, escolhendo um ρ suficientemente pequeno tal que C1Λρα ≤ 1

2
, segue do

Lema 2.1 e de (2.5) que

|D2
ijv|α ≤ C1|aijD2

ijv|α

= C1

(∣∣Lv − (aij − aij(x0))D2
ijv − biDiv − cv

∣∣
α

)
≤ C1

(
|Lv|α + |(aij − aij(x0))D2

ijv|α + |biv|α + |cv|α
)

≤ C1

(
|Lv|α + Λ‖D2v‖L∞(Bρ(x0)) + |biv|α + |cv|α

)
+

1

2
|D2

ijv|α.

Dessa forma, passando o termo 1
2
|D2

ijv|α para o lado esquerdo, podemos garantir a

existência de uma constante C2 = C2(n, α, λ,Λ) tal que

|D2
ijv|α ≤ C2

(
|Lv|α + ‖D2v‖L∞(Bρ(x0)) + ‖v‖L∞(Bρ(x0))

)
.

Observe que as duas últimas parcelas do lado direito formam uma norma equivalente

a norma ‖v‖C2(Bρ(x0)), sendo esta, por definição, da seguinte forma

‖v‖C2(Bρ(x0)) =
∑
|γ|≤k

‖Dγv‖L∞(Bρ(x0)) = ‖D2v‖L∞(Bρ(x0))+‖Dv‖L∞(Bρ(x0))+‖v‖L∞(Bρ(x0)).

Acoplando esse fato à desigualdade acima, obtemos

|D2v|α ≤ C2

(
|Lv|α + ‖v‖C2(Bρ(x0))

)
. (2.6)

Como tal estimativa é válida para qualquer função v ∈ C2,α(Rn), podemos aplicar a

função v = ξu, em que u é uma função C2,α(Rn) e ξ é uma função corte definida de

maneira apropriada. Uma vez que B1 é compacta, podemos assim por meio de uma

cobertura aberta, de bolas B3/2(xi), conseguir uma subcobertura finita dessas bolas em

B1. Em outras palavras, existem

{x1, . . . , xm} ∈ B3/2(0) tais que
m⋃
i=1

B3/2(xi) ⊃ B1.

Dessa forma, pela Partição da Unidade, existe

{ξk}, tal que ξk ∈ C∞c (Bρ(x0)),
m∑
k=1

ξk = 1, 0 ≤ ξk ≤ 1,∀k = 1, . . . ,m.

34



2. Operadores Lineares Uniformemente Eĺıpticos

Assim, para todo k = 1, . . . ,m, tem-se

|D2u|Cα(Bρ(xk)) ≤ C
(
|Lu|Cα(Bρ(xk)) + ‖u‖Cα(Bρ(xk))

)
≤ C

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖C2(B2)

)
.

Mas como

|D2u|Cα(B1) ≤
m∑
k=1

|D2u|Cα(Bρ(xk))

que por sua vez, pela desigualdade anterior,

m∑
k=1

|D2u|Cα(Bρ(xk)) ≤ Cn
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖C2(B2)

)
.

Agora, somando Cn‖u‖L∞(B2) em ambos os lados da desigualdade, conseguimos

|D2u|Cα(B1) + Cn‖u‖L∞(B2) ≤ Cn
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖C2(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
,

donde

|D2u|Cα(B1) + Cn‖u‖L∞(B1) ≤ |D2u|Cα(B1) + Cn‖u‖L∞(B2).

Portanto,

|D2u|Cα(B1) + Cn‖u‖L∞(B1) ≤ Cn
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖C2(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
.

Usando o fato de ‖u‖C2,α ser equivalente à a‖u‖L∞ + b|D2u|α, com a e b constantes

positivas, temos que

‖u‖C2,α(B1) ≤ |D2u|Cα(B1) + Cn‖u‖L∞(B1)

≤ C3

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖C2(B2)

)
,

para alguma constante C3 = C3(n, α, λ,Λ).

A seguir, a Estimativa Interior de Schauder.

Teorema 2.3 (Estimativa Interior de Schauder). Seja L é um operador diferencial

linear de segunda ordem da forma (2.1) em Ω = B2 satisfazendo a continuidade Hölder

como em (2.2) e a elipticidade uniforme (2.3). Então existe uma constante C =

C(n, α, λ,Λ) tal que

‖u‖C2,α(B1) ≤ C
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
.
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2. Operadores Lineares Uniformemente Eĺıpticos

Demonstração. Pelo Lema 2.2, veja que para chegarmos na desigualdade desejada resta

apenas substituirmos, no lado direito, a norma C2 pela norma L∞. E para isto, recor-

reremos a desigualdade de interpolação a seguir (ver em [[1], Lema 6.32, p. 130])

‖v‖C2(B1) ≤ ε‖v‖C2,α(B1) + Cε‖v‖L∞(B1), (2.7)

que é válida para qualquer função v ∈ C2,α(B1) e qualquer ε > 0, donde Cε é uma

constante que depende de n e α. A fim do uso de tal desigualdade, considere o número

Q := sup
x∈B2

d(x, ∂B2)2|D2u(x)|,

o qual está bem definido em virtude de u ∈ C2,α(B2) e que por x ∈ B2, temos que

0 ≤ d(x, ∂B2) ≤ 2 para que 0 ≤ d(x, ∂B2)2 ≤ 4.

Dado x0 ∈ B2, arbitrário, considere ρ = 1
3
d(x0, ∂B2) tal qual satisfaz 0 ≤ ρ ≤ 2

3
< 1.

Agora, consideramos a função

ũ(x) := u(x0 + ρx), x ∈ B2.

a qual é solução de

L̃ũ(x) = ρ2Lu(x0 + ρx)

onde o operador L̃ é definido como

L̃ = aij(x0 + ρx)D2
ij + ρbi(x0 + ρx) + ρ2c(x0 + ρx).

Com efeito, se considerarmos o operador L e aplicarmos a u(x0 + ρx), conseguimos

Lu(x0 +ρx) = aij(x0 +ρx)D2
iju(x0 +ρx)+bi(x0 +ρx)Diu(x0 +ρx)+c(x0 +ρx)u(x0 +ρx)

para que

ρ2Lu(x0 + ρx) = ρ2aij(x0 + ρx)D2
iju(x0 + ρx) + ρ2bi(x0 + ρx)Diu(x0 + ρx)

+ ρ2c(x0 + ρx)u(x0 + ρx).
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2. Operadores Lineares Uniformemente Eĺıpticos

Por outro lado, veja que

L̃ũ(x)

= aij(x0 + ρx)D2
ijũ(x) + ρbi(x0 + ρx)Diũ(x) + ρ2c(x0 + ρx)ũ(x)

= aij(x0 + ρx)D2
iju(x0 + ρx) + ρbi(x0 + ρx)Diu(x0 + ρx) + ρ2c(x0 + ρx)u(x0 + ρx)

= ρ2aij(x0 + ρx)D2
iju(x0 + ρx) + ρ2bi(x0 + ρx)Diu(x0 + ρx) + ρ2c(x0 + ρx)u(x0 + ρx)

= ρ2
(
aij(x0 + ρx)D2

iju(x0 + ρx) + bi(x0 + ρx)Diu(x0 + ρx) + c(x0 + ρx)u(x0 + ρx)
)
.

e então obtemos a igualdade L̃ũ(x) = ρ2Lu(x0 +ρx). Portanto, considerando que ρ ≤ 1

e que ũ ∈ C2,α(B2), juntamente com o Lema 2.2, temos que

‖ũ‖C2,α(B1) ≤ C3

(
‖L̃ũ‖Cα(B2) + ‖ũ‖C2(B2)

)
= C3

(
ρ2‖Lu(x0 + ρx)‖Cα(B2) + ‖u(x0 + ρx)‖C2(B2)

)
= C3

(
ρ2‖Lu‖Cα(B2ρ(x0)) + ‖u‖C2(B2ρ(x0))

)
= C3

(
ρ2‖Lu‖Cα(B2ρ(x0)) + ‖u‖L∞(B2ρ(x0)) + ρ2‖D2u‖L∞(B2ρ(x0))

)
≤ C3

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2) + ρ2‖D2u‖L∞(B2ρ(x0))

)
. (2.8)

Tudo isso foi feito, para que escolhendo ε = min{1, 1
18
C−1

3 } > 0, possamos inferir que

1

9
d(x0, ∂B2)2|D2u(x0)| ≤ ρ2‖D2u‖L∞(Bρ(x0))

= ‖D2ũ‖L∞(B1),

onde é obtida através da definição de ρ, e a igualdade é justificada por

‖D2ũ‖L∞(B1) = ‖D2u(x0 + ρx)‖L∞(B1) = ρ2‖D2u(x0 + ρx)‖L∞(B1) = ρ2‖D2u‖L∞(Bρ(x0))

pois x0 + ρx ∈ Bρ(x0), sempre que x ∈ B1. Em seguida, usando (2.7) em ‖D2ũ‖L∞(B1),

segue que

‖D2ũ‖L∞(B1) ≤ ε‖ũ‖C2,α(B1) + Cε‖ũ‖L∞(B1),

em virtude de

‖ũ‖C2(B1) ≤ ε‖ũ‖C2,α(B1) + Cε‖ũ‖L∞(B1).

Por definição da norma C2, temos que

‖ũ‖L∞(B1) + ‖Dũ‖L∞(B1) + ‖D2ũ‖L∞(B1) ≤ ε‖ũ‖C2,α(B1) + Cε‖ũ‖L∞(B1),
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2. Operadores Lineares Uniformemente Eĺıpticos

isto é,

‖D2ũ‖L∞(B1) ≤ ε‖ũ‖C2,α(B1) + Cε‖ũ‖L∞(B1) − ‖ũ‖L∞(B1) − ‖Dũ‖L∞(B1)

≤ ε‖ũ‖C2,α(B1) + Cε‖ũ‖L∞(B1).

Dáı, pela estimativa (2.8), obtemos,

ε‖ũ‖C2,α(B1) + Cε‖ũ‖L∞(B1)

≤ εC3

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2) + ρ2‖D2u‖L∞(B2ρ(x0))

)
+ Cε‖ũ‖L∞(B1)

= εC3‖Lu‖Cα(B2) + εC3‖u‖L∞(B2) + εC3ρ
2‖D2u‖L∞(B2ρ(x0)) + Cε‖ũ‖L∞(B1)

≤ C3‖Lu‖Cα(B2) + C3‖u‖L∞(B2) + εC3ρ
2‖D2u‖L∞(B2ρ(x0)) + Cε‖ũ‖L∞(B1)

≤ C3

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
+ εC3ρ

2‖D2u‖L∞(B2ρ(x0))

+ Cε
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
= (C3 + Cε)

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
+ εC3ρ

2‖D2u‖L∞(B2ρ(x0))

≤ (C3 + Cε)
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
+

1

18
Q.

Ao final, conseguimos a seguinte desigualdade

1

9
d(x0, ∂B2)2|D2u(x0)| ≤ (C3 + Cε)

(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
+

1

18
Q,

a qual é equivalente a

2d(x0, ∂B2)2|D2u(x0)| ≤ 18 (C3 + Cε)
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
+Q,

isto é

d(x0, ∂B2)2|D2u(x0)| ≤ 18 (C3 + Cε)
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
.

Portanto,

Q ≤ 18 (C3 + Cε)
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
.

Uma vez que x0 ∈ B2 é, arbitrário, temos que

1

4
sup
x∈B3/2

|D2u| ≤ Q ≤ 18 (C3 + Cε)
(
‖Lu‖Cα(B2) + ‖u‖L∞(B2)

)
, (2.9)

sendo a primeira desigualdade justificada da seguinte maneira: dado x ∈ B3/2, é válido
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2. Operadores Lineares Uniformemente Eĺıpticos

que

1

2
≤ d(x, ∂B2) ⇒ 1

4
≤ d(x, ∂B2)2

⇔ 1

4
|D2u| ≤ d(x, ∂B2)2|D2u|

⇔ sup
x∈B3/2

1

4
|D2u| ≤ sup

x∈B3/2

d(x, ∂B2)2|D2u|

⇔ 1

4
sup
x∈B3/2

|D2u| ≤ sup
x∈B3/2

d(x, ∂B2)2|D2u|,

como

sup
x∈B3/2

d(x, ∂B2)2|D2u| ≤ sup
x∈B2

d(x, ∂B2)2|D2u| = Q,

segue que
1

4
sup
x∈B3/2

|D2u| ≤ Q.

Agora, considerando o Lema 2.2, inferimos que

‖u‖C2,α(B1) ≤ C
(
‖Lu‖Cα(B3/2) + ‖u‖C2(B3/2)

)
.

Em seguida, note que

‖u‖C2(B3/2) ≤ C
(
‖u‖L∞(B3/2) + ‖D2u‖L∞(B3/2)

)
≤ C

(
‖u‖L∞(B2) + ‖D2u‖L∞(B3/2)

)
,

dáı, por (2.9), segue que

‖u‖C2(B3/2) ≤ C
(
‖u‖L∞(B2) + ‖Lu‖Cα(B2)

)
.

Como

‖u‖C2(B1) ≤ ‖u‖C2(B3/2)

≤ C
(
‖u‖L∞(B2) + ‖Lu‖Cα(B2)

)
,

o teorema está provado.
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Caṕıtulo 3

Operadores Uniformemente

Eĺıpticos Totalmente Não-Lineares

Nosso objetivo neste caṕıtulo é abordar as estimativas C2,α para soluções no sentido

de viscosidade, a qual abordamos a seguir. Estudamos estimativas de regularidade

dessas soluções em equações totalmente não-lineares de segunda ordem uniformemente

eĺıpticas. Embasado em [9], estudamos a regularidade de soluções de viscosidade de

equações da forma

F (D2u(x)) = f(x), (3.1)

onde u e f são funções definidas num domı́nio Ω ⊂ Rn, e F (M) é uma função com

valores reais definida em S, que é o espaço real n× n das matrizes simétricas. Vamos

assumir que F é uniformemente eĺıptica, isto é,

Definição 3.1. Dizemos que F é uniformemente eĺıptica se existem duas constantes

positivas λ ≤ Λ, chamadas de constantes de elipticidade, tais que para toda matriz

M ∈ S é válido

λ‖N‖ ≤ F (M +N)− F (M) ≤ Λ‖N‖, ∀N ≥ 0.

Aqui N ≥ 0 significa que 〈Nx, x〉 ≥ 0,∀x ∈ Rn, isto é, representa uma matrix

simétrica não-negativa definida. Além disso, ‖M‖ denota a seguinte norma

‖M‖ := sup
|x|=1

|Mx|.

Portanto ‖N‖ é igual ao máximo autovalor de N , desde que N ≥ 0. Dessa forma,

a equação da forma (3.1) nas condições que foram mencionadas, é chamada equação

totalmente não-linear de segunda ordem uniformemente eĺıptica. Nessas condições,

∆u = tr(D2u) é um caso particular, onde, para este caso λ = Λ = 1.

40
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Definição 3.2. Dizemos que F possui estimativas C2,ᾱ a priori, se existem constantes

λ̄ e ce, com 0 < λ̄ < 1 e ce > 0, tais que para cada matriz simétrica M e w0 ∈ C(∂B1),

com F (M) = 0, existe

w ∈ C2(B1) ∩ C(B̄1) ∩ C2,ᾱ(B1/2)

satisfazendo  F (D2w +M) = 0 em B1

w = w0 sobre ∂B1

e

‖w‖C2,ᾱ(B1/2) ≤ ce‖w‖L∞(B1).

Pela Proposição 1.5, podemos observar que o Laplaciano satisfaz as condições da de-

finição 3.2.

3.1 Soluções de Viscosidade

Relembremos que uma função definida em Ω tem máximo local em x0 ∈ Ω (respec-

tivamente mı́nimo local) sempre que v(x) ≤ v(x0), para todo x numa vizinança de x0

(respectivamente v(x) ≥ v(x0)).

Definição 3.3. Uma função cont́ınua u em Ω é dita subsolução de viscosidade de (3.1)

em Ω, quando é válida a seguinte condição: se x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) e u−ϕ tem máximo

local em x0, então

F (D2ϕ(x0)) ≥ f(x0). (3.2)

Respectivamente, definimos supersolução de viscosidade.

Definição 3.4. Uma função cont́ınua u em Ω é dita supersolução de viscosidade de

(3.1) em Ω, quando é válida a seguinte condição: se x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) e u− ϕ tem

mı́nimo local em x0, então

F (D2ϕ(x0)) ≤ f(x0). (3.3)

Dizemos que u é solução de viscosidade de (3.1) quando satisfaz (3.2) e (3.3). Dessa

forma, em particular, se u ∈ C2, a solução coincide no sentido clássico.

3.2 Regularidade C2,α de Soluções de Viscosidade

O seguinte lema é uma consequência direta do Lema 7.9 em [9].
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Lema 3.1. Considere uma solução de viscosidade de

F (D2u) = f, em B8
√
n

tal que ‖u‖L∞(B8
√
n) ≤ 1. Além disso, assuma que F (D2w) = 0 tem estimativas C1,1

interior. Então existe h ∈ C2(B̄6
√
n) tal que

‖h‖C1,1(B̄6
√
n) ≤ c(n)ce

e

‖u− h‖L∞(B6
√
n) ≤ C‖f‖Ln(B8

√
n), (3.4)

onde C é uma constante que depende de n, λ,Λ, ce.

Lema 3.2. Suponha que F é um operador uniformemente eĺıptico tal que F (0) =

f(0) = 0, que possui estimativas C2,ᾱ a priori, e que u é solução de viscosidade de

F (D2u) = f em B1,

com ‖u‖L∞(B1) ≤ 1. Então existem uma constante 0 < µ < 1, dependendo apenas de

n, λ,Λ, ce, ᾱ e α e uma sequência polinomial

Pk(x) = Ak +Bkx+
1

2
xTCkx,

tal que, para todo inteiro k ≥ 0,

F (Ck) = 0, (3.5)

‖u− Pk‖L∞(B
µk

) ≤ µk(2+α) (3.6)

e

|Ak − Ak−1|+ µk−1|Bk −Bk−1|+ µ2(k−1)‖Ck − Ck−1‖ ≤ 13ceµ
(k−1)(2+α), (3.7)

onde P0 ≡ P−1 ≡ 0.

Demonstração. Inicialmente, tome µ suficientemente pequeno de modo que

µα ≤ 1

2
, µ ≤ 7

16
, 28ceµ

ᾱ ≤ µα. (3.8)

Tome também ε ∈ (0, 1), tal que

2Cεγ ≤ ceµ
2+ᾱ, (3.9)
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em que C é a constante em (3.4), no lema anterior. Além disso, tome δ > 0 tal que

2(1 + 26ce)c(n)δ = ε,

c(n) sendo uma constante que depende apenas de n. Como queremos mostrar que o

resultado é válido para todo inteiro k ≥ 0, inicialmente note que para k = 0, o lema é

válido pois

P0 ≡ P−1 ≡ 0, F (0) = 0 e ‖u‖L∞(B1) ≤ 1.

Agora, indutivamente, suponha que o lema é válido para k ≤ i. Nosso objetivo então

é provar que o resultado é válido para k = i + 1, com i ≥ 0. Para isso, considere o

seguinte reescalonamento

v(y) =
(u− Pi)(µiy)

µi(2+α)
, y ∈ B1.

Note que a função v satisfaz

µ−iαF (µiαD2v(y) + Ci) = µ−iαf(µiy).

Com isso, temos que Fi(D
2v(y)) = fi(y) em B1, onde

Fi(M) = µ−iα
(
F (µiαM + Ci)− F (Ci)

)
,

fi(y) = µ−iα
(
f(µiy)− F (Ci)

)
.

De fato,

Fi(D
2v(y)) = µ−iα

(
F (µiαD2v(y) + Ci)− F (Ci)

)
= µ−iαf(µiy)

= fi(y).

Note que Fi(D
2w) = 0 tem estimativas C2.ᾱ interiores, pois, pela definição da Fi, temos

que isso é equivalente a

F (D2(µiαw) + Ci) = 0.

Com isso, temos também que F (Ci) = 0. Por outro lado, observe que

|fi(y)| ≤ µ−iα
(
|f(µiy)|

)
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para que como consequência

‖fi‖Ln(B1) ≤ µ−iαµ−i(‖f‖Ln(Bµi )
)

≤ c(n)δ(1 + 1 + 26ce)

≤ ε.

Com isso, o Lema 3.1 nos dá a existência de uma h ∈ C2(B̄3/4) que satisfaz

‖v − h‖L∞(B1/2) ≤ Cε ≤ 2Cε.

Na verdade, mais precisamente, o lema garante que existe h ∈ C2(B̄3/4) tal que

‖v − h‖L∞(B3/4) ≤ Cε,

mas

‖v − h‖L∞(B3/4) ≤ ‖v − h‖L∞(B1/2).

Ainda sobre o Lema 3.1, pela sua prova (ver [[9], p. 67]), h satisfaz Fi(D
2h) = 0 em B7/8

h = v sobre ∂B7/8.

Consequentemente,

F (µiαD2h+ Ci) = 0 em B7/8. (3.10)

Por nossa hipótese sobre estimativas interiores C2,ᾱ, temos que

‖h‖C2,ᾱ(B̄7/16) ≤ ‖h‖C2,ᾱ(B̄1/2)

≤ ce‖v‖L∞(∂B7/8)

≤ ce. (3.11)

Isso assegura, por (3.8) e (3.9), que para o seguinte polinômio de segundo grau

P̄ (y) = h(0) +Dh(0)y +
1

2
yTD2h(0)y,

ocorra que

‖h− P̄‖L∞(Bµ) ≤ ce

(
16

7

)2+ᾱ

µ2+ᾱ

≤ 28ceµ
2+ᾱ.
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Reescalonando novamente, obtemos

|u(x)− Pi(x)− µi(2+α)P̄ (µ−ix)| ≤ µ(i+1)(2+α).

Dessa forma, nosso argumento de indução fica conclúıdo para k = i+ 1, primeiramente

para (3.6), definindo

Pi+1(x) = Pi(x) + µi(2+α)P̄ (µ−ix).

Em seguida para (3.5), segue do fato de Ci+1 = Ci + µiαD2h(0), o qual traz por

consequência junto com (3.10) que

F (Ci+1) = 0.

Por fim, (3.7) segue do fato de (3.11) e da seguinte estimativa

|Ai+1 − Ai| + µi|Bi+1 −Bi|+ µ2i‖Ci+1 − Ci‖

≤ µi(2+α)
(
|h(0)|+ |Dh(0)|+ ‖D2h(0)‖

)
≤ µi(2+α)ce

(
1 +

16

7
+

(
16

7

)2
)

≤ 13ceµ
i(2+α).

Lema 3.3. Sob as mesmas hipótes do lema anterior e supondo que existe uma constante

suficientemente pequena δ > 0, que depende apenas de n, λ,Λ, ce, ᾱ e α tal que( 
Br

|f |n
)1/n

≤ δrα0 , ∀r ≤ r0. (3.12)

Existe um polinômio de segundo grau P tal que

‖u− P‖L∞(Br) ≤ Cr2+α, ∀r ≤ 1, (3.13)

e

|DP (0)|+ ‖D2P‖ ≤ C, (3.14)

para alguma constante C > 0, tal que C = C(n, λ,Λ, ce, ᾱ, α).

Demonstração. Observe primeiro que, pelo lema anterior, {Pk}k∈N converge uniforme-

mente em B1 para um polinômio de segunda ordem P , o qual satisfaz (3.14) pelo fato

de ser harmônico.
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A desigualdade (3.13) é obtida notando que para todo inteiro k ≥ 0, tem-se

‖u− P‖L∞(B
µk

) = ‖u− Pk + Pk − P‖L∞(B
µk

)

≤ ‖u− Pk‖L∞(B
µk

) + ‖Pk − P‖L∞(B
µk

)

≤ ‖u− Pk‖L∞(B
µk

) +
∞∑

i=k+1

‖Pi − Pi−1‖L∞(B
µk

)

≤ µk(2+α) +
∞∑

i=k+1

(
|Ai − Ai−1|+ µk|Bi −Bi−1|+

1

2
µ2k‖Ci − Ci−1‖

)

≤ µk(2+α) +
∞∑

i=k+1

(
µ(i−1)(2+α) + µkµ(i−1)(2+α) + µ2kµα(i−1)

)
≤ Cµk(2+α).

O próximo teorema é a junção dos lemas anteriores dessa seção, o qual vai garantir a

regularidade C2,α de solução de viscosidade, isto é, o resultado principal deste caṕıtulo.

Teorema 3.4. Considere F e f como no Lema 3.2, ambas cont́ınuas com constantes

de elipticidade λ e Λ. Nessas condições, assuma ainda que 0 < α < ᾱ, r0 > 0, C1 > 0,

C2 > 0, ( 
Br

|f |n
)1/n

≤ C2r
−α
0 rα, ∀r ≤ r0, (3.15)

e que u seja solução de viscosidade de

F (D2u) = f em Br0 .

Então u é C2,α na origem, isto é, existe um polinômio de segundo grau P tal que

‖u− P‖L∞(Br(0)) ≤ C3r
−(2+α)
0 r2+α, ∀r ≤ r1, (3.16)

r0|DP (0)|+ r2
0‖D2P‖ ≤ C3, (3.17)

C3 ≤ C
(
‖u‖L∞(Br0 (0)) + r2

0(C2 + 1)
)
, (3.18)

e

r1 = C−1r0, (3.19)

onde C > 1 depende apenas de n, λ,Λ, ce, ᾱ, α e C1.

Demonstração. Provaremos esse teorema usando o Lema 3.3 por meio de um reescalo-
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namento. Com efeito, para u em questão, considere

ũ(y) :=
r−2

1 u(r1y)

r−2
1 ‖u‖L∞(Br0 ) + δ−1C2

=
r−2

1 u(r1y)

K
, y ∈ B1,

se K ≥ 1. Caso contrário, considere ũ(y) = r−2
1 u(r1y). No primeiro caso (se K ≥ 1), é

válido que
1

K
F (KD2ũ(r1y)) =

f(r1y)

K
=: f̃(y).

Veja que ‖ũ‖L∞(B1) ≤ 1. Em seguida, vamos as conclusões do teorema. Se r1 ≤ r0

é tomado de modo que C1r
−α
0 r1 ≤ δ, obtemos (3.19). As estimativas (3.16), (3.17) e

(3.18) são obtidas por meio do reescalonamento de u e do uso do Lema 3.3.
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