
Universidade Federal da Paráıba
Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós–Graduação em Matemática
Mestrado em Matemática
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Resumo

A primeira parte deste trabalho consiste em demonstrar que a massa ADM de

uma variedade assintoticamente plana pode ser calculada em termos de um limite as-

sintótico de integrais envolvendo o tensor de Einstein. Para isso, seguimos o método

proposto por Herzlich ([31]) que relaciona a análise de Michel ([51]) para invariantes

assintóticos e uma fórmula de integração por partes baseada na identidade contráıda

de Bianchi. Dado o caráter geral desta abordagem, vamos analisar conjuntamente o

centro de massa e, logo em seguida, um conceito de massa desenvolvido para variedades

assintoticamente hiperbólicas.

Num segundo momento, estudamos as variedades assintoticamente planas que pos-

suem bordo não compacto. Neste contexto, temos uma noção similar de massa de-

senvolvida por Almaraz, Barbosa e De Lima ([3]) que nos permite adaptar o método

anterior para expressar a massa também em termos de tensores geométricos. Para isso,

seguiremos o artigo de De Lima, Girão e Montalbán [24]

Por fim, com base no artigo de Barbosa e Meira [8], vamos provar uma versão da

Desigualdade de Penrose para hipersuperf́ıcies gráficas com bordo não compacto. Se-

guindo a ideia original de Lam, expressamos a curvatura escalar como a divergência

de um campo vetorial e usamos a desigualdade de Aleksandrov-Fenchel para obter

limitantes inferiores das integrais do bordo.

Palavras-chave: variedades assintoticamente planas, massa ADM, tensor de Einstein,

desigualdade de Penrose, gráficos.



Abstract

The first part of this work consists of demonstrating that the ADM mass of an

asymptotically flat variety can be calculated in terms of a asymptotic limit of inte-

grals involving the Einstein tensor. For this purpose, we follow the method proposed

by Herzlich ([31]) that relates Michel’s analysis ([51]) for asymptotic invariants and

a part-integration formula based on Bianchi’s contracted identity. Given the general

character of this approach, we will analize jointly analysing the center of mass and a

concept of mass developed for asymptotically hyperbolic manifolds.

In a second moment, we study asymptotically flat varieties with non-compact boun-

dary. In this context, we have a similar notion of ADM mass developed by Almaraz,

Barbosa and De Lima ([3]) that allows us to adapt the previous method to express the

ADM mass also in terms of geometric tensors. For that, we will follow the article by

De Lima, Girão and Montalbán [24].

Finally, based on the article by Barbosa e Meira [8], we prove a version of Penrose

Inequality for graphic hypersurfaces with non-compact boundary. Following Lam’s ori-

ginal idea, we express scalar curvature as the divergence of a vector field and use the

Aleksandrov-Fenchel inequality to obtain lower limits of the boundary integrals.

Keywords: asymptotically flat manifolds, ADM mass, Einsten’s tensor, Penrose ine-

quality, graphs.
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Introdução

1 Na teoria da Gravitação Newtoniana, o potencial gravitacional é determinado pela

distribuição de matéria de acordo com a equação de Poisson

∆u = 4πρ, (1)

onde ρ é a densidade de massa e escolhemos as unidades de modo que a constante

gravitacional G seja 1. Dáı, uma vez fornecido o potencial u, podemos aplicar o teorema

da Divergência para calcular a massa contida num domı́nio simplesmente conexo Ω

mΩ =

∫
Ω

ρ dVΩ =
1

4π

∫
Ω

∆u dVΩ =
1

4π

∫
∂Ω

〈Du, ν〉 dV∂Ω.

Com isso, a massa total do sistema pode ser calculada ao tomarmos o limite da integral

acima para Ω ↑ R3.

Fazendo o caminho inverso, supomos que ρ tenha suporte compacto e que tenhamos

como condição de fronteira lim
x→∞

u(x) = 0. Logo, podemos resolver a equação de Poisson

usando a conhecida fórmula (veja Evans [26], p. 30)

u(x) = −
∫
R3

ρ(y)

|x− y|
dy, (2)

onde dy é simplesmente a medida de Lebesgue usual em R3. Se ρ for vista como uma

distribuição, então podemos, como caso particular, representar uma “massa pontual”

m em x0 utilizando a função delta de Dirac, isto é, ρ(x) = mδ(x − x0), e recobramos

a versão da lei Gravitacional de Newton para massas pontuais, em que o potencial

gravitacional criado pela massa m em x0 é dado por

um,x0(x) = − m

|x− x0|
.

1Este texto introdutório se ancora nas ideias e no panorama histórico desenvolvidos nos textos de
D. Lee [42], Lam [41] e Hermann e Humbert [30].
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De fato, essa é (a menos de um fator constante), a solução fundamental da equação de

Laplace.

Agora vamos considerar que o suporte de ρ está contido na região |x| < r1. Pela

Equação 1, temos que u é harmônica em |x| ≥ r1. Dáı, expandindo em harmônicos

esféricos (veja D. Lee [42], p. 318), encontramos

u(x) = −m
|x|

+O1(|x|−2),

para alguma constante m. Assim,∫
R3

ρ(x) dx =

∫
R3

1

4π
∆u dx

= lim
r→∞

∫
S2
r

1

4π

∂u

∂r
dVδ

S2
r

= lim
r→∞

∫
S2
r

1

4π

(
m

|x|2
+O(|x|−3)

)
dVδ

S2
r

= m.

Chamamos a quantidade m =
∫
R3

ρ(x) dx de massa total do sistema. Pelos cálculos

acima, m pode ser interpretada fisicamente da seguinte forma: a maior potência de

u(x), para x grande o suficiente, é a mesma do potencial obtido por um ponto de

massa m na origem, como na Equação 2. De forma concisa, a massa total nos informa

sobre o comportamento assintótico de u e, deste ponto de vista, é mais natural definir

a massa total por

m := lim
r→∞

1

4π

∫
S2
r

∂u

∂r
dVδ

S2
r
, (3)

e ver o fato m =
∫
R3

ρ(x) dx como uma consequência.

Em Relatividade Geral, a situação é completamente diferente. O universo é mo-

delado por uma 4-variedade Lorentziana orientada temporalmente (N 4,g) chamada

espaço-tempo, cuja métrica satisfaz a equação de Einstein:

Ricg − 1

2
Sgg = 8πT, (4)

onde T é o tensor energia-momento. A Equação 4 descreve basicamente como a dis-

tribuição de matéria e energia no sistema (tensor T ) se relaciona com a geometria do

espaço-tempo (curvatura). Se supomos que exista uma hipersuperf́ıcie de Cauchy M

em N , isto é, uma variedade tridimensional do tipo-espaço que intersecta cada curva
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causal em apenas um ponto, então dizemos que N é globalmente hiperbólica e Geroch

[27] provou N é homeomorfo a R×M e as hipersuperf́ıcies Mt := {t} ×M podem ser

vistas como retratos de N no instante t fixado. Bernal e Sánchez [11] forneceram um

resultado mais forte, mostrando que N é difeomorfo a R ×M . Além disso, Choquet-

Bruhat e Geroch [15] mostraram que uma hipersuperf́ıcie de Cauchy com determinadas

condições iniciais permite reconstruir todo o espaço-tempo, o que confere à Relativi-

dade Geral seu caráter determińıstico.

Com esses resultados, podemos fazer um estudo semelhante à análise feita anterior-

mente para distribuições de massa em regiões limitadas. No contexto da Relatividade

Geral consideramos os sistemas gravitacionais isolados, em que preservamos a ideia ge-

ral de que o campo gravitacional induzido decresce à medida que aumenta a distância

ao sistema e se anula no infinito. Levando isso em conta, é natural impor que a métrica

induzida g em uma hipersuperf́ıcie de Cauchy M ⊂ N se torna Euclidiana no infinito,

mais precisamente, que são assintoticamente planas:

Definição 0.1. Uma hipersuperf́ıcie de Cauchy M de (N , g) é dita assintoticamente

plana se existe um subconjunto compacto K ⊂M e um difeomorfismo

Φ : M \K → R3 \B, p 7→ (x, y, z),

onde B é a bola unitária em R3, tal que para a restrição de g em TM , g, satisfaz

gij − δij = O2(r−τ ),

onde r2 = x2 + y2 + z2 e δ é a métrica Euclidiana em R3.

Note que a definição acima é intŕınseca e não envolve a métrica Lorentziana g.

Dessa forma, introduzimos no Caṕıtulo 2 as variedades assintoticamente planas (De-

finição 2.1), estudando suas propriedades no contexto exclusivo da Geometria Rieman-

niana. O exemplo principal dessa classe de variedades é o fim exterior do espaço de

Schwartzschild: (R3 \ B3
m/2, (1 + m

2r
)4δ) (veja Exemplo 2.2). Em Relatividade Geral,

esse espaço modela um buraco negro estático cujo horizonte coincide com o bordo.

Para as variedades assintoticamente planas, existe uma quantidade análoga a massa

total vista anteriormente na Gravitação Newtoniana (Equação 3), chamada de massa

ADM (Definição 2.3), descoberta (em sua versão tridimensional) na década de 1960

pelos f́ısicos Arnowitt, Deser e Misner [4, 5, 6]. Eles fizeram um estudo detalhado

de sistemas gravitacionais isolados, adotando uma formulação Hamiltoniana com uma

hipersuperf́ıcie de Cauchy como ”dado inicial”e escrevendo as equações de evolução de

Einstein com v́ınculo. Também por esse método, o centro de massa (Definição 2.5) foi
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introduzido por Regge e Teitelboim [57, 58] e Beig e Ó Murchadha [10].

Agora vamos mostrar uma motivação alternativa para a definição da massa ADM

baseada em razões f́ısicas mais simples. Consideremos uma hipersuperf́ıcie de Cauchy

(M3, g) sem contribuições da segunda forma fundamental e assintoticamente plana.

Novamente, podemos representar a distribuição de matéria como uma função densi-

dade de energia ρ : M → R. Com isso, ρ não determina a métrica g, mas funciona

como v́ınculo através da equação:

Sg = 16πρ.

Ou seja, a curvatura escalar é a densidade de energia, a menos de uma constante, mais

precisamente essa equação é equivalente às equações de Einstein com v́ınculo (veja D.

Lee [42], p. 221). Além disso, as condições assintóticas da métrica g servem como

condição de fronteira.

Como na Definição 3, temos que a massa deve ser expressa como um fluxo no

infinito. Mas a curvatura escalar Sg não pode ser escrita de tal maneira. Para contornar

essa dificuldade, utilizamos a linearização de Sg próxima da métrica Euclidiana, que é

uma divergência (veja Apêndice A.2). Em outras palavras, Sg é uma divergência mais

outros termos de derivadas com ordem maior, informalmente temos

Sg ≈ DSδ(g − δ).

Nesse caso, é razoável definir a massa como a integral de fluxo no infinito que corres-

ponde a essa divergência:

m(g) :=
1

16π

∫
R3

DSδ(g − δ) dVδ
R3

=
1

16π

∫
R3

(−∆δ(trδ g) + divδ(divδg)) dVδ
R3

= lim
r→∞

1

16π

∫
S2
r

(divδg − d(trδg))(νδ) dVδ
S2
r

= lim
r→∞

1

16π

∫
S2
r

3∑
i,j=1

(gij,i − gii,j)
xj

|x|
dVδ

S2
r
, (5)

esta é justamente a fórmula da massa ADM para n = 3 expressa nas coordenadas

assintóticas (Definição 2.3).

Apesar de atender à necessidade de formular um conceito de massa total, a fórmula

5 acima apresenta duas dificuldades:
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1. Não está claro que o limite dado acima é finito e, se o for, parece depender, à

primeira vista, das coordenadas assintóticas em que a métrica é representada;

2. Por mais que se origine da linearização da curvatura escalar, não temos um sentido

geométrico direto.

Com as condições impostas na Definição 2.3, foi provado por Bartnik [9] e, de modo

independente, por Chruściel [17] que a massa ADM é um invariante assintótico bem-

definido, isto é, o limite 5 existe e não depende da escolha de coordenadas assintóticas.

Considerando o segundo problema, é conhecido na literatura que a massa ADM pode

ser computada usando o tensor de Einstein Eg = Ricg − 1
2
Sgg (veja Ashtekar-Hansen

[7] e Chruściel [18]). Similarmente, Schoen sugeriu um modo intŕınseco de definir o

centro de massa (cf.[33]), usando novamente o tensor de Einstein. A igualdade entre

as duas formulações foi provada via teoremas de densidade por Corvino e Schoen [21],

Schoen e Yau [62] e Huang [33, 34], conforme um trabalho prévio de Corvino e Wu [22].

Mais recentemente, Miao e Tam [50] também provaram por uma computação direta

em coordenadas.

O caṕıtulo 2 deste trabalho tem como objetivo provar a igualdade entre as duas

definições propostas aos dois invariantes: massa ADM e centro de massa. Para isso,

nos baseamos no artigo de Herzlich [31], que tem como eixo central a abordagem de-

senvolvida por Michel para construir invariantes assintóticos [51]. Dado o caráter geral

desta análise, aproveitamos para introduzir uma noção de massa para variedades assin-

toticamente hiperbólicas(2.7). Esta por sua vez, foi definida por Chruściel e Herzlich

[19] e independentemente por Wang [65], veja também [32] para uma comparação.

Em 2016, Almaraz, Barbosa e De Lima [3] consideraram variedades Riemannianas

com bordo não-compacto. Semelhante ao caso sem bordo, existem, nesse contexto,

a noção de variedade assintoticamente plana (Definição 3.1) e um conceito de massa

associado (Definição 3.2), que chamaremos de massa ABL. No caṕıtulo 3, seguiremos o

artigo de De Lima, Girão e Montalbán [24] a fim de aplicar o método anterior proposto

por Herzlich para essa classe de variedades. Com isso, podemos expressar a massa

ABL em termos do tensor de Einstein da métrica no interior e do tensor de Newton

associado à segunda forma fundamental do bordo.

Existe também um outro problema associado à definição original da massa ADM.

Na gravidade Newtoniana, sabemos que a densidade de massa ρ deve ser uma função

não-negativa e o teorema da Divergência nos diz que, se ρ é não-negativa e positiva

em algum ponto, então a massa total na Definição 3 também é positiva. No nosso

modelo relativ́ıstico simplificado, como a curvatura escalar é um múltiplo positivo da

densidade de energia, temos que é fisicamente plauśıvel esperar o seguinte resultado: se
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a curvatura escalar for não-negativa, então a massa ADM também será não-negativa.

No entanto, matematicamente, esse problema tem sido um desafio, sendo objeto de

pesquisa intensa nos últimos sessenta anos.

O resultado mais notável desses estudos, tanto para a Relatividade Geral quanto

por sua importância na Geometria Riemanniana é o famoso teorema da massa posi-

tiva, que já tinha sido conjecturado logo depois da formulação da massa ADM em 1961.

Como existe uma versão mais geral no contexto da Relatividade Geral, vamos usar o

termo Riemanniano para distinguir o teorema a seguir:

Teorema 0.1 (Teorema Riemanniano da Massa Positiva). Se (M3, g) é uma varie-

dade assintoticamente plana com curvatura escalar não-negativa e massa ADM, mADM ,

então

mADM ≥ 0,

com mADM = 0 se e somente se, (M3, g) é isométrica ao R3 com a métrica Euclidiana.

Em 1979, Schoen e Yau [61, 62] provaram o teorema acima usando técnicas envol-

vendo superf́ıcies mı́nimas e um argumento de estabilidade, e logo perceberam como

generalizar o resultado para dimensões n < 8 em [60]. Em 1981, Witten [64] deu uma

prova alternativa que se aplica a variedades spin de qualquer dimensão. Para dimensões

mais altas, o teorema da massa positiva é uma consequência de um resultado envol-

vendo somas conexas T n#Mn de toros n-dimensionais e uma variedade compacta Mn.

Tal resultado para dimensões n > 8 foi obtido mais recentemente por Schoen e Yau

[63] e por uma série de publicações de Lohkamp [45, 46, 47, 48, 49].

Outro resultado importante envolvendo a massa ADM é a desigualdade de Penrose,

que pode ser vista como uma generalização do teorema acima na presença de um hori-

zonte aparente (veja D. Lee [42], p. 109, para mais detalhes). Penrose [55] argumentou

de forma heuŕıstica que a contribuição da massa de um buraco negro deve ser
√
A/16π,

onde A é a área do horizonte.

Teorema 0.2 (Desigualdade Riemanniana de Penrose, versão 1). Seja (M3, g) uma

variedade assintoticamente plana com bordo suave e compacto ∂M . Se (M3, g) tem

curvatura escalar não-negativa e que ∂M é um horizonte aparente, então

mADM ≥
√

A

16π
,

onde A é a área de qualquer componente conexa de ∂M . Além disso, a igualdade

ocorre se , e somente se (M3, g) é isométrica à variedade exterior de Schwarzchild

(veja Exemplo 2.2 para mais detalhes).
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Em 1977, Jang e Wald [38], com base nas ideias propostas por Geroch [28], for-

neceram uma prova heuŕıstica do Teorema 0.2 acima observando que uma quantidade

monótona não decrescente, chamada de massa de Hawking, se aproxima da massa ADM

no infinito sob o fluxo da curvatura média inversa. Porém, o argumento deles somente

funciona quando o fluxo existe para todo o tempo de forma suave. Em 1997, Huisken

e Ilmanen [37] formularam uma versão fraca desse fluxo e provaram sua existência,

provando assim o Teorema 0.2.

Em 2001, Bray [13] provou uma versão mais geral, usando um fluxo conforme de

métricas: o horizonte agora é êxtero-minimizante (D. Lee [42], p. 109) e A é área total

do horizonte.

Teorema 0.3 (Desigualdade Riemanniana de Penrose, versão 2). Seja (M3, g) uma

variedade assintoticamente plana com curvatura escalar não-negativa e um horizonte

minimizante externo com área total A. Então

mADM ≥
√

A

16π
,

com a igualdade se, e somente se (M3, g) é isométrica à região exterior do horizonte

minimizante externo da variedade de Schwartzschild.

Em [14], Bray e Lee generalizaram a prova deste teorema para dimensões n ≤ 7,

com a hipótese adicional de M ser spin pra a rigidez. Em dimensão n, a desigualdade

de Penrose é

mADM ≥
1

2

(
A

ωn−1

)n−2
n−1

.

Em 2011, Lam [41] demonstrou de uma maneira simples e elegante uma versão sem

rigidez dos teoremas 0.1 e 0.3 para gráficos Euclidianos de codimensão 1. Em 2015,

houve duas versões estendidas deste resultado: Mirandola e Vitório [52] generalizaram

para gráficos Euclidianos de qualquer codimensão com fibrado normal plano, e De Lima

e Girão [23] para qualquer hipersuperf́ıcie. Em 2013 e 2015, a rigidez para os resultados

obtidos por Lam foi tratada por Huang e Wu [33, 34].

No caṕıtulo 4, vamos provar, para a massa ABL, uma versão sem rigidez do teorema

da massa positiva e um tipo de desigualdade de Penrose em hipersuperf́ıcies gráficas

com bordo não compacto seguindo as mesmas ideias de Lam [41]. Esses resultados se

encontram no artigo de Barbosa e Meira [8], cuja versão do teorema da massa positiva

é um caso particular do resultado mais geral provado por Almaraz, Barbosa e De Lima

[3]. Mais recentemente, Koerber [40] provou, nesse contexto de variedades com bordo

não compacto, a desigualdade de Penrose em dimensão 3.

8



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, será apresentada uma breve revisão de Geometria Diferencial com a

finalidade de assentar notações, terminologias e resultados que serão utilizados ao longo

do texto. Teremos como referência básica para os estudos de variedades Riemannianas

o livro de J. Lee [44]. Para um maior aprofundamento dos assuntos que abordaremos,

também recomendamos ao leitor as referências [25, 43, 54, 56].

1.1 Notação e Revisão de Tensores em Variedades

1.1.1 Variedades Diferenciáveis e Fibrados Vetoriais

Neste texto, assumimos um conhecimento elementar da teoria das variedades di-

ferenciáveis como exposto em Do Carmo [25], cap. 0. Também assumimos que as

variedades (com ou sem bordo) são suaves (C∞), Hausdorff, com base enumerável

e conexas. Com isso, uma variedade M de dimensão n > 0, ou concisamente uma

n-variedade, será denotada por Mn ou simplesmente por M , quando não houver ne-

cessidade de explicitar a dimensão. Utilizaremos o termo “diferenciável” para denotar

objetos suaves (C∞), por exemplo o espaço das funções diferenciáveis, C∞(M). Es-

crevemos as coordenadas locais de uma carta (U,Φ) de M , como (x1, . . . , xn) ou (xi),

dependendo do contexto. Denotaremos por TpM o espaço tangente no ponto p ∈M e

por T ∗pM o respectivo espaço cotangente.

Se M
n+k

(k ≥ 0) é uma variedade, uma n-subvariedade de M é uma variedade

Mn junto com uma imersão injetiva i : M → M , isto é, uma aplicação injetiva dife-

renciável cuja derivada dip : TpM → Ti(p)M é injetiva para todo p ∈ M . Identificando

M com sua imagem i(M) ⊂ M , podemos considerar M como um subconjunto de M .

O mais importante tipo de subvariedade ocorre quando a aplicação i é um mergulho,

isto é, além das condições anteriores, i também é um homeomorfismo sobre sua imagem

9



1. Preliminares

com a topologia induzida. Neste caso, M é chamada de subvariedade mergulhada.

Recordamos que podemos criar uma nova variedade de dimensão 2n a partir da

união disjunta (indexada) de todos os vetores tangentes de M , conhecida como fi-

brado tangente TM :

TM :=
⊔
p∈M

TpM,

Além disso, a projeção usual π : TM → M , vp 7→ p, nos permite ver TM como um

fibrado vetorial, tal como definimos a seguir:

Definição 1.1. Um fibrado vetorial k-dimensional é um par de variedades E

(o espaço total) e M (a base), junto com um mapa sobrejetivo π : E → M (a

projeção), satisfazendo as seguintes condições:

1. Para todo p ∈ M , o conjunto Ep = π−1(p) (fibra sobre p) possui uma estrutura

de espaço vetorial k-dimensional;

2. Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p e uma aplicação dife-

renciável Φ : π−1(U)→ U × Rk (trivialização local) tal que:

(a) Para cada q ∈ U , a restrição de Φ a Eq é um isomorfismo linear entre Eq e

{q} × Rk;

(b) Se πU : U ×Rk denota a projeção sobre o primeiro fator, então π = πU ◦Φ :

π−1(U)→ U .

Se π : E → M é um fibrado vetorial sobre M , uma seção de E é uma aplicação

diferenciável η : M → E tal que π◦η = idM . Com isso, temos que um campo vetorial

diferenciável X de M é uma seção do fibrado tangente TM . Assumiremos a partir de

agora que todos os campos vetoriais são diferenciáveis e denotamos o seu conjunto por

X(M).

Pela mesma construção do fibrado tangente TM , obtemos o fibrado cotangente

T ∗M :=
⊔
p∈M

T ∗pM,

que também é um fibrado vetorial n-dimensional, com a projeção usual ωp 7→ p. Temos

que as seções de T ∗M são as 1-formas, cujo espaço será denotado por X∗(M).

Seja (V1, . . . , Vn) um referencial local para TM , isto é, n campos vetoriais de-

finidos em um aberto W ⊂ M tais que (V1|p, . . . , Vn|p) formam uma base para TpM

para todo p ∈ W . Associado a este referencial temos o co-referencial dual, que

denotamos por (φ1, . . . , φn), onde as 1-formas satisfazem φi(Vj) = δij. Ao utilizarmos

10



1. Preliminares

um sistema de coordenadas locais (xi), temos associado ao referencial coordenado (∂i),

seu co-referencial dual (dxj).

1.1.2 Fibrados Tensoriais

Definição 1.2. Seja Mn uma variedade e fixemos um ponto p de M . Para inteiros

r, s ≥ 0, um tensor T de ordem (r, s) em p ou simplesmente um (r, s)-tensor em p é

uma aplicação R-multilinear

T : T ∗pM × · · · × T ∗pM︸ ︷︷ ︸
(r)

× TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
(s)

→ R.

Observação 1.1. Denotamos por T rs (TpM) o conjunto dos (r, s)-tensores em p, o

qual constitui um R-espaço vetorial. Quando s = 0, dizemos que T é um tensor

r-contravariante; já quando r = 0, dizemos que T é um tensor s-covariante. Nes-

ses casos, os espaços são denotados por T r(TpM) e Ts(TpM), respectivamente. Com

isso, recordamos as identificações: T 1(TpM) = (TpM)∗∗ = TpM , T1(TpM) = T ∗pM , e

T 0
0 (TpM) = R. Uma identificação menos óbvia é dada por T 1

1 (TpM) = End(TpM), o

espaço dos endomorfismos lineares de TpM .

Semelhante à construção dos fibrados tangente e cotangente, TM e T ∗M , respecti-

vamente; podemos construir a partir de T rs (TpM) em cada ponto p ∈ M , os seguintes

fibrados vetoriais sobre M :

T rsM :=
⊔
p∈M

T rs (TpM),

por meio da projeção π : T rsM →M que mapeia cada tensor T ∈ T rs (TpM) em p. T rsM

é chamado de fibrado tensorial de ordem (r, s) sobre M . Com isso, podemos estender a

noção de campos vetoriais para os tensores: um campo tensorial T (de ordem (r, s))

é uma seção do fibrado T rsM , ou seja, T é uma aplicação diferenciável que associa a

cada ponto p ∈ M , um (r, s)-tensor Tp ∈ T rs (TpM). O conjunto dos campos tenso-

riais de ordem (r, s) será denotado por Trs(M). Da mesma forma, Tr(M) é o espaço

dos campos tensoriais r-contravariantes, e Ts(M) é o espaço dos campos tensoriais s-

covariantes. Em particular, temos as identificações: T1(M) = X(M), T1(M) = X∗(M)

e T0
0(M) = C∞(M).

O espaço Trs(M) constitui um módulo sobre o anel das funções diferenciáveis C∞(M),

o que permite associar a cada (r, s)-campo tensorial T , um mapa diferenciável

τ : X∗(M)× · · · × X∗(M)︸ ︷︷ ︸
(r)

× X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
(s)

→ C∞(M),

11
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definido por

τ(ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)(p) = Tp(ω
1|p, . . . , ωr|p, X1|p, . . . , Xs|p). (1.1)

É fácil verificar que τ é C∞(M)-multilinear. Ademais, o valor da função τ num ponto

p ∈ M depende unicamente dos valores das 1-formas ωj e dos campos vetoriais Yi em

p (ver O’Neill [54], pg. 37). A este fato vamos nos referir como o caráter pontual

dos campos tensoriais. Aproveitando esta caracteŕıstica e a identificação T 1
1 (TpM) =

End(TpM) anterior, podemos introduzir o operador traço:

Definição 1.3. Dado um (r, s)-campo tensorial T com r, s ≥ 1, o traço de T é o

(r − 1, s− 1)-campo tensorial:

trT (ω1, . . . , ωr−1, X1, . . . , Xs−1) = tr(T (ω1, . . . , ωr−1, ·, X1, . . . , Xs−1, ·)). (1.2)

Mais importante ainda é a seguinte propriedade:

Lema 1.1 (Lema de Caracterização dos Tensores). Um mapa

τ : X∗(M)× · · · × X∗(M)︸ ︷︷ ︸
(r)

× X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
(s)

→ C∞(M)

é induzido por um (r, s)-campo tensorial como acima se, e somente se é C∞(M)-

multilinear.

Demonstração. Ver J. Lee [43], p. 318.

Com esse resultado podemos ver um (r, s)-campo tensorial T como uma aplicação

C∞(M)-multilinear tal como na Equação 1.1. e, vice-versa, uma aplicação τ como

acima também pode ser vista como um (r, s)-tensor.

Por meio dessa identificação podemos introduzir o produto tensorial, isto é, uma

operação entre dois campos tensoriais quaisquer da seguinte forma: se A ∈ Trs(M) e

B ∈ Tr
′

s′(M), definimos

A⊗B : X∗(M)× · · · × X∗(M)︸ ︷︷ ︸
(r+r′)

× X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
(s+s′)

→ C∞(M),

por

A⊗B(ω1, . . . , ωr+r
′
, X1, . . . , Xs+s′)

= A(ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)B(ωr+1, . . . , ωr+r
′
, Xs+1, . . . , Xs+s′).
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A ⊗ B é um (r + r′, s + s′)-campo tensorial, chamado de produto tensorial de A e B.

Evidentemente, ⊗ é C∞(M)-bilinear e associativo. O produto tensorial permite melhor

caracterizar os campos tensoriais com base em um referencial local em M .

Seja {V1, . . . , Vn} um referencial local no aberto U ⊂ M e seu dual {ω1, . . . , ωn}.
Logo podemos escrever um (r, s)-campo tensorial T localmente da seguinte forma:

T = T i1...irj1...js
Vi1 ⊗ · · · ⊗ Vir ⊗ ωj1 ⊗ · · · ⊗ ωjs ,

onde T i1...irj1...js
= T (ωi1 , . . . , ωir , Vj1 , . . . , Vjs), e o conjunto

{
Vi1 ⊗ · · · ⊗ Vir ⊗ ωj1 ⊗ · · · ⊗ ωjs ; ik = 1, . . . , n e jl = 1, . . . , n

}
,

constitui uma base para T rs (TpM) em cada ponto p ∈ U .

Em particular, se (xi) é um sistema local de coordenadas, temos que

T = T i1...irj1...js
∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ir ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs

Aproveitando o caráter pontual dos campos tensoriais e a identificação T 1
1 (TpM) =

End(TpM) anterior, podemos introduzir o operador traço:

Definição 1.4. Dado um (r, s)-campo tensorial T com r, s ≥ 1, o traço de T é o

(r − 1, s− 1)-campo tensorial:

trT (ω1, . . . , ωr−1, X1, . . . , Xs−1) = tr(T (ω1, . . . , ωr−1, ·, X1, . . . , Xs−1, ·)), (1.3)

onde tomamos o traço ao identificar T (ω1, . . . , ωr−1, ·, X1, . . . , Xs−1, ·)(p) com o espaço

dos endomorfismos End(TpM) em cada ponto p ∈ M . Nas componentes de T com

respeito a um referencial local, temos

(trT )
i1...ir−1

j1...js−1
= T

i1...ir−1k
j1...js−1k

.

Agora vamos dar atenção para os campos tensoriais k-covariantes T ∈ Tk(M).

Definição 1.5. Seja φ : M → N , um mapa diferenciável. Se T ∈ Tk(N), com s ≥ 1,

seja

(φ∗T )(X1, . . . , Xk) = T (φ∗X1, . . . , φ∗Xk),

para todo Xi ∈ X(M). Então φ∗T é chamado de pullback de T por φ. Pontualmente

temos

(φ∗T )p(v1, . . . , vk) = Tφ(p)(Dφp(v1), . . . , Dφp(vk)),

13
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para todo vi ∈ TpM e p ∈M .

Por computação direta em coordenadas, verifica-se que φ∗T é um campo tensorial

k-covariante em M . No caso especial de um (0, 0)-campo tensorial, isto é, uma função

f ∈ C∞(N), o pullback de f é definido por φ∗(f) = f ◦ φ.

Distinguimos no espaço Tk(M) dois tipos de campos tensoriais:

Definição 1.6. Um campo tensorial k-covariante T é dito simétrico, se dados os

campos X1, . . . , Xk e permutação σ ∈ Sk, então

T (Xσ(1), . . . , Xσ(k)) = T (X1, . . . , XK).

Além disso, dizemos que T é k-alternado ou uma k-forma, quando

T (Xσ(1), . . . , Xσ(k)) = sgn(σ)T (X1, . . . , XK).

O espaço dos tensores simétricos será denotado por Sk(M), e o espaço das k-formas

por Ωk(M).

No espaço dos campos tensoriais alternados existe um produto C∞(M)-bilinear,

associativo chamado produto exterior definido em 1-formas por

ω1 ∧ · · · ∧ ωk(X1, . . . , Xk) = det(ωi(Xj)), ∀ωi ∈ X∗(M),∀Xj ∈ X(M),

e estendido por linearidade. Além isso, podemos criar campos tensoriais dos dois tipos

da definição acima a partir dos seguintes operadores: anti-simetrização:

Definição 1.7. Definimos os operadores de simetrização e anti-simetrização por

1. S : Tk(M)→ Sk(M), S(T )(X1, . . . , Xk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

T (Xσ(1), . . . , Xσ(k));

2. A : Tk(M)→ Ωk(M), A(T )(X1, . . . , Xk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)T (Xσ(1), . . . , Xσ(k)),

respectivamente.

Observação 1.2. Em particular, para um campo tensorial 2-covariante α, temos que

α = S(α) +A(α).

Agora introduzimos uma importante derivação de campos vetoriais: a derivada

de Lie. Para X, Y ∈ X(M), definimos

LXY |p :=
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

(Dφ−t)φ(p)Y |φ(p),
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onde φt é o fluxo gerado por X em uma vizinhança de p. Podemos provar que LXY =

[X, Y ]. Mais ainda, podemos estender esta operação pra campos tensoriais covariantes

de modo que

1. LXf = X(f), ∀f ∈ C∞(M);

2. LXT |p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(φ∗t T )p, ∀T ∈ Ts(M).

Em particular, estaremos interessados na seguinte expressão da derivada de Lie em

campos tensoriais 2-covariantes: dado α ∈ T2(M), temos

(LXα)(Y, Z) = X(α(Y, Z))− α([X, Y ], Z)− α(Y, [X,Z]). (1.4)

Além disso, temos a seguinte propriedade

Proposição 1.2. Suponha que M é uma variedade com ou sem bordo e X ∈ X(M)

um campo vetorial tal que, se ∂M 6= ∅, então X é tangente a ∂M . Seja φ o fluxo de

X. Para qualquer campo tensorial covariante T e qualquer (t0, p) no domı́nio de phi,

temos que
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(φ∗tT )p = (φ∗t0(LXT ))p.

Demonstração. Ver J. Lee [43], p. 324.

Outra operação em campos tensoriais covariantes que vamos precisar é o produto

interior: fixado um campo vetorial X, definimos o mapa ιX : Ts(M)→ Ts−1(M), por

ιX(T )(X1, . . . , Xs−1) = T (X,X1, . . . , Xs−1).

1.2 Alguns Fundamentos de Geometria Riemanni-

ana

Para facilitar a compreensão dos conceitos que serão apresentados nesta seção,

convencionamos chamar de tensor não só os elementos de um fibrado tensorial sobre

uma determinada variedade, como também suas respectivas seções, isto é, os campos

tensoriais. Mais precisamente, chamaremos de tensor tanto o campo tensorial quanto

seu valor pontual.
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1.2.1 Métricas Riemannianas

Nesta parte, vamos introduzir as variedades Riemannianas e derivar algumas pro-

priedades recorrentes, como os isomorfismos musicais e a forma de volume, definidas

mais adiante.

Definição 1.8. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é uma variedade M munida

de um tensor 2-covariante simétrico g ∈ S2(M) tal que, em cada ponto p ∈ M , gp é

um produto interno, isto é

1. gp : TpM × TpM , é R-bilinear, ∀p ∈M ;

2. gp(X, Y ) = gp(Y,X) e gp(X,X) > 0, se X 6= 0, ∀X, Y ∈ TpM .

Dizemos que g é uma métrica Riemanniana, ou simplesmente uma métrica em

M . Também denotaremos g por 〈·, ·〉.

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. Se (xi) é um sistema local de coordena-

das no aberto U ⊂M , temos que g pode ser expresso por

g = gijdx
i ⊗ dxi,

tal que gij = 〈∂i, ∂j〉 ∈ C∞(U) e gij = gji, para todo i, j = 1, . . . , n.

Além disso, um referencial local {Ei} de M é dito ortonormal, se 〈Ei, Ej〉 = δij,

para todo i, j = 1, . . . , n.

A métrica g viabiliza uma identificação natural entre os campos vetoriais X ∈ X(M)

e as 1-formas ω ∈ X∗(M) por meio da aplicação:

X 7→ X[(Y ) := 〈X, Y 〉, ∀Y ∈ X(M).

É imediato que X[ está unicamente determinada. Também considerarmos a inversa do

isomorfismo [ : X(M) → X∗(M) acima, isto é, a aplicação ] : X∗(M) → X(M), dada

por

〈ω], Y 〉 = ω(Y ).

Essas identificações são conhecidas como isomorfismos musicais. Em coordenadas,

temos que X = X i∂i e se tomarmos Y = ∂j, então

X[(∂j) = g(X, ∂j) = gijX
i,

Logo, as coordenadas da 1-forma X[ = Xidx
i são dadas por

Xj := (X[)j = gijX
i.
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Similarmente, dado ω = ωidx
i, então

ωj = ω(∂j) = 〈ω], ∂j〉 = (ω])igij.

Logo, as coordenadas do vetor ω] := ωi∂i são dadas por

ωi = ωkg
ik.

Com isso, também podemos munir de um produto interno cada fibra de T ∗M , bastando

definir

〈α, β〉 := 〈α], β]〉, ∀α, β ∈ X∗(M),

Aqui também denotamos por g = 〈·, ·〉 a métrica induzida em T ∗M . Nas coordenadas

(xi), temos que 〈α, β〉 = gijαiβj. Com essa definição é fácil ver que

〈X, Y 〉 = 〈X[, Y [〉 e 〈α, β〉 = 〈α], β]〉.

Mais geralmente, dado um tensor s-covariante T , podemos identificá-lo com um

(1, s− 1)-tensor T :

〈T (Y1, . . . , Ys−1), Yr〉 := T (Y1, . . . , Ys). (1.5)

Em coordenadas, temos que T
i

j1...js−1
= gikTj1...js−1k. Dáı, podemos estender o operador

traço (Definição 1.4) para tensores s-covariantes:

trgT := trT .

Em coordenadas, temos que (trgT )j1...js−1 = gikTij1...js−1k. Ou ainda,

(trgT )(X1, . . . , Xs−1) =
n∑
i=1

T (ei, X1, . . . , Xs−1, ei),

onde {ei} é um referencial ortonormal.

Da mesma forma que no fibrado cotangente, podemos munir cada fibra de Ts(M)

por um produto interno. Denotando também por g, temos em coordenadas

g(T, S) = 〈T, S〉 := gi1j1 . . . gisjsTi1···isSj1···js , ∀T, S ∈ Ts(M). (1.6)

Muitas métricas surgem a partir de subvariedades de uma variedade Riemanniana.

Definição 1.9. Seja i : Mn →M
n+k

uma imersão inhjetiva. Se M possui uma métrica
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g, então a métrica induzida g em M é definda por g = i∗g̃.

Exemplo 1.1. Se ψ : (Nn+k, g) −→ Mn é uma função diferenciável e p ∈ M é

um valor regular de ψ, isto é, dψp é sobrejetiva para todo q ∈ ψ−1(p). Nesse caso,

sabemos que ψ−1(p) ⊂ N será uma subvariedade mergulhada em N de dimensão k.

Logo podemos dar-lhe a métrica induzida pela inclusão i : ψ−1(p)→ N , isto é, i∗g.

Exemplo 1.2. Outro exemplo importante ocorre quando a variedade Riemanniana

(M, g) possui bordo ∂M , que é uma subvariedade mergulhada de dimensão n − 1. Da

mesma forma, consideramos a métrica induzida pela inclusão.

Definição 1.10. Duas métricas g1 e g2 sobre M são ditas conformes uma em relação

à outra, se existe uma função estritamente positiva f ∈ C∞(M) tal que g2 = fg1. Duas

variedades Riemannianas (Mn, gM) e (Nn, gN) são ditas conformemente equiva-

lentes se existe um difeomorfismo φ : M −→ N tal que φ∗gN é conforme a gM . Nesse

caso, dizemos que φ é um difeomorfismo conforme. Quando φ∗gN = gM , dizemos

que (M, gM) e (N, gN) são isométricas e φ é uma isometria.

Quando a variedade Mn é orientada, a métrica Riemanniana g permite construir

uma n-forma global, denominada forma de volume, definida localmente por

dVM :=
(√

detG
)
V 1 ∧ · · · ∧ V n,

onde {V i} é um co-referencial local de M dual ao referencial orientado {Vi}, e G = (gij)

é a matriz dos coeficientes da métrica nesse referencial, isto é, gij = g(Vi, Vj). Note que

para um referencial ortonormal orientado {ei}, temos dVM = e1 ∧ · · · ∧ en.

A forma de volume dVM é usada para construir uma medida em M , denominada

medida Riemanniana. Mais precisamente, os conjuntos mensuráveis em M são

formados pela união enumerável daqueles contidos em uma vizinhança coordenada que

correspondem aos conjuntos mensuráveis a Lebesgue em Rn pelo difeomorfismo da

carta. Logo, para qualquer conjunto mensurável U ⊂M , definimos seu volume por

V(U) := |U | :=
∫
U

dV.

Observação 1.3. Se N é uma (n − 1)-subvariedade de M , denotaremos por dVN a

forma de volume definida pela métrica induzida. Se, além de orientada, supomos que

M possui bordo ∂M . Então, com a orientação induzida, existe um único campo normal

unitário e externo ν sobre o bordo ∂M tal que

dV∂M = ινdVM ,
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onde o lado direito é restrito aos pontos p ∈ ∂M .

Com o produto interno induzido pela métrica g em tensores covariantes (Equação

1.6), podemos associar o produto interno global definido por

(T, S) :=

∫
M

〈T, S〉 dVM , (1.7)

se a integral fizer sentido. Com isso, podemos definir a adjunta de um operador dife-

rencial em tensores covariantes:

Definição 1.11. Sejam P : Ts1(M)→ Ts2(M) e Q : Ts2(M)→ Ts1(M) dois operado-

res diferenciais. Dizemos que Q é a adjunta formal ou simplesmente a adjunta de

P se ∫
M

〈P (T ), S〉 dVM =

∫
M

〈T,Q(S)〉 dVM ,

para todos os tensores com suporte compacto T ∈ Ts1(M) e S ∈ Ts2(M).

1.2.2 Conexões Lineares

Para melhorar a compreensão dos objetos que vamos estudar ao longo do texto,

vamos chamar os campos tensoriais também de tensores. No que segue, (Mn, g) é uma

variedade Riemanniana.

Definição 1.12. Uma conexão linear, ou simplesmente uma conexão ∇ em M é

uma aplicação

∇ : X(M)× X(M)→ X(M),

denotada por (X, Y )
∇−→ ∇XY , satisfazendo as seguintes propriedades:

1. ∇XY é C∞(M)-linear em X:

∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y, ∀f, g ∈ C∞(M);

2. ∇XY é R-linear em Y :

∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2, ∀a, b ∈ R;

3. ∇XY satisfaz a seguinte regra do produto:

∇X(fY ) = f∇X(Y ) +X(f)Y, ∀f ∈ C∞(M).
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Observação 1.4. É importante notar que a conexão é um conceito local (veja J. Lee

[44], p. 89). Dizemos que ∇XY é a derivada covariante de Y na direção de X.

No caso de X ser um campo coordenado, isto é, X = ∂i, denotaremos ∇∂iY por ∇iY ,

e sua j-ésima coordenada por ∇iY
j ou Y j

;i .

Escolhendo um referencial local {Vi}, podemos computar ∇ViVj em termos do

próprio referencial:

∇ViVj = ΓkijVk,

onde as funções Γkij são chamadas de śımbolos de Christoffel da conexão ∇ com

respeito ao referencial dado.

Dados os campos X = X iVi, Y = Y jVj, podemos usar as propriedades da conexão

para computar a derivada covariante em termos dos śımbolos de Christoffel:

∇XY = X iVi(Y
j)Vj +X iY j∇iVj = (X(Y k) +X iY jΓkij)Vk. (1.8)

Uma conexão linear ∇ automaticamente induz conexões nos fibrados tensoriais de M ,

de tal forma que a derivada covariante ∇X constitui uma derivação.

Proposição 1.3 (Conexão em Fibrados Tensoriais). Seja ∇ uma conexão linear em

M . Existe uma única conexão em cada fibrado tensorial T rsM , também denotada por

∇, tal que as seguintes condições são satisfeitas:

(a) Em TM , ∇ coincide com a conexão dada;

(b) Em T 0
0M = C∞(M), ∇ é dada pela diferenciação ordinária de funções:

∇Xf = X(f).

(c) ∇ obedece a seguinte regra com respeito a produtos tensoriais:

∇X(F ⊗G) = ∇XF ⊗G+ F ⊗∇XG.

(d) ∇ comuta com todas as contrações: se tr denota o traço de qualquer par de

ı́ndices,

∇X(trF ) = tr(∇XF ).

Essa conexão também satisfaz as seguintes propriedades adicionais:

(i) Dados ω ∈ X∗(M), Y ∈ X(M), temos que

∇X(ω(Y )) = ω(∇XY ) +∇Xω(Y ).
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(ii) Para quaisquer T ∈ Trs(M), campos vetoriais Yi e 1-formas ωj,

∇XT (ω1, . . . , ωr,Y1, . . . , Ys) = X(T (ω1, . . . , ωr, Y1, . . . , Ys))

−
r∑
j=1

T (ω1, . . . ,∇Xω
j, . . . , ωr)

−
s∑
i=1

T (Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Ys),

Demonstração. Veja Biezuner [12], p. 140-148.

Como a derivada covariante de um (r, s)-tensor T, ∇XT , é C∞(M)-linear em X,

pelo Lema de Caracterização dos Tensores 1.1, podemos usá-la para construir o (r, s+

1)-tensor:

∇T (ω1, . . . , ωr, Y1, . . . , Ys, X) := ∇XT (ω1, . . . , ωr, Y1, . . . , Ys),

o qual chamaremos de derivada covariante total de T .

A partir de agora, andaremos na direção de encontrar uma conexão natural para

variedades Riemannianas. Para isto, relembramos duas propriedades notáveis para

conexões:

Definição 1.13. A partir de uma conexão ∇ em M , definimos o (1, 2)-tensor torsão

τ : X(M)× X(M)→ X(M), definido por

τ(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

Dizemos que ∇ é simétrica se a torsão é identicamente nula.

Agora impomos a relação necessária entre a métrica g e uma conexão:

Definição 1.14. Uma conexão linear ∇ é dita compat́ıvel com a métrica g se

satisfaz a seguinte regra para o produto interno:

∇X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, ∀X, Y, Z ∈ X(M).

Com essas definições podemos enunciar o Teorema Fundamental da Geometria Ri-

emanniana.

Teorema 1.4 (Levi-Civita). Existe uma única conexão linear ∇ simétrica e compat́ıvel

com a métrica g. ∇ é chamada de conexão Riemanniana ou conexão de Levi-
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Civita e é dada pela fórmula de Koszul:

〈Z,∇YX〉 =
1

2
(X〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉−Z〈X, Y 〉− 〈[X,Z], Y 〉− 〈[Y,X], Z〉+ 〈[Z, Y ], X〉)

(1.9)

Demonstração. Em J. Lee [44], p. 122-124, encontramos a demonstração desse teo-

rema.

Vamos utilizar a fórmula de Koszul 1.9 para expressar os śımbolos de Christoffel em

termos da métrica. Em coordenadas locais (xi), temos que [∂i, ∂j] = 0 e, escrevendo

Γij,k := gklΓ
l
ij, encontramos

Γij,k = 〈∂k,Γlij∂l〉 = 〈∂k,∇i∂j〉 =
1

2
(∂i(gjk) + ∂j(gki)− ∂k(gij)).

Portanto,

Γkij = gklΓij,l =
1

2
glk(∂i(gjl) + ∂j(gli)− ∂l(gij)). (1.10)

Observação 1.5. Para simplificação do cálculo, convencionamos o uso da v́ırgula para

denotar a derivada parcial, isto é,

gij,k =
∂gij
∂xk

, gij,kl =
∂2gij
∂xl∂xk

.

1.2.3 Curvatura

Um conceito fundamental na geometria é a curvatura, a qual abordaremos a seguir

Definição 1.15. Definimos o tensor curvatura de uma variedade Riemanniana

(M, g) pela aplicação R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M), dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para cada X, Y, Z ∈ X(M), sendo ∇ a conexão de Levi-Civita de M .

Observação 1.6. Decorre da expressão acima que R é C∞(M)-linear com relação aos

campos X, Y e Z. Logo, R é um campo (1, 3)-tensorial e consequentemente, o valor de

R(X, Y )Z em cada ponto depende somente dos valores de X, Y e Z naquele ponto, o

que permite ver R como uma aplicação R-multilinear Rp : TpM ×TpM ×TpM → TpM .

Em um sistema de coordenadas locais (xi), temos

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l.
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Os coeficientes Rl
ijk são as componentes do tensor curvatura, isto é,

R = Rl
ijk∂l ⊗ dxi ⊗ dxj ⊗ dxk.

Como

R(∂i, ∂j)∂k = ∇i∇j∂k −∇j∇i∂k,

obtemos as seguintes expressões para as componentes do tensor curvatura

Rl
ijk = ∂iΓ

l
jk − ∂jΓlik + ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm.

Podemos usar a identificação da Equação 1.5 para caracterizar o tensor curvatura de

outra forma:

Definição 1.16. Também chamamos de tensor curvatura o (0, 4)-tensor, Rm, ob-

tido ao descer o ı́ndice contra-variante de R. Dessa forma, Rm(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉.
Em coordenadas locais,

Rijkl = Rm(∂i, ∂j, ∂k, ∂l) = 〈R(∂i, ∂j)∂k, ∂l〉 = gmlR
m
ijk.

Proposição 1.5 (Propriedades do Tensor Curvatura). Em coordenadas, Rm satisfaz

as seguintes propriedades:

1. Rijkl = −Rjikl.

2. Rijkl = −Rijlk.

3. Rijkl = Rklij.

4. Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0. (Primeira Identidade de Bianchi)

5. Rijkl,m +Rjmkl,i +Rmikl,j = 0. (Segunda Identidade de Bianchi)

Demonstração. Ver J. Lee [44], p. 202-205.

A partir do tensor curvatura definimos uma série de quantidades mais simples de

lidar:

Definição 1.17. Fixado p ∈M , considere σ um plano de TpM . A curvatura secci-

onal de M associada a σ é definida por

K(X, Y ) =
Rm(X, Y, Y,X)

‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X, Y 〉2
,

onde X, Y ∈ TpM são quaisquer vetores que formam uma base para σ.
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Definição 1.18. Definimos o tensor de Ricci como sendo o (0, 2)-tensor obtido de R

pela contração do primeiro ı́ndice covariante e o contra-variante. De forma equivalente,

dados X, Y ∈ T (M),

Ric(X, Y ) = tr {Z 7→ R(Z,X)Y } .

Em coordenadas (xi),

Ricij = Rk
kij = gklRkijl

= ∂kΓ
k
ij − ∂jΓkki + ΓkklΓ

l
ji − ΓkjlΓ

l
ki (1.11)

Assim, se {ei} é um referencial ortonormal em U , então

Ricij =
n∑
i=1

〈R(ei, ∂i)∂j, ei〉 =
n∑
i=1

Rm(ei, ∂i, ∂j, ei)

Segue-se facilmente da Proposição 1.5 que o tensor de Ricci é simétrico.

Aproveitamos os termos acima para também definir o seguinte conceito.

Definição 1.19. A curvatura escalar de M é a função S ∈ C∞(M) definida como

o traço em relação à métrica do tensor de Ricci, isto é,

S = trgRic = gijRij. (1.12)

Definição 1.20. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é Einstein quando

o tensor de Ricci é um múltiplo escalar da métrica g.

Dessa forma, sendo M Einstein de dimensão n, existe λ ∈ R tal que Ric = λg.

Tomando o traço de ambos os lados, tem-se que S = λn. Dáı, Ric =
S

n
g.

Portanto, M ser de Einstein é equivalente à parte sem traço do tensor de Ricci

R̊ic = Ric− 1

n
Sg ser identicamente nula.

Definimos agora outro importante (0, 2)-tensor que será do nosso interesse para os

caṕıtulos subsequentes.

Definição 1.21. O tensor 2-covariante definido por

E = Ric− 1

2
Sg,

é chamado tensor de Einstein.
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1.2.4 Operadores Diferenciais

A derivação covariante de tensores permite estender às variedades Riemannianas

certos operadores diferenciais (gradiente, laplaciano, etc.) de uso frequente no Espaço

Euclidiano. Passaremos à exposição de alguns destes operadores. Em tudo que segue,

(Mn, g) denotará uma variedade Riemanniana de dimensão n com métrica g = 〈·, ·〉 e

conexão de Levi-Civita ∇.

Definição 1.22. Seja f : M → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o

campo vetorial Df ∈ X(M), definido por

〈Df,X〉 = df(X) = X(f), ∀X ∈ X(M).

Observação 1.7. Pelo isomorfismo musical, vemos que o gradiente Df também é igual

a df ]. Já que a 1-forma df tem componentes ∂j(f) = fj num sistema de coordenadas

(xi), então Df = gijfj∂i. Além disso, é imediato das propriedades de derivação, que

para f, h ∈ C∞(M), vale:

D(f + h) = Df +Dh e D(fh) = fDh+ hDf.

Definição 1.23. Seja X um campo vetorial em M . A divergência de X é a função

diferenciável divX : M → R, definida por

divX(p) = tr {v 7→ ∇vX(p)} ,

Observação 1.8. Devido à linearidade sobre C∞(M) da primeira entrada de ∇ e ao

fato de, uma vez fixado X, ∇YX(p) depender somente do valor de Yp, temos que ∇X
é um (1, 1)-tensor, por isso podemos tomar seu traço.

Dado um referencial ortonormal {ei}, temos que

divX =
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉.

Para obter a expressão de divX em um sistema de coordenadas arbitrário (xi),

comecemos com o seguinte: se X = X i∂i, então

divX = dxi(∇iX)

= dxi((∂iX
k)∂k + ΓkijX

j∂k)

= ∂iX
i + ΓiijX

j.
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Com isso, temos o seguinte resultado

divX =
1√
G

∂

∂xi
(X i
√
G), (1.13)

onde G = det(gij) (veja Muniz Neto [53], p. 14). Além disso, uma conta direta, prova

que para todo X, Y ∈ X(M) e f : M → R, vale:

div(X + Y ) = divX + divY e div(fX) = fdivX + 〈Df,X〉.

Um fato importante relacionando o tensor de Ricci e a curvatura escalar por meio da

divergência é a seguinte identidade:

Proposição 1.6 (Identidade Contráıda de Bianchi). As derivadas covariantes do ten-

sor de Ricci e da curvatura escalar satisfazem a seguinte relação

div Ric =
1

2
∇S.

Demonstração. Veja J. Lee [44], p. 125.

A seguir, atestamos uma versão do teorema da divergência para variedades Rie-

mannianas compactas.

Teorema 1.7. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada e X ∈
X(M). Se o bordo de M é munido com a orientação e a métrica induzidas por M , e ν

denota o campo normal unitário externo a M ao longo de ∂M , então∫
M

(divX) dV =

∫
∂M

〈X, ν〉 dV.

Demonstração. Veja J. Lee [43], p. 424.

As definições a seguir, também estendem novos conceitos de operadores a variedades

Riemannianas, a dizer o Laplaciano e o Hessiano.

Definição 1.24. Seja f : M → R uma função diferenciável. O laplaciano de f é a

função ∆f : M → R dada por

∆f = div(Df).

Definição 1.25. Seja f : M → R uma função diferenciável. A hessiana de f é o

(0, 2)-tensor definido por

Hessf(X, Y ) = ∇2
X,Y f = ∇2f(X, Y ) = (∇Y∇f)(X).
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Observação 1.9. É posśıvel mostrar que Hessf é um tensor simétrico (veja O’Neill

[54], p. 86).

Desenvolvendo ∇2f(X, Y ), encontramos

∇2f(X, Y ) = Y (X(f))−∇f(∇YX) = Y (X(f))−∇∇YXf

= Y (X(f))−∇YX(f) = Y 〈Df,X〉 − 〈Df,∇YX〉

= 〈∇YDf,X〉.

Logo ∆f = divDf = trg(Hessf).

Dentre as propriedades relacionadas com as curvaturas, temos as que envolvem uma

mudança conforme de métrica. Dadas as métricas conformes g e g̃, podemos sempre

escrever g̃ = e2fg para alguma função diferenciável f .

Proposição 1.8 (Transformação conforme da curvatura). Sejam g e g̃ = e2fg duas

métricas na n-variedade M . Os tensores de curvatura de g̃ (representados por tis)

estão relacionados àqueles de g pelas seguintes fórmulas:

1. R̃ic = Ric− (n− 2)(∇2f) + (n− 2)(df ⊗ df)− (∆f + (n− 2)|df |2g)g,

2. S̃ = e−2f (S − 2(n− 1)∆f − (n− 1)(n− 2)|df |2g).

Demonstração. Veja J. Lee [44], p. 217-218.

Definição 1.26. Dado um tensor s-covariante T , a divergência de T é o tensor

(s− 1)-covariante

divT = trg∇T.

Mais precisamente,

divT (X1, . . . , Xs−1) =
n∑
i=1

∇eiT (ei, X1, . . . , Xs−1).

Em coordenadas, temos que (divT )i1...is−1 = gjk∇kTji1...is−1 . Com essa definição

podemos relacionar as divergências de um campo vetorial e do seu dual:

Proposição 1.9. Se X ∈ X(M), então divX = divX[.

27



1. Preliminares

Demonstração. Considere um referencial ortonormal {ei}, então

divX[ =
n∑
i=1

(∇eiX
[)(ei)

=
n∑
i=1

∇eig(X, ei)−
n∑
i=1

g(X,∇eiei)

=
n∑
i=1

g(∇eiX, ei) = divX.

Além disso, temos que o oposto da divergência em tensores −div é a adjunta da

derivada covariante ∇ com respeito ao produto interno integrado. Para ver isso, neces-

sitamos de uma versão mais geral do Teorema da Divergência para tensores covariantes:

Teorema 1.10. Seja (Mn, g) é uma variedade Riemanniana compacta e orientável com

bordo. Se F , G são campos tensoriais covariantes de ordem s e s+ 1, respectivamente,

então ∫
M

〈∇F,G〉 dV =

∫
∂M

〈
F ⊗ ν[, G

〉
dV −

∫
M

〈F, divG〉 dV.

Demonstração. Veja Petersen [56], p. 60.

1.2.5 Imersões Isométricas

Seja i : (Mn, i∗g) → (M
n+k

, g) uma imersão injetiva. Então para cada p ∈ M ,

existe uma vizinhança U ⊂ M de p, tal que i(U) ⊂ M é uma subvariedade regular de

M , logo, para todo p ∈M , existe uma vizinhança U ⊂M de i(p), e um difeomorfismo

φ : U → V ⊂ Rn+k tal que φ(i(U) ∩ U) =
{

(x1,...,xn+k) ∈ V ;xn+1 = · · · = xn+k = 0
}

.

Identificando U com i(U), cada vetor v ∈ TpM com dip(v) ∈ Ti(p)M e usando o

difeomorfismo φ, podemos estender um campo vetorial definido em U a um campo em

U . Também consideramos i∗g como a restrição de g a M .

Para cada p ∈M , o produto interno de TpM nos permite decompor:

TpM = TpM ⊕ TpM⊥,

onde TpM
⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Se v ∈ TpM , então temos a

seguinte igualdade:

v = v> + v⊥,
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em que v> ∈ TpM e v⊥ ∈ TpM⊥ são denominadas de componentes tangencial e normal

de v, respectivamente. Dessa decomposição obtemos um fibrado vetorial

TM⊥ :=
⊔
p∈M

TpM
⊥,

chamado o fibrado normal a M . O espaço das seções desse fibrado será denotado por

X(M)⊥ e seus elementos serão chamados de campos normais a M .

Denotaremos por ∇ a conexão de M . Sejam X, Y campos vetoriais definidos em

M e considere a extensão local Y de Y em M . Definimos

∇XY := (∇XY )>,

A expressão da direita faz sentido devido ao caráter pontual da conexão em X e por

não depender da extensão de Y , já que podemos restringir os valores de Y em curvas

tangentes a X contidas em M .

Pela unicidade da conexão, no teorema de Levi-Civita, podemos verificar que esta é a

conexão compat́ıvel com a métrica induzida em M pela imersão f .

Proposição 1.11. Seja agora a aplicação A : X(M)× X(M)→ X(M)⊥, dada por

A(X, Y ) = ∇XY −∇XY = ∇XY − (∇XY )> = (∇XY )⊥.

Então A é bilinear e simétrica.

Demonstração. Veja [25], pg. 140.

A aplicação A da proposição anterior, é chamada de segunda forma fundamental

de f e a equação

∇XY = ∇XY + A(X, Y ),

é chamada fórmula de Gauss.

Fixado ν ∈ TpM⊥, podemos definir também o operador de Weingarten

Sν : TpM → TpM, Sν(X) := (−∇Xν)>,

onde ν é qualquer extensão de ν que permanece normal ao longo de M . A segunda

forma fundamental e o operador de Weingarten estão relacionados pela equação de

Weingarten,

〈A(X, Y ), ν〉 = 〈SνX, Y 〉.
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Como A é simétrica, temos que Sν é auto-adjunto. E pela própria definição de Sν ,

obtemos a fórmula de Weingarten ∇Xν = −Sν(X) + (∇Xν)⊥, em que ν é uma

extensão normal a M .

Além de descrever a diferença entre as conexões intŕınseca e extŕınseca, a segunda

forma fundamental tem um importante papel com relação aos tensores de curvatura

de M e M . As equações de Gauss-Codazzi são dadas pelos seguintes teoremas.

Teorema 1.12 (Equação de Gauss). Para quaisquer X, Y, Z,W ∈ TpM , vale a seguinte

equação

Rm(X, Y, Z,W ) = Rm(X, Y, Z,W )− 〈A(X,W ),A(Y, Z)〉+ 〈A(X,Z),A(Y,W )〉.

Demonstração. Ver J. Lee [44], pg. 136.

Teorema 1.13 (Equação de Codazzi). Para quaisquer X, Y, Z ∈ TpM e ν ∈ (TpM)⊥,

vale a seguinte equação

Demonstração. Ver do Carmo [25], p. 137.

Rm(X, Y, Z, ν) = 〈∇Y A(X,Z)−∇XA(Y, Z), ν〉.

Demonstração. Ver J. Lee [44], p. 136.

No caso de M ser uma hipersuperf́ıcie, isto é, a imersão isométrica i : Mn →M
n+1

ter codimensão 1, e possuir um campo normal unitário global ν, podemos escrever a

segunda forma fundamental como uma aplicação bilinear escalar, definida por:

A(X, Y ) := 〈A(X, Y ), ν〉.

Pela equação de Weingarten, encontramos

A(X, Y ) = 〈Y, SνX〉.

Se escolhermos {e1, . . . , en} uma base ortonormal de TpM , podemos definir a curva-

tura média como

H :=
n∑
i=1

A(ei, ei) = trgA = trSν .

Dado um campo X em M , definido ao longo de M , podemos definir a divergência

tangencial de X como

divMX :=
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉,
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onde {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal de M . Com essa notação, obtemos uma

nova expressão para a curvatura média de M :

H = trgA = −divM ν = −div ν.

1.3 Limites Asssintóticos

Como vamos trabalhar sistematicamente com limites assintóticos, é conveniente já

no começo consolidar as seguintes notações.

Definição 1.27. Sejam f, g : Rn → R duas funções. Simbolizamos por f(x) =

Ok(g(x)), quando existir constantes reais C,N > 0 tais que

|f(x)|+ |x| · |∂f(x)|+ · · ·+ |x|k|∂kf(x)| < C|g(x)|,

para todo x ∈ Rn tal que |x| > N . Aqui demos uma notação mais concisa para a

derivada parcial sem especificar os ı́ndices das coordenadas, a fim de evitar carregar

demais a notação.

Definição 1.28. Sejam f, g : Rn → R duas funções. Simbolizamos por f(x) = o(g(x)),

quando

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 0.
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Caṕıtulo 2

Massa ADM via Tensor de Einstein

Este caṕıtulo tem como objetivo principal obter uma expressão alternativa para

a massa ADM e para o centro de massa de uma variedade assintoticamente plana,

envolvendo o tensor de Einstein e campos de Killing conforme. Inicialmente, na Seção

2.1, vamos definir uma variedade assintoticamente plana (Definição 2.1) e calcular as

propriedades assintóticas dos objetos geométricos de nosso interesse.

Na Seção 2.2, vamos impor condições adicionais para essa classe de variedades a fim

de introduzirmos os conceitos de massa ADM e centro de massa, tanto as definições

clássicas (2.3 e 2.5) quanto às formuladas pelo tensor de Einstein (2.4 e 2.6). Além

disso, vamos mostrar que os limites assintóticos envolvidos nas definições clássicas

de fato existem. Para isso, utilizamos a abordagem geral de invariantes assintóticos

formulada por Michel ([51]).

Finalmente, veremos na Seção 2.3 o resultado principal: a igualdade entre as duas

definições dos dois invariantes assintóticos: a massa ADM e do centro de massa. Para

isso, nos baseamos no método proposto por Herzlich ([31]) que relaciona a análise de

Michel com uma fórmula de integração por partes associada à identidade contráıda

de Bianchi. Devido ao caráter geral dessa abordagem, na Seção 2.4, vamos abordar

as variedades assintoticamente hiperbólicas e demonstrar um resultado similar ao caso

anterior.

Ao longo deste caṕıtulo, denotamos por Bn
r ⊂ Rn a bola de raio r > 0 centrada na

origem com respeito à norma Euclidiana, denotada por |·|. Os cálculos apresentados ao

longo do texto envolvem conceitos geométricos relacionados com mais de uma métrica,

por isso usaremos sobrescritos indicando em que métrica esses objetos estão sendo

calculados.
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

2.1 Variedades Assintoticamente Planas

Primeiramente, introduzimos os espaços em que vamos trabalhar: as variedades

assintoticamente planas. De forma concisa, são variedades Riemannianas tais que, a

menos de um compacto, são difeomorfas ao complementar de uma bola fechada no

espaço Euclidiano e cujas métricas se aproximam da métrica Euclidiana no infinito.

Tal aproximação é regida por certas condições de decaimento que veremos a seguir.

Definição 2.1. Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade Riemanniana completa. Dizemos

que (M, g) é assintoticamente plana de ordem τ > 0, se existe um compacto K ⊂M

tal que M \K é uma união finita de fins M1, . . . ,Ml, em que, para cada Mk, existe um

difeomorfismo Φk : Mk → Rn \ B̄n
rk

, para algum rk > 0 e, nas coordenadas induzidas

por Φk, isto é, na carta (Mk,Φk = (x1, . . . , xn)), a métrica g satisfaz

gij(x)− δij = O2(r−τ ) (2.1)

onde r = |x| e usamos a identificação usual g(p) = (Φ∗k g)(x). A métrica g, a carta

Φk e suas coordenadas são ditas assintoticamente planas ou simplesmente as-

sintóticas.

Observação 2.1. 1. Ao longo do texto, identificaremos

(Mk, g) ∼= (Rn \ B̄n
rk
,Φ∗kg);

2. Podemos reescrever a condição de decaimento 2.1 de forma equivalente a

(gij − δij) + rgij,k + r2gij,kl = O(r−τ ).

Exemplo 2.1. O espaço euclidiano (Rn, δ) é um exemplo trivial de variedade assinto-

ticamente plana.

Exemplo 2.2. O exemplo principal de variedade assintoticamente plana é a variedade

de Schwarzschild tridimensional:

(M3, g) := (R3 \ {0} , u4δ),

com u = 1+m/2r, onde m é uma constante positiva e r =
√
x2 + y2 + z2 é a distância

Euclidiana do ponto (x, y, z) à origem. Mostremos que (M3, g) é assintoticamente plana
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

de ordem τ = 1, calculando primeiramente as derivadas da métrica g:

gij =
(

1 +
m

2r

)4

δij

= δij +O(r−1),

gij,k = −4
(

1 +
m

2r

)3
(
mxk

2r3

)
δij

= (1 +O(r−1))(O(r−2))

= O(r−2),

gij,kl = 3
(

1 +
m

2r

)2
(
m2xkxl

r6

)
δij

+ 2
(

1 +
m

2r

)3
(
mδkl
r3

+
3mxkxl

r5

)
δij

= (1 +O(r−1))(O(r−4)) + (1 +O(r−1))(O(r−3))

= O(r−3).

Portanto,

gij − δij = O2(r−1).

Além disso, como o reflexão simétrica em relação à esfera de raio r = m/2:

Φ : (M3, g)→ (M3, g), (x, y, z) 7→
(m

2

)2

r−1(x, y, z),

define uma isometria que mapeia B3
m/2 em R3 \ B̄3

m/2. Logo (M3, g) tem dois fins:

escolhendo como compacto K ⊂M a esfera S2
m/2, temos que M \K = M1 ∪M2, onde

M1 = B3
m/2\{0} e M2 = R3\B̄3

m/2. Chamamos fim exterior a variedade (R3\B3
m/2, u

4δ).

Agora vamos calcular as ordens de decaimento para os objetos geométricos associ-

ados a uma métrica assintótica g. Mais adiante, estas propriedades nos serão úteis ao

estudarmos a massa ADM.

Proposição 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ > 0.

Então em uma carta assintótica, temos os seguintes decaimentos

(i) detG = 1 +O1(r−τ ),
√

detG = 1 +O(r−τ ), onde G = (gij);

(ii) gij(x) = δij +O1(r−τ );

(iii) Γkij(x) = O1(r−τ−1), Ricij(x) = O(r−τ−2) e S(x) = O(r−τ−2).
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Demonstração. Para provar o item (i) precisamos usar a seguinte fórmula do determi-

nante

detG =
∑
σ∈Sn

g1σ(1) . . . gnσ(n).

De gij = δij +O(r−τ ), segue-se que

detG = g1σ(1) . . . gnσ(n) = g11 . . . gnn +
∑
σ 6=id

g1σ(1) . . . gnσ(n)

= (1 +O(r−τ ))n +O(r−τ ) = 1 +O(r−τ ).

Da regra de Leibniz em derivações junto com a condição gij,k = O(r−τ−1) aplicadas na

fórmula do determinante acima, segue-se facilmente que ∂k(detG) = O(r−τ−1). Já para

a raiz quadrada
√

detG, usamos a desigualdade abaixo junto com o que já provamos

para detG. ∣∣∣√detG− 1
∣∣∣ ≤ ∣∣∣√detG− 1

∣∣∣ ∣∣∣√detG+ 1
∣∣∣

= |detG− 1| ,

Provemos agora (ii). Denotemos por Mij a (ij)-submatriz de G, dáı podemos

expressar as componentes da inversa G−1 = (gij) como gij = (−1)i+j detMij/ detG.

Como detG tende a 1 quando x tende ao infinito, temos que |gij| ≤ 2| detMij|, para

x suficientemente grande. Similarmente ao cálculo do decaimento de detG, tem-se

detMij = δij +O1(r−τ ). Assim, gij = δij +O(r−τ ).

Agora, basta aplicar esses resultados no cálculo da derivada de gij:

∂kg
ij =

(−1)i+j

(detG)2
[(detG)∂k(detMij)− (detMij)∂k(detG)]

= (1 +O(r−τ ))O(r−τ−1) + (δij +O(r−τ ))O(r−τ−1)

= O(r−τ−1).

Portanto, gij = δij +O1(r−τ ).

Para provar (iii), analisamos as respectivas definições e suas relações com as condições
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

assintóticas. Primeiramente para os śımbolos de Christoffel:

Γkij =
1

2
gkl(gjl,i + gil,j − gij,l)

=
1

2
(δkl +O(r−τ ))(gjl,i + gil,j − gij,l)

=
1

2
(gjk,i + gik,j − gij,k) +O(r−2τ−1)

= O(r−τ−1).

Aplicando novamente a regra de Leibniz ao derivar Γkij,

∂lΓ
k
ij =

1

2

(
∂l(g

km)(gjm,i + gim,j − gij,m) + gkm∂l(gjm,i + gim,j − gij,m)
)

=
1

2
∂l(gjk,i + gik,j − gij,k) +O(r−2τ−2)

= O(r−τ−2).

Assim, Γkij = O1(r−τ−1).

Agora unimos estes resultados às definições em coordenadas para o tensor de Ricci

e a curvatura escalar (Equacões 1.11 e 1.12)

2Ricij = 2∂kΓ
k
ij − 2∂jΓ

k
ki + 2ΓkklΓ

l
ji − 2ΓkjlΓ

l
ki

= ∂k(gki,j + gkj,i − gij,k)− ∂j(gki,k + gkk,i − gki,k) +O(r−2τ−2)

= gki,kj + gkj,ki − gij,kk − gkk,ij +O(r−2τ−2)

= O(r−τ−2)

S = gik,ik − gkk,ii +O(r−2τ−2)

= O(r−τ−2),

como queŕıamos demonstrar.

Já que vamos analisar em conjunto a massa ADM e o centro de massa, será ne-

cessário descrever condições adicionais à métrica assintótica g concernentes à sua parte

ı́mpar. Para ser mais preciso, introduzimos a seguir essa caracterização de funções.

Seja f : U → R uma função cujo domı́nio U ⊂ Rn é simétrico em relação à origem,

isto é, se x ∈ Rn, então −x ∈ Rn. Com isso, podemos decompor f em suas partes par

e ı́mpar:

f(x) = f even(x) + f odd(x),

onde f even(x) := (f(x) + f(−x))/2 e f odd(x) := (f(x)− f(−x))/2.
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Definição 2.2. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ > 0.

Dizemos que (Mn, g) satisfaz as condições de Regge-Teitelboim (RT) se, em um sistema

de coordenadas assintóticas, a parte ı́mpar da métrica g satisfaz

goddij = O2(r−τ−1). (2.2)

Com as condições RT, podemos deduzir os seguintes decaimentos necessários ao

estudo do centro de massa:

Proposição 2.2. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ > 0

que satisfaz as condições RT. Dada uma carta assintótica, temos que

(i) (detG)odd(x) = O1(r−τ−1),

(ii) (gij)odd(x) = O1(r−τ−1);

(iii) (Γkij)
even(x) = O1(r−τ−2), Ricoddij (x) = O(r−τ−3) e Sodd(x) = O(r−τ−3);

(iv) (Γkij)
odd(x) = O1(r−τ−1), Ricevenij (x) = O(r−τ−2) e Seven(x) = O(r−τ−2).

Demonstração. Os cálculos se baseiam na decomposição de gij em suas partes par e

ı́mpar:

gij(x) = gevenij (x) + goddij (x)

=
1

2
(gij(x) + gij(−x)) +

1

2
(gij(x)− gij(−x)).

De gij(x) = δij +O2(r−τ ), temos gevenij (x) = δij +O2(r−τ ). E pelas condições RT, temos

goddij (x) = O2(r−τ−1). Com isso, calculamos as partes pares e ı́mpares das derivadas:

gevenij,k (x) =
1

2
(gij,k(x) + gij,k(−x))

= ∂k

(
1

2
(gij(x)− gij(−x)

)
= ∂kg

odd
ij (x) = O(r−τ−2).

Similarmente, goddij,k(x) = ∂kg
even
ij (x) = O(r−τ−1).

goddij,kl(x) =
1

2
(gij,kl(x)− gij,kl(−x))

= ∂l

(
1

2
(gij,k(x) + gij,k(−x)

)
= ∂l(g

even
ij,k (x))

= ∂l∂kg
odd
ij (x) = O(r−τ−3).

37
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Similarmente, gevenij,kl (x) = ∂l(g
odd
ij,k(x)) = ∂l∂kg

even
ij (x) = O(r−τ−2).

Da fórmula padrão do determinante, segue-se que (detG)odd deve conter ao menos

um termo da forma goddij em cada uma de suas parcelas. Logo, (detG)odd(x) = O(r−τ−1).

Enquanto que (detG)even deve conter parcelas que possuem somente termos da forma

gevenij . Logo, (detG)even(x) = 1 +O(r−τ ). Já para as derivadas do determinante temos

que aplicar novamente a regra de Leibniz, o que implica (detG)even(x) = 1 + O1(r−τ )

e (detG)odd(x) = O1(r−τ−1). Dáı, segue que

(∂k detG)even = ∂k((detG)odd)

= O(r−τ−2),

(∂k detG)odd = ∂k((detG)even)

= O(r−τ−1).

Os cálculos acima resultam no mesmo resultado para detMij, a (ij)-submatriz de G,

isto é, (detMij)
even(x) = δij +O1(r−τ ) e (detMij)

odd(x) = O1(r−τ−1). Dáı, segue que

(∂k detMij)
even = ∂k((detMij)

odd)

= O(r−τ−2),

(∂k detMij)
odd = ∂k((detMij)

even)

= O(r−τ−1).

Com isso, pela fórmula da inversa gij = (−1)i+j detMij(detG)−1:

(gij)even(x) = (−1)i+j
(

detMij

detG
(x) +

detMij

detG
(−x)

)
= (−1)i+j

(
detMij(x) detG(−x) + detMij(−x) detG(x)

detG(x) detG(−x)

)
= (−1)i+j

(detMij(x) detG(−x))even

detG(x) detG(−x)

= (δij +O(r−τ ))(1 +O(r−τ )) +O(r−τ−1)O(r−τ−1)

= δij +O(r−τ )

Da mesma forma, temos a parte ı́mpar da inversa

(gij)odd(x) = (−1)i+j
(detMij(x) detG(−x))odd

detG(x) detG(−x)

= O(r−τ−1).
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Pela fórmula da derivada de gij:

∂kg
ij =

(−1)i+j

(detG)2
(∂k(detMij) detG− ∂k(detG) detMij)

segue-se que

(∂kg
ij)even = ∂k((g

ij)odd) =
(−1)i+j

(detG)2
((∂k(detMij) detG)even − (∂k(detG) detMij)

even)

= O(r−τ−2)(1 +O(r−τ )) +O(r−τ−1)O(r−τ−1)

= O(r−τ−2)

Da mesma forma, temos (∂kg
ij)odd = ∂k((g

ij)even) = O(r−τ−1).

(Γkij)
evev =

1

2

(
(gkl)even(gjl,i + gil,j − gij,l)even + (gkl)odd(gjl,i + gil,j − gij,l)odd

)
= (δij +O(r−τ ))O(r−τ−2) +O(r−τ−1)O(r−τ−1)

= O(r−τ−2).

Da mesma forma, temos (Γkij)
odd = O(r−τ−1). Pela fórmula da derivada de Γkij:

∂sΓ
k
ij =

1

2

[
(∂sg

kl)(gjl,i + gil,j − gij,l) + gkl∂s(gjl,i + gil,j − gij,l)
]
,

temos que

(∂sΓ
k
ij)

odd =
1

2
[(∂sg

kl)even(gjl,i + gil,j − gij,l)odd + (∂sg
kl)odd(gjl,i + gil,j − gij,l)even

+ (gkl)even(∂s(gjl,i + gil,j − gij,l))odd + (gkl)odd(∂s(gjl,i + gil,j − gij,l))even]

= O(r−τ−2)O(r−τ−1) +O(r−τ−1)O(r−τ−2)

+ (δkl +O(r−τ ))O(r−τ−3) +O(r−τ−1)O(r−τ−2)

= O(r−τ−3).

Da mesma forma, temos (∂sΓ
k
ij)

even = O(r−τ−2). Finalmente, utilizando esses resulta-

dos nas fórmulas das curvaturas 1.11, 1.12, temos que

Ricoddij = (∂kΓ
k
ij)

odd − (∂jΓ
k
ki)

odd + (ΓkklΓ
l
ji)

odd − (ΓkjlΓ
l
ki)

odd

= O(r−τ−3)
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da mesma forma, Ricevenij = O(r−τ−2). Para a curvatura escalar, temos

Sodd = (gij)even(Ricij)
odd + (gij)odd(Ricij)

even

= (δij +O(r−τ ))O(r−τ−3) +O(r−τ−1)O(r−τ−2)

= O(r−τ−3)

da mesma forma, Seven = O(r−τ−2).

2.2 Massa ADM e Centro de Massa

Agora definimos os principais invariantes assintóticos que vamos estudar. Nesta

seção, vamos supor que (Mn, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem

τ > 0 com apenas um fim.

Temos a seguinte formulação clássica da massa ADM:

Definição 2.3. Se τ > (n−2)/2 e a curvatura escalar Sg for integrável sobre (Mn, g),

então definimos a massa ADM pela quantidade

m(g) = cn lim
r→∞

∫
Sn−1
r

(divδg − d trδ g)(νδ) dVδ
Sn−1
r

, (2.3)

onde, com respeito à métrica Euclidiana δ determinada por uma carta assintótica,

νδ = νi∂i denota o campo normal unitário externo às esferas coordenadas Sn−1
r e

cn := 1/2(n − 1)ωn−1, onde ωn−1 é o volume da esfera unitária de dimensão n − 1.

Mais explicitamente, podemos expressar em coordenadas:

m(g) = cn lim
r→∞

∫
Sn−1
r

n∑
i,j=1

(gij,i − gii,j)νj dVδ
Sn−1
r

.

Exemplo 2.3. Calculemos a massa ADM do fim exterior da variedade de Schwartzs-

child (Exemplo 2.2): (
R3 \B3

m/2,
(

1 +
m

2r

)4

δ

)
.

Temos

gij,i = 4
(

1 +
m

2r

)3 ∂

∂xi

(
1 +

m

2r

)
δij

= 4
(

1 +
m

2r

)3
(
−m

2

xi

r3

)
δij,
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e da mesma forma,

gii,j = 4
(

1 +
m

2r

)3
(
−m

2

xj

r3

)
δii.

Assim,

3∑
i,j=1

(gij,i − gii,j)νj = 4
(

1 +
m

2r

)3 m

2

3∑
i,j=1

((
−x

i

r3

)
δij +

(
xj

r3

)
δii

)
xj

r

= 4
(

1 +
m

2r

)3 m

2r4

3∑
i,j=1

(
−xiδij + xjδii

)
xj

= 4
(

1 +
m

2r

)3 m

2r4
2r2

=
4m

r2

(
1 +

m

2r

)3

.

Usando a definição da massa ADM,

m(g) =
1

16π
lim
r→∞

∫
S2
r

3∑
i,j=1

(gij,i − gii,j)νj dVδ
S2
r

=
1

16π
lim
r→∞

∫
S2
r

4m

r2

(
1 +

m

2r

)3

dVδ
S2
r

=
1

16π
lim
r→∞

4m

r2

(
1 +

m

2r

)3

4πr2

= lim
r→∞

m
(

1 +
m

2r

)3

= m.

Agora definimos a versão geométrica da massa ADM:

Definição 2.4. Se (Mn, g) tal como na Definição 2.3. Considere o campo vetorial

radial X = r∂r = xi∂i definido em uma carta assintótica. Então definimos a massa

intŕınseca por

mI(g) = dn lim
r→∞

∫
Sn−1
r

Eg(X, νg) dVg

Sn−1
r

, (2.4)

se o limite existir. Aqui Eg é o tensor de Einstein da Definição 1.21 e dn = 1/(n −
1)(2− n)ωn−1.

Para definirmos o centro de massa, precisamos de hipóteses adicionais para a métrica

assintótica.

Definição 2.5. Supomos que (Mn, g) satisfaz as seguintes condições:
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1. τ > (n− 2)/2;

2. Em uma carta assintótica, a métrica g satisfaz as condições RT.

3. Abusando da notação, escolhemos uma função diferenciável e positiva r em M

tal que r = |x| na carta assintótica e que rSg seja integrável em (Mn, g);

4. m(g) 6= 0.

Então definimos o centro de massa como sendo o vetor C(g) = (c1(g), . . . , cn(g)),

cujas componentes são dadas por

cα(g) =
cn
m(g)

lim
r→∞

∫
Sn−1
r

[xα(divδg−d trδg)− ι∂α(g−δ)+trδ(g−δ)dxα](νδ) dVδ
Sn−1
r

. (2.5)

Também expressando em coordenadas, temos

cα(g) =
cn
m(g)

lim
r→∞

∫
Sn−1
r

[
n∑

i,j=1

xα(gij,i − gii,j)νj −
n∑
i=1

(giαν
i − giiνα)

]
dVδ

Sn−1
r

.

Note que no segundo termo substitúımos giα−δiα, gii−δii por giα, gii, respectivamente.

Além disso, o vetor C(g) existe e é independente da carta assintótica escolhida, a menos

de ação por movimentos ŕıgidos Euclidianos.

Por fim, temos também a formulação geométrica do centro de massa:

Definição 2.6. Seja (Mn, g) tal como na Definição 2.5 e, para cada α = 1, . . . , n,

considere os campos X(α) = |x|2∂α−2xαxi∂i. Com isso, definimos o centro de massa

intŕınseco CI(g), como sendo o vetor cujas coordenadas são dadas por

cαI (g) = − dn
2m(g)

lim
r→∞

∫
Sn−1
r

Eg(X(α), ν
g) dVg

Sn−1
r

, (2.6)

se o limite existir.

2.3 A Análise de Michel para Invariantes Assintóticos

Com base na abordagem de Michel ([51]), provaremos a existência da massa e do

centro de massa, isto é, que os limites em 2.3 e 2.5 existem.

Dentro de um escopo geral, consideramos duas métricas g e b numa variedade
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completa M e um operador diferencial

F :M(M)→ C∞(M),

aplicado no espaço das métricas de M ,M(M). A ideia principal leva em consideração

as propriedades do co-núcleo da linearização do operador F

kerDF ∗b ⊆ C∞(M),

onde DF ∗b é a adjunta de DFb.

Considere uma função W ∈ C∞(M) e (Mr)r≥0 uma exaustão de M por subconjun-

tos compactos, cujas fronteiras serão denotadas por Sr. Logo podemos computar∫
Mr

W (F (g)− F (b)) dVb
Mr

=

∫
Mr

W (DFb(g − b)) dVb
Mr

+

∫
Mr

WQ(b, g) dVb
Mr
,

onde Q denota o termo quadrático na expansão de Taylor para F em torno de b.

Para que possa aparecer a integral de fluxo, a adjunta de DF ∗b deve satisfazer a

identidade

〈W,DFb(g − b)〉b − 〈DF ∗b (W ), g − b〉b = divbU(W, g, b), (2.7)

onde U(W, g, b) é uma 1-forma que depende linearmente de g e de b, e 〈·, ·〉b é a métrica

induzida por b nos fibrados tensoriais de M . Dáı, obtemos

W (F (g)− F (b)) = 〈W,F (g)− F (b)〉b
= 〈W,DFb(g − b) +Q(b, g)〉b
= 〈DF ∗b (W ), g − b〉b + 〈W,Q(b, g)〉b + divbU(W, g, b)

= divbU(W, g, b) + 〈W,Q(b, g)〉b
= divbU(W, g, b) +WQ(b, g),

para W ∈ kerDF ∗b . Integrando por partes o termo com divergente (Teorema ??), segue

que ∫
Mr

W (F (g)− F (b)) dVb
Mr

=

∫
Sr

〈U(W, g, b), ν[b〉b dVb
Sr +

∫
Mr

WQ(g, b) dVb
Mr
,
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isto é,∫
Mr

W (F (g)− F (b)) dVb
Mr

=

∫
Sr

U(W, g, b)(νb) dVb
Sr +

∫
Mr

WQ(g, b) dVb
Mr

(2.8)

Essa fórmula nos mostra que a integral de fluxo

HF (W, g, b) := lim
r→∞

∫
Sr

U(W, g, b)(νb) dVb
Sr

existe, se as seguintes condições são satisfeitas:

1. A métrica g é assintótica a b de modo que W (F (g) − F (b)) e WQ(g, b) são

integráveis;

2. W pertence ao núcleo de DF ∗b .

Se escolhermos como operador F a curvatura escalar S : S(M)→ C∞(M). Temos que

a linearização de S com base na métrica b (Apêndice A.2) é dada por

DSb(h) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Sb+th = divbdivb(h)−∆b(trb h)− 〈Ricb, h〉b,

Com isso, podemos computar sua adjunta:

Lema 2.3. Seja Sb a curvatura escalar de uma variedade Riemanniana (M, b). A

adjunta da linearização DSb é dada por

DS∗b (W ) = HessbW − (∆bW )b−WRicb,

para toda função W ∈ C∞(M). Aqui, Hessb denota a Hessiana e ∆b o Laplaciano, tal

como nas definições 1.24 e 1.25.

Demonstração. Para computar a adjunta, basta supor que M é fechada, isto é, com-
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pacta e sem bordo (veja Definição 1.11). Logo,∫
M

WDSb(h) dVb
M =

∫
M

W
(
−∆b(trb h) + divb(divb h)− 〈h,Ricb〉b

)
dVb

M

=

∫
M

(
〈∇W,∇(trb h)〉b + 〈∇2W,h〉b −W 〈h,Ricb〉b

)
dVb

M

=

∫
M

(
〈−∆bW, trb h〉b + 〈HessbW,h〉b −W 〈h,Ricb〉b

)
dVb

M

=

∫
M

〈h, (−∆bW )b+ HessbW −WRicb〉b dVb
M .

Portanto, DS∗b (W ) = HessbW − (∆bW )b−WRicb.

Além disso, se W pertence a kerDS∗b , então

WDSb(h) = W (divb(divb h)−∆b(trb h))− 〈HessbW − (∆bW )b, h〉b
= divb(Wdivb h−Wd(trb h)− ιDbW h+ (trb h)dW ).

Logo, para satisfazer 2.7, devemos definir a 1-forma U pela fórmula seguinte

U(W, g, b) = W (divb(g − b)− d trb(g − b))− ι∇bW (g − b) + trb(g − b)dW

= W (divb g − d trb g)− ιDbW (g − b) + trb(g − b)dW. (2.9)

Até o momento consideramos apenas que F é a curvatura escalar. Para avançarmos,

vamos trabalhar com a métrica de base b = δ. Dáı utilizamos as fórmulas da adjunta

no Lema 2.3 e de U em 2.9, para obter, respectivamente, as seguintes identidades

DS∗δ (W ) = HessδW − (∆δW )δ, (2.10)

U(W, g, δ) = W (divδ g − d trδ g)− ιDδW (g − δ) + trδ(g − δ)dW, (2.11)

Por 2.10, verifica-se facilmente que as funções afim pertencem ao espaço kerDS∗δ .

Seja agora W ≡ 1 e impomos as seguintes condições: Sg é integrável sobre (Mn, g)

e g é uma métrica assintoticamente plana com ordem τ > (n − 2)/2. Fixemos uma

carta assintótica (M \K,Φ) e consideremos a exaustão Mr cujas fronteiras Sr são as

esferas coordenadas nesta carta. Da equação 2.8, obtemos

HS(1, g, δ) = lim
r→∞

∫
Mr

Sg dVδ
Mr
−
∫
Mr

Q(g, δ) dVδ
Mr
, (2.12)
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cuja existência se deve à integrabilidade de Sg, que faz convergir o primeiro termo, e

ao fato de que Q(g, δ) consiste de uma combinação de termos (g − δ) ∗ ∇2
g e ∇g ∗ ∇g

(veja Apêndice A.4), que são integráveis devido ao valor de τ . Aqui, ∗ é a notação de

Hamilton para uma combinação de produtos tensoriais com contrações e ∇ é a conexão

Euclidiana. Além disso,

HS(1, g, δ) = lim
r→∞

∫
Sr

U(1, g, δ)(νδ) dVδ
Sr

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r

(divδ g − d(trδ g))(νδ) dVδ
Sn−1
r

= 2(n− 1)ωn−1m(g),

onde m(g) é a massa dada na Definição 2.2.

Observação 2.2. Como dito anteriormente na Introdução, Bartnik e Chruściel ([9,

17]) também provaram que a massa ADM independe da carta assintótica escolhida.

Michel ([51]) também prova este resultado num contexto mais geral que abrange tanto

a massa ADM quanto o centro de massa.

Se na equação 2.11 escolhermos W = W (α) = xα (α-ésima função coordenada da

carta Φ, para α em {1, . . . , n}), o mesmo procedimento leva à definição clássica da

α-ésima coordenada do centro de massa da Definição 2.5, isto é,

HS(W (α), g, δ) = lim
r→∞

∫
Sr

U(W (α), g, δ)(νδ) dVδ
Sr

= 2(n− 1)ωn−1m(g)cα(g),

para qualquer α ∈ {1, . . . , n}. Se impusermos as condições da Definição 2.5, então esse

limite converge.

2.4 A Igualdade entre as Duas Versões de Massa

Para provarmos a igualdade entre as versões clássica e intŕınseca da massa ADM e

do centro de massa, vamos precisar de resultados preliminares envolvendo a aplicação

do tensor de Einstein em campos vetoriais Killing conforme.

Primeiramente estudamos as propriedades desses tipos de vetores: sejaX um campo

vetorial sobre uma variedade Riemanniana (Mn, g). Dizemos que X é Killing con-

forme se

LXg = 2ψXg,
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para alguma função ψX ∈ C∞(M), denominada o fator conforme de X. Da Equação

1.4, segue que

2ψX〈Y, Z〉 = LX〈Y, Z〉

= X(〈Y, Z〉)− 〈[X, Y ], Z〉 − 〈Y, [X,Z]〉

= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 − 〈[X, Y ], Z〉 − 〈Y, [X,Z]〉

= 〈∇YX,Z〉+ 〈Y,∇ZX〉, (2.13)

para todos Y, Z ∈ X(M). Em particular, tomando um referencial ortonormal {ei} em

M , fazendo Y = Z = ei em 2.13 e somando sobre 1 ≤ i ≤ n, obtemos

ψX =
1

n
divgX. (2.14)

Seja agora φt o fluxo gerado por X. Fixado um ponto p ∈ M , consideremos a famı́lia

de tensores 2-covariantes em p, dada por g(t) = (φ∗tg)|p. Pela Proposição 1.2, temos

que

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

g(t) = φ∗t0(LXg) = φ∗t0(2ψXg)
∣∣
p

= (2ψX ◦ φt0(p))φ∗t0g
∣∣
p

= (2ψX ◦ φt0(p))g(t0).

Logo, g(t) é solução da seguinte equação diferencial:

d

dt
g(t) = (2ψX ◦ φt(p))g(t), g(0) = gp

cuja solução é dada por

g(t) = e2utgp, ut =

∫ t

0

ψX ◦ φs(p)ds. (2.15)

Portanto, o fluxo φt de X age por difeomorfismos conformes com fator e2ut .

Agora vamos calcular a adjunta da divergência de campos vetoriais quando nos res-

tringimos a (0, 2)-tensores simétricos. Para isso precisamos do seguinte caso particular

do teorema da Divergência 1.10:

Lema 2.4. Seja (Mn, g) uma variedade Riemaniana compacta e orientável com bordo

∂M . Se ω ∈ X∗(M) e T é um tensor 2-covariante simétrico (T ∈ S2(M)), então∫
M

〈S(∇ω), T 〉 dVM =

∫
∂M

〈
ω ⊗ ν[, T

〉
dV∂M −

∫
M

〈ω, div T 〉 dVM .

Demonstração. Pela Observação 1.2, temos que ∇ω = S(∇ω) + A(∇ω). Logo, é
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suficiente mostrar que 〈∇ω, T 〉 = 〈S(∇ω), T 〉, ou equivalentemente, 〈A(∇ω), T 〉 = 0.

Em coordenadas,

A(∇ω)ij =
1

2
(ωj;i − ωi;j)

=
1

2
(∂i(ωj)− ∂j(ωi) + (Γkji − Γkij)ωk)

=
1

2
(∂i(ωj)− ∂j(ωi)).

Como T é simétrico, temos que 〈A(∇ω), T 〉 =
1

2
gikgjl(∂k(ωl)− ∂l(ωk))Tij = 0.

Se fizermos ω = X[, segue imediatamente que:

Corolário 2.5. Se X ∈ X(M), então∫
M

〈(−divg)∗X,T 〉g dVg
M =

∫
∂M

T (X, νg) dVg
∂M −

∫
M

〈
X[, divg T

〉
g

dVg
M ,

onde definimos a seguinte adjunta operando em campos vetoriais:

(−div)∗ : X(M)→ S2(M), (−div)∗X 7→ S(∇X[).

Mais especificamente, dados Y, Z ∈ X(M)

(−divh)∗X(Y, Z) =
1

2
(Y 〈X,Z〉 − 〈X,∇YZ〉+ Z〈X, Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉)

=
1

2
(〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉)

=
1

2
LXg(Y, Z).

Pela Equação 2.14, obtemos finalmente para X Killing conforme

(−divg)∗X =
1

2
LXg =

1

n
(divgX)g. (2.16)

Lema 2.6 (Identidade Integral de Bianchi.). Seja h uma métrica Riemanniana em

uma variedade compacta e orientável Ω com bordo ∂Ω e X um campo Killing conforme.

Então ∫
∂Ω

Eh(X, νh) dVh
∂Ω =

2− n
2n

∫
Ω

Sh(divhX) dVh
Ω,

onde νh é o campo normal unitário externo a ∂Ω.

Demonstração. Da identidade contráıda de Bianchi 1.6, temos que divhEh = 0. Dáı,
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pelo Corolário 2.5, segue que∫
∂Ω

Eh(X, νh) dVh
∂Ω =

∫
∂Ω

(
Rich − 1

2
Shh

)
(X, νh) dVh

∂Ω

=

∫
Ω

〈
Rich − 1

2
Shh, (−divh)∗X

〉
h

dVh
Ω,

Pela Equação 2.16, encontramos∫
∂Ω

(
Rich − 1

2
Shh

)
(X, νh) dVh

∂Ω =
1

n

∫
Ω

trh

(
Rich − 1

2
Shh

)
(divhX) dVh

Ω

=
2− n

2n

∫
Ω

Sh(divhX) dVh
Ω,

e isso conclui a prova.

Lema 2.7. Seja h uma métrica Riemanniana C3 e X um campo Killing conforme. Se

h é uma métrica de Einstein com constante λ(n − 1), então V = divhX pertence ao

núcleo de DS∗h. Mais precisamente,

Hessh V = λV h. (2.17)

Demonstração. Pelo Lema 2.3 temos que DS∗h(V ) = Hessh V − (∆h V )h− V Rich, logo

seu núcleo é o conjunto das soluções de 2.17 se Rich = λ(n− 1)h.

Seja φt o fluxo local de X, o qual, pela Equação 2.15, age por difeomorfismos

conforme com fator e2ut no tempo t ≥ 0, com u0 = 0. Segue que

Ricφ
∗
t h = φ∗tRich = λ(n− 1)φ∗th,

que pode ser escrito na forma

Rice
2uth = λ(n− 1)e2uth,

Pela Proposição 1.8, os tensores de Ricci das duas métricas se relacionam por

Rice
2uth = Rich − (n− 2)

(
Hesshut − dut ⊗ dut

)
+
(
−∆hut − (n− 2)|dut|2h

)
h,

donde podemos deduzir que

−(n− 2)
(
Hesshut − dut ⊗ dut

)
+
(
−∆hut − (n− 2)|dut|2h

)
h = λ(n− 1)(e2ut − 1)h.
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Agora diferenciamos em t = 0. Denotando por u̇ a primeira variação de ut, segue das

equações 2.14 e 2.15

u̇(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

u(t) = ψX(p) =
1

n
divgX(p),

para todo p ∈M . Logo divgX = nu̇. Como u0 = 0, segue que

−(n− 2)Hesshu̇− (∆hu̇)h = 2(n− 1)λu̇h. (2.18)

Tomando o traço, obtemos a identidade

−2(n− 1)∆hu̇ = 2n(n− 1)λu̇,

logo ∆hu̇ = −nλu̇. Inserindo na Equação 2.18 leva a Hesshu̇ = λu̇h, que é a expressão

desejada.

Agora temos os resultados necessários para provar a igualdade entre a expressão

clássica da massa e a versão via tensor de Einstein.

Teorema 2.8. Seja (Mn, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem τ >

(n−2)/2, satisfazendo as condições RT e com Sg, rSg ∈ L1(dVg). Então m(g) = mI(g)

e C(g) = CI(g).

Demonstração. Fixemos uma carta assintótica Φ : M \K → Rn \Br0 . Como a massa é

definida no infinito, podemos substituir a parte compacta K de M pela bola topológica

Br0 na carta. A variedade não é modificada fora de K. Para R� 4r0, definimos uma

função de corte χR que se anula dentro da esfera de raio R/2, é igual a 1 fora da esfera

de raio 3R/4 e satisfaz

|OχR| ≤ C1R
−1, |O2χR| ≤ C2R

−2, e |O3χR| ≤ C3R
−3. (2.19)

para algumas constantes Ci (i = 1, 2, 3) que não dependem de R. Para construir χR,

partimos da função C∞(R)

f(t) =

{
exp(−t−1) t > 0,

0 t ≤ 0.

Com isso, definimos

ψ(t) =
f(t)

f(t) + f(1− t)
,
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de modo que ψ é identicamente 1 quando t ≥ 1 e é nula se t ≤ 0. Agora escrevemos

φ(t) = ψ(t+ 2)ψ(2− t).

Essa função é nula se |t| ≥ 2 e idêntica a 1 se |t| ≤ 1. Além disso, as derivadas de

todas as ordens de φ são limitadas em toda a reta R. Agora faremos uma mudança de

variáveis linear que leva o segmento [R
2
, 3R

4
√
n
] para [1, 2]:

s 7→ t =
4s
√
n+R(3− 4

√
n)

R(3− 2
√
n)

,

Dáı, temos a composta k(s) = φ(t(s)). Constrúımos χR da forma

χR(x) = 1− k(x1) . . . k(xn),

é de fácil verificação que tal função satisfaz as condições dadas acima. Denotemos

χ = χR e definimos a seguinte métrica no anel ΩR = A(R
4
, R):

h = χg + (1− χ)δ,

e colamos a métrica Euclidiana dentro da bola B(R
4

), obtendo assim uma métrica

completa em Rn que também denotaremos por h.

Seja agora X um campo de Killing conforme em relação à métrica Euclidiana δ. O

Lema 2.7 nos diz que V = divδX pertence a kerDS∗δ . Agora aplicamos o Corolário 2.5

sobre o anel ΩR = A(R
4
, R):∫

Sn−1
R

(
Ricg − 1

2
Sgg

)
(X, νg) dVg

Sn−1
R

=

∫
ΩR

〈
Rich − 1

2
Shh, (−divh)∗X

〉
h

dVh
ΩR
,

Note que a contribuição em R
4

para a integral do bordo se anula, pois h é plana nessa

região. Pela Equação 2.16, decompomos

(−divh)∗X =
1

n
(divhX)h− (divh)∗0X,
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onde −(divh)∗0X é a parte sem traço. Dessa forma,∫
Sn−1
R

(
Ricg − 1

2
Sgg

)
(X, νg) dVg

Sn−1
R

=
1

n

∫
ΩR

trh

(
Rich − 1

2
Shh

)
(divhX) dVh

ΩR

−
∫
ΩR

〈
Rich − 1

2
Shh, (divh)∗0X

〉
h

dVh
ΩR
.

Logo,∫
SR

(
Ricg − 1

2
Sgg

)
(X, νg) dVg

Sn−1
R

=
2− n

2n

∫
ΩR

(divhX)Sh dVh
ΩR

−
∫
ΩR

〈
Rich − 1

2
Shh, (divh)∗0X

〉
h

dVh
ΩR
. (2.20)

Agora escolhemos o campo radial X = r∂r. Com isso,

LXδ(Y, Z) =δ(∇̄YX,Z) + δ(∇̄ZX, Y )

=δ(Y i∇̄iX,Z) + δ(Zi∇̄iX, Y )

=δ(Y i∂i, Z) + δ(Zi∂i, Y )

=2δ(Y, Z),

logo X é Killing conforme com relação a δ. Além disso, divδX = n e (divδ)∗0X = 0,

pois

(divδ)∗0X =(divδ)∗X +
1

n
(divδ)δ

=− 1

2
LXδ + δ

=− δ + δ = 0

Podemos substituir dVh, divh e (divh)∗0 pelos seus respectivos termos calculados na

métrica δ. De fato, das condições de decaimento calculadas na Proposição 2.1, das

propriedades da função de corte χ 2.19, do fato de τ > (n−2)/2 e de |X| = r, obtemos
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do primeiro termo no lado direito de 2.20:∣∣∣∣∣∣
∫
ΩR

ShdivhX dVh
ΩR
−
∫
ΩR

ShdivδX dVδ
ΩR

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫
ΩR

ShdivhX(1 +O(r−τ )) dVδ
ΩR
−
∫
ΩR

ShdivδX dVδ
ΩR

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
ΩR

∣∣Sh(divhX − divδX)
∣∣ dVδ

ΩR
+

∫
ΩR

∣∣ShdivhX(O(r−τ ))
∣∣ dVδ

ΩR

≤ C(|Γ||X||Sh|)Rn ≤ CR−2τ−2+n, (2.21)

para R suficientemente grande. Aqui |Γ| := sup
{

Γkij(x);x ∈ ΩR e i, j, k = 1, . . . , n
}

,

que existe, pois ΩR é limitado. Como (divδ)∗0X = 0, o último termo em 2.20 pode ser

tratado do mesmo jeito. Expressando em coordenadas, temos que

(divh)∗0Xij = −1

2
(〈∇iX, ∂j〉+ 〈∇jX, ∂i〉) +

hij
n

divhX

= −1

2
((∂ix

k)hkj + Γnimx
mhnj + (∂jx

k)hki + Γnjmx
mhni) + hij +

hij
n

Γnnmx
m

= −1

2
(δki hkj + δkj hki + Γnimx

mhnj + Γnjmx
mhni) + hij +

hij
n

Γnnmx
m

= −1

2
(hij + hji + Γnimx

mhnj + Γnjmx
mhni) + hij +

hij
n

Γnnmx
m

=
hij
n

Γnnmx
m − 1

2
(Γnimx

mhnj + Γnjmx
mhni).

Logo,

〈
Rich, (divh)∗0X

〉
h

= hikhjl(Rich)kl

(
hij
n

Γnnmx
m − 1

2
Γnimx

mhnj −
1

2
Γnjmx

mhni

)
= (Rich)kl

(
1

n
δkj h

jlΓnnmx
m − 1

2
δlnh

ikΓnimx
m − 1

2
δknh

jlΓnjmx
m

)
= (Rich)kl

(
1

n
hklΓnnmx

m − 1

2
hikΓlimx

m − 1

2
hjlΓkjmx

m

)
.
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Da mesma forma,〈
−1

2
Shh, (divh)∗0X

〉
h

= −hikhjl 1
2
Shhkl

(
1

n
hijΓ

n
nmx

m − 1

2
Γnimx

mhnj −
1

2
Γnjmx

mhni

)
= −1

2
Shhij

(
1

n
hijΓ

n
nmx

m − 1

2
Γnimx

mhnj −
1

2
Γnjmx

mhni

)
= −1

2
ShΓnnmx

m +
1

4
ShδinΓnimx

m +
1

4
ShδjnΓnjmx

m

= 0.

Juntando os dois produtos internos, segue que〈
Rich − 1

2
Shh, (divh)∗0X

〉
h

= (Rich)klh
ikhjl(n−1Γnnmhijx

m − 2−1Γnimhnjx
m − 2−1Γnjmhnix

m)

= (Rich)kl(n
−1δkj h

jlΓnnmx
m − 2−1δlnh

ikΓnimx
m − 2−1δknh

jlΓnjmx
m)

= (Rich)kl(n
−1hklΓnnmx

m − 2−1hikΓlimx
m − 2−1hjlΓkjmx

m).

Pelas mesmas razões da desigualdade 2.21, segue que para R suficientemente grande∫
ΩR

〈
Rich − 1

2
Shh, (divh)∗0X

〉
h

dVh
ΩR
≤ C(|Γ||X||Rich|)Rn ≤ CR−2τ−2+n, (2.22)

para R grande o suficiente. Aqui |Rich| := sup {Ricij(x);x ∈ ΩR e i, j = 1, . . . , n}, que

existe, pois ΩR é limitado. Da Equação 2.20 junto com as desigualdades 2.21 e 2.22

acima, conclúımos que∫
SR

(
Ricg − 1

2
Sgg

)
(X, νg) dVg

SR
=

2− n
2n

∫
ΩR

(divδX)Sh dVδ
ΩR

+ o(1). (2.23)

Agora argumentamos conforme a análise de Michel expressa pela Equação 2.8). Apli-

cando na região ΩR:∫
ΩR

(divδX)Sh dVδ
ΩR

=

∫
Sn−1
R

U(divδX, g, δ)(νδ) dVδ
Sn−1
R

+

∫
Sn−1
R/4

U(divδX, h, δ)(νδ) dVδ
Sn−1
R/4

+

∫
ΩR

(divδX)Q(h, δ) dVδ
ΩR
.

Como h = δ em |x| = R/4, a contribuição da integral de fronteira em Sn−1
R/4 se anula.

Além disso, levando-se em consideração as propriedades 2.19 de χ, as condições de

decaimento com τ > (n − 2)/2 e que divδX = n, temos que a integral com o termo
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quadrático Q tende a 0 quando R tende ao infinito. Usando 2.23, obtemos

cn

∫
Sn−1
R

Eg(X, νg) dVg

Sn−1
R

= cn

∫
Sn−1
R

(
Ricg − 1

2
Sgg

)
(X, νg) dVg

Sn−1
R

=
2− n

2
m(g) + o(1),

o que dá, no caso da massa, o resultado esperado.

Para provar a igualdade no caso do centro de massa, escolhemos X = X(α) =

|x|2∂α − 2xαxi∂i. Dáı, podemos computar

LX(α)
δ(Y, Z) = δ(Y i∇̄iX(α), Z) + δ(Zi∇̄iX(α), Y )

= δ(Y i∂i(r
2 − 2(xα)2)∂α +

∑
j 6=α

Y i∂i(−2xαxj)∂j, Z)

+ δ(Zi∂i(r
2 − 2(xα)2)∂α +

∑
j 6=α

Zi∂i(−2xαxj)∂j, Y )

= δ(−2Y αxα∂α + 2(
∑
i 6=α

Y ixi)∂α +
∑
i 6=α

(−2Y αxj − 2Y jxα)∂j, Z)

+ δ(−2Zαxα∂α + 2(
∑
i 6=α

Zixi)∂α +
∑
i 6=α

(−2Zαxj − 2Zjxα)∂j, Y ).

= δ(−2Y αxi∂i + 2(
∑
i 6=α

Y ixi)∂α − 2xα
∑
j 6=α

Y j∂j, Z)

+ δ(−2Zαxi∂i + 2(
∑
i 6=α

Zixi)∂α − 2xα
∑
j 6=α

Zj∂j, Y ).

LX(α)
δ(Y, Z) = − 2Y α(

∑
i

Zixi) + 2Zα(
∑
i 6=α

Y ixi)− 2xα
∑
i 6=α

ZiY i

− 2Zα(
∑
i

Y ixi) + 2Y α(
∑
i 6=α

Zixi)− 2xα
∑
i 6=α

ZiY i

= − 4xα(
∑
i 6=α

Y iZi)− 2Y αY αxα − 2ZαY αxα

= − 4xα(
∑
i

Y iZi) = −4xαδ(Y, Z).

Assim, X(α) é Killing conforme. Mais ainda, divδX(α) = −2nxα = 2nW (α) e

(divδ)∗0X(α) = −1

2
LX(α)

δ +
1

n
(−2nxα)δ

= 2xαδ − 2xαδ = 0.
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Agora podemos usar o mesmo argumento anterior ao substituir a métrica h por δ:∫
ΩR

ShdivhX(α) dVh
ΩR
−
∫
ΩR

ShdivδX(α) dVδ
ΩR

=

∫
ΩR

ShdivhX(α)(1 +O(r−τ )) dVδ
ΩR
−
∫
ΩR

ShdivδX(α) dVδ
ΩR
.

Expressando em coordenadas, temos∣∣∣∣∣∣
∫
ΩR

ShdivhX(α) dVh
ΩR
−
∫
ΩR

ShdivδX(α) dVδ
ΩR

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
ΩR

∣∣Sh(divhX(α) − divδX(α))
∣∣ dVδ

ΩR
+

∫
ΩR

∣∣ShdivhX(α)(O(r−τ ))
∣∣ dVδ

ΩR

=

∫
ΩR

∣∣∣∣∣Sh
(

Γiiα(r2 − 2(xα)2) +
∑
j 6=α

Γiij(−2xαxi)

)∣∣∣∣∣ dVδ
ΩR

+

∫
ΩR

∣∣∣∣∣Sh
(

Γiiα(r2 − 2(xα)2) +
∑
j 6=α

Γiij(−2xαxi)

)
(O(r−τ ))

∣∣∣∣∣ dVδ
ΩR

+

∫
ΩR

∣∣Sh(−2nxα)(O(r−τ ))
∣∣ dVδ

ΩR
.

Usando as condições RT com τ > (n − 2)/2, ou, mais precisamente, as ordens de

decaimento da Proposição 2.2, e novamente as propriedades da função de corte χ:∣∣∣∣∣∣
∫
ΩR

ShdivhX(α) dVh
ΩR
−
∫
ΩR

ShdivδX(α) dVδ
ΩR

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
ΩR

∣∣∣∣∣
(

(ShΓiiα)even(r2 − 2(xα)2) + (Sh
∑
j 6=α

Γiij)
even(−2xαxi)

)∣∣∣∣∣ dVδ
ΩR

≤
∫
ΩR

∣∣∣∣∣
(

(ShΓiiα)even(r2 − 2(xα)2) + (Sh
∑
j 6=α

Γiij)
even(−2xαxi)

)
O(r−τ )

∣∣∣∣∣ dVδ
ΩR

+

∫
ΩR

∣∣(Sh)odd(−2nxα)(O(r−τ ))
∣∣ dVδ

ΩR

≤ CRn(R−τ−1R2R−τ−3 +R−τ−2R2R−τ−2 +RR−τ−3R−τ )

= CR−2τ−2+n,

para R suficientemente grande. Já que (divδ)∗0X(α) = 0, podemos fazer os mesmos

cálculos que fizemos com o campo radial em 2.22 e utilizar os mesmos decaimentos
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acima para concluir que∫
ΩR

〈
Rich − 1

2
Shh, (divh)∗0X(α)

〉
h

dVh
ΩR

= o(1).

Agora argumentamos conforme a análise de Michel expressa pela Equação 2.8). Apli-

cando na região ΩR:∫
ΩR

(divδX(α))S
h dVδ

ΩR
=

∫
Sn−1
R

U(divδX(α), g, δ)(ν
δ) dVδ

Sn−1
R

+

∫
Sn−1
R/4

U(divδX(α), h, δ)(ν
δ) dVδ

Sn−1
R/4

+

∫
ΩR

(divδX(α))Q(h, δ) dVδ
ΩR
.

Agora basta relacionar com o centro de massa:

cn

∫
Sn−1
R

(
Ricg − 1

2
Sgg

)
(X(α), ν

g) dVg

Sn−1
R

= (n− 2)m(g)cα(g) + o(1),

como esperado.

2.5 Variedades Assintoticamente Hiperbólicas

Nesta seção mostraremos que a mesma abordagem pode ser usadas para obter ex-

pressões análogas em outros espaços onde invariantes assintóticos podem ser definidos.

Retomando o que já fizemos, vemos que as provas se baseiam nos seguintes fatos cru-

ciais:

1. A definição do invariante deve vir de um funcional Riemanniano, o qual deve

estar vinculado com alguma reformulação da identidade de Bianchi;

2. Deve existir uma ligação entre campos de Killing conforme e funções no núcleo

da adjunta do operador linearização do funcional.

Na presença desses dois fatores, a igualdade entre as definições clássicas dos invariantes

e as versões intŕınsecas segue-se com as estimativas oriundas das condições de decai-

mento. Veja por exemplo a equação 2.20 e os argumentos ao redor dela.

Insistimos no fato de que essa ideia é completamente geral e pode ser aplicado

em diferentes espaços. Como exemplo disso, estudaremos o caso as variedades as-

sintoticamente hiperbólicas. A massa foi definida por Chruściel e Herzlich ([19]) e
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

independentemente por Wang ([65]), veja [32] para uma comparação.

Definição 2.7. Seja (Mn, g), n ≥ 3 uma variedade Riemanniana completa. Dizemos

que (M, g) é assintoticamente hiperbólica de ordem τ > 0, se existe subconjunto

compacto K ⊂ M e um difeomorfismo Φ : M \ K → Hn \ Br0, para algum r0 > 0

(Hn equipado com a métrica b = dr2 + sinh2 rgSn−1), satisfazendo a seguinte condição:

se (ε0 = ∂r, ε1, . . . , εn) é uma base b-ortonormal, e gij = g(εi, εj) satisfaz as seguintes

condições de decaimento:

gij(x)− δij = O(e−τr), ∇k gij = O(e−τr), ∇2

kl gij = O(e−τr), (2.24)

onde a conexão ∇ refere-se à métrica b.

Definição 2.8. Se τ > n
2

e (Sg + n(n− 1)) é integrável em L1(erdV b), o mapa linear

M(g) definido por

W 7→ cn lim
r→∞

∫
Sn−1
r

[W (divb(g − b)− d trb(g − b))

− ι∇bW (g − b) + trb(g − b)dW ](νb) dVb
Sn−1
r

está bem definido no núcleo de DS∗b e é independente da carta assintótica. Chamamos

a aplicação acima de massa da variedade assintoticamente hiperbólica (M, g).

Existência e invariância da massa pode ser provada usando a abordagem de Michel

([51]).

Os campos de Killing conforme no modelo hiperbólico são os mesmos que no caso

Euclidiano, mas a divergência agora deve ser calculada com respeito à métrica hi-

perbólica. O modelo da bola de Poincaré Bn identifica-se com o hiperboloide Hn ⊂ Rn=1

por meio da aplicação π : Hn → Bn, π(x0, x1, . . . , xn) = u = (u1, . . . , un):

π−1(u) =

(
1 + |u|2

1− |u|2
,

2u

1− |u|2

)
Temos

bij =
4

(1− |u|2)2
δij, bij =

(1− |u|2)2

4
δij e bij,k =

16uk

(1− |u|2)3
δij.

Com isso, obtemos os śımbolos de Christoffel:

Γkij =
2

1− |u|2
(uiδjk + ujδik − ukδij).
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Agora calculamos a divergência do campo radial X(0) = ui∂i:

divbX(0) = ∂iu
i + Γiiju

j = n+
2n|u|2

1− |u|2
= n

(
1 + |u|2

1− |u|2

)
Logo, divbX(0) = nx0.

Escolhendo os campos X(α) = 2uαui∂i − |u|2∂α (α = 1, . . . , n), encontramos

divbX(α) = 2nuα +
2nuα|u|2

1− |u|2
=

2nuα

1− |u|2
.

Logo, divbX(α) = nxα.

Podemos agora argumentar como no caso anterior, mas modificando o tensor de

Einstein

Ẽg = Eg − (n− 1)(n− 2)

2
g = Ricg − 1

2
Sgg − (n− 1)(n− 2)

2
g.

A fórmula análoga à identidade integral de Bianchi no Lema 2.6, para um campo de

Killing conforme X, é da forma∫
∂Ω

Ẽg(X, νg) dVg
∂Ω =

∫
Ω

〈
Ẽg, (−divg)∗X

〉
g

dVg
Ω

= − 1

n

∫
Ω

(divgX) trg

(
Eg − (n− 1)(n− 2)

2
g

)
dVg

Ω

=
2− n

2n

∫
Ω

(Sg + n(n− 1))(divgX) dVg
Ω,

e notamos que o lado direito é a expressão esperada para aplicar a análise de Michel

para a definição da massa ([19, 51]). Prosseguindo com a prova, o argumento agora

é similar ao dado anteriormente e, por isso, ao manter a mesma notação da seção

anterior: ∫
∂Ω

Ẽh(X, νg) dVh
∂Ω =

2− n
2n

∫
Ω

(Sh + n(n− 1))(divhX(i)) dVh
Ω

+

∫
Ω

〈
Ẽh, (divh)∗0X(i))

〉
dVh

Ω
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e levando em consideração o decaimento exponencial, temos que∫
ΩR

(Sh + n(n− 1))(divhX) dVh
ΩR

=

∫
Sn−1
R

U(divbX, g, b) dVb
Sn−1
R

+ o(1).

A relação entre a divergência dos campos de Killing conforme e os elementos de kerDS∗b

vem novamente do Lema 2.7, e conclúımos da igualdade acima a seguinte definição

alternativa envolvendo o tensor de Einstein:

Teorema 2.9. Para i ∈ {0, . . . , n},

M(g)[V (i)] =
1

n
M(g)[divbX(i)] = dn lim

r→∞

∫
Sn−1
r

Ẽg(X(i), νb) dVb
Sn−1
r

.
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Caṕıtulo 3

A Massa ABL via Tensor de

Einstein e de Newton

Almaraz, Barbosa, e De Lima ([3]) consideraram variedades Riemannianas com

bordo não-compacto e uma noção de massa atrelada que denominaremos de massa

ABL.

Na Seção 3.1, introduzimos esses conceitos e, para defini-los, em vez do espaço Eu-

clidiano todo, Rn, devemos considerar o semi-espaço superior Rn
+ = {x ∈ Rn; xn ≥ 0}

como referência para o sistema de coordenadas assintóticas. Além disso, fixado r0 > 0,

denotamos o conjunto Rn
r0,+

:=
{
x ∈ Rn

+; r > r0

}
.

Na Seção 3.2, deduzimos os decaimentos dos objetos de geométricos associados à

nova classe de variedades assintoticamente planas e mostraremos, como no caso ante-

rior sem bordo, que o limite assintótico que define a massa ABL é finito.

Por fim, na Seção 3.3 vamos provar a igualdade entre a definição original e a refor-

mulação geométrica da massa ABL. Para isso, vamos adaptar o método utilizado no

caṕıtulo anterior por Herzlich [32].

3.1 Variedades Assintoticamente Planas com Bordo

Não Compacto

Para introduzir os conceitos necessários, assumimos também neste caṕıtulo que as

variedades assintóticas tem apenas um fim.

Definição 3.1. Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade Riemanniana completa e orientada

com bordo não compacto Σ. Dizemos que (M, g) é assintoticamente plana de ordem

τ > 0, se existe subconjunto compacto K de M e um difeomorfismo Φ : M \K → Rn
r0,+

,
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para algum r0 > 0, de modo que nas coordenadas induzidas por Φ(p) = x = (x1, ..., xn),

|gij(x)− δij|+ r|gij,k(x)|+ r2|gij,kl(x)| = O(r−τ ).

A métrica g, a carta Φ e suas coordenadas são ditas assintoticamente planas ou

simplesmente assintóticas, caso o contexto deixe claro que se trata de uma variedade

assintoticamente plana.

Como já observado no caso sem bordo, na presença de uma carta assintótica Φ

podemos identificar M \ K com Rn
r0,+

. Isso nos permite definir para r0 < r < r′,

Mr,r′ := {x ∈M \K; r ≤ |x| ≤ r′}, Σr,r′ = {x ∈ ∂(M \K); r ≤ |x| ≤ r′} e o (n − 1)-

hemisfério coordenado Sn−1
r,+ =

{
x ∈ Rn

+; |x| = r
}

, de forma que

∂Mr,r′ = Sn−1
r,+ ∪ Σr,r′ ∪ Sn−1

r′,+ .

Representamos por µδ o campo normal unitário externo a Sn−1
r,+ , computado com res-

peito à métrica δ. Também consideramos a (n − 2)-esfera Sn−2
r = ∂Sn−1

r,+ munido do

campo co-normal unitário ϑδ, que é tangente a Σ (veja a Figura 3.1 abaixo). Vamos pre-

servar a convenção de Einstein para somatórios, mas chamando atenção para a seguinte

notação: usaremos ı́ndices latinos para quantidades variando de 1 a n (i, j, k = 1, ..., n)

e ı́ndices gregos para aquelas variando de 1 a n − 1 (α, β = 1, ..., n − 1). Observe

que, ao longo de Σ, {∂α} expande TΣ enquanto que ηδ = −∂n é o campo normal

unitário externo ao longo de Σ. Além disso, também denotaremos pelo mesmo śımbolo

as métricas induzidas em Σ.

Nesse contexto, para definir a massa ABL aproveitamos a 1-forma definida anteri-

ormente na Equação 1.9

U(W, g, δ) = W (divδg − d trδ g)− ιDδW (g − δ) + trδ(g − δ)dW, (3.1)

onde W é uma função do Rn
+. Também retomamos as constantes

cn =
1

2(n− 1)ωn−1

, dn =
1

(n− 1)(2− n)ωn−1

,

onde ωn−1 é o volume da (n− 1)-esfera unitária.

Definição 3.2. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ >

(n− 2)/2 e bordo não compacto Σ. Suponha que a curvatura escalar Sg seja integrável

e que Σ, orientado pelo campo normal unitário externo ηg, tenha curvatura média
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xn

Rn−1

µδ

ϑδ

ηδ

Sn−2
r,+

Sn−1
r,+

K

Figura 3.1: Hemisfério coordenado Sn−1
r,+ em M \K.

Hg = divg ηg também integrável. Chamamos de massa ABL, a quantidade

m(g) = cn lim
r→∞

 ∫
Sn−1
r,+

U(1, g, δ)(µδ) dVδ
Sn−1
r,+
−
∫
Sn−2
r

g(ηδ, ϑδ) dVδ
Sn−2
r

 (3.2)

Em coordenadas, m(g) é dada por

m(g) = cn lim
r→∞

 ∫
Sn−1
r,+

∑
i,j

(gij,j − gjj,i)µi dVδ
Sn−1
r,+

+

∫
Sn−2
r

gαnϑ
α dVδ

Sn−2
r

 ,
Observação 3.1. Almaraz, Barbosa, e De Lima em [3] provaram que sob as hipóteses

dadas na definição acima, a massa ABL é finita e seu valor não depende da carta

assintótica escolhida.

Também vamos definir um conceito alternativo de massa em termos de objetos

geométricos fundamentais. Retomamos agora o tensor de Einstein

Eg = Ricg − Sg

2
g,
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e introduzimos o tensor de Newton ao longo do bordo:

Jg = Ag −Hgg,

onde Ag é a segunda forma fundamental de Σ em relação a −ηg, o campo normal,

unitário e interno, e Hg = trg A
g é a curvatura média. Como no caso sem bordo, esses

tensores devem ser avaliados no campo radial X = r∂r = xi∂i.

Definição 3.3. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana com as condições

impostas na Definição 3.2. Considere o campo vetorial radial X = r∂r = xi∂i definido

em uma carta assintótica. Com isso, definimos a massa intŕınseca como

mI(g) = dn lim
r→∞

 ∫
Sn−1
r,+

Eg(X, νg) dVg

Sn−1
r,+

+

∫
Sn−2
r

Jg(X,ϑg) dVg

Sn−2
r

 . (3.3)

Observação 3.2. Como vimos anteriormente no caso sem bordo, a partir da técnica

usada por Herzlich ([31]) fomos capazes de exibir a massa ADM em termos do tensor

de Einstein (m(g) = mI(g)). Girão, Montalbán e De Lima ([24]), bem como Chai

([16]), trabalhando de forma independente, adaptaram esse mesmo método ao contexto

atual com bordo não compacto a fim de provar a igualdade entre as duas versões acima

para a massa ABL. Isso é o que faremos mais adiante.

3.2 Existência da Massa ABL

Nesta seção, provaremos a existência do limite que define a massa com as hipóteses

dadas na Definições 3.2. Para isso, precisamos calcular as ordens de decaimento dos

objetos geométricos que vamos utilizar.

Lema 3.1. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ > 0 com

bordo não compacto. Então temos os seguintes decaimentos:

(i) dVg

Sn−1
r,+

= (1 +O(r−τ ))dVδ
Sn−1
r,+

e dVg

Sn−2
r

= (1 +O(r−τ ))dVδ
Sn−2
r

;

(ii) detG = 1 +O1(r−τ ),
√

detG = 1 +O(r−τ ), onde G = (gij);

(iii) gij(x) = δij +O1(r−τ );

(iv) Γkij(x) = O1(r−τ−1), Ricij(x) = O(r−τ−2) e S(x) = O(r−τ−2);

(v) Aαβ = O(r−τ−1) e Hg = O(r−τ−1).
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Demonstração. Fixemos uma carta assintótica (M \K,Φ). Para provar (i) considere

{ei}ni=1 um δ-referencial ortonormal com en = µδ, o campo normal unitário externo aos

hemisférios coordenados. Temos que ei = aji∂j com (aji ) sendo uma matriz ortogonal e

|aji | ≤ 1. Logo,

g(ei, ej) = aki a
l
igkl = aki a

l
i(δkl +O(r−τ ))

=
∑
k

aki a
k
i +O(r−τ ) = δij +O(r−τ )

Seja ωi = e[i, com i = 1, . . . , n− 1 o δ-co-referencial dual a {ei}. Então, em Sn−1
r,+ ,

dVg =
√

det g(ei, ej)ω
1 ∧ · · · ∧ ωn−1

= (1 +O(r−τ ))ω1 ∧ · · · ∧ ωn−1

= (1 +O(r−τ ))dVδ

Similarmente, em Sn−2
r temos que dVg = (1 +O(r−τ ))dVδ.

Os itens de (ii) a (iv) são provados de forma idêntica ao item (iii) da Proposição

2.1.

Com os campos ortonormais ∂n = −ηδ e ηg = −(gnn)−
1
2 gni∂i = −(gnn)

1
2∂n −

(gnn)−
1
2 gnα∂α, podemos calcular as ordens de decaimento da segunda forma fundamen-

tal A. Pela definição:

Aαβ = −〈ηg,∇α∂β〉g
= 〈(gnn)−

1
2 gni∂i,Γ

n
αβ∂n〉g

= (gnn)−
1
2 Γnαβ

=
1

2
(gnn)−

1
2 gni(gβi,α + gαi,β − gαβ,i)

=
1

2
(gnn)

1
2 (gβn,α + gαn,β − gαβ,n) +

1

2
(gnn)−

1
2 gnγ(gβγ,α + gαγ,β − gαβ,γ).

Agora utilizamos o decaimento em (ii) e da derivada da métrica:

Aαβ =
1

2
(1 +O(r−τ ))(gβn,α + gαn,β − gαβ,n) +O(r−2τ−1)

=
1

2
(gβn,α + gαn,β − gαβ,n) +O(r−2τ−1)

= O(r−τ−1)

Lembremos aqui a convenção de denotar a métrica induzida no bordo Σ pela mesma

letra g. Tal como foi calculado acima, podemos finalizar o item (v). A curvatura média
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de Σ é dada por

H = gαβAαβ

=
1

2
gαβ(gnn)−

1
2 gni(gβi,α + gαi,β − gαβ,i)

=
1

2
gαβ(gnn)

1
2 (gβn,α + gαn,β − gαβ,n) +O(r−2τ−1)

=
1

2
gαβ(gnn)

1
2 (2gnα,β − gαβ,n) +O(r−2τ−1)

=
1

2
(gnn)

1
2 (2gnα,α − gαα,n) +

∑
γ 6=α

1

2
gαγ(gnn)

1
2 (2gnα,γ − gαγ,n) +O(r−2τ−1)

=
1

2
(2gnα,α − gαα,n) +O(r−2τ−1)

= O(r−τ−1),

Tal como na demonstração do Teorema 2.8, usamos uma função de corte para colar

a bola B̄n
r0,+

em (M \ K). Para R � 4r0, definimos uma função de corte χR que se

anula dentro da esfera de raio R/2, é igual a 1 fora da esfera de raio 3R/4 e satisfaz

|OχR| ≤ C1R
−1, |O2χR| ≤ C2R

−2, e |O3χr| ≤ C3R
−3,

para algumas constantes Ci (i = 1, 2, 3) que não dependem de R. Denotemos χ = χR

e definimos a seguinte métrica em MR := MR/4,R e em ΣR := ΣR/4,R (ver Figura 3.2):

h = χg + (1− χ)δ, (3.4)

e colamos a métrica Euclidiana dentro de B̄n
R/4,+ =

{
x ∈ Rn

+; |x| ≤ R/4
}

, obtendo as-

sim uma métrica completa em Rn
+ que também denotaremos por h.

Para demonstrar que a massa é finita, provaremos o seguinte:

Proposição 3.2. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana com as condições

impostas na Definição 3.2. Então

m(g) = cn lim
R→∞

∫
MR

ShdVδ
MR

+ 2

∫
ΣR

HhdVδ
ΣR

 .
Demonstração. Usando 3.1 temos, U(1, h, δ) = divδ h − d trδh ou em coordenadas

U(1, h, δ) = hij,j − hjj,i. Da fórmula de linearização da curvatura escalar (Lemas A.2,
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xn

Rn

µgR

µδR/4

ϑg

ϑδ

ηh

Sn−2
R/4,+Sn−2

R,+

ΣR

Sn−1
R,+

Sn−1
R/4,+

Figura 3.2: Região MR

A.4), temos que

R1 :=

∫
MR

ShdVδ
MR

=

∫
MR

(Sδ +DSδ(h− δ) +Q(δ, h)) dVδ
MR

=

∫
MR

(DSδ(h− δ) +O(r−2τ−2)) dVδ
MR

=

∫
MR

divδ(divδh− dtrδ h) dVδ
MR

+ o(1)

=

∫
∂MR

(divδh− dtrδ h)(N δ) dVδ
∂MR

+ o(1)

=

∫
∂MR

U(1, h, δ)(N δ) dVδ
∂MR

+ o(1)
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Como ∂MR = Sn−1
R/4,+ ∪ ΣR ∪ Sn−1

R,+ , temos que

R1 =

∫
Sn−1
R/4,+

U(1, δ, δ)(−µδR/4) dVδ
Sn−1
R/4,+

+

∫
Sn−1
R,+

U(1, g, δ)(µδR) dVδ
Sn−1
R,+

+

∫
ΣR

U(1, h, δ)(ηδ) dVδ
ΣR

+ o(1)

=

∫
Sn−1
R,+

U(1, g, δ)(µδR) dVδ
Sn−1
r,+

+

∫
ΣR

U(1, h, δ)(ηδ) dVδ
ΣR

+ o(1).

Além disso, pelo Lema 3.1 item (v), temos que

2R2 := 2

∫
ΣR

Hh dVδ
ΣR

= 2

∫
ΣR

(
1

2
(2hnα,α − hαα,n) +O(r−2τ−1)

)
dVδ

ΣR

=

∫
ΣR

(2hnα,α − hαα,n) dVδ
ΣR

+ o(1)

Ao longo de ΣR, temos que ηδ = −∂n e

U(1, h, δ)(ηδ) = (hij,j − hjj,i)(ηδ)i = −hnα,α + hαα,n.

Dáı,

R1 + 2R2 =

∫
Sn−1
R,+

U(1, g, δ)(µδR) dVδ
Sn−1
R,+

+

∫
ΣR

hnα,α dVδ
ΣR

+ o(1)

=

∫
Sn−1
R,+

(gij,j − gjj,i)µi dVδ
Sn−1
R,+

+

∫
Sn−2
R

gnαϑ
α dVδ

Sn−2
R

+ o(1)

Na segunda igualdade acima, usamos o teorema da Divergência 1.12:∫
ΣR

divδ(ι∂nh) dVδ
ΣR

=

∫
Sn−2
R

〈(ϑδ)[, ι∂ng〉δ dVδ
Sn−2
R

+

∫
Sn−2
R/4

〈(−ϑδ)[, ι∂nδ〉δ dVδ
Sn−2
R/4

=

∫
Sn−2
R

g(∂n, ϑ
δ) dVδ

Sn−2
R

Portanto, m(g) = cn lim
r→∞

(R1 + 2R2), cuja existência vem da integrabilidade de Sg e

Hg.

68



3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

3.3 A Massa em Termos dos Tensores de Einstein

e Newton

A partir de agora, andaremos na direção de demonstrar a equivalência entre massas,

assim como sugerido no Caṕıtulo 2.

Proposição 3.3. Seja uma variedade Riemanniana (Mn, h). Então, dado Y ∈ X(M)

e T ∈ S2(M)

divh(ιY T ) = 〈divhT, Y 〉 + 〈T,−(divh)∗0Y 〉 +
1

n
divhY trhT,

onde 〈·, ·〉 sem o sub-́ındice denota a avaliação entre 1-formas e campos vetoriais.

Demonstração. Para melhor compreensão, vamos deixar de lado a convenção de Eins-

tein. Calculando no centro de um sistema de coordenadas normais, temos

divh(ιY T ) =
∑
j

∇j ιY T (∂j)

=
∑
i,j

∇j(Y
iι∂iT )(∂j)

=
∑
i,j

(∂jY
i)ι∂iT (∂j) + Y i(∇j ι∂iT )(∂j)

=
∑
i,j

(∇jY
i)Tij + Y i(∇j ι∂iT )(∂j)

=
∑
i,j

TijY
i

;j +
∑
i

Y idivh(ι∂iT ). (3.5)

Além disso, temos as seguintes igualdades

(divhT )i =
∑
j

∇jT (∂i, ∂j)

=
∑
j

(∂j(Tji)− T (∇j ∂j, ∂i)− T (∂j,∇j ∂i))

=
∑
j

∂j(Tji).
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divh(ι∂iT ) =
∑
j

∇j ι∂iT (∂j)

=
∑
j

∂j(ι∂iT (∂j))− ι∂iT (∇j∂j)

=
∑
j

∂j(Tji).

Logo as duas equações acima são iguais:

(divhT )i = divh(ι∂iT ) (3.6)

Substituindo 3.6 em 3.5, encontramos

divh(ιY T ) =
∑
i,j

TijY
i

;j +
∑
i

Y i(divhT )i =
∑
i,j

TijY
i

;j + Y i∇jTji

Dáı aproveitamos a simetria de T para obter

divh(ιY T ) =
∑
i,j

TijY
i

;j + Y iTij;j

=
∑
i,j

1

2
(TijY

i
,j + TjiY

j
;i ) + Y iTij,j

=
∑
i,j

1

2
Tij(Y

i
;j + Y j

;i ) + Y iTij;j

Como (Y [)i = Y i, temos que 〈divhT, Y [〉h = divhT (Y ) =
∑
i,j

Y iTij;j. Juntando com a

igualdade acima, obtemos

divh(ιY T ) = 〈divhT, Y 〉+
∑
i,j

1

2
Tij(Y

i
;j + Y j

;i ) (3.7)

Agora calculamos a derivada de Lie da métrica:

LY hij = h(∇iY, ∂j) + h(∇jY, ∂i)

= h

(∑
k

(∂iY
k)∂k, ∂j

)
+ h

(∑
k

(∂jY
k)∂k, ∂i

)
= ∂iY

j + ∂jY
i

= ∇iY
j +∇jY

i.
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Com isso, encontramos

1

2
Tij(Y

i
,j + Y j

,i ) =
1

2
〈T,LY h〉h = −〈T, (divh)∗Y 〉h

Substituindo a identidade acima em 3.7, temos que

divh(ιY T ) = 〈divhT, Y 〉 − 〈T, (divh)∗Y 〉h.

Já vimos na demonstração da fórmula integral de Bianchi que

(divh)∗0Y = (divh)∗Y +
1

n
(divhY )h.

Portanto,

divh(ιY T ) = 〈divhT, Y 〉+ 〈T,−(divh)∗0Y 〉+
1

n
divhY trhT

Agora já temos os resultados necessários para provar a igualdade entre as duas

versões da massa.

Teorema 3.4. A massa ABL é igual a massa intŕınseca, isto é,

m(g) = dn lim
r→∞

 ∫
Sn−1
r,+

Eg(X, νg) dVg

Sn−1
r,+

+

∫
Sn−2
r

Jg(X,ϑg) dVg

Sn−2
r

 .
onde X = r∂r é o campo radial em uma carta assintótica.

Demonstração. Podemos integrar ambos os lados da identidade da Proposição 3.3 na

região do anel (MR, h), onde h é a métrica de interpolação dada em 3.4. Assim,

tomamos T = Eh e Y = X,∫
MR

divh(ιXE
h) dVh

MR
=

∫
MR

〈divhEh, X〉h dVh
MR
−
∫
MR

〈Eh, (divh)∗0X〉h dVh
Mr

+
1

n

∫
Mr

(divhX)trhE
h dVh

Mr
.

Aplicando o teorema da Divergência no lado esquerdo e recordando que divhEh = 0 e

trhE
h =

2− n
n

Sh, encontramos

∫
∂MR

Eh(X,Nh) dVh
∂MR

= −
∫
MR

〈Eh, (divh)∗0X〉h dVh
MR

+
2− n

2n

∫
MR

ShdivhX dVh
MR
.

71



3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Como ∂MR = Sn−1
R/4,+ ∪ ΣR ∪ Sn−1

R,+ e Eh = Eδ = 0 em Sn−1
R/4,+, temos que∫

Sn−1
R,+

Eh(X,µhR) dVh
Sn−1
R,+

+

∫
ΣR

Eh(X, ηh) dVh
ΣR

= −
∫
MR

〈Eh, (divh)∗0X〉h dVh
MR

+
2− n

2n

∫
MR

ShdivhX dVh
MR
. (3.8)

Pelos mesmos cálculos feitos no caso sem bordo, temos que LXδ(Y, Z) = 2δ(Y, Z),

divδX = n e (divδ)∗0X = 0. Logo X é Killing conforme com relação a δ.

Das condições de decaimento com τ > (n − 2)/2 e das propriedades da função de

corte χ, segue que∣∣∣∣∣∣
∫
MR

ShdivhX dVh
MR
−
∫
MR

ShdivδX dVδ
MR

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫
MR

ShdivhX(1 +O(r−τ )) dVδ
MR
−
∫
MR

ShdivδX dVδ
MR

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
MR

∣∣Sh(divhX − divδX)
∣∣ dVδ

MR
+

∫
MR

∣∣ShdivhX(O(r−τ ))
∣∣ dVδ

MR

≤ C(|Γ||X||Sh|)Rn ≤ CR−2τ−2+n,

para R grande o suficiente. Logo,∫
MR

ShdivhX dVh
MR
− n

∫
MR

ShdVδ
MR

= o(1). (3.9)

Também similarmente ao caso sem bordo, temos em MR que

〈Eh, (divh)∗0X〉h = O(R−2τ−2),

o que nos dá ∫
MR

〈Eh, (divh)∗0X〉h dVh
MR

= o(1). (3.10)

Juntando as equações 3.9 e 3.10 em 3.8, conclúımos∫
Sn−1
R,+

Eh(X,µhR) dVh
Sn−1
R,+

+

∫
ΣR

Eh(X, ηh) dVh
ΣR

=
2− n

2

∫
MR

Sh dVδ
MR

+ o(1). (3.11)
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Agora tomamos Y = X|Σr e T = Jh, o tensor de Newton, e integramos 3.8 em ΣR∫
ΣR

divh(ιXJ
h) dVh

ΣR
=

∫
ΣR

〈divhJh, X〉h dVh
ΣR
−
∫
ΣR

〈Jh, (divh)∗0X〉h dVh
ΣR

+
1

n− 1

∫
ΣR

(divhX)trhJ
h dVh

ΣR
.

Aplicando o teorema da Divergência no lado esquerdo e usando os seguintes resultados:

divhJh = ιηhRich e trhJ
h = (2− n)Hh, segue que∫

∂ΣR

Jh(X,Nh) dVh
ΣR

=

∫
ΣR

Rich(ηh, X) dVh
ΣR
−
∫
ΣR

〈Jh, (divh)∗0X〉h dVh
ΣR

+
2− n
n− 1

∫
ΣR

HhdivhX dVh
ΣR
.

Como ∂ΣR = Sn−2
R/4 ∪ S

n−2
R , temos que∫

∂ΣR

Jh(X,Nh) dVh
ΣR

=

∫
Sn−2
R/4

Jh(X,−ϑh) dVh
Sn−2
R/4

+

∫
Sn−2
R

Jh(X,ϑh) dVh
Sn−2
R

.

Note que, para algum r0 < r′ < R/4, temos que h = δ em uma vizinhança de Σr′,R/4,

inclusive em Sn−2
R/4 , dáı segue-se que ∇αη

h = −∇̄α(∂n) = 0 e consequentemente, Ahαβ =

Hh = 0 em Sn−2
R/4 . O que nos dá Jh(X,−ϑh) = Jδ(X,−ϑδ) = 0 em Sn−2

R/4 .

Com isso, temos que∫
Sn−2
R

Jh(X,ϑh) dVh
Sn−2
R

=

∫
ΣR

Rich(ηh, X) dVh
ΣR
−
∫
ΣR

〈Jh, (divh)∗0X〉h dVh
ΣR

+
2− n
n− 1

∫
ΣR

HhdivhX dVh
ΣR
. (3.12)

Pela escolha do campo Killing conforme X, temos que divδX = n − 1. Dessa forma,
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pelas condições de decaimento e pelas propriedades da função de corte χ, temos que∣∣∣∣∣∣
∫
ΣR

HhdivhX dVh
ΣR
−
∫
ΣR

HhdivδX dVhδ
ΣR

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫
ΣR

HhdivhX(1 +O(r−τ )) dVδ
ΣR
−
∫
Σr

HhdivδX dVδ
Σr

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
ΣR

|Hh(divhX − divδX)| dVδ
ΣR

+

∫
ΣR

|HhdivhX(O(r−τ ))| dVδ
ΣR

≤ C(|Γ||X||Hh|)Rn−1 ≤ CR−2τ−2+n,

para R grande o suficiente. Logo,∫
ΣR

HhdivhX dVh
ΣR
− (n− 1)

∫
ΣR

Hh dVδ
ΣR

= o(1). (3.13)

Além disso, por (divδ)∗0X = 0, temos também

〈Jh, (divh)∗0X〉h = O(R−2τ−2),

o que nos dá ∫
ΣR

〈Jh, (divh)∗0X〉h dVh
ΣR

= o(1). (3.14)

Ao juntarmos 3.13 e 3.14 em 3.12, conclúımos que∫
Sn−2
R

Jh(X,ϑh) dVh
Sn−2
R

=

∫
ΣR

Rich(X, ηh) dVh
ΣR

+
2− n

2

∫
ΣR

2Hh dVδ
ΣR

+ o(1).

Como X é tangente ao bordo Σ, temos que

Eh(X, ηh)− Rich(X, ηh) = −1

2
Sh〈X, ηh〉δ = 0.

Logo,∫
Sn−2
R

Jh(X,ϑh) dVh
Sn−2
R

=

∫
ΣR

Eh(X, ηh) dVh
ΣR

+
2− n

2

∫
ΣR

2Hh dVδ
ΣR

+ o(1). (3.15)
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Das equações 3.8 e 3.15, segue que∫
Sn−1
R,+

Eg(X,µg) dVg

Sn−1
R,+

+

∫
Sn−2
R

Jg(X,ϑg) dVg

Sn−2
R

=
2− n

2

∫
MR

Sh dVδ
MR

+

∫
ΣR

2Hh dVδ
ΣR

+ o(1).

Multiplicando ambos os lados por dn,

dn

 ∫
Sn−1
R,+

Eg(X,µg) dVg

Sn−1
R,+

+

∫
Sn−2
R

Jg(X,ϑg) dVg

Sn−2
R

 =

= cn

∫
MR

Sh dVδ
MR

+

∫
ΣR

2Hh dVδ
ΣR

+ o(1)

Da Proposição 3.2 , segue-se finalmente que

m(g) = dn lim
R→∞

 ∫
Sn−1
R,+

Eg(X,µg) dVg

Sn−1
R,+

+

∫
Sn−2
R

Jg(X,ϑg) dVg

Sn−2
R


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Caṕıtulo 4

Gráficos de Funções

Assintoticamente Planas

Neste caṕıtulo, vamos dar provas elementares, sem o resultado da rigidez, de versões

particulares do teorema da massa positiva (veja versão geral em [3]) e da desigualdade

de Penrose, relacionadas à massa ABL. Vamos trabalhar com variedades assintotica-

mente planas que são hipersuperf́ıcies gráficas com bordo não compacto nos espaços

Euclidianos. Na Seção 4.1, fornecemos uma representação gráfica do fim exterior da

variedade de Schwarzschild com o propósito de introduzir os gráficos de funções assin-

toticamente planas. Na Seção 4.2, demonstramos uma versão sem rigidez do teorema

da massa positiva para gráficos. Em seguida, na Seção 4.3, se o gráfico tem horizon-

tes convexos, provaremos também uma versão da desigualdade de Penrose, fornecendo

uma cota inferior das integrais do bordo usando a desigualdade de Alexandrov-Fenchel

[1, 2].

4.1 Funções Assintoticamente Planas

Considere f : Rn → R uma função diferenciável, temos que o gráfico de f , que

denotamos por G(f), é uma hipersuperf́ıcie em Rn+1. Além disso, podemos dar uma

caracterização especial para a variedade Riemanniana (G(f), g), onde g é a métrica

induzida pela inclusão no espaço Euclidiano.

Proposição 4.1. Seja Ω ⊆ Rn um conjunto aberto. Suponha que f : Rn \ Ω → R,

seja de classe C1 até o bordo. Seja g = ι∗δ a métrica induzida sobre o gráfico de f ,

G(f) ⊆ Rn+1. Então, (G(f), g) é isométrica a (Rn \Ω, δ+ df ⊗ df). Aqui utilizamos o

mesmo śımbolo δ para denotar as métricas Euclidianas de Rn e de Rn+1.

Demonstração. Considere ψ : (Rn \ Ω, δ + df ⊗ df) → (G(f), g). É fácil verificar
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

que ψ é um difeomorfismo de classe C1, cujo inverso é a projeção π : (G(f), g) →
(Rn \ Ω, δ + df ⊗ df), π(x, f(x)) = x. Com isso, basta verificar que ψ∗g = δ + df ⊗ df .

Sejam {ei}ni=1 e {(ei, 0), (0, 1)}ni=1 as bases canônicas de Rn e Rn+1, respectivamente.

Temos que {∂i}, em que ∂i = ψ∗ei = (ei, fi) = (ei, 0) + (0, fi), i = 1, ..., n, é um

referencial coordenado sobre G(f) e

ψ∗g(ei, ej) = g(ψ∗ei, ψ∗ej)

= δ((ei, 0) + (0, fi), (ej, 0) + (0, fj))

= δij + fifj

= (δ + df ⊗ df)(ei, ej).

Portanto, os coeficientes da métrica são dados por gij = δij + fifj.

Observação 4.1. Com esse resultado, podemos construir variedades com bordo não

compacto se restringirmos o domı́nio de uma função f como acima à região Rn
+ \ Ω,

isto é, consideramos o gráfico G(f̃), onde f̃ := f |Rn+\Ω.

Graças à Proposição 4.1, em cálculos posteriores, vamos tratar o gráfico (G(f), g)

através da identificação acima com seu domı́nio (Rn \Ω, δ+df⊗df). Isto nos permitirá

expressar integrais de funções que, a priori, estão definidas sobre o gráfico, em termos

de integrais cujos domı́nios de integração são subconjuntos de Rn.

Definição 4.1. Sejam Ω ⊆ Rn um conjunto limitado e f : Rn
+ \Ω→ R uma função de

classe C2. Diz-se que f é assintoticamente plana, com ordem τ > 0, se a curvatura

escalar, S, de G(f) munido com a métrica induzida de Rn+1, ι∗δ, for integrável sobre

G(f), e se existe um subconjunto compacto K ⊆ Rn tal que Ω ⊆ K e, sobre Rn
+ \K,

tivermos

|fi|+ r|fij(x)|+ r2|fijk(x)| = O(r−
τ
2 ),

para todo i, j, k = 1, ..., n. Aqui usamos a notação: fi = ∂if , fij = ∂2
ijf e fijk = ∂3

ijkf .

Observe que a variedade (G(f), g) é assintoticamente plana de ordem τ se a função

f for assintoticamente plana de ordem τ/2. Com efeito, gij = δij + fifj = δij +O(r−τ ),

gij,k = fikfj + fifjk = O(r−τ−1) e gij,kl = O(r−τ−2).

Exemplo 4.1. Considere a variedade de Schwarzchild (M3, g) de massa m > 0 tal

como no Exemplo 2.2. Temos que a métrica g = u4δ é conforme à métrica Euclidiana

δ, esta por sua vez, tem curvatura escalar Sδ nula e a função u = (1 + m/2r) é

harmônica em Rn \ {0}, isto é, ∆δu = 0. Relacionamos esses resultados com uma

fórmula alternativa da mudança conforme de métricas da Proposição 1.8: se e2f = u4,
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

Figura 4.1: 3-variedade de Schwarzchild

então

Df = 2u−1Du,

e, a partir dáı,

∆δf = 2(〈D(u−1), Du〉δ + u−1∆δu)

= 2(−u−2|Du|2δ + u−1∆δu).

Substituindo tais expressões na fórmula 2 da Proposição 1.8, obtemos

Sgu4 = Sδ − 4(3− 1)

3− 2
(−u−2|Du|2δ + u−1∆δu)− 4(3− 1)

3− 2
u−2|Du|2δ

= Sδ − 4(3− 1)

3− 2

∆δu

u
.

Assim, as duas curvaturas estão relacionadas pela equação

Sg = u−
3+2
3−2

(
−4(3− 1)

(3− 2)
∆δu+ Sδu

)
= u−5

(
−8∆δu+ Sδu

)
Dáı, segue de imediato que Sg = 0. De fato,

Além disso, a esfera S2
m/2 é uma superf́ıcie mı́nima em (M3, g). Com efeito, considere

o campo normal e unitário à esfera dado por

N g =
x

|x|g
=

xi

u2|x|
∂i =

xi

u2r
∂i.

E agora calculamos a curvatura média Hg com relação a N g, isto é, H = −divN g.

78



4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

Logo, pela Equação 1.13

Hg =
1√

detG
∂i

(
xi

u2r

√
detG

)
= − 1

u6
∂i

(
xi

r
u4

)
= − 1

u6

(
u4∂i

(
xi

r

)
+
xi

r
∂i(u

4)

)
= − 1

u6

(
u4

(
3

r
− r2

r3

)
+ 4u3∂u

∂r

)
= − 1

u2

(
2

r
+

4

u

∂u

∂r

)
.

Em particular, se tomarmos r = m/2, teremos

∂u

∂r
= − m

2r2
e ru =

(
1 +

m

2r

)
r = m.

Com isso, encontramos

Hg = − 1

u2

(
2

r
− 4

u

m

2r2

)
= − 1

u2

(
2

r
− 2m

r2u

)
= 0.

E assim garantimos que a esfera S2
m/2 é uma superf́ıcie mı́nima. Dessa forma, o fim

exterior

(R3 \B3
m/2, u

4δ),

é agora uma variedade assintoticamente plana com apenas um fim que tem bordo

mı́nimo Σ := S2
m/2.

Além disso, esse fim pode ser representada como o gráfico de f : R3 \ B3
2m → R,

em que f(x) =
√

8m(|x| − 2m) é uma função assintoticamente plana de ordem 1/2

(veja Huang e Wu [36], Proposição 2.6). Dessa forma, o fim exterior pode ser visto

como a parte superior da parábola de rotação em torno do eixo w (veja a Figura 4.1).

Com isso, pela Proposição 4.1 temos uma isometria entre (R3 \ B3
m/2, u

4δ) e o gráfico

(G(f), δ + df ⊗ df).

Pela Observação 4.1, se restringirmos o gráfico para f |R3
+\B3

2m
, então obteremos

uma variedade assintoticamente plana e com bordo não compacto. Além disso, levando
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

em conta a Definição 3.2 da massa ABL, temos que

gnαϑ
α =

(
1 +

m

2r

)4

δnα

(
xα

|x|

)
= 0,

logo

m(g) = cn lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

∑
i,j

(gij,j − gjj,i)µi dVδ
Sn−1
r,+

.

Como a métrica de Schwarzschild é esfericamente simétrica, utilizamos a massa ADM

calculada no Exemplo 2.3 para concluir que m(g) = m/2.

4.2 Massa Não-Negativa

Para provar a desigualdade do teorema da massa positiva, temos que ver a curvatura

escalar como a divergência de um campo vetorial, o que nos permite aplicar o Teorema

da Divergência 1.7. A partir de agora, denotaremos a métrica Euclidiana em colchetes

sem sub-́ındice, δ = 〈·, ·〉.

Proposição 4.2. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e f : Ω → R uma função de

classe C2. Seja X : Ω→ Rn o campo vetorial dado por

X = U(fifkk − fkfik)ei, (4.1)

em que U = 1
U

, U = 1 + 〈Df,Df〉. Considere a função s : Ω→ Rn dada por

s = U(fiifkk − fikfik)− 2U
2
flfli(fifkk − fkfik).

Então, s = divX.

Demonstração. Um cálculo direto da divergência conduzirá a demonstração. De fato,

divX = U i(fifkk − fkfik)U(fifkk − fkfik)i

=
−2flfli
U2

(fifkk − fkfik) + U(fiifkk − fifkki − fkifik − fkfiki)

= −2U
2
flfli(fifkk − fkfik) + U(fiifkk − fkifik).

A próxima proposição nos permitirá, juntamente com o Teorema da Divergência

1.7, fornecer uma demonstração simples - sem uso de teorias mais avançadas - de que

a massa de hipersuperf́ıcies gráficas com bordo não compacto é não negativa.
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

Proposição 4.3. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e f : Ω → R uma função de

classe C2. Então, a curvatura escalar de (G(f), g) é

S = U(fiifkk − fikfik)− 2U
2
flfli(fifkk − fkfik).

Demonstração. Sabemos que {∂i = (ei, fi)}ni=1 é um referencial coordenado e η = (−Df, 1)

é um campo normal a G(f), assim

∇i∂j = (0, . . . , 0, ∂ifj) = (0, . . . , 0, 〈Dfj, ∂i〉)

= (0, . . . , 0, 〈(fj1, . . . , fjn, 0), (ei, fi)〉)

= (0, . . . , 0, fji).

Portanto, A(∂i, ∂j) = (∇i∂j)
⊥ = 〈∇i∂j,

η
|η|〉

η
|η| =

fij
1+|Df |2η. Pela equação de Gauss 1.12,

Riklj = 〈A(∂i, ∂j),A(∂k, ∂l)〉 − 〈A(∂i, ∂l),A(∂k, ∂j)〉

=
1

1 + |Df |2
(fijfkl − filfkj).

Como a inversa da métrica gij = δij + fifj é gij = δij − fifj
1+|Df |2 , obtemos

S = gijgklRiklj = (δij − Ufifj)(δkl − Ufkfl)U(fijfkl − filfkj)

= U(δij − Ufifj)(δklfijfkl − δklfilfjk − Ufkflfijfkl + Ufkflfilfjk)

= U(δijδklfijfkl − δijδklfilfjk − δijUfkflfijfkl + δijUfkflfilfjk

− Ufifjδklfijfkl + Ufifjδklfilfjk + U
2
fifjfkflfijfkl − U

2
fifjfkflfilfjk).

Como as duas últimas parcelas se cancelam, obtemos

S = U(fiifkk − fikfik) + U
2
(−fkflfiifkl + fkflfikfil − fifjfijfkk + fifjfikfjk)

= U(fiifkk − fikfik)− U
2
(fkflfiifkl − fkflfikfilfifjfijfkk − fifjfikfjk)

= U(fiifkk − fikfik)− 2flfliU
2
(fifkk − fkfik).

Observação 4.2. Embora a curvatura escalar seja, por definição, uma função definida

sobre G(f), pelo fato dela ser expressa em termos de f e esta ser uma função definida

sobre Rn
+, também podemos considerar a curvatura escalar como uma função definida

sobre Rn
+.

Dizer que S ∈ L1(Rn
+, δ) é equivalente a dizer que S ∈ L1(G(f), g). Com efeito,

como (G(f), g) é isométrica a (Rn
+, δ + df ⊗ df), temos que gij = δij + fifj e dVg =
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

√
det(gij)dVδ. Como

√
1 + |Df |2 se aproxima de 1 quando x→∞ e∫

G(f)

S dVg
G(f) =

∫
Rn+

S dVg
Rn+

=

∫
Rn+

S
√

1 + |Df |2 dVδ
Rn+
, e

∫
Rn+

S dVδ
Rn+

=

∫
Rn+

S√
1 + |Df |2

dVg
Rn+

=

∫
G(f)

S√
1 + |Df |2

dVg
G(f),

temos que
∫
Rn+

S dVδ é finito se, e somete se,
∫
G(f)

S dVg é finito. Uma observação seme-

lhante também é válida para a curvatura média do bordo do gráfico de f .

A seguir, apresentaremos uma expressão para a massa de hipersuperf́ıcies gráficas

mergulhadas no espaço Euclidiano.

Teorema 4.4. Seja f : Rn
+ → R uma função assintoticamente plana sobre Rn

+ \ Ω, e

de classe C2 até o bordo, com ordem τ > (n− 2)/2. Seja (G(f), g) = (Rn
+, δ+ df ⊗ df)

o gráfico de f . Supomos os seguintes itens:

• fn ≥ 0 sobre ∂Rn
+ e ∂n = (en, fn) é normal ao bordo não compacto (isso ocorre

quando fn = 0 sobre ∂Rn
+, por exemplo);

• A curvatura escalar de G(f) é integrável e não negativa, isto é, S ∈ L1(Rn
+) e

S ≥ 0;

• A curvatura média H do bordo de G(f), isto é, ∂G(f) visto como uma subva-

riedade de G(f), é tal que H ≥ 0 (com respeito ao campo normal, unitário e

externo) e H ∈ L1(∂Rn
+);

• A segunda forma fundamental Ã (com respeito ao campo normal, unitário e

apontando para cima) de ∂G(f) = ∂Rn
+, visto como subvariedade de (Rn, δ) =

(∂Rn
+ × R, δ) é tal que

∑n−1
i=1 Ã(∂̃i, ∂̃i) ≥ 0 e

∑n−1
i=1 Ã(∂̃i, ∂̃i) ∈ L1(∂Rn

+). Aqui,

∂̃i = (ẽi, fi) é um campo de vetores tangentes com ẽi ∈ Rn−1 é o i-ésimo vetor da

base canônica.

Então,

m(g)

cn
=

∫
Rn+

S dVδ
Rn+

+

∫
∂Rn+

H|Df |2√
1 + (fn)2

dVδ
∂Rn+

+

∫
∂Rn+

fn

√
1 + |Df |2

(
n−1∑
i=1

Ã(∂̃i, ∂̃i)

)
2 + |Df |2

1 + |Df |2
dVδ

∂Rn+
, (4.2)

onde Df = (f1, . . . , fn−1). Em particular, a massa ABL será não negativa.
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

Demonstração. Note que ∂Bn
r,+ = Sn−1

r,+ ∪ B̄n−1
r e Sn−2

r = ∂Bn−1
r , denotamos por N δ

o campo normal unitário externo a ∂Bn
r,+. Pela Proposição 4.3 anterior, temos que

S = divX e∫
Rn+

S dVδ
Rn+

= lim
r→∞

∫
B̄nr,+

S dVδ
B̄nr,+

= lim
r→∞

∫
B̄nr,+

divX dVδ
B̄nr,+

= lim
r→∞

∫
∂Bnr,+

〈X,N δ〉 dVδ
∂Bnr,+

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

〈
X,

x

|x|

〉
dVδ

Sn−1
r,+

+ lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

〈X,−en〉 dVδ
B̄n−1
r

.

Por hipótese, fi = O(r−
τ
2 ) e fik = O(r−

τ
2
−1) para todos i, k = 1, . . . , n. Já que

U − 1 = 〈Df,Df〉 = O(r−τ ), temos que lim
r→∞

U = 1. Dáı que lim
r→∞

U = U−1 = 1. Assim,

U − 1 = −U〈Df,Df〉 = O(r−τ ). Com isso, conclúımos que

(U − 1)(fifkk − fkfik) = O(r−2τ−1).

Como τ > (n− 2)/2, temos que 2τ + 1 > n− 1 = dimSn−1
r,+ . Dáı,

lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

∣∣∣∣(U − 1)(fifkk − fkfik)
xi

|x|

∣∣∣∣ dVδ
Sn−1
r,+
≤ lim

r→∞

∫
Sn−1
r,+

C · r−2τ−1 dVδ
Sn−1
r,+

≤ C lim
r→∞

r−2τ−1|Sn−1
r,+ | = 0.

Logo,

lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(U − 1)(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dVδ

Sn−1
r,+

= 0.

Portanto,

lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

U(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dVδ

Sn−1
r,+

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dVδ

Sn−1
r,+

. (4.3)

Com isso,

lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

〈
X,

x

|x|

〉
dVδ

Sn−1
r,+

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dVδ

Sn−1
r,+

.
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Agora note que 〈X,−en〉 = −U(fnfkk−fkfnk) = −U
∑

k 6=n(fnfkk−fkfnk), pois quando

k = n os termos se cancelam. Por outro lado, como −U = 1− 2+|Df |2
1+|Df |2 ,

〈X,−en〉 =
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk)−
2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk).

Isso implica que

∫
Rn+

S dVδ
Rn+

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dVδ

Rn+
+ lim

r→∞

∫
B̄n−1
r

n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dVδ
B̄n−1
r

− lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dVδ
B̄n−1
r

.

Continuando com os cálculos,∫
Rn+

S dVδ
Rn+

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(gki,k − gkk,i)(µδ) dVδ
Sn−1
r,+

+ lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

(divRn−1(fnDf)− 2〈Df,Dfn〉) dVδ
B̄n−1
r

− lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dVδ
B̄n−1
r

.

Aqui, Df = (∂1f, . . . , ∂n−1f), µδ é o campo unitário normal a Sn−1
r,+ e ϑδ é o campo

co-normal a Sn−2
r . Do Teorema da Divergência,∫

B̄n−1
r

(divRn−1(fnDf) dVδ
B̄n−1
r

=

∫
Sn−2
r

fn〈Df, ϑδ〉 dVδ
Sn−2
r

,
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encontramos∫
Rn+

S dVδ
Rn+

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(gki,k − gkk,i)(µi) dVδ
Sn−1
r,+

+ lim
r→∞

∫
Sn−2
r

n−1∑
k=1

fnfkϑ
k dVδ

Sn−2
r

− 2 lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

〈Df,Dfn〉 dVδ
B̄n−1
r
− lim

r→∞

∫
B̄n−1
r

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dVδ
B̄n−1
r

= lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(gki,k − gkk,i)(µi) dVδ
Sn−1
r,+

+ lim
r→∞

∫
Sn−2
r

n−1∑
k=1

gnkϑ
k dVδ

Sn−2
r

− 2 lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

〈Df,Dfn〉 dVδ
B̄n−1
r
− lim

r→∞

∫
B̄n−1
r

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dVδ
B̄n−1
r

.

Assim,

m(g)

cn
=

∫
Rn+

S dVδ
Rn+

+ 2 lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

n−1∑
i=1

fnifi dVδ
B̄n−1
r

+ lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dVδ
B̄n−1
r

.

Agora calculamos a segunda forma fundamental do bordo visto como uma subvariedade

de G(f). Por hipótese, N = −∂n = −(en, fn) é um campo normal no bordo, e além

disso, externo e tangente a G(f). Seja ∇ a conexão Euclidiana do Rn+1, temos que

∇i∂n = (0, . . . , 0, ∂ifn) = (0, . . . , 0, 〈Dfn, ∂i〉)

= (0, . . . , 0, fni).

Já que ∂j = (ej, fj), temos que 〈∇iN, ∂j〉 = fnifj. Logo,

〈∇iN, ∂j〉 = −〈∇i∂n, ∂j〉 = −fnifj.

Aqui usamos o fato de 〈∇iN, ∂j〉 = −〈N,A(∂i, ∂j)〉, onde A é a segunda forma fun-

damental do bordo visto como subvariedade de G(f), e encontramos 〈N,A(∂i, ∂j)〉 =

fnifj. Logo, denotando a segunda forma fundamental escalar por A, encontramos

A(∂i, ∂j) =

〈
N

|N |
,A(∂i, ∂j)

〉
=

fnifj√
1 + (fn)2

.
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Com disso, a curvatura média H = trgA é dada por

H =
n−1∑
i,j=1

gijĀ(∂i, ∂j) =
n−1∑
i,j=1

(
δij −

fifj
1 + |Df |2

)
fnifj√

1 + (fn)2

=
n−1∑
i,j=1

(
δijfnifj√
1 + (fn)2

− fnifi(fj)
2

(1 + |Df |2)
√

1 + (fn)2

)

=
n−1∑
i=1

fnifi√
1 + (fn)2

−
n−1∑
i,j=1

fnifi(fj)
2

(1 + |Df |2)
√

1 + (fn)2

=
n−1∑
i=1

fnifi√
1 + (fn)2

−
n−1∑
i=1

fnifi√
1 + (fn)2

n−1∑
j=1

(fj)
2

1 + |Df |2

=
n−1∑
i=1

fnifi√
1 + (fn)2

(
1−

n−1∑
j=1

(fj)
2

1 + |Df |2

)
.

Logo,
n−1∑
i=1

fnifi =
H
√

1 + (fn)2

1−
∑n−1

j=1 (fj)2/(1 + |Df |2)
=

H√
1 + (fn)2

.

m(g)

cn
=

∫
Rn+

S dVδ
Rn+

+ 2 lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

H√
1 + (fn)2

dVδ
B̄n−1
r

+ lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dVδ
B̄n−1
r

=

∫
Rn+

S dVδ
Rn+

+ lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

H√
1 + (fn)2

(
2− 2 + |Df |2

1 + |Df |2

)
dVδ

B̄n−1
r

+ lim
r→∞

∫
B̄n−1
r

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

fnfkk dVδ
B̄n−1
r

.

Por hipótese fn ≥ 0 sobre ∂Rn
+. Também,

∑n−1
k=1 fkk =

√
1 + |Df |2

∑n−1
i=1 Ã(∂̃i, ∂̃i)

como veremos abaixo. Desse modo,

m(g)

cn
=

∫
Rn+

S dVδ
Rn+

+

∫
∂Rn+

H|Df |2√
1 + (fn)2

dVδ
∂Rn+

+

∫
∂Rn+

fn

√
1 + |Df |2

(
n−1∑
i=1

Ã(∂̃i, ∂̃i)

)
2 + |Df |2

1 + |Df |2
dVδ

∂Rn+

≥ 0,
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Para concluir, mostremos que
∑n−1

k=1 fkk =
√

1 + |Df |2
∑n−1

i=1 Ã(∂̃i, ∂̃i). Visto como uma

subvariedade de ∂Rn
+×R, o bordo de G(f) é o gráfico de f = f |∂Rn+ . Logo, ∂̃i = (ẽi, f i),

i = 1, . . . , n−1, são campos de vetores tangentes. Ademais, η̃ = (−Df, 1) = (−Df, 1)

é um campo normal. Temos

∇∂̃i
η̃ = (−∂̃if 1, . . . ,−∂̃ifn−1, 0).

Com isso, 〈∇∂̃i
η̃, ∂̃j〉 = −f ji. Usando a equação de Weingarten, encontramos

〈Ã(∂̃i, ∂̃j), η̃〉 = f ji = fji.

Logo,
n−1∑
i=1

Ã(∂̃i, ∂̃i) =
n−1∑
j=1

〈
Ã(∂̃i, ∂̃i),

η̃

|η̃|

〉
=

n−1∑
k=1

fkk√
1 + |Df |2

,

como esperado.

4.3 Desigualdade de Penrose

Vamos começar esta seção com uma simples proposição que será útil à próxima.

Proposição 4.5. Seja (M, g) uma (n+ 1)-variedade Riemanniana e f : M → R uma

função suave. Seja Σ ⊂ M uma hipersuperf́ıcie mergulhada e ν um campo normal e

unitário a Σ. Suponha que f é constante em Σ; então em Σ temos

∆f = Hessf(ν, ν)−HΣ〈Df, ν〉.

Aqui, HΣ está relacionado a ν.

Demonstração. Dado um ponto x ∈ Σ, temos

∆f = divDf = div(〈Df, ν〉ν) = 〈D〈Df, ν〉, ν〉+ 〈Df, ν〉div ν

= 〈∇νDf, ν〉+ 〈Df,∇νν〉+ 〈Df, ν〉div ν.

Usando que Σ é uma subvariedade regular de M , tomamos uma vizinhança U de x em

Σ tal que U = g−1(a), onde g : V ⊂M → R é diferenciável, u ⊂ V , e a ∈ R é um valor

regular de g. Seja E1, . . . , En+1 um referencial ortonormal tal que En+1 = Dg/|Dg| = ν

e denotemos por H a curvatura média e por A a segunda forma fundamental de Σ.
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Então

H =
n∑
i=1

〈A(Ei, Ei), ν〉 =
n∑
i=1

〈∇EiEi, ν〉

= −
n∑
i=1

〈∇Eiν, Ei〉 − 〈∇νν, ν〉 = −
n+1∑
i=1

〈∇Eiν, Ei〉 = −div ν.

Dáı, segue que

∆f = 〈∇νDf, ν〉+ 〈Df,∇νν〉 −HΣ〈Df, ν〉

= Hessf(ν, ν) + 〈Df, ν〉〈ν,∇νν〉 −HΣ〈Df, ν〉

= Hessf(ν, ν)−HΣ〈Df, ν〉,

como esperado.

A próxima proposição será usada na prova da desigualdade de Penrose.

Proposição 4.6. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto limitado tal que a fronteira de

Rn
+ \ Ω é suave. Seja f : Rn

+ \ Ω → R uma função de classe C2 até à fronteira,

assintoticamente plana, constante em cada componente de ∂Ω, e tal que |Df | → ∞
quando x → ∂Ω. Supomos que o gráfico G(f) de f está munido da métrica induzida

do Rn+1. Denotando por Ω̇i, i = 1, . . . , ṅ, as componentes conexas de Ω tais que

Ω̇i∩{xn < 0} 6= ∅ e Ω̇i∩{xn > 0} 6= ∅; e por Ω̃i, i = 1, . . . , ñ, as componentes conexas

de Ω tais que Ω̃i ⊂ Rn
+, então

m(g)

cn
=

∫
Rn+\Ω

S dV +

∫
∂Rn+\∪Ω̇i

H|Df |2√
1 + (fn)2

dV

+

∫
∂Rn+\∪Ω̇i

fn

√
1 + |Df |2

(
n−1∑
i=1

Ã(∂̃i, ∂̃i)

)
2 + |Df |2

1 + |Df |2
dV

−
η̇∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn+

fn〈Df, η̇〉 dV +

∫
∪∂Ω̇i∩{xn>0}

H∂Ω dV

+

∫
∪∂Ω̃i

H∂Ω dV.

Aqui η̇ é o campo unitário e normal a ∂Ω̇ interno a Ω̇, H e Ã são a curvatura média

e a segunda forma fundamental escalar definidas no Teorema 4.4 e H∂Ω é a curvatura

média de ∂Ω visto como uma subvariedade dos hiperplanos que contêm as componentes

conexas. Veja a Figura 4.2 para melhor compreensão.
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Demonstração. Temos novamente pelo Teorema da Divergência∫
Rn+\Ω

S dV = lim
r→∞

∫
Bn+\Ω

divX dV

= lim
r→∞

∫
Sn−1
+ \Ω

〈
X,

x

|x|

〉
dV + lim

r→∞

∫
Bn−1
r \∪Ω̇i

〈X,−en〉 dV

+

∫
∪∂Ω̇i∩{xn>0}

〈X, η̇i〉 dV +

∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃i〉 dV, (4.4)

onde X = 1/(1 + |Df |2)(fifkk − fkfik)ei. Como no Teorema 4.4, encontramos

lim
r→∞

∫
Sn−1
+ \Ω

〈
X,

x

|x|

〉
dV = lim

r→∞

∫
Sn−1
r,+

(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dV. (4.5)

Por outro lado, como −U = 1− 2+|Df |2
1+|Df |2 :

〈X,−en〉 =
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk)−
2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk).

Logo,

lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

〈X,−en〉 dV + lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dV

− lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dV

= lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

(divRn−1(fnDf)− 2〈Df,Dfn〉) dV

− lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dV.

Aqui, Df = (∂1f, . . . , ∂n−1f). Usando que

lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇i

(divRn−1(fnDf) dV

= lim
r→∞

∫
Sn−2
r

fn〈Df, ϑδ〉 dV +
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn+

fn〈Df, η̇〉 dV,
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

onde ϑδ é o campo unitário co-normal em Sn−2
r externo a B̄n−1

r . Com isso,

lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

〈X,−en〉 dV = lim
r→∞

∫
Sn−2
r Ω

fn〈Df, ϑδ〉 dV +
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇∩∂Rn+

fn〈Df, η̇〉 dV

− 2 lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

〈Df,Dfn〉) dV − lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dV. (4.6)

Usando 4.4,4.5, e 4.6, encontramos∫
Rn+\Ω

S dV = lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dV + lim

r→∞

∫
Sn−2
r

fn〈Df, ϑδ〉 dV

+
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇∩∂Rn+

fn〈Df, η̇〉 dV − 2 lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

〈Df,Dfn〉) dV

− lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dV

+

∫
∪∂Ω̇i∩{xn>0}

〈X, η̇i〉 dV +

∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃i〉 dV,

Ou seja,

m(g)

cn
=

∫
Rn+\Ω

S dV −
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇∩∂Rn+

fn〈Df, η̇〉 dV

+ 2 lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

〈Df,Dfn〉) dV

+ lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

2 + |Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dV

−
∫

∪∂Ω̇i∩{xn>0}

〈X, η̇i〉 dV −
∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃i〉 dV (4.7)

Como no Teorema 4.4, temos

lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

fkfnk

(
2− 2 + |Df |2

1 + |Df |2

)
dV =

∫
∂Rn+\∪Ω̇

H|Df |2√
1 + (fn)2

dV, (4.8)

onde H é a curvatura média de ∂G(f), visto como subvariedade de G(f), e também
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temos

lim
r→∞

∫
B̄n−1
r \∪Ω̇

fnfkk

(
2− 2 + |Df |2

1 + |Df |2

)
dV

=

∫
∂Rn+\∪Ω̇i

fn

√
1 + |Df |2

(
n−1∑
i=1

Ã(∂̃i, ∂̃i)

)
2 + |Df |2

1 + |Df |2
dV, (4.9)

onde Ã é a segunda forma fundamental escalar de ∂G(f), visto como subvariedade de

∂Rn
+. Logo,

m(g)

cn
=

∫
Rn+\Ω

S dV +

∫
∂Rn+\∪Ω̇

H|Df |2√
1 + (fn)2

dV

+

∫
∂Rn+\∪Ω̇i

fn

√
1 + |Df |2

(
n−1∑
i=1

Ã(∂̃i, ∂̃i)

)
2 + |Df |2

1 + |Df |2
dV

−
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇∩∂Rn+

fn〈Df, η̇〉 dV

−
∫

∪∂Ω̇i∩{xn>0}

〈X, η̇i〉 dV −
∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃i〉 dV. (4.10)

Os próximos cálculos da curvatura média do conjunto de ńıvel ∂Ω podem ser encon-

trados em Lam ([41], Equação 5.3) ou Mirandola e Vitório ([52], Equação 33). Como

f é constante sobre ∂Ω, tem-se que Df é normal a este conjunto. Denote por Ωc uma

componente de Ω tal que f cresce quando x→ ∂Ωc, assim Df/|Df | é o campo normal,

unitário e externo ao gráfico ao longo de ∂Ωc (Df/|Df | aponta pra dentro de Ωc no

hiperplano que o contém). Denote por Ωd uma componente de Ω, tal que f decresce

quando x → ∂Ωd, assim −Df/|Df | é o campo normal, unitário e externo ao gráfico

ao longo de ∂Ωd (−Df/|Df | aponta para dentro de Ωd no hiperplano que o contém).

Temos que〈
X,

Df

|Df |

〉
=

〈
U(fifkk − fkfik)ei,

fj
|Df |

ej

〉
=

fiU

|Df |
(fifkk − fkfik)

=
Ū

|Df |
(f 2
i fkk − fkfifik) =

U

|Df |
(|Df |2∆f − Hessf(Df,Df))

=
|Df |2

|Df |
U

(
∆f − Hessf

(
Df

|Df |
,
Df

|Df |

))
.

Como ν = Df/|Df | é o campo normal, unitário e inteiro a Ωc, usando a Proposição
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4.5 e que Ū = 1/(1 + |Df |2), encontramos〈
X,

Df

|Df |

〉
=

|Df |
1 + |Df |2

(
−H∂Ωc

〈
Df,

Df

|Df |

〉)
= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωc

〈
Df

|Df |
,
Df

|Df |

〉
= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωc .

Como ν = −Df/|Df | é o campo normal, unitário e inteiro a Ωd, usando a Proposição

4.5 e que Ū = 1/(1 + |Df |2), encontramos〈
X,− Df

|Df |

〉
= − |Df |

1 + |Df |2

(
−H∂Ωd

〈
Df,

Df

|Df |

〉)
= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωd

〈
− Df

|Df |
,− Df

|Df |

〉
= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωd .

Aqui, H∂Ω é a curvatura média da fronteira de Ω com relação ao campo normal, unitário

e interno a Ω. Sabemos que lim
x→∂Ω

|Df(x)| =∞, logo lim
x→∂Ω

|Df |2/(1+|Df |2) = 1, e assim,

〈X, ν〉 = −H∂Ω.

Usando 4.7, temos finalmente

m(g)

cn
=

∫
Rn+\Ω

S dV +

∫
∂Rn+\∪Ω̇

H|Df |2√
1 + (fn)2

dV

+

∫
∂Rn+\∪Ω̇i

fn

√
1 + |Df |2

(
n−1∑
i=1

Ã(∂̃i, ∂̃i)

)
2 + |Df |2

1 + |Df |2
dV

−
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn+

fn〈Df, η̇〉 dV +

∫
∪∂Ω̇i∩{xn>0}

H∂Ω dV

+

∫
∪∂Ω̃i

H∂Ω dV.

Seja Ω ⊂ Rn, um conjunto limitado, cujo bordo ∂Ω seja suave. Dado x ∈ ∂Ω,

denote por κ(x) = (κ1(x), . . . , κn−1(x)) as curvaturas principais de ∂Ω em x. Para

0 ≤ k ≤ n− 1, considere as funções simétricas σk : Rn → R, definidas por

σk(λ1, . . . , λn−1) =

(
n− 1

k

)−1 ∑
1≤i1<···<ik≤n−1

λi1 . . . λik .
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Note que σ0(κ1(x), . . . , κn−1(x)) = 1, σ1(κ1(x), . . . , κn−1(x)) = 1
n−1

H(x), onde H é a

curvatura média de ∂Ω e σn−1(κ1(x), . . . , κn−1(x)) =
∏n−1

i=1 κi é a curvatura Gaussiana

de ∂Ω. Definimos também a quantidade

Vn−k(Ω) := Cn−1,k

∫
∂Ω

σk−1(κ) dV,

em que

Cn−1,k =
σk(I)

σk−1(I)
, I = (1, . . . , 1).

Com essas definições podemos fazer a seguinte caracterização para Ω:

Definição 4.2. Dizemos que Ω é k-convexo, se κ(x) ∈ Γk para todo x ∈ ∂Ω, em que

Γk é o cone de Garding:

Γk := {λ ∈ Rn;σk(λ) > 0, ∀m ≤ k} .

Diz-se que Ω é estritamente k-convexo, se κ(x) ∈ Γk para todo x ∈ ∂Ω. Da mesma

forma, dizemos que o bordo ∂Ω é (estritamente) k-convexa, se Ω é (estritamente)

k-convexo.

Observação 4.3. Mais concisamente, dizemos que a hipersuperf́ıcie ∂Ω é convexa se

ela é n− 1-convexa e que é média-convexa se a mesma é 1-convexa.

Agora supomos também que Ω seja um domı́nio de Rn com n ≥ 3, isto é, um aberto

limitado e conexo. As desigualdades de Alexandrov-Fenchel, provadas por Alexandrov

em 1937-38 [1, 2], dizem que

(
Vn−k(Ω)

Vn−k(B)

) 1
n−k

≤
(
Vn−k−1(Ω)

Vn−k−1(B)

) 1
n−k−1

, (4.11)

onde B é uma bola unitária em Rn. Ademais, a igualdade em 4.11 ocorre se, e somente

se ∂Ω é uma esfera redonda. Em 2009, Guan e Li [29] generalizaram a desigualdade

4.11 para domı́nios Ω estrelados e k-convexos:

Teorema 4.7. Suponha que Ω é um domı́nio suave k-convexo e estrelado em Rn, então

(
Vn−m(Ω)

Vn−m(B)

) 1
n−k

≤
(
Vn−m−1(Ω)

Vn−m−1(B)

) 1
n−m−1

,

para 0 ≤ m ≤ k. A igualdade ocorre se, e somente se Ω é uma bola.

Demonstração. Veja [29], Teorema 2.
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

Corolário 4.8. Suponha que Ω ⊂ Rn sjea um domı́nio estrelado com bordo ∂Ω suave

e médio-convexo. Seja H∂Ω a curvatura média de ∂Ω com respeito ao campo normal,

unitário e interno a Ω. Então

1

2(n− 1)ωn−1

∫
∂Ω

H∂Ω dV ≥ 1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

Ademais, a igualdade ocorrerá se, e somente se Ω é uma bola.

Demonstração. Usando o teorema acima para m = 1, encontramos

(
Vn−1(Ω)

Vn−1(B)

) 1
n−1

≤
(
Vn−2(Ω)

Vn−2(B)

) 1
n−2

.

Temos

Vn−1(Ω) = Cn−1,1

∫
∂Ω

σ0(κ) dV = Cn−1,1|∂Ω|, Vn−1(B) = Cn−1,1|Sn−1| = Cn−1,1 ωn−1,

e

Vn−2(Ω) = Cn−1,2

∫
∂Ω

σ1(κ) dV =
Cn−1,2

n− 1

∫
∂Ω

H∂Ω dV,

e

Vn−2(B) = Cn−1,2

∫
Sn−1

σ1(κ) dV =
Cn−1,2

n− 1

∫
Sn−1

HSn−1 dV = Cn−1,2 ωn−1.

Assim, (
Cn−1,2

∫
∂Ω
H∂Ω dV

(n− 1)Cn−1,2 ωn−1

) 1
n−2

≥
(
Cn−1,1|∂Ω|
Cn−1,1 ωn−1

) 1
n−1

,

ou seja,

1

(n− 1)ωn−1

∫
∂Ω

H∂Ω dV ≥
(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

A seguinte proposição pode ser encontrada em [36],

Proposição 4.9. Sejam a1, . . . , ak números reais não negativos e 0 ≤ β ≤ 1. Então,

k∑
i=1

aβi ≥

(
k∑
i=1

ai

)β

.

Se 0 ≤ β < 1, então a igualdade ocorrerá se, e somente se no máximo um elemento de

{a1, . . . , ak} for não nulo.
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4. Gráficos de Funções Assintoticamente Planas

Demonstração. Suponha, inicialmente, k = 2. Fixe x ≥ 0, β ∈ [0, 1] e defina w(y) =

xβ + yβ − (x+ y)β. Temos que w(0) = 0 e

w′(y) = β(yβ−1 − (x+ y)β−1) ≥ 0, ∀y ≥ 0.

Portanto, w(y) ≥ 0 para todo y ≥ 0 com w(y) = 0 se, e somente se x = 0 ou y = 0 ou

β = 1. Se k = n > 2, então, por indução,

(a1 + · · ·+ an)β ≤ (a1 + · · ·+ an−1)β + aβn

≤ aβ1 + · · ·+ aβn.

Agora estamos em condições de provar a seguinte versão da desigualdade de Penrose,

inclúımos

Teorema 4.10. Seja Ω ⊂ Rn
+ \ {xn = 0}, n ≥ 3, um conjunto aberto cujo bordo é

suave e médio-convexo. Suponha que cada componente conexa de Ω é estrelada. Seja

f : Rn
+\Ω→ R uma função diferenciável até o bordo, assintoticamente plana, constante

em cada componente de ∂Ω e tal que |Df | → ∞, quando x → ∂Ω. Suponha também

que fn = 0 em ∂Rn
+, e que as curvaturas que aparecem na Proposição 4.5 são não

negativas. Então,

m(g) ≥ 1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

Demonstração. Pela Proposição 4.5, temos

m(g)

cn
=

∫
Rn+\Ω

S dV +

∫
∂Rn+

H√
1 + (fn)2

(
2 + |Df |2

)
dV +

∫
∂Ω

H∂Ω dV.

Denotando por Ωi, i = 1, . . . , k, as componentes conexas de Ω, segue-se que

m(g) ≥ 1

2(n− 1)ωn−1

∑
i

∫
∂Ωi

H∂Ωi dV ≥ 1

2

∑
i

(
|∂Ωi|
ωn−1

)n−2
n−1

≥ 1

2

(∑
i

|∂Ωi|
ωn−1

)n−2
n−1

=
1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.
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Ω̃i

Ω̇i

Ω̃i

Ω̇i

∂Ω̃i

Sn−1
r,+

Sn−2
rSn−2

r

∂Ω̇i ∪ ∂Rn
+

Bn−1
r \Ω̇i

∂Ω̇i ∩ {xn < 0}

Figura 4.2
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Apêndice A

Cálculo de Variação

Aqui provamos as fórmulas de variação que usaremos ao longo da tese. Esses

resultados se baseiam em Kröncke [39], Apêndice.

Lema A.1. Sejam ω, ξ ∈ Ω1(M) e T, S ∈ S2(M). Então a primeira variação do

produto escalar, do traço e da forma volume são dadas por

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈ω, ξ〉g+th = −h(ω], ξ]),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈T, S〉g+th = −2〈T, h ◦ S〉g,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

trg+thT = −〈T, h〉g,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

dVg+th =
1

2
(trgh)dVg.

Demonstração. Usemos coordenadas locais. A primeira fórmula segue de

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(g + th)ijωiξj = −hijωiξj = −hklgkiωigljξj.

A segunda fórmula segue de

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(g + th)ij(g + th)klTikSjl =− hijgklTikSjl − gijhklTikSjl

=− 2gijgkmTikSjlg
lnhnm

=− 2gijgkmTik(h ◦ S)jm.

A variação do traço segue de

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(g + th)ijTij = −hijTij = −gkigljhklTij.
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A. Cálculo de Variação

Finalmente, computamos a primeira variação do elemento de volume e obtemos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

dV =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[det((g + th)ij)]
1/2dx

=
1

2
det(gij)

−1/2 d

dt

∣∣∣∣
t=0

[det((g + th)ij)]dx

=
1

2
(trh) det(gij)

1/2dx =
1

2
trh · dV.

Lema A.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e denote a primeira variação da

conexão de Levi-Civita na direção de h por G. Então G é um (1, 2)-campo tensorial,

dada por

g(G(X, Y ), Z) =
1

2
(∇Xh(Y, Z) +∇Y h(X,Z)−∇Zh(X, Y )).

A primeira variação do tensor de curvatura de Riemann (como um (1, 3) e como um

(0, 4)-tensor), o tensor de Ricci e a curvatura escalar são dados por

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rg+th
X,Y Z =(∇XG)(Y, Z)− (∇YG)(X,Z),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rg+th(X, Y, Z,W ) =
1

2
(∇2

X,Zh(Y,W ) +∇2
Y,Wh(X,Z)−∇2

Y,Zh(X,W )

−∇2
X,Wh(Y, Z) + h(RX,YZ,W )− h(Z,RX,YW )),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ricg+th(X, Y ) =
1

2
∆Lh(X, Y )− (divg)∗divgh(X, Y )− 1

2
∇2
X,Y trgh,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Sg+th =−∆g(trgh) + divg(divgh)− 〈Ricg, h〉g.

Demonstração. A diferença entre duas conexões é um (1, 2)-campo tensorial, logo G

também o é. Faremos as computações em um ponto p usando coordenadas normais

com respeito a g centrado em p. Primeiramente, temos

Gk
ij =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Γkij =
1

2
gkl(∂ihjl + ∂jhil − ∂khij)

=
1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇khij).
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Para o (1, 3) tensor de curvatura,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rl
ijk =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∂iΓ
l
jk − ∂jΓlik + ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm)

=∂iG
l
jk − ∂jGl

ik

=∇iG
l
jk −∇jG

l
ik.

Para o (0, 4) tensor de curvatura,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rijkl =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

glmR
m
ijk =hlmR

m
ijk + glm(∇iG

m
jk −∇jG

m
ik)

=hlmR
m
ijk +

1

2
(∇2

ijhkl +∇2
ikhjl −∇2

ilhjk)

− 1

2
(∇2

jihkl +∇2
jkhil −∇2

jlhik).

Pela identidade de Ricci,

1

2
(∇2

ijhkl −∇2
jihkl) = −1

2
(Rm

ijkhml +Rm
ijlhkm),

o que dá

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rijkl =
1

2
(∇2

ikhjl −∇2
ilhjk −∇2

jkhil +∇2
jlhik + hlmR

m
ijk −Rm

ijlhkm).

A primeira variação do tensor de Ricci é

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rjk =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ri
ijk =∇iG

i
jk −∇jG

i
ik

=
1

2
gim(∇2

ijhkm +∇2
ikhjm −∇2

imhjk)

−1

2
gim(∇2

jihkm +∇2
jkhim −∇2

jmhik).

Novamente pela identidade de Ricci,

1

2
gim(∇2

ijhkm −∇2
jihkm) = −1

2
gimRn

ijkhnm +
1

2
Ricnj hkn),
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A. Cálculo de Variação

e

1

2
gim∇2

ikhjm =
1

2
gim∇2

ikhmj =
1

2
gim(∇2

ikhmj −∇2
kihmj +∇2

kihmj)

=
1

2
gim(Rn

kimhnj +Rn
kijhmn) +

1

2
gim∇2

kihmj

=
1

2
Ricmk hmj +

1

2
gimRn

kijhmn +
1

2
∇k(divgh)j.

Fazendo um rearranjo dos termos acima,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rjk =
1

2
(−gim∇2

imhjk + Ricmk hmj + Ricmj hkm − 2gimRn
ijkhnm)

+
1

2
(∇k(divgh)j +∇j(divgh)k)−

1

2
∇2
jktrgh

=
1

2
∆Lhjk − (divg)∗(divgh)jk −

1

2
∇2
jktrgh.

A primeira variação da curvatura escalar é

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Sg+th =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gijRicij) =− hijRicij + gij
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rij

=− hijRicij −∆g(trgh) + divg(divgh).

Lema A.3. A primeira variação da Hessiana e do Laplaciano são dadas por

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g+th∇2
X,Y f =− 1

2
[∇Xh(Y,Df) +∇Y h(X,Df)−∇Dfh(X, Y )],

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∆g+thf =〈divgh− 1

2
∇trgh,∇f〉+ 〈h,∇2f〉.

A primeira variação da derivada covariante simetrizada e da divergência de uma 1-

forma ω são dadas por

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(S∇)ω(X, Y ) =− 1

2
[∇Xh(Y, ω]) +∇Y h(X,ω])−∇ω]h(X, Y )],

d

dt

∣∣∣∣
t=0

divg+thω =
1

2
〈∇trgh, ω〉 − divgh(ω])− 〈h,∇ω〉.

Demonstração. Primeiramente provaremos as duas últimas fórmulas. Seja ω uma 1-
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forma. Então

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(S∇)ωij =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

1

2
(∂iωj + ∂jωi − (Γkij + Γkji)ωk)

=− 1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij)ωk,

pela primeira variação da conexão de Levi-Civita. No caso da divergência,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

divg+thω =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

((g + th)ij)(S∇)ωij

=− hij(S∇)ωij −
1

2
gijgkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij)ωk

=− hij(∇ω)ij − gkl(divghl)ωk +
1

2
gkl(∇ltrgh)ωk.

Como ∇2f = −(divg)∗(∇f) = (S∇)(∇f) e ∆gf = divg(∇f), as primeiras duas

fórmulas seguem das outras colocando ω = ∇f .

Lema A.4. Seja h um campo (0, 2)-tensorial. Então temos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g+tk∇h =k ∗ ∇h+∇k ∗ h,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

divg+tkh =k ∗ ∇h+∇k ∗ h,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∆g+tk
L h =k ∗ ∇2h+∇2k ∗ h+∇k ∗ ∇h+R ∗ k ∗ h,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∆g+tk
E h =k ∗ ∇2h+∇2k ∗ h+∇k ∗ ∇h+R ∗ k ∗ h.

Aqui, ∗ é a notação de Hamilton para uma combinação de produtos tensoriais com

contrações.

Demonstração. A variação da derivada covariante de um (0, 2)-campo tensorial h na

direção k é dada por

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∇ihjk =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∂ihjk − Γlijhlk − Γlikhjl)

=− 1

2
glm(∇ikjm +∇jkim −∇mkij)hlk

−1

2
glm(∇ikkm +∇kkim −∇mkik)hjl,

101



A. Cálculo de Variação

o que dá

d

dt

∣∣∣∣
t=0

divg+thhk =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

((g + tk)ij)∇ihjk

=− kij∇ihjk + gij
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∇ihjk

=− kij∇ihjk −
1

2
gijglm(∇ikjm +∇jkim −∇mkij)hlk

−1

2
gijglm(∇ikkm +∇kkim −∇mkik)hjl.

Para computar as duas últimas fórmulas, precisamos primeiramente da expressão local

da Hessiana em (0, 2)-tensores, que pode ser escrita como

∇2
ijhkl = ∂i(∂jhkl + (Γ ∗ h)jkl) + (Γ ∗ ∇h)ijkl.

Agora usamos coordenadas normais com respeito a g centradas em um ponto fixado p.

Então

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∇2
ijhkl) =∂i

((
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Γ

)
∗ h
)
jkl

+

((
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Γ

)
∗ ∇h

)
ijkl

=∇i((∇k ∗ h)jkl) + (∇k ∗ ∇h)ijkl

=(∇2k ∗ h)ijkl + (∇k ∗ ∇h)ijkl.

Para a conexão Laplaciana, temos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∇∗∇h)kl =− d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gij∇2
ijhkl)

=kij∇2
ijhkl − gij

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∇2
ijhkl)

=(k ∗ ∇2h)kl + (∇2k ∗ h)kl + (∇k ∗ ∇h)kl.

Pelo Lema A.2, a primeira fórmula de variação do tensor de curvatura Riemanniano e

do tensor de Ricci podem ser escritos da forma

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rijkl =(∇2 ∗ h)ijkl + (R ∗ h)ijkl,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ricij =
1

2
∆g
Lhij − (divg)∗(divgh)ij −

1

2
∇2
ij(trgh),

=(∇2 ∗ h)ij + (R ∗ h)ij.
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Dessa forma, a variação do Laplaciano de Lichnerowicz na direção de k é dada por

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∆Lh)ij =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∇∗∇h− Ric ◦ h− h ◦ Ric− 2R̊h)ij

=(k ∗ ∇2h)ij + (∇2k ∗ h)ij +∇k ∗ ∇h)ij + (R ∗ k ∗ h)ij.

Similarmente,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∆Eh)ij =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∇∗∇h− 2R̊h)ij

=(k ∗ ∇2h)ij + (∇2k ∗ h)ij +∇k ∗ ∇h)ij + (R ∗ k ∗ h)ij.

Lema A.5. A segunda variação da Hessiana, do Laplaciano, do tensor de Ricci e da

curvatura escalar podem ser descritas da seguinte forma:

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

∇2
g+sk+thf = k ∗ ∇h ∗ ∇f +∇k ∗ h ∗ ∇f,

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

∆g+sk+thf = k ∗ ∇h ∗ ∇f +∇k ∗ h ∗ ∇f,

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

Ricg+sk+th = k ∗ ∇2h+∇2k ∗ h+∇k ∗ ∇h+R ∗ k ∗ h,

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

Sg+sk+th = k ∗ ∇2h+∇2k ∗ h+∇k ∗ ∇h+R ∗ k ∗ h.

Demonstração. Primeiramente computamos a segunda variação da Hessiana na direção

de h e k. Usando os lemas A.3 e A.4, obtemos

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

∇2
ijf =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

(
−1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij)∂kf

)
=

1

2
kkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij)∂kf +∇k ∗ h ∗ ∇f

=k ∗ ∇h ∗ ∇f +∇k ∗ h ∗ ∇f.

Logo, usando o Lema A.3 novamente, a segunda variação do Laplaciano é dada por

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

∆g+sk+thf =
d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

(gij∇2
ijf)

=− hij d

ds

∣∣∣∣
s=0

∇2
ijf − kij

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∇2
ijf + gij

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

∇2
ijf

=k ∗ ∇h ∗ ∇f +∇k ∗ h ∗ ∇f.
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Agora estamos aptos a computar a segunda variação do tensor de Ricci nas direções

de h e k. Pelos lemas A.1,A.3 e A.4,

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

Ricg+sk+th
ij =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

(
1

2
∆Lhij − (divg+sk)∗divg+skhij −

1

2
∇2
ijtrg+skh

)
=

1

2

(
d

ds

∣∣∣∣
s=0

∆L

)
hij −

(
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(divg+sk)∗
)

divghij

−(divg)∗
(
d

ds

∣∣∣∣
s=0

divg+skhij

)
−1

2

(
d

ds

∣∣∣∣
s=0

∇2
ij

)
(trgh) +

1

2
∇2
ij〈k, h〉

=(k ∗ ∇2h)ij + (∇2k ∗ h)ij + (∇k ∗ ∇h)ij + (R ∗ k ∗ h)ij.

Para a curvatura escalar, obtemos pelo Lema A.2,

d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

Sg+sk+th =
d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

(g + sk + th)ijRicg+sk+th
ij

=− kij d
dt

∣∣∣∣
t=0

Ricg+thij − hij d

ds

∣∣∣∣
s=0

Ricg+skij

+gij
d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

Ricg+sk+th
ij

=(k ∗ ∇2h) + (∇2k ∗ h) + (∇k ∗ ∇h) + (R ∗ k ∗ h).
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