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Resumo

A primeira parte deste trabalho consiste em demonstrar que a massa ADM de
uma variedade assintoticamente plana pode ser calculada em termos de um limite as-
sintético de integrais envolvendo o tensor de Einstein. Para isso, seguimos o método
proposto por Herzlich ([31]) que relaciona a anélise de Michel ([51]) para invariantes
assintéticos e uma férmula de integracao por partes baseada na identidade contraida
de Bianchi. Dado o carater geral desta abordagem, vamos analisar conjuntamente o
centro de massa e, logo em seguida, um conceito de massa desenvolvido para variedades
assintoticamente hiperbdlicas.

Num segundo momento, estudamos as variedades assintoticamente planas que pos-
suem bordo nao compacto. Neste contexto, temos uma nocao similar de massa de-
senvolvida por Almaraz, Barbosa e De Lima ([3]) que nos permite adaptar o método
anterior para expressar a massa também em termos de tensores geométricos. Para isso,
seguiremos o artigo de De Lima, Girao e Montalbén [24]

Por fim, com base no artigo de Barbosa e Meira [§], vamos provar uma versao da
Desigualdade de Penrose para hipersuperficies graficas com bordo nao compacto. Se-
guindo a ideia original de Lam, expressamos a curvatura escalar como a divergencia
de um campo vetorial e usamos a desigualdade de Aleksandrov-Fenchel para obter

limitantes inferiores das integrais do bordo.

Palavras-chave: variedades assintoticamente planas, massa ADM, tensor de Einstein,

desigualdade de Penrose, gréficos.



Abstract

The first part of this work consists of demonstrating that the ADM mass of an
asymptotically flat variety can be calculated in terms of a asymptotic limit of inte-
grals involving the Einstein tensor. For this purpose, we follow the method proposed
by Herzlich ([31]) that relates Michel’s analysis ([51]) for asymptotic invariants and
a part-integration formula based on Bianchi’s contracted identity. Given the general
character of this approach, we will analize jointly analysing the center of mass and a
concept of mass developed for asymptotically hyperbolic manifolds.

In a second moment, we study asymptotically flat varieties with non-compact boun-
dary. In this context, we have a similar notion of ADM mass developed by Almaraz,
Barbosa and De Lima ([3]) that allows us to adapt the previous method to express the
ADM mass also in terms of geometric tensors. For that, we will follow the article by
De Lima, Girdo and Montalban [24].

Finally, based on the article by Barbosa e Meira [§], we prove a version of Penrose
Inequality for graphic hypersurfaces with non-compact boundary. Following Lam’s ori-
ginal idea, we express scalar curvature as the divergence of a vector field and use the

Aleksandrov-Fenchel inequality to obtain lower limits of the boundary integrals.

Keywords: asymptotically flat manifolds, ADM mass, Einsten’s tensor, Penrose ine-

quality, graphs.
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Introducao

[[Na teoria da Gravitacio Newtoniana, o potencial gravitacional é determinado pela

distribuicao de matéria de acordo com a equacao de Poisson
Au = 47p, (1)

onde p é a densidade de massa e escolhemos as unidades de modo que a constante
gravitacional G seja 1. Dai, uma vez fornecido o potencial u, podemos aplicar o teorema

da Divergéncia para calcular a massa contida num dominio simplesmente conexo {2

1 1
mo = /pdVQ = E/AUdVQ = E/(Du,u} dVsq.
Q Q E'9)

Com isso, a massa total do sistema pode ser calculada ao tomarmos o limite da integral
acima para 2 1 R3.

Fazendo o caminho inverso, supomos que p tenha suporte compacto e que tenhamos
como condigao de fronteira lim u(z) = 0. Logo, podemos resolver a equagao de Poisson

T—00
usando a conhecida férmula (veja Evans [26], p. 30)

uiw) = - [ Py, @)

lz—yl

R3

onde dy é simplesmente a medida de Lebesgue usual em R3. Se p for vista como uma
distribuicao, entao podemos, como caso particular, representar uma “massa pontual”
m em x, utilizando a funcdo delta de Dirac, isto é, p(x) = md(z — xo), e recobramos
a versao da lei Gravitacional de Newton para massas pontuais, em que o potencial

gravitacional criado pela massa m em xy é dado por

m

U,y (T) = REEN)

IEste texto introdutério se ancora nas ideias e no panorama histérico desenvolvidos nos textos de
D. Lee [42], Lam [41I] e Hermann e Humbert [30].



De fato, essa é (a menos de um fator constante), a solugao fundamental da equagao de
Laplace.

Agora vamos considerar que o suporte de p estd contido na regiao |z| < r;. Pela
Equagao , temos que u é harmonica em |z| > r;. Dali, expandindo em harmoénicos

esféricos (veja D. Lee [42], p. 318), encontramos

u(z) = —% +Oy(|2]7%),

para alguma constante m. Assim,

/ dx-/—Audx

= hm/i@d\/

r—oo | 41 Or

Chamamos a quantidade m = [p(z)dx de massa total do sistema. Pelos cdlculos

acima, m pode ser interpretada fisicamente da seguinte forma: a maior poténcia de
u(z), para x grande o suficiente, é a mesma do potencial obtido por um ponto de
massa m na origem, como na Equacao [2 De forma concisa, a massa total nos informa
sobre o comportamento assintotico de u e, deste ponto de vista, é mais natural definir

a massa total por
m = hm — dVSQ, (3)

e ver o fato m = [ p(x)dx como uma consequéncia.
R3
Em Relatividade Geral, a situacao é completamente diferente. O universo é mo-
delado por uma 4-variedade Lorentziana orientada temporalmente (N4 g) chamada

espaco-tempo, cuja métrica satisfaz a equacao de Einstein:
) 1
Ric® — §Sgg = 8nT, (4)

onde T é o tensor energia-momento. A Equacao [d] descreve basicamente como a dis-
tribuicdo de matéria e energia no sistema (tensor 7') se relaciona com a geometria do
espago-tempo (curvatura). Se supomos que exista uma hipersuperficie de Cauchy M

em N, isto é, uma variedade tridimensional do tipo-espaco que intersecta cada curva



causal em apenas um ponto, entao dizemos que N é globalmente hiperbdlica e Geroch
[27] provou N é homeomorfo a R x M e as hipersuperficies M; := {t} x M podem ser
vistas como retratos de N no instante ¢ fixado. Bernal e Sdnchez [11] forneceram um
resultado mais forte, mostrando que N é difeomorfo a R x M. Além disso, Choquet-
Bruhat e Geroch [15] mostraram que uma hipersuperficie de Cauchy com determinadas
condicoes iniciais permite reconstruir todo o espago-tempo, o que confere a Relativi-
dade Geral seu carater deterministico.

Com esses resultados, podemos fazer um estudo semelhante a analise feita anterior-
mente para distribuicoes de massa em regioes limitadas. No contexto da Relatividade
Geral consideramos os sistemas gravitacionais isolados, em que preservamos a ideia ge-
ral de que o campo gravitacional induzido decresce a medida que aumenta a distancia
ao sistema e se anula no infinito. Levando isso em conta, é natural impor que a métrica
induzida g em uma hipersuperficie de Cauchy M C N se torna Euclidiana no infinito,

mais precisamente, que sao assintoticamente planas:

Definigao 0.1. Uma hipersuperficie de Cauchy M de (N, g) € dita assintoticamente

plana se existe um subconjunto compacto K C M e um difeomorfismo
q)M\K_)Rg\Ev pH(':C?yaZ)v

onde B € a bola unitdria em R?, tal que para a restricio de g em TM, g, satisfaz

onde r? = 22 +y?> + 2% e § € a métrica Euclidiana em R3.

Note que a definicao acima é intrinseca e nao envolve a métrica Lorentziana g.
Dessa forma, introduzimos no Capitulo 2 as variedades assintoticamente planas (De-
finigao [2.1)), estudando suas propriedades no contexto exclusivo da Geometria Rieman-

niana. O exemplo principal dessa classe de variedades é o fim exterior do espaco de
Schwartzschild: (R®\ B2 ,, (1 + 2)*) (veja Exemplo . Em Relatividade Geral,

m/2’
esse espago modela um bu/raco negro estatico cujo horizonte coincide com o bordo.
Para as variedades assintoticamente planas, existe uma quantidade analoga a massa
total vista anteriormente na Gravitacdo Newtoniana (Equacao 3, chamada de massa
ADM (Defini¢ao [2.3)), descoberta (em sua versdo tridimensional) na década de 1960
pelos fisicos Arnowitt, Deser e Misner [4, 5, 6]. Eles fizeram um estudo detalhado
de sistemas gravitacionais isolados, adotando uma formulagao Hamiltoniana com uma

hipersuperficie de Cauchy como ”dado inicial”e escrevendo as equacoes de evolugao de

Einstein com vinculo. Também por esse método, o centro de massa (Definigao [2.5)) foi

4



introduzido por Regge e Teitelboim [57, 58] e Beig e O Murchadha [10].

Agora vamos mostrar uma motivacao alternativa para a definicao da massa ADM
baseada em razoes fisicas mais simples. Consideremos uma hipersuperficie de Cauchy
(M3, g) sem contribuigoes da segunda forma fundamental e assintoticamente plana.
Novamente, podemos representar a distribuicao de matéria como uma fun¢ao densi-
dade de energia p : M — R. Com isso, p nao determina a métrica g, mas funciona

como vinculo através da equacao:
SY9 = 16mp.

Ou seja, a curvatura escalar é a densidade de energia, a menos de uma constante, mais
precisamente essa equagao é equivalente as equagoes de Einstein com vinculo (veja D.
Lee [42], p. 221). Além disso, as condigoes assintéticas da métrica g servem como
condicao de fronteira.

Como na Definigao [3| temos que a massa deve ser expressa como um fluxo no
infinito. Mas a curvatura escalar SY nao pode ser escrita de tal maneira. Para contornar
essa dificuldade, utilizamos a linearizacao de SY proxima da métrica Euclidiana, que é
uma divergéncia (veja Apéndice . Em outras palavras, S9 é uma divergéncia mais

outros termos de derivadas com ordem maior, informalmente temos
9~ DS;(g — 0).

Nesse caso, é razoavel definir a massa como a integral de fluxo no infinito que corres-

ponde a essa divergéencia:

m(g) = /D55 g—06)dVis

167

1
= 1o (=A°(trs g) + div’ (div®g)) dVs

RB

1
= lim — (div‘;g — d(trsg))(v°) dV‘s%

r—oo | 7r

=}132016—7r/ > o= v ®)

SQ 17]7

esta é justamente a férmula da massa ADM para n = 3 expressa nas coordenadas
assintéticas (Definicao [2.3)).
Apesar de atender a necessidade de formular um conceito de massa total, a férmula

acima apresenta duas dificuldades:



1. Nao esta claro que o limite dado acima é finito e, se o for, parece depender, a

primeira vista, das coordenadas assintéticas em que a métrica é representada;

2. Por mais que se origine da linearizacao da curvatura escalar, nao temos um sentido

geométrico direto.

Com as condigoes impostas na Definicao foi provado por Bartnik [9] e, de modo
independente, por Chrusciel [I7] que a massa ADM é um invariante assint6tico bem-
definido, isto é, o limite [5| existe e nao depende da escolha de coordenadas assintéticas.
Considerando o segundo problema, é conhecido na literatura que a massa ADM pode
ser computada usando o tensor de Einstein £Y = Ric? — %Sg g (veja Ashtekar-Hansen
[7 e Chrusciel [18]). Similarmente, Schoen sugeriu um modo intrinseco de definir o
centro de massa (cf.[33]), usando novamente o tensor de Einstein. A igualdade entre
as duas formulagoes foi provada via teoremas de densidade por Corvino e Schoen [21],
Schoen e Yau [62] e Huang [33], [34], conforme um trabalho prévio de Corvino e Wu [22].
Mais recentemente, Miao e Tam [50] também provaram por uma computagao direta
em coordenadas.

O capitulo 2 deste trabalho tem como objetivo provar a igualdade entre as duas
defini¢oes propostas aos dois invariantes: massa ADM e centro de massa. Para isso,
nos baseamos no artigo de Herzlich [31], que tem como eixo central a abordagem de-
senvolvida por Michel para construir invariantes assintéticos [51]. Dado o cardter geral
desta analise, aproveitamos para introduzir uma nocao de massa para variedades assin-
toticamente hiperbélicas. Esta por sua vez, foi definida por Chrusciel e Herzlich
[19] e independentemente por Wang [65], veja também [32] para uma comparagao.

Em 2016, Almaraz, Barbosa e De Lima [3] consideraram variedades Riemannianas
com bordo nao-compacto. Semelhante ao caso sem bordo, existem, nesse contexto,
a no¢ao de variedade assintoticamente plana (Defini¢ao e um conceito de massa
associado (Definigao , que chamaremos de massa ABL. No capitulo 3, seguiremos o
artigo de De Lima, Girao e Montalban [24] a fim de aplicar o método anterior proposto
por Herzlich para essa classe de variedades. Com isso, podemos expressar a massa
ABL em termos do tensor de Einstein da métrica no interior e do tensor de Newton
associado a segunda forma fundamental do bordo.

Existe também um outro problema associado a definicao original da massa ADM.
Na gravidade Newtoniana, sabemos que a densidade de massa p deve ser uma fungao
nao-negativa e o teorema da Divergéncia nos diz que, se p é nao-negativa e positiva
em algum ponto, entao a massa total na Definicao [3| também é positiva. No nosso
modelo relativistico simplificado, como a curvatura escalar ¢ um multiplo positivo da

densidade de energia, temos que é fisicamente plausivel esperar o seguinte resultado: se



a curvatura escalar for nao-negativa, entao a massa ADM também serd nao-negativa.
No entanto, matematicamente, esse problema tem sido um desafio, sendo objeto de
pesquisa intensa nos ultimos sessenta anos.

O resultado mais notavel desses estudos, tanto para a Relatividade Geral quanto
por sua importancia na Geometria Riemanniana é o famoso teorema da massa posi-
tiva, que ja tinha sido conjecturado logo depois da formulagao da massa ADM em 1961.
Como existe uma versao mais geral no contexto da Relatividade Geral, vamos usar o

termo Riemanniano para distinguir o teorema a seguir:

Teorema 0.1 (Teorema Riemanniano da Massa Positiva). Se (M3, g) é uma varie-
dade assintoticamente plana com curvatura escalar nao-negativa e massa ADM, map,
entao

mapm > 0,

com mapyr = 0 se e somente se, (M3, g) é isométrica ao R® com a métrica Fuclidiana.

Em 1979, Schoen e Yau [61], [62] provaram o teorema acima usando técnicas envol-
vendo superficies minimas e um argumento de estabilidade, e logo perceberam como
generalizar o resultado para dimensoes n < 8 em [60]. Em 1981, Witten [64] deu uma
prova alternativa que se aplica a variedades spin de qualquer dimensao. Para dimensoes
mais altas, o teorema da massa positiva é uma consequéncia de um resultado envol-
vendo somas conexas T"#M" de toros n-dimensionais e uma variedade compacta M™.
Tal resultado para dimensoes n > 8 foi obtido mais recentemente por Schoen e Yau
[63] e por uma série de publicagoes de Lohkamp [45], 406, 47, [48], 49].

Outro resultado importante envolvendo a massa ADM é a desigualdade de Penrose,
que pode ser vista como uma generalizagao do teorema acima na presenca de um hori-
zonte aparente (veja D. Lee [42], p. 109, para mais detalhes). Penrose [55] argumentou
de forma heuristica que a contribuicao da massa de um buraco negro deve ser \/m,

onde A é a area do horizonte.

Teorema 0.2 (Desigualdade Riemanniana de Penrose, versao 1). Seja (M3, g) uma
variedade assintoticamente plana com bordo suave e compacto M. Se (M?3,g) tem

curvatura escalar nao-negativa e que OM € wm horizonte aparente, entdao

A
MADM = s

onde A € a drea de qualquer componente conexa de OM. Além disso, a igualdade
ocorre se , e somente se (M?3,g) € isométrica a variedade exterior de Schwarzchild

(veja Exemplo para mais detalhes).



Em 1977, Jang e Wald [38], com base nas ideias propostas por Geroch [28], for-
neceram uma prova heuristica do Teorema [0.2] acima observando que uma quantidade
mondtona nao decrescente, chamada de massa de Hawking, se aproxima da massa ADM
no infinito sob o fluxo da curvatura média inversa. Porém, o argumento deles somente
funciona quando o fluxo existe para todo o tempo de forma suave. Em 1997, Huisken
e Ilmanen [37] formularam uma versao fraca desse fluxo e provaram sua existéncia,
provando assim o Teorema (0.2

Em 2001, Bray [13] provou uma versao mais geral, usando um fluxo conforme de
métricas: o horizonte agora é éxtero-minimizante (D. Lee [42], p. 109) e A é drea total

do horizonte.

Teorema 0.3 (Desigualdade Riemanniana de Penrose, versao 2). Seja (M3, g) uma
variedade assintoticamente plana com curvatura escalar nao-negativa e um horizonte

minimizante externo com drea total A. Entao

A
Mapm = 6

com a igualdade se, e somente se (M3, g) € isométrica a regido exterior do horizonte

minimizante externo da variedade de Schwartzschild.

Em [I4], Bray e Lee generalizaram a prova deste teorema para dimensoes n < 7,

com a hipdtese adicional de M ser spin pra a rigidez. Em dimensao n, a desigualdade

1/ A\t
mADM>— .

— 2 Wn—1

de Penrose é

Em 2011, Lam [41] demonstrou de uma maneira simples e elegante uma versao sem
rigidez dos teoremas e para graficos Euclidianos de codimensao 1. Em 2015,
houve duas versoes estendidas deste resultado: Mirandola e Vitério [52] generalizaram
para graficos Euclidianos de qualquer codimensao com fibrado normal plano, e De Lima
e Girao [23] para qualquer hipersuperficie. Em 2013 e 2015, a rigidez para os resultados
obtidos por Lam foi tratada por Huang e Wu [33], 34].

No capitulo 4, vamos provar, para a massa ABL, uma versao sem rigidez do teorema
da massa positiva e um tipo de desigualdade de Penrose em hipersuperficies graficas
com bordo nao compacto seguindo as mesmas ideias de Lam [41]. Esses resultados se
encontram no artigo de Barbosa e Meira [], cuja versdo do teorema da massa positiva
é um caso particular do resultado mais geral provado por Almaraz, Barbosa e De Lima
[3]. Mais recentemente, Koerber [40] provou, nesse contexto de variedades com bordo

nao compacto, a desigualdade de Penrose em dimensao 3.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, sera apresentada uma breve revisao de Geometria Diferencial com a
finalidade de assentar notacoes, terminologias e resultados que serao utilizados ao longo
do texto. Teremos como referéncia basica para os estudos de variedades Riemannianas
o livro de J. Lee [44]. Para um maior aprofundamento dos assuntos que abordaremos,

também recomendamos ao leitor as referéncias [25], 43 54, [56].

1.1 Notacao e Revisao de Tensores em Variedades

1.1.1 Variedades Diferenciaveis e Fibrados Vetoriais

Neste texto, assumimos um conhecimento elementar da teoria das variedades di-
ferencidveis como exposto em Do Carmo [25], cap. 0. Também assumimos que as
variedades (com ou sem bordo) sao suaves (C*), Hausdorff, com base enumerdvel
e conexas. Com isso, uma variedade M de dimensao n > 0, ou concisamente uma
n-variedade, sera denotada por M"™ ou simplesmente por M, quando nao houver ne-
cessidade de explicitar a dimensao. Utilizaremos o termo “diferenciavel” para denotar
objetos suaves (C*°), por exemplo o espago das fungoes diferenciaveis, C*°(M). Es-
crevemos as coordenadas locais de uma carta (U, ®) de M, como (z!,...,2") ou (z%),
dependendo do contexto. Denotaremos por 7,,M o espaco tangente no ponto p € M e
por T7M o respectivo espago cotangente.

Se Mﬂ+k (k > 0) é uma variedade, uma n-subvariedade de M é uma variedade
M™ junto com uma imersdo injetiva i : M — M, isto é, uma aplicacdo injetiva dife-
renciavel cuja derivada di, : T,M — E(p)M ¢ injetiva para todo p € M. Identificando
M com sua imagem i(M) C M, podemos considerar M como um subconjunto de M.
O mais importante tipo de subvariedade ocorre quando a aplicacao ¢ é um mergulho,

isto é, além das condigoes anteriores, 7 também é um homeomorfismo sobre sua imagem



1. Preliminares

com a topologia induzida. Neste caso, M é chamada de subvariedade mergulhada.
Recordamos que podemos criar uma nova variedade de dimensao 2n a partir da
unido disjunta (indexada) de todos os vetores tangentes de M, conhecida como fi-
brado tangente T'M:
T™ = | |T,M,
peM
Além disso, a projecao usual 7 : T'M — M, v, — p, nos permite ver T'M como um

fibrado vetorial, tal como definimos a seguir:

Definicao 1.1. Um fibrado vetorial k-dimensional ¢ um par de variedades E
(o espaco total) e M (a base), junto com um mapa sobrejetivo m : E — M (a

projecao), satisfazendo as sequintes condigoes:

1. Para todo p € M, o conjunto E, = n~'(p) (fibra sobre p) possui uma estrutura

de espaco vetorial k-dimensional;

2. Para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p e uma aplicacdo dife-

rencidvel ® : 77H(U) — U x R* (trivializacdo local) tal que:

(a) Para cada q € U, a restri¢io de ® a E, é um isomorfismo linear entre E, e
{a} x R¥;
(b) Se my : U x RF denota a projecdo sobre o primeiro fator, entdo m = myo® :

' (U) = U.

Se w: EE— M é um fibrado vetorial sobre M, uma segcao de E é uma aplicacao
diferenciavel n : M — FE tal que mon = id,,;. Com isso, temos que um campo vetorial
diferenciavel X de M é uma secao do fibrado tangente T'M. Assumiremos a partir de
agora que todos os campos vetoriais sao diferenciaveis e denotamos o seu conjunto por

Pela mesma construcao do fibrado tangente 7'M, obtemos o fibrado cotangente

T°M = | |T;M,
peM
que também ¢ um fibrado vetorial n-dimensional, com a projecao usual w, — p. Temos
que as segoes de T*M sao as 1-formas, cujo espago serd denotado por X*(M).
Seja (Vi,...,V,) um referencial local para T'M, isto é, n campos vetoriais de-
finidos em um aberto W C M tais que (Vi|p,..., V,|p,) formam uma base para T,M
para todo p € W. Associado a este referencial temos o co-referencial dual, que

denotamos por (¢',...,¢"), onde as 1-formas satisfazem ¢*(V;) = 5; Ao utilizarmos

10
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um sistema de coordenadas locais (), temos associado ao referencial coordenado (9;),

seu co-referencial dual (dz?).

1.1.2 Fibrados Tensoriais

Definicao 1.2. Seja M™ uwma variedade e fixemos um ponto p de M. Para inteiros
r,s >0, um tensor T de ordem (r,s) em p ou simplesmente um (r,s)-tensor em p é

uma aplicacao R-multilinear

T:?;Mx---xT;MprMx---prM/—HR.

(r) (s)

Observagao 1.1. Denotamos por T7(T,M) o conjunto dos (r,s)-tensores em p, o
qual constitui um R-espaco vetorial. Quando s = 0, dizemos que T € um tensor
r-contravariante; ja quando r = 0, dizemos que T é um tensor s-covariante. Nes-
ses casos, os espagos sao denotados por T"(T,M) e Ts(T,M), respectivamente. Com
isso, recordamos as identificagoes: T (T,M) = (T,M)* = T,M, T\(T,M) = T; M, e
TNT,M) = R. Uma identificagio menos ébvia é dada por T}(T,M) = End(T,M), o

espaco dos endomorfismos lineares de T,M .

Semelhante a construcao dos fibrados tangente e cotangente, T'M e T*M , respecti-
vamente; podemos construir a partir de 77 (7,M) em cada ponto p € M, os seguintes

fibrados vetoriais sobre M:
M = T,
peEM

por meio da projecao m : T7 M — M que mapeia cada tensor 7' € T7(T,M) em p. TT M
¢ chamado de fibrado tensorial de ordem (r, s) sobre M. Com isso, podemos estender a
no¢ao de campos vetoriais para os tensores: um campo tensorial 7' (de ordem (7, s))
¢ uma segao do fibrado 77 M, ou seja, T' é uma aplicacao diferenciavel que associa a
cada ponto p € M, um (r,s)-tensor 1, € T7(T,M). O conjunto dos campos tenso-
riais de ordem (r,s) serd denotado por T%(M). Da mesma forma, T (M) é o espago
dos campos tensoriais r-contravariantes, e T,(M) é o espago dos campos tensoriais s-
covariantes. Em particular, temos as identificagoes: TH(M) = X(M), T,(M) = X*(M)
e TY(M) = C>=(M).

O espaco T4 (M) constitui um maédulo sobre o anel das fungoes diferencidaveis C*° (M),
0 que permite associar a cada (r, s)-campo tensorial 7', um mapa diferenciavel

T \%*(M) X +ee X %*(M)/x\%(M) XX X(M)— C™(M),

J/

-~ -~

(r) (s)

11
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definido por
(W W X X)) = T s Wy Xl - - Xilp)- (1.1)

E fAcil verificar que 7 é C°°(M)-multilinear. Ademais, o valor da fungdo 7 num ponto
p € M depende unicamente dos valores das 1-formas w’ e dos campos vetoriais Y; em
p (ver O'Neill [54], pg. 37). A este fato vamos nos referir como o carater pontual
dos campos tensoriais. Aproveitando esta caracteristica e a identificacao T (T,M) =

End(7,M) anterior, podemos introduzir o operador trago:

Defini¢ao 1.3. Dado um (r,s)-campo tensorial T com r,s > 1, o trago de T é o

(r—1,s — 1)-campo tensorial:
trT(wh, .., X, X)) = (T 0™ X X)), (1.2)
Mais importante ainda ¢é a seguinte propriedade:
Lema 1.1 (Lema de Caracterizacao dos Tensores). Um mapa

T:l’f*(M) X e x%*(M)lx.’{(M) X - X X(M) — C®(M)

J/

TV TV
(r) (s)
¢ induzido por um (r,s)-campo tensorial como acima se, e somente se é C°(M)-

multilinear.
Demonstragao. Ver J. Lee [43], p. 318. O

Com esse resultado podemos ver um (r, s)-campo tensorial 7' como uma aplicagao
C°°(M)-multilinear tal como na Equagcao e, vice-versa, uma aplicagao 7 como
acima também pode ser vista como um (r, s)-tensor.

Por meio dessa identificacao podemos introduzir o produto tensorial, isto é, uma
operagao entre dois campos tensoriais quaisquer da seguinte forma: se A € T(M) e
B € T0,(M), definimos

A®B: X (M) x -+ x X(M) x X(M) x - x X(M) — C=(M),

i i

(r7) (s+)

por

A@B((,Ul, s 7wT+T/7X1, . ,XSJFS/)
— A(wl’ e ’wr’X]-’ . 7XS)B((JJT+1, . 7wr+T,’XS+17 o ’XS+S/).

12
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A® B éum (r+1', s+ s')-campo tensorial, chamado de produto tensorial de A e B.
Evidentemente, ® é C°°(M)-bilinear e associativo. O produto tensorial permite melhor
caracterizar os campos tensoriais com base em um referencial local em M.

Seja {Vi,...,V,} um referencial local no aberto U C M e seu dual {w',... w"}.

Logo podemos escrever um (r, s)-campo tensorial T localmente da seguinte forma:

T=T""V, @@V, Qu' @ ®w™,

J1---Js

onde Tj! " = T(w",...,w",Vj,...,V},), e o conjunto

{‘/il®"'®‘/iT®Wj1®"'®sz;ik:1,...,n€jl:1,...,n},

constitui uma base para 17 (7,M) em cada ponto p € U.

Em particular, se (z%) é um sistema local de coordenadas, temos que

T=T""0 ® - ®0, @dr" @ --- @ dr’

J1---Js

Aproveitando o cardter pontual dos campos tensoriais e a identificagao 17 (T,M) =

End(7},M) anterior, podemos introduzir o operador trago:

Definicao 1.4. Dado um (r,s)-campo tensorial T com r,s > 1, o trago de T € o

(r—1,s — 1)-campo tensorial:
tr (W', . W X, X)) = (T (w0 w0 X X)), (1.3)

onde tomamos o traco ao identificar T'(w", ..., w1 - X1,..., X, 1,)(p) com o espago
dos endomorfismos End(T,M) em cada ponto p € M. Nas componentes de T com

respeito a um referencial local, temos

(tr T)il---’ir—l o Ti1...iT71k;

Ji---Js—1 jl---js—lk.

Agora vamos dar atengao para os campos tensoriais k-covariantes T € Ty (M).
Definigao 1.5. Seja ¢ : M — N, um mapa diferencidvel. Se T € Ti(N), com s > 1,
seja

(" T)X1,. .., Xp) =T(D X1, ..., 0:Xp),

para todo X; € X(M). Entao ¢*T é chamado de pullback de T por ¢. Pontualmente

temos
(¢*T>p(vl7 cee >vk> = T¢(p)<D¢P<Ul)7 R D(bP(Uk))?

13
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para todo v; € T,M ep & M.

Por computacao direta em coordenadas, verifica-se que ¢*T é um campo tensorial
k-covariante em M. No caso especial de um (0, 0)-campo tensorial, isto é, uma funcao
f € C(N), o pullback de f é definido por ¢*(f) = f o ¢.

Distinguimos no espago T (M) dois tipos de campos tensoriais:

Definicao 1.6. Um campo tensorial k-covariante T € dito stmétrico, se dados os

campos X1, ..., Xy e permutacao o € Sy, entao
T(Xoay, - Xowy) =T(Xq, ..., Xk).
Além disso, dizemos que T' € k-alternado ou uma k-forma, quando
T(Xsay,- - Xow) =sgn(o)T(Xq, ..., Xk).

O espago dos tensores simétricos serd denotado por Sp(M), e o espago das k-formas
por Q. (M).

No espago dos campos tensoriais alternados existe um produto C*°(M)-bilinear,

associativo chamado produto exterior definido em 1-formas por
wi A Awg(Xa, ., Xg) = det(w'(X;)),  Yw' € XF(M),VX; € X(M),

e estendido por linearidade. Além isso, podemos criar campos tensoriais dos dois tipos

da definicao acima a partir dos seguintes operadores: anti-simetrizacao:

Definicao 1.7. Definimos os operadores de simetrizac¢ao e anti-simetrizacao por

1
1. S ‘Zk(M) — Sk(M), S(T)(Xl, . ,Xk) = E Z T(Xo(l), R ,Xg(k));
coESy
1
2. AT (M) — Qp(M),  AT)(Xy,...,Xk) = o Y sgn(0)T(Xoqy, - - Xow))s
co€Sy

respectivamente.

Observacao 1.2. Em particular, para um campo tensorial 2-covariante o, temos que

a=S(a)+ Ala).

Agora introduzimos uma importante derivacao de campos vetoriais: a derivada
de Lie. Para X,Y € X(M), definimos

0
LxY], = 5 (Do—1)om)Y o)
t=0

14
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onde ¢; é o fluxo gerado por X em uma vizinhanga de p. Podemos provar que LxY =
[X,Y]. Mais ainda, podemos estender esta operagao pra campos tensoriais covariantes

de modo que
L Lxf=X(f), VfeC®M);

d
2. LyT|, = —

S| e, vres. ),

t=0

Em particular, estaremos interessados na seguinte expressao da derivada de Lie em

campos tensoriais 2-covariantes: dado o € To(M), temos
(Lxa)(Y, Z) = X(a(Y, 2)) — a([X, Y], Z) — a(Y, X, 7)) (1.4

Além disso, temos a seguinte propriedade

Proposicao 1.2. Suponha que M é uma variedade com ou sem bordo e X € X(M)
um campo vetorial tal que, se OM # 0, entao X ¢é tangente a M. Seja ¢ o fluzo de

X. Para qualquer campo tensorial covariante T' e qualquer (to,p) no dominio de phi,

temos que
d * *
- (¢t T)p = (¢t0 (EXT))p-
dt],_,,
Demonstracao. Ver J. Lee [43], p. 324. O

Outra operacao em campos tensoriais covariantes que vamos precisar é o produto

interior: fixado um campo vetorial X, definimos o mapa ¢y : T,(M) — T,_1(M), por

Lx<T)(X1, e 7Xs—1) = T(X, Xl, e ,Xs_l).

1.2 Alguns Fundamentos de Geometria Riemanni-

ana

Para facilitar a compreensao dos conceitos que serao apresentados nesta secao,
convencionamos chamar de tensor nao s6 os elementos de um fibrado tensorial sobre
uma determinada variedade, como também suas respectivas segoes, isto é, os campos
tensoriais. Mais precisamente, chamaremos de tensor tanto o campo tensorial quanto

seu valor pontual.

15
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1.2.1 Métricas Riemannianas

Nesta parte, vamos introduzir as variedades Riemannianas e derivar algumas pro-
priedades recorrentes, como os isomorfismos musicais e a forma de volume, definidas

mais adiante.

Defini¢ao 1.8. Uma variedade Riemanniana (M",g) é uma variedade M munida
de um tensor 2-covariante simétrico g € Sy(M) tal que, em cada ponto p € M, g, €

um produto interno, isto €
1. gy : T,M x T,M, é R-bilinear, Vp € M;
2. (X)) =g,(V,X) e g(X,X)>0, seX#0, VX,Y €T,M.

Dizemos que g € uma métrica Riemanniana, ou simplesmente uma métrica em

M. Também denotaremos g por (-, ).
Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Se (z%) é um sistema local de coordena-
das no aberto U C M, temos que g pode ser expresso por

g = gijdxi (9 dxiu

tal que g;; = (0;,0;) € C°(U) e gij = gji, para todo i,j =1,...,n.

Além disso, um referencial local {E;} de M ¢é dito ortonormal, se (E;, E;) = 0;;,
para todo i, =1,...,n.

A métrica g viabiliza uma identifica¢ao natural entre os campos vetoriais X € X(M)

e as 1-formas w € X*(M) por meio da aplicagao:
X X(Y)=(X)Y), VY e€X(M).

E imediato que X’ estd unicamente determinada. Também considerarmos a inversa do
isomorfismo * : X(M) — X*(M) acima, isto é, a aplicacdo * : X*(M) — X(M), dada
por

(W Y) = w(Y).

Essas identificagoes sao conhecidas como isomorfismos musicais. Em coordenadas,

temos que X = X'0; e se tomarmos Y = J;, entao
X*(0) = 9(X,9;) = gy X,
Logo, as coordenadas da 1-forma X’ = X,dz’ sdo dadas por
X = (X"); = gi; X".

16
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Similarmente, dado w = w;dz?, entao
w; = w(@;) = (W, 8;) = (W) 'gyy.
Logo, as coordenadas do vetor w? := w'0; sao dadas por
W' = wig™®.

Com isso, também podemos munir de um produto interno cada fibra de 7* M , bastando
definir
(. B) = (%, 5%), Va,B e X*(M),

Aqui também denotamos por g = (-, -) a métrica induzida em T*M. Nas coordenadas

(z'), temos que {(a, 3) = g¥a;3;. Com essa definigao ¢ fécil ver que
(X,Y)=(X"Y") e (a.f)=(a*, 5.

Mais geralmente, dado um tensor s-covariante 7', podemos identificd-lo com um
(1,5 — 1)-tensor 7"

(T(Y1,..., Y1), Ys) = T(V1,..., Ys). (1.5)

trago (Definigao [1.4)) para tensores s-covariantes:

— ,
Em coordenadas, temos que T k- Dal, podemos estender o operador

J1-ds—1 1-Js—

tryT" = tr T.

_ ik -
Em coordenadas, temos que (try7");, ., = ¢"Tij,.. ;. k- Ou ainda,

(trgT) (X1, .., Xoma) = > Te, Xa, ..., X, 1),

=1

onde {e;} é um referencial ortonormal.
Da mesma forma que no fibrado cotangente, podemos munir cada fibra de T5(M)

por um produto interno. Denotando também por g, temos em coordenadas
g(T,S) = (T,S) = g""...g""T;. 4.9 ., VT,S€T(M). (1.6)

Muitas métricas surgem a partir de subvariedades de uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.9. Sejai: M" — M wma imersao inhjetiva. Se M possui uma métrica

17
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g, entdo a métrica induzida g em M € definda por g = i*g.

Exemplo 1.1. Se v : (N"*k g) — M"™ é uma fungdo diferencidvel e p € M é
um valor regular de 1, isto é, di, € sobrejetiva para todo q € ~*(p). Nesse caso,
sabemos que Y~(p) C N serd uma subvariedade mergulhada em N de dimensado k.

Logo podemos dar-lhe a métrica induzida pela inclusdo i : =" (p) — N, isto é, i*g.

Exemplo 1.2. Outro exemplo importante ocorre quando a variedade Riemanniana
(M, g) possui bordo OM, que é uma subvariedade mergulhada de dimensdo n — 1. Da

mesma forma, consideramos a métrica induzida pela inclusdo.

Definicao 1.10. Duas métricas g, € g sobre M sao ditas conformes uma em relagao
a outra, se existe uma fungao estritamente positiva f € C*°(M) tal que g3 = fg1. Duas
variedades Riemannianas (M™, gyr) e (N, gn) sao ditas conformemente equiva-
lentes se existe um difeomorfismo ¢ : M — N tal que ¢*gn € conforme a gpr. Nesse
caso, dizemos que ¢ € um difeomorfismo conforme. Quando ¢*gy = gy, dizemos

que (M, grr) e (N, gn) sdo isométricas e ¢ € uma isometria.

Quando a variedade M™ é orientada, a métrica Riemanniana g permite construir

uma n-forma global, denominada forma de volume, definida localmente por
AV = (VAL G) VI A AV,

onde {V'} é um co-referencial local de M dual ao referencial orientado {V;}, e G = (g;;)
é a matriz dos coeficientes da métrica nesse referencial, isto é, g;; = ¢g(V;, V;). Note que
para um referencial ortonormal orientado {e;}, temos dVy; = e A--- Ae™,

A forma de volume dV;,; é usada para construir uma medida em M, denominada
medida Riemanniana. Mais precisamente, os conjuntos mensuraveis em M sao
formados pela uniao enumeravel daqueles contidos em uma vizinhanga coordenada que
correspondem aos conjuntos mensuraveis a Lebesgue em R™ pelo difeomorfismo da

carta. Logo, para qualquer conjunto mensuravel U C M, definimos seu volume por
V() = U] = / av.
U

Observacao 1.3. Se N ¢ uma (n — 1)-subvariedade de M, denotaremos por dVy a
forma de volume definida pela métrica induzida. Se, além de orientada, supomos que
M possui bordo OM . Entao, com a orientacao induzida, existe um unico campo normal

unitdrio e externo v sobre o bordo OM tal que

dVaM = L,,dVM,
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onde o lado direito € restrito aos pontos p € OM.

Com o produto interno induzido pela métrica g em tensores covariantes (Equagao

, podemos associar o produto interno global definido por

(T,S) = / (T, S)dVyy, (1.7)

M

se a integral fizer sentido. Com isso, podemos definir a adjunta de um operador dife-

rencial em tensores covariantes:

Defini¢ao 1.11. Sejam P : T, (M) — T,(M) e Q : T,(M) — T4, (M) dois operado-
res diferenciais. Dizemos que () ¢ a adjunta formal ou simplesmente a adjunta de
P se

/ (P(T), S) dVys = / (T, Q(S)) AV,

M M

para todos os tensores com suporte compacto T € Tz (M) e S € Ty, (M).

1.2.2 Conexoes Lineares

Para melhorar a compreensao dos objetos que vamos estudar ao longo do texto,
vamos chamar os campos tensoriais também de tensores. No que segue, (M", g) é uma

variedade Riemanniana.

Definicao 1.12. Uma conexao linear, ou simplesmente uma conexao V em M ¢é
uma aplicacao
V:X(M)xX(M)— X(M),

denotada por (X,Y) . VxY, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. VxY é C®(M)-linear em X :
va1+gX2Yzva1Y+gvX2Y7 vfag € OOO(M)J
2. VxY ¢é R-linear em Y :

Vx(aY; +bYs) = aVxV; + bVyYs, Va,beR;

3. VxY satisfaz a sequinte regra do produto:

Vx(fY) = fVx(Y)+ X(f)Y, VfeC=(M).
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Observacao 1.4. E importante notar que a conexao € um conceito local (veja J. Lee
[44], p. 89). Dizemos que VxY € a derivada covariante de Y na dire¢io de X.
No caso de X ser um campo coordenado, isto €, X = 0;, denotaremos VY por V;Y,

e sua j-ésima coordenada por VY7 ou Y.

Escolhendo um referencial local {V;}, podemos computar Vy,V; em termos do

préprio referencial:

Vv,V =TV,

onde as funcoes Ffj sao chamadas de simbolos de Christoffel da conexao V com
respeito ao referencial dado.
Dados os campos X = X'V;, Y = Y7V}, podemos usar as propriedades da conexao

para computar a derivada covariante em termos dos simbolos de Christoffel:
VxY =XV, (Y)V; + X'YIV,V; = (X (YY) + X'YTE) Vi (1.8)

Uma conexao linear V automaticamente induz conexoes nos fibrados tensoriais de M,

de tal forma que a derivada covariante Vx constitui uma derivagao.

Proposicao 1.3 (Conexao em Fibrados Tensoriais). Seja V uma conezdo linear em
M. Existe uma unica conexao em cada fibrado tensorial T, M, também denotada por

V, tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(a) Em TM, ¥V coincide com a conexdo dada;

(b) Em TPM = C*(M), V ¢é dada pela diferencia¢io ordindria de fungoes:
Vxf= X(f)-

(¢) V obedece a sequinte regra com respeito a produtos tensoriais:

Vx(FRG)=VxF®G+ F®VxG.

(d) V comuta com todas as contragées: se tr denota o trago de qualquer par de
indices,

Vx(tl"F) = tI‘(VXF).

Essa conexao também satisfaz as sequintes propriedades adicionais:

(i) Dados w € X*(M),Y € X(M), temos que

Vx(w(Y)) =w(VxY)+ Vxw(Y).
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(ii) Para quaisquer T € T7(M), campos vetoriais Y; e 1-formas w?,
VxT(w' .. W'Y, .., Y) = X(T(W!, ..., 0", Y1,...,Ys))

—ZT(wl,...,Vij,...,w”)
j=1

_ZT(}/h?VX}/z -'-7}/;)7
i=1

Demonstragao. Veja Biezuner [12], p. 140-148. O

Como a derivada covariante de um (r, s)-tensor T, VxT, é C*°(M)-linear em X,
pelo Lema de Caracterizacao dos Tensores podemos usé-la para construir o (r, s +

1)-tensor:
VT (W, ..., W'\ Ye,. . Y X) = VxT (W, . .., 0" Y1,...,Y,),

o qual chamaremos de derivada covariante total de T'.
A partir de agora, andaremos na dire¢cao de encontrar uma conexao natural para
variedades Riemannianas. Para isto, relembramos duas propriedades notaveis para

conexoes:

Defini¢ao 1.13. A partir de uma conexao V em M, definimos o (1,2)-tensor torsao
T:X(M) x X(M) — X(M), definido por

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y].
Dizemos que V é stmétrica se a torsao € identicamente nula.

Agora impomos a relacao necessaria entre a métrica g e uma conexao:

Definicao 1.14. Uma conezxao linear V € dita compativel com a métrica g se

satisfaz a sequinte regra para o produto interno:
Vx(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), VXY, Z¢eX(M).

Com essas defini¢coes podemos enunciar o Teorema Fundamental da Geometria Ri-

emanniana.

Teorema 1.4 (Levi-Civita). Existe uma unica conexdo linear V simétrica e compativel

com a métrica g. V é chamada de conexao Riemanniana ou conexrao de Levi-
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Civita e ¢ dada pela formula de Koszul:

(Z,VyX) = %(xm 2+ Y(Z,X)— Z(X,Y) — (X, 2),Y) — (Y, X], Z) + ([Z, Y], X))
(1.9)

Demonstra¢ao. Em J. Lee [44], p. 122-124, encontramos a demonstracao desse teo-

rema. O

Vamos utilizar a férmula de Koszul [1.9| para expressar os simbolos de Christoffel em
termos da métrica. Em coordenadas locais (z%), temos que [0;, ;] = 0 e, escrevendo

Tijk = gI'L;, encontramos

1
Lijoe = (0. T4,01) = (Or, Vi0;) = 5 i(gsn) + 95(9i) — O(9))-

Portanto,
Ik = "1, _1 ®(0;(g; O:(a) — 0,(q,. 1.10
ij — g il — 29 () g]l) + ](glz) l(gw))- ( . )

Observacao 1.5. Para simplificacao do calculo, convencionamos o uso da virgula para

denotar a deriwvada parcial, isto €,

agij 8291']'

Gijk = Dk Gijkl = BRI,

1.2.3 Curvatura
Um conceito fundamental na geometria é a curvatura, a qual abordaremos a seguir

Definicao 1.15. Definimos o tensor curvatura de uma variedade Riemanniana

(M, g) pela aplicagio R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M), dada por
R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ - Vixy 2.

para cada X,Y,7Z € X(M), sendo V a conexao de Levi-Civita de M.

Observagao 1.6. Decorre da expressao acima que R é C*°(M)-linear com rela¢ao aos
campos X, Y e Z. Logo, R é um campo (1, 3)-tensorial e consequentemente, o valor de
R(X,Y)Z em cada ponto depende somente dos valores de X,Y e Z naquele ponto, o
que permite ver R como uma aplicagao R-multilinear R, : T, M x T, M x T,M — T,M.

Em um sistema de coordenadas locais (z°), temos
R(0;,0;)0k = R0,

22



1. Preliminares

Os coeficientes Rﬁjk sao as componentes do tensor curvatura, isto é,
R = Rf;jkal ® de' @ da’ @ da”.
Como
R(@,, 8J)8k = Vzv]ak — Vjviak,

obtemos as seguintes expressoes para as componentes do tensor curvatura

Rl = OTY, — 9T + et — T .

ijk

Podemos usar a identificacao da Equacao para caracterizar o tensor curvatura de

outra forma:

Definigao 1.16. Também chamamos de tensor curvatura o (0,4)-tensor, Rm, ob-
tido ao descer o indice contra-variante de R. Dessa forma, Rm(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W).

Em coordenadas locais,
Rijkl = Rm(aiuajaakaal> = <R(ai,3j)3k7al> = gmle-?k-

Proposicao 1.5 (Propriedades do Tensor Curvatura). Em coordenadas, Rm satisfaz

as sequintes propriedades:

1. Rijp = —Rjin.

2. Riji = — Ry

3. Rijr = Ry

4. Rijur + Rjkit + Riiji = 0. (Primeira Identidade de Bianchi)

5. Rijkim + Rjmkii + RBmairij = 0. (Sequnda Identidade de Bianchi)
Demonstragao. Ver J. Lee [44], p. 202-205. ]

A partir do tensor curvatura definimos uma série de quantidades mais simples de
lidar:

Definicao 1.17. Fizado p € M, considere o um plano de T,M. A curvatura secci-

onal de M associada a o € definida por

Rm(X,Y,Y, X)
K(X,Y)=
) = PP =X v

onde X,Y € T,M sao quaisquer vetores que formam uma base para o.
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Definicao 1.18. Definimos o tensor de Ricci como sendo o (0,2)-tensor obtido de R

pela contragao do primeiro indice covariante e o contra-variante. De forma equivalente,
dados X,Y € T (M),
Ric(X,Y)=tr{Z+— R(Z,X)Y}.

Em coordenadas (z'),

Ric;; = Riij = g™ Ryiji
= Ouy, — O, + DTl — T T, (1.11)

Assim, se {e;} é um referencial ortonormal em U, entao
RiCij = Z(R(ez, Gi)ﬁj, €i> = Z Rm(ei, 01-, 8j, Gi)

i=1 i=1

Segue-se facilmente da Proposigao [L.5] que o tensor de Ricci é simétrico.

Aproveitamos os termos acima para também definir o seguinte conceito.

Defini¢ao 1.19. A curvatura escalar de M € a func¢ao S € C*(M) definida como

o traco em relagao a métrica do tensor de Ricci, isto €,
S = tr,Ric = ¢" R;;. (1.12)

Definigao 1.20. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é Einstein quando

o tensor de Ricci € um maultiplo escalar da métrica g.

Dessa forma, sendo M Einstein de dimensao n, existe A € R tal que Ric = Ag.
Tomando o traco de ambos os lados, tem-se que S = An. Dai, Ric = —g.

Portanto, M ser de Einstein é equivalente a parte sem traco dontensor de Ricci
Ric = Ric — =S g ser identicamente nula.

Deﬁnimosn agora outro importante (0, 2)-tensor que serd do nosso interesse para os

capitulos subsequentes.

Definicao 1.21. O tensor 2-covariante definido por
) 1
E = Ric — QS g,

é chamado tensor de FEinstein.
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1.2.4 Operadores Diferenciais

A derivagao covariante de tensores permite estender as variedades Riemannianas
certos operadores diferenciais (gradiente, laplaciano, etc.) de uso frequente no Espagco
Euclidiano. Passaremos a exposicao de alguns destes operadores. Em tudo que segue,
(M™, g) denotard uma variedade Riemanniana de dimensao n com métrica g = (-,-) e

conexao de Levi-Civita V.

Definigao 1.22. Seja f : M — R wma funcao diferenciavel. O gradiente de f € o
campo vetorial Df € X(M), definido por

(Df, X)) =df(X) = X(f), VX eX(M).

Observacao 1.7. Pelo isomorfismo musical, vemos que o gradiente D f também € igual
a df*. Jd que a 1-forma df tem componentes 9;(f) = f; num sistema de coordenadas
(z'), entio Df = ¢" f;0;. Além disso, é imediato das propriedades de derivagdo, que
para f,h € C®(M), vale:

D(f +h)=Df+Dh e D(fh)= fDh+ hDf.

Definigao 1.23. Seja X um campo vetorial em M. A divergéncia de X € a fungao
diferenciavel divX : M — R, definida por

divX(p) =tr{v— V,X(p)},

Observacao 1.8. Dewvido a linearidade sobre C*°(M) da primeira entrada de V e ao
fato de, uma vez firado X, VyX(p) depender somente do valor de'Y,, temos que VX

¢ um (1,1)-tensor, por isso podemos tomar seu traco.

Dado um referencial ortonormal {e;}, temos que
divX =) (V. X, e).
i=1

Para obter a expressao de divX em um sistema de coordenadas arbitrdrio (z?),

comecemos com o seguinte: se X = X'0;, entao

divX = dz'(V;X)
= da'((8; X") 0 + I}, X70y,)
=0, X"+ T, X/,
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Com isso, temos o seguinte resultado

0

. 1 ;
divX = ﬁ%(x V@), (1.13)

onde G' = det(g;;) (veja Muniz Neto [53], p. 14). Além disso, uma conta direta, prova
que para todo X, Y € X(M) e f: M — R, vale:

div(X +Y) =divX +divY e div(fX) = fdivX + (Df, X).

Um fato importante relacionando o tensor de Ricci e a curvatura escalar por meio da

divergéncia € a seguinte identidade:

Proposicao 1.6 (Identidade Contraida de Bianchi). As derivadas covariantes do ten-

sor de Ricci e da curvatura escalar satisfazem a sequinte relag¢ao
e 1
div Ric = §VS.

Demonstragao. Veja J. Lee [44], p. 125. ]

A seguir, atestamos uma versao do teorema da divergéncia para variedades Rie-

mannianas compactas.

Teorema 1.7. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada e X €
X(M). Se o bordo de M é munido com a orientacdo e a métrica induzidas por M, e v

denota o campo normal unitdrio externo a M ao longo de OM, entdo

/ (divX)dV = / (X, ) dV.

M oM

Demonstracao. Veja J. Lee [43], p. 424. O]

As definic¢oes a seguir, também estendem novos conceitos de operadores a variedades

Riemannianas, a dizer o Laplaciano e o Hessiano.

Definicao 1.24. Seja f : M — R uma funcao diferencidavel. O laplaciano de f é a
funcao Af : M — R dada por
Af =div(Df).

Definigao 1.25. Seja f : M — R uma fungao diferencidvel. A hessiana de f € o
(0,2)-tensor definido por

Hessf(X,Y) = Vyy f = V2F(X.Y) = (Vy Vf)(X).
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Observacao 1.9. E possivel mostrar que Hessf é um tensor simétrico (veja O’Neill

[54)], p. 86).

Desenvolvendo V2 f(X,Y’), encontramos

VII(X,Y) =Y (X(f) = VI(VyX) =Y(X(f)) = Vv, xf
=Y(X(f)) = Vv X(f) =Y(Df,X) = (D[, VyX)
= (VyDf, X).

Logo Af = divDf = try(Hessf).
Dentre as propriedades relacionadas com as curvaturas, temos as que envolvem uma
mudanca conforme de métrica. Dadas as métricas conformes ¢ e g, podemos sempre

escrever § = e/ g para alguma funcao diferencidvel f.

Proposigao 1.8 (Transformacao conforme da curvatura). Sejam g e § = ¢*'g duas
métricas na n-variedade M. Os tensores de curvatura de g (representados por tis)

estao relacionados aqueles de g pelas sequintes formulas:
1. Ric = Ric — (n — 2)(V2f) + (n — 2)(df @ df) — (Af + (n = 2)[df|2)g,
2. S=e¥(S—2(n—1)Af — (n—1)(n - 2)|df ).
Demonstragao. Veja J. Lee [44], p. 217-218. ]

Definicao 1.26. Dado um tensor s-covariante T, a divergéncia de T € o tensor
(s — 1)-covariante

divl = tr,VT.

Mazus precisamente,

divT(Xy, ..., Xo1) =Y Ve T(er, X1, Xoa).

i=1

Em coordenadas, temos que (divl);, .., = ¢°*ViTj, . ,. Com essa defini¢ao

podemos relacionar as divergéncias de um campo vetorial e do seu dual:

Proposigao 1.9. Se X € X(M), entdo divX = divX’.
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Demonstragao. Considere um referencial ortonormal {e;}, entao

n

divX” =) (Ve X’)(e:)
=1

= Z Veig(Xa €i) — Z Q(X, veiei)
=1

i=1

= g(Ve, X ¢;) = divX.
1=1

]

Além disso, temos que o oposto da divergéncia em tensores —div é a adjunta da
derivada covariante V com respeito ao produto interno integrado. Para ver isso, neces-

sitamos de uma versao mais geral do Teorema da Divergéncia para tensores covariantes:

Teorema 1.10. Seja (M™, g) € uma variedade Riemanniana compacta e orientdvel com

bordo. Se F', G sao campos tensoriais covariantes de ordem s e s+ 1, respectivamente,

entao
/(VF, Q) dV = / (F&.G) dV—/(F,divG) v,
M oM M
Demonstragao. Veja Petersen [50], p. 60. O

1.2.5 Imersoes Isométricas

Seja i : (M",i*g) — (Mn%,g) uma imersao injetiva. Entao para cada p € M,
existe uma vizinhanca U C M de p, tal que i(U) C M é uma subvariedade regular de

M, logo, para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de i(p), e um difeomorfismo

Identificando U com i(U), cada vetor v € T,M com di,(v) € Ty, M e usando o
difeomorfismo ¢, podemos estender um campo vetorial definido em U a um campo em
U. Também consideramos i*g como a restricao de g a M.

Para cada p € M, o produto interno de Tpﬁ nos permite decompor:
T,M = T,M & T,M*,

onde T, M~ é o complemento ortogonal de T, M em T,M. Se v € T,M, entdo temos a
seguinte igualdade:

v:vT+vL,
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em que v' € T,M e v+ € T,M* sio denominadas de componentes tangencial e normal

de v, respectivamente. Dessa decomposicao obtemos um fibrado vetorial

TM' = | |T,M*
peEM
chamado o fibrado normal a M. O espacgo das secoes desse fibrado serda denotado por
X(M)* e seus elementos serao chamados de campos normais a M.

Denotaremos por V a conexdo de M. Sejam X,Y campos vetoriais definidos em

M e considere a extensao local Y de Y em M. Definimos
V)(Y = (v){?)—r,

A expressao da direita faz sentido devido ao carater pontual da conexao em X e por
nao depender da extensao de Y, ja que podemos restringir os valores de Y em curvas
tangentes a X contidas em M.

Pela unicidade da conexao, no teorema de Levi-Civita, podemos verificar que esta é a

conexao compativel com a métrica induzida em M pela imersao f.

Proposigao 1.11. Seja agora a aplicagio A : X(M) x X(M) — X(M)*, dada por

AX,)Y)=VxY - VxY =VyxY — (VxY)" = (VxY)"
Entao A € bilinear e simétrica.

Demonstragao. Veja [25], pg. 140. ]

A aplicacao A da proposicao anterior, é chamada de segunda forma fundamental
de f e a equacao
VxY =VxY +A(X,Y),

é chamada formula de Gauss.

Fixado v € T,M*, podemos definir também o operador de Weingarten
S, T,M — T,M, 5,(X)=(-Vp),

onde 7 é qualquer extensao de v que permanece normal ao longo de M. A segunda
forma fundamental e o operador de Weingarten estao relacionados pela equacao de
Weingarten,

(A(X,Y),v) =(S,X,Y).
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Como A é simétrica, temos que S, é auto-adjunto. E pela prépria definicao de S,
obtemos a férmula de Weingarten Vxv = —S,(X) + (Vx?)*, em que 7 é uma
extensao normal a M.

Além de descrever a diferenca entre as conexoes intrinseca e extrinseca, a segunda
forma fundamental tem um importante papel com relacao aos tensores de curvatura

de M e M. As equacdes de Gauss-Codazzi sio dadas pelos seguintes teoremas.

Teorema 1.12 (Equagao de Gauss). Para quaisquer X,Y, Z,W € T,M, vale a sequinte

equacao

Rm(X,Y,Z, W) =Rm(X,Y, Z,W) — (A(X, W), A(Y, Z)) + (A(X, Z), A(Y,W)).

Demonstragao. Ver J. Lee [44], pg. 136. ]

Teorema 1.13 (Equagao de Codazzi). Para quaisquer X,Y,Z € T,M e v € (T,M)*,

vale a sequinte equacao

Demonstrac¢ao. Ver do Carmo [25], p. 137. O

Rm(X,Y,Z,v) = (VyA(X,Z) - Vx A, Z),v).

Demonstragao. Ver J. Lee [44], p. 136. ]

. L .. <. e —n+1
No caso de M ser uma hipersuperficie, isto €, a imersao isométrica i : M"™ — M

ter codimensao 1, e possuir um campo normal unitario global v, podemos escrever a

segunda forma fundamental como uma aplicacao bilinear escalar, definida por:
AX,Y) = (A(X,Y),v).
Pela equacao de Weingarten, encontramos
AX)Y)=(Y,5,X).

Se escolhermos {ey, ..., e,} uma base ortonormal de 7,,M, podemos definir a curva-

tura média como

H = ZA(% e;) =tryA=1trS,.
i=1

Dado um campo X em M, definido ao longo de M, podemos definir a divergéncia

tangencial de X como

leMX = Z(veixa €i>7

i=1
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onde {ey,...,e,} é um referencial ortonormal de M. Com essa notagao, obtemos uma

nova expressao para a curvatura média de M:

H =tryA = —divy, v = —divr.

1.3 Limites Asssintoticos

Como vamos trabalhar sistematicamente com limites assintéticos, é conveniente ja

no comeco consolidar as seguintes notagoes.

Definigao 1.27. Sejam f,g : R" — R duas fungoes. Simbolizamos por f(x) =

Or(g(x)), quando existir constantes reais C, N > 0 tais que
|[f(2)] + || - [0 f ()] + - - + |2[*|0 f ()] < Clg(x)],

para todo x € R™ tal que |z| > N. Aqui demos uma notagdo mais concisa para a
derivada parcial sem especificar os indices das coordenadas, a fim de evitar carregar

demais a notacao.

Definigao 1.28. Sejam f, g : R" — R duas fung¢oes. Simbolizamos por f(x) = o(g(x)),

quando

im M =
Mg
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Capitulo 2

Massa ADM via Tensor de Einstein

Este capitulo tem como objetivo principal obter uma expressao alternativa para
a massa ADM e para o centro de massa de uma variedade assintoticamente plana,
envolvendo o tensor de Einstein e campos de Killing conforme. Inicialmente, na Secao
2.1, vamos definir uma variedade assintoticamente plana (Defini¢ao e calcular as
propriedades assintéticas dos objetos geométricos de nosso interesse.

Na Secao 2.2, vamos impor condigoes adicionais para essa classe de variedades a fim
de introduzirmos os conceitos de massa ADM e centro de massa, tanto as defini¢oes
classicas e quanto as formuladas pelo tensor de Einstein e . Além
disso, vamos mostrar que os limites assintéticos envolvidos nas defini¢oes clédssicas
de fato existem. Para isso, utilizamos a abordagem geral de invariantes assintéticos
formulada por Michel ([51]).

Finalmente, veremos na Secao 2.3 o resultado principal: a igualdade entre as duas
defini¢oes dos dois invariantes assintéticos: a massa ADM e do centro de massa. Para
iss0, nos baseamos no método proposto por Herzlich ([31]) que relaciona a andlise de
Michel com uma féormula de integragao por partes associada a identidade contraida
de Bianchi. Devido ao carater geral dessa abordagem, na Secao 2.4, vamos abordar
as variedades assintoticamente hiperbdlicas e demonstrar um resultado similar ao caso
anterior.

Ao longo deste capitulo, denotamos por B C R™ a bola de raio r > 0 centrada na
origem com respeito a norma Euclidiana, denotada por |-|. Os célculos apresentados ao
longo do texto envolvem conceitos geométricos relacionados com mais de uma métrica,
por isso usaremos sobrescritos indicando em que métrica esses objetos estao sendo

calculados.
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2.1 Variedades Assintoticamente Planas

Primeiramente, introduzimos os espacos em que vamos trabalhar: as variedades
assintoticamente planas. De forma concisa, sao variedades Riemannianas tais que, a
menos de um compacto, sao difeomorfas ao complementar de uma bola fechada no
espaco Euclidiano e cujas métricas se aproximam da métrica Euclidiana no infinito.

Tal aproximagao é regida por certas condi¢oes de decaimento que veremos a seguir.

Defini¢ao 2.1. Seja (M™,g), n > 3, uma variedade Riemanniana completa. Dizemos
que (M, g) € assintoticamente plana de ordem T > 0, se existe um compacto K C M
tal que M\ K € uma uniao finita de fins My, ..., M,, em que, para cada My, ezxiste um

difeomorfismo ®y : My — R™\ B,’}k, para algum 7 > 0 e, nas coordenadas induzidas

por @y, isto €, na carta (M, &, = (x!,...,2")), a métrica g satisfaz
gzj(x) - 5ij = OQ(T_T) (21)
onde r = |z| e usamos a identificacao usual g(p) = (P5 g)(x). A métrica g, a carta

®,. e suas coordenadas sao ditas assintoticamente planas ou simplesmente as-

sintoticas.

Observagao 2.1. 1. Ao longo do texto, identificaremos

(Mg, g) = (R"\ By, ®19);

Tk
2. Podemos reescrever a condi¢dao de decaimento de forma equivalente a
(9ij = 0i3) +7Gijk + 12 gig = O(r™7).

Exemplo 2.1. O espaco euclidiano (R", ) € um exemplo trivial de variedade assinto-

ticamente plana.

Exemplo 2.2. O exemplo principal de variedade assintoticamente plana € a variedade

de Schwarzschild tridimensional:
(M?,g) == (R*\ {0}, u"d),

comu = 14+m/2r, onde m € uma constante positiva e r = \/x? + y% + 22 ¢ a distancia

Euclidiana do ponto (z,y, z) a origem. Mostremos que (M3, g) € assintoticamente plana
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de ordem T =1, calculando primeiramente as derivadas da métrica g:

m 4
Gij = (1 + 5) 0ij

= 5@']’ + O(’f’_l),

m\3 [ mzF
pem (150 (Y 5,
Yijik +2r (27"3) J

=(1+0( " )(00™)

m\2 [ m2zFax!
Gijkl =3 (1 + 5) ( ;; ) Oij

3 k..l
+2<1+m> <m5k1+3mxx>5i'

2 r3 rd
=1+ 0" NOE™) + (1 +00H)(O0F?)
=0(r ).

Portanto,

~1
gij — (5@‘ = OQ(T‘ )
Além disso, como o reflexao simétrica em relagao a esfera de raio r = m/2:

m

d: (M3 g) = (M3,g), (x,y,2)— (§>2r_1(x,y,z),

define uma isometria que mapeia Bf’n/Q em R3\ Bf’n/z. Logo (M3, g) tem dois fins:
escolhendo como compacto K C M a esfera an/Q, temos que M\ K = M; U M,, onde
M, = B;/Q\{O} e My = Rg\Bfn/g. Chamamos fim exterior a variedade (RS\Bfn/Q, uld).

Agora vamos calcular as ordens de decaimento para os objetos geométricos associ-
ados a uma métrica assintdtica g. Mais adiante, estas propriedades nos serao uteis ao

estudarmos a massa ADM.

Proposicao 2.1. Seja (M", g) uma variedade assintoticamente plana de ordem T > 0.

Entao em uma carta assintotica, temos os sequintes decaimentos
(i) det G =1+0,(r"), VdetG=1+0("), onde G = (g;);
(ii) g7 (z) = 69 + O1(r~7);

(iii) D) = Or(r1),  Rieyj(w) =0(r77%) e S(x) =0(r"7?).
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Demonstragao. Para provar o item (z) precisamos usar a seguinte férmula do determi-

nante

det G = Z J10(1) - - - Gno(n)-

oes™

De g;; = 6;; + O(r™7), segue-se que

det G = J10(1) - - - Yno(n) = 911 - - - Gnn + Zgla - Gno(n)
o#id

=(14+00F )" +00r ") =14+0(@"7).

Da regra de Leibniz em derivages junto com a condigao g;;x = O(r~"') aplicadas na
férmula do determinante acima, segue-se facilmente que 9 (det G) = O(r~""!). J4 para
a raiz quadrada v/det G, usamos a desigualdade abaixo junto com o que ja provamos

para det GG.

‘\/detG— 1‘ < ‘vdetG— 1‘ ‘\/dethLl‘
= |det G — 1],

Provemos agora (i¢). Denotemos por M;; a (ij)-submatriz de G, dai podemos
expressar as componentes da inversa G=! = (¢") como ¢g” = (—1)"" det M;;/ det G.
Como det G tende a 1 quando z tende ao infinito, temos que |g*| < 2| det M;;|, para
x suficientemente grande. Similarmente ao cdlculo do decaimento de det G, tem-se
det M;; = 6" + O1(r~7). Assim, g¥ = 67 +O(r™").

Agora, basta aplicar esses resultados no célculo da derivada de ¢¥:

)’“

_ =0

 (detG)?

=(1+0()O(r ™) + (87 +0(r )0 )
0

(r .

Org” [(det G)Ok(det M;;) — (det M;;)0k(det G)]

Portanto, g = 69 + O (r™7).

Para provar (iii), analisamos as respectivas defini¢oes e suas rela¢oes com as condigoes

35



2. Massa ADM via Tensor de Einstein

assintéticas. Primeiramente para os simbolos de Christoffel:
koL
L = 59" (i + 9ug = 9i1)
1 kl -7
= 50"+ 00 ")) (gjni + gig — 9is)

1 o
= §(gjk,i + gikj — Gijx) + O(r271)

=0 ™.

k

Aplicando novamente a regra de Leibniz ao derivar I'j;,

alrfj = (al(gkm)(gjm,i + Gim,j — Gijom) + gkmal(gjm,i + Gim,j — gij,m))

N =N =

N(Gjri + Givg — Gij) + O(r277?)

(r—™2).

S

: k __ —7—1
Assim, I, = Oy (r ).
Agora unimos estes resultados as defini¢oes em coordenadas para o tensor de Ricci

e a curvatura escalar (Equacoes e|l.12)

2Ric;; = 20,T%; — 20,1, + 2T, — 25T,
= Ok(Grij + Grji — Gisk) — Oi(Grik + Grki — Grik) + O(r 272)
= Gkikj + Gkjki — Yijkk — Jkk,ij + O(T.—2T—2)
=0(r 73

S = Girir — Grrii + O(r2772)
— O(T—T—2)’

como queriamos demonstrar. O

J& que vamos analisar em conjunto a massa ADM e o centro de massa, sera ne-
cessario descrever condicoes adicionais a métrica assintética g concernentes a sua parte
impar. Para ser mais preciso, introduzimos a seguir essa caracterizacao de fungoes.

Seja f: U — R uma funcao cujo dominio U C R"™ é simétrico em relacao a origem,
isto é, se x € R", entao —x € R™. Com isso, podemos decompor f em suas partes par
e fmpar:

flw) = frr(@) + [ (),
onde [ (x) = (f(z) + f(—x))/2 e fz) = (f(z) = f(=x))/2.
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Defini¢ao 2.2. Seja (M™,g) uma variedade assintoticamente plana de ordem T > 0.
Dizemos que (M", g) satisfaz as condi¢oes de Regge-Teitelboim (RT) se, em um sistema

de coordenadas assintoticas, a parte impar da métrica g satisfaz
gfjdd = Oy(r™ 1), (2.2)

Com as condicoes RT, podemos deduzir os seguintes decaimentos necessarios ao

estudo do centro de massa:

Proposicao 2.2. Seja (M", g) uma variedade assintoticamente plana de ordem T > 0

que satisfaz as condicoes RT. Dada uma carta assintotica, temos que
(i) (det G)*¥(z) = O (r~771),

(ii) (¢7)*"(x) = O (r~7"1);

(111) (Ffj)e“‘m(:p) = O,(r—72), Ricf;»ld(x) =0 7™3) e S%x)=0(@r"T"3);

() (I5;)°"(x) = O1(r~™7"), Ricj"(x) =0 72) e S"(x)=O0@r""72).
Demonstragao. Os célculos se baseiam na decomposicao de g;; em suas partes par e
impar:

g9ij(x) = g™ (x) + g2 (x)
1 1
= 5(9@(%) + gij(—x)) + Q(gij(x) — gij(—x)).
De gij(z) = 045+ O2(r™7), temos g5/ (x) = d;+ O2(r~7). E pelas condigoes RT, temos
99M(x) = Oy(r~7"'). Com isso, calculamos as partes pares e impares das derivadas:
even 1
gk (@) = 5(9i(2) + giju(=2))
1
= O (5(913(33) - gij<_37)>
=0 gOdd( ) O(,,,,—T—z).

Similarmente, gfjdg( x) = g (x )= 0@

928 (2) = 2 (a(0) — gi(—))
=0 (%(Sbjk(w) + gij,k(—x))

= d(giji" (x))
_ alakgodd( ) O(T—T—3).
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Similarmente, gfﬁz?(x) = al(gfﬁg(l’)) — alakgiejpen(m) — O(T_T_z),

Da férmula padrao do determinante, segue-se que (det G)°¥ deve conter ao menos

um termo da forma g2%¢

¢ em cada uma de suas parcelas. Logo, (det G)o%(z) = O(r~""1).

Enquanto que (det G)®*" deve conter parcelas que possuem somente termos da forma
957" Logo, (det G)*"(x) = 1+ O(r~7). Ja para as derivadas do determinante temos
que aplicar novamente a regra de Leibniz, o que implica (det G)¢**"(z) = 14 Oy(r™7)
e (det G)°¥(x) = O (r~771). Dali, segue que

(O det G)°*™ = dy((det G)°%)
— O(T—T—Q)’
(O det G)°™ = O, ((det G)=*™)
= O(T_T_l).

Os célculos acima resultam no mesmo resultado para det M;;, a (ij)-submatriz de G,
isto é, (det M;;)"(x) = 0¥ + O1(r~7) e (det M;;)°%(x) = Oy (r~"'). Dal, segue que

(8k det Mij)even = 3k((det Mij)Odd)
=0(r 772,

(ak; det Mij)Odd = ak((det Mij)even>
=0 ™.

Com isso, pela férmula da inversa g = (—1)"* det M;;(det G) !
i . [ det M;; det M;;
ij\even (1)t ij i

(@) = (1) (S )+ S )
= (—1)*H det M;;(x) det G(—x) + det My;(—x) det G(x)
det G(z) det G(—x)
det M;;(x) det G(—x))ve"
det G(x) det G(—x)
= (5ij +O>r N1+ 00T)) + O(T—r—1>0(r—r—1>
=07 +0>r7)

= (-1y!

Da mesma forma, temos a parte impar da inversa

(det M;;(z) det G(—x))°d

(gij)Odd(J:) — (_1)i+j ot G($) dot G(—ZB)

=0 1.
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Pela férmula da derivada de g¥:

i+j

akg

segue-se que

( 1)i+j
(det G)?
(7“ P)A+0ET))+0rTTTHOTTT)
(

rT)

((9 gz )even _ ak((gij)odd>

~((D(det My;) det G)*™ — (94 (det G) det Mj) ")

O
O

Da mesma forma, temos (9g"”)°% = 9y ((g”)*ve") = O(r—"71).

1
(Ffj)evev =5 ((gkl)even(gjm + ity — Gija) "+ (" )Odd(gﬂ i T ity — gz'j,l)Odd)
=07+ 00 )NOr A+ 00 T Hor

=0(r 73).
Da mesma forma, temos (I'};)°* = O(r~7"'). Pela férmula da derivada de I'};:

ALY = = [(0s9™) (i + gug — 9i30) + 9705 (gs5 + 9i5 — 9ij1)] »

N | —

temos que

1

5[(359“)%6”(9]‘1,1' + g — 9i30)°™ + (059" (g1 + ginj — Gija) """

+ (6" (0u (g0 + girg — 9i3))°" + (") (Oulgyui + g — 9i3.)) "]
( 2)0( —T— 1) —|—O( —T—l)O(T_T_2)
w O )OI ™*) + 07 H)O(r )

o).

(asrfj)()dd —

Da mesma forma, temos (9,I'};)*"** = O(r~"~?). Finalmente, utilizando esses resulta-

dos nas férmulas das curvaturas 1.12] temos que

Ricg" = (OpT5)""" = (0T5,)"" + (T L5) " — (T5)°*
=0 ™%
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eEven

da mesma forma, Ric{;”" = O(r~7~?). Para a curvatura escalar, temos

Sodd — (gij)even<RiCij>odd + (gij)odd(RiCij)even
=7+ 00 )NOFr T +00r T HOoMr )
=0(r %)

da mesma forma, S = O(r—72). O

2.2 Massa ADM e Centro de Massa

Agora definimos os principais invariantes assintoticos que vamos estudar. Nesta
segdo, vamos supor que (M" g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem
7 > 0 com apenas um fim.

Temos a seguinte formulagao cldssica da massa ADM:

Definigao 2.3. Se ™ > (n—2)/2 e a curvatura escalar S9 for integrdvel sobre (M", g),
entdo definimos a massa ADM pela quantidade

m(g) = ¢, lim [ (divlg — dtrs g)(+°) dV? (2.3)

n—1,
r—00 S
sp=t

onde, com respeito a métrica Fuclidiana 0 determinada por uma carta assintética,
V' = 1'0; denota o campo normal unitdrio externo as esferas coordenadas S™' e
cn = 1/2(n — Dw,—1, onde w,_1 € 0 volume da esfera unitdria de dimensdo n — 1.

Mazs explicitamente, podemos expressar em coordenadas:
—c i g AV, .
m(g) = ¢, lim / > (@i = giag )’ AV

ij=1
gn—1 7

Exemplo 2.3. Calculemos a massa ADM do fim exterior da variedade de Schwartzs-

child (Exemplo[2.9):
3 3 m\4
(R \ By./25 (1 + —2T> (5) :

Temos

W

(+5) 005

(e 2 (-2 s
2r 273 )7

Giji =

Il
S
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

e da mesma forma,

Assim,
3

3 . . )

} m\3m ! xJ 7

[ S _ g T s )

> " (giji — gii)V 4<1+2T 5 ) (( ﬁ)@f+<ﬁ>@0 ;

ij=1

I

B
N\

—_

_l’_
SME

SN— N—— N—
w

DO

El
]«
g

HS
g

S

_l’_

8
g
N

8

<&

A
ij=1
4@+"13m22
= — ) —2r
2r/) 2rt
_4m 1+m>3
2 2r

Usando a defini¢cao da massa ADM,

3
m(g) = —— hm/ Z(gij,i — gV AV
S? 7,7=1
1 . 4m m\3 s
= forlim [ 77 (1 57) V%

SZ

1 .. 4m m\3 5

3
= limm(l—l—ﬁ)

r—00 or

=1m.

Agora definimos a versao geométrica da massa ADM:

Defini¢ao 2.4. Se (M™, g) tal como na Defini¢ao . Considere o campo vetorial
radial X = r0, = 2'0; definido em uma carta assintética. Entdo definimos a massa
intrinseca por

ml(g) = dnrlggo Eg(Xv Vg) dvg:ﬂl—U

sp—1

se o limite existir. Aqui EY9 é o tensor de Einstein da Defini¢ao ed,=1/(n—
1)(2 —n)w,_1.

(2.4)

Para definirmos o centro de massa, precisamos de hipoteses adicionais para a métrica

assintética.
Definigao 2.5. Supomos que (M™, g) satisfaz as sequintes condigdes:
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

1.7>(n—2)/2;
2. Em uma carta assintotica, a métrica g satisfaz as condicoes RT.

3. Abusando da notacdao, escolhemos uma funcao diferencidvel e positiva r em M

tal que r = |z| na carta assintdtica e que rSY seja integravel em (M", g);
4. m(g) # 0.

Entdo definimos o centro de massa como sendo o vetor C(g) = (c*(g),...,c"(9)),

cujas componentes sao dadas por

mc(ng) lim [ [2%(div’g —dtrsg) —ta, (g —0) +trs(g—0)dz®)(v°) V. (2.5)

-1
Sy

*(g) =

Também expressando em coordenadas, temos

(g) = —

m{g) e
gn—1

lim [Z xa(glﬂ — gim')l/j - Z(gicﬂ/i - gu;Va) dvg?_l'

ij=1 i=1

Note que no sequndo termo substituimos gio — dia, Gii — 0ii POT Gia, Gii, TESPECtivamente.
Além disso, o vetor C(g) existe e € independente da carta assintdtica escolhida, a menos

de agao por movimentos rigidos Fuclidianos.

Por fim, temos também a formulagao geométrica do centro de massa:

Defini¢ao 2.6. Seja (M™,g) tal como na Defini¢cdo e, para cada o = 1,...,n,
considere 0s campos X (o) = |x|?0p—22%2'0;. Com isso, definimos o centro de massa

intrinseco C((g), como sendo o vetor cujas coordenadas sao dadas por

d
n; 9 AWEATL
2m(g)rl£?o EY( X, v )dvsﬁ—l’ (2.6)

sn—1

cr(g) =—

se o limite existir.

2.3 A Analise de Michel para Invariantes Assintéticos

Com base na abordagem de Michel ([51]), provaremos a existéncia da massa e do
centro de massa, isto é, que os limites em [2.3] e [2.5] existem.

Dentro de um escopo geral, consideramos duas métricas g e b numa variedade
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

completa M e um operador diferencial
F:M(M)— C®(M),

aplicado no espago das métricas de M, M(M). A ideia principal leva em consideracao

as propriedades do co-nicleo da linearizagao do operador F
ker DF; C C*(M),

onde DFy é a adjunta de DF;,.
Considere uma fungao W € C*°(M) e (M,),>o uma exaustao de M por subconjun-

tos compactos, cujas fronteiras serao denotadas por S,.. Logo podemos computar

JwE) - Fopav, = [WDRG -0V, + [Wab.g vk,

onde () denota o termo quadratico na expansao de Taylor para F' em torno de b.
Para que possa aparecer a integral de fluxo, a adjunta de DF} deve satisfazer a
identidade

(W, DFy(g = b))y = (DF; (W), g — b}y = div’ U(W, g,b), (2.7)

onde U(W, g,b) é uma 1-forma que depende linearmente de g e de b, e (-, -);, é a métrica

induzida por b nos fibrados tensoriais de M. Dai, obtemos

W(F(g) — F(b)) = (W, F(g) — F(b))y
= (W, DFy(g — b) + Q(b, 9))
y (W), 9 — bl + (W, Q(b, 9))s + div’ U(W, g,b)
UW,g,b) + (W, Q(b, 9))s
U

g
(W, 9,0) + WQ(b, g),

= (DF,
div®
div®

para W € ker DF}. Integrando por partes o termo com divergente (Teorema ?7), segue

que

Jwirt) - Fopav, = [wv.g.0.avs + [wol.bavs,,

Sy
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

isto é,
Jwir - renavs, = [orgnehavh + [wagnav, @9

Essa férmula nos mostra que a integral de fluxo

He(W,g.b) = lim / U(W, g, b) () AV,
Sr

existe, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. A métrica g é assintética a b de modo que W (F(g) — F(b)) e WQ(g,b) sdo

integraveis;
2. W pertence ao nucleo de DF}'.

Se escolhermos como operador F' a curvatura escalar S : S(M) — C*(M). Temos que
a linearizagao de S com base na métrica b (Apéndice |A.2)) é dada por

DSy(h) = 4

7 ST = div*div®(h) — A®(try h) — (Ric”, h)s,

t=0

Com isso, podemos computar sua adjunta:

Lema 2.3. Seja S® a curvatura escalar de uma variedade Riemanniana (M,b). A

adjunta da linearizagcao DS, € dada por
DS;(W) = Hess" W — (AP W)b — WRic?,

para toda funcdo W € C®°(M). Aqui, Hess® denota a Hessiana e A o Laplaciano, tal
como nas defini¢oes e[1.25

Demonstracdao. Para computar a adjunta, basta supor que M é fechada, isto é, com-
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pacta e sem bordo (veja Defini¢ao |1.11]). Logo,
/ W DSy (h)dVS, = / W (—=Ab(try h) + div®(div® h) — (h, Ric%)y) dVY,
M M

:/«wuw%mn+wmum—WMmedW4

:/(<—AbW,trbh>b+ (Hess” W, h), — W (h, Ric")y) dV5;
M

= /<h, (=A*W)b + Hess’ W — WRic?), dV5,.

M

Portanto, DS;(W) = Hess" W — (A"W)b — WRic”. O

Além disso, se W pertence a ker DSy, entao

WDSy(h) = W(div*(div® h) — A®(try h)) — (Hess" W — (AP W)b, h),
= div®(Wdiv® h — Wd(try h) — Loy b + (try h)dW).

Logo, para satisfazer 2.7, devemos definir a 1-forma U pela férmula seguinte

U(W, g,0) = W(div*(g = b) — dtry(g = b)) — tgpw(g = b) + try(g — b)dW
= W (div® g — dtry g) — tpew (g — b) + try(g — b)dW. (2.9)

Até o momento consideramos apenas que F' € a curvatura escalar. Para avancarmos,
vamos trabalhar com a métrica de base b = §. Dai utilizamos as férmulas da adjunta

no Lema 2.3 e de U em [2.9] para obter, respectivamente, as seguintes identidades

DS;(W) = Hess’ W — (A° )6, (2.10)
U(W,g,6) = W(div® g — dtrs g) — tpsw (g — 0) + trs(g — 0)dW, (2.11)

Por [2.10} verifica-se facilmente que as funcoes afim pertencem ao espaco ker DS}.
Seja agora W =1 e impomos as seguintes condigoes: SY é integravel sobre (M™, g)

e ¢g ¢ uma métrica assintoticamente plana com ordem 7 > (n — 2)/2. Fixemos uma

carta assintética (M \ K, ®) e consideremos a exaustao M, cujas fronteiras S, sao as

esferas coordenadas nesta carta. Da equagao [2.8, obtemos

r—00
M, M,

Hs(1,9.0) = lim [57avY, ~ [ Q(g.0)avi, (2.12)
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cuja existéncia se deve a integrabilidade de SY, que faz convergir o primeiro termo, e
ao fato de que Q(g,0) consiste de uma combinagao de termos (g — §) * 729 e Vg*Vy
(veja Apéndice , que sao integraveis devido ao valor de 7. Aqui, % é a notacao de
Hamilton para uma combinacio de produtos tensoriais com contracoes e V é a conexao

Euclidiana. Além disso,

Hs(1,9,0) = lim [U(1,g,0)(°)dVE

r—00
S,
= T1L1101O (div® g — d(trs g))(v°) dvg;}—l
spt

= 2(n — Dwnam(g),

onde m(g) é a massa dada na Definicao [2.2]

Observagao 2.2. Como dito anteriormente na Introdu¢ao, Bartnik e Chrusciel ([9,
17]) também provaram que a massa ADM independe da carta assintdtica escolhida.
Michel ([51]) também prova este resultado num contexto mais geral que abrange tanto

a massa ADM quanto o centro de massa.

Se na equacao escolhermos W = W@ = 2% (a-ésima funcio coordenada da
carta ®, para @ em {1,...,n}), o mesmo procedimento leva a definigdo classica da
a-ésima coordenada do centro de massa da Defini¢ao [2.5] isto é,

Hs(W, g,6) = lim [UIW, g,6)(") AV,
00

Sr

= 2(n — Dw,—1m(g)c*(g),

para qualquer « € {1,...,n}. Se impusermos as condi¢oes da Defini¢ao , entao esse

limite converge.

2.4 A Igualdade entre as Duas Versoes de Massa

Para provarmos a igualdade entre as versoes classica e intrinseca da massa ADM e
do centro de massa, vamos precisar de resultados preliminares envolvendo a aplicacao
do tensor de Einstein em campos vetoriais Killing conforme.

Primeiramente estudamos as propriedades desses tipos de vetores: seja X um campo
vetorial sobre uma variedade Riemanniana (M",g). Dizemos que X ¢ Killing con-

forme se
Lxg = 2¢xyg,
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para alguma funcao ¢¥x € C*°(M), denominada o fator conforme de X. Da Equagao

[I.4] segue que

2¢X<Y7Z> :£X<Y7Z>
— X((Y.2)) - (X,Y), Z) - (V. [X. 2]
=(VxY,Z)+(Y,VxZ) - ([X,Y],Z) — (Y, [X, Z])
= (Vy X, Z) + (Y, VzX), (2.13)

para todos Y, Z € X(M). Em particular, tomando um referencial ortonormal {e;} em

M, fazendo Y = Z = e; em [2.13] e somando sobre 1 < i < n, obtemos
1.
Yy = —div'X. (2.14)
n

Seja agora ¢; o fluxo gerado por X. Fixado um ponto p € M, consideremos a familia
de tensores 2-covariantes em p, dada por g(t) = (¢;g)|,. Pela Proposigao |1.2, temos

que

d

= 9() = 0L, (Lxg) = ¢,(2Uxg)|, = (20x © 1 (0))8,9], = (2x 0 b1, (P))g (to)-

t=to

Logo, g(t) é solucao da seguinte equagao diferencial:

%g(t) = (2¢x 0 ¢e(p))g(t), 9(0) =g,

cuja solucao ¢é dada por

g(t) =e*g,, w = / ¥x o ¢s(p)ds. (2.15)
0

Portanto, o fluxo ¢, de X age por difeomorfismos conformes com fator e“.
Agora vamos calcular a adjunta da divergéncia de campos vetoriais quando nos res-

tringimos a (0, 2)-tensores simétricos. Para isso precisamos do seguinte caso particular
do teorema da Divergéncia [I.10}

Lema 2.4. Seja (M™,g) uma variedade Riemaniana compacta e orientdvel com bordo

OM. Sew € X*(M) eT € um tensor 2-covariante simétrico (T € Sa(M)), entdo

/(S(Vw),T> dVM:/<w®1/",T> dVaM—/(w,divT> dVy,.

M oM M

Demonstragao. Pela Observacao temos que Vw = S(Vw) + A(Vw). Logo, é

47



2. Massa ADM via Tensor de Einstein

suficiente mostrar que (Vw,T) = (§(Vw),T), ou equivalentemente, (A(Vw),T) = 0.

Em coordenadas,

1
A(Vw)i; =5 (wji — wiy)
1
=5 (Bi(wy) = 9j(ws) + (I — Tj)uwn)
1
— 2 (04y) — By ().
Como T é simétrico, temos que (A(Vw),T) = %gikgﬂ((()k(wl) — Oi(wg))T35 = 0. O

Se fizermos w = X”, segue imediatamente que:

Corolério 2.5. Se X € X(M), entdao

/ (=div?)* X, T), dV§, = / T(X,v9)dVY,, — / (X", div? T), dVis,

M oM M

onde definimos a sequinte adjunta operando em campos vetoriais:
(—div)* : X(M) — Sy(M), (—div)*X — S(VX").

Mais especificamente, dados Y, Z € X(M)

(—divh)* X (Y, Z) = % (Y{(X,Z) —(X,VyZ) + Z(X,Y) — (X,VzY))
= STy X,2) + (VX 7))

Pela Equagao [2.14] obtemos finalmente para X Killing conforme
. gy 1 L ..
(—div?)* X = §£Xg = —(div'X)g. (2.16)
n

Lema 2.6 (Identidade Integral de Bianchi.). Seja h uma métrica Riemanniana em
uma variedade compacta e orientdvel ) com bordo 02 e X um campo Killing conforme.
Entao

/ EM (X, M) dvh, = 2 _n” / Sh(divhX) dVh,
o9 Q

onde V" € o campo normal unitdrio externo a 0S).

Demonstracao. Da identidade contraida de Bianchi , temos que div"E" = 0. Dali,
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

pelo Corolario [2.5] segue que

1
/ EMX,vh) dvh, = / (Rich — 55’%) (X, ") AV,
o0 o0

1
:/<Rich— 5Shh,(—oﬁvh)*x> dvy,
h
Pela Equacao [2.16], encontramos

1 1 1
/ (Rich — 5shh) (X, v")dvh, = = / try, (Rich — 5Shh) (div" X)) dV]
n
o Q

2—n )
== / S™M(div"X) dVE,

Q

e isso conclui a prova. O

Lema 2.7. Seja h uma métrica Riemanniana C? e X um campo Killing conforme. Se
h ¢ wma métrica de Einstein com constante \(n — 1), entio V = div"X pertence ao

nicleo de DSy. Mais precisamente,
Hess" V = AVh. (2.17)

Demonstragio. Pelo Lema [2.3temos que DS} (V) = Hess" V — (A" V)h — VRic", logo
seu nucleo é o conjunto das solugoes de se Ric" = A\(n — 1)h.
Seja ¢; o fluxo local de X, o qual, pela Equagao [2.15] age por difeomorfismos

conforme com fator e?** no tempo t > 0, com uy = 0. Segue que
Ric?" = ¢fRic" = A\(n — 1)¢}h,
que pode ser escrito na forma
Ric®""" = A(n — 1)e*“th,
Pela Proposicao 1.8, os tensores de Ricci das duas métricas se relacionam por
Ric®”""" = Ric" — (n — 2) (Hess"u; — duy @ duy) + (—Apuy — (n — 2)|dwl}) b,
donde podemos deduzir que

—(n — 2) (Hess"u, — duy ® duy) + (—Apur — (0 — 2)|dwef;) h = An — 1)(e** — 1)h.
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Agora diferenciamos em ¢t = 0. Denotando por % a primeira variagao de u;, segue das

equagoes [2.14] e 2.15|

i) = | )= vxto) = L),

para todo p € M. Logo div? X = na. Como ug = 0, segue que
—(n — 2)Hess"i — (Apt)h = 2(n — 1) Aith. (2.18)
Tomando o trago, obtemos a identidade
—2(n — 1)Apt = 2n(n — 1),

logo Apt = —nAi. Inserindo na Equacao leva a Hess"i = Mih, que é a expressao
desejada. O

Agora temos os resultados necessarios para provar a igualdade entre a expressao

classica da massa e a versao via tensor de Einstein.

Teorema 2.8. Seja (M™,g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem T >
(n—2)/2, satisfazendo as condigoes RT e com S9, rS9 € L'(dV?). Entaom(g) = m;(g)
e C(g) = Ci(9g).

Demonstragdo. Fixemos uma carta assintGtica ® : M\ K — R"\ B,,. Como a massa é
definida no infinito, podemos substituir a parte compacta K de M pela bola topolégica
B,, na carta. A variedade ndo é modificada fora de K. Para R >> 4r;, definimos uma
funcao de corte xr que se anula dentro da esfera de raio R/2, é igual a 1 fora da esfera
de raio 3R/4 e satisfaz

|Vxr| < CiR™!, |V2XR| <C,R2 e \V3XR| < C3R~3. (2.19)

para algumas constantes C; (i = 1,2,3) que nao dependem de R. Para construir g,

partimos da fungao C*°(R)

Com isso, definimos
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

de modo que 1 é identicamente 1 quando t > 1 e é nula se t < (0. Agora escrevemos

¢t) = Pt +2)9(2 - 1).

Essa fungao é nula se [t| > 2 e idéntica a 1 se [t| < 1. Além disso, as derivadas de
todas as ordens de ¢ sao limitadas em toda a reta R. Agora faremos uma mudanca de

varidveis linear que leva o segmento [%, %] para [1,2]:

_ 4syn+ R(3 —4y/n)
B R(3—2yn)

Dai, temos a composta k(s) = ¢(t(s)). Construimos yr da forma

St

é de facil verificacao que tal funcao satisfaz as condicoes dadas acima. Denotemos
X = Xr € definimos a seguinte métrica no anel Qp = A(%, R):

h=xg+(1—-x)d,

e colamos a métrica Euclidiana dentro da bola B(%), obtendo assim uma métrica
completa em R" que também denotaremos por h.

Seja agora X um campo de Killing conforme em relagao a métrica Euclidiana 6. O
Lema nos diz que V = div® X pertence a kerDS}. Agora aplicamos o Corolario
B R):

sobre o anel Qg = A(7,

/ <Ric9 — %Sgg> (X, v9) vy, ., = / <Rich — %Shh, (—divh)*X> dvy,,
R R

1
Sy Qr

Note que a contribuicao em % para a integral do bordo se anula, pois h ¢ plana nessa
regiao. Pela Equacao [2.16 decompomos

1
(—div")* X = —(div" X)h — (div")s X,
n
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

onde —(div")5X é a parte sem traco. Dessa forma,

, 1 1 . 1 .
/ (qu — 5Sffg> (X, v9) dvgg,l =~ / try, (Rlch — 55’%) (div"X)dV§,

S]’r%—l QR

1
- / <Rich— 55%, (divh);;X> dvy,.
h

Qr

Logo,

: 1 2—n - h h Jvh
/ (Rlcg — 5Sgg) (X, yg)dvgz,l = /(dlv X)S"dVg,,
Sr Qr

1
— / <Rich—§Shh, (divh);;X> dvg,.  (2.20)
h

Qr

Agora escolhemos o campo radial X = rd,. Com isso,

Lx6(Y,Z)=6(VyX,Z)+6(VzX,Y)
=5(Y'V; X, Z)+ §(Z'V;X,Y)
=6(Y'0;, Z) + 0(Z'0;,Y)
=25(Y, Z),

logo X ¢ Killing conforme com relacdo a §. Além disso, div’X = n e (div®)iX = 0,

pois

(div®)s X =(div®)* X + ! (div®)s

n

1
=—04+0=0

Podemos substituir dV”, div" e (divh)z‘; pelos seus respectivos termos calculados na
métrica 0. De fato, das condigoes de decaimento calculadas na Proposicao 2.1], das
propriedades da funcdo de corte x[2.19, do fato de 7 > (n—2)/2 e de | X| = r, obtemos
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

do primeiro termo no lado direito de [2.20}

/ Stdiv X dVg,, — / S"divP X AV,

Qr Qr

- / SP AV X(1+O(r™))dVy,, — / StAivO X AV,

Qr Qr
< / |S™(div" X — div’X)| AV, + / |S"div* X (O(r™T))| dVy,
Qg Qg
< C(T[|X[|S")R" < CR™>772™, (2.21)

para R suficientemente grande. Aqui |I'| := sup {Ffj(x), z€Qrei,jk=1,...,n},
que existe, pois Qp ¢ limitado. Como (div®):X = 0, o ltimo termo em pode ser

tratado do mesmo jeito. Expressando em coordenadas, temos que
-y 1 hij o n
(le )()Xz'j = —§(<V1X, 8j> + <VjX, (91>) + Wdlv X
1 hi;
= =5 (@) s + Ti 2™ hs + (9525 s + ™ ) + iy + —2T5 2™

1 i

1 i
= =5 (b + i+ T2 g + T2 ) + hig + 2T ™
n

Logo,
= (Ric") Lskpipn gm _ Lt pivpn pm _ Lskpipn o
nJ nm 9°n m 9°n jm

: 1 n m 1 A m 1 ; m
= (Ric") (Ehklfnmx —§hkF§mx —§hﬂr§mx )
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Da mesma forma,

<—§Shh, (dlvh)0X> :—h’“hﬂgShhkl (Ehijrnmx = 5L hnj = ST hm-)

h

1 Lo 1o
= 38" T 4 18" T, + LS T, o

2 n-im n-jm

=0.
Juntando os dois produtos internos, segue que

1 . .

<Rich — éshh, (divh)8X> = (Ric") W™ W7 (01T hyge™ — 27100 ™ — 2_1F?mh”ixm)
h

(R BT 0 — 27 BT — 27 ST

= (Ric")w(n " RMT 2™ — 27 R 2™ — 27 T 2™,
Pelas mesmas razoes da desigualdade [2.21] segue que para R suficientemente grande

1
/ <Rich — 55’%, (divh);;X> dve, < C(|T||X|[Ric")R" < CR™7%'", (2.22)
h

Qr

para R grande o suficiente. Aqui |Ric"| := sup {Ric;j(z);x € Qpei,j=1,...,n}, que
existe, pois (2r é limitado. Da Equacao junto com as desigualdades e

acima, concluimos que

1 2 —
/ (Ricg - 5599) (X,v9)dVY, = Wn / (div® X)S™ dV3,, + o(1). (2.23)

SR Qr

Agora argumentamos conforme a analise de Michel expressa pela Equacao . Apli-

cando na regiao (r:

/ (div’X)S"dVy, = / U(div® X, g,5)(l/5)dvgg_1+ / U(div° X, h, 6)(1°) AV

R/4
“r it Si/a
+ / (div® X)Q(h, 5) dVY,. .
Qr

Como h = § em |z| = R/4, a contribui¢do da integral de fronteira em 513741 se anula.
Além disso, levando-se em consideracao as propriedades de y, as condigoes de

decaimento com 7 > (n — 2)/2 e que div’X = n, temos que a integral com o termo
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quadratico ) tende a 0 quando R tende ao infinito. Usando [2.23] obtemos

9 _
Cn / EI(X,v9)dV?, ., =¢, / Ric? — —Sg (X,v9)dV?, ., = n m(g) + o(1),
n—1

- n—1
SR SR

o que da, no caso da massa, o resultado esperado.
Para provar a igualdade no caso do centro de massa, escolhemos X = X =

|2|20, — 22%2'0;. Dai, podemos computar

Lx,0(Y,2) =6(Y'ViX(a), ) + 5(2@-){ @ Y)
=0(Y'0;(r* — o+ > Y0,(—22°27)0;, 2)
JFa
+8(Z'0;(r* — 2(x 4—ZZZ —22%27)9;,Y)
JFa
=0(=2Y*2%00 + 20> _Y'a')0a + Y _(—2Y2 — 2Y72*)0;, Z)
ita ita
+0(=22°0°00 + 20 Z'2")0a + Y (—22%7 — 2272°)0;,Y).
i#a i#a
=0(=2Y° 20, +20) | Y'a")00 — 20 Y Y0, Z)
i#a j#a
+6(—=22°20; +20)  Z'2")00 — 22° ) Z70;,Y).
i#a J#a

Lx,,0(Y,Z) = —2Y*( ZZl 42290 Yia') 22 2V

i#a i#a
- 22‘“(2 Yie) 42 Z'a') —22°) 2V
iFa iFa
= — daz%( ZY’Z’ QY Y g — 270y

1#a
= —42*()_Y'Z') = —42°8(Y, 2).

Assim, X(,) ¢ Killing conforme. Mais ainda, diV(SX(a) = —2nz® = 2nW @ ¢

(A’ Xy = — 5 Lx

()

1 (e
n(—an )d

= 22%0 — 2246 = 0.
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

Agora podemos usar o mesmo argumento anterior ao substituir a métrica h por 9:

/ S"Aiv" X () AV, — / S"div’ X () AV,
Qg .
- / S AV X (o) (1 + O(r™7)) AV, — / S"div’ X () AV, -

QR QR

Expressando em coordenadas, temos

/ ShAiv" X () AV, — / S"Aiv’ X (o) AV,

Qr Qr
/ |S™(div" X () — div’ X (a))| dV3,, / | ShAiv" X () (O(r™™))| AV,
Qr QR
:/sh<r§ (r* = 2(*)*) + ) Ti(— ) dve,,
JFa

Qr

“
Qr

+/|Sh(—2nx°‘)(0(r7))’ dV?ZR

dvy,

gh (Fi (r? — 2(z%)%) + ZF —2z°z") > (O(r™))

JjFa

Usando as condigoes RT com 7 > (n — 2)/2, ou, mais precisamente, as ordens de

decaimento da Proposigao [2.2] e novamente as propriedades da func¢ao de corte x:

/ S"Aiv" X (o) AV, / S"Aiv° X (o) AV,

Qg Qr
S/ ((Shrz )even( ShZF even z)) dng
Qg JjFa
S / ((Shrz )even( ShZF even 233011,1')) O(TﬁT) dng
Q Jj#a
+ [18h - 2naty 00 )| 4V,
S ORn(R—T—lRQR—T—S + R—T—QRZR—T—Q 4 RR—T—3R—7‘)
— OR_2T_2+N,
para R suficientemente grande. J& que (divé)gX(a) = 0, podemos fazer os mesmos

calculos que fizemos com o campo radial em e utilizar os mesmos decaimentos

56



2. Massa ADM via Tensor de Einstein

acima para concluir que
1
/ <Rich — 55’%, (divh);;X(a)> dve, = o(1).
h
Qr

Agora argumentamos conforme a andlise de Michel expressa pela Equagao [2.8)). Apli-

cando na regiao Qg:

/ (div' X (o)) S" AV, = / U(div5x(a),g,5)(u5)dvgg,l + / U(div’ X (o), h, 6)(1°) AV

fr Sk Sk
- / (div' X(a))Q(h, 5) AVY,..
Qr

Agora basta relacionar com o centro de massa:

o [ (Riet = 3579 (X, ) V3 . = (0= 2Jmlg)e(9) + o1,

n—1
SR

como esperado. O

2.5 Variedades Assintoticamente Hiperbdlicas

Nesta secao mostraremos que a mesma abordagem pode ser usadas para obter ex-
pressoes analogas em outros espacos onde invariantes assintéticos podem ser definidos.
Retomando o que ja fizemos, vemos que as provas se baseiam nos seguintes fatos cru-

clais:

1. A definicdo do invariante deve vir de um funcional Riemanniano, o qual deve

estar vinculado com alguma reformulagao da identidade de Bianchi;

2. Deve existir uma ligacao entre campos de Killing conforme e fungoes no ntcleo

da adjunta do operador linearizacao do funcional.

Na presenca desses dois fatores, a igualdade entre as defini¢oes classicas dos invariantes
e as versoes intrinsecas segue-se com as estimativas oriundas das condicoes de decai-
mento. Veja por exemplo a equacgao [2.20[ e os argumentos ao redor dela.

Insistimos no fato de que essa ideia é completamente geral e pode ser aplicado
em diferentes espacos. Como exemplo disso, estudaremos o caso as variedades as-

sintoticamente hiperbdlicas. A massa foi definida por Chrusciel e Herzlich ([19]) e
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2. Massa ADM via Tensor de Einstein

independentemente por Wang ([65]), veja [32] para uma comparagao.

Definigao 2.7. Seja (M",g), n > 3 uma variedade Riemanniana completa. Dizemos
que (M, g) € assintoticamente hiperbdlica de ordem T > 0, se existe subconjunto
compacto K C M e um difeomorfismo ® : M \ K — H" \ B,,, para algum 19 > 0
(H" equipado com a métrica b = dr? + sinh® rgsn—1 ), satisfazendo a sequinte condicdo:
se (g = O, €1,...,€,) € uma base b-ortonormal, e g;; = g(€&;, €;) satisfaz as sequintes

condicoes de decarmento:
—Tr 7 —Tr S —Tr
9ij(®) = 65 =0(e™™), Vigy =0(e"), Vygi=0(""), (2.24)

onde a conexao V refere-se a métrica b.

Definigao 2.8. Se 7> % ¢ (59 +n(n — 1)) € integrdavel em L*(e"dV"®), o mapa linear
M(g) definido por

W+ ¢, lim (W (div®(g — b) — dtry(g — b))
=00
St
— tgew (g — b) + tro(g — b)AW (") AVigns
estd bem definido no nicleo de DSy e € independente da carta assintotica. Chamamos

a aplicagcdo acima de massa da variedade assintoticamente hiperbélica (M, g).

Existéencia e invariancia da massa pode ser provada usando a abordagem de Michel
([B10).

Os campos de Killing conforme no modelo hiperbélico sao os mesmos que no caso
Euclidiano, mas a divergéncia agora deve ser calculada com respeito a métrica hi-
perbélica. O modelo da bola de Poincaré B™ identifica-se com o hiperboloide H"* ¢ R"=!

Oal o a") =u=(ul,... u"):

W_l(u):<1+\u]2 2u )

T— a2’ 1— |uf?

por meio da aplicagao 7 : H* — B", m(x

Temos

k
4 bii — (1- |u|2)25ij e 16u

SR i =

5is.

Com isso, obtemos os simbolos de Christoffel:

k

_ i j k
i = 1_—|u|2(u ik W Oik — u”0y;).
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Agora calculamos a divergéncia do campo radial X(g) = u’0;:

_ : . 2n|ul? 1+ |ul?
b o 7 i _ _
div’ X () = du' + I'w’ =n + TP n (1 m—E

Logo, div’X ) = na’.
Escolhendo os campos X () = 2u®u'd; — |u|*0, (= 1,...,n), encontramos
2nu®ul®>  2nu®

div® X (o) = 2nu” = .
N I T T TP

Logo, diVbX(a) = nx®.
Podemos agora argumentar como no caso anterior, mas modificando o tensor de

Einstein

n—1)(n—2)
2

(n—1)(n—2)

o= o
2

1
g = Ric? — 5599 - g.

A férmula andloga & identidade integral de Bianchi no Lema [2.6] para um campo de

Killing conforme X, é da forma

/EQ(X, v9) AV, = / <Eg, (—divg)*X>g vy

i = f% / (div?X) tr, (Eg o 1)2(” 2 g) vy,
= 22_””/@9 +n(n — 1)(diviX) AV,

Q

e notamos que o lado direito é a expressao esperada para aplicar a andalise de Michel
para a definicdo da massa (|19, [51]). Prosseguindo com a prova, o argumento agora
¢ similar ao dado anteriormente e, por isso, ao manter a mesma notacao da secao

anterior:

2—n
2n

/ EMX,v9)dVh, =

/(Sh +n(n — 1)(div" X)) dVe
o0 Q

+ [(B" @) avh
Q
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e levando em consideragao o decaimento exponencial, temos que
/ (S" +n(n —1)(div"X)dVg,, = / U(div® X, g, b) dvgg_l +0(1).
Qr Syt

A relacao entre a divergéncia dos campos de Killing conforme e os elementos de kerD S}
vem novamente do Lema e concluimos da igualdade acima a seguinte definicao

alternativa envolvendo o tensor de Einstein:

Teorema 2.9. Parai € {0,...,n},

. 1 . ~ )
M) VY] = =M(g)[div’ X D] = d, lim [ E9(X v*)dV®

n—1.
n r—00 Sr
Sn—l
IS

60



Capitulo 3

A Massa ABL via Tensor de

Einstein e de Newton

Almaraz, Barbosa, e De Lima ([3]) consideraram variedades Riemannianas com
bordo nao-compacto e uma nocao de massa atrelada que denominaremos de massa
ABL.

Na Secao 3.1, introduzimos esses conceitos e, para defini-los, em vez do espaco Eu-
clidiano todo, R™, devemos considerar o semi-espago superior R} = {z € R"; z,, > 0}
como referéncia para o sistema de coordenadas assintoticas. Além disso, fixado ro > 0,
denotamos o conjunto Ry , = {x eRY;r > ro}.

Na Secao 3.2, deduzimos os decaimentos dos objetos de geométricos associados a
nova classe de variedades assintoticamente planas e mostraremos, como no caso ante-
rior sem bordo, que o limite assintotico que define a massa ABL é finito.

Por fim, na Secao 3.3 vamos provar a igualdade entre a defini¢ao original e a refor-
mulagao geométrica da massa ABL. Para isso, vamos adaptar o método utilizado no

capitulo anterior por Herzlich [32].

3.1 Variedades Assintoticamente Planas com Bordo

Nao Compacto

Para introduzir os conceitos necessarios, assumimos também neste capitulo que as

variedades assintéticas tem apenas um fim.

Definigao 3.1. Seja (M™, g), n > 3, uma variedade Riemanniana completa e orientada
com bordo nao compacto 2. Dizemos que (M, g) é assintoticamente plana de ordem

T > 0, se existe subconjunto compacto K de M e um difeomorfismo ® : M\ K — Ry 4,
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

para algum ro > 0, de modo que nas coordenadas induzidas por ®(p) = z = (z*, ..., z"),

1955 () — 0351 + 71gij6 ()| + r?|gija ()] = O(r™7).

A métrica g, a carta ® e suas coordenadas sao ditas assintoticamente planas ou
simplesmente assintoticas, caso o contexto deize claro que se trata de uma variedade

assintoticamente plana.

Como ja observado no caso sem bordo, na presenca de uma carta assintética P
podemos identificar M \ K com R} .. Isso nos permite definir para ro < r < 7/,
M,y ={reM\K;r<|z|<r'}, 5., ={recdM\K);r<|z|<r'} eo (n—1)-

hemisfério coordenado S:fjrl = {:L' e RY; |z] = r}, de forma que
OMypr = S; U D U ST

Representamos por ;° o campo normal unitdrio externo a S:f;l, computado com res-
peito & métrica . Também consideramos a (n — 2)-esfera S*~2 = 9S;';" munido do
campo co-normal unitario 9%, que é tangente a ¥ (veja a Figura abaixo). Vamos pre-
servar a convencao de Einstein para somatérios, mas chamando atengao para a seguinte
notagao: usaremos indices latinos para quantidades variando de 1 an (i,j,k =1, ...,n)
e indices gregos para aquelas variando de 1 an —1 (o, 8 = 1,...,n — 1). Observe
que, ao longo de X, {d,} expande TY enquanto que 7° = —8, é o campo normal
unitario externo ao longo de ¥. Além disso, também denotaremos pelo mesmo simbolo

as métricas induzidas em X..

Nesse contexto, para definir a massa ABL aproveitamos a 1-forma definida anteri-

ormente na Equacao (1.9
U(W,g,0) = W(div’g — dtrs g) — tpsw(g — 8) + trs(g — 8)dW, (3.1)

onde W é uma fun¢ao do R’}. Também retomamos as constantes

= = !
"2 —Dwert " (= 1D(2 - n)wpy

onde wy,_1 é o volume da (n — 1)-esfera unitaria.

Definigao 3.2. Seja (M™,g) uma variedade assintoticamente plana de ordem T >
(n—2)/2 e bordo nao compacto X. Suponha que a curvatura escalar S9 seja integrdvel

e que X, orientado pelo campo normal unitdrio externo n?, tenha curvatura média
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N Rn—l

Figura 3.1: Hemisfério coordenado S;'7" em M \ K.

HY = divIn?9 também integrdvel. Chamamos de massa ABL, a quantidade

r—00

mig) =colim | [ U(Lg.0)0) Vi = [ oth 0 avEa]  G2)

n—1 n—2
ST, + Sy

Em coordenadas, m(g) é dada por

r—00 —
—1 %) —
spt sp—2

Observagao 3.1. Almaraz, Barbosa, e De Lima em [3] provaram que sob as hipdteses

dadas na definicao acima, a massa ABL € finita e seu valor ndo depende da carta

assintotica escolhida.

Também vamos definir um conceito alternativo de massa em termos de objetos

geométricos fundamentais. Retomamos agora o tensor de Einstein

99
EY = Ric? — -9
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

e introduzimos o tensor de Newton ao longo do bordo:
J9 = A9 — Hg,

onde AY é a segunda forma fundamental de ¥ em relacao a —nY, o campo normal,
unitario e interno, e H9 = try A9 é a curvatura média. Como no caso sem bordo, esses

tensores devem ser avaliados no campo radial X = 70, = 0.

Definigao 3.3. Seja (M™, g) uma variedade assintoticamente plana com as condigoes
impostas na Defini¢do 3.2, Considere o campo vetorial radial X = r0, = x°0; definido

em uma carta assintotica. Com isso, definimos a massa intrinseca como

mi(g) = d, lim / EY(X.v7)dVY, , + / JIX 97 AV, | (3.3)

r—o0
st s

Observacao 3.2. Como vimos anteriormente no caso sem bordo, a partir da técnica

usada por Herzlich ([31]) fomos capazes de exibir a massa ADM em termos do tensor

de Einstein (m(g) = my(g)). Girdo, Montalbdn e De Lima ([2])]), bem como Chai

([16]), trabalhando de forma independente, adaptaram esse mesmo método ao contexto

atual com bordo nao compacto a fim de provar a igualdade entre as duas versoes acima

para a massa ABL. Isso € o que faremos mais adiante.

3.2 Existéncia da Massa ABL

Nesta se¢ao, provaremos a existéncia do limite que define a massa com as hipéteses
dadas na Definigoes [3.2] Para isso, precisamos calcular as ordens de decaimento dos

objetos geométricos que vamos utilizar.

Lema 3.1. Seja (M",g) uma variedade assintoticamente plana de ordem T > 0 com

bordo nao compacto. Entao temos os sequintes decaimentos:

(i) dV (14+0())dv? e dVY, o =(1+0(r7)dVi2;

s = sy s s
(ii) det G = 1+ O\(—7), VLG = 1+ 0(—), onde G = (g;;);
(iii) g (x) = 67 4+ O1(r~7);

(iv) TE(z) = Oy (r~™1), Ricy(z) =02 e S(x)=0(r""2);
(v) Aag =001 e HI=0(r""").
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Demonstragao. Fixemos uma carta assintética (M \ K, ®). Para provar (i) considere
{e;}_, um d-referencial ortonormal com e,, = ;°, o campo normal unitério externo aos
hemisférios coordenados. Temos que e; = a/d; com (a!) sendo uma matriz ortogonal e
lal| < 1. Logo,

gleir e5) = ajajgn = a;a;(O + O(r™7))
= dfdf +O(r ") =5, + 00
k
Seja w' =€, com i =1,...,n — 1 0 d-co-referencial dual a {e;}. Entdo, em ST+ ,

dV9 = \/det g(e;, ;) A-e- AW
=(1+0F A AWt
=(1+0@™))dV°

Similarmente, em S~ temos que dV¥ = (1 + O(r~7))dV°.

Os itens de (i) a (iv) sdo provados de forma idéntica ao item (iii) da Proposicao
2.1

Com os campos ortonormais 0, = —n’ e n9 = —(g””)’%gm@i = —(g””)%an —
(g"”)_% 9"*0,, podemos calcular as ordens de decaimento da segunda forma fundamen-
tal A. Pela definicao:

1 nn
= 5(9 ) 9 (g,Bza + Gai g — ga,B,i)
1 1 1 nn\—+ n~y
= 50" 9onc + ons = Gapin) + 5(9™) 729" (G510 + o8 — Gesn)-

Agora utilizamos o decaimento em (ii) e da derivada da métrica:

1 . o
Aop = 5(1 +O(r ))(gﬁn,a + Jan,8 — gaﬁm) +O(r 2 1)

1 ol
= §(gﬁn,a + Jan,g — Japm) +O(r 2771)
=0 ™ h

Lembremos aqui a convencao de denotar a métrica induzida no bordo ¥ pela mesma

letra g. Tal como foi calculado acima, podemos finalizar o item (v). A curvatura média
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

de X é dada por

H = gaﬂAaB

1 (e} nn\—1 ni

BPX (9" 29" (gpic + Goip — Gosi)
1

— 0B nn
59" (™)
1

— af/ nn
59" (™)

1 1 2 :1 a nn % —27—

== _(gnn)2 (29na,a - gaa,n) + 59 7(9 )2 (297104,’7 - gav,n) + 0(7’ 2 1)

yF#o
_( Ina,a — gaa,n) + O(r_?r_l)

=00,

[N

(gﬁn,a + Gan,p — gaﬁ,n) + O(T_QT_I)

=

(2gna,6 - gaﬁ,n) + O(T_QT_I)

N

[\]

]

Tal como na demonstracao do Teorema 2.8 usamos uma fung¢ao de corte para colar
a bola B _ em (M \ K). Para R > 4rq, definimos uma fungdo de corte xr que se

anula dentro da esfera de raio R/2, é igual a 1 fora da esfera de raio 3R/4 e satisfaz
Vxr| S CiR™Y, VxR < CoR72, e |V, | < C3R7P,

para algumas constantes C; (i = 1,2,3) que ndo dependem de R. Denotemos x = xr

e definimos a seguinte métrica em Mp = Mgy p € em Xg = X/ p (ver Figura [3.2)):

h = xg+ (1 =x)d, (3.4)
e colamos a métrica Euclidiana dentro de B}, it = {z € RY; |z| < R/4}, obtendo as-

sim uma métrica completa em R” que também denotaremos por h.

Para demonstrar que a massa ¢ finita, provaremos o seguinte:

Proposicao 3.2. Seja (M™, g) uma variedade assintoticamente plana com as condigoes

impostas na Defini¢do[3.9 Entao

R—o00
Mg ¥R

m(g) = ¢, lim / S AV, +2 / H"avs,

Demonstracao. Usando temos, U(1,h,8) = div®h — dtrsh ou em coordenadas
U(1,h,6) = hj; — hjj;. Da férmula de linearizacao da curvatura escalar (Lemas [A.2]
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Figura 3.2: Regiao Mp

, temos que

Ry = / Stavs,,

Mg

- / (S° 1 DSs(h — 8) + Q(6.h)) AV3,_
Mg

_ / (DSs(h — 6) + O(r—272)) AV,
Mg

= /div5 (div®h — dtrs h) dV?VIR +o(1)
Mg

_ / (div*h — dtrs h)(N°) AV3,, + o(1)
OMp

= / U(1, h, 8)(N°) AV}, + o(1)
OMp
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Como OMp = 52741+ UXgrUSE], temos que

Ri= /U(L&é)(—u‘ém)dv‘;gl + /U(l,g,5)(u%)dvinl

/4+ R,+
Shat Skt
+ /U(l, h,8)(n°)dVe,, + o(1)
YR
— [ D0ao ) AV + (D b8 aVE, + of)
St Er

Além disso, pelo Lema [3.1]item (v), temos que

2R =2 / H"avy,

2R
1
= 2/ (5(2hm7a — haan) + O(r271)> dV‘;R
ZRr
- / (2hnasa — haan) VS, + o(1)
2R
Ao longo de X, temos que n° = —d, e

U(L, h,6)(1°) = (hijj — hiji)(n°)' = —hna + haan-
Dali,

R+ 2Ry = / U(1,g,6)(us) dvgg_ﬁ - /hma dve, +o(1)

Sk Zr
i 0 @ 0
= / (9ij.g — Gjgi)kt dVign1 + / Ina¥* AV gn-2 + (1)
Sht Sk’

Na segunda igualdade acima, usamos o teorema da Divergéncia [I.12}

/ div® (1o, h) dVE,, = / ((196)b,bang>5dvg§_2+ / (=0°), 16,6)5 AV

R/4
o Si* St
= On, 9°) AV,
[ st0n.9%) vy,
Sp?

Portanto, m(g) = ¢, lim (Ry + 2R2), cuja existéncia vem da integrabilidade de SY e
T—00

HY. O
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

3.3 A Massa em Termos dos Tensores de Einstein

e Newton

A partir de agora, andaremos na direcao de demonstrar a equivaléncia entre massas,

assim como sugerido no Capitulo 2.

Proposigao 3.3. Seja uma variedade Riemanniana (M™, h). Entao, dado Y € X(M)
eT € S*(M)

1
div'(1yT) = (div"T,Y) + (T, —(div")Y) + ﬁdithtrhT,

onde (-,-) sem o sub-indice denota a avaliagdo entre 1-formas e campos vetoriais.

Demonstracao. Para melhor compreensao, vamos deixar de lado a convengao de Eins-

tein. Calculando no centro de um sistema de coordenadas normais, temos
div" (iyT) = ZV 1y T (0
= Zvj '10,T)(05)
_Z (8,Y Y00, T(0;) + Y (V; 15,T)(8;)
= Z VYT + Y (Vj0,T)(9))
= iﬂjz;i + ) Vidivh (i5,7). (3.5)
irj i
Além disso, temos as seguintes igualdades
(div"T),; Zv T(0;,0;)
_Z —T(V;8;,0;) — T(;,V;9,))

= Z@(Tﬁ)-
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

div (1o, T) ZV Lo, T(0

= Zé’j Lo, 1(0;)) — 1o, T(V0;)

Logo as duas equagoes acima sao iguais:
(div"T); = div"(15,T) (3.6)
Substituindo [3.6] em [3.5], encontramos
div' (iyT) = zﬁngymMT = T,YE YV,
i,
Dai aproveitamos a simetria de T" para obter

div*(iyT) =Y T,V + Y Ty,

1]

= Z§(Tijy,j + 1Y) + YTy

i?j

1 D o
= 25TV + V) + Y Ty

1,J
Como (Y?); = Y7, temos que (div"T,Y");, = div"T(Y) = S.YT};.;. Juntando com a
1,
igualdade acima, obtemos
div"(1yT) = (div"T,Y) + ZﬁT’J(Yﬂ +Y7) (3.7)
l7j

Agora calculamos a derivada de Lie da métrica:
L:Yhij = h(v,Y, 83) —+ h(V]Y, 82)

=h <Z(@Yk)5k,aj) +h (Z(@Y’“)@,ﬁﬂi)

k k
= 0,Y’ + 0;Y"
=V,Y7 +V,;Y".
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Com isso, encontramos

5T (Y5 +Y7) = 5T Ly h)n = —(T, (div)"Y )

Substituindo a identidade acima em [3.7] temos que
div"(1yT) = (div"T,Y) — (T, (div?)*Y),.
J& vimos na demonstragao da férmula integral de Bianchi que

1
(div")3Y = (div")*Y + =(div"Y)h.
n
Portanto, X
div' (1y T) = (div"T,Y) + (T, —(div")Y) + = div"Y tx,T
n
O

Agora ja temos os resultados necessarios para provar a igualdade entre as duas

versoes da massa.

Teorema 3.4. A massa ABL € igual a massa intrinseca, isto €,

mig) =dyfim | [ B avs, 4 [ oo avy

n—2
r—00 Sr
n—1 n—2
ST';+ Sy

onde X =10, € o campo radial em uma carta assintotica.

Demonstracao. Podemos integrar ambos os lados da identidade da Proposicao (3.3 na
regiao do anel (Mg, h), onde h é a métrica de interpolagdo dada em . Assim,
tomamos T = E" e Y = X,

/ div*(ex EM) AV}, = / (div'E", X), AV, — / (B", (div")§ X ), AV,

Mg Mg Mg

1
+ -~ / (div* X)tr, E" AV, .
M'r

Aplicando o teorema da Divergéncia no lado esquerdo e recordando que div?E" = 0 e
trhEh = —

n
S" encontramos
n

92—
/ EMX,N") AV}, = — / (E", (div")§ X)) dVh, + Qn” / S Aivh X AV, .

OMpg Mg Mg
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Como OMpg = S%,

R/4+ UERUSZJrl e B" = F°=0em SR/4+, temos que

/ EMX, pl) dvgg: + / EMX,n")dVE = - / (E", (div")§ X)), dVh,,

- S i
2 -
+ / S Aivh X dvh, (3.8)
2n
Mg
Pelos mesmos célculos feitos no caso sem bordo, temos que Lxd(Y,Z) = 26(Y, Z),

div’ X = n e (div®)5X = 0. Logo X ¢é Killing conforme com relacio a 6.
Das condigoes de decaimento com 7 > (n — 2)/2 e das propriedades da fungao de

corte y, segue que

/ Stdivt X dvh, — / StdivP X AV,

Mg Mg

= / SP V' X (14 O(r™T)) dVY,, — / S"div? X AV,

Mp Mg
< / |SM(div' X — div® X)| dVY,,, + / |S"div" X (O(r™™))| dViy,,
Mp Mg

< C(ITIIX[|S")R" < CR™=**7,
para R grande o suficiente. Logo,
/ Stdivt X dVh, —n / S"dVs,, = o(1). (3.9)
MR MR

Também similarmente ao caso sem bordo, temos em Mg que
(E", (div")5 X ), = O(R™272),

o que nos da
/ (B" (div)s X0 dV?, = of1). (3.10)

Mg

Juntando as equacoes e em [3.8] conclufmos

22—

/Eh(X ) dvhn 1+/Eh(X, ") dve S"dvy,, +o(1).  (3.11)

—1
Sh+ YR Mg
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

Agora tomamos Y = X|, eT = J" o tensor de Newton, e integramos em Xp

/ div*(ex J") dVE = / (div"J", X)), dVE  — / (J", (div")§ X ), dVE

2R YR 2R

1
: / (div" X )try, J" AV, .

n —

+

YR

Aplicando o teorema da Divergéncia no lado esquerdo e usando os seguintes resultados:

divh Jh = L Ric" e tr, J" = (2 — n)H", segue que

/ JMX,N")dVE = / Ric"(n", X)dV%, — / (J", (divM)eX ), dVE,

BER ER 2:R
2—n .
+ — 1/th1th dV%R.
2R

Como 0¥ g = 52742 U Sﬁ”, temos que

/ JMX,NM)dVE = / JHNX, =M d\/ggﬁ / JHX, 9 dv’;z,z.

o Siyi S

Note que, para algum 7y < r’ < R/4, temos que h = § em uma vizinhanca de 3,/ p/4,

inclusive em Sg;f, daf segue-se que V1" = —V,(8,) = 0 e consequentemente, Agﬁ =
H" =0 em S;gf. O que nos d4 J"(X, —9") = J(X, —19°) = 0 em 52742.

Com isso, temos que

/ JMX, 0 d\/gg_z = / Ric"(n", X)dV%, — / (J' (divM)eX ), dVE

Sp2 2R YR
2—n .
+— / H"div" X dv, . (3.12)
2R

Pela escolha do campo Killing conforme X, temos que div®X = n — 1. Dessa forma,
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3. A Massa ABL via Tensor de Einstein e de Newton

pelas condic¢oes de decaimento e pelas propriedades da fungao de corte x, temos que

/ H'div" X dVY — / H"div’ X dV¥)

2R YR

— / H"iv"X(1+O0(r™"))dVs, — / Hhdiv® X dVy,

ER ET‘
< / |H"(div' X — div’ X)| AV, + / |H"div" X (O(r™7))| dVE,,
ER ER

< C(IL|X[|H")R"™! < CR™* 7724,
para R grande o suficiente. Logo,

/ H"iv" X dVE — (n—1) / H"dVy, = o(1). (3.13)

2R

Além disso, por (div®)5X = 0, temos também
(J", (divM)s X ) = O(R™772),

o que nos da
/ (J', (divM)§ X ), dVE = o(1). (3.14)
2R

Ao juntarmos [3.13] e [3.14] em [3.12] concluimos que

/7

Sk

2

JHX, ") AV = /Rich(X, n") AV, + —/2thVzR +o(1).
YR

Sr
Como X ¢ tangente ao bordo X, temos que

EMX,n") — Ric"(X,n") = —%Sh(X, n"s = 0.
Logo,

/ Jh(X, M) dvsn = / EMX,n") vt +

S}'r;72 YR 2R

2H" VS, +o(1).  (3.15)
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Das equagoes [3.8] e [3.15] segue que

Sn2

/EQ(X,M JdVE, i+ / JI(X,99) dV?

n—1
sy S

2 —
_ 2” /shdv;@R+/2H’1dng +o(1).
Mpg Yr

Multiplicando ambos os lados por d,,,

dp / Eg(X,ug)dvggT+1+ / J9(X,09) dvgn .| =

Shy Sp”
=c, /Sh AV, + /2Hh dvg, | +o(1)
Mp Sr

Da Proposicao , segue-se finalmente que

m(g) = d,, lim / EY(X, 1) dVY, ., + / J9(X,97) AV,
R—o0 Skt Sp

n—1 n—2
SR,+ SR
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Capitulo 4

Graficos de Funcoes

Assintoticamente Planas

Neste capitulo, vamos dar provas elementares, sem o resultado da rigidez, de versoes
particulares do teorema da massa positiva (veja versao geral em [3]) e da desigualdade
de Penrose, relacionadas a massa ABL. Vamos trabalhar com variedades assintotica-
mente planas que sao hipersuperficies graficas com bordo nao compacto nos espagos
Euclidianos. Na Segao 4.1, fornecemos uma representagao grafica do fim exterior da
variedade de Schwarzschild com o propésito de introduzir os gréaficos de fungoes assin-
toticamente planas. Na Secao 4.2, demonstramos uma versao sem rigidez do teorema
da massa positiva para graficos. Em seguida, na Secao 4.3, se o grafico tem horizon-
tes convexos, provaremos também uma versao da desigualdade de Penrose, fornecendo
uma cota inferior das integrais do bordo usando a desigualdade de Alexandrov-Fenchel
[, 2].

4.1 Funcoes Assintoticamente Planas

Considere f : R® — R uma funcao diferenciavel, temos que o grafico de f, que
denotamos por G(f), ¢ uma hipersuperficie em R"™!. Além disso, podemos dar uma
caracterizacao especial para a variedade Riemanniana (G(f),g), onde g é a métrica

induzida pela inclusao no espago Euclidiano.

Proposicao 4.1. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto. Suponha que f : R"\ Q — R,
seja de classe C' até o bordo. Seja g = 1*5 a métrica induzida sobre o grdfico de f,
G(f) CR". Entao, (G(f),g) € isométrica a (R™\ Q,d +df @ df). Aqui utilizamos o

mesmo simbolo & para denotar as métricas Euclidianas de R™ e de R™*!.
Demonstragio. Considere ¢ : (R*\ Q.0 + df @ df) — (G(f),g). E facil verificar
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4. Gréficos de Fungoes Assintoticamente Planas

que ¢ é um difeomorfismo de classe C', cujo inverso é a projecao 7 : (G(f),g) —
(R*"\ Q,0 + df @ df), m(x, f(xz)) = . Com isso, basta verificar que ¢*g = § + df ® df.
Sejam {e;}; e {(e;,0),(0,1)}" | as bases canonicas de R™ e R™"!, respectivamente.
Temos que {0;}, em que 0; = .e; = (e, fi) = (e;,0) +(0,f;), i = 1,....,n, é um

referencial coordenado sobre G(f) e

Vrg(ei,e5) = g(vses, huey)
= 6((e5,0) + (0, f), (e, 0) + (0, f))
= 045 + fifj
= (0 +df ®df)(e;, e;).

Portanto, os coeficientes da métrica sao dados por g;; = d;; + fif;- ]

Observacao 4.1. Com esse resultado, podemos construir variedades com bordo ndo
compacto se restringirmos o dominio de uma funcao f como acima a regigo R \ €,

isto é, consideramos o grifico G(f), onde f = flrm\a-

Gragas & Proposigao [.1] em cdlculos posteriores, vamos tratar o gréafico (G(f), g)
através da identificacao acima com seu dominio (R™\ Q, § +df @ df). Isto nos permitird
expressar integrais de fungoes que, a priori, estao definidas sobre o grafico, em termos

de integrais cujos dominios de integracao sao subconjuntos de R".

Definicao 4.1. Sejam Q C R"™ um conjunto limitado e f : R} \ Q — R uma fungao de
classe C?. Diz-se que f € assintoticamente plana, com ordem T > 0, se a curvatura
escalar, S, de G(f) munido com a métrica induzida de R™, 1*5, for integrdvel sobre
G(f), e se existe um subconjunto compacto K C R"™ tal que Q@ C K e, sobre R \ K,

tivermos

il + vl fis ()] + 72| fije(2)] = O(r~2),

para todo 1,5,k =1, ...,n. Aqui usamos a notagao: f; = 0;f, fij = 6’z2jf e fijk = ((f’ka

Observe que a variedade (G(f), g) é assintoticamente plana de ordem 7 se a fungao
f for assintoticamente plana de ordem 7/2. Com efeito, ¢;; = 0;; + fif; = 0;; +O(r™7),
Gijk = fiufj + fifir = O 1) e gij = O(r~"72).

Exemplo 4.1. Considere a variedade de Schwarzchild (M3,q) de massa m > 0 tal
como no Exemplo . Temos que a métrica g = u*é € conforme a métrica Euclidiana
§, esta por sua vez, tem curvatura escalar S° nula e a funcio u = (1 + m/2r) é
harmoénica em R™ \ {0}, isto é, A’u = 0. Relacionamos esses resultados com uma

formula alternativa da mudanga conforme de métricas da Proposi¢ao : se e?f = ut,
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— T —=
H“H""‘-H,_H W _,_,—‘f,

o

<—R=w2;'8m+2m

/ s R = |(x,y.2)|

-2m 2m

Figura 4.1: 3-variedade de Schwarzchild

entao
Df = 2u'Du,
e, a partir dat,
A’f = 2((D(u™1), Du)s + u 1 A%)
= 2(—u"%|Dul? + u" A%).
Substituindo tais expressoes na formula 2 da Proposi¢ao|l.8, obtemos

4(3—1) A(3—1)

Syt = §° — 5% (—u"?|Dul? + u ' A%u) — 5 u”?| Dul3
_ g 4(3 —1) A%y
B 3-2 w

Assim, as duas curvaturas estdo relacionadas pela equacdo
3-2)
=u"? (=8A% + S%)

Dai, seque de imediato que S = 0. De fato,
Além disso, a esfera an/Q ¢ uma superficie minima em (M3, g). Com efeito, considere

o campo normal e unitdrio a esfera dado por

No— T T

Tzl w?lz] T wdr
|zl

E agora calculamos a curvatura média HY com relagao a N9, isto é, H = —divINY.
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Logo, pela Equacao|1.1

ou m m
E:_ﬁ e 7’u=(1+—>7“=m-

Com 1isso, encontramos

1 /2 4m
H=——|-——-——
u? (T u27“2)

. . 2 , s . ;.
E assim garantimos que a esfera S7, Jo € uma superficie minima. Dessa forma, o fim

exterior
(R3 \ B?n/Q’ U45),

€ agora uma variedade assintoticamente plana com apenas um fim que tem bordo
minimo ¥ = szn/?'

Além disso, esse fim pode ser representada como o grifico de f : R®\ B3 — R,
em que f(z) = \/8m(|z| —2m) é uma funcio assintoticamente plana de ordem 1/2
(veja Huang e Wu [36], Proposi¢io 2.6). Dessa forma, o fim exterior pode ser wisto
como a parte superior da pardbola de rota¢ao em torno do eixo w (veja a Figura .
Com 1isso, pela Proposicao temos uma isometria entre (R3 '\ BS’n/Q’ ud) e o grdfico
(G(f), 0+ df @ df).

Pela Observacgao se restringirmos o grdfico para f’Ri\BSmf entao obteremos

uma variedade assintoticamente plana e com bordo nao compacto. Além disso, levando
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em conta a Definigdo da massa ABL, temos que

gmﬁa:<1+ )45 (ﬁ) 0,

logo

r—00
Sn 1 %J

m(g) = ¢, lim /Z Gijj — Gjji) b dVSn 1.

Como a métrica de Schwarzschild € esfericamente simétrica, utilizamos a massa ADM

calculada no Exemplo para concluir que m(g) = m/2.

4.2 Massa Nao-Negativa

Para provar a desigualdade do teorema da massa positiva, temos que ver a curvatura
escalar como a divergéncia de um campo vetorial, o que nos permite aplicar o Teorema
da Divergeéncia A partir de agora, denotaremos a métrica Euclidiana em colchetes

sem sub-indice, § = (-, -).

Proposicao 4.2. Sejam @ C R™ um conjunto aberto e f : Q@ — R uma func¢ao de
classe C?. Seja X : Q — R™ o campo vetorial dado por

= U(fifr — [rfir)es, (4.1)
em que U = %, U=1+(Df,Df). Considere a fun¢io s : Q — R" dada por
— U(fisfrr — ffin) = 20" fufuilfifin — Frfin)-
Entao, s = div X.

Demonstra¢ao. Um célculo direto da divergéncia conduzira a demonstragao. De fato,

divX = U;(fifur — fufiu)U(fifuow — fefin)i
2flfll (fifir = fef) + U (fiifew = fifwni = fuifir = fufini)
=20 flfli(fifkk — fufie) + U(fiifor — frifin)-

]

A préxima proposicao nos permitird, juntamente com o Teorema da Divergéncia
[1.7, fornecer uma demonstragao simples - sem uso de teorias mais avancadas - de que

a massa de hipersuperficies graficas com bordo nao compacto é nao negativa.
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Proposigcao 4.3. Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e f : Q@ — R uma funcao de

classe C*. Entdo, a curvatura escalar de (G(f),g) €
S = U(fufue — fuufa) = 20 fifulfifuw — fufi).

Demonstra¢do. Sabemos que {0; = (e;, f;)};_, é um referencial coordenadoen = (=D, 1)

¢ um campo normal a G(f), assim

Vid; = (0,...,0,0;f;) = (0,...,0,(Df;,0;))
= (O’ .50, <(fj17 . 7fjm0)7 (ez7fz)>)
- (O,...,O,fji).

Portanto, A(9;,9;) = (V,;0;)* = (V.0;, = H‘f%f'gn. Pela equagao de Gauss |1.12

Rk = (A(0:,05), A(Ok, 01)) — (A(0;, 0,), A(O, 0;))

1
W(fijfkl — fufwj)-

Como a inversa da métrica g;; = &;; + fifj é g7 = &;; — %, obtemos

S = g"g" Riw; = (65 — U fif3) O — U fu U (fij fra — fafrs)
= U(6i; — U fif3)Orfijfrr — Owafifin — U fafifis fra + U fififafie)
= U(0i;0m.fij fra — Sij0uafufix — 03U frfifij fra + 655U fufifufin
— Ufifidufisfu+Ufifidufufin+ T fifi fufifisfu =T fifsfefifafan)-

Como as duas ultimas parcelas se cancelam, obtemos

S =U(fiifer — fxfr) + U2<_fkflfiz‘fkl + fufificfu — fifjfijfur + fifjfinfir)
U(firfuw — faufie) = 20f0 (Fifior — fufin)-

]

Observacao 4.2. Embora a curvatura escalar seja, por definicao, uma funcao definida
sobre G(f), pelo fato dela ser expressa em termos de f e esta ser uma funcao definida
sobre R, também podemos considerar a curvatura escalar como uma fungao definida
sobre R}

Dizer que S € L'(R'},0) € equivalente a dizer que S € L'(G(f),g). Com efeito,
como (G(f),g) € isométrica a (R, + df @ df), temos que g;; = 6;5 + fif; e AV =
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Vdet(gi;)dV°®. Como /1+|Df|? se aprozima de 1 quando x — oo e
/degm :/deg&i :/S\/1+|Df|2d\/§§i, e
Ry

&) RY

R/“VR /W /W

+

temos que de\/"S é finito se, e somete se, [ SdVY € finito. Uma observagdao seme-
R% G(f)
lhante também € vdlida para a curvatura média do bordo do grdfico de f.
A seguir, apresentaremos uma expressao para a massa de hipersuperficies graficas

mergulhadas no espaco Euclidiano.

Teorema 4.4. Seja f : R} — R uma fungao assintoticamente plana sobre R \ Q, e
de classe C* até o bordo, com ordem T > (n—2)/2. Seja (G(f),9) = (R",§ +df ® df)

o grdfico de f. Supomos os sequintes itens:

o f, >0 sobre OR"} e 0, = (en, fn) € normal ao bordo nao compacto (isso ocorre

quando f, = 0 sobre ORY}, por exemplo);

o A curvatura escalar de G(f) € integrdvel e nao negativa, isto é, S € L'(R") e

S >0;

o A curvatura média H do bordo de G(f), isto é, OG(f) visto como uma subva-
riedade de G(f), € tal que H > 0 (com respeito ao campo normal, unitdrio e
externo) e H € L'(OR");

o A sequnda forma fundamental A (com respeito ao campo mormal, unitdrio e
apontando para cima) de OG(f) = ORY, visto como subvariedade de (R",6) =
(OR™ x R,0) ¢ tal que Y1~ A(0;,0;) > 0 e S0 A(8;,0;) € L'(OR?). Aqui,
3} = (&, f;) € um campo de vetores tangentes com é; € R"™! € o i-ésimo vetor da

base canonica.

Entao,
= / S dVﬁsgi + —lLfo 5811&1
R )
/fn 14 [Df|? (ZA ) %d\/w (4.2)
OR™
onde Df = (f1,..., fa_1). Em particular, a massa ABL serd ndo negativa.
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Demonstragdo. Note que 0B, = Sy U B!~ e 5772 = 0B, denotamos por N°

o campo normal unitdrio externo a d5;,. Pela Proposicao anterior, temos que

S=divX e

/ SdVg, = lim [ SV,
r—00 Ty
R B,

= lim [ divXdVy,
7—00 T+
Bl

= lim [ (X,N°) dVaBn
r—00
9B; 4

r—00 r—00

n—1 n—1
Sry By

Por hipétese, f; = O(r~z) e fx = O(r~27') para todos i,k = 1,...,n.

lim < T ‘> dV gt lim (X —en) AV

Ja que

U—1=(Df,Df) =0O(r7), temos que limU = 1. Dai que limU = U~ = 1. Assim,

7—00 700

U—1=-U(Df,Df) =0(r—7). Com isso, concluimos que

(U =D (fifwe — fefix) = O™,

Como 7 > (n — 2)/2, temos que 27 +1 > n — 1 = dim S}';". Dal,

lim / ' Vel )
Sn 1

r—00 r—00
Sha
< Climr 2SN =0.
r—00
Logo,
Tlggo (U —=D)(fifwr — fkfzk)l | gn 1 =0.
s

Portanto,

lim U(fifur — fkfzk)| |dVSn 1= lim / (fifur — fkfzk:)| |dVSn 1.
spt spt
Com isso,

lim <X | ‘> dVSn 1= hm / fszk: fkflk)l |dVSn 1-
st 1
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Agora note que (X, —e,) = _U(fnfkk_fkfnk) UZk;én(fnfkk_fkfnk) pois quando

k = n os termos se cancelam. Por outro lado, como —U =1 — ﬁlg;lz,
n—1
2+ |Df|?
<x—w:§]mm—AM)l+b#§jnm Frfor)-
k=1

Isso implica que

/SdVR” = hm / (fifur — fkfzk) dVRn + hm / Z Jofwr — fefur) dV
S’n 1

Rn Bn 1 k=1
2+ [Df|? &=
o hm n - n dV‘S—n,
r—oo 1_{_’ny2 kz_;(f Jir = Ii [ k) Bl
Brt =

Continuando com os célculos,

/S dV%i == rli\rgo (gki,k — gkk,z)( )dVSn 1

Ri S:L;Ll
—|—7nli_>1rro1O (divgn-1(f,Df) —2(Df,Df,))dV B" )
Bt
2+ [Df]?
— i e ik — frfor) AV
Ti}n(;lo/ 1+’Df|2 ;(f fkk fkf k) Br
Br1 -
Aqui, Df = (01f,...,0n_1f), #° é o campo unitario normal a S”+1 e 9% é o campo

co-normal a S"2. Do Teorema da Divergéncia,

/ (divgn—1(f,Df) den , = / fn(Df,9°) dvsn 2

B:}—l Sn 2
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encontramos

/ SV, = lim / (g — gkk’i)(ui)dvng + lim / Z Fafid® AV,

ke g o2 h=1
. 2+ DS
~2lim [ (DLDL) Ve~ Jim [ 17 f|22 Fuis = Fuf) AV
Brt Brt

:Th_{go (Grik — Grni) (1 )dV ot rlglolo / Z G 0" dV
st spo2
BT 2+ |Df? g

—2lim [ (Df,Df,)dVi — lim m Z( Foiw = frfur) AV s

B;L—l Bn

Assim,

m(g)
- / deRn +2lim / Z Frifi AV s

R” B” 1 =1
: 24 |Df]? 5
+ lim —_— Sk — Jiefar) AV G
A% | Ty |DrE ;(f Jik = fifrr) AV g
Brt -

Agora calculamos a segunda forma fundamental do bordo visto como uma subvariedade
de G(f). Por hipdtese, N = —0, = —(e,, f,) é um campo normal no bordo, e além

disso, externo e tangente a G(f). Seja V a conexdo Euclidiana do R™*!, temos que

vzan = (07 cee 70781fn> = (07 cee 707 <Dfn7al>)
=(0,...,0, fri)-

J& que 0; = (e;, f;), temos que (V;N, ;) = f,if;. Logo,
<vaa a]) = _<vzanvaj> = _.fnzf]

Aqui usamos o fato de (V;N,9;) = —(N, A(9;,0;)), onde A é a segunda forma fun-
damental do bordo visto como subvariedade de G(f), e encontramos (N, A(9;,9;)) =

fnifj Logo, denotando a segunda forma fundamental escalar por A, encontramos

N

1+ (f)?
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Com disso, a curvatura média H = trgz ¢é dada por
n—1 n—1 ff f f
F = aua Z ( i e > L
i,j:l 2,7=1 1 + |Df‘2 1 + (fn)2
< ( z]fmf] fmfz(f])2 )
2

V1 2+ DRI+ ()

[4

(]

l]:
n—1 n—1

— fmfz fmfz(f])
Z\/ ; (L+[DfP)V1+ (fa)?

fnzfz

— f’n’Lf’L

Z\/l—l— (fn)? Z\/H (fn)? Zl+\Df\2
:if fufi (N

~ VIt UaE | S L+ IDIP

(]

Logo,
nif‘f‘_ H\/1+ (f,)? o
T N )2/ (L + D) + (fu)?
m(g) / /
SdVRn + 2lim B" 1
Cn, 2 — A/1 fn
2+ | Df|*
+r11{§o_/ m;(fnfkk Fefur) AV s
B!
H 2+ |Df)?
R/SdVRn Tli)rgo NiESTAE (2 1L IDfE dVBn 1
T B
. 2+ |Df|2
+Tlggo/ |Df\2 anfkkden L.

Por hipétese f, > 0 sobre OR™. Também, S7~1 fur = 1/1+ [DfI2 30 A9,

como veremos abaixo. Desse modo,

m(g) 5 _HIDf]?
7 - / S dVR:ﬁ \/7]0” VB]Ri

R’n
2+[Dfl
dvam

/fn 1+‘Df‘2<ZA >1+|Df|2
oR™

> 0,
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Para concluir, mostremos que >3~} fux = \/ 1+ |DF2 307 A(9;, ;). Visto como uma
subvariedade de R}, xR, o bordo de G(f) ¢é o grafico de f= flown . Logo, 0 = (&, ,),
i=1,...,n—1, sdo campos de vetores tangentes. Ademais, 7 = (=D f,1) = (=Df,1)
é um campo normal. Temos

v{;f]: (_ 0 17...,_52'771_1,0).

7

Com isso, (v@ﬁ, éj) = —Tji. Usando a equagao de Weingarten, encontramos

Logo,
n—1 o n—1 o 77 n—1 fkk
A( [ Z) = A( [ z)?ﬁ :Z—_a
i=1 j=1 " k=1 /14 |Df|?
como esperado. O]

4.3 Desigualdade de Penrose

Vamos comecar esta secao com uma simples proposicao que sera 1util a proxima.

Proposicao 4.5. Seja (M, g) uma (n + 1)-variedade Riemanniana e f: M — R uma
funcao suave. Seja X C M uma hipersuperficie mergulhada e v um campo normal e

unitario a Y. Suponha que f € constante em X; entdo em X temos
Af =Hessf(v,v) — Hu(Df,v).
Aqui, Hy, estd relacionado a v.

Demonstracdo. Dado um ponto x € X, temos

Af =divDf =div((Df,v)v) = (D(Df,v),v) + (Df,v)divy
= (V,Df,v) +(Df,V,v) + (Df,v)divv.

Usando que Y é uma subvariedade regular de M, tomamos uma vizinhanca U de x em
Y tal que U = g Y(a), onde g : V.C M — R é diferencidvel, u C V, e a € R é um valor
regular de g. Seja Fy, ..., E,+1 um referencial ortonormal tal que E,,.1 = Dg/|Dg| = v

e denotemos por H a curvatura média e por A a segunda forma fundamental de X.
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Entao

n n

n+1

= — Z Vev, B) — (V) = Z<inV7 E;) = —divw.

i=1

Dai, segue que

Af=(V,Dfv)+(Df,V,v)— Hs(Df,v)
= Hessf(v,v) + (Df,v){v,V,v) — Hy(Df,v)
= Hessf(v,v) — Hx(Df,v),

como esperado. O

A préxima proposicao sera usada na prova da desigualdade de Penrose.

Proposicao 4.6. Seja 2 C R™ um conjunto aberto limitado tal que a fronteira de
R\ Q € suave. Seja f : R\ Q — R uma fungao de classe Cy até a fronteira,
assintoticamente plana, constante em cada componente de 0N, e tal que |Df| — oo
quando x — 0. Supomos que o grdfico G(f) de f estd munido da métrica induzida
do R™"™t.  Denotando por Q,i=1,....n, as componentes conexas de ) tais que
Qn{z" <0} #0 e unN{z" >0} #0; e por Qs, i =1,...,7, as componentes conexas
de Q tais que Q; C R” T, entao

n0) [ save _HIDIE
Cn V 1+ fn
R2\Q IR \UQ;
2+ |Df|?
+ / far/ 1+ |Df|? (ZA )ﬁdv
8R"\UQ
—Z / fo(Df, 7)) AV + / HaodV
- 89 NOR™ ua,N{z" >0}
+ /HanV.
Ua@i

Aqui n € o campo unitdrio e normal a 0S) interno a 2, H e A sao a curvatura média
e a sequnda forma fundamental escalar definidas no Teoremal4.4) e Hoq € a curvatura
média de 0S) visto como uma subvariedade dos hiperplanos que contém as componentes

conezas. Veja a Figura[{.9 para melhor compreensao.
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Demonstracao. Temos novamente pelo Teorema da Divergéncia

/ SdV = lim divX dV

r—00

B"\Q
— lim <X, i> dV + lim / (X, —en) dV
r—00 |J,’| r—00
sEhe Brh\uy
uaN{zn >0} uoQ;

onde X = 1/(1+ |Df|*)(fifux — fefix)ei- Como no Teorema encontramos
lim < Tz |> dV = lim / (fifwr — fkfzk)| ’
SThQ spt

7 — 2+|DJ2.
Por outro lado, como —U =1 — DT

_n—l 2+‘Df|2 n—1
(X, —en) = ;mfkk — fifur) — Y IDIE ;fnfkk — fifur)-

Logo,

r—r00
Br—huh B” 1\UQ

lim (X, —e,)dV + hm / Z fofiw — fufur) AV

n—1

. 2+ [DfJ?
—rlirgo Tw;(fnfkkz — fifor)dV

Br~huQ

= lim (diVR"*1 (fnﬁf) - 2<Ef7 Efn)) dv

T—00
Br—huh
n—1

2
— rh—glo / % Z(fnfkk — fifor)dV
=1

Br—hun
Aqui, Df = (01f,...,0,_1f). Usando que

lim / (divgn: (f,Df)dV

r—00
Br1\u,

= lim anfﬂ5dV+Z / f(Df,7)d

r—00
sn—2 8Q NOR™
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onde ¥° é o campo unitario co-normal em S"~2? externo a B"~!. Com isso,

lim (X, —e,)dV = lim fu(Df,9°) dV+Z/anf,

r—00 r—00
Br~huQ Sr20) anaR"
. - . 2+ [DfJ?
—21 Df,Df,))dV — 1 _— ik — fefur)dV. (4.6
et (Df, Dfn)) et / 1+ [Df? ;(f fir = frfur) (4.6)
Br=huQ Br~huh -

Usando [4.4[4.5] e [4.6] encontramos

/Sd\/— hmsn/ (fifwr — fkfzk)| |

dV+ lim /fn Df,¥°)dV
Sn 2

+Z / fo(Df, ) dV — 21im (Df, Dfa))dV

r—00
~O0NORY Br—1\uQ
n—1

D 2
k=1

Br—1\uQ

+ / (X, m;)dV + / (X, m;)dV,

UBQm{x">O} UBQZ

Ou seja,

”Zig)z /de Z / Fu(DF. )

=1

RZA\Q BONIR™
+ 2lim (Df,Df,))dV
r—00
BrI\uQ
| 2+ |Df]?
+ lim —_— ik — fefor)dV
Lm 15 DfP ;(f fir — frfur)
Br~1\uQ -

- / (X, ;) dV — / (X, 7;) dV (4.7)

uaN{zn >0} uoQ;

Como no Teorema [4.4] temos

. 24 1DJPY o [ _FIDIE
i [ (=) V- [ g 6w

Br~hua OR™\UQ

onde H é a curvatura média de OG(f), visto como subvariedade de G(f), e também
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temos

r—o0 1+ [Df?
Br~hun
1
5 a0 | 2+ DS
2
/ far/ 1+ |Df| (g (9;,9;) ) 1+‘Df‘2dv, (4.9)
AR\

onde A é a segunda forma fundamental escalar de dG(f), visto como subvariedade de
OR" . Logo,

o) [ save [ DI

v
Cn \/1+ fn

RZAQ OR™ \UQ2

’ 2+ |DfP
/fn\/1+\Df\ (ZA ) oY

OR™\LSY;

oy | n@ria

=1 AONIR™

— / (X,m;)dV — /(X,vmdv. (4.10)

uaN{zm >0} Uo;

Os proximos cédlculos da curvatura média do conjunto de nivel 92 podem ser encon-
trados em Lam ([41], Equacao 5.3) ou Mirandola e Vitério ([52], Equagao 33). Como
f € constante sobre 0f), tem-se que D f é normal a este conjunto. Denote por 2¢ uma
componente de € tal que f cresce quando x — 990¢, assim Df/|D f| é o campo normal,
unitario e externo ao gréafico ao longo de 99Q° (D f/|Df| aponta pra dentro de Q¢ no
hiperplano que o contém). Denote por Q¢ uma componente de Q, tal que f decresce
quando x — Q% assim —Df/|Df| é o campo normal, unitario e externo ao grafico
ao longo de 90 (—=Df/|Df| aponta para dentro de Q¢ no hiperplano que o contém).

Temos que

Df\ _ /+ J fiU
<Xaw>—<U(fifkk_fkfik)617’D—}’ > ‘Df‘<fszk fkfik)

= o2 = Jufifa) = o |DAFAS ~ Hesf (D1, D)

DA ( ( Df Df))
o U\ TSI D o]

Como v = Df/|Df| é o campo normal, unitério e inteiro a Q¢ usando a Proposi¢ao
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5 e que U = 1/(1 +|Df[?), encontramos

) e (1 1)
<X’|Df|> T e e \P1p

S R 3 S
= - 5 110qe ) = o HoqQe-
1+ [Df| [DfI" D] 1+ [Df]
Como v = —Df/|Df| é o campo normal, unitario e inteiro a 4, usando a Proposicao

.5 e que U = 1/(1 + |Df|?), encontramos

pi\ _ Ipfl ( Df
<X"|D_ﬂ>‘ 1+|Df!2< Ha"d<Df’ IDf|>>

[DfP? <Df Df> [DfP?

S e V= T oo
L+ |Df2 "\ [Df] D] 1+ |Df2

Aqui, Hpq é a curvatura média da fronteira de {2 com relagao ao campo normal, unitario

e interno a . Sabemos que lim |Df(x)| = oo, logo lim |Df|?>/(1+|Df|?) = 1, e assim,
z—0Q =00

<X7V>:_HQQ~
Usando [4.7] temos finalmente
m(g) / H|Df]”
= SdVv + ———=dV
n Vi)
REAQ OR™\UQ
n—1
= 5 o\ 24 (DfE
1+ |Df|? A(0;,0) | — =55 d
+ / fa/1+|Df] (2_) (8”8’)>1+|Df|2 v
AR\, =

n

- / fn(Df, ) dV + / Hyo dV
7

1=

OQNOR™ ua,N{azn >0}

Ua@l
]

Seja @ C R™, um conjunto limitado, cujo bordo 02 seja suave. Dado z € 012,
denote por k(z) = (ki(x),...,k,—1(x)) as curvaturas principais de 02 em z. Para

0 <k <n—1, considere as fungoes simétricas o : R” — R, definidas por

n—1\"
Uk()\la---y/\n—1> = ( L ) Z /\21/\%

1<i1 << <n—1
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Note que og(k1(x), ..., kn-1(2)) = 1, o1(k1(x), ..., kno1(2)) = 5 H(z), onde H é a
curvatura média de 02 e 0,1 (k1(x), ..., kn_1(x)) = H?;ll ki € a curvatura Gaussiana

de 0€2. Definimos também a quantidade

Vn_k(Q) = On—l,k/o'k:—l('%) dV,
[2)9]

em que
o (1)
O'k_l(f)’

Com essas definigoes podemos fazer a seguinte caracterizacao para {2:

Cn—l,k = ] = (1, ey 1)

Definicao 4.2. Dizemos que ) € k-convexo, se k(x) € T para todo x € 99, em que

'y € 0o cone de Garding:
Iy ={X€eR"0or(N\) >0, Vm < k}.

Diz-se que Q) € estritamente k-convexo, se k(x) € I'y para todo x € 9S2. Da mesma
forma, dizemos que o bordo OS) é (estritamente) k-convexa, se ) é (estritamente)

k-convezo.

Observacao 4.3. Mais concisamente, dizemos que a hipersuperficie 0S) é convexa se

ela € n — 1-convexa e que é média-convexa se a mesma € 1-conveza.

Agora supomos também que €2 seja um dominio de R™ com n > 3, isto é, um aberto
limitado e conexo. As desigualdades de Alexandrov-Fenchel, provadas por Alexandrov
em 1937-38 [1}, 2], dizem que

(%) = (%) - (4.11)

onde B é uma bola unitaria em R™. Ademais, a igualdade em |4.11| ocorre se, e somente

se 02 é uma esfera redonda. Em 2009, Guan e Li [29] generalizaram a desigualdade
para dominios {2 estrelados e k-convexos:

Teorema 4.7. Suponha que 2 é um dominio suave k-convezo e estrelado em R™, entao

<Vnm(Q) ) ﬁ < <Vnm1<Q) ) nﬂ;il
anm(B) - anmfl(B) ’
para 0 < m < k. A igualdade ocorre se, e somente se ) é uma bola.

Demonstragao. Veja [29], Teorema 2. ]
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4. Gréficos de Fungoes Assintoticamente Planas

Corolario 4.8. Suponha que 2 C R™ sjea um dominio estrelado com bordo 0S) suave
e médio-convero. Seja Hyq a curvatura média de OS2 com respeito ao campo normal,

unitdario e interno a . Entao

n—2

’aQ| n—1

—— [ HyqdV > :
2(n— Dwyp— 1/ o =2 (wnl

Ademais, a igualdade ocorrerd se, e somente se ) € uma bola.

Demonstra¢ao. Usando o teorema acima para m = 1, encontramos

Temos

Voo1(Q) = On—1,1/00('i) dV =C, 11109, Vii(B)=Ch11|S" = Ch11wn 1,

o0
e
Vi_o(Q) = Cn_m/ (k) dV = Crt, Q/HQQ av,
Biy)
e
Vn_Q(B):Cn_LQ /0'1<Ii)d\/: n—1,2 /HSn 1dV Cn 1,2Wn—1-
sn—1 sn—
Assim,
1 1
( Cn-12 [oq Hoo dV) e > ( Cn-1,1|09| ) nt
(n - 1)071—1,2 Wn—1 o Cn—l,l Wn—1 ’
ou seja,
—/H dv > |(9Q] - .
(n —1 wn 1 Wn—1
O
A seguinte proposigao pode ser encontrada em [36],
Proposicao 4.9. Sejam ay, ..., a, nimeros reais nao negativos e 0 < g < 1. Entao,

Se 0 < B < 1, entao a iqualdade ocorrerd se, e somente se no mdximo um elemento de

{ai,...,ax} for nao nulo.
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4. Gréficos de Fungoes Assintoticamente Planas

Demonstragao. Suponha, inicialmente, k = 2. Fixe z > 0, § € [0,1] e defina w(y) =
2% +y? — (z +y)?. Temos que w(0) =0 e

w'(y) =B = (x+y) ) >0, Vy>0.

Portanto, w(y) > 0 para todo y > 0 com w(y) = 0 se, e somente se z = 0 ou y = 0 ou

B =1. Se k =n > 2, entao, por indugao,

(01 4+ +a,)" <(a+-+a,1)" +a]

<a)+---+d

]

Agora estamos em condicoes de provar a seguinte versao da desigualdade de Penrose,

incluimos

Teorema 4.10. Seja @ C R%} \ {2" =0}, n > 3, um conjunto aberto cujo bordo é
suave e médio-convexo. Suponha que cada componente conexa de ) € estrelada. Seja
[ RI\Q — R wma funcdo diferencidvel até o bordo, assintoticamente plana, constante
em cada componente de 0S) e tal que |Df| — oo, quando x — OS). Suponha também

que fn, = 0 em ORY, e que as curvaturas que aparecem na Proposi¢aio 5G40 Nnao

17109\ "t
> [ — .
mtg) = 5 (22

Demonstragao. Pela Proposicao [4.5] temos

negativas. Entao,

m(g) / / H 2
= SdV + —(2+|Df|)d\/+ HyqdV.
Cn V1 )2

R7\Q OR™ + (/) o0

Denotando por §2;, i = 1,..., k, as componentes conexas de €1, segue-se que
1 I (10 "1
> Hyq dV > — :
mlg) = 2(n — 1)wnlz/ o - QZ (wnl)
booQ,

n:2 2

1 0\ 1 /|00
> = = == — .
— 2 <Z wnl) 2 <wn1
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jo}

\/

S

4 2 W %
Br N\

Figura 4.2
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Apeéendice A
Calculo de Variacao

Aqui provamos as férmulas de variacao que usaremos ao longo da tese. Esses

resultados se baseiam em Kroncke [39], Apéndice.

Lema A.1. Sejam w, £ € (M) e T,S € Sy(M). Entio a primeira varia¢io do

produto escalar, do traco e da forma volume sao dadas por

% o (W, ) guen = —h(wh, &),

% 3 (T, S)gien = —2(T', h o S)g,
% » trypn T = —(T, h),g,

% Vi = %(trgh)dVg-

Demonstracao. Usemos coordenadas locais. A primeira formula segue de

(g + th)wi&; = —hYw&; = —hug™wig”é;.
t=0

dt

A segunda férmula segue de

(g+th)7(g+ th)leiijl = — 9 gF TS — g WM TS

t=0

= 29ijgkmﬂksjlglnhnm
= — 27" Tp(h 0 S) jm.

A variacao do trago segue de

7 (g +1th)"Ty; = —=h"T; = —g"g" hy T};.
=0
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A. Calculo de Variagao

Finalmente, computamos a primeira variacao do elemento de volume e obtemos

d

d
dV = —
dt

= S det((g+ th),)dx

t=0

t=0

1 _ip d

t=0

1 1
= (txh) det(g;;)"/?dx = S ith - dV. O

Lema A.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e denote a primeira varia¢ao da
conexdo de Levi-Civita na dire¢ao de h por G. Entdo G é um (1,2)-campo tensorial,

dada por
9(G(X,Y), Z) = %(Vxh(Y, Z)+ Vyh(X,Z) —Vzh(X,Y)).

A primeira variagao do tensor de curvatura de Riemann (como um (1,3) e como um

(0,4)-tensor), o tensor de Ricci e a curvatura escalar sao dados por

d
| B2 =(VxG)(Y. 2) = (VyG)(X, Z),
t=0
d 1
o RIVMX Y, Z, W) zé(vg(,zh(Y, W)+ Viwh(X,Z) = Vi ,h(X, W)
t=0

— Viwh(Y.Z) + h(RxyZ,W) — h(Z, RxyW)),

d 1 1
y Ric/T"(X,Y) =5 ALh(X,Y) = (div?) divih(X,Y) — §V§7ytr9h,
t=0
d
o S9th = — A9(tr,h) + div?(divih) — (Ric?, h),.
t=0

Demonstragao. A diferenca entre duas conexoes é um (1,2)-campo tensorial, logo G
também o é. Faremos as computacoes em um ponto p usando coordenadas normais
com respeito a g centrado em p. Primeiramente, temos

1

ij - — Ffj :§gkl(8ihﬂ + 0jhiyy — Ochij)

dt

t=0

1
:§gkl(vihﬂ + v]’hil — thl])
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A. Calculo de Variagao

Para o (1,3) tensor de curvatura,

d

dt

d
l
Rian = a1

t=0 ’
:@‘Gé'k - 8jG§k

t=0

Para o (0,4) tensor de curvatura,

1
=l R, + §(v§jhkl + V2.hj — Vih)

1
— 5(v?ih,d + Viha — V).
Pela identidade de Ricci,

1 1
§<V?jhkl - V?ihkl) = _§(Rg'bkhml + Ri5ihkm),

il
o que da
d 1
t=0

A primeira variagao do tensor de Ricci é

4
dt

d
Ry = —
/A

ik =ViG, — V;Gy

t= t=0

1 .
=59 (Vighim + Vihim = Vinhi)
1 .

Novamente pela identidade de Ricci,

1 iy .
Egzm(vfjhkm - Vihkm) = _§glmR:§khnm + QRZCJ' hk?’L)?
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A. Calculo de Variagao

59 Vihm = 59 Vil =59 (Viehmj — Vi + Viihm;)

=59 ( kimhnj+Rkijhmn)+§g Viihmj

Fazendo um rearranjo dos termos acima,

1 ) .
T Ry, :5(—g‘mV?mhjk + Ricy humj + Ric Ay — 29" R hium)
t=0

1 1
+§(vk(dngh)j + Vj(divgh)k) — §V?ktr9h
1

1  gve
:§ALh]~k — (div?)*(divih) jx — §V?ktr9h.

A primeira variacao da curvatura escalar é

d

d
_ g+th _
dt S

3 3 d
di (gsziCij) = — hURiCZ‘j -+ g” - Rij
t=0

t=0 dt t=0
= — h"Ric;; — AY(tryh) + div?(div?h).

Lema A.3. A primeira variagcao da Hessiana e do Laplaciano sao dadas por

1
SH_thV%(,Yf = - §[th(Y7 Df) + VYh(Xa Df) - vah(Xv Y)]>
d

dt

1
AT =(div'h — SV rgh, V) + (b, V).

t=0

A primeira variacao da derivada covariante simetrizada e da divergéncia de uma 1-

forma w sao dadas por

d 1
p (SV)w(X,Y) = — §[th(Y,wﬁ) + Vyh(X,wh) — Vo :h(X,Y))],
t=0
d s g+th 1 . 4
—|  div""w == (Virgh, w) — divih(w*) — (h, Vw).
dt|,_, 2

Demonstra¢ao. Primeiramente provaremos as duas tltimas féormulas. Seja w uma 1-
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A. Calculo de Variagao

forma. Entao

1
5(87;%- + @-wi — (Pfj + Ffl)wk)

t=0

1
=— égkl(vz'hjz + Vjhy — Vihi;)wy,

pela primeira variacao da conexao de Levi-Civita. No caso da divergéncia,

d

dt

d
divithy = —

7 ((g + th)7)(SV)wi

t=0

g 1 ..
== h(SV)wy; — 597 9" (Vilji + V jhis = Vil )wi

t=0

. 1
= — h7(Vw)y; — g™ (div?h)wy, + igkl(vltrgh)wk.

Como V2f = —(div!)*(Vf) = (SV)(Vf) e A9f = div!(Vf), as primeiras duas

formulas seguem das outras colocando w = V f. [

Lema A.4. Seja h um campo (0,2)-tensorial. Entdo temos

4 9Tl =k %« Vh + VEk * h,
dt|,_,
—|  div9T*h =k« Vh 4+ VEk % h,
dt|,_,
d
- AITFD =k« V2h 4+ V2k « h+ Vk %« Vh + Rk« h,
t=0
% AR =k« V2h 4+ V2kx h+ V% Vh+ Rx k % h.
t=0

Aqui, * € a notacao de Hamilton para uma combinacao de produtos tensoriais com

contracoes.

Demonstragao. A variagdo da derivada covariante de um (0, 2)-campo tensorial h na
direcao k é dada por
d

vihjk - E

o (Oihje — Diyhu, — Tiphyi)

t=0

t=0

1
=— §glm(v@-kjm + Vkim — Vinkij ) g

1
—Eglm(vikkm + Vikim — Vikir) i,
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A. Calculo de Variagao

o que da

((g9 + tk)ij)vihjk

d

divi T hy, = —
dt|,_, dt|,_,
i i d

:—kjvihjk—l—gj E Vihjk

t=0

(Vzkjm -+ V]klm - vmkm)hlk

- 1 ..
= — kzjvzh_]k _ §gl]glm
1 ..
_§gwglm(vikkm + vkkzm - vmkm)h]l
Para computar as duas tltimas férmulas, precisamos primeiramente da expressao local

da Hessiana em (0, 2)-tensores, que pode ser escrita como

Vi = 0i(05ha + (T % h)jp) + (T % V).

Agora usamos coordenadas normais com respeito a g centradas em um ponto fixado p.
Entao
d

d
t=0 ! dt t=0 gkl dt t=0 ijkl

=(Vk * h)iju + (Vk x VR)ijn.

d

dt

Para a conexao Laplaciana, temos

(97 V7 hut)

t=0

d ) d
(Viihw)

t=0

| od
kU2 h — g —
Viihw — g dt

Pelo Lema [A.2] a primeira férmula de variagao do tensor de curvatura Riemanniano e

do tensor de Ricci podem ser escritos da forma

d
o Riju I(V2 1) ik + (R % h)ij,
tli—o
a1, VIR B
% RlCij :§Ath‘j — (le ) (le h)Z] — §V2J (tl‘gh)7
t=0
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A. Calculo de Variagao

Dessa forma, a variagao do Laplaciano de Lichnerowicz na direcao de k é dada por

d d o

- (ALh)zJ = — (V*Vh — Ricoh — hoRic— 2Rh)m

dt|,_, dt|,_,

=(k * V?h)i; + (V2k % h)i; + Vk % Vh);; + (R * k * h);;.

Similarmente,

d d o

— Agh);; = — *Vh —2Rh);;

dttzo( E)] dttzg(vv )]

=(k* V2h)ij + (V2k % h)y; + Vk x V)i + (R k % h),;.

]

Lema A.5. A sequnda variacdo da Hessiana, do Laplaciano, do tensor de Ricci e da

curvatura escalar podem ser descritas da sequinte forma:

d d

ds dt $.4=0 v§+sk+thf =kxVh«Vf+VkxhxVf,

ii AITskHth g — Ly VhsVf+Vkxh* V],

dsdt|,,_,

a4 RicITsk+th — L« V2h + V2« h + Vk*«Vh+ Rxk x h,
dsdt|,

d d

aa qutsktth — LW 2R + V2k s h+Vk* Vh+ Rx k  h.
ds dt 64=0

Demonstracdao. Primeiramente computamos a segunda variacao da Hessiana na direcao

de h e k. Usando os lemas e[A4] obtemos

d
\VE
ijf ds

d d 1
T <—§gkl(vihﬂ + V,hy — Vlhz'j)akf)
s=0

s,t=0
1
:§kk’(Vihjl + thil — Vlhw)akf + VEk* h % Vf

=k« VhxVf+Vkxhx*xVf.

Logo, usando o Lema novamente, a segunda variacao do Laplaciano é dada por

d d )
_ A9+Sk+th — 72
dsdt|,,_, f= st w16 (9"V5f)
4 d o dd
— _hYU — 2 £ U 2 ij &2 2
as| _, Vil TR Vel T oo Vil
—k*Vh*Vf+VkxhxVf.
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A. Calculo de Variagao

Agora estamos aptos a computar a segunda variacao do tensor de Ricci nas diregoes

de h e k. Pelos lemas e[Ad]

d d d 1 1
— jedtsktth ZArh.. — (di g+sk *di g+8kh~ - 2<t h
dsdt],,_, ey ds | g <2 rhij = (div)div " QVU Lgtsk
1/d d
= —| Ar)hj—|(— divI™%)* ) div9hy;
2(d5 5=0 L) ’ <d5 szo(w )) v
d
—(div9)* <£ B divg“khij)
1/d 9 1_,
"9\ ds » Vi | (trgh) + §Vz'j<k7 h)

=(k x V?h)ij + (V?k * h)ij + (VEk * Vh)ij + (R * k % h),;.

Para a curvatura escalar, obtemos pelo Lema [A.2]

d d d d y
- gtsk+th _ = = D “g‘JrSkthh
|, S |, (g + sk +th)“Ric};
o d o d
=k Ricf;™" — Y o Ric{*"
t=0 Sls=0
o d d
1y - R g‘+8k+th
|,

=(k x V?h) + (V?k x h) + (Vk * VRh) + (R x k * h).
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